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AVANT-PROPOS

Le contenu et I’organisation de ce livre ont été développés a partir de
I’idée directrice selon laquelle, dans une application de mesures, de tests
ou de contrdle d’un procédé physique, le concepteur se trouve confronté
a des choix de traitements des signaux a mettre en ceuvre afin de ré-
pondre a ces besoins. L’efficacité, I’effet produit, la nécessité, la validité
du résultat sont autant de questions auxquelles il est difficile de répondre
sans une connaissance et une pratique minimum de la discipline que
constitue le traitement du signal.

Ce livre est composé de trois grandes parties dont le traitement des
signaux analogiques (partie 1) et le traitement des signaux numériques
(partie 2). Les cinq premiers chapitres sont consacrés aux bases du trai-
tement des signaux analogiques et les trois suivants traitent des signaux
numériques. La partie 3 est composée de deux chapitres d’ouverture :
mise en ceuvre d’une chaine d’acquisition et traitement d’image.

Le chapitre 1 présente les définitions nécessaires a la compréhension
de I’ouvrage. Il permet de plus de préciser les différentes représentations
des signaux et de fixer les notations utilisées par la suite. Le chapitre 2
est consacré aux transformations de Fourier des signaux analogiques
périodiques et non périodiques qui constituent la base du traitement des
signaux. Cette analyse spectrale des signaux analogiques permet de bien
décrire la représentation duale de tous signaux : temps et fréquence. Le
chapitre 3 présente la théorie générale des systemes de transmission et
traite du filtrage analogique. Cette présentation permet ainsi une ex-
tension a tous les types de filtres et de sollicitations de ces filtres. Le
chapitre 4 étudie un des aspects importants du traitement des signaux :
la modulation. Les méthodes les plus utilisées y sont présentées. Le

IX
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chapitre 5 aborde le traitement des signaux aléatoires en particularisant
I’étude au signal de « bruit ».

La transformation des signaux analogiques en signaux numériques
est étudiée en détail au chapitre 6. Ce chapitre, qui présente en particu-
lier le théoreme d’échantillonnage, est sans doute le plus important de
cet ouvrage. Le chapitre 7 est consacré a I’analyse spectrale des signaux
numériques. Le chapitre 8 présente les concepts de base du domaine tres
riche que constitue le filtrage numérique avec des applications simples
de diverses méthodes.

Les chapitres 9 et 10 concernent I’aspect applicatif du traitement du
signal en présentant dans le premier de ces deux chapitres les chaines
d’acquisition et leur mise en ceuvre. Le chapitre 10 décrit les bases du
traitement d’image.

[’aspect « théorie du signal » a volontairement été limité au strict
nécessaire pour la compréhension des modeles utilisés. Les bases ma-
thématiques indispensables et utiles sont rappelées avec un maximum
de simplicité et de concision en annexe.

Ce livre n’a pas pour but d’étre un ouvrage exhaustif. Dans cet ou-
vrage, nous nous contenterons d’une approche pragmatique. En effet,
il existe de nombreux ouvrages qui décrivent de facon compléte toutes
les méthodes et techniques utilisées dans le domaine du traitement du
signal, sujet tres vaste et en constante évolution. Par contre, il est des-
tiné aux étudiants qui désirent acquérir une formation de base dans les
techniques du traitement du signal. De plus cet ouvrage offre un outil de
base a tous les techniciens et ingénieurs qui travaillent dans le domaine
du test, de la mesure ou du contrdle de procédés. Ainsi cet ouvrage per-
mettra a son lecteur de s’initier rapidement aux bases du traitement des
signaux afin de les mettre en ceuvre de fagon pertinente.
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X*Y
Arctg (x)
b(1)
cos(x)
CAN
CNA
Cov,, (1)
Cxx()
Cyy(D)

Egplx"]
f
F
FFT

Jren()
h(t)

H(f), H(p) ou H(z)
Jn(x)
L

log(x)

Produit de convolution

Fonction arctangente

Signal « bruit »

Fonction cosinusoidale
Convertisseur analogique-numérique
Convertisseur numérique-analogique
Fonction de covariance

Fonction d’ autocorrélation

Fonction d’intercorrélation

Fonction exponentielle

Espérance de x" ou moment d’ordre n
de la variable x

Fréquence

Transformée de Fourier

Transformée de Fourier rapide
Fonction de la fenétre de pondération

Réponse impulsionnelle ou percusionnelle
d’un filtre

Fonction de transfert d’un filtre
Fonction de Bessel de premiere espece d’ordre n
Transformée de Laplace

Fonction logarithme a base 10

Xl
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Xl

Ln (x)
m

OMA
OMF

P
Pgngq(x)
q

Ty

s(1)
s (1)
s(0)
Se(1)

Se,H(I)

S
Se(f)

Sen(f)

sin(x)
sinc(x)
Sind (7)
S xx(f)

S xy(f)
t

T,

TFD
T.(=1/F.)
To(= 1/Fp)

Fonction logarithme népérien

Moyenne temporelle

Onde modulée en amplitude

Onde modulée en fréquence

Fréquence complexe (opérateur de Laplace)
« Peigne » de Dirac (suite de pic de Dirac)
Quantum de conversion

Coefficient de corrélation

Signal temporel

Complexe conjugué de la variable s(t)
Moyenne temporelle du signal s(7)

Signal temporel échantillonné

Signal temporel échantillonné tronqué ou limité
temporellement

Transformée de Fourier du signal s(7)
Transformée de Fourier du signal échantillonné

Se(1)

Transformée de Fourier du signal échantillonné
tronqué s, r7(t)

Fonction sinusoidale

Fonction sinus cardinal [sin(mx)/(7x)]
Réponse indicielle (réponse au signal u(r))
Densité spectrale ou spectre en puissance
Densité spectrale d’interaction

Temps

Transformée en z

Transformée de Fourier discrete

Période d’échantillonnage d’un signal

Période d’un signal
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Echelon unité ou fonction de Heaviside
Tension d’entrée

Tension de sortie

Fonction e~/>™m/N

Pic de Dirac

Fonction de corrélation statistique
Fonction triangle de base égale a 1
Pulsation (= 27 f)

Fonction « porte » de largeur 7

Ecart type de la variable x

XM
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DEFINITIONS ET

DES SIGNAUX

1.1 DEFINITIONS

1.1.1 Définitions de base

Un signal est la représentation physique de I’information qu’il trans-
porte de sa source a son destinataire. Il sert de vecteur a une informa-
tion. Il constitue la manifestation physique d’une grandeur mesurable
(courant, tension, force, température, pression, etc.). Les signaux, consi-
dérés dans ce livre, sont des grandeurs électriques variant en fonction
du temps s(¢) obtenues a I’aide de capteurs. Mais le traitement du si-
gnal s’applique a tous les signaux physiques (onde acoustique, signal
optique, signal magnétique, signal radioélectrique, etc.). Le traitement
d’images peut étre considéré comme une extension du traitement du
signal aux signaux bidimensionnels (images).

Le bruit est défini comme tout phénomeéne perturbateur génant la
perception ou I’interprétation d’un signal, par analogie avec les nui-
sances acoustiques (interférence, bruit de fond, etc.). La différentiation
entre le signal et le bruit est artificielle et dépend de I’intérét de Iutili-
sateur : les ondes électromagnétiques d’origine galactique sont du bruit
pour un ingénieur des télécommunications par satellites et un signal
pour les radioastronomes.

La théorie du signal a pour objectif fondamental la « description
mathématique » des signaux. Cette représentation commode du signal
permet de mettre en évidence ses principales caractéristiques (distribu-
tion fréquentielle, énergie, etc.) et d’analyser les modifications subies
lors de la transmission ou du traitement de ces signaux.



Copyright © 2017 Dunod.

Chapitre 1 « Deéfinitions et représentation des sighaux

Le traitement du signal est la discipline technique qui, s’appuyant
sur les ressources de I’électronique, de I’informatique et de la physique
appliquée, a pour objet I’élaboration ou I’interprétation des signaux.
Son champ d’application se situe donc dans tous les domaines concer-
nés par la perception, la transmission ou I’exploitation des informations
véhiculées par ces signaux.

Le traitement de I’information fournit un ensemble de concepts
permettant d’évaluer les performances des systemes de transfert d’infor-
mations, en particulier lorsque le signal porteur de message est bruité.
Cela inclut les méthodes de « codage de I’information » dans le but de
la réduction de redondance, de la correction des erreurs, de la confi-
dentialité (cryptage). L’ensemble des concepts et méthodes développés
dans le traitement de 1’information et du signal forme la théorie de la
communication.

1.1.2 Principales fonctions du traitement
du signal

Les fonctions du traitement du signal peuvent se diviser en deux ca-
tégories : I’élaboration des signaux (incorporation des informations) et
I’interprétation des signaux (extraction des informations). Les princi-
pales fonctions intégrées dans ces deux parties sont les suivantes :

— Elaboration des signaux :

e synthese : création de signaux de forme appropriée en procédant
par exemple a une combinaison de signaux €lémentaires ;

e modulation, changement de fréquence : moyen permettant
d’adapter un signal aux caractéristiques fréquentielles d’une voie
de transmission ;

e codage : traduction en code binaire (quantification), etc.
— Interprétation des signaux :
e filtrage : élimination de certaines composantes indésirables ;

e détection : extraction du signal d’un bruit de fond (corrélation);
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1.1. Définitions

e identification : classement d’un signal dans des catégories préala-
blement définies ;

e analyse : 1solement des composantes essentielles ou utiles d’un si-
gnal de forme complexe (transformée de Fourier) ;

e mesure : estimation d’une grandeur caractéristique d’un signal
avec un certain degré de confiance (valeur moyenne, etc.).

1.1.3 Les systemes numeériques

Les qualités actuelles du traitement numérique de I’information
conduisent a son développement pour résoudre les problémes de
controle/commande de procédés industriels. Le systéme de traitement
numérique, schématisé sur la figure 1.1, va réaliser la saisie de 1I’infor-
mation, traiter ces informations suivant un programme de controle (ré-
gulation, filtrage numérique, etc.) et d’apres des valeurs de consignes
entrées par I’utilisateur, envoyer des signaux de commande au proces-
sus industriel pour atteindre le comportement recherché. Le systeme
numérique présente, en effet, un grand nombre d’avantages par rapport
a un contréle de processus par un systeme analogique :

reproductibilité des systemes (circuits logiques) ;

stabilité : pas de dérive en temps ou en température ;

adaptabilité et souplesse d’emploi (modification du programme) ;

fiabilité : circuits a trés grande intégration ;
— rapidité : jusqu’a 10 ms environ en temps réel.

Les grandeurs physiques (mouvement mécanique, variation de tempéra-
ture, etc.) liées aux procédés physiques contrdlés mis en jeu doivent étre
transformées en signaux analogiques électriques (courant ou tension) :
cela est le role des capteurs ou transducteurs (quartz, thermocouple...)
dans le cas de la mesure. Inversement, la commande au niveau du pro-
cessus est faite a I’aide d’actionneurs ou récepteurs (moteur, vanne...)
qui transforment le signal analogique €lectrique recu en grandeurs phy-
siques (énergie mécanique, chaleur, etc.).
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Procéds
Actionneur przggi%ﬂi Capteur  >—

signal signal
analogique analogique
Interface de conversion Interface de conversion
numérigue/analogique numeérique/analogique

]

signal signal

numeérique . . numérique
Systéme numérique
de

contréle/commande

Figure 1.1- Chaine d’acquisition et de restitution de données
d’un procédé physique piloté par un systéme numérique.

Dans le cas des traitements par des systemes numériques, ces
signaux analogiques transmis ou recus seront transformés en si-
gnaux numériques. Ce role est rempli par des interfaces électro-
niques spécialisées qui sont composées de différents éléments : les
convertisseurs analogiques-numériques et numériques-analogiques, les
échantillonneurs-bloqueurs, les multiplexeurs, les amplificateurs a gain
programmable, etc. Les fonctions du traitement numérique sont tres
nombreuses : filtrage, analyse spectrale, modulation, détection, estima-
tion, transcodage, génération de signaux, reconnaissance, correction,
etc.

1.2 REPRESENTATION DES SIGNAUX

1.2.1 Modélisation des signaux

Un signal expérimental est une grandeur physique et doit donc étre phy-
siquement réalisable. Les mesures macroscopiques analogiques, réali-
sées a partir d’appareils de mesures comme un oscilloscope, fournissent
des courbes « tension en fonction du temps » du type de celle représen-
tée sur la figure 1.2. Ces signaux physiques sont représentés par des
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1.2. Représentation des sighaux

fonctions s(f) a valeurs réelles d’une variable réelle r. Par conséquent,
le signal possede les caractéristiques suivantes :

énergie bornée ;

amplitude bornée ;

continu temporellement ;

causal (s(r) = 0 pourt < 0);

spectre du signal borné (tend vers O lorsque f tend vers co).

Mais sur le plan théorique, pour la commodité du calcul et I’étude de

certains phénomenes, les signaux sont représentés par des fonctions :

a énergie théorique infinie ;

avec des discontinuités (signal carré) ;
définies sur R (signaux non causaux);
a spectre du signal infini;

a valeurs complexes :

s(1) = Ae’! = A (cos wt + jsin wr) (1.1)

Asignal : s(t)

amplitude
bornée

support borné

Figure 1.2 - Représentation d’un signal physique réel.

Remarque

Il est important de noter que I'introduction de tels modéles ma-
thématiques nécessite une interprétation des résultats obtenus
apres traitement pour retrouver ensuite la réalité.
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1.2.2 Classification des signaux

Pour faciliter I’étude des signaux, différents modes de classification
peuvent étre envisages :

— représentation temporelle des signaux ;
— représentation spectrale ;

— caractéristique morphologique (signal continu ou discret).

a) Représentation temporelle des signaux

La premiere classification, basée sur 1’évolution du signal en fonction
du temps, fait apparaitre deux types fondamentaux :

— les signaux certains (ou déterministes) dont 1I’évolution en fonction
du temps peut étre parfaitement décrite par un modele mathématique.
Ces signaux proviennent de phénomenes pour lesquels on connait les
lois physiques correspondantes et les conditions initiales, permettant
ainsi de prévoir le résultat ;

— les signaux aléatoires (ou probabilistes) dont le comportement tem-
porel est imprévisible et pour la description desquels il faut se conten-
ter d’observations statistiques.

Parmi les signaux déterministes, on distingue les signaux périodiques
dont les signaux sinusoidaux sont un cas particulier :

s(t) = Asin [2a/T) t + ¢] (1.2)

avec T la période du signal et ¢ la phase.

Les signaux non périodiques se composent d’une part des signaux
pseudo-périodiques formés d’une somme de sinusoides de périodes dif-
férentes et d’autre part des signaux transitoires dont I’existence est li-
mitée dans le temps.

Ces signaux « certains » peuvent en principe €tre reproduits rigou-
reusement identiques a eux-mémes. Dans cet ouvrage nous nous inté-
resserons principalement a ce type de signaux, excepté le signal dit de
bruit, qui fait partie de la deuxieme catégorie.
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1.2. Représentation des sighaux

En ce qui concerne les signaux aléatoires, ils sont dits stationnaires
lorsque leur valeur moyenne est indépendante du temps, ¢’est-a-dire que
les résultats de leur analyse statistique restent les mémes quel que soit le
moment ol 1’on en observe une partie déterminée. De plus ces signaux
aléatoires stationnaires sont ergodiques s’il est identique de faire une
moyenne statistique a un instant donné sur différents essais ou de faire
une moyenne temporelle suffisamment longue sur un seul de ces essais.

b) Classification spectrale

Un signal peut étre classé suivant la distribution de son amplitude, sa
puissance ou son €nergie en fonction de la fréquence (spectre du signal).
Le domaine des fréquences occupé par son spectre est aussi appelé la
largeur de bande spectrale du signal AF (cf. figure 1.3) :

AF':Fmax_Fmin

puissance
du signal

I
I
I
i fréquence : f

Frmin Frnax
Figure 1.3 - Distribution spectrale d’un signal avec la définition

de la largeur de bande spectrale AF.

Cette caractéristique, exprimée en hertz (Hz), est absolue. Aussi il est
nécessaire de la comparer au domaine de fréquences dans lequel se situe
le signal. En considérant la fréquence moyenne Froy = (Frmax + Fmin)/2,
on peut distinguer deux types de signaux :

— les signaux a bande étroite avec AF/F gy petit (soit Fryax # Frjn) ;

— les signaux a large bande avec AF/F 5y grand (soit Fryax > Fiin).
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Pour les signaux a bande étroite, il est possible de les classer par le
domaine de variation de la fréquence moyenne Fpqy

— Froy <250 KHz signaux basses fréquences (BF)
— 250 KHz < Foy < 30 MHz signaux hautes fréquences (HF)
— 30 MHz < Fp,oy < 300 MHz signaux tres hautes fréquences (VHF)
— 300 MHz < Fy,4y < 3 GHz  signaux ultra hautes fréquences (UHF)
— Froy >3 GHz signaux super hautes fréquences (SHF)

Lorsque la fréquence du signal devient trés grande, pratiquement su-
périeure A quelques térahertz (THz = 10'? Hz), la longueur d’onde A
est le parametre de référence (1 = ¢/F avec c¢ : vitesse de la lumiere
300000 Km/s) :

- 700 nm < 4 < 0,1 mm signal lumineux infrarouge
— 400 nm < 4 < 700 nm signal lumineux visible
— 10 nm < A4 <400 nm signal lumineux ultraviolet

c) Les signaux analogiques et numériques

Le temps est un parametre important de classification. Comme nous
venons de le voir, le traitement numérique des signaux conduit a faire la
distinction entre les signaux dits a temps continus (signaux continus) et
les signaux dits a temps discrets (signaux discrets ou échantillonnés).
Un autre parametre des signaux traités est a prendre en compte, c’est
I’amplitude qui peut aussi €tre continue ou discrete (quantifiée).

Ainsi quatre formes de signaux, qui se retrouvent dans un systeme
numérique de controle d’un processus physique, peuvent étre distin-
guées (cf. figure 1.4) :

— signal a amplitude et temps continus (signal analogique) : s(f) ;
— signal & amplitude discrete et temps continu (signal quantifié) : s,(z).

Ce signal correspond a celui qui est fourni a la sortie d’un circuit

convertisseur numérique-analogique pour la commande d’un action-
neur ;
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1.2. Représentation des sighaux

signal analogique : s(f) signal quantifié : sq(t)
@ Q
2 E!
=1 =
& &

temps temps -

signal échantillonné : s(nTeg) signal numérique : sq(nTe)

8 8
= =

7 ter'npsr - - terinpsi ) -

Figure 1.4 - Classification morphologique des signaux.

— signal a amplitude continue et temps discret (signal échantillonné) :
s(nT,). Ce signal, obtenu a 1’aide d’un circuit échantillonneur-
bloqueur, est transmis a un circuit convertisseur analogique numé-
rique pour obtenir un signal numérique utilisable par un ordinateur;

— signal a amplitude discrete et temps discret (signal logique ou nu-
mérique) : s,(nT,). Ce dernier cas correspond en réalité a une suite
de nombres codés en binaire. Ces nombres, utilisés au sein d’un or-
dinateur, se transmettent sous la forme de plusieurs signaux de type
numérique 0 V (0 logique) ou 5 V (1 logique) se propageant en pa-
rallele : 8 signaux pour un nombre codé sur 8§ bits.

On appelle numérisation d’un signal I’opération qui consiste 2
faire passer un signal de la représentation dans le domaine des temps
et des amplitudes continus au domaine des temps et des amplitudes
discrets.

Cette opération de numérisation d’un signal peut étre décomposée en
deux étapes principales : échantillonnage et quantification.

11
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La restitution (ou I’interpolation) constitue le processus inverse qui
intervient lors du passage du signal numérique au signal analogique :
commande d’un actionneur.

Ces trois étapes sont indissociables. En effet, le signal, étant le sup-
port physique d’une information, doit conserver au cours de ces modi-
fications tout le contenu informatif initial. Cette condition, ajoutée a la
notion de coiit limite d’un systéme, va étre a la base de la numérisation
des signaux et de I’étude du traitement numérique.
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TRANSFORMA-
TIONS DE
FOURIER

2.1 ANALYSE SPECTRALE DES FONCTIONS
PERIODIQUES

2.1.1 Développement en série de Fourier

Si s(f) est une fonction périodique de ¢, de période Ty (= 1/F), elle peut
s’écrire sous la forme d’une somme de fonctions sinusoidales et cosi-
nusoidales de fréquences f multiple de la fréquence F, dite fréquence
fondamentale. Soit :

s(H) = ap + Z (a, cos2anFyt + b, sin 2anF ) (2.1)
n=1

ou a, et b, sont les coefficients de la série de Fourier. Ils se calculent a
partir des relations suivantes :

To

ap = L s(f) dr = s(7) (2.2)
Ty Jo

avec a( appelé valeur moyenne ou composante continue

2 (T
a, = T f s()cos(2anFyt) dr pourn > 1 (2.3)
0 Jo
et
2 (T
b, = T s(t) sin(2anFot) dt pour n > 1 (2.4)
0 Jo

13
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En introduisant la représentation complexe, nous pouvons donner
une forme plus générale de I’expression de ce développement en série

de Fourier :
+oo
s(f) = Z S (nFy) - eJ2mmFot (2.5)
1 1 To .
avec § (nFop) = 5-(% —J by = T—-f s(r)-e /™. dr pourn > 1
ot 0 0
S(0) =ay = s(1) (2.6)

Le concept de fréquence négative n’a pas de signification physique.
Il peut étre vu comme la traduction du sens de rotation de la vitesse
angulaire ou pulsation (w = 2x f). Ainsi la fonction réelle cos (wf) ou
cos (2mft) peut étre exprimée comme la somme de deux fonctions com-
plexes dans le plan complexe (cf. figure 2.1) :

cos (wt) = 1/2 - (ej“’r + e‘j“”)

Ces valeurs négatives de la fréquence sont introduites uniquement
dans un but de rendre symétrique la fonction de représentation des fré-
quences. Dans le cas de signaux réels, nous avons :

a,=a, et b_,=-b,

Les coefficients du développement S (nFy) sont en général une gran-
deur complexe qui peut s’écrire sous la forme :

S(nFo) = |S(nFy)| - e/ (2.7)
avec pour module :
|S (nFo)l = Jaz + b2 (2.8)
et pour phase ¢, :
on = Arctg (—bp/ay) (2.9)

14
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2.1. Analyse spectrale des fonctions périodiques

A Partie imaginaire
e jot

ot Partie réelle

-t
e-jof cos(mt)

Figure 2.1- Introduction des fréquences négatives dans
I'expression des signaux.

2.1.2 Représentations fréquentielles

Les coefficients S (nF) représentent les composantes du spectre en fré-
quence de s(¢). En introduisant I’impulsion de Dirac 6(x) qui est décrite
en annexes, la représentation fréquentielle du signal est formée de pics
de Dirac de poids |5 (nFy)| réparties sur tout I’axe des fréquences po-
sitives et négatives (cf. figure 2.2). Par convention, on dessine chaque
raie en lui donnant une hauteur proportionnelle a son poids |§ (nFy)|.
Il est important de noter que ce spectre S ( f) est en général complexe,
formé d’une partie réelle et d’une partie imaginaire, et devrait donc étre
représenté dans un systéme a trois dimensions : axe des fréquences f,
axe de la partie imaginaire J3{S ( f)} et axe de la partie réelle R{S ( f)}.
L’expression du spectre est la suivante :

“+00

S(H)= ) SmFo)-5(f—nFo) (2.10)

n=-co

1 To . —
avec § (nFy) = T f s(r) - e/l dr - pourn > 1etS (0) = s()
0 0

La représentation fréquentielle ou le spectre en fréquence S ( ) du
signal s(¢) est constitué de la composante continue a la fréquence
0, du fondamental a la fréquence F (ou harmonique d’ordre 1) et
des différents harmoniques aux fréquences f = n - Fy. Il est im-

15
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portant de remarquer que le spectre d’une fonction périodique, de
période Ty(= 1/Fy), est discontinu et composé de raies dont |’ écart
minimum est, sur 1’axe des fréquences, Fj.

Cette représentation complexe du signal distribue donc, dans le do-
maine fréquentiel, les contributions du signal symétriquement de part
et d’autre de 1’origine sur I’axe des fréquences : c’est la représentation
spectrale bilatérale S(f) (fréquences positives et négatives).

S(f)
1S(Fo)l |S(Fo)l
|S(nFo)l |S(2F)| |S@2R)I |S(nFo)l
I IT 10| l
, , Ky
—-nFo -2FK -Fy 0 Fo 2F nkFq

Figure 2.2 - Représentation fréquentielle bilatérale d’un signal

périodique de période Ty(= 1/Fp).

Seule la représentation unilatérale S¢.( f) (spectres composés de
fréquences positives uniquement), calculée directement a partir des
équations 2.1 a 2.4 (série de Fourier), est une représentation réelle qui
peut étre obtenue a partir d’analyseurs de spectres ou de transformateurs
de Fourier qui présentent le module de ce spectre. A partir de 1’expres-
sion initiale 2.1, nous pouvons écrire :

s(t) = ay + Z ¢ - cos(2mnFot + @) (2.11)
n=1
avec ¢, =2 -|S(nFo)l =2 - \Ja; + b3
Les coefficients ¢, représentent les « amplitudes » des composantes
du spectre réel S ¢( f) en représentation unilatérale (cf. figure 2.3). Il
est tres aisé de passer de ’'une a I’autre des représentations par la rela-
tion suivante :
SCf)=k-Swalf) (2.12)
aveck={2s1f>0; 1sif=0;0s1f <0}.

16
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2.1. Analyse spectrale des fonctions périodiques

Sréel(f) Cq
Cn
dp C2
1 fréquence : f
0 Fo 2F, nF, i

Figure 2.3 - Représentation fréquentielle unilatérale d’un signal
périodique de période Ty(= 1/Fp).

2.1.3 Quelques propriétés

Nous avons une correspondance unique entre la fonction x(7), son déve-
loppement en série de Fourier et par conséquent sa représentation spec-
trale X( f). Nous écrirons donc cette réciprocité sous la forme :

(1) <= X( f)

a) Propriété de linéarité
Etant donné x(7) LR X(f)ety(r) LR Y( f), nous avons :

A-x(t)+ B -y(t) <L>A -X(f)+B-Y(f) avecA et B des constantes

b) Propriété de parité

Si la fonction x(r) est paire, alors les coefficients b, sont nuls :

1 1 To
X(nFp)=—=--a,=— f x(1) - cos 2ankFyt) - dt
2 Ty Jo

Si la fonction x(f) est impaire, alors les coefficients a, sont nuls :

o 3 TU
X (nkFy) = ?J b, = T—J j x(t) - sin anFyt) - dt
0 Jo

17



Copyright © 2017 Dunod.

Chapitre 2 * Transformations de Fourier

Soit la fonction x(1) et X(f) sa représentation fréquentielle, nous
avons :

Fonction x(¢) Représentation fréquentielle X( f)

réelle paire réelle paire

réelle impaire imaginaire impaire

réelle complexe (partie réelle paire, partie imaginaire
impaire)

c) Propriété de translation

. F
Etant donné x(t) «— X( f), nous avons :

0 L X f) e

et réciproquement :
F +j-2-mvet
X(f = v)e—x(D) - e

2.1.4 Exemples de développements en série de
Fourier

Nous présentons ci-apres un ensemble de fonctions périodiques (de pé-
riode Ty = 1/Fy) et de leurs développements en série de Fourier sous
la forme d’une représentation fréquentielle bilatérale (partie imaginaire
I{S ()} ou partie réelle R{S( f)}). Ainsi, a partir de cette table et des
propriétés associées a cette transformation, il est possible de détermi-
ner la représentation spectrale de la plupart des fonctions périodiques
usuelles sans effectuer les calcul donnés par les relations 2.1 a 2.4.

a) Signaux sinusoidaux et cosinusoidaux

Représentation temporelle Représentation spectrale
e Signal sinusoidal :

s() = A - sin(2nFt) S(f) = % (S(f+Fo)—6(f—-Fp)

(¢f. figure 2.4)
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2.1. Analyse spectrale des fonctions périodiques

Représentation temporelle
» Signal cosinusoidal :

s(H) = A - cos(2aFyi)

b) Signaux carrés

Représentation temporelle
e Signal carré pair & composante continue
nulle :
s(1) = se1 (1)
avec s.1(f) = —A pour t € [-To/2, =Ty/4]
et s.1(f) = A pourt € [-Ty/4, To/4]
et se1(f) = —A pour t € [To/4, To/2]

e Signal carré pair a2 composante continue
non nulle (= A/2) :

s(1) = se2(1)
soit
5e2(t) = 1/2 - 501() + A/2

e Signal carré impair 4 composante continue
nulle :

(1) = s:3(0)

soit :

5e3() = se1(t + To/4)

avec s.3(f) = A pour ¢ € [0, Tp/2]

et st =—Apour € [Ty/2, Tyl

e Signal carré impair & composante continue
non nulle (= A/2) :

5(1) = scall)

Soit :

Sealt) = 1/2 - st + To/d) + AJ2

Représentation spectrale

A
S(f) = B (0(f+Fo)+d(f—Fo))
(cf- figure 2.5)

Représentation spectrale

+00

2A -1
Sa(f) =2 ) G007~ Cp e 1) Fy

(¢f. figure 2.6)

Saa()=12-Sa(H+A2-6([)

A
Sl =350
A S (=P
+;P:Z_w2p+l6(f—(2p+l)m

(cf. figure 2.7)

Sa(f)=8a(f) e o) s

Sa(f)
24 S - . .
_7'!,_2_00217“ §(f-QCp+1)-Fy)

(cf. figure 2.8)

Sea(f) = 1/2-S 1 () TN L 4.5 f)
A
Seal(f)= Ea(f)

A +00 —j
— 0(fF=-(2 1) Fi
+HPZWZP+1 (f-@p+1)Fy)

(¢f. figure 2.9)

19



Copyright © 2017 Dunod.

Chapitre 2 * Transformations de Fourier

A Im{S(f)}
A2

Figure 2.4 - Représentation
spectrale bilatérale d’un signal
sinusoidal.

ARe{Sc1(f)}
—-—— 2A/mt

Figure 2.6 - Représentation
spectrale bilatérale du signal
carré pair s (0.

I
|
:I
1

—
L
[
&
w A

oTlr-a
w

=yl

Y=

Figure 2.8 - Représentation
spectrale bilatérale du signal
carré impair sc3(t).

20

Re{S(f)}
_________ A2
L]
Ry 0 [

Figure 2.5 - Représentation
spectrale bilatérale d’un signal
cosinusoidal.

Re{Sc2(f)}

Figure 2.7 - Représentation
spectrale bilatérale du signal
carreé pair s ().

tlm{Sm(f)}
---A2
A --|——Re(Su ()
-------- Al3n
1 Fo 3F0 ’f
-3f -R 0
A

Figure 2.9 - Représentation
spectrale bilatérale du signal
carré impair s4(t).
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2.1. Analyse spectrale des fonctions périodiques

c) Signaux impulsionnels

Représentation temporelle
e Signal impulsionnel pair 4 composante
continue nulle :
s(6) = s;1(0) pour T < T
avec  s;1(t) = —A pour t € [-Tg/2, /2]
et s;1(f) = Apourt € [-1/2,7/2]
et s;1(f) = —Apourt € [1/2, Ty/2]

e Signal impulsionnel pair 4 composante
continue non nulle (= At/Ty) :
s(H) = sp(h)

1 A
soit : s;2(1) = 5 s+ =

2

e Signal impulsionnel & composante conti-
nue nulle :

s(r) = si3(0)

soit 1 s;3(1) = s (1 + 7/2)

e Signal impulsionnel 4 composante conti-
nue non nulle (=A7/Ty) :

s(1) = si(0)

Représentation spectrale

247 <2 sin(mnFoT
Sa(f)=="=—". ﬁ.é(‘f_n.f?o)
To e kot
—A -6 f)
(¢f- annexes : fonction sin (7x) = sinc(x))
X

1 A
Sa(H)=5-SalfHH+5-0(f)

Salf)
AT & sin (mnFyT)

= . E . —_ . F
Ty anFyt 0(f=n-Fo)

Hn=—0c0

(cf figure 2.10)

Sal(f)=8Su(f)-elrTd2f

2AT W sin (mnkFyT)
S == g o v
a3(f) To ankyT

n=—0co

/0T G (f = n- Fo) = A-6(f)

1 " A
Su(f) =5 Sa(f)-eP T+ 2500

AT O sin(anFyr) F
S4( ) — . R ej}r.'l 0T
WD =G D)

. 1 A
soit : s;4(7) = 3 si(t+1/2) + ) e TFOT 5(f-n-Fp)
ARe{Si2(f)}
At/To ———=7 sin(ntf)
/ ntf
-4|F0 1 I *“IFO
_“‘.!73%..- 1I34’-‘0!|‘| _.f.
-6F | 11 “Fo loFy ! ! | 6F0
! ‘l l !-2!—6 2Fg! l l’ '
2n -k 1 ot

Figure 2.10- Représentation spectrale bilatérale du signal
impulsionnel pair s;;(t).
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Remarque

Le signal impulsionnel pair a composante continue non nulle s;>(t)
a pour limite la fonction « peigne » de Dirac Pgn,(x) lorsque A tend
vers l'infini, r vers 0 et en conservant le produit Ar égal a 1 (cf.

annexes).
d) Signaux triangulaires

Représentation temporelle

e Signal triangulaire pair 4 composante
continue nulle :

s(1) = s (1)

avece

4A
s =A+ T—t pour ¢ € [-Ty/2,0]
0

et s;() =A - %t pour ¢ € [0, Ty/2]

e Signal triangulaire pair a composante
continue non nulle (= A/2) :

(1) = sp(1)

soit

sp(0) = 1/2-s(1) + A2

e Signal triangulaire impair a composante
continue nulle :

s(1) = s3(1)

soit :

si3(t) = sy (1 + To/4)

e Signal triangulaire impair 4 composante
continue non nulle (= A/2) :

s(1) = 54(0)

s0it :

1 A
su(f) = 3 st + To/4) + 5

Représentation spectrale

+oo

4A 1
Sa(h=—3 2,

2 ey PUCp DR

S =12-Sa(NH+A2-6(f)

2A 1
Salf)=—3 m(s(f—(zp"'l)f’o)
p=—co

A
+Ed(f)

Sr3(f) = Sf|(f) . ejzfr(T(]/‘il)f

A S (=DP
Sah=25 3 (2(p+)1)2 S5(f~@2p+1)Fy)

p=—ca

1 . A
Sr4(f) = zstl(f).e.fzn'(r()f‘l')f + E 5(_](')
o 24 3 _(DP
Sr4(f)— 2 Z (2p+|)2

p=—co

S(f—=Q2p+1)Fy)

A
+50(f)
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2.1. Analyse spectrale des fonctions périodiques

e) Signaux divers

Représentation temporelle

e Signal rampe impair 4 composante conti-
nue nulle :

s(1) = sp1(0)

avec

2A
sp1() = T—Ot pour t € [-To/2, To/2]

e Signal rampe 4 composante continue non
nulle (= A/2) :
s(1) = spa2(1)

avee

1 A
$2(0) = 5 -sp (0 TO/Q') + =

2

» Signal « dent de scie » ou rampe inversée a
composante continue non nulle (= A/2) :

(1) = s,3(1)

avee

1 A
3 spi(=t+To/2) + =

53(f) = 2

e Signal sinusoidal redressé double alter-
nance :

s(1) = A - |sin(2r Fo 1)

e Signal sinusoidal redressé simple alter-
nance :

(1) = $a(1)

avec

S5q(0) = A - sin (2 Fyt) pour t € [0, Ty/2]

et s54(1) = 0 pour 7 € [To/2, To]

Représentation spectrale

A O (D"
sun=2 % E (- nr)
n=—co,n#0
A w1
Sah=5 3 ~-6(f=nFy)
n=—oco,n#0
A
+5 60
A =1
Sah=5- 3, ~-6(/+nFy
n=—co,n#0
A
+5-6(f)
24
S(f)=?-6(f)
2 w— 1
-= — . §(f=2pF
ﬂp__§p¢0(4p2—l) (f=2pFo)

A iA
S(H==-6(H-L 6(f-Fp)
Fis 4

+oo

A
+; Z

p=—co,p#0

@r-n <4 (f—2pFy)

23
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2.2 ANALYSE SPECTRALE
DES FONCTIONS NON PERIODIQUES

2.2.1 Transformée de Fourier

On peut considérer la transformée de Fourier des fonctions non-
périodiques comme une extension de la transformation précédente pour
laquelle la période est infinie. L’intervalle de fréquence F tend alors
vers zéro et le spectre devient alors une fonction continue. D’ou, la
transformée de Fourier de s(r), notée S( f) ou F{s(t)}, et la transfor-
mée de Fourier inverse, notée F ! SCHY

S(f) = f ) s(f) - e 2T dy (2.13)

o0

et

s() = f S e f (2.14)

{ee]

S (f)estune fonctionde f, en général complexe, qui comprend donc
une partie réelle R[S ( f)] et une partie imaginaire J[S ( /)] :

+00

RI[S(H)] = f s(f) - cos (2 f1) - dt (2.15)

et

INGIE j h s(7) - sin 27 f1) - dt (2.16)

(s8]

Pour que la transformée de Fourier de s(r) existe et soit réciproque,
il suffit que s(7) soit une fonction de carré sommable. Cela signifie que
s(t), ainsi que sa transformée de Fourier, sont a énergie finie. Toutes les
fonctions existant physiquement vérifient ces conditions parce qu’on les
observe sur un temps fini.

2.2.2 Propriétés de la transformée de Fourier

Nous avons une correspondance unique entre la fonction x() et sa trans-
formée de Fourier X( f) ou représentation spectrale. Nous écrirons donc
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2.2. Analyse spectrale des fonctions non périodiques

cette réciprocité sous la forme :

() <= X( )

Nous retrouvons les mémes propriétés que pour le développement en

série de Fourier.

a) Propriété de linéarité

Etant donné x(7) <L> X(f)ety(r) <L> Y( f), nous avons :

A-x(t)+ B -y(t) <L>A -X(f)+B-Y(f) avecA et B des constantes

b) Propriété de parité

Soit la fonction x(7) et X( f) sa représentation fréquentielle, nous avons :

Fonction x(¢)

Représentation fréquentielle X( f)

réelle paire

réelle paire

réelle impaire

imaginaire impaire

réelle

complexe (partie réelle paire, partie imaginaire

impaire)

imaginaire paire

imaginaire paire

imaginaire impaire

réelle impaire

imaginaire

complexe (partie réelle impaire, partie imaginaire

paire)

., F
Etant donné x(r) «— X( f), nous avons :

x(1) L X(—f) avec X signifiant le complexe conjugué

25
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c) Propriété de translation

. F
Etant donné x(r) «— X( f), nous avons :

X(t = 6) < X(f) -

Et réciproquement :
F +j-2-mvt
X(f = v) e x(1) - "

d) Propriété d’ homothétie

Etant donné x(1) < X( f), nous avons :
xa- 1) 1/|a| X(fla) aveca R

e) Propriété de dérivation
Etant donné x(7) (L X( f), nous avons :

dx(t)

a — (2nf) - X(f)

et plus généralement :

dx() Fo
o o G2nf) - X(f)

De cette propriété de dérivation, on en déduit la transformée des si-
gnaux a valeur moyenne nulle qui facilite le calcul du spectre de signaux
comme celui de la fonction échelon unité u(r). Soit un signal x(7) de la
forme :

x(t) = Ay + xo(f) avec xp(t) de valeur moyenne nulle

Nous pouvons écrire :

" dxo(r) e
x(t)y=A, + Tl dr avec A, la constante d’intégration

o
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2.2. Analyse spectrale des fonctions non périodiques

Etant donné dxo(®)

— «— X(( f), il vient :

() e 121 ) Xi( )+ Ag -6 (f)

2.2.3 Exemples de transformées de Fourier

Nous présentons ci-apres un ensemble de fonctions non périodiques et
de leurs transformées de Fourier. Ainsi, a partir de cette table des trans-
formées de Fourier et des propriétés associées a cette transformation, il
est possible de déterminer la représentation spectrale de la plupart des
fonctions usuelles sans effectuer le calcul intégrale donné par la rela-

tion 2.13.

Représentation temporelle

# Fonction porte :

s(f)y = AT (1)

avec [1:(1) = 1 pour t € [—71/2, +7/2]
et I(t) =0pourt¢[-1/2,+71/2]

e Fonction sinus tronquée (limitée a 1’inter-
valle [—7/2, +1/2] :
s(1) = A-sin 2nFot) - [T (1)

e Fonction cosinus tronquée (limitée a 1’in-
tervalle [-7/2, +7/2] :
s(1) = A-cos(2rnFot) - I (1)

e Fonction sinus cardinal :

1
s(H=A-sinc(it)=A - sin (xt7)
bidae

e Fonction sinusoidale de variable quadra-
tique :
s(t) = A - sin (a - t2)

# Fonction cosinusoidale de variable quadra-
tique :
s(f) = A - cos (a . tz)

Représentation spectrale

S(fHl=A-t —Si";;fﬂ = A7 -sine (f7)
(¢f. annexes : fonction sin;;rx) = sinc(x))

SCH
_ JAT [sin(xr(f+Fp)) sin@r(f - Fo))

2 at(f+ ) ar(f = Fo)
S
_A-T [sin(rr(f+ Fp)) | sin{ar(f - Fp))
T2 | mr(f+Fy) ar(f - Fo)

A
S(f): - Hr(f)

T

S(fH=A- \/f [cos(—(nf)zja)+ ﬂ

S(f):A.f.
a

cos (— (Irf)2 /a) - %]

27



Copyright © 2017 Dunod.

Chapitre 2 * Transformations de Fourier

28

Représentation temporelle

e Fonction triangle :

s(1) = A - A (1)

avec Ax(f) = 1 + ¢/t pour t € [-1, 0]
Aar(t) = 1 —t/T pour ¢ € [0, +7]

et Ay () =0pourt ¢ [—1, +7]

e Fonction sinus cardinal quadratique :

s(=A-

e Fonction exponentielle symétrique :

[sinc (vO)]> = A - [

vt

s =A-e ¥ aveca >0

e Fonction rapport du second ordre :

s(t) =

a’ + 4r’e?

aveca > 0

d’ot le cas particulier :

A
S(I) = T

e Fonction d’Heaviside ou échelon unité :

s() = u(r)

s aveca > 0
tu

avec u(f) = O pourt <0
et u(f)=1pours=0

e Fonction signe :

s(f) = sgn(t) = L

avec sgn(f) = —1 pour 1 < 0 et sgn(r) = 1
pourt =0
e Dérivée de la fonction signe :
d 13
s(1) = % =2-6(1)

e Fonction exponentielle décroissante :

It

s =A-u@®)-e " aveca>0

sin (7vt) 2

Représentation spectrale

S(f)y=A-1-[sinc(r )H]?
sin (7 f)

e [fne
at f

A
S(f)= " Aoy ()

2-A-a
a’ +4n? f?

S(f) =
S-S e

S(fHH=A-n-e 2™l

| 1
SN = m+5'5(f)

1
S(f)=—
(f) BT
SN =2

A
S g

2



Copyright © 2017 Dunod.

(© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

2.2. Analyse spectrale des fonctions non périodiques

Représentation temporelle
e Fonction impulsionnelle exponentielle :

s(H) = A u(h) - (e‘“" - e_"”) avec a > 0 et
b>0

e Fonction sinusoidale amortie :
s(t) = A-u(t)-sinQrnFyt) -e " aveca > 0

e Fonction cosinusoidale amortie :
s =A-u®)-cos 2nFot) -e " aveca >0

e Fonction cosinusoidale causale :
s(1) = A - u(t) - cos 2nFor)

e Fonction sinusoidale causale :
s(0) = A-u(t) - sin(2nFyt)

e Fonction rampe amortie par une gaus-
sienne : R
sH=A-t-e™

e Fonction rampe centrée :
s(ty=1 pourt=17/2

s(t) =1/2+ ¢/t pour|t| <7/2
s(H=0 pourt=-1/2

e Fonction gaussienne :
o
s(H=A-e™!

¢ Fonction gaussienne quelconque :
2
s(f)y=A-e™ "

e Pic de Dirac :

s(1) = o(1)

Représentation spectrale

B A-(b-a)

S(f)‘(a+j2nf).(b+j2nf)
A-(2nFy)

S =

/) (a+ 21 + 2nFy)*

S(f) = A-(a+2nf)

(a+ j2r )% + (2nFy)?

A
S(f)y=30(f+Fo)+o(f~Fo)

4+ -
in(f* - Fy)

2f

S(f) = %wwo)—a(f—ﬁo)

P -

x( 2 - F)
S =A-j-fe

1 _sin(:vrrf) l
SN =7 g T30
S =a-el
S(f):A-\/E.e‘g
a

S(NH=1

29



Copyright © 2017 Dunod.

Chapitre 2 * Transformations de Fourier

30

Représentation temporelle

¢ Pic de Dirac de poids A :
s(t) = A.0(1)

e Fonction constante :
s(hH=A

e Peigne de Dirac de période T :

+00

s() = Pang ()= Y 6(t—k-Tp)
k=—co

s(t)=To-Pang, () =To- Y, 6(t—k-Tp)

k=—co
e Fonction exponentielle complexe :
s(f) = A - g /2xFot
e Picde Diracent =Ty :

s()=A-5(t—Tp)

Remarques

Représentation spectrale

S(fH=A

S(Hr=A-6(f)

S(f)=Fo-Pgng (f)

=Fo- Y 6(f~k-Fo)

k=—co
+00

S(f)=Penp, (= D 6(f k- Fo)

k=—oc0

S(f)=A-6(f—Fo)

S(f)=A-eTof

La fonction « échelon unité » u(t) permet en particulier de rendre
un signal quelconque s(t) causal en réalisant le produit s(t) - u(t).
La fonction « porte » /7.(t) permet de découper dans un signal une
portion de duree finie. Cette opération conduit a transformer un
signal théorique (représentation mathématique) en un signal réel
n’existant que pendant un temps fini de durée 7, correspondant
au temps de mesure ou d’observation.
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SYSTEMES DE
TRANSMISSION.
FILTRAGE

3.1 SYSTEMES DE TRANSMISSION

3.1.1 Définitions et propriétés
a) Comparaison des grandeurs d’entrée et de sortie

Un systeme de transmission fait correspondre a un signal d’entrée e(¢)
quelconque un signal de sortie s(), réponse du systeme de transmis-
sion, fonction du signal d’entrée e(f) et des caractéristiques du systeme
de transmission. Pour le systeéme de transmission, on réalise une com-
paraison des grandeurs d’entrée et de sortie en exprimant le rapport des
puissances des deux grandeurs (de méme nature). Le logarithme a base
10 de ce rapport est alors exprimé en « bel » ; mais 1’unité pratique est
le décibel (abréviation db) :

Agy = 10 -log,, (s(D/e(1)) 3.1)

Si on compare pour un appareil (par exemple un amplificateur), les
puissances d’entrée et de sortie, le rapport en puissance est donné par :

Agp = 10 - log,, (Py/P,) (3.2)

avec un gain si Agy > 0 et un affaiblissement si Agp < 0.
Si on exprime ce rapport en puissance en fonction des tensions V, et
V, aux bornes des charges résistives identiques, on obtient :

Agp =20 - log, (V/Ve) (3.3)
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Cette convention permet d’exprimer, par un méme nombre, le rap-
port en tension et le gain en puissance si les résistances (ou impédances)
d’entrée et de sortie sont identiques. Quelques valeurs utiles sont don-
nées dans le tableau ci-apres :

Rapport des tensions V/V, 1/10 1/2 1/\5 2 10 100

Gain ou affaiblissement en db -20 -6 -3 6 20 40

b) Bande passante

Cette comparaison des puissances ou tensions d’entrée et de sortie d’un
systeme de transmission est utilisée lorsque 1’on veut étudier I’influence
d’une autre grandeur : par exemple la fréquence.

On considére une tension sinusoidale, fournissant a 1’entrée suppo-
sée résistive (indépendante de la fréquence), une puissance moyenne
constante quelle que soit la fréquence : P, constant. On étudie 1’évolu-
tion de la puissance de sortie sur une charge résistive en fonction de la
fréquence : P; = Py( f). P, passe par un maximum P, qui est considéré
comme une référence. La courbe ainsi obtenue représente la réponse du
systeme de transmission a une entrée fixée en fonction de la fréquence.

On appelle bande passante du systeme de transmission la zone de
fréquences pour lesquelles on a Py/Pg, < 0,5 ou Agy = -3 db.
Ainsi la bande passante a —3 db est la tranche des fréquences pour les-
quelles I’affaiblissement de la puissance de sortie, a puissance entrante
constante, est inférieur a —3 db par rapport a sa valeur maximale (cf.
figure 3.1). Si ’on applique cette définition pour les tensions, on ob-
tient un rapport « tension de sortie / tension maximale » (V,/V,,) devant

étre supérieur ou égal a 1/ V2 (~ 0,7). On définit également une bande
passante a —6 db (V/V,, = 0,5).
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Vis/Vem Ps/ Psm  Adb

Bande passante 4 -3 db

07F---05%----3

Figure 3.1- Bande passante a -3 db d’un systéme de transmission.

¢) Propriété d’un systéme de transmission

Nous allons nous intéresser a des systemes de transmission qui pos-
sedent les trois propriétés suivantes : linéarité, continuité et stationna-
rité.

e Systemes linéaires

En considérant s;(f) réponse a e () et s2(f) réponse a e, (1), le systéme
de transmission, noté S.T., est dit linéaire si :

a-er(D+b-er()Sa-s1()+b- 50

Il est important de remarquer que presque tous les systemes sont li-
néaires pour les faibles signaux (premiere approximation). D’ autre part,
une des conséquences de la linéarité est que, pour prévoir la réponse a
une action quelconque, il suffit de connaitre la réponse pour une col-
lection dénombrable de signaux d’entrée. L’ extension de la propriété de

TN . ) S.T.
linéarité s’écrit de la facon suivante : si e; (t) — s; (1), alors :

+00 +0o

cW=Y ae) S5 =Y a5

i=1 i=1
e Systémes continus

Soit s,(7) 1a suite des réponses paramétrées par n a e,(t), le systeme est
dit continu si nous avons la propriété suivante

. ST .
lim e, (t)— lim s, (1)
n—+oo

H—+co

33
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Remarque

Il estintéressant de noter qu’un «intégrateur pur » est un systéme
continu, mais pas un « derivateur pur ».

e Systeémes stationnaires
Un systeme est stationnaire si son comportement est indépendant de
I’origine du temps, donc, si s(f) est la réponse a e(?) :

e(t—60)>5 s(1-0)

Les filtres sont définis comme des systemes de transmission li-
néaires, continus et stationnaires.

3.1.2 La convolution

a) Deéfinition

Une impulsion breve, injectée a I’entrée d’un systeme de transmission
linéaire, continu et stationnaire, donne en sortie un signal de durée finie.
Cette réponse est appelée réponse impulsionnelle (ou percussionnelle)
du filtre et notée Ah(t). Dans le cas général, c’est-a-dire pour signal d’en-
trée quelconque, nous avons une relation mathématique qui lie le signal
d’entrée e() et le signal de sortie s(f) pour un systeme de transmission

possédant les trois propriétés vues précédemment ou filtre, noté S.T.-
L.C.S., soit :

+00

e(r)mu(t):f e(®) h(t—1)-dr=e@+h() (3.4)

o0

Cette opération, appelée « convolution » et notée *, exprime la ré-
ponse a un signal quelconque a partir de celle a un signal type (réponse
impulsionnelle) ; la réponse dépend du filtre, caractérisé par h(t), et de
I’histoire du signal. Le calcul de la convolution est complexe. Il né-
cessite de nombreuses étapes de calculs : pour chaque point de la ré-
ponse s(1), il est nécessaire d’élaborer la fonction A(t — 1), symétrique
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de la réponse impulsionnelle par rapport a 1’axe des ordonnées et déca-
lée temporellement, puis le produit par le signal d’entrée ¢(7) et enfin
I’intégration sur la variable 7.

Les filtres, qui sont définis comme des systemes de transmission li-
néaires, continus et stationnaires, sont des systemes de convolution.

b) Propriétés

e commutativité : xxy = y*Xx

e associativité : xx(y*z) = (x*y)*z

e distributivité par rapport a 'addition : x#(y +2) = x*y + x*2
e ¢lément neutre (pic de Dirac) : x*d = d*x = x

c) Théoréeme de Plancherel

La relation trés importante entre la transformée de Fourier et le produit
de convolution s’énonce sous la forme du théoreme suivant :

La transformée de Fourier d’un produit de convolution est un pro-
duit simple et réciproquement.

Ainsi, pour deux signaux x(t) et y(t) ayant pour transformées de Fou-
rier respectives X( f) et Y( f), nous avons :

XDy s X(NH-Y () et x(@0) -y eoX(f)+Y(f)
(3.5 et 3.6)

d) Convolution des signaux périodiques

Pour deux signaux périodiques réels x(r) et y(t) de période Ty, on définit
la convolution de la maniére suivante :

Ty
Pmmﬂ:%~ﬁ $(@)-y—7)-dr 3.7)
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3.2 FILTRAGE

3.2.1 Fenétrage temporel
a) Principes généraux

Le terme de « filtrage » est habituellement utilisé dans le domaine fré-
quentiel. Aussi dans le domaine temporel, nous parlerons plus de fe-
nétrage, que de filtrage, temporel qui peut étre défini comme I’opéra-
tion consistant a prélever, interrompre ou seulement atténuer un signal.
Ainsi, le signal de sortie s(f) est le produit du signal d’entrée e(¢) et de
la fonction temporelle du filtre ou de la fenétre g(¢) :

s(t)y=e(r)-g(@)

La modification qu’entraine ce fenétrage temporel au niveau du
spectre de e(f) est donnée en appliquant le théoréeme de Plancherel a
la relation précédente :

s =e®-gt) =S (f)=E(H*G(f) (3.8)

Par conséquent, pour un filtre de fonction temporelle g(7) quel-
conque, le spectre du signal de sortie sera différent de celui du signal
d’entrée conséquence du produit de convolution. Ainsi les actions tem-
porelles telles que le prélevement d’un signal (cas de toutes mesures
réalisées pendant un temps fini) ou I'interruption (interrupteur monté
sur le circuit d’un haut-parleur) ou encore I’ atténuation (atténuation réa-
lisée pendant un temps fini a I’aide d’un potentiometre réglant le vo-
lume du son) sont des filtres ou fenétrages temporels qui vont modifier
le spectre du signal.

Dans le premier cas (découpage d’une tranche temporelle d’un si-
gnal), si la durée 7, dite durée de la mesure, tend vers I’infini, nous pou-
vons vérifier la cohérence de la relation 3.8 ; étant donné que g(t) = 1
pour tout ¢, il vient :

g)=15G(H=6(f

donc s(r)=e(t)-g(t) =e(t) pas de modification du signal
et S(H=E(fHH=6(f)=E(f) pasde modification du spectre
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b) Mesure d’un signal

L’enregistrement par un appareil ou le traitement par ordinateur d’un
signal impose un temps fini au signal qu’il soit analogique ou échan-
tillonné. Ce probleme de la durée finie d’un signal est celui de la me-
sure.

Pour modéliser cette troncature temporelle du signal, on utilise la
fonction porte temporelle /7.(r) de largeur 7. Comme nous I’avons vu
la transformée de Fourier de cette fonction porte est la fonction sinus
cardinal sinc(7f) (cf. chapitre 2). Ainsi, les relations de modifications
du signal dues a la mesure sur une durée finie 7 sont :

sin (n7f)

ntf

L’influence de cette fenétre temporelle sur le signal et sur son spectre
peut étre trés importante. Plus I’observation ou la mesure du signal sera
longue et plus le spectre du signal sera précis, c’est-a-dire peu perturbé
par cette fenétre temporelle physiquement inévitable.

Prenons I’exemple d’un signal cosinusoidal pur de période Ty. Le
spectre de ce signal est représenté par deux pics de Dirac situés aux
fréquences Fy et —Fj. Soit :

s =e( -1 (1) et S(fHH=E(f)*

e(t) = cosQnFot) —— E(f) = = - [6(f + Fo) + 6 (f — Fo)]

| =

En utilisant les relations précédentes, on obtient le signal mesuré s(¢)
(c’est-a-dire e(r) tronqué et limité a 7) et son spectre S( f) :

s (1) =cos 2nFyt) - 11, (1)

et
sin(wr (f + Fp)) N sin(wr ( f — Fp))
nt (f + Fo) nt (f = Fo)
Nous obtenons ainsi un spectre formé de deux fonctions de type sinc
centrées sur les fréquences Fy et —F (cf. figure 3.2).

S(H=3



Copyright © 2017 Dunod.

Chapitre 3 « Systemes de transmission. Filtrage

38

Dans le cas général d’un signal périodique quelconque avec un
spectre formé d’un ensemble de raies de diverses importances, le fe-
nétrage temporel, c’est-a-dire la mesure d’un tel signal, conduit a un
spectre formé de la somme de toutes les fonctions sinc placées au ni-
veau des fréquences existantes avec une amplitude proportionnelle a
I’importance de la raie. Ce résultat peut conduire a une interprétation
erronée du spectre : distinction impossible de deux fréquences proches,
localisation d’une fréquence sans existence réelle, etc.

Remarque

Il est donc important de constater que le spectre d’un signal tron-
qué temporellement, c’est-a-dire mesuré sur un temps fini (cas
réel), va étre modifié dans le sens ou chagque composante du
spectre sera transformée en une forme sinc(x). Ce résultat cor-
respond au principe d’incertitude : une connaissance compléte
du signal sur I'axe des temps conduit a une détermination pré-
cise dans le domaine fréquentiel alors qu’une connaissance limi-
tée temporellement du signal induit un « flou » sur la détermina-
tion du spectre de ce signal. Une étude compléte de cet effet de
fenétrage temporel et des moyens de le limiter est faite dans le
chapitre 7.

spectre modifié :

_________________________________ /sinc(rf)

spectre initial

N\ N\ N A
SVEIVAEEE R VEAVA
Figure 3.2 - Modification du spectre en fréquence d’un signal
sinusoidal par une troncature temporelle ou mesure.

-—————

f
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3.2.2 Filtrage fréquentiel
a) Théoréme fondamental des filtres

Les termes de filtre ou de filtrage s’appliquent en général plus a des sys-
temes définis par un produit dans 1’espace des fréquences. De la méme
maniere que dans le domaine temporel, nous parlerons de filtrage fré-
quentiel comme I’ opération consistant a prélever, interrompre ou seule-
ment atténuer tout ou partie des composantes fréquentielles d’un signal.
Ainsi, le spectre S( f) du signal de sortie s(f) est le produit du spectre
E( f) signal d’entrée e(f) et de la fonction fréquentielle du filtre H( f) :

SCH=ECH)-H(f)

La modification qu’entraine ce filtrage fréquentiel au niveau de la
représentation temporelle e(f) est donnée en appliquant le théoréme de
Plancherel a la relation précédente :

S(H=E(f)-H(f)e—s@)=e@®)*h) (3.9)

Le théoreme fondamental des filtres s’appuie sur la définition méme
des filtres comme systemes de convolution. Le filtre est défini par sa
réponse impulsionnelle, notée h(t), et par sa fonction de transfert, notée
H( f) ou H(p) réciproquement transformée de Fourier ou de Laplace de
h(t) (cf. annexes). La réponse s(f) d’un tel filtre a un signal d’entrée e(7)
est donnée par les opérations des relations 3.9, soit :

e Convolution dans I’espace temps

+ 00

s(r):e(r)*h(r):f e(r)-h(t—1)-dr (3.10)

e Produit dans I’espace des fréquences (transformée de Fourier ou de
Laplace) :

S(H=ECH-H(f) ou S(p)=E(p)-H(p) (3.11)

De plus, dans la pratique, un filtre sera souvent caractérisé par sa
réponse indicielle sjyq(f), c’est-a-dire sa réponse a un échelon unité u(r) :

sind(t)zu(t)*h(t)=fmu(‘r)-h(r—‘r)-dr (3.12)
0
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La relation de base 3.10 peut prendre différentes formes suivant les
caractéristiques temporelles des signaux e(r) et h(r) :
e hi(t) causal (filtre réalisable : cf. paragraphe suivant) :

s(f)=ft e(t)-h(t—1)-dr

oo

e ¢(1) causal (exemple du signal u(t) « échelon unité ») :

s(t) = f me(r)-h(r—r)-dT
0

e ¢(1) et h(r) causaux :
s() = f e(r)-h(t—1)-dr
0

A partir de ces relations, il est possible de déterminer la réponse 2
une action ou signal d’entrée quelconque.

Mais il peut étre tres intéressant de passer dans le domaine fréquen-
tiel pour déterminer la réponse, car I’opération a réaliser est alors un
produit simple. Le passage du domaine temporel au domaine fréquen-
tiel pour le signal d’entrée se fait par transformée de Fourier ou de La-
place, de méme le retour dans le domaine temporel pour le signal de
sortie se fait par les transformations inverses (le calcul de ces transfor-
mées se faisant a partir des tables des fonctions usuelles, des propriétés
et des regles opératoires de base). Soit le chemin de calcul suivant :

Action Réponse
Domaine FILTRE
temporel e(r) - (convolution par i(t)) — s(1)
i) T
Transformée Transformée
de Fourier ou de Fourier ou
de Laplace de Laplace
) T
Domaine FILTRE
fréquentiel E( f)ou — (produit par H( f) ou H(p)) — S(f)ou
E(p) S(p)
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Une des applications les plus importantes de ce processus est le cal-
cul de la réponse de filtres en chaine. Si n filtres, caractérisés par leur ré-
ponse impulsionnelle /;(¢) et leur fonction de transfert H;( f) ou H;(p),
sont mis en série, on peut les remplacer par un filtre équivalent dont la
réponse impulsionnelle peut étre calculée par :

h(t) = hy (1) % ho (2) 5 - - o By (2)

Ce calcul est relativement difficile a effectuer. Par contre le calcul de
la fonction de transfert équivalente sera tres simple :

H(f)=Hi(f)-H () Ho ()= [Hi (P
i=1

Il est toutefois trés important de noter que ce calcul n’est possible
que si la mise en chaine des filtres ne modifie pas leurs caractéristiques,
c’est-a-dire si I'impédance de sortie du filtre est trés petite par rapport
a I’'impédance d’entrée du filtre suivant. Cette condition sera remplie en
particulier dans le cas des filtres numériques (cf. chapitre 8).

b) Filtres réalisables

Un filtre est réalisable si sa réponse impulsionnelle /() est nulle pour
1<0 : car I’effet ne peut précéder la cause. Tout systeme physique aura
donc une réponse impulsionnelle A(r) réelle quelconque (ni paire, ni
impaire), par conséquent, la fonction de transfert H( f) sera obligatoi-
rement complexe :

H(f)=H (e 4D

Le spectre S( f) de la réponse s(¢) du filtre a un signal e(¢), ayant
pour transformée de Fourier E( f), montre que tout filtre physique réa-
lisable déphase :

S(H=E(S)-H()=E(f)-H(f) e

Dans le cas des filtres réalisables, il est possible de calculer plus com-
pletement la réponse indicielle suivant I’équation 3.12. Le filtre étant
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réalisable, sa réponse impulsionnelle /(¢) peut se mettre sous la forme
causale :

h(t) = ho(t)-u(r) avec hy(t) une fonction quelconque

Ainsi, nous obtenons la réponse indicielle d’un filtre réalisable :

Sind (D) =u(t)xh(t) = ft ho (1) -dr (3.13)
0

Les filtres analogiques continus réalisables sont construits a partir
des composants électroniques : résistances, capacités, self-inductances
et amplificateurs opérationnels. Le fonctionnement de ces filtres est ca-
ractérisé par des équations intégro-différentielles linéaires a coefficients
constants entre le signal d’entrée e(f) et le signal de sortie s(¢). En uti-
lisant la transformée de Laplace, cette relation donne une fonction de
transfert H(p) qui est le quotient de deux polynomes :

H (p) =iaf-p‘/ia1-pf (3.14)

i=0 =0

Cette relation 3.14 peut s’exprimer sous la forme d’une somme ou
d’un produit des quatre fonctions élémentaires suivantes :
e Filtre passe-bas du premier ordre (cf. paragraphe suivant) :

1
HI(P):—p

avec 7 le temps de réponse
l+7

e Filtre passe-haut du premier ordre (c¢f. paragraphe suivant) :

T.
Hz(p)=]—p

avec 7 le temps de réponse
+7-p

e Filtre passe-bas du deuxieme ordre :

1
142-&-7-p+(t-p)

Hy(p) = avec ¢ le coefficient d’amortissement
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e Filtre passe-haut du deuxieme ordre :

(t-p)°
14+2-6-7-p+(t-p)

Hy(p) =

Remarque

Posons la question de la faisabilité d’un filtre passe-bas idéal de
fréquence de coupure F.. Le spectre de ce filtre peut étre modé-
lisé par la fonction porte H(f) = II¢(f). Dans ce cas, la réponse
impulsionnelle du filtre est la transformée de Fourier inverse de
cette fonction de transfert, soit h(t) = sinc(2F.t). On constate que
la réponse impulsionnelle h(t), ainsi obtenue, n’est pas causale.
Par conséquent, nous pouvons en déduire qu’'un filtre passe-bas
idéal n’est pas réalisable.

c) Exemples de filtres

Nous allons analyser les fonctionnements temporel et fréquentiel des
deux premiers filtres de base (filtre passe-bas et filtre passe-haut du pre-
mier ordre) en étudiant la fonction de transfert H( f), la réponse impul-
sionnelle A(7), la réponse indicielle sj,q(7) et la réponse a une rampe s,(¢)
des deux filtres.
e Filtre passe-bas du premier ordre :

La réponse du filtre passe-bas du premier ordre se calcule a partir de
I’équation différentielle suivante :

ds (1)

e()=R-C- 3 +s5(f) avec T = RC la constante de temps du filtre

La fonction de transfert H( f) ou H(p) est le rapport des tensions de
sortie et d’entrée a vide (sortie ouverte) en régime harmonique établi :

S 1
EC(H) 1+ p2nrf

L’étude d’un filtre se fait généralement en décrivant I’évolution du
module et de la phase de la fonction de transfert en fonction de la fré-
quence. Représentant le rapport du signal de sortie s(¢) au signal d’en-
trée e(t), le module de la fonction de transfert, appelé gain du filtre Gy,

1
H(f)= ou H(p):m avec le pole p = 1/7

avec ¢ le coefficient d’amortissement
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est donné en db suivant la convention de la relation 3.3. Dans le cas

du filtre passe-bas du premier ordre, nous avons les deux expressions
suivantes :

Gan = —101logy (1 + Q@atf)?) et @ =—Arcignrf)

A partir de I’expression du module de la fonction de transfert, on
trace la courbe de gain du filtre qui est appelée aussi diagramme de Bode
(cf. figure 3.3). Dans ce plan de Bode (Ggp, log( f)), on peut représenter
soit la courbe réelle, soit seulement les droites asymptotiques a cette
courbe. La fréquence particuliere (F. = 1/2nRC) est appelée fréquence
de coupure du filtre et, pour cette valeur, le gain vaut —3 db. A partir
de I’expression de la phase, on obtient la courbe de phase du filtre. La
phase étant négative pour toutes les valeurs de la fréquence, le filtre
sera dit a retard de phase : le signal de sortie est en retard par rapport au
signal d’entrée (cf. figure 3.4).

} Gb F = 1/2nRC=1/2n1 log(f)

4 7Z _____ pente : —6 db/octave

courbe réelle -20 db/décade

diagramme
asymptotique

Figure 3.3 - Courbe de gain ou diagramme de Bode d’un filtre
passe-bas du 1¢" ordre.

A partir de ’expression de H( f), la transformée de Fourier inverse
permet d’obtenir la réponse impulsionnelle du filtre en utilisant la trans-
formée suivante (cf. chapitre 2) :

A
a+ j2nf
soit le résultat suivant présenté sur la figure 3.5 :

S =A-u(t) - e e S(f) =

h(t) = % cu(f) e+
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} phase R =1/2nRC = 1/2n1 log(f)

-

-4 e ———— 7/—{ —————
courbe réelle
diagramme /
asymptotique

2 fmm e e e e e

Figure 3.4 - Courbe de phase d’un filtre passe-bas du 1¢" ordre.

R

Figure 3.5 - Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas du 1¢"
ordre.

A partir de I’expression de A(7) et de la relation générale 3.13, donnant
la réponse indicielle d’un filtre, nous avons la réponse indicielle d’un
filtre passe-bas du premier ordre (cf. figure 3.6) :

Sind(#) = ! -fu(@) e
T Jo

A partir de la relation 3.10 représentant ’opération de convolution
réalisée par le filtre et I’expression de A(t), la réponse du filtre a un
signal causal quelconque e(¢) peut étre écrite sous la forme suivante :

~

do=(1-e7) u()

s(l)zi-u(t)-fo‘re_g-e(t—@)-d&’

45



Copyright © 2017 Dunod.

Chapitre 3 « Systemes de transmission. Filtrage

46

| iz

T =231

t

Figure 3.6 - Réponse indicielle d’un filtre passe-bas du 1°" ordre.

ou
| B

s(t)=— e -u(r)-f(:ef? e (0)-do

T

Cette derniere expression permet par exemple de calculer simple-
ment la réponse d’un filtre a une entrée de type rampe limitée en temps
(cf. figure 3.7). L’expression de cette entrée causale est :

e(t) =tfty pourt € [0, 1] et e(ty=1 pourt € [ty, +o0]

Le signal de sortie s,(f) va donc étre le résultat suivant présenté en
deux parties selon les valeurs de ¢ :

sp(1) = % ~u()-[t—71-(1— e‘i)] pour ¢ € [0, 1y]

$.(0) = u(r) - [1 - ti (1—e"7)-et] pourt € [fy, +co]
0

Ces deux courbes se raccordent au point ¢ = ty. Cette sollicitation du
type rampe est utilisée dans le domaine de 1’automatique ot elle corres-
pond a la commande progressive d’un actionneur pour arriver a la va-
leur de consigne, cet actionneur étant modélisé par un opérateur retard.
On vérifie en particulier le retard de 7 = RC de la sortie sur ’entrée.
Suivant les valeurs respectives de 7 et 7y, le signal de sortie a des repré-
sentations différentes ; la figure 3.7 correspond a un cas intermédiaire
avec une valeur du rapport 7/fy inférieur a 1.
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A st
A .
T ///
rampe “"—“:
I y
i réponse
Y pente 1/f
// i
o t
t=t t=1y

Figure 3.7 - Réponse d’un filtre passe-bas du 1°" ordre a un signal
de type rampe limitée en temps.

e Filtre passe-haut du premier ordre :
La réponse du filtre passe-haut du premier ordre se calcule a partir
de I’équation différentielle suivante :

de®) _ o

R-C
dr dr

avec T = RC la constante de temps du filtre
La fonction de transfert H( f) ou H(p) est le rapport des tensions de
sortie et d’entrée a vide (sortie ouverte) en régime harmonique établi :

S parf

HD=EC = T+ janes

ouH(p) = 1 4T—pr avec le pole p = l/retle zéro p =0

Dans le cas du filtre passe-haut du premier ordre, nous avons les deux
expressions du gain du filtre et de la phase suivantes :

Gap = 201log,, (ZHTf/ VI + (27TTf)2) et ¢ = Arctg(1/2ntf)

A partir de I’expression du module de la fonction de transfert, on
trace la courbe de gain du filtre, diagramme de Bode (cf. figure 3.8). La
fréquence particuliere (F,. = 1/27RC) est appelée fréquence de coupure
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du filtre et, pour cette valeur, le gain vaut —3 db. A partir de 1’expres-
sion de la phase, on obtient la courbe de phase du filtre. La phase étant
positive pour toutes les valeurs de la fréquence, le filtre sera dit a avance

de phase : le signal de sortie est en avance par rapport au signal d’entrée
(cf. figure 3.9).

} Gdb Fe =1/2nRC =1/2nt log(f)

B e L
pente : 6 db/octave
20 db/décad

courbe réelle

diagramme
asymptotique

Figure 3.8 - Courbe de gain ou diagramme de Bode d’un filtre
passe-haut du 1¢ ordre.

A partir de I’expression de H( f), la transformée de Fourier inverse
permet d’obtenir la réponse impulsionnelle du filtre en utilisant la trans-
formée suivante (cf. chapitre 2) :

A

S =A-ut) e s S(f) = Py

} phase

courbe réelle /
diagramme / Iog(f)
asymptotique

0 F = 1/2n RC =1/2nt

Figure 3.9- Courbe de phase d’un filtre passe-haut du 1¢" ordre.

48



Copyright © 2017 Dunod.

(© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

3.2. Filtrage

soit le résultat suivant présenté sur la figure 3.10 :
1 .
h(t)=0(t) ——-u(t)-e =
T

A partir de I’expression de /(7) et de la relation générale 3.13, donnant
la réponse indicielle d’un filtre, nous avons la réponse indicielle d’un
filtre passe-haut du premier ordre (c¢f. figure 3.11) :

Sina(f) = €77 - u (1)

Considérons en entrée un signal de rampe non limité en temps modélisé
de la facon suivante :

e(t) =a.tu(t) pourt>0

At
a(f)

|

\ e-t't

-1/t

Figure 3.10- Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-haut du
1¢" ordre.

A Sind(t)

Figure 3.11 - Réponse indicielle d’un filtre passe-haut du 1°" ordre.
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A partir de la relation 3.10 représentant I’opération de convolution
réalisée par le filtre et I’expression de A(f), on obtient la réponse du
filtre 2 un signal causal rampe défini ci-avant (¢f figure 3.12) :

ss(h=a-1- u(t)-[l —e_%]

aT--------- gmmmmmmmmmmm—— oo
/

t

Figure 3.12- Réponse d’un filtre passe-haut du 1°" ordre a un
signal de type rampe non limitée en temps.

3.3 CORRELATION

3.3.1 Puissance et énergie des sighaux

Toute transmission d’information est liée a une transmission d’énergie.
Lorsque nous faisons une mesure, le processus subit toujours un pré-
levement d’énergie de la part du dispositif de mesure. Cette notion de
puissance d’un signal est donc treés importante. On peut caractériser un
signal selon les criteres de puissance et d’énergie dans le plan temporel
ou fréquentiel.

a) Puissance temporelle d’un signal

La puissance instantanée d’un signal x(7) s’exprime sous la forme :

p(H) = x(0) - X (1) = [x (D (3.15)
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La puissance moyenne d’un signal x(¢) sur une durée Ty est :

1+To
P(t, Ty) = Tiof x(t)-x(r)-dr

D’ou I’énergie totale du signal x(z) :

Exzfmx(r)-z(r)-dr:f00|x(r)|2-dz (3.16)

La puissance instantanée d’interaction de deux signaux x(z) et y(r)
peut s’écrire sous la forme suivante :

Py =x(@) -y et pu)=y@)- x@) (3.17)

La puissance moyenne d’interaction de deux signaux x(f) et y(t) sur
une durée T est donnée par :

1 1+Tg 1 t+T
P (t,Ty) = T_oj x(0)-y(0)de et Py (t,Ty) = T_of y (1)-x(2)de
(3.18)

b) Puissance fréquentielle d’un signal,
densité spectrale

Si le signal x(7) a une transformée de Fourier X( f), on définit le spectre
de puissance d’un signal ou densité spectrale par :

Su(H=XNH-XC =X (3.19)

L’ énergie contenue dans une bande de fréquence de largeur Af autour
d’une fréquence F est :

Fo+Af/2

E. (Af, Fo) = f S (f)-df

Fo—Af/2

L’énergie totale contenue dans le spectre X( f) s’exprime sous la
forme :

EX=I Sxx(f)'df=£ IX(NHIE-df (3.20)

oo
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Nous pouvons aussi définir la densité spectrale d’interaction de deux

signaux x(#) et y(t) de transformées de Fourier respectives X( f) et Y( f)
par :

Sy(HN=XH-Y(f) et S (H=Y(NH-X(H  (321)

3.3.2 Correélation et densite spectrale

a) Deéfinition de la fonction de corrélation
pour les signaux a énergie finie

La fonction d’autocorrélation d’un signal x(t) est définie par :

Ciw (1) = f+m x(0)-x(0—1)-do (3.22)

o0

La fonction d’intercorrélation de deux signaux x(t) et y(z) est définie
par :

Cy (1) = f oox(e) GO—-1)-do (3.23)

o0
Les fonctions de corrélation traduisent la similitude d’un signal ou de
deux signaux au niveau de la forme et de la position en fonction du
parametre de translation ¢. Dans le cas de la fonction d’autocorrélation,
c’est une étude de la ressemblance du processus avec lui-méme au cours
du temps, et, par conséquent, si le signal est périodique, la fonction
d’autocorrélation permettra de détecter cette périodicité.

La fonction d’autocorrélation C,,(f) possede deux propriétés impor-
tantes. Pour des signaux réels, la fonction d’autocorrélation est paire,
soit pour un signal x(t) réel :

Crx (f) = Cyy (_I)

D’autre part la fonction d’autocorrélation a sa valeur maximale
pourt =0 :
C, (1) < Cy (0) quel que soit ¢

Cette relation se comprend intuitivement par le fait que la fonction
d’autocorrélation étant une analyse de la ressemblance d’un signal avec
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lui-méme, le résultat de cette comparaison est maximum lorsque le si-
gnal n’est pas décalé temporellement (¢ = 0), c’est-a-dire identique a
lui-méme.

b) Relation avec la densité spectrale
Considérons la transformée de Fourier inverse de la densité spectrale

d’un signal x(1) :

FUSw () = FHX(OP) = FHX (N -X ()

F {Sﬂ(f»:x(r)*x(—r):f $(@)-F@-1-d0=Cor (1)

—C0

D’ou relation suivante :

Cor (1) o> S (f) (3.24)

et pour deux signaux x(t) et y(r) :

C.xy(f);)sxy(f) ou ny(r)‘i)syx(f)

Ainsi la transformée de Fourier de 1a fonction de corrélation du signal
représente la densité spectrale de I’énergie, ¢’est-a-dire la redistribution
de I’énergie du signal sur ’axe des fréquences. Aussi il sera souvent
plus facile de calculer la fonction d’ autocorrélation ou d’intercorrélation
d’un signal en passant par son spectre ou sa densité spectrale.

c) Corrélation de signaux périodiques

Pour un signal périodique réel x(¢) de période T, on définit la corréla-
tion de la maniére suivante :

1 +T0/2
Cix (1) = — f x(@)-x(@—1)-do (3.25)
Ty J-r,p2

Comme nous ’avons vu dans le chapitre 2, tous les signaux pério-
diques peuvent s’exprimer sous la forme d’un développement en série
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de Fourier (cf. relation 2.1) :

x(t) = ap + Z (a, cos2nnFyt + b, sin 2ankFyt)

n=1

En appliquant la relation précédente de définition de la corrélation,
nous obtenons la fonction d’autocorrélation suivante :

oo
Cod) = ay+ ) (ay +by) - cos (2anFor)
n=1

Nous pouvons effectivement conclure que la fonction d’autocorréla-
tion conserve I’information fréquence, mais pas I’information phase. Le
signal d’autocorrélation possede toutes les fréquences comprises dans le
signal initial et uniquement ces fréquences. En revanche la représenta-
tion de la fonction d’autocorrélation est d’autant plus distordue que le
signal est riche en harmoniques étant donné que I’addition de ces si-
gnaux périodiques se fait sans cohérence de phase. Les distorsions de
certains signaux riches en harmoniques seront mises en évidence dans
le paragraphe suivant.

Pour deux signaux périodiques réels x(r) et y(t), on définit la corré-
lation de la maniére suivante :

1 —Tp/2
Coy (1) = ?Uﬁm X(®) -y @1 -do (3.26)

Ainsi si ces signaux sont périodiques de méme période Ty, ils
peuvent s’exprimer sous la forme d’un développement en série de Fou-
rier (cf. relation 2.5) :

+0co +oo
.X(f) = Z X(HF()) . ejZJ'mFot et y(t) — Z Y(HF()) . ejZJ’mFOI

En appliquant la relation précédente de définition de la corrélation,
nous obtenons la fonction d’intercorrélation suivante :

+00
C-WJ (r) = Z X(HFD) . ?(nFO) . ejQ;rmFgr
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3.3. Corrélation

Mais si ces signaux sont périodiques de périodes différentes 7| pour
x(t) et T; pour y(t), ils peuvent s’exprimer sous la forme des dévelop-
pements en série de Fourier suivants (cf. relation 2.5) :

+oo +0oo
x(1) = ZX(nFl) e AR et y(h) = Z Y (nFy) - e F!

La fonction d’intercorrélation est alors la suivante :

+00
Cy()= ZX(” S(PED)Y (n- (qFy)e’™ " avec Fy = p-F| =qF>

La fonction d’intercorrélation de deux signaux périodiques de pé-
riodes différentes est une fonction périodique dont la période est le
ppcm (plus petit commun multiple) des périodes des signaux considé-
rés. Si le rapport des périodes est irrationnel, alors la fonction d’inter-

corrélation est nulle.

d) Exemples de fonctions d’autocorrélation

Représentation temporelle

e Signal sinusoidal :

s(r) = A -sin(2nFy1) :

e Signal cosinusoidal :

s(1) = A - cos(2mFyt) :

e Signal carré pair & composante continue
nulle :

(1) = se1(1)

avec 5.1 (1) = —A pour t € [-Ty/2, —=Ty/4]

et s.1(f) = A pourt € [-To/4, To/4]

et s (1) = —A pour t € [To/4, To/2]

Fonction d’autocorrélation
e Fonction 2c:vosinuso'l'dale
A
Cys(t) = > -cos 2nFyt)

e Fonction cosinusoidale

A
Cyslt) = 7 -cos (2 Fyr)

e Fonction triangulaire :

C'-‘clscl (t)
+o0 -
_ 442 , Z I . e 2r 2P Dyt
2 2
™ e @pt D)
Csd el (1) = sy (1)
avec

2
s(f) = A% + %r pour t € [-Ty/2,0]
0

442
et SH_(I) = AZ — T—I pourt € [0; T0/2]
0
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e Fonction porte : e Fonction triangle
s(t) = AT (1) Cys ()= A>T Ao (1)
avec I1:(¢t) = 1 pour t € [-7/2, +7/2]

et [If:(f)=0pourt ¢|-7/2, +7/2]

3.3.3 Theéoreme de Parseval

Il parait évident que I’énergie totale d’un signal ne dépend pas de la
représentation choisie : aussi elle sera la méme qu’il s’agisse de la re-
présentation temporelle ou fréquentielle. Les relations 3.16 et 3.20 per-
mettent ainsi d’écrire :

Ex:f |x<r)|2-dr=f X(HPR-df

o0 {ee]

ou dans le cas de deux signaux :

Ey=f x(r)-y(r)dr:[ X(H)-T(H-df

o0 (ee)
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MODULATION
DES SIGNAUX

4.1 INTRODUCTION

4.1.1 Spectre d’un signal et bande passante
d’un support

Le domaine de la modulation des signaux vient du besoin de transmettre
un signal physique, support d’une information entre deux points dis-
tants. Considérons un signal a transmettre s(f), ayant une représentation
fréquentielle S ( f). Le spectre du signal, calculé par la transformée de
Fourier, est en particulier caractérisé par I’encombrement fréquentiel,
c’est-a-dire la zone de fréquence que le signal occupe, zone appelée
largeur de bande spectrale. Pour tout signal réel s(f), on a un spectre
borné pour lequel on peut définir une fréquence minimale f,, et une
fréquence maximale fy, telles que S( f) = O pour toute fréquence f
inférieure a f, et supérieure a fy;. Par exemple nous avons :

— signal de parole « téléphonie» : f,, = 300 Hz et fy; = 3,4 KHz
— signal sonore « haute fidélité » : f,, = 20 Hz et f); = 16 KHz

La transmission de ce signal va étre effectuée soit a I’aide d’un sup-
port physique de transmission qui peut étre un ciable métallique (paire
bifilaire, cible coaxial) ou une fibre optique, soit en utilisant une propa-
gation libre d’ondes hertziennes.

De la méme facon que pour le signal, une voie de transmission est
nécessairement imparfaite et donc ne laisse passer que certaines fré-
quences. Cette bande de fréquences, dans laquelle les signaux sont
« correctement » transmis, caractérise le support de transmission ; elle
est appelée bande passante du support. Cette bande passante est gé-
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néralement définie par rapport a la valeur du rapport de la puissance
du signal a la sortie sur la puissance du signal a I'entrée (cf. para-
graphe 3.1.1). Par exemple, dans le cas d’une bande passante définie
a —3 db, la puissance de sortie sera égale a la moitié de la puissance du
signal d’entrée.

Ainsi, en fonction des caractéristiques spectrales du signal a propa-
ger, le choix du cdble est guidé par une modification moindre du si-
gnal et par une protection contre les bruits externes. D’un point de vue
pratique, il est possible de réaliser un tableau comparatif des différents

cibles suivant quatre criteéres :

Cable Longueur Fréquence Mise en ceuvre Immunrl-:e
aux bruits
Cable trés faible | faible simple non
plat (<0,5m) (< 10 KHz)
Paire moyenne moyenne simple oui,
torsadée (= 10 m) (<1 MHz) moyenne
Cable moyenne grande difficile (contrainte méca- | oui, grande
coaxial (= 10 m) (< 100 MHz) nique de torsion)
Fibre grande trés grande trés difficile oui,
optique (=~ Km) (contrainte mécanique trés grande
torsion et transformation
du signal optique-électrique)

4.1.2 Types de transmission

Les deux caractéristiques, présentées précédemment (largeur spectrale
du signal et bande passante du support), conduisent aux deux remarques
suivantes :

— le spectre du signal que I’on désire transmettre doit étre compris dans
la bande passante du support de la voie de transmission si I’on veut
avoir une réception correcte sans déformation par la propagation dans
le support (exemple : transmission impossible d’un signal télévision
HF sur un simple céble bifilaire) ;

— sl le support de la voie de transmission a une tres large bande passante
par rapport au signal a transmettre, il est évident que I’ utilisation de la
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4.1. Introduction

voie de transmission n’est pas optimisée (exemple : utilisation d’une
fibre optique pour transmettre une ligne téléphonique).

Ces deux remarques permettent de distinguer les deux techniques de
transmission de signaux utilisées :

— transmission en bande de base : les signaux sont transmis tels qu’ils
sortent de la source, ¢’est-a-dire dans leur bande de fréquence origi-
nale. Cette technique est utilisée chaque fois que le milieu de trans-
mission convient au sens des domaines fréquentiels et que les condi-
tions économiques permettent de consacrer un support physique a
chaque communication (exemple : réseaux locaux informatiques);

— transmission par modulation : cette opération consiste & transposer
un signal en un autre signal contenant la méme information, mais
avec une modification en fréquence du signal.

Ce dernier mode de transmission par modulation, que nous allons
étudier, présente essentiellement deux avantages :

— le multiplexage fréquentiel : utilisation du méme support de trans-
mission par plusieurs communications ;

— I’adaptation aux conditions particulieres d’un milieu de trans-
mission : insensibilisation aux parasites, augmentation des distances
de propagation, etc.

4.1.3 Les difféerentes formes de modulation

La modulation d’un signal utilise un signal sinusoidal V), de fréquence
fp» appelé€ onde porteuse, :

V,=A-cos(Q-1+¢) avecf,=Q/2n

Ce signal ou onde porteuse V), est utilisé pour transmettre le signal
«informatif » en modifiant I’une de ses caractéristiques, c’est-a-dire que
un des parametres de I’onde porteuse va varier au « rythme » du signal
a transmettre. Les trois possibilités de modification ou modulation sont
donc :
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— amplitude A du signal porteur : modulation d’amplitude (MA) ;
— fréquence f,, du signal porteur : modulation de fréquence (MF);
— phase ¢ du signal porteur : modulation de phase.

Il est a remarquer que la fréquence porteuse f, est en général tres
supérieure a la plus haute fréquence fj; du signal a transmettre.

Ces trois types de modulations sont appelés « modulation finale »
permettant de créer le signal directement émis par I’émetteur. De plus il
est possible dans certains cas d’associer deux types de modulation (par
exemple la modulation d’amplitude et de phase).

La comparaison de ces différents modes de modulation et le choix de
I’une de ces méthodes se font sur la base de nombreux critéres (immu-
nité aux bruits ou qualité de la transmission, facilité de réalisation, cofit,
etc.).

4.2 MODULATION D’AMPLITUDE

4.2.1 Principe de la modulation d’amplitude

L’onde porteuse étant définie par 5,(7) = A - cos(Qr + ¢) et le signal mo-
dulant s(r) a transmettre vérifiant la propriété |s(7)|,,.« < 1, ’expression
du signal modulé en amplitude sppz4 (1) s’€crit sous la forme suivante :

Soma () =A-[1+m-s()]-cos(Q-t+¢)

ou m est le taux de modulation (exprimé en pour-cent de la profondeur
de modulation), nombre compris entre O et 1 tel que I’expression entre
crochets soit toujours positive.

Si on observe le signal modulé pendant une durée de plusieurs pé-
riodes de I’onde porteuse, on voit varier I’amplitude instantanée de cette
onde en fonction du signal s(7) (c¢f. figure 4.1). Dans le cas ou I’ampli-
tude maximale du signal s(7) est égale a 1, I’amplitude positive de I’onde
porteuse varie de A(l + m) a A(1 — m) et I’amplitude négative entre
—A(1 + m) et —A(1 — m). On parlera d’enveloppe du signal modulé.
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4.2. Modulation d’amplitude

4.2.2 Etude spectrale d’un signal modulé
en amplitude

a) Cas particulier : s(t) = cos(wt)

Dans ce cas particulier, nous pouvons écrire la relation suivante :

Soma () =A-[1+m-cos(w-1)]-cos(Q-t+ )

somalt) onde porteuse
Al+mp--————oo oo ————~ N -

Al —m)[ ==/----- Sy it ey i e

-A(1-m)
-A(1+m)

Figure 4.1- Représentation de 'onde modulée en amplitude.
Soit :
mA
Soma (1) = Acos(Q -t + @)+ - [cos((Q—w)t+ @)+ cos((Q+ w)t+ )]

Le spectre se compose donc de trois raies : 2 onde porteuse, 2 — w
raie latérale inférieure et ) + w raie latérale supérieure (cf. figure 4.2).
La largeur spectrale occupée par le spectre est de 2w.

b) Cas général : s(t) quelconque
Dans ce cas général, le signal s(r) peut s’exprimer suivant sa décompo-
sition en série de Fourier, ¢’est-a-dire :

1

s(t):Zai-cos(wj-t)

i=0

Cette décomposition est supposée limitée aux n + 1 premiers termes,
soit pour i > n, a; = 0. Donc nous avons un spectre borné qui peut étre
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représenté de facon continue en supposant les raies trés proches, c’est-
a-dire la différence entre les w; tres petite (cf. figure 4.3). En posant
m; = ma;, I’expression du signal modulé est donnée par :

Soma (1) = A -

1+Zmi-cos(wi-t)}-COS(Q-l-i'(P)

i=0

Spectre de soma(t)

.Y707-J) SO R
[ [ fréquence
I >

Q-0 Q Q+wm

Figure 4.2 - Représentation unilatérale du spectre de 'onde
modulée en amplitude par un signal sinusoidal.

fréquence

; wn

Figure 4.3 - Représentation du spectre borné d’un signal
modulant quelconque.

Soit :

Ssoma (1) = A cos(Q-t+cp)+Z %-[cos((Q—wi)Hgo)+cos((Q+w,~)t+go)]
i=0

Cette représentation conduit a une représentation spectrale unilaté-
rale Soua( f) se présentant sous la forme d’une raie centrale de fré-
quence € identique au cas précédent et de deux bandes latérales s’éten-
dantde Q a Q + w, (bande latérale supérieure) et de 2 — w, a Q2 (bande
latérale inférieure) (cf. figure 4.4). La largeur spectrale est donc de 2w,,.
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Ainsi si I’on désire transporter par un méme canal plusieurs informa-
tions de type basse fréquence (BF), I’écart minimal entre les porteuses
doit étre de 2w,,.

Remarque

En radiodiffusion ou le spectre des signaux BF a été volontaire-
ment tronqué a 4,5 kHz, chaque émetteur occupe autour de sa
fréquence porteuse une largeur spectrale de 9 kHz. Ainsi pour la
gamme « Grandes Ondes » (GO), situee entre 150 et 450 kHz, il
peut théoriguement étre placé environ 30 émetteurs. En réalité,
afin d’éviter toutes les interférences une zone non utilisée, dite
de silence, a été placée entre les émissions et seule une quinzaine
d’émetteurs peuvent coexister.

4.2.3 Puissance en modulation d’amplitude

a) Puissance moyenne de I'onde porteuse

Par définition, pour un signal de 1’onde porteuse s,(f), nous avons :

1 Ty 5 A? 2
Pop = T_p .fo [sp(D] - dt o< 5 avec T), = o)

Y Sowma (f)

. o A . .
Bande latérale inférieure Bande latérale supérieure

Amil2

fréquence

Q+wp

Figure 4.4 - Représentation spectrale unilatérale d’un signal
modulé en amplitude par un signal quelconque a spectre borné.

b) Puissance créte de 'onde modulée en amplitude

Pour un signal modulé en amplitude, la puissance créte est la puissance
moyenne obtenue lorsque le signal modulant est maximum :

P.=Pop-[1+m]* pour |s(f) . < 1
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c) Puissance moyenne de 'onde modulée en amplitude

Etant donné que nous avons T > T, (Ty la période du signal modulant
(1)), le signal s(f) peut étre considéré comme constant sur cette période.
Ainsi le calcul de la puissance de ’'OMA sur la période de la porteuse
T, donne :

2
Powma = 7[1+m.s(m2

Le calcul de la puissance de I’OMA sur la période du signal modulant

est :
1 o 2 2 2
Popa = — - A [1+m-s()]" -cos”(Q-1)-dr
Ty Jo
Soit :
A2 Ty Ty
Poma = —| [1+m-s(O]dr+ [1+m-s(H)] cos (QQr)dt]
2Ty | Jo 0

Or, comme le signal s(7) peut étre considéré comme constant sur la
période de I’onde porteuse T, il vient :

A2 To
POMA:2 = f [1+2'm‘5(f)+m2-sz(1)]dr
-To  Jo

En posant s () la valeur moyenne du signal et 52 () la valeur quadra-
tique moyenne, nous avons :

Poma = Pop-[1+2-m-s(0) +m*- s(1)]

Pour un signal sinusoidal modulant, on obtient :

2
m
1+ —

Poma = Pop - 2
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d) Conclusion

Dans le cas le plus favorable sur le plan énergétique, c’est-a-dire pour
un taux de modulation m = 1 et un signal sinusoidal modulant, nous
avons :

3
P.=4-Pop et POMAZE'POP
Il est important de remarquer que la puissance créte ne dépend que
du taux de modulation m, alors que la puissance moyenne de I’onde
modulée en amplitude dépend de m et aussi de la forme du signal mo-

dulant.

4.2.4 Systémes dérivés de la modulation
d’amplitude

L’étude de systemes dérivés de la modulation d’amplitude provient de
deux constatations :

— d’une part, une proportion trés importante de la puissance transmise
par le canal est affectée a la porteuse : 2/3 dans le cas d’un taux de
modulation de 1 et d’un signal sinusoidal modulant ;

— d’autre part, on peut remarquer que les deux bandes latérales corres-
pondant au signal modulant transportent la méme information.

a) Modulation a porteuse supprimeée

La modulation d’amplitude a porteuse supprimée consiste a éliminer la
porteuse dans la transmission. Le signal modulé théorique s’exprime de
la fagon suivante :

Soma () =A-s(t)-cos(Q-t+ )

En réalité, cette transmission d’information, plus économique du
point de vue énergétique, présente un inconvénient majeur au niveau
de la détection puisque le récepteur ne disposant plus de la référence de
la fréquence porteuse €2, devient trés complexe a réaliser. Ce probleme
est éliminé en transmettant un embryon d’onde porteuse, suffisant pour
la détection.
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b) Modulation a bande latérale unique

Afin de supprimer la redondance des signaux transmis au niveau des
deux bandes latérales, on réduit de moiti€ la largeur du canal pour ne
transmettre qu’une bande latérale : modulation a bande latérale unique
(BLU). En considérant le signal modulant sous la forme d’une décom-
position en série de Fourier limitée aux n premiers termes, pour la bande
latérale supérieure (BLS), le signal modulé s’exprime par :

n

A
Soma-gLs () = = Z a; - cos((Q + w;)t + ¢)
2 &

et pour la bande latérale inférieure (BLI) par :
A n
Soma-pur (1) = 5 ) a;- cos((Q = w)t +¢)
2 i=0

Ce systeme de modulation peut étre réalisé a partir des signaux ob-
tenus lors de la modulation d’amplitude classique en filtrant la bande
latérale non utilisée (cf. figure 4.5). Ce type de modulation conduit a un
spectre utile de largeur de bande égale ou légerement supérieure a w,,.
En effet, dans ce cas, une partie faible de 1I’onde porteuse peut étre aussi
transmise pour permettre une détection plus facile, rejoignant ainsi le
cas suivant.

c) Modulation a bande latérale résiduelle

Ce type de modulation réalise un compromis entre la modulation d’am-
plitude compléte avec son occupation spectrale large et la modulation a
bande latérale unique avec les difficultés de synchronisation a la récep-
tion. La modulation d’amplitude & bande latérale résiduelle est obtenue
a partir d’un signal de modulation complete filtré afin d’éliminer partiel-
lement I’une des bandes latérales et de diminuer 1’amplitude de 1’onde
porteuse.
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Remarque

Ce procédé de modulation est utilisé en télévision. En effet le
signal vidéo a transmettre a une largeur de bande importante
(5 MHz) excluant ainsi une modulation d’amplitude compléte en
raison de I'occupation spectrale.

d) Modulation a deux porteuses en quadrature

Cette modulation permet de diminuer la largeur spectrale du signal mo-
dulé en utilisant deux ondes porteuses. Cette technique consiste a divi-
ser le signal informatif s(f) en deux signaux s, (f) et s,(f) modulant deux
porteuses s5,1(f) et s,2(r) de méme fréquence et en quadrature de phase :

Sp1 () =A-cos(Qt+¢) et s, (1) =A-sin(Q + @)

A f
Sowma(f) ) A Bande latérale supérieure
Filtre passe-haut

- fréquence
Q Q+wmn

largeur de bande = mp

Q—(l)n

Figure 4.5 - Représentation spectrale unilatérale d’un signal
modulé en amplitude a bande latérale supérieure unique (BLS).

Les signaux s;(f) et s,(f) peuvent étre constitués en prenant deux
composantes de s(f) : données paires et impaires, la composante de
droite et la composante de gauche d’un signal stéréophonique. Le dé-
doublement du signal a la sortie du codeur permet de diviser par deux
la rapidité de modulation et donc de diminuer la largeur spectrale par
le méme facteur. Par conséquent, on retrouve une occupation spectrale
du signal modulé identique a une modulation BLU du signal initial s(7).
Ce type de modulation est tres utilisé dans le domaine de la modulation
des signaux numériques.
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4.2.5 Procédés de la modulation d’amplitude
a) L’émetteur

La modulation est une opération essentiellement non linéaire ; un circuit
ou un composant non linéaire du deuxieme ordre (diode, transistor) est
donc nécessaire pour obtenir la porteuse modulée a partir du signal de
porteuse pure et signal modulant BE. Dans le cas de circuit non linéaire,
le signal de sortie s(f) est une fonction du signal d’entrée e(r) de la
forme :

s(N=a+b-e(®)+c-e (1)

Si le signal d’entrée e(f) est directement lié au signal de 1I’onde por-
teuse et au signal modulant (par exemple la somme des deux signaux),
nous obtenons en sortie un signal comportant de nombreuses compo-
santes fréquentielles. Seules les composantes correspondant a 1’onde
modulée en amplitude (OMA), obtenues apres filtrage, seront utilisées
pour la transmission.

Les deux structures principales de circuit utilisées sont les systémes
suivants :

— Modulation a addition et amplification non linéaire : I’utilisation d’un
élément non linéaire (diode) comme amplificateur de la somme des
deux signaux « porteuse et modulant » conduit a produire les compo-
santes fréquentielles nécessaire 2 ’OMA.

— Modulation a multiplication de signaux : la méthode 1déale consiste a
utiliser un multiplieur analogique, qui effectue directement le produit
du signal porteur par [1 + m's(z)]. Ce multiplieur peut étre repré-
senté par un amplificateur linéaire dont le gain est le signal modu-
lant.

Une troisieme méthode, appelée modulation en anneau, est utilisée
pour les modulations sans porteuse. Le circuit comporte un anneau de
diodes. La conduction ou le blocage des diodes deux a deux sont pi-
lotés par I’onde porteuse. La sortie peut étre modélisée par le produit
du signal modulant et d’un signal carré d’amplitude +1, —1 et de fré-
quence identique a celle de I’onde porteuse. Il est a remarquer que ce
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systeéme de modulation, qui théoriquement ne donne pas un signal a la
fréquence porteuse, fait apparaitre un embryon de porteuse du fait de la
dissymétrie pratique de certains composants électroniques.

b) Le récepteur

La démodulation ou détection est I’opération inverse de la modulation,
il s’agit a partir de la porteuse HF modulée de reconstituer le signal BF
modulant. Deux techniques permettent de réaliser cette détection :

— La démodulation synchrone : le principe de cette méthode consiste a
réaliser le produit du signal modulé et d’un signal de fréquence €
proche de la fréquence de 1’onde porteuse €. Si on réalise un calage
de I"oscillateur local, c’est-a-dire que Q = €, le signal de sortie, fil-
tré par un filtre passe-bande, est directement proportionnel au signal
BF modulant initial. Cette détection synchrone s’applique a toutes
les formes de signaux modulés en amplitude a condition qu’un signal
de porteuse soit émis (signal faible) pour synchroniser ou « caler »
I’oscillateur local.

— La démodulation d’enveloppe : la détection d’enveloppe, aussi ap-
pelée détection linéaire, utilise contrairement a sa deuxieme appella-
tion un composant non linéaire : une diode montée pour un redres-
sement mono-alternance suivie d’un filtre passe-bas. En choisissant
la constante de temps du filtre trés supérieure a la période du signal
modulant et trés inférieure a la période de I’onde porteuse, le signal
BF de sortie sera constitué de 1’enveloppe du signal. La diode étant
un composant non linéaire, le signal obtenu en sortie devra étre filtré
afin d’isoler la composante basse fréquence utile.

4.3 MODULATION EXPONENTIELLE
4.3.1 Principe

Le signal de I’onde porteuse de fréquence f, peut s’écrire sous la forme
déja vue :

sp(t)=A-cos(Q-t+¢) avecf,=Q2n
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ou encore sous une forme faisant intervenir la phase instantanée ¢;(r)
et avec la notation complexe :

Sp () =A-cos(g; (1)) ou Sp H=A- e Jeil0)

Cette derniere représentation explique le nom donné a ce type de
modulation : la modulation exponentielle consistant a faire varier au
rythme du signal modulant la grandeur de la fonction exponentielle,
par opposition a la modulation d’amplitude. Cette modulation est aussi
appelée modulation angulaire ou d’angle puisqu’elle concerne une
variation de la phase instantanée.

Nous pouvons aussi définir la pulsation instantanée €);(¢) :

de; (1)

Q,; (1) = a

Ce sont ces grandeurs ¢;(t) et £;(¢) qui vont étre modifiées en fonc-
tion d’un signal BF a transmettre. Suivant les caractéristiques de cette
modification, nous aurons une modulation de fréquence (MF) qui est
une action linéaire sur la pulsation instantanée €2;(f) ou une modulation
de phase (MP) qui agit de facon linéaire sur la phase instantanée @;(1).
Ainsi, le tableau 4.1 montre une présentation parallele de ces deux types
de modulation dans le cas d’un signal modulant quelconque s(t). Nous
pouvons remarquer que, d’un point de vue de la formulation mathéma-
tique, la seule différence entre les expressions de 1’onde modulée en
fréquence et en phase est la dérivation du signal modulant.

Pour un signal modulant cosinusoidal s(f) = cos(t), nous obtenons
aisément le résultat des relations précédentes et définissons les gran-
deurs caractérisant les excursions de fréquence et de phase indiquant
les domaines de variation de la fréquence et de la phase respectivement
autour de la valeur centrale £ ou ¢y = Qut (cf- tableau 4.2). De plus,
dans ce cas simple d’un signal modulant a deux niveaux, nous pouvons
faire une comparaison graphique des deux modulations de type expo-
nentiel avec la modulation d’amplitude (cf. figure 4.6).
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Tableau 4.1 - Définitions des modulations de fréquence et de
phase.

Modulation de fréquence

Modulation de phase

Q;(t) = Qo + AQ.s(t)
avec AQ : excursion de fréquence
- phase instantanée :

t
o (1) = fo o () dt
t

s(t)dt

0
— expression de I'onde modulée :

t
Qot + AQf s(t)dt}
0

= Qot + AQ

somr(t) = Acos

¢i(t) = Qo - t+ Agrs(t)
avec Ag : excursion de phase
- pulsation instantanée :

do; (t ds(t
Qi (1) = %é’:gomw :15:)

— expression de I'onde modulée :

somp (t) = Acos[Qq - t + Ap - 5 (1)]

Tableau 4.2 - Modulations de fréquence et de phase (cas d’'un
signal cosinusoidal).

Modulation de fréquence

Modulation de phase

Qi(t) = Qg + AQ - cos{wt)
avec AQ : excursion de fréquence
- phase instantanée :

wi (t) = Qot + AL sin (wt)
w
- indice de modulation :
m = AQjw
— excursion de phase :
+AQY/w = +m

- expression de I'onde modulée :

sowmr (t)
= Acos[Qpt + AQ/w - sin (wt)]

gi(t) = Qyt + Ag - cos(wt)
avec Ay : excursion de phase
— pulsation instantanée :

Qi (t) = Qo — Ap - w - sin (wt)

— excursion de fréquence :
+Ap - w
— expression de I'onde modulée :

somp (t) = Acos[Qq - t + Ag - cos (wt)]
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Figure 4.6 - Comparaison des modulations d’amplitude, de
fréquence et de phase pour un signal modulant de type carré.

A
~

4.3.2 Modulation de fréquence

a) Expression de 'onde modulée en fréquence :
cas d’un signal cosinusoidal

Dans le cas d’un signal modulant cosinusoidal (fréquence f ou pulsa-
tion w), nous venons de voir I’expression de I’onde modulée :

AQ AQ  AF
somr (1) = A cos|Qpt + — - sin (wr) avec m = — = —
w

w f
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Afin d’obtenir le spectre de ce signal modulé, nous allons développer
cette expression. Soit :

somr (1) = A[cos(Qqt) - cos(m - sin(wt)) — sin(L2y?) - sin(m - sin(wt))]

Pour pouvoir obtenir une relation sous la forme d’une combinaison
linéaire des fonctions sin et cos, nous devons expliciter les deux termes
cos[m - sina] et sin[m - sina]. En utilisant les fonctions de Bessel de
premiere espece J,(m) (cf. annexes), on obtient en développant 1’ex-
pression précédente de sopr la forme suivante :

n=+co

somr ()= A~ > Jy(m) - cos((Qg + nw)r)

n=-0o0

Le spectre contient donc une infinité de raies latérales de part et
d’autre de la fréquence de I’onde porteuse Fy. Pour un indice de modu-
lation donné m, la fonction de Bessel J,,(m) représente donc I’amplitude
de la raie de fréquence Fy+n f (ou pulsation : y+nw). L’évolution des
fonctions de Bessel J,(m) et leurs propriétés vont permettre de donner
les principales caractéristiques du spectre de I’onde modulée en fré-
quence (OMF).

Etant donné la symétrie par rapport 4 I’axe des ordonnées des fonc-
tions de Bessel, les deux raies latérales du spectre de fréquence Fp + nf
ont des amplitudes de méme module, le spectre est symétrique par rap-
port a la fréquence F.

Bien que le nombre de raies et, par conséquent, la largeur de bande
du signal secondaire soient théoriquement infinis, I’amplitude des raies
latérales éloignées de F finit par décroitre. En effet les fonctions de
Bessel J,(m) ont une amplitude décroissante lorsque n augmente a m
constant. Cette décroissance est d’autant plus tardive que m est plus
élevé (cf. tableau 4.3).

Ce résultat est tres important car il permet de déterminer ce que 1’on
appelle la largeur utile du spectre L, oyr, c’est-a-dire la bande de fré-
quence utilisée réellement par I’OME. Pour déterminer cette largeur de
spectre, il faut se donner une valeur limite pour laquelle la composante
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de fréquence nf ne sera plus prise en compte. Cette limite, créée par un
filtrage du signal, dépend de la qualité recherchée pour la transmission.

Tableau 4.3 - Amplitude de la composante Fy + nf du spectre
pour différentes valeurs de m avec l'indication de la limitation du

spectrea m+ 1.

Copyright © 2017 Dunod.

n m=1 m=2 m=5 m=10
0 0,77 0,22 0,18 0,25

1 0,44 0,58 0,32 0,04

2 0,11 0,35 0,046 0,25

3 0,02 | 0,129 0,36 0,06

4 0,0025 0,034 0,39 0,22

5 0,007 0,26 0,23

6 0.001 03 L. 0,014

7 0,05 0,22

8 0,02 0,32

9 0,005 0,29

10 0,002 0,21

) 0123
12 0,063

13 0,029

14 0,012

15 0,005

Si I’on considere que seules les raies d’amplitude dépassant 10 % de
I’amplitude de la porteuse non modulée sont conservées, la largeur utile
du spectre peut s’exprimer en se limitant a la valeur n = m + 1 (regle de
Carson), soit :

Liovr =2(1 + m+ \m) f
Lyour =2(1 +m) f =2( f + AF)

Il est important de noter que, par rapport a la modulation d’ampli-
tude, nous avons dans ce cas une largeur de spectre (1 + m) fois plus
grande. De plus si la fréquence du signal modulant est petite devant
I’excursion de fréquence (m > 1), on a:

Lu,OMF ~ me =2AF
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D’ autre part, il est intéressant de connaitre la position de la raie d’am-
plitude maximale dans le spectre pour un indice de modulation m donné.
Nous pouvons ainsi remarquer que la position de la composante d’am-
plitude maximale s’éloigne de Fy au fur et a mesure que m croit. La
figure 4.7 met en évidence pour trois indices de modulations cette ré-
partition d’énergie du spectre de ’OMF qui s’éloigne de la fréquence
centrale F. Et ainsi nous pouvons noter que les composantes d’ampli-
tude élevée ont tendance a se placer de plus en plus pres de Fo £ AF.

Si I’on fait I’hypothese d’un indice de modulation faible m < 1, les
seules composantes spectrales significatives sont celles correspondant
aux fréquences Fy et a Fy + f. Le spectre de ’OMF est alors identique
a celui obtenu dans le cas de la modulation d’amplitude a la phase pres.

Some (f) . .
— raie maximale @
| I

Fo (1/2)Ly omF= 3f

/ raie maximale @
| | L1, t

Fo (112)Ly,omF = 6F

Some ) raie maximale
I } | } l | '\l‘l | o

—>

Sowr (f)

Fo 2Ly omFr=11f

Figure 4.7 - Variation du spectre d’une onde modulée en fréquence
par un signal sinusoidal en fonction de I'indice de modulation m.

Remarque

Les émissions radiophoniques en modulation de fréquence sont
effectuées avec une fréquence de I'onde porteuse de I'ordre de
100 MHz (88 a 108 MHz) et un indice de modulation de 5.
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Ainsi pour des signaux modulants de largeur spectrale d’envi-
ron 15 kHz, le domaine fréquentiel occupé par une émission est
de 2x(6x15) =2x90 kHz = 180 kHz autour de la fréquence
centrale. Donc deux émetteurs peuvent étre séparés théorique-
ment par seulement 0,18 MHz, en réalité au moins 0,2 MHz. Il
peut donc étre placé théoriquement 100 émetteurs. En reéalité,
afin d’éviter toutes les interférences une zone de silence a été pla-
cée entre les émissions et d’autre part les émissions étant pour la
plupart stéréophoniques, elles ont une largeur spectrale plus im-
portante. Pour ces mémes émissions en modulation d’amplitude,
la largeur de spectre aurait eté de seulement 30 kHz au lieu de
180 kHz.

b) Puissance en modulation en fréquence

La puissance de I’onde porteuse s’exprime de la méme facon que pour
la modulation d’amplitude, soit : Pyp o A%2

La puissance moyenne de 1’onde modulée en fréquence s’obtient a
partir de I’expression de spppr mise sous sa forme complexe :

n=+o0o
SOMF (t) =A- Z Jn(m) . ej(QoJrnw):
n=—00
ou
n=+oo
= 0t Jnwt
somrp (1) = A-e”™ - Z Jo(m) - e

H=—00

Les fonctions de Bessel étant de puissance bornée (cf. annexes), il

vient : 5
Pour = Pop A?

Contrairement a ce que nous avons obtenu pour la modulation d’am-
plitude, cette puissance est indépendante du signal modulant. I1 est donc
possible d’augmenter le signal informatif, c’est-a-dire 1’'indice de mo-
dulation sans augmenter la puissance transmise. Or 1’augmentation de
I’indice de modulation améliore de fagcon importante le rapport signal
sur bruit, bien que I’on augmente aussi le bruit capté en élargissant le
spectre a transmettre.
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Ainsi I’amélioration de la modulation de fréquence par rapport a la
modulation d’amplitude, exprimée en db, est directement fonction de
I’indice de modulation m selon I’expression suivante :

5+20log,ym

c¢) Traitement spécifique des signaux
de |la parole en MF

Le spectre de fréquence des signaux de parole et musique n’a pas une
répartition constante des différentes composantes. Si la fréquence de
400 Hz est la référence, le niveau baisse et atteint —14 db a 10 KHz (cf.
figure 4.8).

4 Amplitude (db)
100 Hz 1 KHz 10KHz  Jog(f)
0 I 1 I s
-2
4
6
-8
-10
-12
14
-16

Figure 4.8 - Répartition spectrale d’un signal audiofréquence
(parole ou musique).

Il s’ensuit que le rapport signal/bruit diminue en hautes fréquences
avec un niveau de bruit identique sur tout le spectre. Cette dégradation
est encore plus importante en modulation de fréquence puisque la bande
spectrale transmise est plus large.

Pour palier a ce probléme, on réalise au niveau de I’émetteur une
pré-accentuation permettant d’augmenter les amplitudes des hautes fré-
quences du spectre. A la réception, on effectue bien évidemment 1’opé-
ration inverse : la désaccentuation (cf. figure 4.9).
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t Amplitude (db)
20 —+

15 +
10 -+

Pré-accentuation

| 100 Hz
l

10 PI(HZ Iog(f')
5 —+
10 —+

15 4+ Désaccentuation

-20 T

Figure 4.9 - Courbes de pré-accentuation et de désaccentuation
utilisées pour éviter un rapport signal/bruit faible en hautes
fréequences (pour t = 50 us).

d) Spectre de 'onde modulée en fréquence :
cas général

Le signal s(¢) informatif peut se décomposer suivant la série de Fourier
limitée au terme n (signal physique) :

n

S(I)zzaj‘COS((Uj't)

i=1

L’expression de I’OMF sous sa forme complexe est donc :

— A . e/ EL mia;sin(wn)] avec m; = & = AF

wi_fi

D’ou, en utilisant les fonctions de Bessel, I’expression générale est :

somr (1)

n +oo
somr () = A - e/l I_[ Z [J(m;) - a; - e %

i=1 Lk=—co

Prenons I’exemple d’un signal avec uniquement deux composantes
fréquentielles de pulsation w; et w,, nous avons I’expression du signal

s(1) :

s(t) =ay-cos(w; - 1) +a» - cos(ws - 1)
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D’ou I’expression de I'OMF dans ce cas particulier :

somr (1) = A-e /11,

Z [Je(my) - ay ,ejkwlt}_[ Z [Ji(m2) - as - o Jkant

k=—c0 k=—00

Il est important de remarquer que cette fonction n’est pas linéaire et
donc que le principe de superposition n’est pas applicable. Le signal
modulé en fréquence par la somme de deux signaux sinusoidaux n’est
pas la somme des deux signaux modulés en fréquence par chacun de
ces signaux. Le spectre va se composer de nombreuses raies dont les
premieres auront les amplitudes suivantes :

Pulsation Amplitude

Qo A - Jo(m4) - Jo(my)
Qo + w1 A-J1(mq) - Jo(m2)
Qg — w1 —A - Ji(my) - Jo(m3)
Qo + w2 A - Jo(my) - J1(m3)
Qp — w3 —A - Jo(my) - J1(my)

On peut remarquer que toutes les amplitudes des raies vont dépendre
des indices de modulation m; et m;,. Le spectre sera borné lorsque
les deux quantités Jx(m;) et J,(my) ou leur produit deviendront négli-
geables. Si I’on cherche la largeur spectrale maximale, on peut faire le
raisonnement suivant : si w; < >, alors m; > m,. Donc la fonction
Jx(m) sera petite pour n = 1 + m;. Cette condition implique que la
fonction J,(m>) soit aussi de faible valeur puisque sin = 1 + m; et
my > my, alors n = 1 + m. Ainsi la valeur n est définie par I’'indice de
modulation de la fréquence la plus petite, mais la largeur spectrale sera
obtenue pour la fréquence la plus grande :

AQ
Lyomr = 2(1 + my)ws avec m; = —
w
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e) Spectre de I'onde modulée en fréequence :
cas d’un signal a deux niveaux

Lorsque le signal s(¢) est un signal numérique, on associe une fréquence
donnée a chacun de ses états. Dans le cas d’une transmission d’un signal
binaire (transmission sur réseaux informatiques), deux fréquences sont
utilisées (cf. figure 4.6). Cette modulation peut étre effectuée par au-
tant d’oscillateurs qu’il y a d’états numériques et alors le signal modulé
a une phase discontinue ou par un oscillateur commandé par tension
(VCO : Voltage Controlled Oscillator) et alors le signal modulé a une
phase continue. Hors la discontinuité de phase a pour effet d’étaler le
spectre du signal (introduction de transitions raides) ; on préfere donc
en général la modulation de fréquence a continuité de phase du fait de
la bande passante limitée des supports de transmission.

Dans ce cas, en considérant 6 la durée de base d’un bit b; du signal
numérique, I’expression de 1’onde modulée en fréquence est :

Somr (1) = A -cos[2n (Fo+ Af -b;) -t + ;] pourt € [if, (i + 1)8]
et la fréquence instantanée f;(¢) et ’indice de modulation m s’expriment
par :

fit)=Fo+Af-bi(t) avecfi=Fo—-Af<fi(h<fp=Fo+Af
et
2nA f

MZWZZAfQ

Le spectre de ce signal modulé en fréquence a continuité de phase
est donné par I’expression suivante (cf. figure 4.10) :

28°Af sin® (O( f — A f)) - sin”> (2O f + A )

S =

omr (f) (m0)> 1 —cos(2abA f) - cos 2rbf) + ( f> — A f?) cos? (2n0A f)

Pour définir le meilleur indice de modulation, on peut chercher un
compromis entre les deux caractéristiques suivantes :

— le coefficient de corrélation entre les deux états du signal permet de
mesurer la probabilité d’erreur a la réception. Celle-ci est minimale
pour m = 0,715



Copyright © 2017 Dunod.

(© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

4.3. Modulation exponentielle

— la largeur spectrale est définie comme la bande de fréquence rassem-
blant 95 % de la puissance, alors le spectre le plus étroit est obtenu
pour un indice de m = 0,64 .

Soit I’exemple des systeémes de transmissions numériques (modems
conformes a I’avis V23 du CCITT), qui utilisent une modulation de
fréquence a deux valeurs fréquences : 1300 Hz et 2100 Hz (d’ou
Af =400 Hz et Fy = 1700 Hz). La rapidité de modulation étant de
1200 bit/s (1/6), I'indice de modulation est de (800(1/1 200)) = 0,66.

Sowmr(f)

Fo - af Fo Fo+Af

Figure 4.10- Spectre d’un signal modulé en fréquence par un
signal numérique.

f) Les méthodes de modulation de fréquence

Les principales méthodes de modulation de fréquence sont au nombre
de deux : le modulateur indirect de Armstrong et le modulateur direct.

Le modulateur indirect de Armstrong est basé sur un circuit inté-
grateur dans lequel est injecté le signal modulant basse fréquence suivi
d’un modulateur d’amplitude sans porteuse du type modulateur en an-
neau. Ce signal obtenu est additionné au signal de la porteuse déphasée
de /2, déja utilisée pour la modulation d’amplitude, et enfin le signal
résultant est écrété pour obtenir un signal a amplitude constante. Il est
intéressant de noter que le modulateur d” Armstrong sans le module d’in-
tégration est un modulateur de phase.
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Le modulateur direct consiste 2 modifier, au rythme du signal basse
fréquence, la fréquence de fonctionnement d’un oscillateur. Cette der-
niere est en général définie par la valeur d’une capacité. La méthode
de loin la plus répandue consiste a utiliser une diode a capacité va-
riable ou varicap. En effet une jonction P-N polarisée en sens inverse
se comporte comme une capacité dont la valeur est inversement propor-
tionnelle a la racine carrée de la tension a ses bornes.

g) Les méthodes de demodulation de fréquence

Apres un amplificateur haute fréquence (HF), un récepteur complet pour
une onde modulée en fréquence se compose en premier lieu d’un sys-
tetme de changement de fréquence. Sur les entrées d’un circuit mélan-
geur ou d’un multiplieur sont envoyés le signal de I’onde modulée en
fréquence somr (1) et le signal spz(7) en provenance d’un oscillateur lo-
cal, accordé par I’utilisateur du récepteur :

somr (1) = A cos (Qr + m sin(wt))

SOL (f) = A cos (QLI’)

Le signal de sortie s,,(7) est donc constitué de deux signaux centrés
sur  — Q; et sur Q + Q; (respectivement bandes latérales inférieure et
supérieure) :

Sn (1) = KAAL [cos (2 — Q) + msin(wt)) + cos ((Q + Q) + msin(wt))]

Un filtre de moyenne fréquence ou encore de fréquence intermédiaire
F; = Q,;/2x (FI) permet de sélectionner la bande latérale inférieure uni-
quement. Le signal sz;(f), résultat de ce changement de fréquence, est
donc :

spr (1) = kAAL [cos (Q;t + msin(wr))] avec Q; = Q —Q;

Le systeme d’accord est organisé de telle sorte que cette fréquence
intermédiaire soit indépendante de la fréquence d’émission. Ceci per-
met d’ajuster définitivement tous les parametres de I’amplificateur in-
termédiaire et du démodulateur de fréquence. Par exemple, dans le cas
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de la radiodiffusion en modulation de fréquence, cette fréquence inter-
médiaire a été fixée par convention a 10,7 MHz.

Cet amplificateur est en général suivi d’un limiteur d’amplitude. En
effet, les variations d’amplitude, qui ne transportent aucune informa-
tion, ne pourraient contribuer qu’a perturber la phase suivante : la dé-
modulation de fréquence. Le circuit « démodulateur de fréquence » ou
« discriminateur de fréquence » doit fournir un signal proportionnel a la
déviation de fréquence du signal sg; () par rapport a la fréquence inter-
médiaire F;.

Parmi les nombreux systemes plus ou moins complexes et perfor-
mants de démodulation de fréquence qui existent, nous n’étudierons les
principes que de quelques uns :

— Transformation en modulation d’amplitude : ce systeme utilise un
circuit résonnant du type RLC, accordé sur une fréquence fy. Nous
savons que si une tension d’amplitude constante et de fréquence f est
appliquée a un tel circuit, la tension de sortie a une amplitude fonction
de la position relative de f; et f. Selon le coefficient de surtension du
circuit résonnant, une faible variation de f se traduit par une variation
proportionnelle de I’amplitude. D’ou le passage a une modulation de
type amplitude qu’il faut ensuite démoduler par les méthodes vues au
chapitre précédent.

— Discriminateurs a déphasage ou a variation de phase : le principe
de ces circuits utilise le fait que si les enroulements primaire et se-
condaire d’un transformateur sont accordés et fortement couplés, les
tensions sont en quadrature a la résonance et leur déphasage varie
presque linéairement autour de cette fréquence de résonance.

— Démodulateur de fréquence par comptage : le principe de ce démo-
dulateur consiste en un premier temps a réaliser une transformation
du signal d’entrée en créneaux par écrétage ou par comparateur. Le
signal carré ainsi obtenu, de fréquence identique au signal initial, est
différencié afin d’obtenir des impulsions qui sont mises en forme par
un circuit monostable. Ainsi, le signal obtenu est une suite d’impul-
sions de largeur et d’amplitude fixe dont la périodicité est celle du
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signal d’entrée. Sa valeur moyenne est donc rigoureusement propor-
tionnelle a la fréquence de ce dernier. Un intégrateur permet directe-
ment d’obtenir le signal modulant recherché.

— Détection d’une onde modulée en fréquence par une boucle d’asser-
vissement de phase : une boucle d’asservissement ou verrouillage de
phase (PLL : phase lock loop) est un circuit composé d’un oscillateur
a fréquence qui fournit un signal de fréquence proportionnelle a une
tension d’entrée et d’un circuit comparateur de phase qui fournit un
signal qui est fonction du déphasage entre les signaux, supposés si-
nusoidaux et de méme fréquence, appliqués a ses deux entrées. Dans
notre cas le signal d’entrée du détecteur de phase est le signal mo-
dulé en fréquence (signal a F;) et la sortie de ce circuit fournit un
signal proportionnel a la variation de fréquence : résultat recherché.
La boucle a asservissement de phase est donc un démodulateur de
fréquence idéal, la seule condition a satisfaire est que la vitesse de
variation de la fréquence soit inférieure a la fréquence de coupure de
la boucle.

4.3.3 Modulation de phase

LLa modulation en phase d’une porteuse par un signal BF est équivalente
a une modulation de fréquence par la dérivée du signal informatif. Par
conséquent, tout ce qui a été développé pour la modulation de fréquence
s’applique. Cette modulation est la plus employée pour la transmission
des signaux numériques. En effet elle réalise un bon compromis puis-
sance/efficacité spectrale, c’est dire le meilleur « nombre de bits par
seconde et par hertz de bande passante ». Cette notion a déja été évo-

quée dans la modulation d’amplitude a deux porteuses en quadrature
(cf. chapitre 4.2).

a) Modulation de phase pour la transmission
de signaux numériques

Pour minimiser la probabilité d’erreur, les différents états de la phase
sont régulierement répartis sur 1’intervalle disponible [0, 27]. Pour des
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raisons techniques de démodulation avec une probabilité d’erreur ac-
ceptable, on ne dépasse pas 8 valeurs de phase.

Dans la cas d’un signal codé binaire, la modulation & deux phases
s’écrit :

s(t) = A -cos(2nFot + ¢;) avec ¢; = +n (selon la donnée 0 ou 1)

La densité spectrale S( f) du signal modulé en phase dépend de la
durée d’un bit égale au temps 6, soit :
— modulation cohérente (Fy = k/0) :
A2 sin® (nbf)
Somr (f) = = —————= - f*
& m2(f*-Fy)
— modulation non cohérente (F # k/6) :

Somr () = A sin? (6( f — Fy)) N sin® (0( f + Fy))
T 2(f- oy 7 (f + Fo)’

Si Fy > 1/6 (k trées grand), les deux expressions sont quasiment
identiques et le spectre est centré autour de Fy. Pour augmenter le débit
binaire en conservant la fréquence de modulation (1/6), il suffit d’aug-
menter le nombre d’états de phase (cf. figure 4.11).

001

o1
0 1 00 11
L 4
‘ 10
(a) (b) (c)

Figure 4.11 - Représentation vectorielle d’un signal modulé en

phase a deux valeurs (a), a quatre valeurs (b) et a huit valeurs (¢).
Dans le cas (c), le code est tel qu’un seul bit change lorsque I'on
passe d’un état de phase au plus proche voisin (code de Gray).

000
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b) Démodulation des signaux modulés en phase
pour la transmission de signaux numeériques

La réception et la démodulation des signaux modulés en phase peuvent
se réaliser avec deux types de démodulateurs : démodulateur cohérent
et démodulateur différentiel.

Le principe du démodulateur cohérent est 1’utilisation d’un oscilla-
teur local synchronisé sur la fréquence de la porteuse. Le signal recu
est multiplié par le signal de I’ oscillateur local déphasé des mémes états
utilisés a la modulation; la sortie de ces circuits multiplieurs est sou-
mise a un filtrage passe-bas qui indique s’il y a identité entre le signal
recu et un des signaux du récepteur.

La démodulation différentielle consiste a multiplier le signal recu par
le signal recu précédent (retard de ). La phase du signal recu étant ¢;
et celle du signal retardé ¢;_;, un filtrage passe-bas de la sortie permet
d’obtenir un signal proportionnel a cos(¢; — ¢;—1) et de déterminer le
saut de phase 0 ou .

¢) Modulations combinées d’amplitude et de phase

Au lieu de faire correspondre les différents états du signal numérique
a I'un des parametres caractéristiques de 1’onde porteuse (amplitude,
fréquence ou phase), on peut utiliser a la fois deux parametres. C’est
I’association simultanée « amplitude A; et phase ¢; » qui a été retenue.
Le signal modulé est le suivant :

Somr (1) = A; - cos [2nFot + ¢;]  pourt € [if, (i + 1)6]

Un cas particulier est la modulation d’amplitude a deux porteuses
en quadrature (MAQ). Dans le diagramme spatial représentatif de la
modulation, chaque état du signal numérique est représenté par un point
M(A;, ¢;). Si nous considérons 16 états (quatre valeurs d’amplitude :
2 codées avec A; et 2 codées avec Aj), le signal modulé s’écrit (cf.
figure 4.12) :

somr (1) = Aj-cos [2nFot + @|+A,-sin [2nFot + ¢] avec A; 5 = +1 et £3



Copyright © 2017 Dunod.

(© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

4.3. Modulation exponentielle

Nous pouvons remarquer que, comme précédemment, on utilise un
codage de type code de Gray.

0010 0110 3 1110 1010
® @ L . ]

N s
N s
\\0111 1111 ,7
N 1 //
0011 @ - > d ® 1011
\\ //
-3 1] 74 3 .
V \\
/// AN
0001 @ 4 . ¢ 1001
e — N
7 1 ~
,-"0101 1101,
// \\
[ 4 & . 4 .

0000 0100 31100 1000

Figure 4.12 - Diagramme spatial de la modulation d’amplitude a
deux porteuses en quadrature avec 16 états.

4.3.4 Modulation primaire/secondaire

Dans certaines applications ou le signal informatif a transmettre est
complexe formé de plusieurs parties indépendantes (image et son, son
stéréophonique, etc.), il est possible d’utiliser deux fois successive-
ment le principe de la modulation, appelée modulation primaire et mo-
dulation secondaire. Pour concrétiser cette méthodologie, nous allons
considérer I’exemple applicatif des émissions radiophoniques stéréo-
phoniques FM.

La radiodiffusion stéréophonique doit transmettre les signaux g(t) et
d(t) correspondant aux deux voies (gauche et droite). Chacun de ces
signaux a une largeur spectrale identique permettant d’assurer une tres
grande qualité sonore : 15 Hz a 15 KHz. On supposera que 1’amplitude
du spectre est constante et égale a 1 sur toute cette largeur spectrale
(spectre intégré temporellement).

Pour permettre une utilisation de ces émissions par des récepteurs
monophoniques, les deux signaux émis sont en réalité les signaux m(z)
et (1) tels que :

m(t) = g(t) + d(r) signal utilisé par les récepteurs monophoniques
s(1) = g(1) — d(1)
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Les signaux m(f) et s(f) étant formés a partir de la somme des si-
gnaux ¢(t) et d(t), ils possedent la méme largeur spectrale. Le spectre
d’une somme de signaux est égale a la somme des spectres des différents
signaux. La figure 4.13 représente schématiquement ces spectres M( f)
et S( f) des signaux m(¢) et s(t) en supposant un spectre intégré sur le
temps et normalisé a 1 (analyse fréquentielle des émissions radiopho-
niques sur un temps long). La largeur spectrale utilisée sera supposée
égale 2 15 KHz. A la réception, la reconstitution des signaux g(¢) et d(z)
a partir des signaux m(r) et s(¢) est trés simple :

g(n) = [m(n) + s(0)/2 et d(1) = [m(1) - 5(1)]/2

Pour transmettre les deux signaux m(r) et s(r) sur le méme canal
de transmission (méme onde porteuse finale), le signal s(f) est utilisé
pour moduler en amplitude une onde, dite sous-porteuse, de fréquence
Fg¢p = 38 KHz et d’amplitude égale a 1. Cette modulation d’amplitude
est une modulation d’amplitude sans porteuse avec un indice de mo-
dulation égal a 1 (OMA/SP). Un signal r(¢) est formé de la somme du
signal m(t), de la sous-porteuse modulée par le signal s(r) et d’un signal
sinusoidal pur de fréquence Fy = 19 KHz et d’amplitude 1. Le signal
r(t) peut s’écrire sous la forme simplifiée suivante :

l’(l‘) = m(l‘) + SOMA{S(I), FSP} + sin(2JrF0t)

Dans une représentation fréquentielle unilatérale, le spectre R( f) de
ce signal s’exprime par :

R(f) =MCf)+Soma(f) +6(f - Fo)

Le spectre, représenté sur la figure 4.14, permet de déterminer une
largeur spectrale de 53 KHz. La modulation d’amplitude étant sans por-
teuse, il n’apparait pas de raie a 38 KHz.

Cette largeur spectrale pourrait étre réduite si, au lieu d’utiliser une
modulation d’amplitude compléte, il avait été considéré une modula-
tion a bande latérale unique (bande latérale mférieure). Dans ce cas la
largeur spectrale aurait €té d’environ 38 KHz.
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M(f), S(F)

fréquence
15 KHz

Figure 4.13 - Représentation spectrale des signaux a émettre
en radiodiffusion FM.

R(f)

f (KHz)

i 15 18 23 38 53|

Af=53 KHz

Figure 4.14 - Représentation spectrale R(f) du signal
intermeédiaire r(t).

Pour permettre la transmission hertzienne du signal r(¢), précédem-
ment défini, il est utilis€é pour moduler en fréquence une porteuse de
fréquence Fp = 100 MHz. L’indice de modulation est pris égal a 5.
Nous avons donc une largeur spectrale ou largeur utile d’émission qui
est donnée par la relation approchée de Carson (cf. paragraphe 4.3) :

L, omr # 2(1+«1indice de modulation »)" frux = 2(1+5)-53 = 636 KHz

La gamme de fréquence allouée a ce type de radiodiffusion s’étend
de 88 MHz a 108 MHz. De plus un intervalle fréquentiel de protection
de 400 KHz est imposé entre les zones spectrales occupées par les émet-
teurs. La figure 4.15 représente ce spectre de I’OME. Donc I’ occupation
d’un émetteur doit étre considérée comme étant :

L,omr =636 +400 = 1036 KHz ~ 1| MHz

Par conséquent le nombre d’émetteurs dans la gamme allouée peut
étre de 20. Enfin I’onde sinusoidale pure a 19 KHz a été émise afin
de permettre au récepteur une démodulation plus aisée. En effet, étant
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donné que la modulation d’amplitude a été réalisée sans porteuse, il
est nécessaire de recréer cette fréquence de 38 KHz pour démoduler le
signal. Cette fréquence est alors produite a partir du signal a 19 KHz.

f zone de zone d'un
SOMF( ) silence émetteur
1

400 KHz

—>

f (KHz)
/
/ } Fp - 636 Fp Fp+636 |
| |
Af=1MHz

Figure 4.15 - Représentation spectrale de 'onde modulée en
fréequence.
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SIGNAUX
ALEATOIRES
BRUIT

5.1 SIGNAUX ALEATOIRES
5.1.1 Définitions

Un signal est dit aléatoire si ses valeurs ou réalisations dépendent du
hasard et s’il ne possede pas de représentation analytique. Par contre
I’observation de ce signal peut étre caractérisée par des grandeurs sta-
tistiques ou fréquentielles.

Considérons un ensemble n d’expérimentations ou d’épreuves ou en-
core d’enregistrements liés 4 un méme phénomene physique. A chacune
de ces épreuves, indicées par i, est associée une fonction s(f) qui repré-
sente une réalisation du signal aléatoire ou une trajectoire du proces-
sus aléatoire, modele mathématique du signal aléatoire (cf. figure 5.1).
Pour 1, fixé, I’ensemble des valeurs s,(#)) représente les valeurs du si-
gnal aléatoire s(1y).

Un processus aléatoire, décrivant un signal aléatoire est dit station-
naire si les propriétés statistiques (moyenne, écart type, etc.) sont indé-
pendantes du choix de I’origine du temps.

11 est plus aisé d’obtenir une expérimentation d’un processus sur un
temps long que plusieurs épreuves de ce processus lié 2 un méme phé-
nomeéne physique. Le processus est dit ergodique si les moyennes sur
plusieurs réalisations sont équivalentes a des moyennes temporelles cor-
respondant a une seule épreuve.

Ainsi un processus stationnaire et ergodique pourra étre analysé a
partir d’une seule expérimentation sur un temps suffisamment long (ces
deux propriétés étant vérifiées a posteriori sur les résultats obtenus).

91



Copyright ©

Chapitre 5 < Signaux aléatoires Bruit

o2

vy _ : 1
si(t) 5 epreu‘fe épreuve 3
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Figure 5.1- Réalisations d’un signal aléatoire provenant de
plusieurs épreuves.

Ce signal aléatoire peut étre continu (exemple de la figure 5.1) ou
discret (nombre de valeurs fini). Etant donné que la plupart des signaux
« informatif » mesurés et étudiés sont de type continus, nous nous inté-
resserons ici a cette classe de signaux.

5.1.2 Caractérisations statistiques (cf. annexes)
a) Caractérisation d’un signal aléatoire stationnaire

Soit un signal aléatoire s défini par sa loi de distribution ou loi de proba-
bilité p(s) et considéré comme stationnaire, nous pouvons caractériser
ce signal avec les parametres statistiques suivants (c¢f. annexes) :

— valeur moyenne ou espérance :

ms = Eg,[s] = f B s-p(s)-ds (5.1)

oo

— valeur quadratique moyenne ou moment d’ordre 2 :
+oo
Eole]= [ & p)-ds 52
— écart quadratique moyen ou moment d’ordre 2 centré ou variance :

02 = Eypl(s — m,)?] = f ompp)ds (53
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— écart type :

0o = \Eqpl(s = m)] (5.4)

— fonction d’autocorrélation statistique : cette fonction, notée I'4(7), est
une indication sur la liaison statistique entre les valeurs du signal
aléatoire s et 5" mesurées a deux instants séparés de 7 :

(1) =E[s()-st-1)]=E;p[s-5]= ff s-s"-p(s, s";7)-ds-ds’
h (5.5)

Si on considere les variables aléatoires s et 5" centrées, on parlera de
fonction d’autocovariance Cov(7) :

Covs (1) = Egpl(s —my) - (8" —my)] = s (1) — mi

car
mg = my (stationnarité)

Nous pouvons aussi définir la fonction d’autocovariance normalisée ou
encore coefficient de corrélation ou dans ce cas d’autocorrélation r(7) :

rgs (1) = Cov, (1) Jor? (5.6)

b) Caractérisation d’un signal aléatoire
stationnaire et ergodique

Si la variable aléatoire stationnaire est aussi ergodique, nous avons donc
I’équivalence avec les caractéristiques temporelles, ¢’est-a-dire :

— moyenne temporelle :

o +T/2
s(t) = 1;im T f s (1) -dt = my (5.7)

—0o0 T2

— puissance du signal :

- +T/2
P, = s%(t) = lim = f st (t)-dt = E,, [52] (5.8)
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— puissance des variations par rapport a la moyenne :

+7/2 - -
Pom, = Jim — f [s()—s(O]?-dr=P,—s()* =0? (5.9

—00 /2

— valeur efficace des variations :

VPem. = VPs —s(1)? = oy (5.10)

— fonction d’autocorrélation temporelle C(7) :

+T/2
CSS(T)zlim—f s(t)-s(t—1)-dt=T,(1) (5.11)
T= T J_1p

et pour la fonction d’autocorrélation temporelle centrée Ccg(7) ou fonc-
tion d’autocovariance temporelle :

Cey, (1) =Cys (1) — 5 (1)* = Cov, (1) = I, (t) — m (5.12)
Nous pouvons remarquer que :
Co(0) =P, et Ccy(0)=Cy(0)—5()* = Py—s(t)* =0 (5.13)

¢) Caractérisation d’un signal aléatoire gaussien

Considérons un processus aléatoire gaussien stationnaire et centré dé-
crivant une variable aléatoire s. Ce processus est completement déter-
miné par la seule donnée de sa fonction de corrélation C (1) = Ccy(T).
Ainsi nous avons :

— valeur moyenne :
my; = s(t) =0 (variable aléatoire centrée)
— écart quadratique moyen ou moment d’ordre 2 centré ou variance :

02 = E,[(5)*] = Cey, (0) = Cys (0)
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— coefficient de corrélation : le coefficient de corrélation r,, s’applique
en général a deux signaux aléatoires différents (cf. annexes) ; ici nous
considérons les deux variables aléatoires s et s décalé de 7, d’ou le
coefficient de corrélation rg(7)

Css (1)
Css (0)

Fes (T) =

— densité de probabilité :
1 2

- e m 5.14
P Vi C0) 49

d) Caractérisation de deux signaux aléatoires
stationnaires

La caractérisation de I’interaction ou la comparaison de deux signaux
aléatoires s, et s, peuvent étre réalisées par les fonctions suivantes :

— fonction de corrélation statistique ou d’intercorrélation statistique :

FS|52 (T) = Esp [Sl (I) * 82 (t - T)] = Esp [Sl . 52]

=ff S1 - 852 - p(sy, 52;7) - dsy -dso

— fonction de covariance :
COVS]SQ (1) = Esp [(Sl - mSl) ' (52 - msz)] = FSISZ (1) - Mg, = M,

— coefficient de corrélation :

. _ Esp [(Sl - mSl) ’ (52 - m-\'z)] _ COVS]SQ (T) _ FS|SZ (T) - mS| ) mSQ
S8 — - -

Tg, - O, Oy - s, Ts, - s,
(5.15)
— fonction de corrélation temporelle ou d’intercorrélation temporelle :
+T/2
Cs, (1) = lim — f si(t)-s2(t—71)-dt (5.16)
T—o0 -T2
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e) Exemple de la caractérisation d’un signal aléatoire

Considérons un signal sinusoidal s(t) = a - sin(wt + ¢) d’amplitude a,
de pulsation w et de phase ¢. Comme nous ’avons vu au chapitre 4,
ce signal peut étre le support (onde porteuse) d’un signal informatif a
transporter. La modulation s’effectue en faisant varier au rythme du si-
gnal informatif ou modulant I’un des trois parametres du signal porteur
s(t). Nous allons supposer que le signal modulant est un processus aléa-
toire de distribution uniforme sur un intervalle fixé. Ainsi, nous pouvons
distinguer les trois cas suivants (cf. figure 5.2) :

— cas I (modulation d’amplitude) : a est une variable aléatoire,

w=0=Cte et ¢=0=Cte.

— cas IT (modulation de fréquence ou de pulsation) : w est une variable
aléatoire,

a=A=Cte et ¢=0=Cte.
— cas III (modulation de phase) : ¢ est une variable aléatoire,

a=A=Cte et w=0Q =C_Cte.

p(a)
1/A
a
0 A -
p(w)
1M -Op) |------~-
()]
Om ov
p(9)
1/2n
(P‘—'
0 2n

Figure 5.2 - Fonctions de distribution des variables aléatoires a,
et o.
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Pour ces trois cas, nous allons caractériser la variable aléatoire
s = s(tp) obtenue a I’instant quelconque fixé 1y, c’est-a-dire calculer la
densité de probabilité p(s), la fonction de répartition P(s) = Prob{s’ <
s}, la moyenne statistique m; et la variance ou moyenne quadratique
centrée o :
— Cas I (modulation d’amplitude) (cf. figure 5.3) :

s=a-sin(Q2-fy) =a-ky aveckye€ [—1,+1]selon la valeur de 1
p(s)=1/]|A-ky| pours € [0, Aky] ou s € [Aky, 0] selon la valeur de 1y

- si s € [Ako, 0] alors P(s) = ——

A
sis € [0, Akg] alors P(s) =
0 A - kol A - k|

p(s)
1/1A- kol

0 A-kQ

A-kp

Figure 5.3 - Fonctions de distribution et de répartition de la
variable aléatoire s = s(f;) dans le cas d’une modulation d’amplitude
(cas I) avec ty > 0.

Ces lois statistiques dépendent de la valeur de fy, aussi nous pou-
vons conclure que cette variable aléatoire n’est pas stationnaire. De
plus, nous avons :

sis €[0,Aky] alorsmg =|A-ko|/2;
sis € [Aky,0] alorsmg=—|A-kyl/2

A ko)

si s € [0,Akg] alors Eg[s°] = (TO);
A - ko)
si s € [Aky,0] alors Eyp[s2] = _%
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La valeur moyenne temporelle Tt) du signal s(¢) étant nulle (E *
my), le processus associé a cette variable aléatoire n’est pas ergodique.

— Cas II (modulation de fréquence) (cf. figure 5.4) :
s=A-sin(w - ty)

avec les variables aléatoires w € [w,,, wy] et s € [-A, +A].
En posant Aw = wy — w,, ettty Aw = k- (2m) + Ag, il vient :

2(k+ 1) - Arcsin(s/A) + (k— ) + Ag
k2m + Ap

2k + 1) 1 2k+1) 1

= . O:—.
PO = rrag v PO A A

Ces lois statistiques sont indépendantes de la valeur de £y, aussi nous

pouvons conclure que cette variable aléatoire est stationnaire. De plus,
nous avons :

P(s) =

m;=0= E
, (k+1)-m
"7 kn+ Ap
Ainsi les moyennes statistique et temporelle sont identiques, par contre
les valeurs quadratiques moyennes statistique et temporelle sont diffé-

rentes (P, = A%/2). Donc le processus associé a cette variable aléatoire
n’est pas ergodique.

E p[sz] =0 A% variable aléatoire centrée (ms =0)

i

i

-A 0 A

Figure 5.4 - Fonctions de distribution et de répartition de la

variable aléatoire s = s(fy) dans le cas d’une modulation de
frequence (cas II).
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— Cas III (modulation de phase) :

s = A-sin(Q-1y+¢) avec les variables aléatoires ¢ € [0, 2] et s € [-A, +A]

Ce cas III est un cas particulier de la modulation de fréquence en consi-
dérant que I’excursion de fréquence produit une variation de phase entre
0 et 2. Aussi il suffit de reporter dans les relations précédentes du cas
II les valeurs suivantes :

k=0etAp =2n
1 , 1
P(s) = — - Arcsin(s/A) + =
Vg 2

p(s) = 1/(m- VA% — s2) avec p(0) = ﬂLA

Ces lois statistiques sont indépendantes de la valeur de #), aussi nous
pouvons conclure que cette variable aléatoire est stationnaire. Les
courbes de représentations de ces deux fonctions sont identiques a celle
de la figure 5.4. De plus, nous avons :

m, =0 = s(1)

2
2 _ A
s 2
Ainsi les moyennes statistique et temporelle, les valeurs quadratiques
moyennes statistique et temporelle sont identiques. Il serait aussi pos-

sible de calculer I’autocorrélation statistique et temporelle et de vérifier
leur identité :

E sp[sz] =0 = P, = s2(t) variable aléatoire centrée (m, = 0)

2
Cys (1) = 5 cos(Q-71)=1T,(r) variable aléatoire centrée (m; = 0)

Le processus associé a cette variable aléatoire est donc ergodique.
On vérifie bien la relation 5.13 sur la valeur a I’origine de la fonction
d’autocorrélation C (0) = Py.
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5.2 LE BRUIT
5.2.1 Définitions

Comme il a été défini dans I’introduction, le bruit correspond a tout si-
gnal indésirable limitant 1’intelligibilité d’un signal utile. Dans ce cha-
pitre nous donnons quelques renseignements sur la nature du bruit et la
notion de rapport signal/bruit.

a)

Sources de bruit

Relativement au systeme considéré (filtre, détecteur, amplificateur,
etc.), les sources de bruit sont classables en deux grandes catégories :

— Bruits externes : la source de bruit est localisée a I’extérieur du sys-

teme et agit sur celui-ci par influence. On peut distinguer deux ori-
gines : les perturbations naturelles (bruits cosmiques, bruits atmo-
sphériques) et les perturbations artificielles (parasites générés par des
équipements électriques industriels). L’intensité de ces perturbations
varie selon les lieux (zones rurales ou urbaines, logements ou usines,
etc.). Ces perturbations peuvent étre considérées comme négligeables
au-dela d’une fréquence de quelques dizaines de MHz.

Bruits internes : les causes des perturbations internes a un systeme
de traitement peuvent se classer en deux groupes : les perturbations
impulsionnelles engendrées par des commutations de courants et le
bruit de fond généré dans les cables et les composants électroniques
en raison des mécanismes statistiques de la conduction électrique.
Deux composantes principales le constituent : bruit thermique (dans
les circuits passifs comme les résistances), bruit de grenaille (dans les
composants actifs comme les diodes, transistors...). Les perturbations
impulsionnelles peuvent €tre souvent modélisées par des processus
de Poisson (cf. annexes).

Ces perturbations externes ou internes peuvent étre éliminées ou for-

tement diminuées par des blindages pour le premier groupe ou un mode
de construction soigné en ce qui concerne les parasites impulsionnels ;
mais le bruit de fond est irréductible pour une température donnée.
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b) Bruit thermique

Au-dessus du zéro absolu, 1’agitation thermique des particules est a
I’origine d’une tension de bruit qui apparait sur toute résistance. Ce bruit
thermique, appelé effet Johnson, se traduit par une tension moyenne ef-
ficace bgﬁ, exprimée par la relation de Nyquist-Johnson :

bla=4-k-T-R-Af

avec k : constante de Boltzmann (1, 38 107 J/K)
T : température (en K)
R : résistance (en Q)
Af : bande passante du systeéme a I’entrée duquel on suppose
que la résistance bruyante est branchée (en Hz).
La puissance totale du bruit thermique obtenue dans une résistance
constante aura pour valeur :

Py =k-T-Af expriméeen W (5.17)

Dans la bande de fréquences considérées Af, ce bruit a une densité
spectrale de puissance constante :

B(f) =By avec By = (1/2)kT (5.18)

Ce type de bruit est appelé bruit blanc (fonction de valeur moyenne
nulle). D’apres la relation précédente 5.18, sa fonction d’autocorréla-
tion temporelle Cp,(7) est en premiere approximation une impulsion de
Dirac (Cpp(7) = 0 sauf pour 7 = 0) (cf. figure 5.5) :

Cpp (1) = By -0 (1) (5.19)

Pratiquement, un tel bruit n’existe pas, mais on parlera de bruit blanc
a chaque fois que son spectre de densité de puissance sera constant a
I’intérieur de la bande passante utile du systeme étudié.

Si cette condition n’est pas entierement satisfaite, on parlera de bruit
rose : fonction d’autocorrélation impulsionnelle tres étroite centrée sur
7 = 0. Il est possible de modéliser la densité spectrale d’un bruit rose
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par une fonction porte de largeur 2' F(F}, : fréquence maximale du bruit
rose), soit :

B(f) = By- 1Ly, (f)

Sa fonction d’autocorrélation temporelle Cpp(7) est alors donnée par :

sin (2nFT)

Cpp (1) = By - (2F}) - 2nF,T

Mais dans le cas ou F, est grand, nous pourrons considérer que la fonc-
tion d’autocorrélation d’un bruit blanc ou d’un bruit rose est nulle pur
T > Ty (cf. figure 5.5).

Cob(T)
Bo
T
—Tlim 0 Tlim
B(f) bruit blanc
A
Bo
bruit rose
B
f
-Fb 0 Fp

Figure 5.5 - Densité spectrale et fonction d’autocorrélation
d’un bruit blanc et d’un bruit rose.

Le bruit thermique étant créé a partir de la superposition d’un grand
nombre de sources élémentaires, il est possible d’appliquer le théoreme
central limite (cf. annexes) et par conséquent la distribution statistique
d’un bruit thermique suit une loi de Gauss.

c) Bruit de grenaille

Le bruit de grenaille correspond aux fluctuations statistiques du nombre
de porteurs de charge, traversant une barriere de potentiel, qui parti-
cipent a la création d’un courant. Une telle barriere existe a chaque jonc-
tion PN d’un semi-conducteur. Cet effet se produit également dans les
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mécanismes d’émission thermoélectrique et photoélectrique. Contrai-
rement au bruit thermique qui existe en 1’absence de tout courant de
conduction moyen, le bruit de grenaille dépend du courant moyen et se
superpose a celui-ci. On démontre que ce bruit peut aussi étre supposé
bruit blanc.

d) Modeles de bruit

Pour simuler ou analyser des signaux réels, d’autres modeles, basés sur
la densité de probabilité du bruit, peuvent étre considérés. Ainsi, en
particulier, deux modeles de bruit sont assez répandus :

— le bruit dit gaussien dont la densité probabilité a une répartition de
type gaussien caractérisée par une valeur moyenne et un écart type ;

— le bruit dit périodique formé d’une somme de signaux sinusoidaux
sans référence de phase.

Dans le cas du bruit blanc ou du bruit rose, il est possible d’associer
une densité de probabilité de type gaussien ou de répartition uniforme.

5.2.2 Rapport signal sur bruit

Le rapport signal/bruit (S/B) est une caractéristique de la dégradation
d’un signal, par définition informatif, par un bruit non informatif. C’est
un moyen pour caractériser un systeme de transmission en comparant
le rapport S/B a son entrée 1, avec le rapport a sa sortie 177, ou pour
comparer la « qualité » des diverses méthodes de traitement de signaux.

Soit un signal x(7), de puissance moyenne finie, mélangé avec du
bruit blanc b(f), on aura la puissance moyenne P; du signal résultant
s(1), somme des deux signaux x(f) et b(t), exprimée par :

1 T
Ps = Pyp=_lim T f [x(7) + b()]* dt (5.20)
—+00 0

Le bruit étant supposé indépendant du signal, on obtient :

1 ! 5 R e 5
PS—Thm - fo [x(1)] dz+T1ier¥ fo [b(H)*df = P, + P, (5.21)
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Dans le cas d’un bruit blanc stationnaire, ergodique et centré, nous
avons :

P, =P, +0;

On définira donc le rapport signal/bruit 7 par le rapport de la puissance
moyenne du signal et la puissance moyenne du bruit :

n=— (5.22)

Considérons un signal informatif de type cosinusoidal
x(t) = A cos(wt) ; le rapport signal/bruit est donné par :

1 A®
7]: [ —
2 o

5.2.3 Traitement des signaux noyés dans le bruit

Nous allons considérer ici un bruit blanc b(r) possédant les caractéris-
tiques données précédemment. En utilisant les propriétés de ce signal
aléatoire particulier, nous présentons un ensemble d’applications fon-
damentales de la corrélation : détection, extraction, détermination de
caractéristiques dynamiques d’un systéme linéaire.

a) Deétection par corrélation d’un signal périodique
noyé dans du bruit

Les propriétés des fonctions de corrélation donnent lieu a diverses mé-
thodes de traitement des signaux bruités. Ces traitements supposent un
bruit blanc dont la fonction d’autocorrélation est donnée par la relation
5.19. Soient un signal réel périodique x(7) et un signal de bruit b(¢), in-
dépendant de x(r) et sans mémoire (Cpp(c0) = 0). Le signal complet a
traiter s(¢) est donné par la somme de ces deux signaux :

s =x®)+b(t)
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La fonction d’autocorrélation C(7) de ce signal est donnée par la rela-
tion 3.25 :

+T/2
Css (1) = f s()s(t — 7)dt

T/2

+7T/2
_ f [x() + B(D] [x(2 — ) + b(r — T)] dr

T/2

Etant donné la propriété de distributivité de I’opérateur de corrélation,
il vient :

Css (T) = Cyx (T) +Cuw (T) + Chx (T) + Chp (T)

Or les fonctions Cy(7) et Cp(7) sont nulles, car les deux signaux
sont indépendants. Ce résultat sera d’autant plus vrai que la période
d’intégration T du corrélateur sera grande. La fonction Cj,(7) est nulle
en dehors de 0 s1 I’on considere un bruit blanc, ou devient négligeable
au bout d’une durée finie de corrélation devant la fonction C,,(7) sil’on
considere un bruit rose (cf. figure 5.6). Par conséquent, nous avons en
sortie du corrélateur la fonction d’autocorrélation du signal informatif :

Cy (1) = Crx (1)

Cette méthode permet ainsi de détecter la présence d’un signal méme
lorsque le signal est faible devant le bruit. Comme nous 1’avons vu au
chapitre 3, dans le cas d’un signal périodique, le signal obtenu a la sortie
du corrélateur conservera I’information fréquence (il contient toutes les
fréquences du signal et seulement celles-ci) ; mais I’information phase
sera perdue et donc cette méthode ne permet pas de restituer la forme
du signal.

b) Détection synchrone par corrélation d’un signal
périodique noyé dans du bruit

Cette méthode de détection d’un signal noyé dans un bruit peut étre en-
core plus efficace en terme d’extraction d’un signal faible par rapport au
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bruit en réalisant une détection synchrone. Au lieu de faire 1’autocorré-
lation du signal bruité s(f), le procédé consiste a réaliser la corrélation
de ce signal s(r) avec un signal sinusoidal pur x,(¢). En faisant varier
la fréquence de ce signal sinusoidal, la fonction de corrélation sera non
nulle ou maximale a chaque fois que la fréquence du signal x,(f) sera
identique a celle contenue dans le signal x(¢). En effet nous avons la
fonction de corrélation :

Csxp (T) = C.xxp (T) + Cbx‘,, (T)

Clt)
ﬁss(T)

Chb(7) C"{?

Figure 5.6 - Détection d’un signal périodique noyé dans du bruit
blanc.

De méme que précédemment, la fonction Cy,, (7) est nulle ou devient
nulle si le temps d’intégration du corrélateur est suffisamment grand, car
les deux signaux sont indépendants. d’ou :

Csxp (1) = Cxxp (7)

Ce procédé permettant de s’affranchir des autres fonctions de corré-
lations et en particulier de celle du bruit Cp(7), la détection est plus
efficace et autorise des rapports signal/bruit beaucoup plus faibles.

Cette méthode de détection est trés puissante. Elle est par exemple
trés utilisée dans le domaine de la radioastronomie pour déterminer les
pulsations radioélectriques d’étoiles lointaines, sachant que les signaux
captés sont fortement entachés de bruit.

La fréquence du signal a détecter n’étant en général pas connue, la
réalisation pratique d’une telle détection se fait grice a I'utilisation de
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générateur possédant la fonction de vobulation en fréquence. Le terme
de vobulation correspond a la possibilité de faire varier linéairement la
fréquence du signal de sortie du générateur en fonction du temps. La
vitesse d’exploration d’un domaine de fréquence peut aussi en général
étre choisie.

c) ldentification d’un systeme linéaire a 'aide
d’un bruit blanc

Un domaine important de I’automatique est ’identification de proces-
sus, c’est-a-dire la détermination de la réponse impulsionnelle ou de
la fonction de transfert d’un systeme de convolution. Ce systéme étant
supposé accessible que par sa sollicitation en entrée et le signal émis en
sortie, I’identification consiste a injecter en entrée un signal permettant
d’en déduire ensuite par mesure du signal de sortie la réponse impul-
sionnelle. La méthode la plus directe est basée sur le fait que I’'impul-
sion de Dirac est I’élément neutre de la convolution et, par conséquent,
si le signal d’entrée est une impulsion de Dirac, le signal de sortie est
directement la réponse impulsionnelle. Cette méthode présente I’ incon-
vénient d’avoir a faire une approximation imparfaite de 1I’'impulsion de
Dirac (impulsion d’amplitude infinie et de durée nulle). En effet ce si-
gnal d’entrée ne doit pas endommager le systeme a analyser; aussi le
générateur d’impulsions fournit une impulsion d’amplitude limitée et
de durée courte mais non nulle

Pour éliminer ce probleme, I’identification du systeme (détermina-
tion de sa réponse impulsionnelle i(7)) peut étre réalisée en utilisant un
corrélateur et un générateur de bruit blanc selon le montage présenté sur
la figure 5.7.

Soit un générateur de bruit blanc fournissant un signal e(t) = b(t),
nous avons la propriété suivante :

Cee () =e(t) xe(=1) = Cpp (1) = By - 6. (1)

Le signal de sortie s(7) du systeéme a analyser, systeme linéaire, continu
et stationnaire (filtre) a par définition la forme suivante :

s(t)=h(t) xe(t)
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Le corrélateur réalise donc 1’opération de corrélation entre e(t) et s(f),
soit sous la forme d’un produit de convolution :

Ce () = s()xe(=0) = h () = [e(t) x e (-1)]
h(t) «[Bo-6(0)] = Bo - [l (1) * 6 (1)]
Cse (1) = Bo - h (1)

Ainsi, a la sortie du corrélateur, nous obtenons la réponse impulsion-
nelle 4 une constante pres. La sortie du corrélateur donne donc directe-
ment la réponse impulsionnelle 4(7) du systeme a identifier.

Générateur | e(l) Systeme s(t)
de bruit blanc a analyser g

s(t) Coe(t)
Corrélateur [~

Figure 5.7 - Principe du montage permettant de réaliser
'identification d’un systéme linéaire a partir d’un bruit blanc.
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NUMERISATION
DES SIGNAUX

6.1 ECHANTILLONNAGE

6.1.1 Echantillonnage idéal : définition

L’échantillonnage consiste a représenter un signal analogique continu
s(t) par un ensemble de valeurs s(nT,) avec n entier situées a des instants
discrets espacés de T, constante, appelée la période d’échantillonnage.
Cette opération est réalisée par un circuit appelé « préleveur ou échan-
tillonneur » symbolisé€ souvent par un interrupteur. Dans une premiere
phase, nous pouvons faire I’hypotheése que cette durée de prélévement
du signal est trés courte et négligeable.

En supposant que le systtme numérique ne réalise aucun traitement
sur le signal enregistré, I’enchainement des différents signaux dans une
chaine d’acquisition et de restitution de données par un systeme numé-
rique est celui présenté sur la figure 6.1. Le signal analogique d’entrée
V, est échantillonné pour donner un signal discrétisé temporellement
Ve(nTe)'

Mais apres cette phase de prélevement d’échantillons, il est néces-
saire de coder la donnée réelle obtenue dans un ensemble fini de va-
leurs : opération de quantification. Aprées cette quantification du signal,
les différentes valeurs sont mémorisées dans le systeme numérique se-
lon I’ordre de leurs arrivées, formant ainsi une suite de valeurs numé-
riques V. (n). Si, comme supposé, le systeme numérique n’effectue au-
cun traitement sur ces valeurs V,.(n) = Vi(n) ; cette suite de nombres
Vi(n) est envoyée vers le procédé externe en deux étapes : restitution de
la valeur analogique V(nT) et ensuite filtrage de ce signal pour obtenir
un signal de sortie V sans fronts raides.
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Ve
Ve
temps
Echantillonnage
Ve(nTe) A o e période
<« d’échantillonnage
®
J -— Ve(nTe)
temps
Quantification
Ve(n) 4 : pas
b de quantification systame
de traitement
. H Ve(n) _ \é(n) numerique
. .
| temps
Restitution
tard
VS(nTS) l e - de r:fsﬁtiltion
_|_,_ Vs(nTs)
I_ temps
Filtrage
Vs Vo
N
Vs
temps

Figure 6.1- Evolution d’un signal a travers une chaine
d’acquisition et de restitution de données sans modification des
valeurs. T, est la période d’échantillonnage et T; la période

restitution supposée égale a T,.
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Dans ce cas tres simple, si ’on considére une période de restitution
égale a la période d’échantillonnage, le résultat attendu est une restitu-
tion identique ou la plus proche possible du signal d’entrée : V; = V.
La différence, qui va exister entre ces deux signaux d’entrée et de sortie,
est due a de nombreux parametres dont les trois plus importants sont :

— la période d’échantillonnage ;
— le pas de quantification ou la précision de numérisation du signal ;

— le temps de réponse du systeme numérique entre I’acquisition et la
restitution du signal.

Les deux derniers parametres peuvent étre facilement traités en aug-
mentant la précision du convertisseur analogique numérique (augmen-
tation de I’ensemble de codage) d’une part et d’autre part en choisissant
un calculateur plus rapide pour limiter le retard a la restitution.

Mais la détermination du premier parametre, qui est le choix de la
période d’échantillonnage, est plus difficile. En effet , il est clair que
la diminution du temps entre deux échantillons ne peut qu’améliorer
la chaine de traitement numérique. Mais cette diminution de la période
d’échantillonnage est au prix du traitement (acquisition, mémorisation
et restitution) d’un plus grand nombre d’échantillons. Le probleme de
I’échantillonnage se pose donc en ces termes : existe-t-il, pour un signal
donné, une période d’échantillonnage qui soit un « bon compromis »
entre la qualité du traitement numérique et la minimisation du nombre
de mesures ou d’échantillons ?

6.1.2 Théoreme de I’échantillonnage

a) Définition

On suppose que le signal s(f) a un spectre a support borné, ¢’est-a-dire
que le spectre est limité : S f) = 0 pour f > fmax (¢f. figure 6.2). Cette
limitation spectrale est soit naturelle (répartition initiale du signal), soit

artificielle en utilisant un filtre comme nous le verrons dans le chapitre
suivant.
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s(t) S(f)

temps frequence

_fmax fmax

Figure 6.2 - Signal a spectre borné a échantillonner.

Envisagé dans le domaine temporel, le processus d’échantillonnage
revient a multiplier le signal analogique s(f) par une série d’impul-
sions unité : le « signal » obtenu est alors constitué¢ d’une succession
d’impulsions, dont la hauteur est modulée par 1’amplitude du signal
échantillonné (cf. figure 6.3). Cette opération mathématique, permet-
tant d’avoir une représentation du signal échantillonné s.(t), s’obtient
en utilisant le peigne de Dirac (¢f. annexes). Le peigne de Dirac, uti-
lisé dans 1’échantillonnage des signaux, est une suite de pics de Dirac
régulierement espacés de la période d’échantillonnage 7, :

Peng ()= ) 6(t—k-T,)
k=—co
[ S(t) /s(kTe)
T /s(t)
‘ T T T temps
KTo

Figure 6.3 - Représentation mathématique du signal échantillonné
a une cadence de T..

Le signal échantillonné s.(f) est une suite de pics de Dirac dont les
poids sont les valeurs du signal s(¢) aux instants k7. Nous avons donc
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I’expression de s,(1) :

+co

se)= Y s(KT)-5(t—k-T,) 6.1)
k=—00
D’apres les propriétés du pic de Dirac, I’expression 6.1 du signal
échantillonné peut étre mise sous la forme de I’expression suivante qui
est rigoureusement équivalente :

s,(f) = Z s(t)-6(t—k-T,) = () - Z §(t—k-T,)
k=—o0 f=—oo

ou:
se(1) = s(1) - Pgny, (1) (6.2)

La question essentielle a se poser est : le signal échantillonné s,.(r)
contient-il la méme information que le signal initial s(¢) 7 Une maniere
de répondre a cette question est d’étudier le spectre S.( f) du signal
échantillonné s,.(f) et de la comparer au spectre S( f) du signal initial
s5(1).

D’apres le théoreme de Plancherel, le spectre du signal échantillonné
sera donné par le produit de convolution du spectre du signal initial avec
la transformée de Fourier de la suite de pics de Dirac (cf. annexes) :

+oo

Se(f)=S(Ny#|Fe- D 6(f=k-Fo) (6.3)

k=—0c0

Etant donné la propriété du pic de Dirac, élément neutre de la convo-
lution (cf. annexes), le résultat est :

Se(f)=Fe- D S(f=k-Fo) (6.4)
k=—c0

Par conséquent, le spectre de I’échantillonné S .( f) s’obtient en pé-
riodisant avec une période égale a F, sur I’axe des fréquences, la trans-
formée de Fourier S( f) du signal mitial s(z) multiplié par F, (cf. fi-
gure 6.4).
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b) Théoreme de Shannon

A partir de ce résultat, représenté sur la figure 6.4 et traduit par 1’équa-
tion 6.4, nous pouvons faire une premiere remarque : contrairement au
signal initial s(f), qui avait un spectre borné et limité par la fréquence
Jmax ; le signal échantillonné s,(f) possede un spectre non borné puisque
la périodisation est infinie de part et d’autre de 1’axe des ordonnées.

De plus, pour que la construction périodique du spectre S.( f) du
signal échantillonné ne produise pas une déformation du motif répété
du spectre S( f) du signal initial, il faut et il suffit que la fréquence
de répétition F,, qui est la fréquence d’échantillonnage, soit égale ou
supérieure a deux fois la fréquence maximale f,,x contenue dans le
signal initial. Soit I’équation correspondant au théoréme de I’échan-
tillonnage ou théoreme de Shannon :

Fe >2- fmax (65)

Se(f)

—f —fmax fmax Fe

Figure 6.4 - Périodisation du spectre du signal échantillonné.

Pour une fréquence d’échantillonnage fixée et égale a F,, la fré-
quence limite F,/2, appelée fréquence de Shannon ou fréquence de Ny-
quist ou encore fréquence de repliement (folding frequency), correspond
a la fréquence maximale admissible dans le spectre du signal afin d’évi-
ter les distorsions du spectre de I’échantillonné.

c) Extraction du signal initial a partir du signal
échantillonné

Comme nous I’avons vu dans I’introduction de ce chapitre, le probleme
de I’échantillonnage peut étre aussi posé en termes de retour au signal
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initial a partir du signal échantillonné, c¢’est-a-dire, si I’on dispose du
signal s,.(#), peut-on retrouver le signal s(¢) ?

En supposant le signal initial a spectre borné par f.x et la condition
du théoréme d’échantillonnage remplie, le spectre de base S .( f) peut
étre facilement isolé. Ainsi en considérant directement la relation 6.4,
ce spectre de base est :

Seo (f)=Fe-S(f) (6.6)

d’ou, en appliquant la transformée de Fourier inverse a cette relation,
nous avons la relation temporelle entre le signal s.o(f) correspondant a
ce spectre de base S .o( f) et le signal initial s(z) :

Se0 (1) = Fe - s (1) (6.7)

Mais 1l est possible de formaliser cette extraction du spectre pério-
dique de I’échantillonné S .( f) en utilisant un filtre passe-bas idéal de
fréquence de coupure F,/2 (cf. figure 6.5). La fonction réalisée par le
filtre passe-bas idéal, encore appelée fonction porte, s’écrit I/r.( f). La
transformée de Fourier inverse de cette fonction est la fonction sinc(F 1)
(cf- chapitre 2). On peut donc exprimer le spectre de base S.o( f) de
I’échantillonné sous la forme suivante :

Seo () =8eCf)-IF, (f) (6.8)

En prenant la transformée de Fourier inverse de la relation précédente
et en appliquant le théoréme de Plancherel, on obtient I’expression du
signal temporel ayant le spectre de base S .o( f) du signal échantillonné :

Se0 (1) = 5, (1) * [F, 'SinC(Fef)] =Fe'{se(f)*wl

nF.t
En considérant I’expression 6.1 du spectre du signal échantillonné, il
vient :

+o0

Z s(nT,)-6(t—k-T,)

k=—o00

sin (wF,.t)

SeO(I):Fe' TF .1
e

*
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Seo(f) ASa(f)  filtre passe-bas idéal

N e

—Fe | —fmax fmax | Fe
-R/2 /2

Figure 6.5 - Filtrage passe-bas idéal permettant d’extraire du
spectre du signal échantillonné le spectre du signal initial.

d’ou
R sin (F, (t = kT))
se0 (1) = Fo Zm ST = s (6.9)

En identifiant les deux relations 6.7 et 6.9 donnant deux expressions
de s.0(7), nous obtenons une expression de s(¢) en fonction des échan-
tillons prélevés aux instants 7%, :

sin(nF,(t — kT,))
nk,(t—kT,)

s(f) = Z s(kT,) - (6.10)
k=—0c0

Le théoreme de I’échantillonnage peut aussi s’exprimer de la ma-
niere suivante : un signal continu de spectre borné dans |’inter-
valle de fréquences (— fmax, +/fmax) €st completement déterminé par
les valeurs qu’il prend a des instants régulierement espacés de

1/2 finax)-

En effet cette somme de produits « s (kT,) - sinc (F, (t — kT,)) » per-
met de reconstituer exactement le signal et donc I’échantillonnage idéal,
dans les conditions du théoreme de Shannon, conserve la totalité de
I’information contenue dans le signal.
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6.1.3 Effet du repliement de spectre
a) Phénomeéne de repliement de spectre

Dans le cas ot la condition du théoréme de Shannon n’est pas respectée,
il y a donc un phénomene de recouvrement de spectre (folding, alia-
sing). Le filtre passe-bas idéal, qui permettait de récupérer le spectre de
base identique au spectre du signal initial, ne peut plus agir efficacement
dans ces conditions. La figure 6.6 présente ce chevauchement de spectre
et donc le spectre résultant. C’est ainsi qu’une fréquence située dans la
zone de repliement est susceptible d’appartenir a la fois au spectre de
base du signal initial et 2 son spectre image décalé de +F,.

Self) o
/\/—\/\/\ /\/’:\‘;\/\
| |
L E i i : B B ]
I A I
i i | i F;
o s E7:
—F/2 /2

Figure 6.6 - Recouvrement de spectre dans le cas du non-respect
du théoreme de Shannon (F; < 2 fiax)-

Cet effet peut étre vu comme un effet stroboscopique. Ainsi, pour
une fréquence d’échantillonnage F, telle que F, < 2 fn.x (non respect
du théoréme d’échantillonnage), une fréquence f, comprise entre F,/2
et fmax €st vue comme la fréquence F, — f,, dite fréquence fantome de
la fréquence f,. Cette raie fréquentielle due au repliement va apparaitre
comme une raie appartenant au signal alors qu’elle n’a aucune existence
réelle (cf. figure 6.7); ou encore I’amplitude de cette raie fantdme va
s’ajouter a ’amplitude de la composante fréquentielle f, = F, — f,,
existant réellement.

Il est important de remarquer que 1’échantillonnage idéal est réalisé
a I’aide d’1impulsions excessivement breves, aussi le spectre se répete
indéfiniment sans atténuation. Dans la pratique (c¢f. paragraphe suivant),
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signal réel échantillonné signal fantbme observé
A s(t) a une fréquence trop faible

Y

Te

Figure 6.7 - Effet stroboscopique du recouvrement de spectre :
existence d’une fausse fréquence.

la durée de prélevement d’un échantillon du signal a une valeur finie.
Dans ce cas, la répétition du spectre se fait avec un affaiblissement pro-
gressif et diminue ainsi ’effet de repliement.

b) Filtre passe-bas anti-repliement

Pour éviter les répliques indésirables dues au repliement, il est indis-
pensable que le spectre du signal ne dépasse en aucun cas la fréquence
de Nyquist : F,/2; cette fréquence est la plus élevée du signal qui soit
sa propre réplique. Si le signal analogique possede des fréquences su-
périeures, il faut faire précéder 1’échantillonneur d’un filtre passe-bas
anti-repliement, dont la fréquence de coupure est la fréquence de Ny-
quist, de maniere a supprimer toute fausse fréquence. Dans la plupart
des cas, ce filtrage est indispensable ; en effet le signal peut soit intégrer
des hautes fréquences inutiles pour son exploitation ou étre superposé a
un bruit qui augmente fortement la fréquence maximale (cf. figure 6.8).

Remarque

Le signal de la parole, utilisé pour les communications télépho-
niques, posséde des composantes fréquentielles qui s’étendent
au-dela de 10 KHz : composantes de la voix et du bruit. Mais il
est limité a 4 KHz pour pouvoir appliquer une fréquence d’échan-
tillonnage de 8 KHz et réduire ainsi fortement la taille des don-
nées a transmettre.
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L S(f) zone de
signalutile  gional fittré a
échantillonner
Fréguences inutiles
/ et bruit
f
Fa/2

Figure 6.8 - Utilisation d’un filtre anti-repliement afin de limiter
réellement la largeur de bande fréquentielle du signal a
echantillonner.

Théoriquement, ce filtre analogique a la fréquence de F,/2 doit avoir
une pente de réjection infinie, ce qui est physiquement impossible. Les
filtres seront choisis avec une pente d’autant plus faible que la fré-
quence maximale du signal est inférieure a la fréquence de Nyquist. Par
exemple, si I’on désire échantillonner un signal jusqu’a la fréquence
maximale fi.x, la fréquence d’échantillonnage F, sera choisie égale a
nfmax avec n variant de 2,5 a 5 pour éloigner la fréquence de Nyquist
(F./2) de la fréquence maximale choisie, et ainsi obtenir une atténuation
suffisante des fréquences sosies (cf. figure 6.9).

[ Gdb fmax Fe/2 .Fe —fmax f—-e |Og£f)

1
fiItr? anti-repliement
pente en db)
/ .

Figure 6.9 - Diagramme de Bode d’un filtre anti-repliement.

Pour avoir une atténuation A en db au niveau de la premiere fré-
quence de repliement F, — fn.x, la pente du filtre p s’exprime en
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db/octave selon la relation suivante :

B Alog?2 _ Alog?2
p_l lFe_fmaxl_log(n_l)
og f—

6.11)

Dans la pratique la réalisation de I’échantillonnage d’un signal sera
un compromis entre la raideur du filtre passe-bas d’entrée et la fré-
quence d’échantillonnage (cf. figure 6.10). On peut ainsi remarquer que
pour avoir une atténuation de 100 (=40 db) au niveau de la premiere fré-
quence fantome et utiliser un filtre passe-bas du deuxieme ordre (soit :
—12 db/octave), il est nécessaire de prendre une fréquence d’échan-

tillonnage €gale a 11 fois la fréquence maximale choisie.

pente du filtre
50 - anti-repliement (db)

filtre passe-bas
/ du 2€ ordre

Nfmax)

|

I

| } il |

f f f f f f f f T
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figure 6.10- Evaluation de la pente du filtre anti-repliement en
fonction du rapport fréequence d’échantillonnage sur fréquence
maximale nécessaire pour avoir une atténuation de 100 pour la

premiere fréequence fantome.

c) Concept de sous-échantillonnage :
exemple des signaux a bande étroite

On considere un signal s(¢) de largeur spectrale 0 a f,,,. Afin de pouvoir
transmettre ce signal porteur d’informations, on réalise la modulation
d’amplitude d’une onde porteuse de fréquence f, telle que f, > f,. Le
spectre du signal modulé en amplitude S op4( f), étudié au chapitre 4.2,
est représenté sous forme bilatérale sur la figure 6.11. Il est important
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S-(f) Somalf) S+(f)

| |

| I

| |

I I

| |

| I

i i f
7fo ffm 7fp 7fp +fm fp*fm fp fp +fm -

2fm

Figure 6.11 - Spectre de 'onde modulée en amplitude par le signal
de largeur spectrale [0, fi].

de noter la faible bande spectrale occupée par ce spectre étant donné
les valeurs relatives des fréquences du signal a transmettre et de I’onde
porteuse. Nous sommes ici en présence d’un signal dit a bande étroite.
Ainsi les deux parties du spectre S ~( f) et S *( f) occupent une largeur
spectrale de 2 f;,. Mais la fréquence maximale contenue dans le signal
est f, + fin-

Considérons I’exemple numérique correspondant en ordre de gran-
deur a une émission radiophonique en modulation d’amplitude, soit
fm =5KHzet f, = 100 KHz.

Désirant réaliser 1’acquisition de ce signal, la premiere étape consiste
a déterminer la fréquence d’échantillonnage F, nécessaire et de minimi-
ser celle-c1 autant que possible pour diminuer le nombre d’échantillons.
Mais la limite inférieure est donnée par le théoreme de Shannon, qui,
dans cet exemple se traduit par :

Fo>2(fp+ fn) soit F,>210KHz

Cette limite inférieure de la fréquence d’échantillonnage serait tota-
lement justifiée dans le cas ou le signal aurait une largeur spectrale ef-
fectivement occupée correspondant a [0, f, + f,,]. Or, dans cet exemple
d’un signal a bande étroite, ce n’est pas le cas. Aussi, nous pouvons nous
poser la question de savoir s’il serait possible de prendre une fréquence
d’échantillonnage inférieure a la limite F, déterminée par le théoréme
de Shannon. Considérons cette nouvelle fréquence F;, dite de sous-
échantillonnage, avec F; < F,. Nous allons étudier les conséquences
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de ce sous-échantillonnage qui va obligatoirement produire I’effet né-
faste du repliement.

Nous savons que I’échantillonnage se concrétise par une périodisa-
tion du spectre avec une période de répétition F;. Comme cette fré-
quence F est inférieure a la fréquence de Shannon, le phénomene de
repliement va se produire. Pour éviter ce probléme et ainsi pouvoir récu-
pérer le signal initial apres échantillonnage, il faut choisir correctement
cette fréquence de sous-échantillonnage (cf. figure 6.12).

Une premiére condition est le non-chevauchement du spectre S *( f)
lors de la périodisation ; cette condition s’exprime par : Fs > 2 f,,

Comme nous allons le voir, cette condition sera largement respec-
tée. La deuxieme condition est le non-chevauchement du spectre S ( f)
sur le spectre S *( f) lors de la périodisation ; celle-ci 8’exprime par les
conditions sur les positions relatives des spectres au point A et B (cf.
figure 6.12) :

— aupoint A : —f, + fo, + kFs < f, — fn
— aupOintBZ—fp—ﬁn+(k+ ])Fszfp"'fm

Ces inégalités se résument par I’encadrement de la valeur de la fré-
quence de sous-échantillonnage F; suivante :

z(fp +ﬁn) 2(fp _fm)
k+1 k

S™() ASomalf) S (—kF) _s*(f) S (f-(k+1)F)

Figure 6.12 - Visualisation des conditions nécessaires pour éviter
un repliement de spectre dans le cas du sous-échantillonnage.

124



Copyright © 2017 Dunod.

(© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

6.1. Echantillonnage

En considérant ces inégalités, la valeur maximale de k s’exprime en
considérant un intervalle nul de choix de la fréquence F;, soit :

Kmax = fp _fm/z.ﬁn

On peut écrire aussi que la distance spectrale entre les deux spectres
S7(f) périodisés doit étre supérieure a 2 f,,, soit :

[_fp_ﬁn+(k+1)F5]_[_fp+ﬁn+sz]zzﬁn ou Fs24fm

Ainsi pour déterminer la valeur de Fy, nous avons d’une part une
valeur minimale donnée par la derniere condition et ensuite un encadre-
ment de cette valeur en fonction du parametre k. La zone des valeurs
possibles de F, qui permet de respecter les inégalités préalablement
établies, est représentée sur la figure 6.13. Plus le nombre & sera grand et
plus la fréquence de sous-échantillonnage F'; sera faible, limitant ainsi
le nombre d’échantillons. Si I’on considere I’exemple numérique pré-
cédent, la valeur de k¥ maximale est de 9 pour laquelle et nous avons
I’encadrement de la valeur F :

21000Hz < Fy, <21110Hz

Le choix de la valeur est fixée d’une part par une fréquence proche
de la fréquence limite de 20 KHz pour avoir la solution la plus perfor-
mante. D’autre part il est nécessaire de réaliser un oscillateur tres stable

F t F; (en KHz)
2001
1501 Zone valide pour la valeur
de la fréquence de sous-échantillonnage
100+

4 im ‘ Kk

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Figure 6.13 - Détermination de la valeur de la fréquence
de sous-échantillonnage F..
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(par exemple un oscillateur a verrouillage de phase) afin d’assurer le
maintien de la fréquence dans I’encadrement choisi.

6.1.4 Echantillonnage naturel et autres procédés

L’échantillonnage idéal impliquant des impulsions infiniment courtes
n’est qu’approximativement réalisable. Dans la pratique, on utilisera
des impulsions de durée courte mais finie. Le choix entre les divers
procédés possibles se fera suivant les moyens techniques disponibles et
la déformation tolérable lors de la restitution du signal.

Le signal échantillonné réel sera constitué alors d’une suite d’impul-
sions distantes de T, et de largeur 7. L’amplitude de ces impulsions sera
fonction du procédé d’échantillonnage utilisé (cf. figure 6.14) :

— naturel : amplitude égale a s(¢) pendant la durée 7 ;
— régulier : amplitude constante et égale a s(nT,) pendant la durée 7 ;

— moyenneur : amplitude égale a 1a moyenne de s(¢f) sur I'intervalle 7.

échantillonnage régulier échantillonnage moyenneur
Selt) se(nTe)= s(nTe) Selt) se(nTe)=s0
/
|
1|
! |
| |
H H — o H —
| | 1 T T 1
Te T To 1

Figure 6.14 - Les divers procédés d’échantillonnage réalisables :
réegulier et moyenneur.

Le premier type d’échantillonnage n’est pas réalisable, il constitue
simplement une étape de calcul intermédiaire nécessaire a la compré-
hension des deux autres procédés qui sont effectivement réalisés et utili-
sés. La modélisation de I’ échantillonnage réel qui utilise des impulsions
distantes de T, et de largeur 7, est faite en prenant une fonction porte de
largeur 7 et périodisée avec une période T,. Ce signal, appelé ir. (1),
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s’exprime mathématiquement sous la forme suivante :

+co
ir, ()= ) I (t=kT,)
k=—00
En utilisant la propriété de périodisation avec le peigne de Dirac et le
produit de convolution, nous avons I’autre expression équivalente sui-
vante :

+oo

i, () = IT.()x ) 8(t—KT,) = T, (1) * Pgny, (1

k=—00

Le spectre de ce signal s’exprime donc par :

by () = |0 D\ (P ey, (0 = 7 G F Y s ke
k=—co
soit :
— sin (77kF,)
ITe,r(f)—T‘Fe'k_Z_OOTFE'CS(f—kFe) (6.12)

a) Echantillonnage naturel

Dans le cas de I’échantillonnage naturel, I’amplitude de chaque impul-
sion suit la valeur de la fonction pendant I’intervalle 7. D’un point de
vue représentation mathématique du signal échantillonné, nous avons le
produit du signal initial par la fonction porte périodisée précédemment
établie :

Se (1) = () - ir,,r (1) = 5 (1) - [[I7 (1) * Pgny, (1)] (6.13)

En utilisant la relation 6.11, le spectre S.( f) de s.(r) s’exprime par
la relation suivante :

<3 si kF,
Se(f)=S(f)*1n,r(f)=S(f)*[T'Fe'Z %TF)

0 (f = kFe)]
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d’ou:
sin (wtkF,)

ip S (f = kFo) (6.14)

+oo

Se(f)=7-F,- Z

k=—o00

L’intérét essentiel de 1’étude est de savoir si cet échantillonnage dit

naturel provoque une déformation du spectre par rapport a I’échantillon-

nage idéal qui lui permet de récupérer le spectre du signal initial par un

filtre passe-bas de largeur F, et donc de conserver la totalité de 1’infor-

mation contenue dans le signal initial. A partir de la relation précédente

6.13, il est facile d’obtenir la relation, liant le spectre de base du signal
échantillonné S ,o( f) et celui du signal S( f), soit :

Seo(f)=71-Fe-S(f) (6.15)

Cette relation 6.15 montre que, dans le cas de I’échantillonnage natu-
rel (avec une impulsion de largeur non nulle), il est possible d’obtenir le
spectre du signal initial avec un filtre passe-bas idéal. La proportionna-
lité entre les deux spectres montre que 1’échantillonnage naturel n’intro-
duit pas de déformation. Cet échantillonnage correspond simplement a
une augmentation de la durée d’observation du signal. Cet échantillon-
nage étant non réalisable pratiquement, nous devons étudier un cas ol
non seulement la durée d’observation est augmentée, mais aussi la va-
leur de I’échantillon est approchée sur cette durée : valeur initiale ou
valeur moyenne.

b) Echantillonnage régulier ou bloqueur

Dans le cas de 1’échantillonnage régulier, I’amplitude de chaque im-
pulsion est constante et égale a I’amplitude du signal initial au temps
nT,. Ce mode correspond au cas pratique le plus souvent mis en ceuvre.
La représentation mathématique du signal échantillonné peut étre mise
sous la forme d’une suite infinie de fonctions « porte » d’amplitude
égale aux échantillons du signal, soit :

se(0)= ) [s(kT) - 1T (1 = kT.)) (6.16)
f=—
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Cette expression peut s’écrire sous la forme suivante :

se (1) = [s (1) - Pgny (O] + 117 (1) (6.17)

En utilisant la relation 6.16, le spectre S.( f) de s.(f) s’exprime par
la relation suivante :

sin (7f)

5.0 =[5 () + (B Pan, () [ S

SOit ;
sm (m’ 1)

Se(f)=1-F ZS(f kF.) (6.18)

k=—co

De la méme maniére que précédemment, le spectre initial est extrait

par un filtre passe-bas de largeur F, ; la relation, liant le spectre de base

du signal échantillonné S .o( f) et celui du signal S( f), est (¢f. figure
6.15) :

sm (nt f )

S (f) = Taif S (6.19)

Outre le facteur 7F,, le spectre S .o( f) n’est pas identique au spectre
initial S ( f) puisque son amplitude est modulée par la fonction sinc(7 f).
L’ échantillonnage régulier introduit donc une déformation par rapport a
I’échantillonnage idéal ou naturel. Cette distorsion reste petite dans le
cas ol la durée de la porte d’échantillonnage est faible devant la période
d’échantillonnage. Par exemple, pour une fréquence d’échantillonnage
de 20 KHz et une durée de I'impulsion d’échantillonnage de 5 us (rap-
port de 10), la distorsion sur le spectre a la fréquence de 1 KHz n’est
que de 2 %.

c¢) Echantillonnage moyenneur

L’ échantillonneur moyenneur donne des échantillons s.(k7,) corres-
pondant a la valeur moyenne de s(t) prise sur la durée de I’impulsion
7. Ainsi I’échantillon & s’exprime sous la forme suivante :

1 T(_,+T,"2
se (kT,) = — - f s (1) dt
T JkT.—12

129



Copyright © 2017 Dunod.

Chapitre 6 * Numérisation des sighaux

SeO(f )

sinc(tf)
~a

S(f)

f

Figure 6.15 - Distorsion du spectre dans le cas d’un
échantillonnage régulier ou moyenneur.

En utilisant la fonction porte, la relation précédente peut s’ écrire de
la fagon suivante :

1 KT, +7/2
Se (kTp) = — - f I (t = kT,) - s (1) - dt

T JkT,-2

Cette expression représente le produit de convolution de s(¢) et de
1l7(t) au temps kT,, d’ou :

Se (kT) = % (1) s (0)] -6 (1 = kT)

Le signal échantillonné complet s.(7) va donc s’exprimer sous la
forme suivante :

()=~ S L0 s ()5~ KT

k=—c0
soit : |
se (1) = . [/1; (1) = s (1)] - Pgny, (1) (6.20)

A partir de la relation 6.20, le spectre S.( f) de s.(¢) s’obtient par
transformation de Fourier en utilisant le théoréme de Plancherel :

1 { sin (w7 f)
e 222

Se(f)= S (f) *[Fe'PgnF(,(f)]

T ntf

Soit :

_ . N0 sin(rr(f—kF)) oo
S.(f)=F. k;m (i SURFD 62D
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6.2. Quantification du signal échantillonné

De la méme maniere que précédemment, le spectre initial est extrait
par un filtre passe-bas de largeur F\ ; la relation, liant le spectre de base
du signal échantillonné S .o( f) et celui du signal S( f), est :

_ sin (7 f)

atf

Nous retrouvons un résultat tres proche de celui obtenu pour I’échan-
tillonnage régulier. Outre le facteur F,, le spectre S .o( f) n’est pas iden-
tique au spectre initial S( f) puisque son amplitude est modulée par la
fonction sinc(m7f) comme pour I’échantillonnage régulier et introduit
donc une déformation par rapport a I’échantillonnage idéal ou naturel
(cf. figure 6.15).

S (f) =Fe S () (6.22)

En conclusion, il est important de remarquer que les échantillon-
nages bloqueur et moyenneur seront d’autant plus proches de
I’échantillonnage idéal que la durée de I’'impulsion d’échantillon-
nage sera faible devant la période du signal correspondant a la fré-
quence maximale contenue dans le signal échantillonné.

6.2 QUANTIFICATION DU SIGNAL
ECHANTILLONNE

6.2.1 Effet de la quantification

Quantifier une valeur x réelle quelconque, c’est remplacer cette valeur
par une valeur x, appartenant a un ensemble dénombrable de valeurs
entieres, suivant une certaine loi : arrondi au plus proche voisin, arrondi
par défaut, etc.

Ainsi les échantillons temporels s.(kT,), représentant les valeurs de
I’amplitude de s(f) aux instants k7., sont quantifiés pour donner des
échantillons s, 4(kT,). Dans le cas d’une quantification dite uniforme,
I’amplitude maximale du signal est découpée en N intervalles iden-
tiques de valeur g. La valeur du signal échantillonné quantifié est définie
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par :
seqkT) =N si Ng—q/2 < s.(kT.) < Nq + q/2

Le circuit électronique, réalisant cette fonction est un convertisseur
analogique-numérique. La fonction de transfert de ce circuit, exprimant
le résultat de la relation ci-dessus, est représentée dans un plan signal
quantifié en fonction de I’amplitude du signal (cf. figure 6.16).

valeur de Seq : N
57* 777777777777 T
quantification uniforme |
Ad o oulinéaire | |
| i
| |
3__ _______________
T | |
[ 3 . I 1 |
L1 | | |
! I 1 1
> i A R B
| ! : ! i valeur de s
1 1
q 2q 3q 4q 5q

Figure 6.16- Courbe de transfert d’un quantificateur uniforme ou
linéaire.

L’erreur de quantification & pour une quantification uniforme dans le
cas de I’arrondi au plus proche voisin est égale au demi-pas de quanti-
fication g/2 (cf. figure 6.17).

N N N N AN Y

Figure 6.17 - Evolution de 'erreur de quantification associée a la
courbe de transfert d’un quantificateur uniforme ou linéaire.

L’ évolution de cette erreur en dent de scie montre que le processus
de quantification, nécessaire pour le traitement numérique des données,
introduit toujours une erreur, appelée bruit de quantification, sauf dans
les cas particuliers ou le signal a une amplitude de la forme :

s.(kT.,) = Ng
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6.2. Quantification du signal échantillonné

Si on étudie I’évolution de I’erreur de quantification &£(f) en fonction
du temps et pendant un temps suffisamment grand § ot I’amplitude du
signal varie sur une plage importante par rapport au pas de quantifica-
tion g, cette erreur peut étre approximée par une droite, représentant
I’équi-répartition de I’erreur :

<t <

oD
D

y
s(t):qa pour —

La valeur moyenne de £(¢) est nulle sur cet intervalle, par contre la
puissance moyenne est donnée par :

L L (7 1P 2
sz—f 82(t)-dt=—ﬁ [q—] dr=L
0 J 0 )70 12

Ce calcul peut étre effectué en considérant que la tension de I’erreur
de quantification &, qui est une variable aléatoire, a une densité de pro-
babilité p(g) constante et égale a 1/g sur I'intervalle [—g/2, +¢q /2]. Si
nous calculons la valeur quadratique moyenne ou moment d’ordre 2,
nous retrouvons le résultat précédent :

+oo 1 92 qz
Esp[gz]:f 82'p(8)'d8: —f gz-dg;:—:PE
—00 q —f]/2 12

Ce bruit de quantification est une variable aléatoire stationnaire et er-
godique. Il est important de noter que le processus de quantification est
quasiment équivalent a 1’addition au signal d’un bruit uniforme. Etant
donné la puissance P, le bruit de quantification peut étre considéré
comme un bruit blanc de largeur spectrale [0, F./2]. La densité spec-
trale est donc donnée par : G*/(6F,).

Concernant le signal, nous allons considérer un signal sinusoidal s(7)
d’amplitude maximale V., et de période 7. Pour un systeme de codage
sur n bits (valeur maximale de codage 2" — 1), le signal sinusoidal s(z)
s’exprime sous la forme suivante :

2" —1
2

2
s (1) = Vipax - SIn (?ﬂr) avec  Viax = q
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La puissance moyenne de ce signal est donc :

1 T2 723
g:—f s2 () dr = 2
T —T,"Z 2

Soit en supposant n grand (2" > 1) :
P~ 223 g2

Etant donné P la puissance créte du systéme ou puissance de la si-
nusoide d’amplitude maximale codable sans écrétage et P, la puissance
du bruit de quantification, le systéme a une dynamique par rapport au
bruit de quantification définie par :

P
D(db) = 101og,, P—S =6,02n+ 1,76
&

On peut ainsi remarquer que rajouter 1 bit revient a augmenter la
dynamique de 6 dB. En conclusion, on choisira le pas de quantification
g en fonction de la précision désirée lors de la conversion et le nombre
de bits n en fonction de la dynamique.

6.2.2 Lois de compression et expansion du signal

L’erreur relative due a la quantification n’est pas constante le long de la
courbe de transfert, c’est-a-dire suivant la valeur de la grandeur quanti-
fie. Cette erreur, égale a g/s, 4, est tres faible pour des valeurs grandes
de s, , et devient tres importante pour des valeurs faibles : 100 % pour
Se,q = ¢- Pour égaliser cette erreur, il est possible de réaliser un co-
dage non linéaire ou un codage a erreur constante, en faisant précéder
la quantification du signal d’une « compression » du signal dans le sens
analogique-numérique et d’une « expansion » dans le sens numérique-
analogique.

Dans le cas des signaux de la parole, deux lois sont utilisées : la loi
appelée y aux Etats-Unis et la loi dénommée A en Europe, normalisée
par le CCITT (Comité Consultatif International Télégraphique et Té€lé-
phonique). Les courbes correspondant a la loi A sont représentées sur la
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6.3. Restitution du signal

figure 6.18. Les circuits qui réalisent ces fonctions s’ appellent des com-
pandeurs et les circuits qui réalisent I’échantillonnage, la compression,
I’expansion et aussi la quantification s’ appellent des codecs.

sortie numerique

150

100

50
entrée analogique

—t—t—1+— o T t—+—t— (a)
-1 -0,8-06-04-0,2 02 04 06 08 1
-50
| ] sortie analogique |
| A
I
: 08 1 :
| 06T :
| 04+t |
| 02T | entrée numérique
R ! ‘ —— (b)
| 0 I
=150 | 0 -50 4 50 100 ;150
| +-04 I
i +-06 I
| 108 |
i I

Figure 6.18- Lois A de compression et d’expansion. Loi de
compression (a) : sortie numérique variant de -128 a +128 en
fonction de I'entrée analogique variant de -1 a +1. Loi d’expansion
(b) : sortie analogique variant entre -1 et +1 en fonction de I'entrée
numeérique variant de -128 a +128.

6.3 RESTITUTION DU SIGNAL
6.3.1 Problématique

La restitution du signal a pour but de redonner un signal continu tem-
porellement a partir de valeurs discrétes connues a des instants k7, T,
étant la période d’échantillonnage. Pour reconstituer la continuité du
signal, il faut effectuer une interpolation entre deux instants de dis-
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crétisation. Cette interpolation sera précédée du systéme permettant de
transformer un nombre binaire représentant I’amplitude d’un signal a
un instant donné en une valeur continue en amplitude, procédé inverse
de la quantification. Il est important de remarquer que, dans ce cas, la
transformation du code numérique (ensemble fini de valeurs) en une va-
leur analogique ne produit aucune erreur sur le signal contrairement au
processus de quantification.

A partir des échantillons V,(n), ce circuit, appelé convertisseur
numérique-analogique, donne un signal analogique Vi (r) (cf. fi-
gure 6.19).

° Vs(n)
Vs(n) t ® systéme
de traitement
numerique

indice Conversion
> numérigue-analogique

Ve(nTe) ! :

S S

Interpolation
(blogueur)

|
Tﬁ temps Vs(nTe)
] |

Vs Filtrage

temps

Vs (1)

Figure 6.19- Chaine de restitution d’un signal échantillonné.

Mais on souhaite une restitution plus continue qui puisse représenter fi-
delement la forme analogique du signal, telle qu’elle aurait été obtenue
avec un systeme de traitement analogique. Aussi on procede a une in-
terpolation suivie d’un filtrage. Le rythme de la restitution, définie par
la période T';, est bien entendu fonction de la période d’échantillonnage
T, du signal.
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6.3. Restitution du signal

Cette question de la restitution peut se poser sous la méme forme
que celle étudiée au paragraphe 6.1.1. Connaissant le spectre du signal
échantillonné, la restitution consiste a extraire de ce spectre le spectre
de base a I’aide d’un filtrage fréquentiel ou d’un calcul équivalent sur
les échantillons du signal.

6.3.2 Interpolation idéale

L’interpolation parfaite consiste a utiliser I’interpolation de Shannon.
En effet la relation 6.10, démontrée au paragraphe 6.1.2, permet d’ob-
tenir le signal initial s(r) avec les seuls échantillons s(kT,) aux instants
kT, -

+0o0

s(f) = Z s(kT,) -

k=—c0

sin(nF, (t —kT,))
nk,(t—kT,)

Cette méthode consiste a effectuer la somme des fonctions sinc(x)
relatives a chaque point de I’échantillonnage, en les pondérant de la
valeur de I’amplitude de ces points. Cette interpolation idéale exprime la
reconstitution d’un signal analogique de spectre borné a partir du signal

échantillonné suivant la base constituée par la famille de fonctions (cf.
figure 6.20) :

sin(Fe(t—kTe) . iz
nF,(t-kT,)

Mais I’interpolation idéale en temps réel est difficilement réalisable,
car la formule d’interpolation précédente ne satisfait pas a la condition
de causalité, en effet, comme nous I’avons vu cette interpolation corres-
pond au filtrage par une fonction fréquentielle de type porte (filtre idéal
non réalisable).

Malgré cette difficulté théorique, cette interpolation est utilisée dans
les applications nécessitant une grande qualité de restitution en limitant
la sommation : oscilloscopes numériques de haute gamme ou restitu-
tion des signaux sonores issus des disques CD-audio (¢f. exemple du
paragraphe 6.3.6).
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S (kTe) ‘ S ( t )
sinc[Fe(t-kTg)]

Figure 6.20 - Reconstitution quasi parfaite d’un signal
eéchantillonne.

6.3.3 Interpolation lineaire

Le probléeme inverse consiste a considérer que le lissage du signal cré-
nelé sera effectué par un filtrage passe-bas simple du 1° ou 2° ordre qui
revient a réaliser en premicre approximation une interpolation linéaire.
Cette hypothese étant faite, 1l s’agit alors de déterminer la distance mi-
nimale qui doit séparer dans le temps deux échantillons successifs pour
que, a partir de ces points, on puisse reconstituer « correctement » le
signal au moyen d’une interpolation lin€aire. Pour perdre le moins pos-
sible d’information contenue dans le signal, il faut augmenter la ca-
dence d’échantillonnage par rapport a la fréquence théorique de Shan-
non, c¢’est-a-dire sur-échantillonner le signal. C’est une pratique assez
colteuse, car elle conduit a un accroissement important des échantillons
a traiter.

La fréquence d’échantillonnage ou de sur-échantillonnage va dé-
pendre a la fois de la méthode d’interpolation et de 1’erreur que 1’on
tolere sur le signal reconstitué a partir des échantillons. Dans le cas de
I’interpolation linéaire simple (identique a 1’opération que 1’on réalise
lorsque I’on joint les points expérimentaux pour obtenir un graphique
continu), I’erreur sur le signal s(¢) par rapport au signal reconstitué s,(7)
est:

s =5 (1)
s
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6.3. Restitution du signal

Prenons I’exemple d’un signal sinusoidal pur de période Ty ; cette
erreur est maximale pour les sommets de la fonction, ¢’est-a-dire pour
t = Ty/4, et avec deux points échantillonnés de part et d’autre de ce
sommet (cf. figure 6.21). Le point que I’on cherche a interpoler est
s(To/4) = 1.

Etant donné une période d’échantillonnage de T, les points échan-
tillonnés s,(t) de part et d’autre du sommet ont une amplitude identique

égale a :
T() T, . 2 Ty T, )
rl— :l: = _ ] — :l: —_
s ( 4572 ) o lTo ( 457
Dongc, I’erreur & est donnée par :

2_”.(&_&)]:1_605[2_“&]

=1—si
€ Mo\ T2 T, 2

®: échantillons

temps

To/4
—l
Te

Figure 6.21 - Erreur maximale dans le cas d’une interpolation
linéaire d’un signal sinusoidal échantillonné.

En utilisant le développement de la fonction cos au premier ordre
(cos(x) = 1 — x*/2), il vient :

n? T, 2
8 = m— —
2 \Ty
Il est intéressant d’exprimer ce résultat sous la forme de la valeur
minimale de la fréquence d’échantillonnage F, a utiliser pour un signal
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de fréquence donnée Fy pour obtenir une erreur inférieure a &, soit :

2,2
F.>Fy—
&

Si on admet une erreur de 1 %, la fréquence d’échantillonnage doit
étre 22F. Ainsi pour obtenir une qualité de reconstitution correcte, il
est nécessaire d’utiliser un sur-échantillonnage de 11 fois supérieur a la
fréquence d’échantillonnage donnée par le théoréeme de Shannon. Il est
tres important de noter que, pour réaliser une restitution correcte, sans
avoir recours a un filtrage tres fort (proche du filtrage idéal), une solu-
tion consiste donc a prendre une fréquence d’échantillonnage beaucoup
plus grande que la fréquence d’échantillonnage limite du théoreme de
Shannon.

6.3.4 Restitution par bloqueur

La restitution par bloqueur, illustrée sur la figure 6.19, correspond, d’un
point de vue représentation mathématique, a I’échantillonnage régulier
ou bloqueur dans le cas particulier ou la durée de I'impulsion 7 est égale
aT, (cf. paragraphe 6.1.4). Par conséquent, le spectre du signal en sortie
du bloqueur est donné par la relation suivante (cf. équation 6.18) :

sin (JTTe f )

S(f) = ZS(f KF.)

k=—c0

Le spectre initial du signal échantillonné est déformé de facon impor-
tante par la fonction sinc de pseudo-période F, (cf. figure 6.22). Aussi
pour isoler le spectre de base, correspondant a k = 0, 1l n’est plus néces-
saire d’avoir un filtre idéal a front raide car la déformation du spectre
par le systeme bloqueur atténue déja fortement les spectres latéraux.

Cette déformation conduit a une atténuation du spectre d’autant plus
importante que le produit 7, f,, sera plus grand avec T, durée des pa-
liers constants et f,, la fréquence maximum du signal initial (cf. tableau
6.1). On retrouve encore une regle identique au cas précédent de 1'in-
terpolation linéaire : la déformation (0,14 db) devient négligeable si on
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considere une fréquence d

6.3. Restitution du signal

"échantillonnage supérieure a 10 fois la fré-

quence maximale du signal.

sinc (Tgf)

N\

S(f)

spectre initial

SR

*fmax fmax N

Figure 6.22 - Déformation du spectre du signal obtenu par
restitution par bloqueur.

Tableau 6.1 - valeur de ’affaiblissement en db en fonction du

produit T, f,.

Affaiblissement (en db) :

Produit Te fp, 201og (M)
7Tefm
0,1 0,14
0,2 0,58
0.3 1,33
0.4 2,42
0,5 3,92 (fm = Fe/2)
0,7 9,69 (fm > Fe/2)

6.3.5 Filtre de restitution

Le filtre de restitution sera calculé de la méme maniere que le filtre anti-
repliement étudié au paragraphe 6.1.3. Pour une atténuation désirée A
entre la derniére composante du signal a f, et la premiére composante

du spectre a éliminer a F,
(cf. équation 6.11) :

— fm, la pente du filtre p, en db/octave, est

Alog?2 _ Alog?2

p= =
loglFe_fmaxl 10g(n_1)

f max
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Pour le calcul des caractéristiques du filtre, il est nécessaire de tenir
compte des atténuations du spectre obtenu apres interpolation ou blo-
cage comme nous I’avons étudié dans le paragraphe précédent.

Considérons une restitution avec bloqueur pour un signal de fré-
quence maximale 10 KHz et une fréquence de restitution (échantillon-
nage) de 40 KHz (F, = 4 f,,). Soient les conditions imposées suivantes :
le filtrage passe-bas désiré doit atténuer au maximum de 1 db a la fré-
quence maximale f,, du signal et d’au moins 50 db pour la fréquence a
éliminer F, — f,,. Comme nous I’avons vu, la restitution avec bloqueur
atténue déja le spectre par la fonction sinc, soit :

— A fi »sine(1/4)=0,9 ou-0,9db
—aF,— f,:sinc(3/4)=0,3 ou-10,5db

En conséquence, le filtre de restitution doit introduire un affaiblisse-
ment au plus de 0,1 db a f,, et d’au moins 39,5 db a F, — f,, soit une
atténuation A de 39,4 db. En appliquant la relation précédente, la pente
du filtre est :

B 39,41og2

log3 ~ 24 db/octave

p

Nous obtenons ainsi un filtre de restitution du 4° ordre. Si nous
n’avions pas pris en compte I’atténuation due a |’interpolation par blo-
queur, I’atténuation de 49 db nécessaire aurait conduit a mettre en place
un filtre de pente p =~ 30 db/octave, soit un filtre du 5° ordre.

En conclusion, nous pouvons remarquer que deux parametres ont une
influence prépondérante sur la qualité de la restitution : la fréquence
d’échantillonnage utilisée et les caractéristiques du filtre de restitution.
La fréquence d’échantillonnage doit étre la plus petite possible pour des
raisons de limitation du nombre d’échantillons, mais par contre I’aug-
mentation de la fréquence d’échantillonnage ou sur-échantillonnage
permet de s’affranchir de la réalisation d’un filtre complexe. Comme
nous le verrons dans I’exemple du paragraphe suivant, un compromis
entre ces deux parametres est la solution la plus efficace.
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6.3. Restitution du signal

6.3.6 Restitution par sur-échantillonnage

Un exemple de restitution de signaux numériques avec sur-
échantillonnage est donné par la diffusion des signaux audio enre-
gistrés sur un support disque optique : CD audio (Compact Disk).
La chaine d’enregistrement des signaux sonores sur disques optiques
est représentée sur la figure 6.23. La fréquence d’échantillonnage F,
des signaux enregistrés a été fixée, par normalisation internationale, a
44,1 KHz. La quantification du signal est réalisée sur 16 bits. Par un
filtre anti-repliement, le signal enregistré est limité a la fréquence de
F,, = 20 KHz. Le signal, numérisé et enregistré sur le support CD,
est composé d’échantillons, correspondant a un temps de mesure 7, de
22,68 us (T, = 1/F,), avec un spectre périodique de période F, (cf.
figure 6.24).

- ; o

. s(t) Filtre ' - Convertisseur | S ( signal

isr'%?;l —| antirepliement > ECEQNL"%TEGUF > analogique [— numeérique
(20 KHz) 4 numérique enregistré

Oscillateur
(44,1 KHz)

Figure 6.23 - Chaine d’enregistrement d’un signal audio sur
disque optique.

Les caractéristiques de cette numérisation €tant données, la repro-
duction de ce signal doit mettre en ceuvre d’une part une conversion
numérique-analogique et d’autre part une sortie de cette valeur a une
fréquence permettant une restitution la plus correcte possible. L’ana-
lyse de cette correction de la restitution est faite sur la base d’un signal
de sortie identique au signal d’entrée qui a été enregistré. En particulier
le spectre du signal de sortie doit étre identique ou proche du spectre du
signal d’entrée

Pour obtenir ce résultat, la premiere approche consiste a utiliser une
fréquence de restitution identique a la fréquence d’échantillonnage. Puis
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(1) S(f)
/\ Fm
s _ f(l(HZ)
-200 20
+Se(t) Se (f)
T e ' ! | |
s ! i | ' ! |
P e it \ /\ A\ /'\ /l f
Te= 22,68 ps fe= 44,1 KHz

Figure 6.24 - Caractéristiques temporelle et spectrale du signal
sonore initial a enregistrer et du signal enregistré sur le support
CD-audio.

ensuite, pour éliminer les spectres « parasites » dus a la périodisation, il
faut mettre en ceuvre un filtre permettant d’extraire le spectre du signal
initial (cf. figure 6.25). Ce procédé correspond au principe de I’interpo-
lation idéale. Dans cet exemple, le calcul de la pente du filtre passe-bas
a réaliser est obtenu a partir de la relation 6.11 :

p= Alog2 = 40log?2 = 148, 7 db/octave
o F,-F, o 24,1
8|7 F., #1720

Ce filtre passe-bas correspond a un filtre du 25° ordre, ¢’est-a-dire un
filtre extrémement difficile a réaliser (oscillations, gain non constant sur
la bande passante...). En effet cette premiere méthode est la traduction
directe de la relation théorique de reconstitution exacte du théoréme
d’échantillonnage (cf. équation 6.10). Le filtre passe-bas idéal, repré-
senté par la porte de largeur F,/2, est remplacé par un filtre passe-bas
de fréquence de coupure F,./2 et avec une pente aussi grande que pos-
sible.

Pour contourner cette difficulté, la technique du sur-échantillonnage
va étre mise en ceuvre. Le principe du sur-échantillonnage est donc de
prélever des échantillons du signal 4 une cadence F,, supérieure a la
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6.3. Restitution du signal

Se(f) _
Filtre passe-bas

\WAVAVAVIVAVAVS
| I I | ! ! |
H | 1 1 | ! !
: VEAVERVERVERVERVEN;
-Ffe 0 Fe 2Fe B3Fe 4Fe 5Fe 6Fe

TG(db) Fm=20 Fe-Fm=24,1 log(f
A=40db

(100)

Figure 6.25 - Restitution du signal audio par extraction du spectre
initial avec un filtre passe-bas : équivalence de l'interpolation idéale.

limite de Shannon F, : F, > F,. Comme nous I’avons vu dans le pa-
ragraphe précédent, ce sur-échantillonnage du signal permet ensuite de
réaliser beaucoup plus facilement la reconstruction du signal.

Dans I’exemple qui nous intéresse ici, il n’est pas possible de sur-
échantillonner le signal puisque les données sont déja produites et
disponibles sur un support fixé. Dans ce cas, la méthode du sur-
échantillonnage consiste a calculer des échantillons intermédiaires
entre deux échantillons réels du signal afin d’obtenir un signal numé-
rique correspondant a une fréquence d’échantillonnage plus grande. Les
points étant ainsi plus rapprochés, la reconstitution est alors grande-
ment facilitée. Le calcul des points intermédiaires est bas€ sur la rela-
tion théorique 6.10. Dans I’exemple des signaux audio sur CD, le sur-
échantillonnage est réalisé avec une fréquence quadruple : trois échan-

tillons sont calculés entre deux échantillons initiaux connus.

L’ensemble des échantillons ainsi obtenus, échantillons initiaux et
échantillons calculés, forme le nouveau signal sur-échantillonné s;(t),
ayant quatre fois plus d’échantillons. Ce signal correspond a un échan-
tillonnage du signal initial s(f) qui aurait été réalisé avec la fréquence
d’échantillonnage F, (F, = 4F,). Aussi le spectre S (f) de ce si-
gnal sur-échantillonné s(r) est composé du spectre S ( f) périodisé avec
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la fréquence F, (cf. figure 6.26). Donc, pour obtenir I’expression du
spectre S,( f) a partir du spectre S,.( f), il suffit d’utiliser un filtre fré-
quentiel composé d’une porte de largeur F, et périodisée avec la fré-
quence F.. Soit :

SL(f)=Sc(f)- > Mr, (f —kF))

k=—c0

e 1 I I e
A R
: ! ! : 1 ! hd t
T'e=Teld = 567 s
Se(f)
I 1 1 1
| I | I 1 | |
I [ I I 1 1 |
| ANaANE /\ o
1 I | 1 : | 1 f
—Fe 0 Fe 2Fe SFQ : 5Fe GFe

Fe=4Fe =176,4 KHz

Figure 6.26 - Réalisation d’un sur-échantillonnage quadruple et
son effet sur le spectre du signal résultant.

Cette équation peut s’exprimer sous la forme €quivalente suivante :

+00

SL(f) = SAf)-lHF(, (f)= ). 6(f—KF))

k=—00

Cette relation va permettre d’établir la relation exacte de calcul des
échantillons intermédiaires en prenant la transformée de Fourier de la
relation précédente :

sin (mF,t) —
5o (1) = 5, (1) - \FQTEI « T, k;m5(f - kTe)‘

En utilisant la relation (F,, = 4F,), il vient :
+00 .
kr/4
0= sewn 3 D5 k7

k=—oc0
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6.3. Restitution du signal

En utilisant la relation 6.1 définissant s.(¢), I’échantillon de rang k
est calculé a partir de la relation suivante :

+o0

S:z (kT;) = Z Se(nTe) :

n=—co

sin (n(k/4 — 1))
m(k — 4n)

La seule difficulté de cette technique réside dans le calcul des échan-
tillons entre deux échantillons réels. La relation utilisée, correspondant
a une somme infinie, a été tronquée et limitée a 48 valeurs de chaque
coté de I’échantillon calculé :

A sin ((k/4 — n))
s, (kT,) = Z;s senTo) - — s

Pour réaliser ce calcul, la fonction sinc(x) a été discrétisée sur 96
valeurs symétriquement par rapport a 1’axe des ordonnées, donc sur
une durée de 96T, = 544,2 us. Cette durée correspond a 12 pseudo-
périodes T, de cette fonction. Les coefficients de la relation sont quan-
tifiés sur 12 bits et ensuite stockés en mémoire statique EPROM.

Enfin pour éliminer les spectres « parasites » dus a la périodisation, il
faut mettre en ceuvre un filtre permettant d’extraire le spectre du signal
itial (c¢f. figure 6.27). Dans cet exemple, le calcul de la pente du filtre

Se(f
e( ) Filtre passe-bas
-

I
Fel2 !
~ |

0 Fp Fe

1G(db) Fry=20 Fe—Fm=156,4 log(f)

Figure 6.27 - Restitution du signal audio par extraction du spectre
initial avec un filtre passe-bas : technique du sur-échantillonnage.
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passe-bas a réaliser est obtenu a partir de la relation 6.11 ; soit pour une
atténuation A de 100 (40 db), il vient :

Alog?2 401og?2
p= 08 = o8 = 13, 5 db/octave
| F.,—-F, | 156, 4
1 7F, °8{ 720

Ce filtre passe-bas correspond a un filtre du 2° ordre, ¢’est-a-dire un
filtre extrémement facile a réaliser par rapport au cas précédent. Cette
technique est donc celle mise en ceuvre dans I’ensemble des lecteurs de
CD audio actuellement utilisés.
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ANALYSE
SPECTRALE
DES SIGNAUX
DISCRETS

7.1 LES DIFFERENTES REPRESENTATIONS
FREQUENTIELLES

[’analyse fréquentielle des signaux apporte une information supplé-
mentaire importante. Pour les différents cas de signaux, classés selon
les caractéristiques continu ou discret et périodique ou transitoire, la
représentation fréquentielle possede des propriétés particulieres équi-
valentes continue ou discrete et périodique ou non périodique (cf. fi-
gure 7.1). De plus les méthodes, utilisées pour calculer ces représen-
tations spectrales, ne sont pas les mémes selon ces différents types de
signaux (cf. tableau 7.1).

En effet, le spectre d’un signal continu est non périodique, qu’il soit
périodique (cas 1) ou non (cas 2), il est obtenu a partir du développe-
ment en série de Fourier pour le cas 1 et de la transformée de Fourier
ou de I'intégrale de Fourier pour le cas 2. Le spectre d’un signal discret
et non périodique (cas 3) est continu et périodique et obtenu a partir de
I’intégrale de Fourier. Par contre, le calcul du spectre d’un signal pério-
dique et discret (cas 4) utilise une nouvelle transformée : la transformée
de Fourier discrete ou TFD.

D’une facon générale, si I’on désire avoir une représentation spec-
trale numérique (calcul par ordinateur), le calcul des raies spectrales
implique une discrétisation en fréquence, ce qui a pour conséquence
de rendre le signal temporel périodique et discret. Le calcul de facon
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s(t)
‘ !
‘ 1|
To ] AF=/To
s (1) S(f)
(AN
A ‘ /
s (1)  S(f)
3
ALl ‘ ;i
To = 1/E — Fe_’|
Te =1/E "_To Af=1/To

Figure 7.1- Représentations temporelles et spectrales des signaux
classés selon leurs caractéristiques : périodiques ou non
périodiques, continus ou discrets.

pratique est limité a une tranche du signal, ce qui revient a des transfor-
mées identiques pour un signal non périodique et un signal périodique,
c’est-a-dire que le signal transitoire doit étre considéré comme périodi-
quement répété en dehors de son domaine d’existence.

7.2 TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE

7.2.1 Deéfinition

Dans le but de calculer la transformée de Fourier d’un signal s(7) a1 aide
d’un ordinateur, celui-ci n’ayant qu’un nombre limité de mots de taille
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7.2. Transformée de Fourier discréete

Tableau 7.1- Correspondance entre les caractéristiques des
signaux et des représentations spectrales associees.

Spectre
Signal Meéthode de calcul Caractéristiques
1 - continu et périodique Série de Fourier Discret et non périodique
2 - continu et non périodique Intégrale de Fourier Continu et non périodique
3 - discret et non périodique Intégrale de Fourier Continu et périodique
) L Transformée de Fourier ) L
4 - discret et périodique Discret et périodique
discrete (TFD)

finie, on est amené a discrétiser le signal (échantillonnage) et a tron-
quer temporellement ce signal. On obtient ainsi une suite de N termes
représentée par :
N-1
Seq1 (1) = ) s(kTe) - 8 (t — kT.) (7.1)

k=0

Appelons s les valeurs du signal s, ;7(f) aux mstants kT,. Le spectre
Se.n(f) de ce signal échantillonné limité a N termes s, ;7(f) est donné
sous la forme de N éléments de valeurs §,, espacés de F,/N suivant une
expression identique :

N-1
F,
Se, ( )= Sm§ - M— 7.2
n(D =3 Sne6(f-n5) (12)

De la méme fagon que la transformée de Fourier S ( f) du signal analo-
gique s(¢) s’exprime sous la forme :

S(f) = f ms(t)-e'ﬂ”ﬂ-dr

o0

On appelle Transformée de Fourier Discrete (TFD ou DFT : Discrete
Fourier Transform) d’un signal défini par N échantillons sy, la suite de
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N termes S ,, définie par :

S,= s e iV (7.3)
k=0

La transformée de Fourier discrete réalise la correspondance entre
deux suites de N termes (cf. figure 7.2).

Se, it |Te|_ 1/Fe Se n(f Fe/N 1
o TFD
HH\ | H I
. | | | | | | | | |
v I
N échantillons ' N échantillons
=N Te Fe

Figure 7.2 - Transformée de Fourier discréte.

Si les N échantillons ont été prélevés avec une fréquence d’échan-
tillonnage F, (F, = 1/T,), la durée du signal échantillonné, sur laquelle
a été calculée la transformée de Fourier discrete, est donnée par :

T=N-T,= — (7.4)

En conséquence, le spectre de ce signal échantillonné, composé aussi
de N termes, est calculé sur un domaine fréquentiel [0, F,] avec une
précision ou distance fréquentielle entre points égale a :

1 F,
NT. N (7.5)

1
Af=-—=
T

De méme que pour la transformée de Fourier d’un signal continu, on
peut définir une transformation inverse qui s’écrit :

N-1 N-1
Se 1 (1) = ) s+ 8(t—KT,) avec sy = — Zsm e (7.6)
k=0 m 0
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7.2. Transformée de Fourier discréete

7.2.2 Transformée de Fourier et TFD

Etant donné la définition de la transformée de Fourier discréte ou TFD

que nous venons d’introduire, il est intéressant de répondre a deux ques-

tions concernant la relation entre la transformée de Fourier et la TFD :

— d’une part, le signal échantillonné de N points étant considéré comme
un signal continu transitoire, quelle est la transformée de Fourier de
ce signal ?

— d’autre part, connaissant la transformée de Fourier d’un signal
continu, quelle est la relation entre les points de la transformée de
Fourier discréte de ce signal échantillonné et les valeurs de la trans-
formée de Fourier a ces mémes fréquences ?

a) Transformée de Fourier du signal échantillonné
tronqué et la TFD
Soit un signal s(z), échantillonné a la fréquence F, (F, = 1/T,) et tron-
qué par une porte de largeur 7 (r = NT,) qui préleve N points d’ampli-
tude s; de ce signal, soit :
N-1

Se1 (1= D 5+ 8 (t = kT,)

k=0

La transformée de Fourier de ce signal est donc donnée par :

too [N-1
Sen(f)= f D sk 8(t—kTo)|- e dr
k=0
Soit le résultat suivant :
N-1
Senn(f)= Z si - eSSk
k=0

Or pour obtenir la transformée de Fourier discrete, il faut échantillonner
dans le domaine fréquentiel par pas de 1/7(1/7 = F,/N), soit :

Sete (f)=Sen () D 6(f =mfr)= > Sep (m/r)-5(f —mf7)
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Cette expression doit étre tronquée, puisque le nombre des échantillons
de la représentation spectrale est limité a N :

N-1
St (£)= ) Sen (m/r)-6(f = mf7)
m=0

Nous avons bien obtenu la relation de définition de la transformée de
Fourier discrete (cf. équation 7.3) :

N-1

Seten ()=

m=0

N-1

D s -e‘ﬂ“%"] L6 (f = mf7)

k=0

b) Transformée de Fourier et la TFD

Considérons un signal s(7) et sa transformée de Fourier S ( f). A la suite

s(kT,) = sy pour k € {0, 1, ..., N — 1} correspondent les échantillons de
la transformée de Fourier discréte S, avecm € {0, 1,..., N — 1} par la
relation 7.3 :
N-1
Sm = Sk e_ﬂﬂ%
k=0

La question, qui se pose, est donc le lien qui existe entre les valeurs de
S (f) aux fréquences mF,/NetS,, pourm € {0, 1,..., N-1}. En posant
7 = NT,, dans le cas ou le signal est périodique de période 7, a spectre
borné F\,,y, et étant donné que :

— la largeur de la troncature temporelle est égale a la période 7 ;
— le théoreme de Shannon doit étre respecté : F, > 2F .«

Il y a coincidence, a un facteur multiplicatif pres, entre S(mF,./N) et
Som v -
-
S = —-S(m—e):N-S(m—e)
T, N N
Ce résultat provient essentiellement du fait que la fonction sinus cardi-
nal (sinc), qui agit sur le spectre en le déformant, ne va pas produire cet

effet car elle s’annule pour toutes les raies du spectre en 1/7.
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7.2. Transformée de Fourier discréete

c) Interprétation du résultat de la TFD

Apres le calcul de la transformée de Fourier discrete, on obtient une
suite de N termes. Comme nous 1’avons vu précédemment, les N échan-
tillons temporels ayant été prélevés avec une fréquence d’échantillon-
nage F, (F, = 1/T,) et sur une durée 7 (7 = N/T,), le spectre, composé
de N termes, est calculé sur un domaine fréquentiel [0, F.] avec une
précision ou distance fréquentielle entre points égale a A f = F,/N.
L’interprétation des N échantillons S, obtenus peut se faire en s’ap-
puyant sur une analogie avec la représentation spectrale obtenue avec le
développement en série de Fourier. Chaque échantillon peut étre consi-
déré comme un « harmonique » du spectre du signal. D’autre part le
calcul est réalisé avec un indice positif des échantillons variant entre
[0, N — 1] qui correspond a un domaine fréquentiel [0, F,[. Mais il se-
rait plus exact de la représenter sur un intervalle | — F./2, F./2]. Ainsi
I’interprétation des échantillons est présentée sur le tableau 7.2.

Tableau 7.2 - Interprétation des échantillons calculés par TFD.

Echantillons Frequence Fréquence Interprétation
[0, Fel [—Fe/2, Fe/2]

So 0 0 Composante continue

S Af Af Fondamentale ou 1 harmonique

S 2Af 2AF 2% harmonique

S3 3Af 3AF 3% harmonique
Snz-1 Fe/2 - AT Fe/2 = AT (N/2 — 1)¢ harmonique

Sn2 Fo/2f Fo/2f (N/2)¢ harmonique (fréquence de

Nyquist)

Snjz+1 Fo/2 + AT —Fe/2+Af | (N/2+1)¢ harmonique/ - (N/2 — 1)¢ harmonique
Sn_s3 Fo —3Af —3Af (N - 3)¢ harmonique/ — 3% harmonique
Sn-2 Fo—2AF -2Af (N — 2)¢ Harmonigue/ — 2% harmonique
Sno1 Fo— AT ~-Af (N — 1)® harmonique /-1¢ harmonique
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Cette interprétation des échantillons obtenus montre bien que la pré-
cision d’analyse fréquentielle du spectre est donné par A f qui est direc-
tement lié a la fenétre d’observation du signal 7 (7 = 1/A f). Pour une
fréquence d’échantillonnage F, constante, I’augmentation de la préci-
sion en fréquence A f passe par une augmentation du nombre de points
N et donc de la fenétre d’observation 7.

7.3 TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE

La transformée de Fourier rapide TFR ou FFT (Fast Fourier Trans-
form) est simplement un algorithme permettant de réduire le nombre
d’opérations, en particulier le nombre de multiplications, pour calcu-
ler 1a TFD. Ce temps de calcul est en effet primordial pour réaliser des
systemes numériques en « temps réel ».

a) Comparaison TFD et TFR

En considérant la relation permettant de calculer la TFD (c¢f. équa-
tion 7.3), les opérations a effectuer pour obtenir ces N valeurs de la
transformée de Fourier discrete dans le cas de N échantillons du signal
initial sont :

— N - N = N? multiplications complexes ;
— N - (N - 1) additions complexes.

Etant donné que la durée d’exécution d’une addition complexe est
négligeable devant la durée d’une multiplication complexe, le cofit de
calcul de la transformée de Fourier discréte va donc essentiellement dé-
pendre du temps de réalisation d’une multiplication complexe.

11 existe différents algorithmes de transformée de Fourier rapide. Le
plus connu et le plus utilisé est celui de Cooley-Tukey (appelé aussi a
entrelacement temporel). Le nombre des multiplications complexes est
(N/2)log(N). Le gain en fonction du nombre d’échantillons est impor-
tant, sachant que le calcul de TFD se fait généralement sur un minimum
de 512 ou 1024 échantillons et que le temps de calcul d’une multi-
plication est prépondérant par rapport a 1’addition, le temps de calcul
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7.3. Transformée de Fourier rapide

d’une TFD par FFT peut étre réduit d’un facteur supérieur a 100 (cf.
tableau 7.3) :

Nz/g log (N) = 2N/log (N)

Tableau 7.3 - Amélioration des temps de calcul d’'une transformée
de Fourier discrete par utilisation d’un algorithme a entrelacement

temporel.
Nombre Rapport du nombre de multiplications
d’échantillons complexes
8 5
128 36
512 114
1024 205
2048 372

b) Algorithme de transformée de Fourier rapide

L’algorithme de Cooley-Tukey, appelé aussi algorithme de réduction a
base 2 dans le domaine temporel, s’applique dans le cas ou le nombre
N d’échantillons s, s’exprime sous la forme 2” et permet alors de sim-
plifier le probléme par une décomposition dichotomique. Posons :

ke

Wmlc _ e—errT
=
Cette fonction a les propriétés suivantes :
Wk = WX}E et pour m < N/2 W;V”“N/ T = Wik

Pour calculer les N échantillons de la DFT {S¢, S 1,82, ... Sv-2, Snv_1 ),
on utilise I’expression de base :

N-1
Sm:zsk-wgk pourm €1{0,1,2,...,N—1)
k=0
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En séparant les échantillons d’ordre pair et d’ordre impair, il vient :

N/2-1 N/2-1
_ m(2i) m(2i+1)
S = Z s2- Wy ™7 + Z $2ir1 - Wy
i=0 =0
N/2-1 N/2—1
_ mi m mi
= Z $2i Wy + Wy - Z s2i+1 + Wy
i:O i=0

Ce résultat montre que les échantillons S, de la DFT d’ordre N s’ex-
prime sous la forme de deux DFT d’ordre N/2 :

Sm=S1wnpm+ WK;1 S 2Ny2),m (7.7)

avec S 1(v2),m transformée d’ordre N/2 effectuée sur les échantillons
d’ordre pair et S 2n/2), transformée d’ordre N/2 effectuée sur les échan-
tillons d’ordre impair.

Ainsi nous avons donc a calculer 2 transformées d’ordre N/2 et N/2
multiplications complexes pour terminer le calcul. Si ’on considere
I’ opérateur « papillon », représenté sur la figure 7.3, le calcul d’une DFT
d’ordre N conduit a faire le calcul de deux DFT d’ordre N/2 et de ter-
miner un calcul en utilisant un opérateur « papillon » avec le coefficient
Wy (cf. figure 7.4). En effet I’équation 7.7 peut étre précisée selon I’in-
tervalle d’appartenance de I’indice m :

-pour0 <m’ <N/2-1 S =St + WS
- pour N/2 < m’ <N-1 S =81 -Np - WX;”_N/? “S2,m-Np2

enposantm’ =m"” —N/2 S, =81mw — W,’{,"’ S

m
a A=a+WN-b

b >W,)Vm< B=a- Wy b

Figure 7.3 - Opérateur de base pour le calcul de la TFR : opérateur
« papillon ».
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7.3. Transformée de Fourier rapide

TFD Sim

_ m
ordre N /2| = " >C)< Sm=S1,m+W,-Som
Sk
TFD Som Wy m

ordre N /2 Sm=S1,m— Wy -Sam

Figure 7.4 - Calcul d’'une TFR d’ordre N a partir de deux TFR
d’ordre N/2.

Cette analyse peut étre réalisée L fois si N = 2. On obtient alors
a la fin du processus de dichotomie une transformée d’ordre 2 dont la
matrice de calcul ne demande pas de multiplication car :

Wli=-1 et W)=+1

Ainsi I’algorithme complet du calcul peut €tre représenté sous la
forme de L étapes de calcul de type « papillon » commengant par le
calcul des N/2 transformées d’ordre 2 (cf. figure 7.5). Pour illustrer ce
principe de calcul nous allons considérer le cas N = 8. Pour réaliser le
calcul de la TFD, nous disposons des 8 échantillons temporels s; avec
k € [0, 7] et nous allons calculer les 8 échantillons fréquentiels §,, avec
m € [0, 7]. Uexpression, utilisée pour calculer les §S,, en fonction des

Sk, est la suivante :
7
— mk
S}n — Z Sk * WS

k=0

Calculons les valeurs de Wi, Seules les 8 premiéres valeurs de Wg*
sont différentes puisque cette fonction est identique modulo N = 8, soit :

V2
2

V2o
—5 U+

Un premier découpage dichotomique conduit a réaliser deux TFD
d’ordre 4 et un calcul « papillon » avec les échantillons résultants §; ,,.

We=-Wi=1 Wg=-Wg=—(-)

Wg=-Wi=—j Wi=-W]=
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B TFD e — —
»| ordre N/2 .| Calcul > —_—
- | > —
TFD Calcul
ordre N/2 - —_—
< .
i i Calcul
Sk E i --------- » ><: Sm
: i —
TFD Calcul
»| ordre N/2 .
— " T [ ><:
| ordre N/2 |_,
étape 1 étape 2 étape 3 étape L

Figure 7.5 - Représentation schématique de la TFR suivant
I’algorithme de réduction a base 2 ou avec entrelacement temporel.

Les deux transformées de Fourier discretes sont calculées a partir des

équations suivantes :
3

— échantillons pairs : Sim= Z Sk Wfk pour m € [0, 3]

k=0
3

— échantillons impairs : S,,, = Z S2%rl Wj{‘k pour m € [0, 3]
k=0
avec les quatre valeurs de la fonction W™ :

W)=-W;=1 et W,=-W,=—j

Ensuite les échantillons de la DFT compléte sont obtenus a 1’aide du
calcul « papillon » avec les coefficients Wg* :
—pour0<m<3: S, =8, +W-San
—pourd <m<T: S, =S1ma+ Wé"“l S 2.m-4

Les coefficients des expressions, donnant S, et S2,, étant tres
simples (1 ou j), la méthode de découpage peut se limiter a cette €tape
et conserver ainsi comme premier calcul des TFD d’ordre 4. Les algo-
rithmes, construits sur ce principe, sont appelés « FFT Radix-4 ».
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En continuant le découpage dichotomique, nous obtenons alors le
calcul de 4 TFD d’ordre 2 a réaliser suivi du calcul « papillon » avec les
€chantillons résultants S; ; ,. Les quatre transformées de Fourier dis-
cretes sont calculées a partir des équations suivantes :

— échantillons pairs et impairs de S, pour m € [0, 1] :

1 1

k k
Sim = Z sar - W' S12m = Z Sapsa = Wy
k=0 k=0

— échantillons pairs et impairs de S5, pour m € [0, 1] :

1 1

_ mk _ mk
So1,m = Z Sak+1 - Wy S20m = Z Sar+3 - Wy
=0 =0

avec les deux valeurs de la fonction W’Z”k : Wg = _Wzl =1

Etant donné les valeurs des coefficients W”*, une TFD d’ordre 2 cor-
respond a un opérateur de type « papillon » sans coefficient, donc une
simple somme ou différence de nombres complexes (cofit de calcul né-
gligeable). Ensuite les échantillons intermédiaires S | ,, et S 2, sont ob-
tenus a I’aide du calcul « papillon » avec les coefficients Wé""Wé"k équi-
valents :
—pour0<m<1:

St =S11m+W]-Si12m=S1,1m+ ng “S1,2,m

2
SZ,m = |SZ,l,m + W;_n : S2,2,m = SZ,I,m + ng : SQ,Z,m
—pour2<m<3:

_ m—2 _ 2(m-2)
Stm =S11m2—Wy " S12m2=S1,1,m2— Wy S 1,2,m-2

— m—2 _ 2(m=2)
Som=821m2—-Wy " S22m2=821m2— W “S22,m-2

Finalement nous obtenons dans ce cas le schéma général du calcul de la
TED d’ordre 8 qui conduit a un calcul de 4 TFD d’ordre 2 (ou opérateur
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« papillon » sans coeflicient), suivi de deux étapes de calcul « papillon »
(cf. figure 7.6).

Il est important de noter que pour un calcul immédiat sous cette
forme les échantillons s; doivent étre classés dans un ordre permuté.
Cette permutation est due aux entrelacements successifs et se traduit
par un retournement ou une inversion de la représentation binaire des
indices (transformation 0->1 et 1->0 des indices codés en binaire).

S0 >O< S1.1.0 S10 So
S4-wgdm S l; Si4 Si
So >:< Si20 @ Sio So
Se ~wg0"  Si121 We? Si3 Ss
S1 >O< S2,1,0 S2,0 Sy
S5 wgdw  S2.1.1 @ Sz 1 S5
oo 20" L Sz Se
S7 - wgd"  Sp24 We2 Soa S5
étape 1 étape 2 étape 3

Figure 7.6 - Représentation schématique de la TFR selon la
méthode a entrelacement temporel pour 8 échantillons.

Ainsi les programmes de TFR ou FFT suivant cette méthode
commencent toujours par un classement des échantillons et ensuite réa-
lise le calcul des différentes étapes. De nombreux programmes, qui im-
plémentent cette méthode, existent dans les différents langages de haut
niveau et sont souvent disponibles dans les bibliotheéques scientifiques
de base (www.intersrv.com/~dcross/fft.html). Dans tous les cas le cal-
cul d’une TFR se traduit par un temps important. Pour améliorer ces
temps de calcul de transformée de Fourier rapide et obtenir des résul-
tats en « temps réel », par exemple dans les systemes de type radar, il
est nécessaire d’utiliser des processeurs de traitement de signaux (DSP :
Digital Signal Processor). Ces processeurs possedent des unités de cal-
culs rapides. La mise en ceuvre de ce type d’algorithmes, disponible
dans les bibliotheques de programmes fournies avec ces processeurs,

162



Copyright © 2017 Dunod.

(© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

7.4. Convolution et corrélation numériques

est aisée et conduit a des performances tres intéressantes. Considérons
ainsi le processeur TMS 320C25 (Texas Instruments), nous avons les
résultats suivants : 200 us pour 64 échantillons, 3 ms pour 256 et 20
ms pour 1 024. Les programmes écrits en langage de haut niveau (C
ou autre) et compilés sur des processeurs 32 bits (ex : 68 040 de chez
Motorola), conduisent a des temps de calcul de I’ordre de quelques 100
ms ou plus pour un nombre d’échantillons égal a 1 024.

7.4 CONVOLUTION ET CORRELATION
NUMERIQUES

7.4.1 Convolution discrete

De la méme maniere que pour la transformée de Fourier, il est pos-
sible de définir la convolution discréte. Considérons deux signaux x(f)
et y(r); I’échantillonnage donne les suites de termes : x(iT,) (= x;) et
y(iT,) (= y;). La convolution discrete z de x et de y, formée des points
7(iT,) (= z;), est définie a partir de 1’écriture discrétisée de la relation de
définition 3.4 :
+00
k= Z X;i - Yyr—i avec k quelconque (7.8)
i=—oc0
Mais, pour N échantillons de x; et y;, la convolution discrete s’exprime

par :
N-1

= in Yk aveck € [0,N — 1] (7.9)
i=0

Il est important de remarquer que ce calcul nécessite de connaitre
y; en dehors de I’intervalle précédemment défini; en effet nous avons
besoin des échantillons correspondant a I'intervalle i € {-N + 1, ...,
-1,0,1,..., N — 1}. Pour pouvoir réaliser effectivement le calcul, plu-
sieurs solutions sont possibles pour définir les échantillons y; (cf. fi-

gure 7.7) :
Cas 1 : les échantillons en dehors de I'intervalle {0, 1, ..., N — 1} sont
considérés comme nuls : x; = Oety; = O pouri < Ooui > N. Dans ce
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cas il est préférable de calculer la convolution sur un intervalle qui fait
intervenir symétriquement les échantillons de y; et donc de calculer la
convolution sur 2N — 1 points :

N-1
%= Xy aveck€[0,2N-1]
i=0
Cas 2 : les échantillons en dehors de I'intervalle {0, 1,..., N — 1} sont

considérés comme identiques, c¢’est-a-dire comme si la fonction était
périodique et de période NT,.
Cas 3 : enfin les échantillons en dehors de I’intervalle {0, 1,..., N — 1}
peuvent étre connus et alors utilisés pour le calcul. Ou si ils ne le sont
pas, la convolution peut alors étre calculée sur un intervalle moitié de
I’intervalle de connaissance des échantillons y;, ici N/2.

Le premier cas conduit a des résultats présentant des distorsions,
alors que les deux dernieres solutions conduisent a des résultats beau-
coup plus acceptables et semblent étre les plus communément utilisées.

@ s(t)
.........411[1‘ ‘TLJ
@

AL

N échantillons

C;MM - echartions
jIIIINIT4TIII‘[TLJ

Figure 7.7 - Les différentes solutions pour le calcul d’une
convolution ou d’une corrélation discrete.
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7.4.2 Corrélation discrete

De méme, il est possible de définir la corrélation discrete. Soient deux
signaux x(r) et y(¢) ; I’échantillonnage donne les suites de termes : x(i7)
(= x;) et y(iT,) (= y;). La corrélation discrete C,,, x de x et y est définie
a partir de la relation 3.23 qui conduit a la relation discrétisée suivante :

+oo
Copp = Z Xi - Y- avec k quelconque (7.10)
i=—00
Mais, pour un nombre N échantillons de x; et y;, la corrélation dis-
crete est donnée par :

N-1
Cuyk = in-y,-_k aveck € [0, N — 1] (7.11)
i=0

Comme pour la convolution discrete, il est nécessaire de connaitre
des valeurs de y; en dehors de I’intervalle initial et les trois solutions
proposées précédemment sont possibles. Le premier cas ou 1’on consi-
dere des €chantillons nuls en dehors de I’intervalle initial conduit a des
résultats présentant des distorsions par rapport au calcul analytique réa-
lisé sur des signaux définis sur tout ’axe des temps. L’expression dis-
crétisée de la corrélation est alors la suivante (cf. figure 7.8) :

N-1
Capk = ) X Yik  avec k € [0,2N = 1] (7.12)
=0

Le calcul sur 2N points permet d’avoir une fonction de corrélation
symétrique. En considérant la solution oul la corrélation est calculée sur
la moitié des N points initiaux, nous obtenons alors un résultat identique
a celui obtenu avec un calcul analytique réalisé sur des signaux définis
sur tout 1’axe des temps. L’expression discrétisée de la corrélation est
alors la suivante (cf. figure 7.9) :

Nf2-1
Coyk= ) Xi-yix avecke[0,N2—1] (7.13)
i=0
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(1) 1Cx(t)

N points 2N points
——> +

Figure 7.8 - Calcul de la corrélation discréte en supposant les
echantillons nuls en dehors de l'intervalle.

tx(t) Coad )
) N points ) N/2 points .

—||_|HL Jﬂl_i ; \\//\\// ;
Figure 7.9- Calcul de la corrélation discréte en utilisant la moitié
de l'intervalle sur lequel sont connus les échantillons.

ou
N-1

Coyr= . Xi-yx avecke[0,N2-1] (7.14)
i=(N/2)-1

7.5 LES FENETRES DE PONDERATION
7.5.1 Effet du fenétrage temporel

Comme nous I’avons étudié au paragraphe 3.2, le traitement analogique
ou numérique d’un signal de durée finie ou tronqué s;7(f) conduit a une
déformation de son spectre. Dans le cadre de la TFD que nous venons
d’étudier, le signal est obligatoirement limité aux N échantillons nu-
mériques avec lesquels la TFD est calculée, c’est-a-dire a une durée
7(= NT,). Cette effet a été modélisé par la relation suivante :

s (1) = s (1) - 11 (1)
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et donc un spectre en fréquence donné par :

‘ sin(ntf)
! ntf

Dans le cas d’un signal périodique, le spectre, obtenu par transformée
de Fourier discrete, est donc un ensemble de fonctions sinc(7f) centrées
sur les fréquences qui composent le signal théorique initial. Ainsi cette
qualité du résultat peut étre incommode pour 1’étude du spectre, en par-
ticulier lorsque le spectre est composé de nombreuses raies, proches les
unes des autres.

Pour caractériser cette « déformation » du spectre due a la fenétre
temporelle de type porte (fenétre naturelle) g, (1) = I1:(t), nous allons
définir les quatre parametres suivants en considérant la valeur absolue
de la fonction sinus cardinal (cf. figure 7.10) :

— la largeur a mi-hauteur du pic principal par rapport a la largeur de sa
base dans le cas de la fenétre naturelle :

Sn(f)=5(f)*{

Loni-n

L =
Lbasc

— I’amplitude du premier lobe secondaire par rapport a celle du pic prin-
cipal généralementnormé a 1 :
Hi
H=1

A=

— les positions des 2 premiers lobes secondaires par rapport a la position
du pic central :
P Py
P 1 = et P 2=
Lbase/ 2 Lbase/ 2
Dans le cas du traitement analogique des signaux, cette déformation
spectrale est inévitable et correspond a la fenétre de mesure ou fenétre
naturelle (fonction porte) et cela conduit a des parametres de déforma-
tion, mesurés sur la figure 7.10 ou calculés directement sur la fonction
sinc (cf. annexes) :
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Fenétre L A P, P,
naturelle 0,6 0,217 1,43 2,46

Par contre dans le cas d’un traitement numérique du signal (transfor-
mée de Fourier discrete), 1l est possible d’utiliser des fonctions-fenétres
gren(?) différentes de la fenétre naturelle /7(¢) permettant d’obtenir une
représentation spectrale meilleure au sens des parametres définis. En
effet les déformations spectrales obtenues sont directement liées au
spectre de la fenétre utilisée : fenétre naturelle = déformation de type
sinc. Il serait souhaitable que les déformations obtenues soient moins
importantes :

sin ¢ (x)

s

Pa-y

Figure 7.10- Caractérisation de la déformation du spectre due au
fenétrage.

— largeur a mi-hauteur du pic principal L la plus petite possible ;
—I’amplitude relative A du 1°" lobe secondaire la plus faible possible ;

— les positions Pj_; et P,_; des 2 premiers lobes secondaires les plus
€loignées possibles.

Cette fenétre g, () agit sur les échantillons s; pour obtenir de nou-
veaux €chantillons si, » avec les valeurs numériques de la fonction fe-
nétre discrétisée aux instants k7, : gfen(kTe) = Gfen k- SOIt :

Sk, f = Sk * Jfen,k

168



Copyright © 2017 Dunod.

(© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

7.5. Les fenétres de pondération

Dans le cas d’un signal périodique, le spectre sera donc un ensemble
de fonctions, transformées de Fourier de la fonction-fenétre g (1), cen-
trées sur les fréquences qui composent le signal.

De nombreuses études ont été réalisées afin d’obtenir des fenétres
temporelles gfn(f) minimisant la déformation (Smoothing Windows),
c’est-a-dire possédant un spectre plus proche des caractéristiques sou-
haitées. Ainsi, la premiere fenétre utilisée a €t€ la fenétre « triangulaire »
ou fenétre de Bartlett qui a pour équation :

Gien (D = A (1) pourlt] <7/2 et gen(®)=0 pourl]>7/2

Il est assez évident de calculer le spectre de cette fenétre en utilisant le
résultat obtenu dans le paragraphe 3.3.2 en calculant la fonction d’auto-
corrélation d’un signal porte :

2
A (1) = . [IT2 (2) * I (1)]
Donc la transformée de Fourier de la fonction A7(f) est donnée par :

t [sin(n(z/2) )]
A= E l 22 }

2
En utilisant cette fenétre triangulaire nous obtenons le spectre possédant
les caractéristiques suivantes :

Fenétre L A P, P
naturelle 0,6 0,217 1,43 2,46
triangulaire 0,89 0,047 2,86 5,92

Si les caractéristiques correspondant aux lobes secondaires sont ef-
fectivement améliorées, par contre la largeur du pic principal est aug-
menté. D’autres fenétres plus complexes dans leurs expressions mathé-
matiques et surtout dans le calcul du spectre sont utilisées en fonction de
leurs caractéristiques. Nous présentons ci-apres les principales fenétres
avec leur expression ge, () ; leurs caractéristiques et leurs domaines
d’utilisation sont indiqués dans le tableau 7.4. Soit :
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— fenétre naturelle ou porte (cas traité précédemment) :
Gten (1) = 11 (1)
— fenétre de Bartlett ou triangulaire (cas traité précédemment) :
gren (1) = A (1) pour |f| < 7/2

et  grn (1) =0 pourlt] > 7/2

— fenétre de Hanning :
Jten (1) = 0,5 - [1 = cos(2nt/7)]
— fenétre de Hamming :
Jien (1) = 0,54 =0, 46 - cos(2nt/T)
— fenétre de Blackman :
Jten (1) = 0,42 - 0,5 - cos(2nt/T) + 0, 08 - cos(4rt/T)
— fenétre de Blackman-Harris :
Jten (1) = 0,42323 — 0,49755 - cos(2nt/T) + 0,07922 - cos(4nt/T)

— fenétre de Blackman exacte :

1938 9240
18608 18608 T 18608

Jren (1) = - cos(4nt/T)
— fenétre exponentielle :

gren (1) = €*"  aveca = Ln(b)/r etbh : valeur finale
— fenétre a « toit plat» :

Jen (1) = 0, 2810639 — 0, 5208972 - cos(2rt/T) + 0, 1980399 - cos(4nt/7)
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Tableau 7.4 - Comparaisons des fenétres temporelles.

Fenétre L A P, P, Remarques
naturelle 06 |0217| 1,43 2,46 | référence
triangulaire 0,89 | 0,047 | 2,86 | 5,92 |picsecondaires faibles
et éloignés
Hanning 1 0,025 | 2,3 3,3 | lobes secondaires
faibles, fenétre trés
utilisée
Hamming 0,91 [0,0015| 2,4 3,6 | piccentral étroit, lobes
secondaires faibles
Blackman 1,2 |0,0015| 3,5 4,5 |lobes secondaires
faibles et éloignés
Blackman-Harris 1,2 |0,0004| 3,5 4,5 | lobes secondaires trés
faibles
Blackman exacte 1,15 | 0,0005| 3,5 4,4 | lobes secondaires trés
faibles
a « toit plat » 1,8 0,01 3,3 4,5 | résolution trés bonne

en amplitude

exponentielle (b/0;7) | 0,8 — — — | pic central trés étroit,
composante continue

Kaiser-Bessel (3 = 9) 1,2 |0,0005| 3,2 3,8 | lobes secondaires trés
faibles

— fenétre de Kaiser-Bessel :

Io (8- NT=TG=/2)//2)])
Iy (B)

et Ip(x) =J,(jx) :lafonction de Bessel modifiée d’ordre O (¢f. annexes)

Gren (1) = avec 2n < 3 < 3r

— fenétre de Parzen :

B A% A%

gien () =1-6-[=] +6-|— pour |1 < 1/2

T T
3

1

Gfen (f)=2'(l—u) pour 7/2 <|f| <1
T

Gfen (1) = 0 pour |f| > T
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— fenétre de Gauss (courbe de Gauss tronquée) :
Jten (N =€ 37 -TI.(f) pourlf| <72 etr=ko (ke[l,5])

Jren (1) =0 pour |t| > 7/2

Ces diftérentes fenétres réalisent toujours un compromis entre la lar-
geur du pic central et les caractéristiques des lobes secondaires (hau-
teur et position). Dans tous les cas, I’utilisation de fenétre numérique va
améliorer la lisibilité du spectre obtenu. Le choix de la fenétre la plus
adaptée a une application est trés difficile a réaliser. En pratique, il est
conseillé de commencer par utiliser la fenétre naturelle afin de ne pas
produire de lissage par une fenétre de pondération. Dans une deuxieme
étape, il est important de spécifier I’analyse spectrale recherchée : iden-
tification de deux fréquences tres proches ( élimination des lobes secon-
daires), comparaison des puissances respectives des pics de fréquences
( fenétres a faible déformation par lissage), résolution en fréquences et
en puissance, etc. Ensuite la meilleure méthode consiste a tester 1’effet
des différentes fenétres sur le spectre.

Ainsi cette possibilité est souvent offerte dans des appareils de me-
sure haut de gamme : oscilloscope numérique avec fonctions de traite-
ment du signal intégrées.

7.5.2 Transformée de Fourier a fenétre glissante

Considérons un signal s(r) pondéré par une fenétre temporelle de fonc-
tion réelle gg.n(1), centrée autour du temps « ; le signal résultant, para-
métré par a, peut s’écrire :

S (f) = S(f) * Yfen (f - Cl’)

Le spectre de ce signal, paramétré aussi par «, est obtenu a partir de
la transformée de Fourier selon la relation de base 2.13 :

+00 oo
Sﬂ,af (f) = f ST« (9)'e_j2]rf€'d9 = f § (9)'gfen (9 - Cl’)'e_jzﬁfg'dg

{ee] —00
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Cette transformée de Fourier, ou plus exactement cet ensemble de trans-
formées de Fourier, est appelé la transformée de Fourier & fenétre glis-
sante. Nous pouvons remarquer que cet ensemble de transformées de
Fourier, paramétrées par a, contient plus d’informations que nécessaire
pour reconstruire le signal initial non tronqué. Ainsi nous avons la rela-
tion :

s(r)sz St (f) - gren (t — @) - e df - da
N2

Dans le cas ou I’on considere une fenétre de pondération de type Gauss
(cf. paragraphe précédent), nous avons une transformée de Fourier a
fenétre glissante, dite transformée de Gabor :

+oo " _
Sia(f) = f §(6)- 2 enft . gg (7.15)

Remarque

les transformées de Fourier et de Gabor peuvent étre interpré-
tées comme une décomposition sur une base de fonctions sinu-
soidales pour la premiéere (décomposition en série de Fourier) et
sur une base de fonctions sinusoidales dont I'enveloppe est une
gaussienne centrée en a. L’avantage de la transformée de Gabor
sur celle de Fourier concerne les signaux de durée finie ayant
une répartition limitée en fréquence, le calcul de la transformée
de Fourier nécessitant dans ce cas un traitement numérique de
précision sur une durée longue (annulation des composantes fré-
quentielles élevées).

7.5.3 La transformeée en ondelettes
a) Principe de base de la transformée par ondelettes

Le but de ce paragraphe est simplement de donner les idées de base

de cette analyse par ondelettes, actuellement encore peu répandue. Le

principe de base est d’utiliser des fenétres de pondération de fonction

réelle gren,o5(f), qui sont centrée autour d’un temps « et liées par un

rapport d’homothétie de 5. Ainsi nous avons I’ensemble exprimé par :
I—«

1
Gren,a,p (1) = —= * Gfen (—) avecax e Ret>0
VB p
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La fonction génératrice gr.,(f) est appelée ondelette mere. La trans-
formée par ondelettes d’un signal s(f) aura donc pour expression de ces
coefficients :

+00
0, (0, ) = f $(0) - Grema (1) - i (7.16)

Ce calcul de la transformée par ondelettes peut étre vu comme une
« comparaison » du signal avec un signal de base (ondelette mere) dé-
calé temporellement et comprimé ou dilaté.

De la méme maniere que pour la transformée de Gabor, il est pos-
sible de reconstruire le signal initial en connaissant les coefficients de
la transformée par ondelettes. Soit I’expression de s(f) a une constante
pres :

1
s(t) = fjsﬁzﬁos (G’,ﬁ) * Yfen,a,B (1) - da - dg

La fonction ondelette-mere doit posséder les propriétées suivantes :

400 00 ‘ 2
\/f Q%en([)'dfz 1 et f % -df =k (avec k borné)

Différentes fonctions ondelettes qui respectent les propriétés
précédentes sont utilisées :
— ondelette de Morlet :

Gien () = €% - cos (5 - 1)
— ondelette de Haar :

Jten (1) = 1 pour0 <t < 1/2
gren ()= =1  pourl/2<t<l
Jren (1) =0 pour ¢ ¢ [0, 1]

— ondelette obtenue par dérivées de gaussiennes (exemple de la dérivée

seconde) :
2
t

2

Jfen (I) =

2 . o
w0
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b) Exemple de transformée par ondelettes

La mise en ceuvre numérique nécessite de restreindre les intervalles de
variation de et 8. Ainsi, nous avons la fonction-ondelette couramment
utilisée :

Jfen,m,n (t) = 2”1/2 ’ gfen(zm (t—n- 2—m)) avec m,n € N

En accroissant m, le temps est compressé et donc la fréquence centrale
et la largeur de bande sont dilatées. Le parametre m peut étre considéré
comme un facteur d’échelle et 27" comme un pas d’échantillonnage. Si
on considere Fy comme la fréquence centrale de la fenétre ggen m, (1),
celle-ci peut varier selon 27" Fy. Ainsi il est possible d’ajuster le facteur
d’échelle m pour déceler les différentes fréquences contenues dans le
signal.

Considérons un signal constitué de la succession de deux sinusoides
de périodes respectives T et T\)/2, limitées pour chacune a une période,
soit (cf. figure 7.11) :

s(1) = sin (ZJTF()I)-HTD/Q (t = To/2)+sin Qa(2Fo)t)-Ilry4 (t = (To + To/4)

kst

~
o N

Figure 7.11 - Exemple d’un signal simple de durée limite.

L

En utilisant la transformée de Fourier, le spectre de ce signal s’ex-
prime par la relation complexe suivante :

L To o\ el T
S(f)—jﬂ [cos(ﬂzf)ef PP

+ cos (JT@ f) e nfITot 2] S
4 2 - 4F?
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Cette représentation ne facilite pas la compréhension du spectre du
signal s(7). Considérons maintenant une analyse par ondelettes en utili-
sant comme fonction ondelette mére une seule période d’une sinusoide :

Gfen,mn (1) = 2% sin (zm(t - n2"”))
soit par exemple :

Jren1,0 (1) = V2sin(2r) avecTo=1/2 et 0<r<n
Jten,0,0 (1) = sin (1) avec Ty =1 et 0<r<2n

Le calcul de la transformée par condelettes consiste a calculer les coef-
ficients selon la relation 7.16 ou encore a comparer les différentes fonc-
tions ondelettes comprimées et décalées avec le signal ; 1l vient :

0, (m, n) = f " 50 - Gronmn (1) -

0;0,00=1 et 0;0,1)=0

et 0,(1,0)=0, 0O;(1,1)=0, O;(1,2)=1etO0;(1,3)=0

Il est possible de représenter cette transformée par ondelettes dans
un diagramme fréquence temps (cf. figure 7.12). Cette représentation
montre que la transformée par ondelettes indique non seulement le
contenu en fréquence mais aussi les instants d’existence de ces fré-
quences.

A foum
o [ | A I O R R I [ I
AR A R A A A A A A
4FO 1 : 1 1 : 1 : 1 ; 1 : 1 : 1 : 1 : 1
I | | | | | I |
| [ [ T T
| R
2Fo l l | ' 1 I
0.0 ! ro(12)
Fo- & | ! : fou'n

Figure 7.12 - Représentation d’une transformée par ondelettes.

Cette transformée par ondelettes est particulierement utile pour
I’analyse de signaux présentant des discontinuités (signal carré, si-
gnal avec des parasites impulsionnels). Cette transformée par ondelettes
s’applique a des problemes tres variés :
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une analyse dite multi-échelle : différents niveaux de parametrage des
fonctions ondelettes ;

une analyse avec suppression de tendance : annulation d’une valeur
moyenne en évolution en utilisant une analyse multi-échelle ;

une analyse avec suppression du bruit : choix des ondelettes-meres
en adéquation avec le type de signal a extraire du bruit.
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FILTRAGE
NUMERIQUE

8.1 INTRODUCTION

8.1.1 Filtrage numeérique : définition

On appelle « filtre numérique » un systeme utilisé pour modifier la dis-
tribution fréquentielle d’un signal numérique selon des spécifications
données. Un filtre numérique peut €tre vu comme un procédé de cal-
cul permettant de transformer un signal numérique d’entrée (séquence
de nombres) en un signal numérique de sortie (seconde séquence de
nombres) pour obtenir la modification voulue du signal. Le probléme du
filtrage numérique consiste donc a déterminer I’équation régissant cette
transformation des signaux numériques qui d’une part doit représenter
la réponse fréquentielle spécifiée et d’autre part peut étre effectivement
réalisée. La transformation peut étre implantée sous forme de logiciel
(algorithme) ou matériel (circuits électroniques).

Les filtres numériques sont, pour les signaux échantillonnés, les équi-
valents des filtres analogiques pour les signaux continus. En raison du
développement des circuits intégrés rapides, les filtres numériques de-
viennent plus intéressants que les filtres analogiques en apportant de
nombreux avantages : précision, fiabilité, stabilité, adaptabilité et faci-
lit¢ de commande.

De la méme maniere, le probleme consiste a réaliser un filtre don-
nant une réponse fréquentielle H( /) donnée (prédéfinie a 1’aide d’un
gabarit : plan de Bode, etc.), une réponse impulsionnelle /(f) fixée ou
éventuellement une réponse indicielle voulue.

Dans le cas général de ces filtres, la valeur de la sortie numérique
y(kT,) = y, al’instant kT, est fonction de I’entrée x(k7T,.) = x; au méme
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instant kT, des N entrées numériques précédentes x(i7,) = x; pour tout
i €{k—-1,...,k— N}etde plus des sorties numériques précédentes
y(iT,) = y; pourtout j e {k—1,...,k— N} (cf. figure 8.1) :

Yk = Fonction (-xk! KXie—19 Xk=23 v« s Xk=Ns Yk=1s Yk=2y - - - yk—N)

Les notions de filtrage numérique abordées concerneront principale-
ment des systemes linéaires invariants : la sortie d’un tel systeme est
liée a I’entrée par I’opération de convolution (cf. paragraphe 3.1). Cela
impose que la fonction générale précédente donnant les échantillons de
sortie y, soit une combinaison linéaire des éléments x; et y; :

N N
o= ) aixi— ) by (8.1)
i=0 j=1
Entrée Sortie
des échantillons des échantillons
Xk | 7
XA |—= Vi1
Xi-2— Filtre Y2
' numeérique ;
| |
Xi-N[— YN

Figure 8.1- Représentation schématique d’un filtre numérique.

Cette équation générale des filtres numériques est appelée équation
aux différences. A partir de cette expression, nous pouvons distinguer
deux grandes familles de filtres : les filtres non récursifs pour lesquels
tous les coefficients b; sont nuls et les filtres récursifs pour lesquels au
moins un coefficient b; est non nul ou encore définis comme des filtres
possédant une boucle de contre-réaction.
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Pour les filtres non récursifs, I’équation est donc limitée a :
N

Y= ) @i X (8.2)
i=0
Mais dans le cadre des systemes linéaires invariants, nous pouvons
utiliser I’équation de convolution discréte, établie au paragraphe 7.4.2,
qui est liée aux échantillons de la réponse impulsionnelle /4; :

+00
Yk = Z hi - X (8.3)

Cette équation de convolution amene a définir deux types de filtres
numériques : les filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF) ou filtres a
moyenne ajustée (MA) pour lesquels il sera possible d’utiliser I’équa-
tion 8.3 qui doit étre alors limitée au domaine d’existence de la réponse
impulsionnelle ; soit la forme :

N
Y= ) hie e (8.4)
i=0

Ainsi les filtres & réponse impulsionnelle finie pourront étre réalisés
directement a partir de filtres non récursifs. En effet I’équation 8.4 cor-
respond a I’équation 8.2 pour laquelle les coefficients a; sont les valeurs
échantillonnées h; de la réponse impulsionnelle A(r). Il est important de
noter que ces filtres peuvent aussi étre réalisés a partir de filtres récur-
sifs.

L’autre catégorie de filtres numériques sont dits a réponse impul-
sionnelle infinie (RII) ou filtres généraux (ARMA) pour lesquels la re-
lation 8.4 ne sera pas applicable et il sera nécessaire d’utiliser 1’équa-
tion générale 8.1. Il est possible de définir une catégorie particuliere
des filtres numériques a réponse impulsionnelle infinie, appelés filtres
autorégressifs (AR) pour lesquels nous avons la relation suivante (cas
particulier de la relation 8.1) :

N
Y = Xk—zbj'yk—j
i=1
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Enfin il ne faut pas oublier que, comme pour les filtres analogiques
et puisque nous disposons d’une transformée de Fourier discrete (TFD),
il est possible d’appliquer le produit dans I’espace des fréquences dis-
cretes apres une TFD et un retour dans I’espace des temps discrets par
une transformée de Fourier discrete inverse. Nous avons ainsi le méme
schéma que celui présenté au paragraphe 3.2 :

Temps Xk — convolution — Yk
par Ay
l T
Transformée Transformée
de Fourier de Fourier
discréte discrete

l T

Fréquence X — produit par — Yk

Hy

Ainsi la conception et la réalisation des filtres numériques doivent
étre abordées selon les trois aspects essentiels suivants :

— modele du filtre numérique : modele obtenu par analogie avec un
filtre analogique ou modele direct dans des cas spécifiques ;

— synthese du filtre numérique basée sur : I’équation aux différences
(cas général), I’équation de convolution pour les filtres a réponse im-
pulsionnelle finie ou la transformée de Fourier discrete ;

— réalisation du filtre numérique : algorithme ou composants électro-
niques numériques.

Nous allons introduire un autre outil permettant un traitement plus
facile des signaux discrets, en particulier dans le cadre des filtres nu-
mériques dont la synthése est basée sur I’utilisation de 1’équation aux
différences : la transformée en z.
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8.1.2 Transformée en z

Dans le cas des signaux analogiques, on dispose de transformées (trans-
formée de Fourier ou transformée de Laplace) permettant d’étudier et
de traiter les signaux dans des domaines plus aisés (respectivement plan
fréquentiel ou domaine de Laplace). Dans le cas des signaux discrets,
ces transformées sont tres limitées, en particulier pour les signaux pos-
sédant une infinité d’échantillons.

Pour cela, une transformée des signaux discrets a été introduite : la
transformée en z. Cette transformée en z, notée S(z), d’un signal s(r)
causal, échantillonné a la période T, s’exprime a 1’aide de la variable
complexe z selon la relation suivante :

S@= skT)-z5=) 5" (8.5)
k=0 k=0

L’origine de cette transformée en z s’explique en considérant le cal-
cul de la transformée de Laplace d’un signal échantillonné causal. Soit
le signal causal s(7) échantillonné a la fréquence F,, le signal échan-
tillonné s’exprime par :

+0co

se(0)= ) s(kT) - 61~ KT)

k=0

La transformée de Laplace S (p) de ce signal échantillonné causal
s¢(t), obtenue en remplagant j27 f par p dans la transformée de Fourier,
est:

+oo +oo [ +o0
S(p)=f Se(f)-e"’”-dr:f Zs(kTe)-fS(r—kTg) e dr
0 0 li=o
Etant donné les propriétés de ¢, il vient :
+oo
S(p)= ) s(kT)- e
k=0
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En effectuant le changement de variables z = e”’¢, nous retrouvons

la transformée en z du signal s(r) définie par la relation 8.5.

La propriété la plus importante de cette transformée est le retard tem-
porel. Connaissant la transformée en z S (z) d’un signal s(¢), on cherche
a obtenir la transformée en z du méme signal s(¢) retardé du temps mT, :
s(t —mT,). A partir de I’expression 8.5, 1l vient :

+0o

s()—S ()= ) sUkT)-*

k=0
et:

+00
s(t-mT,) = Z s(kT, —mT,)-77*
k=0

En posant k£’ = k—m et étant donné que le signal s(¢) est causal, nous
obtenons :

s(t—mT,) — Z s(K'T,)-z75 ™ = [Z s(K'T,) - z'k" 7" =8@-"

K'=—m k=0

Ainsi, « 77! » est appelé I’opérateur retard et fait correspondre a un

signal le méme signal retardé d’un échantillon.

8.1.3 Filtrage numérique simple :
lissage temporel

Avant d’étudier la mise en place de filtre numérique a partir des re-
lations 8.1 et 8.4, la capacité de calcul qu’offrent les systemes numé-
riques permet de réaliser des opérations numériques de filtrage linéaire
simple comme la moyenne temporelle glissante d’ordre N. Ce type de
traitement numérique va permettre de réaliser un « lissage » du signal
d’entrée conduisant par exemple a la suppression d’un bruit résiduel ou
a I’atténuation d’un bruit de type impulsif. Par contre ce type de traite-
ment peut modifier fortement le signal informatif. La plus courante de
ces techniques est donc la moyenne temporelle glissante d’ordre N qui
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s’exprime par :

Introduction

Nous pouvons remarquer que cette opération correspond a I’équation
aux différences 8.2 des filtres non récursifs pour laquelle les coefficients

a; sont tous égaux a 1/N.

L’utilisation de cette technique de lissage temporel sur un signal
de bruit blanc donne de bons résultats. Soit un bruit blanc uniforme
d’amplitude variant entre —1 et +1 avec une moyenne nulle et un écart
type de 0,6, I’amplitude du bruit peut étre diminuée jusqu’a un inter-
valle [-0, 6, +0, 6] avec un écart type de 0,18 dans le cas de 10 valeurs
moyennées (cf. figures 8.2 et 8.3). Plus le nombre N de valeurs moyen-
nées sera grand, meilleur sera le lissage ; par contre le signal informatif
est lul aussi moyenné et perd donc de 1'information. Pour illustrer ce
phénomene, prenons I’exemple de deux signaux classiques : échelon
unité u(t) et impulsion de largeur unité. Dans les deux cas, la transition
brusque du signal u(t) ou le pic de I'impulsion sont fortement atténués
par le lissage (cf. figures 8.4 et 8.5). Nous verrons a la fin du chapitre une
méthode permettant de conserver les transitions (technique de la valeur
médiane). En conclusion cette technique est efficace sur les signaux len-
tement variables par rapport aux bruits qui doivent tre éliminés (bruit

blanc, bruit de type impulsif, ...).

AO
0,6 {

04-t

02—

Figure 8.2 - Résultat sur I’écart type d’un traitement par lissage
temporel d’un bruit blanc uniforme en fonction du nombre N de

valeurs moyennées.
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4 Amplitude ) )
11 Amplitude maximale
051+
N
0 —+—+—+—+—F+—F—+—+—F—F—F——+—
1 5 10 15
-0,5+
-17 Amplitude minimale

Figure 8.3 - Résultat sur 'amplitude d’un traitement par lissage
temporel d’un bruit blanc uniforme en fonction du nombre N de
valeurs moyennées.

u(t) u(t) moyenné (N =5)

14— - - —o—a—t—0—0—0—2 1

I

I

05 05 i
t | t
0 —t—t—+—t—t+—t+—t+— 0 ¥ttt

0 Q

Figure 8.4 - Effet d’un traitement par lissage temporel sur un
signal « échelon unité ».

impulsion impulsion
1+ moyenné (N =15)

Figure 8.5 - Effet d’'un traitement par lissage temporel sur un
signal « impulsion unité ».

8.2 SYNTHESE DES FILTRES NUMERIQUES
A REPONSE IMPULSIONNELLE INFINIE

La conception et la réalisation des filtres numériques a réponse impul-

sionnelle infinie sont essentiellement basées sur la fonction de transfert
H(z) : gabarit de filtrage de type passe-bas, passe-haut, passe-bande ou
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coupe-bande. La premiere étape est donc I’obtention de cette fonction
de transfert a partir de 1I’équation aux différences.

8.2.1 Egquation aux différences

Nous considérons des filtres numériques lin€aires et invariants dans le
temps correspondant aux filtres analogiques décrits par des équations
différentielles a coefficients constants. Dans cette hypothese, les sys-
temes sont représentés par des équations aux différences de la forme
(cf. équation 8.1) :

N N N N
Y = Za,—-xk,i—z bj-yk,j ou Z b_,--yk,j = Z a;"Xp—i dvecl b() =1
=0 J=1 J=0 i=0

Cette équation aux différences est une équation linéaire a coeflicients
constants d’ordre N du filtre numérique. En appliquant la transformée
en z a I’équation générale précédente et soient Y(z) et X(z) les transfor-
mées en z de y; et x, il vient :

+o0

ZZb |72,

k=0

N N
soit : Y(z)- Z b- 77 =X(z)- Z a;- 7"
=0 i=0

Par analogie avec les filtres analogiques, un filtre numérique peut
étre caractérisé par sa fonction de transfert en z ou « transmittance » en

zH(z):
N .
Z a; - Zil
Y() _ o

X(z) i ,
J=0

San]e

i=0

H(z) =

(8.6)
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ou dans le cas d’un filtre non-récursif :

N

H@)= ) a3 (8.7)

i=0

Ensuite la question fondamentale a résoudre est comment obtenir
H(z) pour des caractéristiques bien définies (gain, phase, ... ) corres-
pondant par exemple a un filtre analogique défini par son équation dif-
férentielle ou par sa fonction de transfert H(p) : c’est le domaine tres
vaste de la synthese des filtres numériques. Les méthodes qui permettent
de déterminer une fonction de transfert H(p) répondant a des spécifica-
tions données de gain et de phase ou a des réponses impulsionnelles ou
indicielles sont bien connues dans le cas des filtres analogiques. Une
premiere approche a cette problématique est de réaliser une transposi-
tion du filtre analogique en filtre numérique.

8.2.2 Synthese des filtres numériques
par transformation de H(p) en H(z)

Le procédé le plus utilisé pour calculer la fonction de transfert d’un
filtre numérique, consiste a transposer la fonction de transfert H,(p)
de son homologue analogique du plan « p » dans le plan « z » par une
regle de transformation reliant p a z. Pour réaliser cette transformation
et déterminer la fonction de transfert H.(z) dans le plan z, il suffit de
définir une relation p = Fneion(2), d ol :

H,(z) = Hp (p = Fonction (2))

La relation exacte entre p et z est donnée par la définition méme de
la transformée en z vue dans le paragraphe précédent :

z=¢ePle

Soit : |
p=g Ln (2) (8.8)

e
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Dans le domaine étudi€ des filtres linéaires invariants, H,(p) se pré-
sente sous la forme d’un quotient de deux polyndmes en p. Mais si on
réalise la transformation de H,(p) en H,(z) en utilisant la relation 8.8,
la forme résultante de H.(z) ne sera pas un quotient de deux polyndmes
en z. Comme nous I’étudieront, cela conduit a des difficultés de réalisa-
tion. Aussi, il est nécessaire de rechercher une régle de transformation
qui permet de conserver la forme « quotient de deux polyndmes ».

De nombreuses méthodes ont été développées pour réaliser cette
transformation. Elles correspondent a différents types d’analogie dans le
sens ou une méthode va privilégier telle ou telle propriété : gain, réponse
impulsionnelle, réponse indicielle, etc. Ainsi, les principales méthodes
sont les suivantes :

— transformation standard ou méthode de 1’invariance impulsionnelle ;

méthode de I’invariance indicielle ;

transformation adaptée ;

transformation d’Euler ou équivalence de la dérivation ;

transformation homographique ou équivalence de 1'intégration.

Pour chacune de ces transformations, nous décrirons briévement la
méthode pour transformer H(p) en H(z), les conditions pour pouvoir
réaliser cette transformation et, enfin, les avantages et inconvénients de
cette méthode.

a) Transformation standard ou méthode de I'invariance
impulsionnelle

Par cette méthode on obtient un filtre numérique dont la réponse impul-
sionnelle est égale a la réponse impulsionnelle échantillonnée du filtre
analogique correspondant. En considérant la fonction de transfert H(p)
ou H( f) et la réponse impulsionnelle /(f) du filtre analogique, la ré-
ponse impulsionnelle, échantillonnée a la période T, s’exprime par :

he () =Te- ) h(kT,)- 5t~ kT,)
k=0
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Le coefficient T, correspond au fait que la réponse impulsionnelle
étant échantillonnée, la fonction de transfert est périodisée avec la fré-
quence F,. Soit la relation :

H.(f)=H(f)* Pgng (f) d'ou h.(1)=h(1)-[Te- Pgny (1)]

Par conséquent la transformée en z H,(z) de h,(t) est donnée par :
400
He(2) =T, ) h(kTo)-z™*
k=0

Prenons I’exemple d’un filtre passe-bas du premier ordre de fonction

de transfert suivante : @
i

H(p) =

La transformée de Laplace inverse nous donne la réponse impulsion-
nelle du filtre analogique (cf. annexes) :

h(f) =a; el

La transformée en z du filtre numérique de réponse impulsionnelle
h.(t), échantillonnée de h(r), s’écrit donc :

+o0
Ho (@) =T, ) lai-e?"]. ot
k=0

La somme sur k est une progression géométrique dont la limite per-
met d’obtenir finalement 1’expression de H.(z) :

a;
He@=Te T—opm

Ainsi la transformation a réaliser pour obtenir le filtre numérique a

partir du filtre analogique caractérisé par sa fonction de transfert H(p)

est :
1 1

_)Te.—
pP—pi 1 —erile . 771

(8.9)
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Si un filtre quelconque peut s’exprimer sous la forme de r filtres du
premier ordre en parallele, cette méthode consiste a réaliser dans H(p)
la transformation suivante :

H@—Z——neH@—ZT——i;T (8.10)
Di | —erile. 771
La transformation standard ou méthode de I’invariance impulsion-
nelle est caractérisée par :
— condition : la fréquence de coupure haute du filtre doit étre tres infé-
rieure a la fréquence de Shannon ;

— domaine d’application : ce type de synthese de filtre numérique s’ ap-
plique a des filtres passe-bas ou des filtres passe-bande ;

— inconvénient : le principal inconvénient réside dans le fait qu’il faille
réaliser la décomposition en éléments simples pour calculer 1’équa-
tion aux différences du filtre numérique.

b) Meéthode de I'invariance indicielle

Par cette méthode on obtient un filtre numérique dont la réponse indi-
cielle est égale a la réponse indicielle échantillonnée du filtre analogique
correspondant. La réponse indicielle s;,4(7) s’obtient en utilisant la rela-
tion suivante (cf. équation 3.12) :

Sind (1) = 1 (1) * u (1)

La fonction u(¢) est la fonction unité ou échelon d’Heaviside, précé-
demment étudiée, qui a pour transformée de Laplace 1/p. La transfor-
mée en z de cette fonction est trés simple a établir :

+00 oo
_ _ 1 Z
U(Z>=Z“(’<Te)'zk=zzk=1 e
=0 k=0 —2 Z

Les transformées de Laplace et en z de I’€équation donnant sipq(#) sont
respectivement :

H
Sm@bH@%W@=%?
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et:
S@=H@ U@ =H@ —

En considérant que [H(p)/p] peut étre mis sous la forme d’une
somme d’éléments simples du premier ordre, nous pouvons utiliser la
transformation précédente (cf. équation 8.9). Mais a cette expression
[H(p)/p] correspond [H(z)(z/1 — z)], par conséquent, nous considére-
rons la transformation suivante :

1 . z—l. T,
p— pi z 1 —epiT. .Z—l

(8.11)

Ainsi, pour un filtre quelconque s’exprimant sous la forme de r filtres

du premier ordre en parallele, nous avons la relation complete donnant
H(2):

S el AN &
H(p)zz(;ﬁ — H(Z)—lTe'TlZO:TTe.Z—I

3
(8.12)
La transformation par la méthode de I’invariance indicielle est carac-
térisée par :
— condition : la fréquence de coupure haute du filtre doit étre inférieure

a la fréquence de Shannon;

— domaine d’application : ce type de synthese de filtre numérique s’ ap-
plique a des filtres passe-bas ou des filtres passe-bande ;

— inconvénient : le principal inconvénient réside dans le fait qu’il faille
réaliser la décomposition en éléments simples pour calculer 1’équa-
tion aux différences du filtre numérique.

¢) Transformation adaptée

Par cette méthode, appelée aussi matched transform, on obtient un filtre
numérique dont les poles de la fonction de transfert ou transmittance
sont conservés. En considérant que H(p) est sous la forme d’un produit
d’éléments simples du premier ordre (filtre analogique ne présentant
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que des pdles), cette méthode consiste a réaliser dans H(p) la transfor-
mation identique a la précédente, c’est-a-dire celle de I’équation 8.9.
Pour un filtre quelconque s’exprimant sous la forme de r filtres du pre-
mier ordre en série, nous obtenons alors la relation compléte :

r a[ r a[
H(P)le)[ - — H(Z)=Te'1:)[m (8.13)

d) Transformation d’Euler ou équivalence
de la dérivation

Etant donné une équation différentielle reliant deux signaux x(z) et y(1),
la méthode, qui correspond a une démarche classique en analyse numé-
rique, consiste & donner une approximation de la dérivée d’une fonction
continue. Dans le cas de la transformation d’Euler, I’approximation réa-
lisée est la plus simple :

dx Xj — Xg—1
)= — — - —_—
y (1) m Yk T

Cette approximation correspond également a 1’approximation d’une
intégrale par la « méthode des rectangles » :

I
X(t)=jy(f)-dr — X = X1+ Te - Yk
0
La transformée de Laplace de 1’équation différentielle initiale est :

Y(p)=p-X(p) d’ou H(p)=p

La transformée en z de I’équation différentielle initiale discrétisée
est :

1 1 -z1
Y@= X©-X@-2'1= TZ X (2)
|
soit: H(z) = ! TZ
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Cette méthode consiste donc a réaliser dans H(p) la transformation
suivante :
1-771
T,

La transformation d’Euler ou par équivalence a la dérivation est ca-
ractérisée par :

p—)

(8.14)

— domaine d’application : ce type de synthese de filtre numérique s’ ap-
plique a des filtres analogiques simples ;

— inconvénient : le principal inconvénient est la distorsion des caracté-
ristiques en hautes fréquences.

e) Transformation homographique ou équivalence
de I'intégration

De la méme maniere que précédemment, cette méthode consiste a don-
ner une approximation de I’intégrale d’une fonction continue. Dans ce
cas, ’approximation réalisée est celle de la « méthode des trapezes » :

[
T
X(I)=fy(f)'dl‘ — xk:xk—l+?e'[yk+yk—l]
0

La transformée en z de 1’équation différentielle discrétisée est :
g, T -1
X2)=X@ -z +7-[Y(z)+Y(z)-z ]

: 2 [1-z7!
soit H(z) = — - g
T, [1+z71]
Soit aprés une transformation en z, cette méthode consiste donc a

réaliser dans H(p) la transposition suivante :

2 [1-z71
P e (8.15)

La transformation homographique ou par équivalence a I’intégration
ou encore appelée transformation bilinéaire est caractérisée par :
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— domaine d’application : ce type de synthese de filtre numérique s’ ap-
plique a des filtres dont la caractéristique fréquentielle est constante
dans des domaines de fréquences données ;

— avantage : le principal avantage de ce filtre est sa stabilité.

f) Exemples de synthéses de filtres numériques

Nous allons synthétiser deux filtres analogiques (filtre passe-bas du pre-
mier ordre et filtre passe-bas du deuxieme ordre — cf. paragraphe 3.2.2)
a l’aide des deux dernieres transformations étudiées (transformation par
équivalence a la dérivation et transformation par équivalence a I’intégra-
tion).

e Filtre passe-bas du premier ordre :

Soit la constante de temps du filtre (RC = 7), la représentation en trans-
formée de Laplace de la fonction de transfert H(p) d’un filtre passe-bas
du premier ordre est : |

=

Considérons le filtre numérique passe-bas obtenu par équivalence de
la dérivation. Etant donné une période d’échantillonnage de T,, nous
avons la relation de transformation 8.14 a appliquer. Nous obtenons
ainsi H(z) : |

1+ — —l-z’l
. T.

Le calcul de I’équation aux différences est alors immédiat, soit le
résultat suivant :

H(z) =

-
T, 1
Yk = T Ykl T T Yk
1+ — 1+ —
T, T,

Avec I’application numérique suivante : 7 = 1 ms (R = 1 KQ, C =
1 uF), et T, = 100 us, 1’équation aux différences a résoudre est :

Y = 0,9090909 - yi—1 + 0, 090909 - xx
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Il est primordial de déterminer d’une part les échantillons x; entrées
du filtre :

— réponse impulsionnelle : x; = 1, x; = 0 pour toutk > 1;
— réponse indicielle : x; = | pourtoutk > 1

et d’autre part les conditions initiales, c’est-a-dire yq, soit :
— yo = 1 (valeur estimée ou connue de la solution).

Considérons maintenant le méme filtre numérique passe-bas obtenu
par la méthode de I’équivalence a I’intégration. Nous avons la relation
de transformation 8.15 a appliquer et nous obtenons ainsi H(z) :

|

(1+£)+(1—E)-z"
T, T,

Le calcul de I’équation aux différences est alors immédiat et donne
le résultat suivant :

H(z) =

1 21
Yk = 7 ?—1 “Yp—1 + X + X1
1+ — ¢
T,

Avec la méme application numérique que précédemment : 7 = 1 ms
(R=1KQ,C =1uF),etT, = 100 us, I’équation aux différences a
résoudre est :

yr = 0,904761 - yp—y +0,047619 - (x + x3—1)
Il est primordial de déterminer d’une part les échantillons x; d’en-
trées du filtre :
— réponse impulsionnelle : x; = 1, x; = 0 pour tout k > 1;
— réponse indicielle : x; = 1 pourtoutk > 1;
et d’autre part les conditions initiales, c’est-a-dire yq, et x; soit :

— xo = 0 (signal causal) ;
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— yo = 1 (valeur estimée ou connue de la solution).

Les figures 8.6 et 8.7 représentent les résultats obtenus pour les deux
filtres numériques en comparaison des réponses théoriques pour respec-
tivement la réponse impulsionnelle et la réponse indicielle.

hit)

19 équivalence
a l'intégration

équivalence

0,75 a la dérivation
courbe théorique
0,5 1+
0,25 +—

| — femps
2 4 6 8 10

Figure 8.6 - Réponses impulsionnelles de deux filtres numériques
passe-bas du premier ordre : filtre numeérique synthétise par
equivalence de la dérivation et par equivalence de I'intégration.
Comparaison avec la réeponse théorique.

D’une fagon générale, ces résultats montrent que les deux filtres nu-
mériques ont une réponse quasiment identique a celle du filtre analo-
gique. D’une facon plus détaillée, nous pouvons remarquer que la syn-
theése du filtre numérique avec I’équivalence a la dérivation a un compor-
tement initial meilleur, mais ensuite converge moins vite vers la réponse
du filtre analogique théorique.
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équivalence
0.75 - a l'intégration

équivalence
a la dérivation

0,5+

0,25 -—/

courbe théorique

. temps
| -

2 4 6 8 10

Figure 8.7 - Réponses indicielles de deux filtres numériques
passe-bas du premier ordre : filtre numeérique synthétisé par
équivalence de la dérivation et par équivalence de I'intégration.
Comparaison avec la réponse théorique.

Remarque

il est nécessaire de réaliser un calcul numérique précis des coef-
ficients de I’équation aux différences pour obtenir des résultats
corrects au niveau de la synthése par programme (cf. paragraphe
suivant).

e Filtre passe-bas du deuxieme ordre :

En considérant une fréquence propre Fo(wy = 2nF) et un coefficient
d’amortissement m, la représentation de la fonction de transfert H(p)
d’un filtre passe-bas du deuxi¢me ordre est :

2
0

2
wy+2-wy-m-p+ p?

w

H(p) =

Considérons le filtre numérique passe-bas du deuxieme ordre obtenu
par équivalence de la dérivation. Etant donné une période d’échantillon-
nage de T,, nous avons la relation de transformation 8.14 & appliquer.
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Nous obtenons ainsi la transmittance en z suivante :
22
wy T

H(z) =
@ (1 +2womT, + WiT?) =2 - (1 + womT,) - 27! + 272

A partir de cette transmittance en z, le calcul de I’équation aux diffé-
rences donne le résultat suivant :

Y = b1 - yx—1 + b2 - yr—a + ap - xi

avec les valeurs des coefficients :
2- (1 + wymT,)

by =
YT+ 2wemT, + W2T?
-1
bz - 3
1+ 2womT, + w;T?
et: S
wy T,
apg =

1 + 2womT, + ngez

Avec I’application numérique suivante 7, = 2 ms (F, = 500 Hz),

Fo=50Hzetm =0, 1; les coefficients de I’équation aux différences a
résoudre sont :

by =1,39805 by =-0,65770 et ap=0,25965

Les échantillons x; d’entrées du filtre et les conditions initiales sont
les suivantes :
— réponse impulsionnelle : x; = 1, x; = 0 pour toutk > 1;
— 1Yo = y—1 = 1 (valeur estimée ou connue de la solution).

Considérons le filtre numérique passe-bas du deuxieéme ordre obtenu
par équivalence de I’intégration. Etant donné une période d’échantillon-
nage de T,, nous avons la relation de transformation 8.15 a appliquer.
Nous obtenons ainsi la transmittance en z suivante :

wy-T7-(1+277'+27%)

H(z) =
@ (4 +dwomT, + WiT2) =2 - (4 — W2T?) - 77" + (4 — dwomT, + W3T?) - 272
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A partir de cette transmittance en z, le calcul de Iéquation aux diffé-
rences donne le résultat suivant :

Y = b1 Ykt + b -ypa +ao - X+ ay - Xg—1 + az - Xg—

avec les valeurs des coefficients :

2-(4-wiT?)

bl - )
4 + 4womT, + w,T;
272
) 4 —4womT, + wyT;
2= -
4 + 4womT, + wiT?
wiT?
apg =dy = — )
4 +4womT, + wyT;
et ay =2-ay

Avec la méme application numérique suivante 7, = 2 ms (F, =
500 Hz), Fp = 50 Hzet m = 0, 1 ; les coefficients de I’équation aux
différences a résoudre sont :

by =1,55193 b, = -0,89181
et ag=ar =0,084971 a; =0, 169942
Les échantillons x; d’entrées du filtre et les conditions initiales sont
les suivantes :

— réponse impulsionnelle : x; = 1, x; = 0 pour toutk > 1;
— X9 = x-1 = 0 (signal causal);
— yo = y—1 = 1 (valeur estimée ou connue de la solution).

La figure 8.8 présente les résultats obtenus pour les deux filtres nu-
mériques en comparaison de la réponse théorique pour la réponse im-
pulsionnelle.

Les résultats obtenus pour ces deux synthéses d’un filtre passe-bas du
deuxiéme ordre montrent clairement la plus grande efficacité de I’équi-
valence de I'intégration par rapport a I’équivalence de la dérivation. Ce
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A h(t) équivalence
14- a l'intégration
équivalence
a la dérivation
courbe théorique
0,5+ /
5 t
L]
d U 100
-0,5 4

-1+

Figure 8.8 - Réponses impulsionnelles de deux filtres numériques
passe-bas du deuxiéme ordre : filtre numérique synthétisé par
equivalence de la dérivation et par équivalence de I'intégration.
Comparaison avec la réponse théorique.

résultat s’explique par le fait que le filtre du deuxieme ordre €tant basé
sur une équation aux dérivées partielles du deuxieéme ordre comme son
nom I’indique, il est relativement difficile de le synthétiser par une ap-
proximation du premier ordre (cas de I’équivalence a la dérivation).

8.3 SYNTHESE DES FILTRES NUMERIQUES
A REPONSE IMPULSIONNELLE FINIE

La convolution intervient dans tous les systemes de filtrage linéaire
et consiste en la modification du signal d’entrée par la caractéristique
temporelle du systeme ou réponse impulsionnelle. Le filtre analogique,
étant défini par sa fonction de transfert H(p) et sa réponse impulsion-
nelle A(r), le signal de sortie y(t) du filtre soumis au signal d’entrée x(1)
est donné par la relation connue : y (r) = x(¢) = h (1) .

Dans le cas de filtre a réponse impulsionnelle finie, le filtrage numé-
rique par convolution correspond a une sommation pondérée des valeurs
du signal d’entrée x(kT,) = x; par la suite des coefficients de la réponse
impulsionnelle discrete hA(kT,) = h; du filtre selon la relation 8.4. La
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réponse impulsionnelle ayant une durée finie, le nombre d’échantillons
est limité. Soit N le nombre de valeurs de /; connues :

N-1 N-1
o= ) hi Xy = ) X hi (8.16)
i=0 i=0

Dans beaucoup de réalisations de filtre numérique, le point de départ
est la réponse fréquentielle du filtre H( f) donnée par un gabarit. Partant
de cette réponse fréquentielle discrétisée H,( f), il est aisé d’obtenir
la réponse impulsionnelle discrétisée h,.(f) par transformée de Fourier
discrete. La discrétisation de la réponse impulsionnelle a conduit a la
périodisation du spectre comme nous I’avons vu dans le chapitre 6, soit :

He(f)= ) H(f-kF,)

d’ou la forme de h,(1), calculée sur N points, pour conserver la réponse
fréquentielle :

Nj2-1 Nj2-1
he)=Te ) hi-6(=kT)= 3 (Te-h) -8t ~kTe)
—=N/2 =N/2
N/j2-1
= > -6t —kT.)
—-N/2

Ainsi les échantillons de la réponse impulsionnelle A.(r) sont ;.
Dans le cas ot la réponse impulsionnelle obtenue n’est pas causale, il
est possible de retarder cette réponse impulsionnelle de N/2 points pour
rendre le filtre causal.

N-1
he ()= ) h - 86— KT.)
k=0

Prenons 1’exemple d’un filtre passe-bas du premier ordre de fré-
quence de coupure F., correspondant a une constante de temps 7
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(= 1/(2nF.)). La réponse impulsionnelle, calculée dans le paragraphe
3.2.2, s’exprime a partir des €chantillons suivants :
P

h:—-e'r
k T

La réponse impulsionnelle est causale, mais pas finie. Aussi nous
considérerons uniquement un intervalle pour lequel la fonction précé-
dente est supérieure ou égale a 5% de la valeur maximale. Prenons
I’exemple numérique suivant :

T=0,5ms (F.=320KH2z), T, =0,1ms

Le nombre d’échantillons de la réponse impulsionnelle est alors li-
mité a 20, correspondant au temps 2 ms. Ainsi nous avons :

h,| 02 |0,164|0,134 | 0,11 0,09 | 0,074 | 0,06 | 0,049 | 0,04 | 0,033

h, | 0,027 | 0,022 | 0,018 | 0,015 | 0,012 | 0,01 | 0,008 | 0,007 | 0,005 | 0,004

En considérant une sollicitation de type impulsion de durée 2 - T,
le résultat, obtenu par la relation 8.16 et représenté sur la figure 8.9,
montre la bonne qualité de ce filtre numérique pour synthétiser ce filtre
passe-bas tres simple. Le décalage en amplitude entre la courbe de ré-
ponse théorique et la courbe calculée avec le filtre numérique est di au
premier pas de calcul et a la valeur initiale de la réponse impulsionnelle
discrétisée (= T,./7). Un pas d’échantillonnage T, plus petit par rapport
a la constante de temps 7 diminuerait fortement ce décalage.

8.4 REALISATION DES FILTRES NUMERIQUES

A partir de I’expression de la transmittance en z du filtre numérique ou
de I’équation de convolution, il faut concevoir I’ algorithme du calcul ou
la structure matérielle permettant de réaliser ce filtre.
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Figure 8.9 - Réponses d’un filtre numérique passe-bas du premier
ordre synthétisé par I’équation de convolution.

La réalisation des filtres numériques peut étre faite en utilisant les
trois éléments de base (matériel ou logiciel) suivants :

— additionneur, { symbolisé par X } ;

— multiplieur, { symbolisé par X };

— retard de T, : échantillon k par rapport a k — 1, { symbolisé par T }.
Cette opération sera réalisée matériellement par des registres a déca-
lage.

8.4.1 Filtres numeériques synthétisés par H(z)

A partir de la fonction de transfert H(z), obtenue selon les différentes
transformations possibles, diverses structures peuvent étre utilisées :
structure directe (implémentation de 1’équation aux différences), struc-
ture canonique (structure directe avec minimisation des composants) et
structure en éléments simples.

a) Structure directe

Cette structure est 1’application directe des expressions de la transmit-
tance H(z). Dans le cas d’un filtre non-récursif, une des structures pos-
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sibles est celle représentée sur le schéma de la figure 8.10 qui traduit
I’équation 8.2.

De méme, la traduction directe de I’expression de H(z) pour un filtre
récursif donne le schéma de la figure 8.11 qui traduit I’équation géné-
rale 8.1.

Entrée

des écr:\(ntillons T XA T o T | XN
0 0 0

— Sortie
I Z des échantillons
Yk

Figure 8.10 - Structure directe d’un filtre numérique non-récursif.

b) Structure canonique
Cette forme permet de minimiser le nombre d’éléments utilisés dans la
réalisation du filtre. L’équation générale peut s’écrire sous la forme :

Y2)=H@ -X@=W(©@- V(2

N
j X
avec W(z) = Z aj-z ' systeme non récursifet V (z) = i

N
=0 .
J b[ .z i
-0

i
L’expression de Y(z) est donc :

N
Y@ =) a7 V(@)
=0

En prenant la transformée en z inverse, on obtient I’expression de yy
en fonction de la valeur intermédiaire v; qui est utilisée pour construire
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Entrée
des échantillons X1

T
Xk

S0 0 0

Xk-2 | Xk-N

| Vi1 Yie-2 YN
T —————— 1T

Yk

E —

~® b@f {’E A
-2 échantillons

_—_— ¥

Figure 8.11 - Structure directe d’un filtre numérique récursif.

la structure de ce filtre (¢f. figure 8.12) :

N
Yk = Zaj'vk—j

Jj=0

Le résultat montre qu’une seule structure retard est nécessaire pour
la réalisation de ce filtre numérique.

c) Structure en composants simples

Il est possible d’exprimer H(z) a partir d’éléments de base ou de com-
posants simples du premier ou du second ordre H;(z) :

— premier ordre :

a;
H;(z) = W
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Vi Vik—1 Vik—2 Vi—N
)Y T AT - T
Xk
—_—
Entrée
des — o — —
échantillons a0 ai as ay

Sortie

des

- échantillons
. = —— E —
Yk

Figure 8.12 - Structure canonique d’un filtre numérique récursif.

— second ordre :

Qi - 771+ (7]

H; (7)) =
@ Bin -2+ B -z + Ba

Ces deux éléments simples peuvent facilement se traduire en struc-
ture directe ou canonique. Pour une fonction de transfert quelconque,
il suffit de I’exprimer en fonction de ces éléments de base pour réaliser
ensuite une composition « produit » ou « somme » de ces éléments.

La fonction de transfert H(z) peut s’écrire sous deux formes :

H(z) = K, + Z H; (z) somme de composants simples

i=1

H() =K, - rl H;(z) produit de composants simples
i=1

Dans le cas d’une écriture sous la forme « somme », nous obtenons
une structure parallele (¢f. figure 8.13) et dans le cas d’une formulation
« produit », nous obtenons une structure série ou dite en cascade (cf-
figure 8.14). Comme nous I’avons vu dans le domaine analogique, cette
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®

N

composant

Sortie
des
)

composant échantillons
Xk Ho

Entrée
des
échantillons -

Yk

_| composant
Hr

Figure 8.13 - Structure paralléle a partir d’éléments de base du
premier ou du second ordre.

Entrée Sortie
et Key _ des
échantillons fi\ composant composant L. composant | échantillons

Xk N/ H Ho> H, )7

Figure 8.14 - Structure série ou en cascade a partir d’éléments de
base du premier ou du second ordre.

adjonction de composants de base n’est réalisable, aussi directement,
uniquement parce que nous sommes dans le domaine numérique ou il
n’y a pas de probleme d’adaptation d’impédance.

8.4.2 Filtres numériques basés sur la convolution

Pour réaliser ces filtres a convolution, les coefficients du filtre, qui sont
représentés par les N valeurs de la réponse impulsionnelle discrétisée,
sont des constantes dans 1’algorithme de calcul ou stockés en mémoire
(EPROM) dans le cas d’une réalisation matérielle du filtre. Dans ce der-
nier cas, deux structures peuvent étre adoptées :

— structure directe (cf. figure 8.15) ;

— structure transposée (cf. figure 8.16).
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Entrée

des échantillons Xik—1 Xk-2 Xk-N
T T - T
Xk
ho h4 ho hn-1

Sortie
I e— Z des échantillons
Yk

Figure 8.15 - Structure directe d’un filtre a convolution.

Sortie

’_‘ T @ T @ des échantillons
ho

p A he
Entrée
des échantillons

Xk

Figure 8.16 - Structure transposée d’un filtre a convolution.

8.5 TECHNIQUES AVANCEES DE FILTRAGE
NUMERIQUE

Le domaine du filtrage numérique est trés vaste car il repose unique-
ment sur les capacités de calcul des systemes informatiques. Lorsque
les possibilités des filtres classiques, vus précédemment, ne sont pas
suffisantes pour un probléme donné, il existe des extensions possibles
du « filtrage numérique ».

8.5.1 «Filtres » numeriques non lineaires :
valeur médiane

Les filtres numériques classiques linéaires ont pour fonction de base
d’éliminer certaines composantes fréquentielles qui génent I’ interpréta-
tion du signal informatif. Pour cela 1l est nécessaire que les fréquences
a éliminer se situent dans une zone de fréquences hors de la zone occu-
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pée par le signal utile. Pour répondre a cette limitation, il est possible
de mettre en place des traitements non linéaires, appelés abusivement
« filtres » numériques non linéaires.

Un de ces traitements non linéaires est le filtre de la valeur médiane.
Etant donné 2N + 1 échantillons Xk, la valeur médiane xpq 4 de cet en-
semble est I’échantillon qui se trouve au milieu de 1I’ensemble ordonné
selon un ordre croissant :

ordre croissant , ,
Xy Xk—1y+ ooy XN} ——— {xkf, Xjr—1y -y Xkr—2N5 AVECX; < X; }

i+1

d’ ol Xmed k = Xk—N

Ce type de filtre numérique non linéaire permet de conserver les tran-
sitions rapides mais maintenues d’un signal et d’éliminer complétement
des transitions de type impulsion courte. Si nous reprenons les exemples
du paragraphe 8.1.3 « lissage temporel », ils mettent parfaitement en
évidence cette caractéristique du filtre de la valeur médiane : le signal
« échelon unité » est conservé sans modification et I’impulsion de durée
unité est éliminée (cf. figure 8.17). De facon plus générale, le calcul de
la valeur médiane s’effectuant sur 2N+1 échantillons, cette technique
permettra de sauvegarder toutes transitions rapides suivies par un pla-
teau dont la durée est supérieure ou égale a N - T, (T, : période des
échantillons). Dans le cas contraire cette transition sera éliminée.

u(t) o impulsion
avec filtre de la valeur médiane avec filtre de la valeur médiane
14+ - --¢—0—0—0—0—0—0—0 14—---1

— impulsion initiale

051+ 0,5

Figure 8.17 - Effet d’un filtre numérique non linéaire de la valeur
meédiane sur un signal « echelon unité » et sur une impulsion de
durée unité.
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8.5.2 Filtres numériques multicadence

Les systemes étudi€s jusqu’a présent ne mettaient en ceuvre qu’une
seule fréquence ou cadence d’échantillonnage 1/7,. Il est possible de
trouver certaines applications ou le signal d’entrée du filtre et le si-
gnal de sortie ne fonctionnent pas a la méme cadence (systeme mul-
ticadence). Considérons deux exemples :

— filtrage passe-bas : le signal de sortie aura par définition méme du trai-
tement effectué une fréquence plus basse et donc pourra étre échan-
tillonné a une cadence plus faible ;

— modulation : le signal de sortie qui sera ’onde porteuse du signal
informatif va avoir une fréquence plus élevée que le signal informatif
d’entrée (cf. chapitre 4).

Dans les deux cas, on cherchera a adapter le filtre a la cadence la
plus petite afin de minimiser les temps de calcul. Dans le cas ou il sera
réalisé une réduction de la fréquence d’échantillonnage, I’opération est
appelée « décimation » et dans le cas ol une augmentation de la fré-
quence d’échantillonnage sera réalisée, I’opération est appelée « inter-
polation ».

Les opérations de décimation (enlever un échantillon sur n échan-
tillons) ou d’interpolation (rajouter n échantillons entre 2 échantillons)
vont conduire a des déformations spectrales. Nous avons vu en particu-
lier le cas de I’interpolation dans I’exemple de reproduction des signaux
sonores des lecteur de CD-audio traité dans le paragraphe 6.3.6.

Considérons I’exemple inverse de la décimation. Soit un signal x;(¢)
échantillonné a la fréquence T, et le signal de sortie y,(f) dont nous
voulons diminuer la fréquence d’échantillonnage jusqu’a 7., (avec
T = T.1/4). Cette opération ne sera possible que si le spectre du signal
initial est limité a priori ou par une opération de filtrage a la fréquence
1/2T .7, 1.e. a la fréquence 1/8T,,. En effet la décimation est équivalente
a une opération d’échantillonnage et, si le spectre du signal a échan-
tillonner a cette nouvelle cadence T,; n’a pas son spectre limité a la
fréquence 1/2T,,, le phénomene de repliement va se produire.
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LES CHAINES
D’ACQUISITION
DE DONNEES

9.1 GENERALITES

9.1.1 Introduction

Apres avoir étudié les principales techniques de traitement du signal
qu’il était possible de mettre en ceuvre, nous allons nous intéresser a la
mise en place d’une application d’acquisition, de traitement et de resti-
tution de données. Les ordinateurs sont actuellement des plates-formes
privilégiées pour ce type d’applications. Ils offrent en effet une tres
grande variété d’outils logiciels pour le développement des programmes
d’acquisition et de traitement des données. Ces outils disposent en gé-
néral de générateur d’interface utilisateur graphique et interactive (i.e.
LabVIEW™ de National Instruments'). De plus I’ouverture de ces lo-
giciels vers d’autres applications telles que la gestion des bases de don-
nées ou la communication est également un point fort.

Le point le plus délicat dans la réalisation de telles applications est le
choix de la solution matérielle complete et sa mise en ceuvre. Le maté-
riel le plus répandu consiste en des cartes d’entrées/sorties numériques
et/ou analogiques qui viennent s’ insérer dans le bus d’extension de 1’or-
dinateur. Le choix de ces cartes, point déterminant de 1’application, fait
apparaitre de nombreux critéres (nombre de voies d’entrées/sorties, fré-
quence maximale d’acquisition, précision, etc.) dont la détermination
n’est pas toujours aisée et est souvent I’objet de compromis. D’ autres
solutions sont aussi possibles suivant les cas : interconnexion avec un ou

1. LabVIEW : programmation et application — DUNOD 2015
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plusieurs appareils de mesure par une liaison de type série ou parallele,
liaison avec un chassis déporté d’acquisition de données, etc.

La réponse a toutes ces questions passe d’une part par la connais-
sance des principaux composants fonctionnels constituant ces chaines
d’acquisitions de données et d’autre part par le suivi d’une démarche
stricte et compléte de détermination des différents éléments.

En résumé, la mise en place technique se compose donc des quatre
éléments suivants :

— Les capteurs et les actionneurs pour transformer les grandeurs ou phé-
nomenes physiques a mesurer et a contrdler en signaux électriques :
thermocouple (température), vanne (débit), etc. ;

Le cablage et le conditionnement des signaux ;

Le matériel d’acquisition et de restitution de données ;
— Les techniques de traitement des données (logiciel et/ou matériel).

Le premier élément (capteurs et actionneurs) concerne le domaine de la
physique. Ce point, qui est succinctement décrit dans la suite de ce cha-
pitre, est généralement bien maitrisé par le concepteur. Le dernier point
(traitement des signaux) ayant été traité dans les précédents chapitres,
nous allons décrire essentiellement les deux autres points et, en particu-
lier, les composants entrant dans la réalisation des cartes d’acquisition
et de restitution de données.

En résumé, de facon plus globale, la mise en place d’une application
d’acquisition de données doit obligatoirement suivre plusieurs étapes :

— Identification et caractérisation des signaux d’entrées/sorties ;

— Sélection du matériel d’acquisition et de restitution de données, avec
une partie conditionnement de signaux si nécessaire ;

— Réalisation du logiciel de I’application.

9.1.2 Les types de signaux d’entrées/sorties

La méthode de traitement numérique pour le contréle de processus né-
cessite de présenter les informations a 1’ordinateur sous forme numé-
rique et en retour, a la sortie de celui-ci, on dispose de I’information
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sous cette méme forme numérique. Les capteurs et les actionneurs utili-
sés peuvent toutefois donner ou accepter I’image électrique d’une gran-
deur physique sous deux formes : la forme numérique et la forme
analogique. Dans le premier cas, le signal électrique ne peut prendre
que deux états électriques (signal dit tout ou rien) dont chacun a une
signification particuliere. Les interfaces entre ces capteurs ou action-
neurs et le calculateur sont généralement simples puisque le codage de
I’information est déja réalisé sous une forme numérique (binaire).

Dans le deuxieme cas, le signal électrique est continliment variable et
représente la valeur réelle du phénomene physique avec un retard plus
ou moins grand. La sortie du capteur ou I’entrée de I’actionneur sont une
fonction de la grandeur physique, loi de variation en général non linéaire
et étroitement liée au transducteur ou au récepteur (cf. figure 9.1).

b

\ Signal électrique

{Fourni par un capteur (cellule photoélectrique)
Recgu par un actionneur(gradateur a triac)

~

~
Eclairement d’'une lampe

Figure 9.1- Exemple de signal électrique analogique fourni par un

capteur ou recu par un actionneur pour le controle de I’éclairement
d’une lampe.

Les interfaces associées a ce type de signaux électriques vont né-
cessiter en particulier une conversion analogique-numérique (CAN)
pour un capteur et une conversion numeérique-analogique (CNA) pour
un actionneur, correspondant a une quantification du signal électrique
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(opération conduisant a remplacer la valeur exacte du signal analogique
par une valeur approchée choisie parmi un nombre limité de valeurs).
Le matériel-interface entre le processus industriel et I’ordinateur sera
donc composé d’une facon générale de tout ou partie des organes sui-
vants (cf. figure 9.2) :
— Organes d’entrées :
e Interfaces d’entrées numériques pour les capteurs fournissant des

signaux tout ou rien;

e Interfaces d’entrées analogiques avec un convertisseur analo-
gique/numérique (CAN) pour les capteurs fournissant des signaux
électriques continliment variables.

Interface N
CAN dentrées |eg——
analogigues
Capteurs
) Interfaces d'entrées
Systéme . — - -
de numerigues y
traitement
numerigue Interfaces de sorties N
ey — -
( calculateur ) numerigues
Actionneurs
Interface
e de sorties | CNA  |—pm
analogiques /
Organe de dialogue
(utilisateur)

Figure 9.2 - Constitution typique d’une interface industrielle.
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— Organes de sorties :

e Interfaces de sorties numériques pour les actionneurs fonctionnant
avec des signaux tout ou rien;

e Interfaces de sorties analogiques avec convertisseur numérique-
analogique (CNA) pour les actionneurs acceptant des signaux élec-
triques continiment variables.

9.1.3 Codage de l'information au niveau
d’un ordinateur

Les circuits électroniques, constituant les ordinateurs, fonctionnent avec
les niveaux suivants :

— Etat haut — état logique 1 — signal électrique +5 V (signal électrique
compris entre 2,4 Vet 5 V en entrée et entre 2 V et 5 V en sortie) ;

— Etat bas — état logique 0 — signal électrique 0 V (signal électrique
compris entre 0 V et 0,4 V en entrée et entre 0 V et 0,8 V en sortie).

Par conséquent, les interfaces d’entrées/sorties numériques doivent
adapter les signaux extérieurs du type tout ou rien a ces niveaux de
tension acceptable pour les circuits électroniques des calculateurs. Ces
informations, de type tout ou rien, sont codées sur un état logique : un
bit.

Pour les signaux électriques analogiques, il est nécessaire de réali-
ser un codage binaire de la valeur. Les calculateurs travaillant sur des
signaux logiques en parallele (8 signaux ou 8 bits-octet, 16 signaux ou
16 bits-mot ou encore 32 bits), le codage réalisera une correspondance
entre I’amplitude d’une tension électrique et un nombre binaire, c’est le
role des convertisseurs CAN ou I'inverse avec les convertisseurs CNA.

Il existe trois principaux types de codage correspondant a des com-

posants spécifiques qui peuvent modifier le traitement des données dans
la suite.
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a) Codage binaire simple (code naturel)

Un nombre décimal N codé en binaire sur k chiffres (ag a a;—;) s écrit
sous la forme suivante :

N=a0-20+a1-21+...+ak,1-Zkfl

Pour un codage sur 8 bits, le nombre décimale N est compris entre
0 et 255. Ce codage binaire simple ne permet que de représenter des
nombres positifs.

b) Codage complément a 2 (complément vrai)

Pour coder des nombres positifs ou négatifs, on utilise le codage binaire
complément a 2. Le nombre binaire négatif s’obtient a partir du nombre
binaire positif, codé en binaire simple, en inversant les bits O« 1 (com-
plément restreint ou complément a 1) et en augmentant le résultat de 1.
Le premier chiffre du nombre binaire caractérise le signe du nombre :
0 pour positif et 1 pour négatif. Ce codage a I’avantage d’étre simple
pour le traitement des opérations arithmétiques puisqu’il ne nécessite
pas de traitement particulier pour le bit de signe. En effet, la somme
d’un nombre et de son complément a 2 donne bien un résultat nul.

¢) Codage binaire codé décimal (BCD)

Le nombre décimal est codé en considérant chaque chiffre du nombre et
en donnant sa représentation sur 4 bits (0 a 9). Ce codage binaire codé
décimal conduit a des nombres binaires plus longs puisque toutes les
combinaisons binaires ne sont pas utilisées. En revanche, ce codage est
trés utile lors de la sortie des informations sur des afficheurs, 1'informa-
tion étant disponible directement sous forme décimale.

9.2 CAPTEURS ET ACTIONNEURS

9.2.1 Introduction

Les capteurs et les actionneurs, qui se situent en début et en fin de
la chaine de contréle industriel, sont primordiaux en ce sens que, si
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le choix n’est pas adapté, le reste du traitement ne pourra pas retrou-
ver ou réinventer la bonne mesure ou la bonne commande. Par rapport
au procédé, on désire prélever une information représentée par une ou
plusieurs grandeurs physiques (pression, luminosité, température... ).
Cette information est donc transformée en signal électrique par le cap-
teur. C’est a partir de ce signal électrique mesuré et éventuellement
traité qu’une décision de commande peut étre prise et envoyée vers le
procédé au travers de I’actionneur qui va modifier une grandeur phy-
sique. Les possibilités de captation ou d’activation de paramétres phy-
siques sont limitées bien que les capteurs et actionneurs soient de plus
en plus performants.

Vis-a-vis du procédé, une tres grande différence entre les capteurs et
les actionneurs réside dans le fait que les capteurs doivent étre le moins
perturbants ou intrusifs possible alors que les actionneurs le sont obli-
gatoirement par leur fonction active sur I’évolution du procédé. Ainsi
on pourrait définir un capteur idéal comme étant celui qui préleve I’in-
formation pertinente (utile) au niveau du procédé sans en modifier ou
perturber son fonctionnement.

9.2.2 Les caractéristiques des capteurs

~

A ce niveau, 'importance du capteur est bien mise en évidence. En
effet le signal électrique de sortie doit étre le support de I’information
puisque la décision de commande ou simplement I’interprétation de la
mesure est faite a partir du signal et non de I’information elle-méme.
Les capteurs, qui sont les « sens » du systeme d’acquisition de données,
doivent étre choisis avec beaucoup de précaution.

Ainsi les capteurs, composants essentiels de la chaine de mesure,
vont s’écarter du capteur idéal a cause des différentes caractéristiques
qui peuvent étre classées en trois groupes :

— Caractéristiques fondamentales : bande passante, résolution ;
— Caractéristiques intrinseques ;

— Caractéristiques liées a I’environnement.
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a) Caractéristiques fondamentales

L’information, contenue dans la mesure que I’on va réaliser, peut étre
caractérisée :

— par sa bande passante, c’est-a-dire la totalité des fréquences utiles.

Le capteur doit donc étre capable de donner une image électrique
correcte des variations dans cette plage fréquentielle d’observation.
Prenons I’exemple d’une caméra utilisée pour enregistrer I’évolution
d’un phénomene (un front de flamme par exemple). Il est impératif
que le capteur caméra réponde aux deux criteres de bandes passantes :
sensibilité aux longueurs d’onde du phénomene lumineux observé
et vitesse de prise de vue suffisante par rapport aux changements a
observer (évolution du phénomene physique) ;

par la résolution du capteur, qui doit étre adaptée aux phénomenes.
Cette résolution ou la capacité de différencier deux valeurs de la gran-
deur physique peut €tre spatiale, temporelle ou fréquentielle. En re-
prenant I’exemple précédent, il est clair que la résolution spatiale de
la caméra sera directement liée a la possibilité d’analyser des phéno-
menes de dimension réduite (turbulence. .. ).

b) Caractéristiques intrinséques

Le phénomene physique, sur lequel s’appuie le capteur, et sa réalisation
concrete conduisent & des caractéristiques techniques inhérentes a tous
€léments mécaniques et/ou électriques :
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Sensibilité du capteur : évolution de la tension de sortie fournie par
le capteur par rapport a ’amplitude de la variation de la grandeur
physique mesurée. Cette caractéristique sera exprimée par exemple
en degré par volt (°C/V), etc. ;

Etendue de mesures ou plage de mesures accessible au capteur;

Caractéristiques de la courbe de transfert « signal électrique versus
grandeur physique » : linéarité, décalage, etc. ;

Précision de lecture dans le cas d’un message visuel délivré par le
capteur (cadran) ;
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Réversibilité ou phénomene d’hystérésis (par exemple dans le cas
des capteurs magnétiques) : le signal de sortie du capteur dépend des
mesures précédentes ;

— Décalage du zéro électrique du capteur (erreur d’offset ou de z€ro)
d’un point de vue statique (2 la mise en fonctionnement) ou dyna-
mique (dérive au cours du temps) ;

— Domaine de non-détérioration du capteur : pas de modifications des
caractéristiques techniques du capteur ;

— Domaine de non-destruction du capteur : le capteur n’est pas dé-
truit, mais les caractéristiques techniques du capteur peuvent Etre
modifiées. En conséquence, il est nécessaire de procéder a un ré-
étallonnage avant une nouvelle utilisation ;

— Reproductibilité des capteurs : une suite de mesures, réalisées dans
les mémes conditions, donnera les mémes résultats ;

— Interchangeabilité des capteurs : le remplacement par un capteur
identique ne modifie pas les performances de la chaine de mesures.
Cette derniére propriété est d’une grande importance pour le domaine
de la maintenance des matériels.

¢) Caractéristiques liées a I’environnement

Nous pouvons distinguer deux relations du capteur avec son environne-
ment :

— L’influence du milieu dans lequel est mis le capteur sur ses caracté-
ristiques intrinséques. Par exemple la courbe de transfert du capteur
peut étre modifiée selon la température a laquelle le capteur est porté ;

— La pertinence ou la véracité de la mesure par rapport a la grandeur
physique étant donné la perturbation que le capteur induit sur le sys-
teme observé.

Cette derniere caractéristique rejoint la notion de capteur intrusif
vu dans le paragraphe précédent. La mesure faite par un capteur
correspond-t-elle a la grandeur physique existante avant la mise en place
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du capteur ? Par exemple une sonde de température de type thermo-
couple (cf. paragraphe suivant) va modifier localement le champ de tem-
pératures et par conséquent la température mesurée n’est pas celle qui
existe en I’absence du capteur. La grande qualité d’une chaine de me-
sures est liée au fait de pouvoir minimiser cette influence du capteur
sur le phénomene physique a observer ou au moins pouvoir caractéri-
ser cette déviation. Cette €tude doit €tre impérativement réalisée par le
concepteur avant la mise en place complete de la chaine de mesures.
L’analyse de I’influence du capteur sur le procédé observé est du do-
maine du physicien.

9.2.3 Les principaux types de capteurs

De facon simple un capteur peut étre défini comme un transducteur
convertissant une grandeur physique en un signal électrique. La trans-
formation de cette grandeur physique en variable électrique peut étre
directe dans quelques cas simples : la différence de potentiel entre deux
métaux est directement fonction de la température, c’est 1’effet ther-
moélectrique utilisé pour les thermocouples (¢f. paragraphe suivant).
Mais en réalité la technologie des capteurs fait souvent appel a plu-
sieurs conversions de phénomene physique avant d’arriver au signal
électrique de sortie. Par exemple la mesure d’un signal sonore a I’aide
d’un microphone va s’effectuer selon les différentes phases successives
suivantes : son — variation de pression d’un fluide (air) — déplacement
d’une membrane — variation de capacité — signal électrique.

Le classement des capteurs peut se faire selon la grandeur a mesurer :
longueur, épaisseur, force, poids, pression, déplacement, allongement,
position, niveau, vitesse, température, conductivité, humidité, accéléra-
tion, vibration, débit de fluides, temps, etc. A chacune de ces grandeurs
peuvent correspondre un ou plusieurs types de capteurs fonctionnant
selon un phénomene spécifique : variation de résistance, variation d’in-
duction magnétique, variation capacitive, variation de fréquence, varia-
tion de quantité d’électricité, variation de flux lumineux, variation de
caractéristiques du composant, etc.
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Nous limiterons notre étude aux grandeurs physiques les plus cou-
rantes avec un classement des différents capteurs selon la grandeur phy-
sique a mesurer. Le tableau 9.1 présente ainsi des exemples de capteurs
classés selon la grandeur mesurée.

Tableau 9.1 - classement des différents capteurs selon la
grandeur physique a mesurer.

Phénomeéne physique Capteurs
Température - thermocouples;
- détecteurs résistifs;
- thermistances;
- thermomeétres a quartz;
- pyrométres a infrarouge, etc.
Position et déplacement - potentiomeétres;
- capteurs inductifs;
- capteurs capacitifs;
- capteurs optiques incrémentaux;
- télémetres, etc.
Pression et force, son - jauges de contrainte (capteurs
extensométriques);
- potentiométres;
- capteurs piézo-électriques;
- microphones, etc.
Lumiére - cellules photoélectriques;
- photo-éléments;
- surfaces photosensibles;
- caméra CCD, etc.
Niveau de fluides, - capteurs a flotteurs;
débit de fluides - conductimetres;
- débitmétres mécaniques;
- débitmeétres a ultrasons, etc.

Cette liste n’est pas exhaustive au niveau de I’ensemble des capteurs
disponibles ; mais elle est représentative des capteurs mis en ceuvre dans
beaucoup de chaines de mesures. Cependant, il est important de noter
que de plus en plus de mesures font appel aux techniques optiques et
d’imagerie qui sont plus précises, plus riches d’information et surtout
moins intrusives au niveau des phénomenes observés. Aussi la grandeur
physique initialement 2 mesurer sera transformée en une autre grandeur
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physique mesurable par un moyen optique (acquisition d’images). Par
exemple 1’écoulement d’un fluide sera remplacé par le déplacement de
fines particules injectées dans ce fluide. Et ainsi le film des trajectoires
de ces particules permettra non seulement de remonter a la grandeur
« vitesse d’écoulement », mais aussi de mettre en évidence des pertur-
bations locales éventuelles de cet écoulement (zones de turbulence).

Parmi I’ensemble des capteurs cités dans le tableau 9.1, nous al-
lons décrire seulement 1I’un des plus utilisés mais difficile a mettre en
ceuvre étant donné les faibles signaux délivrés et la grande sensibilité
aux bruits : les thermocouples.

Le capteur thermocouple est basé sur le phénomene de thermoélectri-
cité. Quand on joint deux métaux, il apparait une différence de potentiel
a la jonction ou soudure. Celle-ci, appelée effet Seebeck, est due a la
combinaison de deux effets physiques :

— Effet Peltier : dissymétrie des distributions électroniques de deux mé-
taux différents ;

— Effet Thomson : mouvement des électrons dans un conducteur dont
la température n’est pas uniforme.

La tension ainsi obtenue est toujours de faible valeur typiquement de
quelques dizaines de millivolts. Différents métaux sont ainsi associés
pour couvrir diverses gammes et sensibilités de températures. Les prin-
cipaux types de thermocouples, ainsi que la gamme de mesures asso-
ciée, sont donnés dans le tableau 9.2.

Il est important de noter que ces métaux étant connectés au systeme
de mesure par un cible de nature différente (cuivre en général), il est
nécessaire de réaliser une soustraction des tensions dues a ces soudures
dites froides car ne servant pas a mesurer une température. Cette opéra-
tion s’appelle la compensation de soudure froide (cf. figure 9.3).

Les thermocouples se présentent généralement sous la forme d’un
montage en « canne pyrométrique », c¢’est-a-dire encapsulés dans une
gaine avec isolant. Ce type de montage est adapté a des mesures de tem-
pératures tres lentement variables comme la régulation d’enceintes ther-
mostatées. En effet, la constante de temps du thermocouple est grande
étant donné les différents éléments a mettre en température.
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Tableau 9.2 - Les principaux types de thermocouples
(* : Cuivre-Nickel, ** : Nickel-Chrome, *** : Nickel-Aluminium.).

Tpe Bt Tem;z?cr;:ltu re T?nms\i;;n
E Chromel Constantan* | -270a 1000 | -9a76
J Fer Constantan* | -270a 1200 | -8 269
K Chromel** Alumel|*** -27041370 | -6a55
T Cuivre Constantan®* | -270 a 400 -6a21
S Platine-10 % Rhodium | Platine -50a 1770 0ai19
Thermocouple
+ - 7
=

Systéme *
de \'4
mesures
s + /
//( )
Soudures froides /

Soudure chaude

Figure 9.3 - Configuration d’une mesure de température par
thermocouple.

En revanche, étant donné la protection du thermocouple, I’environ-
nement de mesures peut étre sévere : corrosif, particules en suspension,
etc. Il existe un autre type de montage de thermocouples sans encapsu-
lation qui permet d’améliorer fortement la constante de temps (ou temps
de réponse) du thermocouple.

Enfin la relation entre la tension mesurée et la température est de
type polynomiale, il est donc nécessaire de réaliser une linéarisation de
la mesure pour obtenir le résultat en « grandeur température ». Cette
linéarisation se fait avec la compensation de soudure froide réalisée en
référence a la température ambiante. La aussi cette double fonction est
souvent disponible dans les systemes de conditionnement. Ainsi pour
une plage de température ambiante 7, il faut calculer la différence de
potentiel induite ¢, :

e, = P|(T,) avec P, : polyndme de compensation
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Ensuite, étant donné une différence de potentiel mesurée e,,, la tempé-
rature mesurée correspondante est donnée par :

T, = Py(e = e, + e,) avec P @ polyndme de linéarisation

Il est important de noter que les systemes de conditionnement de si-
gnaux integrent trés souvent cette fonction.

9.2.4 Les principaux types d’actionneurs

Le but de ce paragraphe est de sensibiliser aux principes généraux uti-
lisés pour cette fonction « actionneur ». Dans quelques cas les phéno-
menes physiques qui sont a la base des capteurs sont réversibles au
sens entrée/sortie. Pour les capteurs, nous avons décrit des systémes
permettant de transformer une grandeur physique en une grandeur élec-
trique mesurable. Pour les actionneurs, ces mémes systemes physiques
peuvent étre utilisés en les sollicitant électriquement pour faire va-
rier une grandeur physique (effet piézo-électrique, effet magnétique. .. ).
L’exemple le plus immédiat est celui du phénomene basé sur I’induc-
tion magnétique : le déplacement du noyau de couplage magnétique
provoque la variation de tension mesurée pour le capteur, un actionneur
peut étre réalisé en utilisant le contréle de position d’un noyau magné-
tique par la tension mise aux bornes de I’enroulement.

L’actionneur le plus utilis€ est celui appelé du terme générique « mo-
teur électrique ». Le mouvement de rotation obtenu permet commander
de nombreux actionneurs mécaniques (vanne, etc.). La technique des
moteurs électriques a été grandement améliorée et présente un certain
nombre d’avantages, comme en particulier, celui d’avoir des réglages
aisés et précis : couple, vitesse, position, etc.

Le moteur est constitué de deux parties : le stator (partie fixe externe)
et le rotor (partie centrale mobile). Le fonctionnement peut se résumer
a I’alimentation d’enroulements, situés dans le stator et/ou le rotor, par
une tension soit continue soit alternative qui va induire un mouvement
de rotation au rotor. Le principe de base est le couplage électromagné-
tique de deux champs tournants, I’un au niveau du stator et I’autre au
niveau du rotor Deux champs magnétiques tournant a la méme vitesse,
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faisant un angle, créent un couple électromagnétique instantané qui va
produire I’entrainement du rotor par rapport au stator.

Les champs magnétiques peuvent étre obtenus a partir d’aimants per-
manents (ferrites, alnico, terres rares ou autres composés) ou de bobines
alimentées par une tension électrique.

Basés sur I’application de ce principe, trois principaux types de mo-
teurs sont disponibles :

— Les moteurs a courant alternatif : I’alimentation électrique est réa-
lisée a partir de la tension alternative du secteur (50 hertz). On dis-
tingue deux classes de moteurs a courant alternatif :

e [es moteurs synchrones : le stator est constitué d’un bobinage
polyphasé et le rotor d’un aimant permanent ou d’un bobinage ali-
menté en courant continu pour les grosses machines ;

e [es machines asynchrones : comme précédemment le stator est
constitué d’un bobinage polyphasé relié au secteur et le rotor est
formé aussi d’un bobinage polyphasé fermé sur lui-méme par des
résistances ;

— Les moteurs a courant continu : le stator est constitué d’un aimant
permanent ou d’un électro-aimant et le rotor est formé d’un ensemble
d’enroulements qui sont alimentés par une tension continue amenée
par des balais frottant sur les collecteurs du rotor, I’ensemble balais
et collecteurs en rotation formant un redresseur. Selon le branche-
ment des enroulements du rotor, différents types de moteurs a cou-
rant continu ont été réalisés : le moteur shunt, le moteur série, le
moteur compound et compound additionnel ;

e Les moteurs pas a pas (variante du moteur synchrone) : le sta-
tor est constitué de bobinages polyphasés a alimentations indépen-
dantes et le rotor est généralement formé d’un ensemble d’aimants
permanents. L’ alimentation successive de deux enroulements op-
posés du stator entraine le moteur d’un pas (rotation entre deux
poles du rotor).

Il est impossible de citer ici tous les types de moteurs qui sont is-
sus des familles données ci-avant. Les principales caractéristiques et
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applications de ces différents types de moteurs sont données dans le
tableau 9.3.

Tableau 9.3 - Les principales caractéristiques et les applications
des différents moteurs.

Type de moteurs Caractéristiques Applications
moteur synchrone — vitesse rigoureu- — lecteurs de CD,
sement constante, magnétophones,

couple trés faible au | machines a tisser...
démarrage, risque
de décrochage

moteur asynchrone — vitesse pratique- | — nombreuses applica-
ment constante, tions, traction automo-
couple fort au bile...

démarrage, fonc-
tionnement stable,
machine simple et

robuste
moteur shunt — vitesse pratique- | — appareils de levage,
ment autorégulée machines outils.. .
moteur série — vitesse variable —traction électrique. ..

dans un large do-
maine, couple fort
au démarrage

moteur compound — vitesse rigoureu- - machines
et compound sement constante, d'usinage...
additionnel couple élevé au
démarrage
moteur pas a pas — commande — imprimantes. ..

position trés simple,
faibles puissances

9.3 LE CABLAGE

Dans toute chaine d’acquisition de données, 1l est trés important de bien
définir les spécifications du ciblage entre les sources des signaux que
constituent les capteurs et les entrées du systeme, ou entre les sorties du
systéme et les actionneurs. Lors de la mise en ceuvre de cette intercon-
nexion, deux problemes de nature tres différente se posent :
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— La nature du cable a utiliser;

— La connexion effective de ce cable aux différentes entrées/sorties.

9.3.1 La nature du cable

Les parametres de base d’un cible sont ses caractéristiques électriques
qui permettent d’obtenir une modélisation ou schéma équivalent de la
ligne pour un trongon élémentaire. Les parametres électriques de base
sont :

Résistance linéique ;

Inductance linéique ;

Capacité linéique ;

Perditance linéique (conductance transversale).

Ces parametres intrinseques permettent de déterminer les deux ca-
ractéristiques les plus importantes d’un céible : la bande passante et
I'impédance. Ils dépendent 4 la fois des composants utilisés pour la
réalisation du céble et de la géométrie de ce cable. Une autre caractéris-
tique essentielle est I’immunité aux bruits. Quatre catégories de cables
sont en général utilisées pour ces applications : le cible en nappe, la
paire torsadée, le cable coaxial ou de plus en plus la fibre optique. Les
deux principaux supports sont :

— La « paire torsadée blindée (STP : Shielded Twisted Pair)» ou
« paire symétrique blindée » une ligne bifilaire dans laquelle les deux
conducteurs sont identiques au niveau de leurs caractéristiques élec-
triques. C’est le support le plus simple convenant a beaucoup d’appli-
cations. Ces cables sont constitués de paires de fils isolés et toronnés,
I’ensemble étant protégé des influences mécaniques ou électriques
extérieures par un manteau.

— Dans des cas particuliers comme 1’éloignement d’un capteur et la
présence de perturbations électriques externes fortes, Il est possible
de mettre en ceuvre un cible de type fibre optique pour le transport de
I’information dans les applications d’acquisitions de données, il est
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important de souligner que cela nécessite d’avoir des transformation
électrique < signal lumineux.

9.3.2 Les différentes configurations du cablage

Dans le cas de la mesure d’un signal de tension, qui est le cas le plus
général, il est primordial d’utiliser une entrée avec une résistance éle-
vée pour minimiser les erreurs de mesure, en particulier dans le cas de
capteurs a résistance €levée comme pour une thermistance (>1 k) ou
un capteur de déplacement potentiometrique (de 1 a 100 k).

Il est important de préciser les termes « masse » et « terre ». La
masse est par définition la référence par rapport a laquelle sera mesu-
rée une tension. La terre est une masse particuliere a laquelle les uti-
lisateurs, les bitiments ou certains systemes (pylones, etc.) sont plus
ou moins reliés. Les utilisateurs, qui sont en contact physique avec la
référence de masse « terre », vont avoir a manipuler des systemes mé-
talliques (armoires électriques, baies expérimentales, ordinateur, etc.).
Pour éviter tout risque d’accident (différence de potentiel élevée entre
I’utilisateur et le systeme manipulé), il convient alors de mettre 1’ob-
jet métallique a la méme référence de potentiel, au moins en ce qui
concerne son enveloppe externe (coffret, armoire, etc.). Lors du ciblage
de cette terre, il est important d’éviter de faire des boucles. Ensuite lors
de la mesure de signaux a 1’aide d’un cable de type paire torsadée blin-
dée, la mesure est effectuée entre deux points dont un est considéré
comme la masse, référence du signal ou de plusieurs signaux. Il est pos-
sible de réunir le blindage du cable a cette masse du signal pour rendre
efficace le blindage. Mais il est trés important de noter que ce raccor-
dement a la masse du signal ne doit se faire impérativement qu’a une
seule extrémité du cable.

9.4 LE CONDITIONNEMENT DE SIGNAUX

Dans une chaine industrielle d’acquisition et de restitution de données,
le systeme de conditionnement de signaux se place entre les capteurs
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ou les actionneurs et la chaine industrielle de mesure. Les fonctions de
conditionnement des signaux sont multiples et variées :

— Alimentation du capteur ou de I’actionneur : isolement de cette ten-
sion par rapport a celle du systeme de mesure, tension d’alimentation
différente en niveau ou en puissance

— Amplification (adaptation de niveau) et/ou modification du type du
signal (i.e. : courant en tension) afin d’éviter une transmission d’un
signal de bas niveau sur de longues distances ;

— Isolement galvanique : protection du systeme de mesure contre les
surtensions transitoires élevées pouvant survenir sur le capteur, pro-
tection contre les tensions négatives, etc. ;

— Filtrage : filtrage du bruit (filtrage passe-bas, filtre réjecteur des har-
moniques du secteur...), filtrage antirepliement lié a 1’échantillon-
nage... ;

— Traitement spécifique a des capteurs : linéarisation (thermo-
couples. .. ), compensation (thermocouples, ponts de jauge...), ... ;
— Conversion analogique-numérique — CAN ou numérique analo-

gique — CNA (dans ce cas le systeme de conditionnement est en
fait une carte d’acquisition déportée).

Ce systeme peut €tre intégré au systeme de mesure (directement au ni-
veau des cartes d’entrées/sortie) ou séparé si, par exemple, les fonctions
le nécessitent : découplage, etc.

9.5 LES ENTREES/SORTIES NUMERIQUES

La diversité des signaux utilisés et la différence des niveaux d’énergie
entre les processus industriels et les calculateurs nécessitent, comme
nous I’avons vu, I'utilisation d’interfaces industrielles qui assurent les
fonctions suivantes :

— Adaptation;

— Filtrage (des parasites dus a I’environnement) ;
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— Isolement (protection de la partie numérique contre les surtensions) ;
— Etage tampon (mémorisation de I’information).

Dans le cas général, aussi bien en entrée qu’en sortie, I’interface doit
étre étudiée au niveau de ces différentes fonctions. Les deux structures
d’interfaces d’entrées/sorties numériques sont complétes et, suivant le
cas a traiter (signal électrique a acquérir ou a fournir) les différents mo-
dules existent ou non, et sont complexes ou non. Le module d’adapta-
tion réalise une mise a niveau du signal par rapport au calculateur soit
en puissance, soit en tension ou en courant. Les modules d’isolement
et de filtrage permettent d’€liminer une partie du signal électrique entre
le calculateur et le processus, seule I’information est transmise. L’étage
tampon permet de mémoriser I’information transmise au niveau de I’in-
terface si le transfert n’est pas immédiat. Dans le cas d’interface com-
plexe, on trouve généralement un module de contréle qui est utilisé pour
gérer cette interface.

Sans décrire de facon détaillée 1’ensemble des composants d’une
chaine d’E/S numériques, nous allons nous focaliser sur deux éléments
importants :

— L’adaptation en puissance ;
— L’isolement électrique.

[’adaptation en puissance est en général assurée soit par relais élec-
tromécaniques, soit par relais statiques. Les relais électromécaniques
sont d’utilisation simple et présentent un isolement électrique impor-
tant de 1’ordre de 1000 V. Il se présente comme un élément possé-
dant un gain en puissance important : la sortie bas niveau d’un ordina-
teur peut commander un actionneur de puissance. Il en existe une large
gamme ; certains conservent leur position en cas de coupure secteur (re-
lais bistables). Par contre, ils ont une durée de vie limitée (10° commu-
tations) qui dépend fortement des caractéristiques du circuit commuté
(courant, self...). D autre part les relais électromécaniques sont limités
en fréquence (temps de réponse mécanique de 1’ordre de la dizaine de
millisecondes) ; cette limitation présente un avantage, c’est le filtrage
des parasites hautes fréquences. Les relais électromécaniques réalisent
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non seulement une adaptation en puissance, mais aussi un isolement
électrique.

La seule fonction d’isolement peut étre réalisée par des coupleurs
optoélectroniques. Les avantages de tels composants sont nombreux :
protection contre les surtensions, isolement du systeme jusqu’a plu-
sieurs milliers de volts, élimination du couplage par la masse dans le
cas d’alimentations séparées.

9.6 LES ENTREES/SORTIES ANALOGIQUES

Le but de la conversion analogique-numérique ou numérique-
analogique est de faire correspondre un nombre binaire N a une tension
analogique V. Le nombre binaire N sera caractérisé par son nombre de
bits (ou chiffres) ay a a,—; pour n bits (a; = 1 ou 0) :

N = ap_1a,-> ... aiay

a étant le bit de poids faible ou LSB (least significant bit) et a,_; le bit
de poids fort ou MSB (most significant bit).
Le nombre décimal N, correspondant est :

Ndza,,,yZ”*l+an,2-2”*2+...+a1-21+a0

La valeur de la tension V a traduire (CAN) ou traduite (CNA) est dis-
crete et multiple d’une valeur de base appelé le quantum de conversion
g (tension analogique élémentaire) ; on a la relation :

Ven Volt = 9en Volt * Na
SOtV =q-(ap1 - 2" +a,2-2"%+ ... +a;-2" +a)
Ainsi les deux principales caractéristiques d’un convertisseur
analogique-numérique ou numérique-analogique sont donc :
— Nombre de bits : n;
— Tension analogique élémentaire : g.

La réalisation électronique des convertisseurs utilise des circuits in-
tégrés linéaires ou amplificateurs opérationnels.
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9.6.1 La conversion numérique analogique

La conversion numérique-analogique, que nous désignerons par CNA,
consiste a transformer une information disponible sous forme binaire en
une information analogique :

Vi=q - (an1- 2" + a0 2"+ ...+ ar - 2" +ap)

La tension analogique de sortie pourra donc prendre 2" valeurs diffé-
rentes que 1’on peut écrire :

Vs =1i-qgaveci € [0, P
En pratique, on emploie essentiellement des CNA du type parallele
et plus particulierement :
— CNA a résistances pondérées ;
— CNA aréseau en échelle R-2R.

Les principales caractéristiques des convertisseur N/A sont (Vs
étant la source d’alimentation) :

— Nombre de bits :
— Quantum de conversion : |g| = V,, f/2”‘1.

En plus de ces deux parametres de base, nous avons cing autres pa-
rametres importants : valeur maximale, résolution, temps de conversion
et les tensions de sortie et d’entrée.

La valeur maximale de la tension de sortie est donnée par :

1
V.v,max =2- Vr@f : [1 - F] ou Vs,max =2- Vref (f’l gmnd)

La résolution r d’un systeme est la plus petite valeur, ou incrément
minimum, que ce systéme peut délivrer, ramenée a la valeur maximale.
Soit pour un convertisseur N/A de n bits :

1
2" —1

1
r= our ~ o (n grand)
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Le temps de conversion (settling time) est le temps qui s’écoule entre
I’instant ou la commande de conversion est faite et 1’ instant ou la tension
de sortie atteint sa valeur finale et ne s’écarte pas de celle-ci de plus de
+1/2 quantum. Le cas le plus défavorable est le passage de la tension de
sortie nulle a la tension de sortie pleine échelle.

Le temps de conversion T,,, d’'un CNA est typiquement de I’ordre
de quelques 100 ns, mais ce temps peut évoluer suivant le nombre de
bits : pour un CNA 8 bits de 1’ordre de 250 ns, mais pour un CNA de 18
bits le temps de conversion peut atteindre 250 ps.

9.6.2 La conversion analogique numérique

Effectuer une conversion analogique-numérique (ou A/N), c’est recher-
cher une expression numérique dans un code déterminé, pour représen-
ter une information analogique. Un convertisseur A/N est un dispositif
qui recoit un signal analogique et le transforme en un signal numérique.
Soit la relation :

Vi=q-(an1-2" " +a2-2" +...+a -2 +a)

La quantité g n’est plus une caractéristique du convertisseur. En effet,
la tension d’entrée maximale V, ,,,. étant fixée, ainsi que le nombre de
bits n, le quantum se déduit de la relation :

Ve,max
2n —1

La courbe de transfert théorique, donnant la valeur numérique de sor-
tie N en fonction de la tension analogique d’entrée V,, est une courbe en
escalier a laquelle on peut associer I’évolution de 1’erreur de conversion
ou erreur de quantification en dent de scie entre —1/2 g et +1/2 g.

En effet un mot numérique N pourra correspondre a une tension d’en-
trée V, telle que :

q:

N-g=(/2)-q<V.<N-q+(1/2)-q

Les diverses techniques utilisées pour réaliser des convertisseurs A/N
permettent d’atteindre des caractéristiques différentes :
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— Précision : CAN a intégration ;
— Economique et rapide : CAN utilisant des CNA ;
— Tres rapide : CAN parallele.

9.6.3 Echantillonneur/bloqueur

Dans le cas de la conversion analogique numérique et méme si les
temps de conversion sont de plus en plus court en particulier dans le
cas de convertisseur parallele, une hypothese implicite est faite : la
tension d’entrée du convertisseur est constante. Or, cela n’est pas tou-
jours vérifié et peut conduire a des erreurs importantes de conversion.
Aussi, un composant spécifique sera utilisé a I’entrée des convertisseurs
analogique-numérique : I’échantillonneur/bloqueur.

Le role de I’échantillonneur-bloqueur dans un systéme d’acquisition
de données est donc de maintenir la tension a convertir constante pen-
dant le temps de conversion. Il fonctionne suivant deux états :

— Echantillonneur (Sample) ou plus exactement Suiveur, pendant le-
quel il suit les variations instantanées du signal d’entrée ;

— Bloqueur (Hold) pendant lequel il conserve en mémoire la derniere
valeur du signal analogique existant avant le passage en mode blo-
cage.

9.7 LA MISE EN CEUVRE D’UNE CHAINE
D’ACQUISITION DE DONNEES

9.7.1 Introduction

La plus grande difficulté de mise en ceuvre d’une chaine d’acquisition
de données est de réaliser 1’adéquation la plus parfaite possible entre
les caractéristiques des données du procédé externe et les éléments de
la chaine d’instrumentation. Cette adéquation doit étre réalisée selon
différents criteres :

— Obtenir des données numériques les plus proches possible des don-
nées réelles ;
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— Minimiser le cofit de cette réalisation ;

— Posséder un matériel standard pour répondre a 1’évolutivité et a la
réutilisabilité.
Aussi la démarche du choix d’une chaine d’acquisition de données doit
suivre une méthodologie aussi précise que possible ayant comme objec-
tifs la détermination des parametres importants de son application et le
choix parmi des matériels existants correspondant a cette application.
Dans une chaine d’acquisition de données, il est important de noter
que les cartes d’entrées/sorties integrent souvent des fonctions supplé-
mentaires utilisées :

— Multiplexage permettant d’aiguiller une entrée parmi toutes les en-
trées vers le systéme de conversion ;

Amplification variable ou programmable afin d’adapter la plage de
variation en tension du signal a mesurer a un domaine proche de la
tension maximale sans introduire pour cela de saturation ;

Temporisation ou comptage pour la mesure du temps ou le déclen-
chement des actions d’entrées/sorties ;

Relation normalisée avec 1’ordinateur par I’intermédiaire d’un bus.

9.7.2 Architecture des cartes d’entrées/sorties
analogiques

Selon les performances temporelles désirées et le colit minimum sou-
haité pour une fonction d’acquisition de données analogiques, trois ar-
chitectures matérielles sont possibles. Ces différentes architectures ma-
térielles reposent sur le fait que le canal d’acquisition de données ana-
logiques peut étre multiplexé a différents niveaux.

— Multiplexage des sorties des convertisseurs : dans ce cas le multi-
plexage est de type numérique (circuit logique) et s’effectue en fin de
chaine (cf. figure 9.4).

— Multiplexage des sorties des échantillonneurs/bloqueurs : dans ce cas
le multiplexage est de type analogique et s’effectue juste avant la
conversion analogique numérique (cf- figure 9.5).
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— Multiplexage des entrées analogiques : dans ce cas le multiplexage
est de type analogique et s’effectue en début de la chaine d’acquisi-
tion de données (cf. figure 9.6).
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Figure 9.6 - Multiplexage des entrées analogiques.

9.7.3 Caractéristiques des cartes
d’entrées/sorties

Le choix d’une carte d’entrées/sorties va étre réalisé a partir des carac-
téristiques fournies par le constructeur. Chaque carte possede des spé-
cifications techniques détaillées qui sont nécessaires lors du choix dé-
finitif. Mais dans une premicere étape, il est intéressant de pouvoir faire
un choix a partir des criteres de base. Ces caractéristiques principales
(main features) peuvent étre classées en 5 groupes :

— Le nombre des entrées analogiques ;

Le nombre des sorties analogiques ;

Le nombre des entrées et des sorties numériques ;

Les compteurs ;

Les éléments externes.
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Il est trés important de faire les deux remarques suivantes :

— Les entrées différentielles sont obtenues par 1’association de deux
entrées simples ou de mode commun ;

— La fréquence d’échantillonnage affichée pour une carte d’acquisition
concerne une voie, ¢’est-a-dire que pour 1’acquisition sur plusieurs
voies en méme temps, en scrutation par exemple, il est nécessaire de
diviser cette fréquence par le nombre de voies utilisées.

9.7.4 Méthodologie de mise en ceuvre
d’une chaine d’acquisition de données

a) Introduction

Considérons un procédé physique quelconque (chaine de production,
banc d’essais, expériences de laboratoires, etc.) qui doit €tre instru-
menté, soit pour simplement réaliser des mesures ou des tests sur ce
procédé ou pour mettre en place un controle complet de ce processus
physique. En supposant que le procédé soit déja équipé de capteurs et/ou
d’actionneurs correctement choisis, se pose alors le probleme de la mise
en ceuvre de la chaine d’acquisition de données adaptée.

b) Caractérisation des signaux d’entrées/sorties

Apres une analyse précise de I’ensemble des signaux d’entrée/sortie, le
but est de traduire les principales caractéristiques de ces signaux (am-
plitude, temps, fréquence, précision, etc.) en caractéristiques de cartes
d’acquisition étudi€es au paragraphe précédent.

Ainsi, il est nécessaire de rappeler les différents types de signaux
que I’on peut avoir a traiter et particuliecrement de bien noter que cette
différenciation est souvent faite par rapport aux parametres temps ou
fréquence :

— Les signaux numériques :

e de type tout ou rien et lentement variables (désignés comme
continu) : la caractéristique essentielle du signal est liée au niveau
(on-off, 0-1, 0 V - 5 V) a un instant donné. Aucune information
n’est contenue dans les fronts de ce type de signal ;
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e de type impulsionnel et rapidement variables (désignés comme al-
ternatif) : la caractéristique principale est liée a la fréquence ou a
la durée des impulsions composant ce signal.

— Les signaux analogiques :

¢ lentement variables (de type continu) : la valeur précise de I’ampli-
tude a un instant donné est le seul parametre utile et de plus cette
amplitude est considérée comme constante par rapport aux temps
moyens d’acquisition ou de restitution de 1’ordinateur;

e variables ou rapidement variables (de type alternatif) : les carac-
téristiques utiles sont uniquement le temps et I’amplitude, c’est-a-
dire I’évolution temporelle de la forme du signal ;

e rapidement variables ou tres rapidement variables (de type alter-
natif) : une analyse temporelle et fréquentielle du signal est alors
nécessaire afin d’extraire toute I’information du signal.

Pour terminer avec la caractérisation des signaux, le point le plus im-
portant et en méme temps le plus délicat est effectivement de réaliser
la correspondance entre le cahier des charges de 1’application et les ca-
ractéristiques des cartes disponibles au niveau des signaux analogiques
non continus.

¢) Conclusion

Le concepteur d’application de mesures ou de contrdles de procédés
physiques doit donc suivre une méthodologie précise afin de ne pas
omettre des caractéristiques importantes qui risquent de fortement dimi-
nuer la qualité de la chaine d’acquisition ou de restitution de données.
Le résultat du suivi de cette méthodologie n’est bien évidemment pas
unique puisque de nombreux facteurs ou caractéristiques restent indé-
terminés et dépendent de 1’application comme :

— la compacité (applications embarquées) ;
— le coiit (applications de grande production);

— des matériels déja acquis et disponibles.
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LES BASES DU
TRAITEMENT
DES IMAGES

10.1 INTRODUCTION

Comme il avait été précisé dans I’introduction de cet ouvrage, le si-
gnal «image » se différencie du signal que nous avons étudié par le fait
qu’il est bidimensionnel. Ainsi, a un instant donné ¢, I’image se carac-
térise par une valeur donnée k, appelée amplitude ou intensité, ayant
une position dans 1’espace repérée par les deux coordonnées abscisses-
ordonnées (x,y) (cf. figure 10.1). Autrement dit, un signal « image » est
modélisé par une matrice a deux dimensions n lignes et m colonnes :
I, ». Chacune des lignes de la matrice correspond a une courbe d’évo-
lution du signal en fonction de son intensité et I’ensemble de ces lignes
forme une surface, traduction de cette image. Nous pouvons constater
une complexité accrue : ce qui correspondait a une valeur du signal
(amplitude) a un temps fixé se transforme par n x m valeurs de I’image
(intensité). Une différence fondamentale avec un signal classique réside
dans la nécessité et/ou I'intérét de pouvoir faire des traitements et des
analyses sur ce signal observé a un instant donné.

De plus, comme pour un signal classique, I’'image peut aussi évoluer
dans le temps avec une représentation /, ,,(¢). Cette évolution peut étre
observée a des instants définis régulicrement répartis ou non de facon
continue sous la forme d’un film avec une cadence correspondant aux
besoins de 1’observation des changements dans I’image. Comme nous
le verrons dans la suite, le traitement et 1’analyse des images, liés au
parametre temps, vont engendrer des difficultés de temps de calcul étant
donné la taille des données a traiter.
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Figure 10.1- Exemple d’une image dont chaque point est repéré
par les coordonnées (point de la matrice) : visualisation
d’écoulements.

Les domaines concernés par 1’acquisition et le traitement des images
se sont fortement étendus ces derniéres années. Ainsi, nous pouvons
citer :

— Les applications scientifiques (santé, cartes géographiques, recherche
expérimentale, etc.) ;

— Le multimédia (photo, vidéo...);
— Les applications industrielles (robotique, qualité, production. .. );
— Les applications « grand public » (surveillance, affichages...).

Les besoins en termes de traitement et d’analyse des images dans ces
différents secteurs sont extrémement divers : rapidité (vidéo), fiabilité
(santé), réalité (photo), robustesse (surveillance), . ..
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En conclusion, la chaine compléte concernant les images peut étre
scindée en trois parties (cf. figure 10.2) :

— D’acquisition de I’'image avec les aspects capteur et stockage ;

— Le traitement des images qui correspond a une mise en forme de
I’image afin d’en extraire au mieux I’information désirée, exemple
de I’élimination du bruit ;

— L’analyse de I’image ou traitement de haut niveau qui fournit I’infor-
mation souhaitée : exemple d’une extraction de contours.

ﬁ Acquisition Traitement Analyse
- o Numérisation Lissage Extraction Fie _comours
> stk Elimination du bruit Corrélation
— Codage Compression Reconnalssapce de forme
Analyse fréquentielle
Capteur
(caméra)

Figure 10.2- La chaine compléte de l'acquisition et du traitement
des images.

10.2 ACQUISITION D’UN SIGNAL « IMAGE »

La phase d’acquisition de 1’'image, qui est une étape cruciale dans le
sens ou elle déterminera la capacité a I’extraction de I’information, se
décompose en trois aspects :

— Le contexte de I’acquisition de I’image ;
— Le capteur de I'image ;

— Lanumérisation et/ou stockage de I'image.

10.2.1 Le contexte de I’'acquisition

L’objet tridimensionnel (monument) ou la surface plane (observation
d’un matériau poli) constitue la scene de prise de vue qui doit se tra-
duire par une image. L’éclairage adapté constitue une condition néces-
saire a cette acquisition. Celui-ci peut étre un éclairage direct de lumiere
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blanche (frontal, latéral. .. ), un éclairage arriere (objet en transparence),
un éclairage monochrome par laser (observation plane d’un volume), un
éclairage stroboscopique (observation filmée), etc. Cet éclairage sera
plus ou moins élevé selon le type de surfaces (mate, brillante. . . ) et cela
afin d’obtenir une acquisition correcte pour une sensibilité du capteur
donnée.

10.2.2 Le capteur de I'image

Les capteurs d’image sont constitués d’un ensemble de cellules pho-
tosensibles qui va convertir le signal lumineux en un signal électrique
analogique. Ces capteurs photographiques peuvent étre agencés en ligne
et ensuite un balayage associé a un mouvement du capteur dans le temps
sont nécessaires pour procéder a la capture de toute I’'image ou, de fa-
con plus courante, ces capteurs €élémentaires sont organisés en matrice
correspondant a I’image (voir figure 10.3).

Ces capteurs étant sensibles au flux lumineux, plus leur surface sera
grande et plus leur sensibilité sera augmentée. En revanche, la taille du
capteur va déterminer la précision de I’acquisition et donc, comme nous
allons le voir, la capacité d’acquisition du capteur complet. En général,
la taille du capteur unitaire est de I’ordre de quelques micrometres.

Les technologies pour réaliser ces capteurs sont assez proches et es-
sentiellement de deux types :

— Capteurs CCD (Charge-Coupled Device) : taille tres réduite, lecture
rapide ;

— Capteurs CMOS (Complementary Metal-Oxyde Semiconductor) :
consommation tres faible, faible coft.

Chaque unité enregistre I’intensité lumineuse et sa couleur. Ce point
d’acquisition de I’image est appelé « pixel » (Picture Element) ou dot
ou point. Ainsi, un capteur d’image va se définir par sa résolution ex-
primée en nombre de pixel par unité de longueur (en général exprimé
en ppi ou dpi : pixels/dots per inch ou pouce, soit 2,54 cm), cela est
encore appelé la « finesse spatiale ». Elle peut aussi étre exprimée en
ppc (point par centimetre) ou en ppm (point par millimetre).
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Figure 10.3 - Les deux principaux capteurs des images :
1 - barrette de capteurs linéaire, 2 - matrice de capteurs.

L’enregistrement de la couleur, en complément de 1’intensité lumi-
neuse, se fait en associant trois capteurs qui sont sensibles dans les
trois couleurs fondamentales RVB (Rouge-Vert-Bleu). Cette sensibilité
a une couleur est obtenue en apposant un filtre sélectif sur chaque cap-
teur. Ainsi, nous voyons que, pour une matrice faite pour I’acquisition
d’image couleur, un point ou pixel unitaire sera représenté par trois cel-
lules (cf. figure 10.4). Il est important de noter que 1’ information couleur
est parfois déterminante dans 1’analyse d’une image et ’extraction de
I’information.

Pour calculer la résolution d’une image numérique obtenue, il est
nécessaire de connaitre la capacité du capteur en termes de nombre de
capteurs élémentaires (hauteur x largeur) et la taille de I’1mage, en sup-
posant que I’'image complete est projetée sur le capteur par une optique
donnée. Prenons I’exemple d’un capteur assez classique dont la réso-
lution est de 6 millions de pixels faisant intervenir une matrice consti-
tuée de 2 000 x 3 000 capteurs élémentaires. Considérons une image de
20 cm de hauteur par 30 cm de largeur. La résolution de cette image en
noir et blanc sera donc en largeur de 3 000 pixels/30 cm ou en hauteur
de 2 000 pixels/20 cm, soit de 100 ppc ou 254 dpi.
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Pixel ou point ou dot Pixel ou point ou dot

R V

s

R \'x\_.,"n v
B R v B

1 2

Figure 10.4 - Les capteurs des images : 1 - intensité lumineuse
(niveau de gris), 2 - couleurs RVB.

10.2.3 La numérisation de I'image

L’acquisition, effectuée a partir du capteur précédent, conduit a une
matrice dont la taille dépend de la résolution souhaitée ; mais chaque
pixel a lui-méme une valeur codée sur n bits dépendant de la quantifica-
tion effectuée, soit 1 octet (255 niveaux) ou 2 octets (65 535 niveaux).
Rappelons que pour une image couleur chaque pixel est représenté par
3 valeurs (couleurs RVB). Ainsi la numérisation de 1’image sans au-
cun traitement (image bitmap) conduit a des tailles trés importantes.
Prenons un exemple simple d’une image photographique en noir/blanc
(codé en 255 niveaux de gris) de 3 000 x 4 000 pixels, cela conduit a un
fichier conséquent de 12 Mo pour une seule image noir/blanc. Les utili-
sateurs d’images a des fins de contenus informatifs ou méme a des fins
artistiques souhaitent généralement avoir une définition la plus grande
possible (nombre de pixel élevé) afin de pouvoir procéder a des agran-
dissements ou a des analyses de détails.

Comme dans le cas du traitement du signal, il y aura un compromis
entre la précision de I’'image, donnant un certain contenu informatif, et
la taille de cette image conduisant a des traitements trop longs.
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Ainsi la numérisation de I’image afin de la stocker et/ou de la trans-
mettre peut se faire de deux manieres différentes qui se déclinent en
sous types :

— Image en représentation matricielle :
e Image en format direct ;
e Image en format compressé.

— Image en représentation vectorielle.

Dans le cas de la représentation matricielle, il est important de sou-
ligner que les images, qui nécessitent souvent des traitements de haut
niveau pour avoir de I’extraction d’information (applications scienti-
fiques), sont tres souvent stockées sous forme bitmap, c’est-a-dire sous
une forme matricielle brute sans une compression pouvant conduire a
de la perte d’information. En revanche, les images utilisées par exemple
dans le multimédia, ot I’ utilisation principale est I’ observation par 1’ uti-
lisateur, peuvent €tre compressées pour des gains de place en stockage
et/ou de transmission sans nuire a la qualité de 1’observation.

Les différents formats utilisés dans le cadre de cette représentation
matricielle sont :

— BitMaP ou BMP : ce format donne des fichiers de grande taille mais
sans aucune perte d’information (pas de compression) ;

— GIF (Graphics Interchange Format) : ce format est une image de type
Bitmap mais avec une compression dite réversible. Mais la couleur
ne peut étre codée que sur 8 bits ;

— TIFF (Tagged Image File Format) : ce format est une image de type
Bitmap mais souvent associé a une compression dite réversible. La
couleur peut étre codée sur 16 bits ou méme 64 bits). Ce codage non
destructif est tres utilisé dans 1’édition ;

— JPEG (Joint Photographic Expert Group) : ce format est en méme
temps une méthode de compression associée qui permet d’obtenir des
fichiers de petite taille pour des qualités d’observation tres correctes ;
mais cette compression tres efficace est destructive, I’1mage originale
étant perdue.
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Les principales méthodes de compression, qui sont caractérisées
d’une part par leur capacité de réversibilité (ou lossless) permettant
de revenir a I’original avec un calcul et d’autre part par leur taux de
compression exprimé par le rapport « taille image originale/taille image
compressée », sont les suivants :

— Algorithme de compression réversible (pour les codages GIF et

TIFF) :

o Algorithme RLE (Run Length Encoding) : méthode simple condui-

sant a des taux de compression faible (de ’ordre de 10 a 20 %) ;

e Algorithme LZW (Lempel-Ziv-Welch) : codage par construction
d’un dictionnaire de séquences avec des taux de compression
moyen (de I’ordre de 20 a 50 %) ;

e Algorithme de Huffman : codage par construction d’une biblio-
theque de séquences avec des taux de compression élevé de 50 %
en moyenne.

— Algorithme de compression irréversible (codage JPEG) : 1'algo-
rithme de compression, appelé DCT (Discrete Cosinus Transform),
est basé sur I’élimination des détails. Les taux de compression ob-
tenu peuvent étre élevés et atteindre 90 %.

Le stockage des images sous forme vectorielle s’ adresse particulicre-
ment aux images produites avec des systémes de PAO (dessin industriel,
cartographie, etc.). L'image est décrite sous la forme d’objets géomé-
triques simples (lignes, cercles, courbes de Bézier, textes...). La taille
du fichier est tres faible, en revanche la reconstruction de I’image peut
étre longue. La qualité premiere de cette représentation est de pouvoir
subir des agrandissements sans aucune déformation due a la pixellisa-
tion des images (cf. figure 10.5). En revanche, ce mode de représentation
est totalement inadapté a des images complexes de type photo.

En conclusion de ce chapitre consacré a |’acquisition et la numéri-
sation des images, nous nous intéresserons principalement aux images
« brutes » avec codage de type matriciel sans compression ou avec une
compression réversible. Les méthodes de traitement et d’analyse qui
seront présentées sont destinées a I’amélioration et a 1’extraction d’in-
formation de ces images.
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1 2

Figure 10.5- Exemple de codage d’une image vectorielle (1)
et I'équivalent en codage matricielle BitMap (2) montrant
les capacités d’agrandissement de I'image vectorielle.

10.3 TRAITEMENT D’UN SIGNAL « IMAGE »

Dans ce paragraphe, nous allons traiter de méthodes permettant d’amé-
liorer I’image numérique acquise afin ensuite d’en extraire 1I’informa-
tion souhaitée. Il est important de souligner que ces « prétraitements »
seront différents selon 1’analyse qui suivra afin de ne pas détériorer I’in-
formation recherchée. Parmi ces méthodes nous pouvons citer I’élimi-
nation du bruit, la restauration d’images dégradées par une non linéa-
rité spatiale (mise au point de I’optique) ou par un bougé temporel, le
rehaussement du contraste, les transformations géométriques, etc. Un
autre traitement, appel€ simplification de I’image, peut aussi étre utilisé
afin de supprimer des éléments non pertinents pour 1’analyse.

10.3.1 Les méthodes d’élimination du bruit

Comme pour éliminer le bruit d’un signal monodimensionnel, nous par-
lerons de filtrage de 1’'image. Il faut noter que ce filtrage est maintenant
de type spatial et non temporel, c’est-a-dire une séquence de répétition
d’un motif au niveau de I’image. Le concept de base de ces filtrages est
la transformation d’un pixel p; ; en fonction des pixels adjacents sur une
zone plus ou moins grande (cf. figure 10.6).
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La premiere méthode la plus simple pour éliminer un bruit aléa-
toire sur I'image, di par exemple a une mauvaise luminosité, est le
lissage comme pour un signal monodimensionnel. Ces différents lis-
sages peuvent étre déclinés de facon plus ou moins complexe : du lis-
sage moyenneur au lissage extrémal.

I I
Filtrage

Z
de calcul

Figure 10.6- Elimination du bruit d’'une image par la
transformation d’un pixel en fonction des pixels adjacents
(zone de 3 sur 3).

Le filtre linéaire « moyenneur » ou par moyenne est le plus simple a
réaliser. Pour un pixel donné, il consiste a faire la moyenne des intensi-
tés ou niveaux de gris ou de couleur de ce pixel et des pixels adjacents et
de I’attribuer au pixel considéré. La taille de la zone considérée peut al-
ler de 3 x 3 (moyenne sur 9 pixels) a 35 x 35 (moyenne sur 1 225 pixels).

Ce filtre va permettre d’éliminer les pixels de bruit isolé, mais en
revanche il aura tendance a dégrader les transitions amenant du flou sur
I’image. Cet effet de flou sur I'image sera d’autant plus important que
la zone de calcul sera étendue.

Un exemple simple est présenté sur la figure 10.7 pour un lis-
sage « moyenneur » sur une zone de 8 pixels adjacents et avec une
numérisation sur 8 niveaux de gris. Sachant que I’'image « théorique »
comporte un carré noir au centre, le constat montre d’une part une éli-
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mination des pixels de bruits éparts sur I’'image et d’autre part une atté-
nuation de I’image initiale du carré placée au centre.

(a) :image initiale (b) : image lissée
3 1111
3 21331
11331
1 111
2 1

0 1 2 3 4 5 6 7

Figure 10.7 - Traitement du bruit d’'une image par le lissage
« moyenneur » de chaque pixel en fonction des 8 pixels adjacents.

D’autres filtres de type lissage linéaire ou non linéaire (en référence
au calcul effectué sur les niveaux des pixels de la zone prise en consi-
dération) peuvent étre mis en place afin d’atténuer le bruit sans altérer
I’image par cet effet de flou. Ainsi, les filtres suivants sont utilisés :

— Filtre ou lissage linéaire « moyenneur » pondéré : un coefficient est
affecté aux différents pixels de la zone mise en jeu au niveau du calcul
en privilégiant le pixel central et les adjacents proches (verticaux et
horizontaux).

— Filtre ou lissage non linéaire de type médian : les valeurs des inten-
sités sont classées par ordre croissant et le niveau du pixel considéré
est la valeur médiane de ce classement.
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Comme dans le cas des signaux, on peut distinguer deux types de
filtrage :

— Le filtrage passe-bas qui diminue le bruit mais atténue les détails de
I’image (flou accentué) ;

— Le filtrage passe-haut qui accentue les contours et les détails de
I’image mais amplifie le bruit.

10.3.2 Les transformations géométriques
des images

Avant de réaliser la phase d’analyse et d’extraction de I’'information
souhaitée, il est parfois nécessaire de réaliser des transformations dites
géométriques de I’image plus ou moins complexes comme les traite-
ments suivants qui ont la caractéristique d’étre réversible :

— Une translation de I'image ;

— Un changement de I’échelle (agrandissement ou rétrécissement) ;
— Une rotation de I'image ;

— Une déformation linéaire ;

— Une élimination de certaines parties de 1’'1image inutiles a la récupé-
ration de I’information.

D’une maniere générale et formelle, pour une image formée des
pixels p; ; de coordonnées spatiales i variant de 1 a n et j variant de 1
a m, une transformation géométrique sur une image peut se représenter
par 1’opération matricielle suivante réalisée sur toutes les coordonnées

spatiales des pixels :
(l.,):M(‘.)+T
J J

ol M est la matrice de cette transformation géométrique et 7' le vecteur
dit de translation.

Dans le cas ou la matrice M est quelconque, la transformation géo-
métrique est une déformation de I'image qui peut, par exemple, étre
souhaitée pour compenser une déformation inverse due a la captation
de cette image (déformation due a I’optique de prise de vue).
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a) La translation des images

La translation d’images est une opération qui permet de faire glisser les
images dans toutes les directions. Si cette opération est réalisée deux
fois, cela revient a isoler une partie de I’image pour ensuite continuer
I’analyse.

La matrice M de translation étant unitaire (pas d’effet), chaque trans-
lation peut s’exprimer a partir du vecteur translation 7 de [ pixels dans
le sens horizontal et de k pixels dans le sens vertical, soit I’expression

mathématique :
"y _[10)\(i N [
7] \01])\) k

L’un des éléments essentiels de cette transformation réside dans le
choix des pixels non affectés étant donné la disparition de ceux qui sont
sortis du cadre de I’image initiale. Leur intensité peut étre choisie selon
la suite du traitement et de I’analyse a effectuer.

b) L’agrandissement ou la diminution des images

L’utilisation de la transformation géométrique de changement de di-
mension (agrandissement ou diminution) permet d’augmenter la per-
ception immédiate de certains détails ou au contraire de supprimer la
visibilité de petits fragments. La matrice M de translation integre des
coeflicients k; et k; qui s’appliquent aux coordonnées spatiales avec un
rapport k;/k; correspondant aux dimensions de I’image pour conserver
une taille identique (proportion préservée). Soit I’expression mathéma-

tique suivante :
( i’ ) ( i )( i )
j’ 0 kj J

Dans cette transformation, il est important de souligner 1’aspect création
de pixel dans le cas de I’agrandissement. En effet quand on diminue la
taille de I’image, il suffit de supprimer un pixel sur x pixel pour obte-
nir ce changement de taille. En revanche, lors de I’agrandissement de
I’image, il est nécessaire de recréer un pixel ou plus entre deux pixels
existants. Comme pour un signal monodimensionnel, le terme employé
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est le ré-échantillonnage. Ainsi, nous avons principalement deux mé-
thodes simples mais qui ne sont pas équivalentes en termes d’analyse
d’image :

— Méthode par blocage : chaque pixel, sur une ligne donnée j, est dou-
blé ou recopié en partant de la gauche ou de la droite. Ainsi, pour un
doublement de la taille, les pixels sont renumérotés 2i et les pixels
2i+1 sont créés.

— Meéthode par interpolation : pour une ligne donnée j, le pixel créé
2i+1 est calcul€ a partir de I’intensité des deux pixels adjacents 2i et
2i+2 en faisant, par exemple, la moyenne.

Il est important de souligner que cette seconde méthode qui est tres
utilisée dans le domaine de la photographie artistique est tres délicate a
utiliser dans une image qui va ensuite étre analysée car cette méthode va
créer des pixels. D’autres méthodes de ré-échantillonnage peuvent étre
utilisées pour encore améliorer le rendu de cet agrandissement ; au lieu
d’utiliser une interpolation lin€aire, d’autres fonctions plus complexes
donnent des résultats plus efficaces en termes de « retouche » d’images.

c) La rotation des images

Dans certains cas, il peut y avoir nécessité de modifier la position an-
gulaire de I'image. La rotation de 'image d’un angle a est obtenue
en faisant le calcul suivant sur I’ensemble des coordonnées des pixels

d’origine :
"\ [ cosa sina\[i
J ] \—sinacosa ]\

10.4 ANALYSE D’UN SIGNAL « IMAGE »

Apres avoir réalisé les traitements permettant d’améliorer la qualité
de I’image ou de simplifier la zone a étudier, la phase d’analyse de
I’tmage permet d’appréhender I’information contenue dans 1’'image (cf.
figure 10.8).
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10.4. Analyse d’un signal « image »

La phase d’analyse et d’extraction de I'information est complexe et
dépend fortement du besoin. Nous avons ainsi de nombreuses méthodes
selon I’objectif recherché, soit quelques exemples :

Opération entre les images numériques ;

Amélioration des images pour I’observation (histogramme) ;

Détection de contour (accentuation, squelettisation) ;

Détection d’éléments (reconnaissance de forme, détection d’objets) ;
— Segmentation ;

— Indexation des images (classification des images) ;

— Transformation de Fourier ;

— Etc.

Dans ce chapitre, nous allons simplement présenter quelques-unes de
ces méthodes afin d’illustrer cette partie.

Image initiale Image améliorée Image analysée

Figure 10.8 - Aprés un traitement de I'image permettant
d’éliminer une partie du bruit et une détection de contour,
I'information concernant le nombre d’éléments peut étre obtenue.

10.4.1 Les opération sur les images

Comme il a été présenté, I'image peut étre décrite par une matrice 7, ,,
a deux dimensions n lignes et m colonnes : I(p; ;), I €tant I'intensité du
niveau de gris du pixel p; ; par exemple. Une des opérations les plus
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simples a réaliser est la différence entre les deux matrices (différences
de tous les éléments deux a deux) d’'une méme image prise a deux ins-
tants différents. Cela peut conduire a deux types d’analyse :

— La détection du bruit si I’on considere que les objets de I’image sont
fixes. Cela permet ensuite d’éliminer ce bruit ;

— La détection du mouvement d’un objet dans I’image comme I’ arrivée
d’un véhicule ou d’une personne dans le champ d’observation.

10.4.2 L’utilisation des histogrammes
pour le traitement des images

L histogramme d’une image peut étre défini comme la fonction re-
présentant la répartition des pixels dans I’image par niveau d’inten-
sité. L’abscisse est graduée selon les différents niveaux d’intensité, par
exemple de 0 (noir) a 10 (blanc) si I’'image est de type niveau de gris
codé sur 4 bits. L’ordonnée représente le nombre de pixels d’un niveau
d’intensité donné contenu dans I'image (cf. figure 10.9). Il est impor-
tant de noter qu’un histogramme ne fournit aucune information spatiale,
mais seulement une indication statistique de I’'image (deux images dif-
férentes peuvent avoir le méme histogramme). En revanche, I’analyse
de cet histogramme permet immédiatement de caractériser I’image se-
lon les quatre catégories :

— Image sombre (sous-exposée) : histogramme décalé vers la gauche ;
— Image claire (sur-exposée) : histogramme décalé vers la droite ;

— Image avec un faible contraste : histogramme centré et étroit ;

— Image avec un fort contraste : histogramme tres large et plat.

L’ opération qui peut étre réalisée va conduire 2 améliorer le contraste
de I'tmage ou une partie de I'image afin de mettre en exergue 1’infor-
mation recherchée. Les opérations sur les histogrammes sont aussi tres
nombreuses, soit par exemple (cf. figure 10.10) :

— Modification du contraste en appliquant une fonction croissante sur
I’histogramme pour accentuer certaines zones : fonction linéaire,
fonction logarithmique, fonction exponentielle ;
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10.4. Analyse d’un signal « image »

image . histogramme

0
gamme d’intensité 0 1 2 3

0 1

Figure 10.9- Exemple d’une image numérique trés simple formé
de 16 pixels (matrice 4x4) et son histogramme basé sur un codage
sur 2 bits de 'intensité (4 niveaux).

2 3

— Inversion de I’'image en appliquant une fonction décroissante sur
I’histogramme ;

— Seuillage ou binarisation de ’image qui diminue I’échelle des ni-
veaux de I'intensité des pixels sur lequel I’image était initialement
codée ;

— Opération sur la position et/ou la largeur de 1’histogramme pour ac-
croitre la luminosité de I’'image. En particulier, I’action de modifica-
tion de la largeur de I’histogramme ou étirement de 1’histogramme
permet d’améliorer fortement certains détails.

10.4.3 La détection de contour

La technique d’analyse des images, basée sur la détection de contours,
est tres utilisée. En effet elle consiste a « 1soler » un ou plusieurs objets
dans une image en le réduisant a ses contours. Cela permet ensuite beau-
coup plus facilement par I’observation ou avec des techniques automa-
tiques de suivre ce ou ces objets, de compter ces objets, d’identifier leur
forme. .. Un des avantages de cette technique d’extraction des contours
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Modification du contraste Inversion du contraste
A

Modification exponentielle Modification logarithmique
A A
I —— I
1
1
I
I
}
I
I
)
> I —_
-~ I -~

Figure 10.10 - Différentes fonctions a appliquer a I’histogramme
afin de modifier le contraste de I'image.

est de limiter fortement les informations contenues dans 1I’image aux
seuls contours des objets « utiles » de la dite image.

Le contour peut étre défini comme le gradient d’intensité mesuré sur
une ligne donnée ou sur un ensemble de lignes, c’est-a-dire le change-
ment d’intensité au niveau d’une suite de pixels. Cette zone de transition
entre deux niveaux étant identifiée, il suffit de I’accentuer par différentes
méthodes de traitement de 1’'image. Il est possible de décliner les types
de changement d’intensité en trois formes principales, la deuxieéme étant
une forme de la premiere :

— Larampe d’intensité ;
— La marche d’intensité ;

— Le pic d’intensité.
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10.4. Analyse d’un signal « image »

Pour extraire et ne laisser que les contours des objets contenus
dans I’image, plusieurs techniques peuvent étre utilisées comme par
exemple :

L’utilisation d’une transformation basée sur la dérivée premiere ;

L’utilisation d’une transformation basée sur la dérivée seconde ;

[’utilisation de transformations basées sur des filtrages ;
— L’utilisation d’une transformation dite de squelettisation.

Une fois le contour « identifié » par ['une des méthodes appliquées, le
contour est tracé soit en noir soit en blanc et la zone de part et d’autre
de ce contour est remplie respectivement par des pixels en blanc ou en
noir.

La premiere méthode, la plus simple a mettre en ceuvre, conduit a
remplacer le changement d’intensité par la dérivée de celui-ci. Ainsi,
pour un changement d’intensité selon une rampe nous avons un créneau
et pour un changement d’intensité de type marche, nous obtenons un
pic trés étroit (pic de Dirac). L'image obtenue dans ce cas permet de
transformer 1’image en un ensemble de contours plus ou moins larges
selon les rampes d’intensité des objets.

En utilisant la méthode basée sur la dérivée seconde, les contours
sont alors plus fins et donc I’extraction des objets (reconnaissance par
I’observation) est plus efficace. Lors de 1’analyse d’images plus réelles
émanant d’expérimentations de laboratoire. Cette extraction fine des
contours est primordiale pour interpréter correctement des phénomenes
physiques complexes. Cette méthode, basée sur les dérivées, est simi-
laire a 1’application d’un filtrage passe-haut, favorisant les transitions
rapides.

La deuxieme méthode, qui va étre présentée succinctement, est la
squelettisation. Cette méthode permet une analyse de formes qui réduit
un élément a un ensemble de courbes centrées dans la forme de 1’ objet.
Cette méthode permet de reconnaitre un objet quelle que soit son épais-
seur. En particulier, elle est trés utilisée dans la reconnaissance d’une
écriture manuelle faite avec des crayons de dimensions quelconques (cf.
figure 10.11).

261



Chapitre 10 * Les bases du traitement des images

Une des méthodes permettant de réaliser cette squelettisation est
I’amincissement successif de 1’objet ou pelage. A 1’initialisation de la
méthode, I’ensemble des pixels posséde un poids identique. Ensuite le
principe consiste a augmenter le poids des pixels en haut ou en bas
de pixels appartenant a I’objet. Les pixels « extérieurs » de plus faible
poids sont éliminés et la méthode est réitérée avec une succession de
balayage. Les pixels 1sol€s sont éliminés en court et les coupures entre
des groupes de pixels sont rassemblées en ajoutant des pixels. Le pro-
cessus est arrété lorsque 1’épaisseur de I’objet correspond a un ou deux
pixels.

272 7

Figure 10.11 - Reconnaissance d’une écriture manuelle par
squelettisation obtenue par amincissements successifs.

10.4.4 La detection d’elements
(la reconnaissance des formes)

Dans ce dernier paragraphe, I’analyse d’image au plus haut niveau
est abordée. En effet, apres avoir fait I’acquisition de I'image dans
les conditions les plus favorables et apres avoir fait des traitements
de I'image permettant d’éliminer le bruit, d’améliorer la représenta-
tion ou d’isoler certaines parties, cette étape ultime doit fournir des ré-
ponses concernant le contenu informatif de I’'image. Si nous reprenons
I’exemple précédent (cf. figure 10.11), le systeme d’analyse automa-
tique doit fournir I’information stipulant que le chiffre « 2 » est présent
dans I’image.
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10.4. Analyse d’un signal « image »

La détection d’éléments et la suite logique de la reconnaissance des
formes permettent a un systeme de s’affranchir de I’observation hu-
maine et de donner une information de haut niveau sur le contenu de
I’image. De nombreuses applications sont développées actuellement en
se basant sur la fiabilité accrue de cette technique :

— La reconnaissance de I’écriture manuscrite apres 1’étape de la sque-
lettisation que nous avons vue précédemment ;

— La reconnaissance des visages et des personnes (controle d’acces,
sécurité...);

— Le contrdle de I’environnement pour le déplacement des objets auto-
matisés (robots, drones. .. ).

Il est important de souligner deux caractéristiques essentielles de
cette reconnaissance des formes :

1. La nécessité de disposer d’une base de référence des objets a re-
connaitre (bases préexistantes ou formées par apprentissage) ;

2. Le résultat n’est pas une réponse certaine 2 100 %, mais le fruit
d’une approche statistique : I’objet présent dans I’'image « res-
semble a I’objet de la base a X % ».

La caractéristique 1 correspond a I’opération qu’effectue le cerveau
humain dans la compréhension de son environnement : quelle est cette
lettre, ce mot ? Quel est cet objet ? Quelle est cette personne ? Si cet
élément est connu (en mémoire), il est identifié, dans le cas contraire la
base de connaissance sera enrichie.

Mais a ce niveau de décision intervient la caractéristique 2. En effet
un objet donné simple ou complexe peut avoir une trés grande varia-
bilité¢ de représentation. Prenons ’exemple de I’écriture manuelle, un
chiffre ou un caractere peut prendre de nombreuses formes selon la per-
sonne qui I’a écrit. Deux méthodes répondent a cette problématique (cf.
figure 10.12) :

— Soit un maximum de représentation du méme objet est stocké dans
la base pour comparaison (si I’objet est un peu complexe, cela peut
s’avérer tres difficile et coliteux en espace et en temps pour la com-
paraison) ;
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S

Figure 10.12 - Quelques formes différentes de I’écriture du
chiffre « 1 » nécessaires a prendre en compte pour la
reconnaissance d’une écriture manuelle apres la squelettisation.

— Soit I’objet est stocké sous la forme des principaux traits le caractéri-
sant : les courbes et les droites devant ou pouvant le composer.

Il est évident que, méme pour des objets qui semblent simples (un
chiffre, une lettre...), la reconnaissance de cet élément de facon cer-
taine est extrémement difficile. Outre les multiples formes de 1’objet,
cet €lément, présent dans I’image, peut étre avec un contraste faible,
peut ne pas étre dans une position favorable (verticalité pour I’ écriture).

Pour des objets complexes, la méthode générale consiste a procé-
der par éléments de base le composant. Par exemple, si nous souhaitons
identifier I’objet « maison » sur des photographies, il est possible de pro-
céder a I'identification des éléments de base : cheminée, toit, fenétres,
portes, murs. .. chacun ayant des positionnements définis. De méme, si
nous souhaitons identifier un visage humain, les yeux, le nez, la bouche
et les cheveux seront les éléments a cerner.

En conclusion, lors de la réalisation d’une reconnaissance de forme
d’un objet dans une image, les étapes suivantes sont nécessaires :

— Isolement de I’objet a identifier ;
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10.5. Conclusion

Amélioration de I’'image de cet objet pour la reconnaissance : aug-
mentation du contraste (traitement basé sur I’histogramme), squelet-
tisation, etc.

Transformations géométriques de 1’objet isolé si nécessaire : agran-
dissement/diminution, rotation ;

Comparaison avec la base de connaissances et/ou identification des
principales caractéristiques de cet objet;

Décision de la reconnaissance de I’ objet.

La comparaison a la base de connaissance des objets complets ou
des éléments devant composer 1’objet se fait a partir d’une fonction de
corrélation bidimensionnelle proche de celle que nous avons vue pour
les signaux monodimensionnels. Ainsi le résultat n’est pas binaire, mais
donne un taux de corrélation entre 1’objet observé sur I’image et un
objet en référence. Le temps d’analyse peut étre important d’une part
si la base de référence est importante (nombre d’objets a comparer) et
d’autre part si I’objet est complexe (corrélation demandant un calcul
matriciel plus important).

Ces techniques de reconnaissance de formes ne cessent de se multi-
plier dans diverses applications de plus en plus complexes, comme celui
de la conduite automatique de véhicules routiers : lecture des panneaux,
lecture de la route, perception de I’environnement (autres véhicules,
autres objets en bordure ou sur la route, etc.). A la difficulté du trai-
tement d’image réelle et complexe, celui du traitement d’une image qui
évolue rapidement dans le temps apporte une dimension supplémen-
taire.

10.5 CONCLUSION

Comme dans le cas des signaux monodimensionnels mais qui évo-
luent dans le temps, 1’étape cruciale est I’acquisition de ce signal. Ainsi
I’image numérique sera d’autant plus utilisable au sens « extraction
d’information » que celle-ci aura une grande qualité : peu de bruit,
contraste important, objets bien éclairés, etc.
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Les techniques de traitement des images, afin d’en améliorer 1" uti-
lisation soit directe par 1’observation, soit automatisée, sont de plus en
plus efficaces et permettent souvent de récupérer de I’information dans
I’image ou la simple observation humaine initiale ne peut la déceler.

En revanche I’extraction d’une information de haut niveau comme la
présence ou non d’un objet référencé dans une image réelle est encore
en plein développement pour avoir une réponse fiable et rapide. Pour
un objet méme simple, la variabilité de son image dans un ensemble
complexe est liée non seulement & la qualité de 1’acquisition de I’image,
mais aussi de sa taille, de sa position, du chevauchement avec d’autres
objets, etc. Aussi les méthodes vont donner des résultats avec un certain
degré de validation, mais pas avec certitude.
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ANNEXES A

A.1 IMPULSION DE DIRAC

A.1.1 Définitions
a) Impulsion de Dirac

L’impulsion de Dirac ou la distribution de Dirac peuvent étre vues
comme un outil symbolique permettant de formuler des expressions.
L’impulsion de Dirac ou pic de Dirac, notée 9, peut étre percue comme
la limite d’une impulsion d’amplitude A et de durée 1/A lorsque A tend
vers I'infini. L'aire de cette impulsion est constante et égale a 1 quel
que soit A. Le pic de Dirac sera défini comme ayant un poids ou une
«masse » de 1 en x = 0 (cf. figure A.1). Dans le domaine du traitement
du signal, le pic de Dirac d(x) est une distribution ou « fonction » qui
vérifie :

+00

6(x)=0 pourx#0 etf o(x)-dx=1

—0

impulsion a(x)
A A— oo
1/A — 1
0 X 0 x

Figure A.1- Représentation de I'impulsion ou pic de Dirac.
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b) «Peigne » de Dirac

Utilisé pour la démonstration de 1’échantillonnage des signaux, le « pei-
gne » de Dirac, qui s’écrit Pgn ,(x), est une suite de pics de Dirac ré-
gulierement espacés de A, appelé période du peigne. Soit la relation de
définition (cf. figure A.2) :

+00

Pen, (x) = Z S(x—k-A)

k=—co

Figure A.2 - Représentation d’un peigne de Dirac.

A.1.2 Principales proprietes

Il est important de souligner que, pour des raisons de facilité, les opéra-
tions décrites ci-apres utilisent des notations identiques a celles utilisées

pour les fonctions bien que nous soyons dans le domaine des distribu-
tions.

a) Propriétés de localisation (opération de « produit »)

Pour une fonction f(x), on a les relations suivantes :
f(x)-0(x)=f(0)-0(x) : pic de Dirac de poids f(0) en 0

et f(x)-0(x—a)= f(a) 6(x—a) : pic de Dirac de poids f(a) ena
Pour deux pics de Dirac, le produit n’est pas défini ; mais nous pose-

rons les relations suivantes :
[A-6(x—a)]-[B-6(x—5H)]=0 sia# b

et [A-6(x—a)]-[B-6(x—b)|]=A-B-6(x—a)sia=b
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b) Propriétés d’élément neutre (opération
de « convolution »)
f(x)*6(x) = f(x) : fonction f(x)

et f(x)*6(x—a)= f(x—a) : fonction f(x) translatée de a
Pour deux pics de Dirac, le produit de convolution n’est pas défini;
mais nous poserons la relation suivante :

[A-6(x—a)] *x[B-6(x=b)]=A-B-6(x—b—a)

c) Propriétés d’échantillonnage avec le peigne de Dirac
(produit)

Pour une fonction f(x), on a les relations suivantes :

F)-Peny(x) = f(0- > (x—kA)= ) f(x) -5 (x—kA)

k=—co k=—o00

f) - Pany(0) = > f(A)-6(x —kA)

k=—c0

Ainsi le peigne de Dirac échantillonne la fonction f(x) aux abscisses
ou il existe.

d) Propriétés de peériodisation avec le peigne de Dirac
(convolution)

Pour une fonction f(x), on a les relations suivantes :

) Pany () = f() « . 6(x—kA) = Y f(x)#6(x—kA)
k=—00 k=—0c0

f) = Peny(0) = ) flx—kA)
k=—o00

Ainsi le peigne de Dirac périodise la fonction f(x) avec une période
A égale a I'intervalle entre les pics de Dirac.
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A.2 FONCTIONS MATHEMATIQUES UTILISEES
EN TRAITEMENT DU SIGNAL

A.2.1 Notations complexes

a) Notation complexe des fonctions circulaires

cos(f) = — - [c 70 4 e_-f‘e] J étant le symbole « imaginaire pur »

| =

1 . :
i = — .|e/if0 _eJ¥
sin(f) = N [e e ]
d’ou:
e’? = cos(0) + j-sin(@) et e’ =cos(6) - j-sin(d)

et les valeurs particuliéres suivantes :
e/ @pry3 _ jo (=17, e/ _ (-1, e/ @pthr _ 4
b) Notions de base sur les complexes
Soit le complexe z, nous pouvons I’écrire sous la forme cartésienne :
z=x+j-y
ou selon la notation polaire :

z=x+j-y=r-(cos@+ j-sin@) =r-e’?

avec le module r = || = \/x2 + y? et ’argument 6 = arctg (y/x)
Le complexe conjugué de z s’écrit 7 avec :

Z=x—j-y=r-(cosf—j-sinf)=r-e /"’
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A.2. Fonctions mathématiques utilisées en traitement du signal

A.2.2 Formules trigonométriques
cos(a+b) = cosa-cosh —sina-sinb

et cos(a—b) =cosa-cosh+sina-sinb
sin(a + b) = sina - cosb +cosa - sinb

et sin(fa — b) = sina - cosb —cosa -sinb
cos(2-a)=2-cosla—-1=1-2-sin"a

et costa=1/2-[1+cos(2-a)]
sin(2-a)=2-sina-cosa

et sina=1/2-[1 - cos 2-a)l

A.2.3 Fonctions sinus cardinal

La fonction de sinus cardinal sinc(ax) ou sin (rax)/max est présentée
sur la figure A.3. Cette fonction est paire et présente son maximum €gal
alenx=0.

sinc(ax)

N\ x

Figure A.3 - Fonction sinus cardinal sinc(ax).
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A.2.4 Fonctions de Bessel
a) Definition et propriétés

Les fonctions de Bessel de premiere espece de la variable x et d’ordre n
entier J,(x) peuvent étre exprimées sous la forme intégrale suivante :

1 T
Jn(x)=;-fCos(x-sina—x-af)-da avecn € N
0

La figure A.4 présente I’allure de quelques fonctions de Bessel. Les
principales propriétés sont :

— symétrie par rapport a 1’axe des ordonnées : J_,(x) = (=1)" - J,(x)

— amplitude limitée : f}LTo Ju(x) = 0ou J,(x) = 0 pourn > x

+00
— puissance bornée : Z J2(x) =1

n=-—0o

b) Relations avec les fonctions circulaires

Les fonctions de Bessel de premiere espece permettent en particulier
d’exprimer les fonctions circulaires complexes suivantes :
cos(x-sina) = Jo(x)+2-Jo(x)-cos(2-a)+2-Jy(x)-cos(4-a)+---

et sin(x-sina) =2-Jy(x)-sin(a@)+2-J3(x)-cos(3-a)+---
+co
De facon plus générale, nous avons : e /5" = Z Jo(x) - e
n=—co
A.2.5 Probabilités et statistiques
a) Définitions
Une variable aléatoire définie sur un ensemble d’expériences est donc
une variable numérique x dont la valeur est déterminée par le résultat
de chaque expérience ou épreuve. Le modele mathématique d’une telle

variable est une fonction aléatoire dans le cas général ou processus
aléatoire si I’évolution est temporelle.
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On distingue deux types de variables aléatoires, celles qui sont dis-
cretes (nombre fini de valeurs) ou celles qui sont continues (infinité de
valeurs).

0,5

Figure A.4- Fonctions de Bessel de premiére espéce pour n > 0.

S1 1l est impossible de prévoir a I’avance la valeur x; de la variable
aléatoire discrete x que I’on va obtenir, on peut définir la probabilité P;
de réaliser cette valeur, définie par :

P; = lim Ni avec N nombre d’expériences
N—oo
et N; nombre de réalisations de x = x;.
Grace a la loi des grands nombres, la valeur de P; peut €tre estimée a
partir du nombre total n de valeurs pour x et du nombre de réalisations
n; de la valeur x; :

Pi=Prob{x=x;} =n/n avecO< P;<1let P =1

n
i=1

De la méme maniére pour une variable aléatoire continue, on définit
la densité de probabilité ou la fonction de distribution p(x) avec les
propriétés suivantes :

px) >0 etfmp(x)-dle

(ee)
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Ainsi la probabilité d’avoir une valeur de x comprise entre x et x+Ax
est donné par :

Pay = Prob{x € [x, x + Ax]} = p(x) - Ax

et la probabilité d’avoir la variable x comprise dans [’intervalle
[xi, x;] est:

Pi,_]‘ = Prob {x € [)Ci, x_,-]} = ij p(x) - dx

i

b) Moyenne. Moments. Ecart type

Dans le cas d’un trés grand nombre d’épreuves, il est possible de définir
la valeur moyenne ou I’espérance de la variable aléatoire x :

— cas d’une variable aléatoire discrete : m = E, [x] = Z P; - x;

!

+00
— cas d’une variable al€atoire continue : m = E;, [x] = f p(x)-x-dx

—0o
Par définition, le moment d’ordre n (entier positif) d’une variable
aléatoire x est la valeur moyenne de la puissance n de x ou I’espérance

de x" :

— cas d’une variable aléatoire discréte : m, = E;, [X"] = Z P;-x!
i

— cas d’une variable aléatoire continue :

mn=Esp[X"]=fmp(x)-ﬂ-dx

(ee)

L’écart type o est défini comme la valeur quadratique moyenne cen-

trée, soit :
o= \fEsp[(x - m)Z]

L écart type, appelé aussi fluctuation absolue ou déviation standard,
donne une évaluation de la « dispersion » d’une variable aléatoire autour
de sa valeur moyenne.
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c) Fonctions caractéristiques d’une variable aléatoire

Dans le cas d’une variable aléatoire continue x avec pour densité de
probabilité p(x), on définit la premiere fonction caractéristique ¢, (f)
comme :

+co

@y (1) = Eyp [eﬂx] = f p(x)-e/™.dx avectreR

—00

Ainsi la transformée de Fourier de ¢, (f) donne la densité de probabi-
lité :

l —+00 )
P = — f o (1) - e - dr
2m J_

()

Cette fonction caractéristique permet aussi de calculer les différents
moments d’ordre n de la variable aléatoire x :

1 [d”sox (t)]
t=0

Egp X' = —
sp [*'] Iz a7

La seconde fonction caractéristique se définit comme :
W, (1) = Ln[g, ()] avec Ln le logarithme népérien

d) Systémes a deux variables aléatoires

A chaque épreuve, on considere que le systéme fournit deux valeurs
correspondant a deux variables aléatoires x et y.

La fonction de distribution des variables aléatoires x et y étant
Dx,y(x,y), la probabilité d’avoir une valeur de x comprise entre x et
x + Ax et une valeur de y comprise entre y et y + Ay est donné par :

Pacay =Prob{x e [x,x + Ax], yely,y+Ay|} = pey(x,y)- Ax- Ay

avec les relations suivantes :
Pry(x,y) >0 et f f Pry(Xyy)-dx-dy =1
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On définit la fonction de distribution p.(x) de la variable aléatoire x
en ignorant y et la fonction de distribution p,(y) de y en ignorant x par
les relation suivantes :

+o00

pi(x) = f Pry(X, y) - dy et py(y) = f Pry(X,y) - dx

oo —00

Par définition deux variables aléatoires sont stochastiquement indé-
pendantes si leur fonction de distribution p, ,(x, y) peut s’€crire sous
la forme :

Pxy(X, y) = p(x) - py(y)

Enfin on définit le coefficient de corrélation r,, de deux variables
aléatoires x et y de moyenne respective m, et m, et d’écart type o, et
o, par la relation suivante :

Esp [(x - m.r) ' (y - my)]

O-xlo-y

Fxy

La valeur de r, est comprise entre O et 1. Si r,, = 0, les deux va-
riables aléatoires sont dites non corrélées (pas obligatoirement indépen-
dantes).

e) Loi de Gauss

Les variables aléatoires continues qui suivent une loi de Gauss sont tres
importantes car elles correspondent 2 de nombreux cas réels (sources de
bruit usuelles, etc.). La fonction de distribution ou densité de probabilité
d’une variable aléatoire gaussienne x de moyenne m et d’écart type o
s’écrit :
1 _ le=m 2
p(x) = —— . 2
Virn-o

Cette fonction est entierement déterminée par les deux parametres
m et o. La représentation de cette loi de probabilité sur la figure A.5
montre que :

— la probabilité de trouver x € [m — o, m + o] est de 68,3 %
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— la probabilité de trouver x € [m — 20, m + 20] est de 95,4 %
— la probabilité de trouver x € [m — 30, m + 30| est de 99,7 %

Si on considere la variable aléatoire gaussienne centrée x—m, les mo-
ments d’ordre impair sont nuls et les moments d’ordre pair s’expriment
a partir de o :

0!
*any 7

Epl(x —m)*] = et Egl(x—m*=0

L’importance de cette loi de distribution tient surtout au théoréme
central limite qui s’énonce de la maniere suivante :

si une variable aléatoire est la somme d’un tres grand nombre de
variables aléatoires indépendantes, ayant chacune une loi de distri-
bution quelconque mais de faible amplitude par rapport a la somme
(I’'influence de chacune des contributions est faible), alors la distri-
bution de la variable aléatoire globale est donnée par une loi gaus-
sienne.

Il est a noter que nous avons équivalence entre la propriété d’indé-
pendance et un coefficient de corrélation r nul pour des variables aléa-
toires gaussiennes.

f) Loi de Poisson

Les variables aléatoires discretes qui suivent une loi de Poisson se re-
trouvent dans diverses applications (comptage de particules émises par
une source radioactive, etc.). Etant donné la moyenne m, la fonction de

distribution s’écrit : i

m
p(x=k)=ﬁ-e

—m
Cette variable aléatoire x de valeur moyenne m a les caractéristiques

suivantes :
E l¥1=m*+m et o= +m
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0,683

0 m+o m+ 30 X

m-—3o m-o

Figure A.5 - Distribution de Gauss pour une variable aléatoire de
moyenne m et d’écart type o.

A.3 TRANSFORMEE DE LAPLACE
A.3.1 Deéfinitions

La transformée de Fourier n’existe que si I’intégrale permettant de la
calculer (équation 2.13) a une valeur finie (convergente). Dans le cas
contraire on peut rendre cette intégrale convergente en multipliant s(z)
par e 7", la valeur o réelle positive est appelée «rayon de conver-
gence ». Cela conduit a définir une nouvelle grandeur, appelée « fré-
quence complexe», p = o + j2xf. Si de plus on consideére un signal
causal (nul pour ¢ < 0), on obtient la transformée de Laplace S (p) du
signal s(1), notée L, :

S(p)zfoos(r)-e_”'f‘dt
0

La transformée de Laplace est tres utile dans 1’étude des régimes
transitoires qui vérifient le principe de causalité. En particulier, elle sera
un outil important dans 1’étude des filtres basés sur la réponse impul-
sionnelle (signal causal). D’une maniere générale, cette transformée est
I’outil de base dans le domaine de I’automatique, c’est-a-dire des sys-
temes bouclés.

Dans le cas d’un régime harmonique €tabli, on peut remplacer p par
Jj2nf ou jw dans la transformée de Laplace.
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A.3.2 Propriétés

On retrouve les mémes propriétés pour la transformation de Laplace que
pour la transformation de Fourier. Soit la fonction x(7) et la transformée

L
de Laplace X(p) de ce signal, nous écrirons : x (1) «— X (p)
a) Linéarite

a-x()+b-y®)e—a-X(p)+b-Y(p)
b) Homothétie

x(a- 1‘)<i>i - X (pla)
lal

c¢) Translation
X—a) s X (p)-e P et x(1)-e <L X (p—b)
d) Dérivation

dx(f) 1
T «—p-X(p)—x(0)

e) Intégration
! L1 1 L oo
20 dis L X () et —-x(r><—>f X(p)-dp
0 4 ! P

f) Transformée de Laplace et convolution

Ainsi, pour deux signaux x(f) et y(t) ayant pour transformées de Laplace
respectives X(p) et Y(p), nous avons la méme propriété que pour la
transformée de Fourier :

X0 5y () e X(p)-Y(p)  etx(t)-y () — X (p)* Y (p)

A.3.3 Exemples de transformées de Laplace

Représentation temporelle Transformée de Laplace

» Fonction exponentielle :

s()=A-e S(p) =

p+a
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Représentation temporelle
e Fonction rampe amortie :

s =A-1-e

e Fonction sinusoidale :
s(t) =A - sin(2nFyi)

e Fonction cosinusoidale :
s(f) =A-cos(2aFyt)

e Fonction sinusoidale amortie :
s(H)=A-e . sin(QrFot)

e Fonction cosinusoidale amortie :
s =A-e ™. cos(2nFyi)

e Fonction sinusoidale quadratique :

s(0) = A - sin® 2nFot)

e Fonction cosinusoidale quadratique :

s() = A - cos® (2nFyl)

e Fonction constante :
s(H=A

» Fonction impulsion :
s =A-[ut—a)—u(t->0)]

avec s(f) = A pourt € [a, b]

e Fonction rampe limitée :

s() = s,.()

avec s-(t) = At/0 pour t € [0, 0]
et s.(f) =Apourte€ 8, +0]
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Transformée de Laplace

A
S(p)= ————
b (p+a)y
A-(2nFy)
S(p)= ———~
») P2+ (2nFy)?
A-p
S(p)= —————
) 2+ (2nFy)?
A-(2nFy)
S(p) =
) (p +a)* + 2nFy)?
A-(p+a)
S(p) =
) (p +a)* + 2aFy)?
2-A-(2nFy)?
S(p) = (2 Fy) .
p-(p? +4-@rFo))
2 e 2
sy = L +02 A (27rF0)2
p-(p? +4-QnFy)?)
S(p) ==

S(p) = % - [e‘“f’ - e—bPJ

1 —e "
p*-0

Sr(p):A
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LEXIQUE
ANGLAIS-

FRANCAIS

Anglais

Actuator

Aliasing
Analog-to-digital converter
Band-pass filter
Banwidth

Convolution
Correlation
Crosscorrelation

Data acquisition

Digital Signal Processor
Digital-to-analog converter
Fast Fourier Transform
Filter

Flat top window
Folding frequency
Fourier transform
Frequency

Gaussian law

High-pass filter
Impulse, pulse

Impulse response
Low-pass filter

Mean

Noise

Oversampling

Phase lock loop (PLL)
Power spectrum

Francais

Actionneur

Recouvrement de spectre
Convertisseur analogique/numérique
Filtre passe-bande

Bande passante

Convolution

Corrélation

Intercorrélation

Acquisition de données

Processeur de traitement de signaux
Convertisseur numérique/analogique
Transformée de Fourier rapide
Filtre

Fenétre de pondération a n toit plat z
Fréquence de repliement
Transformée de Fourier

Fréquence

Loi de Gauss

Filtre passe-haut

Impulsion

Réponse impulsionnelle

Filtre passe-bas

Moyenne

Bruit

Sur-échantillonnage

Boucle a verrouillage de phase
Spectre en puissance
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Anglais

Ramp signal
Real time operating system

RMS value (RMS : root mean square)

Sample and Hold
Sampling

Sawtooth signal
Sensor

Shielded Twisted Pair
Shot noise

Signal

Signal processing
Signal to noise ratio
Smoothing window
Standard deviation
Statistical distribution
Variance

Voltage controlled oscillator (VCO)
White noise

Window

Windowing

Wire
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Francais

Signal de rampe

Systeme d’exploitation temps réel
Valeur efficace
Echantillonneur/Bloqueur
Echantillonnage

Signal en 1 dent de scie Z

Capteur

Paire torsadée blindée

Bruit de grenaille

Signal

Traitement du signal

Rapport signal sur bruit

Fenétre de lissage ou de pondération
Ecart type

Distribution statistique

Variance

Oscillateur a fréquence commandée
Bruit blanc

Fenétre temporelle (traitement du signal)
Fenétrage

Fil
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A

acquisition de I’'image 245
actionneur 5, 12, 226
actionneurs 214, 218
adaptation 231

algorithme 156, 203
amplification 237

analyse de I’'image 257
analyseur de spectres 16
autocorrélation 52

avance de phase 48

bande passante 32, 220
a—-3db32
du support 57

bit 217

bruit 3
blanc 101
de grenaille 102
de quantification 134
définition 100
externe 100
gaussien 103
interne 100
périodique 103
rose 101

INDEX

C

cablage 214, 228
cable 58
calcul

de la convolution 34

en « temps réel » 156, 162
capteur 219
capteurs 5, 214, 218
capteurs d’image 246
causal 30, 40
classification des signaux 8
codage binaire codé décimal 218
codage binaire complément a 2 218
codage de I'information 4
codecs 135
compandeurs 135
composante

continue 13, 155

du spectre 16
compression du signal 134
conditionnement de signaux 230
conditionnement des signaux 214
conversion analogique-

numérique 235
conversion numérique-
analogique234

convolution

calcul de la 34

définition 34
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des signaux périodiques 35
discrete 163
propriétés 35

Cooley-Tukey 156

corrélation
de signaux périodiques 53
discrete 165

coupleurs optoélectroniques 233

D

décimation 211
démodulation
d’enveloppe 69
de fréquence 82
synchrone 69
densité spectrale 51, 53
d’un bruit 101
dérivateur 34
dérivation 26, 279
désaccentuation 77
détection de contours 260
détection
par corrélation 104
synchrone 105
diagramme de Bode 44, 47
diodes 68
disque optique 143
distribution de Dirac 267

E

écart type 93

échantillonnage 269
bloqueur 128
idéal 111, 126, 131
moyenneur 129
naturel 127

286

Aide-mémoire de traitement du signal

régulier 128
échantillonneur/bloqueur 236
échantillonneur 111

bloqueur 11
échelon unité 28, 40
élaboration des signaux 4
élément neutre (pic de Dirac) 35
élimination du bruit 251
émetteur 68
émissions radiophoniques 75, 87
énergie

des signaux 50

finie 24

totale du signal 51
équation aux différences 180
équivalence

de I'intégration 194

de la dérivation 193
erreur de

quantification 132, 133, 235
espérance 92
étection de contour 257
expansion du signal 134

F

Fast Fourier Transform 156
fenétrage temporel 36, 166
fenétre

a « toit plat » 170

de Bartlett 170

de Blackman 170

de Blackman exacte 170

de Blackman-Harris 170

de Gauss 172

de Hamming 170

de Hanning 170

de Kaiser-Bessel 171
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de Parzen 171
exponentielle 170
naturelle 170
temporelle 37
fibre optique 229
filtrage 251
fréquentiel 39
numérique par
convolution 201
temporel 36
filtrage passe-bas 253
filtrage passe-haut 253
filtre
a convolution 208
a réponse impulsionnelle
finie 181
a retard de phase 44
analogique 42
anti-repliement 120
de la valeur médiane 210
de restitution 141
non récursif 180
numérique 179, 181

a reponse impulsionnelle

finie 201

a reponse impulsionnelle

infinic 186
multicadence 211
passe-bas 43

du deuxiéme ordre 42, 195
du premier ordre 42, 195

passe-haut 43
du deuxiéme ordre 43
du premier ordre 42
réalisable 41
récursif 180
fonction

a valeurs réelles 7
d’autocorrélation 94
d’autocovariance 94
d’Heaviside 28
d’intercorrélation 95
de corrélation
définition 52
statistique 95
de covariance 95
de transfert 39
porte 27, 117
fonction de corrélation 265
fréquence 14
complexe 278
négative 14, 16
positive 16

G
gain 188

en puissance 32
H

histogramme d’une image 258
homothétie 26, 279

identification de processus 107
image 243

impédance 229

impulsion de Dirac 15, 267
indice de modulation 71, 75
intégrateur 34

intégration 279
intercorrélation 52
interpolation 135, 211

Index
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de Shannon 137

idéale 137

linéaire 138
interprétation des signaux 4

L

largeur
de bande spectrale 57

de bande spectrale du signal 9

spectrale 62

utile du spectre 73
linéarité 17, 25, 279
lissage temporel 184
lobe secondaire 167, 168, 171

M

masse 230
mesure d’un signal 37
méthode de I’invariance
impulsionnelle 189
indicielle 191
modélisation des signaux 6
modification du contraste 259
modulation
a bande latérale unique 66
a deux porteuses en
quadrature 67
a porteuse supprimée 65
cohérente 85
combinée 86
d’amplitude 60, 68
de fréquence 71, 72
de phase 71
exponentielle 70
non cohérente 85
moteur électrique 226
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moyenne temporelle 93
moyenneur 126
multiplexage 237

N

naturel 126
numérisation de I’image 248
numérisation d’un signal 11

0]
onde porteuse 59
ondelette

de Haar 174

de Morlet 174
opérateur « papillon » 158

P

paire torsadée blindée 229
parité 17, 25
pas de quantification 134
peigne de Dirac 114, 268
période d’échantillonnage 111
périodisation 116, 269
phase 44, 188

instantanée 70
pic

central 171

de Dirac 15, 114, 267

principal 167, 168
pixel 246, 248
plan de Bode 44
pole 43, 47
pré-accentuation 77
précision d’analyse

fréquentielle 156
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processeurs de traitement de
signaux 162
produit de convolution 35
puissance
d’un signal 50, 93

en modulation d’amplitude 63
en modulation en fréquence 76

fréquentielle 51

instantanée d’interaction 51
moyenne 63, 76

moyenne d’interaction 51
temporelle 50

Q

quantum de conversion 234

R

radiodiffusion 63
stéréophonique 87

rapport signal sur bruit 103
réalisation du filtre

numérique 182, 204
récepteur 69
reconnaissance de forme 265
reconnaissance des formes 263
registres a décalage 204
régulier 126
relais électromécaniques 232
repliement 119
réponse

impulsionnelle 34, 39, 41, 107

impulsionnelle infinie 181

indicielle 39
représentation

fréquentielle 15

spectrale 155

spectrale bilatérale 16, 20
temporelle 8

résolution 220, 246

restitution 12, 135, 140, 143
par bloqueur 140

rotation de I'image 256

S

sensibilité du capteur 220
série de Fourier 13, 18
signal 3
a temps continus 10
a temps discret 11
aléatoire 8, 91, 92
aléatoire gaussien 94
analogique 10
carré 19, 20
certain 8
cosinusoidal 19, 20
« dent de scie » 23
déterministe 8
échantillonné 11
ergodique 9, 91, 93
impulsionnel 21
logique 11
numérique 11
périodique 8
rampe 23
sinusoidal 18, 20
sinusoidal redressé double
alternance, 23
sinusoidal redressé simple
alternance, 23
triangulaire 22

sous-échantillonnage
signaux a bande étroite 122
squelettisation 262

Index
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stationnaires 9, 34
structure
canonique 204, 205
directe 204
sur-échantillonnage 143, 144

synthese du filtre numérique 182

systeme(s)
continu 33
de transmission 31
de transmission linéaires 34
linéaires 33
stationnaire 34

T

taux de modulation 60
temporisation 237
temps de conversion 235
théoreme

central limite 277

de I’échantillonnage 116

de Parseval 56

de Plancherel 35

de Shannon 116, 118

fondamental des filtres 39
théorie

de la communication 4

du signal 3
thermocouple 224
thermocouples 222
traitement

de I’'information 4

du signal 4
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traitement des images 244
transformation
adaptée 192
d’Euler 193
homographique 194
transformation géométrique 255
transformée
de Fourier 24, 27
a fenétre glissante 172
discrete 151, 153
inverse 24
propriétés 24
rapide 156
de Gabor 173
de Laplace 183, 278
en ondelettes 173
en z 183
translation 18, 26, 279
translation d’images 255
transmission en bande de base 59

\Y

valeur
efficace 94
moyenne 92
quadratique moyenne 92

z

zéro 47
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