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Préface

Le but de Pouvrage est d’étudier les concepts et les méthodes de Vintelli-
gence artificielle en prenant la logique comrme ligne directrice. Le texte se
veut aussi didactique et autonome que possible; il s’adresse & des lecteurs
(étudiants ou chercheurs) ayant une bonne culture mathématique et in-
formatique mais il n’exige pas de compétence particuliére en logique ni
en intelligence artificielle. Deux volumes sont actuellement prévus; le
contenu de ce premier volume peut étre déerit comme suit.

Le premier chapitre rassemble les données mathématiques et logiques qui
seront utilisées dans la suite. On y expose les notions fondamentales de
la logique classique, traitant d’abord le calcul des propositions et ensuite
le calcul des prédicats. La méthode de résolution et les concepts qui s’y
rattachent sont I'objet d'une attention spéciale, justifiée par le role qu'ils
jouent dans les applications.

Le deuxiéme chapitre présente 'approche axiomatique de la logique et
donne une introduction aux théories du premier ordre, On montre com-
ment le calcul des prédicats donne lieu i des théories permettant ’étude
de structures mathématiques spéeifiques. Dans ce contexte, on expose
certaines questions fondamentales de logique qui ont trouvé un prolonge-
ment naturel en informatique théorique; cela vise en particulier les lan-
gages algorithmiques de Turing et de Gddel, la these de Church, la classe
des fonctions calculables et le concept de décidabilité,

Le troisieme chapitre montre comment la logique classique (et surtout
la logique des prédicats) peut étre utilisée pour représenter la connais-
sance et pour raisonner automatiquement & propos de celle-ci. On y
expose des méthodes qui permettent de transformer la représentation
logique en représentation graphique et en représentation par objet. Les
mérites respectifs de ces diverses représentations sont ensuite discutés.
La logique classique s’attache & la formalisation du raisonnement cor-
rect. Or, telle qu’elle est visée en intelligence artificielle, la modélisation
du raisonnement ne doit pas se restreindre au domaine du raisonnement
absolument correct. Basés sur une information incompléte, incertaine
ou évolutive, nos raisonnements sont souvent conjecturaux, plausibles et
sujets & révision.

Le quatrieme chapitre donne un exposé introductif sur des logiques qui
ont été congues pour formaliser pareil raisonnement révisable : logiques
de défaut, logiques modales de connaissance et de croyance, logiques non
monotones, logiques antoépistémiques.
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Le cinguitme chapitre est une transition. On y montre comment l'inter-
prétation logique des grammaires formelles et de leurs régles de réécriture
conduit aux langages de programmation logique dont Prolog est le repré-
sentant le mieux connu. Les régles de grammaire sont classées selon
la hiérarchie de Chomsky. Chacune des grammaires de la hiérarchie
posséde un correspondant machine ou automate. IL’automate constitue
un modéle de base dans la théorie des grammaires et des langages. Ce
modéle a donné naissance an formalisme des réseaux. On montre le lien
existant entre les réseaux en question et les langages de programmation
fonctionnelle dont LISP est le représentant le plus typique.

Le sixieme chapitre décrit le langage de programmation Prolog. Sa
définition s’inspire de la logique formelle et des grammaires formelles.
Dans Prolog certaines formules de la logique (les clauses de Horn) sont
devenues des instructions exécutables sur ordinateur. Prolog peut étre
vu comme un langage de Pintelligence artificielle qui va dans le sens de
l'auntomatisation d’une certaine forme du raisonnement logique. En ce
sens il constitue un aboutissement de ’étude des concepts et méthodes
de 'intelligence artificielle basés sur la logique.

En résumé, le but principal des auteurs est d’exposer un ensemble cohé-
rent et structuré de disciplines comportant : les logiques classiques, la
représentation de la connaissance et le raisonnement correct, les logiques
non classiques, le raisonnement révisable, les grammaires formelles, la
théorie des automates, la programmation logique et plus particuliérement
le langage Prolog. Cl'est l'intégration de diverses disciplines de ce type
en vue de résoudre des problémes complexes qui constitue Vobjet de ce
que I'on a pris coutume d’appeler “Intelligence Artificielle”. Parmi les
problémes les plus fréquemment traités au moyen des techniques propres
a lintelligence artificielle, citons la reconnaissance et la compréhension de
la parole et des formes, la conception des systémes experts, la simulation
du raisonnement (par exemple dans les jeux de ’esprit ou la discipline
médicale}, la robotique.

La dépendance entre les chapitres du premier volume de cet ouvrage peut
étre schématisée comme suit.
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Il est préva un deuxiéme volume qui sera consacré anx quatre sujets
suivants :

+ la logique temporelle et ses applications en intelligence artificielle
et en informatique,

+ le traitement approfondi de la représentation de la connaissance et
du raisonnement,

¢ les grammaires logiques et leur application & la modélisation de la
langue naturelle et & la compréhension de la parole,

¢ la logique des hanques de données et des bases de connaissance.

Les auteurs ont voulu présenter dans ces deux volumes les fondements
de l'intelligence artificielle en prenant la logique comme ligne directrice.
Des aspects importants de Vintelligence artificielle ont été soit fortement
résumés, comme par exemple la programmation logique, soit entitrement
passés sous silence, Cette derniére remarque concerne en particulier :

¢ la programmation fonctionnelle et la programmation orientée objet,

¢ la preuve de théoréme et la preuve de programme,

les heuristiques de recherche et les.stratégies,

la vision, la compréhension de la parole, 'apprentissage
' P ’ PP £

la conception des systémes experts,

Ces sujets pourraient étre abordés dans des volumes ultérieurs,
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Logique

1.1 Calcul des propositions

1.1.1 Introduction

Le calcul des propositions est une des théories les plus simples qui soient;
son utilité est pourtant capitale dans des domaines trés divers. Sa par-
faite compréhension est indispensable au logicien, & 'informaticien et au
mathématicien.

Le calcul des propositions étudie des énoncés qui sont soit vrais, soit
faux.

Considérons les trois énoncés vrais suivants :

¢ Un quart d*heure avant sa mort, il était encore en vie.

e Si [il se fait que] $'il pleut, la route est mouillée,
alors [il se fait que] si la route n’est pas mouillée, il ne pleut pas.

e La Terre tourne.

Pour se convaincre de exactitude du premier énoncé, il suffit de connai-
tre le sens des mots : cet énoncé est une vérité de langage. Pour admettre
le denuxitme énoncé, il suffit de connaitre le sens de certains mots (si ...
alors, ne ... pas) et de savoir que les morceaux de phrase “il pleut” et “la
route est mouillée” sont des propesitions, c’est-a-dire des énoncés suscep-
tibles d’étre vrais ou faux. Le deuxiéme énoncé reste vrai si 'on remplace
ces deux propositions par d’autres propositions. De telles vérités de lan-
gage sont appelées vérités de logique. Le troisieme énoncé, par contre,
n’est pas une vérité de langage, car il exprime un fait (ici, un point de
physique et d’astronomie). Cet énoncé est donc une vérité de fait.
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1.1.2 Vocabulaire

Traditionnellement, le vocebulaire logique propositionnel est formé d’un
ensemble infini dénombrable de propositions, désignées par une lettre
minuscule, éventuellernent indicée, et de cing connecteurs, décrits a la
figure 1.1.

nom symbole usuel type autres symboles
négation - monadique | —, ~, not, non
conjonction A dyadique | &, ., and, et
disjonction v dyadique ||, or, ou
implication > dyadique | =, —
équivalence = dyadique | &, &, ~
Figure 1.1 : Connecteurs logiques

Les propositions représentent des énoncés susceptibles d’étre vrais ou
faux. La vérité de logique citée au paragraphe 1.1.1 peut étre modélisée
par

(» 2 ¢) D (~g D> -p}.

On observera que cette phrase reste nne vérité de logique quels que soient
les énoncés représentés par les propositions p et ¢. Il est naturellement
requis que toute occurrence d'une méme proposition représente un méme
énoncé, Ce type de remplacement est la substitution uniforme.

On n'examinera guére ici la correspondance entre les phrases et les raison-
nements de la langue naturelle, d’une part, et les formules du calcul des
propositions, d’autre part [Quine 50]. On reviendra sur ce point au para-
graphe 1.1.5.

1.1.3 Syntaxe du calcul des propositions

On s’intéresse maintenant & la logique propositionnelle pour elle-méme,
c’est-d-dire indépendamment de ses liens avec les phrases de la langue na-
turelle. Dans ce contexte, la logique propositionnelle est souvent appelée
caleul des propositions.



1. Logique

Le vocabulaire da calcul des propositions donne lieu 3 des assemblages,
par juxtaposition de connecteurs et de propositions. L'objet des régles
de formation est de distinguer parmi les assemblages ceux qui font partie
du langage. Ces assemblages sont appelés formules. L’analogie avec les
langues naturelles est évidente : une phrase est un assemblage de mots
construit selon certaines regles.

Voici Pensemble des régles de formation.

¢ Base: toute proposition est une formule.

e Induction: si X et ¥ sont des formules, alors =X, (X A Y),
(X VY)L(X D>Y)et (X =7Y)sont des formules,

¢ Cléture: une formule s’obtient uniquement & partir des regles de
base et d’induction.

Cette grammaire appelle quelques remarques. Tout d’abord, deux types
de nouveaux symboles sont apparus : X, Y et (, ). Les parenthéses,
ouverte et fermée, permettent de déterminer, dans une certaine mesure,
Pordre dans lequel les régles ont été appliquées. Par exemple, dans la
formule

(pAlgvr), (1.1)

la régle inductive a été appliquée deux fois : la premiére application a
donné lieu 4 la formule (¢ Vv ») & partir des formules g et », tandis que la
seconde application a donné lieu & la formule finale 4 partir des formules
p et (g V7). Les parenthéses sont utilisées ici de la méme maniére qu’en
arithmétique. La raison fondamentale de I'usage des parenthéses est la
structure arborescente des formules (et des expressions arithmétiques).

A

Figure 1.2 : Forme arborescente de la formule (1.1)
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Dans ce contexte, la régle de base fait d'une proposition un arbre réduit
4 la racine, tandis que la régle inductive crée un arbre a partir d’une
racine (un connecteur) et d’un ou deux arbres déja créés (fig. 1.2). Sauf
pour les propositions, la racine de ’arbre correspondant a une formule est
un connecteur, appelé connecteur principel de-la formule. Une formule
dont le connecteur principal est 'implication (I'équivalence) est parfois
appelée un conditionnel (biconditionnel).

On a également introduit les lettres majuscales X et ¥. Ce sont des
métasymboles, c’est-a-dire des notations qui, sans appartenir au langage,
permettent d’introduire les concepts et propriétés de ce langage. Les let-
tres p,q,r représentent des propositions bien définies; les métasymboles
X,Y servent & nommer des formules en général.

Si, lors de la construction d’une formule X, on a utilisé¢ la formule Y
comme argument de la régle inductive, ¥ est appelée sous-formaule de X.
L’ensemble des sous-formules de (1.1) est

{ps 4Hn (q v T)}

L’ensemble des formules est inclus dans I'ensemble des assemblages de
symboles, qui est dénombrable (il peut étre mis en bijection avec l’en-
semble des naturels). L’ensemble des formules est dés lors dénombrable.
Il est en outre récursif, c’est-a-dire qu'il est possible de décider, sans
risque d’erreur ou d’ambiguité, si un assemblage est une formule ou non.

L’emploi des parenthéses dans I’écriture des formules provient de la
volonté de distinguer, par exemple, les formules

(pAlgvr) et ((pAg V).
La situation est analogue en arithmétique, ol 'on doit distinguer ax(b+c)
de (a *b) +c.
Pour des raisons de lisibilité, certaines paires de parenthéses sont par-
fois remplacées par des paires de crochets ou d’accolades. D’autre part,
lorsque le contexte le permet, certaines parenthéses peuvent étre sup-
primées.

1.1.4 Sémantique du calcul des propositions

L’objet d’étude de la langue naturelle ¢t des langages formels comporte,
entre autres, la syntaze, qui permet de distinguer les phrases parmi les
assemblages de mots, et la sémantique, qui attribue une signification aux
phrases. Ceci s’applique également au calcul des propositions.
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1. Logique

Nous avons signalé qu’une proposition est soit vraie, soit fausse. Cela
conduit & lintroduction du domaine sémantique {V ,F}. Interpréter
une formule consiste & lui attribuer I'une des deux valeurs de vérité Vou
F. (Il est assez courant de représenter la valeur V par le symbole 1 et la
valeur F par le symbole 0.)

La sémantique, c’est-d-dire ensemble des lois d’interprétation de for-
mules, devra étre compositionnelle : la signification d’une formule sera
fonction de celle de ses constituants. Plus précisément, la valeur de
vérité atiribuée & une formule dépendra uniquement de la structure de
cette formule et des valeurs de vérité attribuées aux propositions qu’elle
contient.

Les connecteurs du calcul des propositions sont donc vérifonctionnels:
par exemple, la valeur de vérité associée & la formule (X A Y) sera
connue dés que les valeurs de vérité associées & X et Y seront connues.
La figure 1.3 donne la sémantique de la négation.

X | -X
V|F
F |V
Figure 1.3 : Table de vérité pour la négation

La sémantique des connecteurs dyadiques est donnée & la figure 1.4,

Une fonction d’interpréiation, ou interprétation, est une fonction i qui
associe a toute proposition p une valeur de vérité. Cette fonction i, dont
le domaine est 'ensemble des propositions, est étendue & I'ensemble des
formules au moyen des tables de vérité. L’extension correspondante 1
est encore appelée interprétation. Une interprétation qui rend vraie une
formule est un modéle de cette formule.

Un litiéral est une proposition ou la négation d’une proposition; les
littéraux p et -p sont opposés. Une interprétation détermine une par-
tition de I'ensemble I des littéraux en deux sous-ensembles Ly et Lyp
contenant chacun un élément de chaque paire de littéraux opposés.

X|Y[XAY|[XVY|[XDY|X=Y
VIV Vv v Vv v
VIF F v F F
F |V F v v F
F |F F F v Vv
Figure 1.4 : Table de vérité pour les connecteurs dyadiques
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Pour illustrer la méthode des tables de vérité, nous allons prouver que la
formule

P2(@or)=(pAg) Dr) (1.2)

est vraie pour toutes les interprétations. La table des 8 interprétations
possibles est donnée a la figure 1.5.

H| H| < < | | < <[

= < B < =< | S|

l¢orlpo(@aor)|pArg|llpAg Dr] (12) |

Sl | T s | R ] e I | B
<| < | <f < < | <
< <| < < <| <l <
e | o e | e | e | e | R
<| < < < <] <<
<| < < <<l <l <<

Figure 1.5 : Exemple

1.1.5 Calcul des propositions et langue naturelle

Le calcul des propositions comporte cing connecteurs, dont 'usage et
la signification ont été définis formellement aux paragraphes précédents.
D’une part, il est clair que ces connecteurs ont des “équivalents” dans
la langue naturelle, Dans ce paragraphe, nous montrons les limites des
ressemblances entre les connecteurs logiques et ceux de la langue na-
turelle. D'autre part, la langue naturelle serait fort appauvrie si le nom-
bre de connecteurs était réduit & cing. La suite de ce paragraphe montre
que, au contraire, le calcul des propositions ne serait pas enrichi par
Pintroduction de connecteurs supplémentaires.

Dans la langue naturelle, les connecteurs “non”, “et”, “ou”, “si... alors”,
“si et seulement si” sont, en premiére analyse, vérifonctionnels. Par
exemple, les phrases

11 fait beaun ou il pleut
et

Il pleut ou il fait beau

semblent synonymes. Par contre, ce n’est pas le cas des phrases
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Il prit peur et il tua I'intrus
et

Il tua Pintrus et il prit peur

car le mot “et” est ici surchargé d’une nuance causale et temporelle.
Enfin, de nombreux connecteurs de la langue naturelle ne sont nullement
vérifonctionnels. Le connecteur “parce que” est un bon exemple. Pour
nous en convaingre, supposons qu’il pleuve (proposition p) et que le sol
soit mouillé (proposition ¢}. On admetira facilement

¢ parce que p ,
mais on n‘admettra pas

P parce que ¢ .

La disjonction logique est non ezclusive : une disjonction est vraie si
au moins un de ses deux opérandes est vrai. Le “ou” du francais, par
contre, est parfois exclusif. Dans la phrase “un nombre entier est pair ou
impair”, une branche de Palternative est vraie et l'autre est fausse,

L’implication est un connecteur trés important, parce qu’il traduit le
raisonnement et, spécialement, le raisonnement mathématique. Son pre-
mier opérande est appelé antécédent et le second, conséquent. Il est
clair que si 'antécédent est vrai, I'implication a la valenr du conséquent.
On peuat par contre s’étonner de ce que 'implication soit vraie dés que
I'antécédent est faux. Néanmoins, on se convainc aisément que I'impli-
cation, ainsi définie, est le seul connecteur satisfaisant aux exigences
suivantes :

¢ Sile premier opérande est vrai, la valeur de vérité est celle du second
opérande.

¢ La valeur de vérité dépend des deux opérandes.

¢ Le connecteur n’est pas commutatif.

Dans la mesure ot ces trois critéres semblent hien cerner I'implication
naturelle, la définition adoptée en est la meilleure approximation possible.
Pour souligner la nunance, I'implication modélisée par le connecteur D
est parfois appelée implication matérielle. L’implication matérielle est
le connecteur de base du raisonnement mathématique, celui qui relie
I'hypotheése H et la thése T dans un théoréme. Il serait toutefois abusif
d’écrire H O T lorsque H et T ne sont pas des formules mais des
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énoncés informels ou appartenant & un formalisme différent de la logique.
On écrira plutét 'H = T dans ce cas. De méme, dans ce contexte, on
écrira C7 & Cp plutét que €1 = C;.

Le calcul des propositions n’exprime que les connexions purement véri-
fonctionnelles entre énoncés. C’est fort bien mais il est en outre souhai-
table que 'on puisse les exprimer toutes. Il.n’y a notamment aucune
raison de se limiter aux connecteurs monadiques et dyadiques.

Un connecteur (vérifonctionnel) est caractérisé par sa table de vérité.
La table d'un connecteur & n opérandes comporte 2™ lignes. A chacune
de ses lignes est associée une valeur de vérité. Il est donc possible de
définir 22" connecteurs n-adiques, c’est-a-dire & n opérandes. Il se fait
toutefois que les deux connecteurs - et O suffisent & engendrer tous ces
connecteurs (quelle que soit la valeur de n).

Les trois autres connecteurs traditionnels peuvent étre “définis” a partir
de la négation et de Pimplication! par le biais des formules toujours vraies
suivantes : '

(XvY)=s (-X2Y),
(X AY) = ~(X 2 -Y), (1.3)
(X=Y) = (XoY)Aa (Y D X)).

(On lit le connecteur central comme un symbole de définition.)

D’autre part, il est facile de montrer que tout connecteur n-adique peut
se définir au moyen des cing connecteurs traditionnels. Nous donnons ici
deux exemples fréquents, tant dans la langue naturelle qu’en mathémati-
que, La formule

(X A —|Y) v (—IX/\ Y)

représente la disjonction exclusive de X et Y. D’autre part, "énoncé “si
X alors Y sinon Z” est modélisé par la formule

(X DY) A (-X > 2).

Le connecteur sous-jacent est le seul connecteur triadique fréquemment
employé,

1 . .o 4 . . - . -

On aurait pu choisiv la négation et la conjonction, ou encore la négation et la
disgjonction. Par contre, la négation et ’équivalence ne permettent pas de définir tous
les autres connecteurs,



1. Logique

Signalons encore que les deux seuls connecteurs a 0 opérande sont Vet
F; il leur correspond également des connecteurs n-adiques, pour toute
valeur de n.

Enfin, mentionnons que le connecteur dyadique “non-et”, noté T, per-
met de définir tous les autres connecteurs. Par définition, (X TY) n’est
faux que si X et Y sont vrais. En particulier, {X 1 X) équivaut & ~X.
Cette propriété, démontrée dans [Quine 50], est exploitée en électronique
digitale. A partir de circuits logiques réalisant le “non-et”, on peut con-
struire tout circuit logique modélisant un connecteur vérifonctionnel. Le
connecteur “non-ou”, noté |, est le senl autre connecteur dyadique jouis-
sant de cette propriété. Par définition, (X | Y) n’est vrai que si X et Y
sont faux.

1.1.6 Formules consistantes, formules valides

Nous allons considérer dans ce paragraphe les formules qui sont “vraies”
pour toutes les interprétations et les formules qui sont “fausses” pour
toutes les interprétations. Cecl nous conduira ensuite 4 la définition de
la conséquence logique.

Une formule est sémantiquement consistante, ou simplement consistante,
si elle admet un modéle, c’est-a-dire s’il est possible de 'interpréter & la
valeur V. Par exemple, les formules (p A ¢) et (p V ¢) sont consis-
tantes : elles sont vraies notamment si p et ¢ sont vrais. En particulier,
toutes les propositions sont consistantes; les négations de propositions
sont également consistantes. Une formule non consistante est dite incon-
sistante. La formule (p A —p) est inconsistante.

Une formule est valide si elle est toujours vraie, indépendamment des
valeurs de vérité attribuées aux propositions qu’elle contient. La formule
(1.2) est valide, de méme que les formules (pV -p), (p 2 p) et (-—p = p).
Une formule non valide est parfois dite invalide.

On observe immédiatement que la négation d’une formule valide est in-
consistante; de meéme, la négation d’une formule consistante est invalide.
On appelle parfois contingente une formule qui n’est ni valide, ni incon-
sistante.

Une formule comportant k propositions distinctes admet 2* interpré-
tations. En considérant ces 2* interprétations, on détermine immédiate-
ment s’il s’agit d’une formule valide, contingente ou inconsistante. On
peut déduire de la figure 1.5 (§ 1.1.4) que la formule (1.2) est valide; les
formules p A g et p D (¢ D r), par exemple, sont contingentes.
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L’ensemble des formules est done naturellement partitionné en trois sous-
ensembles récursifs (§ 1.1.3). Ces trois sous-ensembles sont infinis.

Les formules valides du calcul des propositions sont souvent appelées
tautologies. 5i A est une formule, la notation

=A

exprime que A est une tautologie. Par extension, si E est un ensemble
de formules, la notation

Fe=A

signifie que toutes les interprétations rendant vraies toutes les formules
de FE rendent également vraie la formule 4. On dit que A est une
.conséquence logique de F. TUne tautologie est donc une conséquence
logique de I’ensemble vide. 8i E comporte un seul élément B, on écrira
B A au lieu de {B} = A. On vérifie immédiatement que la condition
nécessaire et suffisante pour que A soit conséquence logique de B est que
Vimplication matérielle (B O A) soit une tautologie (ce sera vrai, en
particulier, dés que B est inconsistant ou que A est valide); ce résultat
peut s’écrire

Be=A & =(B D A).
D’une maniére plus générale, on a
{Hy,....,.Ho} r C & = {H1 A - AHy)DC.

Dans ce contexte, les formules H; sont les Aypothéses et la formule C
est la conelusion, Déterminer si une formule C est bien la conséquence
logique d’un ensemble E de formules est un probléme fondamental en
logique, appelé probléme de la déduction. Nous venons de voir que,
quand Pensemble E est fini, le probléme de la déduction se réduit 4 la
détermination de la validité d’un conditionnel. La définition que nous al-
lons introduire permet d’aborder le probléme de la déduction de maniére
plus efficace,

Un ensemble de formules E est sémantiquement consistant, ou simple-
ment consistant, si tous ses éléments admettent un modéle commun;
sinon, il est inconsistant. Un ensemble de formules est donc assimilé, du
point de vue sémantique, & la conjonction de ses éléments.
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La formule C est une conséquence logique de l'ensemble fini E si et
seulement si B U {—~C} est inconsistant. C’est le principe de déduction.
On observe également qu’un ensemble E est inconsistant si et seulement
si F en est une conséquence logique, ou encore si toute formule en est une
conséquence logique. Formellement, le principe de déduction s’exprime
comme suit :

{H]_,...,Hn} =C & {H],...,Hﬂ,‘lC} = F.

Des formes différentes de ce principe seront données au paragraphe 1.1.9.
Une méthode pratique de mise en ceuvre du principe de déduction est
présentée au paragraphe 1.1.13. Le cas de la déduction & partir d'un
ensemble infini de formules est abordé au paragraphe 1.1.18.

8i les formules A et B sont conséquence logique 'une de autre, on dit
qu’elles sont logiquement équivalentes; cela a lieu si et seulement si la
formule (A = B) est une tautologie.

La regle de substitution uniforme, énoncée ci-aprés, constitue un moyen
fort simple d’engendrer des tautologies.

5i X est une tautologie, p une proposition et 4 une formule,
alors ’énoncé obtenn en remplacant uniformément p par A
dans X est une tautologie.

1.1.7 Point de vue algorithmique

Nous avons défini dans le paragraphe précédent les concepts de formule
valide et de formule consistante. Nous allons décrire, dans ce paragraphe
et dans le paragraphe suivant, des algorithmes permettant de vérifier
effectivement la consistance ou la validité d’une formule.

Déterminer 8i un assemblage constitue bien une formule est un probléme
relativement trivial. Par contre, déterminer si une formule est consis-
tante, ou valide, peut éire assez fastidieux. On a vu au paragraphe
1.1.8 qu’une formule contenant k propositions distinctes admet 2* in-
terprétations. Il serait intéressant de disposer d'un algorithme de test
Plus performant que celui consistant i passer en revue toutes les in-
terprétations. Nous présenterons dans les paragraphes suivants les prin-
cipaux résultats obtenus dans ce domaine.
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Divers algorithmes utilisent, explicitement ou non, le concept d’arbre
sémantique. Etant donné un ensemble fini ou dénombrable de propo-
sitions, noté P = {p1,...,Pn,...}, un arbre sémantique est un arbre
binaire respectant les conditions suivantes,

o Chaque arc est étiqueté par un littéral (positif ou négatif) issu de
P

Les littéraux étiquetant deux arcs issus du méme nceud sont op-
posés.

Aucune branche ne comporte plus d*une occurrence de chaque lit-
téral.

Aucune branche ne comporte une paire de littéraux opposés.

Un exemple d’arbre sémantique est donné a la figure 1.6.

§i P est fini, tout arbre sémantique est nécessairement fini. Si par con-
tre P est infini, alors il existe des arbres sémantiques finis et des ar-
bres sémantiques infinis. Rappelons qu’un arbre binaire infini comporte
nécessairement au moins une branche infinie.

A chaque neeud N d’un arbre sémantique correspond une interprétation
partielle, c’est-a-dire une fonction Iy associant une valeur de vérité a cer-
tains éléments de P. L’interprétation partielle Iy assigne la valeur V (F )
4 la proposition p si un arc du chemin reliant NV a la racine est étigueté
par p (~p); elle n’est pas définie pour p si aucun des deux littéraux p, -p
n’apparait sur ce chemin.

Un arbre sémantique fini est complet si chaque feunille correspond & une
interprétation totale, c’est-a-dire partout définie. Un arbre sémantique
infini est complet si chacune des branches issues de la racine détermine
une interprétation totale. Un arbre sémantique complet se rapportant &
P est fini si et seulement si P est fini; dans le cas contraire, toutes ses
branches sont infinies.

Pour déterminer si une formule A est consistante, l'algorithme trivial
implique la considération d’un arbre sémantique complet se rapportant
3 I'ensemble (fini) de propositions ayant une occurrence dans A. Pour
chaque feuille de Yarbre, on évalue A selon I'interprétation correspon-
dante. La formule est consistante si, pour 'une des feuilles au moins, la
valeur obtenue est V. Cet algorithme est trés inefficace : si-la formule A
comporte n propositions distinctes, 2" interprétations sont & considérer.
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L’algorithme de Quine [Quine 50] est un perfectionnement assez immé-
diat de Palgorithme trivial. Sitoutes les extensions possibles d’une inter-
prétation partielle attribuent la méme valeur de vérité a la formule testée,
il est inuatile de construire le sous-arbre issu du nceud correspondant &
cette interprétation partielle. 8i la formule testée est (p V ¢ V r), par
exemple, tout chemin comportant un littéral positif correspond & une
mterprétation rendant vraie la formule.

Voici 'application de I’algorithme & 'examen de la validité de la formule

(@A@ DA D @Or).

On commence par ordonner arbitrairement 'ensemble {p, ¢, r} des propo-
sitions contenues dans la formule, soit par exemple U'ordre (p, ¢, 7). Ceci
revient 4 dire que les arcs de niveau 1 (issus de la racine) seront étiquetés
par p ou —p, ceux de niveau 2 par g ou —g et ceux de niveau 3 par r ou
T,

On consideére d’abord les interprétations qui assignent V 4 p. Ainsi par-
tiellement interprétée, la formule se réduit a

[(gor)AnglDr.

Si maintenant g est interprété & V, on obtient (» D ») qui est valide; si
au contraire ¢ est interprété a F, on obtient (F D 7), qui est également
valide.
On considére ensuite les interprétations qui falsifient p. La formule se
réduit a

{KFD>r) AV]DYV,

qui est toujours vral.

On conclut de cette analyse que la formule testée est toujours vraie, donc
valide. L’arbre sémantique correspondant & cette analyse est représenté
a la figure 1.6.

Figure 1.6 : Arbre sémantique incomplet
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On confond souvent le mot “vral” et le symbole V; cela est généralement
sans inconvénient et allége le discours. On se permet également d’intro-
duire les symboles sémantiques Vet Fdans les formules elles-mémes.
Cet abus n’est pas dangereux; dans ce confexte, Vet F peuvent éire
considérés comme des abréviations, ou des réécritures, de (p V -p) et
(p A—p) respectivement. Certains auteurs introduisent d'ailleurs le calcul
des propositions & partir de la constante F {opérateur sans opérande) et
du connectenr 3. On définit alors ~A comme (4 > F).

1.1.8 Algorithme de réduction

L’algorithme dont nous allons parler, appelé algorithme de réduction,
permet la preuve par l'absurde de la validité d’une formule. Il est
avantageux quand la formule comporte de nombreuses occurrences de
I'implication. Nous l'illustrons en testant la validité de la formule

[(pAg) D7D [pDig D)

Supposons qu’une interprétation I assigne & cette formule la valeur F.
D’aprés les tables de vérité de Uimplication, un conditionnel est faux si et
seulement si son conséquent est faux et son antécédent vrai. On déduit
de cette régle

La méme régle appliquée & la premiére ligne de ce résultat permet de
déterminer I; on obtient

I(p)=V, Ig=V, I)=F,

ce qui contredit I{(p A ¢) D r) = V . Cette contradiction établit la
validité de la formule de départ.

On construit facilement des exemples pour lesquels ’algorithme de Quine
et I'algorithme de réduction ne sont pas significativement plus eflicaces
que algorithme trivial. Plus précisément, on a établi que le probléme
de la détermination de la validité {(ou de la consistance) d’une formule
du calcul des propositions est NP-complet. Sans entrer dans des con-
sidérations sortant du cadre de cet ouvrage, signalons que cela rend trés

14



1. Logique

improbable la découverte d'un algorithme efficace en toute généralité
pour le test de la consistance ou de la validité des formules du calcul des
propositions.

On peut toutefois résoudre le probleme efficacement dans certains cas
particuliers; la technique de la résolution, introduite plus loin, permet
de détecter si une formule est valide ou inconsistante. La plupart du
temps, cet algorithme est raisonnablement efficace. Nous reviendrons
sur ce point au paragraphe 1,1.12.

1.1.9 Approche algébrique

La sémantique d’une formule du calcul des propositions est entiérement
déterminée par sa table de vérité. On observe que plusieurs formules
peuvent avoir la méme sémantique. C’est le cas par exemple des formules
pI{gdr)et{pAg)Ddr (fig. 1.5 §114)

Le méme phénomeéne est habituel en algébre élémentaire. Par exem-
ple, les termes algébriques x(z — y)(z + y) et 2® — zy? ont “méme
sémantique” : ils représentent des polynémes égaux (et des fonctions
égales).

Dans le cas des formules de la logique comme dans celui des formules de
lalgébre des polyndmes, il est essentiel de pouvoir détecter ’équivalence
éventuelle de deux objets représentés différemment. La technique atilisée
dans ce but comporte d’abord 'étude des “égalités remarquables”, qui
établissent différentes maniéres de représenter un objet. Ensuite, il est
commode de définir un on deux modes canoniques de représentation des
objets. Dans le cas des polyndmes, on utilise généralement deux formes :
le produit de facteurs de degré minimal et la somme de mondmes. Des
égalités remarquables permettent de passer, plus ou moins facilement,
d’une représentation a 'autre.

Dans le contexte du calcul des propositions, le concept d’équivalence
logique remplace celui d’égalité, Le connecteur =~ correspond i I'équi-
valence logique; A ~ B signifie = (A = B).

Nous donnons ici un premier groupe d’équivalences logiques remarqua-
bles; elles concernent les connecteurs A et V pris isolément, ainsi que
leur lien avec le connecteur d’implication,

Ces propriétés, ainsi que les suivantes, se démontrent par la méthode des
tables de vérité.
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XAX)=X=(XVX) Idempotence
(X AY) = (Y AX) Commutativité
(XVvY)= (Y Vv X) (1.4)
(XAY)AZ)= (X A(Y AZ)) Associativité
(XVY)VZ) = (XV(YV 2Z)

On définit une relation binaire < sur ’ensemble des formules; ’expression
A < B signifie = (A4 D B). Cette relation est une relation d’ordre, du
fait qu’elle jouit des quatre propriétés (redondantes) suivantes :

X <X Réfiexivité
X <YtV <X => X =Y Antisymétrie
X<YetY €2 = X< 2 Transitivité (1.5)
X<Y & ((XAY)=X) e
X<Y & (XvVY)~Y) Elimination

Dans ce contexte, la plus grande borne inférieure de deux formules est
leur conjonction; leur plus petite borne supérieure est leur disjonction.
Dans le langage algébrique usuel, une structure dans laquelle les con-
ditions (1.4) et (1.5) sont vérifiées est un treillis. Plus précisément, le
quoiient de Pensemble des formules par la relation d’équivalence ~ est
un treillis, appelé treillis de Lindenbaum [Bell et Machover 78.

Un troisiéme groupe d’équivalences logiques décrit le lien entre les con-
necteurs de conjonction et de disjonction.

(XAYYVZ) = (XVZYAXYVE) . oo
(XVY)AZ) = (XAZ)VYAZ) Distributivité (1.6)

Le connecteur de négation est décrit par un quatriéme groupe de for-
mules.

((‘;g M :‘}3 ﬁ Complémentarité an
-—-X = X Involution

Du fait qu’il posséde les propriétés (1.6) et (1.7), le treillis de Lindenbaum
est une algébre de Boole,

Si dans une équivalence logique ne comportant pas le connecteur D, on
échange les réles de A et Vv, d’une part, de Vet F, d’autre part, on
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obtient encore une équivalence logique. C’est le principe de dualité. ) est
d’ailleurs facile d’éliminer une occurrence du connecteur 3, en utilisant
I’équivalence logique

(XOoV)= (=X vY).
Signalons encore les lois de De Morgan :

(X AY) = (-X v YY),
_I(X 1 Y) = (—|X A —|Y)

Une autre forme de dunalité est parfois rencontrée; on passe d’une formule
a la formule duale en intervertissant A et v, d’une part, et F et V|, d’autre
part, et en remplagant, de plus, chaque proposition par sa négation. Ce
second type de dualité est utilisé dans le cadre du principe de déduction
(§ 1.1.6). La condition nécessaire et suffisante pour que C soit une con-
séquence logique de Hy,..., H, est:

H A ---ANH, AC = F Déduction directe,
-Hy v - v aH, v T = V Déduction inverse.

On passe d'un énoncé & l'autre par dualité (du second type).

Les équivalences logiques données dans ce paragraphe conduisent i une
forme canonique de représentation des formules, qui sera présentée au
paragraphe suivant. Remarquons déji que toute formule de logique peut
étre étudiée algébriquement. En particulier, une formule A est valide si
et seulement si A = V.

Considérons un ensemble P constitué d’un nombre fini, o, de propo-
gitions. A partir de P, il est possible d’engendrer une infinité de for-
mules. Par contre, comme il n’existe que 2° interprétations distinctes
de domaine P, il n’existera que 22° formules logiquement distinctes.
L’approche algébrique permet donc de remplacer 'étude d’un ensemble
infini par celle d’un ensemble fini.

1.1.10 Clauses et formes normales

Comme il apparaitra dans la suite de cet ouvrage, il est souvent utile de
transformer une formule donnée en une formule équivalente ayant un cer-
tain caractére de “forme normale”, on “forme canonique”. A cet égard,
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les notions de “clause” et de “forme conjonctive normale” présentent un
intérét particulier.

Une elause est la disjonction d'un nombre fini de littéraux, c’est-a-dire
une formule du type

(i vigv - vi).

On la représentera souvent par l'expression V {l; | ¢ = 1,...,n}, ou
méme simplement par 'ensemble {{;|i=1,...,n} de ses littéraux.
Cette représentation constitue une exception i la régle mentionnée 4 la
fin du paragraphe 1.1.6 : une clause équivaut a la disjonction de ses
éléments et non a leur conjonction. Pour cette raison, chaque fois qu’un
ensemble de littéraux représente une clause, cela doit étre explicitement
signalé.

La clause vide est la seule clause inconsistante; on la représente naturelle-
ment par F (la notation O est parfois rencontrée dans la littérature).

Une forme conjonctive normale est une conjonction d’un nombre fini de
clauses.

Théoréme 1.1. Toute formule admet une forme conrjonctive nermale
qui lui est logiquement équivalente.

Preuve. L’algorithme de normalisation est donné ci-dessous.

¢ On remplace d’abord (X = Y)par (X DY) A (Y 2 X) et
ensuite (U O V) par (-U v V). Cela a pour effet ’élimination des
connecteurs = et .

¢ On applique autant de fois que possible les régles de réécriture
dérivées des lois de De Morgan :

(X AY) — (-X Vv Y),
“{(XVvY) — (-X A-Y).

Le symbole — signifie “est remplacé par”. Dans le présent

contexte, une régle (& — &) n’apparait que sion a (¢ =~ b).
Les doubles négations s’annulent selon la loi

-—-X — X.

A ce stade, les seules occurrences du connecteur de négation appa-
raissent immédiatement avant une proposition.
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e On applique enfin, autant de fois que possible, les regles de rééeri-
ture dérivées des lois de distributivité :

Xvi¥nanzy — XvVian(Xv 2,
(XAY)VZ — (X VZYA(YV Z).

La formule obtenue au terme de la troisiéme étape est une forme normale,
équivalente a la formule de départ. 0}

Les clauses comportant deux littéraux opposés, ¢’est-d-dire une propo-
sition et sa négation, sont valides et peuvent étre supprimées. On peut
aussi supprimer les répétitions de littéraux au sein d’une méme clause.
La forme normale ainsi obtenue est dite pure.

L’algorithme de normalisation d’une formule est trés simple, mais rela-
tivernent inefficace.

Si, dans une forme normale, une clanse ¢; est incluse dans une clause
¢j, la clause ¢; peut &tre supprimée. En particulier, une forme normale
comportant la clause vide peut &tre réduite 4 cette seule clause,

La forme normale vide équivaut &4 V, tandis que la forme normale con-
tenant comme seule clause la clause vide équivaut 4 F.

Une clause est valide si et seulement si elle comporte une paire de litté-
rauX opposés; la seule clause inconsistante est la clause vide F.

Une forme normale est valide si et seulement si toutes ses clauses sont
valides.

A titre d’exemple, nous allons réduire a la forme conjonctive normale la
formule

PD2(@d>r)2(pArs)Ddr).

Chaque formule, dans le tableau ci-dessous, est équivalente & la formule
de départ.

Premiere étape : élimination de Pimplication;
(p2>(g>d>r)D>(pAs)Dr);
(D@D VpAra) D7)

(-p V(gD 7))V (~(pAs)Vr);
(mpvi{gVvr)Vi(=lpAas) V).
Deuxiéme étape : transfert de la négation;
(-mp A =(=g V) V ((pV —8) V T);
(-=p A (=g A o)) V (e V —8) V r);
(pAf{gan-r) V((-pV-s)Vr).
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Troisitme étape : application de la distributivité et simplification;

(pv ({(-pVv-s)vr))A(lgA-r)yv((-pV s) V)
(pv(mpv-s)Vr)A(gV (opV ma) V) A(r V(P Y —s) VT
(pv-pV-sVr)A(gVpVasVr)A(-rV pV sV,

V A{fgv-pV-sVr)AV;

(qVﬂpV—wVT).

La forme normale comporte la seule clause (¢ V -p V =s V 7). On en
déduit que la formule de départ n’est fausse que si p et 5 sont vrais et ¢
et » sont faux.

Remarque. La notion de clause est importante en pratique. La descrip-
tion de problémes et d’algorithmes en termes de clauses est a la base de
la programmation logique en général et du langage Prolog en particulier
(sect. 5.1, chap. 6).

Le concept dual de la clause est le cube ou conjonction d’un nombre
fini de littéraux. Une forme disjonctive normale est la disjonction d’un
nombre fini de cubes. On peut montrer que toute formule admet une
forme disjonctive normale qui lui est logiquement équivalente.

1.1.11 Algorithme de Davis et Putnam

Nous avons décrit aux paragraphes 1.1.7 et 1.1.8 des algorithmes qui
permettent de vérifier la consistance ou la validité d’ane formule logique.
Le paragraphe 1.1.10 a introduit la notion de forme normale équivalente
et a proposé (théoréme 1.1) un algorithme permettant de transformer
toute formule logique en une forme normale équivalente. Le but de ce
paragraphe est de décrire un algorithme permettant de vérifier la consis-
tance ou la validité de formules logiques mises préalablement sous forme
normale.

L’algorithme de Quine pour tester si une formule est consistante ou valide
(§ 1.1.7) se simplifie quand il est appliqué 4 une forme conjonctive nor-
male. Tout d’abord, le probleme de la validité devient trivial : il s’agit
de vérifier que chaque clause est une tautologie. Le probléme de la con-
sistance est plus intéressant. Pour simplifier les choses, on suppose que
la forme conjonctive normale & tester est pure; classiquement, on utilise
la notation ensembliste.

Etant donné une proposition p, la forme normale pure S se partitionne
en Sp (clauses contenant p), S-, (clauses contenant -p) et S\ (5,US-;)
(clauses restantes).
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Adapté aux formes normales, 'algorithme de Quine se rameéne aux régles
suivantes.

Si S =40, alors S est consistant.
Si $ = {F}, alors S est inconsistant.
Sinon,
— sélectionner une proposition p intervenant dans S;
- caleuler Sp, S-, et §" =S\ (SpU S-p);
- obtenir S, dont les clauses sont celles de 5,
privées du littéral p;
- obtenir S'_,p dont les clauses sont celles de S_,
privées du littéral —p.

Alors, 'ensemble S est inconsistant si et seulement si les deux
ensemnbles (S, U S") et (S1, U §) sont inconsistants.

Remarque. Cet algorithme est récursif : le probléme de la consistance,
posé pour un ensemble S, est ramené au méme probléme, posé pour deux
ensembles plus simples que 5, car ne contenant plus d'occurrence de la
proposition p. -

Le lemme suivant établit que 'algorithme est correct.

Lemme 1.2. Siyp est vrai, S équivaut a (S U S"); si au contraire p est
faux, S équivaut a (S, U S").

Preuve. Si p est vrai, toutes les clauses contenant p sont vraies et
peuvent étre omises; on peut supprimer le littéral faux —p dans chaque
clause le contenant. Ces simplifications ont pour effet de transformer
§ = (S, US8,US5") en (SL,US"). Le cas ot p est faux est analogue. D
Remargue. Une exécution de cet algorithme est naturellement représen-
tée par un arbre binaire vérifiant les conditions suivantes.

¢ Le neeud successeur, via 'arc p, du neeud étiqueté par S est étiqueté
par (8L,U 8"). '
¢ Le neeud successeur, via l'arc -p, du nceceud étiqueté par § est

étiqueté par (S, U S").

Cet arbre est visiblement un arbre sémantique, quoique les différentes
propositions ne se succédent pas nécessairement dans le méme ordre sur
chaque branche.

A titre d’exemple, on utilise I'algorithme de Quine simplifié pour prouver
Pinconsistance de I’ensemble
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S={pvyg,pVvVr,qVr, -p}.

On choisit la proposition p; on obtient
S,={pVvag,pvr}, Sp={72}, 8"={-qV -}
! !
S,={¢, v}, 8, ={F}
(08" ={q, 7, ~q Vv -r}, (SL,US8")={F, ~¢ vV -r}.

L’ensemble (S1,US") est visiblement inconsistant; il suffit donc de tester
Pinconsistance de U = (S, U 8").

On choisit la proposition ¢; on obtient

Uq = {Q}: U—-q = '{_'q v _'T}: U= {'P};
Ur=90, UL ={-r}

(UauU")y=A{F, r}, (UL, 0U") = {~r, r}.

Les ensembles {F, r} et {-7, »} sont inconsistants, ce qui termine la
vérification.

L’algorithme de Davis et Putnam tire parti de la structure normale de la
formule testée pour sélectionner les propositions dans un ordre optimal
et évite ainsi la construction de branches inutiles de 'arbre sémantique
[Chang et Lee 73]. Il convient de sélectionner p en priorité dans les deux
cas suivants.

+ S contient 'une des clauses & un littéral p ou —p.

¢ Un seul des littéraux p et —p intervient dans 5.

Supposons par exemple que S contienne la clause {p}; I'ensemble (S, U
5"} contiendra la clause vide et sera dés lors inconsistant. L'inconsistance
éventuelle de 5 se raménera donc 4 celle de (SLPUS"). D’autre part, sip
intervient dans S alors que —p n’intervient pas, SLP est vide; Vinconsis-
tance éventuelle de § se raméne & celle de (S, U S").

Cette stratégie simple accroit fortement lefficacité de I'algorithme; cha-
que fois qu’elle est applicable, elle réduit le probléme de P'inconsistance
de S & celui de l'inconsistance d'un seul ensemble S’ plus simple que S.
On reviendra plus loin sur la notion d’algorithme récursif. Signalons ici

que le mot “récursif” a plusieurs sens (le concept d’ensemble récursif a
déja été évoqué au paragraphe 1.1.3).
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A titre d’exemple, il est inféressant d’établir la validité d’un procédé
courant de démonstration : la disjonction des cas. On représente ’hypo-
thése par h, les deux cas possibles par p et ¢, et la conclusion par ¢. Il
faut prouver

{h,hD(PpVahpPpDe,gdct ke,

ce qui revient & prouver Yinconsistance de 'ensemble

[h,hD(PVa)pDeq2e et

Les éléments de cet ensemble sont mis sous forme de clauses; on a le
développement suivant.

{b, " h VPV Ve qVe e}
{pvag-pVve ~qVe ac}

{» V ¢, op, ¢}

{g, ~¢}

{F}

P L2 e

Chaque ligne représente une exécution du corps de la boucle de I'algo-
rithme. Le littéral sélectionné est souligné. On observe qu’a chaque étape
il a été possible d’appliquer 'un des critéres de Davis et Putnam.

Remarque. 1l est opportun de souligner, & propos de cet exemple, les
limites de la logique formelle. Nous avons établi en fait la validité d’une
modélisation formelle du principe de démonstration par disjonction des
cas; le bien-fondé de la correspondance entre le principe lui-méme (con-
cept philosophique) et sa modélisation (concept de logique formelle) n’est
pas du ressort de la logique formelle.

1.1.12 Principe de résolution

Il n'existe pas de critére général vraiment efficace pour déterminer si
une forme conjonctive normale est ou n’est pas consistante; il existe
néanmoins une technique assez commode pour vérifier 'inconsistance
d’un ensemble de clauses. En effet, un ensemble de clauses est inconsis-
tant si et seulement si la clause vide Fen est une conséquence logique
(§ 1.1.6). On vérifiera donc Vinconsistance de ensemble S en engendrant
des conséquences logiques de S jusqu’a lobtention de la clause vide.
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Pour engendrer des conséquences logiques, on utilisera un schéma de
raisonnement trés simple. Soient A, B et X des formules. Supposons
que les deux formules (A vV X) et (B V —X) soient vraies. Si X est
également vrai, on peut en déduire que B est vrai; si au contraire X est
faux, on peut déduire que A est vrai. Dans les deux cas, (A V B) est
vrai. Avec les notations du paragraphe 1.1.6, on a la régle

{AV X, BVv-X}E AV B,
qui peut aussi s’écrire
{(-XD>DA,XD>DB}EAVB.

Dans le cas particulier o X est une proposition et ot A et B sont
des clauses, cette régle est appelée régle de résolution. Un exposé trés
complet sur le principe de résolution se trouve dans [Chang et Lee 73].
La validité de la régle de résolution se traduit par le lemme suivant.

Lemme 1.3. Sofent 31 et 82 deux clauses appartenant 4 la forme normale
S et soit I un littéral. Sil € s1 et -l € 39, alors la clause r = (s1\ {{})U
(s2 \ {~1}) est une conséquence logique de la forme normale S.

Corollaire. Les formes normales S et S U {r} sont équivalentes.
Remarque, La clause r est appelée résolvante des clauses s; et 3.

1.1.13 Preuves d’inconsistance basées sur la résolution

Les preuves d’inconsistance de formules logiques ont pris une grande
importance en intelligence artificielle {chap. 5). Parmi les techniques
de preuve, celles basées sur la résolution se sont distinguées en donnant
lieu aux mécanismes de preuve automatique utilisés en programmation
logique (chap. 8).

La régle de résolution, quoique trés simple, suffit pour détecter 'inconsis-
tance éventuelle d'un ensemble de clauses pures. On peut donc essayer de
prouver l'inconsistance d'un ensemble fini S de clauses par 'algorithme
suivant.

Tant que: F ¢ 8,
choisir l, 81,82 tels que l € 59 ef 1l € s9;
calculer la clause résolvante r;
remplacer S par S U {r}.
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A titre d’exemple, on revérifie I'inconsistance de Pensemble

S={pVag,pVr, gV r, p},

déja établie au paragraphe 1.1.11.
Il est commode de numéroter les clauses. On a la liste suivante :

PVye
pver
g Vo

o

N

Des résolvantes sont calculées et adjointes 4 5. Dans la liste ci-dessous,
chaque clause est la résolvante de clauses précédentes; les numéros de ces
clauses sont indiqués & la droite de la résolvante.

5. pvr  (1,3)
6. g (1,4)
7. pV g (2,3)
8. 7 (2, 4)
9. p (2,5)
10. -r (3,6)
11, —¢ (3,8)
12. - (4,5)
13, -q 4,7)
14. F (4,9)

Remargue, L’algorithme de test d’inconsistance est non déterministe : il
y a généralement plus d’un choix possible pour I, 54 et s3. Dans cet exem-
ple, nous avons choisi les clauses §1, §2 en suivant 'ordre lexicographique
des numéros. Cette stratégie n’est pas optimale. Certaines résolvantes
ont é1é calculées inutilement, plus d’une fois dans certains cas. A titre
de comparaison, voici maintenant une application de lalgorithme avec
un nombre minimal d’utilisations de la regle de résolution.

5. ¢ (1,4)
6. 7 (2,4)
7. ~g¢ (38,6)
8. F (5,7)

On voit que la stratégie adoptée peut grandement influencer les perfor-
mances de I’algorithme; néanmoins, citons deux propriétés importantes,
indépendantes de la stratégie utilisée.
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Tout d’abord, si I'ensemble § ne comporte ancune paire de clauses réso-
lubles, il est consistant (sauf, bien sir, s’il contient la clause vide). Une
interprétation I s’obtient en fixant I(p) = V si et seulement si le littéral
positif p appartient & une des clauses de S.

En second lien, si 'exécution de 'algorithme se termine “normalement”,
apres production de la clause vide, I'inconsistance de I’ensemble de départ
S est établie. C’est une conséquence immédiate du lemme 1.3.

Il se peut que exécution ne se termine pas, quoique le nombre de clauses
distinctes que 'on peut engendrer par résolution soit évidemment fini.
L’ensemble consistant {p, —p V ¢}, par exemple, donnera lieu a ce
phénomeéne; la clanse résolvante ¢ sera engendrée indéfiniment. Con-
sidérons aussi le cas de 'ensemble inconsistant {p, ~p V ¢, -¢}. Une
stratégie optimale établira I'inconsistance par production des clauses
résolvantes ¢ puis F; par contre, une statégie inadéquate pourra donner
lieu au phénomene de bouclage qui vient d’étre mentionné. On constate
donc que la stratégie influe non seulement sur Pefficacité de "algorithme,
mais aussi sur sa terminaison.

Le résultat intéressant est la complétude de la méthode de résolution :
I’ensemble fini § est inconsistant si et seulement si la clause vide peut se
déduire de S par résolution. Il est clair, d’aprés le lemme 1.3, que la con-
dition est suffisante; la clause vide, étant inconsistante, ne peut pas étre
conséquence logique d’un ensemble consistant de clauses. La nécessité
de la condition est établie par le lemme suivant [Chang et Lee 73]

Lemme 1.4. Si un ensemble S de clauses est inconsistant et contient
les résolvantes de ses éléments, il contient nécessairement la clause vide.

Remarque. Il est clair que le nombre de clauses distinctes que l'on peut
engendrer & partir d’un ensemble fini § est fini; le lemme 1.4 donne done
un moyen simple de décider, en toute généralité, si un ensemble fini de
clauses est consistant ou inconsistant.

Nous ne donnons pas de preuve formelle du lemme 1.4 mais nous I'illus-
trons par un exemple trés simple. On considére 'ensemble de clauses
§={p,pVv-g, pVvr, g}

La premiere étape consiste & construire un arbre sémantique et i étiqueter
chaque feuille par une clause falsifiant Vinterprétation correspondant &
cette feuille (§ 1.1.7). C’est possible si et seulement si S est inconsistant.
C’est le cas ici et un arbre adéquat est représenté & la figure 1.7,
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(mp V g} (@)
Figure 1.7 : Exemple, premiére étape

La seconde étape consiste & associer une clause ¢ & chaque nceud N de
l'arbre. Cette clause dépendra des clauses ¢; et ¢y déjd associées aux deux
neeuds successeurs de N. Les deux arces correspondants sont étiquetés par
deux littéranx opposés, soient [ et —l. Si l'une des clauses, par exemple
¢1, ne contient ni / ni sa négation, on peut choisir ¢ = ¢;; sinon, ¢ sera la
résolvante de ¢y et ¢p par rapport & 1

Le résultat obtenu pour Pensemble 5 est donné a la figure 1.8. On observe
que chaque nceud est étiqueté par une clause falsifiant I'interprétation
partielle correspondant & ce nceud (§ 1.1.7). La clause étiquetant la
racine sera donc la clause vide. Enfin, par construction, toute clause est
élément de § ou obtenue & partir d’éléments de S par résolution.

(7p V g) (9)
Figure 1.8 : Exemple, seconde étape

Le nombre de résolvantes a calculer pour établir I'inconsistance d’un
ensemble de clauses S est inférieur ou égal au nombre de nceuds non
terminaux de Parbre sémantique, lequel vaut au maximum 277!, oit n
est le nombre de propositions distinctes intervenant dans 5. Cela montre
que la technique de résolution n’est pas efficace, si ’on utilise la stratégie
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simple qui vient d’étre décrite. Signalons que certaines stratégies de choix
conduisent & des performances meilleures [Chang et Lee 73]

Le lemme 1.4 reste valable si S est infini; ceci implique qu’un ensemble in-
fini de clanses est inconsistant si et seulement s’il admet un sous-ensemble
fini inconsistant. On reviendra sur cette question au paragraphe 1.1.18.
Un corollaire immédiat est la complétude de la méthode de résolution.
Corollaire 1.5. Si un ensembie 5 de formules est inconsistant, ce fait
peut toujours étre vérifié par la méthode de résolution.

1.1.14 Résolution : applications et exemples

La méthode de résolution est utilisée comme mécanisme de preuve pour
metire en ceuvre le principe de déduction évoqué au paragraphe 1.1.6.
Pour prouver qu’une conclusion C est une conséquence logique d’un en-
semble d’hypothéses Hy,..., H,, on appliquera la résolution & ’ensemble
{H1,..., Hay~1C}. Les hypothéses et la négation de la conclusion doivent
ici étre des clauses,

La résolution est aussi le mécanisme qui est & la base de 'exécution des
instructions en langage Prolog (sect. 5.1, chap. 6).

Il est intéressant de reconsidérer le probléme de la disjonction des cas,
présenté a la fin du paragraphe 1.1.11,
L’ensemble des clauses dont 'inconsistance doit étre établie est

{h, "k VpVg pVe ~qVc ct.

A partir de cet ensemble, la clause vide peut étre engendrée comme suit :

1. A hypothese
2. =h Vv pVyg hypothése
3. pve hypothese
4. ¢ Ve hypothése
5. - négation de la conclusion
6. pVvyg résolvante de 1 et 2
7. -p résolvante de 3 et 5
8. —g résolvante de 4 et 5
9. ¢ résolvante de 6 et 7
10. F résolvante de 8 et 9
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Une preuve, formelle on non, est une suite de raisonnements élémentaires,
dont le dernier élément est la conclusion (ici, F, puisqu’il s’agit d’une
réfutation). Toutefois, la relation d’enchainement entre les différentes
étapes n’est qu'une relation d’ordre partiel. Il est donc naturel, quoique
peu commode, de représenter une preuve par un arbre plutét que par
une suite. Dans le cas des preuves par résolution, cet arbre est un arbre
sémantique. L’arbre correspondant & notre exemple est représenté a la
figure 1.9. Pour limiter ’encombrement, les neeuds sont étiquetés par les
numéros des clauses plutdt que par les clauses elles-mémes.

1 2 3 5
Figure 1.9 : Arbre de preuve

Remargque. Dans ce contexte, 'arbre sémantique est souvent représenté
la racine en bas.

La régle du consensus est duale de la régle de résolution. Appliquée aux
cubes p A Cp et =p A C%, elle fournit le cube € A Cq. Cette opération a
été introduite dans le cadre de 'algébre de Boole appliquée 4 la synthese
de circuits logiques [Tison 67]. Elle permet de tester la validité d’une
forme disjonctive normale.

1.1.15 Résolution non clausale

L’utilisation de la régle de résolution dans la preuve d’inconsistance re-
quiert que les formules logiques auxquelles la résolution est appliquée
soient mises en forme conjonctive normale (§ 1.1.10). Cette transfor-
mation, préalable 4 la preuve, peut s’avérer assez lourde. La régle de
résolution non clausale a pour but d’étendre le mécanisme de preave a
des formules logiques quelconques. Cela permet en particulier d’utiliser
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la résolution comme mécanisme de preuve, selon le principe de déduction,
méme si les hypothéses et la négation de la conclusion ne sont pas des
clauses.

Soient A; et Ay deux formules du calcul des propositions. On introduit
les définitions

Tp(Al:A2) =def A{::F A Ag::v:
J_p(Al,Ag) =def A¥:=F A% Ag:v .

La notation AP*=? désigne la formule obtenue en remplagant toutes les
occurrences de p par ¢ dans A. L'opérateur T est utilisé pour prouver la
validité, tandis que 'opérateur L est utilisé pour prouver U'inconsistance
(voir [Thayse 80] pour le consensus et [Murray 82] pour la résolution).
On vérifie aisément que, si A; et Ay sont des cubes (des clauses), 'opé-
rateur T (L) est le consensus (la résolution) classique.

Considérons un exemple simple de résolution non clausale. On souhaite
prouver Pinconsistance de 'ensemble de formules

{A1: (pAr) V(g A-r), Az : (mpAT}V (mgA-r) ).
On a la preuve suivante.

(pAT) V (gA-r) Ay
(mpAT)V (mgA-T) Ap
(gA—-r) V (—g A=r) 1,(1,2)
(pAr) vV (mpAT)  1,(1,2)
F 1,(4,3)

oA 0 b

Les formules sont des hypotheses ou sont obtenues par la régle L, & partir
de formules antérieures, dont le numéro est indiqué.

Notons encore que les opérateurs T et | sont liés au concept de dérivée
booléenne (disjonctive ou conjonctive), décrit dans [Thayse 78].

La loi de résolution non clausale L est utilisée au paragraphe 3.1.20 dans
un exemple de raisonnement i propos de connaissance,

1.1.16 Clauses de Horn

Quoique la méthode de résolution soit, en toute généralité, inefficace, il
existe des cas particuliers pour lesquels elle se révtle assez efficace.
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Le cas le plus important est celui des clauses de Horn, qui sont les clauses
comportant au plus un littéral positif.? La clause

{ﬂpa g, T, 3}
équivaut a I'implication

(PAGgAT)D s,

Une clause de Horn est stricte si elle comporte un littéral positif; elle
est négative sinon. Une clause stricte représente souvent une régle :
les littéraux négatifs correspondent & des hypotheses (qui sont représen-
tées par les propositions sous-jacentes) et le littéral positif représente la
conclusion. Une clause unitaire positive, réduite & un seul littéral positif,
représente un fait, c’est-a-dire une conclusion ne dépendant d’aucune
hypothése.

Un probléme fréquent consiste 3 vérifier qu’une formule, appelée but,
découle logiquement d’un ensemble de faits et de régles. La résclution
est une méthode de preuve par réfutation : une contradiction (la clause
vide) est inférée & partir des faits, des régles et de la négation du but.

Cette méthode de preuve par réfutation ainsi que les notions de fait, régle
et but seront utilisées lors de raisonnements i propos de connaissance aux
paragraphes 3.1.21-3.1.23 et 3.3.8-3.3.11.

Considérons un ensemble S de clauses de Horn (sans tautologie). La
consistance de S peut étre testée par I'algorithme suivant.

Tant que F & S,
choisir p et ¢ tels que :
- p est une clause unitaire positive de S,
- ¢ est une clause de 5 contenant —p;
calculer la clause résolvante »;
remplacer 8 par (S\ {c}) U {r}.

Cet algorithme, qui n’est utilisable que pour un ensemble de clauses
de Horn, est fort semblable & l'algorithme général décrit au paragraphe
1.1.13. La principale différence est que, & chaque &tape, an littéral est
supprimé dans une des clauses. En effet, avec les notations qui viennent

*Pour certains auteurs, les clauses de Horn sont celles qui contiennent au plus un
littéral négatif. Nous nous conformeons ici & 'usage le plus courant.
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d’étre introduites, la clause » n’est autre que la clause ¢ dont on a sup-
primé le littéral ~p. Ceci a pour conséquence immédiate que I'exécution
de I'algorithme se termine toujours, quelle que soit la stratégie adoptée
pour le choix de p et e. Si N est le nombre de littéraux initialement
présents dans S (répétitions comprises), le corps de boucle sera exécuté
au plus N fois. La complexité de I'algorithme est donc de I'ordre de NZ.

Cet algorithme peut se terminer de deux fagons : soit par génération de
la clause vide, soit par obtention d'un ensemble § ne comportant plus
de clauses p et ¢ adéquates,

Considérons le premier cas. Avec les notations de ’algorithme, on sait
que les ensembles § et § U {r} sont équivalents : ceci est vrai dans le
cas général (§ 1.1.12-13). Toutefois, la clause ¢ est ici une conséquence
logique de et peut donc étre omise. Ceci montre que seules des consé-
quences logiques de S sont engendrées. L’apparition de la clause vide
signifie donc Vinconsistance de S.

Dans le second cas, S est nécessairement consistant. Appelons T Ten-
semble de clauses obtenu i lissue de Vexécution de I'algorithme. Un
modtle de § (et de T) est fourni par I'interprétation I telle que I(p} =
V' si et seulement si la clause unitaire positive p se trouve dans T. Ce
modele est le modéle canonique de S.

A titre d’exemple, nous utilisons 'algorithme pour vérifier I'inconsistance
de ’ensemble

S={pvrVv-l g, r,tV-apVv -, tV-ag,pV gV ork,

LipVv-orVatlg|r |[EtVopVor | tVog|-pV gV or
2V pVorval|lg|le |tV apVoar £ ap VgV oar
3. p V-t g|lr |tV pV t op VgV oAar
4. pV At glrltv-opvr ¢ “p V or
5. pVv -t gl|lr |tV pV or 14 -p

6. P glr |tV pV T t -p

7. P glr |tV pVr t i

Figure 1.10 : Test de consistance

Chaque ligne de la figure 1.10 représente une étape de 'exécution. La
clause unitaire positive choisie, ainsi que le littéral négatif correspondant,
sont soulignés.
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Un algorithme de complexité linéaire en N a été récemment découvert
[Dowling et Gallier 84).

Les ensembles de clauses de Horn jouissent d’une propriété particuliére
qui mérite d’¢tre mentionnée.

Si un ensemble P de propositions est fixé, toute interprétation I est carac-
térisée par le sous-ensemble Pr des propositions auxquelles elle attribue
la valeur V. L'infersection N(I) d’un ensemble Z d’interprétations est
définie par 1'égalité '

PI’"I(I) = pIPI.
£

Soit M l'ensemble des modéles d’un ensemble fini S de clauses quel-
conques. Si linterprétation M = N{AM) est encore un modéle de S,
on l'appelle modéle minimal de S. (8i M est vide, on a Py = P.)
Généralement, 'intersection de deux modéles n’est pas un modele. Par
exemple, 'ensemble S constitué de la seule clause p vV ¢ admet trois
modeles I,J et K tels que Pr = {p,q}, Pr = {p} et Px = {¢}. Cepen-
dant, J M K n’est pas un modele de p Vv ¢.

On observe immédiatement que le modéle canonique d’un ensemble con-
sistant S de clauses de Horn est précisément le modeéle minimal de S.
Ceci établit le résultat suivant.

Théoreme 1.6. Tout ensemble consistant et fini de clauses de Horn
admet un et un seul modéle minimal,

Ce résultat est intéressant pour deux raisons. Tout d’abord, rechercher le
modéle minimal signifie ne considérer comme vrais que les faits (proposi-
tions) explicitement affirmés et les conséquences logiques de ces derniers
via les régles. Cette attitude correspond a ’hypothése du “monde clos’
largement utilisée dans le domaine des banques de données. Bien plus,
cela justifie, dans une certaine mesure, le curieux concept de négation
utilisé en programmation logique (chap. 6).

D’autre part, supposons que I’ensemble S ait été traité et que le modéle
minimal M ait été trouvé. Sil'on considére alors ’ensemble S! obtenu par
adjonction & § de nouveaux faits et de nouvelles régles, deux possibilités
existent. L’ensemble obtenu peut évidemment étre devenu inconsistant.
S’il reste consistant, son modéle minimal M’ est une extension de M.

Dans le cas général, au contraire, 'adjonction de nouvelles clauses rend
inutile le travail déja accompli. Par exemple, I'ensemble § réduit &
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I'unique clause pv ¢V —r admet le modéle minimal vide, mais [’adjonction
de la clause » donne un ensemble qui, bien que consistant, n’admet plas
de modele minimal.

1.1.17 Clauses de Horn et grammaires hors-contexte

Convenons, pour ce paragraphe, d’une nouvelle forme d’écriture des
clauses de Horn. Par exemple, la clause

{-p, ~g, -r, 8}

sera écrite
8:-p,gq,mr

Cette écriture donne lieu & des analogies intéressantes. Tout d’abord,
une clause de Horn peut étre assimilée & une régle de rééeriture et un
ensemble de clauses de Horn 4 une grammaire hors-contexte (§ 5.1.2,
5.1.3}. Les symboles sont les propositions, plus le symbole distingué F;
ils sont tous non terminaux. Considérons un exemple. Soit ’ensemble
de clauses représenté par la grammaire suivante.

1. p :- g¢,7s.
2. p - rt

3. ¢ -

4. - .

5 ¢t - p,n

6. t :- g.

7. F - pagn

L’ensemble est inconsistant si et seulement si la chaine vide ¢ peut étre
obtenue par réécriture & partir du symbole initial F. (Ces concepts sont
expliqués en détail aux sections 5.1 et 5.2.) C’est le cas ici, comme le
prouve la suite de réécritures

qui n’est qu’une autre notation pour la déduction logique suivante.

$Ceci se lit ¢ la réécriture de F par (7) donne p, ¢, » dont la rééeriture par (2) donne
rt,q,r, ete,

34



1. Logique

1. =pV gV -y clause des buts

2. pv-orv -t régle

3. -r Vv otV gV or résolvante de 1 et 2
4, ¢ fait

5. tV gV ar résolvante de 3 et 4
6. tV g regle

7. ~q V o7 résolvante de 5 et 6
8 ¢ fait

9. -r résolvante de 7 et 8
10. » fait

11. F résolvante de 9 et 10

La présence de plusieurs clauses admettant un littéral positif commun
implique le caractére non déterministe de la grammaire : une expression
peut étre réécrite de plusieurs maniéres.
Une autre interprétation de cette approche consiste a considérer les lit-
téraux comme des (appels de) procédures; ceci est 3 la base de la pro-
grammation logique (sect. 5.1, chap. 6).

Dans un but de comparaison, nous traitons le méme exemple en utilisant
'algorithme introduit au paragraphe précédent.

1. =p Vv g ¥V ar clause des buts

2. fait

3. —pVv vy résolvante de 1 et 2
4. ¢ fait

5. -p résolvante de 3 et 4
6. pV Vvt régle

7. r fait

8 pvVv -t résolvante de 6 et 7
9. tVv g régle

10. ¢ résolvante de 4 et 9
11. »p résolvante de 8 et 10
12. F résolvante de 5 et 11

1.1.18 Théoréme de compacité

Déterminer Vinconsistance d’un ensemble de clauses ou, plus générale-
ment, d’un ensemble de formules, est un probléme capital en logique
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(§ 1.1.6). On a vu que la méthode de résolution apporte une réponse &
ce probléeme dans le cas ou 'ensemble de clauses ou de formules est fini
(§ 1.1.12-13}. L’objet de ce paragraphe est I'extension de ce résultat au
cas ol 'ensemble est infini.

Introduisons d’abord deux notions utiles. Dans ce paragraphe, on sup-
pose fixé 'ensemble P (fini ou non) des propositions de base. Soit F
’ensemble des formules que 'on peut constraire au moyen des éléments
de P et soit § un sous-ensemble de E. On dit que S est finiment con-
sistant si tous ses sous-ensembles finis sont consistants. On dit que §
est mazimal 5’1l est finiment consistant et si, en outre, quelle que soit la
formule 4 de E, il contient soit 4, soit ~A.

I existe lll!l lien étroit entre les interprétations et les ensembles finiment
consistants maximaux. Tout d’abord, toute interprétation I détermine
naturellement un ensemble (finiment) consistant maximal Sy, selon la
régle

AES & I{A)=V,

La réciproque est plus intéressante et fait 'objet du lemme suivant.

Lemme 1.7. Tout ensemble finiment consistant maximal admet un et
un seul modéle.

Preuve. Soit $ un ensemble finiment consistant maximal. On définit
une interprétation I de la maniére suivante. Pour tout élément p de P,
on pose I(p) = V si et seulement si p € S.

Tout d’abord, si J est un modele de 5, alors J = I. En effet, pour toute
proposition p, on doit avoir J(p) = I(p) = V si p € §; de plus, on doit
avoir J(p) = I(p) = F sip & S car, dans ce cas, 7p € §.

D’autre part, si A est une formule de S, on a I{A) = V. En effet,
soient @ l'ensemble des propositions ayant une occurrence dans A et
@~ l’ensemble des littéraux négatifs correspondants. Soient aussi R*
et R~ les intersections respectives de ces ensembles avec 5. L’ensemble
(RT U R~ U {A}) est fini et inclus dans S; il est donc consistant. Par
construction, ses modéles sont exactement ceux de (RT* U R™); comme I
est 1'un de ces modeles, on a bien I1{A)= V. 0
Remarque. Tout ensemble finiment consistant maximal est consistant,
Voici maintenant le résultat principal.

Théoréme 1.8. Un ensemble § de formules est consistant si et seule-
ment si fous ses sous-ensembles finis sont consistants,

36



1. Logique

Prenve. La condition est visiblement nécessaire; pour voir qu’elle est
aussi suffisante, il suffira de construire une interprétation de $ ou, ce
qui revient au méme, un ensemble consistant maximal qui contienne
S. On considére ici le cas habituel ol 'ensemble de référence P est
dénombrable; dans ce cas, I'ensemble E des formules 'est également.
Soit A1, Az2,..., Ays,... une énumération de E. On définit par récurrence
la suite de sous-ensembles F,, de E comme suit :

OE(]:S;

e si tous les sous-ensembles finis de la réunion E, U {A,} sont con-
sistants, on définit Fnp1 = En U {Ay}; si tel n’est pas le cas, on
définit Enp1 = En U {-4,}.

On prouve facilement par récurrence que, pour tout n, tous les sous-
ensembles finis de F,, sont consistants.

e C’est vrai par hypothése pour F,.

s Supposons que tous les sous-ensembles finis de E, soient consis-
tants, Ce sera encore le cas pour E 1.

— C’est évident par construction si Ep11 = E, U {4,}.

- 8i Epp1 = En U {nA,}, il existe nécessairement un sous-en-
semble fini B’ de B, tel que B'U{A,} est inconsistant. Soit E”
un sous-ensemble fini quelconque de E,;q. Vu ’hypothése de
récurrence, I'ensemble fini E'U E"\ {-A4,} est consistant. Soit
I un modéle de cet ensemble. On ne peut avoir I{4,) =V,
vu I'inconsistance de B'U{A,}; on adonc I{A4,) = F, et [ est
un modele de E' U E” et donc aussi de E".

La réunion des F, est maximale; tout sous-ensemble fini est inclus dans
un des K, et est donc consistant. Cette réunion est donc un ensemble
finiment consistant maximal. Son (unique) modé&le est aussi un modéle
de S. m]

Nous avons supposé que l'ensemble des propositions, et donc aussi I’en-
semble des formules, étaient dénombrables. Cela n’est pas indispensable,
Si I’ensemble des formules est non dénombrable mais bien ordonné, la dé-
monstration donnée ici s’adapte facilernent : on remplace la récurrence
(induction sur les naturels) par I'induction ordinale. En effet, tout en-
semble bien ordonné est isomorphe & un ordinal. Si l’on accepte 'axiome
du choix (tout produit d’ensembles non vides est non vide), il n’est méme
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pas indispensable d’exhiber un bon ordre : dans ce contexte, tout en-
semble admet un bon ordre. Ces notions sont présentées formellement
dans [Barwise 74] et [Bell et Machover 78] notamment.

Remarque. Le théoréme 1.8 affirme que de tout ensemble inconsistant
on peut extraire un sous-ensemble fini inconsistant. Ce résultat présente
une analogie avec un énoncé de topologie : “de tout recouvrement ouvert
on peut extraire un sous-recouvrement fini”. Cet énoncé caractérise les
espaces topologiques compaets. L’analogie est profonde, d’oid le nom
“théoréme de compacité” donné au théoreme 1.8 [Bell et Machover 78].

1.2 Calcul des prédicats

1.2.1 Introduction

Le calcul des propositions ne permet la formalisation que d’une petite
partie de Pensemble des raisonnements. Considérons par exemple le
raisonnement suivant.

Tout homme est mortel,;
Socrate est un homme; (1.8)
done Socrate est mortel.

Ce raisonnement est valide, mais il échappe 4 la logique propositionnelle.
Il comporte trois propositions :

P : Tout homme est mortel,
¢ : Socrate est un homme,
7 : Socrate est mortel.

La ponctuation, ainsi que le connecteur “donc”, permettent d’écrire la
formule

pAg)Dr.

Cette formule n’est pas valide : la logique propositionnelle ne permet
donc pas de déclarer correct le raisonnement (1.8). La raison de cet
échec est assez évidente. La logique propositionnelle modélise les propo-
sitions et les connecteurs vérifonctionnels permettant de composer les
propositions. Dans ce contexte, la proposition est un objet atomique, I
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est pourtant clair que, dans les langues naturelles comme le franqais, la
proposition est structurée; en outre, la signification d’une proposition est
fonction, du moins en premiére approximation, de la signification de ses
constituants.

Avant méme que soit considéré l'aspect sémantique, la simple analyse
Jexicale révele des similitudes intéressantes entre les trois propositions
du raisonnement : certains meots interviennent plus d’une fois dans le
raisonnement. On peut donc supposer que ces similitudes doivent sub-
sister dans la version formelle de ce raisonnement.

En outre, la langue naturelle est souvent elliptique. Le texte (1.8) ne
fait pas exception a cet égard. Nous avons déji observé la présence d’un
connecteur de conjonction, représenté par un point-virgule. La premiére
proposition comporte aussi une implication cachée; on peut la réécrire
comme suit.

Si un étre est un homime,
alors cet étre est mortel.

Cette reformulation n’est pas tout & fait satisfaisante : elle donne 1'im-
pression de correspondre & une formule du type (A O B). Ce n’est pas
le cas : le mot “&tre” établit un lien entre 'antécédent A et le conséquent
B de la conditionnelle. Remarquons par ailleurs que le mot “Socrate”
établit un lien analogue entre les deux derniéres lignes de (1.8). Il y a
cependant une différence entre ces deux cas : le mot “&ire” désigne un
membre quelconque d’un univers, jusqu'ici indéfini, alors que “Socrate”
désigne un membre précis de cet univers. Par analogie avec le langage
mathématique, on dira que “&tre” est une variable (conformément a
'usage, nous la rebaptisons z}, alors que “Socrate” est une constante.

Le texte (1.8) peut se réécrire, d’une maniére qui explicite mieux sa
structure réelle, de la maniére que voici.

Pour tout z, si ¢ est un homme, alors z est mortel;
Socrate est un homme; (1.9)
(donc) Socrate est mortel.

On peut maintenant répertorier les différents constituants. En plus des
propositions et des connecteurs (conjonction implicite, implication re-
présentée par “si...alors” et implication représentée par “donc”), nous
avons divers composants nouveaux : “pour tout”, “z”, “Socrate”, “est
un homme” et “est mortel”.
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Le souci d’affiner 'analyse ne doit pas étre poussé trop loin. Il est assez
clair que la décomposition de “pour tout” n’est pas utile. Par contre,
isoler le mot “est” pourrait paraitre intéressant, mais cela ne se justifie
pas dans ce contexte, car le mot “est” peut trop facilement disparaitre.
La locution “est altruiste” peut se remplacer par “se soucie des autres”,
tandis que “est mortel” signifie approximativermnent “mourra”.

Ces locutions sont des exemples de constantes prédicatives. Une cons-
tante prédicative n’est susceptible d’acquérir une valeur de vérité que
si elle est liée & un nombre adéquat d’arguments, ou de paramétres,
dénommés termes. Ce nombre de places dépend uniquement de la con-

stante prédicative considérée.

L’application d'une constante prédicative & un nombre adéquat de termes
est une forme prédicative.

L’expression “pour tout * est un exemple de quantification. Toute quan-
tification se compose d’un quantificateur (ici, “pour tout”) et d’une vari-
able (ici, ).

Les langues naturelles comportent non seulement un grand nombre de
connecteurs, mais aussi un grand nombre de quantificateurs. Remar-
quons d’abord que la négation de I’énoncé

pour tout x, A

est visiblement

il existe (au moins un) ©, -4 .

Le quantificateur “il existe” sera donc indispensable. D’autres quantifi-
cateurs possibles sont ;

Pour presque tout ...

Pour exactement un ...

Il existe exactement un ..,
Il existe au plus un ...

Il existe beaucoup de ...

Il existe une infinité de ...
Il existe exactement cing ...

Nous nous limiterons au quantificateur “pour tout” et & ceux qui s’en
déduisent an moyen des connecteurs propositionnels et, éventuellement,
au moyen de la relation d’égalité introduite plus loin. Il convient de
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remarquer que, bien souvent, la quantification est sous-entendue dans la
langue naturelle, comme dans les phrases suivantes : “Les hommes sont
mortels”, “Des hommes sont morts”.

Nous pouvons maintenant formaliser les hypotheses et la conclusion du
raisonnement (1.9). Le quantificateur “pour tout” est symbolisé par V¥,
la proposition “c est un homme” est représentée par H(c¢), tandis que “d
est mortel” s’écrit M(d). On obtient donc le raisonnement semi formel :

Va(H(z) > M(z)) et H(Socrate)
donc M(Socrate}

Par la simple lecture des formules on apprend que M et H sont des
constantes prédicatives & une place, c’est-a-dire que M et H admettent
un seul argument. On observe aussi que x est une variable (seule une
variable peut suivre un quantificateur). Par contre, rien n’indique que
“Socrate” est une constante.

Nous allons maintenant formaliser la logique prédicative ou caleul des
prédicals et, pour commencer, décrire avec précision le langage de cette
logique.

1.2.2 Vocabulaire

Les symboles de base du langage sont les variables, les constantes indi-
viduelles, les constantes prédicatives, les connecteurs (-, A, V, D, =)
et les quantificateurs universel ¥V (pour tout) et ezistentiel 3 (il existe).

Le langage prédicatif contient le Jangage propositionnel, car une propo-
sition n’est rien d’autre qu'une constante prédicative sans argument ou,
plus précisément, une constante prédicative dont le nombre de places est
nul.

Il est commeode de remplacer le concept de constante individuelle par
celui plus général de constante fonctionnelle. Une constante fonction-
nelle a un nombre de places bien défini, exactement comme une constante
prédicative. La constante individuelle est simplement une constante fone-
tionnelle dont le nombre de places est 0,

Comme le calcul des prédicats permet d’évoquer des objets individuels
(variables et constantes), il est parfois utile d’introduire le prédicat d’éga-
lité entre ces objets mais cela reste tontefois facultatif. Le symbole clas-
sique = est utilisé pour représenter ce prédicat.

41



Approche logique de Pintelligence artificielle

Les variables, les constantes prédicatives et les constantes fonctionnelles
sont représentées par des lettres ou des mots, éventuellement munis
d’indices inférieurs ou supérieurs. On peunt éviter tout risque de con-
fusion entre ces trois classes d’objets par 'adoption de conventions ty-
pographiques rigides. En ce qui concerne les constantes prédicatives et
fonctionnelles, on peut également exiger que le nombre de places soit
mentionné explicitement (en exposant par exemple}. Dans la pratique
tountefois, les conventions sont moins rigides et ’appartenance d’un ob-
jet & une classe syntaxique est déterminée par le contexte ou par des
commentaires informels accompagnant les formules. Ce laxisme permet
de donner aux objets des noms évocateurs. Ces noms évocateurs seront
largement utilisés en représentation de la connaissance {chap. 3).

Le lexique suivant est habituel et sera utile 3a la compréhension des
exemples donnés dans cette section.

x, Y,z variables,

a,b, e constantes individuelles,
f.g.h constantes fonctionnelles,
P, q,7 propositions,

P Q,R constantes prédicatives.

1.2.3 Syntaxe du calcul des prédicats

Le vocabulaire introduit au paragraphe précédent permet de définir des
termes, des formes et des quantificaiions (objets déja mentionnés), ainsi
que des atomes et des formules. Nous donnons maintenant les régles de
formation correspondantes,

¢ Un terme est une variable ou une forme fonctionnelle.

¢ Une forme fonctionnelle est la juxtaposition d’une constante fonc-
tionnelle et d’'un nombre adéquat de termes. Si f est une constante
fonctionnelle dont n est le nombre de places et si t1,...,¢, sont
des termes, alors la forme correspondante est habituellement notée
f(t1,...,ta). Si n vaut 0, on écrira f au lieu de f().

¢ Une forme prédicative est la juxtaposition d’une constante prédi-
cative et d’'un nombre adéquat de termes. 8i P est une constante
prédicative dont m est le nombre de places et si #,...,¢, sont
des termes, alors la forme correspondante est habituellement notée
P(t1,...,tm). 8i m vaut 0, on écrira P au lieu de P().
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o Un atome est une forme prédicative ou une égalité, c’est-a-dire une
expression du type (s =), oll s et ¢ sont des termes.

s Le concept de formule est défini récursivement au moyen des régles
suivantes :

— un atome est une formule;
— si A est une formule, alors -4 est une formule;

— si A et B sont des formules, alors (A A B), (AVv B), (A > B)
et (A = B) sont des formules;

— 51 A est une formule et & une variable, alors Yz A et 324 sont
des formules.

Remarques. Comme dans le calcul des propositions, les parenthéses sont
parfois remplacées par des accolades ou des crochets, et méme supprimées
si le contexte le permet.

La langue naturelle ne comporte pas de parenthéses, ce qui peut provo-
quer des ambiguités, notamment si le nombre de places d’une constante
prédicative ou fonctionnelle n’est pas connu.

Les mots “fonction” et “prédicat” sont parfois utilisés & la place des ex-
pressions “forme fonctionnelle” et “forme prédicative”, surtout dans les
applications (chap. 3-6).

1.2.4 Variables libres, variables liées, portée

Les variables ont en logique un réle analogue & celui qu’elles ont en
algébre ou en analyse. Tout d’abord, elles permettent d’identifier, dans
un objet mathématique structuré, des emplacements qui, lors de 'exploi-

tation de l’objet, seront occupés par d’autres objets, Par exemple, une
fonction linéaire f peut étre décrite par une expression classique telle que

f@)==+6,

ou encore, & 'aide d’une notation qui souligne le statut d’objet de f, par
une expression du type

f=Az.2+6.

Dans ce contexte, = ne désigne pas un objet, mais 'emplacement d’un
objet. On peuf sans inconvénient renommer z, c’est-a-dire remplacer les
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deux occurrences de & par y, par exemple. Il n’est évidemment pas permis
de ne remplacer qu’une occurrence, en laissant I'autre inchangée. Ce type
de remplacement est la subsiiiution uniforme. On dira que z est une
variable li€e, en voulant ainsi exprimer le fait que la premiére occurrence
de x introduit une liaison, & laquelle est soumise la seconde occurrence
de x. Le renommage d’une variable liée est permis, pour autant que les
occurrences de variables qui sont distinctes avant la substitution uniforme
restent distinctes aprés cette substitution. Par exemple, 'expression

Azy.exy

est égale a
Auy.uxy

mais non a
Auw. uku.

Considérons maintenant un contexte oll, d'une fagon ou d’une autre, «
représente le nombre 3 et s¢ la fonction carré. On peut écrire

sq(z)=2+6

mais on ne peut évidemment plus remplacer ¢ par y. Cette fois, =
représente un objet déterminé. On dit que z est une variable fbre on,
plus précisément, que les deux occurrences de « sont libres.

Examinons ensuite I’exemple suivant :
hid )
Ak = Z B;’_, vi.
=1

La seule variable liée est ¢; la liaison est introduite par la premiere oc-
currence de 7. Les aufres symboles représentent des variables libres ou
des constantes fonctionnelles. On peut renommer ¢ en j ou I, mais pas
en k ou n. Enfin, dans expression

y = As. (yw/m:f(t,y(t))dt),

les variables liées sont = et ¢. Les liaisons sont introduites respectivement
par la premiére occurrence de x et par la derniére occurrence de ¢.
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Nous revenons maintenant & la logique. La signification intuaitive de la
guantification impose qu'il y ait une liaison entre les occurrences de la
variable contenue dans la quantification. Dans la formule

Yz [H(z) O M(x)],

la variable » est “liée”; la liaison est introduite par la premiére occur-
rence, qui suit immédiatement le quantificateur universel.

La portée d'une quantification est la formule a laquelle cette quantifi-
cation s’applique. L’occurrence de la variable @ apparaissant dans la
quantification ¥ ou iz est quaniifide; toute occurrence de la variable
z dans la portée de cette quantification est lide. Une occurrence de la
variable z est libre si elle n’est ni quantifiée, ni liée,

Remargues. On utilise souvent 'expression “portée d’un quantificateur”
au lieu de portée d’une quantification.

Une variable ayant une occurrence liee dans une formule a aussi une
occurrence quantifiée dans cette formule.

Dans une formule donnée, une variable est quantifiée (liée, libre) si elle
a au moins une occurrence quantifiée (liée, libre).

Dans les formules Ve A et Iz A, la portée de © est A, Si = ef y sont
des variables, alors les portées de x et de y sont disjointes, on Pune est
inclase dans 'autre,

Considérons les exemples suivants :

Vz[P(z,a) O 32Q(z)],
YaP(z,a) > 3zQ(x),
YaP(z,a) D Q(x).

Dans le premier cas, deux quantifications sur une méme variable sont
imbriquées. Nous ne souhaitons pas donner de sémantigue i ce type de
formule, et nous I’éliminons en restreignant la régle d’introduction des
quantificateurs comme suit.

Si z est une variable et A une formule ne comportant pas
d’occurrence liée de =, alors Vi A et A A sont des formules,

Dans le deuxiéme cas, deux variables liées ont accidentellement requ le
méme nom. Les portées étant disjointes, cela n’est guére génant.

Dans le troisidme cas, une variable liée et une variable libre ont regu
le méme nom. Quoique cela soit acceptable, on préférera renommer la
variable liée et écrire, par exemple,
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YyP(y,a) O Q(=).

1.2.5 Sémantique du calcul des prédicats

Les formules du calcul des prédicats, comme celles du calcul des propo-
sitions, sont susceptibles d’étre interprétées, c’est-a-dire de recevoir une
valeur de vérité, Cependant, les composants d’une formule du calcul des
prédicats ne sont pas seulement des sous-formules mais aussi des ter-
mes. Il sera donc nécessaire d'interpréter aussi les termes. Un terme
désigne intuitivement un objet. Une interprétation devra donc spécifier
un ensemble d’objets, appelé domaine d’interprétation.

Plus précisément, une interprétation I est un triplet (D, I, I,) ayant les
propriétés suivantes.

¢ D est un ensemble non vide; c’est le domaine d’interprétation.

¢ I, est une fonction qui associe & toute constante fonctionnelle f a
n places une fonction I.(f) de D™ dans D, et qui associe & toute
constante prédicative P & m places une fonction I,(P) de D™ dans

{V,F}. ¢
s I, est une fonction qui associe & toute variable un élément de D.

On peut maintenant donner, pour umne interprétation I = (D, I, I,),
les regles d’interprétation qui & toute formule A associent une valeur de
vérité I(A) et & tout terme ¢ associent un élément I(¢) de D,

» Si 2 est une variable libre, alors I(x) =g Io(2).

o S5i f est une constante fonctionnelle & n places et si £y,...,¢, sont
des termes, alors I{f(¢1,...,t0)) =gef (L(F))(I(1),. .., I(ta)).

¢ S5i P est une constante prédicative & m places et si t1,...,1, sont
des termes, alors I(P(t1,...,tm)) =def (L(P))(I(11), ..., I{tm)).

¢ 5i s et t sont des termes, alors I(s = t) est Vi I(s) = I(t) et
F sinon.

Si A et B sont des formules, alors A, (A A B),(AV B), (A D B)
et (A = B) s’interprétent comme dans le calcul des propositions.

*Par convention, une fonction de D° dans B est simplement un élément de B.
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1l reste & donner l'interprétation des deux types de formules quantifiées.
Nous introduisons d’abord une notation. Si I est une interprétation dont
le domaine est Dy et si & est une variable et d un élément de Dy, alors
I,/ désigne linterprétation J telle que Dy = Dy, J. = L, Jo(z) =d et
Jo(y) = L(y), pour toute variable libre y distincte de =.

Les regles d’interprétation sont alors les suivantes.

+ Si A est une formule et z une variable, alors I(¥x A) est Vsi I, /4(A)
est 'V pour tout élément d de D,

e Si A est une formule et = une variable, alors J(3x A) est Vsi I /4(A)
est V pour au moins un €lément d de D,

On dit qu'une formule A du calcul des prédicats est vraie pour une in-
terprétation I lorsque I'on a I(4) = V.

On voit maintenant que 'interdiction des quantificateurs imbriqués sur
une méme variable n’est pas une réelle restriction. En particulier, Vz3zA
s’interpréte comme Jx A et Iz Ve A s’interpréte comme ¥z A, On voit
aussi pourquoi la condition D # D est exigée : sans elle, les implications
naturelles

Vrd > A,
A>3z A

ne seraient pas toujours vraies,

On remarque aussi que les régles d’interprétation correspondent a 'intui-
tion; en particulier, la signification formelle des quantificateurs modélise
bien leur signification naturelle. Ces régles justifient aussi ce qui a été
dit du renommage des variables au paragraphe 1.2.4.

Comme les formules du calcul des propositions, les formules du calcul
des prédicats se répartissent en trois classes : les formules valides sont
vraies pour toutes les interprétations, les formules inconsistantes ne sont
vraies pour aucune interprétation et les formules contingenies ou sim-
plement consistantes sont vraies pour certaines interprétations mais pas
pour d’autres, Contrairement & ce qui se passe pour le calcul des propo-
sitions, ces trois classes de formules ne sont pas récursives : il ne peut
exister d’algorithme déterminant, en toute généralité, i quelle classe ap-
partient une formule du calcul des prédicats. On reviendra plus loin sur
ce point (§ 2.2.11). Naturellement, une formule du calcul des prédicats
est consistante si elle est vrale pour au moins une interprétation.
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A titre d’exemple, voici quelques formules dont la validité s’établit aisé-
ment; elles décrivent les rapports existant entre la quantification uni-
verselle et les connecteurs propositionnels :

(VeA AVzB) = Va(A A B),
(VeA vV VYeB) D Vz(AV B),
Yz(A > B) D (VoA D Vz B),
Vz(A = B) D (VzA = ¥z B).

(1.10)

1 s’agit en fait de schémas de formules; ces schémas donnent lieu & dés
formules valides si on remplace A et B par des formules ne comportant
pas de quantification sur z.

Remargue. Les trois derniers schémas ont pour connecteur principal
I'implication; si on lui substituait 'équivalence, les formules cesseraient
d’étre valides.

Voici des schémas analogues concernant la quantification existentielle :

dz(A v B) = (3zA v Az B),
3z(A A B) D> (3zA A 3z B), (1.11)
dx(A D> B) = (VY=zA D> 3z B).

Le schéma suivant établit le lien entre la quantification universelle et la
quantification existentielle :

Ve-4 = -Jz A.

Il permet ’extension du principe de dualité (§ 1.1.9) au cadre du caleul
des prédicats. Si dans une équivalence logique ne comportant pas le
connecteur 3 on intervertit les réles de Fet 'V, de A et V et enfin de ¥
et 3, on obtient encore une équivalence logique.

L’approche algébrique du calcul des prédicats est possible et se révéle
féconde. Elle est présentée dans [Bell et Machover 78].

Notons aussi des liens importants entre quantifications distinctes :

VaVyA = YyVe A,
Jx2IyA = Jy3z 4,
JzVyA D> Vydz A

L’implication présente dans le dernier schéma ne peut certainement pas
étre remplacée par une équivalence. Par exemple, dans le groupe additif
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des entiers, 'existence d'un opposé pour chaque élément s’exprime par
la formule

Vyde(z+y=0).
Par contre, la formule
JzVy(z+y=0)

est évidemment incorrecte @ il n’existe pas d’élément 2 qui soit 'opposé
de tous les entiers. Cet exemple fournit une interprétation qui invalide
effectivement le schéma J2¥yA = VYyda Al

Enfin, la régle suivante montre que le calcul des prédicats est bien une
extension du calcul des propositions.

5i §(A4,. .., Ap) est un schéma propositionnel valide,
alors il est aussi un schéma prédicatif valide.

Du schéma propositionnel valide (-4 = A}, on peut déduire non
seulement [--(p A ¢) = (p A ¢)], mais aussi [-Vz P(x) = Yz P(z)).

1.2.6 Substitution et instantiation

Une substitution est une application de 'ensemble V des variables dans
Vensemble T des termes. Une substitution o est finie si o(2) ne differe
de # que pour un nombre fini d’éléments de V. Dans la suite, il ne sera
question que de substitutions finies et cet adjectif sera donc omis.

Une substitution o sera représentée par I’ensemble des couples (z, o(x))
tels que o(x) # z.

Etant donné un terme ¢ et une substitution o, le terme o[f] est obtenu
en remplagant simultanément toutes les occurrences des variables x in-
tervenant dans ¢ par leurs images respectives o(x). Voici un exemple :

c = {(=, f(x)),(y g(x,2))},
t = g(f(z),9(£(2),9)),
O‘[t] = g(f(f(:z)),g(f(z),g(m,z)))

Cette manipulation associe 3 chaque substitution ¢ une fonction de 7
dans T, qui applique ¢ sur ¢[t]. Comme, pour toute variable x, on a
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¢lz] = o(z), cette nouvelle fonction est une extension de o; elle sera
encore notée g.

La composée de deux substitutions ¢ et o3 est la fonction opc 0 définie
par

(o2 0 01)[t] = oafon[t]].

On vérifie aisément que la loi de composition des substitutions est interne
et partout définie; elle est associative et admet comme neutre la fonction
identique. Ceci fait de I’ensemble des substitutions muni de I'opération
de composition un monoide (non commutatif).

Si les substitutions &y et o2 sont telles que, pour toute variable z, an
moins un des termes oy(z), o2{z) est égal & 2, alors la réunion des
représentations de oy et o3 détermine encore une substitution. Cette
substitution est la réunion de o et gy et est désignée par o U g,

Un terme ¢> est une instance d’un terme t; s’il existe une substitution o
telle que t3 = oft1]. L’ensemble des variables d’un terme ¢ est désigné
par var(t). Un terme ¢ est complétement instancié si var(t) = 0.

La relation “est une instance de” est notée <. FElle est visiblement
réflexive et transitive. Elle n’est pas antisymétrique, mais on a le résultat
suivant ; ¢ < ¢2 et t3 < £1 ont lieu si et seulement si ¢ et 5 ne different
que par le nom des variables. Plus exactement, il existe une correspon-
dance bijective f de war(i,) sur var(ts) telle que t; soit obtenu en rem-
plagant simultanément les occurrences de toute variable z par f(z). On
écrira t; ~ t; dans ce cas.

La relation =~ est une relation d’équivalence. Sur le quotient T/ ~ de
Pensemble des termes par cette relation d’équivalence, la relation < de-
vient une relation d’ordre partiel. Il existe un maximum, & savoir la
classe des tertnes composés d’une seule variable. Les éléments minimaux
sont les termes complétement instanciés. La plus petite borne supérienre
d’un ensemble fini de termes existe toujours et est facile & calculer; la
plus grande borne inférieure, par contre, n’existe pas toujours. A titre
d'exemple, la plus grande borne inférieure de la paire

{ Az, f{a}, 9(¥)}, Ay, 2, g(b)) }

est le terme

h(y, f(a), 9(8)) .
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La notion d’instance se généralise immédiatement aux formes prédica-
tives, ainsi qu’aux matrices, qui sont les formules ne comportant pas de
quantification.

La notion d’instance est encore pertinente dans le cas général d’une for-
mule comportant des quantificateurs, mais seales les variables libres peu-
vent étre instanciées. (Ici aussi, le fait d’admettre qu'une variable libre
et une variable liée aient le méme nom serait source de complication.)
Considérons par exemple la formule

Va[P{z,y,2) V Q(a,x)] D JuR(, f(u),»).

Les variables libres sont g, 2 et v; selon la convention habituelle, a, b et
f sont des constantes fonctionnelles (& 0, 0 et 1 place). Les instances
de cette formule sont obtenues par application de substitutions du type
{(y,t1), (2, t2), (w,t3) }, avec la restriction suivante : t1, £3 et ¢3 ne peuvent
pas contenir d’occurrence des variables x et u, liées dans la formule de
départ.

La fermeture universelle ou eléture universelle d'une formule A compor-
tant les variables libres x4, ..., 2, est la formule Y, ...V 2, A; de méme,
la fermeture existentielle de A est a7 ...z, A. Il est clair que l'ordre
dans lequel les x; sont énumérés n*a pas d’importance.

Considérons une formule A, ses fermetures universelle 74 et existentielle
E 4, ainsi qu’une instance A' de A. On a les résultats suivants :

=A & =Uy,
E-4 & =-E,,
EUs = EA,
=4 = 1=EA.

ol la notation = A exprime la validité de la formule 4 (dans le cadre du
calcul des prédicats).

On peut encore ajouter qu’une formule est valide si et seulement si toutes
ses instances sont valides et qu'une formule est consistante si et seulement
si une au moins de ses instances est consistante. Dans cet énoncé, on peut
remplacer “instance” par “instance compléte”.

1.2.7 Forme prénexe, formes normales

Deux formes normales ont été introduites dans le cadre de la logique
propositionnelle : les formes normales conjonctive et disjonctive. Nous
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avons vu que la transformation d’une formule de la logique des propo-
sitions en une de ces formes normales permettait de simplifier les algo-
rithmes de preuve de consistance ou de validité (§ 1.1.11-14). Ce sont
des raisons analogues qui conduisent & introduire les formes normales du
calecul des prédicats.

Les problémes liés i la quantification et & la portée des quantificateurs
sont parfois génants. En particulier, la présence simultanée d’occurrences
libres et liées d’une méme variable dans une formule peut conduire & des
difficultés. La situation est nettement plus simple dans le cas des formes
prénexes. Une forme préneze est une formule se composant d’une matrice
précédée d’un préfize, c’est-a-dire d’une suite finie de quantifications.
Ces quantifications concernent des variables distinctes, et leur ordre est
généralement crucial® Une telle formule est donc de la forme

lel Qnmn M:

ol le symbole Q; désigne soit ¥, soit 3, pour i = 1,...,n, et olt M est
une formule (la matrice) ne contenant pas de quantification.

On peut, sans réelle restriction, exiger que seules des variables ayant une
occurrence (nécessairement libre) dans la matrice puissent étre quan-
tifiées. En effet, d’aprés les régles d’interprétation, si une formule 4 ne
comporte pas d’occurrence de la variable x, alors les formules 4, 3z A
et Yz A ont méme valeur de vérité, pour toute interprétation.

L’intérét des formes prénexes est lié au théoréme suivant.
Théoréme 1.9. Pour toute formule logique il existe une forme prénexe
qui Iui est logiquement équivalente.

Preuve. L’algorithme d’obtention de la forme prénexe est fort simple.
Les étapes sont les sujvantes,

e Eliminer les connecteurs d’équivalence et d’implication, au moyen
des régles de réécriture vues au paragraphe 1.1.10.

+ Renommer des variables liées (si nécessaire), de maniére & ce qu’au-
cune variable n’ait simultanément des occurrences libres et lides.
Cette condition est requise non seulement pour la formule traitée
mais aussi pour toutes ses sous-formules.

£ On peut aussi admettre, en cas de quantifications répétées sur une méme variable,
que seule la quantification la plus & droite est pertinente : cela est conforme 4 la régle
générale d'interprétation des formules quantifiées.
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+ Supprimer les quantifications dont la portée ne contient pas d’oc-
currence de la variable quantifiée; ces quantifications sont en effet
inutiles.

o Transférer toutes-les occurrences de la négation immédiatement de-
vant les atomes, en utilisant les régles de réécriture suivantes :

-YzA — dJx-A,

~dzA — Yz-A4,

(A A B) — (nA v nB},
(4 v B) — (»A A -B),
-—A4A — 4.

e Transférer les quantifications en téte de la formule. On utilise &
cet effet un ensemble de régles de réécriture. Nous donnons ici les
régles relatives 3 la conjonction. Celles relatives a la disjonction
s’en déduisent par dualité.

(YzA AVeB) — Ya(A A B),

(YzA A B) — VYao(A A B)  siB necontient pas ¢,

(A AYeB) — Ya(A A B) si A ne contient pas z,

(3zA A B) — dz(A A B) si B ne contient pas x,
) )

(AAdeB) — Jdz(AA B si A ne contient pas = .

Pour que cet ensemble de regles soit complet, il est nécessaire d'ajou-
ter la possibilité de renommer certaines variables liées; par exemple,
la formule 3zP(z) A Vo Q(z) sera d’abord transformée
en 3z P(z) A Yy Q(y) avant 'application des régles de réécriture.
Notons aussi qu’a tout moment, les propriétés de commutativité,
d’associativité et d'idempotence des connecteurs A et v (§ 1.1.9)
peuvent étre mises & profit pour simplifier les formules.

Le théoréme est ainsi démontré, de maniere constructive. a

En guise d’application, nous cherchons une forme prénexe équivalente &
la formule

Ve[P(z) A Yydx(-Q(x,y) D Yz R(e,z,9))|.

Les étapes successives de cette recherche sont énumérées ci-dessous.
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Elimination du connecteur d’implication;
Ya[P(z) A YyTa(--Q(z,y) V Yz R(e,z,¥))] .

Renomimage ;
Vz[P(z) A YyIu(-~Q(u,y) V Yz R(a,u,3})] .

Suppression d’une quantification inutile;

Va[P(z) A YyIu(--Q(u,y) V R(a,u,3))] .

Applications des régles concernant la négation ;
Vz[P(z) A VyIu(Q(v,3) V Rie,u,))] -

Transfert des quantifications;
VaVy[P(z) A Ju(Q(u,y) V Rle,u¥))] ;
vavydulP(a) A (Qwy) v Rla,u,y))] -

Remargue. Une formule peut admettre plusieurs formes prénexes équi-
valentes. L'ordre d’application des régles, ainsi que les renomrmages
éventuels, influent sur le résultat obtenu. Par exernple, il y a équivalence
entre les deux formes prénexes

Ye(P(z) A Q(x)) et VaVy(Plx) A Q(y)).

Les notions de littéral, de clause et de forme conjonctive normale, in-
troduites dans le cadre du calcul des propositions, s'étendent immédiate-
ment au calcul des prédicats. Un liftéral est un atome ou la négation d’un
atome; une clouse est une disjonction de littéraux; une forme conjonctive
normale, est une forme prénexe dont la matrice est une conjonction de
clauses. Les notions duales peuvent également étre utiles : un cube est
une conjonction de littéraux et une forme disjonclive normele est une
forme prénexe dont la matrice est une disjonction de cubes.

1.2.8 Formes de Skolem, formes clausales

Le mécanisme de quantification est évidemment la raison de la puis-
sance mais aussi de la complexité du calcul des prédicats. Les formes
prénexes et les formes normales sont particuliérement intéressantes parce
que, d’une part, elles n’admettent qu'un usage “discipliné” de la quantifi-
cation et que, d’autre part, elles conservent tout le pouvoir d’expression

54



1. Logique

du calcul des prédicats. En effet, toute formule admet une forme normale
¢quivalente (quoique parfois plus longue, ou moins lisible, que la formule
initiale).

Il est possible d’imposer une limite encore plus stricte 4 Pusage du
mécanisme de quantification, au prix d’une réduction acceptable du pou-
voir d’expression. Plus précisément, on va définir un moyen d’associer
3 toute formule A une certaine formule 5S4, de structure trés simple, en
garantissant que les formules A et 54 sont toutes deux consistantes ou
toutes deux inconsistantes. Ce lien entre A et S4 est strictement plus
faible que I’équivalence logique mais est quand méme treés utile pour la
raison suivante, Supposons que l'on veuille prouver qu’une conclusion
¢ est la conséquence logique des hypothéses H; et Hy. Cela revient &
prouver que la formule G . (H; A Hz A -C) est inconsistante, ou
encore, ce qui sera généralement plus facile, que la formule associée Sg
est inconsistante,

Nous pouvons, sans restreindre le probléme, nous limiter aux formes
prénexes, puisque toute formule admet une forme prénexe équivalente.
En outre, il suffit de considérer les formules closes, c’est-d-dire les for-
mules ne contenant pas de variable libre. En effet, si A est une formule
dont les variables libres sont zy,...,%,, et qui ne contient aucune oc-
currence liée de x,,...,®, (aprés renommage éventuel), alors la formule
Ja; - -- Iz, A est close, d’une part, et elle est consistante si et seulement
si la formule A est consistante, d’autre part.

La forme S, que nous allons décrire est connue sous le nom de forme de
Skolem (associée & la formule A). L’intérét de la réduction de A & S4
réside dans le fait que les preuves d’inconsistance deviennent plus efficaces
lorsqu’on les restreint & des formules mises sous forme de Skolem.

La réduction & la forme de Skolem d'une formule quelconque du calcul
des prédicats requiert deux opérations préalables.

¢ Transformer la formule donnée en une forme prénexe (§ 1.2.7) com-
posée d’un préfixe et d’une matrice.

¢ Transformer ensuite la matrice en une forme conjonctive normale
en utilisant lalgorithme décrit au paragraphe 1.1.10.

Le résultat est une forme prénexe close. La forme de Skolem associée &
celle-ci (et donc & la formule de départ) est obtenue par application de
la procédure suivante, qui est la transformation de Skolem proprement
dite et dont ’effet est d’éliminer les quantifications existentielles.
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e Associer & toute variable quantifiée existentiellement la liste des
variables quantifiées universellement qui la précédent, ainsi qu’une
constante fonctionnelle, non encore utilisée, dont le nombre de
places est la taille de la liste.

¢ Dans la matrice de la formule, remplacer chaque occurrence de
chaque variable quantifiée existentiellement par un terme; ce terme
est la constante fonctionnelle associée a la variable, munie de la liste
d’arguments associée & cette méme variable,

¢ Supprimer de la formule les quantifications existentielles.

Reprenons I'exemple du paragraphe précédent. La formule & transformer
est

Ve[P(z) A Vydx(-Q(z,y) D V2 R(a,z,3))].

Les transformations effectuées au paragraphe précédent ont permis
d’obtenir la forme conjonctive normale

Voyy3u[P(s) A (Qu9) V Rla,u,p))].

La procédure décrite ci-dessus nous permet finalement d’obtenir la forme
de Skolem associée & la formule de départ :

YaVy[P(z) A (Q(f(=,¥)y) V R(a, flz,¥),¥))].

Voyons de fagon plus précise quel est le lien entre une formule donnée et
la forme de Skolem de celle-ci. Considérons, & titre d’exemple, la forme
prénexe close

A JuVvIwVeVyIz M(u,v,w,2,y,2).
La forme de Skolem associée est
Sa: YoVeVyM(a,v, f(v),2,y,9(v,2,9).

On a supposé que les constantes fonctionnelles ¢, f et g n’intervenaient
pas dans la matrice M(x,v,w,z,y, 2).

On constate immédiatement que la formule (S4 D A) est valide. 1l
en résulte que si la formule A est inconsistante, alors la formule 54 est
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¢galement inconsistante. Inversement, supposons que la formule A soit
consistante et soit vraie pour une interprétation I de domaine D. On
pose M = I(M). Quels que soient v,X,Y € D, il existe des éléments
A,B,C € D tels que M(A,V,B,X,Y,C) soit vrai dans D. D’aprés la position
respective des quantificateurs dans A, on observe que A est indépendant
de V,X et Y, que B peut dépendre de v (pas de X et Y), et enfin que C peut
dépendre de v, X et Y. Pour obtenir une interprétation qui rende vraie
la formule 84, il suffira donc d’interpréter f et g comme des fonetions
de choiz F et G adéquates, c’est-a-dire telles que F(Vv) et G(V,X,Y) soient
des valeurs acceptables de B et C.

On observe qu’une forme de Skolem est une forme prénexe dont le préfixe
ne contient que des quantifications universelles. D’autre part, toute
forme prénexe de ce type particulier est sa propre forme de Skolem; il est
done commode de confondre les deux notions. Quand le contexte le per-
met, et en particulier lorsque des conventions typographiques permettent
de distinguer les constantes individuelles des variables, le préfixe d’une
forme de Skolem peut étre omis : il est sous-entendu que toute variable
apparaissant dans la matrice est quantifiée universellement. Dans ce cas,
on peut parler d’une instance d’une forme de Skolem plutét que d'une
instance de la matrice d'une forme de Skolem.

Une forme clausale est une forme de Skolem dont la matrice est une
forme conjonctive normale. Toute forme de Skolem admet une forme
clausale équivalente.

1.2.9 Interprétation de Herbrand et compacité

Nous verrons plus loin qu'il n’existe pas d’algorithme permettant, en
toute généralité, de décider si une formule du calcul des prédicats est
valide, contingente ou inconsistante. Ceci est lié 4 I’existence d’une in-
finité d’interprétations possibles pour les formules du calcul des prédicats.
On peut évidemment se demander s’il est nécessaire de considérer toutes
les interprétations. Des résultats partiels mais intéressants concernant
cette question ont été obtenus par Herbrand. Ils conduisent & une sim-
plification du test de consistance d’une formule. Comme & toute formule
I peut étre associée une forme clausale Sp telle que les formules F et Sp
soient simultanément consistantes ou inconsistantes, on ne considérera
que les formes clausales. Les résultats présentés ici concernent le cal-
cul des prédicats sans égalité. Un exposé plus détaillé se trouve dans
[Chang et Lee 73] et [Manna 74].
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L’idée de base qui a condunit & la définition du domaine de Herbrand
est la suivante. Une forme clausale est inconsistante si et seulement
si elle prend la valeur F pour toutes les interprétations. Comme il est
exclu de considérer tous les domaines d'interprétation possibles, il serait
intéressant de pouvoir définir un domaine particulier tel que 'on puisse
étre siir qu’une forme clausale est inconsistante si et seulement si elle
prend la valeur F pour toutes les interprétations dans ce domaine. Un
tel domaine existe; il s’agit du domaine de Herbrand que ’on définit
comme suit.

Le domaine de Herbrand d’une forme clausale 7 est 'ensemble minimal
Hg caractérisé par les régles que voicl.

» Pour toute constante individuelle ¢ ayant une occurrence dans (7, le
domaine Hg comporte la constante de Herbrand associée, désignée
par A.

¢ Si G ne contient pas de constante individuelle, Hg contient quand
méme une constante de Herbrand, notée c.

¢ Pour chaque constante fonctionnelle f 4 » places ayant une occur-
rence dans G, une constante fonctionnelle F est introduite; 'appar-
tenance & Hg des éléments hq, . .., h, implique 'appartenance & Hg
du terme F(hkq,..., ky,).

Le domaine de Herbrand est censé étre “universel” (dans un sens précisé
par le théoréme 1.10). Ses éléments n'ont donc pas de signification
concréte : ce ne sont que de simples objets syntaxiques.

En l'absence de constante fonctionnelle, le domaine de Herbrand d'une
forme clausale est réduit au singleton {C}. C’est le cas, par exemple,
pour la forme clausale (P(z) vV @(x)) A ~Q(x). Par contre, en présence
d’une constante fonctionnelle (non individuelle), le domaine de Herbrand
est toujours infini. Pour la forme clausale

P(f(=)},
ce domaine est
{c, F(c), F(F(c)),...}.

Une interprétation de Herbrand d'une formule ¢ est une interprétation
I de G respectant les conditions suivantes.
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o Le domaine d’interprétation est le domaine de Herbrand Hg.

+ La fonction d’interprétation des constantes, I, applique chaque
constante individuelle ¢ sur la constante de Herbrand associée A.
Elle applique chaque constante fonctionnelle f & n places sur la
fonction F: H — Hg: (h1,...,ka) = F(hy,..., ko).

1l existe plusieurs interprétations de Herbrand, puisque l'interprétation
des constantes prédicatives, ainsi que celle des variables, restent libres.

Remarque. Pour une raison de commodité on identifie sonvent les sym-
boles de Herbrand aux constantes fonctionnelles correspondantes; on
écrira par exemple f(a) au lieu de F(A).

Théoréeme 1.10. Une forme clausale G est inconsistante si et seulement
si elle est fausse pour toutes les interprétations de Herbrand.

Preuve. La condition est évidemment nécessaire. Pour établir qu’elle
est aussi suffisante, il suffira de montrer qu’a toute interprétation I felle
que I(G) = Von peut associer une interprétation de Herbrand I* telle

que M@=V,
Il suffit en fait de déterminer I*(P(ty,...,t,)), quelle que soit la con-
stante prédicative P & n places et quels que soient les termes £y,...,2,.

On associe naturellement & tout élément de Hg un élément du domaine
D de linterprétation 7. Sid I2(t;) est associé d; € D, via h; € Hg, alors
I*MP(ty,...,ta)) est Vsi et seulement si (I(P))(dy,...,dp)est V. 0O

Une interprétation de Herbrand est déterminée par les valeurs de vérité
qu'elle assigne aux formes prédicatives P(t1,...,t,) dont les termes ap-
partiennent au domaine de Herbrand. Ces formes sont appelées formes
fondamentales. Comme le nombre de constantes prédicatives est fini
et que le domaine de Herbrand est au plus dénombrable, I'ensemble
des formes fondamentales relatives a4 une forme clausale est au plus
dénombrable. 8i, au lien d'une forme clausale, on a un ensemble in-
fini de clauses, le résultat reste valable. Le cardinal de 'ensemble des
formes fondamentales n’est pas plus grand que celui de 'ensemble des
formules.

Les interprétations de Herbrand sont assimilées 4 des interprétations du
calcul des propositions : chaque forme fondamentale correspond & une
proposition. On donnera des exemples au paragraphe suivant.

En se basant sur le théoréme 1.10, on peut étendre le théoréme de com-
pacité du cadre propositionnel (§ 1.1.18) an cadre prédicatif.
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Théoréme 1.11. Un ensemble de formules du calcul des prédicats est
consistant si et seulement si tous ses sous-ensembles finis sont consistanis.

Preuve. La condition est visiblement nécessaire; donnons simplement
la. preuve de la condition suffisante. Soit 5 un ensemble de formules du
calcul des prédicats. On peut sans restriction essentielle supposer que
S est un ensemble de clauses. On considére ’ensemble S’ des instances
fondamentales, c'est-a-dire des instances complétes des clauses dans le
domaine de Herbrand.

D’aprés le théoréme 1.10 et les remarques qui le suivent, S est consistant
si et seulement si §' est consistant. Or I’ensemble S’ est un ensemble
de clauses propositionnelles, puisque chaque forme fondamentale est as-
similée & une proposition. Vu le théoréme de compacité relatif au calcul
des propositions (§ 1.1.18), S’ est consistant si et senlement si tous les
sous-ensembles finis de S’ sont consistants. 1l reste donc 4 montrer que
chaque sous-ensemble fini de $' est consistant. Soit R’ un tel ensemble,
et R le sous-ensemble de § formé des clauses ayant une instance fon-
damentale dans R'. L’ensemble R est fini, donc consistant. L’ensemble
des instances fondamentales de R est également consistant, d’aprés le
théoréme 1.10. Cet ensemble inclut R' qui est dés lors consistant. a

Théoréme 1.12. Tout ensemble consistant, fini ou dénombrable, de
formules du calcul des prédicats admet un modéle fini ou dénombrable,
Preuve. 1l suffit de considérer le modéle de Herbrand. (m]

Ce résultat important est connu sous le notn de théoréme de Lowenheim
et Skolem. Signalons qu'il en existe des versions plus fortes [Barwise 74|,
[Bell et Machover 78]. On fera usage de ce théoréme dans I'étude des
théories du premier ordre (§ 2.2.5).

1.2.10 Deux exemples simples

Considérons le schéma de raisonnement usuel suivant :

Hy: Vz[P(z) D Q(z)],
Hy: Vz([Q(xz) D R(z),
C: Vz[P(z) D> R(z)].

On voudrait prouver que la conclusion C est bien une conséquence logique
des hypothéses H; et Hz, ou encore que la formule (Hy A Hy A =C) est

inconsistante. Cette formule est équivalente &
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Vz([P(z) > Q(z)] A [Q(2) D R(2)]) A Ty[P(y) A ~R(y)];
une forme prénexe équivalente est

JyYe([P(=) O Q(=)] A [R(2) D R(z)] A [P(y) A ~R(y)]);
une forme conjonctive normale équivalente est

yVe([~P(z) vV Q)] A [-Q(z) V R(2)] A P(y) A ~R(y));
enfin, une forme clausale équivalente est

Ve ([-P(z) Vv Q(z)] A [-Q(z) vV R(z)] A P(c) A -R(c}).

Le domaine de Herbrand de cette forme clausale est le singleton {c}.

Toute interprétation sur ce domaine assignera 4 « la valeur ¢ et la seule
instance fondamentale sera

[~Ple) V Qe)] A [-Q(e) V R(e)] A Ple) A ~R(c).

Les trois formes fondamentales sont P(c), Q(c) et R(c). Il existe donc
2% = 8 interprétations de Herbrand. Il est clair que chacune d’elles
assigne la valeur F a l'instance fondamentale, qui est donc inconsistante.
Ceci établit que C est bien une conséquence logique de Hy et Hj.

Considérons maintenant le schéma habituel de récurrence, sous la forme
primitive suivante ;

B: P(a),
I+ Yz[P(z) D P(f(=))],
G: Yz P(x).

Ces trois formules correspondent respectivement au cas de base, au cas
inductif et au cas général. Une interprétation partielle utile de ce schéma
a pour domaine 'ensemble N des naturels; ¢ est interprété comme le
nombre 0 et f comme la fonction qui & toul naturel » associe son suc-
cesseur » + 1. Dans ce contexte, quelle que soit I'interprétation donnée
an prédicat P, le schéma est valide, en ce sens que G est une conséquence
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logique de B et I. Néanmoins, ce résultat cesse d’étre valable dans un
contexte plus général; on peut, pour le montrer, établir que la formule
(B A I A —G) est consistante. Cette formule est équivalente &

P(a) A Va[P(2) > P(f(a))] A Jy=P(y).
La matrice de la forme clausale correspondante sera par exemple
P(a) A [P(s) V P(S(@))] A ~P(3).
Le domaine de Herbrand associé & cette forme est I'ensemble infini

H = {a,b, f(a), 1), £(£(@)),..., f™a), fD(0),.. .}

ot f(® désigne la nitme composée de f; il y a donc une infinité d’inter-
prétations de Herbrand; chacune d’elles assigne une valeur de vérité a
chaque élément de l'ensemble infini

E = {P(a), P(b}, P(f(a)), P(F (b)), P(f(f(a)}),.. }.

L’existence d’une interprétation vraie suffira 4 démontrer la consistance
de (B AT A -G

Considérons 'interprétation qui assigne V au littéral P(f(“)(a)) et Fau
littéral P(f™ (b)), pour toutes les valeurs de m; il est clair que cette
interprétation est un modéle de ’ensemble des instances fondamentales :

{P(f™(a)) A [FP(F™(a)) v P (a))] A ~P(FM(B)) : m,n € N}
Ceci permet de conclure au résultat annoncé,
En fait, le probléme du test d’inconsistance d’une formule se heurte 4 un

triple obstacle lié & la notion d’infini.

o Il existe une infinité de domaines d’interprétation.

+ Si le domaine choisi est infini, la formule admet nne infinité d'ins-
tances,

¢ Si le domaine choisi est infini, il y a une infinité d’interprétations
relatives & ce domaine; chacune d’elles assigne une valeur i une
infinité de littéraux.
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Les résultats de Herbrand font disparaitre le premier obstacle : on peut
ne considérer que le domaine de Herbrand. Si ce domaine est fini, les
deux derniers obstacles disparaissent également.

Le cas difficile, d’ailleurs fréquent, est celui oli le domaine de Herbrand est
infini. On peut considérer alors une énumération § = (4i,...,4n,...}
des instances fondamentales de la formule A & étudier. On pose §; =
{4i,...,4i}. On sait que A, ou, ce qui revient an méme, S, est in-
consistant si et seulement si 'un des S; est inconsistant. On peut donc
tester successivement la consistance des S;, pour des valeurs croissantes
de i: si A est inconsistant, on finira par le constater en testant un S;
inconsistant. Ce procédé est a priori tres inefficace,

Remarque. On peut énumérer les instances de clauses plutdt que les
instances de formules.

Remargue. Cette technique reste d’application pour tester la consistance
d’un ensemble dénombrable de formmles {A® | i € N}. En effet, on
peut réunir les instances des A* en une seule énumération (une réunion
dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable). Ceci montre
gu'un ensemble dénombrable de formules est consistant si et seulement si
tous ses sous-ensembles finis sont consistants. On se trouve en présence
d’une version affaiblie du théoréme de compacité donné au paragraphe
précédent (théoreme 1.11).

1.2.11 Algorithme de Quine, Davis et Putnam

Le but de ce paragraphe est de généraliser 'algorithme de Quine et la
stratégie de Davis et Putnam au calcul des prédicats. Nous avens vu an
paragraphe 1.1.11 comment tester la consistance d'une forme normale
propositionnelle; nous verrons ici que le probléme de la consistance d'une
forme clausale prédicative n’est pas essentiellement différent.

On sait d’abord qu'une telle formule est inconsistante si et seulement si
toutes ses interprétations de Herbrand sont inconsistantes, ¢’est-a-dire si
et seulement si ’ensemble des instances fondamentales de la formule est
inconsistant. On peut naturellement considérer les instances fondamen-
tales des clauses au lieu de celles de la formule.

Le premier exemple donné au paragraphe 1.2.10 donne lieu & I'ensemble
d’instances fondamentales

S = {=P(e) V Q(c), ~Q(c) V R(¢), P(c}, ~R(c)} .
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La stratégie de Davis et Putnam (§ 1.1.11) conduit & sélectionner, par
exemple, le littéral P(c), vu 'existence d’une clause réduite a ce littéral.
L'inconsistance de S se raméne & celle de

$1 = {Q(), ~Q(e) V R(e), ~R(e)}.

On sélectionne alors Q(c), ce qui conduit & I’ensemble
Sz = {R(c),~R(c)}-

Comme 53 est visiblement inconsistant on conclut & I'inconsistance de la
formule de départ.

Le second exemple présenté au paragraphe 1.2.10 est plus compliqué car
I’ensemble des instances fondamentales des clauses est infini. On a

S = {P(a),-P(B)} U
{(~-P(s™(a)) v P(f"*(a)})) : n € N} U
{(=P(s()) v P(f"*D())) : n €N},

La généralisation de l'algorithme de Davis et Putnam au cas infini est
possible mais n’a pas grand intérét,

1.2.12 Résolution fondamentale

Comme lalgorithme de Davis et Putnam, la méthode de résolution se
généralise immédiatement au calcul des prédicats, dans le cas ol le do-
maine de Herbrand est fini. Voici, avec les notations introduites au para-
graphe 1.1.13, le traiternent du premier exemple examiné au paragraphe
1.2.10.

1. -P(c) v Q(c} élément de §
2. P(c} élément de S
3. Q) résolvante de 1 et 2
4. =Q(c) v R(c) élément de S
5. R(c) résolvante de 3 et 4
6. -R(e) élément de S
7. F résolvante de 5 et 6

51 le domaine de Herbrand est infini, la méthode de résolution s*applique
encore, du moins en principe. On sait en effet que si un ensemble de
clauses est inconsistant, il admet un sous-ensemble fini inconsistant. Le
second exemple présenté au paragraphe 1.2.10 se traite comme suit :
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1. P(a) élément de S
2. - P(b) élément de §
3. ~P(a) v P(f(a) élément de S
4. P(f(a)) résolvante de 2 et 3
5. -P(f(e)) V P(f®(a)) élément de S
6. P(f%{(a)) résolvante de 4 et 5

On peut donc engendrer la clause P(f(™(a)), pour toute valeur de =,
mais il n’est pas possible d’engendrer d’autres clauses & un élément, pas
plus que la clause vide. L'ensemble de départ est donc consistant.

La méthode de résolution présentée ici est dite fondamentale parce qu’elle
utilise les instances fondamentales des clauses,

1.2.13 Unification

Puisqu'une clause peut admettre une infinité d’instances, la méthode de
résolution fondamentale est nécessairement inefficace. L’idée de Robin-
son consiste 3 travailler directement sur les clauses elles-mémes, sans de-
voir considérer explicitement leurs instances fondamentales. Cette idée
fait appel & 'opération d’untfication [Chang et Lee 73], [Manna 74].
Avant d’expliquer de quoi il s’agit, signalons que P'unification est un
mécanisme de base dans I’exécution des instructions en programmation
logique (sect. 5.1, chap. 6).

Soient deux clauses

Cy = {31, .. } et O = {—lfz,. }
appartenant a un ensermble S. Moyennant renommage, on peut supposrr
qu’aucune variable n’apparait simultanément dans Cy et Cs.
On suppose que les littéraux [y et Iy sont wnifighles, c’est-a-dire qu’ils
possédent une instance fondamentale commune. Toute paire d’'instances
fondamentales

Ci={l1,...} et C3={-03,...}

telles que I = I;, = I’ donne lieu & une clause résolvante

R'=(ci\{'Huc\ {=-)).
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Toute clause de ce type est une conséquence logique de Gy et C3. Le
probléme cotnsiste & identifier une clause R dont les instances fondamen-
tales seraient précisément les instances du type de R'. Une telle clause
R “représenterait” adéquatement I'ensemble de ces instances.

Désignons par I, la plus grande borne inférieure de la paire {l;,l3} pourla
relation d’ordre < introduite au paragraphe 1.2.6. On al’ <y et I' < {3,
ce qui équivaut & I < [,. Par définition de [, il existe des substitutions
o1 et ay telles que o1[ly] = Iy et ap[l;] = I,. Comme aucune variable
n'apparait 4 la fois dans [j et I3, on a aussi

Iy = aulli] = ouflz], pouroy,=a1U0;.

La substitution &, est unificateur le plus général des littéraux Iy et by
(cette dénomination n’implique pas Punicité de o).

Une clouse résolvante R ayant la propriété voulue est alors

R = (u[C1]\ {tu}) U (0u[C] \ {1u}) -

Deux atomes sont unifiables s'ils sont construits & partir de la méme
constante prédicative, appliquée & des termes unifiables deux a deux. Il
suffit donc de considérer 'unification de deux termes. Si l'un des termes
est une variable, 'unification est immédiate; sinon, pour étre unifiables,
les deux termes doivent étre construits & partir de la méme constante
fonctionnelle, appliquée & des termes unifiables deux & deux.

Ceci donne visiblement lieu & un algorithme d’unification (récursif) fres
simple et de complexité linéaire en la taille des termes. Il faut toutefois
signaler une difficulté. Dans le cas particulier ol 'un des termes est la
variable z et ol l'autre comporte z, sans se réduire & , 'unification est
bien siir impossible. La vérification systématique de la non-occurrence
d’une variable dans le terme & unifier a cette variable rend l'algorithme
inefficace. Quoique 'on puisse, dans une certaine mesure, remédier a ce
probléme, le test de non-occurrence est souvent omis en programmation
logique, dont les principes de base sont introduits au paragraphe 1.2.15.

Remargue. Formellement, on peut admetire que l'unificateur le plus
général de = et f(z) est f(f(...(x)...)). Il est possible, dans certains
cas, de donner un sens a ce “terme infini”.

Dans le cadre du calcul des propositions, il était préférable de travailler
avec des clauses pures, c’est-i-dire des clauses sans littéraux répétés
(§ 1.1.12}). Cela reste naturellement vrai dans le cadre du calcul des
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prédicats, mais il faut tenir compte d’un phénoméne spécifique : une
clause pure peut admettire une instance non pure. Par exemple, la
clause pure P(x,a) V P(f(y}, z) admet I'instance non pure P(f(y),a) v
P(f(y),a). En fait, {(=, f(y}),(2,a)} est T'unificateur le plus général
des deux littéraux de la clause initiale. La répétition est éliminée dans
la clause obtenue, ce qui donne un facteur de la clause initiale. Toute
clause implique chacun de ses facteurs.

1.2.14 Méthode de résolution

A l'aide de 'opération d’unification, on peut étendre sans difficulté l'algo-
rithme de résolution, présenté au paragraphe 1.1.12, du calcul des propo-
sitions au calcul des prédicats. Soit S un ensemble de clauses dont on
cherche a prouver l'inconsistance. L’algorithme peut étre décrit comme
suit.

Tant que F & 5,
chotsir [, la, 51, 52 tels que :
81 et g2 sont des clauses ou facteurs de clauses;
ly € 81, 1z € 52 et 11,]> soni unifiables;
caleuler la clause résolvante r;
remplacer S par SU {r}.

La méthode de résolution ainsi transformée reste compléte.

Remargue. Rappelons que toutes les variables apparaissant dans une
clause sont liées et peuvent étre renomimées.

A titre d’exemple, nous allons appliquer la méthode de résolution pour
prouver que si & est un groupe pour lequel chaque élément est son propre
inverse, alors G' est commutatif.®

Les formules traduisant les hypothéses et la conclusion sont les suivantes.

Hy: YaVy¥z[(zy)z = o.(y.2)],
Hy: Va[ze=12=ex|,

Hy: Va[z.z=c¢],

C: YaVylzy =y,

Puisque le prédicat d’égalité n’a pas été introduit dans notre présentation
de la méthode, on 1’élimine en posant

%Cet exemple a été fréguemment utilisé pour illustrer diverses variantes de la
méthode de résolution,
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Plz,y,2) =gef 2Y=2.

Les hypothéses et la négation de la conclusion sont mises sous forme de
Skolem, ce qui donne lieu 4 un ensemble de clauses dont I’inconsistance
doit étre prouvée :

—-P(a:,y,u) v _'P(y!zsv) v _'P(u!sz) v P(O.’,,‘U,W)
ﬂ‘P(ma:t)')t"') v ﬂ}:)(y'az)?") v _'P(":!an) v P(E,Z,W)
P(z,e,z)

Ple,z,x)

P(z,x,e)

P(a,b,c)

- P(b,a,c)

=1 O M o O b e

Les deux premieéres clauses traduisent 'associativité. Plus exactement,
la premiére exprime que (2.y).z peut se réécrire en z.(y.z), tandis que
la seconde exprime que x.(y.z) peut se réécrire en (z.y).z. Remarquons
aussi que la relation a.b # b.¢ est équivalente & la formule Jy[a.b =
y A ba# y], dont la forme de Skolem est a.b =¢ A b.a #ec.

La clause vide F peut étre engendrée comme indiqué ci-dessous. (La
partie droite de la liste contient les numéros des clauses sur lesquelles
g’effectue la résolution, ainsi que les unificateurs mis en jeu.)

8. ~P(z,z,v}VPe,z,w) V P(2,2,W)  liy.q)(ue)}s B
9. =P(b,z,v)VPla,v,w)V Ple,z,w) 2{{%‘,)'(%5)’(“',3]}, 6

10. -P(z,2,v) V P(x,v,2) (2,2} B{(w.2)

11. -P(a,e,w)V P(e,b,w) S{(e8)}r O{(z)u(vie)}
12.  P(c,b,a) 3za)) 1{(wa)}
13.  P(c,a,b) 104(a,0),(zb)u(v2)}> 12
4. =P(z,y,u) V-P(z,e,w)V P, 3,8)  2{uel(zn)} (=)
15. -P(z,y,u)V P(u,y,) 3, Myy,a))

16.  P(b,a,c) 13, 15{(z,0).(3r0)(w )}
17. F 7,16

La régle du consensus est duale de la régle de résolution, Siles littéraux
L et I3 admettent U'unificateur le plus général o, alors le consensus des
cubes I; A Cy et =iy A € est le cube o[Ci] A ¢[Ch).
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Les régles de consensus et de résolution se généralisent aux formules
non clausales. Soient A; et Ay deux formules du calcul des prédicats,
comportant une occurrence des littéraux I et Iy respectivement. On
suppose que [y et 2 sont unifiables. Soit o 'unificateur le plus général et
soit I = o|l;] = o|lz]. Avec les notations du paragraphe 1.1.15, on définit
les opérateurs de consensus et de résolution comme suit :

Ti(o{A1], oA2]) =aes o[A1]"F A o{4n]=V,
J.;(O'[A]],O’[Ag]) =def O’[A.]lI:F v O’[Ag]lzv.

Un exemple de preuve par réfutation utilisant la loi de résolution non
clausale L est présenté au paragraphe 3.1.20.

1.2.15 Principe de la programmation logique

La notion de clause de Horn, introduite au paragraphe 1.1.16 dans le
cadre propositionnel, s’étend visiblement au calcul des prédicats. La
méthode de résolution est un bon moyen pour tester la consistance d'un
ensemble de clauses de Horn prédicatives, a condition d’utiliser une
stratégie de choix adéquate. Plusieurs stratégies intéressantes ont été
découvertes; certaines d’entre elles sont présentées dans [Lloyd 84].

11 est possible de représenter des propriétés algorithmiques d’une fonction
sous forme d'un ensemble de clauses, et d’utiliser la résolution pour cal-
culer des valeurs de cette fonction. C'est le principe de la progremmation
logique, que nous allons illustrer par un exemple simple, du domaine de
l'arithmétique.

Une méthode bien connue pour le calcul du plus grand commun diviseur
de deux entiers positifs est ’algorithme d’Fuclide; le principe de cet al-
gorithme peut étre résumé en trois clauses, qui sont indiquées ci-dessous,
selon le formalisme introduit au paragraphe 1.1.17.

1. pged(z,z,2) - .
2. pged(z,y,2) - x>y, pged(e — y,¥4,2).
3. pged(z,y,2) - y> 2, pged(m,y — z,2).

La forme prédicative pged(z, y, z) est vraie si z est le plus grand commun
diviseur de = et y. Le prédicat binaire > et 'opération binaire — ont leur
signification arithmétique habituelle.

Pour calculer le plus grand commun diviseur de deux entiers positifs,
par exermple 4 et 6, on adjoindra & la description de Valgorithme une
quatriéme clause :
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4. F :- pged(4,6,z).

Comme dans le cadre propositionnel, on considérera l'ensemble des 4
clauses comme une grammaire ayant Fcomme symbole initial et on
cherchera & inférer la chaine vide ¢. Cela nécessitera une séquence d'unifi-
cations; en particulier, le terme en lequel la variable z sera instancié sera
la solution du probléme. Dans le cas présent, on a la suite de réécritures
suivante.

F (4) pycd(4,6,2) (3) 6 > 4, pgcd(4,6 — 4,2)
pgcd(4,2,2) (2) 4> 2, pged(4 - 2,2,2)
pged(2,2,2) (1) e [z = 2].

Une machine “arithmético-logique”, basée sur la résolution, peut exé-
cuter un algorithme décrit par un ensemble de clauses de Horn. Le
langage de programmation Prolog s’inspire de ce principe. Le langage
Prolog est introduit & la section 5.1 et présenté de maniére plus détaillée
au chapitre 6.
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Systémes axiomatiques

2.1 Approche axiomatique de la logique

2.1.1 Introduction

Le concept de systéme aziomatique est trés ancien. Un tel systéme con-
siste en un ensemble d’aziomes, c’est-a-dire d’énoncés considérés comme
valides,! et un ensemble de régles d’inférence, c’est-a-dire de mécanismes
permettant la construction de nouveaux énoncés valides & partir des
axiomes et des énoncés valides déji obtenus. Dans ce contexte, les
énoncés valides ainsi construits s'appellent théorémes; une démonstration
d'un théoréme est une liste ordonnée des axiomes, régles d'inférence et
théorémes déja connus qui ont permis d’obtenir ce théoréme.

Dans ce chapitre, les énoncés seront toujours des formules du calcul des
propositions ou du calcul des prédicats.

La géométrie euclidienne est 'archétype des théories axiomatiques.

Un systeme axiomatique étant donné, le fait qu’une formule A4 soit dé-
montrable sera noté

A,
Plus généralement, si E est un ensemble de formules, expression
ErA

signifie que A est démontrable & partir de E, c’est-a-dire que A est démon-
trable si les élements de E sont considérés comme des axiomes supplé-

'Le mot velide a ici sa signification naturelle, Un axiome est considéré comme
toujours veal. Quoigue le but ultime d’un systdme axiomatique soit d’appréhender la
vérité, on peut ne voir en cette notion qu'un systéme abstrait de production de chaines
de symboles & partir d’autres chaines de symboles.
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mentaires. Dans ce contexte, les éléments de E sont des hypothéses, La
notation ~ A peut étre vue comme une abréviation de @A .

L'ensemble E est syntariquement inconsistant si’on a E+F.

2.1.2 Propriétés des systémes axiomatiques

Un systéme axiomatique peut apparaitre dans deux contextes bien dis-
tincts. Tout d’abord, il peut étre destiné & axiomatiser une théorie déja
connue. Ce sera le cas pour le calcul des propositions : les systémes que
nous introduirons ne feront que “doubler” la sémantique déja définie et
les notions de tautologie et de théordme devront coincider. Par ailleurs,
un ensemble d’axiomes peut constituer le point de départ d'une nouvelle
théorie; cela a notamment été le cas pour la théorie des groupes. Enfin,
signalons qu'il existe des cas intermédiaires. Le plus connu est celui de
la théorie des ensembles : le systéme axiomatique a corrigé la théorie
naive.

La premiére exigence & laquelle doit obéir un systéme axiomatique est
I'impossibilité de démontrer la négation d’un énoncé déja démontré (done
considéré comme valide).

On pourra aussi souhaiter qu’un systéme soit minimal, c’est-a-dire qu'il
ne comporte aucun axiome et aucune régle d'inférence inutiles. Plus pré-
cisément, un énoncé est indépendent d'un systéme axiomatique s'il ne
peut pas étre démontré i 'aide de ce systéme; dans un systéme mini-
mal, chaque axiome est indépendant du reste du systéme. La question de
I'indépendance du postulat des paralléles par rapport au systéme axioma-
tique d’Euclide a obsédé le monde mathématique pendant deux mille ans.
On a enfin prouvé, au siécle dernier, qu’il y a bel et bien indépendance,
en exhibant des modeles mathématiques dans lesquels tous les axiomes
de la géométrie sont vrais, & 'exception de ce postulat.

Nous reviendrons plus loin sur les systémes axiomatiques en général.
Pour Pinstant, il nous suffit de déterminer les qualités & exiger d’un
systéme axiomatique se rapportant au calcul des propositions ou au caleul
des prédicats. Tout d’abord, un tel systeme devra étre adéquat, en ce sens
que tous les théorémes devront étre des formules valides. On exigera aussi
la complétude, c’est-a-dire la réciproque de 'adéquation : toute formule
valide devra étre un théoréme. Un systéme est adéquat si, pour toute
formule A4, 'on a

A = =A.

72



2, Systémes axiomatiques
De méme, un systéme est complet si, pour toute formule A, I'on a

A = A

Observons qu’aucun systéme logique adéquat ne pourra engendrer a la
fois un énoncé et sa négation. En effet, un systéme adéquat ne permet
de déduire? que des tautologies.

Les paragraphes 2.1.3-2.1.6 sont consacrés a I'approche axiomatique de
la logique des propositions. L'approche axiomatique de la logique des
prédicats est envisagée aux paragraphes 2.1.8 et 2.1.9.

2.1.3 Un systéme axiomatique propositionnel simple

Considérons les trois schémas de formules suivants :

(A1) (X 2 (Y 2 X)),
(A2) (X2 2Z)>({(X>Y)> (X 2> 2Z),
(A3) (X >-YV)O> (X DY) D X)).

Chaque fois que, dans un de ces schémas, 'on remplace X,Y, Z par des
formules quelconques, on obtient une tautologie; ces schémas peuvent
donc servir de schémas d’axiomes dans un systéme adéquat.

La régle d’inférence dite classiquement Modus Ponens s’énonce comme
suit.

(MP) 8i X et (X D Y) sont des théorémes,
alors Y est un théoréme.

Cette régle d’inférence, jointe aux schémas d’axiomes, donne lieu & un

systéme axiomatique. Le systéme reste adéquat, car la régle d’inférence

respecte la validité. Plus précisément, la régle (MP) est sémantiquement

correcte lorsque 'on substitue le mot “tautologie” an mot “théoréme”.

Ce résultat, qui exprime l'inclusion de 'ensemble des formules démon-
trables dans ’ensemble des formules valides, est un exemple de métathéo-
réme. Dans cet exposé, tous les énoncés précédés par les mots théoréme,
lemme ou corollaire sont en fait des métathéorémes.

Chaque axiome est indépendant du reste du systéme. Pour établir qu’un
axiome A ne peut se déduire d’un ensemble E d’axiomes, on utilise la

24Déduire” est utilisé ici comme synonyme de “démontrer”.
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technique du modele. Elle consiste & donner une signification concréte
anx symboles constituant 4 et E, puis & exhiber une structure dans
laquelle les éléments de E sont vrais alors que A est fanx. Les preuves
d'indépendance pour le systéme envisagé se trouveni notamment dans
[Mendelson 79].

Ce systéme ne comporte que les connecteurs - et D il ne permet donc
pas d’inférer les formules comportant des occurrences des autres con-
necteurs. Ce n’est pas une réelle restriction, si ’on considére - et D
comme primitifs, et les trois autres connecteurs comme dérivés selon les
formules (1.3) du paragraphe 1.1.5.

La question de la complétude du systéme sera abordée au paragraphe
2.1.5.

2.1.4 Quelques théorémes intéressants

A titre d’exemple, démontrons que (p O p) est un théoréme du systéme
axiomatique introduit au paragraphe précédent.

L=(2>({r>p) Do) Al
22-({(po{(pop)e)D({(p2(Dp) D(pDp)) A2
3 -({{po(r2p) D@D Y 1,2, MP
4. ~-(2(>p) Al
5. —(pDp) 4,3, MP

Chaque ligne de la preuve formelle comporte un numéro d’ordre, une
formule et une justification. Il existe trois types de justification :

¢ si la formule est une hypothése, la justification comporte le nom
(numéro) de cette hypothése;

¢ si la formule est une instance de 'un des schémas d’axiomes, la
justification comporte le nom (numéro) de ce schéma;

¢ si la formule est obtenue par une certaine régle appliquée a des
formules obtenues précédemment, la justification comporte les nu-
méros d’ordre des lignes correspondant aux formules et le nom de
la régle.

Ce petit exemple suffit & montrer que les démonstrations peuvent étre fas-
tidieuses : prouver qu’une formule est un théoréme semble assez difficile.
Nous donnons ci-dessous quelques théorémes élémentaires, en omettant
les preuves formelles.
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P Dp;

P D —p;

2= D p;

(-p 2 g) D (¢ D p};
(pD>g)D((~pDg)Dyg).

La construction des preuves formelles est simplifiée si I'on établit au
préalable un métathéoréme utile, dii & Herbrand et Tarski. L’énoncé que
nous en donnons ici est assez restrictif; la version générale est donnée
dans [Mendelson 79].

Le métathéoréme de la déduction exprime que la condition nécessaire
et suffisante pour que A soit démontrable & partir de E U {B} est que
(B D A) soit démontrable & partir de E. Ce résultat peut s’écrire

E,B-rA < E+(B D A).

Le caractére suffisant de la condition est une simple application du Modus
Ponens. Le caractére nécessaire s’établit par induction sur la longueur
de la démonstration de (F, B — A). Le raisonnement est expliqué dans
[Mendelson 79]. Ce métathéoréme simplifie grandement les démonstra-
tions; il formalise la. technique habituelle du mathématicien qui, pour
établir qu’une hypotheése implique une thése, établit directement la thése
en supposant I'hypothése vérifiée. Par exemple, prouver ~ (p D p)
revient & prouver pr p, ce qui est trivial,
Remarque. Le métathéoréme de déduction est trivialement vrai dans un
systéme adéquat et complet; il peut rester vrai dans un systéme incom-
plet.
HBemarque. Les formules intervenant dans une démonstration ne sont
généralement pas des théorémes, sanf dans le cas particulier ou il n'y a
pas d’hypothése.
Une preuve formelle doit étre finie; lorsque 'ensemble E est infini, la
notation F ~ A signifie qu’il existe un sous-ensemble fini E' de E tel que
E'+~A,
Un autre métathéoréme utile est la régle d’échange, dont voici I'énoncé,
Si X, (Y D Z)et(Z D Y) sont des théoremes,
si ¥ est X ou une sous-formule de X,

si U est obtenu en remplagant dans X une occurrence de ¥ par 7,
alors U est un théoréme.
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Le principe de substitution uniforme, évoqué au paragraphe 1.1.2, donne
également lieu & un métathéoréme, énoncé ci-dessous.

Si p est une proposition, X(p) un théoréme et A une formule,
si X(A) est obtenu en remplagant dans X(p)

toutes les occurrences de p par A,

alors X(A) est un théoréme.

Remargue. Ces deux régles deviennent évidentes si 'on remplace le mot
“théoréme” par 'expression “formule valide”. Elles seront donc valables
dans un systéme axiomatique adéquat et complet ef, en particulier, dans
le systéme axiomatique utilisé ici (§ 2.1.5).

[y

A titre d’application, nous allons formaliser et justifier & nouveau le
principe de raisonnement par disjonction des cas.

Lemme 2.1. Si E,B-A et E,~BrA,alors ErA.

Preuve. On a successivement

1. E,B-A hypothese

2. E-(BD> A 1, déduction
3. (@2 D>({(-pDq) D) théordme

4. +((B D> A} D ((nB D> A) D A)) 3, substitution
5. E-((-B 2 A) D A) 2,4, MP

6. E,-BrA hypothése

7. E+(~B D A) 6, déduction
8. ErA 7,5MP O

Remargue. Cette preuve montre comment on peut obtenir, de maniére
automatique, une démonstration de £~ A a partir de démonstrations
de E, B~ Aetde E,~BA.

2.1.5 Complétude

Nous donnons ici les grandes lignes d’une preuve de complétude due &
Kalmar (pour plus de détail, voir par exemple [Mendelson 79]). On se
limite au cas des formules ne comportant que les connecteurs - et .

Lemme 2.2. Soit A une formule construite & partir des propositions
Ply---1Pn et des connecieurs - et O . Soit I une interprétation. Si on
définit py comme py ou -p; selon que I{px) = Vou F, et si on définit
A' comme A ou A selon que I(A)= VouF, alors on a
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{Ps.. . Ph A

Preuve. On procéde par récurrence sur le nombre de connecteurs con-
tenus dans A. Si ce nombre est 0, alors A se réduit & une des proposi-
tions py et le résultat est évident. Sinon, la formule A4 est du type -B
ou (B D C). En supposant le résultat vrai pour B et C, on prouve
aisément, par cas, qu'il reste vrai pour A. a
Corollaire. Si la formule A du lemme 2.2 est une tautologie, et si on
définit p} comme p; ou -pi, de maniére arbitraire, alors on a

{ph,..opn} - AL

Théoréme 2.3. Le systéme axiomatique introduit au paragraphe 2.1.3
est complet. '

Preuve. Soit A une tautologie construite au moyen de I'ensemble de
propositions {p1,...,pn}. D'aprés le lemme 2.2, on a les 2" expressions
{P},. s Pn} + A, ol P} est soit py, soit <pz. On en déduit

{piv"'sp;a—l}'_(pn 2 A):
{pjla”'sp'n—l}'_(_'pn D A);

d’o Pon tire, par le lemme 2.1, les 2*~! expressions

{ply-- s Pa_1} —A.
Le résultat final — A est obtenu en n étapes similaires. m]

On peut aussi établir la complétude d’un systéme axiomatique proposi-
tionnel en montrant que la méthode de résolution est un métathéoréme
de ce systéme. On a en fait trois métathéorémes 3 prouver.

o Si C est la forme conjonctive normale associée 4 A, alors —C = 4.

¢ Si C et C' sont des formes normales ne différant que par l'ordre des
clauses, l'ordre des littéraux au sein d'une clause et le nombre de
répétitions d'un méme littéral dans une clause, alors -C = C'.

¢ Régle de résolution :

EpvX - pvY - XVvY,
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Les preuves sont simples mais longues. Voici, a titre d’exemple, les prin-
cipales étapes de la preuve du troisitme point.

X+ XvY,

Y - XVY,

E(~pD> X),(p2>Y),mp - X,
E,(mp D X),(p2Y),p - XVY,
E,(mp D> X)(p2Y)p v+ Y,
E(~pD> X),(p2Y)p - XVY,
E(»22X),p2Y) - XVY,
E(pv X},(ppVvVY) - XVY.

2.1.6 Utilité des systémes axiomatiques

Il apparait clairement que la démonstration des tautologies est une tiche
plus fastidieuse que la simple vérification de validité. On peut donc
g’'interroger sur l'utilité des systémes axiomatiques.

En fait, 'axiomatisation du calcul des propositions est en sol inutile,
parce qu’il existe des moyens algorithmiques relativement efficaces pour
déterminer si une formule est ou non une tautologie.

De ce point de vue, le calcul des propositions est une exception. Une
autre exception remarquable est la géoméirie euclidienne. Les vérités de
cette théorie sont classiquement démontrées dans le systéme axiomatique
d’Euclide. Les démonstrations de ce type sont souvent fort subtiles, Par
contre, les preuves utilisant la méthode analytique de Descartes sont
essentiellernent mécaniques.

Cela dit, il existe beaucoup de théories pour lesquelles la voie axiomatique
est la plus simple, voire la seule possible. Citons notamment la logique
des prédicats, la théorie des nombres et la théorie des groupes.

L’étude de certains systémes axiomatiques propositionnels constitue une
préparation utile & l'étude de systémes axiomatiques plus complexes,
comme ceuX de la logique des prédicats (§ 2.1.8-9).

D’autre part, la notion de systéme axiomatique propositionnel est inté-
ressante en soi. A coté de la logique propositionnelle classique, diverses
théories alternatives ont été élaborées, et se sont avérées utiles dans cer-
tains contextes.

Une théorie propositionnelle consiste en une détermination d'un sous-
ensemble distingué de l'ensemble des formules. Rien ne prouve que
’ensemble des tautologies (ou des théorémes), tel que nous 'avons défini
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3 la section 1.1, soit le seul sous-ensemble intéressant. En fait, d'auntres
sous-ensembles ont été définis et étudiés, soit par la voie sémantique
(logiques & plusieurs valeurs), soit par la voie axiomatique (logique intui-
tionniste notamment).

L'é¢tude de ces logiques non classiques sort du cadre de ce chapitre.
Signalons seulement que la principale tautologie contestée est (p V -p),
appelée couramment principe du tiers exclu. Ce principe permet par
exemple & un mathématicien de tenir le raisonnement suivant.

Les nombres algébriques sont dénombrables;
les nombres réels ne le sont pas;
il existe donc des nombres réels non algébriques.

Ce raisonnement est jugé peu satisfaisant par certains, parce qu’il ne per-
met pas d’exhiber un nombre réel non algébrique. Poussée & l'extréme,
cette attitude critique conduira 4 rejeter un principe important de la
théorie de la preuve : le principe du tiers exclu qui figure implicitement
dans le raisonnement en cause.

Cecia conduit au développement de logiques & plus de deux valeurs. Nous
en rencontrerons un exemple au paragraphe 3.1.16 ol une logique ternaire
est utilisée pour définir la sémantique de certaines logiques modales.

La bivalence de la logique propositionnelle peut également géner le res-
ponsable d'une banque de données, pour lequel une information p peut
avoir trois statuts :

» Vrai: p est affirmé dans la banque de données;
e Faux: p est explicitement nié dans la banque de données;

¢ Indéfini : rien n’est dit & propos de p dans la banque de données.

Un quatriéme statut pourrait étre envisagé, dans le cas ol la banque de
données comporte des informations contradictoires & propos de p. Ceci
est généralement interdit.

Faisons une derniére remarque & propos des logiques non classiques. Elles
déterminent toutes des sous-ensembles de I'ensemble des tautologies (du
moins tant qu’elles utilisent le langage classique). Les logiques non clas-
siques s’obtiennent en appauvrissant '’ensemble des tautologies, qui est,
en quelque sorte, maximal.?

a A . . N .
Ceci ne concerne pas les logigues non monotones, introduites au chapitre 4.
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L’adjonction & ’ensemble des tautologies d’une formule non valide ame-
nerait inévitablement I’inconsistance du systéme : ’ensemble des “théo-
rémes” deviendrait alors l'ensemble des formules. Supposons qu'une
clause pure mais non valide, par exemple (p v —g), soit déclarée valide
et adjointe & I'ensemble des axiomes. La regle de substitution uniforme
permet d’inférer la clause (p V --p), en remplagant uniformément la
proposition ¢ par la formule —p. De cette derniére clause on déduit
facilement p, car ((p Vv ——p) D p) est un théoréme. Enfin, de p on
déduit n’importe quelle formule 4 par la régle de substitution uniforme.

La formule intruse a littéralement “empoisonné” le systéme. Cette fragi-
lité n’est pas spécifique au calcul des propositions classique mais s’étend
4 la majorité des systémes formels; elle constitue évidemment un danger,
mais aussi un garde-fou : le logicien est prudent lors du choix des axiomes
et des régles d’inférence car il connait la sanction de toute erreur en cetie
matiére.

Remargue, Il ne faut pas confondre le fait de considérer une clause comme

vraie (ce que l'on est fréquemment amené & faire) et le fait de considérer
une clause comme valide. Par exemple, la déduction

(pVv -g)—A

n'est pas correcte pour toute formule A, mais est correcte seulement
lorsque A est conséquence logique de {(p v —¢).

2.1.7 La déduction naturelle

Il existe diverses fagons de conduire une preuve en logique. Dans le
systéme axiomatique présenté au paragraphe 2.1.3, on utilise une loi
d’inférence unique (Modus Ponens) et plusieurs axiomes. Le type de
preuve que 'on est amené & concevoir & partir de ce systéme axiomatique
porte le nom de “preuve au sens de Hilbert”.

Le systéme axiomatique que nous allons voir dans ce paragraphe ne com-
porte pas d’axiome mais utilise par contre un nombre important de regles
d’inférence. Le type de preuve associé & ce systéme porte le nom de
“preuve au sens de Gentzen”; ce systéme axiomatique a été introduit
par Gentzen [Barwise 74), [Kleene 52], [Manna 74]. Ses régles d’inférence
sont écrites sous la forme suivante :

S51...5,
S
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Cette notation exprime la possibilité d’inférer S & partirde Sy,...,5,. A
chaque connecteur sont associées des régles d’introduction et des regles
d’élimination. Ces régles donnent la sémantique des connecteurs et en
constituent le “mode d’emploi”. Le nom de déduction naturelle donné &
ce systéme vient de ce que le type de raisonnement qu’il met en ceuvre
se rapproche du raisonnement humain, ou naturel.

Le principe de la ‘déduction naturelle permet la manipulation d’objets
formels représentant des raisonnements. En logique, un raisonnement
peut &tre représenté par une expression du type

H donc C

ot H est une suite de formules et C, une formule. Un raisonnement est
valide si sa conclusion est une conséquence logique de ses hypothéses
(§ 1.1.8). Une inférence, ou une démonstration, est un objet formel
représentant un raisonnement. Le métasymbole = est I'équivalent
formel du mot “donc”. L'inférence

H=C

est valide si C est une conséquence logique de H.

Un ensemble de régles pour la manipulation des inférences est présenté
ci-dessous; E désigne un ensemble de formules et A, B et € désignent
des formules. L’expression F, A est une abréviation pour E U {A}; en
particulier, si E contient A4, alors F équivaut & £, A. Comme d’habitude,
F représente n’importe quelle formule inconsistante,

Voici d’abord deux régles de base :

et E= A
E,A = A EB = 4

Ces deux régles formalisent le principe de monotonie. La premiére régle
exprime que toute inférence dont la conclusion est I'une des hypothéses
est nécessairement valide. La seconde exprime que I'adjonction d’une
hypothése 4 une inférence valide donne une inférence valide.

Voici ensuite les régles d’introduction des connecteurs :
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E= A E=20

(A) E = AAB
(V) E = A E =B
EFE = Av B E= Av B

E,A = B

(2) E= 4> B
E,A = F

(=) R

_ E,A => B E.B=> A

(=) E=>A=8

Voici enfin les régles d’élimination des connecteurs :

(A) EFE = AAB E= AAB
E = A EFE =8B
(V) EF= AvB FEA=(C EB=2C

EF=C
E= ADRB
(3) F.A= B
E= A E= -A E = --A
(=) E=F “E = A
_ E= A=B E=>AEB
(=) E.,A > B E B =

Ce systéme de déduction est adéquat : pour chaque régle, siles inférences
du numérateur sont valides, alors I'inférence du dénominateur est éga-
lement valide. Il est aussi complet : toute inférence valide peut étre
obtenue & partir de rien, par application d'un nombre fini de régles.

A titre d’exemple, nous considérons 4 nouveau le principe de disjonction
des cas, présenté an paragraphe 1.1.11. 1l faut prouver

{h, hD(pVyghpDecqgDdecl = c.

L’ensemble des hypothéses est désigné par E. On a la déduction suivante.
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1. E,hD(pve) = hD(pvyq) réglede base

2. E= hDo(pvy) E,hD(pveg) = E

3. Esh=9pVva 2, régle d’élimination de D
4 E=>pvVvy E, R =E

5. E,pDc = pDec régle de base

6 E=pDc E,pde=F

7. E,p = ¢ 6, régle d’élimination de D
8 E,qDec=gDlec régle de base

9. E=¢Dc¢c E,gqdec=F

10. E,g = ¢ 9, régle d’élimination de D
1. E=c¢ 4, 7, 10,

régle d’élimination de v

Cet exemple simple suffit & monirer que la déduction naturelle est plus
commode qie le systéme axiomatique classique du paragraphe 2.1.3,

2.1.8 Axiomes classiques pour la quantification

Le systéme axiomatique présenté au paragraphe 2.1.3 peut &tre adapté
au calcul des prédicats sans égalité. Les schémas d’axiome (A41),(A42)
et (A3), ainsi que la régle (MP) (Modus Ponens), sont maintenus tels
quels. Deux schémas supplémentaires permettent de manipuler la quan-
tification.

Introduisons une abréviation qui interviendra dans 1'écriture d’un des
schémas. On dit que la variable © est libre pour le lerme t dans la formule
@ lorsque ni x ni aucune variable de ¢ n'est quantifiée dans Q. Dans ce
cas, Q¢ désigne la formule obtenue en remplagant uniformément & par
t dans @. Les cing schémas d’axiome sont les suivants.

(41) (P> (@ > P),
(42) (P2 (@O END(P2Q)D(PD R,
(43) (P2 -Q)D((~PDQ)D P),
(A4) VYa2(PD Q@)D (P DO Vz@)
(z ne figure pas dans P et n’est pas lié¢ dans @),
(45) (V2Q O Q.pn)
{2 est libre pour ¢ dans Q).

Enfin, une deuxitme régle d’inférence, la régle de généralisation, gouverne
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la quantification. Les deux régles du systéme axiomatique considéré sont
énoncées ci-dessous.

MP) Si X et (X D Y) sont des théorémes,

( alors Y est un théoréme,.

() Si ¢ n'est pas lié dans le théoréme P,
alors ¥ P est un théoréme.

Dans ce contexte, le quantificateur existentiel n’a pas été introduit : on

considére que 3z A est une abréviation de -Vz - A.

I’adéquation de ce systéme axiomatique s’établit facilement, comme
dans le cas propositionnel; la complétude peut également éire établie,
mais la démonstration est nettement plus délicate. Une preuve clas-
sique, assez longue, est donnée dans [Bell et Machover 78]. On peut se
convaincre intuitivement de la complétude en déduisant, dans ce systéme,
les régles d’unification et de résolution.

Soient A une formule, £ un ensemble fini de formules et ¥ un systéme
axiomatique. La notation £ + g A, ou simplement E — A, exprime que
A peut étre déduit dans le systéme ¥ augmenté des éléments de E pris
comme axiomes.

La question se pose de savoir si le métathéoréme de la déduction reste
valable dans le systéme axiomatique I considéré ici. Plus précisément,
il s'agit de vérifier si 'on a I’équivalence

E,B-A & Ew(B D A).

Ce résultat n’est pas valable si, dans la déduction de A & partir de E, B,
on a utilisé la régle de généralisation (G) sur une variable ayant une
occurrence libre dans B. Par exemple, l'inférence P - Y& P est par-
faitement licite, alors que Pimplication (P D V& P) est naturellement
invalide. Cette restriction étant faite, le métathéoréme de déduction reste
valable. Il existe une démonstration directe, assez longue, qui procéde
par induction sur la structure de la déduction E, B 4.

2.1.9 Déduction naturelle en logique prédicative

Le systéeme de déduction naturelle introduit dans le cadre du calcul
propositionnel (§ 2.1.7) se généralise au calcul des prédicats par I'ad-
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jonction de régles d’introduction et d’élimination des quantifications uni-
verselle et existentielle. Les régles ¢'introduction sont :

(¥) EE=:>V;4§:(L) (x n’a pas d’occurrence libre dans E),
(3) EE=;.=>;| jf()m) (t est libre pour ¢ dans A(z)).

Les régles d’élimination sont :

) EEEAE (et pous = dans A,
@ E2 220 (o wappacais i dons B ni dans A=)

Dans ces régles, x désigne une variable, ¢ une constante, A(x) une formule
ol z n'a pas d’occurrence liée, £ un terme et ¥ un ensemble de formules.

A titre d’exemple, nous déduisons dans ce systéme 'axiome (A4} intro-
duit au paragraphe 2.1.8. On suppose que la variable 2 n’intervient pas
dans la formule P et n’a pas d’occurrence liée dans la formule . On a
la déduction suivante.

Ye(PD2 Q) = Ya(P D Q) regle de base

Yz(PD Q) = (PDQ) 1, régle d’élimination de ¥
Yz(P2Q),P = Q 2, régle d’élimination de D
Ye(PD>Q), P = VYzQ 3, régle d’introduction de ¥
Vz(PD Q) = (PDVzQ) 4,regle d’introduction de D

LA T -

2.1.10 L’égalité dans le calcul des prédicats

Tel qu'il a été défini au paragraphe 1.2.3, le calcul des prédicats com-
porte le connecteur d’égalité. Toutefois, & partir du paragraphe 1.2.9,
nous avons souvent considéré un calecul des prédicats dépourvu de ce con-
necteur, ce qui a notablement simplifié 'exposé du principe de résolution
(§ 1.2.12). En l'absence du connecteur =, il est cependant possible de
modéliser la relation d’égalité et méme de l'axiomatiser. Considérons un
prédicat 4 deux places E et les trois formules suivantes :

Yz E(z,z),
VaVy[E(x,y} D E(y,z)],
Va¥yVz[(E(z,y) A E(y,2)) D E(=,2)].
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Ces formules caractérisent les relations d’équivalence, c’est-d-dire les re-
lations réflexives, symétriques et transitives. La relation d’égalité est une
relation d'équivalence particulidre. Pour modéliser les propriétés qui lui
sont propres, on introduit les deux régles d'inférence suivantes :

E(s1,t1) A B(sa,ta) A -+ A E(Smytm)
P(51,82,.‘.,Sm) = P(tl,tg,...,tm)

E(Sl,tl) A E(Sz,tz) Ao A E(Sn,tn)
E(f(81,82,.‘.,sn),f(h,tg,...,tn))

Les symboles P et f désignent ici une constante prédicative & m places
et une constante fonctionnelle a n places.

Différentes techniques ont été inventées pour adapter la méthode de
résolution au calcul des prédicats avec égalité. Le principe de base con-
siste & permettre le remplacement d’un terme par un terme égal. L'une
des techniques les plus couramment utilisées est la paremeodulation. Elle
est présentée dans [Robinson et Wos 69]. On observe que, sauf pour les
cas artificiellemnent simples, les preuves sont fort longues.

Pour illustrer ce dernier point, nous examinons un théoréme classique de
la théorie des groupes.

Considérons un groupe quelcongue. L’opération est représentée par un
point; ce symbole est utilisé en notation infixée. Le neutre est représenté
par e et 'inverse d'un élément z par 1. On définit «* pour tout entier
k comme suit : z° = ¢, 2™ = g™z et o~ (") = =" 2" pour tout
naturel 7. Un concept utile est celui de commutateur de deux éléments

z et y; il s’agit de 'élément [z, y] défini par

(9] =as (@9)(z"197").

1l est clair que deux éléments commutent si et seulement si lenr commu-
tateur se réduit a e. Nous allons nous intéresser au théoréme élémentaire
que voici.

Si, pour tout @, on a a® = e,

alors, pour tout « et tout y, on a [[z,y],y] = e.

Les formules traduisant les hypothéses et la conclusion sont les suivantes.
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Hy: VaVyVz((z.y).z = 2(y.2)]
Hy: Ye([ze=z=e.uz|

Hy: Vz[z.z"l=e=2"lz]

Hy: Va[z® =]

Hy : VaVy([z,y] = (z.9).(e"Ly™1))
C: VeVy(([=y],y]=¢)

On considére d’abord une preuve semi-formelle. Vu I’associativité, toutes
les parenthéses sont omises, et la valeur commune de (x.y).z et =.(y.2)
est notée xyz (ceci pourrait faire 'objet d’un lemme d’associativité géné-
ralisée). Avec ces nouvelles notations, on a le lemme suivant.

L: YeVyleye = y lz 1y ]
La preuve est facile :
YTYTYT = € Hy (pour yz),
Tyryr = y ! prémultiplication par y~!,
yeye = 2~ 1y~ prémultiplication par =1,

1

1g=14-1 prémultiplication par y~1.

Tye =y~

La preuve du théoréme est également simple :

TyTTYBTYT =€ (zyz)* = ¢,
zyzzyey ez ly 1= lemme L,
sy lyzy~le"ly "l = e v =z71,
eyz~ (v yjyey iz iy = e yly=e,
(zye~ly Dy(yzy 'a Dy ' =¢  associativité,

(yz~ly Vy(eye~ly™ )yl =e (w)l=vlul,
[z, ylylz, 4] 'y~ =e définition du commutateur,
[z, %), %) =e définition du commutateur.

Cette preuve peut étre formalisée. Un premier groupe de clauses repré-
sente les hypothéses :

E(f(f(2,9):2), f(=, f(3,2))
E(f(z,e),2)

E(f(e, ), z)

E(f(2,i(z)), e}

B(f(i(2),2),e)

E(f(f(=z, z),2),e)

E(c(=,y), f(f(=,y), f(i(=),i(y))))
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Les fonctions f, i et ¢ représentent ici I'opération du groupe, I'inverse et
le commutateur.

Ensuite, trois clauses (8, 9, 10) expriment que le prédicat F représente
une relation d’équivalence, et cing clauses supplémentaires (11, 12, 13,
14, 15) permettent la substitution de termes égaux :

8. E(z,x)

9. ~E(z,y) v E(y,2)

10. sE(z,y) v ~E(y,z) vV E(e,2)
11. ~E(u,v) v E(f(u,2), f(v,2))
120 =Buv) v E(f(s,u), f(z,v)
13. -E(u,v) v E(i(u),i(v))

14. =E(u, v} v E(e(u, ), c(v,z))
15. -E(u, v} v Blc(z,u}, c(z, v))

Enfin, une derniére clause représente la négation de la conclusion :
16. = E(c(c(a,b),b),e)

Les symboles ¢ et b sont ici des constantes de Skolem.

La preuve par la méthode classique de résolution comporte un minimum
de 137 étapes, tandis que la paramodulation permet de réduire ce nombre
4 48 [Robinson et Wos 69]. La preuve informelle comporte moins de 20
étapes mais elle fait usage de plusieurs lemmes “évidents” que 'on omet
de citer.

L’approche formelle est plus siire que le raisonnement informel, du moins
en principe; sans assistance mécanique, les preuves formelles sont d'une
longueur pratiquement inacceptable.

2.2 Théories du premier ordre

2.2.1 Introduction

On montre dans cette section comment le calcul des prédicats peut
donner lieu & des théories permettant I’étude de certaines structures
spécifiques. On s’interroge aussi sur les propriétés que l'on peut at-
tendre de ces théories. La plus importante est la décidabilité, c’est-a-
dire 'existence d’un algorithme permettant de distinguer les énoncés
vrais des énoncés faux. Ceci conduit & Pexamen critique de la notion
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d’algorithme, de ses possibilités et de ses limites. Les langages algorith-
miques sont également considérés, sous I'angle inhabituel de leur pouvoir
d’expression. Des liens apparaissent entre les notions de déduction et de
calcul. Dans de nombreux cas, I'utilisateur doit s’accomoder de théories
¢t de problémes non décidables. Plus précisément, il est impossible, en
général, de déterminer algorithmiquement si une formule peut étre dé-
duite dans un systéme axiomatique donné ou si une fonction peut étre
calculée par un algorithme donné. Divers exemples sont brigévement in-
troduits et commentés.

Avant d’étre un outil de déduction, la logique est d’abord un langage.
L'utilité de ce langage subsiste méme quand l'appareil déductif n’est
pas introduit. Le langage de programmation Prolog (chap. 6) est une
illustration de ce point.

2.2.2 Théories informelles et théories formelles

Avant d'introduire la notion de théorie formelle, il est intéressant d’exa-
miner le sens usuel de ce vocable. Une théorie, quelle qu’elle soit, com-
porte d’abord un langege dans lequel sont exprimés des énoncés. Une
série de régles permet de distinguer un énoncé d’'un simple assemblage
de symboles (méme si, dans certains cas, la distinction est subjective).
D’autres régles permettent d'isoler, parmi les énoncés, certains énoncés
de base, appelés aziomes ou postulats, et considérés comme “vrais” (sans
qu'ils doivent nécessairement recouvrir une quelconque réalité). Le lan-
gage doit étre suffisamment riche et notamment contenir une notion
de négation. A partir des postulats, un mode de raisonnement permet
d’engendrer d’autres énoncés, également étiquetés “vrais”. Le marxisme
et la théorie de I’évolution sont des exemples de théories; leur langage
est la langue naturelle (quelque peu enrichie éventuellement).

Le calcul des prédicats peut étre vu comme un équivalent formel de la
notion de théorie. Un langage a été défini, de méme que des régles
permettant de distinguer les énoncés, aussi appelés formules, des simples
assemblages de symboles. Le calcul des prédicats est doté, en outre, d’un
systéme axiomatique adéquat et complet qui permet de déduire, & partir
d'un petit nombre d’axiomes et de régles d’inférence, toutes les vérités
du langage.

Le calcul des prédicats est rarement utilisé tel quel. En pratique, le plus
souvent, le domaine du discours est basé sur un certain ensemble, assez
restreint, de constantes prédicatives et fonctionnelles. La sémantique de
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ces constantes est appréhendée par une collection d’axiomes les concer-
nant. (On verra au chapitre 3 comment uftiliser le calcul des prédicats,
de cette facon, pour représenter la connaissance.)

Une signature est une collection de constantes prédicatives et fonction-
nelles, possédant chacune un nombre déterminé de places. Par le biais
de la syntaxe du calcul des prédicats, une signature donne lieu a un lan-
gage, qui est I’ensemble des termes et formules que la signature permet
de construire.

a

Une structure relative & un langage est une interprétation de ce lan-
gage; & chaque constante prédicative ou fonctionnelle de la signature est
associé un prédicat ou une fonction, de type adéquat, sur le domaine
d’interprétation. Les termes et les formules du langage sont interprétés
selon les régles du calcul des prédicats (§ 1.2.5).

%

Une théorie relative & un langage est un ensemble de formules de ce
langage. Les formules en question sont appelées aziomes. Un théoréme
est une conséquence logique des axiomes. Le terme “théorie” est parfois
utilisé pour désigner I'ensemble des théorémes; ceci n’est guére génant
en pratique.

Une structure dans laquelle tous les axiomes d'une théorie sont vrais est
un modéle de cette théorie.

Une théorie au sens ot nous 'entendons ici, c’est-id-dire une théorie
fondée sur le calcul des prédicats, est souvent appelée théorie du pre-
mier ordre. Cette dénomination rappelle que les variables sont individu-
elles : il n'existe pas de variables fonctionnelles ou prédicatives. De telles
variables seraient bien utiles; elles donneraient lieu, par exemple, & une
définition trés simple de 1'égalité :

a=b =4 YP(Pla) = P(b)).

Les logiques “d’ordre supérieur” ont un pouvoir d’expression nettement
plus grand, a priori, que la logique du premier ordre, Malheureusement,
cet avantage se paie par I'absence d'axiomatisation compléte pour les
théories d’ordre supérieur.

En résumé, une théorie du premier ordre est une particularisation du
calcul des prédicats & un domaine déterminé. Un systéme axiomatique
d'une théorie s’obtient en adjoignant les axiomes spécifiques de celle-ci &
un systéme axiomatique adéquat et complet du calcul des prédicats, Cela
ne signifie pas qu’un théoréme du calcul des prédicats est nécessairement
un théoréme de la théorie en question; en effet, le langage de la théorie
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est plus restreint que celui du caleul des prédicats, Bien souvent, ce
langage ne comportera qu’un nombre fini de constantes prédicatives et
fonctionnelles distinctes.

2.2.3 TUtilité des théories

Diverses raisons peuvent conduire 4 la définition et au développement
d’une théorie, formelle ou informelle. Dans la plupart des cas, une théorie
est élaborée pour rendre compte d'une certaine réalité (ou de ce que
d’aucuns pensent &tre une réalité), qui peut étre plus ou moins concrete
ou abstraite (physique, chimie, politique, astrologie, etc.). Dans ces cas,
la notion de vérité préexiste a la théorie; le but de la théorie est alors
de déduire, & partir d’un ensemble d’énoncés vrais pris comme axiomes,
tous les énoncés vrais concernant la réalité et rien que ceux-la.

On admettra qu'il est naturel de vouloir partitionner les énoncés concer-
nant une réalité en énoncés vrais et énoncés faux. Par contre, il n’est
pas immédiatement naturel d’utiliser une théorie pour cela : il peut
exister un moyen plus évident. Clest le cas pour le caleul des propo-
sitions, pour lequel la partition souhaitée découle quasi immédiatement
(par le biais des tables de vérité) de la réalité elle-méme, ou du moins
de la modélisation de cette réalité (§ 1.1.4). En dehors de ce moyen
sémantique direct, on dispose également, pour le calcul des propositions,
d’un moyen algorithmique (algorithme de Quine notamment).

L’approche axiomatique sera utilisée quand 'approche sémantique di-
recte et I'approche algorithmique sont impossibles ou laborieuses. Méme
dans ce cas (hélas fréquent), le but de la théorie axiomatique sera de
“coller” au mieux & la sémantique, c’est-a-dire 4 la réalité appréhendée.

La physique est un exemple de théorie informelle élaborée pour mieux
connaitre une certaine réalité. Le physicien doit d’abord déterminer un
langage adéquat, et introduire les notions de masse, de mouvement, de
force et de trajectoire par exemple. Cette phase est, en principe, rela-
tivement simple, quoique la pertinence d’un concept ne soit pas toujours
facile 4 saisir. La deuxiéme phase consiste a collecter une série de faits
expérimentaux et & les traduire dans le langage de la physique lorsque
c'est possible. La troisidme étape est de loin la plus délicate. Elle con-
siste a induire un ensemble de postulats d’ou l'on puisse déduire toutes
les vérités de la physique, et rien que celles-ci.

Plusieurs écueils guettent le physicien. Le premier est I'inconsistance, ou
I'inadéquation : aucune contradiction, aucun énoncé faux ne doit pouvoir
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étre déduit de ’ensemble des postulats proposés. Remarquons que, dans
les théories informelles, I'inconsistance peut étre plus ou moins grave.
Dire que la Terre parcourt une trajectoire circulaire autour du Soleil
est inconsistant (puisque la trajectoire est en fait elliptique) mais reste,
dans une certaine mesure, satisfaisant (puisque I'excentricité de I'ellipse
est faible).

Un autre risque, en principe moins grave mais plus difficile & éviter,
est celui d’incomplétude : certains faits expérimentaux restent inex-
pliqués, sans pourtant entrer en contradiction avec les postulats exis-
tants. IL'égalité entre masse inerte et masse gravifique, par exemple,
n’est pas expliquée par les théories classiques; ceci n’anéantit pas pour
antant 'intérét de ces théories.

Enfin, le physicien est confronté & un critére de qualité. La théorie de
Kepler et celle de Newton rendent bien compte du mouvement relatif
des astres; celle de Newton est pourtant supérieure parce qu’elle est plus
générale : les postulats de Kepler deviennent de simples théoremes dans
la théorie de Newton.

Considérons maintenant le cas d’une théorie formelle, élaborée pour ren-
dre compte d’une réalité (sémantique) donnée a priori. Dans le contexte
oll nous sommes, la “premiere” théorie est le calcul des prédicats lui-
méme. Son langage est maximal; sa signature comporte en effet toutes les
constantes fonctionnelles et prédicatives. Cet ensemble est évidemment
infini. Il n’est pas indispensable de savoir si cette infinité est dénombrable
ou non. La seule contrainte est de pouvoir décider effectivement =i telle
expression est ou n'est pas un objet du langage. L’ensemble des
axiomes par contre est minimal, puisqu’il est vide. Cela signifie que rien
ne doit étre ajouté a un systéme axiomatique tel que celui présenté an
paragraphe 2.1.8.

L’utilité de la démarche axiomatique est discutable. En effet, le but ul-
time d'une théorie est la distinction entre le vrai et le faux. Sur ce plan-la,
I'approche axiomatique n'est pas supérieure & I'approche algorithmique,
représentée notamment par la méthode de résolution (§ 1.2.14).

La situation est un peu différente dans le cas de I'arithmétique, ou théorie
des nombres naturels. Depuis les mathématiciens grecs, 'ensemble des
naturels a été étudié axiomatiquement, sans qu’une approche concurrente
ait jamais pu s’imposer. Le meilleur moyen de se convaincre d’une vérité
de la théorie des nombres est évidemment de la démontrer, c’est-a-dire
de la déduire logiquement d’un ensemble approprié de postulats. La
recherche d’un ensemble adéquat et complet de postulats pour la théorie
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des nombres constitue un vaste sujet.

Le probléeme de I'existence d'une “axiomatisation idéale” pour la théorie
des nombres, au moyen d'un certain ensemble de postulats, fait surgir
les questions suivantes.

¢ L’ensemble de postulats décrit-il les nombres naturels, & I'exclusion
de toute autre structure ?

A défaut, toutes les structures décrites par ces postulats sont-elles
“équivalentes”; plus précisément, tout énoncé du langage qui est
vral dans une structure donnée est-il ipso facto vrai dans les antres?

Ou encore, ce qui revient au méme, tout énoncé du langage est-il
soit un théoréme, soit la négation d’un théoréme?

-

A défaut, est-il an moins possible de déterminer, pour chaque énoncé
du langage, s'il s’agit d'un théoréme, c’est-a-dire d'une conséquence
logique des postulats ?

Peut-on an moins garantir que tous les théorémes expriment bien
des vérités de la théorie des nombres?

Nous verrons plus loin que seule la derniére question peut recevoir une
réponse affirmative sans réserve, ce qui peut paraitre fort décevant.

L’approche axiomatique du calcul des prédicats posséde les mémes
limitations, 1nais ce fait est moins décevant que dans le cas de la
théorie des nombres. En effet, le calcul des prédicats n’est pas congn
pour la description d’une structure unique, mais au contraire pour la
description de toutes les structures possibles.

Il est parfois intéressant d’étudier une théorie pour elle-méme, sans avoir
pour but premier 'appréhension d’une certaine réalité. Par exemple, les
transformations spatio-temporelles de Lorentz ont d’abord été étudiées
pour des raisons “esthétiques” : elles respectaient diverses équations que
les transformations classiques de Galilée ne respectaient pas. Le rap-
prochement avec la réalité ne s’est fait qu'au moment ot Einstein a ima-
giné que invariance de ces équations devait &tre une vérité de la nature,
ce qui a donné lieu & la théorie de la relativité restreinte.

Cette démarche est également courante et fructueunse en mathématique.
En s’attaquant au probléme classique de la résolution “par radicaux” des
équations polynomiales, Galois s’est trouvé confronté & une structure
fort particuli¢re (le groupe de permutation des zéros d’un polynéme).
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L’étude de cette structure a finalement permis d’élucider la question
initialement posée mais a surtout lancé ’étude autonome d'une vaste
catégorie de structures apparentées & la structure initiale; cela a été le
début de la théorie des groupes, qui s’est révélée utile dans les domaines
les plus variés des mathématiques. La théorie introduite au paragraphe
suivant est du méme type : elle a pour objet I'étude d'une catégorie assez
vaste de structures, ayant des points communs mais intervenant dans des
contextes variés.

2.2.4 Théorie de 'ordre partiel

Nous introduisons dans ce paragraphe une théorie particuliére, la théorie
de l'ordre partiel, pour une double raison. D’une part, elle permet de
bien illustrer divers concepts généraux soumis i notre réflexion. D’autre
part, elle est fort importante par le réle qu’elle joue (avec certaines de ses
extensions) en logique, en informatique, et dans de nombreuses branches
des mathématiques.

On souhaite définir une théorie dont les modéles soient exactement les en-
sembles ordonnés. Le seul concept spécifique est celui de relation d’ordre;
la signature comportera une seule constante prédicative i deux places,
notée <. Conformément & l'usage, on remplacera la notation postfixée
< (@,y) par la notation infixée * < y. Le langage correspondant sera
fort simple. Il n'y a pas d’autres termes que les variables. On aura deux
sortes d’atomes : les formes prédicatives x < y et les égalités =y,

La notion de relation d’ordre sera décrite par les trois axiomes classiques :

Va{z < x),
VeVy[(s Sy Ay < 2)D
VaVyVz[(z < y Ay

:t:=y],
<z)>z < 2.

On dispose maintenant d’un moyen formel pour déterminer si un ensem-
ble K est ordonné ou non. La question ne se pose que si K est une
structure : la constante prédicative < est interprétée en une fonction de
K x K dans {V,F }; la relation binaire sur K associée i cette fonction
sera encore notée <. La structure X est un modeéle si les trois axiomes
sont vérifiés dans K. Ceci revient a dire que la relation < est réflexive,
antisymétrique et transitive,

Des exemples classiques d’ensembles ordonnés sont les ensembles numé-
riques N, Z, Q et R. L’ensemble des suites finies formées a partir d'un
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alphabet fini est ordonné lexicographiquement. Les ensembles d’objets
structurés sont naturellement ordonnés : 'objet a précéde I'objet bsia
est un constituant de b. L’ensemble des théorémes déduits d’un systéme
axiomatique donné peut également étre ordonné de maniére naturelle.
Un moyen consiste & fixer une méthode pour engendrer successivement
tous les théorémes; on dit alors que le théoréme A précéde le théoréme
B si A est engendré avant B,

2.2.6 Modeles d’une théorie

Il y a un lien étroit entre une théorie T, de langage L, et les modeles
éventuels de T. On a le métathéoréme suivant.

Théoreme 2.4. Les théorémes de Ia théorie T sont exactement les
énoncés du langage L qui sont vrais dans tous les modéles de T.

Preuve. Cela résulte immédiatement de la définition des notions de
conséquence logique (§ 1.1.6} et de théoréme (§ 2.2.2). O

Remarque. Une autre définition du mot “théoréme” a été donnée an
paragraphe 2.1.1: un théoréme est une formule déduite dans un systérne
axiomatique fixé. Vu le théoréme 2.4, les deux définitions sont équiva-
lentes, 4 condition que le systéme choisi soit un systéme axiomatique
adéquat et complet du calcul des prédicats, augmenté de I’ensemble des
axiomes de la théorie.

Ce résultat est trés puissant. Etant donné un ensemble K et une collec-
tion d’applications de ™ dans K ou dans {V,F }, il est toujours possible
de construire une théorie dont X soit un modéle. Réciproquement, tout
ensemble T de formules peut étre érigé en théorie; si T est consistant, il
est toujours possible de définir un modéle de T, par exemple le modéle
de Herbrand (§ 1.2.9) ou celui de Henkin. La méthode générale de con-
struction du modéle de Henkin est donnée dans [Barwise 74].

Une théorie comportant un ensemble infini E d’axiomes est consistante si
tous les sous-ensembles finis de F sont consistants; dans ce cas, il existe
un modéle dont le cardinal n’est pas plus grand que celui de E. C'est une
conséquence du théoreme de compacité et du théoréme de Liwenheim et
Skolem (§ 1.2.9).

Divers problémes liés & la notion de théorie subsistent néanmeins; nous
en évoquons quelques-uns ici.

Tout d’abord, si T est une théorie de langage L et si A est une formule
appartenant & L, il n'est généralement pas possible de décider effective-
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ment si A est un théoreme de T. Plus précisément, & supposer que A soit
bien un théoréme, il sera possible de le montrer, en utilisant par exemple
la méthode de résolution. Si par contre A n’est pas un théoréme, on ne
disposera généralement pas d’une méthode effective pour le montrer. Ce
type de question est essentiel en informatique : pour I'informaticien, une
méthode effective est une méthode programmable.

On peut aussise demander dans quelle mesure une théorie décrit comple-
tement ses modéles. En effet, une théorie détermine des propriétés com-
munes &4 tous ses modeles mais ne donne pas d’indication sur des pro-
priétes spécifiques de certains modéles particuliers. Un exemple de pro-
priété vraie dans certains ensembles ordonnés et pas dans d’autres est la
propriété d'ordre tolal, exprimée par la formule

Vz¥ylz < y vy < 7.

D’autre part, siles modéles d’une théorie donnée ont tous exactement les
mémes propriétés, cela ne signifie pas pour autant qu'ils soient identiques.
En effet, une propriété n’est prise en considération que s’il lui correspond
une formule du langage. Par exemple, un ensemble ordonné infini peut
étre dénombrable ou non mais, vu le théoréme de Léwenheim et Skolem,
aucune formule du langage ne permet de distinguer les deux cas. En
outre, étant donné un modele, on peut toujours en fournir un autre en
changeant le nom de ses constituants; les variantes ainsi obtenues sont
dites isomorphes an modele de départ.

Ces quelques observations conduisent aux définitions suivantes.

¢ Une théorie est décidable 'l existe un algorithme permettant de
décider, en un temps fini, si une formule A est un théoréme, ou la
négation d'un théoréme, ou encore ni l'un ni 'autre,

s Une théorie est compléte si toute formule du langage est un théoréme
ou la négation d’un théoréme.

o Une théorie est catégorique si elle admet un modeéle unigue, a un
isomorphisme prés.

Remarque. Vu le théoréme de Léwenheim et Skolem, les théories finies
ou dénombrables admettant un modéle non dénombrable ne sont pas
catégoriques. Pour cette raison notamment, on définit un concept plus
faible. Etant donné un cardinal &, une théorie est dite a— catégorique si
elle admet au plus un modéle de cardinal .
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Un algorithme résout un probléme, c’est-a-dire répond & une question &
choix multiple (habituellement double} comportant une infinité dénom-
brable d’instances. Par exemple, la question correspondant au probléme
résolu par l'algorithme de Quine est : “Cette formule est-elle valide, ou
contingente, ou inconsistante 7”; ’ensemble des instances est ’ensemble
des formules du calcul des propositions.

A chaque théorie est naturellement associé un probléeme, celui de la recon-
naissance des théorémes. Les instances de ce problémes sont les formules
appartenant au langage de la théorie; la question est : “Cette formule
est-elle un théoréme ?”.

Certains probléemes ne sont pas directement liés & une théorie. Un exem-
ple célebre est le “dixiéme probléme” de Hilbert. Dans cet exemple,
’ensemble des instances est l'ensemble des équations polynomiales 4 coef-
ficients entiers (3 plusieurs variables}, et la question est : “Cette équation
admet-elle une solution entiere ?”.

Insistons sur le fait qu’un probléme, au sens qui vient d’étre défini, im-
pligue deux composantes essentielles : une question a choix multiple et
une infinité dénombrable d’instances. Cette définition est plus restric-
tives que l'acception courante du mot “probleme”. Par exemple, dans
le contexte présent, le “grand théoréme de Fermat” ne constitue pas un
probléme, car il ne comporte qu’une seule instance.*

Observons cependant que la plupart des “problémes” évoqués dans ce
chapitre sont bien des problemes au sens technigue du terme. Notons en
outre que, dans certains cas, il est possible de transformer I’énoncé d’une
question de maniére 4 en faire un probléme. Ce sujet est notamment
abordé dans [Garey et Johnson 79)].

Les notions de catégoricité, complétude et décidabilité ne sont pas indé-
pendantes. On a le métathéoreme suivant.

Théoréme 2.5, Toute théorie catégorique est q-catégorique pour tcut
cardinal «; toute théorie consistante, sans modéle fini et w-catégorique
pour au meins un cardinal infini o est compléte; toute théorie compléte
est décidabie.

Preuve. Le premier point est une conséquence immeédiate des défini-
tions. Le second point, di & Cantor, se démontre par l'absurde. Soit T
une théorie consistante, non compléte et n'admettant que des modéles
infinis, Vu lincomplétude, on peut écrire dans le langage de T une

*En effet, ce théoréme s’exprime par une formule dont toutes les variables sont
liéea.
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formule A telle que les théories T U {A} et T U {-A} soient toutes deux
consistantes (les modeles sont nécessairement infinis). Par le théoréme de
Léwenheim et Skolem, chacune des théories admet un modéle de cardinal
a; comme A est vrai dans I'un de ces modéles et pas dans 'autre, T n’est
pas a-catégorique. Le troisiéme point est assez simple. Soit T une théorie
compléte. Pour toute formule A appartenant au langage de T, un et un
seul des ensembles T U {A} et T U {-A} sera inconsistant. La méthode
de résolution permet de détecter lequel, et donc de décider, en un temps
fini, si A appartient & la théorie. m]

La théorie des modéles a pour objet premier la construction de modéles
correspondant & une théorie définie a priori. Des méthodes de con-
struction trés générales ont été développées dans ce but [Barwise 74],
[Chang et Keisler 73]. Le sujet sort du cadre de cet exposé.

Les théories intéressantes ne sont jamais catégoriques : c'est une consé-
quence du théoréme de Lowenheim et Skolem (§ 1.2.9). Les théories
créées ou utilisées par I'informaticien sont assez rarement cormplétes; en
effet, il n’est pas toujours utile de disposer d’une théorie exhaustive : on
préférera souvent une théorie rudimentaire, mais commode.

Il est par contre fort intéressant de savoir si une théorie (incompléte) est
décidable : cela détermine, dans une certaine mesure, la technique que
’on utilisera pour reconnaitre les théoremes. Par exemple, pour informa-
tiser la géométrie euclidienne, on utilisera de préférence une procédure
de décision (inspirée de la géométrie analytique). Par contre, pour infor-
matiser la théorie des nombres, qui est indécidable [Bell et Machover 78],
[Barwise 74], [Kleene 52}, on devra utiliser une technigue trés différente,
basée sur l'intelligence artificielle.

Remarque. Méme les théories décidables sont parfois abordées par les
techniques de Pintelligence artificielle, lorsqu’aucun algorithme de déci-
sion raisonnablement efficace n’est connu. C’est le cas notamment dans
le domaine des jeux.

On peut vouloir compléter une théorie incompléte par l'adjonction de
nouveaux axiomes; les axiomes supplémentaires doivent étre assez “forts”
pour que la complétude soit atteinte, mais aussi suffisamment “faibles”
pour rester vrais dans les modéles visés, ou au moins dans certains d’entre
eUX.
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2.2.6 Algorithmes et décidabilité

La notion de décidabilité est essentielle pour deux raisomns. Du point
de vue du logicien, les théories décidables sont assez nombreuses pour
que leur étude soit intéressante, ce qui n’est guére le cas des théories
complétes, sans parler des théories catégoriques. Du point de vue de
l'informaticien, il est important de connaitre les limites théoriques de la
programmation et de savoir ce qui peut &tre décidé (ou calculé) par ordi-
nateur. Une branche importante de la logique, la théorie de la récursion,
est consacrée i cette question. Quelques rudiments en seront présentés
ici.

La définition de la décidabilité, donnée au paragraphe 2.2.5, utilise le
concept d'algorithme, pour lequel aucune définition formelle n’a été in-
troduite. Passons en revue certains probleémes pour lesquels des algo-
rithmes, ou procédés de décision, ont déja é1é évoqués plus haut.

¢ Te] assemblage de symboles est-il une formule du calcul des propo-
sitions (ou des prédicats) ?
Telle formule du caleul des propositions est-elle une tautologie 7
[Méthode des tables de vérité, algorithme de Quine].

¢ Tel énoncé de la géométrie euclidienne est-il un théoréme ? [Ap-
proche axiomatique classique, approche analytique|.

Telle formule du calcul des prédicats est-elle valide, contingente ou
inconsistante ? [Résolution, déduction naturelle, approche axioma-
tique].

-

Telle formule du calcul des prédicats est-elle une clause de Horn ?

Tel ensemble de clauses de Horn esi-il consistant ?

Remarquons d’abord que tous ces problémes sont des questions & pro-
pos d’objets symboliques (chaines de caractéres) et que les techniques
proposées se réduisent 4 de la manipulation de symboles, conformément
a des régles précises (des chaines de caractéres sont produites & par-
tir d’autres chaines de caractéres). Bien entendu, une signification est
attribuée aux symboles et aux chaines de caractéres; les régles de ma-
nipulation sont d’ailleurs introduites en fonction de cette signification.
Néanmoins, dés que les régles ont été fixées, leur applicalion est “aveu-
gle” : la connaissance de la signification des objets manijiulés n'est plus
requise, ni méme utile. Cette signification ne redevient utile que pour
interpréter les résultats éventuels.
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Bien des tiches de la vie courante peuvent étre qualifiées d’algorithmi-
ques : prendre un ascenseur, cuisiner un plat, marcher (mettre un pied
devant l'autre et puis recommencer ...). Dans notre contexte, seule
une activité de manipulation de symboles sera éventuellement qualifiée
d'algorithmique. Du point de vue de Pinformaticien, comme la fone-
tionnalité des ordinateurs est précisément la manipulation aveugle de
symboles, une tiche algorithmique sera une tiche programmable.

Il n’est pas requis, & ce stade, de préciser le langage de programmation
utilisé. En effet, la plupart de ces langages ont un pouvoir d'expression
équivalent, c¢'est-d-dire qu'ils permettent de résoudre exactement les mé-
mes problémes. Bien entendu, un probléme d’analyse numérique sera
par exemple traité en Fortran, alors que pour un probléme d’intelligence
artificielle, on choisira d’utiliser Prolog, mais seules des questions de com-
modité et d’efficacité gnident ces choix.

La rigueur formelle garde évidemment ses droits. Si 'on propose une
technique de décision pour une théorie donnée, et si 'on affirme que
cette technique est un algorithme, il faut pouvoir ’écrire dans un langage
précis, parfaitement défini.

Un grand nombre de langages algorithmiques ont été définis, tant pour
les besoins théoriques du logicien que pour les besoins pratiques de l'in-
formaticien. Le langage Prolog, outil pratique d’une grande utilité, sera
présenté au chapitre 6. Deux langages théoriques seront introduits au
paragraphe suivant.

Ftant donné deux langages algorithmiques 4 et B, il existe un moyen
canonique d’établir que A et B ont méme pouvoir d’expression. On
déterminera d’abord un algorithme qui, & partir d’un programme quel-
conque écrit dans le langage A, fournit un programme équivalent écrit
dans le langage B, et ensuite un algorithme qui réalise la transformation
inverse. Rien n'empéche que ces algorithmes solent eux-mémes écrits
dans les langages A ou B.

Rappelons ici que deux programmes sont équivalents si, pour les mémes
données, il fournissent les mémes résultats. Dans ce contexte, 'absence
de résultat (“bouclage”) est assimilée & un résultat spécial. La com-
modité et I'efficacité n’entrent pas en ligne de compte.

La plupart des algorithmes que nous considérons doivent répondre & une
question & choix multiple, le plus souvent dichotomique. C’est le cas
pour les exemples cités plus haut. A proprement parler, aucun de ces

exemples n’a é1é présenté de fagon purement formelle; cela n’est d’ailleurs
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pas indispensable ici. Certains d’entre eux ont été décrits avec précision
(la méthode de résolution, par exemple), alors que d’autres n'ont été que
mentionnés (’approche analytique de la géométrie, notamment). Tout
type de description d’algorithme convient si on peut la traduire en un
programme (dans un certain langage}.

Plus important est le fait que, parmi les méthodes évoquées, certaines
fournissent toujours la réponse adéquate, positive ou négative, alors que
d’autres fournissent toujours la réponse si celle-ci est positive, mais pas
toujours si elle est négative. Formellement, la dénomination algorithme
sera réservée aux méthodes du premier type; celles du second type sont
des semi-algorithmes ou procédures. La méthode de résolution est une
procédure, dans le cadre général du calcul des prédicats (§ 1.2.14), a con-
dition qu’une stratégie de choix adéquate soit adoptée [Chang et Lee 73).

Par définition, une théorie est décidable si elle admet un algorithme de
décision; elle est semi-décidable ou partiellement décidable si elle admet
une procédure de décision.

La décidabilité d'une théorie peut étre établie par la construction d’un
algorithme présenté plus ou moins formellement; par contre, pour établir
Pindécidabilité d’une théorie, un langage formel sera nécessaire : il faudra
en fait prouver qu'aucun algorithme que ’on peut écrire dans ce langage
ne constitue une méthode de décision pour cette théorie.

Certains problémes en apparence trés simples sont en fait indécidables.
L'un des plus connus est le probléme de correspondance de Post. Etant
donné un alphabet fini, & deux éléments au moins (par exemple {0,1}),
un systéme de Post est une suite finie de couples numérotés de mots.
Voici un exemple de systéme de Post :

{1:(101,0), 2:(1,11)} .

Une solution d'un systéme de Post est une suite finie de numéros telle que
le méme mot soit obtenu par juxtaposition des origines des couples corres-
pondants, d'une part, et par juxtaposition des exirémités de ces mémes
couples, d’autre part. Par exemple, la suite (2,1,2) est une solution du
systéme décrit ci-dessus, le mot obtenu étant 11011. Le probléme de cor-
respondance de Post a pour ensemble d’instances I'ensemble des systémes
de Post; la question est existence d’une solution. L'indécidabilité de ce
probleme de “puzzle” est démontrée notamment dans [Manna 74).

Nous savons que le calcul des propaositions est décidable (mais cela sort
un peu du cadre de notre réflexion, puisqu’il s’agit en fait d’une théorie
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“d’ordre zéro", sans quantification) et que le calcul des prédicats est semi-
décidable. En revanche, on a le résultat suivant, qui exprime en quoi
'usage que 'informaticien peut faire de la logique est fondamentalement
limité.

Théoréme 2.6. Le calcul des prédicats est indécidable.

On peut démontrer ce théoréme par la technique dite de réduction :
le probléme de correspondance de Post est réductible au probléme de
décision relatif au calcul des prédicats. La preuve est détaillée dans
[Manna 74).

Remarque. Le ealcul des prédicats monadiques ou prédicats unaires, dans
lequel il n'existe que des prédicats & une place (et pas de fonctions)
est décidable, Une procédure de décision est décrite brievement dans
[Mendelson 79].

2.2.7 Langage algorithmique de Turing

Turing est 'auteur d’un langage algorithmique simple et commeode, ainsi
que de nombreux résultats dans le domaine de la décidabilité et de la
calculabilité. Une présentation trés compléte de ce langage se trouve
dans [Minsky 67]. On se limitera ici & un bref apergu.

Informellement, une machine de Turing est un ordinateur programmé
trés rudimentaire. La mémoire est constituée d’une séquence infinie de
cases élémentaires. Il est commode de considérer que chaque case est
indexée par un entier relatif Toute case contient un symbole, issu d’un
alphabet fixé et fini, comportant » (au moins deux) éléments, dont un
élément spécial appelé “blanc”. Il existe aussi une téte de repérage, qui
désigne une case du “ruban-mémoire”. Le troisieme constituant est un
programme.

Un pregramme se compose d'un nombre fini d’éfats, c’est-a-dire de sym-
boles n’appartenant pas i 'alphabet mentionné plus haut. Un seul de
ces états est distingué comme état initial; zéro, un ou plusieurs états
sont qualifiés d’états finals. A chaque état non final est associée une in-
struction, c’est-a-dire une fonction qui, & chaque symbole de I'alphabet,
associe un triplet formé d’un symbole de 'alphabet, d’un état et de I'une
des constantes + ou —. Le quatrieme et dernier constituant est une case
spéciale, ou registre de programme, contenant un certain état.

Il est habituel de représenter la machine de Turing an moyen du schéma
de la figure 2.1.
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Ruban mémoire : a; € alphabdel.

H ai

I Téte de repérage,

Opérations de lecture,
d’écriture
et de déplacement.

Controéle fini
{programme)

Figure 2.1 : Machine de Turing

Décrivons maintenant la manipulation symbolique associée & une ma-
chine de Turing. Une configuration initiale du ruban-mémoire est fixée,
dans laquelle seulement un nombre fini de cases contiennent un symbole
de I'alphabet autre que le symbole “blanc”. (Cette restriction garantit
que toute configuration de ruban est descriptible de maniére finie.} La
téte de repérage désigne la case 0 du ruban. Le registre de prograrmme
contient état initial. La manipulation, ou exécution, se compose d'une
suite au plus dénombrable de pas. Voici la description d’un pas.

Soient ¢ le numéro de la case désignée par la téte de repérage,
o le symbole que contient cette case et ¢ 1'état contenu dans
le registre de programme. Soient f; I'instruction associée a ¢
et (8,¢',4) le triplet image de a par f,.

Le contenu de la case i est remplacé par S5, le contenu du
registre devient ¢’ et la téte de repérage désigne & présent la
case tAl.

81 un pas provoque I'apparition dans le registre d’un état final, ’exécution
s’arréte. Le résultat de 'exécution est composé du contenu du ruban, de
I'index de la case désignée par la téte de repérage et du contenu du
registre de programme, au moment de I’arrét.

Considérons un cas particulier de machine de Turing. On suppose que,
pour tout état ¢ et tout élément « de l'alphabet, fi(a) a la forme
{a,¢', +}. Ceci revient a dire que le ruban-mémoire n’est jamais modifié
et n'est parcouru qu'une seule fois, & partir de la case 0, dans le sens
positif. Ce type de machine de Turing esi appelé gutomate fini.
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Le langage des automates finis est utilisé sous diverses formes dans des
domaines trés variés, tant en théorie qu’en pratique. Le pouvoir d’expres-
sion de ce langage est relativement faible mais, pour cette raison méme,
il est possible de déterminer, en toute généralité, si deux automates finis
sont équivalents, et si I'exécution d’un automate fini se termine. Par
contre, comme nous le verrons au paragraphe 2.2.11, ces problémes im-
portants (I'équivalence et I'arrét) sont indécidables pour les machines de
Turing.

Les concepts de machine de Turing et d’automate fini seront exposés plus
en détail & la section 5.2 dans le cadre de la hiérarchie de Chomsky des
grammaires formelles.

Illustrons la notion de machine de Turing par un exemple simple.
L’alphabet est {0,1,5} et 'ensemble des états est {qgo, 41, ¢2, Goui, Gnon}-
L’état initial est gg; les états finals sont g4 €t gron. Avant I'exécution,
les cases indexées par un entier strictement négatif contiennent toutes le
symbole b (le “blanc”). Une suite de cases contigués, indexées de 0 &4 n
(naturel arbitraire) contient exclusivement des 0 et des 1. Enfin, les cases
restantes contiennent b, Les instructions du programme sont décrites &
la figure 2.2.

[folo) | a=0 | a=1 | a=b |
9=¢o || (90,0,4) | (90,1, 4) | (g1,5,-)

q=a1 || (gouirb,—) (92,5 =) | (gnon, b, —)
§=12 (Qnon; b, _) (Qnon: b, _) (Qnam b, _)

Figure 2.2 : Instructions du programme

Voici maintenant un exemple d’exécution :

qo :
do -
qo°
o :
go:
go:
g1 :

Foui *

L R = RS - -
Ll o e e R [ ]
e R R I R O N [ I =]
e e )
o 00 00 o OO
Lol Lo R ) [ Y e I = I =]
[ o= ol [~ oS IS -~

o
=
=
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Chaque ligne décrit la machine 4 un moment donné de 'exécution. La
premiére colonne indique I’état courant et les autres colonnes indiquent
le contenu courant du ruban. Le contenu de la case désignée par la téte
de repérage est souligné.

Cette machine de Turing résout le probléme de la parité. Plus précisé-
ment, si la séquence de 0 et de 1 contenue initialement par le ruban
représente en numération binaire un nombre pair (c’est-a-dire si le dernier
symbole de la représentation est 0), alors 'état final sera go..i; sinon, 'état
final sera gnon.

On peut prouver qu’une exécution conduit toujours & un état final: on a
un véritable algorithme et non une procédure. De plus, en cas de réponse
affirmative, la configuration finale du ruban représente le quotient par
2 du nombre représenté dans la configuration initiale. Cet exemple est
une version simplifiée d’un exemple présenté dans [Garey et Johnson 79|.
Des présentations différentes, ainsi que d’autres exemples, figurent no-
tamment dans [Hopcroft et Ullman 79], [Manna 74] et [Minsky 67].

Remargue. Le langage exposé ci-dessus ne correspond pas exactement
a la notion usuelle de langage de programmation, parce qu’il décrit
aussi une “machine abstraite” (supposée parfaitement fiable et illimitée),
permettant Pexécution des algorithmes écrits dans le langage. Cette
différence n’est qu’apparente : il est parfaiternent possible de décrire des
machines abstraites correspondant aux langages Fortran et Prolog par
exemple.

Par rapport aux langages usuels, y compris méme les langages d’assem-
blage des ordinateurs primitifs, le langage de Turing parait bien rudimen-
taire. Les rafinements introduits dans les langages usuels les rendent
nettement plus commodes en pratique mais n’augtmentent en rien leur
pouvoir d'expression. Certaines propriétés théoriques des langages de
programmation apparaissent plus clairement dans le cadre d’un langage
trés dépouillé,

2.2.8 Langage algorithmique de Gidel

Introduisons maintenant un langage algorithmique assez différent, di
essentiellement & Gddel, un autre pionnier de 1’étude de la décidabilité.
(Pour plus de détails, voir [Bell et Machover 78] et [Rogers 67].)

Etant donné deux ensembles infinis dénombrables A et B, nous nous
intéressons aux fonctions de A dans B. Ces fonctions forment un en-
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semble non dénombrable. Certaines d’entre elles peuvent étre calcu-
lables, c’est-d-dire programmables. Les fonctions calculables forment
un sous-ensemble trés important, dont nous entamons I’étude dans ce
paragraphe. Remarquons d’emblée que ce sous-ensemble sera au plus
dénombrable. En effet, quel que soit le langage algorithmique utilisé, un
programime se compose d'une suite finie de symboles extraits d'un alpha-
bet fini ou dénombrable; il n’existe donc qu’une infinité dénombrable de
programines.

Il convient de fixer A et B. De bons candidats sont l'ensemble des na-
turels, I'ensemble des entiers, I’ensemble des suites finies sur un alphabet
fini, 'ensemble des arbres finis sur un alphabet fini, ou encore un en-
semnble construit par produit cartésien fini & partir des ensembles déja
cités. Pour fixer les idées, nous nous intéresserons essentiellement aux
fonctions dont le domaine A est N™, ol n est un naturel quelconque, et
dont le codomaine B est N,

L'idée de Godel est d’obtenir toutes les fonctions calculables 4 par-
tir d'une classe trés restreinte de fonctions de base et de mécanismes
élémentaires, indubitablement algorithmiques.

Les fonctions de base sont les suivantes :

¢ la constante 0;

¢ la fonction monadique successeur, qui au naturel x associe le naturel
c+1;

e la fonction paramétrique de projection, admettant une paire de
parametres (n,i), avec 1 < i < mn; la projection p,; associe a
tout n-uplet de naturels son éme élément.

Godel introduit d’abord deux mécanismes trés simples, qui permettent
pourtant d’engendrer des fonctions calculables non triviales. Le premier
est la composition fonctionnelle habituelle. Ce mécanisme est clairement
algorithmique : pour calculer w = f(g(z, y), h(z)}, il suftit de calculer suc-
cessivement ¢ = g{(z,y), b = k(z) et u = f(a,b). Le second mécanisme,
un peu moins classique, est la récursion primitive. Il permet de cons-
truire, & partir d'une fonction f 4 n places et d'une fonction g & n + 2
places, une fonction & & n + 1 places, selon le schéma suivant :

h(a’l!"':mnso) =def f(:vla"'amﬂ);
h(“’h---ﬂmi‘;‘"'l) =def g(mlv“-amn)yih(ml!'“:mﬂsy))‘
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Ce type de définition n’est pas rare en mathématique; un exemple clas-
sique est celui de la factorielle, définie par les égalités

O =g4er 1;
{2+ 1) =g (+1) %21,

On vérifie aisément que cette définition est bien une instance du schéma
de récursion primitive.

Ces deux schémas ne permettent de définir que des applications, ou fonc-
tions totales, c'est-a-dire des fonctions dont le domaine est exactement
N™. Il peut étre intéressant de considérer aussi des fonctions partielles,
c’est-a-dire non définies en certains points. Le dernier mécanisme intro-
duit par Gédel met en jeu de telles fonctions. Le schéma de minimisation
permet d’obtenir une fonction g & n places & partir d’une fonction f &
n + 1 places. On pose

9(31,---,31@) =def ﬂyf(a.:l,...,mn,y).

L'expression ux E désigne la plus petite valeur de z pour laquelle ¥
s’annule. Par exemple, la racine carrée entiére par défaut du naturel
peut étre définie par la formule

T'C(:E') Sdef HY [2:' + 1_(:9' + 1)2]:

ol — représente la soustraction dans N : 'expression a—b vaut a — b si
a > b et 0 sinon.

On voit immédiatement que, méme si E est calculable et partout défini,
px E sera non défini si F ne s’annule jamais; une valeur spéciale, désignée
par L ou 00, est conventionnellement attribuée & pxzE dans ce cas. Le
moyen naturel de calculer pxE consiste & évaluer E successivement pour
2=0,1,2,... et & g’arréter dés qu'une valeur z annulant E est détectée,
Un tel algorithme “bouclera” si E ne s’annule jamais.

2.2.9 Codage et thése de Church

Les langages de Turing et de Gédel sont a priori difficiles & comparer car
les données et résultats sont écrits dans des formalismes distincts. Cet
obstacle est facile & surmonter,
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Considérons une machine de Turing dont I'alphabet est {0, 1, b, #}. Nous
interprétons 0 et 1 comme les chiffres de la numération binaire. Les
chaines finies de O et de 1 représentent donc des naturels. Le symbole
b représente le blanc tandis que le symbole # est un séparateur. On
suppose que, & l'instant initial, la partie négative du ruban-mémoire
comporte uniquement des cases blanches, tandis que la partie positive
comporte une séquence de n mots binaires, chacun étant séparé de ses
voisins par une case de séparation. Le dernier mot est suivi de deux cases
de séparation, signalant la fin de la séquence. Le reste du ruban est com-
posé de cases blanches. On congoit qu'un tel contenu initial du ruban
puisse &tre interprété comme un élément (z1,...,T,) du domaine d’une
certaine fonction calculable f, dont la valeur f(x1,...,®,) soit obtenue
en interprétant numériquement le contenu final éventuel du ruban.

Rien, dans le formalisme utilisé, ne s’oppose & une interprétation numé-
rique des calculs effectués par une machine de Turing. L’alphabet, pourvu
qu’il contienne au moins deux éléments, permet le codage des informa-
tions de n’importe quel type. Le codage est donc une correspondance
entre un ensermble de mots et un ensemble d’obje’ts. Soulignons que cette
correspondance doit étre algorithmique, dans le sens inverse comme dans
le sens direct.

Dans un ordinateur, les informations sont codées de fagon binaire, sous
forme de 0 et de 1. Ces informations sont d’abord les données, numeé-
riques mais aussi lexicales; le réle de “machine & calculer” souvent at-
tribué aux ordinateurs doit s’entendre au sens large : un ordinateur est
une machine qui traite l'information en général, et pas seulement les
données numériques.

Ceci suggére un moyen de démontrer que toute fonction calculable an
sens de Gédel est aussi calculable au sens de Turing. Il faut d’abord con-
cevoir des machines de Turing calculant les fonctions de base, en utilisant
par exemple la représentation codée évoquée plus haut. Ensuite, il faut
exhiber des “recettes algorithmiques” pertettant, au départ de machines
caleulant les fonctions g et i, de construire une machine calculant la fone-
tion f obtenue a partir de g et b au moyen du schéma de récursion primi-
tive. Il faut enfin accomplir un travail semblable pour la composition et le
schéma de minimisation. La preuve est techniquement assez fastidieuse
mais ne pose pas de probleme théorique majeur. Le lecteur intéressé
consultera par exemple [Rogers 67] pour une présentation classique, et
[Bell et Machover 78] pour une présentation plus moderne, dans laquelle
le concept de machine de Turing est remplacé par celui de machine ¢
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registres, qui est i la fois plus commode et plus proche des ordinateurs
réels.

Dans un ordinateur sont codées non seulement les données mais aussi
les instructions. En effet, un programme n'est rien d’antre qu'une suite
d'informations, susceptible d’étre codée en binaire. On désignera ci-
dessous par I* le résultat du codage de 1.

Ce point est crucial, car il suggére la conception d’une machine de Tu-
ring universelle. Une telle machine accepte comme données la descrip-
tion codée T* d’une machine T ainsi qu’une autre donnée z; elle fournit
comme résultat la valeur fr(z), ol fp est la fonction calculée par la
machine T. Nous admettrons P’existence d’'une machine de Turing uni-
verselle U. (Une preuve formelle et constructive de ce fait se trouve dans
[Minsky 67].) Pour toute machine T, on a fy(T*, z) = fr(z).

Pour montrer que toute fonction calculable an sens de Turing est aussi
calculable au sens de Gddel, il suffira de montrer que la fonction fr,
calculée par la machine universelle U, est récursive. Il fant d’abord rendre
Ju “arithmétique”. Pour ce faire, on définit une fonction de codage qui, 2
toute configuration ¢ de U, associe un nombre ¢*. Cette correspondance
et son inverse doivent étre algorithmiques. On définit alors la fonction
partielle ¢, de N x N dans N, vérifiant ¢(z,y) = z si et seulement
g'll existe des configurations ¢ et d telles que ¢* = z et d* = z et que
la configuration d soit atteinte au départ de ¢ en un nombre y de pas.
La fonction ¢ décrit donc le comportement de 7. On peut prouver que
la fonction ¢ est récursive. On peut aussi définir fiy & partir de ¢, et
montrer ainsi que la fonction fy est également récursive. Rappelons
que la fonction fy est partielle. Tout ceci est présenté en détail dans
[Minsky 67] notamment.

Le concept de machine universelle peut paraitre déroutant. Il est pour-
tant proche de la réalité informatique. Considérons un langage de pro-
grammation usuel, par exemple Fortran., Un ordinateur prévu pour ce
langage comporte une “machine universelle Fortran”, composée d'un
compilateur, d'un chargeur et d'un superviseur. Cette machine accepte
comme données un programme Fortran ainsi que des données pour ce
programme, et fournit le résultat attendu.

Rappelons que 'on dispose d’un moyen direct et conceptuellement simple
pour établir que deux langages de programmation ont méme pouvoir
d’expression : il suffit d’écrire des “compilateurs croisés”, c'est-a-dire
des programmes de traduction d'un langage vers 'autre.

Nous ne donnons pas ici la description de tels programmes. Signalons
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simplement que pour certains langages de programmation, comme le lan-
gage LISP, la correspondance entre un programme et un codage de ce pro-
gramme est assez évidente. Par exemple, considérons le texte suivant :

(DEFUN FACT (N)
(COND ({ZEROP N) 1)
(T (TIMES N (FACT (SUBL N))})))

Il peut &tre vu comme un programme de calcul de la factorielle, mais
aussi comme une “expression symbolique”, c’est-a-dire un arbre binaire
dont les feuilles sont des atomes. Les objets de ce type sont précisément
les données habituelles des programmes LISP. Il y a donc ici identité
quasi parfaite entre un programme et sa représentation sous forme de
donnée, destinée éventuellement & un autre programme.

Une grande variété de langages algorithmiques ont été inventés; on a pu
établir qu’ils avaient tous méme pouvoir d’expression. Cette constatation
a conduit & la thése de Church, qui affirme que les fonctions calculables
au sens intuitif du terme sont exactement les fonctions calenlables au
sens de Turing (ou de Gddel). Cette thése ne peut évidemment pas
dtre démontrée, puisqu’elle concerne une notion non formelle. (Voir & ce
propos [Bell et Machover 78], [Davis 58] et [Minsky 67].)

2.2.10 Classe des fonctions calculables

D’aprés la thése de Church, il est inutile de vouloir étendre I'ensemble
des fonctions calculables. Par contre, il est souhaitable de caractériser
cet ensemble de maniére plus explicite et de chercher des techniques per-
mettant de déterminer si une fonction est calculable et, si oui, comment
la calculer. On sait que ’ensemble des fonctions calculables comporte
des fonctions partielles, puisqu'il existe des programmes ne se terminant
pas pour toutes les données; il serait intéressant de disposer d’un langage
permettant de programmer les fonctions calculables totales, et rien que
celles-1a.

Malheureusement, un tel langage n'existe pas. Cela se démontre facile-
ment par 'absurde. Supposons par exemple que le langage L permette
d’écrire toutes les fonctions calculables totales et rien que celles-1a. L'en-
semble des programmes est dénombrable: mieux, il est possible d'attri-
buer 4 chaque programme un numéro de code et de donner un procédé al-
gorithmique pour passer du programine & son numeéro et réciproquement.
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Soit donc Py le programme de numéro z et soit f, la fonction qu'il caleule.
La fonction U qui & (2, y} associe f.(y) est visiblement calculable, en util-
isant la correspondance algorithmique entre @ et Py, puis en appliquant
P. & y. La fonction g définie par g(z) = U(x,2) est donc calculable,
de méme que la fonction A définie par A{x) = g(z) + 1. Cette fonction
h est totale et donc programmable dans L. Soit n son numéro. On a
h(z) = fn(2) pour tout x et donc, en particulier, A(n) = fn(n). D'autre
part, par définition de h, on a aussi A(n) = U(n,n)+1 = fo(n) + 1, ce
qui est une contradiction. Remarquons que la fonction U correspond A
la. “machine universelle” évoquée au paragraphe 2.2.8. La conclusion est
donc que tout langage assez puissant pour admettre une machine uni-
verselle écrite dans le langage lui-méme permet inévitablement I'écriture
de fonctions partielles. La fonction calculable IJ est nécessairement par-
tielle.

Si on prive le langage de Gédel du schéma de minimisation, seules des
fonctions totales peuvent étre exprimées; il s’agit des fonctions dites
primitives récursives . Il existe cependant des fonctions totales calcu-
lables qui ne sont pas primitives récursives.

Considérons d’abord les définitions des fonctions de base de la théorie
des nombres :

suce(z) =gy 2+ 1;

plus(x,0) =g4e¢ @,
plus(a,y+ 1) =4y suce(phus(z, ));

times(2,0) =g¢ O,
times(z,y + 1) =g4¢; plus(z, times(z,y)).

Ces fonctions sont visiblement primitives récursives.

Construisons une séquence de fonctions (erp,) comme suit :

expy =def limes;

eTPnt1(2,0) =45 1;
exP (2, ¥ + 1) =def Bxpn(wiezpn+l(wsy))'

Toutes ces fonctions sont primitives récursives. La fonction ezp, est
P'exponentiation classique. La définition de la fonction ezp, requiert 12
fois 'emploi du schéma. de récursion primitive. On en déduit aisément
que la fonction f donnée par
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(@) =def ezp.(z,2),

quoique calculable et totale, n’est pas primitive récursive; en fait, elle
croit plus vite que toute fonction pritnitive récursive.

Signalons encore quelques points de terminologie. Les fonctions calcula-
bles sont aussi appelées récursives, Un sous-ensemble de N est récursif
si et seulement si sa fonction caractéristique est récursive (une fonction
caractéristique est, notons-le, toujours totale). Considérons une fonction
récursive f; I'énumération associée a f est la suite (f(n)), » € N. Un en-
semble E est récursivement énuméreble 5’1l existe une fonction récursive
f telle que E = {f(n) | n € N}.

Il est clair qu'un ensemble E de naturels est récursif si et seulement sl
existe un algorithme de décision pour le probleme d’appartenance 4 E.
Ce critére, adopté comme définition, montre que la notion d’ensemble
récursif ne s’applique pas uniquement aux ensembles de naturels. Ce fait
a déja été utilisé au paragraphe 1.1.3, ol 'on a vu que les formules du
calcul des propositions forment un sous-ensemble récursif de 1’ensermnble
des assemblages de symboles. De méme, les tantologies forment un sous-
ensemble récursif de l'ensemble des formules du calcul des propositions
(§ 1.1.5).

La notion d’ensemble récursivement énumérable peut &tre étendue de
fagon similaire. Un ensemble E est récursivement énumérable s’il existe
un algorithme pour énumérer ses éléments. Dans le calcul des prédicats
et, plus généralement, dans toute théorie du premier ordre, les théorémes
forment toujours un sous-ensemble récursivement énumérable de l'en-
semble des formules; par contre, ce sous-ensemble n’est récursif que si la
théorie est décidable.

Considérons un ensemble récursif A, engendré an moyen d’un nombre fini
de regles de formation. (L’ensemble des naturels, le langage du calcul
des propositions et les langages des théories du premier ordre sont de ce
type.) 1l est clair que tout sous-ensemble récursif de A est récursivement
énumérable. Pour établir la décidabilité de certalnes théories, on fait
usage de la réciproque partielle que voici.

Theoréme 2.7. Si A est un ensemble récursif et si B est un sous-
ensemble récursivement énumérable de A, alors B est récursif si et seule-
ment si A\ B est récursivement énumérable.
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Preuve. Si B est récursif, A\ B est également récursif, donc récursive-
ment énumérable. Réciproquement, si B et A\ B sont tous deux récursi-
verment énumérables, ils sont également récursifs. En effet, pour décider
si un élément = de A appartient & B, il suffit d’énumérer en paralléle B et
A\ B. L’élément  apparaitra t6t ou tard dans I'une des énumérations,
ce qui répondra & la question. o

2.2.11 Le probléeme de ’arrét

Un probléme capital pour linformaticien, tant du point de vue théorique
que du point de vue pratique, est le probléme de l’arrét. Ce probléme
comporte plusieurs variantes. Citons-en trois.

1. Ensemble des instances : 1'ensemble des programmes P.
Question posée : en I'absence de donnée, 'exécution
de P s’arréte-t-elle 7

2. Ensemble des instances : 'ensemble des programmes P.
Question posée : I'exécution de P pour la donnée P*
(code de P) s’arréte-t-elle ?

3. Ensemble des instances : I’ensemble des couples (P, X) ot P
est un programme et X une
donnée.

Question posée : I'exécution de P pour la donnée X
s'arréte-t-elle 7

La variante 3 est la plus générale, mais les deux autres sont également
intéressantes. Pour la variante 2, le cas intéressant est celui oit P est un
compilateur {ou un interpréteur) et ou le langage utilisé pour coder P
est le langage-source de P.

L’indécidabilite du probleme de arrél est une conséquence immeédiate du
fait que la fonction calculée par une machine universelle I/ est nécessaire-
ment partielle. Plus précisément, on a vu au paragraphe 2.2.10 qu’il
existait un programme P, de code P* = n, tel que U(n,n) n’est pas
défini. Ceci régle le cas des variantes 2 et 3. Enfin, si la variante 1
était décidable, la variante 2 le serait aussi. En effet, pour décider si P
appliqué & P* s’arréte, il suffirait de construire un programme Qp qui
applique d'abord P & P* et accepte ensuite la donnée (inutile} D; on voit
que l'exécution de P appliqué & P* s'arréte si et seulement si exécution
de Qp appliqué & D s’arréte.
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D'’autres problémes relatifs & la classe des programmes (ou des fonc-
tions calculables) sont indécidables. Par exemple, il n'est pas possible de
décider, en toute généralité, si un programme P ne se termine jamais,
ou encore si P est équivalent & un programme Q. En effet, si cela était
possible, on pourrait aussi, en contradiction avec ce qui précéde, résoudre
le probleme de 'arrét.
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3

Représentation de la
Connaissance et
Raisonnement

3.1 Représentation logique

3.1.1 Introduction

La représentation est 'action de rendre sensible un concept au moyen
d’une figure, d’une écriture, d'un langage ou d’un formalisme. La théorie
de la connaissance traite des rapports entre le sujet (qui connait) et
I'objet. Par connaissance (au sens objectif) on entend ce qui est connu,
c’est-a-dire ce que 'on sait pour 'avoir appris.

La représentation de la connaissance est par conséquent la formalisa-
tion de croyances vraies au moyen de figures, d'écritures ou de langages,
Nous nous intéresserons plus particulierement i des formalisations qui
peuvent étre acceptées (ou reconnues} par des ordinateurs. Est ainsi
posée la question de la représentation des connaissances dans la mémoire
des ordinateurs, c’est-i-dire la question de la définition de langages et
de formalismes de représentation de la connaissance. Ces formalisations
transformeront une représentation en clair (par la parole, par I'image,
par une langue naturelle telle le frangais ou l'anglais, par une langue
formelle telle I'algébre ou la logique, par le raisonnement, etc.} en une
représentation qui puisse étre acceptée et traitée par un ordinateur. Le
résultat de la formalisation devra &tre un ensemble d’instructions faisant
partie d'un langage de programmation.

La représentation de la connaissance comporte un aspect passif: un livre,
un tableau, une mémoire contiennent des informations. En intelligence
artificielle on mettra avant tout l'accent sur Paspect actif qui sera de-
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mandé & la représentation : connattre devra devenir une opération active
qui non seulement supposera des capacités de mémorisation mais devra
également posséder des mécanismes permettant d’extraire des connais-
sances mémorisées et de raisonner 4 partir de ces connaissances.

La représentation de la connaissance a donc comme point de départ la
science de la cognition et comme aboutissement les outils de program-
mation utilisés en informatique.

Dans de nombreux cas les connaissances que 'on désire représenter pro-
viennent de descriptions de certains domaines bien circonscrits, tels :

la. description de 'état d’une flotte de navires;

la description de I’état d'un jeu {par exemple la position des pitces
sur un échiquier);

¢ la description de I'état du personnel d’une entreprise;

la description d'un paysage.

Pour caractériser un tel domaine, on parlera en général de “domaine du
discours” ou “domaine d’expertise”. Il est en général peu efficace de
formaliser ces descriptions sous forme numeérique; par contre I'utilisation
d’un langage symbolique, telle la logique mathématique, permet de for-
muler des descriptions sous une forme proche & la fois d'une représenta-
tion dans un langage courant et d’une représentation dans un langage de
programmation. La logique mathématique permet en outre de raisonner
4 propos des connaissances mérmorisées : les déductions logiques sont
bien des opérations actives qui permettent de déduire de nouvelles con-
naissances & partir de connaissances mémorisées.

Pour toutes ces raisons la logique mathématique est 3 la base des diverses
représentations utilisées en intelligence artificielle. Nous consacrons la
section en cours & la représentation des connaissances au moyen de la
logique des prédicats; pour ce faire nous utilisons les résultats de la sec-
tion 1.2. Cette représentation logique servira également comme point de
départ pour les autres représentations (telles les représentations “résean”
et “objet”) utilisées dans le domaine de U'intelligence artificielle.

3.1.2 La syntaxe de la logique des prédicats

Le langage de la logique des prédicats est défini an moyen d’une syntaxe
(§ 1.2.3) . En représentation de la connaissance, les catégories syntaxi-
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ques de base du langage seront représentées par des symboles se rappor-
tant explicitement au domaine du discours (ou domaine d’expertise).

La logique des prédicats, appelée aussi logique du premier ordre, com-
porte quatre types d’expressions de base (§ 1.2.2).

» Les constantes qui désignent des noms spécifigues (par opposition &
des noms génériques) d'objets, de personnes ou d’événements; ces
constantes seront représentées au moyen de symboles tels Jacques_2
(Pajout 2 au symbole Jacques spécifie une personne bien définie
parmi l'ensemble des personnes portant le prénom “Jacques”),
Livre_22, Envoil8.

+ Les variables qui désignent des noms génériques tels personne, livre,
envoi, événement, alors que Livre_22 représentait un exemplaire
d’un livre bien déterminé, le symbole liwre indiquera soit I'ensemble
de “tous les livres”, soit le “concept livre”. Nous représenterons
par les symboles z,y, z des noms génériques se rapportant a des
ensembles ou & des concepts non autrement précisés.

¢ Les noms de prédicat qui désignent des régles d’assemblage en-
tre constantes et variables; ces régles sont par exemple des régles
grammaticales, des procédures, des opérations mathématiques. Les
regles en question seront représentées au moyen de symboles tels
Phrase, Envoyer, Ecrire, Plus, Diviser. Le nom de prédicat est
également appelé constante prédicalive.

e Les noms de fonction qui représentent les mémes régles que les
prédicats. Pour les distinguer des prédicats nous utiliserons une
représentation entitrement en minuscules, comme phrase, envoyer,
écrire, plus, diviser. Le nom de fonclion est également appelé con-
stante fonctionnelle,

Les symboles que nous utilisons pour représenter les constantes, vari-
ables, prédicats et fonctions ne sont pas des “mots de la langue frangaise”.
Ce sont des symboles d’une représentation; ces symboles sont les mots
d'un “langage objet” qui dans le cas présent est le “langage des prédi-
cats”.

Une représentation doit éliminer toute ambiguité de langage. C’est pour-
quoi nous avons créé des noms représentant des individus en ajoutant des
chiffres & la suite de noms génériques. Jacques_I et Jacques_2 représen-
tent deux personnes portant le méme nom. On dira que ces représenta-
tions sont des instances du nom générique “Jacques”. Un prédicat est la
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Juxtaposition d’un nom de prédicat et d’'un nombre adéquat de termes.
Le prédicat est également appelé forme prédicative (§ 1.2.3).

3.1.3 Exemples

Nous illustrons la syntaxe de la logique des prédicats en montrant la
correspondance entre quelques phrases francaises et leur traduction dans
un formalisme logique.

¢ Frangais : Jacques envoie un livre 4 Marie,

Logique : EnvoiJacques_2, Marie_{, Livre_22).

¢ Francais : Chaque homme se proméne,

Logique : Vz(Homme(z) D Promener(x)).

¢ Francais : Certains hommes se proménent,

Logique : 3a{Homme(xz) A Promener(x)).

(S1 sous comparons ces deux derniers exemples, nous observons que
le remplacement de 'adjectif “chaque” par “certains” dans la phrase
frangaise se traduit non seulement par le remplacement du quantificateur
¥ par 3 mais également par le remplacement du connecteur 3 par A; ceci
illustre le fait que la traduction d’une phrase d’une langue naturelle dans
un langage logique n’est en général pas une opération évidente.}

¢ Frangais : Aucun homme ne se proméne,

Logique : -(3z(Homme(z) A Promener(x))).

3.1.4 Transformation de prédicats unaires en prédicats
binaires

Nous appelons prédicats unaires et prédicats binaires des prédicats ayant
respectivement un argument et deux arguments.

La phrase “Socrate est un homme” est représentable par le prédicat
unaire Homme(Socrate).

La phrase “Jacques aime Marie” est représentable par le prédicat binaire
Aimer(Jacques_2, Marie_{).

Les prédicats binaires jouent un réle particulier en représentation de la
connaissance.

118



3. Représentation de la Connaissance et Raisonnement

Tout prédicat unaire peut tre transformé en un prédicat binaire de la
maniére que voici. Un prédicat unaire est consiitué du nom de prédicat
et de la valeur de son unique argument; il a donc le format suivant :
Nom_predicat{ valeur_argument). La valeur de l'argument est une ins-
tance du nom de prédicat ou une variable. Par exemple Homme( Socrate)
indique que le nom propre “Socrate” est une instance du nom générique
“homme” et Homme(z) indique que z est un homme (non autrement
spécifié); de méme Femme(Marie_{) signifie que “Marie” est une “fem-
me”. Introduisons le prédicat binaire Inst(valeur_1, valeur_2) et donnons-
lui la signification suivante : la valeur du premier argument est un nom
spécifique ou un élément non autrement spécifié appartenant a un type;
la valeur du second argument est un nom générique représentant ce type.
La phrase “Socrate est un homime” pourra étre représentée par le prédicat
binaire Inst( Socrate, homme).

Le prédicat binaire tel qu’il vient d’étre défini est donc équivalent an
prédicat unaire de départ en ce sens qu’ils représentent tous deux la
méme phrase. Nous avons la transformation suivante ;

Prédicat unaire —+ Prédicat binaire,
Nom_generique(nom_specifigue) — Inst{nom_specifique,
nom_generigque).

(Les accents sont omis dans les représentations logiques des mots.) Le
nom de prédicat Inst signifie donc : “est un élément d’un type”; ce
prédicat est parfois représenté par le symbole Est_un.

3.1.5 Exemples

Nous transformons les prédicats unaires des exemples du paragraphe
3.1.3 en des prédicats binaires équivalents; pour le second exemple nous
donnons plusienrs versions binaires équivalentes.

¢ Francais : Chaque homme se promene,
Logique  : Va(Insi(z, homme) > Insi(z, promeneur)).

¢ Frangais : Aucun homme ne se promeéne,
Logique-1 : =(3x(Inst(z, homme) A Insi(z, promeneur))),
Logique-2 : =(3x Jy (Insi(z, homme} A Insi(y, promener)
A Sujet(y, 2))),
Logique-3 : Ya¥y(-Inst(z, homme) V- Insi(y, promener)
V- Sujel(y, z)).

119



Approche logique de Pintelligence artificielle

Le prédicat Suje#(y, 2} signifie : la variable = est le sujet de I'événement y;
dans le cas présent : “homme” est le sujet de I’événement “se promener”.
Les trois représentations logiques sont équivalentes; elles représentent des
énoncés synonymes d’'une méme affirmation :

“T] est faux qu'il existe un homme qui est un promeneur”;

“T] est faux qu’il existe un @ et un y ol = est un homme et y est se
promener et ou « est le sujet de y”;

“Pour tout = et tout y, ou bien x n'est pas un homme, ou bien y ne
représente pas se promener, ou bien @ n’est pas le sujet de y”.

3.1.6 Transformation de prédicats m-aires en produits
de prédicats binaires

La phrase “Jacques envoie un livre & Marie” peut se représenter au moyen
du prédicat ternaire (ou a trois arguments) :

Envoi( Jacques_2, Marie {, Livre_22}.

$i nous définissons de nouveaux prédicats, nous pouvons représenter cette
phrase sous la forme d'un produit {ou conjonction) de prédicats binaires :

Ezpediteur{ Envoi, Jacques 2) A
Destinataire( Envoi, Marie_{} A
Objet( Envot, Livre_22).

Cette formule logique se lit : “Pexpéditeur de 'envoi est Jacques, le
destinataire de I'envoi est Marie et I'objet de 'envoi est un livre”.

L’exemple ci-dessus nous suggere la régle pour transformer un prédicat
m-aire (& m arguments) en un produit équivalent de prédicats binaires.
Tout prédicat m-aire est constitué du nom de prédicat et des m valeurs
des arguments, soit :

Nom_predicat{valeur_{, valeur_2, ... , valeur_m).

Dans cette notation, les relations fonctionnelles sous-entendues par le
prédicat sont représentées par I'ordre des arguments. Par exemple, un
prédicat devant représenter I'envoi d’un objet d’un expéditeur vers un
destinataire pourra avoir le format suivant :

Envoi( expediteur, destinataire, objet).

La fonction “expéditeur de 'envoi” est reprise par le premier argument; la
P P p g ;

fonction “destinataire de 'envoi” est reprise par le deuxiéme argument; la

fonction “objet de 'envoi” est reprise par le troisieme argument. L’ordre

120



3. Représentation de la Connaissance et Raisonnement

choisi initialement pour la correspondance “fonction-argument” est arbi-
traire mais doit étre maintenu intact. L’organisation fonctionnelle d’un
prédicat m-aire peut se représenter comme suit :

Nom_predicat(fonction_1, fonction_2, ... ,fonction_m).

La notation en termes de prédicats binaires utilise une convention diffé-
rente pour indiquer les relations fonctionnelles; chaque fonction devient
le nom d’un prédicat binaire dont le premier argument contient le nom
du prédicat m-aire de départ et le second argument contient la valeur
de l'argument relatif 3 cette fonction. L’organisation fonctionnelle du
prédicat m-aire de départ et les valeurs de ses arguments se représente-
ront au moyen du produit de prédicats binaires :

Fonction_1 (nom_predicet, valeur_1)A

A Fonction_m(nom_predicat, valeur_m).

Nous avons donc la transformation suivante :
Nom_predicat(valeur_1, ... , voleur_m) —
A; Fonction_j{(nom_predicat, valeur_j).

La notation en termes de prédicats binaires contient sous forme explicite
les noms des relations fonctionnelles qui étaient représentées implicite-
ment par I'ordre des arguments dans la notation en termes de prédicats
m-aires. La paire <fonction_j, valeur_j > porte le nom de facetle (slot
en anglais); une facette est composée du nom de la facette {qui nomme la
relation fonctionnelle) et de la c¢lé de la facette (qui représente la valeur
de la relation fonctionnelle, ¢’est-d-dire la valeur du jitme argument du
prédicat m-aire de départ). En anglais, on parlera respectivement de siot,
slot-name et slot-value; le prédicat binaire organisé sous la forme Fone-
tion_j(nom_predicai, valeur_j) porte en anglais le nom de slot-assertion
notation.

3.1.7 Représentation explicite du référent

Lorsque l'on représente des connaissances sous forme logique, il im-
porte d’éliminer les ambiguités que I'on retrouve en général dans toute
représentation non formalisée. C’est la raison pour laquelle nous avons
créé des noms pour chaque individualité apparaissant dans une formule
logique. Les symboles du langage objet tels que Jacques_2, Marie_§ et
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Livre 22 ont été créés afin de rendre non ambigués les références a des
personnes bien déterminées (portant respectivement les noms de Jacques
et de Marie) et & un livre bien déterminé.

Nous pouvons en outre postuler que la phrase “Jacques envoie un livre
4 Marie” mentionne un “événement postal” {ou une “action d’envoyer”)
bien particulier auquel on désire pouvoir faire référence par la suite. Nous
sommes donc amenés & donner a cet événement le nom spécifique Envoi 8
et & indiquer que cet événement fait partie d'un ensemble d’événements
ayant enveis comme nom générique.

La traduction en prédicats binaires de “Jacques envoie un livre & Marie”
deviendra

Ezpediteur( Envoi_8, Jacques_2) A

Destinataire( Envoi 8, Marie_{) A

Objet( Envoi 8, Livre 22) A

Elem(Envoi 8, envois).
Le nom de prédicat Elem signifie : “est un élément d’un ensemble”;
il est la traduction logique du symbole d’appartenance €. Le nom de
prédicat Elem ne doit pas étre confondu avec le nom de prédicat Inst
introduit au paragraphe 3.1.5. L'appartenance & un type n’a pas la méme
signification que 'appartenance & un ensemble : Elem{Envoi_8, envois)
indique que Frvoi_8 fait partie de I’ensemble des “envois postaux”, tandis
que Inst{ Envoi_8, envoi) indique que Envoi_8 appartient au type abstrait
“envoi postal”. Cette distinction est importante; nous y reviendrons par
la suite.

Dans ce paragraphe nous avons illustré Pexplicitation de ’ensemble des
“référents” d'une phrase.

3.1.8 Représentation an moyen de fonctions

Les relations entre la valeur Envoi_8 et les arguments du prédicat ternaire
Envoi (§ 3.1.6) peuvent également s’exprimer en termes de fonctions
définies sur ’ensemble des envois postaux (fonctions & une variable). La
fenction est également appelée forme fonctionnelle (§ 1.2.3). La phrase
“Jacques envoie un livre & Marie” s’exprime en termes de fonctions sous
la forme suivante :

Egel( expediteur( Envoi 8), Juocques_2) A

Egal( destinataire( Envoi 8), Marie ) A

Egal{ objet( Envoi 8), Livre_22) A

Elem( Envoi_8, envois).
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Le prédicat Egal représente la relation d’égalité. Les expressions ci-dessus
utilisent des fonctions définies sur I'ensemble des “envois” et dont les
valeurs représentent des instances ayant trait & Envoi 8.

3.1.9 Exemples

Etudions des phrases ayant la méme forme syntaxique que “Jacques en-
voie un livre & Marie" et comprenant des quantificateurs.

« Frangais : Jacques envoie quelque chose & chacun
{(la méme chose a tous),
Logique : Jy Yz Envoi( Jocques_2, z, y).
« Frangais i Jacques envoie quelque chose i chacun

(mais pas nécessairement la méme chose & tous),
Logique-1 : ¥z 3y Envoi( Jecques_2, r, y),
Logique-2 : ¥z 3y Jenvoi( Expediteur(envoi, Jacques _2)A

Destinataire( envot, z) A Objet(envoi, y)),
Logique-3 : Yz Ay 3z (Ezpediteur(z, Jacques_-2) A

Destinataire(z, £) A Objet(z, y) A Elem(z, em:azs))

Les trois représentations de la phrase “Jacques envoie quelque chose &
chacun” correspondent aux trois représentations de la phrase “Jacques
envoie un livre a Marie” données aux paragraphes 3.1.6 et 3.1.7.

3.1.10 La sémantique de la logique des prédicats

La stratégie permettant de déterminer les valeurs sémantiques des consti-
tuants et des formules de la logique des prédicats est basée sur 'interpré-
tation d’une formule logique telle qu’elle a été définie aux paragraphes
1.1.4 et 1.2.5. Nous attribuons tout d’abord une valeur sémantique a
chaque expression de base. Nous établissons ensuite des regles sémanti-
ques dont l'objet est de permettre de calculer la valeur sémantique de
formules logiques composées lorsque les valeurs sémantiques des com-
posants de ces formules sont connues. En d’autres mots, on attribue
des valeurs sémantiques & des constituants de plus en plus grands de
la formule logique pour finalement attribuer une valeur sémantique a la
formule entiére (§ 1.1.4). C’est ce que 'on appelle le principe de compo-
sitionnalité.

Pour fixer les idées, admettons que I'univers du discours comprenne
uniquement les noms de trois personnes : “Jacques Dupont”, “Marie
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Durand”, “George Boole”, et le nom d’un livre : “The laws of thought”.
A chaque nom spécifique utilisé dans les formules logiques nous pouvons
associer un de ces noms qui en constituera la valeur sémantique, de la
maniére suivante :

Noms spécifiques  Valeurs sémantiques

Jacques 2 Jacques Dupont
Marie_4 Marie Durand
George_§ George Boole
Livre_22 The laws of thought

La colonne de gauche est constituée d’entités linguistiques, c'est-a-dire de
composants lexicaux appartenant & une catégorie syntaxique particuliére
d'un certain langage. La colonne de droite est composée d’entités du
monde réel.

Insistons sur le fait qu'il faut attribuer une valeur sémantique unique a
chaque expression de base; ceci permet de lever les ambiguités lexicales
du monde réel. Par contre certains individus du monde réel peuvent ne
recevoir aucun nom spécifique du langage ou en recevoir plusieurs. En
résumé, ce que nous voulons ¢’est définir une fonction (au sens mathéma-
tique) qui applique les noms du langage objet sur les entités du monde
réel; ces entités sont elles-mémes exprimées dans un langage appelé le
métalangage. Dans le cas qui nous occupe le métalangage est le frangais.

Le concept fondamental de la sémantique est celui de vrai dans le monde
réel. De maniére plus générale, on parlera de vrai dans un modéle; le
modeéle est ici le monde réel (§ 2.2.2-5). L’état du monde réel nous permet
d’attribuer des valeurs sémantiques “vrai” ou “faux” aux prédicats et aux
fonctions.

Nous avons par exemple :

Prédicat Valeur sémantique
Envoi( Jacques_2, Marie_{, Livre_22) vrai
Envoi( Marie_{, Jacques_2, Livre_22) faux
Ecrit( George 5, Livre_22) vrai
Ecrit( Jacques_2, Livre_22) faux

Le principe de compositionnalité assure que la valeur sémantique d’une
expression complexe est toujours une fonction de ses composants syntaxi-
ques et de la fagon dont ils sont combinés. Par conséquent, si les valeurs

124



3. Représeniation de la Connaissance et Raisonnement

sémantiques des formules F et G sont connues, nous pourrons évaluer les
valeurs sémantiques des formules ~F,FAG, FVG FDJD Get F=Gen
utilisant les tables de vérité de la logique propositionnelle (§ 1.1.4).

Nous avons par exemple :

Formule Valeur sémantique
Envoi( Jacques_2, Marie_4, Livre_22) A

~Eerit( Jacques_2, Livre_22) vrai
Envoi( Jacques_2, Marie_§, Livre_22) A

Ecrit{ George 5, Livre_22) vrai

Le probléeme fondamental de la représentation de la connaissance est la
traduction d’énoncés informels ou de descriptions du métalangage en des
phrases du langage objet. Les exemples que nous avons traités montrent
que le choix des prédicats, du nomnbre de leurs arguments, des constantes
et des variables est largement laissé & la discrétion de 'analyste. Le calcul
des prédicats ne donne aucune information quant 4 la justification de ces
choix.

3.1.11 Logique modale des prédicats

Dans le langage courant on parle fréquemment de possibilités, d’événe-
ments hypothétiques, de buts & atteindre, de prévisions pour le futur.
La plupart des phrases du langage peuvent étre tantdt vraies et tantdt
fausses selon les circonstances, le moment considéré, le point de vue de
chacun. Dans les langues naturelles, les modes “possible”, “nécessaire”
et “permis” s’expriment au moyen de verbes auxiliaires tels devoir et
pouvoir. Le temps s’exprime par l'intermédiaire des divers modes de
la conjugaison tels I'imparfait, le futur, le passé simple et le plus-que-
parfait,

La possibilité et la nécessité sont appelées des modes aléthiques on modes
du possible. De méme que les quantificateurs “pour tout” et “il existe”
ont été incorporés dans la syntaxe de la logique du premier ordre, on
peut construire un langage formel en utilisant la paire de concepts “il est
possible” /“il est nécessaire” comme des quantificateurs agissant sur des
formules. Un systéme logique faisant usage des opérateurs “il est possible
que” et “il est nécessaire que” porte le nom de logique du possible ou
logique aléthique.

Pour “nécessairement” nous utiliserons le symbole O; on lira la formule
DF : “il est nécessaire que F* ou “nécessairement F”. Pour l'opérateur
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dual de O nous utiliserons le symbole ©; la formule OF se lira @ “il
est possible que F” ou “éventuellement F”. On prendra un seul de ces
opérateurs comme opérateur de base; l'autre se définira au moyen de
I'opérateur de base et de la négation (I'équivalence OF = ~O-F peut
2tre établie en utilisant des arguments semblables 4 ceux dont on se sert
pour prouver I’équivalence Yo F' = ~Jz—F).

Le langage ordinaire utilise d’autres formes modales qu'il importe de
transposer en logique. La logique déoniigque introduit les modes de “per-
mission” / “obligation” qui rendent les modalités de langage “il se peut
que” /il faut que”. La logique épistémique on logique des croyances traite
des modes de “connaissance” et de “croyance” tandis que la logique tem-
porelle introduit les modes “parfois” et “toujours” (dans le “futur” et
dans le “passé”) ainsi que leurs négations “souvent” et “jamais”.

Etant donné les similitudes formelles entre ces systémes logiques, leur
étude est souvent globalisée ou a tout le moins regroupée. On utilise
souvent la terminologie logique moduale pour désigner 'ensemble de ces
logiques. Parmi celles-ci, ¢’est la logique du possible qui a été le plus
anciennement étudiée; le terme “logique modale” est souvent utilisé dans
un sens plus restreint pour signifier la logique du possible.

Notons que le nom de logique modale provient du fait que les systémes
logiques modaux font intervenir des opérateurs portant sur les formules
logiques pour en modifier 'interprétation. Par exemple, dans des as-
sertions du type : “Il est possible que F, “Paul pense que F”, “Il est
souvent vrai que F”, “I! sera probablement vrai dans le futur que #”,
les expressions qui précédent la formule logique F sont des opérateurs
modaux. Ces opérateurs peuvent porter sur n'importe quelle formule
logique F. La valeur de vérité de ces formules modales ne dépend alors
pas uniquement de la valeur de vérité de la formule F qu’elles contien-
nent; la valeur de vérité dépendra en outre de I'instant o la formule est
énoncée (logiques temporelles), de la personne qui pense que F ou qui
croit que F (logiques de croyance) ou du caractére nécessaire, possible
ou aléatoire d'un fait (logiques du possible).

3.1.12 Opérateurs modaux

Il existe une similitude entre les définitions de chacune des paires d'opé-
rateurs (telles que “possible” /“certain”, “parfois” /“toujours”, etc.} et la
définition de la paire de quantificateurs existentiel/universel en logique
du premier ordre. Ceci nous suggére la définition générale suivante pour
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les opérateurs modaux.

Un opérateur modal universel A est :

¢ soit le nom d'un opérateur modal,

¢ soit une expression formée du nem d’un opérateur modal suivi d'une
liste (11,---,tn) de termes t; (1 =1,---,n).

Un opérateur modal existentiel V est défini en termes de négation d’un
opérateur modal universel :

VF =4 "A-F. (3.1)

3.1.13 Exemples d’opérateurs modaux

¢ Opérateurs aléthiques :

- O : nécessairement;
DA est vrai si A est nécessairement vrai, (a)
ou si A est vrai et de maniére absolue, (b)
ou si A est vrai dans tous les mondes possibles. (c)

- & : éventuellement;
OA est vrai s’il est possible que A soit vrai, (a)
ou 8i A est vrai sous condition, (b)
ou si A est vrai dans un monde possible. ()

(Les interprétations (a), (b) et (c) pour O et O se correspondent :
chacune des paires (a), (b) et {¢) regroupe des interprétations
duales.)

& Opérateurs temporels :

- G : toujours (dans le futur);

G A est vrai si A restera vrai dans tous les temps futurs.
- H : toujours (dans le passé);

H A est vrai si 4 a toujours été vrai dans le passé,
- F': parfois (dans le futur);

F A est vrai si A sera vrai dans un certain temps futur.
- P . parfois (dans le passé);

P A est vrai si A a été vrai dans un certain temps passé.
- U7 2 jusqu’a ce que;
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U(A, B) est vrai si A est vrai (& partir de maintenant) jusqu’a un
certain temps futur ot B deviendra vrai. (G, F et H, P sont des
opérateurs duals, dans le sens de FA = ~G-A et PA = ~H-A.
Certaines logiques temporelles ne considérent que le futur; dans
ce cas on utilise souvent les notations O et < pour représenter
respectivement les opérateurs G et F.)

e Opérateurs épistémiques :
- croit(a);
croit(a) A est vrai si 'individu a croit la formule A.

Il est évident que les formules modales sont innombrables; les philoso-
phes en ont proposé et utilisé une grande quantité. Toutes ces formules
modales peuvent étre représentées au moyen d’opérateurs modaux.

3.1.14 La syntaxe de la logique modale des prédicats

Solent My, Ma,---, M, des opérateurs modaux; les lois de formation des
formules modales sont les suivantes :

o Toutes les régles de formation de la logique des prédicats (du pre-
mier ordre) sont aussi des régles de formation de la logique modale
des prédicats,

¢ Si F est une formule et M; un opérateur modal, alors M;F est une
formule.

A nouveau, le probleme principal de la représentation de la connaissance
est la traduction de phrases ou de descriptions 4 propos du domaine
d’expertise en formules de la logique modale des prédicats. La valeur
sémantique de ces formules modales doit correspondre 4 des vérités dans
le domaine d’expertise.

3.1.15 Exemples

e Francais : Il est possible que Jacques envoie le livre & Marie,
Logique : O Envoi(Jacques.2, Marie 4, Livre_22).
¢ Frangais : Il n’était pas possible pour Jacques d’envoyer quelque
chose a chacun,
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Logique

¢ Francais
Logique
e Francais
Logique

¢ Francais

Logique

e Frangais
Logique
+ Francais

Logique

1 P(~(O(VYedydz Erpediteur(z, Jacques 2) A

Destinataire(z, ) A

Objet(z, y) A

Elem(z, envois)))).
(On peut donner une lecture littérale de cette formule :
dans le passé (P), il n’est pas () possible {<) pour
Jacques d’envoyer quelque chose a chacun.)

: Si Jacques croit une proposition donnée, alors il croit qu'il

la croit {axiome d’introspection positive),

: crott( Jacques_2)p D croit( Jacques_2)( croit( Jacques_2)p).
: Si Jacques ne croit pas une proposition donnée, alors

il croit qu'il ne la croit pas {axiome d’introspection
négative),

: = croit{ Jacques_2)p O croit( Jacques_2)

(- croit{Jacques_2)p).

: 8i le fait que Jacques croit une proposition donnée im-

plique que celle-ci est vraie, alors Jacques connait cette
proposition,

: (croit(Jacques_2)p D p) D connait{ Jacques 2)p.

(Dans bien des cas on désire que les croyances des per-
sonnes soient vraies. Ceci conduit au concept de connais-
sance plutét qu’a celui de croyance.}

: Jacques croit qu’il a envoyé un livre (non autrement

spécifié) & Marie,

2 croil Jacques 2)( P x| Envot (Jacques_2, Marie_{, 1)

A Elem(z, livres))).

: Jacques croit qu’il a envoyé un livre (bien déterminé) &

Marie,

: a [croit{ Jacques_2)( P Envoi( Jacques_2, Marie_{, )]

A Elem(z, livres)).

(Cette derniére expression indique qu’il y a une for
mule du type [PEnvoi(Jacques.2, Marie_f, t)AElem x,
livres)] dans le systéme de croyance de Jacques, mais que
I'expression exacte dépend de I'objet spécifique auquel la
variable @ se réfere; 'avant-derniere expression indique
que la formule (P 3z Bnvoi A Elem) est contenue dans le
systéme de croyance de Jacques.)
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3.1.16 Une sémantique ternaire pour la logique modale
des prédicats

On pourrait définir une sémantique pour la logique modale des prédicats
de la méme maniére que l'on avait défini, au paragraphe 1.2.5, une
sémantique pour la logique classique des prédicats. Afin de simplifier
I'exposé, nous allons temporairement ignorer les langages plus complexes
basés sur la logique modale; nous illustrerons la sémantique modale en in-
troduisant une approximation par la logique ternaire de certaines formes
de logiques du possible. La logique binaire & deux valeurs {F ou 0, V
ou 1} est la plus élémentaire qui soit. Le vrai et le faux sont deux en-
sembles de propositions et les principes de la logique affirment que toute
proposition fait partie de 'un au moins de ces ensembles {principe du
tiers exclu) et que nulle proposition ne fait partie des deux ensembles a
la fois (principe de contradiction).

Quels changements doit-on apporter & cette théorie si on introduit les
modalités du “possible” et du “nécessaire”? On doit considérer plusieurs
classes de propositions [Moisil 72]. Appelons N la classe des propositions
“nécessaires”, P celle des propositions “possibles”, I celle des propo-
sitions “impossibles” ou “absurdes”, ' celle des propositions “contin-
gentes” ou “éventuellement fausses”. Aucune proposition n’appartient
en méme temps & N et C, ni a I et P; c'est un principe de contradiction.
La classe N est incluse dans la classe P, et la classe T dans la classe C,
Ceci s’énonce sous la forme d’un principe de I'implication du possible par
le nécessaire et du contingent par I'absurde :

toute proposition nécessaire est possible,
toute proposition absurde n’est pas nécessaire.

Il y a des propositions qui sont possibles et contingentes. Ce sont les
propositions “problématiques”; appelons U 'ensemble de celles-ci. On
voit maintenant apparaitre un principe du quart exclu :

toute proposilion appariient soil 4 la classe N,

soit ¢ lo classe U, soit ¢ la classe I

Voyons comment cette théorie de la modalité peut se traduire sous forme
algébrique.

A chacune des classes N, U, I correspond une interprétation : le “nécessai-
re”, le “problématique”, I’“absurde”. Considérons trois symboles 2,1,0
qui sont des valeurs logiques désignant ces interprétations; a chaque
proposition on peut faire correspondre sa valeur logique. Cette logique
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FAG FVG F>G F=@G
Fl-F F\Glo12 012 012 01 2
0 2 0 000 012 222 210
1 1 1 011 112 122 121
2 | o 2 012 222 012 01 2

Figure 3.1 : Tables ternaires (Connecteurs de Lukasiewicz)

F| <>F| oF
0| o 0
1| 2 0
2| 2 2

Figure 3.2 : Table ternaire des opérateurs modaux

a trois valeurs est due & Lukasiewicz [Lukasiewicz 67).

Dans la logique de Lukasiewicz chaque proposition possede une des va-
leurs 0, 1 ou 2 (interprétée comme la valeur sémantique de la proposition).
La valeur sémantique des formules modales peut se déduire des tables
données aux figures 3.1 et 3.2.

Les tables des figures 3.1 et 3.2 définissent la sémantique pour une ap-
proximation de la logique modale du possible au moyen de la logique
ternaire; une autre définition de cette sémantique est proposée au para-
graphe suivant.

3.1.17 Une sémantique des mondes possibles

On peut diviser Pensemble des événements vrais en “éventuellement
vrais” (ceux qui sont vrais mais qui auraient pu étre faux si le monde
avait évolué autrement; les événements historiques sont des exemples
d’événements éventuellement vrais) et “nécessairement vrais” (ceux que
'on ne peut nier sans remettre en question la signification normale des
mots du langage ou des vérités mathématiques ou logiques). De la méme
maniére, les événements faux sont divisés en “éventuellement faux” et
“nécessairement faux”. On supposera qu’une “vérité nécessaire” (dans
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le monde actuel) est associée & un événement qui est non seulement vérifié
dans le monde actuel mais également dans tous les mondes possibles. De
méme, une “vérité possible” sera associée & un événement qui est vérifié
dans le monde actuel mais ne I'est pas dans tous les mondes possibles. Un
événement “nécessairement faux” ne sera vérifié dans aucun des mondes
possibles tandis qu'un événement “éventuellement faux” sera faux dans

le monde actuel mais ne le sera pas dans tous les mondes possibles.

Nous pouvons visualiser cette division au moyen du diagramme de la
figure 3.3.

expression vraie expression fausse

” Py .

non contingente contingente non contingente

3 I 2 | 1 | 0 |

L - "

éventuellement vraie nécessairement fausse
(= pas nécessairement fausse)

nécessairement vraie éventuellement fausse
(= pas nécessairement vraie)

Figure 3.3 : Sémantique des mondes possibles

Aux interprétations nécessairement vrai, vrai ef contingen?t, favz el con-
tingent, nécessairement fauz on peut associer respectivement les valeurs
logiques 3,2,1,0. La logique modale associée aux opérateurs nécessaire-
ment el éventuellernent a ainsi été immergée dans une logique & quatre
valeurs [Rescher 69|, [Davio et al. 78].

Supposons que la sémantique des mondes possibles se réduise 4 une
sémantique & deux possibilités : le monde actuel X et le monde possible
Y. A toute proposition nous allons attribuer une des valeurs logiques 0,
1, 2 ou 3 selon qu’elle est :

o fausse dans X et dans Y (donc nécessairement fausse),

» fausse dans X et vraie dans ¥ (donc actuellement fausse mais pas
nécessairement fausse),
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e vraie dans X et fausse dans ¥ {donc actuellement vraie mais pas
nécessairement vraie},
¢ vraie dans X et dans Y (donc nécessairement vraie).
Cette interpréfation des valeurs logiques conduit aux tables de la figu-

re 3.4 pour la'négation, la conjonction et les opérateurs D et O qui
fournissent une sémantique pour une logique quaternaire.

FAG

F | =F F\G |01 23 | OF | OF
0 3 0 0000 0 0
1 2 1 0101 0 3
2 1 2 00 2 2 0 3
3 0 3 0123 3 3
() (6) () (4)

Figure 3.4 : Opérations logiques quaternaires et opérateurs modaux

Il est intéressant de noter que le systéme de la figure 3.4, restreint aux
opérateurs de négation et de conjonction, n’est autre que le produit direct
de deux copies du systéme binaire {0,1}. On vérifie ce fait en attribuant
aux valeurs logiques 0,1,2,3 le codage binaire suivant :

0=(0,0), 1=(0,1), 2=(1,0), 3=(1,1).

3.1.18 Le calcul lambda

Nous allons enrichir le calcul {modal) des prédicats en ajoutant un nouvel
opérateur pouvant agir sur les variables de la logique; il s’agit de U'opére-
teur lombda (ou plus simplement opérateur X). Le lecteur est sans doute
familiarisé avec la fagon dont les ensembles peuvent étre définis; nous
avons par exemple :

{# | = est un enseignant d’université },
{# | —1 <z <1, & est un nombre réel }.

Cette notation fait intervenir une phrase permettant une définition non
ambigué de I'ensemble (§ 1.2.4); la variable sur laquelle porte la définition
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de ’ensemble doit également étre explicitement indiquée. Nous pouvons
chercher 4 remplacer la phrase informelle définissant ’ensemble par une
phrase d’un langage formel tel le langage logique. Ceci nous conduit a la
notation du ealeul-A, ot un ensemble est noté de la fagon suivante :

Az [formule logique comprenant la variable z].

Considérons par exemple la phrase frangaise : “quelqu’un envoie quelque
chose & Marie” et sa traduction dans le langage de la logique des prédi-
cats : Envoi(z, Marie {, y).

L’expression (appelée expression-A ou gbstraction-\)

Ay[Envoi( Jacques_2, Marie_{,y)] (3.2}

définit la fonction caractéristique de l'ensemble des objets que Jacques
envoie & Marie, tandis que ’expression

Az[Envoi(z, Marie_{, Livre _22)] (3.3)

I} . ! + . . . s . l
définit la fonction caractéristique de 'ensemble des individus qui envoient
le livre considéré & Marie. De méme l'expression

Az, y| Envoi(x, Marie {, y)] (3.4)

définit la fonction caractéristique de I'ensemble des couples (expéditeur,
objet envoyé) ayant Marie comme destinataire.

5i F est une formule, alors Az F indiquera un ensemble décrit au moyen
de F et dont les éléments (qui sont des instances de x)} rendent F vraie.
Les expressions (3.2) et (3.3) peuvent également &tre interprétées comme
des prédicats unaires ayant ¢ et  comme arguments respectifs. L'opéra-
teur A, comme les quantificateurs universel et existentiel, sert & lier des
occurrences d’une variable.

Donnons une définition plus formalisée d'une expression-A,

Une ezpression-XA n-aire Azq,---, 2, F est formée d’une formule logique
F, appelée le corps de Uexpression, ef d'un ensemble de n variables
Ty, 0,2y de F ogui sont les paramétres formels de Uexpression. La liste

134



3. Représentation de la Connaissance et Raisonnement

des paramélres qui suit A sert & distinguer les paraméires formels des
gutres arguments {ou concepts) de F.

Le corps d'une expression-A est une formule de la logique des prédicats.
Une fois les n parameétres formels identifiés, 'expression-A devient un
prédicat m-aire prenant la valeur “vrai” ou “faux” lors de lattribution
de valeurs spécifiques (instances) aux paramétres formels.

La syntaxe et la sémantique d’une expression-A découle de sa définition.

Syntaxe 5i F est une formule logique et si & est une variable,
alors Az F est une ecpression-A.

Sémantique Les valeurs de Uezpression-A Azy, -, e F sont les
valeurs du prédicat n-aire obtenu en aftribuant des
instances aur paremélres formels.

L’expression (3.4) devient un prédicat binaire que 'on peut par exemple
noter Lambda_envoi(x, y); ce prédicat prendra la valeur “vrai” ou “faux”
lors de l'attribution d’instances spécifiques aux variables = et y. Dans
certaings systémes de banques de données on utilise une expression-A pour
poser une question.

L’expression (3.4) correspondrait & la question {ou demande) :

“Citez les objets qui ont été envoyés a Marie ainsi que les expéditeurs
correspondants”.

3.1.19 Raisonner a partir de formules logiques

Le calcul des prédicats comporte des lois d’inférence que 'on peut appli-
quer aux formules logiques pour produire de nouvelles formules logiques.
Le “Modus Ponens” et la “généralisation” (§ 2.1.3, 2.1.8) sont deux lois
d’inférence particuliérement importantes.

Les lois d’inférence produisent un ensemble de formules & partir de for-
mules primitives. Dans le calcul des prédicats, les formules déduites sont
appelées “théorémes” et la séquence des régles d’inférence qui ont été ap-
pliquées pour obtenir ces formules est appelée la “preuve du théoréme”.

On peut considérer de nombreuses applications du calcul des prédicats
en intelligence artificielle comme des méthodes de preuve de théoréme.

Les preuves de théoréme utilisent en général des procédures par réfuta-
tion. On ajoute un ensemble d’hypothéses { H;}, propres au théoréme a
démontrer, & 'ensemble d’axiomes {4;} propres au domaine d’expertise.
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On tente ensuite d’obtenir une preuve par réfutation (ou par contra-
diction) en ajoutant la conclusion niée {-~C} du théoréme au systéme
{H;, Ai} et en essayant de prouver la formule

/\Hj/\/\A,‘/\ﬂCD F.
i .

Cette formule est logiquement équivalente a

/\Aia(Angc).

7

Les procédures qui cherchent & prouver une formule de ce type sont ap-
pelées “preuves par réfutation”. Les procédures par réfutation peuvent
éliminer les directions de recherche qui semblent les moins prometteuses.
Pour de nombreuses applications, les systémes de preuve de théoréme
contiennent des formules de la logique des prédicats comprenant des vari-
ables quantifiées existentiellement; la preuve comporte alors Pobtention
d’instances pour ces variables.

Nous désirerions par exemple savoir si une formule 3zC(x) peut étre
logiquement déduite des hypotheses et des axiomes et, dans ce cas, nous
voudrions connaitre une instance de = au terme de la déduction. La
démarche de preuve de 3xC(x) a partir de { H;, A;} doit étre constructive;
nous illustrons une telle preuve au moyen de 'exemple ci-dessous.

3.1.20 Exemple

Il n’y a pas d’axiomes; les hypotheses sont

& H; : les douaniers refoulent toute personne entrée dans le pays et non
munie d’un passeport;

¢ Hy : des personnes motorisées sont entrées dans le pays et ont été
refoulées uniquement par d’autres personnes motorisées;

¢ Hj : aucune personne motorisée n'était porteuse d'un passeport.
La thése (ou conclusion) est
e C': certains douaniers étaient motorisés.

Considérons les cing prédicats suivants.

E(z) signifie : z est entré dans le pays;
P(x)  signifie : = est muni d’un passeport;
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R(z,y) signifie : y refoule ;
M(x) signifie : x est motorisé;
D(z) signifie : « est un douanier.

Nous pouvons traduire les hypothéses H; et la thése C en termes de la
logique des prédjcats :

Hy : Ye ((E(2) A~P(2) > Iy (R(z,y) A D(y))),
Hy : 32 ((M(2) A B(=)) A ¥y (B(z,3) > M(y))),
Hjy : Ye(M(2) D -P(z)),
C : Az (M(z) A D(z)).
Ecrivons les hypothéses et la thése niée sous forme de Skolem (§ 1.2.7,
1.2.8) et éliminons les implications :

Hy : =E(z} v P(z) v (R(z, f(2)) A D(f(=))),

H, : M(a)A E(a) A(-R(a,y) Vv M(y)),

H; : =Pz} v ~M(z),

=C : ~M{x) v D(z).
Nous pouvons utiliser la régle de résolution non clausale comme loi
d’inférence pour prouver le théoréeme (§ 1.1.15, 1.2.14). Voici une des

séquences d’opérations qui constituent une preuve du théoréme (la nota-
tion est celle utilisée aux paragraphes 1.1.15 et 1.2.14) :

By : P(a)V(R(a), f(a)) A D(f(a))) La((e,a)}(Hz2, H)

B; : ~Pf(a) Lar{(z,a)} ( Ha, Ha)
B; : Rfa, f(a}) A D(f(a)) Lp(B1, Bs)

By M{a)} A E(e) A M(f(2)) L r{(s,f(ap)}{Bs, Hz}
Bs : ~D(f(a}) L (e, 5(a))} (Ba, ~C)
Bs: F 1p(Bs, Bs)

3.1.21 Raisonner & propos de la connaissance

Dans la plupart des systémes rencontrés en intelligence artificielle, les
connaissances portant sur le domaine d’expertise sont séparées en deux
catégories : les “faits” et les “régles” (§ 1.1.16).

Les faits sont des données (représentées par des prédicats) relatives au
domaine d’expertise.

Par exemple, un ensemble de données concernant le personnel d’une uni-
versité constitue un ensemble de faits :
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o Fait(1) :
Francais : Jacques est professeur au département d’informatique,
Logique :.ProflInfo, Jacques_2).

¢ Fait(2) :
Frangais : Marie est étudiante au département de mathématiques,
Logique : Etud(Math, Marie_{).

Les régles sont des données représentées par une implication (ou par une
forme logique équivalente). Ces régles représentent des connaissances
génériques relatives au domaine d’expertise.

e Regle(1) :
Frangais : Si y est professeur au département 2 et si w est étudiant
au département z avec & # 2z, alors y peut servir
d’examinateur externe pour w,

Logique : Profiz,y)A Etud(z,w) A~ Egal(z, 2) O Ezem(y, w).

La tache d’un démonstrateur de théoréme est de prouver qu'une formule
(le “but” ou la “conclusion”) représentant une interrogation peut étre
déduite des faits et régles.

e But(1) :
Frangais : Jacques peut-il servir d’examinateur externe pour
Marie 7

Logique : Ezam(Jacques.2, Marie §).

Nous pouvons utiliser diverses techniques pour élaborer des stratégies de
preuve de théoréme.

3.1.22 Systémes de déduction directe

Dans les systémes de déduction directe, on applique des lois de déduction
aux faits et régles afin de produire de nouvelles connaissances. L’algori-
thme se termine dés l'obtention d'une connaissance équivalente au but
(ou I'impliquant directement).

Illustrons un systéme de déduction directe en continuant 'exemple du
paragraphe 3.1.21.

Nous désirons prouver le théoréme

(Fait(1) A Fait(2) A Régle(1)) D But(1).
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e Etape (1) :
Transformons le Fait(1) et la Régle(1) en termes de clauses afin de pou-
voir utiliser le principe de résolution (§ 1.1.12, 1.2.14); nous déduisons

la nouvelle régle, notée Régle(2), par résolution (on utilise la notation
Fait(1)_Reégle(1) ) .

Regle(2
Fait(1) : Regle(1) :
Prof(Info, Jacques_2) = Prof(z,y) V - Etud(z,w)V Egal(z,z)

v Fram(y, w)

Regle(2) : - Etud(z,w) V Egal{Info, ) V Ezam{Jacques_2, w)

+ Etape(2) :
A partir du Fait(2) et de la Régle(2) nous déduisons un nouveau fait,
noté (3), par résolution :
Fait(2) : Regle (2} :
Etud(Math, Marie_§) - Btud(z, w) V Egal(Infe, )
vV Exam(Jacques.2, w)

Fait(3) : Brem(Jacques_2, Morie_§)vEgal (Info, Math) = F

(La relation Egal(Info, Math)=F doit étre explicitement indiquée dans
la banque de données.)

¢ Etape(3) :
Le Fait(3) correspond au But(1) qui est donc vérifié ; on peut, de
maniere équivalente, déduire la conclusion F du Fait(3) et de la
négation du But(1}, soit :

Fait(3) : - But(1) :
Ezam({Jacques_2, Marie_{) - Exam{Jacques_2, Marie_{)

F

On peut interpréter un systéme de déduction directe comme une appli-
cation contrdlée du théoréme de déduction directe qui s’énonce (§ 1.1.9) :
Etant donné des expressions logiques Fy, -+, Fy, et une expression logique
G, on dira que G est une conséquence logique de Fy,---, F, si el seule-
ment si l'ezrpression logique (Fy A -+ A Fy A ~G) est toujours fausse (ou
inconsistante).
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Les lois de déduction et la stratégie utilisées dans les systémes de déduec-
tion directe sont représentables graphiquement au moyen des arbres
ET/OU [Nilsson 80}. Ces arbres seront introduits au paragraphe 5.1.10
dans le cadre de la description de la stratégie utilisée par le langage de
programmation logique Prolog.

3.1.23 Systémes de déduction inverse

Dans les systemes de déduction inverse, on applique les lois de déduction
au but et aux régles afin de construire de nouveaux buts partiels. L’algo-
rithme se termine lorsque tous les buts partiels correspondent a des faits.

Du point de vue logique, on peut interpréter un systéme de déduction in-
verse comme une application contrdlée du théoréme de déduction inverse
qui s’énonce (§ 1.1.9) :

Etant donné des expressions logiques Fy, -+, F, et une expression logique
G, on dire que G est une conséquence logique de Fy,---, F, si et seule-
ment si Uezpression logique (~FLV -+ V ~F, V G) est toujours vraie {ou

valide).

Dans les systéemes de déduction inverse, on transforme les régles et buts
en termes de cubes afin de pouvoir utiliser la régle de consensus (§ 1.2.14).

¢ Etape(l):
A partir du But(1) et de la Reégle(1) niée, nous déduisons un nouveau
but, noté But(2), par consensus :

But{1) : - Regle(1) :
Eram(Jacques_2, Marie_{) Proflz, y)A Etud(z, w)A
- Egal(z, 2) A - Ezam(y, w)

But(2} : Prof(z, Jacques_2) A Etud(z, Marie_{} A~ Egal(z, 2)

Etape(2) :
A partir du But(2) et de la négation du Fait{1) nous déduisons But(3)
par COnsensus :

But(2) : - Fait(1) :
Prof(z, Jacques_2) A = Prof{Info, Jacques_2)
Etud(z, Marie_{) A Egal(z, y)

But(3) : Etud(z, Marie_{} A~ Egal(Info, 2)
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s Etape(3) :
A partir du But(3) et de la négation du Fait(2) nous prouvons le
théoréme :

But(3) - Fait(2)

Etud(z, Marie_{} A— Egal(Info, z) - Etud(Math, Marie_{)

= Egal(Info, Math) = V
3.2 Représentation réseau

3.2.1 Introduction

Dans la section 3.1 nous avons exposé 'usage du calcul des prédicats pour
la représentation de la connaissance. Le calcul des prédicats peut étre
combiné avec des mécanismes de déduction relativement efficaces telles
les lois de résolution (§ 1.1.12, 1.2.14). Les formalismes de représentation
de la connaissance inspirés de la logique intégrent donc le probléme du
raisonnement de maniére fort élégante.

Le désavantage du formalisme logique est qu’il est non structuré : il faut
par exemple parcourir 'ensemble des formules logiques d'une banque de
données pour rassembler toutes les informations relatives a un objet (une
instance). Les représentations graphiques que nous allons exposer glo-
balisent et structurent 'information. Un graphe rassemblera autour d'un
seul nceud toute 'information relative & un objet. Les représentations
graphiques tels les graphes conceptuels et les réseaur sémantiques permet-
tent de visualiser un modéle du monde dans lequel se situe le probléme
a résoudre. Ce type de représentation s'intéresse plus a la description du
monde des problémes qu’aux régles portant sur ce monde lui-méme.

Un graphe conceptuel représente une formule logique; les noms et argu-
ments des prédicats y sont représentés respectivement par deux types de
neeuds. Les arétes du graphe relient les noms des prédicats a leurs argu-
ments. Ces graphes conceptuels se rapprochent des modéles développés
par les spécialistes des banques de données.

Un des problémes rencontrés lors de I'établissement d’une banque de don-
nées est de rendre compte de la structure du domaine d’expertise. Que
I'on songe par exemple & la description des structures existant au sein
d’une entreprise. Les divers départements, sections, bureaux et les indi-
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vidus qui les occupent forment une structure hiérarchisée. Cette struc-
ture pourra étre représentée par un ensemble de graphes conceptuels.

Les réseauz sémantiques représentent des structures plus complexes. Un
réseau sémantique est formé d’un ensemble de graphes conceptuels (cha-
cun représentant une formule logique); le réseau permet de visualiser
I’ensemble des relations existant entre les graphes conceptuels qui le
composent. Le réseau décrit également I'univers dans lequel les graphes
conceptuels sont immergés (qui est le domaine d’expertise global).

Les graphes conceptuels et les réseaux sémantiques constituent une ver-
sion graphique du calcul des prédicats.

3.2.2 Graphes conceptuels

La logique des prédicats est un langage qui peut étre interprété en termes
du domaine du discours (ou domaine d’expertise) : les formules logiques
représentent des phrases du métalangage.

Les arguments (des prédicats et des fonctions de la logique) serviront
essentiellement & représenter des attributs, des événements et des états;
les noms de prédicat indiqueront la fagon dont ces concepts sont agencés.
Ces noms représenteront surtout des régles d’assemblage, des regles de
grammaire et des procédures.

Les graphes conceptuels utilisent des rectangles pour représenter les ar-
guments et des cercles pour représenter les noms de prédicat. On con-
nectera, au moyen d'un arc, un cercle & un rectangle s'ils représentent
respectivement un nom et un argument d’un méme prédicat.

Les prédicats peuvent avoir un nombre quelconque d’arguments; les cer-
cles peuvent donc avoir un nombre quelconque d’arcs entrants ou sor-
tants. La plupart des prédicats utilisés en représentation des connais-
sances possédent deux arguments (prédicats binaires); les cercles seront
alors connectés aux rectangles au moyen de deux arcs : un arc sortant
et un arc entrant. Nous illustrons ces concepts au moyen d’un exemple.

3.2.3 Exemple et terminologie

Nous continuons I'exemple du paragraphe 3.1.6. La figure 3.5 représente
un graphe conceptuel associé a la représentation logique Envoi( Jacques 2,
Marie_{, Livre_22) qui elle-méme formalise la phrase “Jacques envoie un
livre & Marie”.
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Jacques _2 (1)

3
) Livre_22

(2)

Marie_§

Figure 3.5 : Graphe conceptuel

La figure 3.6 montre un graphe conceptuel associé a la représentation
logique en termes de prédicats binaires de la méme phrase :

Ezpediteur(Envoi_8, Jacques _2)A

Destinataire( Envoi_8, Marie _{ }A (3.5)
Objet( Envoi 8, Livre _22)A ’
Elem(Envoi_8, enveis).

Jacques_2

Marie_§

Envoi 8

Livre_22

envots

Figure 3.6 : Graphe conceptuel associé & des prédicats binaires

Les représentations graphiques des prédicats binaires omettent parfois

les cercles; les noms de prédicat sont alors simplement indiqués sur les
arcs,
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Nous avons proposé au paragraphe 3.1.6 une régle générale pour trans-
former un prédicat m-aire (m > 2), de la forme

Nom _predicat{valeur_1, valeur 2, - - -, valeur _m},

en un produit de m prédicats binaires, de la forme

/\ Fonction_j(nom_predicat, valeur_j}.
j

Associons & tout prédicat binaire un graphe conceptuel ayant la forme
décrite a la figure 3.7. Les fleches des prédicats sont dirigées du premier
argument du prédicat (nom_predicat) vers le nom du prédicat (Fone-
tion_j) et du nom du prédicat vers le second argument (valeur_j). Dans
la notation dite “slot-assertion” (§ 3.1.6) le nom du prédicat correspond
au “nom de la facette” tandis que la valeur correspond & la “valeur de
la facette”. Dans les graphes conceptuels la “valeur de la facette” corre-
spond en général & un concept.

OBJET ATTRIBUT VALEUR
valeur_j
nom_predicat Fonetion_j ou
ou ou valeur facette
concept_1 nom._facette ou
concept_2

Figure 3.7 : Forme des graphes conceptuels

La représentation graphique des prédicats m-aires utilise la convention
suivante. L'arc associé an miéme argument est dirigé vers le rectangle
représentant cet argument; tous les autres arcs sont dirigés des rectangles
vers le cercle représentant le nom du prédicat. Ces arcs sont marqués de 1
a m afin de rendre explicite I'association entre arc et argument (fig. 3.5}

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons exclusivement a la représenta-
tion des prédicats binaires. Ajoutons quelques détails & propos d’une ter-
minologie couramment utilisée pour les graphes conceptuels représentant
des prédicats binaires,
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Le nom du prédicat binaire représente généralement une fonction; le
nceud du graphe conceptuel indiquant ce nom s'appellera noeud relation-
nel parce qu'il relie deux concepts représentés par les deux arguments du
prédicat binaire. La fonction représentée par ce nceud relationnel portera
pour la méme raison le nom de relation concepluelle.

Les appellations “nom de prédicat binaire” et “argument” qui représen-
tent respectivermnent des fonctions et des concepts seront souvent rem-
placées par les appellations “nceud relationnel” et “nceud-concept”, lors-
que l'on utilise une représentation graphique.

3.2.4 Réseaux sémantiques

Nous avons indiqué au paragraphe 3.2.1 que chaque graphe conceptuel
représentait une seule formule logique.

Un réseaw sémantzque est bien plus complexe; il représente non seulement
une collection {ou produit) de formules mais il décrit également leurs
connexions mutuelles et les immerge dans leur contexte qui est le domaine
du discours.

Les réseaux sémantiques s’obtiennent & partir de graphes conceptuels et
de régles de connexion que 'on introduira par V'intermédiaire d’exemples.

3.2.5 Regles de disjonction et de simplification

Nous désirons représenter la collection des trois phrases suivantes :
Phrase 1: Jacques écrit un livre,

Phrase 2 : Jacques envoie ce livre & Marie,

Phrase 3 : Marie lit le livre (que Jacques lui a envoyé).

Chacune de ces phrases peut étre représentée soit par une formule du
calcul des prédicats, soit par un graphe conceptuel. Une premiére étape
dans la construction d’un réseau sémantique est basée sur I'utilisation
de deux reégles formelles permettant d’obtenir un graphe conceptuel g &
partir de deux graphes conceptuels gq et ¢s.

Regle de conjonction : 5i un neeud-concept ¢; dans gy est identique ¢
un neeud-concept ¢ dans g, alors on obtient g en suppriment ca et en
connectant ¢ ¢y tous les neuds relationnels qui étaient reliés ¢ co dans
g

Régle de simplification : Si le graphe concepiuel g comporte deuc
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neeuds relationnels identiques {connectés aur mémes neeuds-concepts),
alors on peut supprimer un de ceuz-ci einsi que les arcs qui lui sont
reliés.

Appliquons la régle de conjonction a I'exemple précédent. “Le livre que
Jacques a écrit, qu’il a envoyé a Marie et que Marie a lu” est représenté
par l'instance Livre.22. Cette instance de “livre” apparait dans les
graphes conceptuels qui représentent les phrases 1, 2 et 3 ci-dessus. Le
regroupement des instances Livre_ 22, Jacques_ 2 et Marie_{ engendre le
graphe conceptuel de la figure 3.8. Nous avons explicitement indiqué
dans cette figure les graphes associés aux phrases 1, 2, 3 et au groupe de
phrases (1,2,3).

3.2.6 Représentation du contexte

Un graphe conceptuel n'apporte pas beaucoup d'information par lui-
méme; par contre son insertion dans un réseau permet de relier ses con-
cepts et relations fonctionnelles au domaine du discours {ou domaine
d’expertise). Par exemple, Livre_22 est une instance du mot “livre” qui
représente lui-méme un concept abstrait (ou {ype). La relation d’apparte-
nance & un type est représentée par le nceud relationnel (ou nom de
prédicat) Inst (pour “instance”).

Outre le fait que Livre_22 est du type “livre” nous désirons également
indiquer que Livre_22 est un membre d’'un “ensemble de livres” (par
exemple I'ensemble des livres d'une bibliothéque d’université). La rela-
tion d’appartenance & un ensemble est représentée par le nceud relation-
nel (ou nom de prédicat) Elem (pour “élément de”). Nous relions dans
la figure 3.8 les instances Jacques_2, Livre_22 et Maearie_{ aux différents
types et ensembles auxquels ils appartiennent. Notons que “type” est
utilisé dans le sens d’abstraction (type abstrait). Les aflirmations & pro-
pos des types sont analytiques, comme par exemple : 1’dge moyen d’un
étudiant de Puniversité est de vingt ans. Les propriétés des ensembles
sont par contre synthétiques : le nombre d’étudiants de 'université est
dix mille.

Nous utiliserons le nceud relationnel représentant le nom de prédicat Subs
pour représenter la relation entre deux ensembles dont le premier est un
sous-ensemble du second. De méme que Elem déclare qu'un individu
est membre d’un ensemble, Subs signifie qu'un ensemble est inclus dans
un autre ensemble; Elem et Subs se rapportent a I'appartenance & un
ensemble.
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Figure 3.8 : Graphe conceptuel et représentation du contexte
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Le nceud relationel Ise (traduction anglaise de Fst_un) est utilisé pour
représenter la relation existant entre un premier type et un second type
plus général. Rappelons que le prédicat Inst avait été utilisé pour repré-
senter I'appartenance d’un individu & un type; Inst et Ise se rapportent
donc & Vappartenance & un type.

Les concepts apparaissant dans les réseaux sémantiques sont munis de
diverses propriétés; celles-ci se divisent en propriétés analytiques (ou “de
type”) et propriétés synthétiques (ou “d’ensemble”). Il importe de garder
cette distinction présente i 'esprit lors de la construction de réseaux, sous
peine d’effectuer des déductions incorrectes.

3.2.7 Notation générique-référent

1l existe une notation graphique (équivalente a celle proposée dans les
paragraphes précédents) qui combine des nceuds représentant des types,
appelés “neeuds génériques”, & des nceuds représentant des instances de
ces types, appelés “nceuds spécifiques” ou “noeuds référents™.

Un réseau sémantique est formé de séquences de trois neeuds connectés
de la maniére suivante : un nceud référent (représentant une instance
telle Livre_22) suivi du nceud relationnel Inst suivi d’un neeud générique
(représentant un type tel livre).

Selon la méthode de Sowa [Sowa 84) on peut grouper ces trois neeuds et
les représenter par un “nceud rectangle” unique divisé en deux champs,
un “champ générique” contenant un type suivi d’'un “champ référent”
contenant par exemple une instance de ce type (fig. 3.9). Dans cette no-
tation, le champ a droite du double point représente 'instance Livre_22
ce champ est appelé champ référent. Le contenu du champ référent peut
étre une instance; il peut aussi éire une variable. Le champ 4 gauche du
double point représente un type; ce champ est appelé champ générique.
Une notation telle [vre : Livre_22] (ou plus simplement [livre : 22])
représente un objet bien déterminé appartenant au type “livre”; une no-
tation telle [livre : z] représente un objet non autrement spécifié mais
appartenant au type “livre”.

Notons que la présence d’une variable dans le champ de droite est en
général optionnelle : dans un graphe conceptuel on remplace parfois une
notation comme [livre : z] par la notation équivalente [livre] (fig. 3.9).
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Neoeud référent Concept générigque

Instance — Marqueur de type

Notation des champs générique et référent

Marqueur de type : instance

Livre_22 lvre livre : 22

T livre livre : ¢ tivre

Figure 3.9 : Champs référent et générique

3.2.8 Exemple
Les phrases

¢ Jacques envoie le livre & Marie (un livre bien déterminé),

¢ Jacques envoie un livre & Marie {n'importe quel livre),

sont représentées par les deux graphes que l'on peut déduire de la figure
3.10 : la premiére phrase sera représentée par le graphe dont les éléments
notés (2) ont été supprimés tandis que la seconde phrase sera représentée
par le graphe dont les éléments notés (1) ont été supprimés.

3.2.9 Introduction des quantificateurs; exemple

Nous introduisons la notation graphique pour les quantificateurs au moy-
en d’un exemple.

Considérons les trois phrases
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homme : Jacques_2

fernme : Marie

envoi : 8 f

livre : 22 (1)

livre : z (2)

Figure 3.10 : Exemple de graphe conceptuel

e (1) : Jacques envoie un livre {n’importe quel livre) & chaque femme,
s (2) : Jacques envoie chaque livre & chaque femme,

s (3) : Jacques envoie un livre (le méme livre) & chaque femme.
Ces phrases s’écrivent, en termes de la logique des prédicats, comme suit.

e (1) : YzIyIz|Expediteur(z, Jacques _2) A Destinatoire(z, £} A
Objet(z,y) A Inst(z, envoi) A Inst(y, livre) A Inst(z, femme}),

¢ (2): VaVyIz|Ezpediteur(z, Jacques_2) A Destinataire(z, z) A
Objet(z,y) A Inst(z, envoi) A Inst(y, livre) A Inst(z, femme)),

o (3): yVedz [Erpediteur(z, Jacques_2) ADestinataire(z, x) A
Objet(z,y) A Inst(z, envoi) A Inst(y, livre) A Inst(z, femme)).

La traduction de la représentation logique en représentation graphique
se fait en utilisant les régles suivantes.

Tout d’abord on divise le graphe conceptuel en un ensemble hiérarchisé
d’espaces dont chacun correspond i la portée d’un ou de plusieurs quan-
tificateurs. Considérons par exemple la forme logique de la phrase (1)
ci-dessus; le graphe correspondant est représenté & la figure 3.11 {dont
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on supprime les éléments notés {2}). Pour représenter graphiquement
cette forme logique nous devons introduire une notation qui représentera
la portée du quantificateur universel gouvernant la variable z. Pour ce
faire nous créons une hiérarchie sur 'ensemble des rectangles du graphe
conceptuel. Les rectangles d’ordre le plus élevé sont représentés dans
les figures 3.11 et 3.12 au moyen de lignes grasses. Ces rectangles con-
tiennent des instances (Inst) du concept générique “formule quantifiée
universellement” (ce concept est noté ¥ Quant_form dans les figures 3.11
et 3.12). Les variables quantifiées universellement dans les formules sont
représentées chacune par un nceud relationnel noté V.

Ezpedit homme : Jacques 2

. O
envol @ z femme : z

Y
Quant_form)

livre : y (2) (2)

Figure 3.11 : Graphe conceptuel avec quantificateur (formules 1 et 2)

Le lecteur peut vérifier que, moyennant ces conventions d'écriture, la
figure 3.11 (sans les éléments notés (2)) représente la formule (1), la
méme figure {avec les éléments notés (2)) représente la formule (2), et la
figure 3.12 représente la formule (3).

3.2.10 Opérateurs temporels et modaux

Les verbes utilisés dans les logiques de croyance (tels “croire”, “savoir”)
portent sur des objets qui peuvent &tre des phrases completes. Ces
verbes conduisent également & une structure graphique hiérarchisée ot
des graphes tout entiers peuvent étre interprétés comme des noeuds de
graphes d’ordre supérieur.

La phrase “Jacques envoie un livre & Marie” peut étre représentée au
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homme : Jacques_2

/ (M
] Desting femme !z

envoi | z,

Y
Quant_form

livre ; y

Figure 3.12 : Graphe conceptuel avec quantificateur (formule 3)

moyen d’un graphe conceptuel classique, au contraire de la phrase “Paul
croit que Jacques envoie un livre & Marie” désignée par la partie centrale
(notée (c)) du graphe de la figure 3.13. Cette figure exprime que Pensee_ 8
est un événement appartenant au type pensee; Pobjet de Pensee 8 est
un concept dont le type {ou plus exactement le “label de type”} est
proposition; le référent de Pensee_8 est le graphe représentant la phrase
“Jacques envoie un livre & Marie"; la personne qui croit est notée Paul_6.

Toute formule de logique modale peut étre traitée comme dans I’exemple
ci-dessus. En logique modale il est toujours possible de séparer la par-
tie propositionnelle de la phrase (qui peut s’exprimer en logique des
prédicats) de la modalité elle-méme. Dans le dessin des graphes con-
ceptuels, on indiquera la partie propositionnelle dans le champ référent
d’un concept de type proposition; les modalités telles O, O, ¢roit, connaif,
sont des relations conceptuelles du graphe.

La phrase “Il n’était pas possible que Paul eit cru que Jacques eiit envoyé
un livre & Marie” est représentée par le graphe conceptuel de la figure
3.13.

3.2.11 Graphes canoniques

Un graphe conceptuel est constitué de nceuds représentant des concepts
et de neeuds représentant des relations ou nceuds relationnels.

Chaque arc aboutissant 4 ou issu d’un nceeud relationnel est connecté
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Agent Paul ¢

Ezpeditinhomme ! Jacques 2

pensee : & mroposition : | Envei_ 8| Desting femme : Marie_§

(générique) (référent)
Objet Lvre : 22

Figure 3.13 : Graphe conceptuel pour une logique de croyance

a un nceud-concept. Certaines combinaisons de nceuds n’ont cepen-
dant pas de sens. Nous pouvons par exemple représenter au moyen
d’un graphe la phrase “supprimer le dernier mot de la ligne suivante”
{d’un texte); d’un point de vue grammadtical, cette phrase est syntaxi-
quement et sémantiquement correcte. Par contre la phrase “supprimer la
derniére ligne du mot suivant” est syntaxiquement correcte mais absurde
ou sémantiquement incorrecte. Afin de retenir exclusivement les graphes
représentant des situations réelles ou possibles dans le domaine du dis-
cours, Sowa définit des graphes canonigques (ou graphes sémantiquement
corrects représentant une combinaison permise de mots) [Sowa 84]. Par
son expérience personnelle, chacun se fagonne une certaine représentation
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du monde exprimable an moyen de graphes canoniques.

L’observation constitue donc une source possible pour la constitution de
ces graphes : le cerveau élabore certains concepts & partir des perceptions
qu’il regoit et assemble ces concepts de maniére a ce gu'ils représentent
une situation réelle. On peut donc considérer que le cerveau construit des
graphes canoniques gui représenteront en général des évidences, c'est-
a-dire des tautologies du calcul des prédicats. De nouveaux graphes
canoniques peuvent étre construits & partir de graphes canoniques donnés
au moyen de certaines régles de formation.

Les régles de formation constituent une grammaire générative pour les
graphes conceptuels de la méme maniére que les régles de réécriture de
Chomsky constituent une grammaire générative pour les structures syn-
taxiques des langues naturelles (sect. 5.2 et [Winograd 83}).

3.2.12 Regles de formation

Sowa a proposé quatre régles de formation permettant de construire un
nouveau graphe canonique ¢ a partir de deux graphes canoniques g et
g2 donnés (qui peuvent étre identiques) [Sowa 84] :

Reégle de conjonction : définie au paragraphe 3.2.5.
Regle de simplification : définie au paragraphe 3.2.5.
Reégle de copie : g est une copie de gy.

Régle de restriction : Pour tout concept ¢ d’un graphe conceptuel g,
type(c) peut étre remplacé par un sous-type; sic est un concept générigque,
son référent peut étre remplacé par un marqueur individuel (une instance).
Ces remplacements sont seulement permis s le référent de ¢ est conforme
d type(c).

Tllustrons les régles de formation en raisonnant sur les graphes con-
ceptuels que I'on peut tirer de la figure 3.14. Le graphe 3.14 ot ’on omet
les éléments marqués (2) représente la phrase “Jacques envoie rapidement
le livre & quelqu’un”; le méme graphe ol 'on omet les éléments marqués
(1) représente la phrase “Jacques envoie par la poste le livre a Marie”.
L'application de la régle de conjonction & ces deux graphes produit le
graphe de la figure 3.14 dans sa totalité. On pourrait ensuite appliquer a
ce dernier graphe la régle de restriction et remplacer le terme générique
“quelqu’un”, représenté par i, par le terme (moins) générique “femme”.
Il fandrait cependant s’assurer (avant Papplication de la régle de restric-
tion) de la propriété “Marie est une femme”. Les régles précédentes sont
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bien des régles de spécialisation : la restriction spécialise les concepts et
la conjonction ajoute des conditions aux graphes.

De maniére analogue, on peut définir des régles de généralisation; ces
régles sont les inverses des régles de spécialisation [Sowa 84}, Nous
n’entrerons pas dans les détails & ce propos.

homme : Jacques 2

z : Marie_{
(1 : (2
Envoi - 8 Livre ; 22

raptdement | (1)

poste (2)

Figure 3.14 : “Jacques envoie rapidement le livre & quelqu’un”

3.2.13 Propriétés d’héritage

Dans de nombreuses applications, les différents concepts, types et en-
sembles peuvent étre mis sous une forme hiérarchique. La classification
des animaux en espéces, familles, ordres, etc. constitue un exemple clas-
sique de forme hiérarchique. Un autre exemple de structure hiérarchisée
nous est donné par la définition des mots du dictionnaire. Nous pouvons
constater que les livres, les véhicules ou les batiments forment des en-
sembles ordonnés selon une hiérarchie. Des concepts plus abstraits tels
les actions, les états, les propriétés et les croyances peuvent également
éire classés en hiérarchies,

Les classements que l'on utilise dans le raisonnement ordinaire sont en
général plus complexes que ceux utilisés en biologie : un individu appar-

155



Approche logique de Vintelligence artificielle

tiendra en général & plus d’un type et & plus d’un ensemble. Dans la
plupart des cas cependant, les hiérarchies utilisées en intelligence artifi-
cielle seront relativement simples.

Nous allons tout d’abord illustrer la hiérarchie des types au moyen d’uin
exemple; nous donnerons ensuite une définition plus formalisée. Con-
sidérons la hiérarchie indiquée a la figure 3.15. Si l'on apprend que
Jacques (représenté par l'instance Jacques_2) est un professeur d'univer-
sité, on peut en déduire que Jacques posséde un doctorat et qu’il travaille
dans une université. Nous avons indiqué que Jacques était professeur
d’université parce que cette information & propos de son travail nous
fournissait directement toute une série de renseignements sur la personne
de Jacques. Les propriétés que I’on peut déduire de cette facon portent
le nom de propriéiés héritées. Il n’y a aucune raison d'en rester la; nous
pouvons connaitre certaines caractéristiques des professeurs d’université
parce qu’ils se rattachent i la classe des professeurs qui sont eux-mémes
des travailleurs intellectuels et en fin de compte des humains. Des raisons
d’efficacité nous inciteront & ne pas rattacher au nom de Jacques toutes
les propriétés communes aux professeurs d’université, aux professeurs et
finalement aux humains. Une propriété trés générale du genre “Jacques
a deux bras et deux jambes” sera rattachée au nceud caractérisant les
humains. Cela évitera de devoir énoncer cette propriété pour chaque
individu en particulier,

3.2.14 Le treillis des types; une hiérarchie sur les types

Nous observons sur 'exemple de la figure 3.15 que la hiérarchie des types
constitue un ordre partiel défini sur ’ensemble des labels de type (ou
étiquettes de type). Désignons cette relation d’ordre par le symbole <.

Soient £, et ty deux labels de type; si{) < {3, alors on appellera ¢ un sous-
type de {3 et t; un sur-type de ¢;. Les types “professeur” et “étudiant”
possédent de nombreux sur-types communs tels “travailleur intellectuel”,
“humain”, “animal supérieur”; dans le graphe de la figure 3.15, “tra-
vailleur intellectuel” est le plus petit sur-type commun & “professeur”
et & “étudiant”. Les types “professeur” et “travailleur universitaire”
ont “professeur d’université” comme sous-type commun; “professeur” et
“étudiant” n'ont pas de sous-type commun dans le graphe.

Pour transformer une structure hiérarchisée de la forme de la figure 3.15
en un treillis (§ 1.1.9), nous devons introduire deux labels (de type)
particuliers qui se situeront respectivement aux sommets supérieur et
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inférieur de la hiérarchie. Ce sont le type universe! U qui est le sur-type
de tous les types et le lype absurde A qui est le sous-type de tous les
types.

La hiérarchie des types forme alors un treillis appelé le treillis des types.
Elle posséde en effet les propriétés spécifiques d’un treillis :

e toute paire de labels t1 et t2 a un plus petit commun sur-type,
¢ toute paire de labels t1 et ty o un plus grand commaun sous-type;

e tout type £ vérifie A<t <.

Cette relation d’ordre se représente par la relation fonctionnelle Isg; la
notation Inst indique qu’un individu est membre d’un type (§ 3.2.6).

3.2.15 Le treillis des ensembles et le treillis des types

On peut également introduire une relation d’ordre sur les ensembles.
La relation d’ordre est celle associée & la notion de sous-ensemble d*un
ensemble. Cette notion est représentée par le nom de prédicat Subs
(subset en anglais) ou par un nceud relationnel portant le méme nom.
Dans le cas particulier olt le sous-ensemble est un singleton on remplacera
la notation Subs par Elem (§ 3.2.6).

La hiérarchie des types permettait de classer de fagon ordonnée les pro-
priétés des types; la hiérarchie des ensembles permet de classer de manigre
ordonnée les propriétés des ensembles. La figure 3.16 illustre les différents
éléments constitutifs de ces deux hiérarchies.

Il est classique d'incorporer dans les graphes conceptuels un ensemble de
fonctions et d’opérateurs agissant sur les types. Tout d’abord la fonction
type applique ’ensemble des concepts sur un ensemble T dont les éléments
sont appelés labels {on étiquettes) de type. Les concepts ¢y et ¢y sont de
méme type si type(c1) = type(ca).

On appelle dénotation de type t 'ensemble de toutes les entités qui sont
des instances d’'un concept de type t; Popérateur qui applique le type ¢
sur 'ensemble en question sera noté den.

Le type professeur_universile est un sous-type de professeur; la dénota-
tion den{professeur_universite) est par conséquent un sous-ensemble de
den(professeur).
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Figure 3.15 : Exemple de hiérarchie des types
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A chaque instance (par exemple Jacgues_2) nous avons associé deux
sortes de nceuds : le noeud décrivant le type de Pinstance et le neeud
décrivant I'ensemble dont Pinstance fait partie.

Nous avons donc trois sortes de nceuds : un nceud représentant un in-
dividu (instance) est relié respectivement & des nceuds représentant un
type et un ensemble par 'intermédiaire des nceuds relationnels Inst et
Elem. 1l est d’usage d’introduire une quatriéme sorte de nweuds, en re-
lation avec les trois premiéres : un nceud de cette sorte, noté {z | type},
représente un individu quelconque (z) d’un type déterminé (type).

Un professeur z (non autrement spécifié} sera noté {z | prof}; ce nceud
est relié an noeud représentant ’ensemble des professeurs par le nceud
relationnel Elem. Il est d’autre part relié au nceud représentant le type
des professeurs par un nouveau nceud relationnel noté Abst. L'opérateur
Abst définit un type (ou concept abstrait) i partir d’une description
d’un élément quelconque de ce type. On peut enfin définir un opérateur
“prototype-de” qui peut étre compris approximativement comme un in-
verse de Popérateur Abst. L'opérateur “prototype-de” (Protot) est repré-
senté par un nceud relationnel reliant un type 4 une description de ce type
au moyen d'un “prototype”. La notion de prototype permet une descrip-
tion concise d’un monde décomposé en types d’objets. La description par
prototype peut étre vue comme la description d’un représentant typique
d'un ensemble; un prototype est donc une sorte de constante mythique.
Le noeud prototype est différent du neeud {z | type} qui fournit Pensemble
des propriétés communes aux objets appartenant & un certain type ou
4 un certain ensemble. En ce sens les opérateurs Abst et Protot ne sont
pas des opérateurs inverses l'un de I'autre.

Les opérateurs et objets dont il vient d’étre question sont décrits schéma-
tiquement au moyen des nceuds relationnels et des nezuds-concepts de la
figure 3.186.

Sowa a tnis en évidence le fait que le treillis des types et le treillis des
ensembles ne sont pas isomorphes [Sowa 84]. L’opération qui applique
naturellement 'un dans 'autre n’est ni injective, ni surjective.

Considérons la hiérarchie particuliére de la figure 3.15; au concept abs-
trait de professeur d’université est attachée la propriété de posséder
un doctorat; il est d’autre part probable que chacun des membres de
I'ensemble “professeurs d’université” posséde un doctorat. Par consé-
quent, la hiérarchie sur les types de la figure 3.15 est isomorphe & la
hiérarchie correspondante sur les ensembles,

159



Approche logique de I'intelligence artificielle

sur_type sur_ensembl:l

type : prof ensemble : profs

Den Protot )| Abstr )| Elem Elem

-_— === == l

Jacdues_z prototype { 2| prof }

-
! I
! ;
i !
! i i i
L Ensemble_des instances .

Figure 3.16 : Neeuds relationnels et neeuds-concepts

3.2.16 Définition de type par genre et différence

La phrase “Jacques envoie un livre & Marie” est représentée par le graphe
de la figure 3.5 et par la formule logique (3.5).

Le graphe de la figure 3.10 représente la méme phrase dans une notation
de type générique-référent . On peut traduire cette notation en termes
de formule logique de la fagon suivante :

Ezpediteur(envoi : 8, homme : Jacques.2) A
Destinataire(envoi : 8, femme : Marie_{) A (3.6)
Objet( envoi : 8, livre : 22)

Dans une telle représentation, chaque valeur d’argument est typée, c’est-
a-dire qu’on lui affecte un labdel de type. A partir de cette représentation
nous allons introduire un canevas pouvant servir & définir des types.

Une définition de type doit établir un ensemble de conditions nécessaires
et suffisantes caractérisant le fait qu'un objet fait partie d’un type.
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On peut définir des labels de type au moyen de l'approche, dite aris-
totélicienne, par genre (genus) et différence (differentia). Dans cette ap-
proche, un type est défini au moyen d’un type initial, le genre, et d’une
proposition, appelée la différence, qui distingue le nouveau type a définir
du type initial.

Nous pouvons par exemple définir un Envei comme un “événement (le
genre) qui se produit lorsque deux personnes, l'expéditeur et le des-
tinataire, se transmettent un objet par l'intermédiaire de la poste (la
différence}”.

De maniére plus formelle nous écrirons :

type Envoi(z) est
Inst(x, evenement )A (genre)

Erpediteur(z, Personne_1)A
Destinataire(x, Personne_2)A
Objet(z, Lettre) A Maniere(z, Poste)A
Inst(Personne_1, personne)A
Inst(Personne_2, personne)A
~Egal( Personne_1, Personne_2)

» (diff érence)

Les expressions-A (§ 3.1.18) permettent de formaliser la définition des
types. Soient t un label de type et AzF une expression-A. On écrira :
type t(2) est F; le corps F' de l'expression-) est la différence de ¢, et
t{z) est le genre de t. Nous représentons a la figure 3.17 une définition
de type pour un restaurant; cette définition est donnée sous forme de
graphe conceptuel [Sowa 84|,

type re.staumnt[n:) est

Etablissement_d'affaire : = Lieu
Vendre Nourriture Objet Manger
Recette Consommateur

Figure 3.17 : Définition de type pour un restaurant

181



Approche logique de lintelligence artificielle

3.2.17 Prototypes

Nous pouvons également définir des types en donnant quelques exem-
ples d’individus “d’un certain type” et en affirmant que tous ceux qui
ressemblent & ces individus appartiennent au type en question. Un pro-
totype est une instance typique; nous avions déja rencontré la notion
de prototype au paragraphe 3.2.15. Plutét que de décrire un individu
quelconque d’une certaine classe au moyen d’un ensemble de propriétés
caractéristiques, la méthode du prototype décrit un individu typique de
cette classe.

Un prototype spécifie des propriétés qui sont vraies dans un cas typique,
mais pas nécessairement vraies pour chaque cas particulier. Un prototype
permet aussi de définir une classe d’objets de maniére trés souple; il
comporte une partie fixe correspondant & ce qui est commun a toutes les
instances de la classe et une partie variable, obligatoire ou facultative,
différente pour chaque instance. On peut donner une définition formelle
du prototype en termes de représentation objet; cette représentation sera
introduite dans la section 3.3. Sowa définit les prototypes en termes
d’expressions-A (§ 3.2.18 et [Sowa 84]).

3.2.18 Schémas et amas schématiques

Le graphe conceptuel sert & représenter des connaissances. Il doit égale-
ment pouvoir étre utilisé pour raisonner et pour calculer. C’est pour
cela que nous allons introduire la notion de schéma en relation avec le
raisonnement plausible ou raisonnement de bon sens.

Nous pouvons définir le schéma en ajoutant des contraintes au graphe
conceptuel. Les choses se présentent comme suit.

¢ Dans un graphe concepluel arbitraire on n’impose pas de contrainte
a l'agencement des neeuds.

e Les graphes canoniques comportent des contraintes sémantiques; ils
représentent ce qui est “sémantiquement correct” ou “concevable”.

e Les schémas incorporent des “connaissances spécifiques” a propos
du domaine du discours ou domaine d’expertise; ils représentent
donc tout ce qui est plausible. '

La notion de schéma comprend non seulement une définition mais égale-
ment une sorte de mode d’emploi. Afin d’illustrer cet aspect des choses,
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nous allons tout d’abord comparer la définition du schéma a celle du type;
nous donnerons ensuite une définition plus formalisée du schéma. Chaque
concept possede une et une seule définition de son type; cette définition
fournit les conditions nécessaires et suffisantes que doivent satisfaire les
instances pour appartenir au type.

A chaque type on peut associer un certain nombre de schémas; chaque
schéma représentera une des maniéres dont un concept {appartenant a
un certain type) peut étre utilisé. Ceci nous conduit & concevoir un “en-
semble de schémas” comme pouvant fournir une information équivalente
4 une définition de type; un concept peut en effet étre défini au moyen
de “I’ensemble de ses usages possibles”.

En vue de formaliser la description d’'un concept au moyen de ’ensemble
de ses usages possibles, Putnam [Putnam 62] a introduit la notion d’amas
(cluster en anglais) ou collection de schémas; chaque schéma de la collec-
tion indiquera une maniére d’utiliser le concept. La collection de toutes
les possibilités d'utilisation d’un type est appelée son amas schématique
(schematic cluster en anglais}).

Chaque schéma peut étre formalisé au moyen d'une expression-A, de
la maniére indiquée au paragraphe 3.2.18. Soit Az F une expression-X
représentant un schéma. Le paramétre formel r représentera un concept
du type que I'on est occupé a spécifier et le corps F' indiquera un usage
particulier qui peut étre fait de ce type; F' est une formule logique ou un
graphe canonique représentant cette formule.

Les expressions-A nous permettent de définir les amas schématiques de
la maniére suivante.

Un amaes schématique pour un type t est un ensemble {Ae1Fy,- -+, Az, Fp}
d’expressions-A ot chaque paramétre formel z; est du type t et chaque
expression Az; F; est un schéma pour le lype t.

A l'inverse des définitions de type, qui expriment des conditions néces-
saires, un schéma n'est pas nécessairement vrai pour 'usage que Pon
veut en faire. Etant donné un amas schématique, un usage du concept
correspondant sera possible 51 au moins un schéma de ’amas devient vrai
pour cet usage.

Comparons maintenant les notions de schéma et de prototype.

Les schémas montrent les fagons typiques d’utiliser les concepts; ils ne
décrivent pas d’instance typique pour ces concepts. Par contre un proto-
type est une instance typique (§ 3.2.17). Les notions de schéma et d’amas
schématique nous permettent de donner une définition plus formalisée du
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prototype.

Un protelype p pour un type t est une erpression-A Az F ayant les pro-
priétés suivantes.

o Le paramétre formel @ est de type t.

s Le prototype p est obtenu en rassemblant (régle de conjonction) un
ou plusieurs schémas de Uamas schématique de t, et en restreignant
(régle de restriction} une partie ou la totalité des comcepts de ces
schémas du générique vers le spécifique.

Pour des réalisations appropriées, les schémas correspondent aux cons-
tellations [Ceccato 61], aux cadres (ou frames) [Minsky 74] et aux seéna-
rios (ou scripts) [Schank et Abelson 77]. En vue d’illustrer ces corres-
pondances, divers exemples de schémas seront donnés dans la section 3.3
qui introduit la représentation objet et en particulier les cadres. Des
exemples de raisonnement par défaut mettant en ceuvre la notion de
cadre seront présentés au paragraphe 3.3.12.

3.2.19 Raisonner a partir des réseaux sémantiques

On peut trouver dans le livre de Sowa un traitement rigoureux des
équivalents graphiques des lois d’inférence telles le Modus Ponens et la
généralisation [Sowa 84].

Limitons-nous ici & examiner un exemple de raisonnement 4 propos de
données représentant des faits organisés de fagon hiérarchique. On pourra
appliquer a la structure ainsi définie la propriété d’héritage.

Un des problemes clés dans I'organisation de la mémoire est la gestion
efficace des données et des questions concernant ces données. Dans une
organisation hiérarchisée, nous relions les propriétés individuelles aux
noms des individus; par exemple la figure 3.15 nous montre que les pro-
priétés individuelles de Jacques telles que son age, son adresse, son état
civil, etc. sont connectées & Jacques_2. De plus, une propriété d’héritage
relie Jacques au concept (abstrait) de professeur d'université. Les arcs
issus du neeud Jacques_2 peuvent se représenter comme une collection
(ou conjonction) de prédicats binaires :

Age(Joeques 2, 45 _ans) A
Adresse(Jacques2, 7_rueboule) A
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Etat(Jacques_2, celibataire) A
Inst(Jecques 2, prof univ) (3.7)

Ces prédicats indiquent que Jacques a 45 ans, habite au 7 rue Boule, est
célibataire et appartient au type des professeurs d’universite.

Les divers noms de prédicat qui sont connectés aux nceuds individu-
els nous procurent un premier ensemble d’hypothéses (d’un théoréme a
préciser ultérieurement).

$i nous demandons par exemple quelle est 'adresse de Jacques, nous pou-
vons représenter cette question au moyen du prédicat Adresse(Jacques_2,
z). Ce prédicat constituera le but {ou la conclusion) d’un théoréme dont
certaines hypothéses sont les propriétés de Jacques énoncées ci-dessus.
Démontrer le théoréme revient & trouver une instance de x qui permet
de déduire la conclusion des hypotheéses; on vérifie que cette instance est
7_rueboule.

Les choses se présentent autrement si nous demandons quel est le diplome
de Jacques, puisque nous ne trouvons pas d'hypothése de la forme

Diplome(Jacques 2, - ).

Mais si nous suivons la connexion Inst nous pouvons obtenir une hy-
pothése qui nous convienne. La partie du graphe reliée au nceud prof univ
est représentable par la formule logique :

Inst(z, prof univ) > (Diplome(z, docteur) A
Lieu(z, univ) A
Isa(z, prof) A
Isa(z, trav _univ)) (3.8)

Si nous ajoutons cette formule logique & I’ensemble des hypotheses (indi-
viduelles), nous pourrons maintenant déduire, par utilisation de la tech-
nique de preuve de théoreme, que Jacques posséde un doctorat.

Le nouvel ensemble d’hypothéses et la question posée constituent ainsi
un énoncé de théoreme logique; a partir de cet énoncé, le mécanisme de
preuve fournit une réponse 4 la question.

Un mécanisme de preuve de théoréme que 'on utilise dans un environ-
nement hiérarchisé peut étre modélisé de la maniere que voici.

La question (qui constitue la conclusion ou but du théoréme & démontrer)
a la forme générale suivante.
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Frangais : Quelle est la valeur d’un individu par rapport & une pro-
priété ?
Logique : Propriete_i(individu_j, z).

La réponse attendue est une instance (représentant une valeur) pour .

Nous allons tout d’abord essayer de prouver le théoréme en utilisant
seulement les hypothéses directement connectées au neeud individu_j du
graphe; ces hypothéses ont la forme suivante.

Frangais : La valeur d’un individu par rapport & une propriété est ...
Logique : Propriete_i(individu_j, veleur_i).

Si le théoréme ne peut étre prouve de la sorte, on utilise la liaison Inst is-
sue du nceud représentant 'individu et pointant vers un nouvel ensemble
d’hypothéses ayant la forme générale suivante.

Frangais : Si un individu est du type {, alors il posséde un ensemble
additionnel de valeurs par rapport & un ensemble additionel
de propriétés.

Logique : ¥z [Inst(z, type_t) D A; Propriete_i(z, valeur_i)].

A partir de cette formule logique et du prédicat Inst(individu_j, type_t)
nous déduisons un nouvel ensemble de propriétés relatives 4 un indi-
vidu donné. Si ces nouvelles hypothéses nous permettent de prouver le
théoréme, le processus de démonstration s'arréte. Sinon, la liaison Isa
pointe vers un type supérieur qui a son tour nous fournira un nouvel
ensemble d’hypothéses,

Cette procédure qui utilise des ensembles successifs d’hypothéses est net-
tement plus efficace qu’un démonstrateur général de théorémes n’utilisant
pas la structure hiérarchisée des données. La procédure de déduction est
décrite schématiquement par la figure 3.18.

3.2.20 Conclusion

La représentation basée sur les réseaux sémantiques peut remplacer celle
basée sur la logique des prédicats. Nous avons montré que, contrairement
4 la représentation logique, les réseanx nous fournissent des informations
groupées autour des instances. La vision de 'information est dés lors plus
globale. Les réseaux sémantiques se rapprochent des modéles développés

166



3. Représentation de la Connaissance et Ralsonnement

Interrogation :

(Conclusion du théoréme)
Propriete i(individu_j, z)

Connecte(interrogation, individu_j)

Hypothése 1 :

(Premier ensemble d’hypothéses du théoréme)
{Propriete i(individu_j, valeur 1)}

Inst(individu_j, type_t)

Hypothése 2 :

(Ensemble additionnel d’hypothéses du théoréme)
{Vx[Inst(z, type_t) D A; Propriete_i(x, valeur_i)|}

Isa(type_t, sur _type_s)

Hypothese 3 :

{Ensemble additionnel d’hypothéses du théoreme)
{Yy|Isa(y, sur _type_s) D Ay Propriete_k(y, valeur k)]}

Isa

Figure 3.18 : Schéma de la procédure de déduction

par les spécialistes des banques de données. Ils représentent la structure
d’un domaine et I'implémentation de cette structure sur ordinateur.

Les réseaux sémantiques sont utilisés aujourd’hui dans les systémes de
compréhension des langues naturelles. On les retrouve aussi imbriqués
dans des formalismes plus complexes ol ils servent de support a la des-
cription et a la classification des entités (systémes experts).

Un autre avantage des graphes conceptuels est de permettre une ex-
tension directe vers les systémes modaux et vers d’autres formalismes
difficilement représentables par la logique du premier ordre.

Les réseaux sémantiques peuvent coexister avec d'autres notations. Ils
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peuvent également servir de représentation intermédiaire; la notation
graphique est couramment utilisée comme notation intermédiaire entre
la langue naturelle et un langage de programmation.

3.3 Représentation objet

3.3.1 Imntroduction

Nous avons vu au paragraphe 3.2.17 qu'une classe d’objets peut étre
définie au moyen d’'un objet typique. On peut obtenir la représentation
objet soit & partir de la représentation logique, soit & partir de la représen-
tation réseau.

Dans une représentation objet on rassemble des formules logiques con-
tenant les mémes instances en structures plus larges appelées unités ou
cadres (frame en anglais). Ces structures se constituent autour des in-
stances du domaine du discours. Lorsqu’on désire avoir acceés a 'informa-
tion relative & un de ces objets, on appelle 'unité correspondante et les
propriétés et faits relatifs & 'objet visé sont trouvés en bloc.

La version binaire du calcul des prédicats (introduite aux paragraphes
3.1.4 et 3.1.6) conduit & la notation graphique des réseaux sémantiques
(sect. 3.2}, On peut représenter un prédicat binaire au moyen d’un triplet
de la forme

(Objet, attribul_j, valeur_j).
Sinous rassemblons tous les triplets relatifs 4 un objet donné, nous créons

relativement i cet objet une représentation objet du domaine du discours.
Cette représentation prend la forme générale

Objet, (attribut_j,valeur_j), (=1, ---,m}.

Done, plutét que de créer différentes formules indépendantes, nous créons
une structure qui inclut toute I'information relative 3 un objet (§ 3.2.3).

Cette notion d’objet a été reprise dans une nouvelle famille de langages
de programmation particulierement bien adaptés & I'expression des con-
naissances en intelligence artificielle : les langages orientés objet. Ces
langages seront évoqués au paragraphe 3.3.7.
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3.3.2 Unités

Supposons que nous désirions représenter les phrases de I'exemple 3.2.5,
c'est-a-dire (sous forme compacte) “Jacques écrit un livre, I'envoie a
Marie, qui le lit”, Dans la banque de données qui représente ces phrases,
nous avons utilisé les instances Jacques_2, Marie_{, Envoi_8 et Livre 22
pour nous référer (en langage objet) aux concepts nommés dans ces
phrases (du métalangage). Si 'on élargit la banque de données, on
ajoutera de nouveaux concepts et on mentionnera plus d’information
a propos de ces concepts.

TI est utile, en vue de l'utilisation des connaissances, de rassembler tous
les faits & propos d’un concept donné dans un ensemble unique, que nous
appellerons unité (unit en anglais).

Dans notre exemple élémentaire, on associera aux unités Jecques 2,
Marie_§ et Livre_22 les formules logiques suivantes :

Jacques_2
Ecrit(Jacques_2, Livre_22)
Envoi( Jacques_2, Marie_{, Livre_22)

Marie_4
Envoi( Jacques_2, Marie_§, Livre 22)
Lif( Marie_{, Livre_22)

Livre 22
Eerit( Jacques_2, Livre _22)
Envoi( Jacques_2, Marie_{, Livre_22)
Lit{ Marie_4, Livre_22)

3.3.3 Cadres et facettes

Silon exprime les phrases en termes de prédicats binaires, I'unité corres-
pondante prendra le nom de cadre. Nous avons vu au paragraphe 3.1.6
que le prédicat ternaire

Envoi(Jacques_2, Marie_f, Livre _22)

pouvait étre transformé en un produit de prédicats binaires

Ezpediteur{ Envoi, Jacques_2) A Destinataire( Envoi, Marie f) A
Objet( Envoi, Livre_22).
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Le cadre associé au concept “envoi” est le suivant

CADRE

Envoi (obdjet)
Ezpediteur Jacques_2 (facette-1)
Destinataire Marie 4 (facette-2)
Objet Livre 22 (facette-3)
(attriduts ou (valeurs ou

noms de la facette}  valeurs de la facette)

Chaque couple {atiribul, valeur) du cadre est appelé facette (slot en
anglais); cette notation a également valu aux couples ( attribut, valeur) les
vocables (nom de la facette, valeur de lo facette ) (en anglais (slot-name,
slot-value)); le cadre est aussi appelé slot-and-filler notation,

Dans une telle notation, les différentes facettes sont groupées autour d’un
objet qui caractérise le cadre.

Dans la notation dite slot-assertion (§ 3.1.6) les diverses facettes associées
aux prédicats binaires sont utilisées en tant qu’entités séparées; elles ne
sont plus groupées dans un cadre qui les englobe,

3.3.4 Cadre explicite

Nous avons vu au paragraphe 3.1.7 qu'il est souvent utile en représenta-
tion des connaissances d’expliciter tous les référents. C’est pourquoi nous
avons postulé dans notre exemple I’existence d’un envoi bien particulier,
et 'avons appelé Envoi 8. Dans ce cas, la notation en termes de prédicats
binaires de la phrase “Jacques envoie un livre & Marie” devient ;

Envoi 8
Elem envois
Erpediteur Jacques_2?
Destinataire Marie |
Objet Livre_22

Par conséquent, dans le processus d’explicitation des référents, nous
pouvons non seulement rendre explicites les valeurs des arguments et
les noms des prédicats mais également les noms des formules logiques
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représentant des propositions. Par exemple, Envoi_8 est le nom de la
proposition EnvoiJacques_2, Marie 4, Livre_22). Ce formalisme est ap-
pelé cadre explicite (case-frame en anglais).

3.3.5 Cadre fonctionne]

Nous avons vu au paragraphe 3.1.8 que la représentation en termes de
prédicats binaires peut s’exprimer aisément sous forme fonctionnelle.
Les relations entre Enwoi 8 et les arguments initiaux de envoi peuvent
s’exprimer en termes de fonctions sur I'ensemble des envois.

On introduit la notation fonctionnelle aux sein des cadres de la maniére
sulvante :

Envoi 8
self . (elem-de envois)
expediteur : Jacques_2
destinataire : Marie |
objet : Livre_22

La forme “élément-de” dans la facette ayant “self” comme nom indigue
que Pobjet décrit par le cadre est un élément d’un ensemble {qui dans
notre exemple est I'ensemble des envois). Le cadre ainsi défini est appelé
cadre fonctionnel,

3.3.6 Quantification universelle

Voyons comment on peut introduire des variables universellement quan-
tifiées au sein des cadres.

Considérons la phrase “Jacques envoie un livre & chaque femme” (§ 3.2.9
et fig. 3.11). Cette phrase s’écrit en termes de prédicats binaires de la
facon suivante :

VaIy3z[ Bgpediteur(z, Jacques _2) A Destinataire(z, )A
Objet(z, y) A Elem(z, envois) A Inst(y, livre) A Inst(z, fernme)].

L’ensemble des envois, représentés par la variable z, est décrit par le
cadre fonctionnel ;
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*(z)

self : (elem-de envois)
ezpediteur : Jacques_ 2
destinataire :

objet : y(z)

Le cadre tout entier constitue la portée des quantificateurs universels,
Il importe de noter que toutes les formules logiques représentées dans
les cadres sont écrites sous forme prénexe de Skolem (§ 1.2.7, 1.2.8);
on explicite les négations, on standardise les variables séparément, on
remplace les variables quantifiées existentiellement et on applique les
quantificateurs universels A la formule entiére.

3.3.7 Raisonner a partir de la représentation objet

Les représentations objet ont été introduites essentiellement pour des
raisons pragmatiques; ces représentations sont souvent associées i des
classes bien précises de problemes. Les langages orientés objet, dont
le plus connu est Smalltalk, sont caractérisés par une interpénétration
des structures de données et des procédures. Il en résulte que les lois
d’inférence associées a ces représentations seront en général dépourvues
de la rigueur formelle des régles d’'inférence de la logique des prédicats,
La conception des représentations objet a été guidée plus par un souci
d’efficacité de caleul que par un désir de complétude. On pourrait évi-
demment développer pour ces représentations des systémes de déduction
équivalents & ceux utilisés en logique des prédicats. Une telle syntaxe est
en général fort lourde et son usage Gterait 4 la représentation objet ses
avantages pragmatiques. Plutét que de reposer sur un ensemble complet
de lois de déduction, différents systemes utilisés en intelligence artificielle
font usage de versions restreintes de lois d’inférence classiques. Nous en
donnons certains exemples illustratifs ci-aprés.

3.3.8 Correspondance

Définir une opération de correspondance (matching operation en anglais},
analogue a l'unification en logique des prédicats, est une nécessité fonda-
mentale si I'on veut utiliser la représentation objet cornme une banque
de données pour un systéme auquel on pose des questions {query system
en anglais).
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En vue de définir les propriétés que doit posséder une opération de corres-
pondance, rappelons tout d’abord que la représentation objet constitue
une alternative au formalisme de représentation logique.

Nilsson propose la définition suivante {Nilsson 80].

Deuz représentations objet se correspondent si et seulement si lo for-
mule logique associde & la premiére peul s'unifier avee la formule logique
associée & la seconde.

(“Unifier” signifie : trouver des substitutions pour les variables qui ren-
dent les formules logiques identiques. Voir paragraphe 1.2.13.})

Sinotre objectif est de batir un “langage de questions” {“query language”
en anglais) pour extraire des informations d’une banque de données, nous
avons besoin d’une définition plus restreinte de la correspondance. L’opé-
ration de correspondance ne devra en général pas étre symétrique en ce
sens qu’elle liera une conclusion {ou “objet-but”) & des hypothéses (ou
“objets-faits”).

On dira qu’un objet-but correspond & un objet-fait si la formule logique
impliquant l'objet-but s’unifie avec un facteur de I'objet-fait (ce dernier
étant en général représenté comme une conjonction d’hypotheses et d’axi-
omes).

En termes de preuve de théoréme, ceci signifie qu’une opération de cor-
respondance pourra s’effectuer si et seulement si le but peut éire prouvé
a partir des hypotheéses et axiomes (faits).

Considérons le cadre-fait (ou hypothése) du paragraphe 3.3.5 :

Envei 8
self : (elem-de envois)
expediteur 1 Jacques_2
destinataire : Marie_|
objet : Livre 22

On peut faire correspondre ce cadre-fait avec le cadre-but du paragraphe
3.386;

z(z)
self : (elem-de envois)
expeditenr : Jacques 2
destinataire t
objet : y(x)
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On peut interpréter ce cadre-but comme une question :
“A qui Jacques a-t-il envoyé le livre 77

Le correspondance du cadre-but et du cadre-fait produit la substitution

{(z, Envoi_ 8), (=, Marie {},(y, Livre_22)}

qui peut &tre interprétée comme une réponse a la question (la notion de
substitution a été définie au paragraphe 1.2.6).

3.3.9 Attributs fonctionnels

Les attributs représentent I'ensemble des caractéristiques attachées aux
fonctions d’un cadre fonctionnel. L’atiribut ne sera pas nécessairement
une instance représentant une donnée telle Jacques_2, 'attribut pourra
également étre une expression fonctionnelle.

Considérons la phrase “Jacques envole un livre & Marie et Paul recoit
une lettre de la personne & qui Jacques a envoyé le livre”.

La premiére partie de la phrase est représentée par le cadre du paragraphe
3.3.5, c’est-a-dire :

Envoi 8
self : (elem-de envois)
expediteur : Jacques 2
destinataire : Marie |
objet ; Livre_22

La seconde partie de la phrase est représentée par un cadre ayant une
expression fonctionnelle comme attribut de “expéditeur” :

Envoi 9
self : (elem-de envois)
expediteur : destinataire( Envoi_8)
destinataire  : Paul 6
objet : Lettre_3

Marie_j et destinataire(Envoi 8) constituent deux fagons différentes de
représenter la méme personne.

Lorsque I'on essaie de faire correspondre des cadres contenant des expres-
gions fonctionnelles comme attributs on doit supposer que ces expressions
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fonctionnelles recevront des valeurs dés que possible. L*é¢valuation se fait
en se référant 4 Pobjet désigné par 'argument de la fonction.

Supposons que nous posions la question “Est-ce que Marie a envoyé
quelque chose & quelqu’un ?”. On peut représenter cette question au
moyen du cadre-but :

z(z)

self : (elem-de envois)
ezpediteur : Marie_§
destinaire t e

objet Ly

L’ensemble des cadres-faits contient Envoi_8 et Envoi_. Comme desti-
natoire( Envoi_8) peut recevoir la valeur Marie_4 le cadre Envoi ¢ aura
Marie_4 comme valeur de la fonction ezpediteur et on obtiendra la réponse
i la question en faisant correspondre le cadre Enwvoi_@ au cadre 2

A partir de la substitution {(z, Paul_6), (y, Lettre_%)} nous pouvons
déduire la réponse “oui, Marie a envoyé une lettre & Paul”.

3.3.10 Raisonnement automatique a partir de cadres

Nous avons vu au paragraphe 3.3.9 que les attributs des fonctions dans les_
cadres ne sont pas nécessairement des constantes ou instances, mais peu-
vent également étre des expressions fonctionnelles. Franchissons main-
tenant un pas supplémentaire et considérons que les attributs représen-
tant l'ensemble des caractéristiques attachées aux objets peuvent aussi
bien étre des procédures ou sous-programmes. Ceci nous améne 3 la
conception des langages orientés ebjel qui ont pour but de permettre le
raisonnement automatique a partir d'une représentation objet.

Le langage KRL est un langage orienté objet qui est basé sur la représen-
tation des connaissances au moyen de cadres [Bobrow et Winograd 77).
Dans le langage KRL, toutes les connaissances sont décrites en termes

d'UNITES-KRL. Contentons-nous d’indiquer deux exemples {voir aussi
[Rich 83], pp. 397-401) :

[Voyage UNITE Abstrait
< SELF (un Evenement)>
< mode (OU Avion Auto Train) >
< destination (une Ville) >)
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[Voyage UNITE Abstrait
< S8ELF (une Interaction)>
< visiteur (une Personne) >
< visite (Ensemble de (une Personne)} >]

On peut interpréter la premiére unité de la maniére suivante. “Le voyage
est un concept abstrait qui utilise un avion ou une auto ou un train et
qui a une ville comme destination”. La seconde unité peut s'interpréter
de fagon similaire. Le langage KRL matérialise un processus de raison-
nement contrélé par une régle de correspondance (§ 3.3.8-9).

L]

3.3.11 Raisonnement hiérarchisé a4 partir de cadres

L’opération de correspondance est analogue a 'opération d'unification en
logique des prédicats. On peut également utiliser des représentations ob-
jet en liaison avec des régles d’inférence plus puissantes telle la déduction.
Nilsson et Sowa proposent des opérations générales de déduction utilisant
le formalisme objet; ces opérations sont basées sur I'implication logique
et sur la loi de Modus Ponens [Nilsson 80], [Sowa 84].

Nous considérons uniquement le cas particulier d’une loi de déduction
d'usage fréquent pour laquelle une implication attribue des propriétés &
chaque élément d’'un ensemble; il s'agit de la propriété d’héritage déja
examinée au paragraphe 3.2.13.

Examinons la hiérarchie décrite & la figure 3.15 dans laquelle les types
“professeur d'université” et “professeur” ont été remplacés par des en-
sembles correspondants.

Le graphe conceptuel entourant le noeud Jocques 2 est représenté dans
les notations objet et logique de la fagon suivante {§ 3.2.19).

Notation objet Notation logique (Fait)
Jacques 2
self - (elem-de prof_univ) Elem{Jacques_2, profuniv) A
age : 45-ans Age(Jacques_2, {5-ans) A (3.9)
adr : 7-rueboule Adr(Jacques_2, 7T-rueboule) A
etat : celibatoire Etay Jacques_2, celibataire)

Nous avons vu que des questions comme “quel est I'dge de Jacques ?”
ou “qui est domicilié au 7 rue Boule 7" sont représentables sous forme
de cadre-but ou de conclusion logique comme suit.
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Notation objet Notation logique (But)
. Jacques_2
age : 2 Age(Jacques_2, w)
hd Y
adr: 7-rueboule Adr(y, 7-rueboule)

Nous avons vu aux paragraphes 3.3.8 et 3.3.9 comment obtenir les répon-
ses a ces questions en utilisant soit V'opération de correspondance en
relation avec la notation objet, soit 'opération d'unification en relation
avec la notation logique.

Examinons ensuite la question “quel est le dipléme de Jacques ?” for-
malisée comme suit ;

Notation objet Notation logique {But)
Jacques_2
dipl: y Dipl{ Jacques_2, y) (3.10)

Nous ne pouvons recevoir de réponse immédiate & cette question. Pour
résoudre le probleme considérons les notations objet et logique qui déeri-
vent les propriétés des individus x appartenant & l'ensemble des en-
seignants universitaires (fig. 3.15 et § 3.2.19) :

Notation objet Notation logique (Regle)
{xz ]| prof-univ} Elem(x, prof_univ) D
dipl : doctorat (Dipl(z, doctorat) A (3.11)
liew : univ Lieu(z, univ))

Nous pouvons faire correspondre et unifier les buts (3.10} avec les régles
{3.11) afin de produire le nouveau but (3.12) :

Notation objet Notation logique {But)

Jacques 2
self : (elem-de prof_univ) Elem{Jacques_2, prof_univ) (3.12)

Ce nouveau but correspond exactement 3 la phrase “Jacques est un pro-
fesseur d'université” ce qui est un fait; la réponse “Jacques posséde un
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doctorat” est ainsi trouvée. Ce type de preuve de théoréme correspond
au systéme de déduction directe décrit au paragraphe 3.1.22.

8i nous ne pouvons pas répondre & une question en examinant les pro-
priétés relatives & un individu {Jaeques_2) ou relatives & Pensemble
(prof-univ) auquel cet individu appartient spécifiquement, nous aurons
alors & examiner les propriétés d’un nouvel ensemble (prof) dont I'ensem-
ble précédent était un sous-ensemble.

Le sous-ensemble des professeurs d’université est relié & 1'ensemble des
professeurs comme suit :

Notation objet Notation logique
prof-univ
self: (sous-ens de prof) Subs(prof_univ, prof) (3.13)

3.3.12 Raisonnement par défaut

Un reproche que 'on peut faire aux représentations étudiées jusqu's
présent est qu’elles supposent des raisonnements rigoureux, alors que
les connaissances sur lesquelles nous nous appuyons habituellement ne
sont pas toujours formellement exactes. Dans la plupart des domaines,
les régles auxquelles les experts font référence ne sont qu'approximati-
vement exactes et tolérent en tout cas des exceptions.

De nombreuses descriptions de la forme “tous les = ont la propriété P
ne doivent étre considérées comme vraies que de maniére approximative,
Nous pouvons dire par exemple que “tous les oiseaux volent (sauf les
autruches, les pingouins, etc.)”.

Il est en général intéressant d’exploiter une connaissance telle que “tous
les oiseaux volent” et de ne remettre notre raisonnement en question que
pour une série d’exceptions notées a 'avance.

C’est ce que 'on appelle le raisonnement par défeut. Plusieurs forma-
lismes ont été proposés pour exprimer que “tous les ¢ ont la propriété P
sauf si on a explicitement noté le contraire pour certaines instances de la
variable =”.

Nous présentons ci-aprés un formalisme basé sur la représentation objet
([Nilsson 80], p. 408) et permettant le raisonnement par défaut. Une
approche gui préserve une certaine simplicité dans le raisonnement con-
siste 4 auntoriser des exceptions a la régle de quantification universelle
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portant sur certaines formules qui contiennent une implication. Une
assertion du type “tous les enseignants universitaires possédent un doe-
torat” pourrait étre donnée initialement sans aucune exception. Nous
déduisons de cette affirmation que “Jacques a un doctorat si Jacques
enseigne & Puniversité”. Ultérieurement, si nous apprenons que Jacques
n’a pas de doctorat nous devrons annuler notre déduction et changer
Paffirmation universelle & propos des enseignants universitaires de telle
fagon que Jacques s'en trouve exclu.

La maniére dont 'opération de correspondance utilise la propriétée d’héri-
tage peut nous fournir un mécanisme automatique pour traiter des ex-
ceptions de ce type.

Le mécanisme qui contréle I'opération de correspondance ne pourra utili-
ser la propriété d’héritage pour déduire une propriété d'un ohjet que si
I'information spécifique a propos de cette propriété n’apparait pas dans
le cadre associé a 'objet.

Admetions par exemple que nous désirions connaitre le dipléme de Jac-
ques. Pour répondre & cette question, nous essayons d’abord de faire
correspondre le cadre-but avec un cadre-fait.

Si le cadre-fait relatif & Jacques est de la forme :

Jacques 2
self : (elem-de profuniv}
dipl : maitrise

la correspondance entraine Punification {{y, maitrise)} et la réponse est
maitrise (“Jacques posséde un dipléme de maitrise”).

Si par contre le cadre-fait relatif & Jacques mentionne uniquement le fait
qu'il est professeur d'université, soit :

Jacques 2
self . (elem-de prof_univ)

alors le mécanisme de correspondance utilisera le cadre

{x | prof.univ}
dipl : doctorat

et la réponse est doctorat.
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3.3.13 Conclusion

La logique des prédicats peut étre utilisée pour représenter les connais-
sances qu’emploient certains systémes d’intelligence artificielle. Il exis-
te toutefois des types spécifiques de connaissance qui ne sont que diffi-
cilement représentables & l'aide du langage de la logique des prédicats.
C’est pourquoi nous avons introduit des logiques non classiques, telles
la logique modale et la logique temporelle, ainsi que des représentations
alternatives, telles la représentation réseau et la représentation objet.
Nous avons d’autre part indiqué les diverses techniques de raisonnement
associées aux représentations logique, réseau et objet. De plus nous avons
introduit le raisonnement par défaut dans le cadre de la représentation
objet.

Ceci nous conduit a envisager d’autres types de raisonnement tels le
raisonnement de bon sens, le raisonnement incertain a propos de croy-
ances et le raisonnement révisable. Une formalisation de ces modes de
raisonnement sera exposée dans le chapitre 4.
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4

Logique et raisonnement
révisable

4.1 Les roles multiples de la logique

4.1.1 Introduction

Le chapitre 3 a introduit différents modes élémentaires de représentation
de la connaissance : les modes logique, réseau et objel. Ces deux derniers
sont souvent présentés comme alternatifs a la logique; nous avons montré
qu’ils peuvent &ire retranscrits et réinterprétés au sein d’un formalisme
logique. On est ainsi amené & s’interroger sur le role réel que doit jouer
la logique dans les techniques de représentation de la connaissance et du
raisonnement.

Dans les faits, la forme de contribution que la logique mathématique doit
apporter au développement des techniques de représentation de la con-
naissance et du raisonnement reste I'objet d’un débat ouvert. Différentes
visions non exclusives du réle de la logique sont possibles en cette matiére.

» La logique peut étre considérée comme une technique directe de
représentation de la connaissance et du raisonnement.

¢ La logique peut étre considérée comme un formalisme de référence.
¢ La logique peut étre considérée comme une méthode permettant la

validation du raisonnement et I'analyse sémantique de la connais-
sance représentée.

Nous développons dans les paragraphes de cette section les différentes
visions du réle de la logique qui viennent d’éire évoquées.
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4.1.2 La logique comme technique de représentation

La logique formelle a pour objet I’étude des formes correctes de raison-
nement. A cette fin, elle fournit différents outils permettant la forma-
lisation et 'analyse de la correction de raisonnements déductifs. Nous
avons étudié au chapitre 1 ces différents outils : systémes d’évaluation
sémantique et systémes formels d’inférence.

Ces techniques de formalisation et de validation du raisonnement sont
greffées sur différents langages permettant la représentation de la con-
naissance. Une qualité majeure de ces langages est de présenter une
syntaxe rigoureuse. Une seconde qualité réside dans 'existence d’outils
sémantiques associés. Ceux-ci permettent d’établir de fagon non ambigug
une correspondance entre le monde et sa représentation dans le langage.
Ils assurent de plus la justification des inférences que 1'on peut effectuer
sur la connaissance représentée.

Un systéeme logique sera done composé d'un langage, d'une sémantique
formelle et d'un systéme d'inférence!. Ces outils logiques peuvent étre
mis en ceuvre assez directement. Les langages logiques servent de sup-
port pour 'expression de la connaissance qui est ainsi représentée de
fagon déclarative sous la forme d’expressions logiques. Le raisonnement
est défini comme une opération de démonstration de la validité ou de la
consistance d'une assertion logique. Rappelons qu’une formule logique
est valide si toutes les interprétations en sont des modéles et est consis-
tante si elle admet au moins un modéle (§ 1.1.6, 1.2.5). Le raisonnement
s'effectue par le biais d’une manipulation des composants déductifs du
systeme logique considéré. Ces composants déductifs sont par exemple
les systémes axiomatiques classiques (§ 2.1.3, 2.1.8), la déduction na-
turelle (§ 2.1.7, 2.1.9) ou la sémantique du systéme logique considéré.
Comme l'opération de démonstration doit étre automatisée, on la réalise
trés souvent au moyen de techniques de recherche effectuant une manip-
ulation systématique du composant déductif.

Cette facon de faire a donné naissance aux techniques de programmation
logique [Kowalski 79], [Lloyd 84], lesquelles peuvent étre utilisées directe-
ment & des fins de représentation de la connaissance et du raisonnement.
Le systéme le plus répandu est le langage Prolog [Colmerauer et al. 73],

1Ceci est vrai pour la plupart des systémes Jogiques usuels, mais certains outils
peuvent occasionnellement faire défaut pour des systémes particuliers. Par exemple,
les logiques intentionnelles de Montague [Montague 74] sont dépourvues de systéme
d’inférence.
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[Clocksin et Mellish 84], conjugaison du principe de résolution (§ 1.1.12,
1.2.14), du langage des clauses de Horn (§ 1.1.16}, d'une technique de
recherche de type chainage arriére et profondeur d’abord (§ 3.1.23) et
d’un traitement de la négation par échec [Clark 78].

Ces systémes seront décrits dans les chapitres 5 et 6. Nous nous res-
treignons ici a analyser leur compétence comme outils de représentation
de la connaissance et du raisonnement. Cette analyse repose sur des
considérations de trois types : épistémique, déductif et efficacité.

eLes considérations d’ordre épistémique,

Le but ultime étant de représenter la connaissance, le pouvoir expressif du
langage logique utilisé est le critére fondamental de son adéquation. Les
systémes d’'intelligence artificielle se restreignent le plus souvent & mettre
en ceuvre des langages logiques d’ordre 0 et 1: logiques des propositions
et des prédicats. La logique des prédicats fournit un étalon d’expressivité
auquel les systémes alternatifs peuvent éire comparés {Hayes 79]. Par
ailleurs, la logique des prédicats est souvent considérée comme étant suf-
fisamment expressive pour résoudre la plupart des problemes de représen-
tation de la connaissance en intelligence artificielle, Néanmoins, cette
puissance d’expression n’est pas universelle.

Certaines connaissances ne sont formalisables que dans des langages
logiques d’ordre plus élevé. Par exemple, une quantification de formules
n'est pas représentable dans la logique d’ordre 1.

On a observé que certaines connaissances sont difficilement formulables
dans les langages logiques habituels. Des exemples types sont les rela-
tions spatiales et temporelles, pour lesquelles des logiques spécifiques, en
particulier les logiques modales, sont mieux adaptées (§ 3.1.11).

D’autre part, les systémes logiques de base ne sont pas dotés d’outils
permettant la structuration et l'agrégation de la connaissance. La mise
en ceuvre de systdmes de classe et de typage des objets représentés avec
un mécanisme d’accés associé n'est pas directement prévue. Aussi un
compromis est-il parfois recherché au travers d’un mariage entre les
techniques purement logiques et les modes de représentation objet et
réseau (sect. 3.2, 3.3). Les systémes de classe et les mécanismes d’accés
du formalisme objet sont utilisés pour la représentation taxonomique
hiérarchisée des termes référencés par les assertions logiques (§ 3.2.19,
3.3.11}. Le langage logique est, de fagon complémentaire, utilisé pour
la représentation de connaissances assertionnelles sur ces termes. Le
mariage entre systéme logique et systéme réseau, tel qu'il est réalisé
dans le systtme KRYPTON [Brachman et al. 83], repose non seule-
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ment sur des questions épistémiques, mais aussi sur des considérations
d’efficacité. Pour nuancer ce qui précede, notons que de récentes mises
en ceuvre de systémes de programmation logique, tel le systéme Prolog
étendu LOGIN [Ait-Kaci et Nasr 86|, tendent & fournir directement dans
le cadre logique les fonctionnalités des systémes de classe avec héritage
de propriétés (§ 3.2.13).

eLes considérations d’ordre déductif.

La logique formelle est reliée & la formalisation et a la validation des
formes correctes de raisonnement. Les raisonnements en question sont
également appelés valides : leur correction est assurée indépendamment
de toute interprétation. Les systémes déductifs de la logique sont spé-
cialement adaptés a la formalisation de cette classe de raisonnements.
Peuvent-ils voir leur usage étendu & d’autres formes de raisonnement ?

Les raisonnements que l'on désire modéliser dans les applications de
I'intelligence artificielle ne sont pas tous valides. Ils sont souvent ap-
proximatifs et incertains & cause de leur nature elle-méme ou a cause
de 'incomplétude et de Dincertitude de leurs prémisses. Les conclu-
sions tirées d’un raisonnement incertain doivent pouvoir étre rétractées
s les prémisses qui ont amené & conjecturer ces conclusions ne sont
plus vérifiées ou si de nouvelles informations ont pour effet d’en blo-
quer la déduction. Les systemes déductifs de la logique ne permet-
tent pas directement la formalisation de pareils raisonnements révisables.
Un symptome de cette limitation est la propriété de monotonie que
possédent tous les systémes logiques habituels : ’'ensemble des théorémes
d'un tel systéme ne peut que croitre avec 'ensemble des axiomes de base.

Différents systémes logiques permettant la formalisation de raisonne-
ments révisables ont été proposés et sont détaillés dans les sections ulté-
rieures de ce chapitre.

el.es considérations d'eflicacité.

L'efficacité est une considération essentielle dans toute mise en ceuvre
pratique des principes déductifs de la logique. Une attention toute par-
ticuliére doit étre apportée a la stratégie de manipulation du systéme
déductif, laquelle doit faire face & une explosion combinatoire de I’espace
de recherche qui devient parfois infini. Une limite essentielle est la non-
décidabilité des systémes logiques, phénoméne qu’on observe dés qu'on
atteint la logique des prédicats (§ 2.2.11).
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4.1.3 La logique comme formalisme de référence

$’il est permis de voir dans la logique un outil directement utilisable pour
représenter la connaissance et le raisonnement, éventuellement en liaison
avec des systémes alternatifs plus adéquats, on peut aussi lui reconnaitre
d’antres fonctions spécifiques.

En particulier, on peut interpréter la logique comme formalisme de réfé-
rence utile & différents niveaux dans la définition d’autres techniques
effectives de représentation.

La logique peut tout d’abord servir & la définition rigoureuse de différen-
tes techniques de représentation. Par la retranscription de leurs lan-
gages et de leurs lois dans le formalisme logique, on peut ainsi préciser
la sémantique de ces techniques. Si la logique des prédicats est couram-
ment utilisée & cet effet [Hayes 79], elle ne fournit cependant pas toujours
un systéme suffisamment expressif. Par exemple, les systémes d’héritage
multiple avec exceptions (§ 3.3.12) permettent Pexpression de formes non
monotones de raisonnement. Celles-ci ne peuvent étre directement trans-
crites dans la logique des prédicats mais peuvent se définir rigoureuse-
ment dans des langages logiques plus élaborés [Touretzky 86].

Comme de nombreux formalismes peuvent &tre transcrits dans le langage
logique, celui-ci fournit un étalon de comparaison d’expressivité. Obser-
vons que ce n'est pas parce qu'un formalisme alternatif peut se définir
rigoureusement par la transcription de son langage et de ses lois dans un
cadre logique qu’il ne posséde pas de qualités propres permettant d’en
proner 'utilisation. En particulier, des techniques de représentation dont
lexpressivité objective est parfois inférieure & celle de la logique des prédi-
cats peuvent se justifier par 'attrait d’une expressivité effective accrue.
Tout ce qui peut étre écrit en langage Pascal peut étre traduit en langage
d'assemblage; néanmoins Pascal posséde, & certains égards, une expres-
sivité effective supérieure. De méme un formalisme qui est réductible 4 la
logique des prédicats peut néanmoins posséder une expressivité effective
supérieure.

C’est le cas notamment des représentations réseau (sect. 3.2} et des
représentations objet (sect. 3.3). Nous avons indiqué dans ces sections
comment traduire les prédicats m-aires en prédicats binaires et comment
interpréter ceux-ci en termes de représentation réseau et de représenta-
tion objet. Ces représentations sont done “équivalentes” & la représenta-
tion logique en ce sens qu’elles peuvent se transformer I'une dans I'autre.
Nous avons cependant montré que la représentation réseau et la représen-

185



Approche logique de Pintelligence artificielle

tation objet donnent une image “structurée” du monde, ce que ne fait
pas automatiquement la représentation logique.

La logique peut aussi remplir la fonction de garde-fou, exprimant diffé-
rents principes et régles logiques que tout systéme se doit de respecter
sauf mention contraire explicite. Par la transcription dans le formalisme
logique ou la simple comparaison avec celui-ci, on peut vérifier que ces
principes et régles sont respectés dans un formalisme donné.

4.1.4 La logique comme lieu de passage obligé

Quoi qu’il en soit du réle de la logique comme systéme de référence ou
comme outil permettant la définition précise d’autres formalismes, on
soutient parfois que certains problémes de représentation de la connais-
sance et du raisonnement ne peuvent étre réselus qu’a Paide de langages
logiques et des systéemes déductifs associés.

En particulier, par la définition précise des principes qui gouvernent
I'utilisation des opérateurs et connecteurs tels que la conjonction, la
disjonction, la négation, 1’égalité, les quantifications existentielle et uni-
verselle, la logique permet de définir certains paradigmes de raisonnement
souvent utiles [Moore 82).

Par exemple, la logique des prédicats, munie de 1’égalité (§ 2.1.10), per-
met :

+ d’exprimer que quelque chose posséde une certaine propriété, sans
dire de quelle chose il s’agit (réle de la quantification existentielle);

o d’exprimer que chaque chose d’une certaine classe posséde une cer-
iaine propriété, sans dire ce qu’est chaque chose dans cette classe
(réle de la quantification universelle);

» d’exprimer qu'au moins une parmi deux afirmations est vraie, sans
dire laquelle (réle de la disjonction};

»

de dire explicitement que quelque chose est faux (réle de la néga-
tion);

o d’affirmer ou de laisser en suspens le fait que deux expressions
différentes désignent un méme objet (réle de I'égalité).

Méme si 'on parvenait & concevoir un formalisme non logique doté de
ces fonctionnalités expressives et déductives, on serait en droit de se
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L4 [l B ][ C |

Figure 4.1 : Exemple

demander si, par nature, on ne retrouverait pas ainsi une certaine forme
de logique.

Ces paradigmes de raisonnement sont utiles et parfois indispensables
dans la résolution de nombreux problémes, tels en particulier des proble-
mes qui impliquent un raisonnement s’opérant dans le cadre d’une infor-
mation incompléte. A titre illustratif, voici un exemple repris & [Moore
82] montrant I'intérét de ces paradigmes de raisonnement.

Trois blocs, A, B et C, sont alignés (fig. 4.1). On sait que A4 est vert et
que C est bleu; on ne connait pas la couleur de B. On demande s'il y a
un bloc vert a ¢6té d’un bloc qui n’est pas vert.

La réponse est positive : si B est vert, alors B est un bloc vert situé a
c6té d’un bloc non vert, a savoir €. Si B n’est pas vert, alors B est un
bloc non vert disposé a c6té d’un bloc vert, A,

Selon Moore, trois facteurs logiques, qu’il serait bien difficile de concevoir

dans un formalisme non logique, sont impliqués dans le raisonnement qui
meéne & la solution :

¢ la capacité de voir qu'une proposition existentiellement quantifiée
est vraie, sans savoir quel objet la rend vraie;

s la capacité de reconnaitre que, pour une proposition particuliére,
soit elle-méme soit sa négation est vérifiée;

¢ la capacité de raisonner par cas.

4.1.5 L’analyse de la connaissance et du raisonnement

Certains auteurs attribuent principalement 4 la logique une fonction
d’analyse sémantique de la connaissance et de la validité des inférences
[Hayes 77], [Newell 80).

Représenter une connaissance, ¢’est exprimer dans un certain formalisme
une image que I'on se donne d'un monde. Une correspondance entre le
monde et sa représentation doit pouvoir &tre établie par 'apport d’une
analyse sémantique.
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Pareille analyse a pour but de déterminer les objets de la représentation
et de préciser I'image du monde telle que la représentation la définit.
Elle doit donc permettre Panalyse de vérité des propositions que 'on peut
conjecturer sur le monde. En d’autres termes, pour que la représentation
soit fructueuse, il faut qu'elle puisse étre 'objet d’une analyse qui exploite
I'information contenue dans la représentation pour cerner ce qu'est et
n'est pas le monde. Dans cette optique, une inférence valide ou une
déduction est “justifiée” par la vision du monde que 'analyse sémantique
de la représentation a définie.

Dire que R. Reagan est toujours vivant et président des Etats-Unis, c’est
imaginer un monde ou il est vral que R. Reagan est vivant malis ol il
est également faux que R. Reagan soit mort et qu'un autre homme soit
président des Etats-Unis si ’on sait qu’il ne peut y avoir qu’un seul
président a en fonction.

Toute analyse sémantique d’une “connaissance” représentée dans un for-
malisme quelconque doit permettre de déterminer ce que celle-ci implique
de vrai et de faux dans le monde imaginé. Méme si elle revét d’autres
aspects, pareille opération ressortit par définition A la logique et fait le
plus utilement appel & la théorie des modéles [Hayes 77], {Moore 82],
[Newell 80].

“ . Just as talking of programmerless programming violates truth in pack-
aging, so does talking of u non-logical analysis of knowledge...” ([Newell
80], p. 17).

En résumé, la logique peut étre vue comme I’outil, par excellence, per-
mettant l'analyse de la connaissance et du raisonnement. Son utilisation
pour la représentation effective de la connaissance et du raisonnement
releve, elle, d’autres considérations.

4.1.6 Conclusion

Le réle de la logique dans la problématique de la représentation de la
connaissance et du raisonnement est multiple.

s La logique peut étre utilisée directement comme outil de représen-
tation de la connaissance et du raisonnement.

¢ La logique peut également faire office de référence et d’étalon d’ex-
pressivité, de modele de compétence, de garant de principes logiques
élémentaires et peut aider a la définition précise de techniques al-
ternatives.
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+ Elle définit un certain nombre de principes et de lois indispensables
a la résolution de nombreux problémes.

¢ Elle permet I'analyse du sens d’une représentation de connaissances
et I'analyse de la validité des inférences.

o A cet égard elle est 'outil par excellence permettant 'analyse de la
connaissance et du raisonnement, en tant que tels.

4.2 La logique et le raisonnement révisable

4.2.1 Formalisation du raisonnement révisable

La logique classique s’attache a la formalisation du raisennement stricte-
ment correct. La modélisation du raisonnement, telle qu’elle est visée en
intelligence artificielle, ne doit pas se restreindre 4 la formalisation d’une
intelligence sans faille. Une grande part de notre intelligence réside dans
notre faculté d’élaborer des raisonnements judicieux, quoique entachés
d'incertitudes. En particulier, face & une information incompléte, incer-
taine ou évolutive, nos raisonnements sont souvent conjecturanx, sim-
plement plausibles et sujets & révision. Nous pouvons par exemple tenir
le raisonnement suivant. “Sachant que la plupart des oiseaux peuvent
voler et que Titi est un oiseaun, alors j’en conclus que Titi peut voler”.
Cette inférence semble acceptable. Elle ne peut cependant étre quali-
fiee d'absolument correcte et valide dans la mesure ou elle ne tient pas
compte d’exceptions possibles. Elle est donc incertaine et peut étre su-
jette & révision. En particulier, s'il est précisé que Titi est une autruche,
Passertion “Titi peut voler” doit étre rétractée. Les autruches sont des
oiseaux qui ne volent pas.

Il est clair a priori qu'un systéme logique permettant de formaliser pareil
raisonnement révisable doit étre non monotone. Le nombre de théorémes
qu'il permet d’obtenir doit pouvoir éventuellement décroitre lorsque le
nombre d’axiomes de base, ou prémisses, augmente.

4.2.2 Legique classique et raisonnement valide

Les systemes déductifs de la logique classique se limitent & la formalisa-
tion du raisonnement valide (sect. 2.1). Tels quels, ils ne sont donc pas
appropriés & la formalisation d’un raisonnement incertain et révisable.
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Les propriétés fondamentales des systémes formels de déduction témoignent
clairement de cette limitation.

Un systéme formel de déduction de la logique classique est composé d'un
ensemble de schémas d’axiomes et de régles d’inférence (sect. 2.1). Un tel
systéme permet d’inférer des conclusions & partir de prémisses et définit
donc une relation de déduction entre formules, notée . Cette relation
possiéde les propriétés suivantes [Gabbay 84) :

* propriété de réflexivité :
{p1, .- Pna} g

e propriété de monotonie :
si {pls' . :pﬂ} =g alors {pls <oy Py 1'“} 4

e propiété de transitivité :
si{p1y..,Pn} 7 et {P1,...,Pn, 7} g alors {p1,...,Pn} 9.

Dans les expressions ci-dessus, py,..., 0., ¢ et r désignent des formules
du langage logique considéré. Ces propriétés fondamentales traduisent
formellement certaines exigences du raisonnement valide.

o Inférer une conclusion identique & 'une des prémisses est une opéra-
tion valide.

¢ Un résultat acquis n’est pas remis en cause par des résultats ulté-
rieurs.

¢ Des résultats intermédiaires peuvent étre utilisés pour établir la
validité d'une conclusion.

Les systémes formels de déduction de la logique classique apparaissent
comme des systémes algébriques de réécriture respectant ces différentes
exigences. En particulier, la propriété de monotonie s’oppose a la formali-
sation directe d’un raisonnement révisable. D'un point de vue purement
syntaxique, construire un systéme d’inférence non monotone nécessite
donc d’affaiblir les propriétés caractérisant les systémes déductifs de la
logique classique.

La définition classique de la relation de conséquence sémantique montre
d’emblée 'inaptitude de celle-ci & formaliser le raisonnement révisable.

Une caractérisation sémantique d’un systéme logique s’établit en at-
tribuant des valeurs sémantiques aux expressions du langage au moyen
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d'une interprélation, appelée modéle lorsque l'interprétation est vraie
(§ 1.2.5). Cette caractérisation s’effectue par l'attribution de valeurs
sémantiques aux expressions de base du langage et par la définition
de régles permettant ’évaluation sémantique des expressions plus com-
plexes. Tel est par exemple le principe de compositionnalité (§ 1.1.4,
3.1.10).

La relation de conséquence sémantique { =) (§ 1.1.6) entre un ensemble
A de prémisses et une conclusion p est classiquement définie comme suit.

A=p si tout modéle de A est aussi un modéle de p.

Dans cette définition le mot “tout” implique que seules les conséquences
“certaines” (“valides”) de A peuvent &ire inférées.

Un raisonnement révisable n’est pas valide au sens classique du terme.
Inférer p depuis un ensemble A de prémisses et rétracter p lorsqu’une
information ¢ est ajoutée & A signifie en effet que 'on accepte d’inférer
p, alors qu'il existe un modéle de AU {q} qui est a fortiori un modéle de
A, qui ne vérifie pas p.

Construire une logique non monotone nécessite la définition d’une re-
lation d’'inférence permettant de tirer des conclusions qui ne sont pas
vérifiées dans tous les modeles des prémisses.

I’inadéquation des systémes de déduction de la logique classique & la for-
malisation du raisonnetnent révisable s’explique également par le fait que
leurs régles d’inférence sont uniquement permissives [Minsky 74]. Elles
sont toujours de la forme : “g est un théoréme si pq, ps,...,pn sont des
théorémes”. Ces régles permettent seulement d’engendrer de nouveaux
théorémes et jamais d'invalider des résultats. Un systéme modélisant
un raisonnerment révisable devrait contenir également des régles restric-
tives de la forme : “g est un théoréme si p1, pa, ..., pn Dne sont pas des
théorémes”.

4.2.3 Caractéristiques des logiques non monotones

Les logiques non monotones ont pour but la mise au point de systémes
d’inférence permettant la modélisation de raisonnements révisables et
donc non valides au sens classique du terme.

Intuitivement, un systéme d’inférence formalisant un raisonnement révi-
sable doit permettre I’obtention de formules “plausibles”. D’un point de
vue sémantique, ceci revient a inférer des formules qui sont consistantes
avec les prémisses en ce sens qu'elles sont vérifides dans au moins un
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modéle de celles-ci. Sous cette hypothése, on se restreint & modéliser un
agent rationnel qui émet des conclusions consistantes avec un ensemble
d’informations de départ, Par exemple, la conclusion “Titi vole” n'est pas
une conséquence valide de 'ensemble des deux prémisses “La plupart des
oiseaux volent” et “Titi est un oiseau”. Elle est simplement une formule
consistante avec cet ensemble de prémisses; elle appartient donc & une
image du monde qu’il est possible de se donner de fagon consistante sur
la base de ces deux prémisses.

D’autre part, il semble raisonnable d’exiger que des conclusions mutuelle-
ment inconsistantes ne puissent étre inférées conjointement. Méme d’un
agent qui émet des conclusions simplement plausibles, on peut exiger une
cohérence entre ses différentes affirmations. On n’acceptera pas qu'un
agent croie a la fois que Titi vole et que Titi ne vole pas.

Cette exigence de consistance est lide A la révisabilité du raisonnement,
Lorsque de nouvelles informations entrent en jeu, des conjectures peuvent
ne plus étre consistantes avec le nouvel ensemble de prémisses et doivent
dés lors &tre rétractées, Si on apprend que Titi est une autruche en
sachant que les autruches sont des oiseaux qui ne volent pas, assertion
préalablement inférée “Titi vole” doit étre rétractée.

Une logique non monotone permettra done d’inférer des formules qui
soient consistantes entre elles et consistantes avec un ensemble donné
de prémisses. De nombreuses questions logiques doivent étre examinées
dans ce contexte.

¢ Quel est le statut des formules qui peuvent étre inférées ?

Ces formules ne sont plus des tautologies et ne sont plus valides (au sens
classique) par rapport aux prémisses. Elles sont simplement consistantes
vis-&-vis de celles-ci (§ 1.1.6, 1.2.5).

s Quelle est la structure des ensembles de formules inférées 7

Dans un systéme déductif classique, on peut caractériser par un seul
ensemble croissant les conclusions inférables a partir d'un ensemble de
prémisses. Augmenter I'ensemble des prémisses ne peut qu’augmenter
I’ensemble des conclusions. Un systéme nion monotone ne posséde pas
nécessairement cette propriété.

Différents ensembles incompatibles de formules peuvent &tre obtenus 3
partir d'un tel systéme d’inférence.

L’ordre dans lequel les inférences sont effectuées détermine un ensemble
particulier de conclusions. Lorsque l'on infére une formule qui n’est que
plausible, on doit s'interdire d’inférer par la suite les autres formules
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plausibles mais inconsistantes avec la premitre. Par exemple, si on infére
P’assertion “Titi vole”, on ne peut inférer “Titi ne vole pas”. Inversement,
i on infére Iassertion “Titi ne vole pas”, on ne peut plus inférer “Titi
vole”. Deux ensembles différents de formules pourront étre ainsi obtenus
selon l'ordre d’application des inférences.

¢« Comment éviter 'existence de plusieurs ensembles incompa-
tibles de conclusions possibles 7

On peut affaiblir la propriété de monotonie (§ 4.2.2) en une propriété de
monotonie restreinte [(Gabbay 84):

o si{p,....pa} v et {pr,...,pa} v g alors {p1,...,pn, 7} v g
(ol pv est le symbole représentant la relation d’inférabilité du sys-

teme considéré).

Notons cependant que la monotonie restreinte ne permet pas la modéli-
sation d’alternatives de raisonnement mutuellement incompatibles.

¢ Comment caractériser les ensembles de conclusions possibles ?

Lorsque des formules peuvent étre successivement inférées puis rétractées,
on perd la structure itérative simple des systemes axiomatiques classiques
(§ 2.1.2) qui permet de construire et d’énumeérer les ensembles de con-
clusions possibles.

On caractérisera le(s) ensemble(s) de formules qui peuvent étre inférées &
partir du systéme opérant sur un ensemble de prémisses par ’évaluation
des “points fixes” de cette opération. Un point fixe est un ensemble
stable de croyances pour lequel aucune nouvelle formule ne peut plus
étre inférée de fagon consistante. Cette technique est directement ap-
pliquée dans les logigues non monotones de McDermott (sect. 4.5). Elle
se retrouve également dans les logiques des défauts de Reiter (sect. 4.3
sous la forme d’extensions de théories avec défauts et dans les logiqu .5
autoépistémiques de Stalnaker et Moore (sect. 4.8) sous la forme d’ zpan-
sions stables, ensembles complets et légaux de conclusions qu'un agent
idéalement rationnel est habilité & tirer d’un ensemble de prémisses.

* Que deviennent les notions de théoréme, d’inférence valide et
de démonstration 7

Différents points de vue sont en présence. En logique classique, un
théoréme est une tautologie et résulte de 'application d’inférences vali-
des. Le vocable regoit une acception plus large dans la théorie des lan-
gages formels, oli un théoréme est une assertion qui peut eire inférée
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via un systéme de réécriture (lequel ne produit pas nécessairement des
inférences valides).

Dans le contexte d'une logique non monotone, on peut tout d’abord
définir comme “théorémes” les formules qui sont présentes dans tous les
ensembles stables d’assertions pouvant étre inférées.

On peut aussi s’intéresser & la construction d’un de ces ensembles. Les
formules intéressantes sont alors toutes les assertions qui peuvent étre
énoncées & propos d’une image particulitre du monde qu’un agent imagi-
ne de facon consistante sur la base d'un ensemble de croyances de départ,
Dans ce dernier cas, une démonstration revient a établir, pour une for-
mule donnée, une preuve de ’existence d’un ensemble stable et consistant
de croyances qui contient cette formule et qui peut étre inféré a partir
des prémisses considérées.

s Qu’advient-il des métathéorémes classiques ?

Lorsque ’on abandonne la propriété de monotonie, la plupart des méta-
théorémes de la logique classique se trouvent invalidés. Par exemple,
le métathéoréme de la déduction (§ 2.1.4) ne sera plus vérifié dans les
logiques non monotones de McDermott (sect. 4.5).

4.2.4 Circularité des régles d’inférence non monotone

Si un systéme non monotone doit assurer par lui-méme la réiractabilité
de ses inférences, il doit contenir des régles d’inférence révisabies : des
regles dont 'application peut éire bloquée de maniére dynamique. A
cette fin, on peut concevoir des régles d’inférence munies de conditions
d’application dont la vérification peut évoluer dynamiquement avec I’en-
semble des prémisses. Ces régles seront appelées régles d’inférence non
monotone. Leurs préconditions permettront de vérifier, avant inférence,
qu’une assertion est consistante avec ce qui a déja été inféré par le systéme
3 partir de 'ensemble actuel de prémisses.

Considérons la régle “si ¢ est un oiseau alors  vole”. On voudrait que la
partie droite de cette régle puisse étre inférée lorsqu’elle est simplement
consistante avec les prémisses et les autres formules déja inférées. Dans
ce but, on peut transformer la régle en “si © est un oiseau et s’il est
consistant d’inférer que z vole, alors & vole”. La condition de consistance
peut, elle, se mettre sous la forme de la non-inférabilité d'une assertion.
“8’il est consistant d’inférer que = vole” peut étre remplacé par “si I'on
ne peut inférer que = ne vole pas”.

La vérification de ce type de précondition pourra évoluer dynamique-
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ment avec I'ensemble des formules déja inférées par le systéme, celles-
¢i réduisant progressivement 'ensemble des assertions consistantes avec
Pétat du systéme.

Comment interpréter les conditions de consistance et d’infeérabilité utili-
sées dans les préconditions ? En fait, 'interprétation de ces conditions
doit faire appel 4 la relation d’inférabilité sous-tendue par le systéme qui
contient les régles avec préconditions.

L’interprétation de la notion d'inférabilité apparaissant dans la précon-
dition “on ne peut déduire que & ne vole pas” doit notamment tenir
compte de ce qui peut &tre inféré au moyen des régles munies de cette
précondition.

Il y a dés lors danger de circularité dans la définition et Uinterprétation de
la relation d’inférabilité. En testant la non-inférabilité d’une assertion,
les régles révisables doivent faire appel au systéme d’inférence qui les
contient. Ainsi, pour tester la précondition “on ne peut déduire que  ne
vole pas”, on doit prendre en considération toutes les régles d’inférence
du systéme, y compris les regles non monotones.

On ne peut donc pas définir des relations d’inférabilité indépendantes
pour définir le test des conditions d’application des régles révisables,
d'une part, et pour caractériser le systeme d'inférence muni des régles
avec préconditions, d'autre part.

Examinons ce probléme de plus prés. Soit p une proposition. Etant
donné un ensemble A de propositions, vues comme des prémisses, définis-
sons naivement la primitive UNLESS [Sandewall 72], [Kramosil 75)
cormme suit :

¢ UNLESS(p) est vrai si et seulement si p ne peut pas étre démontré
dans la logique des propositions a partir de 'ensemble A de prémis-
8es.

Cette primitive peut étre utilisée dans la définition de régles d’inférence
non monotone devant permettre d’obtenir une nouvelle assertion sous la
condition que certaines autres assertions ne soient pas inférables.

A cette fin, utilisons UNLESS comme opérateur de vérité s’appliquant
sur les propositions du langage. Le systéme déductif de la logique des
propositions augtmenté de nouvelles régles contenant cet opérateur et
appliqué a 'ensemble A de prémisses est non monotone; mais il n’a pas les
propriétés désirées. En particulier, contrairement & ce qui était recherché,
pareil systéme n’interdit pas d’inférer simultanément p et UNLESS(p)

195



Approche logique de Vintelligence artificielle

parce que UNLESS ne dépend pas de la nouvelle relation d’inférabilité
comme souhaité mais seulement du systéme de déduction de la logique
des propositions.

Imaginons en effet la régle non monotone

UNLESS(q) b p.

Supposant que p ne soit pas démontrable dans la logique des propositions
a partir d’un ensemble A de prémisses, on infere UNLESS(p) directement
par la définition de UNLESS. I’autre part, si ¢ ne peut pas non plus étre
démontré dans la logique des propositions & partir de I'ensemble A, alors
on obtient UNLESS(q), & partir de quoi, par la régle d’inférence non
monotone, on infére p.

On voit ainsi que le systéme d’inférence sur lequel repose la vérification de
la précondition d’une régle non monotone doit étre le systéme d’inférence
dans lequel entre cette regle.

4.2.5 Pluri-extensionalité d’un systéme non monotone

Pour illustrer le probléeme de la pluri-extensionalité d’un systéme non
monotone, imaginons & présent que la primitive UNLESS soit correcte-
ment définie et dépende non seulement du calcul des propositions mais
aussi de toutes les autres régles et de tous les antres axiomes considérés

dans le systéme. Ces régles et axiomes peuvent eux-mémes utiliser la
primitive UNLESS.

Désignons par £, le langage du calcul des propositions augmenté de
I'opérateur UNLESS en question. Soit A 'ensemble {a, aAUNLESS(b) D
c,an UNLESS(¢c) D b} ol a,b et ¢ sont des propositions données de £,.
Il apparait que soit b, s0it ¢ penvent étre inférés & partir de I'ensemble A,
mais pas conjointement. En effet, si b ne peut étre inféré par le systeme,
alors on a UNLESS(b). On peut en inférer ¢. Mais alors UNLESS(c) ne
peut plus étre inféré. De fagon tout & fait symétrique, si ¢ ne peut étre
inféré, alors b peut étre inféré.

Différents ensembles incompatibles de conclusions peuvent ainsi étre ob-
tenus & partir d'un méme ensemble de prémisses.
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4.2.6 Différentes formes de raisonnement non monotone

Tous les raisonnements révisables ne sont pas de la méme nature. Il
existe des causes trés diverses qui rendent nos raisonnements sujets a
révision. Il est nécessaire de comprendre les phénomenes et hypothéses
qui entrent en jeu dans nos raisonnements pour définir les techniques de
modélisation les plus adéquates.

Nous distinguerons deux classes de raisonnements révisables,

s Le raisonnement révisable car incertain et conjectural.

Généralement, les objets de type X ont la propriété P. Si A est un
objet de type X, alors je déduis que A posséde (vraisemblablement)
la propriété P.

Exemple :

“Si Titi est un oiseaun alors j’en déduis que (vraisemblablement) Titi
vole.”

La connaissance qui me permet d’inférer pareille conclusion est du type
“la plupart des oiseaux volent”, ou encore “un oiseau typique vole”. Ce
raisonnement est tout & fait incertain et un complément d’information
peut m’amener & devoir le réviser.

¢ Un raisonnement révisable car de nature introspective.
Sur base de mon éial de connaissance, je peur déduire que...
Exemple :

“Ne me connaissant pas de frére ainé, j’en déduis que je n’al pas de
frére aing.”

8i j'affirme que je n’ai pas de frére ainég, ce n’est pas parce que “vraisem-
blablement” je n’en ai pas. Le mécanisme de raisonnement impliqué ici
est différent. Il est introspectif et repose sur I'hypothése que toute la
connaissance relative au probleme est donnée : “si javais un frére ainé,
je le saurais®.

On peut exiger de ce raisonnement qu'il soit effectué de “fagon certaine”
sous ’hypothése que toute I'information pertinente est donnée et est cor-
recte, et que tout ce qui n'est pas donné est faux. En d’autres termes,

on peut exiger de ce raisonnement qu'il soit “valide relativement” & cet
etat de connaissance [Moore 87]. Le caractére révisable du raisonnement
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provient ici du fait que le raisonnement est relatif & un état de connais-
sance. Cet état peut évoluer et est propre i 'agent particulier qui tient
le raisonnement.

Notons incidemment que de nombreux raisonnements révisables car in-
certains peuvent étre modélisés par un raisonnement introspectif,

Quoi qu’il en soit de la derniére remarque, la distinction entre les deux
classes de logiques révisables est importante pour comprendre les champs
d’application respectifs des différentes logiques non monotones énumérées
ci-dessous et exposées dans la suite de ce chapitre.

¢ Les logiques des défauts (sect. 4.3).

Les logiques des défauts sont des systemes logiques ol la non-mono-
tonie résulte de 'utilisation de régles d’inférence non valide propres
au domaine de l'application. Ces régles expriment des connais-
sances du type “la plupart des oiseaux volent” sous la forme “s’il
est consistant d’'inférer qu’un oiseau particulier peut voler, alors on
peut inférer qu’il vole”. Elles permettent ainsi 'expression de lois
munies d’exceptions sans qu’il soit nécessaire de dresser la liste de
ces exceptions.

¢ Les logiques non monotones de McDermott (sect. 4.5).
Leur objectif est d’offrir un systéme axiomatique universel (indé-
pendant du domaine d’application) permettant 'évaluation des en-
sembles d’assertions “consistantes” que I'on peut inférer & partir
d'un ensemble de prémisses.

¢ Les logiques autoépistémiques (sect. 4.8).
Les logiques autoépistémiques sont une reconstruction des logiques
non monotones de McDermott. Le raisonnement modélisé est ici
purement introspectif. On représente un agent idéalement rationnel
raisonnant sur la base de ses croyances. Ce type de raisonnement
est révisable parce qu'il est relatif & un état de connaissance, lequel
peut étre évolutif.

¢ Les techniques basées sur le principe de monde clos et le principe
de circonscription.
Ces principes se fondent sur I'hypothése que toute I'information
relative au probléme est donnée au systéme. Les techniques corres-
pondantes se développent et se justifient par la théorie des modéles
(sect. 2.2). FElles définissent de fagon souvent implicite des régles
d’'inférence qui permettent d’obtenir des expressions vraies dans
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certains modtles des prémisses. Ces techniques seront développées
dans la seconde partie de cet ouvrage.

4.3 Les logiques des défauts

4.3.1 Introduction

Les logiques des défouts ont été introduites et développées par Reiter
[Reiter 80] pour formaliser le raisonnement simplement consistant.

En présence d’une information incompléte, nous sommes amenés a tirer
des conclusions conjecturales simplement plausibles. En particulier, nous
interprétons parfois comme absolument générales des lois qui apparais-
sent correctes dans la plupart des cas, mais qui admetient certaines ex-
ceptions.

8i Titi est un oiseau, alors j’en infére que Titi vole. Tous les oiseaux ne
volent pas, mais je me sens autorisé & conclure que Titl vole g'il n’existe
rien dans mes croyances qui m’interdise de tirer cette conclusion. Comme
le fait que Titi vole est consistant avec mes croyances, je conclus que Titi
vole, parce que cette conclusion est la plus naturelle pour moi. Ce genre
de raisonnement est appelé raisonnement par défaut.

Une logique des défauts permet de formaliser le raisonnement par défaut
sous la forme de régles d’inférence particulieres. Ces régles sont appelées
défauts et se représentent comme suit :

a: Mg
Y

L’interprétation intuitive est celle-ci. Si « est cru et si J est consistant
avec tout ce qui est cru, alors 7 peut étre cru également.

Ainsi, on peut exprimer la loi énongant que les oiseaux généralement
volent de la maniére que voici :

Oiseau(z) : M Vole(z)
Vole(x)

L’interprétation intuitive que I'on peut associer a cette réegle est : “si
& est un oiseau et s'il est consistant de supposer que z vole, alors on
peut déduire que z vole”. On représente ainsi la loi générale, munie
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d’exceptions, énongant que typiguement les oiseaux volent. Une régle de
ce gente, appelée “régle de défaut”, permet de traiter les cas d’exception
sans nécessiter I'identification préalable de ces cas.

Un systéme de logique des défauts se présentera sous la forme d’une
théorie avec (régles de) défauts, constituée d’un ensemble particulier de
formules et régles d’inférence. L’ensemble en question contient des for-
mules de la logique des prédicats représentant les informations de base
données au systéme et traitées en tant qu'axiomes; il contient en outre
des régles de défaut qui traduisent les différentes lois comprenant des
exceptions.

Pour un tel systéme il existe un certain nombre d’ensembles consis-
tants de croyances (zéro, un ou plusieurs ensembles) qui peuvent en étre
inférées. Ces ensembles représentent les différentes images du monde qui
peuvent &tre imaginées & partir de la théorie avec défauts.

4.3.2 Théories avec régles de défaut

Désignons par £ un langage prédicatif du premier ordre {sect. 2.2).
Une régle de défaut (en abrégé défout) D est une expression de la forme

ax) : MBi(x),..., MBn(x)
¥(x)

ol

o «(x), F1(x), ..., Bn(x) et y(x) sont des formules de £ dont les vari-
ables libres sont choisies parmi x = (x1,...,,);

¢ ax) est appelé prérequis du défaut D,
B(x) est appelé justification du défaut D,
+(x) est appelé conséquent du défaut D;

¢ M est un symbole du métalangage.

Un défaut D est dit fermé si et seulement si a(x), f1(x),. .., Gm(x) et
¥(x) ne contiennent pas de variable libre. Dans ce cas a(x), 1(x),. -
Bm(x) et ¥(x) sont notés plus simplement «, 81,..., Om et 7.

Les variables libres d’un défaut sont interprétées comme universellement
quantifiées, leur portée s'étendant sur les trois membres du défant. Un
défaut qui n’est pas fermé est appelé ouvert. Un défaut ouvert représente
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un schéma général d'inférence. Une instance d’un défaut ouvert est un
défaut fermé obtenu par remplacement de toutes les variables libres du
défaut ouvert par des constantes de £ (en respectant la loi implicite de
portée des variables libres du défaut).

Une théorie avec régles de défaut A est une paire (D, F) ol

¢ D est un ensemble de défauts,

o I est un ensemble de formules fermées de £.

On dit en abrégé que A est une théorie avec défauts.

Une théorie avec défauts A = (D, F) est dite fermée si et seulement si
tous les défauts de D sont fermés.

4.3.3 Exemples de 'utilité des régles de défaut

Voyons tout d’abord un exemple de représentation d’une connaissance
incomplete; cet exemple est repris de [Reiter 80]. La connaissance est
donnée sous la forme de deux régles de défauts dont nous indiquons un
énoncé en frangais et sa traduction formelle.

¢ Francais: “Une personne habite généralement avec son conjoint.”
Conjoint(x,y) A (Habite(y) = z) : M(Habite(x) = z)
Habite(z) = 2

Logique

s Francais : “Une personne habite généralement dans la ville de son
employeur.”

Employeur(z,y) A (Ville(y) = z) : M(Habite(z) = z)
Habite(z) = 2

Logique

Supposons que le conjoint de Marie habite Bruxelles tandis que son em-
ployeur est installé & Paris. Les deux régles d’inférence induisent des
conclusions mutuellement inconsistantes. Si l'on applique d’abord la
Premiére tégle, il faut empécher toute inférence qui aménerait la con-
clusion : “Marie habite Paris”. On dira que “Marie habite Bruxelles”
et “Marie habite Paris” sont des formules appartenant & deux exten-
stons (mutuellement inconsistantes) de la théorie ayant les deux régles
de défaut énoncées ci-dessus.

Voyons ensuite un exemple qui illustre 1'utilisation que I'on peut faire
des régles de défaut dans des structures hiérarchisées comportant des
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exceptions; cet exemple est repris de [Froidevaux 85]. Considérons les
assertions suivantes :

1. les mollusques sont des coquillages;

2. les céphalopodes sont des mollusques mais ne sont pas des coquil-
lages;

3. les nautiles sont des céphalopodes et sont des coquillages.

Ces assertions sont représentables au moyen d’une théorie A comportant
deux régles de défaut et trois formules.

Mo(x) : M(Co(z) A —Ce(x))

Co(z)
Frangais : “Si z est un mollusque, et s’il est consistant de supposer
que T est un coquillage et n’est pas un céphalopode, alors on peut
conclure que & est un coquillage.”
Ce(z) : M(~Col(z) A —~Na(z}))

=Co(z)
Frangais : “Si z est un céphalopode et s'il est consistant de supposer

que x n’est pas un coquillage et n’est pas un nantile, alors on peut
conclure que ¢ n'est pas un coquillage.”

s Défaut Dy :

e Défaut Dy :

e Formule Fy : Ya(Na(x) D Ce(z)).

Francais  : “Les nautiles sont des céphalopodes.”

s Formule F; : Yz(Ce(z) D Mo(z)).

Francais : “Les céphalopodes sont des mollusques.”

¢ Formule F3 : Vz(Na(z) D Co(xz)).

Francgais : “Les nautiles sont des coquillages.”

Si z est un nautile, les trois formules de la théorie nous permettent
d’inférer que x est un céphalopode, un mollusque et un coquillage; cette
inférence détermine I'unique extension de la théorie formée de I'union de
A et de I'assertion “z est un nautile”,

81 z est un céphalopode et si 'on sait que T n'est pas un nautile, alors
de la formule F3 on infére que z est un mollusque et de la régle D; on
infére que 2 n’est pas un coquillage; cetie inférence détermine 'unique
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extension de la théorie formée de 'union de A et de ’assertion “x est un
céphalopode et n'est pas un nautile”. Nous définissons formellement le
concept d'extension dans le paragraphe qui suit.

4.3.4 Extensions de théories avec défauts

Une théorie avec défauts A = (D, F) sous-tend un certain nombre d’en-
sembles de croyances (zéro, un ou plusieurs ensembles) que 'on peut
inférer de facon consistante avec I’ensemble F de formules. Ces ensembles
de croyances sont appelés eztensions de la théorie avec défauts.

Les extensions d’une théorie avec défauts ne sont explicitement définies
ici que pour les théories fermées. Les théories ouvertes avec défauts
peuvent étre transformées en des théories fermées correspondantes. Ceci
peut s’effectuer en remplagant tous les défauts ouverts par ensemble
de toutes leurs instances via la restriction de 'applicabilité des défauts
ouverts au domaine de Herbrand (§ 1.2.9) de la théorie. Moyennant
cette transformation, les résultats obtenus pour les théories fermées avec
défauts peuvent étre étendus aux théories ouvertes avec défauts lorsque
ces théories sont finies (& noter ici que les théories contenant des symboles
fonctionnels d’arité non nulle ont un domaine de Herbrand infini).

Avant de formaliser le sujet, indiquons une caractérisation intuitive des
propriétés que doit posséder une extension d’une théorie fermée avec
défauts : une extension est un sur-ensemble des informations de base du
systéme qui comprend tout ce qui peut éire inféré, que ce soit par les
régles logiques classiques ou par les défauts.

Etant donné un sous-ensemble X de £, appelons Thz(X) ensemble des
formules fermées qui peuvent étre déduites validement de X par les lois
d’inférence classiques de £. Formellement,

The(X) = {w|w € £, w est fermé et X —~w}.

Soit A = (D, F) une théorie fermée avec défauts. Etant donné un sous-
ensemble § de £, désignons par T'(S) le plus petit sous-ensemble de £
satisfaisant aux trois conditions

s FCI(S),
o The(T(S)) = T(S),
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osi @ MBL . MBr o p oG T(S) et si =B, ..., P ¢ 8,

Y
alors ¥ € T'(S).

Un ensemble de formules E C £ est une eziension pour A si et seule-
ment si ['(E) = F, c’est-a-dire si et seulement si E est un point fize de
Popérateur T

Une telle extension F peut étre caractérisée de la maniére suivante. Cons-
truisons une suite de formules EF; en posant By = F et

Eins = The(BD) U { 7| a:MpBy,...,MB, €D on
Y
a € Bet nf,...,7 0, € E},

pour 7 =0,1,2, etc. Alors 'ensemble donné E est une extension pour A
si et senlement si

4.3.5 Exemples d’extensions de théories avec défauts

Une théorie avec défauts peut parfois permettre d’inférer plusieurs ex-
tensions 4 partir d'un méme ensemble de prémisses.

¢ Exemple 1 [McDermott et Doyle 80].

SoitA:(D,F)oﬁD:{ :MA - MP_ i MQ }etF:@.
Cette théorie posséde une extension :
E =The({-P,-S}).

s Exemple 2.

SoitA:(D,F)oﬁD:{ MA }etF={D.
A

Cette théorie n’a pas d'extension.

s Exemple 3 [McDermott et Doyle 80].

Soit A = (D,F)oﬁD:{ :MA :MB }etF=®.
- -B -A
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Cette théorie posséde deux extensions :

By = Thc({—lA}) et By = Th,:({—lB})‘

e Exemple 4 [Reiter 80].

Soit A=(D,F)ou D={ A1 MIP@) MA -M-4 |
Hirp(:l?) A -4

F=0

Cette théorie posséde deux extensions :

E = Th,c({—lA}) et gz = Th;;({A, H-TP(-T)})
Le premier défaut de IJ peut par exemple servir a formaliser 'asser-
tion “la plupart des professeurs d’université possédent un doctorat”,
soit :
Prof _univ(z) : M(Jy Inst(y, doctorat) A Possede(z, y))
Jy Insi(y, doctorat) A Possede(x,y)

4.3.6 Théories normales

Certaines théories avec défauts ne possédent pas d’extension comme le
montre 'exemple 2 du paragraphe précédent.

Il existe cependant une classe de théories avec défauts pour lesquelles
Pexistence d’extensions est assurée [Reiter 80). Il ’agit des théories pour
lesquelles le conséquent et la justification d'un méme défaut sont iden-
tiques. Ces théories sont appelées normales.

Une théorie normale est constituée de défeuls normaux. Par définition
un défaut normal est de la forme

a(x) : MB(x)
A(x)

COutre la propriété intéressante d’admettre au moins une extension, les
théories normales avec défauts possedent une propriété de semi-monoto-
nie : si on accroit 'ensemble des défauts d’une théorie normale, alors la
nouvelle théorie normale ainsi obtenue admet une extension qui inclut
une extension de la premiére théorie [Reiter 80).

Une conséquence pratique importante de cette propriété est la possibilité
de construire une théorie de la preuve qui reste locale par rapport aux
défauts mis en jeu.
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4.3.7 Une théorie de la preuve pour les théories normales

On se pose la question suivante. Est-il possible d’établir une théorie de
la preuve pour les logiques des défauts, et en particulier pour les théories
normales fermées ? De maniére plus précise, étant donné une théorie
normale fermée A et une formule fermée f appartenant & £, existe-t-il
une technique permettant de tester si A posséde une extension E qui
contient f ?

Pour répondre & une telle question, Reiter définit la notion de preuve
selon une théorie avec défauts de la manidre suivante [Reiter 80).

Soit A = (D, F) une théorie normale fermée et soit f une formule fermée
appartenant a L.

Une séquence finie Dy, ..., D de sous-ensembles finis de D est une preuve
de f selon A si et seulement si 'on a

1. FU{CSQ(Do)} -1,

2. FU{CSQ(D))} ~PRQ(D;_1) pouri=1,2,...,k,
3. D=0,

4. FU{CSQ(D;)] 0 < i< k} est consistant,

olt CSQ(D;) et PRQ(D;) sont respectivemnent la conjonction des consé-
quents et la conjonction des prérequis des défauts qui constituent D;.

Une preuve est donc une suite de scus-ensembles de défauts; elle peut
étre interprétée de la fagon suivante. Le premier sous-ensemble, Dy, est
choisi vide. On construit successivement Dy_q,..., D1, Dy. L’ensemble
des axiomes de base augmenté de la conjonction des conséquents de tous
les défauts de Dy doit permettre de prouver f de fagon classique. Lors
de la construction du sous-ensemble D;_;, 'ensemble F augmenté de la
conjonction des conséquents de D; doit permetire de prouver de fagon
classique les prérequis de D;_q, et donc assurer I'applicabilité des défauts
de D;_1. L’applicabilité globale de tous les défauts est vérifiée en testant
la consistance de la réunion de F et des conjonctions des conséquents des
défauts mis en jeu.

Notons que cette définition ne dit pas comment construire les D; et ne
donne pas une procédure de décision pour la relation de démonstration du
premier ordre - qu’elle utilise. Plus grave, elle repose sur la vérification
de la consistance d’une formule de £ alors que les formules fermées con-
sistantes de £ ne sont pas récursivement énumérables,
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La méthode de Reiter jouit de la propriété de complétude [Reiter 80].
Soit f une formule fermée de £. Une théorie normale A (fermée et
consistante) posséde une extension E contenant f si et seulement si f
posséde une preuve selon A.

En toute généralité, le probléme de la vérification de I'existence d’une ex-
tension contenant une formule fermée donnée reste malheureusement non
semi-décidable (§ 2.2.6), ce qui n’est guére surprenant. Néanmoins, dans
certains cas ce probléme reste abordable de fagon pratique, notamment
lorsque ’on se restreint au cadre propositionnel.

Il est possible de définir des théories avec défauts de type particulier qui
soient décidables au moyen d’une technique de preuve compléete. Par
exernple Besnard, Quiniou et Quinton [Besnard et al. 83] appliquent la
méthode de saturation, laquelle permet d’obtenir une technique compléte
pour des théories décidables ne comprenant que des défauts “libres”,
c'est-a-dire du type :

: M P(x} D R{z)}
P(z) O R(z)

4.3.8 Théories semi-normales

Les défauts normaux semblent suffisamment expressifs pour représenter
un grand nombre de formes de raisonnement opérant par défaut. Les
propriétés des systémes formels que constituent les théories normales sont
particulitrement avantageuses en raison des caractéristiques suivantes.

Le conséquent et la justification d’un défaut normal sont identiques. Un
défaut normal est donc inapplicable quand la fausseté de son conséquent
a été démontrée. Pareils défzuts ne peuvent introduire d’inconsistances,
ne peuvent réfuter la justification d’autres défauts normaux appliqués
précédemment et ne peuvent réfuter leur propre justification. En résumé,
les théories normales sont semi-monotones, possédent toujours au moins
une extension et présentent une théorie de la preuve assez simple.

Cependant, certains problémes désagréables peuvent survenir au cours
de l'utilisation des défauts normaux. En particulier 'interaction de
différentes regles normales peut faire apparaitre des conclusions non
souhaitées [Reiter et Criscuolo 81].

Pour cette raison, il semble parfois nécessaire de bloguer la transitivité
entre des régles de défaut.
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A titre d’exemple, considérons la théorie normale A = (D, F) ou D
contient deux défauts normaux :

e “typiquement, un étudiant d’université est un adulte”, ce que l'on
symbolise par

E(z}: MA(z)
A(z)

¢ “typiquement, un adulte est engagé dans la vie professionnelle”, ce
que I'on symbolise par

A(z) : MP(z)
P(z)

et o F est le singleton {E{Eric)}.

Les régles de D permettent d’inférer, par défaut, qu’un étudiant d’uni-
versité est engagé dans la vie professionnelle, ce qui est une conclusion
non souhaitée.

On peut remédier & ce probleéme en introduisant un troisiéme défaut
normal qui indique que typiquement un étudiant d’université n’est pas
engagé dans la vie professionnelle.

On obtient ainsi la théorie normale A" = (D', F) ot D' est 'ensemble
des défauts

E(z): MA(z) A(z): MP(z) E(z): M-P(z)
A ~ Pe)  -Pa)
Pour un étudiant donné, D' peut induire deux extensions qui different

selon 'état professionnel de cet étudiant. En particulier A’ admet deux
extensions a savoir

The({E(Evric), A(Eric),~P(Eric)})
et The({E(Eric), A(Eric), P(Eric)}).

Néanmoins, il semble raisonnable de demander que la transitivité entre
les deux premiéres régles de D soit bloquée. On favoriserait ainsi a

priori 'extension dans laquelle un étudiant n'est pas engagé dans la vie
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professionnelle. Ceci peut s’effectuer en modifiant la deuxidme régle de
telle fagon que celle-ci ne puisse plus s’appliquer dans le cas exceptionnel
oll I'adulte est un étudiant.

Ainsi, pour la théorie A = (D", F) oit D" vaut

{ E(z): MA(z) E(z): M~P(z) A(z): M(P(z) A ~E(z)) }
A(z) -P(x) ’ P(z)

on obtient 'extension désirée & savoir
The({E(Eric), A(Eric),~P(Eric)}).

Le troisitme défaut de D" est du type semi-normal [Reiter et Criscuolo
81]. Par définition, un défaut semi-normel est un défaut qui est de la
forme

a(x) : M(B(x) A v(x))
B(x)

L’application d’un défaut semi-normal est donc contrélée expliciternent
au moyen de la présence d'une condition supplémentaire dans sa jus-
tification. Les théories avec défauts semi-normaux (appelées théories
semi-normales) ne possédent pas nécessairement d’extension et perdent
certaines des propriétés avantageuses des théories normales, en particu-
lier la semi-monotonie.

4.3.9 Systemes d’héritage avec exceptions

Les systémes de représentation orientés objet et orientés réseau permet-
tent souvent expression de I'héritage de propriétés avec exceptions, et in-
corporent des mécanismes d’inférence associés & ces techniques (§ 3.3.12).

Il est rare que le comportement d’un tel systeme soit correctement et to-
talement caractérisé. Les techniques correspondantes sont donc souvent
mal maitrisées [Touretzky 86|, [Etherington 87].

Si les propriétés d’héritage entre classes et sous-classes peuvent étre ca-
ractérisées assez aisément en logique classique (§ 3.3.11), le traitement
des exceptions reléve, lui, d’une logique plus élaborée. La logique des
défauts constitue un cadre naturellement adapté i la formalisation de
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ces systémes de représentation de connaissance et de raisonnement avec
eXceptions.

Cependant, le recours direct & une théorie avec défauts, et en particulier
a une théorie normale, n’est pas simple. Un systéme d’héritage assure
une transmission des propriétés par transitivité (§ 3.2.19). Lorsque l'on
adjoint des exceptions au systéme, la transitivité des propriétés doit pou-
voir étre bloquée,

Différentes formalisations des systémes de représentation comportant des
mécanismes d’héritage de propriétés ont été proposées dans la littérature,

» On peut utiliser des défauts semi-normaux [Etherington et Reiter
83), [Etherington 87]. Les exceptions aux héritages de propriétés
sont ainsi énumérées explicitement dans les défauts. Etherington
définit une sous-classe des défauts semi-normaux, liés par une re-
lation de dépendance, pour lesquels les théories semi-normales cor-
respondantes possédent toujours au moins une extension; le méme
auteur propose une procédure permettant la construction effective
des extensions de théories semi-normales [Etherington 87].

¢ On peut utiliser des défauts normaux auxquels on applique un or-
dre implicite, sous-jacent & la hiérarchie de la structure que l'on
modélise {Touretzky 86]. Les exceptions ne doivent alors plus &tre
expliciternent mentionnées dans les régles de défaut.

* On peut utiliser des théories avec défauts dits taxonomiques, les-
quels ne sont ni semi-normaux ni normaux. Ces théories ont la
propriété remarquable de posséder une extension unique [Froide-
vaux 86], [Froidevaux et Kayser 87].

4.4 Logiques modales de connaissance et de
croyance

4.4.1 Introduction

Si la fonction prermiére de la logique modale est la formalisation des
modes de “nécessité” et de “possibilité”, un de ses autres champs d’appli-
cation est la modélisation et 'analyse des paradigmes de “connaissance”
et de “croyance”. A cette fin, différents systémes logiques utilisent des
langages formels comportant des opérateurs modaux de “croyance” et de
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“connaissance”. Ces systémes combinent différents schémas d’axiomes
et régles d’inférence pour formaliser les propriétés de ces opérateurs. Ces
systémes modaux sont également pourvus d’une sémantique spécifique.
Les différentes logiques modales que nous allons considérer sont des ex-
tensions de la logique du premier ordre. Elles en reprennent notamment
les axiomes, les régles d'inférence et les théorémes.

4.4.2 Quelques systémes modaux élémentaires

Nous nous limitons ici & considérer les parties non quantifiées des langages
modaux dont la syntaxe a été définie au paragraphe 3.1.14.

Soit £ un langage modal propositionnel. Dans ce qui suit, p et ¢ sont des
métavariables représentant des formules de £, Les opérateurs modaux de
£ seront notés L et M (ils sont notés O et © dans le cadre des logiques
modales de nécessité et de possibilité). Les opérateurs universel L et
existentiel M sont liés par une relation de dualité : L = M-,

Dans le cadre des logiques de croyance et de connaissance, opérateur L
prend respectivement la signification “est cru” et “est connu”. Son dual,
I'opérateur M, prend respectivement la signification “I’inverse n’est pas
cru” et “I'inverse n’est pas connu”.

Un systéme modal normel est constitué des quatre ingrédients suivants.

s L’ensemble de fous les théorémes de la logique des propesitions
(sect. 1.1), dont la portée est étendue aux formules du langage
modal propositionnel £.

¢ Le schéma d’aziome de distribution :
L(p> ¢} D> (Lp D Ly),

représenté par la lettre K. Selon la modalité du nécessaire, K de-
mande que “s'il est nécessaire que p entraine g alors il est nécessaire
que p entraine qu’il est nécessaire que ¢".

¢ La régle du Medus Ponens ;
P P2y
q

e La régle d’inférence modale de nécessité :
P

Ly
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Selon la modalité du nécessaire, cette régle permet d’inférer que “p
est nécessairement vrai” sous la condition que “p est vrai”,

On peut obtenir des systémes modaux plus élaborés en enrichissant le
systéme modal normal de divers schémas d’axiomes tels que les suivants.

¢ Le schéma d’aziome de la connaissance :

LpDoop.

Ce schéma est représenté par la lettre T'. Par définition, une con-
naissance est une information vraie; le schéma d’axiome T demande
donc que “ce qui est connu soit vrai®. Ce schéma sera ajouté au
systeéme modal normal lorsque ’on désire que 'opérateur L signi-
fie “est connu”. Par contre le schéma d’axiome T ne figurera pas
dans un systéme d’axiomes formalisant la “croyance” pour la raison
qu'une croyance peut parfois éire erronée.

Le systéme modal normal augmenté de T prend le nom des deux
schémas d’axiomes modaux qu'il contient : on le note XT. 1l est
parfois plus simplement noté 7,

¢ Le schéma d’azxiome de Uintrospection positive :
Lp > LLp.

Ce schéma d’axiome est représenté au moyen du chiffre 4. Lorsque
l'opératenr modal L signifie “est connn”, le schéma 4 signifie ; “si
je connais p, alors je sais que je connais p”’. De méme, lorsque
Popérateur modal L signifie “est cru”, alors le schéma 4 signifie :
“si je crois que p est vérifié, alors je crois que je crois que p est
vérifié”,

La faculté d'introspection décrite par le schéma d’axiome 4 est
nécessaire a4 la formalisation d’une intelligence introspective par-
faite. Le systéme modal normal augmenté des schémas d’axiomes
T et 4 est noté KT4 ou, plus classiquement, S4.

o Le schéma d’aziome de Uintrospection négative :
MpD> LMp.

Ce schéma d’axiome est représenté au moyen du chiffre 5. Dans
le cadre d'une logique de connaissance et de croyance, le schéma
d’axiome 5 formalise une introspection négative parfaite. Ce schéma
d’axiome est en effet équivalent 2 ~Lp > L~ Lp. Lorsque 'opérateur
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L signifie “est connu”, ce schéma signifie : *si je ne sais pas que
p est vérifié, alors je sais que je ne sais pas que p est vérifié¢”. De
méme, lorsque l'opérateur L signifie “est cru”, ce schéma signifie :
“si je ne crois pas que p est vérifié, alors je crois que je ne crois pas
que p est vérifie”.

Cette propriété est assurément trés exigeante; elle exprime une par-
faite connaissance de nos limites de connaissance ou de croyance.
Le systéme modal normal augmenté des schémas d’axiomes T, 4 et
5 est noté K'T45 ou, plus classiquement, &5.

Le choix d'un systéme modal dépendra du concept i modéliser. Si
I'on veut caractériser la connaissance d'un agent intelligent ayant une
parfaite capacité d’introspection logique sur ce qu'il “connait” et ne
“connait pas”, on choisira le systdéme modal 85 (sect. 4.5). Si l'on
désire modéliser les croyances d’un agent idéalement rationnel (c’est-a-
dire un agent dont certaines croyances peuvent se révéler erronées mais
qui cependant posséde une parfaite faculté d’introspection logique sur ce
qu'il croit et ne croit pas), on choisira le systéme K45, appelé aussi faible
S5 (sect. 4.6).

Chacun de ces différents systémes modaux induit une relation syntaxique
d’inférabilité qui lui est propre; elle est notée — g, ol & est le nom du
systéme modal considéré.

4.4.3 La sémantique des mondes possibles

La modalité apporte un surcroit d’expressivité 4 la logique classique. Elle
permet de mettre en évidence certains concepts au moyen d’opérateurs
spécifiques. L’analyse sémantique d’une expression modale dépend de
paramgtres rendus itnplicites au moyen de ces opérateurs. Par exemple,
des expressions écrites dans le langage d’une logique temporelle utilisent
des opérateurs modaux qui font référence de fagon implicite & une varia-
ble représentant une évolution temporelle (§ 3.1.13). La formule Dp est
equivalente a la formule ¥t : p(t). L'analyse sémantique de cette formule
devra s’effectuer en tenant compte du paramatre implicite ¢ sous-entendu
dans 'opérateur modal D.

A cette fin, Kripke a introduit une technique d’analyse sémantique spé-
cifique : lo sémantigue des mondes possibles [Kripke 71]. Une formule
modale sera évaluée au sein d’un “univers” constitué de différents “mon-
des possibles” (§ 3.1.17). De facon plus précise, I'analyse de vérité d'une
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formule modale dépendra du monde possible considéré, Dans I'exemple
de la logique temporelle, les différents mondes possibles représenteront
I’état du monde & différents instants. Une “relation d’accessibilité” liera
les mondes possibles entre eux. Dans la logique temporelle, cette relation
indiquera la succession des différents moments en lesquels on considére
le monde.

Décrivons briévement la sémantique des mondes possibles.

Un univers W est un ensemble de mondes possibles liés par une relation
d’aceessibilité R. Soient a et b deux mondes appartenant & 'univers W ;
le fait que le monde b est accessible depuis le monde a se note ¢Rb. Le
couple (W, R) est appelé siructure. Les propriétés de R induiront les
différents schémas d’axiomes modaux valides de la logique considérée,

Une valuation V est une application de W x £ dans {V, F} qui, pour
chaque monde w de I'univers W, associe & chaque constante proposition-
nelle de £ une valeur de vérité (soit “vrai”, soit “faux”).

Le triplet (W, R, V) est appelé modéle.

Pour I’évaluation sémantique des formules de £, on veut tenir compte
du monde particulier w de 'univers W ainsi que de la valuation V con-
sidérée. A cette fin, on définit récursivement une relation de conséquence
sémantique = entre modeles et formules du langage; la notation
(W,R,V) & .f signifie que f est vrai dans le monde w pour le modéle
(W, R, V). Les régles de base sont les suivantes :

. (W) R’v)':w V)
o (W,R,V) ¢ F,

s (W,B, V) f siV(w, f) =V et f est une constante proposition-
nelle de £,

¢ (W,R,V)e=,f Dgsilona (W, R, V), seulement quand l'on a
(W,R,V) &= 9,

(W, R, V) Lf si, pour tout monde z de I'univers W tel que wRe,
l'ona (W,R,V)=.f.

La derniére régle exprime que la formule Lf est vérifiéc dans un monde
w d’'un modéle (W, R, V) si la formule f est vérifiée dans tous les mon-
des de Punivers W accessibles depuis le monde w. Cette régle respecte
les significations souhaitées de I'opérateur modal I, En effet, dans une
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logique de nécessité, la formule Lp représente la nécessité de la formule
p; en accord avec la régle, dire que p est nécessaire dans un monde donné
signifie intuitivement que p est vérifié dans tous les mondes accessibles
4 partir de celui-ci. D’autre part, dans une logique de connaissance, la
formule Lp signifie que “p est connu” et done, intuitivement, que p est
vérifié dans tous les mondes possibles pouvant étre imaginés sur la base
d’un ensemble de connaissances et de croyances.

Par la relation de dualité M = L~ liant les opérateurs M et L, on
prouve directement la regle

e (W,R, V)= oM S s’il existe un monde z de 'univers W tel que wRz
et (W,R,V)i=,f.

Ayant défini Panalyse de vérité d’une formule modale dans chacun des
mondes possibles, on peut introduire la notion de validité d’une formule
modale.

¢ Une formule f appartenant & £ est valide dens un modéle (W, R, V)
si et seulement f est vérifiée dans tous les mondes du modéle , c’est-
a-dire si et seulement si V(w, f) = V pour tout monde w de W;
cela se note (W, R,V) e f.

e Une formule f appartenant & £ est valide dans une structure (W, R)
si et seulement si f est valide dans tout modele (W, R, V); cela se
note (W, R) = f.

¢ Une formule f appartenant & £ est velide si et seulement si f est
valide dans toute structure (W, R); cela se note & f.

Indiquons le rapport existant entre la relation sémantique = et la re-
lation syntaxique . Il existe une correspondance entre le choix des
schémas d’axiomes de base du systéme formel, d'une part, et les pro-
priétés imposées & la relation d’accessibilité entre les mondes possibles
de la caractérisation sémantique du systéme, d’autre part.

On peut en effet montrer que :

¢ les instances du schéma d’axiome de distribution K sont valides,

¢ les instances du schéma d’axiome de la connaissance T sont valides
dans toute structure pour laquelle la relation d’accessibilité R est
réflexive,
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» les instances du schéma d’axiome de l'introspection positive 4 sont
valides dans toute structure pour laquelle la relation d’accessibilité
R est transitive,

¢ les instances du schéma d’axiome de l'introspection négative 5 sont
valides dans toute structure pour laquelle la relation d’accessibilité

R est euclidienne?.

De fait, si f est une formule de £, on peut montrer que :

¢ g [ siet seulement si f est valide dans toute structure,

* —grf sietseulement si f est valide dans toute structure ol R est
réflexive,

®  g74f siet seulement si f est valide dans toute structure ol R
est réflexive et transitive,

¢ + grsf si et seulement si f est valide dans toute structure ot R
est réflexive et euclidienne.

Une structure de mondes possibles caractérisera sémantiquement diffé-
rents systémes modaux; la caractérisation de ces systémes dépendra des
propriétés de la relation d’accessibilité.

Par exemple, lorsque 'on choisira le systéme K745 (aussi noté S5 ) pour
axiomatiser les propriétés d’un opérateur modal L, la caraciérisation
sémantique correspondante sera constituée d’un ensemble de mondes pos-
sibles reliés entre eux par une relation d’accessibilité R qui est une rela-
tion d’équivalence. Comme on vient de 'indigquer, R doit en effet étre
une relation réflexive, transitive et euclidienne, c’est-ad-dire une relation
d’équivalence.

4.5 Logiques non monotones de McDermott

4.5.1 Introduction

Les logiques non monotones de McDermott et Doyle [McDermott et
Doyle 80|, [McDermott 82) s’écartent des logiques de défauts de Reiter
(sect. 4.3) principalement sur trois points.

?Une relation B est euclidienne si et seulement si aRb et aRc entrainent dRe.
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¢ Le cadre logique choisi est celui des systémes modaux de nécessité
et de possibilité.

¢ Les systémes logiques proposés ne formalisent pas ici un enserm-
ble de régles non monotones propres au domaine de I'application.
Les systémes proposés par McDermott et Doyle sont des systémes
axiomatiques gniversels.

s On ne s’intéresse plus  la construction d’une extension particulidre
d’une théorie mais aux formules présentes dans toutes les extensions
d’une théorie.

Comme nous le verrons, McDermott et Doyle ont défini une technique
élégante permettant d’éviter la circularité dans la définition des régles
d’inférence non monotone (§ 4.2.4). Ils ont proposé une caractérisation
non constructive des ensembles stables de formules mutuellement consis-
tantes qui peuvent étre inférées de facon non monotone sur base d'une
collection de prémisses.

Ces ensembles sont les solutions d’une équation de point fixe portant sur
la relation d’inférabilité définie par le systéme non monotone. Celui-ci
peut étre vu comme un systéme axiomatique modal classique augmenté
d'une régle particulire permettant d’inférer des assertions consistantes,

Dans la suite de cette section, nous allons présenter ce systéme de fagon
critique. Nous préciserons d’abord le langage formel sur lequel repose
le systéme d’inférence de McDermott, avant de présenter et commenter
une premiére forrmulation du systéme. Ceci nous aménera 4 donner la
seconde version de cette axiomatisation qui évite la circularité dans la
définition de la régle non monotone®. Nous conclurons en soulignant les
avantages et les lacunes de cette approche.

4.5.2 Le langage de la logique de McDermott

Construisons le langage modal du premier ordre £. Il servira de support
au systéme axiomatique non monotone & définir (voir aussi les para-
graphes 1.1.3 et 1.2.3).

¢ Soient C,V,F et P des ensembles de symboles de constantes indi-
viduelles, de variables, de fonctions et de prédicats.

3Nous nous restreignons a la seconde logique non monotone de McDermott [Me-

Dermott 82), laquelle est en fait une amélioration d’une premitre logique apparue trop
faible.
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¢ L'ensemble des termes de £ est défini récursivement comme suit.
Un terme de £ est soit une constante de , soit une variable de V,
soit une expression fn(t1,...,%s) ol f, est une fonction & n places
de F et t1,...,t, sont des termes de L.

s Une formule atomique de £ est une expression Py(t1,...,ts) ot P,
est un prédicat & » places de P et {y,...,1t, des termes de L.

¢ L’ensemble des formules de £ est défini récursivement comnme suit,
Une formule de £ est soit une formule atomique de £, soit une
expression (-p) ol p est une formule de £, soit une expression
(p D q) ol pet ¢ sont des formules de £, soit une expression Mp oit
pest une formule de £ et M un opérateur modal, soit une expression
(Vv)p ot v est une variable de V et p une formule de £.

Nous utiliserons les définitions classiques (pV ¢) pour ((-p) D ¢), (pAg)

pour ~((=p} V (=), (p = q) pour ((p D ¢) A (g D p)), (3v)p pour
={{¥¥){(—p))} et Lp pour ~M-p, ainsi que les conventions habituelles con-

cernant l'utilisation et I'omission des parenthéses.

La partie propositionnelle de £ sera reprise plus loin comme langage de
la logique autoépistémique (sect. 4.6).

4.5.3 Un systeme axiomatique nhon monotone

Un systéme gziomatique non monotone comportera trois types d’élé-
ments :

¢ certaines “informations non logiques”, qui sont des formules de £
auxquelles on donne le statut d’axiomes auxiliaires;

¢ des schémas d’axiomes logiques;

s des régles d’inférence logiques.

Les schémas d’axiomes logiques seront constitués de schémas de formules
axiomatisant la logique des prédicats (sect. 1.2) ainsi que d’un certain
nombre de schémas d’axiomes modaux déja discutés & la section 4.4.

Les régles d’inférence comprendront, outre les régles habituelles de Modus
Ponens, de généralisation universelle, et de nécessité modale, une régle
spécifique d’inférence non monotone.
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Tout I'intérét des travaux de McDermott réside dans une formulation
élégante de cette régle spécifique. Le choix du systéme modal donne
cependant matiére a discussion; ce point sera examiné lors de la présenta-
tion de la logique autoépistémique (sect. 4.6).

Soient L et M deux opérateurs modaux duals. Considérons les schémas
et régles suivants, ou p, g et r désignent des formules quelconques de £.

1. Schémas d’axiomes classiques ([Kleene 52|, § 2.1.9) :

(@) p2 (22 p),

(b) (P2 (g2 D((p29)2(p>7),

() (g2 -p) 2 ((-¢2P)D g}

(d) (Yv)p D pyse (ol v est libre pour t dans p),

(e) {V‘uzl(p D %) D (p 2 (Vv)g)(si v ne figure pas dans p et n’est pas
i€ dans g).

2. Schémas d’axiomes modaux (sect. 4.4) :

(a) schéma d’axiome de la connaissence : Lp D p,

(b) schéma d’axiome de distribution : L(p D ¢q) 2> (Lp O Lg),
(c) schéma de Barcen : ((Yv)Lp) O L(Vv)p,

(d) schéma de l'introspection positive : Lp D LLp,

(e) schéma de Uintrospection négative : Mp D> LMp.

3. Reégles d’inférence :

(a) régle du Modus Ponens : p,p D ¢rgq,
{(b) régle de généralisation universelle : pr+ (Vv)p,
(¢} régle de nécessité : pr Lp,

(d} régle d’inférence non monotone :
“On ne peut inférer ~p” - Mp.

La prise en considération de sous-ensembles particuliers de la liste de
schémas d’axiomes modaux fournira différents systémes d’inférence non
monotone. Le systéme ne reprenant que les deux premiers de ces schémas
d'axiomes sera baptisé non monotone T. Les systémes comprenant,
respectivement, les quatre premiers schémas modaux et la totalité de
ceux-ci seront appelés non monotone 84 et non monotone §5 . Cette
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dénomination est choisie en correspondance avec l'appellation des sys-
témes modaux classiques (sect. 4.4). Si 'on exclut de 'axiomatisation
la régle d’inférence non monotone, on retrouve, en effet, les systémes
modaux classiques T, §4 et 55,

La derniére régle d’inférence proposée n’est évidemment pas acceptable
telle quelle. Elle introduit une circularité dans la définition de la rela-
tion d’inférabilité (§ 4.2.4). Avant d’exposer une fagon de résoudre ce
probléme, notons que la formulation initiale de la régle d’inférence non
monotone illustre bien la triple fonction que celle-ci est censée remplir :

1. Elle permet d’inférer qu’une assertion est possible, c’est-d-dire con-
sistante d’un point de vue logique.
Elle permet d’inférer des formules de type Mp. La signification
recherchée pour une forrmule Mp est “p est possible”, ou encore,
“p est consistant”. Ceci nécessite que —p ne soit pas inférable,
ce qui est assuré par la vérification de la précondition de la régle
d’inférence non monotone.
Cependant, pour que cette signification conférée 4 'opérateur modal
M soit effectivement réalisée, il faut qu’elle respecte les propriétés
des opérateurs modaux exprimées au moyen des schémas d’axiomes
modaux du systéme.

2. Elle permet indirectement d’adopter comme “vraies” des formules
simplement consistantes.
Par exemple, si M p est inféré au moyen de la régle d’inférence non
monctone et si un axiome auxiliaire Mp > p figure dans le systéme,
alors on peut inférer p par Modus Ponens.
Par V'utilisation de cette technique, on passe ainsi de 'expression de
la consistance d’un énoncé & I'affirmation de cet énoncé. En quelque
sorte, on attribue au systéme la capacité d’adopter comme vraies
des formules montrées consistantes.

3. Elle confére au systéme un caraclére non monotone.
Par exemple, sile systéme a permis d'inférer la formule Mp, ou plus
généralement une formule ¢ découlant de Mp, et si 'on ajoute un
nouvel axiome qui permet au systéme d’inférer —p, alors la formule
g doit étre rétractée.

Pour traiter le probléme de la circularité présente dans la définition de la

régle d’inférence non monotone, ainsi que le probléme de caractérisation
des ensembles de formules inférables, on va caractériser les points fixes
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de l'application du systéme d’inférence & un ensemble A de prémisses.
En termes intuitifs, ces points fixes sont des ensembles de formules pour
lesquels aucune formule supplémentaire ne peut plus étre inférée de fagon
consistante.

Considérons I'un des systémes axiomatiques d’inférence D = non mono-
tone T, non monotone §4 ou non monotone &5. Désignonspar S =T,
54 ou 55 le systéme modal classique correspondant, obtenu en am-
putant D de la régle non monotone. Définissons d’abord Ths(A) comme
I'ensemble des formules de £ inférables & partir de 'ensemble A d’axiomes
auxiliaires via le systéeme &, Formellement :

Ths(A)={pec L| Arsp}.

1l s’agit donc de Pensemble des théorémes modauz que 1'on peut démon-
trer, de fagon monotone, & l'aide du systéme modal classique S, sur base
d'un ensemble A de prémisses.

Soit B un sous-ensemble de formules de £. Définissons Hyp4(B) comme
I’ensemble des formules conjecturales vis-ad-vis de 'ensemble B, c’est-a-
dire I'ensemble des formules qui sont consistantes avec les formules de
I’ensemble B mais qui ne sont pas démontrables 4 'aide du systéme
modal § & partir de 'ensemble A de prémisses. Formellement :

Hypa(B) = {Mq | g € £ (et g est sans variable libre)
et ~g ¢ B\Thg(A).

Les ensembles B de formules qui nous intéressent ici sont les sous-ensem-
bles de £ qui sont les points fizes de lopérateur Ths(A U Hypa( )),
c’est-a-dire les solutions de 1’équation récursive

B= Ths(A U HypA(B))_.

Le membre de droite désigne 'ensemble de toutes les conséquences mo-
dales qui peuvent étre inférées A partir de la réunion de I’ensemble A4
des prémisses et des formules conjecturales vis-a-vis de ’ensemble B
recherché. Un ensemble B de formules qui est un point fixe pour cette
équation sera appelé NonMonotones. Un ensemble NonMonotone 4 est
donc un ensemble stable, constitué de toutes les conséquences modales
de la réunion de I’ensemble A des axiomes auxiliaires et des formules
conjecturales vis-a-vis de ce méme ensemble NonMonotone 4.
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Les solutions de ’équation récursive ci-dessus donnent ainsi, de fagcon non
constructive, les ensembles mazimauz de formules pouvont étre inférées
de fagon consistante avec A. Ce sont en effet des ensembles comprenant
toutes les conséquences logiques d’'un ensemble A de prémisses, d'une
part, et de toutes leurs propres formules conjecturales, d’autre part.

Définissons ensuite I'ensemble THs(A) des théorémes obtenus par le
systéme d’inférence non monotone D, appliqué & un ensemble d’axio-
mes auxiliaires A4, de la maniére suivante :

THs(A) = LN (N NenMonotone,).

On donne ainsi le statut de théoréme aux formules appartenant & fous les
points fixes de D. En l'absence de point fixe, THs(A) est défini comme
Pensemble des formules de £. On s’écarte ainsi de la logique des défauts
ol ’on avait considéré comme “théorémes” les formules d’un point fixe
(extension) particulier d'un ensemble de défauts (sect. 4.3).

La relation d’inférabilité non monotone correspondant au systéme d’infé-
rence D est notée |v et est définie comme suit. Etant donné deux sous-
ensembles Q1 et Q2 de £, l'on a

Q1 s Q2 si et seulement si Q2 C THg(Q4).

Un ensemble Q2 de formules apparait dés lors comme un ensemble de
théorémes pour 'ensemble de prémisses €1 si et seulement si toute for-
mule de Q2 appartient & tous les points fixes de Q4.

Comme on I'a annoncé dans la section 4.2, ce systéme logique permet
de construire des ensembles différents de conclusions (points fixes) selon
Pordre d’application des inférences. En fait, il pourra y avoir ¢, 1 ou
plusieurs points fixes.

4.5.4 Exemples

A titre d’illustration, considérons deux exemples empruntés & [McDer-
mott et Doyle 80].

e Soit A = {Mp D ~¢,Mg¢q > -p}, ol p et ¢ sont des constantes
propositionnelles.
Cet ensemble de prémisses posséde deux points fixes que I'on notera
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Fy et F;. Le point fixe Fy contient —p, mais ne contient pas =g. De
méme, Fp contient —g, mais ne contient pas —p.

En effet, si I} ne contient pas —g alors il contient Mg, d’ol, par
Modus Ponens sur I'axiome auxiliaire Mg > -p, il contient —p. Le
méme raisonnement s’applique 4 Fj.

¢ Soit A= {Mp D -p}.
Cet ensemble ne posséde pas de point fixe. En effet, si un hy-
pothétique point fixe ne contenait pas —p, il contiendrait Mp, d'ou
’on tirerait qu’il contient ~p, en contradiction avec I’hypothése. 8%l
contenait —p, alors il devrait contenir aussi Mp pour que Mp D —p
soit vérifié; on aboutit & une contradiction puisque -p et Mp ne
peuvent figurer simultanément dans un ensemble consistant.

4.5.5 Apport de la logique de McDermott

L’apport principal de la logique non monotone de McDermott réside dans
la technique du point fixe utilisée pour caractériser les ensembles stables
de conclusions d’un systétme non monotone, ainsi que dans l'usage de la
logique modale pour formaliser le raisonnement révisable.

Toutefois, le choix du systéme modal a prendre en considération reste
problématique. Désirant associer 4 Popérateur modal M la signification
de consistant, McDermott remarque que la logique modale qui semble
la plus appropriée est celle du systéme non monotone §5. Ce systéme
logique présente cependant une propriété inattendue [McDermott 82] :

8i A pvgs p alors A - gsp.

Autrement dit, il n’y a pas de théoréme de non monotene 85 qui ne soit
un théoréme du systéme monotone classique 85 correspondant.

McDermott met alors en doute Pintérét de non monotone S5 et suggére,
sans argument absolument convaincant, de choisir non monotone §4 pour
formaliser la non-monotonie.

Dans la section suivante, nous allons montrer comment la logique de
McDermott peut &tre reconstruite via la modélisation d’un agent idéale-
ment rationnel qui raisonne de fagon introspective sur un ensemble initial
de croyances. Le probléme du choix du systéme modal pourra ainsi étre
résolu de manidre satisfaisante.
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4.6 Les logiques autoépistémiques

4.6.1 Introduction

Les logiques autoépistémiques ont pour objet la formalisation d’un rai-
sonnement introspectif et idéalement rationnel qui est opéré sur un en-
semble initial de croyances. Elles permettent la formalisation d’énoncés
de la forme : “si je ne crois pas que p est vérifié alors ¢ est vérifié”.

Par raisonnement idéalement rationnel, on entend un raisonnement idéa-
lisé selon deux aspects : seules les conséquences logiques attendues de
’ensemble initial de croyances peuvent étre inférées et toutes ces consé-
quences logiques doivent étre prises en considération. Les ressources de
raisonnement mises en ceuvre peuvent ainsi devoir &tre illimitées.

Pareil raisonnement est non monotone car l'ensemble des croyances de
base d'un agent peut se modifier avec le temps, ce qui entraine la pos-
sibilité pour certaines inférences de se voir frappées d'interdiction. De
nombreuses formes de raisonnement révisable peuvent se modéliser par
un tel raisonnement introspectif (§ 4.2.6).

Les logiques modales de connaissance et de croyance (sect. 4.4) cons-
tituent un cadre de travail bien adapté 4 une formalisation de ce type de
raisonnement. Elles permettent de définir et d’axiomatiser différents con-
cepts épistémiques (croyance, connaissance, connaissance justifiée, etc.)
ainsi que leurs propriétés respectives.

Stalnaker [Stalnaker 80] et principalement Moore [Moore 84, 85, 87] ont
développé une méthode basée sur la logique modale pour formaliser un
raisonnement non monotone, introspectif et idéalement rationnel.

Cette logique, appelée logique qutoépistérigue, peut étre vue comme une
reconstruction des logiques non monotones de McDermott (sect. 4.5) ot
les paradigmes d'inférabilité et de consista:rce sont remplacés par la for-
malisation de certaines capacités introspectives de raisonnement. Dans ce
contexte, opérateur modal M et son dual L formalisent “I’inverse n'est
pas cru” et “est cru”, respectivement (au lieu de consistant et inférable).

Signalons enfin que, bien que leurs domaines d’application puissent étre
différents, la logique autoépistémique et les logiques des défauts
{sect. 4.3) ont méme expressivité formelle [Konolige 87].
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4.6.2 Langage et sémantique

Le langage considéré ici, noté £,, est obtenu en restreignant le langage
modal £ du paragraphe 4.5.2 & sa partie propositionnelle et en utili-
sant 'opérateur modal L, dual de M, pour la construction des formules
modales, Une formule de type Lg recoit 'interpétation suivante : “il est
cru que p est vérifié”,

Appelons théorie un ensemble de formules de £,. Qualifions de théorie
autoépistémique un sous-ensemble T de £, représentant un ensemble
complet et légal de croyances qu'un agent idéalement rationnel peut con-
struire sur la base d’un ensemble A de croyances initiales. Précisons
d’abord quelles sont les propriétés sémantiques que doit posséder pareil
ensemble T de formules.

Introduisons & cet effet les définitions suivantes [Moore 85].

e Une interprétation propositionnelle d’une théorie autoépistémique
T attribue des valeurs de vérité aux formules de 'ensemble T'. Cette
attribution de valeurs de vérité obéit aux regles classiques d’évalua-
tion des formules composées de la logique des propositions. Elle
donne une valeur de vérité arbitraire aux constantes proposition-
nelles et aux formules de type Lp (“p est cru”).

+ Un modéle propositionnel d'une théorie autoépistémique T est une
interprétation propositionnelle de T dans laquelle toutes les for-
mules de T sont vérifiées.

s Une interprétation aufoépistémigue d’une théorie auntoépistémique
T est une interprétation propositionnelle de T pour laguelle toute
formule de type Lp est vérifiée si et seulement si p appartient & 7.
Ainsi, sous une interprétation autoépistémique, la formule Lp (“ .
est cru”) est vérifiée si et seulement si p appartient a I'ensemble [
des croyances de 1'agent.

o Un modéle auloépistémigue d'une théorie antoépistémique T est une
interprétation autoépistémique dans laquelle toute formule de T est
vérifiée.

On peut alors greffer sur ces considérations sémantiques les concepts
de complétude et de légalité (substitut de consistance) adaptés au cadre

autoépistémique [Moore 85).
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o Une théorie autoépistémique T est sémantiquement compléte si et
gseulement si elle contient toute formule vérifiée dans tout modéle
autoépistémique de T,

{(Intuitivement, T est compléte si et seulement si T contient toutes
les formules que l'agent est sémantiquement autorisé & produire
dans ’hypothése ol ses croyances sont vraies.)

¢ Une théorie autoépistémique T est légale vis-a-vis d’un ensemble A
de croyances de base si et seulement si toute interpétation autoépis-
témique de T qui est un modele de A est également un modéle de
la théorie T.

(Intuitivement, ceci permet d’assurer que les croyances d’un agent
qui constituent la théorie autoépistémique sont vraies si et seule-
ment si les croyances de base de 'ensemble A le sont.)

4.6.3 Caractérisation de la syntaxe

Voyons comment donner une caractérisation syntaxique des théories au-
toépistémiques T qui possédent les dites propriétés sémantiques de com-
plétude et de 1égalité vis-a-vis d’un ensemble A de croyances initiales,

Vu la difficulté de caractériser de fagon constructive les ensembles de
formules inférables d’un systéme non monotone (probléme déja discuté
aux paragraphes 4.2.3 et 4.2.4), nous allons donner une définition non
constructive des théories autoépistémiques T, ensembles maximaux et
légaux de croyances qu'un agent idéalement rationnel est habilité & cons-
truire sur la base d’un ensemble A de croyances initiales.

Dans cette optique, on dira qu'une théorie autoépistémique T est steble si
T est un ensemble de formules de £, répondant aux conditions suivantes.

1. Si{p1,-..,Pn} CTet {p1,...,Pa}—¢ (00  représente la relation
de déduction de la logique des propositions), alors ¢ € 7.
2. 8ipe T, alors Lpe T.
3. Sipg T, alors ~LpeT.
La premitre régle assure que l'agent croit en toutes les conséquences
logiques de ce en quoi il croit, ce qui est indispensable si 'on veut que

I'agent soit idéalement rationnel. La deuxiéme assure que la formule “p
est cru” appartient 4 ’ensemble T des croyances de l'agent si p est une
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croyance de cet agent. La derniére assure que la formule “p n’est pas
cru” figure dans Pensemble T des croyances de 'agent si la formule p n'y
figure pas.

De maniére duale, une théorie autoépistémique T sera dite fondée sur
un ensemble d’axiomes auxiliaires A si toutes les formules de T figurent
parmi les conséquences tautologiques de 'ensemble AU {Lp |p € T} U
{-Lrlpg T}

On peut alors établir les résultats suivants [Moore 85].

e Une théorie autoépistémique T est sémantiquement compléte si et
seulement si elle est stable.

¢ Une théorie autoépistémique T est Iégale vis-a-vis d’un ensemble A
de croyances de base si et seulement si elle est fondée sur A,

Enfin, on appelle expansion stable d'un ensemble de croyances initiales A,
un ensemble de croyances T qui est stable et fondé sur A. Les expansions
stables sont les ensembles légaux maximaux de croyances qu'un agent
idéalement rationnel est habilité & imaginer sur la base d'un ensemble
initial de croyances.

4.6.4 Analyse de la logique non monotone

La théorie de l'inférence non monotone établie par McDermott présentait
certfaines particularités étranges, notamment celle-ci : tout théoréme du
systeme non monotone 85 est un théoréme du sous-systéme monotone
55 (§ 4.5.5). Ces particularités peuvent s’expliquer & la lumiére de la
logique autoépistémigque.

McDermott considére les points fixes T du systéme d’inférence de sa
logique non monotone, appliqué 4 un ensemble A d’axiomes auxiliaires.
Ces points fixes peuvent, en fait, étre comparés aux ensembles légaux
maximaux de croyances d’un agent idéalement rationnel.

Restreinte & sa composante propositionnelle, la définition de McDermott
est effectivement équivalente a la définition suivante.

¢ T est un point fixe vis-a-vis de A si et seulement si T est 'ensemble
des conséquences modales (via le systéme & = 7, 84 ou 85) de

Au{-Lp|pgT}.
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La régle d’inférence non monotone permettait d’inférer une formule de
type Mp si la formule —p n'appartient pas au point fixe T considéré.
Autrement dit, par la relation de dualité entre les opérateurs modaux M
et L, cette régle autorisait 'inférence d’une formule de type —Lp si la
formule p n'appartient pas au point fixe considéré. Dans la logique de
McDermott, un point fixe était alors constitué de toutes les conséquences
modales de la réunion de ’ensemble des formules Lp ainsi caractérisées
et de I’ensemble A des axiomes auxiliaires.

Par contre, une ezpansion stable T est définie comme suit.

¢ T est une expansion stable de A si et seulement si T est 'ensemble
des conséquences tautologiques de AU{Lp |p € TIU{-Lp|p ¢ T}

On voit que dans la définition du point fixe donnée par McDermott, il
manque 'ensemble {Lp | p € T} & la base des axiomes ! Moore para-
phrase cette lacune de la fagon suivante : “sous une wision cutoépistémique
de opérateur modal L, un agent de la logique non monotone de McDer-
mott est omniscient & propos de toul ce qu’il ne croit pas, mais peut
tout ignorer de ce qu’il croit” [Moore 85). En effet, il manque 3 la base
d’axiomes les formules de type “je crois que p est vérifié”, lesquelles qual-
ifient les croyances positives de 'agent.

Quant au fait que tout théoréme de non monotone S5 est un théoréme
de monotone 55, il s’explique de la facon suivante.

Non monotone 85 contient le schéma d’axiome Lp O p, appelé schéme
d’axiome de la connaissance (§ 4.4.2). Pour une analyse autoépistémique
de la non-monotonie, ce schéma apparait trop exigeant : il demande que
“tout ce qui est cru soit vrai”. Ceci serait acceptable si 'on traitait de
logique de connaissance et non de logigue de croyance.

Sil’on veut construire un systéme non monotone, I'utilisation d’une logi-
que de connaissence semble inappropriée. Ce qui est inféré ne peut plus
avoir le statut de valide, au sens classique du terme, puisqu’il y a possi-
bilité de révision. Ceci semble difficilernent compatible avec un schéma
d’axiome qui demande que tout ce qui est supposé soit vrai. Comme
rien ne permet de distinguer dans le systéme de McDermott les asser-
tions valides et les assertions ayant le statut de formules simplement
consistantes, ce schéma d’axiome semble devoir étre exclu,

D’autre part, non monotone S5 contient aussi le schéma d’axiome Mp D
LMp. Son interférence avec le schéma d’axiome de la connaissance per-
met de justifier la croyance en toute formule [Moore 85).
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Il n’y a donc pas de formule qui soit absente de tout point fixe d’un en-
semble d’axiomes auxiliaires, basé sur non monotone §5. En particulier,
il n’y a de théoréme de la forme ~Lp (équivalente & M-p) dans aucune
théorie basée sur non monotone 83, car un tel théoréme aurait juste-
ment été produit par la régle d’inférence non monotone de la logique de
McDermott. Moore paraphrase cette constatation de la fagon suivante :
“un agent idéalement rationnel qui se suppose infaillible est susceptible
de croire toute chose, de telle sorte gu’un observateur extérieur ne peut
rien conclure & propos de ce que l'agent ne croit pas” [Moore 85).

Aussi propose-t-il de ne pas rejeter le schéma d’axiome Mp > LMp
et obtenir ainsi le systéme non monotone &4, mais plutdt d’écarter le
schéma d’axiome de la connaissance Lp O p, ce qui définit un systéme
non monotone reposant sur le systéme modal faible $5* (§ 4.4.2).

Moore montre en outre qu'un systéme d’inférence contenant un sous-
ensemble quelconque des schémas d’axiomes modaux propres & faible S5
donne toujours lieu aux mémes expansions stables (indépendamment du
choix du sous-ensemble en question). La logique autoépistémique peut
donc se passer d’'une mention explicite des schémas d’axiomes modaux.

4,6.5 Une sémantique des mondes possibles

La sémantique de la logique autoépistémique décrite au paragraphe 4.6.2
présente 'avantage de pouvoir caractériser les croyances d’un agent, qu'il
soit rationnel ou non. Elle a cependant l'inconvénient d’étre non cons-
tructive, en ce sens qu’elle ne comporte pas de régles permettant d’évaluer
la croyance d’un agent en des formules complexes sur base de sa croyance
ou de sa non-croyance en les formules composantes. Cet état de chose est
tout a fait souhaitable dans le cas d’un agent non rationnel, puisqu’on ne
peut établir aucun lien a priori entre les croyances d'un pareil agent. A
l'opposé, les croyances d’un agent rationnel obéissent & certaines relations
dont on peut essayer de tirer profit.

A cette fin, Moore a proposé une caractérisation sémantique alternative
pour sa logique autoépistémique [Moore 84]. Cette nouvelle sémanti-
que, basée sur la notion de mondes possibles, permet de construire des
modeles finis pour des théories autoépistémiques. Elle permet de démon-
trer I'existence de théories autoépistémiques completes et légales vis-a-vis
d’un ensemble de prémisses, ce qui était difficile & effectuer & I*aide de la
premiére caractérisation sémantique.

(e systeme est parfois noté K45 [Chellas 80].
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Le résultat principal sur lequel se base cette nouvelle caractérisation est
le suivant :

e T est I'ensemble des formules vérifides dans tous les mondes d’une
structure S5-compléte (c’est-a-dire une structure (§ 4.4.3), relative
au systeme S5, pour laquelle tout monde possible est accessible a
partir de n’importe quel autre monde possible) si et seulement si T
est une théorie autoépistémique stable [Moore 84].

Ainsi, toute interprétation autoépistémique Z d’une théorie autoépisté-
mique stable T peut étre caractérisée par une structure K de type S5 et
une valuation V. La structure de mondes possibles spécifie les croyances
de I'agent idéalement rationnel tandis que la valuation définit ce qui est
effectivement vérifié dans le monde réel.

De fagon précise, une interprétation autoépistémigue I d’une théorie
autoépistémique T est un couple 7 = (K, V) ot

e K désigne une structure S5-compléte (qui est représentée ici par
Pensemble de ses mondes possibles, chacun d’eux symbolisé par
I’ensemble des constantes propositionnelles positives et négatives
qui y sont vérifiées);

¢ V est une valuation des constantes propositionnelles de £, qui dési-
gne ce qui est effectivement vrai dans le monde réel.

La théorie autoépistémique T est I'ensemble de toutes les formules vraies
dans tous les mondes de K.

A titre d’illustration, mentionnons 'exemple de 'interprétation autoépis-
témique 7 = (K, V) avec K = {{g,p},{g,~p}} et V = {p,¢}.

La structure S5-complete X est constituée de deux mondes possibles.
Dans le premier, les formules ¢ et p sont vraies; dans le second, les for-
mules ¢ et -p le sont. La valuation V indique que p et g sont vraies dans
le monde réel. I est une interprétation autoépistémique d’'une théorie
autoépistémique T qui contient toutes les formules vraies dans tous les
mondes de la structure K de I; en 'occurrence, T se réduit i la seule
formule q.

On dit que T est un modéle autoépistémique de la théorie T constituée de
I'ensemble des formules vraies dans tous les mondes de X lorsque toute
formule de T est vérifiée dans T.
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Un second résultat fournit un tmoyen de vérifier si une interprétation
antoépistémique T de T est un modele autoépistémique de T

e Si T = (K,V) est une interprétation autoépistémique de T, alors
7 est un modele autoépistémique de T si et seulement si V) est un
éléement de K, ce qui signifie que la valuation V est consistante avec
la. valuation donnée par un des mondes possibles de la structure K
(c’est-a-dire que le monde réel est I'un des mondes compatibles avec
les croyances de l'agent) [Moore 84].

Dans notre exemple, T est un modele autoépistémique de T, car la va-
luation V du monde réel est consistante avec la valuation donnée par le
premier monde possible de la structure K.

L’intérét de ces deux théorémes est qu'ils induisent une technique per-
mettant de vérifier 'appartenance d'une formule & une expansion stable
d’un ensemble initial de prémisses,

Rappelons qu’une ezpansion stable T d’un ensemble A de croyances de
base, ou prémisses, est un ensemble stable de croyances fondé sur A
(§ 4.6.4).

Au vu du premier théoréme, une théorie autoépistémique T est stable
si elle peut étre représentée par une structure S5-compléte de mondes
possibles. Pour que cette théorie autoépistémique T soit une ezpansion
stable, il faut de plus que T soit fondée sur 'ensemble A de croyances
initiales, donc que T soit légal vis-a-vis de A. En d’autres termes,
tout modéle autoépistémique des prémisses A doit également étre un
modéle de T. Par le second théoréme, il faut donc que la valuation du
monde réel de chacun de ces modeles autoépistémiques des prémisses soit
consistante avec la valuation d’un des mondes possibles de la structure
K de l'interprétation autoépistémique.

On peut ainsi envisager une procédure de décision pour la logique auto-
épistémique [Moore 87]. Donnens-en une version simple.

Soit A un ensemble de prémisses.

1. On engendre toutes les valuations possibles pour les constantes
propositionnelles apparaissant dans A. Celles-ci vont caractériser
les structures S5-complétes de mondes possibles du langage de A.

2, On sélectionne les structures de mondes possibles pour lesquelles
toute formule de A est vérifiée dans tous les mondes.
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3. Pour chacune de ces structures K, on engendre toutes les interpréta-
tions autoépistémiques (X, V) correspondant a toutes les valuations
V des constantes propositionnelles qui apparaissent dans A.

4. On teste pour chaque interprétation autoépistémique (X, V) si, oui
ou non, toute formule de A est vraie dans (X, V) si et seulement si
Y appartient & X, Si oui, XC caractérise une expansion stable de A.

5. Pour vérifier si une formule donnée appartient & expansion stable
représentée par X, on teste si cette formule est vérifiée dans K,

4,6.6 Exemple

Soit I'ensemble de croyances initiales A = {=Lp D ¢}. Cet ensemble ne
contient qu'une formule, laquelle signifie “si je ne crois pas p alors ¢ est
vérifié”.

Prouvons qu’un agent idéalement rationnel ayant pour ensemble de croy-
ances initiales ce singleton A possédera une expansion stable T contenant
la proposition ¢ mais pas p. Prouvons également qu’il ne pourra exis-
ter d’expansion stable qui contienne p mais pas ¢, ni d’expansion stable
contenant & la fois p et q.

Supposons qu’une expension stable T de A contienne g mais pas p.

Dans ce cas, la structure §5-compléte associée & I'ensemble de croyances
T est K = {{q,p},{g, ~p}}.

(Cette structure désigne deux mondes possibles : dans le premier ¢ et
p sont vérifiés, dans le second g et —p le sont. Les formules vraies dans
tous les mondes de cette structure correspondent aux formules crues par
Pagent. T est donc une théorie autoépistémique stable.)

Considérons toutes les interprétations autoépistémiques de T. Ces in-
terprétations sont composées de la structure des mondes possibles qui
désigne les croyances de Pagent, et d’une valuation V quelconque qui
désigne ce qui est vrai dans le monde réel. Comme nous n’avons que
deux constantes propositionnelles dans le langage considéré, nous aurons
quatre valuations : {p, ¢}, {p,-¢}, {-» ¢}, {-p, ¢}

Des 4 interprétations autoépistémiques 7 = (K, V), seules la premiere
et la troisitme rendent vraies la croyance de base <Lp O ¢. Comme
la valuation V de chacune de ces deux interpétations coincide avec la
valuation d’un monde possible de la structure, on voit que la théorie T
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est fondée sur ensemble de prémisses A et est donc une expansion stable
de A.

Supposons que T contienne p muais pas q.
La structure de mondes possibles est alors X = {{p,q}, {p, ~¢}}.

Considérons la valuation V = {-p, ¢}. Elle donne lieu & une interpréta-
tion autoépistémique I = (X,V) de T qui vérifie A. Comme V ne cor-
respond & la valuation d’aucun monde de la structure, T ne peut donc
&ire une expansion stable de A.

Supposons que T contienne p et q.

Le seul monde possible est {p,¢}. Comme il existe une interprétation
autoépistémique qui vérifie A, donnée par ce monde possible et par la
valuation V = {-p, ~¢}, pour laquelle V ne correspond pas au seul monde
possible de la structure, T ne peut étre une expansion stable de A.

Imaginons maintenant que 'agent augmente son ensemble de croyances
de base en y ajoutant la formule p. L’ensemble de prémisses A devient
ainsi {p, 7Lp D ¢}. Eifectuons la méme analyse que ci-dessus.

Supposons que T contienne ¢ mais pas p.

Alors la théorie T n’est certainement pas une expansion stable de I'ensem-
ble A de prémisses car T n'’est méme pas un sur-ensemble de A.

Supposons que T contienne p mais pas q.
La structure des mondes possibles associée & T est alors {{p, ¢}, {p, ~¢}}.

Les seules interprétations autoépistémiques de T' qui vérifient les deux
formules de A sont données par les valuations V = {p, ¢} et ¥V = {p, ~¢}.

Puisque chacune de ces valuations correspond & la valuation d’un des
mondes possibles de la structure, T est une expansion stable de A.

Supposons que T contienne p et q.
La structure des mondes possibles associée & T est {{p,q}}.

Comme linterprétation autoépistémique ({{p,q}},{p, ~¢}) vérifie les
croyances de base sans que sa valuation {p, »¢} corresponde a la valua-
tion du seul monde possible de la structure, T ne peut étre une expansion
stable de A.

4.6.7 Champs d’application

Les champs d’application de la logique antoépistémique sont trés variés.
La logique autoépistémique permet de caractériser les conclusions que
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I'on attend d’un systéme ayant un pouvoir d’introspection parfait. Ceci
est notamment utile lorsque I'on désire interroger une banque de données
ou une base de connaissance sur leurs propres limites de connaissance
(voir par exemple une formalisation alternative dans [Levesque 81]).

Cependant, la possibilité d’appliquer effectivement la logique autoépisté-
mique reste relativement limitée dans la mesure ol cette technique se
restreint & un langage propositionnel et ot la procédure de décision reste
trés lourde. A cet égard, on doit souligner que la logique autoépistémique
formalise un raisonnement idéalement rationnel et que ce systéme est
done un meodeéle de compétence du raisonnement introspectif parfait.
Dans certaines applications, il s’avere que les facultés de raisonnement
a formaliser ne nécessitent pas la mise en ceuvre de capacités logiques
complétes et consistantes. Vis-a-vis de pareilles applications, la logique
autoépistémique apparait comme un modéle de compétence vers lequel
des modeles effectifs peuvent converger [Grégoire 87).
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Grammaires formelles et
programmation logique

5.1 Grammaires formelles et logique

5.1.1 Introduction

Une phrase francaise est une séquence finie de mots frangais. On con-
sidere ces mots, quelle que soit leur forme grammaticale, comme des
éléments insécables; on sait de plus que 'ensemble de ces mots est fini,
Une phrase frangaise est donc vue comme une séquence finie d'éléments
pris dans un ensemble fini donné. Cependant toutes les combinaisons
de mots ne sont pas permises : il faut que ces combinaisons soient cor-
rectes (par rapport & une syntaxe) et aient un sens (par rapport & une
sémantique).

C’est un fait d’observation courante que nous sommes capables de dire
ou écrire des phrases correctes, voire mémes sensées, sans avoir jamais
entendu ou lu auparavant les phrases particulidres que nous énongons. Il
existe donce un mécanisme qui nous permet de construire ces phrases au
fur et & mesure de nos besoins {mécanisme de génération). Inversement
il existe un mécanisme qui nous permet de reconnaitre comme correctes,
et de comprendre, des phrases que nous rencontrons pour la premiere
fois (mécanisme de reconnaissance). Si on pouvait décrire ce mécanisme
avec précision, on aurait une méthode générale et effective permettant
de trier les phrases frangaises parmi les séquences quelconques de mots.
Ce mécanisme serait en quelque sorte une théorie du frangais.

Pour les langues naturelles, on n’a pas réussi jusqu'a présent & for-
maliser complétement le mécanisme en question mais on en a construit
des approximations. La plus connue, celle des “grammaires a structure
de phrase”, est due & Chomsky [Chomsky 59]. Parmi ces grammaires,

235



Approche logique de lintelligence artificielle

les plus utilisées sont les grammaires “hors-contexte” (“context-free” en
anglais). Elles sont notamment utilisées pour la définition de la syntaxe
des langages de programmation. L'idée de base est la suivante :

e on dispose d’un dictionnaire (ou vocabulaire), noté T’

+ certaines séquences de mots, éléments de la fermeture T de T, ne
sont pas “bien formées™;

+ on veut caractériser un langage L, avec L C T", comme I’ensemble
des phrases bien formées.

Pour ce faire, on utilise des “régles”, dites “régles de réécriture” ou “pro-
ductions”, qui formalisent I'idée que voici.

Une phrase est (par ezemple) formée d’un sujet, d’un verbe et d'un at-
tribut; un sujet est (par ezemple) formé d’un article suivi d’un nom, etec.
On écrit des formules du type :

— Phrase = Sujet, Verbe, Attribut.
— Sujet = Article, Nom.

On se donne ensuite le vocabulaire, ¢’est-d-dire la liste des noms, articles,
etc, de la langue.

Les grammaires hors-contexte constituent des systémes formels décida-
bles (§ 2.2.6). Cela signifie que, si l'on définit un langage I au moyen
d’une grammaire hors-contexte, on peut construire un algorithme général
qui reconnait les phrases de L.

La formalisation d’un langage logique utilise une démarche semblable.
En logique on a coutume d’indiquer la syntaxe d’un langage au moyen
d’une définition récursive qui engendre les expressions bien formées, ou
formules, de ce langage. On donne d’abord une liste d’expressions de base
divisées en diverses catégories (voir le paragraphe 1.1.3 pour le langage
des propositions et le paragraphe 1.2.3 pour le langage des prédicats).
Les expressions de base correspondent au vocabulaire (c’est-a-dire anx
mots du dictionnaire) et aux diverses catégories syntaxiques (comme
verbe, adjectif, article) d’une langue naturelle. Ces expressions de base
du langage logique correspondent aussi aux symboles terminaux et aux
catégories syntaxiques des grammaires et langages formels introduits
dans ce chapitre.

En logique il est également habituel de spécifier un ensemble de “regles
de formation” qui ont pour rdle d’établir la maniere dont ces diverses
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catégories syntaxiques peuvent se combiner pour former des expressions
plus complexes. Ces régles s’appliquent récursivement et produisent une
définition récursive de ’ensemble infini de formules qui constituent le
langage (engendré au moyen des régles a partir des expressions de base).
Ces régles de formation correspondent aux régles de grammaire (telles
que : “un sujet suivi d’un verbe suivi d’un attribut est une phrase”) d’une
langue naturelle et aux régles ou productions des grammaires formelles.

Nous introduisons dans cette section les divers concepts liés aux gram-
maires formelles et aux langages formels. Nous montrons que les phrases
de ces langages peuvent étre considérées comme des approximations
(dans un sens qui sera défini ultérieurement) de phrases d’une langue
naturelle. Les productions des grammaires formelles peuvent é&tre in-
terprétées comme une formalisation logique des régles de grammaire
d’une langue naturelle. Nous montrons également que les phrases d’un
langage formel peuvent é&tre interprétées comme un sous-ensemble de
I'ensemble des formules logiques. On obtiendra ce sous-ensemble & par-
tir de la syntaxe propositionnelle ou & partir de la syntaxe prédicative
en restreignant ensemble des expressions de base (ou vocabulaire) et en
restreignant les régles de formation.

En résumé, on présentera les langages formels et les grammaires formelles
comme provenant d’une formalisation des langues naturelles et de leurs
grammaires, d’une part, et d'une particularisation des langages logiques
et de leurs syntaxes d’autre part.

Remarque. Nous utilisons les notations suivantes. Si ¥ est un ensem-
ble (alphabet ou vocabulaire) nous désignons par £* la fermeture de £,
appelée aussi le monoide libre engendré par X. 1l s’agit de "ensemble des
séquences d’éléments de I, y compris la séquence vide. Nous désignons
par Bt la fermeture positive de X, appelée aussi demi-groupe libre en-
gendré par X. 1l s’agit de I’ensemble des séquences non vides d’éléments
de B,

5.1.2 Grammaire hors-contexte

Une fagon usuelle de définir un langage, que ce soit une langue naturelle
(appelée aussi langage naturel) ou un langage de programmation, est de
se donner un ensemble de régles formant une grammaire. Comme sy-
nonyme de “régle” on utilise souvent le mot production. Les régles de
grammaire précisent les suites de mots qui constituent des phrases cor-
rectes (ou valides) du langage. La grammaire permet en outre d’effectuer
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une analyse grammaticale de la phrase; cette analyse rend la structure
de la phrase plus explicite.
A lorigine de 'intérét pour les grammaires hors-contezie se trouve le
désir de pouvoir formaliser les langues naturelles. Les grammaires hors-
contexte sont formées de régles; donnons-en quelques exemples?!,

(1) phrase —  verbe, groupe_nom

(2) groupenom —  article, adjectif, nom

(3) groupenom —  article, adjectif, nom,

preposition, groupe_nom

(4)  verbe —  “imprimer”
(5)  wverbe —  “effacer”
(6) article —  “le”

(7)  article — “la”

(8)  adjectif —  “deuxieme”
()  adjectif —  “premier”
(10)  adjectsf —  “dernier”
(11) nom —  “mot”

(12) nom —  “ligne”

(13) preposition — “de”

La régle “phrase — verbe, groupe_nom” signifie qu’une fagon de former
une phrase est de prendre un mot de la catégorie syntaxique “verbe”
et de le faire suivre par une suite de mots de la catégorie syntaxique
“groupe_nom”.

L’ensemble des deux régles

groupe_nom —  article, edjectif, nom
groupe_nom —  article, adjectif, nom, preposition, groupe_nom

indique qu'il y a deux manieres possibles de former un “groupe_nom” :
e soit un “erticle” suivi d’'un “edjectif” suivi d’'un *nom”,

¢ soit un “erticle” suivi d’un “adjectif” suivi d'un “nom” suivi d’une
“preposition” suivi d’un “groupe_nom”.

Ce dernier exemple illustre l'utilisation de la récursivité dans les regles
de grammaire. La seconde régle définit “groupe_nom” en faisant appel &
“groupe_nem” lui-méme; il s’agit de la partie récursive de la définition.
La premiére regle permet de sortir de la récursion et de terminer la
définition; cette partie est appelée le “cas de base” de la récursion.

!Par convention, aucun accent n'apparait dans les “textes formels”.
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La régle verbe — “effacer” indique que le mot du vocabulaire “effacer”
fait partie de la catégorie syntaxique “verbe”.

Cette grammaire nous permet de vérifier que la séquence (ou chaine) de
mots [effacer, le, dernier, mot, de, la, deuzieme, ligne| est une phrase
grammaticalement correcte; on peut en effet obtenir cette phrase & partir
des productions :

phrase —" “effacer”, groupe_nom
groupe_nom —  “le”, “dernier”, “mot”, “de”, groupe_nom
groupe_nom — “la”, “deuxieme”, “ligne”

Outre sa qualité de concision, la représentation d'un langage au moyen
de régles de grammaire posséde une grande souplesse; I'adjonction d’un
nouvel ensemble de phrases au langage se fait en ajoutant de nouvelles
productions & la grammaire. 8i nous ajoutons & la grammaire donnée au
début de ce paragraphe les productions

(14) article — “un”

(15) article — “du”

(16) eadjectif — “troisieme”

(17) nom — “caractere”

(18} nom —  “page”
nous ajoutons des phrases valides au langage, par exemple :

(effacer, un, premier, caractere]

(effacer, le, premier, caractere, du, troisieme, mot

5.1.3 Définition formelle d’une grammaire hors-contexte

Nous allons formaliser la notion intuitive de grammaire hors-contexte,
Une grammaire hors-contexte G est un quadruplet (V,T, P, S) ot

o 1 est un ensernble fini constitué de variables appelées souvent caté-
gories synlaziques ou symboles non termingue,

o T est un ensemble fini (disjoint de V), constitué de symboles ter-
minaur souvent appelés mots,

¢ P est un ensemble fini, constitué de régles ou productions; chaque
production est de la forme A — o, ol A est un élément de V et «
une séquence (ou chaine) de symboles de I’ensemble V U T.

¢ S est une variable particulizre appelée “variable de départ” ou
“gymbole initial”.
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Dans notre exemple :
o V = {groupe_nom, verbe, article, adjectif, nom, preposition, phrase},

s T = {imprimer, effacer, le, la, un, premier, deurieme, troisieme
dernier, caractere, mot, ligne, page, de, du},

s § = phrase.

Un langage peut étre engendré par une grammaire en interprétant cha-
cune de ses productions comme une régle de réécriture. Une production
est formée d’une téte (3 gauche du symbole —) et d’un corps (& droite du
symbole —). Réécrire une formule signifie “remplacer dans la formule la
téte de la production par son corps”. Les productions de la grammaire
du paragraphe 5.1.2 peuvent étre interprétées de la fagon suivante,

- (1) réécrire [phrase] en [verbe, groupe_nom];

— (5) réécrire [verbe, groupe_nom| en [“effacer”, groupe_nom;

— (2) réécrire [“effacer”, groupe_nom)| en [“effacer”, article, adjec-
tif, nom;

— (8), (10), (11) réécrire [“effacer”, article, adjectif, nom] en [“ef-
facer”, “le”, “dernier”, “mot”].

On introduit deux relations, notées = et =, définies sur l'ensemble
(VUT)y. Si A — 3 est une production de P et si a et v sont des
séquences de I'ensemble (V U T)*, alors @Ay = «fy. Nous dirons que
la production A — J est appliquée 4 la séquence a Ay pour engendrer
la séquence ¢¢fBvy. Autrement dit, afy est obtenue directement a partir
de oAy selon la grammaire . Deux séquences sont liées par la relation
= lorsque la seconde s’obtient & partir de la premiere par I'application
d'une certaine production.

Supposons que oy, Qz2,..., 0, soient des séquences de (VUT)* telles que
l'on ait

Q] = q, @2 = &g,...,X;m-1 = Uy,
Cette succession de relations = s’écrira @; = ay,. La relation = ap-
parait donc comme la fermeture réflexive et transitive de la relation =

Une séquence de mots peut étre reconnue comme étant une phrase syn-
taxiquement correcte (par rapport aux régles de grammaire) en interpré-
tant chacune des productions comme des régles de rééeriture inversées,
ce qui signifie “remplacer dans une formule le corps d’une production
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par sa téte”. La double fonction de génération et de reconnaissance que
nous venons d’indiquer est classique dans la théorie des automates et des
langages (sect. 5.2).

Le langage L engendré (ou reconnu) par une grammaire hors-contexte est
I’ensemble des séquences (de mots) remplissant les conditions suivantes :

+ la séquence est uniquement formée de symboles terminaux;

e la séquence peut &tre engendrée en partant de §.

De maniére plus formelle, on définit le langage L comme I'ensemble
L={w|weT et§=>w}

Cet ensemble constitue le lengage hors-conlerte engendré par la gram-
maeire G.

Les séquences suivantes sont des phrases du langage engendré par la
grammaire hors-contexte définie au paragraphe 5.1.2.

[effacer, le, deuzieme, mol),

[imprimer, la, deuzieme, ligne],

[effacer, le, deuzieme, mot, de, la, troisieme, ligne],

[effacer, la, deunieme, ligne, de, la, troisieme, ligne].
Il est utile de représenter les phrases engendrées au moyen des produc-
tions sous la forme d’arbres. Ces arbres sont appelés arbres syntaxi-
ques (ou arbres de dérivation). Chaque nceud d’un arbre syntaxique est

marqué soit par une variable, soit par un symbole terminal de la gram-
maire.

La figure 5.1 représente I'arbre syntaxique associé & la phrase “effacer
le dernier mot de la deuxiéme ligne”. Le sommet de 'arbre s*appelle la
racine et est marqué par le symbole initial de la grammaire. Les feuilles,
ou nceuds terminaux, de I'arbre sont marqués par les symboles terminaux
de la grammaire. La phrase engendrée correspond i la suite des sym-
boles terminaux associés aux feuilles de 'arbre syntaxique parcourues de
gauche & droite. Tous les nceuds intermédiaires représentent les produc-
tions utilisées lors de la construction de I'expression bien formée & partir
du symbole initial associé 4 la racine, L’arbre syntaxique représente
donc la trace de la construction d’une expression bien formée. Si un
neeud interne de Parbre est marqué A, et si ses successeurs sont marqués
X1, X3,...,X,, cela signifie que la production 4 — X1, Xs,..., X, a été
utilisée lors de la construction de 'expression bien formée.
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ph
v\n
n
art ad) nom art adj nom
effacer IL de?’Lier m‘ot de|la deuzLeme lig|ne

Figure 5.1 : Arbre syntaxique

L’arbre de la figure 5.1 représente la suite des productions utilisées pour
la construction de la phrase a partir du symbole phrase. Cet arbre peut
encore s’écrire sous forme d’une expression parenthésée comme la liste
ph(  v(effacer), gn{art(le), adj{dernier), n(mot), prep(de),
gn(art(la), adj(deuzieme}, n(ligne)))).
La liste est composée de ’étiquette ph suivie par les listes correspondant
aux nceuds successeurs (nceuds v et gn ici). La sous-liste (gn{art(la),
adj( deuzieme), n(ligne))}, par exemple, représente le sous-arbre corre-
spondant au groupe-nom imbriqué gn.
Si les variables de la grammaire formelle correspondent exactement aux
catégories syntaxiques d’une grammaire d'une langue naturelle, alors I’ar-
bre syntaxique correspond exactement A une analyse grammadticale de la
phrase. L’arbre de la figure 5.1 scinde la phrase en un verbe suivi de
deux groupes-nom imbriqués et composés chacun d’un article suivi d’un
adjectif et d’un nom. -Cette analyse grammaticale servira de point de
départ & ’analyse sémantique.

Soit G=(V,T,P,5) une grammaire hors-contexte; un arbre est un arbre
syntazigue (ou arbre de dérivation) pour G lorsqu’il posséde les propriétés
suivantes :

¢ chaque nceud a une étiquette qui est un symbole de V U T
e étiquette de la racine de I'arbre est 5,
® les étiquettes des nceuds intérieurs sont des éléments de V;

o les étiquettes des feuilles sont des éléments de T;

242



5. Grammaires formelles et programmation logique

¢ si un nceud n a une étiguette A et si ny,ng,...,n, sont les suc-
cesseurs de n ayant respectivement X, Xz,..., X, comme étiquet-
tes, alors

A= X1, X2, X,

est une production de P; l'ordre des catégories X,,..., X, est l'or-
dre (de gauche a droite) des différents successeurs ny, n2,...,n, de
n dans l'arbre,

L’arbre syntaxique nous fournit une description sitnple de la construction
d'une phrase particuliére de la grammaire . Certaines phrases peuvent
s’analyser de plusieurs fagons différentes. Nous dirons qu’une phrase est
ambigué si on peut lui associer plusieurs arbres syntaxiques.

5.1.4 Grammaire hors-contexte et clauses de Horn

Nous avons vu au paragraphe 1.1.17 qu’un ensemble de clauses de Horn
pouvait étre interprété comme une grammaire hors-contexte. Une clause
de Horn est une disjonction de littéraux contenant au plus un littéral
positif. Voici un exemple de clause de Horn :

SV OpV gV or,
Cette formule peut aussi s’écrire sous forme implicative :

8- pg,T
et se lire “s est vrai si p et ¢ et r sont vrais”. Cette forme implicative
permet de mettre en évidence analogie existant entre une clause de Horn
et une regle de grammaire, qui s’éerit

o Py,

et se lit “s est bien formé si p et ¢ et » sont bien formés”. On peut en effet
interpréter cette production comme une formule logique si on assimile le
symbole de réécriture — & une implication :- (D) et les séparateurs a des
conjonctions. Les éléments de I'ensemble V U T de la grammaire sont
alors interprétés comme des atomes de la logique des propositions. 11
existe cependant une différence importante entre une production et une
clause : une production définit un ordre pour les différents éléments de
son corps tandis qu'une clause ne fait rien de tel. Reprenant l'exemple
du paragraphe 3.1.2, nous vérifions que les deux productions

phrase — werbe, groupe_nom
phrase — groupe_nom, verbe
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n’ont pas la méme signification. La premiére signifie qu’une phrase est
formée d’un verbe suivi d’un groupe-nom tandis que la seconde signifie
qu'une phrase est formée d’un groupe-nom suivi d’un verbe. Ces deux
productions sont interprétées en logique par une méme clause :

phrase V ~verbe V groupe_nom.

5i nous voulons rendre le formalisme logique équivalent au formalisme
grammatical, nous devons trouver un moyen d’y inclure le connecteur
“suivi de” qui est inhérent aux régles de grammaire. Nous allons for-
maliser ce connecteur en utilisant le concept de “liste”.

Une liste peut &tre définie récursivement comme formée d’un premier
élément (ou téte de liste) suivi d’une liste (ou corps de liste) éventuelle-
ment vide. Les listes sont également représentables par une succession
de symboles (les éléments de la liste} placés entre crochets et séparés par
des virgules; on a par exemple la liste L = [1,2,3,4].

La définition récursive donnée ci-dessus suggdre une auntre notation. Dési-
gnons par | le symbole de construction de liste & partir de la téte et du
corps. La figure 5.2 nous montre comment la liste [1,2,3,4] peut se
repésenter comme L = [1 | L') od L' est le corps de la liste L, c’est-a-dire
la liste L' = [2,3,4].

L L I

4[]

Figure 5.2 : Construction de listes

La figure 5.3 représente la liste L = [1,2,(3,4] | L"] ol lopérateur |
construit la liste L A partir des éléments 1, 2, [3, 4] et de la liste L.

L’opérateur | de construction de liste peut étre directement utilisé pour
formaliser le connecteur “suivi de” des corps de productions composés
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3.4] "

Figure 5.3 : Construction de la liste L = [1,2,[3,4] | L]

de symboles terminaux suivis d’un seul symbole non terminal. {Nous
verrons au paragraphe 5.2.2 que ce type de régle caractérise les “gram-
maires réguliéres”.) Nous verrons au paragraphe 6.4.2 comtnent traiter le
cas général des regles ot symboles terminaux et non terminaux peuvent
apparaitre dans n’importe quel ordre dans le corps de la régle.

Dire, par exemple, qu'un verbe est “suivi de” un groupe-nom se formalise
en disant qu'une liste est formée d’un premier élément (représentant le
verbe) suivi d’une liste (représentant le groupe-nom). 8i V représente le
verbe et GN le groupe-nom, nous écrirons cette liste [V | GN].

Le concept de liste nous suggére d’associer & la régle de grammaire
phrase — werbe, groupe _nom

la clause de Horn de la logique des prédicats
phrase([V | GNY)) :- verbe([V]), groupe_nom(GN).

Les éléments de cette clause sont des prédicats, et les arguments de la
clause rendent compte du fait que le groupe-nom doit suivre le verbe.
Cette clause se lit : la liste [V | GN] est une phrase si V est un verbe et
8i GN est un groupe-nom. Le passage des clauses de Horn de la logique
des propositions aux clauses de Horn de la logique des prédicats permet
donc de compléter I'interprétation des régles de grammaire hors-contexte
en termes de logique.

Les productions (1)-(13) de I'exemple du paragraphe 5.1.2 se réécrivent
sous la forme des clauses de Horn (1')-(13') de la logique des prédicats.
Chaque symbole non terminal de la grammaire est remplacé par un
prédicat dont 'argument contient la partie de I'expression bien formée
qu’il représente. Chaque symbole terminal de la grammaire se retrouve

245



Approche logique de intelligence artificielle

comme argument du prédicat correspondant 4 la partie gauche de la

régle. La partie droite assemble les arguments de la partie gauche selon

leur ordre d’apparition dans la production équivalente.

(1') phrase([V | GN]) :- verbe([V]),
groupe_nom(GN)
article([Ar]),adjectif{ [Ad]),
nom([N])

(3') groupe_nom{[Ar, Ad, N, Pr | GN)) :- article([A7]),adjectif{[Ad)),
nom([N]),
preposition([Pr]),
groupe_nom(GN)

(2') groupe_nom([Ar, Ad, N|)

(4:) verbe([imprimer])
(5!) verbe({effacer])

(6} article([le])

(7'} article([la))

(8:) edjectifl[deuzieme])
(9{) adjectif[premier])
(10,) adjectif([dernier])
(III) nomf[mot})

(12r) nom{[lignel)

(13") preposition(|de])

5.1.5 Grammaire DCG

Nous avons montré au paragraphe précédent qu’une grammaire hors-
contexte pouvait étre représentée par une collection de clauses de Horn
de la logique des prédicats. La particularité des ces prédicats est qu'’ils
possédent un seul argument. Nous avons donc I’équivalence suivante :

Productions de grammaire hors-contexte

U

Clauses de Horn dont les prédicats possédent un argument

Les grammaires hors-contexte ont un certain nombre de limitations. No-
tamment, comme leur nom le suggere, elles ne permettent pas de “tenir
compte du contexte”. Illustrons ce que nous voulons dire par la en
reprenant 'exemple du paragraphe 5.1.2. Les régles de réécriture (telles
qu’elles ont été définies au paragraphe 5.1.3) appliquées aux productions
de la grammaire engendrent des phrases telles que :
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— effacer la dernier ligne,

— effacer la deuxieme ligne de la deuxi¢me ligne.

La premiére phrase est syntaxiquement incorrecte : 'accord des gen-
res n’y est pas respecté. La seconde phrase est syntaxiquement cor-
recte mais sémantiquement absurde : cette phrase n’a pas de sens. Il y
a éventuellement moyen d’éviter que de telles phrases parasites soient
engendrées tout en restant dans le formalisme des grammaires hors-
contexte; on remarque cependant que le reméde requiert souvent un
grand nombre de régles supplémentaires tenant compte de tous les ac-
cords, de toutes les exceptions, etc.

Il est en général plus sain de modifier le formalisme des grammaires hors-
contexte et de passer & un formalisme plus puissant qui permet de tenir
compte du contexte tout en gardant la simplicité du formalisme initial.
Le formalisme que nous allons définir porte le nom de “grammaire definite
clause”. Dans un but de concision nous utiliserons dans la suite de ce
texte l'abréviation anglaise formelisme DCG.

Nous allons montrer comment le passage des grammaires hors-contexte
aux grammaires DCG permet d'éliminer du langage les phrases non
souhaitées du type de celles citées ci-dessus. Nous formaliserons ensuite
le concept de grammaire DCG.

Rappelons que la régle hors-contexte

groupe nom — article, edjectif, nom
est représentable au moyen de la clause

groupe nom([Ar, Ad, N|) :- article([Ar]), adjectif ([Ad]), nom([N]}.
Nous désirons imposer l'accord des genres (féminin ou masculin} aux

phrases du langage. Pour ce faire nous allons introduire un argument
contextuel (noté C) dans les éléments de la regle :

groupe nom — article(C), adjectif (C), nom(C), groupe _nom

Cet argument est une variable logique qui pourra prendre un ensemble
de valeurs ; dans le cas de 'accord des genres, cet ensemble est constitué
de deux valeurs, “féminin” et “masculin”, qui seront considérées comme
des constantes logiques. En d’autres termes, au cours du processus de
réécriture, la variable C' pourra étre remplacée par une constante. C’est
le remplacement cohérent de C' par une méme constante dans les trois
termes de la production qui assurera l'accord des genres. Ce remplace-
ment cohérent correspond exactement 3 la régle d’unification en logique
des prédicats (§ 1.2.13).
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On peut donc obtenir une régle de grammaire DCG & partir d’une régle
de grammaire hors-contexte en y ajoutant des arguments. Il s’ensuit que
les régles de réécriture des grammaires DCG correspondent aux régles de
réécriture des grammaires hors-contexte (§ 5.1.3) auxquelles on a ajouté
I'unification logique. Nous avons déji rencontré un processus analogue
au chapitre 1 lorsque nous avons vu que la résolution dans le calcul des
prédicats (§ 1.2.14) se déduit de la résolution dans le calcul des proposi-
tions (§ 1.1.12) par adjonction de la régle d’unification. '

La production de grammaire DCG peut & son tour tre représentée au
moyen d’une clause de Horn :
groupe _nom([Ar, Ad, N]):- article(C, [Ar]), adjectif (C, [Ad]),
nom(C, [N]).
Nous constatons ainsi que les clauses de Horn dont les éléments sont des
prédicats & un nombre quelconque d’arguments peuvent étre interprétées
comme des productions de grammaires DCG.

Réécrivons 'exemple du paragraphe 5.1.2 en termes de régles d’une gram-
maire DCG. Les phrases du langage engendré par ces régles respecteront
Paccord des genres.

(1"} phrase — verbe, groupe_nom

(2"} groupe_nom — article(C), adjectiff C), nom(C)

(3") groupe_nom — article(C), adjectifiC), nom(C),
preposition, groupe_nom

"

(4) verbe — [imprimer]
(5 ) verbe — [effacer]
(6) article(masculin)  — |le]

(7" article(feminin) — [la]
(8)
(@)
(107)

i

n

") adjectifimaseulin) — [deuzieme]
adjectif{ feminin)  — [deuzrieme]
edjectif masculin) — |[dernier|

) edjectifl feminin}  — [derniere]

n
[

i']

(

(12") nom(masculin) — [earactere]
(13") nom(masculin) — [mot)
(14") nom(feminin) — [ligne]
(15") nom(feminin) — |page]
(16") preposition — [de]

Les symboles terminaux mis entre guillemets dans la grammaire hors-
contexte du paragraphe 5.1.2 sont mis entre crochets comme des listes &
un seul élément dans le formalisme DCG. La régle article(masculin) —
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[le] correspond & la clause article(masculin, {l¢]). (En toute généralité, la
catégorie syntaxique “groupe_nom” doit également respecter 'accord des
genres; il faudrait donc écrire “groupe_nom(C)” & la place de
“groupe_nom” dans les productions (2"} et (3"). Cela n’est cependant
pas nécessaire si on n'utilise que des verbes a I'infinitif comme dans notre
exemple.)

La phrase “effacer la dernier ligne” ne peut étre engendrée par la régle
(2") parce qu'il n’est pas possible d'unifier les arguments associés &
Particle “ia”, a 'adjectif “dernier” et au nom “ligne”, 1'adjectif dernier
étant masculin alors que les deux autres mots sont féminins.

Les contextes syntaxiques comme les accords de genre ou de nombre
ne sont pas les seuls & pouvoir étre modélisés par des arguments dans
les régles DCG. Certains contextes sémantiques peuvent aussi &tre pris
en compte. Nous allons maintenant enrichir le formalisme des gram-
maires DCG de fagon A pouvoir éliminer les phrases absurdes. Pour ce
faire nous allons généraliser le formalisme des grammaires hors-contexte
dans une autre direction; outre des listes de variables et de symboles
terminaux, les parties de droite des productions pourront contenir des
“appels de procédure” (que I'on écrira entre accolades). Les appels de
procédure représentent des conditions que doivent remplir les productions
pour pouvoir étre utilisées; ces conditions permettent aussi 'introduction
d’informations contextuelles dans la grammaire.

INustrons la notion d’appel de procédure en partant de Pexemple de la
grammaire du paragraphe 5.1.2. Nous avons vu que la grammaire hors-
contexte pouvait engendrer et reconnaitre une phrase telle que : “effacer
la deuxiéme ligne de la deuxiéme ligne”. Cette phrase est une phrase
valide de la grammaire; elle est syntaxiquement correcte mais absurde.
Rermplagons certaines régles de la grammaire hors-contexte par des régles
correspondantes d'une grammaire DCG :

!

(1") phrase
(2") groupe_nom(Y1)

verbe, groupe _nom(X)

article(C), adjectif (C),

nom(C, Zl), { Yi < Z]}

article(CY, adjectif (C), nom{ C, Z3),
{Y: < Z3}, preposition, groupe _nom(Zs)

l

l

(3"} groupe_nom(Yz)

(12") nom(mase, 1) — |[caractere]
(13"} nom(mase, 2) — [mot)
(14") nom(fem, 3) —  [ligne)
(15") nom(fem, 4) — [page]
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Nous avons enrichi la grammaire DCG initiale en y apportant deux mo-
difications. Nous avons tout d'abord introduit une condition {¥; < Z;}
dans la regle (2'"). Cette condition devra étre vérifiée par les arguments
Y1, Z; avant que cette régle puisse étre utilisée. Ensuite la hiérarchie
sémantique des mots “caractere”, “mot”, “ligne” et “page” est formalisée
an moyen d’un argument prenant respectivement les valeurs 1, 2, 3 et
4. Cette hiérarchie représente le fait qu'un caractére est inclus dans un
mot qui est inclus dans une ligne qui est incluse dans une page. Nous
allons montrer que cette hiérarchie et un test sur la condition {¥; < Z;}
permettent d’éliminer toute possibilité d’engendrer ou de reconnaitre des
phrases absurdes du type “effacer la dernitre ligne de la derniére ligne”.

Considérons la production groupe_nom{(Y3} ol les variables article, ad-
jectif et preposition ont déja été remplacées par des constantes :
groupe_nom{Yz2) — [la,derniere], nom(fem, Z3),{Yy < Z2},
(de), groupe nom(Z;)
L’utilisation de la régle de réécriture nem(fem, 3) — [ligne] permet
de remplacer dans cette régle nom{fem, Z;) par “ligne” pour autant
que Zp prenne la valeur 3. La production groupe_nom(Y;) devient apres
réécriture :
groupe_nom(Yy) — [la,derniere,ligne],{Y2 < 3}, [de],
groupe _nom(3)
L’utilisation de la régle de rééeriture
groupe _nom{ Y1) — [la,derniere|, nom(fem, Z1),{ Y1 < Z;}
permet de remplacer dans la production précédente groupe_nom(3) par
[{la, derniere], nom(fem,Z1), {3 < Z;}] pour autant que ¥; prenne
la valeur 3. La production groupe_nem(Yz) devient aprées une nouvelle
réécriture :
groupe _nom(Yz) — [la,derniere,ligne],{Y2 < 3},
[de, la, derniere], nom(fem, Z;),{3 < 7}
Nous pouvons finalement remplacer nom(fem, Z;) par un nom du vo-
cabulaire pour autant que son argument soit supérieur 4 3; la seule régle
de réécriture permise est par conséquent

nom{fem,4) — [page].
L’application de la régle donne :
groupe_nom(Y;) — [la,derniere,ligne],{¥; < 3},
[de, la, derniere, page]
Les seules phrases que cette production permet d’engendrer ou de re-
connaitre sont du type : “un_verbe”, “la”, “derniere”, “ligne"”, “de”,
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“la” “derniere”, “page”. L'application de la procédure {3 < Z1} a donc
permis d’éliminer les phrases absurdes de notre exemple.

En résumé, le formalisme des grammaires DCG étend le formalisme des
grammaires hors-contexte dans deux directions :

+ on permet aux catégories syntaxiques d’étre des prédicats & plusi-
eurs arguments;

e on peut insérer, & droite du symbole de production (—}, un certain
nombre d’appels de procédures (placés entre accolades).

Nous avons montré comment ce formalisme étendu permettait d’intro-
duire dans la grammaire une dépendance par rapport an contexte.

Un avantage supplémentaire des grammaires DCG est qu’elles fournissent
une représentation de la structure de la phrase, grice a l'utilisation
d’arguments adéquats, par le truchement du mécanisme d’unification.
La grammaire ne se limite pas & accepter ou engendrer une phrase mais
fournit, de surcroit, une représentation des constituants syntaxiques de
la phrase sous forme d'arbre. Ces arbres syntaxiques nous serviront a
“comprendre” les phrases (et non plus seulement & les “reconnaitre™).
On montrera un exemple de construction d'arbre syntaxique au para-
graphe 5.1.7.

5.1.6 Grammaire DCG et logique

Le passage d’une grammaire hors-contexte & un ensemble de claunses est
immédiat. Nous avons vu au paragraphe 5.1.4 que la régle

groupe_nom — article, adjectif , nom
peut étre assimilée a la clause
groupe nom([Ar, Ad, N|):-article(| Ar]), adjectif ([ Ad]), nom([N]).
Le lien entre le formalisme des grammaires DCG et la logique est tout
aussi immédiat. La régle (3") du paragraphe 5.1.5 c’est-a-dire :
groupe_nom(Y2) - article(C), adjectif (C), nom(C, Z2),{Yz < Z3},
preposition, groupe nom{Zz)
est assimilée A la clause de Horn
groupe nom(Yy, [Ar, Ad, N, Pr | GN]) -
article(C, [Ar)), adjectif (C, [Ad]), nom(C, Z;, [N]),
Yy < Z,, preposition( Pr), groupe_nom(Zz, GN).
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Les catégories syntaxiques telles que nom(C, Z3), groupe_nom(Yz) sont
interprétées comme des prédicats logiques. L’appel de procédure
Y:; < Z; peut également étre interprété comme un prédicat logique
prenant la valeur V 8i Y et Zy vérifient inégalité Y3 < Z3 et la valeur
F dans le cas contraire.

Lors de la mise sous forme clausale de la régle DCG, ce prédicat d’inégali-
1é ne recoit pas d’argument supplémentaire. Les prédicats entre accolades
ne sont en effet associés 4 aucun mot ou ancune partie de phrase; leur
seul but est d’imposer des contraintes aux parameétres véhiculés par la
grammadire,

La traduction du formalisme de grammaire DCG dans le formalisme des
clauses de Horn de la logique des prédicats est immédiate et peut étre
automatisée :

e Chaque production correspond a une clause de Horn.

e La téte de la production devient le prédicat positif de la clause de
Horn.

¢ Chaque terme du corps de la production devient un prédicat négatif;
ce prédicat regoit un argument supplémentaire sauf si le terme se
trouve entre accolades dans la production.

¢ Le prédicat positif est doté d'un nouvel argument qui est la liste des
arguments supplémentaires en question, écrite selon 'ordre d’appa-
rition des termes correspondants dans le corps de la production.

Le mécanisme actif dans le formalisme grammatical est constitué par le
principe de réécriture. C'est ce mécanisme qui permet d’engendrer des
phrases & partir d’une grammaire, ou de reconnaitre qu'une liste de mots
est une phrase appartenant au langage décrit par la grammaire.

Nous allons montrer que le passage du formalisme grammatical au for-
malisme logique transforme ce mécanisme actif de réécriture en mécanis-
me de déduction logique (plus précisément, en mécanisme de résolution
(§ 1.1.12, 1.2.14)).

Chaque régle de grammaire peut étre interprétée comme une clause de
Horn. Considérons I'ensemble des clauses de Horn représentant la gram-
maire comme un ensemble d’hypothéses qui nous serviront & démontrer
un théoréme logique.

Ce théoréme s’énonce par exemple :
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Une liste donnée de mots est une phrase d'un langage.
Une fagon plus formalisée d’énoncer ce théoréme sera :

Une liste donnée de motls est une conséquence logique des régles de la
grammeire,

Si Gh,-.., Gy représentent les régles de grammaire écrites sous forme de
clauses de Horn, et si L est une expression logique représentant une liste
de mots, démontrer le théoréme reviendra donc & prouver logiquement
la validité d’une des trois formules (équivalentes) suivantes :

(GiA---AG,) DL,
(GiA- - AGuARL)
(—IG1V---V—IGnV L)

F,
V.

(Voir paragraphe 1.1.9.) Réécrivons la grammaire hors-contexte du para-
graphe 5.1.2 en termes de clauses de la logique des prédicats comme
expliqué au paragraphe 5.1.4. Transformens la forme implicative de ces
clauses de Horn en leur forme disjonctive équivalente. Il vient :

(1) phrase([V | GN]) V —werbe([V]) V ~groupe _nom(GN)

(2) groupe_nom({Ar, Ad, N])V -article(C, [Ar])V

—adjectif (C, [Ad]) V ~nom(C, [N])

(3) wverbe([effacer])

(4) article(mase, [le])

(5) adjectif{masc, [dernier])

(6) nom(mase, [mot])

ete.
Nous désirons vérifier que la liste de mots [effacer, le, dernier, mot]
constitue une phrase valide de la grammaire.

Ceci revient & vérifier que la clause
(T)  phrase([effacer, le, dernier, mot))

est une conséquence logique de la grammaire, c’est-a-dire, en l'occurren-
ce, des clauses (1) — (8).

Il faut done prouver que la conjonction {ou le produit) des clauses (1)—(6)
et de la négation de la clause (7) est invalide (ou nul}.

Les étapes de la preuve sont écrites ci-dessous. Pour chaque étape, nous
écrivons successivement :

— le résultat de la résolution,

— les clauses utilisées lors de la résolution,
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— les unifications effectuées (le cas échéant).

o (8) —werbe([effacer]) A ~groupe_nom([le, dernier, mot]);
Résolution : (1) et ~(7),
Unification : {(V, effacer), (GN, (le, dernier, moi]}};

» (9) —groupe nom([le, dernier, mot]),
Résolution : (3) et (8);

o (10) -article(C, [le]} v nadjectif (C, [dernier]) vV ~nom(C, [mot]),
Résolution : (2) et (9),
Unification : {(A4r, le), (Ad, dernier), (N, mof}};

o (11) -adjectif (mase, [dernier]) V ~nom(masc, [mot]);
Résolution : (4) et (10),
Unification : {(C, masc)};

e (12) F,
Résolution : (5), (6) et (11).

Cette procédure vérifie que le produit des clauses (1) — (6), —(7) est nul
et donc que la liste

[effacer, le, dernier, mot]

est une phrase valide de la grammaire représentée par les clauses (1) —(6).

5.1.7 Construction de ’arbre syntaxique

Nous avens vu au paragraphe 5.1.3 comment l'arbre syntaxique de la
figure 5.1 pouvait se représenter sous la forme d’une liste parenthésée :
ph( v(effacer), gn( eart(le), adj{dernier), n(mot), prep(de),
gn(art(la), adj(deuvzieme), n(ligne)))).
Nous allons montrer que cette liste parenthésée, et donc l'arbre syn-
taxique, peuvent éire obtenus & partir de la grammaire DCG du para-
graphe 5.1.5 dotée de certains arguments additionnels. L’arbre syntaxi-
que résultera ainsi de la derniére unification d’une procédure de preuve
comme celle décrite au paragraphe précédent. Réécrivons tout d’abord
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notre grammaire DCG en y ajoutant certains arguments :

(1)
(2)

(3)

(4)
()
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)

Si on réussit A prouver que la clause

phrase(ph(VV, Gn}))

groupe nom( Y1, gn{Art, Adj, NN))

—

—

verbe(VV),
groupe _nom{(0, Gn)

article(C, Art),
adjectif (C, Adj),
nom(C, Z1, NN),{Y1 < Z1}

groupe _nom( Yz, gn{ Art, Adj, NN, Prep, gn(Gn)))

verbe(v(effacer))
verbe(v(imprimer))
article(mase, art(le))
article(fem, art(la))

adjectif (masc, adj{ deuzieme))

adjectif (fem, adj( deuzieme))
adjectif (masc, adj{ dernier))
adjectif (fem, adj{derniere))
nom{masc, 1, n(caraciere))
nom(mase, 2, n(mot}))
nom(fem, 3, n(ligne))
nom{(fem. 4, n{page))
preposition(prep(de))

—

L A A O A A Ay

article{ C, Art),
adjectif (C, Ady),
nom(C, 23, NN),{Ys < Z»},
preposition{ Prep),
groupe nom(Zz, Gn)
[effacer]

[imprimer)

ie]

a]

[deuzieme]
[deuvzieme)]

[dernier]

(derniere]
[caractere]

[mot]

[Ligne]

[page]

[de]

(17} phrase(X, [effacer, le, dernier, mot))

est une conséquence logique des régles de cette grammaire, alors la dé-
monstration donne une représentation parenthésée de I'arbre syntaxique
de la liste [effacer, le, dernier, mot] comme résuliat de la derniére unifi-
cation pour la variable X.

Réécrivons certaines des régles de grammaire en termes de logique :
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f

(1) phrase(ph(VV,Gn),|V | GN])V -verbe(VV, [V])V
—groupe nom{0, Gn, GN)

(2")  groupe_nom( Yy, gn(Art, Adj, NN),[Ar, Ad, N]}v
—article( C, Art, [Ar]} V —adjectif (C, Adj, [Ad])V
-nom(C,Z:, NN, [N])v Y1 < Z;

(4)  wverbe(v(effacer), [effacer])

(6")  article(masc, art(le), [le])

(10"} edjectif (masc, adj(dernier), [dernier])

(13') nom(mase, 2,n{mot), [mot])

(17"} —phrase( X, [effacer, le, dernier, mot))

Les étapes de la preuve sont les suivantes :

e (18') groupe_nom(Yy, gn(Art, Adj, n(mot)), [Ar, Ad, mot])V
—article(masc, Art, [Ar]} V —adjectif (masc, Adj, [Ad]) VY <1,
Résolution : (2') et (13),
Unification : {(C,masc), (Z1,1), (NN, n(mot)), ([N],[mot])};

o (19" groupe _nom(Y;, gn( Art, adj( dernier), n{mot)),
[Ar, dernier, mot])- V article(masc, Art, [Av])V V] < 1,
Résolution : (10') et (18),
Unification : {{Adj, adj{dernier)), {[Ad],|dernier])};

o (20') groupe_nom(Yy, gn(art(le), adj{dernier), n(mot)),
[le, dernier, mot]) vV Vi < 1,
Résolution : (6) et (19'),
Unification : {(Art, art(le)), ([A7], [le])};

o (21') phrase(ph(VV, gn(art(le), adj(dernier), n(mot))),
[V | [le, dernier, mot]]) v ~verbe(VV, [V])V 0 < 1,
Résolution : (1) et (20'),
Unification : {(Gn, gn{ari(le), adj(dernier), n{mot))),
(Y1, 0), (GN,[le, dernier, mot])};

o (22') phrase(ph(v(effacer), gn(art(le), adj(dernier), n(mot))),
[effacer, le, dernier, mot]),
Résolution : (4') et (21",
Unification : {{ VV, v(effacer)), (|V],[effacer])};
. (23 )
Résolution : (17') et (22°),
Unification : {{X, ph(v(effacer),
gn(art(le), adj{dernier), n(mot))))}.
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Cet exemple illustre la construction d’un arbre syntaxique d’une phrase
au moyen d'une procédure de preuve de théoréme,

Résumaons la démarche que nous avons suivie. Une formule logique C est
une conséquence d’une collection de formules logiques Fy, ..., F, si et
seulement si la formule logique ({ Fy A+ <A F,) D C) est valide; Fy,..., F,
sont les hypothéses et € est la conclusion. Dans 'exemple ci-dessus, les
productions de la grammaire & constituent les hypothéses, tandis que la
formalisation logique de la liste de mots & tester est la conclusion d’un
théoréme (“la liste de mots est une phrase valide de la grammaire”) qui
s’énonce formellement comme la tautologie suivante :

= (A (productions de G} D ({liste de mots) O (phrase de G)})).

8i nous désirons obtenir un algorithme de preuve automatique de théoré-
me, nous devons ajouter une stratégie au mécanisme de résolution lo-
gique. Une stratégie est un algorithme spécifiant 'ordre dans lequel
les clauses doivent &tre résolues. Le langage Prolog comporte une telle
stratégie. Nous allons montrer an paragraphe 5.1.8 comment une gram-
maire DCG peut étre directement exécutée comme un programme Prolog.
Le paragraphe 5.1.10 introduira la notion de stratégie et expliquera ce
qu’est la stratégie de Prolog.

5.1.8 Des grammaires DCG a Prolog

Le langage Prolog est issu des travaux de Colmerauer [Colmerauer 78]
qui, dans le but de créer un nouveau langage pour la programmation des
problémes relatifs an traitement de la langue naturelle, a été conduit &
utiliser les clauses de Horn et la méthode de résolution dans un environ-
nement informatique. La logique du premier ordre limitée aux clauses
de Horn et munie de la résolution comme seule régle d’inférence a donné
lieu & Prolog, qui apparait comme un des langages les plus attrayants ¢ .
'intelligence artificielle. Les aspects les plus importants de ce lang ige
ainsi qu’une introduction a la programmation en Prolog sont dév.loppés
dans le chapitre 6. Le but du présent paragraphe est simplement de relier
Prolog aux grammaires DCG et au formalisme des clauses de Horn. Un
programine Prolog est constitué d’une collection de régles de grammaire
DCG. Les productions

phrase —  wverbe, groupe_nom(0) (5.1)
phrase(ph(V,Gn)} — verbe(V), groupe_nom(0, Gn)  (5.2)
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sont donc également des instructions qui peuvent étre exécutées par Pro-
log. On verra au chapitre 6 comment sont exécutés les instructions et
les programmes Prolog. Pour Pinstant il nous suffit de savoir que par
“exécution” on entend une utilisation contrélée des régles de réécriture,
c’est-a-dire de la résolution appliquée aux productions (qui peuvent étre
interprétées comme des clauses de Horn).

Les productions (5.1) et (5.2) sont des instructions Prolog ; un mécanisme
interne & Prolog les traduit en d’autres instructions Prolog :

phrase(X,Y) :- wverbe(X, X1),
groupe _nom(0, X1, ¥). (5.3)
phrase(ph (V,Gn), X, Y) :- werbe(V, X, X;),
groupe_nom(0, Gn, X,, V). (5.4)

L’interprétation logique des clauses de Horn exige 'introduction d’un ar-
gument supplémentaire pour tenir compte du séquencement (§ 5.1.4). Le
remplacement du symbole de réécriture — par le symbole d’implication
:- de Prolog requiert, cette fois-ci, de faire apparaitre deux arguments
supplémentaires que nous allons interpréter en termes de listes. Pour
fixer les idées admettons que les instuctions (5.3) et (5.4) soient utilisées
pour vérifier si une liste de mots constitue une phrase du langage. Dans
ce cas 'argument X du prédicat verbe(X, X1) est cette liste de mots et
largument X est la méme liste dont on a retiré la téte si elle est un
verbe. Par conséquent X représente la partie de la liste qui doit cor-
respondre au groupe-nom puisque [phrase] = [verbe | groupe_nom|. En-
fin Pargument Y correspond & la liste des mots dont on a retiré 3 la
fois le verbe et les mots représentant le groupe-nom. Le séquencement
des mots (ou, de fagon plus générale, le connecteur “suivi de” des pro-
ductions) se représente donc comme une différence de deux listes {voir
paragraphe 6.3.6); si — est le symbole de différence de liste, nous aurons
par exemple :

X, = [X — [verbe]).
Les instructions d’un programme Prolog peuvent étre interprétées de

deux maniéres différentes; pour chaque type d’instruction il existe une
lecture déclorative et une lecture procédurale.

Lorsque I'instruction (ou clause) est telle que ni sa téte ni son corps ne
sont vides, nous avons les lectures suivantes,
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o Lecture déclarative :
La liste X — Y est une phrase si la liste X — X est un verbe et la
liste Xy — Y, un groupe-nom.

¢ Lecture procédurale :
Pour trouver une liste X — Y qui est une phrase, il faut trouver
une liste X — X7 qui est un verbe et une liste X; — Y qui est un
groupe-nom.

Une clause du type P :- @, R, 5§ aura donc deux lectures possibles :

o Lecture déclarative :
“P est vrai si Q, R et S sont vrais.”

s Lecture procédurale :
“Pour satisfaire P, il faut satisfaire ¢, R et 5.7

Percevoir Prolog sous un aspect procédural revient a interpréter chaque
clause comme une procédure :

¢ la téte de la clause représente le nom et les arguments formels de la
procédure;

e le corps de la clause représente, en général, des appels & d’autres
procédures.

Des clauses dont le corps contient des symboles terminaux sont écrits en
Prolog de la fagon suivante :

verbe — [effacer]. (5.5)
verbe(v(effacer)) — [effacer]. (5.6)

Le mécanisme interne & Prolog transforme ces deux instructions en :

verbe([effacer | ), ). (5.7)
verbe(v(effacer), [effacer | §], 5). (5.8)

La notation [effacer | 5] représente une liste ayant le symbole terminal
effacer comme téte de liste et la liste S comme corps de liste.

Une clause ayant un corps vide, comme par exemple {5.7), est interprétée
comme un fait. Les expressions (5.7) et (5.8) sont des instructions Prolog

qui peuvent &tre utilisées & la place de (5.5} et (5.6); on les interpréte
comme suit.
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s Lecture déclarative :
“Pour tout 5, il est vrai que le premier élément de la liste [effacer | §]

est un verbe.”

o Lecture procédurale :
“Le but consistant & trouver un verbe réussit pour (est atteint par)
une liste dont le premier élément est effacer.”

Les faits sont des clauses ayant V comme corps; par exemple :
verbe([effacer | S, 5):-V.

Si la téte d’une clause est vide, cette clanse ne contient que des termes
niés et sera interprétée comme une “question” ou “but”. Une question
est un fait ayant une téte fausse, par exemple :

F :- phrase(ph(VV,Gn), X, Y).
En utilisant le symbole ?- de Prolog nous réécrirons cette question :
7- phrase(ph(VV,Gn), X, Y).

Indiquons-en les deux interprétations :

¢ Lecture déclarative :
“Existe-t-il une liste X — Y représentant une phrase dont 1’arbre
syntaxique est représenté par ph(VV, Gn)?"

¢ Lecture procédurale :
“Construire une liste X — ¥ qui soit une phrase dont I’arbre syn-
taxique est représenté par ph(VV, Gn).”

En résumé un programme Prolog est constitué de clauses qui sont des
faits ou des régles; 'appel de programme se fait en posant une question,
c’est-a-dire en ajoutant au programme une clause & téte vide ou “but”.

5.1.9 Exemple

Le programme Prolog décrit ci-dessous pourra étre utilisé pour reconnai-
tre si une séquence de mots est une phrase valide de la grammaire cor-
respondante. En outre, le programme construira 'arbre syntaxique de
la phrase reconnue.
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(1) phrase(ph{VV, Gn)) —  verbe( VV),
groupe_nom(0, Gn).
(2) groupe nom( Y1, gn(Art, Adj, NN))
— article(C, Art),
adjectif (C, Ady),
nom(C, Z,, NN}, {Y1 < Z1}.
(3) groupe_nom( Yz, gn(Art, Adj, NN, Prep, Gn))
— article(C, Art),

adjectif (C, Ady),
nom(C, Zy, NN),{Ya < Z»},
preposition{ Prep),
groupe_nom(Zy, Gn).

(4) verbe(v(effacer)) —  [effacer].

(5) verbe(v(imprimer)) —  [imprimer).

(6) article(masc, art(le)) —  [le].

(7) article(fem, art(la)) — [la].

(8) adjectif (masc, adj{deuzieme)) — [deuzieme).

(9) adjectif (fem, adj{deuvzieme)) — [deuzieme].

(10) adjectif (mase, adj(dernier)) — [dernier].

(11) edjectif (fem, adj(derniere)) —  [derniere].

(12) nom{masc, 1, n{caractere)) —  |ecaractere].

(13) nom(masc, 2, n(mot)) —  [mot].

(14) nom(fem, 3, n(ligne)) —  [lgne).

(15) nom(fem, 4, n{caractere)) —  [caractere].

(16) preposition(prep(de)) - [de].

Un mécanisme interne & Prolog transforme ces instructions en les in-
structions suivantes :

(1) phrase(ph(VV,Gn), X, Y) - verbe(VV,X,2),
groupe _nom(0, Gn, Z, Y).
(2') groupe_nom( Y1, gn(Art, Adj, NN), Z, V)
article(C, Art, Z, W),
adjectif (C, Adj, W, R),
nom{C, %1, NN,R,Y), }; < Z1.
(3") groupe_nom(Ya, gn(Art, Adj, NN, Prep, Gn), Z, Y)
- article(C, Art,Z, W),
adjectif (C, Adj, W, R),
nom(C,Ze, NN,R, T),Y2 < Z,,
preposition(Prep, T, U},
groupe _nom(Z,, Gn, U, Y).
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(4') verbe(v(effacer), [effacer | S], S).
(5') verbe(v(imprimer), [imprimer | S], §).
(6') article(masc, art(le), [le | 5], ).
(7') article(fem, art(la), [le | §), S).
(8') adjectif (mase, adj{deuzieme), [deuzieme | S|, §).
(9') adjectif (fem, adj(deuzieme), [deuzieme | 5], S).
(10") adjectif (masc, adj(dernier), [dernier | §), §).
(11') adjectif (fem, adj(derniere), [derniere | S, S).
(12') nom(mase,1, n(caractere), [caractere | §1, S).
(13') nom{masc,2, n(mot),[mot | 5), ).
(14') nom(fem, 3, n(ligne), ligne | S, §).
(15') nom(fem,4, n(page), [page | S), S).
(16') preposition(prep(de), [de | S, 5).
Ce programme est constitué de seize instructions. Par exemple, pour
effectuer 'analyse syntaxique de la phrase “effacer le dernier mot de la
deuxiéme ligne”, nous posons la question :
(17") ?- phrase( P, [effacer, le, dernier, mot, de, la, deuzieme, ligne), §)2
Cette instruction signifie : “trouvez une phrase ayant P comme arbre
syntaxique, [effacer, le, dernier, mol, de, la, deuzieme, ligne] comme
liste initiale de mots (avant analyse) et la liste vide [ | comme liste finale
de mots (aprés analyse)”.
L'instruction (17') constitue un appel du programme; la sortie du pro-
gramme est le résultat des opérations; la derniére de celles-ci fournit une
instance de la variable P & savoir :
P = ph(v{effacer), gn{art(le), adj{ dernier), n(mot), prep(de),
gn(art(la), adj{ devzieme), n(ligne)))).

5.1.10 Représentation graphique et stratégies

Un programme Prolog est formé d’un ensemble d’instructions qui peu-
vent aussi étre interprétées comme des régles d’une grammaire DCG.
Le langage Prolog utilise la résolution comme mécanisme élémentaire
d’exécution; le choix de la séquence d'instructions & effectuer au cours
de Pexécution d'un programme est déterminé par une stratégie,

Nous définissons dans ce paragraphe le formalisme graphique des arbres
ET/OU qui sert & représenter des grammaires et donc aussi des pro-
grammes Prolog; ce formalisme sert également de support & la définition
et & la description des stratégies d’exécution de programmes.
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Un arbre ET/OU est formé d’un ensemble de nceuds étiquetés au moyen
des noms des prédicats constitutifs des régles de la grammaire.

Chaque régle est représentée au moyen d’un erbre 4 deuz niveauz. Le
nceud étiqueté au moyen de la téte de la production est la racine de
I’arbre. La racine a comme successeurs les nceuds étiquetés au moyen
des prédicats du corps de la régle; ces nceuds sont les feuilles de I'arbre &
deux niveaux. 1l est convenu que 'ordre des feuilles de 'arbre correspond
3 'ordre des prédicats dans le corps de la régle. Sila racine d’un arbre est
étiquetée P et si ses feuilles sont étiquetées Xy, X3, ..., X,, cela signifie
que P — Xi,Xs,..., X, est une régle de la grammaire.

Les feuilles de P’arbre & deux niveaux sont appelées “nceuds ET” par
rapport & la racine parce que l'exécution de la régle de grammaire requiert
que tous les prédicats de son corps soient exécutés {ou “résolus” si I’on
utilise la terminologie logique).

Les arbres & deux niveaux représentant les régles de la grammaire du
paragraphe 5.1.2 sont schématisés 4 la figure 5.4. Chacun de ces ar-
bres est étiqueté au moyen d'un numéro qui est celui de la régle qu’il
représente. Les racines correspondant aux régles (1), (2) et (3) ont
comme successeurs des ensembles de nceuds ET; ces ensembles sont iden-
tifiés & la figure 5.4 au moyen d'un segment de cercle reliant leurs arcs
entrants.

L’ensemble des arbres & deux niveaux ainsi définis représente une gram-
maire. Avant de passer & la définition de I’arbre ET/OU et & son uti-
lisation en vue de décrire des stratégies, il est nécessaire de préciser un
point de terminologie. On appelle paguet de productions ’ensemble des
productions ayant un méme nom de prédicat de téte. Les nceuds associés
aux prédicats de téte d’un paquet sant appelés “nceuds OU” par rapport
4 ce paquet. Par exemple, les deux nceuds étiquetés “groupe-nom” dans
la figure 5.4 sont les deux neeuds OU du paquet “groupe-nom”.

Nous allons maintenant construire 'arbre ET/OU de la grammaire {(ou
du programme) au moyen des arbres & deux niveaux associés aux régles
(ou aux instructions). On obtient l'arbre ET/OU de la grammaire en
connectant les feuilles aux racines (de tous les arbres & deux niveaux})
ayant méme étiquette.

L’arbre ET/OU ainsi défini sert & décrire des stratégies de résolution {ou
d’exécution) de programmes. En effet, pour exécuter une instruction il
faut exécuter tous les prédicats de son corps, ¢’est-a-dire exécuter tous
les nceuds ET successeurs de la racine associée & I'instruction. Chaque
prédicat de ce corps sera exécuté en utilisant une des instructions suivan-
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tes du paquet étiqueté au moyen du dit prédicat, c’est-a-dire en exécutant
un des neeuds OU du paquet. L’exécution d'un programme est obtenu
par simple itération du processus d’exécution des instructions individu-
elles : on commence par exécuter linstruction de la racine de V'arbre
ET/OU; puis on exécute successivement les instructions des neends ET
et des neeuds OU suivant la régle donnée ci-dessus en terminant par les
instructions des feuilles de l'arbre,

La stratégie d’exécution doit en outre effectuer des choix.

s Tous les nceuds ET qui sont les feuilles d’un méme arbre 4 deux
niveaux (et qui sont donc reliés par un segment de cercle} doiveni
étre exécutés : il faut choisir I'ordre d’exécution de ces neeuds. La
stratégie de Prolog choisit d’exécuter les noeuds dans ordre textuel,
commengant donc¢ I'exécution par le neeud le plus & gauche pour
terminer par le nceud le plus a droite. C’est ce que 'on appelle une
stratégie gauche-droite.

¢ Un seul neeud OU par paquet de productions doit étre exécuté.
Les deux stratégies les plus simples sont la stratégie en largeur
d’abord et la stratégie en profondeur d’abord. La stratégie en
largeur d’abord tente d’exécuter tous les neeuds OU en méme temps,
Cette stratégie correspond & la technique de preuve qui fait avancer
toutes les hypothéses en méme temps; a la fin de 'exécution (ar-
rivée A une feuille de I'arbre ET/OU) on ne retient que la succession
des hypotheses qui ont conduit & la résolution. La stratégie en pro-
fondeur d’abord exécute totalement une hypothése, en descendant
le plus bas possible dans 'arbre, avant d’en examiner une autre.
8i 'hypothése examinée conduit jusqu'a une feuille de 1'arbre, on
dit qu'il y a succés de ’exécution, et on redescend dans l’arbre
pour résoudre un nceud ET non encore résolu. Si ’hypothése exa-
minée ne conduit pas jusqu'a une feuille de I'arbre (une résolution
échoue avant d’avoir atteint cette feuille), on dit qu'il y a échec,
et on redescend dans I’arbre pour tester une nouvelle hypothése en
explorant un nceud OU non encore résolu. Si tous les nceuds QU
ont été explorés sans succes, il y a échec dans 'exécution du pro-
gramme. Le processus de descente dans ’arbre aprés réussite ou
échec porte le nom de retour en arriére (backtracking en anglais).
Prolog utilise cette seconde stratégie c’est-d-dire la stratégie “en
profondeur d’abord” avec retour en arriére.
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Figure 5.4 : Arbre ET/OU
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La stratégie de Prolog “gauche-droite et en profondeur d’abord” (avec re-
tour en arriére en cas d’échec) est facile & comprendre si on la voit comme
un mode de parcours de 'arbre ET/OU. L'arbre ET/OU de la figure 5.4
déerit le parcours associé i la reconnaissance de la phrase “imprimer
le dernier mot"; ce parcours est indiqué an moyen de fleches placées
le long des branches de l'arbre. Une question telle “?- phrase(P, [im-
primer, le, dernier, mot],[ ])” initialise le programme; cette question est
unifiée avec une instruction “phrase — verbe, groupe-nom” qui va définir
I’arbre ET/OU du programme & exécuter. Cet arbre est appelé arbre de
résolution associé i la question. La sortie du programme est constituée
de I'ensemble des unifications qui ont été effectuées lors du parcours de
Parbre. Les unifications qui auraient été effectuées le long de branches
aboutissant & un échec sont supprimées, depuis le déclenchement du re-
tour en arriére jusqu'a l'arrivée & un nouveau nceud QU & explorer,

5.2 Hiérarchie de Chomsky

5.2.1 Introduction

Nous avons introduit la notion de grammaire hors-contexte au para-
graphe 5.1.2. Nous allons maintenant situer ces grammaires dans la
hiérarchie de Chomsky et décrire les automates qui leur correspondent.
Un exposé plus détaillé est donné dans [Hopcroft et Ullman 79]). Comme
nous le verrons 4 la fin de ce chapitre, les grammaires de Chomsky les
plus générales sont en fait équivalentes aux grammaires DCG (§ 5.1.5).

On considére souvent les grammaires comme des systémes formels généra-
teurs. Les “expressions bien formées”, ou phrases du langage, sont
obtenues (“engendrées”) & partir d’un symbole initial en appliquant un
ensemble de productions ou régles de formation. Clest ce qui a été vu
an paragraphe 5.1.3 dans le cas des grammaires hors-contexte, Inverse-
ment, les automates sont des systémes formels aecepieurs. Ils partent
d’une phrase, et leurs régles vont vérifier si cette phrase appartient ou
non & un langage donné. Un automate est alors équivalent & une gram-
maire s’il accepte exactement le langage engendré par la grammaire.

Les grammaires de Chomsky, ou grammaires d structure de phrase, sont
réparties en quatre types, numérotés de 0 4 3 par ordre de généralité
décroissante. Les grammaires les moins générales sont les grammauoires
réguliéres; ces grammaires ont comme accepteurs équivalents les auto-
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mates finis. Au deuxiéme niveau nous trouvons les grammaires hors-
contezte et leurs équivalents, les automales & pile. A 1’étage aun-dessus
viennent les grammaires de type 1 (parfois appelées grammaires sensibles
au conterte) dont les équivalents sont les automates linéairement bornés.
Au sommet de la hiérarchie de Chomsky se situent les grammaires de
type O et leurs accepteurs équivalents, les machines de Turing.

Comme les grammaires hors-contexte qui en sont des cas particuliers, les
grammaires de Chomsky sont des quadruplets (V, T, P, 5) (§ 5.1.3). Les
productions (éléments de P) sont de la forme ¢ — 7, avec ¢ € (VUT)™ et
3 € (VUT)*. Les quatre types sont définis par des contraintes imposées
aux formes possibles de ¢ et 4. Par exemple, pour les grammaires hors-
contexte on exige que ¢ soit réduit & un seul symbole et que ce symbole
soit une variable : ¢ € V. Dans tous les cas, le langage L engendré
par une grammaire de Chomsky est I'ensemble des séquences de mots
que l'on peut obtenir & partir du symbole initial 5. Formellement l'on a
donc :
L={weT"|8=w}
ol la relation = est définie comme indiqué au paragraphe 5.1.3.

5.2.2 Grammaires réguliéres

Une grammaire de Chomsky est réguliére ou de type 3 si ses productions
sont d'une des formes A — ¢ ou A — bB, olt A et B sont des variables,
et o et b des symboles terminaux.

Telle qu'on vient de la définir, il s’agit d’une grammaire réguliére & droite.
Il existe des concepts équivalents®, comme ceux de grammaires régulizres
i gauche, de grammaires linéaires 4 gauche ou de grammaires linéaires
4 droite. Une grammaire linéaire ¢ droile a des productions d’une des
formes A — © ou A — yB, ol A et B sont des variables, et x et ¥ des
séquences non vides de mots (x,y € T).

Un langage est dit régulier lorsqu’il est engendré par une grammaire
réguliére. Pour situer ces langages, mentionnons les deux faits suivants ;

¢ tout langage fini est régulier;

# il existe des langages hors-contexte non réguliers.

*Rappelons que deux systimes formels sont équivalents o'ils définissent exactement
le méme ensemble de phrases.
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Le second énoncé exprime que la distinction entre les types 2 et 3 a bien
une raison d’étre.

5.2.3 Automates finis

Comme les grammaires, les automates se définissent au moyen d'alpha-
bets (vocabulaires, dictionnaires) finis et de régles de rééeriture. Clest
ainsi qu'un automate fini est un quintuplet (Q, %, §, gp, F), ol

* Q est un ensemble fini, dont les éléments sont appelés états,
+ I est un ensemble fini, appelé vocabulaire d’entrée,

+ & est une relation enire @ x I et @, dont les éléments sont appelés
régles (de réécriture) et sont notés g;ar — g;, 0 ¢y, ¢; sont des états
et ag est un symbole d’entrée,

go est un élément de Q, appelé état initial,

¢ P est un sous-ensemble de @, dont les éléments sont appelés états
finals.

On peut se faire une image d’un automate fini en le considérant comme
une machine qui se trouve dans un état ¢ € ¢ et lit une séquence w de
symboles de ¥ en parcourant une bande finie & gauche, dans un sens et
élément par élément. La figure 5.5 illustre cela. S5i 'automate est dans
Iétat g¢;, si le symbole lu est ag, et si la regle q;a;, — ¢; appartient 2 §,
alors 'automate accepte ce symbole et passe dans I'état ¢; pour traiter
le symbole suivant.

On appelle configuration de l'automate fini un élément de 1’ensemble
Q@ x I*; une configuration est représentée comme une séquence gw ol ¢
est un état de @ et w un élément de £*. Comme pour les grammaires
(§ 5.1.3), on définit & partir de § deux relations entre configurations,
notées = et =, de la maniére snivante :

* giapw = ¢;w Si gidx — ¢; est une régle de §; on dit alors que
cette régle est appliquée & la configuration ¢;epw pour donner la
configuration ¢;w.

s Cy > C, il existe une séquence de configurations Cy,Cy,...,Ch
vérifiant C; = Cyyy pouri=1,2,...,n— 1. La relation = est donc
la fermeture réflexive et transitive de la relation =,
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Figure 5.5 : Automate fini

Désignant I'élément vide de X* par ¢, on définit alors le langage L accepté
par 'automate fini (Q, Z, 8, g9, F'} comme I'ensemble

L={wel| qu> qs€, avec g5 € F}.
Une phrase w est donc acceptée si I'automate, partant de [’état initial,
lit tous les mots de cette phrase et aboutit 4 un état final.

Dans le cas particulier ol les “tétes” g¢;a; des régles de & sont toutes
différentes, la relation é n'est rien d’autre qu'une fonction partiellement
définie sur Q X ¥ et & valeurs dans Q (laquelle peut étre prolongée en une
fonction partiellement définie sur 'ensemble @ x £ des configurations
et 4 valeurs dans I’ensemble Q des états). On dit alors que Pautomate
eat délerministe : une régle au plus est applicable & une configuration
g;w donnée. Il se trouve que les automates non déterministes ne sont pas
plus généraux que les automates déterministes :

s Etant donné un automate fini non déterministe, on peut construire
un automate fini déterministe équivalent.

Nous avons défini d’une part les langages réguliers engendrés par les
grammaires réguliéres (§ 5.2.2) et d’autre part les langages acceptés par
les automates finis. La proposition suivante énonce la parfaite équiva-
lence de ces deux définitions :

s Un langage est accepté par un automate fini si et seulement si ce
langage est engendré par une grammaire réguliére.

Cette propriété possede une version “constructive” :
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¢ A partir de toute grammaire réguliére, on peut construire un auto-
mate fini équivalent, et réciproquement.

Il est souvent trés utile de représenter un autornate fini par un graphe
dirigé appelé diagramme d’'élat ou diagramme de transition. Les neuds
de ce graphe correspondent aux états de lautomnate. Si le symbole
d’entrée a; provoque une transition de I'état g; vers I'état ¢; (c’est-a-
dire si § contient la régle g;ax — ¢;), alors il y a dans le diagramme un
arc étiqueté a; et dirigé du nceud ¢; vers le nceud ¢;. Nous verrons un
exemple d'un tel diagramme an paragraphe 5.2.4 (figure 5.6}).

5.2.4 Exemple

L’exemple de ce paragraphe donne une idée de la fagon dont %équiva-
lence entre grammaire et automate peut étre prouvée. Le langage
L = {0(10)" | n > 0}, constitué des phrases 0, 010, 01010, etc., est
engendré par la grammaire réguliere (V, T, P, S) définie comme suit :
V ={S,A, B}
T = {0,1};
P={S->0,
S — 04,
A—- 1B,
B0,
B — 0A}.
Le méme langage est accepté par 'antomate fini (non déterministe) dont
voici la définition :

T = {o0,1};

Q= {SaA-!B!Qf}:

go = 5,

F={q}

6= {50 — gy,
S0 — A4,
Al — B,
B0 — ¢y,
B0 — A}.

Observons comment I'automate est construit & partir de la grammaire.
Voici une séquence de génération d'une phrase du langage :

$ = 0A = 01B = 0104 = 01018 = 01010,
et une séquence d’acceptation de la méme phrase :

501010 = A1010 = B010 = A10 = B0 = qs.
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La figure 5.6 représente le diagramme d’état associé a 'automate fini de
notre exemple.

{Etat initial) 1

{Etat final)

Figure 5.6 ; Diagramme d’état d’un automate fini

5.2.5 Grammaires hors-contexte et automates a pile

Il existe des langages hors-contexte qui ne peuvent étre engendrés par au-
cune grammaire réguliére. Un exemple classique est le langage engendré
par les productions hors-contexte qui suivent :

S5 — 0851

S—-01
On voit facilement que ce langage est 'ensemble L = {0™1™|n > 1} et on
montre qu'aucune grammaire réguliére ne peut engendrer L.

Intuitivement, on peut comprendre qu‘aucun automate fini ne peut ac-
cepter le langage L ci-dessus, Pour accepter une phrase de L il faut
vérifier ’égalité de la longueur des suites de symboles 0 et de symboles
1 constitutives de la phrase. On comprend qu'une telle vérification re-
quiert une capacité de mémoire illimitée ef, partant, qu'un automate fini
— dont la mémoire est bornée par le nombre d’états de Q@ — ne peut pas
étre un accepteur du langage L.

Comme nous allons I'indiquer, les automates équivalents aux grammaires
hors-contexte ont effectivement une mémoire non bornée. Il s’agit des
automates & pile qui sont aux grammaires hors-conlezte (ou grammaires
de type 2) ce que les automates finis sont anx grammaires réguliéres.
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Un automate 3 pile posséde une mémoire non bornée, la pile, ol peuvent
étre écrits un nombre quelconque de symboles. La restriction provient
du “fonctionnement en pile” que nous allons décrire. Formellement, un
automate & pile est un septuplet M = (Q, £, T, 8, g0, Zo, F), ot

* @, ensemble fini d’états, est le controle de I'antomate,
e %, ensemble fini, est le vocabulaire d’entrée,

¢ I, ensemble fini, est le dictionnaire de la pile,

* qo, élément de Q, est ’état initial,

¢ 7, élément de T, est le symbole initial de pile,

e F, sous-ensemble de Q, est I'ensemble des états finals,

¢ & est un ensemble de régles de réécriture de la forme
4i¢i Zp - QiTm
ol ¢; et gr sont des états, ¢; un symbole d’entrée ou la séquence
vide d’entrée {notée £), Zx un symbole de pile, et v,, une séquence
de symboles de pile (qui peut étre la séquence vide, notée 5").

L’application d’'une régle s’interprete de la fagon suivante (voir figu-
re 5.7) : l'automate étant dans Iétat g¢;, lit le symbole d’entrée a; et
trouve au sommet de la pile le symbole Z; il accepte a; et remplace 7
par la séquence v, au sommet de la pile. Si a; est la séquence vide ¢,
aucun symbole d’entrée n’est lu.

Une configuration est ici de la forme gwy oll ¢ est un état, w une ex-
pression de T* (séquence de mots d’entrée) et ¥ une expression de I
(séquence de symboles de la pile). Pour exprimer la réécriture, on définit
les relations = et = entre configurations de la fagon suivante :

® g; a;w ZpY = Qi W Y7 si la régle g6, 2 — g1y, appartient a 4.
(A noter que dans le cas 7., = ¢, la taille de la pile diminue.)

o O] = O, s'il existe une séquence de configurations Cy,Cy,...,Cn
vérifiant C; = Cyy pour i =1,2,...,n— 1.

Il ¥ a deux fagons de définir le langage accepté par un automate & pile. On
peut le définir comme I'ensemble des expressions d’entrée pour lesquelles
il existe une séquence d’opérations qui vident la pile. On parle dans ce
cas de langage accepté par pile vide. Formellement, le langage accepté L
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Bande d’entrée : symboles d’entrée a; € ©

aq @ aj an

i)

Mouvement de la téte Opération de lecture

Contréle fini —
(état g¢; € Q)

Zr-1| Pile: Z; e
-2

Figure 5.7 : Automate & pile

est 'ensemble
L:{wGE‘[qngo;:»qee', avec ¢ € Q}.
On peut aussi définir le langage accepté comme ’ensemble des expres-
sions d’entrée pour lesquelles il existe une séquence d’opérations qui con-
duisent 'automate dans un état final. On parle dans ce cas de langage
accepté par U'éfat final Formellement, le langage accepté est 'ensemble
L={w€2"|chzo:*"qfs'y, avec gg € F et y € T*}.
Ces deux définitions sont équivalentes : étant donné un automate d’une
espéce, on peut construire un automate de 'autre espéce qui accepte le
méme langage.
Le théoréeme fondamental évoqué au début de ce paragraphe s'énonce
comme suit.

¢ Un langage est accepté par un automate a pile si et seulement si ce
langage est engendré par une graminaire hors-contexte.

Ce théoréme posséde également une version “constructive”.

Un automate & pile est dit déterministe lorsque les tétes de régles gia; 2y
sont toutes différentes; dans ce cas, une régle au plus peut étre appliquée
4 une configuration donnée. L’équivalence que nous avons mentionnée i
propos des automates finis ne se généralise pas aux automates a pile : il
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existe des langages engendrés par des grammaires hors-contexte qui ne
sont acceptés par aucun automate a pile déterministe.

5.2.6 Exemple

Considérons le langage I = {zaz® | « € {0,1}*} oi =% désigne la
séquence & inversée. On voit que L est engendré par la grammaire hors-
contexte dont les productions sont :

§-0850
§--151
S —-a

Nous allons construire un antomate a pile qui accepte le langage L (par
pile vide). Le contrdle de cet antomate aura deux états, go et ¢1, et la
pile pourra recevoir trois symboles, A, B et C. Le systéme fonctionnera,
de la fagon suivante.

1. Le systéme démarre dans I'état ¢q, avec le symbole A an sommet
de la pile.

2. Si ’entrée du systéme est 0 et que le systéme est dans I’état ¢, on
place un symbole B sur la pile. Si Pentrée du systéme est 1 et que
le systéme est dans 1'état go, on place un symbole € sur la pile. Le
contrdle reste dans les deux cas a 'état ¢q.

3. 81 l’entrée du systeme est a et que le systéme est dans I'état g, il
passe a |'état g; et le contenu de la pile n’est pas modifié.

4. Sil'entrée du systéme est 0 ou 1 et que le systéme est dans I'état g
avec un symbole B ou C (respectivement) au sommet de la pile, on.
enléve ce symbole. Le contréle reste dans les deux cas & ’état ;.

5. Si le systéme est dans I'état q; et si le symbole 4 est au sommet de
la pile, on enléve ce symbole sans attendre 'arrivée d’un nouveau
mot d’entrée.

6. Dans tous les autres cas, le systdme ne modifie pas son état (nile
contenu de la pile).

Formellement, 'automate & pile (Q, X, 8, g0, Zo, @) qui accepte L par pile
vide est défini comme suit :

274



5. Grammaires formelles et programmation logique

Q = {g0.01},
2 ={0,1,a},
r= {A B,C},
Zo =

§={go0A— go BA,

go1 A — g0 CA,

do 0B — do BBs

qo 1 B — g0 CB,

go 0 C' — q¢ BC,

go 1 C' — qo CC,

goe A—q A,

goa B —q B,

goal —q C

@10B—-q s

nl C— 41 5 H

ned—q £ }.

(La présence de €, & droite, comme expression de pile indique que le
systéme enléve le symbole situé au sommet de la pile. La présence de ¢,
4 gauche, comme symbole d’entrée indique que le systéme ne lit aucun
symbole d’entrée.) Observons qu'il s’agit d’un automate 4 pile de type
déterministe.

A titre d’exemple, la séquence C; = Cy = -+ = €, décrivant I'accepta-
tion de la phrase w = 0112110 est donnée par

Ci=go011al110A4,

Co=¢11al10B A,

Cs=t][|].al].UCBA,
C4=QQG110003A,
Ce=q1110C C B A,

Ce=¢:10C B A,

CT=qIOBA)
Csa=q1 ¢4,
Cg=qlsr:'.

5.2.7 Grammaires et langages de Chomsky de type 1
Il existe des langages qui ne peuvent &ire engendrés par aucune gram-
maire hors-contexte. Le langage L = {0®170™ | » > 1} en est un exemple

simple; il s’agit d’un langage A structure de phrase de type 1 (au sens
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strict).

Une grammaire de Chomsky de type 1 est une grammaire dont les pro-
ductions ¢ — ¥ sont telles que ¥ contient au moins autant de sym-
boles que ¢. Ceci implique que les configurations successives ¢y, ¢q, etc.
obtenues dans un enchainement § = ¢; = -+ = ¢, ne peuvent dimij-
nuer de longueur. C’est cette propriété qui fait que les langages de type
1, et donc aussi des types 2 et 3, sont des ensembles récursifs (§ 2.2.10).

On peut montrer que le langage L = {0"170" | n > 1} est engendré par
la grammaire de type 1, & trois variables, voici les productions :

5 - 0B0O
B-o1

B = 0BC
C0o — 100
Cl—-1C

Remarquons qu’avec la définition ci-dessus®, aucun langage de type 1 ne

peut contenir la phrase vide £. Certains langages hors-contexte ne sont
donc pas de type 1. On a cependant la propriété suivante :

s Si L est un langage hors-contexte, alors L\ {¢} est de type 1.

Les automates équivalents aux grammaires de type 1 sont les automates
linéairement bornés; un tel automate est généralement présenté comme
une machine de Turing ayant une bande d’entrée de longueur bornée,

5.2,8 Machines de Turing et grammaires de type 0

Les grammaires de type 0, ou grammaires non restreintes, sont les gram-
maires & stucture de phrase les plus générales; aucune restriction n’est
imposée aux productions ¢ — 3 (& part ¢ # ¢). Les langages engendrés
par ces grammaires, appelés langages de type 0, ne sont généralement pas
des ensembles récursifs. En d’autre termes, étant donné une grammaire
de type 0 et une expression w € T*, le probleme consistant & déterminer
si w appartient ou non au langage engendré par cette grammaire est en
général indécidable (§ 2.2.8).

Ies automates accepteurs des langages de type 0 figurent donc au sommet
de la hiérarchie; ce sont les machines de Turing. Ces “machines” con-
stituent le premier modéle formel de la notion de calculabilité (§ 2.2.7).
Une présentation détaillée est donnée dans [Hoperoft et Ullman 79].

11 existe d’autres définitions, qui lui sont équivalentes
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Une machine de Turing est constituée des éléments Q, %, D, G, B, §, qq,
dont voici une description :

e (Q est un ensemble fini d’états,
¢ ¥ est le vocabulaire d’entrée,

e D et G, “droite” et “gauche”, sont deux symboles n'appartenant ni
aQ nial,

¢ B, le “blanc”, est un symbole de %,

§ est un ensemble de régles d'une des formes

qid; - qray,

giaj — qp D,

gia; — GG,
ol g; et gr sont des états, a; et a; des symboles d'entrée. Ces
regles ne peuvent avoir deux tétes ¢;a; identigues et & est donc une
application d’un sous-ensemble de Q X T dans Q@ x (EL{D, G}) (les
machines de Turing sont déterministes).

® g, 'état initial, est un élément de Q.

Les configurations des machines de Turing sont les éléments de 'ensemble
2* x @ x 7F; elles sont représentées comme des séquences de la forme
W1¢i0; Wy, avec wy et wy € £*, a; € T et ¢; € Q. La figure 5.8 donne une
illustration plus parlante de cette définition. Les régles de § expriment
comment passer d'une configuration & la suivante jusqu’a 'obtention
éventuelle d’une configuration “terminale”. Une configuration wi¢;a;w;
est dite terminale si aucune régle de & ne lui est applicable ¢’est-3-dire si
g:a; n'apparait jamais comme téte de régle. (Il existe d’autres définitions,
équivalentes a celle-1a.)

La figure 5.8 représente une machine de Turing vue comme un automate
fini doté d’une capacité de mémoire externe, Cette capacité de mémoire
est représentée par les cases marquées sur une bende linéaire. La machine
est couplée A la bande par une féfe qui, & chaque instant, désigne une case,
La téte peut remplir trois fonctions au cours d’'un cycle de 'automate.
Ces fonctions sont les suivantes :

e lire la case de la bande désignée par la téte;

¢ écrire dans la case désignée;

277



Approche logique de I’intéHigence artificielle

s déplacerla téte vers une case adjacente (qui devient ainsi la nouvelle
case désignée & la fin du cycle).

En résumé, i chaque cycle d’opération 'antomate démarre dans un état
¢i, lit le symbole g;, écrit dans la case désignée par la téte, imprime le
nouveau symbole, déplace la téte & gauche ou & droite et aboutit & un
nouvel état ¢, [Minsky 67)].

Bande d'entrée : gq; € ¥, w; € B*

w aj %)

Opérations de lecture,
d’écriture
et de déplacement,

Controle fini
(état q:}

Figure 5.8 : Machine de Turing

La relation entre configurations qui exprime la réécriture simple est notée
= et est définie de la maniére suivante :

» pour une régle ¢;a; — qray, on a
W1§:a;We = Wiqpaiws
(changement d’état et de symbole d’entrée);

¢ pour une regle g;a; — ¢ D, il y a deux cas possibles :
W1;a iy = w1 d;drary
(changement d’état et déplacement de I’état vers la droite), ou
Wi1¢ie; = wlajqu
{méme chose mais avec ajout du symbole B i droite, ce qui allonge
la chaine de symboles);

¢ pour une régle ¢;a; — G, on a de fagon analogue
w1giGWe = WqRad;we
ou
giajwe = qrBajws.

278



5. Grammaires formelles et programmation logique

Grammaire Automate Exemple
Type 0 | Non restreinte de Turing
Type 1 | Sensible au contexte

©— ¥ de Turing

f((P) < g(,"b) fi. ba.nde ﬁnie {0"1“0“ I T 2 1}
Type 2 Hors-contexte

A-—a a pile {0"1* | n 2 1}

Type 3 Réguliére

A-—bB fini {0(10)" | n >0}

A-—a

Figure 5.9 : La hiérarchie de Chomsky

Soit = la fermeture réflexive et transitive de =. TI peut exister des
configurations C' pour lesquelles aucune configuration terminale Cy ne
vérifie C S Cy; on dit alors que la machine “ne s’arréte pas”.

Le langage L accepté par une machine de Turing est défini comme suit :

L={w e E*|gw = Cy, ol Cy est terminale}.
Si w est une phrase du langage, la machine “trouve” donc une configura-
tion terminale C¢ (unique) en un temps fini; par contre, si w n’appartient
pas au langage, la machine ne s’arréte jamais. C’est cette propriété qui
rend indécidable le probléme d’appartenance d'une expression au lan-
gage. En fait, on montre que le “probleéme de P'arrét” est lui-méme
indécidable : on ne peut prévoir dans tous les cas si une machine donnée
s’arrétera ou non.

Les grammaires de Chomsky et les automates équivalents sont rassemblés
dans le tableau de la figure 5.9.

5.3 Le formalisme ATN

5.3.1 Introduction

Le but de cette section est d’introduire succinctement le formalisme ATN
(abréviation de la terminologie anglaise Augmented Transition Network),
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dd 4 [Woods 70]. Nous allons construire ce formalisme de maniére pro-
gressive en montrant comment il s’élabore & partir du formalisme des
automates finis (§ 5.2.3) au moyen d’une succession d’ajouts.

Le formalisme ATN est formé de diverses classes de résequz qui cor-
respondent aux classes des grammaires de la hiérarchie de Chomsky
(sect. 5.2). Le réseau le plus élémentaire est le réseau BTN ( Basic Transi-
tion Network) qui correspond exactement a I'automate fini. (Nous utili-
serons parfois les vocables “résean” et “antomate”, au singulier, pour
signifier “classe de réseaux” et “classe d’automates”.}) Le formalisme
BTN permet de définir les langages réguliers de maniére plus concise que
le formalisme des automates finis. Cette plus gande concision est obtenue
en faisant jouer aux catégories syntaxiques d’une grammaire des roles de
symboles d’entrée ou de symboles terminaux pour le réseau, alors qu'un
automate fini avait comme seuls symboles d’entrée les mots du vocabu-
laire.

Le résean RTN (Recursive Transition Network), qui occupe la deuxiéme
place dans la hiérarchie des réseaux, est obtenu & partir du réseau BTN
par adjonction de la récursivité. Le réseau RTN correspond 4 l'automate
a pile et accepte donc les langages hors-contexte {§ 5.2.5). Le réseau
ATN (Augmented Transition Network) figure au sommet de la hiérarchie
des réseaux. Il est obtenu & partir du résean RTN par adjonction de
registres; il est équivalent & la machine de Turing, en ce sens que tout
langage accepté par une machine de Turing est accepté par un résean
ATN et réciproquement. Le formalisme ATN correspond tout aussi bien
au formalisme DCG (§ 5.1.5). De méme que le formalisme DCG est
lié au langage de programmation Prolog, le formalisme ATN est lié au
langage de programmation LISP. Nous décrirons une méthode qui permet
de traduire le formalisme ATN dans le formalisme DCG.

5.3.2 Automates finis et diagrammes de transition

Nous avons vu comment un langage peut étre décrit au moyen d’une
grammaire. Une autre fagon de procéder consiste & énumérer toutes les
phrases du langage (nous faisons provisoirement abstraction du probléme
que pose le cas d’un langage ayant un nombre infini de phrases). Ainsila
grammaire décrite aux paragraphes 5.1.2 et 5.1.4 peut &tre “remplacée”
par 'ensemble des phrases du langage qu’elle engendre, Parmi les phrases
de ce langage nous trouvons :
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“effacer le premier caractére”
“effacer le deuziéme caractére de la premiére ligne”

La figure 5.10 représente le diagramme de transition d’un autornate fini
qui accepte le sous-langage constitué exclusivement de ces deux phrases.
Cet automate est non déterministe, puisqu'un de ses états est le nceud
de départ de deux arcs de transition étiquetés par un méme symbole
d’entrée. On voit en effet que si P'automate, se trouvant dans I'état
g1, regoit le mot (symbole d’entrée) “le”, alors il est conduit dans les
états ¢ et g3. Comme on 'a signalé au paragraphe 5.2.3, les concepts
d’automate fini non déterministe et d’automate fini déterministe sont
équivalents; il s’agit dans les deux cas des automates accepteurs des
langages réguliers. Les automates non déterministes ont cependant une
commodité supérieure, en ce sens qu'il est en général plus aisé de décrire
un langage au moyen d'un automate fini non déterministe qu'au moyen
d'un automate fini déterministe.

deuxidme_caractére_ de la remiére _ligne
P N P, S

| 2 9, ) W W
]

effacer le /_\\prem.ier caractére
@O—r—®

Figure 5.10 : Diagramme de transition non déterministe

5.3.3 Réseau BTN

Remplagons les symboles d’entrée du diagramme de transition de la figure
5.10 par les catégories syntaxiques auxquelles ils appartiennent. Nous
obtenons ainsi le graphe de la figure 5.11,

Montrons comment ce graphe peut étre utilisé pour définir un langage.
Dans le cas du diagramme de transition originel, 'automate comparait le
mot courant de la phrase au mot correspondant de la transition (étiquette
de I'arc); le langage était constitué des phrases conduisant 'automate
de I'état initial & un des états finals. Le graphe de la figure 5.11
suggére de remplacer ce test de pure identité par un test d’appartenance :
l'automate teste si le mot courant de la phrase appartient i la catégorie
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ad) nom _prep art adj nom

O—0O—0

/art adj nom
@W—a—@o—0O0—0

Figure 5.11 : Diagramme de transition avec tests d’appartenance

syntaxique associée & la transition. Nous obtenons ainsi un réseau BTN
{Basic Tonsition Network).

Lors de la définition du formalisme DCG (§ 5.1.5), nous avions utilisé
une écriture proche de celle du langage de programmation Prolog. Nous
allons & présent expliciter le formalisme BTN & I'aide d’une écriture qui
s’apparente a celle du langage de programmation LISP. Nous écrirons les
symboles de commande du formalisme BTN sous la forme suivante :

¢ WRD : comparer le mot recu an mot-étiquette;
# CAT : vérifier "appartenance du mot regu a la catégorie-étiquette;
* JUMP : passer an nceud suivant sans tenir compte du mot regu.

La commande CAT est spécifique au formalisme BTN, La commande WRD
est le test de correspondance des automates finis. Le langage de program-
mation LISP est utilisé pour exécuter les commandes du formalisme BTN;
il contient un ensemble de fonctions permettant de traiter les listes de
commandes et de créer de nouvelles procédures [Winston et Horn 84].

Le langage régulier L = {0(10)* | n > 0} dont les phrases sont acceptées
par l'automate du paragraphe 5.2.4 peut aussi étre décrit a 1'aide d'un
réseau BTN. Chaque nceud du réseau est représenté par une liste dont
le premier élément est I'étiquette et dont les éléments suivants sont les
commandes associées aux transitions. Les régles de ensemble § du para-
graphe 5.2.4 sont traduites en listes de commandes comme suit :

(M (S (wrpOTO A)
(WRD 0 TO ¢¢))
(A (wrp 1 TO B))

(B (wnmDp 0TO A)
(WRD 0 TO ¢4))

(@r ()
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Par exemple, au nceud 8, les régles S0 — g5 et S0 — A sont remplacées
par les commandes {WRD 0 TO g¢} et (WRD 0 TO A}; cela exprime le fait
que I'automate peut aller au nceud gy ou au ncend A sile mot regu est
0. La liste vide ( ) est associée aux noeuds finals (g5 ici).

Alors que le diagramme de transition décrivant un langage provenait
initialement d’une énumération exhaustive des phrases de ce langage
(§ 5.3.2), le réseau BTN auquel on aboutit donne lien & une description
concise du langage en termes de grammaire.

Par exemple, le réseau de la figure 5.11 représente deux productions d'une
grammaire réguliere :

phrase —  verbe, art, adj, nom

phrase —  verbe, art, adj, nom, prep, art, adj, nom
Nous traitons au paragraphe suivant un exemple plus élaboré qui nous

permettra de mieux rendre compte des rapports entre le langage LISP et
le formalisme BTN.

5.3.4 Exemple

Reprenons la grammaire des paragraphes 5.1.2 et 5.1.4 mais modifions-la
de maniére & pouvoir respecter 'accord des genres en frangais. Par exem-
ple, la production “groupe_nem” se voit adjoindre de nouvelles produc-
tions appellées “gnmasc” et “gnfermn” qui représentent respectivement les
genres “masculin” et “féminin” de la catégorie syntaxique “groupe_nom”,

La grammaire enrichie se présente comme suit :

(1}  phrose - verbe, groupe_nom
(2) groupe_nom — “le”, gnmase
(3) groupenom — “la”, gnfem

(4) gnmasc — adjm, nomm

{(5) gnmasc — adjm, nomm, “du”, gnmasc

(6) gnmasc - adjm, nomm, “de la”, gnfem

(7) gnfem — adjf, nomf

(8) gnfem - adjf, nomf, “du”, gnmasc

(9) gnfem — adjf, nomf, “de 1a”, gnfem

(10} verbe — “‘imprimer” | “effacer”

(11)  adjm — “premier” | “deuxieme” | “dernier”
{12) adjf ~ “premiere” | “deuxieme” | “derniere”
(13) nomm ~+ “caractere” | “mot”

(14) nomf — “ligne” | “page”
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Par exemple, pour faire réussir le premier but “groupe_nom” de la pro-
duction {2) il faut essayer une des trois productions du paquet “gnmasc”
{(4),(5) ou (8)).

Dans le formalisme BTN les productions (1)-(9) peuvent s’exprimer par
la liste suivante :

( {phrase (CAT  verbe T groupenom))
{groupe_nom (WRD le TO gnmasc)
(WrD la TO gnfem))
(gnmasc (cAT adjm  TO nmasc))
(gnfem (cAT  adjf TO nfem))
(nmasc (CAT nomm ToO fin))
(nfem (wrp nomf TO fin))
(fin {wrp du TO gnmasc)
(WrD de TO art)
()
(art (wrp la TO gnfem)))

Le réseau BTN correspondant est représenté i la figure 5.12. Les nceuds
du résean sont associés aux éléments de la liste principale. Chacun de ces
éléments constitue lui-méme une liste, dont le premier élément étiquette
le neeud correspondant et dont les éléments suivants spécifient les transi-
tions admises par le dit nceud. Par exemple le nceud groupe_nom admet
deux transitions, décrites par {WRD le TO gnmasc) et (WRD la TO gnfem)
selon que 'on extrait un article masculin ou féminin, 1'on se dirige vers
un neceud correspondant & un groupe nominal masculin ou féminin.

Dans un réseau BTN une transition est décrite par une liste & quatre
éléments :

1. la commande WRD, CAT ou JUMP;

2. le paramétre de la commande dans le cas de WRD ou CAT et la
séquence vide ¢ dans le cas de JUMP;

3. le symbole TO;

4. le neeud de destination.

Le réseau comporte un nceud final {le neeud fin dans notre exemple),
caractérisé par le fait qu'il admet une transition spéciale de “sortie du
résean”; cette transition est représentée par la liste vide ( ).
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WRD du

Figure 5.12 : Réseau BTN

5.3.5 Réseau RTN

Connaissant ’équivalence entre réseaux BTN et automates finis, nous
savons que le langage hors-contexte L = {0®1™ | » > 1} mentionné an
paragraphe 5.2.5 ne peut &tre accepté par aucun réseau BTN. Rappelons
que L est engendré par les deux productions suivantes :

F—01
5051

Comme nous l'avons vu également, le langage L est accepté par un au-
tomate & pile (mais pas par un automate fini).

Nous allons examiner 4 présent comment on peut construire des réseaux
qui fonctionnent, de maniére spécifique, comme accepteurs des langages
hors-contexte. Ces réseaux généraliseront les réseanx BTN comme les
automates & pile généralisent les automates finis. Ce qui caractérise le
mieux un langage hors-contexte, c’est la récursivité qui se reflete, dans les
régles de grammaire, par la présence d'un méme symbole syntaxique 4 la
fois dans la téte et dans le corps de certaines productions (tel le symbole
§ dans l'exemple ci-dessus). Les réseaux pouvant traiter la récursivité
seront appelés réseaux RTN (Recursive Transition Networks).

Nous avons vu au paragraphe 5.3.3 que le maitre concept du formalisme
BTN est le test d’appartenance a une catégorie syntaxique; les diftérents
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tests 4 effectuer apparaissent comme étiquettes sur les arcs du résean
BTN. Les catégories syntaxiques ainsi testées correspondent & celles ap-
paraissant dans les corps des productions. D’autre part, & chaque téfe
de production correspond un nceud du réseau BTN. Les productions des
grammaires hors-contexte étant caractérisées par la présence de mémes
catégories syntaxiques dans leur téte et dans leur corps, les réseaux as-
sociés seront caractérisés par la présence de certaines étiquettes qui ser-
vent 3 la fois & étiqueter des arcs et & nommer des nceuds. Ce type de
configuration devra étre en mesure de modéliser la récursivité des pro-
ductions. Dans ce but, on définira le comportement d’un réseau RTN
comme suit.

Lorsque 'on rencontre sur un arc du réseau un symbole qui est aussi le
nom d’un neeud du réseau, on interrompt la séquence des opérations en
cours et on passe au neeud en question, en considérant celui-ci comme
neeud initial d’un nouveau réseau. Si une certaine séquence d’opérations
conduit ce nouveau réseau dans un état final, on reprend la suite des
opérations dans le réseau initial A 'endroit ou elles avaient été inter-
rompues. Il est clair que cette procédure peut devenir récursive; le nou-
veau réseau peut lui-méme requérir le passage a un autre nouvean réseau
et ainsi de suite.

Ce type de fonctionnement peut également étre congu comme un appel
(éventuellement récursif) de sous-programmes. Lorsque l'on rencontre,
sur un arc, un symbole qui est aussi le nom d’un nceud, on suspend
IPexécution du programme et on appelle un sous-programme dont le neeud
en question représente 'instruction initiale. Ceci nous conduit & intro-
duire une nouvelle commande susceptible d’étre associée aux arcs du
résean.

¢ La commande PUSH, appliquée 4 une catégorie syntaxique 5, inter-
rompt les opérations en cours, mémorise 'endroit (I’état) ol se
trouve le systtme et passe au nceud marqué 5. Lorsque on at-
teint un nceud final, on reprend les opérations & 'endroit du réseau
ol la commande PUSH les avait interrompues.

¢ En résumé, le réseau RTN est obtenu 4 partir du réseau BTN par
adjonction de la commande PUSH.

Nous savons que les grammaires hors-contexte sont équivalentes aux
automates & pile (§ 5.2.5); comme les réseaux RTN sont d'autre part
équivalents aux grammaires hors-contexte, il apparait que ces réseaux
gont eux-mémes équivalents aux automates a pile. La commande PUSH
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correspond & 'opération qui ajoute un ensemble d’éléments au sommet de
la pile. Cet ensemble d’éléments représente I'état du réseau au moment
ol celui-¢ci rencontre la commande PUsH. L’arrivée & un nceud final et
la reprise des calculs interrompus correspondent & 'opération qui enléve
un ensemble d’éléments du sommet de la pile de I'automate.

Reprenons 'exemple du langage L = {0™1" | n > 1}. A partir des deux
productions de la grammaire engendrant ce langage (données au début
de ce paragraphe), nous construisons le résean RTN de la figure 5.13.

Figure 5.13 : Réseau RTN pour le langage {071" | n > 1}

Admettons que ce réseau regoive la phrase 0011 comme signal d’entrée,
Le premier mot 0 fait passer le réseaun de I’état initial g¢ (noté $) i 1'état
¢1; ensuite, la commande PUSH S fait passer le réseaun & I’état g; el crée
un nouveau {sous-)réseau identique au réseau initial. La réception du
second mot 0 fait passer ce sous-réseaun de I'état gy =5 a4 1'état ;. La
réception du premier mot 1 fait passer le sous-réseau de 1'état q; a 1'état
final. L’arrivée & I'état final F' provoque la réactivation du réseau initial
a I’endroit ol on I'avait laissé lors de 'appel PUSH S, c’est-a-dire au neeud
g2. Le dernier mot 1 provoque le passage de 1’état ¢ & I’état final, ce qui
implique I'acceptation de la phrase.

Voyons brievment le cas particulier des grammaires réguliéres ou linéaires
{4 droite). Il se distingue par le fait qu’une catégorie syntaxique ne peut
apparaitre dans un corps de régle qu’a son extrémité droite (§ 5.2.2). On
pourra dés lors toujours remplacer la commande PUSH par un arc reliant
directement la fin du corps d’une régle & la téte d’une autre régle. La
commande PUSH des réseaux RTN est donc bien propre aux grammaires
hors-contexte non réguliéres. Considérons par exemple le langage régulier
simpliste, L = {01}, engendré par les deux productions suivantes :

501
S5—=01S

Ce langage L est accepté par le résean RTN de la figure 5.14(a), ainsi
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que par le réseau BTN équivalent de la figure 5.14(b).

(b)
Figure 5.14 : Réseaux RTN et BTN pour le langage {01}

En LISP les réseaux et sous-réseaux RTN sont définis comme des procédu-
res, au moyen d’une fonction et de deux commandes :

¢ la fonction DEFATN (“define ATN” [Winston et Horn 84|} crée un
sous-réseau RTN en compilant le formalisme RTN en LISP (un peu
comme les productions du formalisme DCG sont transformées, par
adjonction d’arguments supplémentaires, en des clauses de Horn qui
sont des instructions exécutables par Prolog : voir paragraphe 5.1.8);

¢ la commande PUSH, dont 'argument est un nom de sous-réseau
RTN, mémorise I'état du calcul en cours et initialise le dit sous-
réseau;

¢ la commande POP (sans argument) met fin au calcul effectué par le
sous-réseau et initialise & nouvean le résean principal dans 1'état on
il était avant l'interruption de son calcul.

La figure 5.15(a), version LISP de la figure 5.13, montre un réseau RTN
acceptant les phrases 071", et la figure 5.15(b) donne la traduction de ce
réseau en une liste de commandes,

5.3.6 Exemple

La figure 5.16 nous montre comment le réseau BTN de la figure 5.12
peut étre décrit au moyen de quatre réseaux RT'N. Les groupes nominaux
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{ DEFATN §

(s {WRD 0 TO 5/0))
($/0 (rPusH S TO §/9)
(WRD 1 TO §/1}))
(5/8 (wrD 1 TO §/1))
(5/1 (pop )))
(b)

Figure 5.15 : Réseau RTN et programme LISP pour L = {0"1" | n > 1}

masculin et féminin sont chacun représentés par un sous-réseaun {gnmase
et gnfem) appelant lui-méme un réseau imbriqué (gnimb).

Les réseaux RTN de la figure 5.16 se traduisent par les listes de comman-

des suivantes :

( DEFATN phrase

(phrase (caT verbe TO gn}))
(gn (WRD le TO gnm)
(WRD la TO gnf))

(gnm (pusH gnmasc To f))
{gnf (PUSH gnfem  To f))
(f (por )}))

( DEFATN gnmasc
(gnmasc  (CAT adjm TO gn/fa))
(gn/a (cat nomm TO gn/n))
{gn/n (PusH gnimb  TO f))
( (poP )))

( DEFATN gnfem
(gnfem (cAT adjf TO gn/a))
(gn/a  (car nomf TO gn/n}))
(gn/n  (PUSH gnimb TO f})
(f (por )}))
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{ DEFATN gnimb

(gnimb (WRD du TO nm)

{wrD (dela) To nf))
(nm (rpUsH gnmasc To f))
{nf (pUsH gnfem  TO {))
(f (poP )))

La modularité ainsi mise en évidence améliore tres nettement la lisibilité
du réseau lorsque celui-ci est de grande taille et qu'un méme groupe
constituant est répété en de nombreux endroits.

@ CAT adjf @ cAT nomf, (" \PUSH gnimb

Figure 5.16 : Réseaux RTN
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5.3.7 Réseau ATN

Nous avons vu au paragraphe 5.2.7 qu'aucune grammaire hors-contexte
n'engendre le langage L = {071"0" | n > 1}; celui-ci n'est dés lors
accepté par aucun résean RTN. Par contre ce langage peut étre engendré
par une grammaire de type 1 et donc accepté par une machine de Turing
a bande finie.

Comme autre exemple illustrant bien les limitations du formalisme RTN,
mentionnons le langage engendré par la grammaire du paragraphe 5.1.4
et débarrassé {ensuite) des phrases sémantiquement incorrectes. Ce lan-
gage est fini, donc régulier, donc hors-contexte. Toutefois, nous avons vu
qu'une grammaire hors-contexte est incapable d’exclure, de maniére ¢ffi-
cace, 'ensemble des phrases absurdes (comme “effacer la deuxitme ligne
du premier mot”}. Pour atteindre l'objectif souhaité, il faut passer an
formalisme plus puissant des grammaires DCG (voir paragraphe 5.1.5).
Les grammaires DCG sont équivalentes aux grammaires de type 0 et
correspondent done aux machines de Turing,.

Les réseaux accepteurs des langages de type 0 (engendrés par les gram-
maires DCQG) sont les réseaux ATN. Nous verrons comment ils peuvent
étre obtenus & partir des réseaux RTN présentés au paragraphe 5.3.5.

Nous verrons que le formalisme ATN est une extension du formalisme
RTN par adjonction de registres et d'actions sur ces registres, de la
méme fagon que le formalisme DCG est une extension du formalisme
des grammaires hors-contexte par adjonction d’arguments et de tests sur
ces arguments. Pour fixer les idées, considérons & nouveau la production
DCG suivante :
groupe _nom(Y) — article, adjectif, nom(Z2),{Y < Z},
groupe _nom(Z)

Cette production permet d’éliminer la possibilité d’engendrer ou de re-
connaitre certaines phrases absurdes; c’est la présence du test {Y < Z}
qui assure cet effet (§ 5.1.5).

Chaque commande RTN associée & une transition sera complétée par un
test & effectuer avant de choisir cette transition et par une série d’actions
sur des registres. Par exemple la commande WRD devient

WRD <mol> <lest> <aclion>" TO <neud>
t lest ti * d

ou le symbole <action>" désigne une liste d’actions élémentaires.

Cette transition sera eflfectivemnent choisie si le test < test> donne “vrai®
et si le symbole <mot> représente le mot en cours d’examen. Une fois
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la transition validée, les registres sont mis & jour par l'exécution des
actions <action>™ avant que le systéme passe & I'état suivant spécifié
par TO <neud>,

Les principales actions élémentaires sur les registres sont les suivantes.

(GETR  <registre> ) : fournit la valeur du registre
<registre>,

(SETQ  <registre> <wval> }: charge le registre <registre>
(du réseau local) avec la valeur
<val>,

(SENDR  <registre> <wval> )}: charge le registre <registre> d’un
sous-réseau avec la valeur <val>
(utilisé uniquement avec PUSH).

Les tests sont exactement ceux qu’admet le langage LISP; par exemple

(GETR regl) = b : la valeur du registre regl vaut &,
1 : la valeur booléenne vrai.
A titre d’illustration voici 'allure de quelques transitions, ou fonctions
d’arc, admises par le formalisme ATN (voir [Bates 78] pour une liste plus
compléte) :

{(WwrD <mot> <test> <action>* TO <neud>)
(cAT  <cotégorie> <test> <action>* TO <neud>)
(PUSH < sous-résequ> <tlest> <aclion>" TO <neud>)
(1ump <test> <action>* )
(poP  <val> <test> <action>® )

8i <test> donne “vrai”, la transition correspondante est choisie; la com-
mande est exécutée et les actions <action>* effectuées. Pour la transi-
tion POP d'un réseau, la valeur <uwel> est calculée et renvoyée au réseau
appelant comme contenu du registre spécial noté «.

Les registres peuvent étre utilisés pour la restriction du langage par ac-
cords entre article, adjectif et nom, pronom et verbe. L’article inscrit
son genre dans un registre; ce registre est alors testé afin de choisir I'arc
3 suivre correspondant & un groupe nominal masculin ou féminin,

5.3.8 Exemple

Nous allons montrer que le langage L = {0"1%0™ | n > 1} peut étre
reconnu par le réseau ATN de la figure 5.17.

Ce résean est composé du réseau principal L et du sous-réseau 5. Le sous-
réseau S n'est rien d’autre que le résean RTN du langage {0™1" | n > 1}
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WRD 0
PUSH 5§ /s JUMP @
WRD 0 PUSH & @
WRD 1
( DEFATN §
(s {wrp O t () TO 5/0))
(/0 {(pusm § t (SETQ Nx) TO S/5)
{wrp 1 t (sETQ N0) To §/1))
{5/ (wrp 1 t () TO 5/1))
(/1 (por  (+N1) ¢t () )
( DEFATN L
(L (pusa 5§ ¢ (SETQ N %) T0 L/S))
(L/$ (wrp 0 (>N0) (serQ N(— N1))) t0 L/S5)
(yump (=N80) () )
(ZL  (por () t (H)

Figure 5.17 : Réseau ATN pour le langage {0%170™ | n > 1 }

que I'on a modifé en y ajoutant un registre N dont le role est de mémoriser
le nombre n. Admettons que ce réseau L regoive la phrase 001100 comme
signal d’entrée. Deux appels imbriqués au sous-réseau 5 résultent en
Pacceptation des quatre premiers symboles du signal d’entrée. Le nombre
d’appels (2 dans ce cas-ci) au sous-réseau § est mémorisé dans le registre
N. A chaque sortie du réseau 5 la commande POP du nceud §/1 charge
le registre * du réseau appelant avec la valeur du registre N augmentée
d’une unité, via la commande (+ N 1) de LISP. Le registre N est initialisé
a zéro par l'action assosiée & 'arc (WRD 1t (SETQ N 0) TO 5/1). Aprés
chaque transition (PUSH § t (SETQ N %) To S§/5) le registre N regoit la
valeur renvoyée par le sous-réseau § et contenue dans le registre x (via
la commande (SETQ N *) de LISP).
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Le réseau passe alors an nceud L/S; le registre N contient alors le nombre
n du langage L, c’est-i-dire le nombre de fois que le sous-résean 5 a été
appelé. Tant que le registre N posséde une valeur supérieure 4 zéro, c’est
l'arc (WRD 0 (> N 0) (sETQ N (— N 1)) TO L/S} qui est choisi et le
réseau boucle sur le nceud L/S. A chaque boucle un mot 0 est extrait du
signal d’entrée et la valeur du registre N est diminuée d’une unité, via la
commande (SETQ N (— N 1)) de LiSP. Lorsque le registre N a la valeur
zéro le test (= N 0) de LISP est vérifé, I'arc correspondant 4 JUMP est
choisi et fait passer le systéme au nceud final LL.

5.3.9 Construction d’un arbre syntaxique

Reprenons Pexemple du paragraphe 5.3.6. Nous allons ajouter des regis-
tres aux réseaux RTN de cet exemple de maniére & pouvoir construire les
arbres syntaxiques des phrases analysées. Rappelons-nous que ce sont les
arguments ajoutés a la grammaire hors-contexte du paragraphe 5.1.4 qui
avaient permis la construction des arbres syntaxiques (§ 5.1.7). Dans le
cadre du formalisme ATN, c’est I'action BUILDQ qui va produire le méme
effet. Cette action a la forme suivante :

(BUILDQ <structure> <éléments>)

Elle construit un arbre syntaxique sous la forme d’une liste en assemblant
les éléments calculés & partir du second argument, < éléments>, selon la
structure définie par le premier argument, <structure>.

La phrase “effacer le premier mot de la troisiéme ligne” analysée par la
grammaire correspondant aux réseaux de la figure 5.16 fournit 'arbre
syntaxique représenté a la figure 5.18.

Cet arbre est donné par la liste suivante :

(ph (v effacer) (gn (art le) (adj premier) (nom mot)
(gn (art de la) (adj troisieme) (nom ligne))))

Gréice aux registres et i la fonction BUILDQ, Parbre peut étre créé au-
tomatiquement lors de I'analyse syntaxique. La commande

(BUILDQ (gn (art +) (adj +) (nom +)) ART ADJ «)

remplace les trois signes + successifs par les valeurs des registres ART,
ADJ et x. Le registre % est un registre spécial contenant le mot courant
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ph
\
v n
T
art adj nom art ad]j nom
effacer !le prelufer m|ot de|Ia troz's|z'eme h’g|ne

Figure 5.18 ;: Arbre syntaxique

de la phrase. Si les registres ART, ADJ et » contiennent les mots le,
premier et mot, l'action BUILDQ ci-dessus construit la liste (gn (art le)
(adj premier) {(nom mot)).

Voici la représentation dans le formalisme ATN de la grammaire corres-
pondant & la figure 5.16 :

(

DEFATN phrase

(ph (CAT verhe t (SETQ V) TO gn))
(en (wrD le t (SETQ AR %) TO m)
(WRD la t (SETQ AR %) TO f}))
{m (pusH gnmasc t ({SENDR ART (GETR AR))
(SETQ GN %)) TO f})
(f (pusH gnfem t ((SENDR ART (GETR AR))
{SETQ GN %)) TO f})

(f (pop  (BUILDQ (ph (v +) +) VGN) t ()

DEFATN gnmasc

(enm (caTr adjm t (SETQ ADJ+) TO gn/a))

(enfa (car nomm t (SETQ NOM x} TO gn/n))

(gn/n (PusH gnimb t (SETQ GNx)  TOf))

(f (pop  (BUILDQ (gn (art +) (adj +) (nom +} +}
ART ADJ NOM GN) t ())))
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( DEFATN gnfem
(gnf (car adjf t (SETQ ADJx) TO gn/a))
(gn/fa (caT nomf t (SETQ NOM x) TO gn/n})
(gn/n (PUSH gnimb t (SETQ GN %) To f))
(f (poP  (BUILDQ (gn (art +) (adj +) (nom +) +)
ART ADJ NOM GN) t (1))

( DEFATN gnimb

{gn (WRD du t (SENDR ART «) TO nm)
{(WhRp (dela) t (SETQ AR ) TO nf))
(nm (PUsH gmnmasc t ((SENDR ART (GETR AR))
(SETQ GN x)}) TO f}))
(nf (pUusH gnfem t (SETQ GN x) TO f})

(f (poP GN t ()

Le mot courant est chaque fois mémorisé dans un registre {via les ac-
tions SETQ <registre>). A la sortie du réseau (commande POP) la liste
correspondante est construite via I'action BUILDQ combinant le contenu
de ces registres.

L’action SENDR est utilisée pour charger le registre ART du nivean infé-
rieur. A la sortie des sous-réseaux gnmase et gnfem le contenu de ce
registre peut ainsi étre inséré i la bonne place dans la liste construite
par l'action BUILDQ bien que “article” ait été traité en dehors du sous-
réseau.

5.3.10 Reéseaux ATN et grammaires DCG

Comme on vient de le voir, le formalise ATN est fortement lié au lan-
gage de programmation LISP. Il peut étre traduit assez aisément dans
le formalisme DCG lié au langage de programmation Prolog. Le forma-
lisme ATN est basé sur un modéle de réseaux alors que le formalisme
DCG utilise des productions (régles de réécriture). Pour passer d’une
représentation & autre, il suffit de considérer les réseaux ou sous-réseaux
comme les symboles non terminaux des productions, d'une part, et les
arcs d’extraction de mots comme les symboles terminaux, d’autre part.
Les productions correspondent aux différents chemins entre noeuds initial
et final. Les boucles sont remplacées par des appels récursifs 4 une méme
production.

De cette fagon, les réseaux RTN sont traduits en termes de productions
hors-contexte et les registres du formalisme ATN sont représentés par
des arguments figurant dans les productions DCG correspondantes.
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Les tests et actions associés aux arcs peuvent étre exprimés dans le lan-
gage Prolog. Chaque type d’arc du résean ATN est traduit en une suite
de buts de Prolog [Pereira et Warren 80] :

ATN DCG
(caT  <cat> <test><action>*...) [M], {test,cat(M),action}
(wrD  <mot> <test><action>*...) [mot], {test, action}
(sump <test><action>* ) {lest, action}
(PUSH  <réseau> <lest><action>™...} {test}, reseau, {action}
(poP <test><action>" ) {test, action}

Les symboles lest et action désignent les prédicats de Prolog correspon-
dant aux symboles <test> et <action>* de larc. Le prédicat cef(M)
vérifie 'appartenance du mot courant M & la catégorie syntaxique cat.
Les prédicats sont placés entre les accolades du formalisme DCG parce
qu’ils agissent comme des conditions d’applicabilité de la production. Ils
ne doivent done¢ pas recevoir les deux arguments supplémentaires lors de
la traduction des réegles DCG en Prolog {voir le paragraphe 5.1.10).

Voici les productions DCG correspondant an réseau ATN de la fig. 5.16:

ph(ph(v(V), GN} — verbe(V), gn(GN)

gn(GN) — |le], gnmasc(le, GN)

m(GN) — [la], gnfem(la, GN)

gnmasc(ART, gn(art(ART), adj{ADJ), nom(NOM), GN))
— adim(ADJT), nomm(NOM), gnimb( GN)

gnfem{ART, gn(art(ART), adj(ADJ), nom(NOM)}, GN))
— adjf(ADJ), nomf(NOMY}, gnimb(GN)

gnimb(GN) — [du], gnmase(du, GN)
gnimb{ GN) — [de, la], gnfem([de, la], GN)
artm(le) — [le]

artm(du) — |du]

artf(la) — [la]

artf([de, la]) — [de, la]
adjm(premier)  — [premier]
adjm(deuzieme) — [deuzieme]
adjm(troisieme) — [troisieme]
adjif (premiere)  — |premiere]
adif(deurieme) — |deuziemne)

Les registres sont remplacés par des argumentis de prédicats et I’action
BUILDQ est remplacée par une construction de liste en téte de production.
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Les variables apparaissent d’emblée & la bonne place dans la structure
de liste (§ 5.1.7). Pour les prédicats ph la valeur attribuée & la variable
GN s'insére dans la liste Prolog représentant 'arbre.

Dans le formalismme ATN, le mot courant traité au nceud gn était en-
voyé dans les sous-réseaux gnmase et gnfern par I'action SENDR. Dans le
formalisme Prolog le mot courant est transmis au symbole non terminal
gnmasc et gnfem par 'intermédiaire d’un argument supplémentaire.

Le vocabulaire est représenté par les derniéres productions DCG dont les
corps sont restreints & un seul symbole terminal correspondant au mot
du vocabulaire. La téte de production correspond aun prédicat cef(M)
spécifiant la catégorie syntaxique du mot. L’argument de ce prédicat
correspond au registre * du formalisme ATN); il contiendra le mot courant
tel qu’il doit apparaitre dans 'arbre syntaxique.

Des arguments supplémentaires pourraient entrer en jeu dans le cas o
le vocabulaire impliquerait d’autres traits spécifiques au mot comme par
exemple : singulier, personne, transitif, animé, commun, etc.
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6

Prolog et la
programmation logique

6.1 Les bases du langage

6.1.1 Introduction

Ce chapitre décrit le langage de programmation nommé Prolog. Un
tel langage est un outil destiné a I'écriture de programmes exécutables
sur ordinatenr. Comme son nom le suggeére, Prolog est un langage de
programmation logique : sa définition s’inspire de la logique formelle
présentée au chapitre 1. Un grand nombre de programmes d’intelligence
artificielle sont écrits dans ce langage et une description méme succincte
de Prolog a donc sa place ici. Cette description est d’abord destinée
3 initier le lecteur aux bases du langage mais, si on la compléte par
I'usage d’un manuel d’utilisation, elle permettra aussi au lecteur d’écrire
ses premiers programirnes.

Comparé aux langages classiques de programmation algorithmique con-
gus pour le calcul numérique, un langage de programmation logique
présente deux différences fondamentales.

o Il est destiné 4 la programmation symbeligue : les données de base
sont des symboles qui ne représentent qu’eux-mémes et ne sont pas
interprétés par 'exécution des programmes.

¢ Il ne spécifie pas directement des algorithmes & exécuter pour pro-
duire des résultats mais il spécifie des ob jets, des propriétés d’objets,
des relations entre objets; on parle de faits, de régles permettant
d’établir de nouveaux faits et de questions permettant de déterminer
si un fait a été établi ou peut &tre établi.
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Les trois types d'énoneés — faits, regles et questions — peuvent &tre
lus comme des prédicats de la logique et, dans ce cas, le langage est
un sous-ensemble de la logique formelle (§ 1.1.17, 3.1.21). Mais Prolog
est aussi un langage de programmation : pour obtenir la réponse & une
question, un certain algorithme est exécuté dans un ordre bien déterminé.
Dans la suite, on verra apparaitre tantdt I'un tantdt 'autre de ces deux
aspects parfols contradictoires, 'aspect déclaratif de la logique formelle
et Paspect procédural d’un langage de programmation.

Un ¢6té fascinant de Prolog est d’étre d’une certaine fagon la logique en
action; Prolog “exécute” des formules logiques. Soient les axiomes :

¢ est un nombre naturel,
si N est un nombre naturel, alors s{N) est un nombre noturel.

Un programme en Prolog paraphrasant ces axiomes est

natursl(0).
naturel(s{N)) :- naturel(N).

Ce programme est capable d’engendrer aussi bien que de reconnaitre les
nombres naturels, selon la question posée, par exemple :

7- naturel(s(s(s(0)}}}.
=-=> yes
7- naturel(misl).
=-=> no
7- naturel{X).
-=>X=0;
-=> X = 5(0) ;
--> X = s(s(0)) ;
--> X = s(s(s(s(0)))) ;

La premiére question est “Trois est-il un nombre naturel?”, la troisiéme
question est “Quels sont les nombres naturels?”; les réponses se lisent
aisément!. Les miracles étant cependant exclus ici, si 'on veut que
s8(8(8(0)}) s’écrive 3, il faut aussi le programmer.

Un programme permettant la dérivation symbolique de polyndmes pour-
ra contenir le fait

1 C-Prolog s’exprime avec des mots anglais : “yes” et non “oui”. Nous avons préféré
ne pas traduire.
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deriv{x,x,1).
qui exprime que la dérivée de x par rapport & x est 1. Il pourra aussi
contenir les régles :

deriv{U+V,X,A+B) :~ deriv{U,X,A), deriv{V,X,B).
deriv(U-Vv,X,A-B) :- deriv(U,X,A), deriv(V,X,B).

La premiére de ces régles peut se lire “la dérivée de U+V par rapport
a X est A+B si A est la dérivée de U et B celle de V”. De tels énoncés
définissent une image en Prolog de la relation ternaire “la dérivée de

. par rapport & ... est ..."”. Ceci est l'aspect logique du langage
ou sa lecture déclarative (§ 5.1.8). L’aspect langage de programmation
décrit des calculs qui peuvent effectivement étre exécutés. C’est la lecture
procédurale. La premiere régle se lit alors “pour obtenir la dérivée de
U+V, calculer d’abord les dérivées de U et de V, donnant respectivement
A et B, et construire Pexpression A+B”.

1l ne faut pas chercher bien loin les raisons de cette double lecture : un
systéme? Prolog est un démonstrateur de théorémes qui exploite ’aspect
logique du langage. Le systéme est chargé de démeontrer la contradiction
entre la négation de la question posée et un ensemble de faits et de régles.
Cette réfutation, quand elle réussit, exhibe des contre-exemples qui cons-
tituent la réponse a la question posée (§ 1.1.17, 1.2.14, 3.1.19, 5.1.9}. La
stratégie employée pour mener la preuve est trés simple comparée a celle
d’un démonstrateur général et performant. C’est ce qul permet aux
utilisateurs de suivre le systéme, plus exactement de le guider, c’est-a-
dire de le programmer({[Bratko 86], [Sterling et Shapiro 86]).

6.1.2 Termes et objets

En Prolog, comme en logique (§ 1.2.2, 1.2.3), les objets traités, les
fléments de univers du discours, sont représentés par des termes. Com-
me le langage n'interprete pas ces termes, on peut aussi dire que les
objets traités sont les termes, objets purement syntaxiques appartenant
a une des trois catégories snivantes :

s les constantes individuelles on alomes,

o les variables,

IPar systéme, on entend ici un automate capable d’exécuter du Prolog, en pratique,
un ordinateur muni d'un compilateur ou d'un interpréteur.

301



Approche logique de Pintelligence artificielle

¢ les fonctions ou lermes fonetionnels, constitués d’un nom de fonc-
tion et d’une liste d’arguments qui sont eux-mémes des termes.

La syntaxe doit permettre de distinguer atomes, variables et fonctions;
les conventions utilisées varient suivant les implémentations. On utilise
ici la syntaxe de C-Prolog, en notant que celle-ci ne respecte pas 'usage
habituel quant 4 la distinction entre variable (nom commun) et constante
(nom propre).

» Un atome peut s’écrire de trois fagons :

— comme un identificateur dont le premier symbole est une lettre
minuscule :
jacqueline  henri_ IV
(le trait de soulignement est admis)

— comme un nombre :
123 1.23

— comme une suite quelconque de caracteres entre apostrophes :
'Que dites-vous ?’ ‘Je ne sais plus.’

¢ Une variable est un identificateur débutant par une lettre majus-
cule :
X Hom Roi_de_France

¢ Une fonction est un nom de fonction suivi d’une liste de termes
entre parenthéses et séparés par des virgules; le nom de la fonction
est un atome non numérique :
auteur{livre,1987) £(X) ‘*que dis-tu?’{machin)

En pratique, un programme en Prolog sera une représentation d'une
certaine réalité ol les termes serviront i représenter des objets réels
(sect. 3.1). Si par exemple on veut représenter une bibliotheque, les
atomes pourront représenter des noms d’auteurs ou d’éditeurs, des dates,
des titres, etc. Les fonctions pourront représenter des éditions ou des
livres :

edition{dunod,1987)
livre(jules_verns, michel_strogoff, edition(hetzel,1876))

Chaque atome représente alors un objet individuel que I'on veut con-
sidérer comme élémentaire. On utilisera de préférence des identifica-
teurs rappelant quel est 'objet représenté, dunod, hetzel, plutdt que

302



8. Prolog et la programmation logique

des identificateurs anonymes comme x2 ou bb. Il en est de méme pour
les termes fonctionnels : edition(_,_ ) et non e(_,_). Il faut noter
que, dans un programme en Prolog, un terme fonctionnel est surtout vu
comme une structure de données, c’est-a-dire comme un objet composé,
que l'on peut effectivement construire ou analyser (§ 6.3.9). Ce n’est pas
une fonction appliquée & des arguments et désignant le résultat.

Les données (constantes) de Prolog sont les termes qui ne contiennent
pas de variables. En logique, on les appelle fermes fondementauz mais
nous dirons aussi termes constants. Les atomes numériques sont des
constantes particuliéres : elles peuvent servir & programmer du calcul
numérique (§ 6.3.2).

6.1.3 Faits et questions élémentaires

Les prédicats simples {formules atomiques ou formes prédicatives, voir le
paragraphe 1.2.1) de la logique formelle, comme

Auteur( Hernani, Hugo)
désignent des valeurs de vérité. Ils valent, ou sont, “vrai” ou “faux”. Il
en est approximativement de méme en Prolog ol les faits et questions ne
contenant pas de variables sont aussi vus comme valant “vrai” ou “faux”.

Un prédicat simple de Prolog s’écrit comme un terme fonctionnel :

auteur(hernani,hugo)
deriv(x,x,1}

Le contexte d'utilisation indiquera si une telle forme doit étre vue comme
un prédicat ou comme une fonction.

Les prédicats simples sont les constituants de base des faits et des ques-
tions. Voici par exemple un petit programme qui est un ensemble de
faits :

/* biblio */
livre{gram, ’'raisonner pour programmer’,

edition{dunod, 1988)).
livre(condillac, ’prolog’, edition{dunod, 1986)).
livre(diendonne, ’mathematiques’, edition(hermann, 1986)).
livre(hugo, *les miserables’, edition(poche, 1984)).
livre(hugo, ’hernani’, edition(gallimard, 1974)).
livre{hartmann, ’concurrent pascal’,

edition(springer, 1977)).
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bibliothecaire(emile).
patron(emile, henri).
patron(joseph, henri).
il_pleut.

C’est le point qui suit chaque prédicat qui indique qu'il s’agit de faits.
La premiere ligne est un commentaire : toute suite de symboles écrite
entre la paire de délimiteurs /* et »/ est ignorée & 'exécution.

Chaque fait présent dans un programme établit une valeur de vérité
qui rend vraie une relation entre termes. Par exemple, la relation (le
prédicat) & deux places dont le nom est patron est établie entre les
termes emile et henri, la relation & trois places livre est établie pour
six triplets de termes, etc. Le dernier fait de exemple, i1_pleut, est
une relation sans argument ou & zéro place.

On peut congidérer un ensemble de faits cornme une banque de données
relationnelle. Nous dirons d’ailleurs bengue de données pour désigner
P’ensemble des faits et des régles d'un programme.

Les prédicats simples servent aussi a construire les questions, dont voici
un premier exemple :
?- patron{emile, henri).

Ceci n’établit pas de fait nouveau mais “interroge le systéme” pour savoir
si un fait a été établi ou non. Plus précisément, la valeur d'une question,
la réponse, dépend de la banque de données. Dans ce cas-ci — question
simple, ancune variable, aucune régle —, la valeur est “vrai” si le fait
formé du méme prédicat que la question se trouve dans la banque de
données, sinon la valeur est “faux”. C’est bien ce qu'on attend intuitive-
ment. En pratique, la séquence question-réponse donnera ;

?- patron(emile, henri).
--> yes

Ainsi, dans leur forme la plus simple, les programmes en Prolog enregis-
trent des faits élémentaires dans une banque de données et répondent
a des questions a propos de ces faits (§ 5.1.8). La banque de données
est la définition en extension des relations qu’elle contient, ici i1_pleut,
patron(_,_), bibliothecairs(_) et livre(_,_,_).

Les questions simples ne contenant aucune variable sont appelées ques-
tions out-non car elles n'ont que deux réponses possibles, le fait corres-
pondant se trouvant ou ne se trouvant pas dans la banque de données.
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Il faut insister sur le point suivant : la sémantique d’une question se
détermine par rapport & une banque de données dans I'état o celle-ci
se trouve quand la réponse & la question est calculée. Avec la banque de
données biblio, on obtiendrait la suite de questions-réponses suivantes :

7- livre(gram, ’‘raisonner pour programmer’,
edition{dunod, 1986)}).
==> yeos
?- livre(’raisonner pour programmsr’, edition(duncd, 1988)).
--> no
7= patron{emile, henry).
--> no
?7- il_plent(maintenant).
--> no

Comme Prolog ne comporte ni déclaration, ni controle des types, il n'y
a ici aucune erreur de programmation. Un nom mal orthographié pour
P'utilisateur est un nouvel atome pour le systéme : henri et henry sont
deux atomes qui n'ont rien & voir I'un avec 'autre. Une relation a deux
places n'est pas une relation i trois places mais il est permis de leur
donner i toutes deux le méme nom : livre(_,_) et livre(_,_,_)} n’ont
rien en commun pour le systéme, d’oil la deuxidme réponse.

6.1.4 La conjonction

Les formules de la logique utilisent des prédicats simples et des con-
necteurs (§ 1.1.2). Il en est de méme de Prolog ot la construction la plus
courante est la conjonction, qui se note au moyen d’une virgule :

?- patron(emile,henri), patron{joseph,henri).
Cette conjonction, figurant ici dans une question, est approximativement
équivalente a la formule logique

Patron( Emile, Henri) A Patron(Joseph, Henri).
En logique, une conjonction est vraie si toutes ses composantes sont
vraies. C’est aussi le cas en Prolog, & 'importante différence prés que
l'ordre d’évaluation des composantes, de gauche & droite, intervient dans
la sémantique.

6.1.5 Les variables

I’usage des variables en Prolog est analogue mais non identique & leur
usage en logique. Utilisées dans les questions, les variables franforment
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les questions “oui-non” en quesiions listes, c’est-a-dire en questions dont
les réponses sont des listes de termes. Par exemple, la question “Qui
sont les subordonnés de Henri?” est une question “liste” : on veut une
liste de noms. La réponse de biblio pourrait étre [emile, joseph].
En Prolog, I’équivalent d’un pronom comime “qui” est une variable et on
écrit,

?7- patron{X,henri).

Intuitivement, on désire une réponse calculée en remplagant la variable
X par une constante telle que le fait ainsi obtenu soit dans la banque de
données ; emile est une telle constante. On a:

?7- patron{X,henri}.
--> X = emile

Le systéme répond par une valeur de la variable qui transforme la ques-
tion en un prédicat vrai. Pourquoi emile et non joseph ou [emile,
joseph] 7 Un choix plus ou moins arbitraire a été fait; pour 'expliquer,
il faut faire intervenir 'algorithme qui calcule la réponse.

Les énoncés — faits et régles — de la banque de données forment non pas
un ensemble mais une liste; ils sont ordonnés, normalement dans 'ordre
textuel du programme. Pour répondre 4 une question, le systéme par-
court la banque de données dans cet ordre-1a pour rechercher le premier
énoncé qui satisfait le prédicat de la question.

On dit que le prédicat de la question, qui est ici

patron(X,henri),
est un bdul. Le but réussifsion trouve dans la banque de données un fait
(ou une régle) qui satisfait ce prédicat. Pour satisfaire un prédicat simple
comme patron(X,henri), il faut un fait de la forme patron(_,henri),
c’est-a-dire ayant :

e« méme nom de prédicat, patron,

¢ méme nombre d’arguments, deux,

s mémes constantes aux mémes places, emile en deuxiéme place.
Si ces trois conditions sont réunies, on dit que le fait correspond au
prédicat, ce qui implique qu'il le satisfait. Un tel fait est ici

patron{emile, henri}.
La variable X prend alors la valeur de la constante qui occupe la méme
place qu’elle dans le fait ainsi trouvé. C’est un peu long & expliquer mais
c’est bien ce que lintuition suggére.
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Une autre facon d’exprimer la sémantique de la question ci-dessus est
“Peut-on trouver une affectation d’nn terme i la variable X telle que la
formule résultante soit dans la banque de données?”. L'affectation X =
emile réalise cela.

Ne fournir qu’'une réponse, méme dans le cas ol plusieurs réponses sont
possibles, est une décision arbitraire qui concerne C-Prelog en mode in-
teractif. Il est bien entendu possible d’obtenir successivement plusieurs
réponses. 1l suffit que l'utilisateur fasse suivre chacune d’elles par un
point-virgule. Cela indique au systéme qu’il faut poursuivre les calculs :

7- patron(X,henri).
-=> X = emile;
--> X = joseph;
-=> no

La réponse de la derniére ligne, no, indique que toutes les possibilités ont
été épuisées.
Si I'on considére la question

?- patron{X,henri).
comme un appel de procédure devant fournir un résultat, alors la cons-
tante henri sera considérée comme la donnée et la variable X représentera
le résultat. Cette fagon de voir concerne I'utilisateur mais non Prolog.
Dans les énoncés de la banque de données, il n’y a pas de différence
entre les arguments. Ce sont uniquement les variables figurant dans
les questions qui indiquent quelles valeurs doivent apparaitre dans les
réponses !

7- patron{jcseph,Y).
-=> Y = henri;
==> no

?7- patron{X,Y).
==> X = emile, Y = henri;
-=> X = joseph, Y = henri;
--> no

Les variables peuvent aussi étre utilisées pour écrire des faits ;
patron{X,adhemar) .

serait une transcription en Prolog de la phrase
“Adhémar est le grand patron”™

et de la formule logique
Yz Patron(z, Adhemar).
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Tout but de la forme patron(_,adhemar) réussira sila banque de données
contient le fait patron(X,adhemar).

Utilisée dans une conjonction, une variable établit un lien entre les prédi-
cats qui la composent. (Bien entendu, toutes les occurrences d’une méme
variable prennent la méme valeur.) La question “De quels bibliothécaires
Henri est-il le patron?” peut se rendre par :

?= patron(X,henri), bhibliothecaire(X}.
La réponse & une telle question est calculée en satisfaisant successivement
les deux parties {buts partiels ou sous-buts) de la conjonction. Le premier
but partiel,

patron(X,henri),
réussit pour le fait

patron{emile,henri).
Ceci réalise ["affectation

X = emile.
(si ce premier but partiel n’avait pas réussi, la réponse 3 la question
compléte aurait été no.) L'affectation d’une valeur & X a tranformé le
second but partiel de

bibliothecaire(X)
en

bibliothecaire(emile).
Ce but partiel ainsi transformé réussit lui aussi et la réponse compléte
est

-=> X = emile
Si une deuxiéme réponse est demandée, le systéme cherche d'abord &
satisfaire une deuxitme fois le second but partiel, qui est toujours

bibliothecaire(emile),
en continuant & consulter la banque de données dans l'ordre prescrit.
(Rien n’interdit qu’'un méme énoncé y apparaisse plusieurs fois.) Dans
ce cas-ci, le but partiel ne peut réussir & nouveau et le systéme va alors
revenir au but partiel précédent, ¢’est-i-dire a

patron{X,henri).
Clest le retour en arriére (§ 6.2.3). Ce but partiel peut, lui, réussir a
nouveau pour

patron(joseph,henri),
ce qui donne

X = joseph,
etec. Dans cet exemple, il 0’y a qu'une réponse car

bibliothecaire{joseph)
ne peut réussir.
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6.1.6 Les variables anonymes

Les variables vues jusqu’a présent ont un nom. Il existe aussi des varia-
bles anonymes. Soient la banque de données biblio et le désir de savoir
si elle contient la représentation d'au moins un des livres écrits par Victor
Hugo. La question

?- livrs(hugo, X, Y).
va fournir la suite de réponses

-=> X = les miserables, Y = edition{poche,1984) ;
--> X = hernani, ¥ = edition{gallimard,1974) ;
-=> ne

Ce n’est pas exactemnent cela qui est désiré; on demande une réponse par
oui ou par non. On peut 'obtenir en remplagant X et Y par des variables
anonymes, notées au moyen d’un trait de soulignement. La question

?7- livre(hugo,_,.}.
donne la réponse

=-=> yes

Pour obtenir la liste des auteurs disponibles, on peut écrire :

?- livre{4,_,.).

ce qui donne :

==> A = gram ;

--> A = condillac ;
--> A = dieudonne ;
-=> A = hugo ;

-=> A = huge ;

==> & = hartmann ;
--> no

Les variables anonymes se comportent comme des variables ordinaires
dans la recherche des correspondances mais elles ne prennent jamais de
valeur et n'apparaissent donc pas dans les réponses. On doit considérer
que différentes occurrences du trait de soulignement désignent des varia-
bles anonymes différentes.

6.1.7 Les régles

Le dernier type d’énoncé de Prolog est la régle, qui généralise le con-
cept de fait en donnant au langage toute sa puissance. Si l'on veut par
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exemple construire une banque de données familiales, on peut y énumérer
les relations de parenté an moyen d'une liste de faits :

mexre{carcline, julie).
mere{caroline,albertine).

On percoit sans doute qu'il serait peu raisonnable d’utiliser des faits
pour représenter les relations entre petits-enfants et grands-parents car
ces relations peuvent se déduire des précédentes : “X est grand-pére de
Y s'il existe une personne Z dont X est le pere et qui est elle-méme pére
ou mére de Y". Un tel énoncé est traduit en Prolog par deux régles :

grandpere(X,Y) :- pere(X,Z), mere(Z,Y).
grandpere(X,Y} :- pere(X,Z), pere(Z,Y).

ot le symbole :- peut se lire “si” ou “d condition que®. (Ce symbole
a déja été utilisé aux paragraphes 1.1.17 et 5.1.4, avec une signification
analogue.)

La forme générale d’une régle est :

H:-PL, P2, ... , P .
ol H, P1, P2, ..., Pn sont des prédicats simples (voir cependant le para-
graphe 6.1.9). Cela peut se lire “H si (P1 et P2 ... et Pn)”. Le prédicat
H est la téte de la régle, la suite de prédicats P1, P2, ..., Pn est le corps
de la régle (§ 5.1.3).

Une telle régle ressemble & une clause de Horn en logique (§ 1.1.17, 5.1.4).
Elle est en effet analogue® & la formule
Hsi (P] /\Pz.../\Pn),
c'est-a-dire &
(P]APQ...A.P“) o> H,
ou encore i
“AvaP...vaP,VH,
qui sont différentes écritures des clauses de Horn.

Une régle ressemble aussi & une déclaration de procédure dans un langage
de programmation. La téte de régle
grandpere(X,Y)
est déclarée comme voulant dire la méme chose que le corps de régle
pere{X,2), mere{Z,Y).
En d’autres mots, cette régle indique qu'une question de la forme

3Nous disons “analogue” et non “équivalente” & cause de différences pouvant
provenir de 1'ordre d’évaluation et d’éventuels effets de bord,
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?7- grandpere(andre,caroline).
est & transformer en la question
7= pers(andre,Z}, mere(Z,carolins).

Comme dans le cas d'un fait, la présence d’une régle dans la banque
de données signifie que la formule correspondante est valide. Toutes
les variables qui se trouvent dans la régle sont vues comme quantifiées
universellement :

grandpere(X,¥) :- pere(X,Z), mere(Z,Y).
g’interpréte comme

Yo¥yVz [Pere(z, 2) A Mere(z,y) D Grandpere(z, y)].

Les régles sont les énoncés les plus généraux définis en Prolog. On peut
considérer qu'un fait est une régle sans partie droite et qu'une question
est une régle sans partie gauche (§ 5.1.8). Une régle, un fait et une
question se lisent respectivement comme

H est vrai si P1 et P2 et ... et Pn sont vrais (régle),

H est vrai (fait ou régle sans corps),

P1 et P2 et ... et Pn sont-ils vrais? (question ou régle sans
téte).

Soit la banque de données suivante :

/* famille */

mere(caroline,julie).
mere(caroline,albertine}.

mere(marie, prosper).
mere(anne,carcline) .
pere(prosper,julis).
pere(prosper,albertine}.
pere{alphonse,prosper).
pere{andre,caroline).

grandpere(X,Y) :- pere(X,Z), mere(2,Y).
grandpere(X,Y) :- pere(X,Z), pere{(2,Y).
grandmere(X,Y) :- mere(X,2), mere(Z,Y).
grandmere(X,Y) :- mere(X,Z), pere(Z,Y).

On y trouve les relations mere et pere définies en extension par des
faits tandis que les relations grandpere et grandmere sont définies en
compréhension par des régles. Une réponse a la question

?- grandpers(alphonse,julis).
n'est pas trouvée parmi les faits de la banque de données — aucun fait
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ne correspond & son prédicat — mais bien parmi les régles — certaines
tétes de régle correspondent 3 son prédicat.

Un but peut réussir pour une téte de regle de la méme maniére que pour
un fait : méme nom de prédicat, méme nombre d’arguments, mémes
constantes aux mémes places. C’est ainsi que
grandpere{alphonse, julis)
réussit pour
grandpere(X,Y).
Ceci donne des valeurs aux variables de la téte de régle :
X = alphonse, Y = julie,
Ensuite le corps de 1égle, ou les variables ont pris leurs nouvelles valeurs,
devient le nouveau but A satisfaire, dans ce cas :
pers(alphonse,Z), pere(Z,julie).
Ce but est une conjonction de prédicats, & traiter comme une suite de
buts partiels. Ils sont satisfaits par 'affectation
Z = prosper.
On a donc finalement la suite question-réponse

?- grandpere(alphonse,julie).
=-=> yes

La valeur d’une variable interne au systeme — interne en ce sens que
la variable n’apparait pas dans la question — ne figure jamais dans la
réponse, C'est tout & fait naturel car nous avons ici une question “oui-
non”, les variables X, Y et Z ne servant qu'a la réalisation du calcul de la
réponse.

6.1.8 Les régles récursives

Une banque de données familiales doit étre capable de déterminer si X
est un ancétre de Y, Or la définition du prédicat “etre un ancétre de” est
récursive. En Prolog, cela donne, pour les ancétres de la ligne féminine :

ancetre(X,Y) :- mere(X,Y).
ancetre(X,Y} :— mere(X,Z), ancetre(Z,Y).

De telles récursivités sont évidemment permises, sinon le langage ne servi-
rait pas 4 grand-chose. On en verra de nombreux exemples.

Tout prédicat défini par une régle récursive doit bien sir avoir au moins
une définition non récursive (le cas de base, § 5.1.2). Si ce n’était pas le
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cas, la définition logique serait mal formée et le programme correspon-
dant bouclerait indéfiniment. On sait que, pour éviter le phénoméne de
bouclage, il faut en outre se préoccuper de l'ordre d'exécution et donc
de I’ordre dans lequel les énoncés sont écrits. Le principe “les énoncés
non récursifs d’abord” est une régle de bonne pratique et souvent une
nécessité.

6.1.9 La disjonction

Si 'on n’admet que la conjonction dans les questions et dans les régles
(clauses de Horn), on obtient une sorte de Prolog pur, dont le langage
utilisé en pratique s'écarte d’un bon nombre de fagons. C’est ainsi que
Prolog accepte 'usage de disjonctions et de négations dans les corps de
régles et dans les questions, c’est-a-dire dans les buts 4 satisfaire.

Soit & nouveau la banque de données biblio et soit la disjonction
patron{X,henri) ; bibliothecaire(X)
oll le point-virgule représente le connecteur “ou”. Ceci est analogue 4 la
formule logique
Patron(z, Henri) v Bibliothecaire(z).
Quand un but contient une disjonction, le systéme cherche d’abord &
satisfaire la partie gauche et, g’il n’y réussit pas, il cherche ensuite &
satisfaire la partie droite.

On peut bien siir demander toutes les fagons possibles de satisfaire le
but. Dans notre exemple, cela donne :

7= patron(X,henri) ; bibliothecaire(X).
-=> X = emile ;
--> X = joseph ;
-=> X = emile ;
--> no

Dans ce cas simple ol la disjonction n’est pas incluse dans un prédicat
plus complexe, tout se passe comme si I'on avait deux questions succes-
sives. Le premier prédicat est satisfait deux fois et le second une fois,
indépendamment du premier.

6.1.10 La négation

La négation s’écrit en Prolog comme un prédicat & un argument dont
le nom est not et argument, le prédicat i nier. Si P est un prédicat,
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le prédicat not(P), considéré comme but, réussira si et seulement si le
prédicat P ne réussit pas. Lors de ce calcul, aucune variable ne prend de
valeur. En effet, si P réussit, not(P) ne réussit pas et, en conséquence,
il faut effacer les affectations qui se seraient produites. Par contre, si P
ne réussit pas, ancune variable n’a pris de valeur. Voici un exemple qui-
utilise la banque de données biblio :

7= not{patron{emile,arsens)).
--> yes

?- not{patron{emile,X)}.
-=> no

Pour traiter la négation, Prolog considére 'impossibilité de trouver une
preuve comme équivalent a la valeur “faux”. Un prédicat nié est done
considéré comme vrai s'il n'y a pas moyen de satisfaire le prédicat débar-
rassé de la négation. Cette vue éminemment pratique (comment faire
autrement ?) n'est donc pas équivalente & celle de la logique.

6.1.11 La portée des noms

A part le cas des constantes numériques, qui peuvent &tre interprétées
comme des nombres dans des calculs numériques (§ 6.3.2), et de cer-
tains noms prédéfinis (§ 6.2.4), les noms utilisés en Prolog — pour les
constantes, les variables, les fonctions et les prédicats — n'ont pas de
signification spéciale et le programmeur les choisit librement. Les varia-
bles ge distinguent des constantes par leur premiére lettre et ne sont pas
déclarées d'autre maniére.

De fagon générale, deux notations différentes désignent {ou sont) deux
objets différents. Il ¥ a des exceptions plus ou moins évidentes, comme
dans le cas des nombres : 133.1 et 133,10 désignent le méme nombre.

Comme dans tout langage de programmation, il faut fixer une portée aux
noms, ¢’est-d-dire décider quelle est la partie de programme dans laquelle
un méme nom désigne la méme chose. C’est trés simple :

¢ la portée d'une variable est "énoncé — fait, régle ou question —
dans laquelle elle figure;

¢ la portée de tous les autres noms — constantes, noms de fonction
ou de prédicat — est tout le programme.

Ceci veut dire que les noms des variables peuvent étre abondamment
réutilisés mais que toute autre notation représente (est) la méme chose
partout dans le méme programme.
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Dans le fragment de famille reproduit ci-dessous, les deux occurrences
de caroline sont la méme constante et les quatre occurrences de mere
sont le méme prédicat (car il y a deux arguments dans les quatre cas).
Par contre, trois variables apparaissent deux fois dans chaque régle mais
les variables de la premiére régle n’ont rien & voir avec celles de la seconde,
comme l'intuition le suggére®.

mere(caroline,julie).
mere{caroline,albertine) .

grandpere(X,Y) :- pere(X,2), pere(Z,Y).
grandmere(X,Y) :- mere(X,Z), mere(Z,Y).

6.1.12 Les opérateurs

Un terme fonctionnel est composé, on I'a vu, d’'un nom de fonction et
d’une liste d’arguments entre parenthéses. Le nom de fonction est un
atome non numérique. Par extension, un atome non numérique seul est
considéré comme un terme fonctionnel & 2éro argument chaque fois que
cela a un sens,

Tout terme peut se représenter par un arbre dont la racine est le nom de
fonction et dont les branches sont les arguments. Ainsi, la représentation
de £(x,g(y,2)) est larbre :

T
X
y 4

Cette représentation est une forme canonique : elle ne dépend pas du
mode d’écriture des termes. Une forme canonique est utile car il existe
des termes qui peuvent s’écrire de plusieurs fagons. Par exemple, dans le
cas de termes & un ou deux arguments, la notation fonctionnelle peut &tre
remplacée par une notation d’opération, le nom de fonction étant écrit

‘En fait, chaque variable dépend d'un quantificateur sous-entendu au début de
chaque énoncé; cette régle des portées est ainsi analogue & celle vue au paragraphe
1.2.4.
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comme un opérateur unaire préfixé {ou postfixé) ou comme un opérateur
binaire infixé :

opl ¢ aop2 b
au lieu de
opi{c) op2({a,b) .

Il faut pour cela que les noms de fonction, ici opl et op2, aient regu le
statut d’opérateur, y compris une priorité. On verra plus loin (§ 6.3.10)
comment. Dans le cas oll un nom de fonction est un opérateur, les deux
notations sont permises; a op2 bet op2{a,b) désignent le méme objet :

op2

w
o

Un certain nombre de noms de fonction ou de prédicat sont prédéfinis
comme opérateurs. Par exemple, a + b * ¢ désigne le méme terme que

+(a,*(b,c)), c’est-a-dire :
+
a *
b [

Comme il est d'usage, la priorité de + est inférieure i celle de *; insistons
toutefois sur le fait que la notation a + b * ¢ est un terme de Prolog et
non une opération numérique 3 effectuer pour produire un résultat. Le
calcul numérique, lui, est expliqué au paragraphe 6.3.2.

6.2 L’algorithme de Prolog

6.2.1 Introduction

Le principe général de I'exécution des programmes en Prolog est simple.
1l s’agit de calculer les réponses aux questions que I’on pose 4 une banque
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de données, contenant des faits et des régles. Le calcul consiste & vérifier
si certains prédicats, eux-mémes calculés 4 partir de la question, peu-
vent ou non &ire mis en correspondance avec des énoncés de la banque
de données. Si le principe général est simple (c’est un cas particulier
de la résolution, discutée aux paragraphes 1.1.12 et 1.2.14), les détails
de la mise en ceuvre le sont meins. Il faut analyser les conséquences
de la recherche exhaustive, dans un ordre bien déterminé, de toutes les
correspondances en tenant compte des fonctions spéciales qui ont été in-
troduites dans Prolog pour en faire un langage de programmation. La
plus notable de ces fonctions (elle a un “effet de bord”) est la coupure
{§ 6.2.5).

Le point de départ est la question, pour laquelle il faut trouver une corres-
pondance dans la banque de données afin de fournir une réponse (§ 5.1.8).
Soit la banque de données biblio et seit la question

?- patron(emile, Y).
Le prédicat contenu dans cette question devient le duf. A ce prédicat
correspond le fait

patron(emile,henri}.
Cetle correspondance implique que le but réussit et la réponse

==> Y = henti
est fournie.

La terminologie et les principes de base sont les suivants :

+ étant donné une question comportant un seul prédicat, ce dernier
est le but d satisfaire par un énoncé, regle ou fait, de la banque de
données;

dans Pexemple ci-dessus, patron(emile, Y) est le but;

+ étant donné un but qui est un prédicat atomique,

— un fait satisfait le but s’il correspond i ce but (§ 6.2.2);
patron(emile,henri) satisfait le but;

— une régle satisfait le but si sa téte correspond a ce but et si son
corps, aprés affectation de termes & certaines variables, peut
étre satisfait;

+ étant donné un but qui est une séquence (conjonction) de prédicats,
ce but est satisfait si chacun des prédicats de la séquence, parcou-
rue dans l'ordre textuel, est satisfait & son tour, compte tenu des
affectations de termes aux variables.
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Il s’agit de rendre précis ces différents concepts. On peut commencer
par rappeler que Prolog ne fait aucune différence syntaxique entre un
prédicat et un terme fonctionnel, les constantes non numériques étant de
plus considérées comme des fonctions & zéro argument. Le jeu va done
consister & metire des termes en correspondance deux i deux, I'un des
termes étant le but et 'autre étant & trouver dans la banque de données,

6.2.2 Correspondance et unification

La mise en correspondance de termes est I'opération fondamentale du cal-
cul de la réponse & une question. A chaque pas, un terme est sélectionné
et un énoncé correspondant est recherché dans la banque de données.
Dans ce processus, des variables regoivent, ou perdent, des valeurs. Le
mécanisme s’explique de maniére naturelle en termes de substitutions
textuelles : “donner a la variable Y la valeur henri” devenant “sub-
stituer le terme henri & la variable Y". Pour que les deux formulations
soient équivalentes, il est nécessaire que toutes les variables différentes
aient des notations différentes. On va supposer qu’il en est ainsi.

On aura remarqué que certains prédicats sont plus généraux que d’autres :
ils “couvrent” plus de cas. C’est ainsi que aime_lire(jules, Tout) est
plus général que aime_lire(jules, la_gazette). On dit que le se-
cond prédicat est une instance du premier. On dit aussi que le second
est moins général que le premier. L.e méme concept mais appliqué aux
termes a é1é vu au paragraphe 1.2.6, ol on I'a noté au moyen du sym-
bole <. En utilisant cette notation, on a par exemple
Aime_lire(Jules, La_gazetie) < Aime_ lire(Jules, z).

Quelques antres définitions sont nécessaires. Certaines d'entre elles ont
été vues au paragraphe 1.2.6 mais nous les rappelons ici.

o Une substitution est une fonction o : V — T, oit V est 'ensemble
des variables et T 'ensemble des termes,

¢ Une variable X € V est dite active pour une substitution & si
o(X) # X.

¢ Une substitution est élémentaire si elle ne comporte qu'une seule
variable active.

¢ Une substitution est finie si elle comporte un nombre fini de varia-
bles actives. Dans la suite, nous ne nous intéressons qu’aux substi-
tutions finies.
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o L'ensemble des paires qui constituent une substitution est noté
comme suit® :
g = { Xi=t,Xo=0,..., Xn=1, }
Les X; sont des variables distinctes, actives dans o, et les £; sont les
termes correspondants (donc ¢; = o( X;) # X)).

+ Etant donné un énoncé ou un ensemble d’énoncés E, l'application
d’une substitution o & F consiste 4 remplacer toutes les occurrences
de chaque variable X par le terme o(X). Le résultat est noté o[E].

s Un énoncé E; est une instance d'un énoncé E s'il existe une substi-
tution o telle que By = o[E]. Dans ce cas, E est plus général que
E,.

La définition la plus importante est celle de la mise en correspondance,
ou unificetion, de deux termes.

¢ Deux termes t; et to se correspondent ou sont unifiebles s'il existe
une substitution o telle que o[t;) = ¢[tz). Une telle substitution o
est un unificaleur et son résultat est un unifié commun de ¢; et fq.

La substitution

og={X = jonas, Y = W, U = jonas, V = W, E = jonas}
unifie les deux termes suivants :

livre{(X, Y, publication(X, 1985)),

livre(U, V, publication(E, 1985)).
L'unifié commun est

livre(jonas, W, publication{jonas, 1985)).
Cet exemple permet de rappeler que deux termes donnés peuvent étre
unifiés de plusieurs fagons. Voici deux autres unificateurs pour ces mémes
termes :

o1 ={X = jonas, Y = carl, U = jonas, ¥ = carl, E = jonas}
et

o3 ={X = jonas, Y= 2, U = jonas, V = Z, E = jonas}
Les unifiés communs qui en résultent sont respectivement

livre(jonas, carl, publication{jonas, 1985))
et

1ivre(jonas,'z, publication(jonas, 1985)).

Les substitutions & et o2 donnent toutes deux un unifié plus général que
o1. En fait, o et oy ne difféerent que par le nom des variables. On a

ECette notation évoque 'affectation d’une valeur & une variable. Au chapitre 1, la
méme substitution est notée o = {(X1,11), (X3, 12),..., (Xn,ts)}.
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vu (§ 1.2.13) que &'il existe des unifiés entre deux termes, il en existe
de généralité maximale qui ne different entre eux que par les noms des
variables. Comme ces noms sont arbitraires, on peut donner une forme
canonique A ces unifiés les plus généraux en renommant les variables &
partir de la gauche (41, A2, ...). Cela donne ici
livre(jonas, A1, publication(jonas, 1985)).

Bien entendu, une variable doit recevoir le méme nouveau nom dans
tontes ses occurrences.

Aux noms des variables pres, il existe donc un seul unificateur le plus
général. On peut le définir de la fagon suivante.

+ Etant donné deux termes £, et {9 unifiables, un unificateur le plus
général de &y et 3 est un unificateur o tel que, pour tout autre
unificateur op de #; et &3, il existe une substitution oo vérifiant
o1 =0ag00.

Cela veut dire que tout unificateur peut étre obtenu en appliquant I'unifi-
cateur le plus général suivi d’une substitution appropriée.

La figure 6.1 donne une description opérationnelle de 'unification, sous
la forme d’un algorithme récursif appelé unifier. Cet algorithme regoit
comme données les deux termes & unifier et renvoie comme résultat un
couple de valeurs (B,o0) ot B est une valeur de vérité (un booléen)
représentant le succes ou ’échec de 'unification et ot o est un unificateur
le plus général de ces deux termes. Plus exactement, o est produit par
Palgorithme comme une séquence de substitutions élémentaires.

Il s’agit en fait d’une vue procédurale de la composition de substitutions.
On note o3 o oy non seulement la composition des substitutions oy et a9
mais aussi la simple séquence de ces deux substitutions — qui, appliquées
successivement au terme ¢ et au terme oy[f], donnent le terme (o3 ¢
71)[t] = oz[e[£])-

L’algorithme unifier de la figure 6.1 appelle quelques remarques.

¢ L’algorithme est une instruction conditionnelle 4 ¢ing cas, chacun
d’eux de la forme C; = I;, ou les conditions C; sont & vérifier dans
Pordre textuel.

s Les constantes et les termes fondamentaux ne sont unifiables que
s'ils sont égaux. IIs relévent donc du premier cas de I’algorithme,
qui rassemble tous les cas d’égalité. Le résultat est la substitution
identité, notée ¢ = {}.
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¢ Pour les deuxieme et troisiéme cas, 'algorithme de la figure 6.1 peut
boucler si une substitution de la forme {X = £(X)} est réalisée.
Dans ce cas, les termes £{£ (X)), £(£{(£(X))), £(FEF QD) )), etc.
seront produits. Le résultat de l'unification peut étre considéré
comme un terme infini, de la forme £(£(£(£(...)))). Les termes
infinis ne sont pas considérés en logique classique ni en Prolog clas-
sique. En toute rigueur, il faut empécher qu’on ne substitue 4 une
variable un terme contenant cette variable. En principe, un test
d’occurrence devrait donc étre fait. En pratique, le test est souvent
omis car il est coliteux en temps.

procédure unifier(t,ty : terme)
rendant (B : booléen, o : séquence de substitutions) =
ty =1ty
= rendre (B = vrai, ¢ = {})
t1 est une variable X
= rendre (B = vroi, ¢ = {X = {3})
to est une variable Y
= rendre (B = vrai, 0 = {Y = 4;})
[t1 est une fonction flai,az, ..., an)
A ty est une fonction g(by,ba,...,b0n)
ANf=g
An=m)]
=> [soit i tel que a1 = by, ... 05 1 = bi_1,a; # b;;
unifier (a;, b;) donnant (By,01);
B = fauz = rendre(B = fouz, ¢ = {});
unifier (oq[t1], o1[2]) donnant (Bg, o3);
By = faur = rendre(B = fauz, 0 = {});
sinon = rendre(B = wvrai, ¢ = 03 0 77)

]

= rendre(B = feuz, 0 = {})

sinon

0

Figure 6.1 : Algorithme d’unification
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6.2.3 Le calcul d’une réponse

La forme canonique d’une question est une conjonction de prédicats
atomiques, c’est-a-dire une suite de buts partiels séparés par des vir-
gules :

Q = le Q21 '":Qﬂ-
L’algorithme récursif calculer_reponse, présenté a la figure 6.2, montre
comment est calculée® la réponse & une question de forme canonique.
Les énoncés de la banque de données sont des faits ou des régles. Les
régles sont de la forme

to - tl) tg,. . .,tk.
On va considérer les faits comme des régles dont le corps est vide, la
séquence vide étant notée €. Tous les énoncés sont parcourus dans I'ordre
et exhaustivement. L'algorithme donne toutes les réponses possibles
(§ 5.1.8).

Une réponse 4 la question initiale est trouvée chaque fois qu’une séquence
vide de buts partiels est obtenue. La découverte d’une réponse s’exprime
par Vinstruction imprimer(c). En réalité, le systéme n'imprime pas
toute la substitution mais uniquement les valeurs des variables de la
question ou le mot yes dans le cas d’une question sans variables.

procédure calculer.reponse(Q1,Qa,...,Qn) =
pour tous les énoncés tg :- 81, ta, ..., de la banque de données
faire
unifier (Q1,%0) donnant (B, o);
B = vrai
= [tlatZV"stk:QZ:“"Qn =€
= imprimer{c)
sinon
= calculer_reponse(ofty,... tx, Q2,...,Qx])

fait
Figure 8.2 : Le calcul d’une réponse

Il est important de voir que chaque appel récursif de calculer_reponse
reprend la banque de données par le début tandis que chaque retour

Bien entendu, il s’agit d'un algorithme théorique. Une implémentation effective
utilisera une procédure beaucoup plus efficace.
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d’appel récursif, qu’il ait ou non produit une réponse partielle, reprend
la séquence initiale en passant & I'énoncé suivant de la banque de données.
C’est ce dernier aspect qui réalise le retour en arriére,

On reconnaitra dans cet algorithme un cas particulier de la résolution
appliquée aux clauses de Horn (§ 1.1.16, 1.2.14). Une question Q est une
régle sans téte analogue & -Q, c’est-A-dire & @ D F. Soit D la banque
de données vue comme un ensemble de clauses. On répond & la question
@ en trouvant une substitution o qui rend inconsistant 'ensemble o[DU
(-Q)]. La stratégie utilisée pour choisir & chaque pas les deux clauses a
résoudre est ici particulidrement simple : les buts partiels et les énoncés
sont parcourus dans l'erdre textuel.

/* famille */

mere{caroline,julie).
mere(caroline,albertine).
mere(marie,prosper).
mere{anne,caroline).

pere(prosper, julis).
pere{prosper,albsrtine).
pere{alphonse,prosper).
pere(andre,caroline).

grandpere(X,Y) :- pere(X,2), mers(Z,Y).
grandpere(X,Y) :- pere(X,2), pere(Z,Y).
grandmere(X,Y) :- mere(X,Z), mere(Z,Y).
grandmere(X,Y) :- mere(X,2), pere(Z,Y).

Soit & nouveau la banque de données famille du paragraphe 6.1.7 re-
produite ci-dessus et soit la question composée
Q1,Q2 = pers(X,Y), mere(caroline, Y).
Le premier but partiel,
1 = pere(X,Y),
correspond au cinquitme énoncé de la banque de données, qui est le fait
pere(prosper, julis).
Ceci donne la substitution
oy = {X = prosper, Y = julis}.
Par appel récursif, 'algorithme s’applique ensuite a
01[Qz] = mere(caroline, julie).
A ce nouveau but partiel correspond le premier énoncé de la banque de
données, ce qui donne la séquence vide de buts partiels. Une réponse est
donce trouvée :
X = prosper, ¥ = julie.
Pour trouver la réponse suivante, le systéeme continue & parcourir la
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banque de données, cherchant une autre correspondance pour &1[Q2].
Comme il n'y en a pas, le calcul est terminé a ce niveau de récursivité,
Le systéme considere alors & nouveau la séquence @1, @2, cherchant pour
Q1 une nouvelle correspondance dans la suite de la banque de données
(& partir du sixitme énoncé). C’est un “retour en arriére”.

Le sixiéme énoncé donne d’emblée la correspondance voulue, avec la sub-
stitution
oy = {X = prosper, Y = albertine},
et un nouvel appel récursif appliqué a
03[@Q2) = mere(caroline,albertine),
etc. La séquence compléte est :

7- pere(X,Y),mere{carclins,¥).
--> X = prosper, Y = julie ;
--> X = prosper, Y = albertine ;
-=> no

Dans le cas d’'une correspondance avec une téte de regle, le corps de la
régle vient se placer en téte des buts partiels restant & satisfaire. Soit la
question composée

Q1,02 = grandpere(U,¥), pere(prosper,V).
Au but ¢ correspond la téte de la premiére régle de la banque de données
(neuvieme énoncé), ce qui donne la substitution

cp={X=10, Y=V}
et une nouvelle séquence Q' de buts partiels :

Q' = o1[pere(X,Z), mere(Z,Y), pers(prosper,V)],
c’est-a-dire

@' = pere(U,Z), mere(Z,V), pere(prosper,V).
Au premier prédicat de Q' correspondent quatre faits, qui serviront I'un
aprés l'autre dans la suite des calculs. Comme les trois premiers ne don-
nent rien, on passe d’emblée au quatrieme,

pere{andre,caroline).
qui donne la substitution

03 = {U = andre, Z = carcline}
et la nouvelle séquence de buts partiels

Q" = mere(caroline,V), pere{prosper,V).
La correspondance suivante, avec le premier énoncé, donne la substitu-
tion

o3 = {V¥ = julise}
et la séquence

Q""" = pere(prosper,julie).
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A Q" correspond un fait et la substitution identité ¢4 = {}, ce qui trans-
forme Q" en la séquence vide. On a donc la réponse

U = andre, ¥V = julis,
La suite compléte des questions-réponses est :

?- grandpere(U,V),pere(prosper,V),
==> U = andre, V = julie ;
--> U = andre, V = albertine ;
==> U = alphonse, V = julie ;
-=> T = alphonse, V = albertine ;
-=> no

Il est intéressant de noter qu'un but partiel d'une suite @ = Q1,@2,.. .,
@, peut étre un prédicat obtenu par calcul, comme valeur d’une vari-
able. Voici un exemple trés simple de régle utilisant une variable comme
prédicat :

chercher(P) :- P.
1l faudra que la variable P (qui tient la place d’un prédicat) ait regu
comme valeur un prédicat au moment oll une correspondance est recher-
chée dans la banque de données. C’est ainsi que la question

?- chercher(pere{X,Y)}).
met en correspondance le prédicat chercher(pere(X,Y)) provenant de
la question avec la téte de la régle chercher (P), ce qui donne la substi-
tution

{P = pere(Xx,V)}.
Le corps de la régle, c'est-d-dire la valeur de P, devient le but partiel
suivant, ce qui donne la réponse :

X = progper, Y = julie
Un exemple plus réaliste se trouve & la fin du paragraphe 6.3.9.

6.2.4 Prédicats prédéfinis

Tout langage de programmation posséde un répertoire d’opérations pré-
définies, c'est-a-dire disponibles d'office, comme par exemple les opéra-
tions arithmétiques usuelles dans les langages classiques.

Prolog étant basé sur des prédicats, les opérations prédéfinies sont elles-
mémes considérées comme des prédicats mais ce n’est 13 qu'une affaire
de vocabulaire. Qu’on I'appelle “instruction”, “fonction” ou “prédicat”,
une opération 4 effet rémanent (effet de bord), comme une entrée-sortie,
ne peut étre traitée exactement comme indiqué par la procédure cal-
culer_reponse de la figure 6.2. Si ces opérations sont dites “prédicats”,
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c’est parce qu’elles sont traitées comme des buts & satisfaire, ce qui est
une fagon de les intégrer dans le langage. La plupart du temps cepen-
dant, leur sémantique ne dépend pas de la banque de données, en ce sens
que leur réponse est calculée sans recherche de correspondance dans la
banque de données.

On va donner ici un premier échantillon de prédicats prédéfinis; leurs
noms sont :

true fail

== \== =

atom integer number atomic var

repeat

Le plus important prédicat prédéfini, la coupure, est discuté au para-
graphe 6.2.5. D'autres seront vus au fur et & mesure des hesoins, en
particulier les entrées-sorties (§ 6.3.7).

Les prédicats true et fail n’ont pas d’argument. Ils représentent les
valeurs de vérité : le premier réussit toujours, le second ne réussit jamais.
Tout se passe comme si le fait “true.” était présent dans toute bangue de
données, le fait “fail.” dans aucune. On verra dans divers exemples que
fail est utile pour forcer le systéme & chercher toutes les correspondances
possibles d'un ou de plusieurs buts partiels.

Les trois prédicats suivants ont un nom de forme inhabituelle :

== \== =
Syntaxiquement, ce sont des opérateurs binaires (§ 6.1.12, 6.3.10). Leur
role est de comparer les deux arguments, représentés ci-dessous par les
variables X et Y. Les comparaisons sont faites sans tenir compte de Ia
banque de données.

¢ X == Y réussit sises deux arguments sont le méme terme. Aucune
substitution n’est effectuée.

7- £{a) == f{a).
--> yes

7=~ ¢ == X.
--» no

7- £(X) == £(X).
-—->» X = _0

La derniére réponse, X = _0, demande une explication. Comme les deux
arguments du prédicat == sont égaux, le but réussit. Dans ce cas, le
systeme imprime les valeurs des variables de la question, ici X. Lorsqu’une
de ces variables n’a pas requ de valeur (n’a pas été unifiée), le systéme
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réagit en imprimant un code numérique précédé d'un trait de souligne-
ment.

¢ X \==Y réussit si X == Y ne réussit pas:

?7- f(a) \== £(a).

-3 ne

7- ¢ \==
-=> yes

?- £{X) \== £{(X).
=3 N0

¢ X =Y aun role plus actif. Au lieu de simplement vérifier si ses
arguments sont égaux, il essaye de les rendre égaux en les unifiant.
Donc X = Y réussit si l'unification des arguments réussit, ce qui
peut impliquer une substitution.

- X = a.
-=>» X =a
7- £(X,Y.Z) = £{X,U,a).
-->X= 0, Y= _1, Z=a, U= _i

Les cing prédicats suivants ont un seul argument, représenté ci-dessous
par la variable X. Leur réle est d’analyser la nature de cet argument, sans
y opérer aucune substitution. La banque de données n’est pas consultée.
(Bien entendu, ces cinq prédicats sont faits pour étre utilisés dans des
corps de régles et non dans des questions.)

o atom{X) réussit si son argument est une constante atomique, c’est-
a-dire un atome, non numérique :

?- atom(paulette).
=-=> yes
?- atom{copine(isabells)).
~=> no
7- atom(X).
-=> no
atom(123).
-=> no

-}
]

e integer(X) réussit si son argument est un atome numérique entier :

?- integer(123).
-=> yes

?- integer(1.23).
-=> no
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e number(X) réussit si son argument est un atome numérique quel-
conque :

?- number{123).
-=> yes3s

?- number{1.23).
-=> yeos3

s atomic(X) réussit si son argument est un atome quelconque :

7- atomic(paulette}.
--> yes
?- mtomic{copine(isabelle)).
--> no
?- atomic(X).
--> no
?- atomic(123).
--> yes

+ var(X) réussit si son argument est une variable non unifiée & un
terme :

?7- var(camille).

--> no

7- var(f(X)).
-=> no

7- var{X).
-—> X = _0O

Voicl quelques exemples supplémentaires oil le prédicat = est utilisé pour
réaliser des unifications :

7= X=a, var(X).

-=> no
7- var{X), X=a, atom{X).
-==>X=a

7= X=Y, var(X), var(Y).
-—> X=_0,Y=_0
7- X=£(Y).
--> X = £(_1), Y= _1
?- X=£(Y), var{X).
-=> no

Le dernier prédicat de 1’échantillon est repeat. Bien que prédéfini, il
posséde une définition qui peut s’écrire en Prolog.
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e ropeat est un prédicat sans argument dont la définition est donnée
par les deux énoncés
repsat.
repeat :- repeat.

Ce prédicat réussit quel que soit le nombre de retours en arriere effectués
sur lui. Soit une séquence de buts partiels de la forme

Q = repeat, Q2: ey Qn‘
Le but partiel repeat réussit une premiére fois pour le fait “repeat.”
de la banque de données, donnant ¢ = {} et la nouvelle séquence Q' =
Q2,...,Qn. SiQ' ne fournit pas de réponse, on cherche (retour en arriére)
a satisfaire a nouveau ¢ avec un autre énoncé de la banque de données,
ce qui fait réussir le but partiel repeat pour la téte de la régle

repeat :- repeat.
Ceci donne la nouvelle séquence Q" = repeat,Qq,...,@,. L'appel
récursif calculer_reponse(Q") fait repartir la recherche au début de la
banque de données; donc le but partiel repeat réussit & nouveau pour
le fait “repeat.”, etc. Le retour en arriére “rebondit” sur le but partiel
repeat. Ce prédicat sert & faire repartir une nouvelle recherche de cor-
respondance pour les buts partiels qui le suivent (voir un exemple a la
fin du paragraphe 6.3.8).

6.2.5 La coupure

L’exécution d’une recherche en Prolog, telle qu’elle est définie & la figure
6.2, comprend normalement la découverte de toutes les solutions possi-
bles. Si la banque de données est grande, cela peut prendre du temps.
Or il arrive assez souvent que 'on n’ait besoin que d’une solution. C’est
pour tenir compte de ce fait qu'on a introduit la coupure, qui est un
prédicat prédéfini tout & fait spécial dont le role est de “couper” le chemin
4 toute recherche de correspondances supplémentaires. Ce prédicat est
représenté par un seul symbole, le point d’exclamation 17,

La coupure est utile dans les cas suivants ;

¢ le programmeur sait qu’il n’y a qu’une solution et la coupure inter-
rompra la recherche dés que cette solution est trouvée; dans ce cas
la coupure modifie I'efficacité du programme mais non sa logique;

¢ l'utilisateur n’a besoin que d’une solution; la conpure va éliminer
les autres et donc modifier la logique;
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o seule la premiére solution est correcte et il faut éliminer les autres;
dans ce cas, la coupure participe 3 la logique du pregramrne, comine
I'illustre l'exemple ci-dessous.

La banque de données micro_derivi va nous servir d’exemple. C'est une.
ébauche de programme calculant la dérivée symbolique de polynémes 3
une variable, oll sont implémentées les régles suivantes :

dz/dz = 1, dy/dz = 0, d(u + v)/dz = du/dz + dv/dz.

/* micro_derivi */

deriv(X,X,1).

deriv{Y,X,0) :- atomic(Y).

deriv{U+V,X,U1+V1) :- deriv(U,X,U1), deriv(V,X,Vi).

On doit se souvenir que U+V est un terme de Prolog utilisant la syntaxe
des opérateurs (§ 6.1.12). Pour ufiliser ce programme, il faut donner
comme premier argument & deriv un terme représentant le polynéme &
dériver, comme second argument une constante atomique représentant
la variable de dérivation et comme troisieme argument une variable (de
Prolog) dont la valeur sera le résultat cherché. Si toutes les réponses sont
demandées, cela donne les séquences suivantes :

7- deriv{y,x,R).

==>R=20;
--> no

?- deriv(x,x,R).
-->Rh=1;
-->R=0;
--> ne

Ce programme n’est donc pas correct. Dans la recherche d’une réponse
a la deuxiéme question, une premiére correspondance est trouvée au pre-
mier énoncé de la banque de données, avec la substitution

{X=x, R=1}
ce qui donne la premiére réponse. Comme on n’en reste pas la, une
deuxiéme correspondance est trouvée avec la téte du deuxiéme énoncé,
donnant la substitution

{Y=x, X=x, R= 0}
et le prédicat atomic (x) & satisfaire. Il réussit, ce qui donne la deuxiéme
réponse. Pour que celle-ci disparaisse, il faut que le deuxiéme énoncé ne
s'applique que si ses deux arguments sont différents. Cette condition est
réalisée dans 'exemple (micro_deriv2) qui suit :
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/% micro_deriv2 */

deraiv(X,X,1).

deriv(Y,X,0) :- Y \== X, atomic(Y).
deriv(U+V,X,U1+V1) :- deriv{(U,X,U1), deriv(V,X,V1).

On peut obtenir le méme effet, c’est-a-dire la méme suite de questions-
réponses, en “coupant” la recherche dés que l'unique solution est trouvée,
au moyen du prédicat de coupure “i”. C'est ce qu'on réalise avec la
banque de données micro_deriv3 :

/* micro_deriv3 */

deriv(X,X,1} :- 1.

deriv{Y,X,0)} :- atomic{Y), !t.

deriv(U+V,X,T1+V1) :- deriv(U,X,U1), deriv(V,X,V1}.

Dés qu'on trouve une solution, on rencontre une coupure et on doit
arréter la recherche. Dans cet exemple, la premiére coupure participe a
la logique du programme, la seconde ne fait que raccourcir les recherches.

La coupure, considérée comme but partiel, réussit toujours, comme le
prédicat true, mais elle a en outre un effet de bord essentiel dont voici
une explication encore partielle ;

¢ aucune autre correspondance ne sera recherchée pour le terme t qui
a été mis en correspondance avec la téte d’une régle dans le corps
de laquelle se trouve une coupure qui a réussi,

Soient la banque de données micro_deriv3 et le but ¢ = deriv(x,x,R).
On voit que t correspond & la téte du premier énoncé

deriv{X,X,1) - .
avec la substitution

c={X=x, R=1}.
Le but devient le corps de régle, c’est-a-dire la coupure, qui réussit et
donne la séquence vide de buts partiels. On a donc la réponse

R=1
et aucune autre correspondance ne sera recherchée pour 2, ce qui force
I'unicité de la solution.

Il est important de remarquer qu'une unification de ¢ avec la téte de
la. deuxiéme régle est possible et donc que 'ordre des énoncés a pris
de l'importance. Si 'on permute les deux premiers énoncés, le pro-
gramme devient faux. En fait, c’est parce que I'on connait ’ordre des
recherches que 'on peut utiliser la coupure pour éviter les recherches
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inutiles, Pratiquement, on écrit les énoncés correspondant aux cas parti-
culiers avant ceux qui traitent les cas plus généraux, et les coupures sont
placées derriére les prédicats dont la réussite rend certaine la découverte
soit de la solution soit de 'absence de solution. Dans micro_deriv3, sj
atomic(Y) (deuxiéme énoncé) réussit, on sait que la variable Y a comme
valeur un atome et, comme deriv(X,X,1) n’a pu réussir, on sait aussi
que cette valeur est différente de celle de X.

Soit une régle contenant une coupure

to -t licny Lbign, . Bk
et soit une séquence de buts partiels & satisfaire
Q=01,Q2...,0n

telles que p et ¥4 se correspondent pour une certaine substitution o,
Cela donne une nouvelle séquence de buts partiels de la forme

PR S TRRINN ST FER PODINN 195 2 TORIIN 4 B9
Les substitutions sont supposées effectuées mais ne seront pas écrites. Si
la suite des calculs fait réussir les ¢ — 1 premiers buts partiels, on obtient
alors une séquence de buts partiels de la forme

!$ti+l$-"=tbQ2='“$Qﬂ-
La coupure réussit mais une fois seulement. Cet effet va se manifester
si la suite des opérations, lors de la recherche de nouvelles seolutions,
demande une nouvelle réussite de cette méme coupure. Comme il n’y
aura plus de réussite, aucune nouvelle correspondance ne sera cherchée,
ni pour les termes de la séquence #y,£2,...,%;_1 ni pour Q;, quelles que
soient les substitutions réalisées a ce stade. Si @ est lui-méme un but
partiel d'une séquence

P11P21-°-1Pj1Q11-Pj+2='“
les opérations continueront par la recherche d’une nouvelle correspon-
dance pour P;. On reviendra éventuellement 3 Q; mais avec de nouvelles
valeurs pour les variables.

La coupure va donc empécher tout retour en arriére dans la partie de la
régle, téte comprise, qui précéde cette coupure. C'est une sorte de point
de non-retour. Son interprétation est que la partie de réponse obtenue
pour ¢J; avec la partie de régle qui précéde la coupure fait partie de la
réponse finale. Ou bien on se trouve sur le chemin de la réponse unique
ou bien il n’existe pas de réponse (au but partiel considéré). Si retour en
arriére il y a, le prédicat qui avait réussi pour la téte de régle contenant la
coupure est sauté et on examine a nouveau le but partiel précédent. Voici
un petit exemple — banque de données et suite de questions-réponses —
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qui peut aider & comprendre ce mécanisme :

/% coupure «/

p1(X,¥) := p2(X), !, p3(Y).
pl(X,Y) :- pa(Y).

p2(a).

p2(v).

p3(b).

pa(a).

p5(a).

p5s(b).

7- pi{a,a).
==> no

7- p5(X), p1(X,X).
==>X=%b;
--> no

Le prédicat de la premiére question,

1 = pi(a,a),
correspond & la téte du premier énoncé, ce qui donne la séquence de huts
partiels

p2{a), 1, p3(a).
Le but partiel p2(a) et la coupure réussissent successivement mais il
n'y a aucune correspondance pour p3(a). Il faudrait revenir en arriére
pour chercher d’autres correspondances, ce que la coupure empéche de
faire : ’échec du but p1{a,a) est définitif et il 0’y a désormais plus rien
4 essayer.

En cherchant & répondre a la seconde question, on part de la séquence
Q2 = p&{X), pi(X,X),
et on trouve d’abord une correspondance de p5{X} avec p5(a), ce qui
transforme Q2 en
Q3 = pi{a,a).
Comme @Q; ci-dessus, Q3 (qui a la méme forme) ne peut réussir, ce qui
rend définitif ’échec du but p1(X,X) avec X = a. Mais, ici, on effectue
un retour en arriere dans la séquence (9 afin de chercher une nouvelle
correspondance pour p5(X). Il en existe une, p5(b), ce qui donne
Q.; = pl(b,b).
Comme p2(b) et p3(b) sont dans la banque de données, le but Q4 réussit
et donne la réponse X = b.
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6.3 Quelques outils pratiques et un exemple

6.3.1 Introduction

Cette section présente un certain nombre d’outils de programmation
utiles ou nécessaires en pratique : le calcul numérique, les listes (a la
mode de LISP), les entrées-sorties, etc. On a déja dit que la définition de
Prolog présentait les fonctions et opérations comme des prédicats, leurs
opérandes comme des termes, que ce soit justifié naturellement ou non.
On ne s’écartera pas de ce mode de présentation.

Le dernier paragraphe (§ 6.3.11) donne un exemple de programme réali-
sant une recherche dans un espace de solutions possibles.

6.3.2 Le calcul numérique

Les opérations usuelles du calcul numérique comme par exemple

+ - % / mod log sin
existent en Prolog. Leur nom est un nom de terme fonctionnel;, dans
certains cas, c’est aussi un opérateur. Insistons cependant sur le fait
que, pour Prolog, un opérateur est d’abord un nom de fonction, qui peut
s’écrire entre ses arguments, s’il en a deux, avant ou aprés son argument,
s'il n’en a qu'un (§ 6.3.10). Un opérateur a aussi une priorité, C’est ainsi
que

julie * emile, - alphonse, julie * emile - ernest
sont des termes de Prolog exactement équivalents &

*(julie,emile), -(alphonse), -(*(julis,emile),ernest)
Ceci n’est pas de Parithmétique comme le montre la banque de données
opera :

/* opsra &/

+(julie,emile).

joseph * henrietts + emile.
12 + 6.

x + 2321,

log(3).

sin(2).

Voici une séquence de questions-réponses qui obéit aux régles habituelles
de Prolog mais qui n’a rien & voir avec le calcul numérique :
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7- X + emile,
-=» X = julie ;
--> X = joseph * henriette ;

==> no
?- 1246.
--> yes
7- 1245,
==> no
- X+ ¥,
-=> X = julie, Y = emile ;
--> X = joseph*henriette, Y = emile ;
> X =12, Y= 6 ;
> X=x, Y= 2%21 ;
-=> no
?- log(X).
--> X =.3

Aucune opération numérique n’a été effectuée.

Comme le calcul numérique est toujours nécessaire, méme en program-
mation symbolique, il faut en doter le systéme d'une maniére ou d'une
autre. Il est clair que, pratiquement, on ne pourra pas se servir de
I'unification — méme si c’est théoriquement possible — et que Don
aura besoin d’opérations prédéfinies. En Prolog, on a introduit le calcul
numérique i partir des trois caractéristiques suivantes :

¢ il existe des atomes numeériques, qui se distinguent des autres atomes
par leur écriture (§ 6.1.2);

¢ certains opérateurs et certaines fonctions sont définis comme exécu-
tables, au sens numérique;

— 1ils sont prédéfinis, des exemples typiques sont
+ * / = log s=sin ...
— les termes formés uniquement d’opérateurs et fonctions exécu-
tables, d’atomes numériques et de variables dont les valeurs
sont des termes exécutables sont eux-mémes exécutables’.

& un opérateur binaire prédéfini, noté is, transforme un terme exécu-
table en 'atome numérique représentant le résultat du calcul — le
terme est exécuté comme une expression arithmétique et produit
un résultat numérique — et unifie ce résultat avec un autre terme,
normalement une variable,

"Un terme exécutable est P'équivalent d'une expression arithmétique dans des lan-
gages tels que Pascal.
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En premikre approximation, I’écriture
Xis T
ol X est une variable et T un terme exécutable, équivaut a l'instruction
de Pascal
X :=T
comme le suggére la suite de questions-réponses qui suit.

7= X is 12+44,
-=> X = 66
- X =22, ¥ iz 2»X.
-=> X =22, Y = 44
7= X is 243, Y is X+X.
~-=>X=%5,Y=10
7= X = 243, Y is X+X.
-=> X = 243, Y =10
?- X is log(2).
-=> X = 0,693147
7- X is logl0(2).
--> X = 0.30103

La sémantique de 'opérateur prédéfini is, considéré comme prédicat
effet spécial et utilisé comme opérateur binaire, selon 'écriture

T1 is T2,
est définie comme suit.

e Le calcul numérique défini par I'opérande de droite, c’est-a-dire
par le terme T2 interprété comme une expression arithmeétique, est
exécuté. (T2 doit &tre un terme exécutable.) Le résultat, un atome
numérique, est unifié avec 'opérande de gauche T1 (si possible).

¢ En tant que but, le prédicat
T1 is T2
réussit si T1 est soit une variable, qui prend alors comme valeur le
résultat du calcul (cas habituel), soit un nombre égal au résultat.
Dans tous les autres cas, le but ne réussit pas.

Voici quelques exemples :

7= 3 is 2+1.
-=> yes

?- X is 4+3.
=-=» no

?- X is 4+P.
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--> ! Error in arithmetic expression: not a number
T~ £(X) is 3+8.

--» no
7- X = log10(2), Y is X.

--> X = log10{2), Y = 0.30103
7- X =Y + logl0{Z), Y=1, Z = 6-4, R iz X.

--> X = 1+logl0(6-4), Y = 1, Z = 6-4, R = 1.30103

Si le terme T2 n’est pas exécutable au moment olt T1 is T2 est traité
comme but, le résultat est un message d’erreur (voir la troisiéme ques-
tion ci-dessus). Si T1 ne peut étre unifié avec le résultat numérique,
le prédicat est considéré comme sans correspondance — il ne réussit
pas, comme dans la quatrigtme question — et, aprés un retour en arriére
dans la séquence de buts partiels en cours de traitement, on cherchera
éventuellement une autre correspondance.

Beaucoup de fonctions et d’opérateurs numériques usuels sont disponibles
comimne fonctions et opérateurs exécutables au sens ci-dessus. On consul-
tera un manuel de Prolog pour connaitre les définitions exactes dans le
systéme utilisé.

Une caractéristique de Prolog peut étre choquante pour les program-
meurs habitués & définir de nouvelles opérations via des déclarations de
procédures : il n'y a aucun moyen de rendre exécutables de nouvelles
fonctions ou de nouveaux opérateurs.

La banque de données suivante définit la factorielle :

/* factorielle «/

fact(0,1) :- 1.

fact(N,R) :- integer(N), N > 0, N1 is N-1,
fact{N1,R1), R is N#*R1i.

Toute unification d’un terme fact(X,Y¥) exige que X soit unifié & un

entier positif et que Y soit unifié & une variable ou & la factorielle de X.

Cela donne bien ce que 'on veut mais fact ne sera jamais “exécutable”,

c’est-a-dire que ce nom de prédicat ne pourra pas apparaitre dans les

expressions arithmétiques. Pour multiplier 12! par 33, il fandra écrire
fact(12,A), R is 33 = A,

6.3.3 Les listes

Les listes sont des séquences d’éléments symboliques qui peuvent eux-
mémes etre des listes; elles forment des structures de données trés utiles
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et trés populaires en programmation symbolique, y compris U'intelligence
artificielle — voir le succés continu du langage LISP.

En Prolog, comme en LISP, les listes sont définies a partir d'un atome
symbolique noté [] (un crochet ouvrant suivi immédiatement d’un cro-
chet fermant), représentant la liste vide, et de paires pointées qui sont des
termes fonctionnels (§ 6.1.2) & deux arguments. Leur nom de fonction
est le point. Par exemple,

0 {a,X) .(a,.(b,[1)

sont des listes, Les listes se définissent récursivement comme suit :

s P’atome [] est une liste et représente la liste vide (le nil de LISP);

s 51 L est une liste et T un terme quelconque, alors . (T,L) est une
liste dont T est interprété comme la téte et L comme la queue (car
et cdr en LISP).

Une liste dont les trois éléments sont a, b et ¢ est donc le terme noté

(a, (b, .(c, (D))

Bien entendu, il y a une meilleure syntaxe pour les listes. La voici :

e 'atome symbolique [] représente la liste vide;

o une liste non vide est une suite de termes séparés par des virgules
et placés entre crochets :
[a,b,c] [le, petit(chapeau), [du, cure]]
sont des listes. (Les éléments des listes sont des termes quelconques,
pas nécessairement des atomes ou des listes.}

Toute liste non vide admet deux notations équivalentes, la notation
“pointée” et la notation “entre crochets”. Quand on sait que la téte
de liste est son premier élément et que la queue de liste est la liste origi-
nale amputée de son premier €lément, on en déduit la régle d’équivalence
des notations, illustrée par les exemples suivants :

(a) = .(a,[1),
[asb’c] = .(ﬂ, O(bs .(C,[])))

Les deux notations sont représentées par les mémes arbres, donnés a la
figure 6.3. Les habitués de LISP seront en pays de connaissance. Théori-
quement, c’est peut-étre du “sucre syntaxique” mais pratiquement, c'est
fort important, comme 1’est le sucre suivant : la notation

[Tiq]
représente la liste dont la téte est T et la queue Q. Plus généralement,
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a (] a .
b .
< a
(a] [a,b,c]
Figure 6.3 : Deux listes
(4,B,ClQ]

représente la liste dont les trois premiers éléments sont A, B, C et le reste
Q (§ 5.1.4). Ces notations, utilisées pour des buts 3 satisfaire, servent &
analyser les listes, comme le montrent les questions-réponses qui suivent.

- [TIQ] = [al.
~=~>T=a, Q= []

7- [A1,A2,_,44 IQ] = [belle, marquiss, vos, beaux, yeux].
--> Al = bells, A2 = marquise, A4 = beaux, § = [ysux]

6.3.4 Opérations sur les listes

On donne ci-dessous une série de régles et de faits qui représentent en
Prolog quelques opérations portant sur les listes. Les opérations sont
définies par des prédicats dont les arguments représentent aussi bien les
données que les résultats. Cette vision théorique n’est pas toujours cor-
recte en pratique pour certains énoncés, comme le montrent les exemples
de questions-réponses qui accompagnent les faits et régles.

Le prédicat elem réussit si son second argument est une liste dont le
premier argument est un élément :

elem(X, [XI_1).
elem(X, [_1Y]) :- elem(X,Y).
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Cela donne :

7~ elem(X, [a,b,c]l).

-—> X=a;
~=>X=5%b;
-=> X =c;
=-=2> no

Dans la fagon “normale” d'utiliser elem, le second argument est une liste
{ou est unifié avec une liste), “normale” voulant dire “répondant aux
intentions du programmeur”. Voici une utilisation moins normale :

?- elem(a,X).
-=> X = [al_86] ;
-=> X = [_5,a]_10] ;
--> X = [_5,_9,al_14) ;

Le prédicat elem{a,X) est interprété comme “a est un élément de la
liste X* s’il existe un indice j tel que a soit le jieme élément de X. Pro-
log construit successivement des listes dont a est le premier élément,
le deuxitéme élément, etc., et dont les autres éléments et la queue sont
des variables non unifiées. Cela peut éventuellement étre utile mais cela
présente surtout un danger de bouclage, par exemple dans une séquence
de buts partiels comme
elem(a,X), Q

ot [ ne peut réussir. Dans ce cas, le retour en arriére trouve A l'infini de
nouvelles solutions pour elem{a,X) et le programme boucle.

Le prédicat catener réussit si son troisiéme argument est la concaténa-
tion des deux premiers :

catener([], Z, 2).
catener{[X|Y], 2, [XIR]) :- catenexr(Y, Z, R).

Cela donne :

7- catener{[a,b], ([c,d], L).
-—> L = [a,b,c,d] ;
-=» no

7= catensr(X,Y,[a,b,c,d]).
-=> X =[], Y= [a,b,c,d] ;
-—-> X = [a], T = [b,c,d] ;
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--> X = [a,b]l, Y = [c,d] ;

-=> X = [a,b,c], ¥ = [d] ;
--> X = [a,b,c,d], Y = [] ;
==> no

D'une certaine fagon, catener fonctionne “dans les deux sens”. Il fournit
I'unique résultat de la concaténation de deux listes ou bien I'ensemble
complet des paires de listes qui, par concaténation, en donnent une
troisitme. (Cette belle symétrie est perdue si on utilise la coupure.)
Le bouclage n’est cependant pas exclu : il peut se produire si le pre-
mier et le dernier argument sont des variables. C’est ce qui arrive dans
P'utilisation de I'exemple qui suit.

Le prédicat image réussit si ses deux arguments sont des images inverses
l'un de l'autre :

image([1,[1).
image([XIY),R) :- image(Y,Z), catener(Z,[X],R).

Cela donne :

?- ipage([a,b,c,d],L).
--> L = [d,c,b,a] ;
--> no

?- image(f-. [ﬂ.,b,C,d])-
--> L = [d,¢c,b,a) ;
[ execution aborted ]

Le prédicat fonctionne dans chacun des sens et donne I'unique image
inverse comme réponse. Il n'y a cependant pas symétrie : la recherche
d’une deuxitme correspondance provoque l'insuccés escompté dans 2
premier exemple et un bouclage dans le second.

Le prédicat placer réussit si son troisitme argument est une liste con-
tenant tous les éléments du deuxiéme argument dans le bon ordre et
contenant le premier argument 4 un endroit quelconque.

placer(E,L, [E[L]).
placer(E,[HIL],[HIY]) :- placer(E,L,Y).

Cela donne :
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?7- placer(x, [a,b,c], L).
==> L = [x,a,b,¢) ;
--> L = [a,x,b,c] ;
--> L = [a,b,x,c]
--> L [a,b,c,x] ;
--> no

7= placer(x,L, [a,x,b]).
- .L = [ﬂ.,b] H

we

--> no

7~ placer(X,{a,b], [a,b,x]).
-=>» X =x;
--> no

Ces exemples de manipulation de listes montrent aussi certains pro-
bléemes que pose la programmation en Prolog. Le langage met sur le
méme pied tous les arguments des prédicats. Par contre, dans l'intention
du programmeur, il est courant que certains arguments représentent les
données, auquel cas ces arguments sont unifiés a des termes constants an
moment de la recherche d’une correspondance, alors que d’autres argu-
ments représentent les résultats et restent des variables non instanciées
aussi longtemps que la correspondance n’est pas trouvée. Prolog ne
donne pas de moyen automatique permettant de contrdler ce genre d'in-
tentions du programmeur.

6.3.5 Permutations et tris

On donne ici quelques exemples de programmes en Prolog qui implémen-
tent des algorithmes de permutation et de tri opérant sur des listes.
Le but de ces exemples n’est pas de montrer des programmes efficaces
mais d’illustrer la programmation logique en 'appliquant & des problémes
connus. On suppose que les intentions du programmeur sont claires — le
ou les premiers arguments représentent les données, le dernier argument
représente le résultat.

Le prédicat permuter fournit toutes les permutations possibles de son
premier argument :

permuter{[],[]).
permuter{[HIL],Z} :- permuter{(L,Y), placer(H,Y,Z}.

On peut voir, par induction sur la longueur du premier argument, que
cela donne le résultat attendu si chaque nouvelle recherche de correspon-
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dance pour le prédicat placer place le terme H & un nouvel endroit dans
la liste Y pour donner Z. On a vu plus haut que tel est bien le cas.

7- permuter{[a,b,c],L).
==> L = [a,b,e] ;

--> L = [b,a,c] ;
-=> L = [b,¢,a] ;
-->L = [a,c,b] H
--> L = [c,a,b] ;
-==> L = [¢,b,a] ;
--> no

Pour trier une liste de termes, il faut disposer d’une relation d’ordre. Pro-
log en posséde deux. Si les termes sont des nombres, on dispose des qua-
tre opérateurs binaires suivants, dotés de leur interprétation numérique
habituelle :
> € »= =«

Les deux arguments doivent étre des termes exécutables, au sens du
paragraphe 6.3.2. D’autre part, 'ensemble des termes symboliques est
ordonné de la fagon suivante :

¢ les variables sont ordonnées par le systéme; elles précédent les nom-
bres;

¢ les nombres sont ordonnés de la fagon naturelle; ils précédent les
autres atomes;

+ les atomes non numériques sont ordonnés suivant 'ordre alphabé-
tique du code ASCII (du moins en C-Prolog); ils précédent les fone-
tions;

¢ les fonctions sont ordonnées

— d'abord d’aprés leur nombre d’arguments — une fonction & n
arguments préceéde une fonction & n + 1 arguments;

— ensuite selon 'ordre alphabétique des noms de fonction;

— enfin selon l'ordre alphabétique des arguments, enx-mémes pris

dans 'ordre textuel.

Les opérateurs binaires (“suivant”, “précédant”,“suivant ou égal”, “pré-
cédant ou égal”) qui expriment cet ordre entre les termes sont notés :
@ Q< @»= @=<
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Est également prédéfini le prédicat & deux arguments sort(X,Y), dont le
role est d'unifier le second argument avec le tri du premier, dans l'ordre
croissant selon @> et en éliminant les doubles. On a par exemple

?7- sort([2,2,3,1],L).
--> L = [1,2,3]
7- sort{[[al, [a,b), [a,b,c), £(x), £{(a,b), f(a,X), X], L).
-->» X = _31,
L= [_31,#(x),[a]l,(a,b],[a,b,c],£(a,_31)},£{a,b)]

Comme Prolog posséde une fonction de tri prédéfinie, les exemples qui
suivent sont assez académiques. Ils réalisent respectivement le tri par
insertion, le tri par fusion et le tri rapide. La relation d'ordre est donnée
par le prédicat precede, défini par exemple comme suit :
precede{k,B} :- AQ=<B.

(Lui donner un nom permet de changer la relation d'ordre sans réécrire
les tris. Avec cette définition les tris donnent des résultats en ordre
croissant.)

Le tri par insertion trie la queue d'une liste et y insére la téte de liste &
la bonne place; une liste vide est déja triée :

/* tri par insertiont/
tri_insere([TIQ),L)} :- tri_insere(,Z), inserer(T,Z,L).
tri_inssre([1,[1).

/* inserer{A,L,R) insere l’element A dans la liste

ordonnee L, donnant la liste ordonnee R */

inserer(4, [T1Q), [A,TIQ]) :- precede(a,T), !.
inserer(4,[TIQ),[TIL]) :- inserer(4,Q,L}.
inserer(a,[],[4]).

Le tri par fusion coupe en deux la liste 4 trier, trie les deux morceaux
et fusionne les résultats en une seule liste ordonnée; une liste & moins de
deux éléments est déja triée :

/* tri par fusion =/

tri_fusion{[1,[1).

tri_fusion{[Al,[A]}.

tri_fusion([A,BIQ].R) :-
couper(Q,Q1,Q2), tri_fusion([AIQ1],R1),
tri_fusion([BIQ2],R2), fusion(R1,R2,R).

couper([1,[1,[]).

couper ([4),[a),(1).
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couper{[4,B1Q1,[41Q1),[BIQ2]) :- couper{R,Q1,Q2).
/* fusion(L1,L2,R) place en tete de R la plus grande
des tetea de L1 et de L2 */
fusion([1,Y,Y).
fusion(X,[1,X).
fusion([A[X],[BIY],[A12]) :~
precede(A,B), !, fusion(X,[B[Y],Z).
fusion([4a]X],(BIY],[BI2Z)) :- fusion([Al|X],Y,Z).

Le tri rapide coupe en deux la liste de départ de telle sorte que tous
les éléments d'une des sous-listes précédent tous les éléments de 'autre,
Chaque sous-liste est ensuite triée et les résultats sont concaténés :

/% tri rapide »/

/* les_petits_devant(E,L,L1,L2) place dans L1 tous les
elements de L qui precedent E et place les autres
dans L2, On choisit la tete de L comme valeur de E */

les_petits_devant{_,[],[),[1).
les_petits_devant(A,[B|X],[BIL1],L2) :~
precede(B,A), !, les_petits_devant(A,X,L1,L2).
les_petits_devant (4, [B|X],L1,[BIL2]) :-
les_petits_devant(4,X,L1,L2).

tri_rapide{[1,[]1).

tri_rapide{[A|X],R) :- les_petits_devant(A,X,L1,L2),
tri_rapide(L1,M1), tri_rapide(L2,M2),
catener(Mi, [A|M2] ,R).

catener{[], Z, Z).

catener{[X|Y]), Z, [X|R]) :- catemer{Y, Z, R).

6.3.6 Représentation d’une liste comme une différence

Ce paragraphe décrit, & titre d’exemple, une représentation des listes
qui n’est pas & proprement parler un outil de base fourni par Prolog,
mais plutét une technique de programmation qui donne souvent des pro-
grammes plus efficaces.

On définit d’abord la différence, notée Ly — Lz, de deux listes L et L,
comme suit :

¢ si Ly est la concaténation de Ly avec L, alors Ly — Ly est Ly, sinon
Ly — Ly est non définie.

Par exemple
[a,b,c,d] — [c,d] = [a,b].
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Tout terme de la forme L; — Ly peut alors s'interpréter comme une liste,
et réciproquement, toute liste peut se représenter par une différence :
[a,b,c]-[c] et [a,b,c,d]-[c,d] sont deux représentations possibles,
parmi d’autres, de la liste [a,b). Il existe une représentation plus
générale que les autres, on la liste & soustraire est une variable non
instanciée; dans ce cas, la liste [a,b] est représentée par [a,bIL]-L.
Comme - est un opérateur de Prolog, [a,b|L]-L est aussi un terme que
I'on peut écrire tel quel dans un énoncé du langage.

Nous dirons que [a,bIL]-L est la d-liste qui représente [a,b]. Dans ces
conditions, L-L est la d-liste qui représente la liste vide []. De plus, si
L-R représente une liste {, l'instanciation de R & [] instancie en méme
temps L & L.

Cette représentation a l'avantage de rendre la concaténation des listes
immédiate et efficace :

dcatener {L1-R1, L2-R2, L1-R2) :- R1 = L2.
ou plus succinctement :

dcatener (L1-12, L2-R2, L1-R2).

En utilisant ces propriétés des d-listes, on peut écrire le prédicat image2,
version efficace du prédicat image du paragraphe 6.3.4 :

image2(L,R) :- dimage(L, R-[]).
dimage([], L-L).
dimage([TIQ), L-R) :- dimage(Q, L-[TIR]).

7~ dimage{fa,b], L-[]).

--> L = [b,a]
?- image2(L, [a,b]).
--> L = [b,al
?- image2(L,[b,al).
--> L = [a,b]

Le prédicat dimage construit comme deuxiéme argument une d-liste qui
est 'image inverse de son premier argument. Le diagramme suivant peut
aider le lecteur & se convaincre qu’il en est bien ainsi :
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image de [TIQ) R

image de Q

Il faut noter que le gain en efficacité n’est pas négligeable : pour des
listes de longueur n, la complexité du calcul de image est O(n?), tandis
que celle du calcul de dimage est O(n). Voici, & titre d’illustration, la
suite des étapes qui conduisent au résultat pour la premiére question de
I'exemple ci-dessus ;

?- dimage ([a, ®], L-[ 1.

dimage ([bl, L-[al)

dimage ([ 1, L-[b,al)

dima.ge ([ ]’ [bla]_[bla])
--> L = [b, al

L'utilisation de variables non instanciées dans des structures de données
est une technique générale en Prolog, dont 'utilité n’est évidemment pas
limitée aux listes. On en trouvera un autre exemple au paragraphe 6.4.4.

6.3.7 Les entrées-sorties

Prolog fournit un petit nombre de prédicats d’entrées-sorties, qui sont
assez rudimentaires. Les transferts y sont prévus terme par terme ou
caractére par caractére. On peut y insérer des espaces ou des aller-a-
la-ligne. Dans le cas de transferts par caractéres, chaque caractére est
identifié au nombre entier qui est son code ASCIL

Il est prévu un canal standard pour l'entrée et pour la sortie. En mode
interactif, c’est le terminal dans les deux cas. Il est possible d’indiquer
explicitement d’autres canaux. On consultera & ce sujet un manuel
d'utilisation.

Considérés comme buts partiels a satisfaire, les prédicats d’entrées-sorties
ont une caractéristique spéciale : ils sont ignorés par les retours en arriére.
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Soit E un tel prédicat et soit la séquence de buts partiels @, E,Q". Si E
vient de réussir, et donc de provoquer un transfert, on passe au but @',
En cas d’échec, le retour en arriére ignore le prédicat E et ¢’est Q qui est
considéré & nouvean. C'est assez normal. Si le tranfert est une écriture,
il est inutile d’imprimer deux fois la méme chose; si ¢’est une lecture, il
a été impossible de I'exploiter,

Le bon usage des prédicats de transfert n’est pas toujours aussi simple
qu’ll y parait. En effet, les transferts sont exécutés dans l'ordre ou ils
sont rencontrés, et 'ordre d’exécution d’un programme en Prolog n’est
pas toujours facile & saisir. De plus, si des retours en arriere se produisent,
il peut arriver que P'on imprime trop tét des résultats erronés,

On donne ci-dessous quelques prédicats d’entrées-sorties parmi les plus
courants. Aucun canal n’y étant spécifié, ils sont supposés utiliser les
canaux standard.

s read(X) lit un terme (suivi d’un point) sur le canal d’entrée et
I'unifie avec I'argument X. Cet argument est souvent une variable,
qui regoit ainsi une valeur. En tant que but, read(X) réussit si
Punification réussit.

7= read(X).
|+ £{a).
-=> X = £{a)
read (£(X)).
[: £(p).
=~=>X=p
7- read(f(X)).
I: [p].

-=> Do

b
]

C’est le systtme qui écrit les deux symboles |: pour demander
que I'on introduise des caractéres 4 lire. La troisitme question est
un exemple d’entrée qui ne réussit pas. (Rappelons qu'en cas de
réussite, le systéme donne en réponse les valeurs des variables de la
question, ici la valeur de X.)

e get(X) lit un caractére “imprimable”, unifie son code ASCII (vu
comme un nombre entier} avec Pargument X et réussit si 'unification
réussit. En C-Prolog, un caractére est imprimable si son code ASCII
est supérieur & 31. Si un caractére non imprimable est présent, il
est ignoré et le caractére suivant est considéré,

7- get(X).
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|: a

--> X = 97
7- get(X).

: 1

-—>» X = 93

e got0(X) lit n’importe quel caractére, imprimable ou non.

e write(X) écrit la valeur de son argument et réussit toujours.

7- X=?Aimez-vous les caramels mous?’, write(X).
Aimez-vous les caramels mous?
==>» X = Aimez-vous les caramels mous?

¢ put(X) imprime le caractére dont le code ASCII est la valeur numé-
rique de X. 8i X n'a pas une valeur numérique, une erreur est si-
gnalée; si X a une valeur numérique qui n’est pas un code ASCII,
C-Prolog fait des choses inattendues.

?7- put{97).
a
-=> yes

+ nl est un prédicat sans argument qui réussit toujours et a l'effet
d’écrire un aller-a-la-ligne.

s tab(N) réussit et écrit N espaces si N a une valeur numérique, sinon
une erreur est signalée.

6.3.8 Exemples d’entrées-sorties

Voicl un exemple mettant en évidence les effets du retour en arridre sur
une opération d’écriture :
ttes_permuts(L) :- permuter(L,R), write(R), nl, fail.

Ceci est une régle qui va imprimer toutes les permutations de la liste L.
Le prédicat permuter a été défini au paragraphe 6.3.5. Il engendre une
nouvelle permutation & chaque nouvelle recherche de correspondance.
Le prédicat write(R) imprime cette permutation, nl donne un aller-a-
la-ligne et fail ne réussit jamais. Il ¥ a donc retour en arriére dans
la séquence de buts partiels constituée par le corps de la régle. Le
retour ignore les entrées-sorties et une nouvelle correspondance pour
permuter(L,R) est recherchée, ce qui produit la permutation suivante.
En tant que but, le prédicat initial ttes_permuts(_) finit sur un échec,
quand toutes les permutations possibles ont été engendrées et imprimées.
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?7- ttes_psrmuts([’belle marquise’, ’vos beaux yeux’,

'me font mourir d’amour’]).
[belle marquise,vos beaux ysux,me font mourir d4'amour]
[vos beaux yeux,bells marquise,me font mourir d’amour]
[vos beaux yeux,ms font mourir d'amour,belle marquise]
[belle marquize,me font mourir d’amour,vos beaux yeux)]
[{me font mourir d’amour,belle marquise,vos beaux yeux]
{me font mourir d’amour,vos beaux yeux,belle marquise]
-=> 1o

En pratique, quand Prolog est utilisé avec des données textuelles, les
phrases sont le plus souvent représentées par des listes comme

[me font mourir d’amour,ves beaux yeux,belle marguise].
Sur les canaux d’entrées-sorties, on préférera le format habituel. Le
prédicat ecrire_phrase réalise un exemple de sortie mise en forme.

ecrire_phrase([]) :- put(46). /¢ le point final »/
ecrire_phrase([T|Q]) :- write(T), tab(l), ecrire_phrase(Q).

Comme exemple de prédicat de lecture, nous nous contenterons de mon-
trer un prédicat, nommé non_blanc, destiné a lire le premier caractére
non blanc, c’est-a-dire & passer les espaces entre les mots. Une définition
comme :

non_blanc(Car) :- get(Car), Car \== 32,
ne donne pas le résultat attendu car, dans le cas ou le but partiel

Car \== 32
ne réussit pas, le retour en arriere saute get{(Car). Clest pour éviter
cela qu’'on utilise le prédicat repeat, qui réussit toujours et autant de
fois que nécessaire (§ 6.2.4), comme une sorte de butoir & ressort.

non_blanc{Car) :- repeat, get{Car), Car \== 32,
/* 32 eat le code de l'espace */

6.3.9 Analyse et construction des termes

En Prolog, un terme fonctionnel ou un prédicat peut étre considéré
comme une donnée composée, plus ou moins semblable & un enregis-
trement (record en anglais) de Pascal. Pour extraire les composantes
d’un terme, le langage fournit des prédicats prédéfinis.

s Le prédicat =.. est un opérateur binaire. Son réle est de trans-
former un terme fonctionnel en une liste, donnant ainsi accés au
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nem de la fonction et & chacun des arguments :
F=..L
réussit si

— L est une liste & n + 1 éléments
L = [E0,EL,E2,...,En],

— F est un terme fonctionnel & » arguments
F = £(A1,A2,...,An),

— £, le nom de la fonction, peut correspondre 4 EO, la téte de
liste,

— chaque argument Ai de la fonction peut correspondre i I'élé-
ment Ei de la liste.

Ce prédicat s’utilise normalement sous la forme
f(a,b,c) =.. L,
¢’est-a-dire avec un terme & gauche et une variable & droite. Ainsi:

7- £{a,b,c) =,. L.

--> L = [f,a,b,c]
?- f£(a,b,c) =.. [FlArgs].

-=> F = £, Args = [a,b,c]
?- (asbtc) [OplArgs].

--> Op = +, Args = [asb,c]

Deux autres prédicats, dont les noms sont functor et arg, peuvent servir
4 analyser les termes.

s functor(T,F,N) réussit si T peut correspondre 4 un terme fonction-

nel, F au nom de ce terme fonctionnel et ¥ au nombre d’arguments
de ce méme terme.

s arg(N,T,A) réussit si T peut correspondre a un terme fonctionnel,
N a un entier n et A au niéme argument du terme fonctionnel.

?- functor(possede(jean,parapluie), F, N).
--> F = possede, N = 2

7- functor(£(a,b), £, 2).
-=> Yyes

?- arg(2, possede(jean, parapluie), ).
--> A = parapluie

On peut méme décomposer le nom d’un atome, au moyen du prédicat
name
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¢ name (N,L) réussit si N peut correspondre & un atome et L & la liste
des codes ASCII des caractéres du nom de Patome.

7- name(blabla,L).
--> L = [98,108,97,98,108,97]
7- name(bac, [A|_]), name(X,[Al).
> Ax98, X=0b

Pour illustrer ces prédicats d’analyse de termes, reprenons la banque de
données famille (§ 6.1.7) et ajoutons-y la régle que voici :

tout (A,F) :- functor(T,F,2), T, write{d), tab(l)}, write(F),
arg(2,T,A2), write(’ de 7), write{A2),
arg(1,T,A1), write(’ est '), write(Al),nl,fail.

On obtient ainsi les séquences de questions-réponses suivantes :

?- tout{le, pere).
le pere de julie est prosper
le pere de albertins est prosper
le pere de prosper est alphonse
le pere de caroline est andre
-=> no
?- tout(la, grandmere).
la grandmsre de julie est anne
la grandmere de albertine est anne
la grandmere de julie e¢st maris
la grandmere de albertinse est marie
--> no

D’une part, on a mis les réponses sous une forme qui est plus lisible
que des termes de Prolog et, d’autre part, on a provoqué la recherche
de toutes les réponses possibles au moyen du prédicat fail, L'usage
normal du prédicat tout{A,F) demande que F soit un nom de prédicat
de la banque de données et que A soit un article du genre correspondant.
Détaillons le fonctionnement de 'exemple. Le but est

tout(le, pers).
Le corps de régle est alors exécuté avec la substitution

{A = le, F = perel.
La recherche de correspondance pour functor(T,F,2) donne & T une
valeur qui est un terme & deux arguments dont le nom est pere :

T = pere(_,_).
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C’est cette valeur de T qui devient le but partiel suivant, auquel corres-
pond un premier fait de la banque de données :

pere (prosper, julie).
ce qui donne

T = pere(prosper,julie}.
La suite des buts partiels du corps de régle analyse ce terme et en imprime
les éléments sous forme d'une phrase. Le dernier but partiel, fail, sert
4 imposer une recherche de toutes les correspondances possibles.

6.3.10 La déclaration d’opérateur

On a vu (§ 6.1.12) que les opérateurs en Prolog sont des noms de fonc-
tion ou de prédicat (unaire ou binaire) qui peuvent s'écrire avant, aprés
ou entre les arguments. Voici quelques exemples de questions ol les
valeurs prises par X et ¥ montrent 'existence de régles de priorité et
d'associativité :

?= atb¥c = X + Y,

==> X =a, Y = bec
?- atbtc = X + Y.

--> X = atb, ¥ = ¢
?— -—atb+e = X +Y,

--> X = -a+b, Y = ¢

Chaque opérateur regoit les caractéristiques suivantes :

s une précédence qui est un entier positif représentant 1'inverse de la
priorité (plus grande est la précédence, plus petite la priorité},

e une position qui peut étre infixée, préfixée ou postfixée, et une as-
socialivité.

La précédence est simplement notée au moyen d'un entier, la position et
I’associativité sont notées ensemble d’une des maniéres suivantes :

¢ opérateur préfixé : £x ou fy,
¢ opérateur postfixé : xf ou yf,

s opérateur infixé : xfx, xfy, yfx ou yfy.

Dans ces notations, la lettre f représente I'opérateur, les lettres x ou y
représentent les opérandes :
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» y veut dire “cet opérande doit &tre de précédence inférieure ou égale
A la précédence de l'opérateur”;

¢ X veut dire “cet opérande doit &tre de précédence strictement infé-
rieure & celle de Popérateur”.

Par “précédence d’un terme”, on entend la précédence de son opérateur
s’il y en a un, et sinon zéro. Donc a+b*c et axb+c ont la précédence de
+, c’est-a-dire 500. Voici des exemples de types d’opérateurs prédéfinis :

s * est de type yfx et de précédence 400; donc a*bxc est de la forme

T (400)

|
T (400) c (0)

—

a (0)

o —

(0)

o " est de type x£y et de précédence 200, donc a"b~c est de la forme

] {200}

B |

a (0) I (200)

| |
b (0) ¢ (0)

s = est de type xfx et donc a=b=c n'est pas correct,
¢ not est de type fy et donc not not +t est correct,

¢ - (unaire) est de type £x et donc - - t n'est pas correct.

Prolog donne les moyens de déclarer de nouveaux opérateurs, c’est-a-dire
de faire en sorte que des noms de fonction ou de prédicat puissent s’écrire
avant, aprés ou entre les arguments. Cela se fait au moyen du prédicat
prédéfinicop. Un but comme

op(600, yfx, union)
réussit toujours et produit en outre 'effet permanent suivant :
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» union est devenu un opérateur hinaire de précédence 500 et de type
yix.

Voici un exemnple :

?- X = union{a,b), write(X), nl, op(500, yfx, union),
write(X).

uniona,b)
a union b
--> X = a union b

?- Y = fact(a), write(Y), nl, op(700, xf, fact), write(Y).
fact{a)
a fact
==> Y = a fact

On voit que, aprés la premiére opération d’écriture et avant la seconde, les
noms de fonction union et fact sont devenus respectivement opérateur
binaire et opérateur unaire postfixé. Rappelons une dernitre fois qu’il
s'agit uniquement d'une affaire de syntaxe.

6.3.11 Recherche dans un espace de solutions

Un groupe composé d’autant de cannibales que de missionnaires doit
traverser le fleuve au moyen d’un bac. On demande comment procéder
pour que jamais, ni sur les rives ni a bord du bac, le nombre de cannibales
ne soit supérieur au nombre de missionnaires,

Soit 2V le nombre total de participants (N cannibales et N mission-
naires) et soit P le nombre de places dans le bac. Si P > 2N, la solution
est triviale. Si au contraire P < 2N, il faut trouver une stratégie. Nous
allons construire un programme en Prolog chargé de découvrir de telles
stratégies.

Appelons “situation™ 1’état des lieux avant ou aprés une traversée du
bac. Le jeu consiste & transformer la situation initiale — tout le monde
sur la rive droite — en la situation finale — tout le monde sur la rive
gauche — en exécutant une suite de “mouvements” (du bac).

Il existe des situations et des mouvemenis inacceptables. Soient € un
nombre de cannibales et M un nombre de missionnaires. Sur chaque
rive, on doit avoir

(M2>2C)ou(M=0).
Dans le bac, il faut
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(M>2Clou{(M=0)et(M+C>0).

Une rive peut étre déserte mais quelqu’un doit manceuvrer le bac.

On doit décider d’une représentation pour les situations, U'information
3 prendre en compte étant le nombre de missionnaires et le nombre de
cannibales sur chaque rive ainsi que 'endroit oll se trouve le bac. On
décide de décrire une situation par un doublet [Gauche,Droite], ol
Gauche et Droite sont les représentations des rives gauche et droite, Il
est clair que ceci est redondant puisque ’état d’une rive peut se calculer
& partir de ’état de I'autre rive, mais on a préféré éviter ce type de calcul
en utilisant des représentations et des prédicats redondants.

D’autre part, une rive est représentée par un triplet [Bac,Cann,Miss]
dont les trois éléments sont les nombres de bacs, de cannibales et de
missionnaires présents sur la rive. Bien siir, il y des contraintes : un seul
bac, pas plus de N cannibales ou missionnaires.

On va donc chercher & transformer la situation initiale,

(C1,¥,m], [0,0,011,
en la situation finale,

{lo,0,01, [1,¥,K]1].
Ces deux situations sont acceptables et on n’admetira que des situa-
tions et des mouvements eux-mémes acceptables. On peut représenter
le probléme au moyen d’un graphe dont les nceuds sont les situations
acceptables et les arcs, les mouvements acceptables. Dans ce graphe, on
veut trouver un chemin de I’état initial & I’'état final. On exigera que ce
chemin ne contienne pas de cycle.

Pour éviter les cycles, il faut éviter les mouvements qui ménent a des
situations déji rencontrées et il faut donc se souvenir de celles-ci. On le
fait en construisant la liste des états de la rive gauche déji rencontrés.
Cette liste, notée Vu ci-dessous, pourrait étre le résultat demandé mais
on préfere construire & part une autre liste, notée Chemin, constituée des
mouvements réalisés. Cette liste servira & imprimer le résultat.

Soient donc N missionaires, N cannibales et P places dans le bac. Ce sont
les données du probleme. On veut une suite question-réponse comme :

?- solution(3,2).
Un cannibale ot un missionaire passent vers la droite.
Un missionaire passe vers la gauche.
2 cannibales passent vers la droite.
Un cannibale passe vers la gauche.
2 missionaires passent vers la droite.
Un cannibale et un missionaire passent vers la gauche.
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2 missionaires passent vers la droite.

Un cannibale passe vers la gauche.

2 cannibales passent vers la droite.

Un missionaire passe vers la gauche.

Un cannibale et un missionaire passent vers la droite.
--> yes

Le prédicat solution{N,P) est défini par la régle

solution(¥,P) :-
trouver_chemin(P, [[1,W,N],[0,0,01],
([o,0,01,[01,8,81]1,
[[oloio]] ' Chemj-n)a
montrer(Chemin).

Dans cette régle, le prédicat trouver_chemin calcule un chemin, en unifi-
ant une liste de mouvements avec son cinquieéme argument, la variable
Chemin, et le prédicat montrer imprime le résultat de fagon lisible. Les
quatres premiers arguments de trouver_chemin sont les données, c’est-
d-dire le nombre de places dans le bac, les situations initiale et finale, et
la liste des états de la rive gauche déji rencontrés,

Le prédicat trouver_chemin est défini récursivement en termes du prédi-
cat mvt qui réalise exactement un mouvement acceptable. Les cinq ar-
guments de mvt sont

P, le nombre de places,

Avant, la situation avant le mouvement,

Apres, la situation qui s’ensuit,

Vu_i, la liste initiale d'états déja vus,

Vu_1, la liste précédente augmentée du nouvel état,

Mv, le mouvement réalisé.

trouver_chemin(P, Avant, Apres, Vu_i, [Mv]) :-
mvt (P, Avant, Apres, Vu_ i, Vu_f, Mv).
trouver_chemin(P, Avant, Apres, Vu_ i, [Mv|Chemin]) :-
mvt{P, Avant, Sit, Vu_i, Vu, Mv),
trouver_chemin(P, S$it,Apres, Vu, Chemin).

Le prédicat mvt est lui-méme défini en termes du prédicat passer, qui cal-
cule des mouvements possibles, et des prédicats nouveau et acceptable
qui vérifient si le mouvement obtenu conduit & une situation & la fois
nouvelle et acceptable. G1 et D1 représentent les rives gauche et droite
avant le mouvement, G2 et D2 représentent ces rives aprés le mouvement.
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mvt(P, [G1, D1], [G2, D2], Vu, [D2IVul, Mv) :-
passex(P,C,M, [G1, D1]1, [G2, D2], Mv),
nouvean(D2, Vu), acceptable(&i2), acceptable(D2).

C’est le prédicat passer qui réalise la recherche des mouvements possi-
bles (acceptables ou non) et qui fixe la stratégie guidant cette recherche.
Voici la régle utilisée pour un passage de la gauche vers la droite :

pagser(P,C,M, ([1,CaG1,MaG1],[0,CaD1,MaD1]],

[{0,Ca62,MaG2], [1,CaD2,MaD2]],

[c,M, * vers la drecite.?]) :-
min{MaG1,P,PM}, gen_desc(PM M), Q is P-M,
min(Q,CaG1,PC), gen_desc(PC,C), bac_ok(C,M),
CaG2 is CaGl-C, MaG2 is MaGl-M,

CaD2 is CaDi+C, MaD2 13 MaD1i+M.

Dans cette régle, P est encore la capacité du bac, C et M sont le nom-
bre de cannibales et le nombre de missionnaires transportés. On es-
saye de rendre M maximum. Ce nombre est obtenu en calculant d’abord
PM, le nombre maximum de missionnaires transportables, en fonction
de P et de MaGl (le nombre de missionnaires présents 4 gauche). Le
prédicat gen_desc est chargé de donner a M des valeurs entiéres suc-
cessives décroissant de PM a zéro. Autrement dit, si le transport de PM
missionnaires n'est pas réussi, on essaye ensuite avec PH-1, etc.

La valeur donnée & Q est le nombre de places restant disponibles pour
les cannibales. On en tire la plus grande valeur possible pour C et le
prédicat bac_ok{(C,M) vérifie si le mouvement est acceptable. Les deux
derniéres lignes de la définition de la régle calculent la nouvelle situation.
Dans la régle qui suit, représentant les mouvements vers la gauche, on a
choisi de donner la priorité aux cannibales (méme & zéro cannibale) et
de transporter le moins de monde possible.

passer(P,C,M, [[0,CaG1,MaG1], [1,CaDi,MaD1]],
[[1,Cat2,MaG2], [0,CaD2,MaD2]],
[C,M, ! vers la gauche.']) :-
min{CaD1,P,PC), gen_asc(PC,C), Q is P-C,
min{Q,MaD1,PM), gen_asc(PM,M), bac_ok{C,M),
CaD2 is CaD1-C, MaD2 is MaDi-M,
CaG2 is CaG1+C, MaG2 is MaGl+M.

La suite de la banque de données doit pouvoir se comprendre sans autres
explications.
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acceptable([_,_,01) :- .
acceptable([_,C,M]) :- C=<M.
bac_ok(g,0) - 1!, C>0.

bac_ok(C,M) :- C=<M.

nouveau(_,[]) :- 1.

nouveau(A, [AIL)) :- !, fail,
nouveau(a,[_IL]) :- nouveau(i, L).

gen_desc(N,N).
gen_desc(N,K) :~ M is N-1, M>=0, gen_desc(M,X).
gen_asc(N,K) :- gen_desc(N,R), K is N-R.

min(A,B,A) :- B >= A, !,
min(A,B,B).

montrexr{[]).
montrex{[[C,M,L]IT)) :- ecrire(C,M), write(L), nl,
rnontrer(T).
ecrire(0,1) :- !, write('Un missionairs passe’).
ecrire(1,0) :- !, write(’Un cannibale passe’).
ecrire(0,N) :- !, write(N), write(’ missionaires passent’).
ecrire{lN,0) :- !, urite(N), write(’ cannibales passent’).
ecrire{l,1) :-
', writs('Un cannibale et un missionaire passent').
ocrire{1,N) :- !, write('Un cannibale ot '), write(N),
vrite(’ missionaires passent?’),
ecrire(¥,1) :- !, write(N),
write(’ cannibales et un missionaire passent'}.
ecrire(C,M) :- write(C), vwrite(' cannibalss st ), write(M),
vrite(’ missionaires passent?’).

On peut y ajouter une régle qui provoque la recherche de toutes les
solutions ;

toutes(l,P) :- solution(¥,P), nl,
write{’autre solution :'}, nl, fail.

7= toutes(2,2).
Un cannibale et un missionaire passent vers la droite.
Un missionaire passe vers la gauche.
2 missionairea passent vers la droite.
Un missionaire passe vers la gauche.
Un cannibale et un missionaire passent vers la droits.

autre solution :
Un cannibale et un missionaire passent vers la droite.
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Un missionaire passe vers la gauche.

2 missionaires passent vers la droite.
Un cannibale passe vers la gaunche.

2 cannibales passent vers la droite.

autre solution :

2 cannibales passent vers la droite.

Un cannibale passe vers la gauche.

2 missionaires passent vers la droite.

Un missionaire passe vers la gauche.

Un cannibale et un missionaire passent vers la droite.

autre sclution :

2 cannibales passent vers la droite.
Un cannibale passe vers la gauchs.

2 missionaires passent vers la droite.
Un cannibale passe vers la gauche.

2 cannibales passent vers la droite.

autre solution :
--> no

6.4 Prolog et les grammaires hors-contexte

6.4.1 Introduction

Les grammaires hors-contexte, en particulier leurs relations avec la logi-
que, ont été discutées au chapitre 5. C’est ainsi que I'on a vu (§ 5.1.4)
comment on pouvait considérer des régles de grammaire (des produc-
tions) comme des clauses de Horn de la logique des prédicats. Nous
revenons ici sur le sujet pour considérer les relations de Prolog avec les
grammaires hors-contexte. Concrétement, nous allons adopter le point
de vue d’un utilisateur de Prolog voulant programmer des algorithmes
d’analyse ou, plus généralement, des algorithmes de traitement des lan-
gages hors-contexte.

360



6. Prolog et la programmadtion logique

6.4.2 La reconnaissance des phrases hors-contexte

Considérons la grammaire hors-contexte suivante :

Phrase — Sujet, Verbe, Attribut

Sujet — Article, Nom

Attribul — Adjectif

Article — “la”

Nom — “dame” | “bicyclette” | “girafe”
Adjectif — “bleue” | “belle” | “gentille”
Verbe — “devient” | “est”

Par exemple, la premiere regle exprime qu'une phrase est la concaténa-
tion d’un sujet, d’un verbe et d'un attribut, et la derniere exprime que
les verbes sont “devient” et “est”®.

On a vu (§ 5.1.4) comment considérer une régle de grammaire comme
une clause de Horn. Par exemple, la régle

Sujet — Article, Nom
peut &tre lue comme la clause de Horn

(Article(a) A Nom{n) A s = a|ln) D Sujet(s).
La formule s = af|n, ol le symbole || désigne la concaténation, sert &
spécifer 'ordre textuel (§ 5.1.4). En passant par le formalisme des clauses
de Horn, on traduit aisément les productions d’une grammaire hors-
contexte en régles de Prolog. La grammaire ci-dessus donne la banque
de données h-c que voici :

/* h-c */

phrase(Ph) :- sujet(8), verbe(V), attribut(A),
catener(S,V,Z}, catener(Z,A,Ph).

sujet{S) :- article(A), nom(l), catener(4,N,3).

attribut{A) :- adjectif(A).

article([1a]).

nom{ [dame] ).

nom{ [bicyclette]).

nom( [girafe]).

adjectif([bleue]).

adjectif([belle]).

adjectif([gentille]).

verbe([devient]).

verbe([est]).

8 La notation Verbe — “devient” | “est” est une abréviation classique de deux régles
qui seraient Verbe — “devient” et Verbe — “est”.
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catensr{[], 2, 2).
catener([XI1Y], Z, [X|R]) :- catener(Y, Z, R).

Cela donne :

?- phrase([la,dams,est,bleue]).

--> yes

?- phrase([la,dame,est,blanchel).
--> no

?- phrase(L).
--> L = [la,dame,devient,blene] ;
--> L = [la,dame,devient,belle] ;
-=> L = [la,dame,devient,gentille] ;
==> L = [la,dame,est,bleus] ;
--> L = [la,dame,est,bslle] ;
-==> L = [la,dame,est,gentille] ;
-=» L = [la,bicyclette,devient,bleue] ;
--» L = [la,bicyclette,devient,belle] ;
-=> L = [la,bicyclette,devient,gentille] ;
==> L = [la,bicyclette,est,bleus] ;
==> L = [la,bicyclette,est,belle] ;
--> L = [la,bicyclette,est,gentille] ;
--> L = [la,girafe,devient,bleue] ;
==> L = [la,girafe,devient,belle] ;
==> L = [la,girafe,devient,gentille] ;
--> L = [la,girafe,est,bleuve] ;
--> L = [la,girafe,est,belle] ;
=~> L = [la,girafe,est,gentille] ;
--> no

Ce programme est écrit de telle maniére qu’il peut étre utilisé comme un
générateur du langage décrit aussi bien que comme un accepteur de ce
langage. Ce n'est pas toujours le cas; le plus souvent, de tels programmes
ne sont effectivement utilisables que comme accepteurs.

En pratique, ce sont surtout des analyseurs® que ’on désire construire. I
en existe de nombreux, plus ou moins généraux, plus ou moins efficaces.
L’accepteur réalisé par la banque de données ci-dessus est prohibitive-
ment inefficace. Par contre, il est tres vite écrit et facile & comprendre.
Sans lui faire perdre ces deux qualités, on I'a amélioré en utilisant des
prédicats 4 deux arguments, de la forme sujet(L,X}. Un tel prédicat
s'interpréte de la maniére suivante :

®Un analyseur est un accepteur qui fournit aussi les arbres syntaxiques des phrases
acceptées.
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s L est la liste des mots & analyser;

¢ sujet(L,X) réussit siL est une liste de mots dont le début s’analyse
comme un “sujet” et dont le reste est la liste X. Voici un exemple :

?- sujet([la,girafe,va,en,trainl, X).
-=> X = [va,en,train]

La régle de Prolog pour “sujet” est ici :

sujet(L,X) :- article(L,L1), nom{L1,X).
On remarque que cette fagon de faire élimine les concaténations ex-
plicites, du moins dans le cas de prédicats représentant des variables
(symboles non terminaux) de la grammaire hors-contexte. La suite ques-
tion-réponse que voici montre comment cela fonctionne :

7- L= [la,girafe,va,en,train], article(L,L1), nom(L1,X}.
--> L = [la,girafe,va,en,train],
L1 = [girafe,va,en,train],
X = [va,sn,train]

Dans le cas des symboles terminaux, on doit représenter la concaténation
explicitement, La production Nom — “girafe” pourrait s’écrire
nom(L,X) :- catener([girafel,X,L).
Comme on a toujours affaire & un cas particulier de concaténation (le
premier argument est une liste 4 un élément}, on utilise un prédicat qui
réalise la construction d’une liste & partir d’une téte et d’une queue. Ce
prédicat est prédéfini car son usage est fréquent; sa définition logique est
le fait
<([xI¥l,x, 7).
Il est analogue & la fonction cons de LISP. Voici un exemple :

?- ¢(R, tete, [a,b,cl).
==> R = [tete,a,b,c]

?- ¢([a,b,c], X, T).
-=> X =a, Y= [b,ec]

On obtient alors la banque de données suivante :

/* h-cO %/

phrase(L,X) :- sujet(L,L1), verbe(L1,L2), attribut(L2,X}.
sujet(L,X) :- article{L,L1}, nom(L1,X}.

attribut(L,X) :- adjectif(L,X).

article(L,X) :- ¢{L,la,X).
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nom{L,X) :- c¢(L,dame,X).

nom{L,X) :- ¢(L,bicyclette, X}.
nom{L,X) :- c{L,girafe,X).
adjectif(L,X) :- <(L,bleus,X),.
adjectif{L,X) :- ¢(L,belle,X).
adjectif(L,X) :- c¢(L,gentille,X).
verbe(L,X) :- c(L,devient,X).
verbe(L,X) :- c(L,est,X).

Cette forme de banque de données, moins facile & lire que la précédente,
a une qualité trés importante : il existe une fagon systématique de trans-
former les productions d’une grammaire hors-contexte en des énoncés
de Prolog de la forme en question. C’est tellement systématique que le
systéme peut le faire lui-méme. On a pour cela introduit une notation ad
hoc, La banque de données qui suit est entitrement équivalente 3 celle
qui précéde. (En fait, nous avons écrit h-c1 et obtenu h-c0 automa-
tiquement.)

/* h-el */

phrase --> sujet, verbe, atiribut.
sujet --> article, nom.
attribut --> adjectif.
article --> [la].

nom --> [dams].

nom --> [bicyclette].
nom --> [girafe].
adjectif --> [bleue].
adjectif --> [belle].
adjectif --> [gentille].
voerbe --> [devient].
verbe --> [est].

Les symboles terminaux s’écrivent entre crochets, et forment donc des
listes; les symboles non terminaux s’écrivent tels quels. On a ainsi une
écriture qui ressemble tout & fait & l'écriture traditionnelle des gram-
maires formelles hors-contexte, mais les énoncés appartiennent bel et
bien & Prolog. Pour en faire un usage correct, il faut se souvenir que ces
énoncés contiennent des prédicats & deur arguments. Voici une suite de
questions-réponses qui illustre ce point :

7= phrase([la,dams,est,bleue], []).
==> yes
?- phrase(L,[]).
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--> L = [la,dame,devient,bleus] ;
--> L = [la,dame,devient,belle] ;
etc.

En pratique, le programmeur ajoutera un énoncé qui servira d’interface,
comme par exetnple la régle
accepter(L) :- phrass(L,[]).

6.4.3 L’analyse des phrases hors-contexte

Une banque de données telle que h-cl n'est pas fort utile. Cl’est un
accepteur mais non un analyseur. Pour pouvoir obtenir une trace de
I’'analyse — arbre syntaxique, traduction, etc. —, en fait pour pouvoir
obtenir une réponse autre que yes ou no, il faut évidemment écrire
le programme en conséquence (§ 5.1.3). Pratiquement, on va doter
d’arguments supplémentaires les prédicats qui représentent les symboles
non terminaux de la grammaire. Considérons la grammaire hors-contexte
suivante :

Phrase — Groupe N, Groupe V

Groupe N — Determinant, Substantif, Relatif
Groupe N — Nom_propre

Groupe_V — V_trans, Groupe N

Groupe V — V_intrans
Relatif — “qui”, Groupe V
Relatif — ¢

Determinant — “un une
Substantif - “homme” | “femme
Nom_propre — “jacqueline” | “emile
V_trans — “aime” | “supporte”
V_intrans — “galope” | “vit”

n | 111 n | t(chaque)’
" | “gir&fe”

" | “adrienne”

Le langage engendré par cette grammaire contient des phrases comme
“chaque girafe galope”, “adrienne supporte un homme qui galope”, “cha-
que girafe aime un femme” (phrase qu’il faudrait d’ailleurs éliminer). On
voudrait un programme qui calcule les arbres syntaxiques (§ 5.1.9) des
phrases de ce langage hors-contexte. Pour mémoire, 'arbre syntaxigue

de “chaque girafe galope” est tel que le montre la figure 6.4.

Dans P'exemple que nous allons voir, cet arbre sera représenté par le
terme fonctionnel de Prolog que voici :
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Phrase
| l |
Groupe N Groupe_ V
Determinant Substantif Relatif V_intrans
chaque girafe galope

Figure 6.4 : Un arbre syntaxique

ph(gn(dt{chaque),
su(girate),
rl( )):
gv{vi(galope)))

1l s'agit de le comstruire. Pour ce faire, on va donner un argument
supplémentaire aux prédicats qui représentent les symboles non termi-
naux. Cet argument, le terme représentant l'arbre syntaxique, s’ajoute
aux deux arguments cachés. Cela donne pour la premiére régle :
phrase (ph(GN,GV)) --> groupe_n(GN), groupe_v{(GV).
51 GN et GV sont les arbres syntaxiques correspondant respectivement &
un groupe nominal et & un groupe verbal, alors ph(GN,GV) est I'arbre
correspondant 4 une phrase. On écrit des régles analogues pour tous les
symboles non terminaux. Pour les symboles terminaux, il ¥ a un choix
4 faire. Pour transcrire
Determinant — “un” | “une” | “chaque”,
on pourrait écrire des régles sans variable, comme :
determinant{(dt{un)) --> [un].
et ainsi de suite. On préférera écrire une régle avec variable pour repré-
senter toute une catégorie syntaxique (les noms, les verbes, etc.), en y
ajoutant un fait par symbole terminal :

determinant{dt(N)) --> [N], est_dt(N).
est_dt{un).
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est_dt(une).
est_dt{chaque).

Ceci ne donne pas le résultat escompté car, écrites sous cette forme, les
régles de Prolog contiennent des prédicats ayant deux arguments im-
plicites; en fait est_dt(N) est un prédicat & trois arguments, alors qu’il
n’en faudrait qu'un. Le reméde existe, il suffit d’écrire :
determinant{dt(N))} --> [N], {est_dt(i)}.

Les accolades entourant une suite de prédicats servent & indiquer que
ceux-ci n’ont aucun argument caché. La banque de données analyse qui
suit représente la grammaire considérée. On y a ajouté des régles de mise
en page et une régle d’interface. Cette derniére définit le prédicat s(P)
qui permet d’utiliser la banque de données sans introduire explicitement
les trois arguments du prédicat phrase.

/* analyse */

phrase(ph{GN,GV)) --> groupe_n(GN), groupe_v(GV).
groupe_n{gn(D,5,R)) --> determinant{(D), substantif{s),
relatif(R).
groupe_n{gn{N}) =-> nom_proprs{l).
groupe_v(gv{(VT,GN))} --> v_trans(VT), groupe_n(GHN).
groupe_v(gv(VI)) --> v_intrans(VI}.
relatif{rl(qui,GV)) --> [qui], groups_v(GV).
relatif(xl(’ *}) --> [].
nom_propre (np{N}} --> [N], {est_np(K)}.
determinant (dt{N))} --> [N], {est_dt(N)}}.
substantif(su(N)) --> [¥], {est_su{¥)}.
v_trana(vt(H))} --> [N), {est_vt(N)}.
v_intrans{vi{l)) --> [N], {est_vi(H)}.

est_np(emile).
ast_np(jacqueline).
est_np(adrienns).
est_dt(un).
est_dt(une).
est_dt{chaque).
est_su{homme) .
est_su(femms) .
est_su(girafe).
est_vt(aime).
est_vt(supporte).
est_vi(galope).
est_vi{vit).
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8(P) :~ phrase(Arbre,P,[]), ecrire_arbre{Arbre).

ecrire_arbre(d) :- ecrire_fonction(i,0).
ecrire_fonction(F,N) :- F =.. [E], write(E).
escrire_fonction(F,N) :- F =.. L, ecrirs_liste(L,N).

ecrire_liste([FlArgs] N} :- write(F), write('(’), K is N+3,
escrire_queue(Args,K).
acrire_queue([Der] ,K)} :- ecrire_fonction(Der,K), write(’)’).
acrire_queue([TIQ),K} :- ecrire_fonction(T,K), write(’,’),
nl, tab(K), ecrire_queuns(R,K).

Ceci n’est rien d’autre que la transcription en Prolog d'une grammaire
DCG (§ 5.1.8). Voici des exemples d’utilisation de ce programme :

7- 2{[une,girafe,galope]).
ph{gn{dt(une),
su(girafe),
rl{ ))l
gvi{vi(galope)})
=-=> yes
?- s([chagque,femme,qui,aime,une,girafe,qui,galops,vit]).
ph{gn(dt(chaque),
su(foemme),
rl{qui,
gvi{vt(aime),
gn{dt(une),
su(girafe),
rl(qui,
gvivi(galope)}}) )},
gv{vi(vit)))
--> yes

6.4.4 Les grammaires DCG et les grammaires attribuées

On peut lire la grammaire de la banque de données analyse comme
une grammaire attribuée, au sens de Knutl, oli 'argument des différents
prédicats serait un attribut synthétisé, représentant ici une structure
syntaxique.

Nous n'étudierons pas ici les conditions d’équivalence entre grammaires
DCG et grammaires attribuées. Nous nous contenterons de montrer sur
un exemple classique comment on peut représenter en Prolog des al-
tributs synthétisés et des attributs hérités. L'exemple servira en outre
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d’introduction aux systémes d’atiributs. Cet exemple vient de DParticle
[Knuth 68] qui contient la premiére présentation des attributs. Il s’agit de
la traduction d'une chaine de bits (nombre binaire} en nombre décimal.

La grammaire hors-contexte décrivant les nombres binaires s'écrit :

N L
N L' L
L —- B
L—BL
BT
B

Voici un systéme d’attributs calculant la valeur décimale d'une chaine de
bits construite d’aprés cette grammaire :

N-oL
vel(N) := val(L)
pos(L):=0
N Ll’ f"! L2
val( N) := val(Lq)+val(Ls)
pos(Ly} =0
pos(L) i= —long(Ls)
L—- B
val( L) := val(B)
long(L) =1
potds( B} := pos(L)
L — B, L
val(L) := val( B)+-val(Ly)
long(L) := 14-long(L,)
poids(B) ;= pos(L)+long(L1)
pos(Ly) := pos(L})
B0
val(B):=0
B
val(B) := 2P, avec P = poids(B)

Dans ce systéme, les attributs val (la valeur décimale cherchée) et long (la
longueur de la chaine de bits) sont synthétisés tandis que pos (la position
du bit par rapport au point) et poids (le “poids” du bit dans le résultat)
sont hérités. De plus, pos dépend de long, poids dépend de pos, et val
dépend de pos et de poids. Un calcul d’attributs effectué sur un arbre
syntaxique demandera donc en général plusieurs parcours.
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En Prolog, les attributs seront des arguments de prédicats, notés Val,
Poids et Long (la position est inutile ici); la régle

L—- B
devient

liste(Val,Poids,Long) --> bit(Val,Poids), {Long = 1}.
Les attributs synthétisés, ici Val et Long, seront unifiés avec le corps de
la régle et “transmis” aux variables de la téte, tandis que les attributs
hérités, ici Poids, ont déja une valeur lorsque le corps de régle est mis
en correspondance avec la banque de données.

Cela fonctionne, puisque la substitution d’un terme & une variable ne
demande pas que ce terme soit un terme constant : il peut encore contenir
des variables. Par exemple,

Val = V1 + V2
unifie val méme si ¥1 ou V2 sont des termes contenant des variables non
encore instanciées. Ceci n’est pas vrai pour le terme

Val is V1 + V2,
En effet, son unification exige que les termes V1 et V2 soient exécutables
(§ 6.3.2), ce qui implique que ces termes soient constants. Dans un
systéme d'attributs, il en va de méme pour une affectation classique
comme

val(N) := val{Ly)+vel(Ly).
Il faut que toutes les variables du membre de dreite aient une valeur.
(Si ce n’est pas le cas, I'affectation sera exécutée “plus tard”, lors d’un
nouveau parcours de l'arbre syntaxique.)

La banque de données knuthO est une transcription en Prolog du systéme
d’attributs ci-dessus. On y a mis les unifications en évidence mais ce
n’est pas nécessaire. La banque de données knuth, écrite plus loin, a
exactement le méme effet.

/* knuthO =/
nombre{¥al} --> liste(Val,o,_).
nombre{Val) --> liste(V1,0,_), ['.’], liste(V2,Poids,Long),
{Poids = -Long, Val = V1+V2}.
liste(Val,Poids,Long) --> bit{Val,Poids), {Long = 1}.
liste(Val,Poids,Long) --> bit(V1,P1), liste(V2,Poids,L1),
{P1 = Poids+L1, Val = Vi+V2, Long = Li+1}.
bit{0,_) --> [0], {!}.
bit(Val,Poids) =--> [1], {!, Val = 2"Poids}.
s(N} :- nombre{Val,N,[]), write(Val), nl, X is Val, write(X).

Le dernier énoncé sert 4 imprimer le résultat, d’abord sous la forme d'un
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terme exécutable et ensuite seulement sous la forme numérique. Voici
une suite de questions-réponses :

?- s([1,0,11).
2°(0+{(1+1))+(0+2°0)
5
=-=> yos
?- s([1,0,*.7,0,1,0]).
27 (0+1)+0+{0+ (2" (- (1+1+1)+1)+40))
2.25
-=> yes

Le but initial 8([1,0,1]) donne comme premier but partiel
nombre{Val, [1,0,1], [1).
A son tour, ce but partiel demande Panalyse syntaxique de la liste de
bits, avec unification de la variable Val au terme
27 (0+{1+1))+(0+2°0).
Ce terme est alors imprimé; ensuite il est exécuté, pour donner a X la
valeur 5.

Si on remplace dans la banque de données 'opérateur = par Popérateur
is, on obtient des messages d'erreur. En effet, ce n’est qu'au moment
ou I'analyse de la liste d’entrée est complétement terminée qu’un terme
exécutable est obtenu. En un certain sens, Prolog remplace un parcours
multiple de l’arbre syntaxique par une succession d'unifications partielles.

Voici une meilleure version de la méme banque de données :

/* knuth «/

nombre(Val) --> liste{Val,0,_).

nombre(V1+V2) --> liste(V1,0,_), [’.’], liste(V2,-Long,Long).

liste(Val,Poids,1} --> bit(Val,Poids).

liste(Vi+V2,Poids,Long+l) --> bit(V1,Poids+long),
liste(V2,Poids,Long).

bit(o,_) --> [0], {'}.

bit(2"Poids,Poids) --> [1], {'}.

g(N) :- nombre(Val,N,[]), write(Val), nl, X is Val, write(X).
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1. De la logique classique a la programmation

-]
raisonnement, la logique, qui permet de formaliser ce raisonne-

AT E

logique. 5
Si l'intelligence artificielle est I'art de programmer le

ment, en est le fondement scientifique.

Cet ouvrage prend donc la logique comme ligne directrice, pour
exposer les concepts et les méthodes de I'LA.

Il aborde de facon progressive et structurée les différents domaines
qui doivent étre associés pour résoudre les problemes de la
programmation symbolique : les logiques classiques, la représenta-
tion de la connaissance et le raisonnement correct, les logiques non
classiques, le raisonnement révisable, les grammaires formelles, la
théorie des automates, la programmation logique et particuliére-
ment le langage PROLOG.

Rédigé par une équipe d’'enseignants et de chercheurs, cet ouvrage
didactique s'adresse aux étudiants, chercheurs, enseignants, ingé-
nieurs... désireux de se doter de bases solides pour aborder les
développements en intelligence artificielle.

Cet ouvrage est le premier tome d’'une serie de quatre consacréee a
I'lA,; les tomes 1 et 2 traitant des concepts et des méthodes, les
tomes 3 et 4 des applications les plus représentatives et des
techniques de mises en ceuvre.
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