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Avant-propos

Pourquoi faut-il étudier les mathématiques en licence d'économie-
gestion et en bachelor ? Les nouveaux bacheliers sont souvent surpris de devoir
étudier autant les mathématiques en licence d'économie-gestion et en bachelor. Tou-
tefois ils doivent se rendre compte rapidement que celles-ci sont trés utiles car :

— les données économiques sont trés souvent quantitatives ;

— pour raisonner rigoureusement, la formalisation mathématique et la modélisation
sont souvent nécessaires.

En physique comme en économie, la modélisation consiste i représenter de fagon sim-
plifiée la réalité pour pouvoir en analyser précisément et rigoureusement un aspect. On
traduit en termes mathématiques les hypothéses que 1'on fait sur les questions écono-
miques ¢tudiées, puis on en tire logiquement et mathématiquement les conséquences,
qu’on retraduit ensuite en termes économiques. Dans ses Principes mathématigues de
la théorie des richesses (1838), Cournot est un précurseur de la modélisation mathé-
matique en économie. Celle-ci serade plus en plus développée a partir de la révolution
marginaliste (1870).

Remarquons que les variables économiques dépendent les unes des autres, ¢’est pour-
quoi il est particuliérement utile d= connaitre la théorie mathématique des fonctions
d’une ou plusieurs variables réelles. Les agents économiques ont un comportement
d’optimisation : la firme cherche 4 maximiser son profit, le consommateur veut maxi-
miser son bien-étre ou son utilité, etc. Ceci rend nécessaire 1'étude de 1'optimisa-
tion mathématique, ¢’est-i-dire la recherche des maxima et des minima des fonctions
d’une ou plusieurs variables.

Que trouve-t-on dans ce manuel 7 Le manuel commence par sept chapitres
consacrés & 1’analyse des fonctiors d une variable. Les rois chapitres suivants ex-
posent les bases de 1'algébre linéaire. Les deux derniers chapitres sont dévolus anx
fonctions de plusieurs variables (non linéaires).

Plus précisément, le premier chapitre donne les bases des fonctions d’une variable
réelle. Le deuxiéme est consacré i la dérivation. Le troisiéme donne une introduc-
tion aux suites numériques, utiles particulifrement quand on étudie 1'évolution dans
le temps d'une variable économique. Le quatriéme traite des limites et de la continuité
des fonctions d'une variable réelle. Bien que, dans les manuels, les limites sont géné-
ralement exposées en détail avant d’aborder la dérivation, nous avons préféré 1'ordre
inverse, pour des raisons pédagogiques. Nous avons seulement introduit la notion de
limite finie en un point au chapitre 2, ¢’est-a-dire juste ce qui est nécessaire pour com-
prendre la définition du nombre dérivé comme limite du taux d’accroissement. Cet
ordre est celui des programmes de mathématiques au lycée.

Le chapitre 5 présente en détail les fonctions puissances, logarithmes et exponen-
tielles, qui permettent de modéliser une croissance (ou décroissance) réguliére. Le
sixiéme chapitre donne I'essentiel de ce qu'il faut connaitre pour 1'étude locale d une
fonction au voisinage d'un point, et I'étude globale sur tout un intervalle, en particu-
lier pour la recherche des extrema. Le septi¢éme chapitre donne les rudiments de calcul
intégral.
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Les chapitres 8, 9 et 10 exposent 1'essentiel de 1'algébre linéaire. Aprés un exemple
introductif, on explique ce qu’est un espace vectoriel, une application linéaire, une ma-
trice, un déterminant. On apprend comment résoudre un systéme d’équations linéaires
et comment diagonaliser une matrice.

Le onziéme chapitre est une introduction aux fonctions de plusieurs variables. Enfin
lc dernicr chapitre cst consacre a 'optimisation des fonctions de plusicurs vanables,
si importante en économie.

Ce livre ne traite que des mathématiques nécessaires pour la licence d’économie-
gestion et le bachelor :

— nous avons écarté les thémes mathématiques utiles aux économistes et aux gestion-
naires, mais d’un niveau trop avancé, comme I'optimisation dynamique, le contréle
optimal, la programmation linéaire, etc. ;

— nous avons aussi omis les questions mathématiques qui sont abordées couramment
enlicence de sciences, mais qui sont moins immeédi atement utiles en économie et en
gestion : fonctions trigonométriques, nombres complexes, équations différentielles,
etc.;

— nous ne traitons pas non plus des probabilités et des statistiques car celles-ci font
I'objet d'un autre manuel dans la méme collection.

Quelles sont les spécificités de ce manuel 7Chaque chapitre commence par une
introduction qui explique de la fagon la plus simple possible I'intérét et I'idée générale
des notions vues dans le chapitre. Comme pour tous les ouvrages de la collection
« Openbook », chaque chapitre commence par une rubrique « Objectifs » et finit par
« Les points clés », pour clarifier toujours davantage le travail et les enjeux. La rubrique
« Les grands auteurs » présente un mathé maticier important.

La plupart des théorémes et propositions sont démontrés. Rappelons qu’en mathéma-
tique, proposition et thé oreme sont synonymes : dans les deux cas, il s"agit d’ assertions
que 1'on démontre rigoureusement. Les démonstrations les plus longues sont dispo-
nibles sur le site www.dunod.com.

On s’est efforcé de donner de nombreux exemplzs, et également de nombreuses ap-
plications économiques détaillées et concrétes, pour comprendre 1'utilité des notions
mathématiques étudides.

Plusieurs exercices figurent 4 la fin de chaque chapitre. Certains sont corrigés en fin
d’ouvrage; on trouvera la correction des autres sur le site www.dunod.com.

Remerciements. Je tiens a remercier chaleureusement pour leurs relectures et leurs
commentaires : Meglena Jeleva, Raphaél Giraud et Chiméne Fischler, ainsi que Mor-
gane Tanvé, Antoine Aubergeret Frangois Lassner. Merci également & Lionel Ragot et
aux éditions Dunod pour leur proposition de rédiger ce manuel. Bien entendu, je reste
seul responsable des erreurs et insuffisances de ce livre. Enfin, je remercie Elisabeth
pour ses illustrations.

A Gabriel.

Avant-propos
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Chapitre

des autres : le taux de chomage dépend du

taux de croissance de 1'économie (et de bien
d’autres facteurs), le profit des entreprises dépend du
niveau de la consommation, etc. C’est pourquoi les
économistes ont besoin de savoir analyser des varia-
bles quantitatives et la fagon dont elles dépendent
les unes des autres. Cela nécessite de connaitre
I'analyse mathématique des fonctions et de leurs
propriétés.

LES GRANDS
AUTEURS

L es variables économiques dépendent les unes

ne mMeprise presque rien. »

I'harmonie de I'univers.

Les fonctions les plus simples sont les fonctions
d’une seule variable réelle. Nous commencons leur
étude dans ce chapitre. Comme toutes les mathéma-
tiques modernes sont fondées sur la théorie des
ensembles, il est utile de débuter par un rappel sur
ce sujet. Enfin, nous abordons ici les raisonnements
par récurrence. Ils peuvent étre nécessaires quand
on veut montrer qu’'une propriété qui dépend d'un
entier n est vraie pour toute valeur de cet entier.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

GW. Leibniz était un esprit universel. Docteur en droit, il s'intéressa & toutes sortes
de disciplines : physique, legigue, philosophie, mathématiques. || disait en effet : « Je

En physique, il inventa le concept d'énergie cinétique, sous le nom de « force vive ».
En logigue, il voulait aéer une langue universelle qui serait entiérement logigue.
Son systéme philosophigue original cherchait & dépasser tout dualisme et a montrer

En mathématiques, il est le p-emier a avoir utilisé le terme de « fonction », et il est
co-inventeur avec Newton (= chapitre 2) du alcul infinitésimal, c'est-a-dire du alcul
mathématique utilisant les dérvées. m



Fonctions d'une
variable réelle:
les bases

Plan
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Objectif

-» Connaitre les bases élémentaires de la théorie des ensembles.
- Comprendre ce qu'est une fonction.

- Savoir utiliser les fonctions usuelles les plus simples.

~» Découvrir la notion de raisonnement par récurrence.
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Le symbole € signifie

« appartient», et le symbole ¢
signifie « n‘appartient pas ».

Kl Rappels sur les ensembles
EEN Introduction

Toute I'analyse mathématique moderne repose sur la théorie des ensembles. Nous
n’allons pas commencer par faire un cours général sur la théorie des ensembles, car
cela peut étre trés compligué ! Nous allons seulement introduire le minimum indis-
pensable.

Dans la vie courante, on a souvent besoin de regrouper des « objets » qui se res-
semblent. Par exemple les habits de taille S, ou bien les éléves d'un lycée qui
apprennent I'allemand, etc. Dans tous les cas on a une collection d’objets qui vont
« ensemble » parce qu'’ils ont quelgue chose en commun.

En mathématiques, on appelle une telle collection d’objets un en-
semble, et chacun des objets en question est désigné par le nom
d’élément. Par exemple, ’ensemble L des lettres de 1'alphabet com-
porte 26 éléments. Uensemble des voyelles comporte 6 éléments. Si
on désigne par V ce dernier ensemble, alors V = {a;e; i;0; u: ), et on note 2 € V pour
signifier que la lettre a appartient i 'ensemble des voyelles. Comme & est une lettre
mais n'est pas une voyelle, on note alors b € Lmais b € V.

On peut définir un ensemble simplement en donnant la liste de ses éléments. On dit
que |'ensemble est défini en extension. Par exemple E = {2;3; 4; 5; 6.

On peut aussi définir un ensemble en donnant une propriété qui caractérise ses €1é-
ments. On dit que I’ensemble est défini en compréhension. Par exemple on peut dire
que E est |'ensemble des entiers compris entre 2 et 6. En notation mathématique, on
écrit E = {x; xentieret 2 < x <6},

Un dit qu'un ensemble est fini 51l comporte un nombre fim d'éléments. Un appelle
cardinal de cet ensemble le nombre de ses éléments. Par exemple I'ensemble E que
nous venons de considérer est fini, de cardinal égal 4 5, et on note card(E) = 5.

On dit qu'un ensemble est infini s’il comporte un nombre infini d’éléments. Par
exemple I'ensemble M des entiers positifs ounuls est un ensemble infini.

11 est utile également de considérer un ensemble qui n’a aucun élément. On appelle
ensemble vide un tel ensemble, et on le note @.

E¥A Opérations sur les ensembles

Considérons deux ensembles A et B.

Définition 1.1

Quand tous les éléments de 1’ensemble A sont aussi éléments de 1’ ensemble B, on
dit que A est inclus dans B et on note A c B. On dit aussi que A est une partie
de B, ou que A est un sous-ensemble de B.



(& Dunod. Towte reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 1 Fonctions d'une variable réelle : les bases

Remarquons que I'écriture mathématique de la phrase « tous les éléments |, symbole V signifie « pour tout »
de A sont aussi éléments de B » est: et le symbole = signifie

¥x, xeEA=2xelR « implique ».

Exemple 1.1

Toutes les vovelles sont des lettres, donc V € L. L'ensemble des vovelles est une « partie »
de I'ensemble des lettres.

A partir de deux ensembles A et B, on peut former d’autres ensembles 4 I'aide des
opérations « union » et « intersection ». On les définit de la fagon suivante,
Définition 1.2

AU B est I'ensemble des éléments qui sont dars A ou dans B (ou dans les deux).
Onlit « Aunion B ».

AN B est I'ensemble des éléments qui sont & la fois dans A et dans B.

On lit « A inter B ».

11 est pratique de représenter graphiquement les ensembles i 1'aide de diagrammes de
forme ovale. On appelle ces représentations des diagrammes de Venn.

A
k‘ @B

AMB AUR

©) Lintersection An B ) Lunien AUB

A Figure 1.1 Diagrammes de Venn

Exemple 1.2
Notons D1’ ensemble formé des 5 premiéres lettres de 1" alphabet, c.-3-d. D = {a; b; c; d; e}
Alors si V oest 'ensemble des voyelles, ona:

VNnD={a;el et VUD=|la;bicid;e isouyl

L'union est la fagon ensembliste de dire « ou », I'intersection est la fagon ensembliste
de dire « et ». Il est aussi utile de savoir dire « non » dans le langage de la théorie des
ensembles. C'est 1’objet de la définition suivante.

Définition 1.3

Si A et B sont deux ensembles, alors A | B désigne 1'ensemble des éléments qui
sont dans A mais pas dans B.
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Exemple 1.3
SiA=1{3;4,567ctB={67,89%10}aors A\ B= {3;4 5}

Définition 1.4

Si on est dans un ensemble E fixé, et qu’ on considére uniquement des parties
de E, alors le complémentaire de A dans E est I'ensemble de tous les éléments
de E qui ne sont pas dans A. On note A° cette partie de E.

Pour tout partie A de E, on adonc A = E\A =[x € E; x ¢ A}.

Exemple 1.4

Dans I'ensemble des lettres, il est clair que V° = C, od C est 'ensemble des consonnes.
Autrement dit, le complémentaire de I ensemble des voyelles est 'ensemble des consonnes.

Définition 1.5

Si E et F sont deux ensembles, on appelle produit cartésien de E et F, noté
E x F, 'ensemble de tous les couples (x;y)olix € Eetye F.S1E = F,le
produit cartésien E x E est noté B2

On peut aussi considérer le produit cartésien de n ensembles E, ..., E,. C'est
1’ensemble noté E; X ... X E,, de tous les n-uplets (x;:...; %), ol x; € E; pour
tout i. Si tous les E; sont égaux, ke produit cartésien E; X ... X E, est noté E".

Un couple (x; i) est un ensemble ordonné de deux éléments. Un n-uplet (x,X5,... % )
est un ensemble ordonné de n éléments.

Exemple 1.5
1. SiE ={a;b;clet F = (2,3}, alors E X F = {(a; 2),(a; 3),(b; 2),(b; 3),(c; 2),(c: 3)}.
2. SiE = {jikhalors EZ = {{j; D k)iks f)i0k: B))

Remarquons que dans un couple, 'ordre compte. Ainsi (f; k) # (k; j). De méme, dans
un n-uplet (xi; ...; x,), I'ordre compte.

KR Les ensembles de nombres

En mathématiques, on s'intéresse beaucoup aux nombres, donc aussi aux ensembles
de nombres. Ce que nous venons de voir sur les ensembles s"applique bien sir aux
ensembles de nombres. Rappelons quels sont les principaux ensembles de nombres
qu'il est utile de connaitre.

Les nombres entiers et rationnels

= L'ensemble des nombres entiers positifs ou nuls est noté M. On I'appelle aussi en-
semble des entiers naturels. Ona B = {0;1; 2; 3;...).

= L'ensemble des nombres entiers positifs, négatifs ou nuls est noté Z. On 'appelle
aussi ensemble des entiers relatifs. On aZ = {...;-3;-2; -1;0: 1;2;3; ...}
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Chapitre 1 Fonctions d'une variable réelle : les bases

» L'ensemble des nombres rationnels est noté . C’est I'ensemble des nombres qui
s"écrivent comme un entier divisé par un antre entier.

onaQ={§;oﬁp ethqu,avecq#(]}.

On ajoutc cn indice le signe + quand on veut sc restreindre aux nombres pesitifs, ot
le signe — quand on veut se restreindre aux nombres négatifs. On met en exposant le
signe * pour préciser que I'on enléve le nombre (.

Exemple 1.6
Q' =lxeQxz0}
L=xeQx=>0

E ={xeZ;x=0}

L'ensemble B des nombres réels

11 est souvent pratique de représenter les nombres sur une droite. Les nombres entiers
peuvent étre ainsi représentés comme des graduations sur cette droite.

o -+
R ==
=
S
0

4 Figure 1.2 Les nombres sur la droite

On voit clairement qu’avec les nombres entiers, il ¥ a des « trous » sur la droite. Au-
trement dit, il ¥ a beaucoup plus de points sur la droite que de nombres entiers. Les
points strictement comprs entre 1 et 2 par exemple, ne correspondent 4 aucun enter.

Sion représente les nombres rationnels sur cette méme droite, alors on a I'impression
de « boucher les trous » entre les points représentant les entiers. En effet, il y a une
infinité de rationnels compris par exemple entre 1 et 2. Bouche-t-on complétement
tous les trous en procédant ainsi 7 Autrement dit, toute longueur représentable sur
la droite correspond-elle & un nombre rationnel? On sait depuis 1" Antiquité que la
réponse est négative. Les anciens Grecs en effet savaient que si on considére un carré
decoHté 1,lalongueur de ladiagonale (que nous notons de nos jours V2) ne correspond
& aucun rationnel.

Il o' existe pas d'entiers p et g tels que P e longueur du coté de la diagonale = V2.

Cette découverte avait beaucoup perturbé les mathématiciens grecs. Bien que les ra-
tionnels solent trés nombreux, quand on les représente sur une droite, il y a encore des
trous ! Pour combler ces trous, ¢’est-i-dire pour que chague point corresponde i un
nombre, nous allons utiliser la notation décimale des nombres. Un entier s”écrit bien
siir sans chiffre aprés la virgule. Un rationnel non entier peut s’écrire avec un nombre
fini ou infini de chiffres aprés la virgule.

18 4 72
Par exemple : = =36 ; 3 =3 I i, E m =6,545454...
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Si un rationnel s’écrit avec un nombre infini de chiffres aprés la virgule, alors son
développement décimal’ est toujours périodique. Pour combler les trous sur la ligne,
il suffit d"accepter les développements décimanx infinis non périodiques. On appelle
F I'ensemble des nombres qui ont une écriture décimale avec un nombre fini ou infini
de chiffres aprés la virgule, que ce développement décimal soit périodique ou pas. Un
tel nombre sera appelé nombre réel, et B est I'ensemble des nombres réels. Il est clair
que W c Z c Q c R. Comme pour Z et }, on a les notations :

By={xek x=z20}
R.={xeR;, x=<0}
R'={xeR; x=0}

L'ensemble C des nombres complexes

Nous avons vu que dans 1'ensemble ( des nombres rationnels, il n'y a pas de solution
i 1'équation 22 =2 (la diagonale du carré de coté 1 n’est pas rationnelle). La construc-
tion de | permet d’avoir des solutions & 1'équation P =2(etaussiax’ =3 etc.). Il
serait utile aussi d’avoir des solutions i I'équation x* = =1, Mais dans R il n'yena
pas, car le carré d'un nombre réel est toujours positit.

L'ensemble C des nombres complexes permet de résoudre ce type d'équations (et bien
d’antres...). Cet ensemble est par construction plus grand que R, c’est-a-dire E < C.
Nous avons vu que & peut étre représenté comme une droite (sans trous...). C peut étre
représenté comme un plan. Nous n’en dirons pas plus sur ce sujet, car dans ce livre
nous travaillerons seulement sur 1’ensemble K

Les intervalles de B

Les intervalles sont des parties de R qui méritent une étude particuliére.
Définition 1.6

Si I est une partie de K, on ditque [ est un intervalle si pour tout x, y € I,
1"ensemble I contient tous les nombres réels compris entre x et y.

On distingue les intervalles fermés (qui contiennent leurs extrémités), les inter-
valles ouverts (qui ne contiennent aucune de leurs extrémités) et les intervalles
semi-ouverts.

Dans [, on a des notations spécifiques pour les intervalles. Si @ et b sont deux nombres
réels donnés, avec a < b, alors on note :

[a;b] = {x € B; a = x < b} quiest 'intervalle fermé d’extrémités a et b.

la;b[=(x € R; @ < x < b} quiest I'intervalle ouvert d’extrémités a et b.
On a aussi les intervalles semi- ouverts :

[a:b[=(xeR;a<x<bh)

lazbl=lxeR;a<x< b}

1 Le «développement décimal » signifie la suite des chiffres aprés la virgule, Il est périodique s'il est
composé d'une méme suite de chiffres répéée indéfiniment.
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Enfin, il y a les intervalles non bornés : oo est le symbole mathématique
[a;+o0] = {x € R; @ < x} qui est fermé désignant I'infini.
Ja;+co[ = |x € R; a < x} qui est ouvert
]1=oc0;a] = {x € E; x < a} qui est fermé

| — oo al= |x € K; x < a} quiest ouvert

L'ensemble vide est un intervalle, on peut par exemple 1'écrire @ =]1; 1[.
R est lui-méme un intervalle. On peut 1’écrire B =] — co; +oof.
On peut remarquer facilement qu’une intersection d'intervalles est un intervalle. En
revanche, une union d’intervalles n’est pas forcément un intervalle.
Exemple 1.7
Intersections d'intervalles :

[2;51n13: 6] =]13;5]

1-1:461N [2; +eo[= [2:6]

[2Z:4ln [T 10] =2
Unions dintervalles :

[2; 15]U15;32[= [2; 32[ est un intervalle.

[2; 51U ]15;32[ n’est pas un intervalle.

Définition 1.7
L’intérieur d’un intervalle [ est par définition cet intervalle auquel on a enlevé les

extrémités. On le notera int( ).
On dit que xp est un point intérieur & [ 5’1l est dément de int( 7).

Exemple 1.8

Si { = [3; 5], son intérieur est int(T) =]3; 5[

Si{ = [4; B[, son intérieur est int(7) =]4; 8]

Si { = [2; +oof, son intérieur est mt(f) =]2; +oo[

Définition 1.8

Si xp € E, on dit qu'une propriété P(x) est viaie au voisinage de x, si elle est
vraie pour tout x suffisamment proche de x;, antrement dit s'il existe un nombre
r > 0 (méme petit), tel que P(x) est vraie pour tout x € |x, — r3 % +rf.

Cette notion de propriété vrale « au voisinage de» est utile quand on parle de conti-
nuité ou de dérivabilité des fonctions (» chapitres2 et 4).

Exemple 1.9

On peut dire que la propriété « x(2 — x) = 0 » est vraie au voisinage de xg = 1, car pour tout
x €]0;2[, on a (2 — x) = 0. Par contre cette propriété est fausse au voisinage de 2, car pour
tout x> 2, on a x(2 —x) < 0 (méme pour x trés proche de 2).
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Majorants, minorants

Quand on considére un ensemble de nombre réels, méme défini de fagon un peu abs-
traite, il est utile de savoir si ses éléments sont bornés, ¢’est-d-dire encadrés par deux
nombres donnés, ou bien s'ils peuvent &tre aussi grands que 'on veut. C'est I'objet
des définitions suivantes. Considérons une partie non vide A de B.

Définition 1.9
m On dit que A est minorée s’il existe & € R tel que k < x pour tout x € A. On dit
alors que & est un minorant de A.

m On dit que A est majorée s'il existe K € R tel que K = x pour tout x € A. On
dit alors que K est un majorant de A.

= On dit que A est bornée si elle est majorée et minorée.

Exemple 1.10

— Soit A; = [1;4co[. Alors A; est minorée mais n'est pas majorée. Tous les nombres réels
inférieurs ou égaux i 1 sont des minorants de A;.

— Soit Az = [-3;7[. Alors A; est minorée et majorée, donc bornée.

— SaitAs = M. Alors A; est minorée par 0 mais pas majorée.

Définition 1,10

= On dit que A admet un plus petit élément s’il existe un élément m de A qui
minore tous les autres. On note m = min(A).

® On dit que A admet un plus grand élément s’il existe un élément M de A qui
majore tous les autres. On note M = max(A).

Exemple 1.11

Soit A = [3;5[. Il est clair que A admet un plus petit élément qui est m = 3. Par contre, A
o’ admet pas de plus grand élément. (Le nombre 5 majore A mais il n’appartient pas 4 A.)

Proposition 1.1

— 5i A est une partie non vide majorée de I, alors I'ensemble de ses majorants
admet toujours un plus petit élément. On le note sup(A), et on "appelle borne
supérieure de A.

— Si A est une partie non vide minorée de R, alors 1'ensemble de ses minorants
admet toujours un plus grand élément. On le note inf(A), et on 'appelle borne
inférieure de A.

11 s’agit d'une propriété importante de 1’ ensemble R, que nous ne démontrerons pas.
Notons que ceci n’est pas vrai dars Q. Par exemple, soit B = [v € Q; ¥ < 2}. Cet
ensemble est majoré dans J, mais r’admet pas de borne supérieure dans (J. Par contre,
il admet une borne supérieure dans IR, il s’agit de V2.
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Exemple 1.12
Soit A =2;4eco[. Ici A n'est pas majorée, done n’s pas de borne supérieure. En revanche,
elle est minorée ; sa borne inférieure est 2. Néanmoins elle n'a pas de plus petit éément.

3 Fonctions

EXHE Qu'est-ce qu'une fonction ?

Dans la vie courante, on dit qu'une chose est « fonction » d'une autre, si la premiére
chose dépend de la seconde. Par exemple, les vétements qu'une personne porte sont
fonction du temps qu'il fait. §'il pleut, elle porte un imperméable, sl fait froid, elle
porte un mantean, etc. En géométrie, la surface d'un carré est fonction du cdté du
carré : si le coté mesure 10 cm, alors la surface est 100 cn?, si le c6té mesure 20 cm,
1a surface est 400 cm?, etc. En économie, on peutdire que le chimage est fonction de
la croissance. Ces exemples vont nous aider & comprendre la définition mathé matique
d'une fonction.

Etant donnés deux ensembles A et B, on a la définition suivante.

Définition 1,11

Une fonction f de A dans B est une régle qui, i chaque élément de A, associe au
plus un élément de B.

Pourtout x € A, on note f(x) I'élément de B (s'1l existe) qui lu est associé par la
fonction f. On appelle A 'ensemble de départ, et B I'ensemble d’arrivée.

Notation
On peut résumer ce qui précéde i 1’ aide de la notation symbolique suivante :
f:A—=B
x = flx)

Si on représente graphiquement les ensembles A et B par des diagrammes de Venn,
il est d’'usage de représenter la fonction f par des flzches qui vont des éléments de A
vers les éléments de B (» figure 1.3).

A B

A Figure 1.3 Une fonction de A dans 8
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Exemple 1.13
On note ke bénéfice d’une petite entreprise lors de quatre années consécutives dans le tableau
suivant.

Année 2010 2011 2012 2013

RO ISR 172735 18201 16475 16953

On peut dire que le bénéfice est fonction de Iannée. Ecrivons-le mathématique-
ment, avec les notations précédentes. Iei A est Pensemble des années, c’est-b-dire
A = {2010; 2011; 2012; 2013 }. De plus, Best 'ensemble des bénéfices possibles ; disons pour
simplifier : B = K. Notre fonction f associe i & chaque année le bénéfice effectivemnent réa-
lisé. On a donc :

F(2010) = 17235

f(2011) = 18201

f(2012) = 16475

f(2013) = 16953

Exemple 1.14

A chaque nombre entier positif ou nul, on associe le double de ce nombre. La fonction f est
alors définie de W dans H. On ne peut pas comme dans 'exemple précédent énumérer chaque
élément de I'ensemble de départ, puisque celui-ci est infini. On écrit alors plutdt :

pourtout x €M, fix)=2x

Quand f est une fonction de A dans B, écrire y = f(x) signifie donc que 'ona: xe Ay e B,
et i est associé 4 x par la fonetion f. On dit alors que y est 'image de x par f, et que xest

I'antécédent de i par f.

Dans notre exemple 1.13, le nombre 17235 est I'image de 2010 par f, et 2010 est
I'antécédent de 17 235 par f.

Dans notre exemple 1.14, le nombre 16 est I'image de 8 par f, et 8 est 1"antécédent
de 16 par f.

Remarquons que dans notre définition de la notion de fonction, nous avons dit que
f associe au plus un élément de B i chaque élément de A. Tout élément x de A a
done zéro ou une image par la fonction f. Quand on étudie la fonction f, les éléments
de A qui nous intéressent sont ceux qui ont une image. C'est pourquoi on introduit les
définitions suivantes.

Définition 1.12

Si f est une fonction de A dans B, on appelle domaine de définition de f 'en-
semble des éléments de A qui ont une image par f. On le note Dy,

L’'image de f est 'ensemble des éléments de B qui sont I'image d'au moins un
élément de A. On la note Im(f) ou f(A).
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A Figure 1.4 Domaine de définition

Surla figure 1.4, le domaine de définition de la fonction fest Dy = {a; b;c; e}, I'image
est Im(f) ={1;3;4}.

E®A Fonction composée

1l est souvent utile d’appliquer successivement plusieurs fonctions, ce qu'en mathé-
matique on appelle une fonction composée. Considérons trois ensembles A, B et C, et
deux fonctions f et g, telles que f est définie de A dans B et g est définie de B dans C.

Définition 1,13
La fonction composée de f et g est la fonction h, définie de A dans C, telle que
pour x € A, onah(x) = g(f(x)). Onlanote g o f.

8iy est I'tmage de x par f, et si z est I'image de y par g, alors z est 'image de x par
h = gof

A B c

A Figure 1.5 Fonction composée

X1 Bijection
Si f est une fonction de A dans B, et si tout élément de A a une image par f dans B
{(autrement dit si Dy = A), alors on dit que f est une application de A dans B.

1"
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Si f est une application, tout élément de A a une et une seule image dans B. Si, de
plus, tout élément de B a un et un seul antécédent par f, alors on dit que f est une
bijection.

Définition 1.14

On dit que f est une bijection de A dans B si tout élément de A a une et une seule
image par f dans B et que tout élément de B a un et un seul antécédent par f

dans A.
= —
—oe g
e ]
g
AR s :
A B A B A B
Application €) Application () Application €

Une seule de ces 3 applications est une bijection.

€) f n'est pas une bijection car un élément de B n'a pas d'antécédent.
(3 lci f st une bijection.

(03 £ n'est pas une bijection car un &ément de B a deux antécédents.

A Figure 1.6 Applications, bijections

12

Proposition 1.2

Si A et B sont des ensembles finis, et s’il existe une bijection f entre A et B, alors
A et B ont le méme nombre d’éléments, ¢'est-a-dire card(A) = card(B).

Démonstration
On le démontre par I'absurde.
~ 8i card(A) > card(B), il est clair qu’au moins deux éléments de A ont Ia méme image

dans B par la bijection f.
= Sicard(A) < card(B), alors au moins deux éments de B ont le méme antéofdent par f
dans 4. |

XA Application réciproque

Quand on a une bijection f de A dans B, on peut considérer 1'application ¢ de B
dans A qui fait exactement le chemin en sens inverse (fléches inversées sur la figure),
c’est-a-dire : si yest 'image de x par f, alors x est I'image de y par g.
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Définition 1.15

Si f est une bijection de A dans B, |'application réciproque de f est la fonction g
de B dans A définie par :

Pourtouty € B, si x € A esttel que f(x) =y, alors g(y) = x.

L'application réciproque de f estnotée f~'.

Puisque I'application réciproque consiste i faire le chemin en sens inverse, quand on
compose une application et sa réciproque, on doit revenir au point de départ. C’est ce
qu'exprime la proposition suivante.

Proposition 1.3

Siflestl application réciproque de f, alors :

pourtout x €A, (f'o f)(x) =x, etpourtoutye B, (fof Hy) =y

Démonstration

Soit g = ' I'application réciprogue.

Soitx € Aety = fx). On agly) = xdone g{f(x) = x.

On montre de méme la deuxiéme Egalité, |

La définition de la notion d'application réciproque nous méne de fagon évidente i la
proposition suivante.

Proposition 1.4

Si g est 'application réciproque de f, alors f est 1" application réciproque de g.

A Figure 1.7 Application réciproque

[EJ Fonctions de R dans R
EXE Introduction

Un type de fonctions est particulierement utile : celles qui sont définies sur des en-
sembles de nombres. On s’intéresse ici pour le moment aux fonctions f de R dans R.
Une fonction f de K dans R est une régle qui associe 4 chaque nombre élément de K
{ou d'une partie de B} un autre nombre réel.

13
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14

En notant Dy le domaine de définition de f, a tout x € D¢ on associe le nombre f(x).

Exemple 1.15
— Soit f de R dans R définie par f(r) = . 1ci D, = .

_ i S " s
— Soit f de B dans B définie par f(x) = —. Iei Dy = B* car on n'a pas le droit de diviser par
x
zéro.

E®A Représentation graphique d'une fonction

On sait que I'ensemble E des nombres réels peut étre représenté par une droite. Une
fonction f de E dans & peut étre représentée graphiquement par une courbe dans le
plan.

L'axe des abscisses (droite horizontale) représente . comme ensemble de départ de
la fonction, et I'axe des ordonnées (droite verticale) représente . comme ensemble
d’arrivée.

On trace dans le plan la courbe représentant tous les points (x,y), avec x e Rety € R,
tels que ¥ = f(x). On note Cy cette courbe, dite courbe représentative de la fonc-
tion f, ou graphe de f.

Un coup d’oeil i la courbe permet souvent de comprendre quelles sont les propiétés
de la fonction f.

Si f et g sont des fonctions réciprogues I'une de 1'autre, alors le graphe de g et celui
de f sont symétriques par rapport i la premiére bissectrice, c¢’est-A-dire par rapport i
la droite d’équation y = x.

Par exemple, si f et g sont définies par f(x) = 3x et g(x) = %x, alors f et g sont

réciproques I'une de 1’autre. Leurs graphes sont des droites passant par O = (0; 0) et
symétriques par rapport i la bissectrice.

¥ fix) ry=x

gix)

A Figure 1.8 Fonctions fx) =3x et g{x) = ;x

[EEJ Sens de variation

Quand on étudie une fonction [ de R dans R, il est bien siir fort utile de savoir com-
ment varie y = f(x) quand x varie. Dol les définitions suivantes.
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Définition 1.16
Soit [ un intervalle de R et f une fonction de R.dans R telle que J € Dy.
m Onditque f est croissantesur [ si:¥x; e LN el xp < x3 = f(x) = f(x2)
= On dit que f est strictement croissante sur [ si :
¥xiel, ¥Ymel, x<x=flx)<flx)
m On dit que f est décroissante sur [ si:
¥Yxiel, ¥Ymel, x<m=f )z flx)
= On dit que f est strictement décroissante sur [ si :
Vx;el, ¥Yxmel, x<y= flx)> flx)

m On dit que f est monotone sur [ si elle est croissante sur [, ou si elle est dé-
croissante sur [.

= On dit que f est strictement monotone sur [ si elle est striciement croissante
sur I, ou si elle est strictement décroissante sur [.

Graphiquement, la croissance se traduit par une courbe qui monte, et la décroissance
par une courbe qui descend.

Exemple 1.16

Soit f de B dans B. définie par f(x) = 2x + 3. Lafonction f est striclement croissante sur B

Soit g de R dans R définie par g(x) = —3x + 5. La fonction g est strictement décroissante
sur K.

Les fonctions f et g sont toutes deux strictement monotones sur B,

Siune fonction n’est pas monotone sur un intervalle 7, elle peut 1étre sur un intervalle
plus petit.
Par exemple soit i définie de B dans B par i(x) = x*.

La fonction /1 n'est pas monotone sur R, car elle n’est pas croissante sur tout E, ni
décroissante sur tout R. Par contre, elle est monatone sur B, (car croissante sur By ),
et monotone sur B_ (car décroissante sur E_).

EXA Parité

Pour de nombreuses fonctions usuelles, quand on connait f(x) pour x = 0, on peuten
déduire les valeurs pour x < 0. C'est le cas en particulier des fonctions paires et des
fonctions impaires.

Définition 1.17

m Une fonction [ définie de K dans R est dite pairesi: Yx € B, f(-x) = f(x).

m Une fonction f définie de R dans R est dite impaire si: Yx € R, f(—x) = = f(x).

De ces définitions on peut déduire immédiatement des conséquences graphiques im-
portantes.

15
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Proposition 1.5

— Une fonction f est paire si et seulement si son graphe Cy est symétrique par
rapport 4 1'axe des ordonnées Oy.

— Une fonction f estimpaire si et seulement si son graphe Cy est symétrique par
rapport i 1'origine (0;0).

Démonstration

— Soit M{x; f(x)) un point du graphe de f et N{—x; f(x)) son symétrique par rapport & Iaxe
des ordonnées. I1 est clair que N sppartient au graphe C; si et seulement si f(—x) = f(x).

— Sait M(x; f{x)) et P(—x —f(x)) son symétrique par rapport & Uorigine (0; 0). I est clair
que P appartient au graphe C i et seulement si f{—x) = —f(x). |

Exemple 1.17

1. Lafonction f de B dans B définie par f(x) = x° est paire.

En effet, f(—x) = (—=x) = 2% = f(x).
2. La fonction f de B dans B définie par f{x) = x° est impaire.

En effet, fi—x) = (—x) = —x° =—f(x).
3. Plus généralement, supposons que f est un mondme (» section 6 de ce chapitre), défini
par fix) = x" ot n € M. Alors f est paire si n est pair, et f est impaire si n est impair.
Définition 1.18
La fonction « valeur absolue » d'un nombre réel x, notée |x], est définie par :

Jd=x si xz0 et Rl==-x a1 x=<0

A Figure 1.9 Fonction valeur absolue

Proposition 1.6
La fonction « valeur absolue » est paire. De plus, elle vérifie « 'inégalité trian-
gulaire » : pour tout x, iy € E, ona |x + y| < |2 + ylet |x —y| < |x| + |yl

Démonstration

Posons f(x) = |x]. On a par définition f(x) = xsix=0et fix) =—xsix =<0
Caleulons f(-x).

- Sixz0,0ona f(—x)= ~—x)car —x £ 0, donc f{—x) =x= f(x).

- Six <0, ona f(—x) = (—x)car —x = 0, donc f(—x) = —x= f(x).
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On a bien f(—x) = f(x) pour tout x € B, donc f est paire.

Démontrons maintenant 1'inégalité triangulaire.

b+ ol <l + ly] équivaut &: (Ix + gl < (] + |u)®

cest-drdire équivaut i (x + ) = 2 +1y7 +2 x| x|yl

ce qui revient i : (2 + 2xy+ 1Y) < X+ + 23 | x Jy|

Cette dernidre inégalité est vraie car xy < |xf ® |y, ce qui achéve de démontrer que
e+ oyl < Jxl + lyl

On démontre de la méme fagon que |x — yl < |x + |y, ul

I3 Raisonnement par récurrence
EXE Le principe

Supposons que 1’on veuille montrer qu'une propriété $(n) est vraie pour tout entier n,
ol n € M. Si I'on sait d" une part que cette propriété est vraie pour n = 1, et sil’on
parvient d’autre part & montrer que, lorsqu’elle est vraie pour un entier » quel gu'il
soit, elle est vraie nécessairement pour I'entier suivant » + 1, alors on peut dire qu’elle
est vraie pour tout entiern = 1.

En effet, on sait que P( 1) est vraie par hypoth&se. On sait aussi que P(n) vraie implique
P(n + 1) vraie. On peut alors écrire :

P(1) est vraie, donc P(2) est vraie. P(2) est vraie, donc P(3) est vraie. Ainsi de suite...
Finalement, on a donc bien #(n) vraie pour tout r = 1.

On dit qu’on a fait un raisonnement par récurrence.

On fait souvent des raisonnements par récurrence lorsque I'on fait la somme de n
termes. La notation suivante est trés pratique pour de telles sommes.

Notatien

n
81x1, X3, ..., Xy sont des nombres réels, la somme x; +x3 + ... + X, est notée Z g
k=1

De méme, le produit x; X x5 X ... X X, est noté l_l X
k=1

n
Le symbole Z signifie que |'on somme tous les x;, quand k varie entre | et n.
k=1

Le symbole l_[ signifie” que 1’on fait le produit de tous les x;, quand k varie entre 1

k=1
etn.

2 ‘} est L lettre precque signur (en majuscule) qui correspond au 5. Il symbolise la somme en mathé-

matiques.
[ ] est la lettre precque pi (en majuscule) qui correspond an P. Il symbolise le produit en mathématiques.

17
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n
Par exemple, la somme des n premiers entiers estnotée 1+ 2+ ... +n = Z k.
k=1

n
La somme des carrés des n premiers entiers est notée 12 + 2% + ...+ n? = Z 2.
k=1

n
Le produit des n premiers entiersest 1 x 2 X ... xn = l_[.k.
k=1
Liée & ce produit, on a la définition suivante.

Définition 1.19

La factorielle de 'entier strictement positif n est le produit des n premiers entiers
strictements positifs. On la note n! (et on lit « factorielle n »). On a donc :
L
nl= 1x2x...xn:”k
k=1

Par exemple,ona3! =3x2x 1 =6et5 =5x4x3x2x1=120.
On pose par convention 0! = 1.

E¥A Exemples de raisonnements
par récurrence

La somme des n premiers entiers positifs

On veut montrer que la somme des n premiers nombres entiers strictement positifs est
. n(n+]) = n(n+ 1)
€gale & — cest-i-direque | +2 + ... +n =

. On appelle P(n) cette
nin+ 1) e

propriété. Elle est clairement vrale poursn = 1, carpourn =l ona

Supposons cette propriété vraie pour un entier n. Est-elle alors vraie pourn + 17
+1
Par hypothése P(n) vraie signifieque | + 2+ ...+ n= %

nin+ 1)

Onaalors1+2+...+n+{n+1}=-—2—+{n+1}={n+1)(;-’+1):(n+1j{"+2}

2

et la propriété est donc vraie an rang n + 1.
On a donc montré par récurrence que pour tout entiern > 1,ona:

1+2+___+R:M

4.2.2 | Les fonctions de colits sous-additives

On note C(x) le coiit de production d’une quantité ¥ d"un certain bien par une firme.
La fonction C, définie de B, dans R, est appelée fonction de coiit. Supposons qu'il
soit toujours moins cofiteux de praduire une quantité totale de bien avec une seule
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firme qu'avec dewx. Dans ce cas, on a C(x; +x2) < C(x1) + C(x2) pour tout x1, xz = 0.
On dit que la fonction de coiit est sous-additive.
Montrons par récurrence que :

¥nz2 Clx+..+x)=Clx)+...+C(x,) pourtout x, x2, euo, X =0
Antrement dit, montrons que quel que soit le nomhre n de firmes, il est moins cofitemc
de produire avec une seule firme qu’avec n firmes.
C’est vral pour n = 2 puisque la fonction C est supposée sous-additive. Supposons
que la propriété est vraie pour n firmes, et montrons qu’elle est vraie pour n + 1 firmes.
Pour tout xy, ..., X, Xy = 0, 0na:

ClX] + wee + X + Xna1) = CL{X1 + oo + Xn) + Xna1) € C(X) + e + X)) + C(Xpa1)
d’aprés la sous-additivité et
Clxy * ... + 2x) < Clxy) = ... + Clxy)
d’aprés I"hypothése de récurrence au rang n.

Donc :
Clxp e o+ X+ Xpg1) = Cln) + e+ Clxp) + ClXp1)
Ce qui signifie que la propriété est vraie pour n + 1 firmes.
La propriété est vraie pour 2 firmes, et on a montré que si elle est vraie pour n firmes,

alors elle sera vraie aussi pour n + 1 firmes, donc on peut dire qu’elle est vraie pour
n'importe quel nombre n de firmes, avecn = 2.

On a donc démontré que si la fonction de cofit est sous-additive, il est moins cofiteux
de produire avec une seule firme qu’avec a firmes (quel que soit n).

Nous utiliserons aussi un raisonnement par récurrence pour démontrer la formule du
bindme de Newton (» proposition 1.14).

[EH Fonctions linéaires,
fonctions affines

XN Fonctions linéaires

Des fonctions de B dans E particuliérement simples et utiles sont celles qui consistent
4 multiplier tout nombre réel par une constante fixée. Elles correspondent 4 une rela-
tion de proportionnalité.

Définition 1.20

On dit que f est une fonction linéaire de R dans R s’il existe une constante a,
aveca € R, telle que : Yx € R, f(x) =ax

Proposition 1.7

Une telle fonction a pour représentation graphique une droite passant par le
point (0;0).

19
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Exemple 1.18
f de B dans B définie par f(x) = 3x.

IEFA Fonctions affines

Sion ajoute une constante i une fonction linéaire, on obtient une famille de fonctions
particulitrement utiles, les fonctions affines.

Définition 1.21

On dit que f est une fonction affine de R dans R s'il existe des constantes a et b,
avecaeR, bR, tellesque: VxR, f(x) =ax+b

Les fonctions linéaires sont donc des fonctions affines particulieres (elles sont telles
que b = 0).
Proposition 1.8

Une fonction affine f a pour représentation graphique une droite. Si f(x) = ax+b
pour tout x € &, on dit que a est la pente de la droite, ou encore son coefficient
directeur, et que b est I'ordonnée i I’origine.

La fonction f est strictement croissante sur B si @ > 0, elle est strictement dé-
croissante sia < (0, et elle est constante sia = (0.

Exemple 1.19
1
La fonction f de R dans R définie par f{x) = 5x+ 2 est une fonction affine.

fix) = ;1—!;&2

A Figure 1.10 Une fonction affine

_Le modeéle keynésien simple

Dans le modéle keynésien simple de base, la consommation C est une fonction croissante affine du revenu ¥,
domnée par : C = c¥ + Cy. La pente ici est c. Pour respecter 1a lai psychologique fondamentale de Keynes (selon
laquelle la consommation augmente moins vite que le revenn), on considére généralement que 0 < c < L.
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I3 Fonctions usuelles

Nous avons étudié les fonctions linéaires et affines et vu que leurs représentations
graphiques sont des droites. Nous allons maintenant étudier d’autres fonctions de R
dans E trés utilisées : les mondmes, la fonction racine carrée, les polyndmes et les
fonctions rationnelles.

I3l Monomes

Pour x € R et k € N*, on note x* le nombre x multiplié & fois par lui-méme. Ainsi on
a:x =x:’(;':,etx3 = XX XXX, etc Parcon\remion,onposex” = 1. On ales régles
de calcul suivantes :

— pourtout x € R, pour tout k, k' € N, on a x* x 2 = x*¥

— pour tout x, y € R, pour tout k € H, onax* Xf ={Jr_:,f)‘t

— pourtout x € R, pour tout k, n € M, on a (x*)" = 25"
Définition 1.22

On dit que 1a fonction f est un mondme si f est définie par f(x) = ax* pour tout
x € R, o aetksont fixés,a € B, k € N. 8i a # 0, on dit que k est le degré du
monime.

Exemple 1.20
~ La fonction f définie pour tout x € B par f(x) = 3x° est un monéme de degré 2,

- La fonction lindaire f définie pour tout x € E par f(x) = cx est un mondme de degré 1 si
¥l

— La fonction constante définie pour tout x € B par f(x) = 5 est un mondme de degré ().

I##*3 La fonction racine carrée

La fonction f définie pour tout x > 0 par f{x) = +° est une bijection’ de R, dans .
Son application réciproque est notée f~'(x) = 4/x, qu'on appelle fonction racine
carrée.

Définition 1.23

Pour x > 0, le nombre +/x est 1'unique réel positif dont le carré est égal a x,
¢ est-A-dire : {-\.I':E}2 =

Le graphe de la fonction racine carrée est le symétrique de celui de f(x) = x par
rapport i 1a bissectrice, puisque ces fonctions sont réciproques 'une de I’ autre.

3 (Ce point est démoniré au chapitre 5.
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A Figure 1.11 Fonction carré et fonction racine carrée

Proposition 1.9
Si @ > 0, I'équation P=a posséde deux solutions dans ., qui sont x = Vo et

i=—va

Démonstration

(vay = a par définition, et (—ya® = (ya)? = @, donc & et — v sont bien solutions
de I'équation x° = o. 10’y a pas d’autre solution positive que Vi car Ia fonction f défi-
nie par f(x) = #* est une bijection de R, dans R.. $'il v avait une autre solution négative
x=—f #—va, avec f > 0, alors f serait une autre solution positive i I'équation. Clest im-
possible puisque I'on vient de voir qu'iln’y a pas d’autre solution positive. Done Vo et — v
sont les seules solutions de I'équation ¥* = o. @

I3EA Polynomes
Définition et propriétés

Sion additionne plusieurs mondmes, on obtient un polynime.
Définition 1.24

On dit que la fonction f est un polynéme (ou une fonction polyndmiale) si f est
1a somme d’un nombre fini de mondmes, c’est-i-dire si f(x) = a,x" + @, 13"
+ ...+ajx+appour tout x € B, ot n € M, ag, @, ..., a, sont dans .

Sia, # 0, on dit que n est le degré du polynéme.

Notation
Le polynéme f(x) = @px" + @p1¥" " + ... + a1x + ap peut s’écrire de fagon plus
synthétique : -
=) act
k=0
Exemple 1.21

- La fonction f définie pour tout x € B par f(x) = 3x> + 6x—4 est un polyndme de degré 2.
~ Lafonction f définie pour tout x € B par f{x) = 4x° — 4x estun polyndme de degré 3.
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On note f + ¢ la fonction qui, & tout x, associe f(x) + g(x). De méme, on note f X g la
fonction qui, 4 tout x, associe f(x) x g(x), etc.

On avuque sik et K sont des entiers naturels, alors x* xx* = ¥*¥_ Grice i cette petite
propriété, on obtient que le produit de deux mondmes est un mondme, et finalement
que le produit de deux polynimes est un polynime.

Proposition 1.10

Si f et g sont deux fonctions polyndmes, alors f + g, f — g et f X g sont des
fonctions polyndmes (mais pas en général f/g).

Exemple 1.22

Si f et g sont les fonctions polyndmes définies pour toul x € R par fix) = 2x+ 3 et
glx)=3x" -7, alors f X g est définie par (f X g)(x) = F(x) X g(x) = 2x+3) x (3x* = 7)
=620 +9x7 — 14x =21

Racines d'un polyndme

Définition 1,25

Si f est un polyndme, on appelle racine de ce polynime tout nombre a € R tel
que f(a) =10.

Exemple 1.23
Si la fonction (0 est définie pour tout x € B par @(x) = x° — 3x + 2, alors @ est un polyndme
de degré 2. On remarque que Q(1) = 1-342=0et 02) =4 -6+2=0,donc x= 1 et

x =2 sont racines du polyndme Q.

Proposition 1.11

Soit f un polyndme, et @ € R. Le réel a est ure racine de f si et seulement si il
existe un polyndme P tel que f(x) = (x — a) ® P(x) pour tout x € R.

Autrement dit, quand a est racine du polyndme f, alors on peut factoriser f
par x — a.

Démonstration

— 81 f(x) = (x —a) ¥ P(x) pour tout x € B, alors fla) = (a —a) ¥ Pla) = 0, donc a est une
racine de f.

— Maontrons la réciprogue.
On veut montrer que si a est une racine de j, alors f peut s'écrire sous la forme
fix) = (x—a) x P(x), ol Pestun polynbme.
Supposons d’abord que o = 0. 510 est une racine de f, o f(x) = X4 Gy 7 44X
+ ag pour tout x € B, alors f(0) = ag = 0, donc f 5" éerit f(x) = @, x"+ gy X" + .. +ay x
= 2, X + a2 + 4 ag) = (x— 0) % P(x), pour P(x) = @, 2" +a, X" + ... +ap.
On a done bien montré la propriété recherchée pour a = 0.
Supposons maintenant @ # 0. Soit g le polynime défini pour tout y € Eparg(y) = fly+a).
Poury = x—a,on agly) = fly +a) = f(x).
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La symbole < signifia
« est équivalent a » ou encore
«si etseulementsi».

:

gly) = fly+ a) pour tout y, et a est une racine de f, donc g{0) = f{a) = 0. Le polynfme g
a done pour racine 0. On vient de montrer que la proposition est vrawe quand la radne est
nulle. On en déduit qu'il existe un polyndme O tel que g(y) = y > Oy) pour toul iy € E.
Comme y = x—a, ona done glx—a) = (x— a) x Q(x — a) pour tout x € B, ¢’ est-i-dire
fix) = (x —a) x O(x — a) pour lout x € K. La réciproque est donc démonirée, puisque
P(x) = ({x — a) est un polyndme. |

On peut déduire facilement de la proposition précédente le corollaire suivant.
Corollaire
Si f est un polynéme de degré n sur R, ayant n racines distinctes xj, X3, ..., X,
dans E, alors f s"écrit, pourtout x € .:

S(x) = an(x — x0)(x = x2)oe(x — x)
On en déduit qu’un polyndme de degré n admet au plus n racines distinctes dans R.

Exemple 1.24

Reprenons le polyndme @ de U'exemple précédent, tel que @(x) = x* —3x+2 pour tout x € .
Puisque x = 1 et x = 2 sont racines, on peut donc factoniser par (x — 1) ¢t par (x — 2), ce qui
donne Ox) = (x—1){x-2).

Comment trouver les racines d'un polynome f?

Nous n'étudierons que les polyndmes de degré 1 et 2 ici. En effet, pour f de degré 3
ou#, les formules donnant les racines de f sont trés compliquées, et & partir du degré 5
il n’existe pas de formule générale donnant les racines.

Si f est de degré 1. C'est trés facile. Un polyndme de degré 1 a tou-
Jours une unique racire dans R. En effet, st f(x) = aix+ap, ot a; #0,
alors flx) =0 x= —@.
a

Sif estde degré 2. Alors différentes situations sont possibles. Le polyndome f peut
avoir deux racines dans &, une seule racine, ou aucune racine.

Commengons par le cas simple ot f s"écrit f(x) = 2* — @, ot @ € R. Il s'agit donc de
résoudre I'équation % = a.

—S1ia>04dors fix) =0 & x= \.Eoux = —ya, comme nous I'avons vu en
étudiant la fonction racine carréz (» proposition 1.9). Le polyndme f a donc deux
racines distinctes dans B.

— Sia=0,alors f{x) =0 < x = 0. Le polynime f a une unique racine.

— Sia < 0, alors f(x) = 0 n'a pas de racine dans R. En effet, pour tout x € R, on a
x* = 0, ce qui est incompatible avec * = a.

Considérons maintenant le cas général d'un polynime de degré 2 quelcongue. On

retrouve les trois mémes situations (deux racines, une racine, aucune racine ).
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Proposition 1.12
Racines d'un polynéme de degré 2
Soit f un polynéme de degré 2 sur E, défini pour tout x par f(x) = ax’ + bx +¢,
olt @ # 0. On pose A = b2 — dac. On dit que A est le discriminant de f.
Le nombre de racines de f dépend seulement du signe de A.
— SiA =0, alurs f adeus racines réelles distinetes 1 et a2z, donpées par ©

b VA b+ VA
= ety =

2a 2a

X
b

— SiA =0, alors f aune unique racine réelle x;, donnée par: x; = =
a

— SiA <0, alors f n'a aucune racine réelle.
Démonstration
Comme a # 0, on peut écrire :

I
flx)=a XZ+EJ|:+E

2 -of(er52) - <]
(v ) ()]

A
Dnncenpusam:r=m,ma:

2

ot

(x4 52)- Ve

*2a

flx)=a

- SiA=0,alorsa =0, et:

flx)=a

3
- Siﬁ:U,ahrsa:Dctf(x}:a(x+%).

b
Donc f{x) = 0 a une seule solution réelle : x; = ek

b2
(JH'E) —a

2
L’équation [(x + ZE) —cr] = 0'n'a pas de solution dans B, done f(x) = 0 n’a pas non
el

- 8i A <0, alorsa < 0, done = () pour tout x € E.

plus de solution dans B, o
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Exemple 1.25
— Silafonction f est donnée par f(x) = x* + x— G pour tout x € B, alors A = 1 +24 = 25.
-1-5
Le discriminant A est strictement positif, donc § a deux racines : x; = — =3t
—1+5
= =2

X3 7

~ Sila fonction g est donnée par gix) = —x*+x —6 pour tout x € B, alors A = 1 —24 = =23,

Le discriminant A est strictement négatif, donc g n’a aucune racine réelle.

~ Sila fonction festdommée par b(x) = 4 +dx+1 pourtout x € R alors A = 16 -4 x 4 =0,
Le discriminant A est nul, donc la fonction h admet une umique racine, donnée par

==
Proposition 1.13

Signe d'un polynéme de degré 2
Soit f un polyndme de degré 2 sur I, défini pour tout x par f(x) = ax® + bx + ¢,
oita # 0. Soit A= b — 4ac le discriminant de f.

— SiA > 0, alors f(x) est du signe opposé au coetficient a entre les racines x; et
x2 de f, et f{x) est du signe de a pour x g [x;;x2].
=b
— 8i A =0, alors f(x) est du signe de a pour tout x € R, et s’annule en x; = T
— Si A <0, alors fix) est du signe de a pour tout x € B, et ne s"annule jamais.

Démonstration

SiA >0, alors filx) = alx—x Jx—x)

Pour x €lxgsfona(x—x) > 0el (x — x2) < 0, done (x — xx—xz) < 0, d"od fx) du
signe opposé au nombre a.

Pourx < x,onalx—x)< 0et(x-x) <0 doneix—xMx—x) > 0,d’0l fx) du signe
dea. Pourx > xz, onal{x—x) > 06l (x— x:) > 0, donc (x—x Wx— xz) >0, d ol f(x) du
signe de a.

SiA =0, alors flx) = alx - x) qui est du signe de a pour tout x € B, et nul seulement si

x=x.

StA <0, alos fix)=a

2 2
b A b A
(x+—) ]ambﬁﬂ,dﬂm (x+£}—m}>(}puur

)~ 4a?
tout x € E. On en déduit que §{x) est du signe de a pour tout x€ B, |
Exemple 1.26
Reprenons Uexemple 1.25.

— Soit f définie par f(x) = &%+ x — 6 pour tout x. Ona A = 25. Les racines sont —3 et 2,
done fix) <0sixe] -3 2 et flx)>0s1ix=<-3oux>2,

~ Soit g définie par g(x) = —¥ + x— 6 pour tout x. On a A = —23. Le polynéme gn'a pas de
racine, et g(x) < 0 pour tout x € B,

1
— Soit h définie par h(x) = d4x’ +dx+ 1 pour tout x. On a A = 0. L'unique racine est ~3

1 1
dm.ch{.x)>Umrtmtxektelmx#—z,dﬁ(—i)=0.
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¥ ¥ ¥
o x ) x o X
B a=0 et A0 (D a=0 et A=0 @a=0 & A<
¥
v ¥
fl’l.?
@ x
x
] / \ 9 fix)
Gla<0 & A=0 -(/ga<u er A= Da<0 er A<

€ Sia=0et A>0lepolynime a deux racines, et est négatif entre les racines, positif ailleurs.
(D Sia>0etA=0l polyndme a une seule racine et est toujours positif.

@ sia>0et A<0lepolyndme n'a pas de racine, et est toujours strictement pasitif.

() Sia<0et A>0lepolynime a deux racines, et est positif entre les racines, négatif ailleurs.
) Sia<0et A=0l polyndme a une seule racine et est toujours négatif.

@) Sia<0et A<0lepolynme n'a pas de racine, et est toujours strictement négatif.

A Figure 1.12 Signe du polynéme f de degré 2

Bindme de Newton

Quand on travaille avec des polyndmes, on a souvent besoin de calculer des expres-
sions de la forme (x+2}5, (x—4}s, etc. La proposition suivante nous donne une formule
générale pour faire ces calculs.

Proposition 1.14
Formule du binéme de Newton
Soient v, ye R, etn e N*. Ona:
e+ =0+ Cl ly+ i+ Co M O
n!
ou CY = C"—letC& k'{ k}'pcmrlf.k-:n—l
Ona:C. =netC* =c*.

‘H
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On écrit souvent cette formule
sous la forme suivante :

Démonstration

Pour x € R donné, le polyndme P(y) = (x +y)" est de degré n en y. Il est done
de la forme P(y) = a4 @porty™ + .o + gy + ap. 1 " agit donc de montrer
que a; = CEx™* pour tout entier k entre 0 et n.

Montrens cetle propriété par récurrence sur n.

Clestvraipowrn = lear (x+)' = x+y = Clx+ Clyavec C) =C] = 1.
Supposons la propriété vraie jusqu'a n. Monmons gu'elle est vraie aussi pour
n+1l.0Ona:

e+ )™ = (x+ yla+y)

=(x+y) [C‘:x"+C:f"g + N L O Ty e s C:y"]
= [Cﬁx’“’ +C Y+ O 4 L O R Ly C:xyf']

+[Chry + Cla 'y + a2 4+ Cheiyh 4 Oy

n
gy = 3 chrntyh - ot (Gl + GO+ (GO + )+
=0
et e {:C*f o) C&-ly)ful A (C"y 3 C"—ly )x+ C:ym
ey) =x+y = x4 (Cly+ Cly) [Cﬁ-‘f AR
Pour n = 2, la formule donne : +{|:':yfi + C:‘lg*))."'m A (C:y" + C:‘ly")x+ y™!
(x+py)*=x"+2xy+y* Et on veut montrer gue :
C'est |'identité remarquable bien o4 g™ =0+ Oy + O 0 4+ CF M L

connue.

Il s’agit donc de monTer que pour tout entier k entre 1 e n, le coefficient de
FE eqt le méme dans les deux expressions de (x +y)™!, ¢ est-i-dire qu'il

s " AL S ¢ _  (n+1)!
faut montrer que l'ona C, + C, —C‘,,,,],puurc‘“,—m.

Ona:
n! n! n! 1 1

GG = M-8 k- Dim—fk+ D k—Din—01 |k n—k+1

= n! % n—k+1+k

k=Dlin—k)! kx(m—k+1)

_ n! n+1 _ (m+1I)!

T k=Dlin—k)! kx(m—k+1) klin—k+1)!
qui est bien le résultat recherché. ]

XA Fonctions rationnelles

Nous avons vu qu un produit de deux fonctions polyndmes est une fonction polyndme.
Par contre, le quotient de deux fonctions polyndmes n’est pas en général une fonction
polyndme. Cela nous améne a la définition suivante.

Définition 1.26

Une fonction f de R dans R est une fonction rationnelle si elle s’écrit sous la

forme f(x) = % oit A et B sont deux fonctions polynfmes”.

4 On suppose ici que B n’est pas le polyndme nul (c'est-i-dire n’est pas telque B{x) = 0 pour tout x € R).
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Chapitre 1 Fonctions d'une variable réelle : les bases

En général une fonction rationnelle n’est pas définie sur tout ., car on ne peut pas la
définir pour x tel que B{x) = 0. Son domaine de définitionest Dy = {x € ; B(x) # 0}.

Exemple 1.27

Prenons A(x) = X" +x— 12 et B(x) = x* — 3x + 2.
Alx) - C4x-12 est une fonction raticnnell

Blx) ~ x2-3x+1 o ©
Comme les solutions de B(x) = 0 sont x = 1 et x = 2, la fonction f est définie pour tout
reR,sanf pourx=letx =2

La fonction f défime par fx) =

Colt moyen

Notons C(x) le colt de production d'une quantité x d’un certain bien par une firme. On appelle coit moyen la
fonction CM(x) = @
X
Sila fonction de cofit C estun polyndme, alors le colit moyen CM est une fonction rationnelle.
Supposons par exemple que ke colit total est C(x) = 10 + 2x.

Remarquons que cela signifie que le coiit fixe est CF = 10 et ke cofit variable CV(x) = 2x.
10+2x _ 10 WE;

L

Le colit moyen est alors CM(x) =

Les points clés

-» L’analyse mathématique est fondée sur la théarie des ensembles, en particulier les
ensembles de nombres.

=» On peut utiliser la notion mathématique de fonction pour modéliser la fagon dont
une variable économique y peut dépendre d'une autre variable économique x.

=» 5i une variable économique y est une fonctiond’une autre variable économique x,
ce que 'onnote y = f(x), I'étude des propriéiés mathématiques de la fonction f
permet de mieux comprendre la fagon dont i dépend de x.

=» Les fonctions les plus simples sont les fonctions linéaires et affines : leurs repré-
sentations graphiques sont des droites.

=» 5i on veut montrer qu’une propriété qui dépend d’un entier n est vraie pour toute
valeur de cet entier, on peut faire un raisonnement par récurrence.
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EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

www.dunod.com

Quiz
1 VraiFaux

Dites siles affinnations suivantes sont vraies ou fausses.
Justifiez vos réponses.

1. Tout nombre réel est rationnel.
2. Tout nombre rationnel est réel.

3. Une partie majorée non vide de B admet toujours un
plus grand Elément.

4, Une partie majorée non vide de F admet toujours une
bome supérieure.

5. La fonction f définie par f(x) = x est une bijection
de R dans E.

6. Lasecule fonction f de R dans B qui est & 1a fois paire
et impaire est la fonction nulle (c’est-i-dire telle que

J) =0, VaeR).
» Corrigés p. 364

Exercices

2 Mélanges d’intersections et d'unions
Montrer que si A, B, C sont des ensembles, alors :

AUBNC =ANC)U(BNC)

(ANB)UC =(AUC)N(BUC)

3 Max, min, sup, inf

Dans I’ ensemble B, donner le plus grand élément, le plus
petit élément, la bome sup, la borne inf des parties sui-
vantes.

1. A=[13[ 1, C={l;nen-}
2. B=]—4;+00[ B

4  Domaine de définition

Quel est le domaine de définition Dy des fonctions
suivantes 7

-2

8
3. =24 —
& +)(2+2 a
4 f)=17+3x+ 35—
2

T E—5x+6

£
x
2. f =4+

5. flx)=5
» Corrigés p. 364

5 Fonctions paires, fonctions impaires

Dites si les fonctions suivanies sont paires, impaires, ou

ni 1'un ni Pautre :

1. f)=2"-2+7

2. gix)=x" -Tx

3 h=x +27 +1

£ +8

6 Une récurrence

Montrer par récurrence que :
n(n+ 1)(2n + 1)

]
7 Coiit quadratique et fonction de profit
Une entreprise fabrique des objets qu’elle vend an prix
umitaire de 100 euros. Les cofits de fabrication d’une
quantité g d’objets sont donnés par :
Cig) = 0,1 + 50g + 4000

1. Calculer le profit [7(g) de ' entreprise si elle fabrique
g objets et gu’elle rfussit & les vendre tous au prix
unitaire de 100 euros.

2. Pour quelles valears de g le profit est-il nul ?

3. Pour quelles valeurs de g le profit est-il positif 7

124224 .. +n% = pour tout n € W,
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8  Factoriser pour résoudre

Sait f la fonction défimie pour tout x € B par :
fl)=x -T2+ 14x-8

1. Caleuler f(1). En déduire une factorisation de f.

2. Résoudre f(x) = 0.

9 Rindime de Newton

Calculer (x + 2)° de deux fagons différentes

1. Par calcul direct.
2. En utilisant la formule du bindme de Newton.

Chapitre 1 Fonctions d'une variable réelle : les bases

10 Fonction rationnelle et cofit moyen

Une imprimerie produit des ouvrages a cofit unitaire de
5 euros pour les 2000 premiers exemplaires, et de 8 eu-
ros pour les exemplaines au-deld de 2000 (car elle doit
alors utiliser une machine plus coliteuse).

Quelle est Ia fonction de cofit total 7

Quelle est la fonction de cofit moyen ?



Chapitre

uvand une variable économique dépend

d'une autre, on veut pouvoir mesurer facile-

ment les variations de la premiére en fonc-

tion des variations de la seconde. Par exemple, si le
coiit total de production C d’un bien dépend de la
quantité produite O, ¢’est-a-dire C = f(Q), comment
dire de facon simple de combien augmente environ
le cofit quand Ia quantité produite augmente un peu ?
La notion de dérivée permet de répondre & ce
type de questions. L'idée générale consiste a dire :
quand on bouge seulement un peu le long d’une

courbe, on peut considérer que cette courbe est
quasiment une droite. Pour une petite augmen-
tation de la quantité produite, le cofit augmente
approximativement de fagon linéaire. Autrement dit,
tant que les variations sont petites, 1’ augmentation du
coiit est approximativement proportionnelle i 'ac-
croissement de la quantité produite. Le coefficient de
proportionnalité s’appelle la dérivée.

Connaitre la dérivée d une fonction sur tout un in-
tervalle permet d’étudier ses variations, c’est ce que
nous verrons dans ce chapitre.

LES GRANDS
AUTEURS

Isaac Newton (1643-1727)

Isaac Newton est un physicien et mathématicien anglais. Il faitses études 3 Cambridge

ol il s'intéresse particuliérement aux mathématiques, a 'astronomie, |'alchimie et la

théologie.

A I'aide d'un prisme, il montre que I'on peut décomposer la lumigre blanche en plu-
| sieurs couleurs. Il est surtout connu pour sa théorie de la gravitation universelle, qui
| montre gu'entre deux objets existe une force d'attraction proportionnelle au produit
des masses des dewx objets, et inversement proportionnelle au carré de la distance
| qui les sépare. Il invente le calcul infinitésimal — cest-a-dire le calcul mathématique

utilisant les dérivées — en méme temps que Leibniz. A I'aide de ce calcul infinitési-

mal, il déduit de sa loi de la gravitation les lois de Kepler qui décrivent le mouvernent

ges planétes autour du soleil. En mathématiques, il a aussi découvert la formule du
indme.

' Son ouvrage majeur est Prindpes mathématigues de la philosophie naturelfe publié en

1687. Il y appligue les mathématiques a |"étude des phénoménes naturels, confirmant

I'intuition de Galilée que « le livre de la nature est écrit en langage mathématique » . m

(¢




Dérivees

Plan

KB Dérivée d'une fonctionenun point ..........cocciviiiiiii i
EA Fonction dérivée et applications .. ...................ccoioiiiiiiia.
E1 Limite finie d'une fonctionenunpoint ...............................
LY Caleuls tIe GATIVERS .. ... ..o i vioiaisitaiais v e e o S A s n i
[l Dérivées d'ordresupérieur .................coiiiiiiiiiii i

[@ Etude des variations d'une fonction.................oociiiiiiiiiins

Objectif

= Comprendre la notion de dérivée d'une fonction de R dans F.
-» Savoir calculer la dérivée des fonctions les plus courantes.
- Utiliser la dérivée pour étudier les variations d'une fonction.

-» Faire le lien entre la dérivée et la notion microéconomique d'élasticité.
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KB Dérivée d'une fonction
en un point

EEN Taux d'accroissement

Lorsque nous avons étudié les fonctions linéaires et affines, nous avons introduit la
notion de « pente». Si f est une fonction affine, définie par f(x) = ax + b, alors sa
courbe représentative C est une droite, et a est la pente de cette droite.

On peut faire les remarques qualitatives suivantes :

— sia > (Oeta grand, alors la pente est forte, la droite Cf monte « vite »;

— sia > (0 mais a petit, alors la pente est faible, la droite Cy monte « lentement » ;

— sia < (alors la pente est négative, la droite Cy « descend », etc.

Lorsque la courbe C est une droite, elle monte de fagon réguliére ou bien descend de
fagon réguliére, ¢’est-a-dire la fonction f croit ou bien décroit de fagon réguliére.
Pour une fonction quelconque f, lacourbe Cy ne sera plus une droite et elle ne variera
pas obligatoirement de fagon réguliére. On aimerait mesurer ici anssi la « vitesse » de
croissance ou de décroissance. Pour cela, on utilise la notion de taux d’accroissement
définie ci-dessous.

Définition 2,1
Si f est une fonction définie de R dans R, le taux d*accroissement (ou accroisse-
’ . flx) = flxo)
L ymbole A signifie ment moyen) de f entre les points x; et x; estle ratio 71'1 mp— avec x; £ xp.
iati 5 ; A
Kuntation e s Le taux d'accroissement est souvent noté E%, avec Ax = x3 —xgetAf = fix)—
T
Exemple 2.1

:

Soit f de Bdans B, définie par f(x) = %, Letaux d’ accroissement de f entre xg = 6etxy = 9
Af _fO)-f6) ¥ -62 8l-36 ye
Ax  9-6  9-6 3 7

| Taux d’accroissement du coiit de production

Le coiit total de production € d'une quantité @ d’un bien estC = f(@), avec f(Q) = 100+ 207, Iei 100 représente
le cofit fixe, et 207 le cofit variable. Supposons que la production initiale est (Jy = 10, et qu’elle passe ensuite &
0, =12

Le colt initial est Cy = 100+ 205 = 100 + 200 = 3(0. Le colit est ensuite ¢y = 100 + 207 = 100 +
288 = 388,

L' augmentation du coft est égale & AC = Oy — Cy = 388 — 300 = 88, et 'asugmentation de la production est égale
AAD=01 -y =12 A i

Le taux d’accroissement est donc égal & 20 i 44, L'augmentation du cofit est en moyenne de 44 par unité
produite supplémentaire.
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Proposition 2.1
Si f est affine, définie par f(x) = ax + b, sa pente est égale au taux d’accroisse-

_ ) = flxo)
X=X

ment, ¢’est-a-dire : a

Démonstration

Fla)— flxg) o (ax; + B) — (axy +B) i alx; — xy) =
X — Xg X1 —Xo A — X

a m

On peut remarquer que si f est une fonction quelconque de R dans R, le taux d’ac-
croissement est la pente de la droite sécante (5), passant par le point My(xo; yo) et
Mi(x1:m).

fixs)

fixg)

A Figure 2.1 Sécante (5) et taux d’accroissement

EPA Tangente et dérivée

Nous avons donc vu qu’une fonction affine est une fonction dont la courbe représenta-
tive a une pente constante. En effet, une droite, cela monte (ou descend) en tout point
i la méme vitesse |

Pour une fonction quelconque, les variations ne sont pas forcément réguliéres. Sur
la figure 2.1, on voit que prés de xg la courbe Cy monte doucement, mais que prés
de x; elle monte plus vite. Le taux d’accroissement ﬂ—x;]-%‘-"—} est donc une sorte
de moyenne sur tout I'intervalle. On voudrait savoir a qlue]le vitesse « monte » (ou
descend) la courbe Cr au point xo exactement. Il faudrait pour cela calculer le taux
d’accroissement de f quand x; est trés proche de xq.

Considérons donc x; = xp + &, et rapprochons de plus en plus x; de xq, c’est-i-dire
faisons tendre & vers (). La droite sé cante (5 ) pivote et i la limite (§) devient ce qu’on
appelle la droite tangente & Cr en xp (> figure 2.2).

A la limite, quand x; = xp + h tend vers xy, c’est-a-dire quand h tend
vers 0, la sécante (§) tend vers la tangente (T), et le taux d’accroissement

fxo+h) = flxo) _ flxo+h) = f(xo) )
el =ug = i tend vers la pente de la tangente (T).

Chapitre 2 Dérivées
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A Figure 2.2 A la limite la sécante (S) tend vers la tangente (T)

d
1 est d'usage de noter f'{xg) ou d;:{m) la pente de la tangente (T') a la courbe Cy
au point xg.
On peut donc dire que f*(x,) est la valeur limite de
k c
Nous approfondirons dans la 3° section de ce chapitre puis au chapitre 4 la notion de

limite d'une fonction en un point. Pour le moment nous avons abouti a la définition
suivante.

Flag + 1) = f(xo) quand ¥ e

vers (). On note alors f'(xy) = L.ms

Définition 2.2
Dérivée en un point
On dit que la fonction f est dérivable au point x; si le taux d’accroissement

hy=—- .
LGo+ )= [(x0) se rapproche d' une valeur limite quand / tend vers 0.

h
On appelle dérivée (ou nombre dérivé) de la fonction f au point x; le nombre

' (xo) défini par ' (x0) = lim w

e ; dj
La dérivée est notée f'(xq) ou E;{xu}.

Attention, la dérivée n'existe pas En écrivant Ax = (xo + fg; X = het Af = f(xo + h) — f(x0), on a donc

. 0ok . . d
toujours, car il n'y a pas toujours F(x0) = Ei(‘q‘)

de valeur limite!

= A= E
Proposition 2.2

Equation de la tangente
La tangente 4 la courbe C s en xq est la droite (T') d’équation :

y = flxo) + f'(xg)(x = xp)

Démonstration
La tangente (T') est une droite de peate f'(xg), et passant par ke point My(xg; Fxa))
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Chapitre 2 Dérivées

Elle est donc d'équation y = ax + b, avec a = f(xg) et avec fixg) = axg+ b
Do h = flx)—axg = f(x) — f(xa) X %o
On en déduit que I équation de la tangente est @

¥ = f(x0) % 2+ flxg) — f'(x0) X x0 = flxg) + f (xo) (x — x0) u
Exemple 2.2
Soit f 1a fonction de B dans R, définie par f(x) = x°. Calculons la dérivée de § au point

=1

— A1 5 2_
Le taux d’accroissement en 1 est fﬂh‘: fa = 4 = e 1

h h
2h+h? . - :
== = 2 + h qui tend vers 2 quand £ tend vers 0, d'odi la dérivée f(1) = 2.

La pente de la tangente & Cy en x = 1 est égale 4 2.
L' équation de 1a tangente est y = f(1)+ f(1h(x— 1), ¢’est-d-dire y = 1+ 2(x— 1), qu’on peut
écrirey = 2x— 1.

d
1
'
1
'
'
i
}
1
1

al

A Figure 2.3 Graphe et tangente de f(x) = »*

En disant qu‘au voisinage de x; la
courbe Cr ressemnble A la droite
(7), on fait une approximation

La proposition suivante donne une approximation linéaire de f(xy + h),
qui revient en fait & dire que le point d'abscisse xy +/ de la courbe Cy est
proche du point d’abscisse x + i de la tangente.

lingaire.

Proposition 2.3

Pour /i proche de (), on peut faire 1" approximation :

Flxo +h) = f(xo) + f (xo)h

Démonstration

Flxg) = lﬂw donc si h est proche de 0, alors ﬂ‘xu—-‘-f:_fﬂ est proche
de f(xo), d'o0 fixg + by est proche de flxg) + f(xobh m
En notant "% la dérivée (au lieu de f'(x)), la proposition 2.3 signifie que i—‘i = "% quand
Ax est proche de 0.
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Variation du profit

Supposons que le profit d”une firme est une fonction f7(p) du prix p du bien produit.

Elle est telle que JI(10) = 50000 et 77°(10) = —2000. Cela signifie que si le prix unitaire est de 10 €, alors le profit
de la firme est égal a 50000 €. Si la firme augmente Kgérement son prix qui passe de 10 & 10 + h, alors le profit
baisse, et vaut dors [T{10+ A) = IT(100 + T 10) xh = 50000 — 20006, Par exemple, [7(12) = 50000 -2000x2 =

46 000.

B3 Fonction dérivée et applications

XN Qu'est-ce qu'une fonction dérivée?
Définition 2.3
81 f est dérivable en tout point d'un intervalle ouvert I de I, alors on peut définir
lafonction qui & tout xp € [ associe f'(xq). Cette fonction s’appelle la dérivée (ou

fonction dérivée) de f sur I. On lanote f* ou I

Exemple 2.3
Calculons la dérivée de la fonction f de B dans R, définie par f(x) = x°.
flx+h) —flx) _ (x+hY-x

h B h ’
Quand on développe (x + ), on obtient :

(x+hP = (x+hP(x+h) = (0 + Zhx + BO(x +h) = ° + 3h + 3+ 1.
Le taux d’accroissement devient :

(7“’:’_‘3 = % [ +3he + 300+ 1 = 2] = 32 + 3ha + B2

qui tend clairement vers 3x* quand / tend vers 0 (pour tout x fixé).
La fonction dérivée de f est donc ici domnée par £'(x) = 3x°.
Plus x est grand (en valeur absolue), plus f'(x) est grand, et donc plus f « monte vite ».

Le taux d’accroissement est

0

/ %

fix) = %

A Figure 2.4 Graphe de f(x) =°
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Chapitre 2 Dérivées

Coilt marginal

Le coiit marginal désigne le taux d’accroisement du cofit qui résulte d une tris petite augmentation de 1a quantité
At ¢ . AC :
produite. 5i la fonction de codit est C(J), le cofit ma:gma] est E avec AQ petit.

On parlera de méme d'utilité marginale notée U,,(x) d— pour désigner la dérivée de la fonction d'otilité.

5i la fonction de cofit est dérivable, on a hm ——, ¢'est pourquoi dans ce cas on appelera coflt marginal la

dérivée de la fonction de coft, notée C,,(0) =

Les dérivées les plus simples & calculer sont les dérivées des fonctions constantes.
En effet, toute fonction constante a une dérivée nulle. Ce résultat est intuitif car une
fonction constante a un taux d'accroissement nul en tout point.

Proposition 2.4

Dérivée d'une fonction constante
Soit f une fonction constante, c.-d-d. f(x) = ¢ pour tout x € &, ol ¢ est une
constante fixée, c € B Alors f'(x) = 0, pour tout x € R.

Démonstration

Fo= f(x+.‘|]—f(x} LB

Calculons aussi la dérivée de la fonction racine carrée, qui est souvent utilisée dans
les fonctions de demande ou de production.

Proposition 2.5

Dérivée de la fonction racine carrée

Soit f la fonction définie par f(x) = Vx pcmrx >0

Alors f est dérivable sur ]0; +oo[, et f'(x) = i _v’_ pour tout x > 0.

Démonstration

Le taux d’accroissement est ©

fa+m—f) _ Vrth- V& _ (Vx+h— yD(Vx+h+ V) _ x+h-x  _
h = h = h(Vx+h+ Vx) CRANTIRAND

h 1
= ui tend vers and k tend vers 0.
WA+ h+ 3 (Vx+!1+v'f)q (ZV’_)qu

La fonction dérivée de f est donc ici donnée par f(x) =

pour x = 0. "

2\"_

(==

Yoir 1. Etner, M. Jeleva, Microdconomie coll. « Openbook », Dunod. 2014 p. 60-61.
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s

fixh= x

Q X

A Figure 2.5 Graphe de f{x) = vx

E®¥A Elasticité
On a vu que siy = f(x), avec [ dérivable, alors si la variation Ax est petite, le tanx
d
d’accroissement e est proche de la dérivée d_f (» proposition 2.3).
x x

Supposons que la demande (@ d’un certain bien est une fonction du revenu R, avec
@ = f(R). D’aprés la proposition 3, la dérivée f(R) fournit une valeur approchée
de I’augmentation AQ de la demarde, provenant d"une augmentation AR du revenu :
A

22 = F(®) donc AQ = [ (RIAR.

La limitation d’ une telle formule est qu’ elle dépend de I'unité de mesure choisie (cen-
times, euros, dollars... pour le revenu ; kg, tonnes, etc. pour les quantités). Si on ex-
prime les variations en pourcentage, on n'a plus de probléme d’unité. C'est ce gque
permet la notion d’élasticité, qui n'est autre que la dérivée exprimée en pourcentages
(pour chaque variable).

Peéfinition 2.4

S1 f est dérivable, de dérivée %, I"élasticité de f par rapport a x est définie par :

d_f o
&= f{x}

Proposition 2.6

51 [ est dérivable, quand x augmente de 1 %, alors f{x) augmente d'environ .t:f
fois 1 %.

Démonstration
s{:dlegx] ii— J%car-:}ad;f %omﬁxmmcdci}(»pmpmifjcnzm
duncef~—><—, ‘est-ddire —— = gf x —.
fo " At F®) x
Ax Af
—¢91 le taux dt:t.rmssancc.dcxctf(—— est le taux de croissance de f.
Ax Af
S:——l%a]am——efxl% ]
Jlx)
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Chapitre 2 Dérivées

Elasticité-revenu, élasticité-prix

a. Elasticité-revenu?, La demande @ d’un cerain bien dépend du revenu R. L'élasticité de la demande par
Tapport au revenu est e
R
£-9C, R
(T e
Supposons que .ef = 1,5. Alors, si le revenu augmente de 1 96, 1a demande augmente de 1.5 %. De méme, si le
revenu augmente de 2 %, la demande augmente de 3 % environ.
b. Elasticité-prix’. La demande @ d’un certain bien dépend de son prix P. L'élasticité de la demande par
rapport au prix est :
d@ P
2= x—
r=ap 0
Supposons que £ = —2. Alors, si le prix augmente de 1 %, la demande baisse de 2 %. De méme, si le prix
augmente de 3 %, la demande baisse de 6 % environ.

Exemple 2.4
Supposons que la demande Q est une fonction du revenu R, avee @ = Q(R), ol O(R) = 3VR.

3 o 3 R 1
OnaQ'(R)=—= donc &£, = —— X — ==,
em = IR VR 2

Si le revenu augmente de 5 %, la demande augmente de 2.5 %.

EJ Limite finie d'une fonction
en un point

; 5 ik
EXE Qu'est-ce qu'une limite ?

Pour aborder la notion de nombre dérivé de f en un point, nous avons dii introduire la
notion de « limite », puisque la dérivée est la « limite » du taux d’accroissement.

Quand on écrit f*(xo) = lim plie ) =) }2 wi

trés prés de 0 (on dit « quand & tend vers 0 »), alors le taux d’accroissement se rap-
proche d’aussi prés que 1'on veut de f"(xp). Par exemple, quand nous avons calculé
f'(1) pour f définie par f(x) = x*, nous avons obtenu (» exemple 2.2) :
(L+h2 =1 . 2h+h?
= lim

h
On peut dire que E{Z +h) =2 car 2 + h est aussi prés que 1'on veut de 2 pourvu que
h soit suffisamment prés de (.
Pour calculer la dérivée de f en 1, on a donc calculé la « limite » de la fonction

, cela signifie que quand % se rapproche

Fil)=lm =}.'_u£{2+k}=2

1+h?2 -1
glhy = % quand # tend vers 0. Cela nous améne i la définition suivante.
2 Voir 1. Etner, M. Jeleva, Op. cit, p. 8.

3 Voir J. Btner, M. Jeleva, Op. cit., p. 10.

a1
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a2

Définition 2.5

Limite en un point

Considérons un intervalle ouvert I de R, et un point xp, avec xy € I. Supposons
que f est définie sur 1, sauf peut-étre en xo. On dit que f a pour limite le nombre
réel I quand x tend vers xp si f(x) devient aussi proche que I'on veut de [, pour
tout x suffisamment proche de xa (avec x # x).

On note }fl‘; fxy=1L

Nous verrons une formulation mathématique plus précise de cette définition au cha-
pitre 4 (» Definition 4.1).

Exemple 2.5
i 1
On veut caleuler la dérivée en xg = 2 de la fonction f définie par f(x) = Lrpourx> 0.

Pour cela, on doit calculer 1a limite du taux d’accroissement : f(2) = 11_13 w E

Cela signifie que I'on doit (.lé‘rcnninery_lgg(h), oil g est 1a fonction définie par :

_fe+h-f@ 1[ 1 1
(k) = h 2+h 2]

a1 ] 2(2+h) 1 -k -1
I =135 2|5 2e+m | TR 0+h " IxG+h

m2+ﬁtcrﬂvm2quandhtcndvcrsu,dmc]g_1.xag(m=_rl.

On peut conclure que f(2) = %.

E¥A Opérations sur les limites
Pour éviter d'avoir i faire systématiquement beauncoup de calculs 4 chaque fois que
I'on doit calculer la limite d'une fonction, les quelques propriétés suivantes peuvent
étre utiles.

Proposition 2.7

Limites d'une somme, d'un produit, d’un quotient

Supposons que lim f(x) = /et lim g(x) =m , alors :

I=hrg X=Xy
(i) Ilj_J.JXlDU‘{M) +glx))=I+m

(i) lm (f(x)xgx))=1xm
]

1

(i) (&-)-)=—(sim#0)

x| glx) m
Démonstration
Donnons Iintuition pour la premigre propriété. Si ]1m Flix)=1let ]- .g(x] = m, alors quand
x est proche de xqg, on peut dire que f(x) est pmchc de [ et que .gr(x) est proche de m, d'olr
flx)+ gix) est proche de [+ m.
On procéde de méme pour les autres propriétés, |
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Chapitre 2 Dérivées

La démonstration mathé matique plus précise repose sur la formulation mathématique
précise de la notion de limite que nous verrons au chapitre 4 (» Définition 4.1)
Proposition 2.8
Si f est dérivable en xg, alors lim f{x) = f(xq).

=1

Démonstration

Supposons f dérivable en xg. Le taux d’accroissement M a donc une limite
finie quand k — 0, limite égale & " (xy). On remarque alors que :

Flra+ 0 = flxg) = (ﬂx” ”‘:l_ﬂx”))x h, ob (ﬂx” * "'I: _ﬂx”))u:m vers f(xy) et ol

h tend vers 0, done fixg + h) — fixg) tend vers 0. Cela sipnifie bien que fix, + k) tend vers
flxg), et done que [ est continue en x,. |

I} Calculs de dérivées

EXE Quelques regles de calcul

Les régles de calcul des limites de fonctions en un point que nous venons de voir vont
nous aider pour calculerles dérivées de fonctions " écrivant i partir d"autres fonctions,
puisque une dérivée est une limite de taux d’ accroissement.

Supposons que u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I de R.
u
Alors on peut calculer les dérivées de u + v, de u — v, de u % v, de —, i partir des
v
dérivées de u et de v.
Proposition 2.9

Dérivées d'une somme, d'un produit, d'un quotient
Soient u et v deux fonctions dérivables sur I'intervalle ouvert 7 de .
(i) Si f estdéfinie par f{x) = u(x) + v(x),
alors [ est dérivable et f'(x) =u'(x) + v'(2).
(i) Si f est définie par f(x) = w(x) x v(x),
alors f est dérivable et f'(x) = u'(x)v(x) + u(x)'(x).

e e ? w(x)
(iii) Si t défin =—,
iii) Si fes ie par fix) 200

alors f est dérivable et f'(x) =
v(x) # 0.
L g [ 1
(iv) Si f est définie par f(x) = e
alors [ est dérivable et f'(x) =

W (o) — w0y (x)

ur tout x tel que
(P P 4

—1/'(x)

[I{;S-_]E pour tout x tel que v(x) # 0.
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:

Démonstration
M £ = lim wix+ hy +vix+h) —uix) —vix) = §m nlx + h)— ux) i v(x+ h)— vix)
h—i) h b0 ) h
(d'aprés 1a proposition 2.7 () donc f'(x) = li_’.?}n(x+ k) —uix) " !‘_ﬂ D(x+.‘;:— v(x)
=u'(x)+ v (x)
(i) fle+h)— ) _ wlx+hu(x+h)-u(x)ux)
: h h
1
=S [se(x+R) (p(x+h)— () +(ulx+B)—n(x)) v(x)]
i +M(v(x + -‘2 — v(x)) w (u(x +-‘i.3‘— u(x))v(x)
Comme ona :
lim u(x + ) = u(x) (d’ aprés la propesition 2.8)
. v(x+h)—olx)) _
W ™
lim {n(x + .‘: —u(x)) _ )
On en déduit que M tend vers w x)'(x) + ' (x)vix).
(i) Fla+h)y—fx) _1fux+h) wx)] 1nlx+ hjeix) — olx + Bju(x)
e h “hlv+h) wxw |k W + Re(x)
1
S TS [v(x) (e x + ) = w(x)) — e(x) (o(x + h) —o(x))]
- 1 wix +h)— ulx) n vix+h)—ovix)
= W+ oo "(x’( p ) "m( h )
ol mu(x + h) = v(x)
ORCCAL ) NS o) s
done FEED S (i 1 [’ (x) — 1o’ ()] quand h tend vers 0.
h (v
(iv) Immédiat en appliquant (iii) pour u(x) = 1. |
Corollaire

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R, et soit ¢ une
constante, ¢ € B.

(i)  Si f est définie par f(x) = u(x) + ¢ pour tout x, alors f est dérivable sur I et
Fx) =u'(x).

(i) Si f est définie par f(x) = u(x) X ¢ pour tout x, alors f est dérivable sur I et
i) =u{x)xe.

Démonstration
Pour montrer (i), on pose v(x) = ¢ peur tout x, et on applique la proposition 2.9 sur la dérivée
d'une somme de fonctions : f'(x) = &/(x) +v'(x), avec v'(x) = 0 car v est constante.
Pour montrer (ii), on pose v{x) = ¢ pour tout x, et on applique la proposition 2.9 sur la dénivée
d'un produit de fonctions :

F(a) =0’ (x(x) + w(xd'(x) = [0/ (x) X ] + [u(x) % 0] = ' (x) % c a
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La proposition suivante va permetire de préciser 1'approximation donnée 4 la
proposition 2.3.

5

Proposition 2,10

f apour dérivée le nombre [ en x; si et seulement si il existe une fonction £ définie
au voisinage” de O telle que f(xo +h) = f(xo) = h + he(h). avec Jim &(h) = 0.

Démonstration
Soit e(h) = Jlag +h) — flxg) _1

Par définition du nombre dérivé en un point, f a pour dérivée le nombre [ en xy si et seulement
s li_rgz(.‘i) ={. [ ]

olent I et J deux intervalles de . Considérons une fonction f de [ dans E, et une

fonction g de J dans E, telle que f(I) C J, si bien que g o f est définie sur 1. On
suppose que xp € I, et yp = fxg).

Proposition 2.11

Dérivée d'une fonction composée
Si f est dérivable en x; et g dérivable en i, alors g o f est dérivable en x, et

(g o Y (x0) = 9" (f(x0)) X f"(x0).

Démonstration
On va utiliser deux fois le critére de dérivabilité de 1a proposition 2.10.
On I'applique d*abord & f :
(g e filxg +h) = g(flxg +h)) = g (flxg) + f'(xo)h + he(h)) avec Er‘-’(-‘i) =0
Posons k = f"(xy)h + he(h). Quand A tend vers 0, alors k tend vers 0.
On applique maintenant le critére de dérivabilitg 4 g. I existe une fonction £; de 1a variable k,
telle que lime, (k) = 0, et :
glya + k) = glya) +¢'(yalk + ke (k)
En remplagant k et i par leurs valeurs, on obtient, puisque yg + & = f(xg +h) :
g (flxo + W) = g(f(x)) +g"(f (x0)) % [ (xadh + helh)] + ke (k)
G (flxg + 1)) = g(flx)) +g'(F(x0)) % (5o + g (Fxo)) ¢ [heth)] + [f'(xodh + heth)] £4(k)
g(f(xo + 1) = g(f)) + g (f(xa)) % f(x0)h + h x £2(h)
olt e3(h) = g'(f(xo)) x &(h) + [ (x0) + (h)] £1(k) done P_ﬁez(ﬁ) = 0 On en déduit done,
' aprés le critére de la proposition précédente, que ¢'(f(xg)) % f'(x) est ladérivéede g o f
&0 Xg. [ ]

Exemple 2.6
On veut calculer la dénivée de H(x) = VY1 +x° pour x > —1. Posons f(x) = 1+ et
gly) = 4y. On a H = go f.On comait la dérivée de g et celle de f (= section 2.1).

1 1
Onag(y) = i et fixy=37dod H'(x) = ¢ () X () = P x3x.

4

Rappelons que dire que la fonction £ est définie au voisinage de O signifie que & est définie sur un

intervalle ouvert (méme petit) contenant 0 (» définition 1.8)

Chapitre 2 Dérivées
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Proposition 2,12

Dérivée d'une fonction réciproque
Si f est une bijection de I dans J, ol [ et J sont des intervalles de E, et que f est
dérivable en xg € I, avec f*(xg) # 0, alors son application réciproque g = f~ L est
1
dérivable = et g'(w)= ——.
rivable en yo = f(xo), et g"(yo) i)
Ceci s"écrit aussi (f~'Y () = —————.
[ e {1 (o)

Démonstration
Siye J, alors x = gly) € I, ce qui équivaut & y = f{x). Quand x tend vers xq, on a y tend
vers yy car f dérivable en x, implique lim f{x) = fxq) (» proposition 2.8). Dol :
gl —gya) x-xg . 1

= tend ——
Fo— fom) T Py

quand x tend vers xg, done quand y tend

I — Hg
VIS iy,
1
On a dong bi =—.
a done bien g'(yg) 7o)
D'autre part, ¢'(we) = (F 'V (w) &t Flx) = F o F{yo) ce qui demne la deuxidme
formule. |

Exemple 2.7
Soit f définie de B, dans B, définie par f(x) = . La fonction f estune bijection de B, dans
B, de fonction réciproque £~ (x) = /x. La dérivée de f est f/(x) = 2x (» paragraphe 4.2,
dérivée d'un polynéme). On en déduit la dérivée de £~ :
1 1 1

Fofm 20 2vx
On retrouve ainsi la dérivée de la fonction racine carrée, déjh calculée plus haut
(» proposition 2.5).

I ' n
¥ Dérivée d'un polynome

Les polynomes sont les fonctions les plus faciles i dériver : elles sont définies sur
tout R, et 4 1"aide des propositions précédentes il est facile de calculer leurs dérivées.
Commengons par dériver les monimes.

Proposition 2.13

Dérivée de x"

Soit f définie sur B par f(x) = x",otin € H".
Alors f est dérivable, et f"(x) =nx"".

Démonstration
On va démontrer cette proposition par récurrence (» voir section 4, chapitre 1, pour des ex-
plications sur ce qu’est un raisonnement par récurrence).

— Commencons par le montrer pour n = 1. 8i f(x) = x, alors le taux d’accroissement est
flx+h)— fix) _ i+h—x

= | gui tend bien sir vers | quand A tend vers 0.

h h
Do f'(x) = 1sin = 1, ce qui correspond bien i I'énoncé de la proposition pour n = 1
(car 2 = 1).
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— Supposons que cette proposition est vraie pour un cerlain entier n. Peut-on en déduire
qu’elle est vraie pour Ientier suivant, ¢’ est-d-direpourn + 1?7
8i flx) = %1, alors on peut écrire f{x) = u(x) X 2(x), avec u(x) = x" et v(x) = x.
D’aprés la formule sur la dérivée d'un produit, ona f(x) = o' (x) X o{x) + w(x) % o' (x).
La proposition est vraie pour m, done 1'(x) = nx"™. De pluso(x) = 1 d’oi :
Fix)=n"xx+x"®x1=n+x" =(n+ )", ce qui signifie que la proposition est
vraie pour n + 1.

— Récapitulons : nous savons que la proposition est vrai pour n = 1. D’autre part, nous avons
montré que si elle est vraie pour un entier n, elle sera vraie aussi pour 1"entier suivant.
On peut done dire :
— elle est vraie pour 1, donc elle est vraie aussi pour I'entier suivant ¢’est-A-dire 2 ;
— elle est vraie pour 2, done elle est vraie aussi pour Uentier suivant ¢ est-d-dire 3 ;

el ainsi de suite. ..

On voit donc de proche en proche qu'elle est vrzie finalement pour tout entier supérieur
al.

On a done démontré la proposition par récurrence. n

Un polyndme est une somme de mondmes. Comme la dérivée d'une somme de fonc-
tions est la somme des dérivées de ces fonctions, on peut donc calculer facilement la
dérivée de n’importe quel polyndme.

Proposition 2,14

Dérivée d'un polynéme

Tout polynome [ est dérivable sur ., et sa dérivée est la somme des dérivées des
mondmes qui le composent.

Si f(x) = anx" + ap_, ¥ + .. + ayx + ay pourtout x € R,

alors f/(x) = na, ' + (= Dap1 X2 + ... + 1.

| La démonstration est immédiate d’aprés la proposition sur la dérivée d une somme.

Exemple 2.8

Soit f définie pour tout x € B par f(x) = 2 — Tx® = Bx + 15

On sait caleuler la dérivée de chaque terme, d'oi :
Fl=2x3)-Tx20+8x1+0=6x"— 14x+ 8§

EX] Dérivée d'une fonction rationnelle

Nous savons dériver les polyndmes, et nous savons dériver le quotient de deux fonc-
tions dérivables, donc nous pouvons calculer la dérivée de n'importe quelle fonction
rationnelle, puisqu’une fonction rationnelle est le quotient de deux polyndmes.
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Proposition 2,15

Soit f une fonction rationnelle, définie par f(x) = -;—E%, ol P et O sont des
polynimes.
Alors f'(x) = w pour tout x tel que Q(x) # 0.

(0(x)?

La démonstration est immédiate d’apreés la proposition 2.9 (i) sur la dérivée d'un
quotient.
Exemple 2.9
£ -Tx+2
Soit # définie par f(x) = xz_iziiz
Iei P(x) =X —Tx+2et O(x) = ¥* —3x+2,
Qo P(x) =32 - Tet @(x) = 23,
P()Qx)— PQ'(x) _ B D7 -3x+2) — (X —Tx+2)(2x-3)
(WY - (2=3r+2)? '

done f(x) =

Une fonction rationnelle particulizrement simple et fréquemment utilisée est tout sim-
plement I'inverse d’un mondme. D’ol la proposition suivante.

Proposition 2.16
-n

1
Si f est définie pour tout x non ml par f(x) = = otin € N*, alors f(x) = =

Démonstration
£ estune fonction ratiomelle, f = g,otl pour tout x ona : P(x) = Let @(x) = x".
Les dérivées sont P'(x) = O et ((x) = na™™",

Fgx) - PO _ - —n

= Q7 e e

Ed Dérivées d'ordre supérieur

Sila fonction f est définie et dérivable sur un intervalle 7 de R, il se peut que sa
dérivée " soit elle-méme dérivablz. On obtient ainsi la dérivée de la dérivée. Celle-
ci peut elle-méme étre dérivable, et ainsi de suite. Ceci nous conduit a la définition
sulvante.

Définition 2.6

Soit f définie et dérivable surI'intervalle I de K. Sa dérivée f* est appelée dérivée
premiére de f.

51 f” est dérivable, on appelle la dérivée de f* la dérivée seconde de f, notée f"'.
La dérivée troisitme, notée fm, est la dérivée de la dérivée seconde.
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On définit ainsi de proche en proche pour tout entier n = 2, la dérivée =" de f,
notée f™ : ¢’est la dérivée de la dérivée (n — 1™ de f (si elle existe).

On verra au chapitre 6 que la dérivée premiére et la dérivée seconde d’une fonction
sont utiles pour déterminer les valeurs maximales ou minimales de cette fonction.
La dérivée seconde donne des informations sur la forme de la courbe (» section 5
concavité, convexité, chapitre 6).

Exemple 2.10

Soit £ définie sur B par f(x) = x*

La dérivée premidre de f est f'(x) = 4x (» section 4.2).
La dérivée seconde de 7 est f” telle que /7 (x) = 12x°.
La dérivée troisiéme est f&(x) = 24x.

La dérivée quatriéme est f%(x) = 24,

La dérivée cinquitme est f©(x) = 0.

La dérivée n“" pour n > 5 est donnée par f™(x) =10,

I3 Etude des variations
d'une fonction

I3&E Lien entre le signe de la dérivée
et le sens de variation

On a vu que si f est dérivable en un point x;, alors au voisinage de x; la courbe Cy est
trés proche de la tangente (T7), qui est une droite de pente f'(xg).

— S8i f'(xo0) > 0, la tangente (T') est une droite sTictement croissante. La courbe Cr
est donc trés proche d’une droite strictement croissante au voisinage de xp.

— 8i f'(xp) < 0, latangente (T) est une droite strictement décroissante. La courbe Cy
est done trés proche d’une droite strictement décroissante au voisinage de x;.

On comprend donc facilement que si f est dérivable sur tout un intervalle, le signe
de sa dérivée va nous aider a tracer le graphe de f, en perticulier pour savoir si f est
croissante ou décroissante. C’est 1'objet de la proposition suivante.

Propaosition 2,17

Signe de la dérivée et sens de variation
Soit f une fonction de R dans &, dérivable sur mn intervalle ouvert 1.

— si f* = 0surl, alors f eststrictement croissante surf ;

— si f" <0 sur I, alors f est strictement décroissante sur I.

Chapitre 2 Dérivées
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Démonstration
On donne ici seulement Iintuition. La démonstration mathématique précise est dommée au
chapitre 6, section 1. Supposons [ > O sur 1.

A d
En chaque point de Uintervalle I, on peut dire que A_.i & 4 = (. En tout point de I, une

petite agmentation Ax > 0 de la variable x, entraine une augmentation A f > 0 de la fonction
f. Comme ceci est vrai en chaque point, on en déduit que f est strictement croissante sur [,
Le principe est exacternent le méme pour [ < 0 sur [, ]

On peut remarquer que a |'inverse f strictement croissante n'implique pas ' > 0 sur
tout I'intervalle. Par exemple, soit f définie pour tout x € R par f(x) = 2. Alors fest
strictement croissante sur tout |, et ' (x) = 3x% > 0, mais =0

Un théoréme plus précis sur le lien entre signe de la dérivée et sens de variations
est établi au chapitre 6, comme corollaire du théoréme des accroissements finis
(» chapitre 6, section I).

EN_PRATIQUE

Si on veut émdier les variations d'une fonction,
il faut donc avant tout déterminer sur quels inter-
valles sa dérivée est positive, et sur quels inter-
valles elle est négative.
Une fois déterminés ces intervalles, on peut les
faire figurer dans un « tableau de variations » qui
permet déja de visualiser |'allure de la fonction.
Le tableau de variations fait figurer :
— les valeurs possibles de x, sur la premiére ligne ;
— le signe de la dérivée cn fonction de la valeur de
x correspondante, sur la deuxiéme ligne ;

— la croissance ou décroissance de la fonction f
selon la valenr de x, sur la troisiéme ligne.

On fait figurer aussi dans le tableau les valeurs de
f aux bornes, ainsi que les valeurs de f aux points
oll sa dérivée s’annule. On peut ensuite tracer la
courbe. La tangente est horizontale 14 oi la déri-
vée est nulle.

Notons qu’il peut étre aussi utile de calculer les li-
mites de la fonction aux bornes de son intervalle de
définition ; ¢’est ce que nous verrons au chapitre 4.

I Exemples d'études du sens de variation

de fonctions

Pour bien comprendre la méthode, considérons deux exemples.

Exemple 2.11

Ftude de f(x) = 3x? — 24x + 45 sur I"mtervalle [0; 10].
Cette fonction est un polynime done est dérivable sur tout E.

fix)=6x-24

F=0esx>d4et fix)<O e x4
La fonction f est done strictement décroissante sur [0; 4] et strictement croissante sur |4; 10].
Les valeurs aux bornes sont f{0) = 45 et f{10) = 300 — 240 4+ 45 = 105,
Ladérivée s'ammule en x= 4. Ona f(4) = 3x 16— M x4 +45=48 -9 +45=-3
On peut maintenant dresser le tablesu de variations.
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x 0 4 10
Fix - 0 +
45 105
fx) " A
-3

i} =3x'- 24x + 45

\

o x

A Figure 2.6 Graphe de f(x) = 3x* — 24x +45

Exemple 2.12
Etude de f(x) = ©° — 12x + 3 sur U'intervalle [-5; +5].
Cette fonction est un polyndme donc est dérivable sur tout R.
=35 -12
Fx)=0e 7 =4, cest-i-dire x = +2
Fix) <0 e <4, cest-bdire —2<x<+2
fix)=0e X >4, c’est-d-dire x €] — 0o; —2[U] 4 2; +oo[
La fonction f est croissante, puis décroissante, puis croissante.
Les valeurs aux bomes sont :
Fl=5)=(-5P -12x(-5)+3=-1254+60+3 =62
f5)=5-12x5+3=125-60+3=68
La dérivée s'annule en x= —2 et x =2,
Onaf(-2)=-8+M+3=19et f(D=8-24+3=-13.
D’ oil Ie tablean de variations :

X -5 -2 +2 +3
fx + [T 0 +
19 68
fix) 7 N A
—62 -13

51
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La maximisation du profit

Dans les deux applications qui suivent, on étudie les variations de la fonction de profit d"une firme, afin de déter-
miner quelle quantité de bien la firme doit produire pour maximiser son profit. On utilise pour cela la dérivée de la
fonction de profit.

a. Profit d'une firme dans un marché concurrentiel. Quand on est dans une situation concurrentielle, la
firme ne peut pas fixer le prix de son choix. Elle doit s”aligner sur le prix du marché P, gqui pour elle est comme
une constante fixée. Supposons que ke cofit de production dune quantité 0 est C(@) = 40 +
Le profit vaut dlors :
H(Q)=PxQ-C(Q) = PxQ-(40+ Q%) = (P- 90— ©*
La dérivée de la fonction de profit est :
mrigy=pP-4-20

P;4 et <0 0> P;"

Onall'lQ)>0e Q<

P-4 P-4
— &i P >4, la fonction de profit est croissante pour () < —?—,ﬂdécmissame pour J > -5 Le profit est done
maximum pour 0" = %4;
- siP <4, alors [7(Q) = P-4 -20 < =20 < 0. La fonction de profit est décroissante pour tout 0 > 0. Le profit
est maximum pour (2 = 0. Le mieux est de ne rien produire car le prix P est trop bas.

b. Profit d"un monopole. Quand une entreprise est un monopole, elle peut librement fixer son prix P puisqu'il
n'y a pas de concurrence. Toutefois la demande @ est une foaction décroissante du prix. Quel est le prix idéal pour
maximiser son profit 7 8i le prx est trop bas, les recettes sont faibles. Mais si le prix est trop éevé, la demande et
donc le volume des ventes est faible. Il faut étudier précisément les varations du profit en fonction du prix.
Supposons que la demande @ dépende du prix P de la fagon suivante : (0 = 80 — 2P,

Cette relation peut aussi s 'écrire : P= ——

. Le prix est donc une fonction de la quantité vendue :

P=P(Q)=¢)—%Q
Suppusons de plus gue ke colit de production d’une guantité @ est C(0) = 40 + @7,
Le profit vaut alors :
1 3
Q) = P(Q) x 0~ C(Q) = (40 - 501 x 0 - (40 + ¢*) = 360 - 5&°
La dérivée de la fonction de profit est :
Irigy=36-30
Onall'@) >0 0< % =RetF(PD<0e 0> 12,
La fonction de profit est croissante pour 0 < 12, et décroissante pour (0 > 12. Le profit est done maximum pour
Q" = 12. Le prix est alors P* = 40 — %Q' =40-6=34.
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Les points clés

->

-

La dérivée d'une fonction est la limite de son taux d"accroissement.

La dérivée permet de donner une valeur approchée des variations d’une fonction
autour d'un point, quand ces variations sont petites.

La courbe représentative d'une fonction est 3 peu prés une droite (la tangente),
gquand on reste i proximité d’un point fixé.

Les régles de calcul des limites permettent de trouver les régles de calcul des
dérivées.

Quand on connait le signe de la dérivée d 'une fonction, on peut en déduire si cette
fonction est croissante ou décroissante.

Pour déterminer le maximum ou le minimum d'une fonction, il est utile de calcu-
ler sa dérivée et le signe de celle-ci.

Chapitre 2 Dérivées
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EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

www.dunod.com

Quiz

T Vraiffaux
Dites siles affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
Justifiez vos réponses.

1. Une fonction f définie sur R a un taux d’accroisse-
ment constant si et sculement si elle est affine.

2. 5i une fonction f est dérivable en xy, alors son
graphe admet une tangente en xo.

3. La dérivée d'une fonction composée est lacomposée
des dérivées.

4. Toute fonction polyniime est dérivable sur tout B.

5. Toute fonction rationnelle est dérivable sur son en-
sembie de définition.

» Corriges p. 364

Exercices

2 Dérivée du coiit de production
On note C(@) le cofit total de production de @ unités
d'un bien. On suppose que C est dérivable.

1. Supposons que C'(500) = 20. Qu'esi-ce que cela si-
gnifie conarétement 7

2. Supposons que I'on vende ce bien au prix unitaire
P = 25, et que la production actuelle est de 500. Est-
il intéressant d"augmenter un peu la production ?

3. Méme question pour un prix P = 15.

» Corrigés p. 364

3 Dérivée limite du taux d’accroissement
En utilisant 1a définition de la dérivée en un point, déter-

miner la dérivée de f en x; = l,ﬁf(;)=mpo.,

tout x 2 0. Tracer sur un méme graphique le graphe de
F et sa mngente en xg.
s Corrigés p. 364

4 Limite en un point
Calculer la limite en x, = 1 des fonctions suivantes :

1 =X —3x+7

-1
2. flx)=
x—1
-8+ 19x-12
e
2-3x+2
4. f(x]=ﬂ7_1+

5 Dérivée et tangente

1. Soit £ définie pour tout éel x par f(x) = iﬁ
Calculer la dérivée de f en x; = 2. Tracer sur un
méme graphique la couwrbe représentant f et sa tan-
gente enxp = 2

2. Mémes questions pour f(x) = 1 + 2 yxavec x, = 4.

6 Caleuls de dérivées

Calculer les dérivées des fonctions suivantes, apriss avoir
déterminé leur ensemble de définition,

1 f0)=3/-70+8-2 5, )= 212
2—x
2, f(x)=172—x 2-7
3. fio=V@sl s
8 7 1-x
4 f=--= 1. =55

» Corrigés p. 364

7 Profit sur un marché concurrentiel

1. Une firme est dans un marché concurrentiel pour la
production d’un bien donné. Le prix du marché est
P = 100. Le cofit de production pour cette firme
d'une quanti® O de bien est C(Q) = 600 +20°.
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Calculer la fonction de profit puis sa dénvée. Quelle
estla quantité " qui maximise le profit de la firme ?
2. Mémes questions avec P = 50.

8  Profit d*un monopole

Une entreprise est en situation de monopole pour Ia pre-
duction d'un bien. On suppose que la demande O dépend
du prix P de la fagon suivante :

1
0=100-2P

Supposons de plus que le cofitde production d’ me quan-
tité O est :
C(0) = 600+ 20°

Chapitre 2 Dérivées

Calculer la fonction de profit en fonction uniquement de
la quantité @, puis sa dérivée. Quelle est la quantité 0°
qui maximise le profit de la firme 7

S Varations d’une fonction

Omn considére la fonction f définie pour tout x par :

flo= %ﬁ—4f+ 12x-5

Ftudier les variations de la fonction £ sur [0; 10].

Caleuler sa dérivée et faire son tablean de variations sur
cet intervalle.



Chapitre

suites de données numériques, en particulier  dit que la suite est croissante) 7

E n économie, on a souvent besoind’étudierdes — les valeurs sont-elles de plus en plus élevées (on
quand on suit 1'évolution des valeurs d'une — les valeurs de cette suite varient-elles de moins

variable économique au cours du temps. en moins avec le temps, pour se rapprocher d'un
On peut étudier par exemple la suite formée des va-  nombre donné (on dit que la suite est conver-
leurs successives : gente) ?

— du PIB chaque année ; : L’émde mathématique des suites numériques (ou
— du taux de chomage chaque mois; suites de nombres réels) permet de répondre a ce

— du tanx d’inflation chaque année.
11 est donc utile pour I’ économiste de savoir anal yser
des suites de nombres et répondre a des questions

type de questions.

Archimede (287-212 av. J.-C.)

Archiméde est un mathématicien et physiden grec, vivant a Syracuse en Sicile. On
considére que c'est |'un des plus grands mathématiciens de I'Antiquité. Il trouve le
fameuwx principe d'Archiméde : «Tout corps plongé dans |'eau subit de bas en eau
une force opposée au poids di volume d'eau déplacé.»

Dans son traité la quadrature de la parabole, il calcule I'aire de la zone délimitée par
une parabole et une droite la coupant. Pour cela, il encadre cette aire par les aires de
suites de polygones dont on connait la surface. Cela revient 4 montrer que |'aire de
cette zone de parabnle est limite d"une suite de surfaces de polygones, méme si la
notion de limite n'existe pas 2 I'époque. Ce faisant, Archiméde est un précurseur de
I"utilisation des suites et séries numériques, et préflgure le calcul intégral. Il calcule le
volumme de |a sphére selon une méthode similaire.

Il meurt lors de la prise de Syracuse par les Romains. Selon la légende, il aurait été tué
par un soldat romain alors qu'il était occupé a résoudre un probléme de géométrie. m
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Objectif

-» Comprendre la notion de suite de nombre réels et les principaux outils en rela-
tion avec elle ; croissance, décroissance, suite arithmétique, suite géométrique.

- Savoir ce qu'est une suite convergente, et comment on peut démontrer la conver-
gence.

= Utiliser les suites récurrentes linéaires pour calculer le capital dont on dispose
au bout de n périodes, quand on a un taux d'intérét fixe et que |'on place chaque
année des sommes variables.
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K} Introduction aux suites
de nombres réels

EEN Qu'est-ce qu'une suite numérique ?

1l nous faut d’abord donner une définition mathématique & cette idée de suite de
nombres. L'idée de départ est qu'on a un premier nombre, que I'on peut noter par
exemple 1, puis un deuxiéme que I'on notera 1, puis un troisiéme noté w1, et ainsi
de suite... On a donc associé A chaque entier (1, puis 2, puis 3...) un nombre réel (1,
puis w3, puis i3...). La suite est alors notée (1) ,l2,13...).

C’est ce qu'en mathématique on appelle une fonction (ou application) de 1'ensemble
des entiers dans 1’ensemble des nombres réels, autrement dit une fonction de F*
dans E.

Souvent le premier nombre de la suite est associé i I'entier 0, on le note alors wg. La
suite est alors notée kg, uz...). Comme on démarre a 0, la suite est ici une fonction
de M dans E.

La suite comporte une infinité de nombres, bien siir on ne peut pas tous les écrire. On
résume tout ceci avec la définition suivante.

Définition 3.1

Une suite numérique, ou suite de nombres réels (ou simplement suite), est une
fonction définie de M dans R (ou de H* dans ).

Sipour cette fonction iy est I'image de 0, et u; I'image de 1, us I'image de 2, etc., u,
I'image de n pour tout n € ¥, alors on note symboliquement (u,),aq pour 1'ensemble
de la suite.

Cela signifie que (1) ey désigne (g, ,4;...). Au lieu de (ty, )yen, on désigne souvent
la suite par (i, )x, 0u méme par (4, ).

Pour désigner les entiers on peut utiliser une autre lettre que n. Par exemple s°il s"agit
de I'évolution d'une variable écoromique au cours du temps, on utilise souvent la
lettre . On parle alors de la suite ().

Bien entendu, pour désigner la suite elle-méme, on peut utiliser une autre lettre que u.
Sion étudie 1'évolution de la consommation au cours du temps, on parlera de la suite
(€ )en s 01 ¢; est la consommation 1'année 1.

| Evolution de I'épargne

a. 5i j"ai initialement 2 000 euros d’économies, et que ' ajoute 100 euros par mois & mon épargne, alors la suite
qui décrit I'évolution de mon épargne au cours du temps est la suivante :

wp=2000; g = 2100, wp = 2200; etc.

Mestclair que le n® mois mon épargne u,, sera égale 2 000 euros plus 100 euros fois le nombre de mois. Autrement
dit : e, = 2000 + (100 % n) pourtout n € H.
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b. Supposons que jai initialement 1000 euros, que je n’ajoute men & cette somme par la suite, mais que ces
1 000 euros sont placés & un taux d'intérét de 5 %. Leur valeur au départ est ug = 1 000, Au bout d'un an je posséde
une somme 1y = 1000 x 1,05 = 1050, au bout de deux ans j’ai wp = (1000 x 1,05) x 1,05 = 1000 x 1,057, ete.
Au bout de n années, mon épargne mitiale vaut w, = 1000 x 1,05", pour tout n € H.

E®¥3A Propriétés des suites
On va maintenant introduire quelques définitions mathématiques bien utiles pour dé-
crire I’ évolution d’une suite de nombres.

Définition 3.2

m On dit que la suite (&, ), est croissante si w, < w,,;,¥n € HL

= On dit que (1), a9 est strictement croissante si 1, < w4, ¥n € N

m On dit que la suite (1, )nen est décroissante si u, = tpep, Yo € M.

= On dit que (1,),qq est strictement décroissante si u, > u,,,, ¥n € H.

= Enfin, on dit que (i, )say est monotone si elle est croissante, ou si elle est dé-
croissante (strictement monotone si elle est strictement croissante ou stricte-
ment décroissante).

Exemple 3.1

1. Soit 1a suite (u,) définie par w, = 2000 + (100 x 1) pour tout n € N Cetle suite est
strictement croissante,
1

" . s 1 ”
2. Soit la suite (x.) définie par x., = B pour tou:n € M. On a donc xq = 1. puis x; = 3°

1 ; t
et xg = 3 ,ete. Cette suite est strictement décroissante.

3. Soit la suite (y,) définie par i, = (—1)" pour tout n € M. On a done yy = 1, puis y = -1,
etz = +1, ainsi de suite en alternant les signes. Celte suite n'est pas monotone, carn’est
ni croissante, m décroissante.

4. Soit la suite (z,) définie par zo = 10524 = 15;z2 = 20, et g, = 25 pour n = 3. La suite (z,)
est croissante, mais n'est pas strictement croissante,

Quand on étudie une suite, il est utile de savoir si celle-ci peut varier de fagon trés
importante, ou si elle reste cloisonnée entre des bornes. Cela conduit aux définitions
qui suivent.

Définition 3.3

m On dit que la suite (#,)nen est majorée s’il existe M € R, tel que u, < M,
W¥nel

= On dit que la suite (u,)peny est minorée s'il existe m € R, tel que u, = m,
¥nel.

= On dit que la suite (i, )nen est bornée si elle est majorée et minorée.

59
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Exemple 3.2

1
1. La suite 1, = s est minorée par 0 et majorée par 1 done bomée.
n

2. La suite i, = n” n’est pas bomée car non majorée.
3. La suile w, = (—1)" est bornée, car -1 = (-1 < L.

Suites arithmétiques, suites géométriques

Les suites qui croissent (ou décroissent) de fagon régulitre sont particuliérement

simples et utiles, notamment pour analyser la croissance (ou décroissance) de va-

riables économiques. Il ¥ a deux fagons principales pour une suite de nombres de

croitre (ou décroitre) ré guliérement :

= Premiére fagon : on ajoute un méme terme i chaque période. Cela conduit i la
notion de suite arithmétique.

= Seconde fagon : on multiplie par un méme facteur & chaque période. Cela conduit 4
la notion de suite géométrique.

Do les définitions suivantes.

Définition 3.4

= On dit qu’une suite (4, )qey est arithmétique s’il existe r € R tel que : upy =
My + 1, ¥n € H. Le nombre r est appelé raison de la suite arithmétique. Dans ce
Cas on a My, = Mg+ nr, Yn e M,

m On dit qu’une suite (i, )pen est géométrique s'il existe g € B tel que : upyy =
qity, ¥n € N. Le nombre g est appelé raison de la suite géométrique. Dans ce
cas ona u, =g "1, ¥n € N

Evolution réguliere de I'épargne

4. Supposons que chaque année, je mette de cté 2 000 euros et que ma richesse initiale est de 5000 euros. Si x,
désigne mon épargne totale la n® année, alors 1a suite (x,) est clarement une sute anthmétique, puisque X, =
Xy + 2000, Comme xp = 5000, on a au total x, = 5000 + 2 000x.

Mon épargne totale Ia 10° année par exemple est x;q = 5000+ 20000 = 25 000. Remarquons qu’ici on ne parle
pas de taux d’intérét. 1 8" agit simplement d accumuler des sommes placées.

b. Supposons maintenant que jaie ici aussi 5000 euros de richesse initiale, mais que cette somme soit placée
& un taux d’intérét r, disons par exemple r = 5 %. Par contre, je n’ajoute rien par la suite. Mes 5000 curos
vont donc augmenter de 5 % par an. Ma richesse initiale g = 5000, sera y; = 5000 x 1,05 au bout d'un an,
puis gz = 5000 % 1,05 x 1,05 au bout de deux ans, etc. Ma richesse au bout de n anmées est donc y, tel que
Yo = 5000 % 1,05". On a donc ici une suite géométrique de rison g = 1,05,

¢. Si je plagais mes Economies au taux d’intérét 5 % et que chagque année §’ goutais une certaine somme, j obtien-
drais une suite un peu plas compliquée, mélange de suite arthmétique et de suite géométrique. Nous éudierons ce
type de suite dans la 5 section de ce chapitre.
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B3 Convergence
Suites convergentes

Quand on étudie "évolution d’une variable économique, il est intéressant de savoir
si elle est croissante, décroissante, majorée, minorée, etc. Nous venons d’étudier ces
notions. Mais il est tout aussi intéressant de savoir si cette variable va fluctuer de fagon
importante & 1" avenir ou bien si, au contraire, elle va fluctuer de moins en moins avec
le temps, pour se rapprocher d'un nombre donné que 1’on appellera sa limite. Dans ce
dernier cas, on dit que la suite est convergente.

Définition 3.5
Une suite (u,)zeyq est dite convergente s'il existe un nombre | € R tel que, si
on attend suffisamment (c.-a-d. pour n assez grand), u, va se rapprocher d’anssi
prés que 'on veut de [. On dit dans ce cas que / est 1a limite de (1, )pen, ON DOtE
1= lim By

=400
Si (U )ner ne converge pas on dit qu'elle diverge.
Formulation mathématigue :
La suite (i, )nex est dite convergente s’'il existe un nombre [ € K tel que :

Ve>0,ANeN, n2N=2 l-c<u,<l+¢

c'est-i-dire, pour tout £ > 0 méme petit, si on atend suffisamment (= ¥ grand), a
partirden = N on a u, €l — ;1 + g[.

La formulation mathématique de la définition n’est utile que pour certaines démons-
trations de théorémes.

A Figure 3.1 La suite (u,) converge vers |

Exemple 3.3

1. u, =

converge vers [ =0.
l+n 5

2. u, =n" diverge (car dépasse n'importe quel J).
3. u, ={-1)" diverge (car oscille sans arrét).
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Les suites convergentes ont des propriétés intéressantes. Nous allons énoncer les prin-
cipales.

Proposition 3.1

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration

Utilisons la définition mathématique. Soit £ > 0 et N tel que u, €f —&, [+ £] pourtoutn = N.
Soit M = max(ug,q,. .., Uy_1,0 + £). Alors M est un majorant de (u, ).

SOt m = A0 in, 11 yeeey Hy—1. — £). AlOrs m est un minorant de (u,).

La suite (m,) est majorée et minorée donc bomée. [ ]

Remarquons que toute suite non bornée est donc forcément divergente. Par exemple
4, = n* est non bornée donc diverge.
La réciproque de la proposition est tausse : (u,) bornée n'implique pas () conver-
gente. Par exemple : u, = (—1)" est bornée mais ne converge pas.
La limite d'une suite est un nombre vers lequel cette suite a tendance & s’ approcher
de plus en plus. Il parait donc logique que ce nombre soit unique. C’est 1'objet de la
proposition suivante.

Proposition 3.2

Quand une suite est convergente, sa limite est unique.

Démonstration
Supposons qu'il y a deux limites [et!", [ <[,
Pour n grand, u, doit &tre i la fois dans |- &,/ + & etdans | — & + .
1
C’est impossible pour & > () assez petit (pour & inféneur i E(P =) ]

Proposition 3.3
51 la suite (u,) est telle que lim |u,| =0, alors lim u, = 0.
n=00 M=y

Démonstration
Appliquons la définition mathématique de Hm fu,|=0:
Ve>0, ANeEN, n=N = |lu,|—{] <&

ol { =0, done :
We=0, INEM, n2N= || <&
d'od lim u, =0, ]
n—+m
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P®] Suites ayant une limite infinie

Parmi les suites divergentes, on peut distinguer :

s Celles qui ont tendance 4 prendre des valeurs de plus en plus grandes. On dit qu'elles
ont pour limite +oco.

= Celles qui ont tendance & prendre des valeurs de plus en plus négatives. On dit
qu’elles ont pour limite —co.

= Celles qui divergent, mais qui n'ont pas non plus pour limite +o0 ou —co. Par
exemple, celles qui oscillent continuellement (comme u, = (—=1)").

Commengons par les premiéres.
Définition 3.6
On dit que la suite (1,),.y tend vers +oo si, quand on attend suffisamment (c.-i-d.
pour n assez grand), i, va étre aussi grand que |'on veut. On note “R Uy = 400,

Formulation mathématique :

lim u, = +o0osi et seulement si :
n—r4oo

¥A>0, ANeN, n2N=u, > A

C’est-a-dire, pour tout A > 0 méme trés grand, si on attend suffisamment (= N
grand), apartirden = Nona u, > A.

Up

A Figure 3.2 La suite (u,) tend vers +co

Exemple 3.4

Sty =0, alors lim u, = 4o
P
On a une définition similaire pour la limite —oco.
Définition 3.7
On dit que la suite (1, )z tend vers —oo s1, quand on attend suffisamment (c.-a-d.

pour n assez grand), u, va étre aussi bas que I'on veut (c.-4-d. dans les nombres
négatifs). On note uh& Wy = —00,
o
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Formulation mathématique :
lim u, = —cosi et seulement si :
=400

¥YB<0, ANeN, nz2N=>u,<B

¢ es-a-dire, pour tout 8 < 0 méme trés négatdf (5 = —100000 par exemple), si
on attend suffisamment (= N grand), 4 partirde n = Nonau, < B.

Exemple 3.5

Sin, =—n%, alors lim u, = —co.
Ll

Récapitulons ce que nous avons vi au sujet des limites de suites. Si u, désigne ma
richesse I'année n, on peut dire que :

— 8l l.ilP U, =1, ¢’est que ma richesse se rapproche d’une valeur donnée [ ;
n=p400

— 51 lim u, = +oo,c’est que je deviens de plus en plus riche, extrémement riche avec
oo
le temps;
— si lim u, = =oo, c’est que je deviens de plus en plus endetté, extrémement endetté
n—edoo

avec le temps.

Nous avons vu que les suites les plus simples et les plus utiles sont les suites arithmé-
tiques et géométriques. Nous allons maintenant étudier leurs limites.

Proposition 3.4
Soit (i) une suite arithmétique, avec u, = ug + nr. Alors:
la suite (1, ) a une limite finie si et seulement si » = (. La limite est alors ug;
— la suite (1,) a pour limite +co i r > 0}
— la suite (i,) a pour limite —oo si r < 0.

Démonstration
La démonstration est trés simple. Quand r = 0, la soite (u,) est constante égale 4 wy, donc
converge.
— quand r > 0, lim nr = +co, donc im u, = +oo;
n—s+m n—+mx

- quand r < 0, lim nr = —co, donc lim u, = —oco. ]
n—++am n—+m

Exemple 3.6

Considérons la suite arithmétique définie pour tout n € M parw, = nr+ 100, ol r est la raison
de la suite.

— sir = 10, alors w, = 10m + 100 tend vers +oo )
— sir =0, alors w, = 100 est constante ;
— sir=-5, alors u, = —5n+ 100 tend vers —oo,
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Proposition 3,5

Soit (u,) une suite géométrique, avec u, = g".

Si—1< g < 1, alors (u,) a pour limite 0.

Sig > 1, alors (u,) tend vers +oco.

Sig =1, alors (u,) est constante, égale 4 1 pour toutn.

Si g = -1, alors (u,) prend alternativement les valeurs 1 et —1.
Sig < —1, alors (u,) n'a pas de limite.

Démonstration
~ Supposons g > 1. Alors g = 1 + @, avec @ > (. La formule du hindme de Newton
(= proposition 1.14) donne :
F=(l+a)"=1+4+Cla+Cla® +..+C" 21+ Cla=1+ne
Ona ]_’f' 1+ na = +eo et g" = 1 + na pour tout a, donc ]i:;n q' = +eo
— Supposons g = 1. Alorsu, = g" = 1" = 1 pour tout n.
1 1\
— Supposons () < g < L. Alors — > 1, done (—J est une suite géométrique de raison plus
q
1y
grande que 1. Nous venons de voir qu’une telle suite tend vers +oo, d'oil hf- (E) = +oo,

1"
(-} tend vers +oe quand n — +ceo, done (g") tend vers +oe quand n — +oo.
q

~ 81 g =0, on abien sir 1, = g" = 0 qui tend vers (.

~ Pour g < (), le comportement de 1a suite géométrique de raison g est le méme que celul de
la suite de raison ¢ = —g > 0, hormis le signe deu,, qui est positif pour n pair, et négatif
pour n impair.
Dodsi -1 < g <0, alors () a pour limite 0, et si g < —1 alors (u,) diverge.
Pourg=—1, alors u, = (-1 qm vaul | pour n par, ¢l qun vaul —1 pour 7 umpair. [ |

El Théorémes de convergence

Quand on émdie une suite, connaitre son comportement asymptotique — ¢’est-a-dire
son comportement pour # grand — est important. Il faut en particulier pouvoir déter-
miner si une suite donnée converge ou pas.

La définition abstraite de la convergence est compliquée a utiliser, ¢’est pourquoi il
est utile de disposer de quelques théorémes qui permettent de démontrer facilement
qu'une suite converge. (' est I'objet de cette section.

EEB Suite encadrée

La proposition qui suit indique que lorsqu’une suite (i, ) est positive mais plus petite
qu'une autre suite (v, ), si (uv,) tend vers 0, alors (i, ) tend elle aussi vers (0.
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Proposition 3.6
Soient (u,) et (v,) deux suites telles que 0 < w, < v,, pour tout n i partir d’un
certain rang.
Si lim v, =0, alors im u, =0.
n—ston M—bt00

Démonstration
Intuitivement, on comprend que u, ¢t « coincée » entre 0 et v, et comme v, tend vers 0, alors
1, ne peut que tendre aussi vers 0. Voici la démonstration basée sur la définition purement
mathématique :

Ye=0, AN, poirn =Nona v, €] —&,&[

¥e=>0, AN, porn zNona v, <&
D'ob:

Ye=>0, AN, porn =N ona: O0<u, v, <&

ce qui signifie que Ein uy = 0. ]

Remargue : ) < u, <uv, « i partir d'un certain rang » signifie qu’il existe un entier N
tel que 0 < u, < v, pour tout n = N.

Corollaire
Si |ug| < Ag" pour n grand avec 0 < g < 1, alors lilP i =0
=400

Démonstration

En posant v, = Ag", on peut appliquer la proposition précédente & la suite (ju,[), d'ol
Lim o] = €

n—+o0

D’aprés la proposition 3.3, on peut en déduire que ].i]_::l uy = 0. u

Le théoréme suivant exprime le fait que lorsqu’une suite est coincée entre deux autres,
si ces deux derniéres suites convergent vers une méme limite /, alors la premiére aussi.
On peut dire que cette premiére sulte est « serrée » de plus en plus prés par les deux
autres. C’est pourquoi il est d’'usage de le nommer « théoréme des gendarmes ».

Théoréme

Théoréme des gendarmes
Soient (x,), (u,) et (z,) trois suites telles que, & partir d'un certain rang, on a
Xn = Un = In.
S'ilexiste ! € R, avec lim x, = lim z, =/, alorson a aussi lim y, = 1.
n=rtoa n—oa oo

Démonstration
Posons u,, = ify — X, €l 0, = 5, — Xy.
On a0 < u, <y, et limup, =0, donc d’aprés la proposition qui précéde, limy, = [ |
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Dans le méme ordre d'idée, on a la proposition suivante qui découle immédiatemnent
de la définition d’une suite tendant vers +co.
Propaosition 3.7

Solent (u,) et (v,) deux suites.
Si un > v, pour tout n i partir d’un certain rang, et si limv, = +oo, alors
lim uy = +o0.

E¥3 Opérations sur les suites

11 est trés souvent utile d’additionner, multiplier, diviser... une suite par une autre. Si
ces suites convergent, peut-on de méme additionner, multiplier, diviser... leurs limites ?
C’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 3.8

Soient (u,) et (v,) deux suites dans R. 5i (u,) converge vers(; € K et (1,) converge
vers ; € B, alors :

(i) Pour tout A € R, (1u,) converge vers 1/;

(ii) (u, +v,) converge vers [ + [,

(iii) (Awy + pvy) converge vers Ay + ply

(iv) (unty) converge vers 11z

= 1
(v) sila#0, (u__} CONVErge vers ik
Un Iz

Démonstration

Meontrons seulement (ii), car les autres points de la proposition ont des démonstrations simi-
laires.

(i) e + v — fy — Dol = |16 — B} + (g — 1) < e — Bl + ow — 12

Ve 0, 3N N n2 Ny = |u, — L) <eetnz Ny = |y, — k| <&

n= N = max(Ny,No) = iy + ta— [ — Lo <t =+ |on — 2] < 22 L

Si(uy) et (v,) ont des limites qui peuvent éire infinies, on a les tableanx suivants :

i | i [ e L i) L)
+co +oo

+co +ca
400 0
oo —oa ? —ca
—0o 0
—co —oa —o +co
ot +00
+o0 0 +oa ?
o —oo
1 400 >0 +oo 400
1+0 7l +00 f<0 400 —oo

67
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Le tableau n’est pas tout a fait exhaustif, mais les cas restants sont similaires (en faisant
attention au signe).

Le? dans le tableau signifie qu’on ne peut pas conclure. On parle dans ce cas de
forme indéterminée. Par exemple, si (i,) tend vers +oo, et (v,) tend vers —oo, alors
pour (1, + v,) plusieurs situations sont possibles :

— la suite (4, + v,) peut tendre vers +oo (ex. : uy = Znetvy = —n);

— la suite (u, + v,) peut tendre vers —oo (eX.: iy, = netv, = —2n);

— la suite (uy + vy) peut tendre vers une limite finie (ex. : uy =2n + l et v, = —2n);
— la suite (u, + v,) peut ne pas avoir de limite (ex. : u, = n+ (=1)" et v, = —n).

Le 0" dans le tableau signifie que iu,) tend vers () en gardant des valeurs strictement

positives pour tout n (ex. : 4, = —). Le 07 signifie que (u,) tend vers () en gardant des

n

1
valeurs strictement négatives pour tout n (par exemple u, = _E}'

EE31 Convergence des suites monotones

Quand une suite est monotone, il est plus facile d'étudier sa convergence. C'est1'objet
de cette sous-section.

Proposition 3.9

Si une suite croissante est majorée, alors elle converge.
Si une suite décroissante est minorée, alors elle converge.

Démonstration

S0it (i,) croissante et majorée par M.

Soit a = inf| K > 0 tel que u, < K, Yn}.

Y& = 0, a— £ ne majore pas 1a suite (u,), done il existe N, tel que a — £ < uy.

(n,) croissante, done pourm = N, i, € [a— £a].

Dotla= lim wu,.

La démonstration est similaire pour une suite décroissante et minorée. =

Nous allons montrer maintenant que si deux suites se rapprochent I'une de 1'autre,
I'une en croissant, 1'autre en décroissant, alors elles tendent vers une méme limite.
C’est I'objet de la définition et de la proposition qui suivent.

Définition 3.8

Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si (u,) est croissante, (v,) décrois-
sante, et lj.E] (Un = un) = 0 (et donc u, < v,).
M=o

Proposition 3.10
Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent, et leurs limites sont égales.
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Démonstration

Yex=0,3N.pournz2Noma:0<y, —u <&

Mais d’aprés la proposition précédente, (i, ) converge vers une limite [, et (v, ) converge vers
une limite [".

Atonl=["7

AN, nz N =(u,-ll<egcel |u,—F <& a 0, — I, <&

== —v)+ (=) +(uy - <e+e+e=3

I = <3gpourtoute > 0, d'od ' = 1. |

I3 Séries

EXE Qu'est-ce qu'une série?

Une série est une suite définie comme la somme des termes d'une autre suite.
Définition 3.9
Soit (i, ) une suite. On appelle série de terme général u, la suite (5 ,,) définie par

Sn =+ + ... +u, pour tout n.
Si (uy) n'est définie que pourn = 1, alors on cansidére S, = uy + ... + Un.

Définition 3.10
On dit que la série converge si (5,) converge. On note § la limite éventuelle de

la série, et on écrit alors § = Zu,..

n=0

Série des revenus annuels

A la suite d’un investissement initial I’année 0, un projet rapporte un revenu B la premiére année, un revenu R,
la deuxidme année, etc. La somme de tous les revenus engendrés par le projet les n premiéres années est alors la
série

Sp=R +R:+...+R,

E®A Série géométrique

Soit g € R, et u, = ¢" pour toutn € M. La suite (u,) est donc une suite géométrique.
Définition 3.11
On appelle série géométrique la série (S ,) de terme généralu, = ¢". Onadonc :

= e
S.=) 4
i=0
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Proposition 3.11
— gl
Siq#l,a.lorsS,.:l 7 3
l-g

Démonstration

Se=ligight..1q"
Sig# lLonaS, x(1—g) = (1+g+...+¢")1—gq) = (l+g+...+g")~(g+q" +...+¢™") = 1—g™*!
1- g

dous, = — .
-q

Proposition 3.12
La série géométrique (S,) converge si et seulement si —1 < g < 1. Dans ce cas,
salimiteest§ = lim §,=——

oo 1 _q'

Démonstration

- Sig=1,naf,=n+1quidiverge.

1_ +1
- Sig#l.onaS,= ,dom: (5,)) converge si et seulement si (") converge, ¢ est-
—-q
A-dire lasérie gométrique converge si et seulement si lasuite géométrique converge. Cette
demiére converge si—1 < g < 1, etdiverge sig = —1 ousilg > 1.

1

l-g

1
Pbu.r—1<q<l,onaéi_lgq"=0,d>m§_2.5‘..=!i_ﬂ =ﬁ;'

Série des chiffres d’affaires

La clientéle d’une entreprise augmente de 10 % par an, si bien que son chiffre d’affaires augmente auss de 10 %
par an. En notant wy le chiffre daffaires initial, et u, le chiffre d affaires "année n, on a u, = 1y 1,17, La suite (u,)
est une suite géométrique. Le chiffre d’affaires cumulé de 1"année 0 4 1’ année n est donné par la série géométrique
(5,), 0l :

n n 1_1 1n+] 1 1n+]_1
s = R L4 - LS = a+l _
S"‘é“‘ noxg;l,l WX Tt =X 10 Xutg % (1,1 — 1)

5i par exemple ug = 50000 euros et n = 8, on obtient 5y = 10 % 50000 % (1,1° — 1) = 571 795.

¥ Etude de la convergence d'une série

La proposition 3.13 énonce une condition nécessaire (mais pas suffisante) de conver-
gence d'une série.
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Propaosition 3.13
Soit (S,) une série de terme général m,. Si (5,) converge, alors

im u, =0.
[
Démonstration

{S4) converpe donc il existe un nombre réel § tel que lﬂn 5. =8.Pourn
assez grand, 5, cst aussi prés que Pon veut de 5. Oa aura i Ia fois 5, et S,y
aussi prés que I'on veut de §, donc S, et §,_; seront également arbitrairement
proches 'un de 'autre. Comme S, — 5,1 = Uy, cele signifie que u, sera aussi
proche que ' on veut de 0, powr n suffisamment grand, ¢’est-4-dire .,.]_i.f!. uy =0,
En utilisant la définition mathématique de Ia limite, ceci peut 8’ écrre :

Pour tout & > @, il existe N, telquen 2 N = - < §,-85 <cet
—=<8,,—-8 <&,

Do -2 < §, — 51 < 25, cest-di-dire —2= < u, < 2, ce qui signifie que

Attention | La réciprogue ast
fausse. La suite (u,) peut tendre
vers 0 sans que la série (5,)
converge.

]i-lPun=U~ ] POUR ALLER PLUS LO
= Loirp. 81
Exemple 3.7

Pour |g] < 1, 1a série péométrique de terme général 4" converge (» proposition 3.12), eton a

bien u,, = g" qui tend vers 0 quand n tend vers +co.

Définition 3.12

Soit (S,) une série de terme général u,, de signe quelconque. On dit que cette série
est absolument convergente si la série de terme général |u,| est convergente.

Proposition 3.14

Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est fausse.

Démonstration
Soit (S,) une séne de terme général u,, telle que cette série soit absolument convergente.
Pour chaque n, on peut avoir u, positif ou négatif. Posons :

Ay =y Sy 200t x, =08 u<0

Yn=0 8 4, 20 et yo =—t, s u, <0.
Pour tout i, 00 & |t = Xy + Y Lty = Xy — Yo
Onal < x < |u,let 0 <y, < |u,|. Comme la série de terme général (Ju,[) converge,
on peut dire que la série de terme général (x,) converge, et que celle de terme général (y,,)
converge aussi. Comme w,, = X, —If,, 0nen déduit que la série de terme général (i,) conver ge
Egalement. [ |

XA Séries a termes positifs

On considére dans tout ce paragraphe une série (5,) de terme général u,, avec u, = 0
pour tout i.

‘ 3
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;

Proposition 3.15

{8 5) estcroissante.

Démonstration
Sne1 — 8 = tps1 = 0 par hypothése. [ |

Proposition 3.16

(5 ) converge si et seulement si elle est majorée.

Démonstration
Si (5,) est majorée, alors (§,) est une suite croissante et majorée, donc convergente
(» proposition 3.9).
Réciproquement, si (5,) converge alors elle est bomée, comme toute suite convergente
(» proposition 3.1). ]

Proposition 3.17

On considere les séries (S ,) et (T,) de termes généraux positifs u, et v;. On sup-
pose que iy < U, pour tout n a partir d'un certain rang N.

— Si(T,) converge alors (5,) converge.

— 51 (5 ,)diverge alors (T,) diverge.

Démonstration

Onas, = cht Ta= Zubchms; et T, les séries obtenues en sommant seulement &
k=0 k=0

partir de N, c-i-d. §, = wetT, = Ty
() converpe si et seulement 5157, = an Converge.

k=N

(T,) converge si et seulement si T, = ka converge.
k=N
0§, =T, powrtoutn= N,
(T,) converge = (T) converge = () converge = (5,) converge.
(5,) diverge = (5 ) diverge = (T, )diverge = (T,) diverge. [ ]

Proposition 3.18

Régle de D’Alembert
Soit une série (5 ,,) de terme général strictement positif w,.
On suppose que lim etl s

Ao Uy

— Si0 <1 < 1, alors la série (S ,) converge.
— Sil> 1, alors la série (5 ;) tend vers +oo.
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Démonstration
- 8i0 <1< 1, soit o €lf; 1[. Pour N assez grand, on auran 2 N = %l <
b
a < 1.Donc pourn=N:
= 2 e Bl o By <N oy
Hn-1 L) Tty
Do .
g = e ¥y
k=N+1 o=} TR |
qui converge quand n tend vers +oo, Dol (5,) converge. S rlal-'rg Un =/=1,alors tout est
: ; et possible. La série (S,) peut
= 8il> 1, soit a €]1;I[. Pour N assez grand, on auran = N = g za=l. converger ou bien diverger.
Donc pourn = N :
It 1,
u,=—"xL]x...xuﬁxuN2a"'”xuN
iyl a2 Iy
D'oii: .
= & *
k=N+1 k=N+1
qui tend vers +oo quand n tend vers +o0. Dol (5, ) tend vers +oo. [ ]

[H Suites récurrentes linéaires
d'ordre 1

Une suite (x,) est dite récurrente si elle est définie par la donnée de la valeur initiale
xp et d'une relation qui unit x, et Xy, Xy-2... pour chaque n. Cette relation est dite
relation de récurrence. Dans les bons cas, cette relation de récurrence permet de
calculer explicitement x,, de fagon relativement simple. C'est le cas de cette section,
on y étudie les suites récurrentes linéaires d’ordre 1. Linéaire signifie que la relation
de récurrence est linéaire. Ordre 1 parce que cette relation de récurrence lie x, et xp_1
{ou ce qui revient au méme lie X,41 et x»). On parlerait d’ordre 2 s’il s"agissait d’une
relation liant x, d'une part, et x,_;, X,_2 d’autre part.

Plus précisément, on étudiera dans cette section la suite (x,) définie par :

— la donnée de xq:
— une relation de récurrence de la forme x,,, = ax, + u, pour tout n.

Le but est ici de trouver une formule permettant le calcul explicite de x, en fonction
de a, xp, et de la suite (u,).

EXE Exemple détaillé

Pour bien comprendre le mécanisme général, le mieux est d'étudier un exemple
concret. On suppose que ’on a un capital placé, rémunéré au taux d’intérét de 10 %.
L’année n le capital est x,. Nous allons examiner plusieurs cas de figure, en commen-

cant par le plus simple.

‘H
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1% cas. Au départ, on a déposé un capital initial xy, puis on n'a rien ajouté par la

suite. En raison du taux d'intérét de 10 %, la relation de récurrence liant x,.1 et x, est
Xpe1 = 1,10 X x,,, pour tout m € M.

La suite (x,) est donc géométrique, de raison g = 1,1, d’ o1 : x, = 1,1" X xp, ¥n € .
Par exemple, si x3 = 5000 euros est mon capital initial, dans 10 ans j aurai
x10 = 1,1'" x 5000 = 12969 euros.
2° cas. On a placé xp au départ, puis on ajoute 1 000 euros par an & ce capital. Le
taux d'intérét est toujours de 10 %. La relation de récurrence est ici :
a1 = 110 X x, + 1000, ¥Ym e M

On peut écrire :

x =1, 1xp + 1000

x9 = 1,16 + 1000 = 1,1(1,1xy + 1 000) + 1 000 = l,lz_xu +1 100+ 1000

x3=1,1x + 1000 =1,1(1,1%x + 2 100) + 1000

Etc.
On voudrait une formule pour obtenir x, en fonction de xg et de n.
3% cas. On a placé x; au départ, puis on ajoute 1000 euros, puis 1 10D euros, puis
1200 euros... i ce capital. On a donc :

X1 = L1z, + 1000 + 1000, Yne W

On en déduit:

x1=1,1xp+ 1000

x2=1,1x;+ 1100 = 1,1(1,1xg + 1000) + 1 100 = 1,1%xp + 1 100+ 1 100

x3=1,1xz + 1200 = 1,1¢1,1%x5 + 2200) + 1200

Etc.
Idem : on voudrait une formule pour obtenir x, en fonction de xg et de n.
Cas plus général. On a un capital placé 4 10 %, puis on ajoute uy, uy, u; ... ice
capital i la fin des années O, 1,..., n,...
{On avait précédemment : dans le 1*" cas : u, = 0; dans le 2° cas : u, = 1000 ; dans
le 3% cas : u, = 1000 + 100n). Pour I'instant, on ne sait résoudre que le premier cas.

On aimerait savoir ce que devient notre capital lorsque 1'on y ajoute des sommes a
intervalles réguliers. Une étude mathé matique générale s’impose donc.

74
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IE¥A Etude générale
Commengons par quelques définitions.
Définition 3.13
m Une suite (x, )4 est dite récurrente linéaire d*ordre 1, ci elle est de la forme
(EC) Xpel = @Xy + Uy, Ppourtoutn €M
ota € R avec a # 0, et (u,) est une suite donnée connue.
On va dire que (EC) est 1'éguation compléte, c'est-d-dire avec un second
membre (i, ).

m On appelle équation homogéne associée, I'équation de récurrence sans second
membre :
(EH) Yn4l = @Y, pourtoutn € M

On pourrait garder la méme notation x, pour I'équation (EH), mais pour ne pas
confondre leurs solutions, on préfére adopter une notation différente.
On remarque que si (y,) vérifie (EH ), alors ¢’est une suite géométrique de raison a. En
particulier, y, = a"iy est la solution générale de (EH) (c’est-i-dire représente toutes
les solutions de (EH) ; elles dépendent donc d'un paramétre, la valeur initiale o) :
— silal < 1, alors limy, =0;
— si |a| > 1, alors (y,) diverge.
51l s"agit d’argent placé, on peut poser :

yo = capital initial

a= 1+ r, ol r =taux d’intérét

Exemple 3.8

On reprend 1" exemple du capital placé, munéré au taux 10 %. L' année n le capital est y,,.
L'année suivante il a augmenté de 10 %, d’od I'équation récurrente suivante :

Yue1 = 1,10y, pourtoutne N
Dot g = Llyas = 1,100 = o= 1,10,
Donc il ¥ a une infinité de solutions comespondant aux valeurs possibles de yg. Par exemple
w=1=y=11"Wn

yo=3=y,=3Ix 11" ¥n

Voici maintenant un théoréme qui nous indique comment trouver la solution générale
de I'équation compléte (EC).
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Théoréme

Lasolution générale de (EC) est égale i la somme de la solution générale de (EH)
et d'une solution particuliére de |EC), ¢’ est-a-dire :

Xp = Yut Xy

ol :
x, = solution générale de (EC)
Y = solution générale de (E H)
X, = solution particuligre de (EC)

Démonstration

On suppose que X, est une solution particuligre de (EC).

Hnel = 0%y = iy

Alors :

Kp+1 — 0%y = g

& (X1 — Xt ) = alxy — Xa)

€ Yue1 = Al €0 posant y, = X, — X, @

D’aprés ce théoréme, comme on connait la solution générale de (EH), il suffit de
trouver une solution particuliére de I'équation avec second membre (E£C) pour obtenir
1a solution générale de (EC).

Par solution générale, on veut dire toutes les solutions de 1" équation de récurrence,
quand on fait varier la condition initiale. Par solution particuliére, on veut dire une
solution de 1'égquation de récurrence pour une condition initiale particuliére.

EN_PRATIQUE

Recherche d’'une solution particuliére de (EC)

Régle générale : chercher une solution particulidére — si u, est un polyndéme de degré p, (c.-a-d.
(X, ) pery de la méme forme que (u,,), ¢’est-a-dire : ty = cph” + ... + cn + ), chercher une so-
lution X, = O(n) = dpn® + ... + din + dy, ot

— si i, est une constante, u, = ¢, chercher une so- O(n) est un polynéme de degré p.

lution constante X, =k, ou ke R;
Il peut étre utile ensuite d’exprimer la solution gé-
— 8l My = cn + d, ol ¢ et d sont des constantes nérale de (EC) en fonction de la condition ini-
(c.-a-d. u, polynéme de degré 1), on cherche tiale x, (puisque la solution générale dépend d'une
une solution de la forme ¥, = An + B; constante).
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Chapitre 3 Suites numériques

Capital placé avec ajout annuel constant

On a un capital placé au taux 10 %, mais de plus on ajoute 1 000 euros par an i ce capital. On obtient I"égquation
récurmente suivante :
X1 = 1,1x, + 1000, pourtout n € N
ol x, est le capital I année n.
L' équation homogéne assocife est y,..q = 1,1y,
Sasolution générale esty, = 1,1y (car i = 1,1y = l,lzy,,_g = ... =11"yy).
On cherche une solution particuliére constante de (EC) :

X,=c dome c— 1,1 xc= 1000 donc ¢ =—10000 ¢'est-b-dire %, = —10000 pour tout n

La solution générale de (EC) est donc x, = 1,1" x yy — 10000, oy € B.

On peut 'exprimer ¢n fonction de 1a condition initiale : pour n = 0 on obtient xy = yy — 10000, d’od finalement
%, = 1,17 % (xg + 10000) — 10000,

Par exemple, sile capital de départ est 5000 euros, dans 10 ans onaura 1y = 1,175 15 00010000 = 28 906 euros.

_Capital placé avec ajout annuel variable

Le capital est placé au taux annuel de 10 %, et de plus on ajoute le montant 1 000+ 100# I année n (¢’ est-i-dire on
ajoute 1000 euros, puis 1 100euros, 1200 euros...).

On obtient pour le capital x, I'équation : x,.; = 1,15, + geavec u, = 1000 + 100n.

L &quation compléte (EC) est done :

A1 = 1,12, + 1000 + 100m pour tout n € B

L’ équation homogéne est la méme que précédemment : i+ = 1,1y, pour tout n. Sa solution générale est ici aussi
o=t ¥ 1, L
Comme u, est un polyndme de degré 1, on cherche une solution particuliére de (EC) de la forme X, = An + B.
Done pourtoutm, ona: Aln+ 1)+ B— 1, 1{An + B) = 100n + 1 000.
Co-i-d. 0,140+ A - 0,18 = 100n + 1 000 pour tow n.
Comme ¢'est vrai pour toul n, il faut donc que le coefficient de n soit le méme dans le membre de gauche et ke
membre de droite de I'équation ; méme chose pour les termes constants, ils doivent &re identiques 4 gauche et i
droite.
Cela donne —0,14 = 100 et A — 0,1B = 1000,
Dol A = =1 000 et B = =20000.
On en déduit que X, = —1 000z — 20 000 pour tout n est une solution particuliére de (EC).
La solution générale est :
X = g0 % 1,1" = 10008 — 20000

On peut I'exprimer en fonction de la condition initiale en remarquant que pour i = 0 on a: xy = yy— 20 000, donc
finalement :

Xo = (xg + 2000001, 1" — 1000n — 20000
Par exemple, si le capital de départ est xp = 5000 euros, dans 10 ans on aura xyp = 1, 1'% x 25 000 — 30000
= 34 843 euros.

‘H
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Les points clés

-

Les suites numériques (ou suites de nombres) permettent d’ étudier 1'évolution de
variables économiques au cours du temps, comme le PIB, le taux de chémage, le
taux d’inflation...

Les suites numériques les plus simples sont les suites arithmeétiques (qui consistent
a ajouter le méme nombre & chaque période) et les suites géométriques (qui
consistent & multiplier par le méme nombre a chaque période).

Une suite convergente est une suite qui a tendance & se rapprocher de plus en plus
d’un nombre donné (que I'on appelle sa limite).

Une suite tend vers 1'infini si elle a tendance 4 prendre de plus en plus grandes
valeurs.

On peut déterminer plus facilement la limite d’une suite si on parvient i 1'encadrer
par des suites convergentes, ou i 1’ écrire comme somme ou produit de deux suites
convergentes.

Une suite croissante et majorée converge; une suite décroissante et minorée
converge.

Une série est une suite définie comme la somme des termes d'une autre suite.

=» Les suites récurrentes linéaires d’ordre 1 sont définies par une valeur initiale et

par une relation liant chaque valeur & la valeur de la période précédente. Elles
permettent notamment de calculer le capital dont on dispose au bout d’un nombre
quelconque de périodes. si on place chague année des sommes variables i un taux
d’intérét fixe.
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1  Vrai/Faux

Dites siles affinnations suivantes sont viaies ou fausses.
Justifiez vos réponses.

1. Toute suite convergente est bornée.

2. Toute suite bornée est convergente.

3. 5i une suite est croissante, elle est majorée si et
seulement si elle converge.

4. Une série converge si et seulement si son terme gé-
néral tend vers 0.

» Corrigés p. 365

Exercices

Z  Trouver des suites
Donner un exemple d’une suite :

1. nicroissante, m décroissante,

2. majorée et non minorée.

3. bomée non convergente.

4. convergente ni croissante ni décroissante.
5. ni minorée ni majorée.

6. majorée par [ et convergente vers [,

7. majorée par [ et non convergente vers /.
8. strictement croissante et bornée.

9. alternée ni minorée m majorée.

3 Suites majorées, minorées, ete.

Parmi ces suites, déterminer lesquelles sont majorées,
minorées, bornées, croissantes, décroissantes, conver-
gentes, divergentes :

1. u,=n"+5n

1
=14+ ——
2. u, = (=1)"(n* + 5n) 1+ 2

Chapitre 3 Suites numériques

EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

4 Limites de suites

Etudier les limites de :
in-7

1z u,=m

3 o =5.r|3 +27n+8

& 4n? +28

2 s 170 + 12
8nt+ 15

i Hn=7.~€—12n+15
&n® + 5n—-35

» Corriges p. 365

5 Suites adjacentes
On considére les deux suites de termes généraux, pour
neN":

1 1 1 |
"‘=1+ﬁ+ﬂ+"'+m+ﬁ
1 1 2
ﬁ-liﬁlil...i(—n_l)lim

oinl=1%2%..xn— 1 xn

1. Montrer que (1, )aene €St cTOISSante, et que (U, hene
est décroissante.

2. Montrer que (#n)nae €t (Un)pere sont adjacentes.
Conclure.

6 Epargne placée au taux de 5 %

On dispose initialement d’une épargne de 2000 curos,
placée au taux de 5 % par an. De plus on ajoute 500 eu-
ros par an & cette épargne.

1. Ecrire I’ équation récurrente correspondant 4 cette si-
tuation. Donner la solution générale de I'équation
homogéne, puis celle de I' équation compléte.

2. Quelle est la condition imtiale ici? En déduire la
solution précise. De combien disposera-t-on dans
10 ans 7 Que se passe-t-il au bout d’un grand nombre
d’années ?

> Corrigés p. 365
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7

Calculs de limites

Fitudier les limiles (finies ou infinies) des suites définies
par :

1.

- 24

3

1

y

2

:

=

AR

[1+

n= Y+ dn—n

Capital placé avec prélévement chague année
M. Dupond dispose initialement d'une épargne de
200000 curos, placée au taux de 6 % par an. Il pré-
leéve 15000 euros par an & ce patrimoine. Quel sera
son capital dans 10 ans T Dans 20 ans 7

Mémes questions, mais il préléve d"abord 15000 eu-
ros, puis 16 000 eurcs, puis 17 000 euros, etc.

zl
14=
n
an

9

1.

2.

Quelgues éguations récurrentes

Trouver la solution de X, — 2x, = 3, pour tout
nel, six =10

1
Méme question 1 Ty — 3% = 3 pour tout n € N,
sixg =10,

Rémuht‘équﬁmmlhgx, = 1+ 3, pour tout
teN, avec 13 = 5.

Déterminer la solution des équations de récurrence
suivantes, et éudier leur limite quand m — 400 :
A, +2u, =3+ 1L avecip= L

b. 3u, — 1,1 = 3", avecuy = 0.

10  Séries
Ca.'luilerl+—+—+—+...

s I |
2 4 8 16
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Chapitre 3 Suites numériques

POUR ALLFR PlLUS | OJN

Voici un exemple montrant que laréciproque de lapro- oy gp = - - - +...+i‘ > Lx{z“—z"“)
position 3.13 est fausse. On peut trouver (u,) telle que L+ 2 2"1
lim w, = 0 mais la série (5 ,) ne converge pas. (car chaque terme est plus grand que i ilya

Par exemple, prenons u, = ;1', pourn = 1, (2" _1 2"—1) lermmes) it ;
ctn;x[z“—?‘])= ==

n EE e 3
ﬁ5n=zﬂk=2;- donc

=1 k=1 1
My o= +...+uzg2§

La suite (u,) tend vers (. Montrons que (S,) tnd

VErs 400, En sommant tout ceci par « paquets » :
On remarque que : Son =y + 1z + (16 + 1) + (us + ... +ug)
1
= = +{g + oo Flg) + e (N get 4 4 1)
1 1.2 1 Szt rachehyed &
PRt W 8 e mZu 4 -+ () H )+ () + ..+ (2)
ey + Ty 3%321%3 2. M 12 2 ; 31
| [N N SO OO S | = Lk
., oo g R e =m+n-)x-=l4+—=——
s + + g 5+6+T+S_8 3 2 2 2
lig + +u-1+ +1>8_1 SZ~)"+1
Y 6 = L E—I’g"z =
Ainsi de suite... qui tend vers +co quand n tend vers +oo,



Chapitre

ous vendez le méme produit qu'un concur-
V rent situé dans la méme rue, mais votre prix

est inférieur. Que devient votre chiffre d’af-
faires si votre prix se rapproche de plus en plus de
celui du concurrent? La notion mathématique de
limite permet de formaliser cette question du com-
portement d"une fonction quand la variable tend vers
une valeur donnée. On I'a déja abordée au chapitre 2
pour définir 1a dérivée d’une fonction comme limite
du taux d'accroissement. Nous avons vu ensuite an
chapitre 3 ce qu'est la limite d'une suite numé-
rique. Nous allons maintenant revenir de fagon plus

LE

approfondie 4 cette notion de limite pour une fone-
tion de B dans R, en considérant les différents cas
possibles : limite en un point fixé, limite & gauche,
limite i droite, limite en +o0 ou en —eo.

Si votre revenu augmente, votre impdt sera plus
élevé, mais cette augmentation de 1'impdt sera-t-
elle réguliére, ou bien y aura-t-il de brusques sauts ?
Une fonction qui varie sans faire de saut est appe-
lée fonction continue. On peut tracer son graphe sans
lever le crayon. Les fonctions continues ont des pro-
priétés mathématiques remarquables que nous allons
étudier ici.

AEJGI'REAlrJ“ﬁg Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Augustin Louis Cauchy est un mathématicien francais. Trés prolifique, il a écrit plus

de BOO artides de recherche. Novateur dans les sciences, il est trés conservateur dans
le domaine politique et religieux, réactionnaire et catholique dévot.

Son coursd'analyse & 'Ecole Polytechnigue fera date. Il y donne la premiére formula-
tion mathématique rigoureuse des notions de limite et de continuité.

Il travaille aussi sur la convergance des séries. |l s'est intéressé a quasiment toutes les
branches des mathématigues : analyse, algébre, géométrie, probabilités, et égalerment
aux applications en mécaniqus et en optique.

Suite a laRévolution de 1830, il préfére s'exiler d'abord en Suisse, puis a Turin et enfin
a Prague. |l finit par revenir 4 Paris en 1838.m



Limites
et continuite

Plan
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EX Fonction continueenunpoint ... 100
Y Continuité 4 gauche, continuité adroite ...............ccooiviiveiiinnns 104
[ Fonction continue surunintervalle . ................................ 105

Objectif

-» Comprendre la notion de limite d'une fonction et celle de continuité.

<> Calculer des limites de fonctions.
=» Utiliser les propriétés des fonctions continues.
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Kl Limite en un point xp
EEE Limite finie en un point

Considérons un intervalle ouvert I de R, et un point xy, avec xy € I. On suppose gque
[ est définie sur [, sauf éventuellement en x.

Définition 4.1

Limite finie en un point

On dit que f a pour limite le nombre réel [ quand x tend vers x; si et seulement si :
« f(x) devient aussi proche que 1'on veut de /, pour tout x suffisamment proche de
xp (avec x # xg) ». On note alors ,.-]i.n; fx =1L

Formulation mathématique :
Ona lim f(x) = ! siet seulement si :
-y

Ne=>0,3a>0(xp—a<x<xm+aetx#xg)=l-c< flix)<l+e

La formulation mathématique de la définition signifie que, pourtout £ > () méme petit,
quand x est suffisamment proche de xy (c.-i-d. pour @ > 0 petit), on al—& < f(x) < l+&
{c.-a-d. f(x) proche de [).
On peut aussi écrire la formulation mathématique avec des valeurs absolues. Ona:
lim f(x) = [ siet seulementsi:
XT=X1)
Ve=0,3a>0x#x% e p-xml<ae=|f(x)-l<e
Exemple 4.1
Considérons 1a fonction f définie par F(x) = %?
~ 5i on cherche la limite de f{x) quand x tend vers 9, on vait que le dénominateur tend vers

7, et le mumérateur vers 3 — V2. [1 est done clair que lorsque x tend vers 9, on peut dire
g "‘5, cest-idire lim f(x) = 3_?ﬁ.

~ Sion cherche maintenant i caleuler lim f(x), on voit que ¢'est plus compliqué car le nu-

mérateur tend vers 0 quand x tend vers 2, et le dénommateur aussi.
Mais si on multiplie £(x) en haut et en bas par la quantité conjuguée Vx+ V2, on obtient' 1 :
109 = Vi- VI VR V2 -2 _ 1
(x=2)  Wr+ VI x-2(WE+ VD) x4+ 2
qui a pour limite L quand x tend vers 2.

242
On peut remarquer qu’en fait ici on a caleulé g'(2), ol g(x) = v pour tout x = 0.

pour tout x tel que x= 0 et x # 2.

que fix) se rapproche de plus en plus de

1 Lidentité remarquable (a — b){a + &) = a — b* nous permet d'éerire (v — V2T + V)= 1 -2,
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Chapitre 4 Limites et continuité

Proposition 4.1

Unicité de la limite
Si une fonction f a une limite quand x tend vers xp, alors cette limite est unique.

Démonstration
On fait un rasonnement par Pabsurde, Supposons que f a deux limates distmetes [ et I an
point xq. Cela veut dire que quand x est trés proche de x, alors f(x) est aussi proche que 'on
veut de [, et également aussi proche que 1'on veut de F. C"est impossible puisque [ # .
Montrons leégalement en utilisant la définition mathématique. Supposons par exemple [ < [,
Prenons stel que £ = %{F’ — D). Alors ©
>0, (x#Fxet|r—x<a)=[fx)—1 <=

et

o' >0, (xzmel r—xl<a)=|fx)-Fl<e
On peut alors dire que :
pour x € I, x # xg, 8 |x — x0| < min(e, a’), alors |- + |fix)-Fl<2e=-L
Mais il est impossible d’avoir |f(x) = | + |f(x)—F| < I' — | d’aprés Uinégalité triangulaire
(» proposition 1.6). On a donc démontré par I'absurde que I on ne peut pas avoir deux limites
distinctes au méme point. u

Quand on connait les limites de quelques fonctions, on peut en déduire beaucoup
d’antres, comme nous le montre la proposition suivante.

Proposition 4.2
Opérations sur les limites
Supposons que lim f(x) = [ € R, que lim g(x)=m € &, et que c € R. Alors :
I—=m A+ X0
(i) lim{f(x)+g(x))=1+m
I
(ii) lim (f(x) xg(x)) =Ixm
=g
(iii) lim @ = isimqt('.l
x| glx) m
(iv) lim (f(x)+c)=1+¢
=T

(vi Lim(f(x)xc)=1Ixe
iy

Démonstration

Si on se base sur la définition la plus intuitive de la limite, les 5 propriétés paraissent évi-
dentes.

Montrons tout de méme (1) en nous basant sur la formulation mathématique de la définition.
On a (f(x) + g(x)) — (4 m)| = [{f(x) - D + {g(x) —m)| < |(f(x)— D + [g(x) — m)| (d"apris
I'inégalité triangulaire), ¢t comme ,]-i.'?hf(x) =1 ﬁ,]-.]?, gix)=m,ona:

Vex0Fa>0(x2 et k-l <= |fix)-l<e

Yex>0,30 >0, (x #xget |x—xg| <o) = |glx) —m| < &
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Posons @” = min(a, "), ¢’ est-d-dire " est le plus petit des deux nombres a et a’.
Vez=0, (xzxmellr—ml<a”)=2|fx)+aglx)—0+m) 2 |flx) =1+ |glx)—m <2&

et on a donc prouvé (i)
Les démonstrations de (i) et (iii) sont assez similaires.

Remarquons que (iv) et (v) se déduisent de (1) et (ii). En effet, pour montrer (iv) et (v), on pose
glx) = ¢ pour tout x, ¢t on applique la propriété (1) sur la limite d’une somme de fonctions et
la propriété (ii) sur la limite d’un produit de fonctions, ]

Proposition 4.3

Limite d'une fonction composée

Considérons deux fonctions [ etg de R dans R et dewx réels x; et . On suppose
que la fonction f est définie au moins sur un intervalle ouvert contenant xg (sant
peut-Etre en xp), et g sur un intervalle ouvert contenant / (sauf peut-étre en {).

Si f a pour limite / en xq, et que ¢ a pour limite L en /, alors la fonction composée
g o f apour limite L en xg.

Démonstration

En se hasant sur la premibre définition de la limite, on peut dire :

on sait que f(x) tend vers [ quind x end vers xg, et que g(y) tend vers L quand y tend vers [,
on en déduit que g ( f(x)) tend vers Lquand xtend vers xq (puisque y = f{x) tend alors vers [).
5i on préfére partir de la formulation mathématique, on écrit :

~ pour tout £ > 0 fixé, il existe § > Dtel que [y =] < f= gl - L] < &;

~ pour ce f fixé, il existe a > Otel que |x — xo| <a = |f(x)= 1| <p.

Donc avec iy = f(x), on obtient : pour tout £ > 0, il existe o > 0 tel que :

lr—xal <a=|glfix))-Li<e ]

EF¥A Limite infinie en un point

Siune fonction f n’a pas de limite finie quand f tend vers xy, cela peut étre du au fait
qu'elle a tendance & prendre des valeurs de plus en plus grandes au voisinage de xg.
On dit alors qu’elle a pour limite +co. Comme pour le cas de la limite finie, nous
allons voir deux formulations (une intuitive, une plus mathématique) de cette notion
de limite infinie en un point xg.

Soit fun intervalle ouvert de I, et x; € /. On considére une fonction f dont le domaine
de définition contient 1'intervalle I, sauf éventuellement le point x.

Définition 4.2
Limite +co en un point
On dit que f a pour limite +co quand x tend vers x; si et seulement si « f(x)

devient aussi grande que 1'on veut, pour tout x suffisamment proche de xy (avec
x # xp) » On note lim f(x) = +oo.
T=+Xy
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Chapitre 4 Limites et continuité

Formulation mathématigue :
lim f(x) = +oo si et seulement si :
T=+x0
YA >0, Fa>0, (m-—e<x<x+eetxzxn)=flx)>A

c'est-a-dire, pour tout A méme trés grand, si on se rapproche suffisamment de xo
{c.-3-d. pour & > 0 petit), ona f(x) > A.

Puisque f{x) devient arbitrairement grand quand x tend vers xp, on peut donc dire que
le point M(x; f(x)) s’éloigne de plus en plus quand x se rapproche de xg. Cela nous
améne aux définitions suivantes.

Définition 4.3
Branche infinie

On dit que le graphe Cy de la fonction f a une branche infinie si, lorsque
M(x, f(x)) parcourt la courbe Cr, ce point M finit par s’éloigner indéfiniment.

Définition 4.4

Asymptote

Si, lorsque M parcourt une branche infinie de Cy, ce point s’approche de plus en
plus d’ une droite fixée, on dit que cette droite est asymptote i la courbe.

51 f a pour limite +co quand x tend vers xp, alors f(x) devient aussi grand que 1'on
veut quand x approche de xy. On obtient donc des points (x; i) tels que y = f(x) est
grand et x proche de x;. Cela signifie que quand x tend vers x,, le point (x;y) est
d’ordonnée de plus en plus grande et d’abscisse de plus en plus proche de x;. Le point
(x; ) devient donc de plus en plus proche de la droite verticale d’équation ¥ = x,.
Autrement dit cette droite est asymptote & la courbe Cy.

Proposition 4.4

Interprétation graphique
Si lim f(x) = +oo0, alors la droite verticale d'équation x = xy est asymptote a la
T3y

courbe Cy.

fix)

A Figure 4.1 Asymptote verticale
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Exemple 4.2
Considérons la fonction f définie par f(x) = Xz—l— pour x € K,

1
11 est clair que x° tend vers 0 quand x tend vers 0, Plus x? est petit et proche de 0, plus Z

1
est grand, d’oil 7 tend vers 4co quand x tend vers (. On adone ]inaf{x) = 4oo, ¢l la droite
4" équation x = 0 est asymptowe 3 la courbe.

/ ‘
1

1
A Figure 42 Graphe et asymptote de f{x) = z

Ces définitions peuvent étre transposées pour la notion de limite égale & —co en un
point.
Définition 4.5

Limite —co en un point
On dit que f a pour limite —co quand x tend vers xp si et seulement si quand x se
rapproche suffisamment de xq (avec x # xp), alors f{x) va étre anssi bas que I'on
veut (c.-i-d. dans les nombres négatifs). On note lim f(x) = —oo.
=0
Formulation mathématique :
lim f{x) = —oo si et seulement si :
X=X

¥YB<0, 3a>0, (g—a<x<x+eaeetx+x)=f(x)<B

¢’ est-a-dire, pour tout B méme trés négatit, si on se rapproche suffisamment de x;
(c.-a-d. pour @ > O petit), on a f(x) < B.

Exemple 4.3

- -} _3
Soit f définie sur B \ {1} par f(x) = Go2

Quand x tend vers 1, alars (x — 1) devient de plus en plus petit mais positif, donc
devient de plus en plus grand et positif, dol li.n]:f{x) = —vo,

3
(x—1y

Quand des fonctions ont des limites finies en xy, on a vu que la limite d'une somme
de fonctions est la somme des limites, que la limite d"un produit de fonctions est le
produit des limites, etc. Peut-on dire la méme chose pour des limites infinies en x; 7
Qui, mais dans une certaine mesure seulement.
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Par exemple, si f — +coetg — +oo quand x — xp, alors il est clair que f+g — +eo.

Mais si f — +o0 et g — —oo quand ¥ — xg, alors on ne peut rien conclure a priori

concernant lim (f + ¢). On parle alors pour lim(f + g) de « forme indéterminée ».
] T—hxy

Tout peut arriver dans ce cas, cela dépend de Ia forme particuligre que peuvent avoir

les fonctions f et g.

Par exemple, si [ tend rapidement vers +co et g tend lentement vers —co alors [ + g va
tendre vers +oco.

Mais si f tend lentement vers +oo et g tend rapidement vers —oo alors f + g va tendre
Vers —oo.

Exemple 4.4

1. Supposons que f et g sont définies pour tout 1 # 0 par fix) = %c‘lg{x} = -}zg

1
Alors flo)+g(x) = = tend vers +oosi x tend vers (.

2. Supposons que f et g sont définies pour tout x Fupaj‘f(x]=%ctg~(x)=:;1-,

1 1 -1
Alors f(x) + glx) = F_ — = —— Le mumérateur tend vers —1 quand x tend vers 0, et
le dénominateur tend vers 0 (en restant positif), done f + g tend vers —oo.

On résume dans les tableaux suivants la nature des limites éventuelles de f+g, fxg et
)—;, suivant la nature de lim f et de lim g (toutes les limites sont pour x tendant vers xp).

¥ Tableau 4.1 Limite d’'une somme, d"un produit, d'un quotient

leR JeR JeBR 4w -0 4

I'eR +oo —0a oo —ca. —oa

lim(f +g) MEEJE +oo —o0 4o —o0 Fl
leR [0 0

[ imf | 220
IETH /X o ie i
oo

lim(f < g) EEELHE +o0 ?

El /<& 1#0 0 « | 4w
m f#0 0 0 o 4o 1
r

Quand le tableau mentionne +oo, le signe est déierminé par la régle des signes habi-
tuelle pour un produit ou un quotient (deux + donnent +, denx — donnent +, un + et
un —donne —).

§
=
g
8

Les « ?» désignent les « formes indéterminées ».
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Exemple 4.5
Considérons f et g définies pour toul x # 0 par f(x) = Xzi etg(x) = %
Alors quand x tend vers 0, les fonctions f et g tendent vers +co, d'oit :
Flx)+ g(x)  tend vers + co
flx)x g(x) tend vers +co

Mais vers quoi tend % 711 8" agit d'une forme a prieri indéterminée. I faut done faire le
caleul. o .

M = f— = — qui tend vers 0 quand x tend vers (.

glx) 2f¥ 2

EE3 Limite a gauche, limite a droite

La définition de limite & gauche est la méme que celle de limite, en ajoutant la condi-
tion x < xp (au lieu de x # xy). Pour la notion de limite & droite, il faut ajouter la
condition x > xyg.

Ces notions sont particuliérement utiles quand on étudie la limite d’une fonction au
bord de son intervalle de définition, comme on le voit dans les définitions suivantes.

Définition 4.6

Limite finie a gauche

On suppose que [ est définie au moins sur un intervalle a; xof, ol1 @ < xp.

On dit que f a pour limite 4 gauche le nombre réel ! quand x tend vers xg si et

seulement si : « f(x) devient aussi proche que I'on veut de I, pour tout x suffisam-
ment proche de x;, (avec x < x,) ». On note alors lim f(x) = { on lim fx) = L
== <)

Formulation mathématique :
Ona lim f(x) = [ si et seulement si :

¥e>0, Fa>0, (pg-e<x<x)=l-s<fix)<l+s

Définition 4.7

Limite finie a droite
On suppose que f est définie au moins sur un intervalle |xp; b[, ot xp < b.
On dit que f a pourlimite a droite le nombre réel [/ quand x tend vers x; si et seule-
ment si : « f{x) devient aussi proche que I'on veut de I, pour tout x suffisamment
proche de x; (avec x > xg) » Onnote alors lim f(x) ={ou lim f(x) =l
7 o

Formularion mathématique :
Ona lim f(x) = [ si et seulement si :

T=xy

¥e>0, Fa>0, (y<x<xy+a)=l-s<flx)<l+s
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On obtient la proposition évidente suivante.

Proposition 4.5

Une fonction f a une limite quand x tend vers X si et seulement si f a une limite
& gauche et une limite & droite et qu’elles sont égales.

Exemple 4.6
Soit f définie sur 10; 10[ telle que :
fxy=x pour xe]0;5]
flx)=12—-x powr xe]5:10[
Gnmnlaclhnmﬁqucm]lrsn_f(x)=5c12?’f(x) =12-5=17
f adone une limite 4 gauche et une limite & droite ¢n 5, mais comme celles-ci sont distinctes,
on ne peut pas dire que f a une hmite en 5.

D'autre part on a : . ”
111‘1; flx)=0 et lnlag_ fixy=2

A Figure 4.3 Graphe de f définie sur [0; 10] par:
fix)=xsi0<x=5etflx)=12-xs5i5<x=<10

On a de fagon similaire des définitions de limites i gauche et de limites i droite égales
4 +oo quand x tend vers xp. Ecrivons les simplement pour « i gauche ».

Définition 4.8

Limite +co & gauche

On dit que f a pour limite 4 gauche +co quand x tend vers xo si et seulement si
« f(x) devient aussi grande que 1'on veut, pour tout x suffisamment proche de xp,
avec x < xg.»

Onnote lim f{x) = +co.
I3
Formulation mathématigue :
lim f(x) = +oo si et seulement si :
T=T
’ YA>0, F>0, (g-a<r<x)=f)>A

¢’est-a-dire pour tout A méme trés grand, si on se rapproche suffisamment de x,
en restant inférieur & xg, on a f(x) = A.
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On a de méme la notion de « f a pour limite & droite +oo quand x tend vers xg », en
remplagant partout x < xp par x > rp (o0 Xp — @ < X < X par 5 < x < xp + a).
On a également les notions de limite & gauche égale & en —oco, et de limite a droite
égale & —co.
Exemple 4.7
Soit f définie sur ]0; +eo[ par f(x) = L
x
Alors ]ilg f(x) = 4co. Lalimite & droite de f en 0 est +co. [l 0"y a pas de limite & ganche en
0 puisque f n’est pas définie sur x <0.

Limite de la demande quand le prix varie

Supposons qu'une firme Fy est initialement un monopole. 5i elle fixe un prix P, la demande qui s adresse 4 elle
est Q(P) = 40 — 2P. Cest clairement une fonction continue du prix.
Supposons maintenant qu'une firme concurrente F; s'installe et vende le méme produit au prix P; = 8. 51 les
clients ne tiennent compte que du prix, calculons la demande Oy qui 8’adresse 3 Fy en fonction du prix Py fixé
par Fy:
- si Py < 8 alos @7 = 0et (4(Py) =40 — 2P, car tout le monde préfére Fy puisqu’elle est moins chére ;
~ & Py = 8, alors on peut dire que chaque firme prendra 50 % du marché, puisqu’elles ont méme prix. On aura
1 24
donc: Oy = 0a =5(4{)—2x8)= e 12
— s Py > 8, alors (h(P1) = 0 car tout le monde préfire Fz puisqu’elle est moins chire.
OnaQy(8) = 12¢et:
m Q)(P)=40-2x8=24
Py—tE-

P].jl—g+ QP =0

Lalimite & gauche est égale 4 24 : quand Ia firme F fixe un prix de plus en plus proche de celui de Fa, mais en
restant inférieur i ce demnier, sa demande tend vers 24.

51 F fixe le méme prix que Fa, sa demande est brusquement divisée par 2.

Lalimite & droite est égale 4 0 : quand la firme F; fixe un prix de plus en plus proche de celui de F;, mais en restant
supéreur i ce dernier, sa demande est nulle car son prix reste supérieur.

KR Dérivée a gauche, dérivée a droite

La dérivée d'une fonction f en un point est la limite du taux d'accroissement. Si le
taux d'accroissement n'a pas de limite en xy, la fonction f n’est pas dérivable en x;.
1l peut arriver toutefois que ce taux d'accroissement ait une limite i gauche etjou a
droite, méme si f n’est pas dérivable. Cela conduit aux notions de dérivée i gauche et
de dérivée i droite.
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Définition 4.9

Dérivée a gauche, dérivée a droite
Si le taux d’accroissement de f en x; a une limite finie & gauche en x,, on dit
que f admetune dérivée a gauche en xo. On la note :
v : flxo +1) — f(xg)
fytxo) = lim -
Sile taux d’accroissement de f en xp a une limite finie i droite en xy, on dit que |
admet une dérivée i droite en xp. On la note :

fx0) = i ., LR = S0)

Interprétation graphique. Si f a une dérivée 4 gauche en xp, alors la courbe Cy
admet une demi-tangente & gauche au point (x; f(xo)). Pour une dérivée a droite, il
s"agit d’une demi-tangente a droite.

¥
e
fix)

A Figure 4.4 Demi-tangente & gauche, demi-tangente a droite

Exemple 4.8
Considérons la fonction f définie sur B par f(x) = |x| (= valeur absolue de x), ¢’est-i-dire
fix)=xsi x=0et fix) = —xsix < 0. Btudions sadénvabilité en xy = 0.
flxo +4) — flxo) _ f()—f10) _h-0
h h

h
ﬂx“”i_ﬂx“’ =f(h};f(0] ="'ﬁ'°=—1 donc f7(0) =lim—1 =1

La fonction f admet donc une dédvée A gauche et une dérivée & droite en 0, mais comme
celles-ci ne sont pas Egales, F n’est pas dérivable en 0 (p figure 1.9).

Pour h>0,0n a =1ldonc fi{h =lim1= 1

Pourh<0,ona

EFE3 Regle de I'Hospital

0
Quand on est en présence d'une forme indéterminée —, on peut utiliser la régle de
I'Hospital pour lever I'indétermination. Il s"agit, sous certaines hypothéses, de rem-
placer le quotient de deux fonctions par le quotient de leurs dérivées.
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Proposition 4.6

Régle de I'Hospital, premiére version
S5i f et g sont dérivables sur un intervalle ouvert / contenant x;, avec

flxo) = glxo) = 0, et si g'(xg) %0, alors Lx., J;g; f:g:}}

Démonstration
Pourtout x €1, F _ )= Flwl _ t"’m
g g0 —glxg) sl
i f(x) f(—’fu) = £z et pm 02900 gx ) Wﬂ’ = ¢/ (xo), donc :
f(ﬂ—fﬂ; '
Hm @ = lim f ol -

oy g(x)  xog E{l‘.ﬂ. T ()

1l y a des versions plus générales dz la régle de 1"'Hospital. Nous en donnons une dans
la proposition suivante, que nous ne démontrerons pas.

Proposition 4.7

Régle de I'Hospital, deuxiéme version
Supposons que f et g sont définies et dérivables sur un intervalle ouvert I conte-
nant xo, sauf éventuellement en 3, avec lim f{x) = lim g(x) = 0

Ty X=Xy

Si ¢'(x) ne s’annule pas pour x # xq, et si ].l]'l] ro

g'(x) "~
lim —— I = lim & = [, que { soit fini ou infini.

= g(x) = g'(x)

alors

On peut étendre cette régle au cas ol xp est remplacé par +oo ou —eo. On peut aussi

1'étendre au cas ol la forme indéterminée est du type (an lieu de —}|

Exemple 4.9

VE+x-3 7 ;
On cherche ]:i!l;l +7x1 ls’agitd une forme indéterminée car le numérateur tend vers 0

et ke dénominateur aussi. Posons f(x) = VB +x—3et gxp=x-1
Gna]in:llf(x)=0ttlin:]|g(x)=0.
Fia 1

1
dérivables, avec o B =1.d )
f et g sont dérivables, avec f'(x) Zm._ctg’(x) one g’{) e

En appliquant la régle de 1"Hospital, on trouve :
VB+x-3 _ . fm_f_ 1 1

=1 x—1  —1glx) gil) 248 6
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F3 Limite en 0

Nous avons jusqu'ici traité de la notion de limite (finie ou infinie) d’'une fonction en
un point xy fixé. Il est tout aussi important de connaitre 1'évolution de f(x) quand x
devient arbitrairement grand, ¢’est-d-dire quand « x tend vers +oo ».

De méme, il est utile de connaitre 1" évolution de j(x) quand « x tend vers —co ». Dol
la nécessité des définitions suivantes.

FPER Définitions
On commence ici aussi par donner des définitions intuitives, suivies de formulations
plus strictement mathématiques.
Définition 4.10
Limite finie en +oo
On suppose que f est définie pour tout x assez grand, ¢’est-i-dire qu'il existe un
nombre Ay € R tel que f(x) est définie pour tout x > Ag.
On dit que f a pour limite le nombre réel / quand x tend vers +co si et seulement
si « f(x) se rapproche d'aussi prés que I'on veut de /, pour tout x suffisamment
grand ».
Formulation mathématique :

]jlﬂ,f{x} =lsietseulementsi:¥e >0, >0, x>A=l-e< fix)<l+e
E

¢’ est-d-dire, pour tout £ > ) méme trés petit, si x est suffisamment grand, alors on
al=-e< fix)<l+e

Définition 4.11

Limite +co finie en +co

On suppose que f est définie pour tout x assez grand, ¢’est-a-dire qu'il existe un
nombre Ap € R tel que f(x) est définie pour tout x > Ap.

Omn dit que f a pour limite -+co quand x tend vers +oco si et seulement si :

f(x) est aussi grand que 1'on veut, pour tout x suffisamment grand.

Formulation mathématique :
lim f(x) = +oco si et seulement si :
=400
VC>0, 3A>0, x>4A= f(x)>C

¢’est-a-dire, pour tout C méme trés grand, si x est suffissamment grand, on a

fl>C.

On peut définir de fagons similaires les notions de :

— limite de f{x)égale & —oo pour x — +oo;
— limite de f(x)égale i [ pour x — —o0;

Limites et continuité
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— limite de f{x) égale a +o0 pour x — —co;

— limite de f(x) égale & —co pour x — —oo.

Nous n'écrirons pas les définitions correspondantes, car on les obtient facilement i
partir de celles que nous venons de voir, 4 de petits changements évidents prés.

P¥A Théoremes de comparaison

On peut montrer facilement que si f est positive pour tout x assez grand, alors salimite
en +oo est forcément positive.

Proposition 4.8

S§'il existe un nombre réel A tel que f(x) = 0 pour tout x = A, et si f admet une
limite { quand x tend vers +oo, alors cette limite est telle que [/ = 0.

Démonstration
C’est un résultat intuitivement évideat, mais donnons tout de méme une démonstration basée
sur la formulation mathématique de la définition.

-
On le montre par I'absurde. Supposons que [ < 0. Soite = T = 0.
Comme [ = ll_u.r+n Fix), alors, pour toul x assez grandonal—e< fixh <!+ &

¢ est-a-dire ? < flx) = %, done f(x) < % =0

On trouve done que pour tout x assez grand f(x) < 0, ce qui contredit I hypothése de départ.
11 est donc faux de supposer que / < 0. @

On peut déduire facilement de cette proposition que si f(x) est encadré par deux
nombres réels B et C pour tout x assez grand, alors il en est de méme de sa limite
en +oo,

Corollaire

S$'il existe un nombre réel A tel que B < f(x) < C pourtout x = A, et si f admet
une limite / quand x tend vers +co, alors cette limite est telle que B </ < C.

Démonstration

Posons g(x) = f(x) — Bet hix) = C — f(x). La fonction g tend vers [ — Ben +co, la fonction
htend vers C— I en +oo.

Pour tout x = A, on a g(x) = 0 et h(x) = 0. On peut donc appliquer la proposition précédente
A g et h, on en déduit que leurs limites sont positives ou nulles, ¢’est-3-dire [ — B = O et
C—Iz0,cequrevientaB<[=<C. ]

Nous venons de montrer que si f est encadrée par deux nombres réels fixés pour
tout x assez grand, alors il en est de méme de sa limite en +co. Que peut-on dire
maintenant s’il s’agit d'un encadrement de f par deux autres fonctions dont la limite
est connue ? Le cas le plus intéressant est celui ol f est comprise, pour x assez grand,
entre deux autres fonctions qui tendent en +co vers une méme limite [. Dans ce cas, la
fonction f est coincée entre les deux autres fonctions, et ne peut que tendre elle aussi
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vers la limite /. C’est 'objet du théoréme suivant, connu sous le nom trés évocateur de
« théoréme des gendarmes »”.

Théoréme

Théoréme des gendarmes
On suppose que u, v et f sont trois fonctions telles que, pour tout x > A, on a
u(x) < f(x) < v(x). Supposons de plus que ]jIﬂ,“{x] = ]ilﬂov{x} =1
Alors ].IJP Fixy=1L
X=4400

Démonstration

On veut montrer que ,Eﬂf(x) = [. On sait que r]_j'.|+-;|u{:|r) = l]_.i'{r::m::;(x) = [, donc :

Pour tout £ > 0 (méme toés petit), pour x assez prand on aura [ — £ < w(x) < [+ et
l—g<pvx)<l+e&

Comme u(x) < flx) < vlx), on aura donc aussi [ — & < fla) < [ + & pour tout x assez
gramd. |

Le théoréme des gendarmes est trés utile car il permet de trouver la limite d une fone-
tion de forme complexe en 1'encadrant par deux autres fonctions dont on connait les
limites.

A Figure 4.5 Théoréme des gendarmes

On a une propriété du méme genre, quand la limite est infinie : si f est plus grande
qu'une fonction qui tend vers +oo, alors f tend elle aussi vers +oco.
Proposition 4,9

§'il existe un nombre réel A tel que f(x) > wu(x) pour tout x > A, et si
].iE] u(x) = +oo, alors ﬁ]PBof(X) = +oo.

Démonstration
On veut montrer que lim f(x) = +co. On sait que Em w(x) = +co, donc :
X—4m X=4$c0

Pour tout réel B (méme trés grand), pour x assez prand on aura u(x) > B.
Comme f(x) = w(x) pour x assez grand, on aura done f(x) > B pour tout x assez grand. &

2 Nous avons vu une autre version de ce théordéme au chapitre 3, concernant les limites de suites.
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EXE] Opérations sur les limites

Quand on connait les limites (finiesou infinies) de deux fonctions f et g pour x — +oo,
on souhaite connaitre les limites éventuelles de f +g, de fx get de f/g pour x — +oo.
Larégle est ici la méme que lorsqus 1'on étudie des limites quand x tend vers un point
fixé xn. Le tableau de la section 2 de ce chapitre reste valable. On peut ici aussi avoir
des formes indéterminées. Méme principe é galement pour x — —co.

Exemple 4.10

Considérons f et g définies pour tout x € B par fi(x) = 2x° et g(x) = —7x°. Quand x tend
vers +oo, alors f(x) tend vers +o0 et g(x) tend vers —co. On obtient done immédiatement que

F(x)x gix) tend vers —eo. Par contre f + g et f/g sont des formes indéterminées, il faut faire
le calcul.

flo+g(x) =207 -7 =241 —;—x)a\-'cc lj:&(l—;;)=1ct lim 25 = 400,

done lim f(x)+g(x) = lim Zf(l—;—x)=+m.

%=%=—ﬁ—xqujtmdm—mquam;ctmdvm+m.

XA Interprétation graphique, asymptotes

Si ]'UP flx) = lou lim f(x) = [ alors la courbe C; a une asymptote horizontale
X=p400 X=4=00

d'équation y = L.

Si ].I]Pm [fix) = {ax + b)] = 0 alors la courbe C aune asymptote oblique d’équation
frar

y=ax+b.

Pour savoir si la courbe Cy est au-dessus ou en dessous de son asymptote au voisinage
de +oo, on émdie le signe de f(x) - (ax + b) pour tout x grand.

Méme principe au voisinage de —oo.

¥
y=ax+h
- f{x)
1
X
A Figure 4.6 Asymptote oblique
Exemple 4.11
Considérons f définie sur |1; +co[ par f(x) = %
% 2 X

Gnaf(x)—m—x(l—_i]— 1_%.



(& Dunod. Towte reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 4 Limites et continuité

Le numérateur tend vers +oe et le dénominateur tend vers 1 quand x tend vers +oo, donc
lim f(x) = +oco.

=+

Montrons que la courbe Cy a pour asymptote la droite d’équationy = x + 1.

Onafx)—(x+1) = fj—u+1)= Slpilip=d) pelr=d) x—llquitend

= x—-1 -
vers O quand v tend vers +co. Ta droite d équation y = v+ 1 est hien asymptote 3 1a corhe
pour x — +co.

1
De plus, f(x) = (x+ 1) = —— > 0 pour x > 1, donc la courbe est au-dessus de I'asymptote
pour x — +oo. ol

EX3 Limites de polyndmes
et de fonctions rationnelles

11 est facile de déterminer la limite en +oo des polyndmes et des fractions rationnelles,
comme le montrent les deux propositions suivantas.

Proposition 4.10

La limite en +oco d'un polyndme est égale i la limite de son terme de plus haut
degré.

Démonstration

Si le polyndme est constant ¢’est évident. Considérons donc un polyndme P de degré n su-
périeur ou égal 3 1. On a P(x) = a,x" + 6, 8" + .. +ayx + ag = ¥{a, + Sl 4o+ %),
oil a, # 0. La parenthse tend vers a,. De plus : %

1" tend vers +oo quand x tend vers +co,

1" tend vers +oo quand x tend vers —co si n est pair,

x" tend vers —co quand x tend vers —co si n est impair.

On en déduit la limite de P dans chacun de ces trois cas (suivant le signe de a,).

C’est clairement la méme chose si on étudie la imite du mondme a,x", qui est le terme de
plus haut degré de P. u

Proposition 4.11

La limite en +co d’une fonction rationnelle est égale i la limite du quotient des
termes de plus hauts degrés.

Démonstration

La fonction rationnelle s’éerit fix) = %, oil P et () sont des polyndmes.

Px)=a. P +a. "V + . +ax+ ap,aveca, £ 0

Ox) = b + by x4 o4 bix + g, avec by # 0
am.f'+a,._1f_]+...+a1x+au_£[ﬁn+q'—;'+--- an
by + by 4 L+ b+ by Boe Ly by
De plus, ™7 tend vers 4-co ou —co ou 1 ou 0 suivant que x tend vers +co ou —co, el suivant

flxy = ] La parenthése tend vers
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X
le signe de n — g. Cest laméme chose si on étudie 1a limite de ;”a—ﬂ, qui est le quotient des
q
termes de plus hauts degrés de Pet 0. ]

Exemple 4.12

1. Considérons le polyndme P défini pour tout x par P(x) = —3x" 4 x* —Tx+ 7. Au voisinage
de 4o ou de —oo, la fonction P et son terme de plus haut degré —x° ont méme limite,
done :

Jim P(x) = lim (-3x") = —o
lim P(x) = lim (=32 = +o0

2. Seit f la fonction définie sur R | (<1} par F(x) = w.ufmmnfa méme

limite en +co et en —co que le quotient des lermes de plus hauts degrés, ¢’est-i-dire que
2x°
— = 2x,donc lim f(x) = lim 2x = 4+ecoet lim f(x) = lim 2x = —co.
X ] T+ ——wm T——
Le comportement de f en +oo étant similaire i celw de 2x, étudions done f(x) —2x.

2 +8x4+B-2xx+1) 6x+B |
= R qui tend vers 6 pour x — oo,

On a f{x)—2x = e

Etudions donc maintenant f(x) —(2x + 6).

o T M = —2 quitend veesDquand x -+ sou:
X+ X+ x+

La droite d’équation iy = 2x + 6 est donc asymptote 4 la courbe Cy pour x tendant vers +oo et

pour x tendant vers —ceo,
fAx—2x+6)= 21 est positif. pour x > —1 et est négatif pour x < —1.
x+

La courbe est donc au-dessus de T asymptote pour x > —1 et en dessous pour x < —1.

El Fonction continue en un point

Définition 4.12

Continuité en un point
On dit que f est continue en x si et seulement si lim f(x) = f(xq).
i

Définition 4.13

Prolongement par continuité

11 arrive souvent qu'une fonction soit définie a priori sur un intervalle [ de B, sauf
€n un point xp, mais qu’elle admette une limite finie / en ce point. Dans ce cas on
a tendance a poser f(x) = [ pour que f soit définie aussi en x;. La fonction f
a ainsi été « prolongée » en xo, puisque son domaine de définition est maintenant
1'intervalle I tout entier. Cette fonction vérifie }i‘_.fxnhf{x} = I = f(xg), donc elle est

continue en xp. On dit que 'on a prolongé f par continuité en xo.
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Chapitre 4 Limites et continuité

Exemple 4.13
On reprend 1a fonction # défimie par F(x) = ‘f;f pour tout x > 0, avec x # 2
=
(- exemple 4.1).
La fonction f est continue sur [0; 2 et sur 12; +co[. Ona :
£ = Vi-VZ a2 x=2 1
G- " z+ V2 G-DVE+ VD) VE+ VR

Done : i i

li =lim—Fm =

ml_l_rzlf(x) i B iy
En posant f(2) = ﬁ on prolonge f par continuité en 2, si bien qu’elle est maintenant
définie et continue sur tout B,

Opérations sur les fonctions continues. Nous avons vu (s proposition 4.2) que
des opérations sur les limites finies sont possibles sans probléme. La limite d'une
somme est la somme des limites, etc. Ceci conduit directement & la proposition sui-
vante.

Proposition 4.12

Si f et g sont des fonctions continues en xp, alars [ + g et f X g sont continues en
xy. Si de plus g(x,) £ 0, alors f/g est continue en xy.

La proposition sur la limite d'une fonction composée (» proposition 4.3 ) nous permet
d’affirmer que la composée de fonctions continue est continue.
Proposition 4.13

Continuité d’'une fonction composée
51 fest continue en X, et si g est continue en f{xp), alors g o f est continue en xp.

Nous avons étudié la dérivabilité au chapitre 2. Soulignons maintenant un lien impor-
tant entre dérivabilité et continuité.
Proposition 4.14

Si f est dérivable en xo, alors f estcontinue en xo. La réciproque est fausse.

Démonstration
La propriété « dérivable implique continue » a d4ji é¢ démonirée (» proposition 2.8).
L'exemple suivant montre que la réciproque est fausse. "
Exemple 4.14
Soit f la fonction définie sur B par :

f)=0 six<0

flxl=x s1x20
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Onax-hi;q'ﬂﬂ = HT—D = Dctlnﬁf(x) = lu‘ax = (). Les limites 4 gauche et & droite
sont égales 4 0, done f admet pour limite O quand x tend vers 0. Comme f(0) = 0, ona
lim £ = f(0), d’odl f continue en x = 0.

Ona lim (M): tim (E]:U
" 0

¥ o lin X
et lim (7f(x)—f(U)J= lim (LD]= £
P x=0 =0t X

La fonction f est donc dénvable & gauche et & droite en 0. Sa dérivée & gauche est f0 =0,
sa dérivée i droite est f3(0) = 1. Les dérivées i gauche et i droite ne sont pas égales, donc f
n’est pas dénvable en O (- figure 4.7).

fix)

A Figure 4.7 Une fonction continue mais non dérivable en 0

Le plus souvent, quand une fonction est continue mais non dérivable en un point, on
le voit sur le graphe. Il y a comme « un angle » en ce point sur la courbe.

Proposition 4.15

Si f est continue en X, e 5i (4,) est une suite convergente de limire 1, alors la
suite (f(u,)) est convergente de limite f(xg), c.-a-d. ].I.E:l Flun) = f(x0).
h=400

Démonstration
On sait que f(x) tend vers f(xg) qumd xtend vers xg. Mais (i, ) tend vers x; quand » tend
vers +oo. Dol f(u,) tend vers f(xy) quand n tend vers +co. ]

L'impot, fonction continue du revenu ?

a. Supposons que le montant T de 1'impdt sur le revenu est caleulé de la fagon suivante, en fonction du revenu R
annuel de la persomne considérée (en euros).

si R < 10000, alors la personne ne paie rien ;

si 10000 £ R < 200000, alors cette persomne paie en impdts 10 % de son revenu total R;
51 20000 < R < 30000, alors elle paie en impdts 20 % deson revenu total R ;

si R = 30000, alors elle paie en impdts 30 % de son revenu total R.
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Chapitre 4 Limites et continuité

Alors la fonction T = f(R) ainsi décrite est croissante, mais n’est pas continue aux points R = 10000, R = 20000
et R = 30000. En effet, elle s"écrit :

f(R) = 0 pour R < 10000

FIR) = 0,1 Rpour 10000 < R < 20000

SR = 0,2 % R pow 20000 < R < 30000

fiR) = 0,3x Rpour R = 30000
Calculons les limites & gauche et & droite aux points & = 10000, R = 20000 et R = 30000. Ona :

Lim  f®)=0 et lim f(R)=0,1x10000 = 1000

lim FfR)=0,1x20000=2000 et lim F(R)=0,2x20000=4000
R—s20000~ R—=20000¢

lim fR)=02x30000=6000 et lim F(R) =0,3x30000=9000
R=300007 R—30000"

Les limites & gauche et & droite ne sont pas égales en R = 10000, donc f n’est pas continue en ce point. Méme
chose qux points R = 20000 et R = 30000,
Une personne gagnant 9900 euros ne paiera pas d'impdt, son revenu net sera donc 9900 euros, alors qu'une
personne gagnant 10 100 euros paiera 1010 euros en impdts, si bien que son revenu net ne sera que de
10100~ 1010 = 9090 curos.
La fonction T = f(R) est une fonction croissante : plus e revenu est élevé, plus 1'impdt est élevé, ce qui parait
normal. Cette fonction est discontinue, car il ¥ a des « sauts» en 8 = 10000, R = 20000 et R = 30000. Cela
conduit au paradoxe que le revenn net n'est pas une fonction croissante du revenu. Une personne gagnant un peu
plus de 10 000 euros a intérét & voir son revenu descendre en-dessous de 10000 euros pour payer beaucoup moins
d'impdts et voir son revenu net augmenter. 1 v a donc ici des effets de seuil importants qui conjuguent inefficacité
el inéquité.
b. Pour éviter ces effets de seuil, il vaut mieux que le montant T de I'impdt sur le revenu soit caleulé de la fagon
suivante, en fonction du revenu R :
= si R < 10000, alors la personne ne paie tien ;
— 5 10000 = R < 20000, alors cette personne paie en impdts 10 % de ce qui dépasse 10000 ;
— &1 20000 < R < 30000, alors elle paie en impdits 20 % de ce qui dépasse 20000, et 10 % de 20000 — 10000,
— si R = 30000, alors elle paie en impdts 30 % de son revenu total de ce qui dépasse 30000, et 10 % de
20000 — 10000, et 20 % de 30000 — 20000,
Ici la fonction T = f(R) estcroissante, ef continue en tous points, y compris R = 10000, R = 20000 et R = 30 000.
En effet :
— pour R < 10000, ona f(R)=0;
— pour 10000 < R < 20000, on a f(R) = 0,1 x (R - 10000);
~ pour 20000 £ R < 30000, ona f(R) = 0,1 x (20000 — 10000) + 0,2 x (R - 20000) ;
— powr R = 30000, ona f(R) = 0,1 x (20000 — 10:000) + 0,2 x (30 000 — 20000) + 0,3 x (R — 30000).
Calculons les limites A gauche et & droite aux points R = 10000, R = 20000 ¢t R = 30000. Ona :
I R)=0 et & R =0,Ix0=0
s [ B) womng TD = Bl x
lim FiR)=0,1x(20000-10000)=1000 et Lm FR=1000+0,2x0=1000
R— 20 R— 3 HE
Lim  f(R) = 0,1 x 10000 + 0,2 x 10 000 = 3000
R—300007

et lim  f(R)=0,1x10000+0,2x 10000+ 0,3x0=3000
R+ 30000+
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Les limites & gauche et ddroite sont égales, donc lafonction T = f(R) est continue. I1 o'y a pas cette-fois cid’ effets
de seuil comme en a).

9 000 4 / 91000
5000 ] T-ﬁj_/ 5000 ]
4 (0 4

4 3000 T=fR)
2000 4 2 000 4
1000 4 ——— 10001
L L L L L L
1 + + + + t
] 10 000 0 000 30000 R o 10 000 20 000 30000 R
) La premiére fagon de calculer I'im- () La seconde fagon donne une fonc-
pét donne une fonction non continue tion continue, sans effets de seuil.

et des effets de seull importants.

A Figure 4.8 Montant des impéts T en fonction du revenu R

I3 Continuité a gauche,
continuité a droite

On a aussi des notions de continuité 4 gauche et de continuité i droite en un point.

Elles sont liées anx notions de limite & gauche et de limite 4 droite définies & la sec-
tion 3 de ce chapitre.

Définition 4.14
On dit que f est continue & gauche en x si et seulement si lim f(x) = f(x0).
I‘*Xn
On dit que f est continue & droite en xg si et seulement si 11111+ f(x) = flxa).
xxf

Exemple 4.15
1. Reprenons la fonction £ définie sur }0; 10[ par :
flxy=x pour x €]0;5]
flx)=12-x powr x€]5; 10
(»exemple 4.6). Ona:
f9=5 e limfx)=5 e limfx)=7
=5 a5+

Donc f est continue & gauche en 5, mais n'est pas continue & droite en 5.

2. Considérons maintenant la fonction f définie sur B par :
fO=0 six<0 et fix)=1 six=0
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Chapitre 4 Limites et continuité
Alors lirgn_f(x) = 0et ]ircrr" fix) = let f{O) = 1, donc f est continue & droite mais non

continue & gauche en x = 0.

14

fix)

A Figure 4.9 Graphe de f définie parf{x)=1six >0, et f(x)=0six <0

I Fonction continue
sur un intervalle

Les fonctions continues sur tout un intervalle ont des propriétés particuliérement inté-
ressantes que nous allons voir maintenant.

Définition 4.15

Continuité sur un intervalle
On dit que f est continue sur un intervalle i de R si elle est continue en tout
point de cet intervalle.

Concrétement, la continuité sur un
Une précision : quand { est un intervalle ouvert, cette définition ne pose  intervalle se voit trés bien sur le
pas de probléme. Quand T n’est pas un intervalle ouvert, par exemple si graphe de la fonction : une
I est un intervalle fermé du type I = [a; b], on dira que f est continue foncﬁcn fIESt continue sur un
sur [a; b] si elle est continue en tout point de Ja; b[, et continue 4 droite intervalle si on peut tracer sa
en a, et continue & gauche en b (car on ne peut pzs parler de continuité EGUELE et et e Cone

he id inuité  droi b. pui I'on dé it La fonction est dérivable sur cet
gauche en a, ni de contimuité 4 droite en b, puisque I'on dépasseraitles | .. 4 olis, en tracant la

limites de I'intervalle). courbe, il n'y a pas d'angle, le
tracé est bien « lisse».

XN Théoréme des valeurs intermédiaires

On comprend vite qu'une courbe que 1'on trace sans lever le crayon a des propriétés
particuliéres. La tracé ne comporte pas de « saut», d’ol le terme de continuité. Une
application trés utile est celle des « valeurs intermédiaires ». Imaginez une droite et
deux points A et B qui sont de part et d"autre de la droite. Si on doit allerde Ad Ben
tragant une courbe continue, il est clair qu'il fandra 4 un moment ou un autre traverser
la droite. D"oi le théoréme des valeurs intermédiaires.
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Théoréme

Théoréme des valeurs intermédiaires (1™ version)
Soit f une fonction continue sur [a;b], telle que f(a) et f(b) soient de signes
opposés. Alors il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = 0.

Démonstration

Intuitivement ¢'est évident. Les points Ala; fa)) et B(b; f(b)) sont de part et d’ autre de P'axe
des abscisses, done pour les relier la courbe Cy est bien obligée de traverser 'axe des abs-
cisses puisque f est continue. Ce serait faux si f n'était pas continue, car une fonction non
continue peut faire des « sauts », donc sauter par dessus I'axe des abscisses.

Voici maintenant une démonstration classique des mathématiciens, qui repose sur la méthode
de 1a dichotomie. Supposons par exemple que fila) < Oet f(b) = 0. Posons a; =aeth; = b.
On considére le milieu m; de a; et de by, ¢’est-i-dire m; = %#. Si fim,) est du méme
signe que fia;) (donc négatif), on pose a; = my et by = by, sinon onpose a; = ay et by = my.
On obtient donc un intervalle [a;; b2 ] deux fois plus petit que Uintervalle initial, et qui vérfie
la méme propnété, i savoir que flaz) et f{b2) sont de signes opposés.

On considére le milicu my de a; et de bs. Si f(ma) est du méme signe que f(as) (donc
négatif), on pose as = my et by = by, sinon on pose a; = a et by = my. On obtient donc un
intervalle [as; k3] quatre fois plus petit que U'intervalle initial, et qui vérifie la méme propriété,
& savoir que flas) et f{bs) sont de signes opposés. Ainsi de suite... On obtient ainsi une suite
d'intervalles emboités [a,; b,], de longueur tendant vers 0, et tels que fa,) est négatif et
flb,) est positif (an sens large). La suite (a,) est croissante, la suite (b,) est décroissante, et
lim(b, — a,) = 0. Cela signifie que ces deux snites sont adjacentes. Elles convergent donce
n\«_'c.:s une méme limite ¢. La fonction f est continue et nl_l‘ljl!-‘a, = n]—io-ll?mbn = ¢, donc d'aprés
la proposition 4.15, on a lim f{a,) = f(c)et lim f(b,) = f(c). Pour tout n on a f(a,) <0 et
0 < f(b), done F(c) <0 et 0 < f(c). On en déduit que f(c) = 0. B

Notons que la méthode dichotomique qui permet de montrer le théoréme des valeurs
intermédaires fournit également une méthode pour donner une valeur approchée de la
solution ¢ de 1’équation f(c) = 0. En effet, a, et b, sont des valeurs approchées de ¢,
d’autant plus précises que n est grand.

Ce théoréme est trés utile pour mantrer 1'existence d'une solution a une équation du
type f{x) = 0 avec f continue. Il existe bien au moins une solution si on peut trouver
x; et xz tels que f(x;) <0et flxz) > 0.

Le profit, fonction continue du prix du pétrole

Soit [T(P) le profit d"une enireprise de transports en fonction du prix P du baril de pétrole. On peut raisonnablement
supposer que le profit est une fonction continue du prix du pétrole. Si pour un prix Py toés faible I'entreprise fait
du profit, et pour un prix Py trés élevé elle fait des pertes, dors il existe an moins un prix P* compris entre Fy et
P tel que [Py = 0.
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Chapitre 4 Limites et continuité

Corollaire
Soit P un polyndme de degré impair. Alors P aimet au moins une racine réelle.

Démonstration
P(x) = @™ 4 @ x™ 4 o+ @i x + g, AVEC a7 0.

Supposons par exemple que @z, > 0. Le polynfme P a méme limite en +o0 et en —co que
Ie terme de plus haut degré, ¢’est-d-dire que le monéme ag,. 2%

Hm a2 = 400 et lim dage ™' = —co done lim P(x) = +coet im P(x) = —co.
a—ttm A—+—m A+ A

On peut donc trouver a, b tels que P(a) < 0 et P(b) > 0. Comme f est continue sur &, on en
déduit qu'il existe ¢ €]a; b[ tel que Pic) = 0.

Méme raisomement 8i gy, < 0. | ]

Remarquons que si P est de degré pair, alors il n'a pas forcément de racine. En effet,
81 P(X) = a@g, X" +...+a; x+ag (avec a,, # 0), alors P a méme limite en +co eten —oo,
si bien qu’il n’existe pas forcément a et b tels que P(a) < O et P(b) > 0.

Exemple 4.16

1. Considérons P défini par P(x) = x +4 (degré 3 donc impair).
Quand x tend vers +oco, P(x) tend vers +co, donc P(x) > ) pour x suffisamment grand (et
positif).
Quand x tend vers —co, P(x) tend vers —oo, donc P{x) < 0 pour x suffisamment négatif.
Parexemple P(1)=5et P(-2)=-8+4=—4 <0, d' ol il y a une racine entre —2 et 1.
2. Soit maintenant P défini par P(x) = X* + 2x + 2 (degré 2 donc pair).
Quand x tend vers +oo, P(x) tend vers 4oo et quind x tend vers —co, Px) tend aussi vers
+oo, Done il n'est pas slr qu’il ¥ ait une racine. En fait en calculant le discriminant A, on
trouve A <0 donciln’y a pas de racine.

Théoréme
Théoréme des valeurs intermédiaires (2¢ version)

Soit f une fonction continue sur [a; b]. Si le nombre k est compris entre f(a) et
fib), alors il existe an moins un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.

Démonstration
1 suffit de poser g(x) = f(x) — k pour se ramener & 1a premidre version do théoréme. n

Le théoréme que nous venons de démontrer signifie que 1'image d'un intervalle fermé
borné [a; b] par une fonction continue est forcément un intervalle, Le théoréme suivant
nous indique qu’il s’agit méme d’un intervalle fermé borné. C’est un résultat puissant,
mais i la démonstration assez longue, ¢’ est pourguoi nous 1" admettrons.

Théoréme

Théoréme de Weierstrass
Soit f une fonction continue sur 1'intervalle fermé borné [a; b]. Alors I'image par
f de [a; b] est un intervalle fermé borné [m; M].

107
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On résume souvent le théoreme de Weierstrass en disant que « sur un intervalle fermé
borné, une fonction continue est bornée et atteint ses bornes ». En effet, il signifie que
pour tout x € [a;b], on a f(x) € [m; M]. Inversement, pour tout y € [m; M], il existe
x € [a;b] tel que f(x) = y. En particulier, il existe x; € [a;5] tel que f(x;) = m, et
il existe x; € [a; b] tel que f(x2) = M. La fonction f atteint donc son minimum m au
point xy, et elle atteint son maximum M an point vz,

Le théoréme de Weierstrass ne s’ applique pas pour une fonction continue sur un inter-
valle ouvert Ja; &[ ou semi-ouvert Ja; b] ou [a; &, ni sur un intervalle non borné comme
[a; +oo].

1
Par exemple, la fonction f définie sur J0; 1] par f(x) = = n'est pas majorée, donc n'est
pas bornée. On ne peut pas trouver un nombre M comme dans I'énoncé du théoréme.

E¥3 Théoréme du point fixe

Pour une variable économique donnée, supposons que x, représente 1'état de cette
variable I'année n. Par exemple x, est la richesse d'un individu, ou bien le PIB d'un
pays 1'année n. Il arrive souvent que la valeur de la variable une année dépende de
sa valeur I'année précédente, ¢’est-i-dire que x,,; = f(x,) ou f est une fonction. On
parle d"équilibre (ou de point fixe) quand la variable ne change pas, ¢.-i-d. quand on a
X1 = X, ce qu'on peut donc écrire x, = f(x,). C'est pourquoi on appelle point fixe
d’une fonction f toute valeur x telle que fi(x) = x. Trouver les équilibres économiques
possibles revient 4 étudier les points fixes de certaines fonctions. Ceci est plus facile
quand on a affaire & des fonctions continues, comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme
Théoréme du point fixe

Soit f une fonction continue sur [a; #]. On suppose que 1’image de f est incluse
dans [a; b]. Alors il existe an moins un réel ¢ compris entre a et b tel que fic) = c.
On dit que ¢ est un point fixe de f.

Démonstration

Graphiquement, on peut dire que 1z courbe C; est incluse dans le carré [a; b] % [a; b]. Le
point A(g; fa)) est au-dessus de la premiére bissectrice, et le point B{b; f(b)) est an-dessous.
La courbe C; relie ces deux points, elle est donc obligée de traverser la premiére bissectrice
puisque [ est continue,

De plus, on peut également déduire le théoréme du point fixe du théoréme des valeurs inter-
meédigires (premiére version) appliqué i 1a fonction g définie par g(x) = f(x) — x. Il est clair
en effet que g est continue sur [a; b], et que gla) = f(a) —a = Oet g(b) = f(b)— b= 0 (car f
4 valeurs dans [a; &] par hypothise). ]
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IEE] Fonctions continues
strictement monotones

Le théoréme des valeurs intermédiaires (2° version) nous indique que 1'équation
fix) = k admet au moins une racine dans [a:b] si f est continue et que k est com-
pris entre fia) et f{b). 51 de plus f est strictement monotone (¢’ est-d-dire strictement
croissante ou stricterent décroissante ), alors cette racine est unique, comme nous 'in-
dique le théoréme suivant.

Théoréme

Théoréme sur les fonctions continues striccement monotones
(1™ version)

Soit f une fonction continue et strictement monotene sur [a; b]. Si le nombre k
est compris entre f(a) et f(b), alors il existe un et un seul réel ¢ compris entre a
eth tel que fic) = k.

Démonstration
Montrons le pour f strictement croissante. La démoastration est similaire pour une fonction
stnictement décroissante.
D’ apris le théoréme des valeurs intermédaires (2° version), il existe au moins un ¢ compris
entre a et b telque f(c) = k. Supposons que ce ¢ n'est pas unique. I1 existe alors ¢ différent
de ctel que fic') =k
Comme f est striclement croissante, si ¢ > ¢, alos f(c’) > fic) ce qui est impossible car
floy=ket fich =k

| Sic" <, alors fle) < fc') ce qui est impossible pour les m@mes raisons. n

(suite)

On reprend comme au paragraphe 5.1 la fonction de profit [1{P) d’'une entreprise de transports. On suppose ici
aussi que pour un prx Py trés faible U'entreprise fai du profit, et pour un prx Py trés élevé elle fait des pertes.
Si le profit est une fonction continue strictement décroissante du prix du pétrole, alors il existe un unique prix P*
compris entre Pg et Py tel que IT(P) = 0.

Théoréme

Théoréme sur les fonctions continues strictement monotones (2° version)
Soit f une fonction continue et strictement croissante de 1'intervalle termé borné
[a;b] dans . Alors I'image de f est I'intervalle fermé borné [fia); f(b)], et f
est une bijection de [a;b] dans [ f(a); f(b)]. Son application réciproque ! est
continue et strictement croissante de [f(a); f(b)] dans [a; b].

Si f est continue et strictement décroissante de [a; b] dans R, alors I'image de f
est I'intervalle [f(b); f(a)]. et f est une bijection de [a; b] dans [f(b); fla)]. Son
application réciproque £~ est continue et strictement décroissante de [ f(b); f(a)]
dans [a;b].
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Démonstration

Ftudions seulement le cas oll f est strictement croissante (démonstration similaire pour f
décroissante). D’ aprés le théoréme de Welerstrass, I'image de [a; b] est un intervalle ferné
borné de la forme [m; M] ; comme f est croissante ¢’est forcément [f(a); f(B)]. D’aprés le
théortme précédent, tout k compris entre fa) et f(B) a un et un seul antécédent ¢ par f, ce
qui signifie que f est bijective. Elle admet donc une application réciproque 71,

Muontrons que j'] eststrictement croissante. Soit i et ys deux éléments de [ fla); fib)], avec
1 < 1. 1l existe donc x; et x; dans [a; b] tels que x; = (i) et 1 = 1 ). Cela signifie
que yy = flx) et yz = flx). Comme f est strictement croissante, on a donc forcément
x < x.D'od j_] est strictement croissante.

Reste & montrer que £~ est continue. La démonstration mathématique standard est un peu
longue, nous allons nous contenter de nous convainere de la continuité en raisonnant sur les
graphes, Les fonctions f et £~ sont réciprogues U'une de I'autre, done leurs graphes sont
symétriques par rapport & la premiére bissectrice. Le graphe de f setrace sans lever le crayon
(puisque f est continue), done il en est de méme de son symétrique le graphe de f~!. D'oit la
continuité de [ 2}

Les points clés

=» Quand la variable x se rapproche de plus en plus d un nombre fixé x;, la fonction
f(x) peut tendre vers une limite finie ou infinie, ou bien ne pas avoir de limite.

=» Quand la variable x prend des valeurs de plus en plus grandes, la fonction f(x)
peut tendre vers une limite finie ou infinie, ou bien ne pas avoir de limite.

-* Une fonction f est continue au point xg si quand x se rapproche de plus en plus
de xy, alors f(x) se rapproche de plus en plus de f{xg).

=* Une fonction est continue sur un intervalle si on peut tracer son graphe sans lever
le crayon.

=» Quand une fonction f est continue sur un intervalle [a; b], elle prend toutes les
valeurs comprises entre f{a) et f(b). Cest le théoréme des valeurs intermédiaires.

=» Quand une fonction f est continue et sirictement croissante sur tout un intervalle
[a; k], elle prend une et une seule fois toutes les valeurs comprises entre f(a) et
f(b). Méme chose si elle est continue et strictement décroissante sur tout 1'inter-
valle [a; b].
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1 Vrai/Faux

Dites siles affirmations suivantes sont viaies ou fausses.

Justifiez vos réponses.

1. Quand une fonction a une limite 4 gauche et une 1i-
mite & droite en un point, alors elle a une limite ence
point.

2. Si f est dénivable alors elle est continue.

3. Si f est continue alors elle est dérivable.

4, Soit f continue sur [1;3] telle que f(l) = —1 et
f(3) = 2 Alors il existe un umique x € [1;3] tel
que flx) =0

E. Tout polyndme de depgré pair admet an moins une
racine.

> Corrigés p. 366

Exercices

2 Limite en un point xy
Caleuler les imites suivantes :

1. lim2® + Tx “_]jmf_‘*
43 =2 (x—2)
— =l
2.]im\&42 At oy DL
o N.n'z2
-2 v S
sl 6. lim l+x l—x
=z{x— 2 all x

» Corrigés p. 366

Chapitre 4 Limites et continuité

EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

3 Limite en o0
Calculer la limite pour x tendant vers +oo de
2x43
1. =
Sflx) PR
2+ 3
A
2 +3
3. flx) = At
» Corrigés p. 366
4 Régle de I'Hospital

En utilisant la régle de 1'Hospital, calculer les limites
suivantes :

1. ].im1+ﬁ
asm 2+ x

2. ljmg

2 x 425 - 2x

5 Continuité de la fonetion d’offre

1. La fonction d'offre d'une firme domne la quantité
Q(P) produite par la firme en fonction du prix. Elle

est telle que :

OP)=0si P<5
Q(P)=100P-300 si P=5
Cette fonction est-elle continue 4 gauche ? Continue
i droite ? Continue ?
Toutes les valeurs de 1" offre sont-elles possibles 7 Re-
présenter graphiquement cette fonction.

2. Méme question si 1 offre est donnée par :
OP)=0s P<5
Q(P) = 100P — 500 si P=5

6 Prolongement par continuité
On considére la fonction H définie pour tout x # 0 par
H(x) = 7'1_'1"2_1 y
X
Ftudier la limite de H(x) pour x — 0.
Peut-on prolonger H par continuité en x = 07

11



Chapitre

nentielle sont trés utiles en économie. En ef- trés rapide, on privilégie la fonction exponentielle.

L es fonctions puissance, logarithme et expo- fonction logarithme. Si au contraire la croissance est

fet, quand on veut modéliser la croissance Chacune d'elles satisfait des régles de calcul assez
ou la décroissance réguliére d'une variable écono- simples et assez similaires les unes aux autres, c’est
mique, le plus simple est d’utiliser une fonction puis- pourquoi nous les présentons ensemble.
sance. Si la croissance est lente, on va préférer la

LES GRANDS
AUTEURS

John Napier (1550-1617)

John Napier est un mathématicien et théologien écossais. |l était fervent protestant
et trés anticatholique, allant dans un owvrage sur I'Apocalypse de Saint-Jean jusgu’a
comparer le pape a I"Antéchrist.

En mathématigues, il s'intéresse aux méthodes permettant de simplifier les calculs,
notamment les calculs trigonométriques compligués intervenant en astronomie. |l a
alors |'idée de transformations spéciales qui permettent de simplifier les multiplica-
tions en les transformant en additions, et de méme de transformer les divisions en
soustractions.

Il publie ses résultats en 1614 dans son livre Mirfici logarithmorum canonis descriptio
(description de la régle magnifique des logarithmes). Le mot « logarithme », créé par
Napier, vient de dewx mots grecs : logos (rapport, calcul) et arithmos (nombre). Il
explique aussi comment faire des tables des logarithmes des nombres entiers. Son
nom est & l'origine du terme logarithme « népérien». |



Fonctions
puissance,
logarithme

et exponentielle

Plan

Kl Fonction puissance rationnelle . ..............coviviiiiiiiiiiiiii i iinns 114
A Fonctionlogarithme . .... ..o i iesaii sans 119
E1 Fonctionexponentielle ....... ..........cocoiiiiiiiiiiiiiiii 125
£ Fonction puissanceréalle . ...........coovvineiiiniinniieisieieeneinenons 131

-» Connaitre les définitions des fonctions puissance, logarithme, exponentielle,
et leurs principales propriétés.

~» Savoir faire des calculs impliquant ces fonctions.

-» ldentifier les cas de figure dans lesquels il est pertinent de les utiliser.
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Attention, ne pas
confondre (x*)° et
P

M4

Kl Fonction puissance rationnelle

On va définir et étudier dans cette partie les fonctions puissance x + x?, d’abord pour
1

g entier positif, puis g entier négatif, ensuite pour ¢ = — oll n est un entier positif,

ct cnfin pour g rationnel quelcongue. Dans la 4° partic de oc chapitre, nous verrons

comment définir x — x? pour tout réel g (méme non rationnel).

Puissance entiére

51 x est un nombre réel et n un entier positif, on sait que x" est une notation signifiant
X" = x X x% ... % x, o ici x est multiplié n fois par lni-méme. On dit que x est élevé i
la « puissance n ». Par exemple, 2=2x2x2x2=16.

Proposition 5.1

Régles de calculs des puissances
Les puissances satisfont les régles de calcul suivantes, si x et i sont des nombres
réels, et si a et b sont des entiers positifs :

X =
(o =
Ay = (y)*

Démonstration

Vérifions juste 1a premiére régle de calcul. Les autres se démontrent de fagon similaire.

x“ signifie x multiplié a fois par lui-méme.

x sigmfie x multiphé b fois par lu-méme.

Done :

x x  signifie x multiphié a + b fois par lui-méme.

C’est exactement ce que signifie ¥, done x* x 2" = ¥*™, =

Exemple 5.1
On vérifie bien que :
e =(.11'><J|:)>((J|:>-<.J|:>-<J|:)=J(3 = ¥
(P = (x X)X (xX )X (xXx) =25 =29
FY = (e X)X (YRR y) = (xXy) X (e X PR (xx ) = (£xy)

On va maintenant étudier la fonction x + 2" sur R, en distinguant les cas n pair et n
impair.
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Proposition 5,2
Pour n € N, considérons la fonction f, définie sur i par :

h:R=R
= X

Cette fonction est dérivable, de dérivée fl(x) = ny™l
Ona f(0)=0et lim f(x) = +oo.
x—vtoo

— Si n est impair, alors la fonction f, est impaire (» définition 1.17). Elle est
strictement croissante sur tout R

— Si m est pair, alors la fonction f, est paire. Elle est strictement décroissante sur
F._ et strictement croissante sur B.,.

Démonstration
Soitn € H'. On a déji vu (» proposition 2.13), que fi(x) = nx™". Puisque x" représente x
multiplié r fois par lui-méme, il est clair que s x = [, alors x" = (). De méme, si x tend vers
+oo, dlors 1" tend vers +oo,
— 8in est impair, alors on a f{(-x) = (-x)" = =(x") = —fu(x) donc la fonction f, est
impaire.
_J:(x)=m."1 z0pourtout x e R, carn—1 cstpa.i.r.ﬂnamfnxf;(x) =nx*! > () pour
tout x € &', donc la fonction £, est strictement croissante sur tout B.
~ 5i nest pair, la fonction f, est paire, car f(—x) = (—xJ" = x" = f,(x).
fiix) = nx"! > 0 pour tout x € B, et f1(x) = mx"™! < O pour tout x € B, carn— 1 est
impair. La fonction f, est done strictement décreissante sur B et strictement croissante

sur B,
]
¥ ¥
X X
/ ‘ x X
) Fonction x” avec nimpair (n = 3) (%) Fonction x” avec n pair (n = 2).)

A Figure 5.1 Fonction puissance (exposant entier positif)

On cherche maintenant & définir des puissances négatives, ¢ est-a-dire définir " pour
n entier négatif. La notation suivante permet de conserver les régles de calcul des
puissances vues i la proposition 5.1.

115



Mathém atiques en économie-gestion

Notation
Puissance négative

1
Soitn e H'. Pourtout x € R*, onnote x " = =

De plus, on convient de poser x” = 1.

Exemple 5.2

1 1 1
3= = =~
23 2x2x2 B

Proposition 5.3

Les régles de calculs des puissances sont valables aussi pour les puissances en-
tieres négatives. Autrement dit, pour x, y € B',eta,b € Z, ona:

22 = x*b et () = 2P et 2y = (ay)”

De plus, en posant f(x) = x" pour tout entier n méme négatif, la fonction f, est
dérivable sur ', de dérivée f.(x) = nx" ! pour tout n € Z.

Démonstration
Vérifions juste la deuxiéme régle de caleul.
Sia et b sont positifs, ¢’est la régle habituelle.
Sia=<0etb>0,alorsa=—a olla =0

s

“ (£

Laméthode est laméme sia> Oetbo < 0, ousia<Oetb <0,
Méthode similaire pour les autres régles de caleuls.
Nous avons déja calculé la dérivée de £, pour n positif. Si n est négatif, posonsn = —p ol
peH. Ona f(x) = — = —— et fu(x) = »". On peut appliquer la formule sur la dérivée

)
& un quotient (» proposition 2.9).

=X _pye? 1 = =
e e .
(x)
34
Exemple 5.3
Quelques calculs avec des puissances négatives.
==
:x—z)s = 29 o 6

= ()

x'zy
E¥A Racine n-iéme, pour n € N

On a déja défini la fonction racine carrée au chapitre 1. Rappelons que si x est un réel
positif, 1a racine carrée de x est 'unique nombre réel positif 7 tel que yxx vx = x.
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De méme on va appeller racine n-i2me de x le nombre réel positif ¥x tel que ({x)" =
x. La racine n-iéme de x est aussi notée x', car on peut en fait lui appliquer les régles
de calcul des puissances. En effet on a par définition (i =y, qui est similaire i la
deuxiéme régle de calcul des puissances. La proposition suivante montre I’existence
et I'unicité de la racine n-iéme.

Proposition 5.4

Pour tout x € B, pour tout n € W, il existe un unique nombre réel positif, noté
Vx ou x¥", tel que (V)" = x.
La fonction fj, définie pourtout x € B, par fi,,(x) = = Q'} est continue et
strictement croissante sur B,

Démonstration
Si m est un entier strictement positif, alors f, est continue et strictement croissante de B,
dans R, et bijective de B, dans B,
On peut définir sa fonction réciproque de B dans R, que I'on note fiu(x) = 2" = {x
Pour tout xe B,

(£ © fip) () = xc'est-ddire (") = x

(i o £ (1) = xest-d-dire ()" = x
D’aprés le théoréme sur les fonctions continues strictement monotones (s paragraph 5.3,

chapitre 4), comme fy, est la fonction récproque d’une fonction strictement croissante et
continue, alors elle aussi strictement croissante et continue. |

I X

Le graphe de la fonction x' est symétrique de celui de x® par rapport 4 la premigre bissectrice.

A Figure 5.2 Fonction x'".

Définition 5.1

On dit que ’{G est la racine n-iéme de x. Pour n = 2 on dit « racine carrée », et
pour n = 3 on parle de « racine cubique ».

Exemple 5.4

— La racine cubique de 27 est Y27 =3 car 3x3x 3= 27.
~ Ona2x2x2x2=16donc V16=2.
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[EEJ Puissance rationnelle

On a déja vu ce que signifie " pour toutn € Z et x # 0. De méme on a défim
x"™ 1a racine m-i#me d’un nombre réel x positif. En composant les deux, on aboutit
naturellement & la notion de puissance rationnelle.

Definition 5.2
m Six e R}, etsin, msont des entiersavecn € Zetm € ', on définit ™ par:
= (xl."ﬂl}n s { W}n

= Soit ¢ € Q un nombre rationnel. Ecrivons le sous la forme g = E, avecn € Z,
m

m € N*, ot n et m sont sans diviseur commun’ autre que +1 et —1. Pour tout
x € R}, on définit x7 par x? = ¢¥" = (xmyn,

Proposition 5.5
Si g € Q, la fonction x +» x7 est continue sur B, dérivable sur R}, de dérivée :

dxd
i e
dx 7
Ona lim x¥=+cosig>0et lim ¥ =0sig<0.
D00 Ao
Démonstration

Posons f,(x) = x4. On cbtient £, en composant f, et fijm ., s0it f(x) = fu o fim (x) = (x”'“]]"
noté ¥*™, qui est défini surF, .

fy est continue car composée de fenctions continues. Dérivable sur BRI, car composée de
fonctions dérivables sur B}, Pour calculer sa dérivée, on applique la formule de la dérivée
d'une fonction composée. On a fy = f, © fijm, donc :

n—1
Fi0 = i) X f0 = n (2 x (0
Pour calculer i, (x), on peut remarquer que fig, est la fonction réciprogue de f,,. D' aprés la
proposition sur la dénvée d'une fonction réciproque (» proposition 2.12), la dénvée de figm

est done :
1 1 1

= @ Tt mimy
Finalement :
mre) 1 n ym
L= xS () e m !

- Sig=0,aorsg = 2 oil n et m sont des entiers positifs, done fo(x) et fiym(x) tendent vers
+coquand x tend vers +co, d’oll f(x) = f, 0 fijm (x) tend vers +co quand x tend vers +co.
- Sig <0, alors g = ioﬁ n est un entier négatif et m un entier positif, done f,(x) tend vers

0 quand x — +oo, et fy,(x) tend vers +oo quand x — +oo, d'oll f(x) = f, © fijm(x) tend
vers 0 quand x tend vers +oo, ]

n

1 Ondit que le mtionnel g est écrit sous forme de fraction irréductible si ¢ = — oll n et m sont des entiers
"

sans diviseur commun {autre que +1).
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I ¥ ! X !

) Fonction x¥ avec g > 1. () Fonctionx® avec 0 <g <1. (3 Fonction X9 avec g <0.

A Figure 5.3 Fonction puissance (exposant rationnel)

Nous verrons i la section 4 comment étendre la fonction puissance aux exposants
réels, méme non rationnels. Pour cela, il nous faut d’abord définir les fonctions loga-
rithme et exponentielle.

E3 Fonction logarithme

Si g est un rationnel strictement positif, la fonction puissance x +— x7 est croissante
sur R, et tend vers +co quand x — +co. Nous allons maintenant étudier la fonction
logarithme, qui elle aussi croit réguliérement et tend vers -+co, mais moins vite que
les fonctions puissance. Autrement dit, la fonction logarithme, notée In, est i crois-
sance lente. Elle est utile pour modéliser de nombreux phénoménes économiques, et
intervient notamment dans 1" évalnation des décisions en présence de risque.

XN Qu'est-ce qu'un logarithme ?

La proposition suivante permet de définir la fonction logarithme népérien, comme

1
étant la seule fonction ayant pour dérivée 3 et qui soit nulle en x = 1.

Proposition 5.6

~ ; . i ; 1
11 existe une unique fonction f définie et dérivable sur ]0; +oo[, telle que f'(x) = —
x

et f(1)=0.

On note In cette fonction et on 1’ appelle fonction logarithme népérien.

Démonstration
Nous verrons au chapitre 7 gu’une primitive d’une fenction u est par définition une fonction v
dérivable telle que v = . I aprés la proposition 7.7, comme la fonction g définie pour x> 0

par g(x) = 1 est continue sur ]0; +oco[, elle admet une unique primitive f telle f(1)=0. =
X

©On a donc par
définition :

a In{x) = ; et
In{1) =0
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T ; _ | A
Remarquons que la dérivée de la fonction logarithme népérien est In' (x) = Lo qui est
décroissante et positive sur ]0; +co[, donc In est une fonction dont la croissance est de
plus en plus lente quand x croft.

‘Voyons maintenant les régles de calculs caractéristiques des logarithmes. Les proprié-
tés (i) et (ii) nous indiquent que la fonction logarithme transforme les produits en
additions, et les quotients en soustractions.

Proposition 5.7

Régles de calculs
Si x et y sont deux nombres réels strictement positifs, alors on a les propriétés
suivantes :

(i) In(xy) = In(x) + In(y)
@) 1y =-m@

X
(i) ln(g) = In(x) - In(y)

(iv) In(x") = nln(x) pour toutn € £
(v} In(x?) = g ln(x) pour toutg € J

Démonstration
Montrons d’abord ().
Soit g la fonction définie sur x> 0 pur g(x) = l
X
Inest 1a primitive de g qui est nulle en x = 1.
Soit A(x) = In{xy) pour i > O fixé.
Hix) =yx xLy = 7];: donc ki est une autre primitive de la fonction g.
D’aprés les propriétés des primitives (- proposition 7.6), si In et & sont deux primitives d'une
méme fonction g, alors In et & différent seulement d'une constante C.
On peut donc éerire pour y fixé :
¥x =0, la(xy) = C +lIn(x)
x=1ldome Infly) =C+In(l)=C
donc :
In(xy) = In(y) + In(x)
(ii) En appliquant (i) on a In(x) + ]n(l) = In(x x —1) =In(1) = 0, d’oid 1n(l) = —In(x).
x X X
1 L
(i) 1n(;—r) =In{x % 5) =In(x)+ h(;) = In(x) — In(y) (par (i) puis (ii}).
(iv)Sine M, on aln(x") = In(x x 2"") = ln(x) + In(x" ") (d"aprés (i),
= In(x) +In(x % X" ) = In(x) + In(0) + b(x"2) = ... = nln(x).
’ 1
Sin"eZavecn < 0 alomsn =—noline M, et n(x" )= —ln{F) (d’aprés (1)),

Donc In(x”) = —In(x™) = —In(¥") = —nln(x) = ' In(x).
(v) Soitm € N". D' aprds (1v) on amln(x"™) = In ((*™)") = In(™™) = In(x),
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done In(x"™) = 2 In(x).
I
Posons g = %,pmrnEZchEN'.
On aln(x®) = In(x™) = In (("™)) = nln(x"™) = n x $ In(x) = gln(x).

Exemple 5.5
Quelques exemples de petits calculs avec In :

1n(V3) = (%) = 2 In(o)

1n(¥) = In(x* + 1) — In(x)

]n(;la-) = In(x) = =3 1n(x)

E®*A Variations du logarithme

Proposition 5.8

In est une fonction continue strictement croissante sur |0; +oof.
Ona ].llIl In{x) = =oco et ]Jm ]n{x} = 00,

Démonstration
La fc-nctjm 1n est dérivable done continue sur ]0;4-00[,

In'(x) = - } () done In est strictement croissante.
Ca.k:ulms IHP Inix) -
In(1) = 0 donc In(2) =0
In(2") = nln(2) donc lim In(2") = +c0
n—s+em
In est croissante et lim In(2") = +co done lim In(x) =
a—++o x—+m
Calculons ].i.lg Infx) -
Posons iy = Jl—tkonax—>0+sicmeulmmntsiy—>+m,dmn:
lim In(x) = lim [~ In(/x)] = lim [~ln(y)] = - lim In@y) = -
Tt -+l yrtm L

| x=0.

Le graphe de lafcmclml:l]n admet donc une asymptote verticale d’équation x = 0.

Comme ].il:g In(x) = —co, le graphe de In admet pour asymptote la droite d’équation
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¥
In{x)
U 1 X
A Figure 5.4 Graphe de la fonction In
_Fonction d‘utilité logarithmique

Enmicrofconomie, on considére pénéralement que si x estle revenu d'un individu, son utilité (ou son bien-étre) est
U(x), ol U est une fonction croissante. Le logarithme convient bien pour modéliser 1'utilité, car il a les propriétés
suivantes :
— il croit de moins en moins vite quand x croft, c’est 'effet de satiété : pour une persomne riche, 1000 euros
supplémentaires sont moins utikes que pour une personne pausvTe ;
- ona 15'{,', In{x) = —co. Le bien-étre est trés dégradé quand le revenu approche de 0.
at

Proposition 5.9

Nombre e

L' équation In(x) = 1 admet une unique solution réelle. On note ¢ cette unique
solution. Elle est telle que e €]1; +co[. On dit que ¢ est la base du logarithme
népérien.

Démonstration

D’aprés la proposition précédente, In(x) tend vers +co quand xr — +oo. D'autre par,
In{1) = 0. Comme In est continue et strictement monotone, on déduit du théoréme sur les
fonctions continues strictement monotones sur un intervalle qu'il existe un et un seul x dans
115 4cof tel que In(x) = 1. ]

Ajoutons (sans le démontrer) que ¢ € Q, et qu’une valeur approchée este = 2,71,

Proposition 5.10
Soit ¢ € Q. L'équation In(x) = g a pour unique solution x = &%,

Démonstration
Clest vrai pour g = 0, car dans ce cas ln(x) = g signifie In(x) = 0 d'unique solution
x=l==g
H
Supposons g # 0, et posons g = o pourn EZetmel.
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Léquation In{x) = ¢ devient In(x) = i ou encore %m(x) =1,
Comme ? In(x) = In(x™"), I"équation In(x) = g est donc équivalente A ln(x™™) = 1.

D’apris la proposition précédente, la seule solution est x tel gque ¥ = ¢, ¢’est-i-dire
x=e = i

In ; : 3 .
Quand x tend vers +oo, le quotient ﬁ est ure forme indéterminée, puisque nu-
x

mérateur et dénominateur tendent vers +co. De méme, quand x tend vers 0, le produit
xIn(x) est une forme indéterminée, puisque le premier facteur tend vers 0, et le second
vers —oo, Le théoréme suivant permet de dire vers quoi tendent ces types de quotients
et de produits.

Théoréme

Croissances comparées

In
® tm 22 _p
I—=gor X
(ii) 111:3 xIn(x)=0.
(i) M = 0 pour tous rationnels @ et § strictement positifs.
=400 }Ja

(iv) ].;I.IZE‘ **In(x*) = 0 pour tous rationnels o et f strictement positifs.

On peut résumer le théoréme des croissances comparées par :
«en 0" et en +oo la fonction In perd contre toute fonction puissance. »

En effet, In tend lentement vers +co quand x tend vers +oo, plus lentement que toute
fonction puissance. De méme, In tend lentement vers —oo quand x tend vers 0%,

Démonstration

(i) et (ii) sont bien slir des cas particuliers de (iii) et (iv).

(i) Montrons que ,]_i.ﬂn,. # =0

Pour tout x supérieur 4 1, il existe un unique entier n tel que 2" < x < 2,
On a bien siir x tend vers +co s et seulement sin — 4oo, el :

010 B _ r+ ing)

X . >
+ 1) In(2
Pusomu.:tn——)-—{-!amomrmsquc lim i, = 0.
> frove
(2 a» 1 2 1 1 1 1
s S b L =t )=—>((1+ )5—x(1+—]
by 0t m+DIm2)y 2 ‘m+l" 2 n+l 2 2
pour = 1, done :
el 1 1 3
= = - |= =
i _2:»<(1+2 i
2 a—1
Pour toutn > 1, on a ! sg,dmcuuszu,,_]{ 2) lps € 4(—) 1
U, 4 4 4
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sty : _ .

La suite (Z tend vers 0 quand n tend vers +co car ¢’est une suite pfomérique de raison
inférieure & 1, done la suite (i,) tend également vers 0.

x tend vers +cosi et seulement sin— +ooet ©

In(x) In(x)

0 £ —— < u, avec (u,) tend vers O quand n tend vers +co, donc —— tend vers 0 quand x
X X
tend vers 4oo.

(ii) Pour montrer (ii), posons y = l.A]crsxtmdvcrsU* si et seulement si i tend vers +co,
et: *

1.1 —In(y) . .
xIn(xy = ;ln{;} = T qui tend vers 0 quand y tend vers 4o (d’aprés (i),
D’ol x In(x) tend vers 0 quand x tend vers 07,
(iii) On suppose que a et 8 sont des rationnels strictement positifs,

@ = L) = a—chtccd:miafacmmnd vers ()

En posant X = ¥ on obtient

* 7 g X
quand X tend vers +oo d’aprés (i), d'od ]nf:) tend vers () quand x tend vers +oo.

(iv) e et B rationnels strictement positifs.

On pose de nouveau X = ¥ et ici on obtient ¥° In(x*) = X In(X"F) = i X In(X) et ce

dernier facteur tend vers 0 quand X tend vers (% d’aprés (ii), d’ ol ¥ In(x") tend vers 0 quand

x tend vers 0F. |
Proposition 5.11

Dérivée logarithmique
Supposons que la fonction u est définie sur un intervalle 7 de E, dé-

Par définition, |'élasticité de u par rivable, et & valeurs dans ]0; +oo[.
rapport & x est £ = ,.d—'f, ® ..{m, On pose f(x) = In(u(x)) pour tout x € J. Alors la fonction f est
dx  ulx) ' (x)

donc on peut |"écrire aussi dérivable, de dérivée f(x) = ——.

X

L dn(uly

dx

u(x)
On appelle cette expression la dérivée logarithmique de wu.

Démonstration
Cette proposition s"obtient directement en appliquant la régle de dérivation
d’une fonction composée. ]

X} Fonction logarithme de base quelconque

La fonction In est appelée fonction logarithme népérien ou logarithme naturel. En la
multipliant par une constante, on obtient une fonction ayant des propriétés similaires.

Définition 5.3
Soita > 0, avec a # 1. Onappelle fonction logarithme de base a 1a fonction notée

In
log, définie pour tout x > 0 par log, (x) = ]n_::%'

On remarque que si @ = e, alors In(a) = In{e) = 1, donc log,(x) = In(x). Cest
pourquoi on peut dire que le logarithme neperien est la fonction logarithme de base e.
Les régles de calculs de log, se déduisent aisément de celles de In.



(& Dunod. Towte reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 5 Fonctions puissance, logarithme et exponentielle

Exemple 5.6
La fonction logarithme de base 10 est d"utilisation courante, on 1" appelle logarithme décimal,
noté log,,.
. . o Ii10% _ kIn(10)
Pour tout entier k, on a: log,,(107) = M]n(l()) = wln(l()) =k

Le logarithme décimal est pratique surtout quand on manipule beaucoup de puissances de 10.
1 est utilisé notamment en acoustique (pour les décibels), en chimie (pour les pH), en sismo-
logie (échelle de Richter).

EJ] Fonction exponentielle

Nous étudions dans cette section la fonction exponentielle, notée exp, qui est la réci-
proque de la fonction logarithme In. Alors que In est une fonction a croissance lente,
la fonction exponentielle est au contraire & croissance rapide : quand x — +oo elle
tend vers I'infini plus vite que n'importe quelle fonction puissance.

EEXN Définition et premiéres propriétés

La fonction logarithme est continue et strictement croissante de ]0; +co[ dans E. Nous
montrons qu’elle est bijective et on appellera exponentielle sa fonction réciproque.

Proposition 5,12

La fonction In est continue et strictement croissante et est une bijection de ]0; +oo[
dans R, donc elle admet une application réciproque qui est continue et strictement
croissante de . dans ]0; +co[. On note exp cette application réciprogue.

On adonc pour x > 0 ety € R, I'équivalence :

y = In(x) « x = exply)

Démonstration

Nous savons déji que In est continue et strictement croissante de ]0; +oof dans B. Comme
E.’E In(x) = —co et ml_'fE.u In(x) = +oo, d"aprés le théoréme sur les fonctions continues stricte-
ment monotones (e section 5.3, chapitre 4) on peut dire que In prend toutes Tes valeurs réelles,
une et une seule fois. Cest donce une bijection de J0O; +oo[ dans B. En conséquence, elle admet
une application réciproque, définie sur R et i valeurs dans 10; +oco[. Daprés la deuxiéme ver-
sion du théoréme sur les fonctions continues stricterment monotones, "application réciproque
' une fonction continue strictement croissante est continue strictement croissante, donc cette
application exp est continue strictement croissante. ]

Proposition 5.13
Yy € R, exp(y) =0
Yy eR.In(exp(y) =y
Vx> 0,exp(lnix)) = x
exp(y=letexp(l)=e¢
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Démonstration
exp(y) > 0 est vrai car exp est 4 valeurs dans ), 4o
In(exp(y)) = y et exp(ln(x)) = x expriment le fait que In et exp sont des fonctions réciproques

I'une de lautre.
On aln(1) = 0 done exp(0) = L.
De méme, In(e) = 1 donc exp(l) = e m

Alors que la fonction In transforme les produits en sommes et les quotients en sous-
tractions, la fonction exponentielle fait I'inverse, puisque ¢ est sa fonction réciproque.

Proposition 5.14

Régles de calcul

Si a et b sont deux nombres réels, on a les propriétés suivantes :

(1) expla+ b) = expla) x exp(h)

1
expla)

expla)
exp(b)
(iv) exp(ga) = (exp(a))?, pourg € Q

(ii) exp(—a) =

(iil) expla—b)=

Démonstration
Ces propriétés sont & mettre en comespondance avece celles de la fonction In
(» proposition 5.7).
(i) Posons x = expia) et y = exp(b)
expla) xexp(b) = x xy

dong :

In (expia) x exp(p)) = In(xy) = In(x) + iy =a+ b

In (expla) x exp(p)) =a+ b
dob:

expla) x exp(b) = expia+ b)

(ii) 1 = exp(0) = exp(a + (—a)) = exp(a) x exp(—a) d aprés (i).

done : i
exp(—a) = c"_'xp{a}
(iii) exp(a — b) = exp(a + (—b)) = exp(a) x exp(—b) = expla) x m;(b)'
(iv) Pour x = exp(a), alors 1n{x*) = gln(x) donne In ((expal) = ga,
donc (expa)? = expl(qa). .

Daprés la proposition précédente, pour g € @, on a exp(ga) = (exp(a))’.
Avec a = 1 celadonne exp(g) = (exp(1))7 = 7.
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On note dorénavant
indifféremment exp(x) ou e* pour
tout x € B.

Pour g € 1, la fonction exponentielle est donc donnée par exp(g) = €.
On convient d’écrire aussi exp(g) = ¢? pour g non rationnel.

Proposition 5.15
5 xy"
Pour tout x € R, ona“_hﬂo(l + ;] = exp(x).

Démonstration

Soit fix) = In(l + x). La fonction f est dérivable sur son domaine de définition,

de dérivée f(x) = 1; En particulier la dérivée en 0 est f7(0) = L.

+x
Par définition de la dérivée, on a f'(0) = lim M

— lim In({1 + Ay —In{1) - lim In(1 +.'|]‘
h—d} h iy h

In(1 + k)
h

Comme f'(0) = 1, on a done ]ai_l.ta‘p = L Soi x € B" fixé, et n un entier positif. Pour

X
h= =, onahtend vers O si n tend vers +oo.
n

In(1 + *
s b I N Loyt (R nln(1+f}
n

i) h i xfn X nbém

Done lim nin{l + 2) = x, ¢ est-d-dire lim In(l+ 2" = x.
n—ton n A=t n

Dod lim (1+ Ty = exp(). o
A

Intérét composé en continu

Sirest le mux diineéré annuoel, et si les intéréts sont « composes » chague
année, 1 euro placé au taux r rapporte ©

1 4 r euros dans un an

{14 " euros dans deux ans

{1+ 7 euros dans trois ans, ete.

51 les intéréts sont composés tous les 6 mois, alors a1 bout de & mois 1 euro
placé deviendra 1 + % curos dans 6 mois. Tl deviendea (1 + %)2 dans unan, | Si0n place une somme So au taux

r d'intérét r, cette somme vaudra
et enfin (1 + —)* dans k fois 6 mois. et

Si e taux d’intérét est composé n fois par an (par exemple n = 12), alors au St =Sp %1+ 1) si 'intérét est

bout d’un an 1 euro donnera (1 + =)', composé seulement une fois par

Siton compose les intéréts un trés grand nombre de fois par an, alors n est g S

tes grand, et 4 la limite tend vers Uinfini, i bien que | euro placé autaux r | 9t = So x & si l'intérét est

- i b . B composé en continu.

rapporte au bout d'un an ]uP(l + ;] = exp(r) = ¢ d aprés la proposition

précédente.

De méme au bout de r années, un euro placé au taux r rapporte Iim (1 +
A—+Ea

E)“ = exp(rt) = &".

La fonction exponentielle permet done de calculer la valeur d'une somme

placée & un taux d’mtérét r quand les intéréts sont ccmposés en continu.
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[EFA Variations de |'exponentielle

Une propriété remarquable de la fonction exponentielle est qu’elle croit trés vite pour
X — +oo, et tend trés vite vers 0 quand x — —oo.

Proposition 5.16

La fonction exp est continue, strictement croissante et dérivable sur R. On a pour

tout x € R, exp’(x) = exp(x). De plus lim exp(x) = +ocoet lim exp(x) = 0. Le
X=b 00 X=p=00

graphe de exp admet donc une asymptote horizontale d'équation y = 0.

Démonstration

On sait déji que exp est continue el strictement croissante. C'est la fonction réciproque
' une fonction dérivable, done d’aprés 1a proposition sur la dérivée d'une fonction réciproque
(> proposition 2.12), on a :

1
In" fexp(x)) ~ (L/exp(x))

exp(x) = explx) |

A Figure 5.5 Graphe de la fonction exp

Théoréme
Croissances comparées
(i) lim o
I—4o0 Y
(i) lim xe*=0
Pl

el B 4
(iii) z]g.ﬂlmx—a—m,pomloulaﬁm

(ivi lim x%* =0, pour tout o £ Q}
Lo 3

Démonstration
(i) et (i) sont bien sr des cas pariculiers de (iii) et (iv). On pose partout y = ¢°, d'oi
x=1n(y).
(i) I est clair que x tend vers +oo si et seulement si y tend vers +co,

a £ = ﬁ qui tend vers +coquand y tend vers +co (car In) tend vers 0F d aprés
X

&
le (i) du théoréme des croissances comparées pour la fonction In). Done EP et
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y pe y gl In(y)
(i) De méme — = = —-—-—) qui tend vers +oo quand y tend vers +eo (car ——
(n(y)r  \ln(y) yhe

tend vers (0% d’ aprés le (iii) du théoréme des croissances comparées pour la fonction In). Done
4

lim — = +co.

Pt

(i) 1 est clair que x tend vers —co si et seulement si y tend vers 0F.

On a xe® = (Iny) x y qui tend vers 0 quand y tend vers 0 (car yIn(y) tend vers O d’apris
Ie (ii) du théoréme des croissances comparées pour k fonction In). Done lim xe™ = 0.
frarg

(iv) De méme x"¢* = (Iny))" x y = (4" xIny)" qui tend vers 0 quand y tend vers 0" (car
' Infy) tend vers 0 d’aprés le (iv) du théoréme des croissances comparées pour la fonction
In). Done lim x%¢* = 0, u

On peut résumer le théoréme des croissances comparées par :
« en +oo et en —oo la fonction exp gagne contre toute fonction puissance. »

En effet, exp(x) tend rapidement vers +oco guand x tend vers +oo, plus rapidement
que toute fonction puissance. De méme, exp(x) tend rapidement vers 0 quand x tend
Vers —oo.

Proposition 5,17

e =1
=)
x={1 x
Démonstration
Il s’agit de Ia imite du taux d’accroissement, donc de la dérivée de la fonction exp.
a1
lim = exp'(0) = exp(0) = 1 .

Propesition 5.18

Supposons que la fonction w est définie sur R, dérivable, & valeurs dans F. On pose
f(x) = exp(u(x)) pour tout réel x. Alors la fonction f est dérivable, de dérivée
F'(x) = w'(x) x exp (u(x)).

Cette proposition se démontre directement en appliquant la régle de dérivation d'une
fonction composée.

[EE1 Exponentielle de base quelconque

De méme que 1'on peut définir un logarithme de base quelconque, on peut définir une
exponentielle de base quelconque.

Définition 5.4
Soit a > 0. On appelle fonction exponentielle de base a 1a fonction exp, définie
pour tout x € K par exp,(x) = exp(x Infa)) = ™™ On la note exp,(x).

La fonction exp est la fonction exponentielle de base e.
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Proposition 5.19

Rappelons que a est fixé, et que la Pour tout x € . ona exp,(x) = a*.

variable est x. C’est pourquol on convient d’écrire pour tout x méme irrationnel
Me pas confondre x +s a* la exp,(x) = a".
fonction exponentielle de base a
étudiée ici, avec x — x* quiestla Démonstration
‘U'k;iu'.'tw;imm& (- sedtion 4 de Pour g £ Q. d'aprés le (v) de la propesition 5.7 (régles de caleuls) on a:
e chapitre).
e exp, (g) = exp(gn(a)) = [exp(In(at)] = "
Proposition 5.20
ar .
La fonction x = a” est dérivable sur E, de dérivée d{d ) =In{a) x a*.
w4

— sia > 1, lafonction x — @ est strictement croissante sur &, et lim a* = +oo.
Tt

— 850 < a < 1, la fonction ¥ — g* est strictement décroissante sur R, et

lim a* =0.
X—b4oo
Démonstration

En appliquant la régle de dénivation d' une fonetion composée (- proposition 2.11), on obtient
E(ﬂ = i(e“"‘ﬂ) = (Ina) X "™ = (Ina) x a*.

y d
— sia > 1, alors In(a) > 0 done d—(a") = In(a) % a* > 0. Donc x + a" est strictement
X
croissante sur B :
lim xln(g) = +cocar Infa) > 0, d’oll lim '™ = 400
A—+em X—++aa

d
— s} <a <1, alors In(a) <0 dong a(a’) = lnfa) xa* < 0 Donc x +— a* est stictement
décroissante sur B :
lim xIn(a) = —oo car In(a) <0, d’od lim Piimnad 11} a

Proposition 5.21
Soit a > 0. On a pour touty > 0 et pour tout x € IR, I'équivalence :

y = exp,(x) & x =Ina(y)

Démonstration
y =exp,(x) & y = exp(xIn(a))
exp et In sont des fonctions réciprogues P'une de Pawtre,
done y = exp(xInfa)) < In(y) = xIn(a).
Dol y = exp, (x) & In(y) = xlnfa).
In(y)

Clest-d-dire y = exp (x) & x = —— = In,(y). ]
In{a)
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Ed Fonction puissance réelle

Dans la section précédente, nous avons défini la fonction exponentielle de base a en
posant exp, (x) = exp(xIn(a)). Que se passe-t-il si on intervertit les riles de x et de a,
¢’est-A-dire si on considére la fonction x — exp(aln(x)) ? On va voir que cela permet
de définir 1a fonction puissance, pour tomt ex posant réel.

Proposition 5,22
Pour tout a € @, on a exp(a In(x)) = 2.

Démonstration

Pour a € Q,on a (» proposition 5.7) : exp(aln(x)) = [exp(in(x*)] = x". ]
On convient alors de définir x°, pour x > 0 et pour tout @ € K (méme irrationnel), en

posant x* = exp{aIn(x)).
La fonction puissance ainsi étendue i tout exposant a réel vérifie les propriétés habi-
tuelles des fonctions puissances, comme nous le montrent les propositions suivantes.

Proposition 5.23

Pour tout réel a fixé, la fonction puissance x — x“ est définie et dérivable sur
x>0, avec :

Démonstration
Pour tout x > 0, notons f,(x) = exp(aln(x)). La fenction x + In(x) est dénvable sur x >
0, donc f, est dérivable sur x > 0. En appliquant la formule de dénvation d’une fonction
composée, ona:

_ﬁ(x)=2xcxp(a]n(x)}=2xa‘=ax“'] P

Proposition 5.24
¥x,y > 0,V¥a,b € R, onales régles de calculs suivantes :

o =
( xg;b — Xa.b
2y = (xy)”

Démonstration
La premiére s obtient par :
xoxf = expla In(x)) x exp(bIn(x)) = exp ((a + b)In(x)) = s
La deuxiéme par :
(") = exp(bIn(x")) = exp (bIn(exp(alnx))) = exp(baln(x)) = ™
Et enfin, la troisiéme par :
*'y" = explan(x)) X explaln(y)) = explaln(x) + aln(y))
= exp(a [In(x) + In(y)]) = explaln(xy)) = (xy)’ |




Mathém atiques en économie-gestion

Les points clés

-» Les fonctions puissance permettent de modéliser un grand nombre de phénomeénes
économiques mettant en jeu ung croissance (ou une décroissance) réguliére.

-» La fonction logarithme est utile pour modéliser une croissance réguliére lente.

=% La fonction exponentielle est utile pour modéliser une croissance (ou décrois-
sance) ré guliére rapide.

~» Toutes ces fonctions satisfont des régles de calcul simples.

=» La fonction exponentielle est laréciprogue de la fonction logarithme. Ses proprié-
tés se déduisent de celles de la fonction logarithme.
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EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

www.dunod.com

Quiz

1  Vrai/Faux

Dites si les affirmations suivanies sont vraies ou fausses.

Justifiez vos réponses.

1. Les graphes des fonctions Inet exp sont symétriques.

2. Lafonction exp tend vers +co plus vite que la fonc-
tion In, quand x — +oo,

3. Silogyy désigne la fonction logarithme décimal (c.-
i-d. log de base 10), alors log( 10000) = 4.

4. Lafonction exp est la seule fonction définie sur K qui
soil égale & sa propre dénvée.

5. Vx € R, exp(In(x)) = x.

» Corrigés p. 366

Exercices

2 Ensemble de définition
Déterminer I'ensemble de définition de cl des

1. fix) = 3x—2In(l + x)
2. gl)=¢"—5x

5 Croissance du PIB

On suppose que le PIB d'un pays évolue avec le temps

de la fagon suivante :

¥(1)= 10 x 1,05, pour tout r € R,.

obl ¥{f) est exprimé en milliards de dollars, et r est ex-

primé en années,

1. Quel est ke PIB en t = 07 Quelle est sa valeur six
maois plus tard ? Deux ans plus tard 7

2. Quel est le taux de croissance du PIB 7

3. Combien de temps faut-il pour que le PIB soit mul-
tiplié par deux ?

4. Mémes questions pour un second pays dont le PIB
est donné par Z(f) = 20 x 1,02' pour wut r € ..

5. A quel moment le premier pays va--il dépasser le
second 7

6 Aversion au risque
En microéconomie, la fonction d'utilité d'un agent éco-
nomigue est une fonction croissante concave U, 5i U est

fonctions suivantes.
1. flx)=(2x+3)In{x+7)
2. @x)=T+In(*+3)
3. hix) = -8x +In(x- %)
» Corrigés p. 367

3 Résolutions d’équations
Résoudre les équations suivantes.
1. In{x+4)=2lIn(x)

2, In(x+8)=4

3. 2(nxy +3lnx-2=0

4. 2% =17

5. 3*=12

4 Etudes des variations
Emudier les variations des fonctions suivantes,

deux fois dérivable, on mesure I‘Er\enimabaolm pour le

: =U"(x)
del” Lpar A, =

rsque agent par Ay(x) 7Z%) :

tive pour le rsque par Ry(x) = —x[;;T[::. ol x désigne

le nivean de richesse de 1'agent (» J. Etner, M. Jeleva,

Microéconomie, pages 172-173).

Calculer I"aversion absolue pour le risque et I'aversion

relative pour le fsque avec les fonctions d'wtilités sui-

vantes, el représenter graphiquement ces fonctions d'uti-

lités :

1. Uix)=ax+bpourtout x 2 0,0l a>O0etbe K

2. U{x) = In(x) pour tout x > 0.

etl’ aversion rela-

3. Ux)= 1—1-:"’puuruut.t> D,odr>0,rel.
rd o
4. Ulx)= — " pourtout x =0, olia > 0.



Chapitre

ne entreprise vend depuis longtemps un pro-

duit au prix unitaire Py = 5. Elle se de-

mande ce que deviendrait son profit si elle
augmentait un peu son prix. Cela signifie qu’elle
souhaite connaitre le comportement local de la fonc-
tion de profit quand le prix P reste proche de 5. Pour
cela, on peut approximer la fonction de profit par
un polynéme. Ce type d’approximation s’ appelle un
développement limité. La formule de Taylor-Young
permet d’obtenir des développements limités.

LES DS
AUTEURS

Imaginons maintenant que vous lancez un nonveau
produit et que vous n’avez aucune idée a priori du
prix idéal, celui gui maximiserait votre profit. Vous
allez faire une étude globale de la fonction de profit,
¢’est-a-dire I’ étudier pour tous les prix possibles (et
non pas seulement au voisinage d'un point). La déri-
vée premiére et la dérivée seconde de la fonction de
profit vous permettrontde trouver des conditions que
doit satisfaire le prix idéal. Ce dernier est particulie-
rement facile & déterminer si la fonction de profit est
concave.

Brahmagupta (598-668)

Brahmagupta est un mathématicien et astronome indien. Il a longtemps dirigé un
observatoire astronomique. En mathématiques, il comprend comment manipuler les
nombres positifs comme négatifs, et surtout il est le premier a considérer zéro comme
un nombre, dans son livre le frahmasphutasiddhanta.

Il trouve les régles des signes : deux nombres de méme signe ont leur produit positif;
deux nombres de signes oppasés ont leur produit négatif. || donne la solution géné-
rale des équations du second degré. |l résoud des équations linéaires diophantiennes,
C'est-a-dire des équations lineaires a coefficients et paramétres entiers. Enfin, il est
connu en géométrie pour sa formule permettant de calculer la surface de guadrila-
téres, dite formule de Brahmagupta. m
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Objectif

-» Analyser le comportement local d'une fonction, & I'aide des formules de Taylor
et de développements limités.

= Etudier une fonction d'une variable, en particulier en faisant le tableau de varia-
tions complet.

=» Utiliser les principaux critéres qui permettent de déterminer les extrema (locaux
ou globaux) d'une fonction d’une variable.
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Kl Accroissements finis

Si on se proméne sur une route rectiligne, et qu’ au bout d’un certain temps on est de
nouveau au point de départ, ¢’est qu'a un moment donné on a fait demi-tour. C’est
I'idée générale du théoréme de Rolle : s1 une fonction varie puis reprend sa valeur
initiale, alors il y a forcément un point ¢ ot elle a changé de sens de variation.

Théoréme

Théoréme de Rolle
Soit f dérivable sur un intervalle ouvert [ de R, et soita, b dans [, avec a < h.
Si fla) = f(b), alors il existe ¢ €]a; B[ tel que f'(c) = 0.

Démonstration

L'idée mtuitive de la démonstration est la suivante. Quand x parcourt [a; b], alors y = f(x)
démarre en fla), puis varie, et revient finalement au point de départ, car f(b) = fla). Dya
done nécessairement un point ol 'on a rebroussé chemin (¢’ est-A-dire un point ot y = f(x)
atteint son maximum ou son minimum). En ce point ¢ la tangente esthorizontale, ¢’ est-A-dire
() = 0 (» figure 6.1). Voici la démonstration précise :

f est dérivable sur [a; b] donc cominue sur [a;b]. Elle atteint donc ses bornes sur [a; b]
(d’aprés le théordme de Weierstrass, » paragraphe 5.1, chapitre 4), et son image est un mter-
valle [m; M. Deux cas sont 4 examiner.

— 8i festconstante sur [a; b], alors 7 = 0 sur [a; b], d' ol on abien ce qu’on voulait montrer.

— 5i f n'est pas constante sur [a; b, alors m < f(a) = f(b) oubien M > fia) = f(b) (ou
bien les deux i 1a fois).

Supposons par exemple que M > f(a) = F(b). Alors il existe ¢ €la; b tel que M = f(c).

On a f{x) < M pour tout x € [a; b]. On veut en déduire que f(c) = 0.

La dérivée & droite est :
f:.(c)=h]_'n$ﬁ-”-ﬂ'ﬁl—f(—c~’ <Ocar fle+ kY < flc)eth =0

La dérivée & gauche est:
. -
f;(.-:)=h]_1§_w20carﬂc+h}gﬂc)cth <0

Comme f est dérivable en ¢, la dérivée & droite doit 8tre égale 4 la dénivée & gauche.
file) = Oet fi(c) = Oet fi{c) = fi(c) done fi{c) = Oet fi{c) =0
La dérivée est donc nulle en c. ]

On déduit facilement du théoréme de Rolle un résultat plus général, le théoréme des
accroissements finis.

Supposons que je me promene en ligne droite pendant un certain temps. Méme si ma
vitesse varie, il y a forcément un moment ¢ oll ma vitesse « instantanée » est égale
i ma vitesse moyenne. C'est 'idée générale du théoréme des accroissements finis. 11
permet de faire le lien entre la dérivée (vitesse instantanée) et le taux d’accroissement
sur tout un intervalle (vitesse moyenne), donc entre une notion locale et une notion
globale.
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fix)
fla) = fh)

a c b

Si f est dérivable avec f(a) = f(b), alors il existe un point ¢ compris entre a et b tel que la
tangente soit horizontale en c.

A Figure 6.1 Théoréme de Rolle

Théoréme

Théoréme des accroissements finis

On considére une fonction f dérivable sur un intervalle guvert TdeR, et a, hdans

I, avec a < b. Alors il existe ¢ €]a; b[ tel que f'(c) = w.
-a

Démonstration
Posons g(x) = £(x)~ (3 (f(b)~ fla)).

—-a
La fonction g est dérivable sur 1. On a gla) = fla) el g(b) = f(B) - (f(b)— fla)) = fla)
Puisque gla) = gib), on peut appliquer le théoréme de Rolle i 1a fonction g.

1 existe donc ¢ €]a; b tel que g (c) = 0.

Ona: o
gx)= flx)— o Tneen
Comme g'(c) = 0, on en déduit que f'(c) = w_ "
4
flb)
fla) -
x
a ¢

Si f est dérivable, il existe un point ¢ compris entre a et b tel que la tangente en ce point
soit paralléle au segment [4; 8], ol A = (3; f(a)) et 8= (b; f(b)).

A Figure 6.2 Théoréme des accroissements finis
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Un corollaire du théoréme des accroissements finis est le théoréme portant sur le lien
entre le signe de la dérivée et le sens de variation d’une fonction. Il compléte la pro-
position 2.17.

Théoréme

Signe de la dérivée et sens de variation

Si f est une fonction de R dans B, dérivable sur un intervalle ouvert I, alors :
f est croissante sur { si et seulement si ' > 0 sur [.

f est décroissante sur [ si et seulement si [ < 0 sur .

f est constante sur [ si et seulement si f* =0 sar [.

De plus :

Si f’ > 0 sur 7, alors f est strictement croissante sur J.

Si f" < 0sur I, alors f est strictement décroissante sur [.

Démonstration

On suppose que f est dérivable sur intervalle ouvert I.

— Supposons que f(x) = 0 pour tout x € [. Soit x;, xz € 1, avee x; < xp. D" aprés le théoréme
des accroissements finis, il existe ¢ €] xal, tel que flxa) — flx) = (x2 — 2 ) (o).
Comme f(c) = 0, on en déduit que f(xz) — flx) = 0 dés que xz > xy, donc f est
croissante,

~ 8i f(x) > 0 pour tout x € I, le méme raisonnement permet de dire que f est strictement
croissante.

= On montre de la méme fagon que si f'(x) < 0 pour tout x € [, alors f est décroissante ; et
que si f(x) < 0 pour tout x € {, alors f est strictement décroissante.

- Réciprogue. Supposons f croissante sur I. Soit xy € [. On a f'{xg) = lim M.

=y X — Xg
flx)  flx) >0.
X —Xg
= flx)
Xx— X

flx) — filx)
A— X

Pour x > xg, on a f(x) — flxg) = 0 done

Pour x < xy, on a f(x)— fixg) < 0 donc

fO- )
X—Xg
On montre de méme que f décroissente sur [ entraine f(xg) = 0 pour tout xy € 1.

Ceci achéve la démonstration du théoréme. [ |

Pourtout x €1, avec x # xg, on a =0 dob fxg) = lim
a—4sy

B3 Formules de Taylor

La formule de Taylor-Lagrange est une généralisation du théoréme des accroissements
finis. Elle permet de démontrer la formule de Taylor-Young qui donne une méthode
pour calculer des valeurs approchées de fonctions.
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Théoréme

Formule de Taylor-Lagrange
On considére une fonction f qui est n fois dérivable sur un intervalle ouvert I
de . Soit a, b dans [, avec a < b. Alors il existe ¢ €]a; b[ tel que :

1
f®) = f@) + f @b =a) + ...+ = f T Nab = @' + (N - a)"

l)'

Démonstration
Soit A le réel tel que :

1
-1

fibY=fla) + f(a)db—a)+ % Fa)b —af +...+ o ™Ma)b—ay +Alb— ay'

Posons :
wlx) = fib) - [f(x) + flxb—x) +
La fonction ¢ est dérivable sur [, et :

wb) = fb)—fi)=0
wla) = f(b) - [f(a) +fla)b—a)+ ... + ﬁf‘"‘“(a)(b —ay+ A - ar] =0
On peut donc appliquer ke théoréme de Rolle i la fonction ¢ :
il existe ¢ €]a; b[ tel que ¢'(c) =
Calculons ' (x) & I'aide la définition de . On obtient, en utilisant 1a formule sur la dénvée
d'un produit :

Fo (b -+ Alh - 0"

T

w'(x) = —f’(ﬂ + (0 = £ — 2+ 0 - 20—
n—1 _ an-l

e 1),1"' W) — )" + nAb - x)

‘Tous les termes s 'annulent deux 4 deux, sauf les deux demiers termes, done :

@(d) = ‘;1,. FoNxb - 2+ nA(h — 2"
On ag'(c) = 0, donc A = — f"(c).

En remplagant A par cette va.lr.-.u.r dans 1'expression donnant f(b) (premiére équation de cette
démonstration), on obtient :

1
fib) = fla)+ falb—a) + —f"{a)(b —af +..

”,f‘*“(a){b ay™+ I,f’“*(c)(b—ar

Cette derniére expression est ]a formule de Taylor-Lagrange. ]

La formule de Taylor-Lagrange sert essentiellement & démontrer celle de Taylor-
Young qui permet de déterminer de fagon précise le comportement local d’une fonc-
tion. Nous avons besoin d’abord d’une définition supplémentaire.
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Définition 6.1
On dit qu'une fonction f d’un intervalle [ de B dans IR est de classe C" si elle est

n fois dérivable sur I, et que sa dérivée n — idme est continue.
On dit que f est de classe C™ si elle est dérivable » fois pour tout n € M.

Abordons mamtenant la tormule de ‘Iaylor-Young, qui donne une valeur approchée
précise d une fonction au voisinage d'un point. Quand une fonction f est dérivable en
un point, on sait déja que son graphe C est proche de la tangente en ce peint. Quand
la fonction est de classe C", la formule de Taylor-Young nous apprend que le graphe
peut étre approximé par la courbe représentative d'un polyndme de degré n. Plus n est
grand, plus la valeur approchée est précise.

Formule

Formule de Taylor-Young
On suppose qu'il existe @ > 0 tel que [ est de classe C" sur Jxp — o; x0 + af.
Alors il existe une fonction £ définie de |—a;+af dans R, avec }'jII‘JJS(P:j ==

telle que, pour tout i € |—a; +af :

1 1 1 n n
Flxo +h) = fw) + f'(xo)h+ E;f' (xo)h® + ...+ Ff'[")(xu)h +h"s(h)

Démonstration
D’aprés la formule de Taylor-Lagrange, appliquée pour @ = xg et b = xg9 + h (pour
—r < h < a), il existe ¢y €]xg; 20 + A tel que :

1
flxa+h) = flx) + flxgdh + Z;f’(m)hz ot

SV + = £
{(n—1)! n!
Soit &(k) 1a fonction telle que % Fenh = "i. FO k"™ + H eh).
Pour obtenir la formule de Taylor-Young, il suffit de montrer que £(h) tend vers 0 quand h
tend vers (.
Ona: 1

st = — [ /e = o)
La fonction f est de classe C", ce qui signifie que sa dérivée d’ordre n est continue.
On a e tend vers xo quand h tend 0, et f* est continue, donc lim F™en) = ).
Cela implique donc bien que P-"nu e(h) =0. (]

Voici maintenant a titre d’exemples les développements de Taylor- Young de deux
fonctions usuelles au voisinage de 0. Ces développements donnent donc des valeurs
approchées précises de ces fonctions 4 1’aide de fonctions plus simples.

Exemple 6.1
1 1 1
f=l+h+ —k+ =K +..+ =K +hsh), avec lims(h) =0
21 31 n! i)

En effet, en appliquant la formule de Taylor-Young i la fonction exponentielle en xy = 0, on
obtient :

1 1
Flly = f0)+ 00+ 5 FE + ...+ = FNOA" + e hy
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ol f est la fonction exponentielle. Les dérivées successives de f sont égales 4 f donc :
F(0) = exp(0) = Let f/(0) = exp(0) = L,..., etc, f*)(0) = exp(0) = 1
d’ o la formule recherchée.

Exemple 6.2
ﬁ=1+ﬁ+ﬁ2+h’+...+h"+#‘a{.ﬁ], avec 1{2:35(!1):0
1 s’agit ici d’appliquer la formule de Taylor-Young en xg = 0 & la fonction f définie par
1
f(1}=m-
N SRy o S - O 2.1~ -~ v
Ona:f(n)= qo_gipus f'0) = q——s;puis f0) = == .. % =
n!
(1 —xpet
d'od :

A =1et f1(0) = 1;et f7(0) = 2; et fA30) = 31, ete, f*40) = n!
La formule de Taylor-Young en 0 est
1 1
flh) = F0) + f(0h + if’(ﬂ)hz +ant Ef“‘(ﬁ)ﬁ" +h"s(h)
Avec les valeurs des dérivées en () on obtient :
z 1 L 3
Ffly=1+h+ 2!><2PF 5 ®x (3N xh

+ +...+$x(n1)x.ﬁ"+h"e(ﬁ)

' o1 1a formule recherchée.

El Développements limités

EXE Qu'est-ce qu'un développement limité?

La formule de Taylor-Young permet de donner une approximation fine d'une fonction
au voisinage d’un point x; en utilisant les dérivées successives de f. On appelle ce
type d'approximations un développement limité.
Définition 6.2
Une fonction f admet un développement limité d’'ordre » au voisinage d'un
point x; si elle peut étre approximée par un polynéme de degré n au voisinage
de ce point.
Formulation mathématique :

On dit que f admet un développement limité (en abrégé DL) d’ordre n au
voisinage de xp si et seulement si il existe @ > 0, il existe des constantes
réelles ag, ai, ..., a, et il existe une fonction £ définie de | — a; +[ dans R, avec
Hs{h} = (), tels que, pour tout h €] — a; +af :

flxo +h) = ag +arh +axh® + ... + a,h" + We(h)

141
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On peut aussi écrire le développement limité de la fagon suivante :
f(x) = ap + ay(x = xp) + azix - xu)2 +oee  aa(x = x0)" + (x = x0)"e(x)
avec ici £ définie de |x, — @; xy + o[ dans B, et lim s(x) = 0.
X=Xy

Le terme " e(h) est le reste du DL. Quand i — 0, le reste h"=(h) tend vers 0 plus vite
que chaque terme de la somme dg + aift + f;t;,.':Q + .o+ dht". ON peut donc dire que
pour h proche de 0, ona :

flxg +h) = ag +ath + asl? + ... + a,h"
Plus n est grand, plus le développement limité donne une approximation précise de f
au voisinage de xyp.

Valeur approchée du profit

Supposons que [7(p) désigne le profit d’une firme qui vend un bien au prix unitaire p. Le prix initial est py = 5, et
pour ce prix le profit est [T(pg) = 1 000. On voudrait savoir ce que devient le profit si la firme augmente un peu son
prix. La fonction p +— I7(p) est peut-étre trés compliquée, mais si on a un DL de cette fonction, on peut calculer
des valeurs approchées du profit. Les valeurs approchées sont d’autant plus précises que I'ordre n du DL est élevé.
Supposons par exemple que le DL d’ordre 3 au voisinage de pg = 5 est ©

(5 +h) = 1000 + 300h — 100/ + 25K + hs(h)
Le profit initial /7(5) = 1 000 correspond & k = (. 5i la firme veut vendre le bien au prix unitaire p = 5+ h, avec h
proche de 0, le profit devient :
JI(5+ h) = 1000 + 300A si on fait une approximation d’ordre 1 (avec le DL d’ ordre 1).
II(5 + By = 1000 + 300k — 1004” si on fait une approximation d’ordre 2 (avec le DL d’ordre 2), plus précise que
celle d’ordre 1.
TS5 +h) = 1000+ 300h— 100k% + 25" si on fait une approximation d’ ordre 3 (avec le DL ' ordre 3), encore plus
précise.
Sila firme souhaite vendre par exemple au prix p = 5,2 (¢.-i-d. b = 0,2), on obtient :
I7(5,2) = 1000 + 300 % 0,2 = 1060 (4 I'ordre 1)
I7(5,2) = 1000 + 300 % 0,2 — 100 x 0,2? = 1060 — 4 = 1056 (21’ ordre 2)
I1(5,2) = 1000 + 300 % 0,2 — 100 x 0,27 + 25 x 0,2° = 1056 + 0,2 = 1056,2 (4 "ordre 3)
On voit done bien ici que plus I ordre du DL est grand, plus on obtient une valeur précise de [7(5,2).

E¥3 Comment calculer un développement
limité ?
Pour calculer le développementlimité d'une fonction, on peut tout simplement utiliser

le développement de Taylor-Young de cette fonction, comme énoncé dans la proposi-
tion sulvante.

Proposition 6.1

Si f est de classe C" dans un infervalle Jxy — @; x + @[, alors f admet un déve-
loppement limité d’ordre n en x.

Démonstration
I s”agit du développement de Taylor- Young. [ ]
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Exemple 6.1 (suite)
On a vu précédemment (» exemple 6.1, section 2) que la formule de Taylor-Young domne le
DL suivant pour la fonction exponentielle au voisinage de 0 :

= 1., 15  S—— . =
.e*—1+h+ih +iﬁ +...+mh +h'e(h), avec bh_xgs(ﬁ)—[)

Exemple 6.2 (suite)
De méme, on a va (» exemple 6.2, section 2) que 1 formule de Taylor-Young donne le DL
1
suivant pour la fonction x — T voisinage de 0 :
1

1, 1 .
m—1+h+ﬂh +§h’+...+mh +i'e(h), avec lime(h) =0

Quand on connait les DL de deux fonctions f et g, on peut en déduire le DL de leur
somme et celui de leur produit, comme le montrent les deux propositions suivantes.

Proposition 6.2

Si f et g ont un développement limité d’ordre » au voisinage de xj, alors la fone-
tion f + ¢ admet aussi un développement limité d'ordre n au voisinage de x.
On I'obtient en additionnant les DL de f et de g.

Démonstration
On suppose que :

flra+ k) = ag+ ah+ @it + ...+ ah" + K&y (h)
et

glxg+h) = by + bih 4+ bah® + o+ Boh" + Hea(F)
oil :

gﬂeﬂ-‘i} = mqim =u

Alors :

Flxa+ h) + glxg +h) = (ag + bo) + (@ +bDh+ (az+ b W* + ... + (@, + b)) + We(h),

olt (k) = £1(h) + £,(h)
done lima(h) = im e () + &(h) = 0. L]
h—0) 0

Exemple 6.3
Supposons que :
flra+hy=1+2n—K + K& (h)
glxg+h) =2~ Th+ 2¢ + hex(h)
Alors :

flxg + )+ glxg + By =3 =5h+ W + P e(h)

Développements limités usuels. Voiciun tableau qui donne les développements
limités les plus courants au voisinage de xo = 0. On les obtient par la formule de
Taylor-Young,.
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¥ Tableau 6.1 Développements limités usuels {pour x —0)

x? xn
4 =1+x+2—!—+...+m+{'e(x)

Inf1 +x) |=x- ;—2 +);—3 Fo+ (=1 X ()

=14 x4+ 4. X" +x"=(X)

1-x

1—1;; =1—-x+x2+ ..+ (=1x"+x"=(x)

(1+x)" =1+ax+acﬂ2_ 1)x1+...+a(a_”';}(?_n+1)x"+x"sbc)
Exemple 6.4

Calculons le DL d’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction f défime par :
1
flx) = exp(x) + i—
1 k
On sait que exp(x) = 1 + x + ixz + eglx), et que = l+ 3+ % + el

done exp(x) + 1; =2+2x+ ;f' +xe(x).
sk 3

Proposition 6.3

51 f et g ont un développement limité d’ ordre n an voisinage de xyp, alors la fonc-
tion f % g admet aussi un développement limité d’ordre n au voisinage de xg. On
I'obtient en multipliant les DL de f et de g, et en gardant uniquement les termes
de degré inférieur ou égal i n.

Démonstration
On suppose que :
Flxo+ h) = ag+ah+ a:h® + ... +ah" + Kes(h)
et
glxg +h) = by +bih + bal® + o + Bh" + Ks5(R)
ol @
lime (h) = lime, () =0
h—0 h—i
Alors :

flxg+ h) xglxg +h) =lag +arth + ...+ a. /' + K"=1(h)) x (b +b1h+ ... + b,h" + Wea(h))
On obtient un polyndme en la variable h, de degré 2n, plus des termes de reste contenant
K ey(h) et Bea(h).

Tous les mondmes en h de degré supérieur ou égal & n + 1 peuvent &tre mis dans le reste
i e(h). E

Reprenons nos deux exemples précédents, mais au lieu de faire la somme des DL, on
fait le produit’.

1 OUn peut aussi faire un quotient de DL, mais c’est plus délicat.
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Exemple 6.5
Supposons que :
flra+hy=14+2n—K +h’e(h)
glxg+h) =2 Th+ 2 + e (h)
Alors :

Flao+ h)x glxg + h)y = (1 + 20— I + W&y (k) % (2 — Th+ 20" + i £(h))
=(2-Th+2+2x 2 -Th —h? x 2+ =(h)
=2—Th+ 20 + dh— 14h° — 21 + &(h)
=2 3h— 144" + Kalh)

On peut directement metire les termes de degré supérieur ou égal & 3 et les restes dans le
W e(h).

Exemple 6.6
Calculons le DL d’ ordre 2 au voisinage de () de 1a fonction f défninie par :

1
Jix) = o x exp(x)
On sait que exp(x) = 1 +x+ %xz + xey(x), et que _i_x =141+ 4 o).
Done lTlx xexp(x) = (1 + x+ 2 + Peix)) x(1+ x+ %xz +1.2£1(x))

=1+x+ %f +r+ D)+ 0+ e =1+2x+ %f +Xe(x).

EEX Applications des développements limités
Calculs de limites

Les développements limités permettent de calculer des limites lorsque 1'on est en pré-
sence de formes indéterminées.

L

-1+ VI+ % i i
Comment calculer 1i.1'n|J ‘ﬁ}f ? C’est une forme indéterminée car le numé-
T —
rateur tend vers 0, le dénominateur aussi. On fait un DL d'ordre 1 au numérateur

et au dénominateur.
14+ Vl+x _-l+14 3 +xei(x) _ § +xe(x) _ % + £1(x)

e*—1 B l+x+ xe2(x) -1 _x+m2(x)_ 1+ &x(x)
Onlimey(x) = limez(x) = 0.
a—l =+
Donc:
=1+ \,1'1+Ja'_]j %+£I(x} 1
x=sl) ef=1 _x$1+£2{x}_2
o In(l+x) : : ; ;
. Caleul de lim ———. C’est aussi une forme indéterminée car In(l + x) tend
x=) X

vers (), et 'ﬁ'aussi. On fait un DL d’ordre 1 de In{1 + x).
In(l + x) = x+xe(x) ot lime(x)=0
=)
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Does w49 xtxe®
X, X + XEl X %
T_—"ﬁ——_ﬁ-'- Vxe(x) qui tend vers 0
. In{l +x)
Dot im ——— =0.
x=i -\IE

Position d'une courbe par rapport a sa tangente

= Si la fonction f admet un DL d'ordre 1 au voisinage de xp, alors elle est dérivable
en xp etle DL d'ordre | donne 1'équation de la tangente (T) 4 son graphe Cy en xp.
J(x) = ag + a1(x — xo) + (x — xo}e(x) donne ag = f(xo) etar = f'(x0)
etla tangente a pour équation y = dag + a1 (X — Xp).
= Silafonction f admet un DL d’ordre 2 au voisinage de xg, le terme d’ ordre 2 permet
de connaitre la position de la courbe Cy par rapport i la tangente (T').
F(2) = a0 + a1(x - xo) + ax(x - x0)* + (x - x0)e(x)
Deonc :
fx) —ag - an(x - %)
(x = xo)?
Pour x proche de xy, on a f(x) —ay — a;(x — x) du méme signe que a;. Comme
flx) = ap = ay(x = xp) représente 1'écart entre la courbe et la tangente, on peut donc
dire que la courbe est au-dessus de la tangente si a; > () et en-dessous de la tangente
siaz <0.

I3 Etude d'une fonction
d'une variable et traceé
de son graphe

Dans cette section nous allons voir une méthode qui ne s’applique qu’aux fonctions
d’une seule variable réelle. En effet, quand il n’y a qu’une seule variable, on peut faire
le tablean de variations et tracer le graphe de la fonction, ce qui facilite en particulier
la détermination des extrema, et donc I’optimisation. Le plan d’étude d"une fonction f
& une variable est le suivant.

= a3 + £(x) qui tend vers az quand x tend vers x;

1. Déterminer le domaine de définition de f, puis le domaine sur lequel il est néces-
saire d’étudier f (plus petit que le domaine de définition s’ily a des symétries).

2. Rechercher les intervalles ot f est dérivable (ou en tout cas continue). Etudier le
signe de la dérivée la on elle existe.

fa

. Trouverles limites aux bornes des intervalles d’étude, et aux points de discontinuité
éventuels.

4. Dresser le tablean de variations, en indiquant les valeurs de f aux points remar-
quables (points x oil f"(x) =10, ..).

. Tracer le graphe.

th
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EXE Domaine d'étude d'une fonction
Déterminer le domaine de définition

On commence par déterminer rigoureusement le domaine de définition Dy de la fonc-

tion f. Pour les fonctions les plus courantes, il <'agit d"un intervalle on d’1ne imion

d’intervalles.

Ne fait pas partie du domaine de définition tout point xy qui donne :

— un zéro au dénominateur d'une fraction. Si fix) = ﬁ, alors xy = 2 n’appartient
pas & D¢ ;

— le logarithme d'un nombre strictement négatif ou nul. 81 f(x) = In(3 — x), alors tout
xp tel que 3 — xp < 0 est interdit ;

— la racine carrée d’'un nombre strictement négatif. Si f(x) = V9 — x2, alors f est
définie seulement pour x tel que 9 — x* = 0, c’est-A-dire pour x* < 9, ou encore
-3<x<3.

Exemple 6.7
Soit f telle que f(x) = Zi + V4 —x+In(x+1).
X
Le premier terme est défini seulement pour x # 0, le deuxigme pour x < 4, le troisiéme pour
x> —1, donc le domaine de définition de f est Dy =] — 1; 0[U]0; 4].

4.1.2 | Déterminer les symétries éventuelles

5’1l existe des symétries, il n’est pas nécessaire d’étudier f sur tout son domaine D .
Par exemple, si [ est paire ou impaire, il suffit d'émdier f sur B, puis de faire une
symeétrie.

1l v a d'autres symétries possibles.

= Par exemple, si f(1 = #) = f(1 + h) pour taut h € R, cela signifie que Cr est
symétrique par rapport i la droite verticale d’équation x = 1. Il suffit d’étudier f sur
[1;+ce[, puis de faire une symétrie par rapport i cette droite verticale.

= Plus généralement, si f(a = h) = fla + ) pourtout h € R, alors Cy est symétrique
par rapport i la droite verticale d’équation x = @. Il suffit d'étudier f sur [a; +oo[,
puis de faire une symétrie par rapport i cette droite verticale.

w Si fla = h) = =fla + h) pour tout h € R, alors Cy est symétrique par rapport au
point {a; 0).

Exemple 6.8
1. f définie par f(x) = 24" — 3x" est impaire. On I'éudie sur B, puis on fait une symétrie
par rapport au point O = (0;0).

2. f définie par f(x) = 7x* — 2x* 4 3 est paire. On I'étudie sur R+, puis on fait une syméirie
par rapport 1" axe Oy.
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E¥A Dérivabilité et signe de la dérivée

Rappelons le lien entre la croissance (ou décroissance) d une fonction et le signe de
sa dérivée. On a vu (» théordme sur le signe de la dérivée et le sens de variation, fin
de la section 1 de ce chapitre) que siJ est un intervalle ouvert :

f = 0surl & f croissante sur [

f < 0surl & f décroissante sur /

" =0sur I < f constante sar [

f" = Osur I = f strictement croissante sur [
" < Osur i = f strictement décroissante sur [

11 faut dans un premier temps déterminer les intervalles de R ol f est dérivable. Puis
trouver le signe de la dérivée " sur chacun de ces intervalles. Ceci peut quelquefois
nécessiter de faire I'étude des variations de la fonction f elle-méme, et donc de cal-
culer ladérivée seconde . On cherche les points ol f* = 0; en ces points la tangente
est horizontale. Puis on détermine les intervalles ou f > 0, et ceux o1 f* < 0. On fait
un tableau de variations pour résumer les résultats.

11 est utile de savoir si f’ est croissante ou décroissante. Si f” est croissante, la fonc-
tion f est convexe, si f* est décroissante, f est concave (= section 5).

On peut aussi étudier la position de la courbe par rapport 4 sa tangente (» fin de la
section 3).

Exemple 6.9
Ftude de f définie par f(x) = x.e™"
£ est définie et dérivable sur B, car produit de fonctions définies et dérivables sur B.

Flx)=e*—xe* =&l -1
flx)=0ex=1
fo>0ex<l
Fix) <0 x>1

La fonction f est donc strictement croissante sur | — oo; 1[, strictement décroissante sur
1
J1; +oof, Elle atteint son maximum en x = 1. En ce point elle vaut f(l) = ¢! = 0

La tangente est horizontale en x = 1

x —c0 1 +co
fFix + 0 -
1fe
£ A~ N

Exemple 6.10

g 1
Etudcd:]afoncrjmfdﬂinj:parf(x)=x+ﬁ_
£ est définie et dérivable sur | — oo; 2[U]2; + 0o
F=1- s
fixx=0ex-2"=1, c-dd x-2=zxl
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Done
fi=08x=1 am x=3
Avec
fih=1-1=0 et fiH=3+1=4
Fo<tex-2F<lc-ad —-1<(x-2)<l
Done :
flx)<Del<x<3
Et finalement :

flix)>0ex<1l m x>3

x —ca 1 2 3 +oo
Fix) + 0 —-J|l- 0 +
0
flx) P R | A
4

XX Limites et asymptotes

Pour compléter le tableau de variations, il faut calculer les limites aux bornes du do-
maine de définition, et également les limites aux points de discontinuité éventuels. Si
Dy est'union de plusieurs intervalles de R, il est nécessaire de calculer les limites aux
extrémités de chacun de ces intervalles. Siun de ces intervalles est non borné, il s’agit
de calculer la limite de la fonction pour x tendant vers +oo ou vers —co. Ces limites
permettent de déterminer les asymptotes éventuelles & la courbe Cy.
= Rappelons que si lim f{x) = +oo, oli xp € K, alors la droite verticale d'équation
X=X
A — ap st asymptote & la courbe. Cecl est vrai méme 5'il ne s agit que d'unc limite
adroite (ou i gauche).
s 5i lim f(x)=1lou lim f{x) =/, oul € R, alors la droite horizontale d’équation
p T
y = I est asymptote & la courbe.
s Si lim [f(x)=(ax+b)]=0o0u lim [f(x)= (ax+5b)] =0, alors la droite oblique
T—+4oa Lo
d'équation y = ax + b est asymptote a la courbe. Pour connaitre la position de Cy
par rapport i cette asymptote, on étudie le signe de f(x) — (ax + b) pour x = +oo
(ou pour x — —oco). Si ce signe est positif, la courbe est au-dessus de 1'asymptote,
"1l est négatif elle est en-dessous.

Exemple 6.9 (suite)

On poursuit I"étude de 1a fonction f définie par fix) = x.e™.

11 nous manquait ke calcul des limites de f en +oo ¢len —co,

D’apris ke théorme des croissances comparées (» paragraphe 3.2, chapitre 5), ona:

]i]_n fixy= ,]_1*1:3 {(—xle" = —oo

lim f(x) = lim (~e* = 0
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ce qui implique que f admet pour asymptote la droite d’équation y = 0.

x —oo 1 +oo
fx) + 0 -
lfe
flxy P N
—oa (1]
¥
1ie f(x)

.

A Figure 6.3 Graphe de f(x) = xe™™

Exemple 6.10 (suite)
On poursuit I'étude de 1a fonction f définie par fix) = x + —1:-:-
x—
I nous manguait ke caleul des limites de f en 400, en —co, eten xy = 2.
1

1 est clair que 3 tend vers 0 quand x tend vers +co. Dol :

m f(x)= hm x= 4co

X—4om K=+

tim f(x)= hm r= —co

i . 1 g " @

Ona x]_l;l‘lw flx)—x= x]_l;l‘lw =3 0 donc la droite d"équation i = x est asymptote (oblique)
au graphe de f.

1 1
De plus, —2r.mdvcrs +mquandx—12*,a—2mdm—mquandx—:2‘. Droi:
X— X=

i 1
Efilng e~
1
e
Cela signifie que la droite verticale d'équation x = 2 est asymptote au graphe de f.
On peut alors finir de compléter le tebleau de variations.

fim 0= i L =

x —co 1 2 3 400
flix) + 0 - - 0 4+
(1] +oo +o0
Fix) s S p* ¥
—o —o0 4
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A Figure 6.4 Graphe de f(x) =x+ o 1 3

[H Fonctions concaves et convexes

En économie, on cherche souvent & maximiser une fonction sur tout un intervalle (par
exemple maximiser le profit d'une firme ou I"utilit d*un consommateur), ou bien i mi-
nimiser une fonction sur un intervalle (minimiser le cofit de production par exemple).
On peut facilement trouver le maximum d’une fonction si celle-ci est concave, ou
bien trouver son minimum si elle est convexe. Nous commengons donc par étudier ces
notions.

EXE Qu'est-ce qu'une fonction concave
et une fonction convexe ?
Un considére une tonction f de [ dans K, od { est un mntervalle de .
Définition 6.3

Une fonction f est concave sur un intervalle [ si, 8 chaque fois que I'on joint deux
points de la courbe par un segment de droite, ce segment est situé sous la courbe.

Formulation mathématique :
On dit que f est concave sur [ si :
Ya,bel, Yael0:1], ona floa+(l-a)b)=afla)+(l-a)f(b)

Définition 6.4
Une fonction f est convexe sur unintervalle [ si, 8 chaque fois que I'on joint deux
points de la courbe par un segment de droite, ce segment est situé au-dessus de la
courbe.
Formulation mathématigue :
On dit que f est comvexe sur I si :

Ya,bel, Yae[0;1], ona f(aa+(l-a)b)=<af(a)+(l-alf(b)
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floa) + (1-a)b)y afla) + (1= f(b)} - Soemremeecsinnes

oofla) + (1) el et
-

Soit 4 = (a; f(a)) et B = (b; fib)). Corsidérons M = (xa + (1 - o)b; flaa + (1 —a)b))
et N = (ea+ (1 - a)b; of (a) + (1 - a)f(b)).

€) sila fonction f est concave, le point M est au-dessus du point N.
() Sila fonction f est corvexe, le point M est en-dessous du peint N.

A Figure 6.5 Fonction concave et fonction convexe

Proposition 6.4

f est convexe si et seulement si — f est concave.

Démonstration
La demonstration est évidente en posant g = — f. Le changement de signe change le sens de
inégalité. Y

Remarquons qu'une fonction définie sur un intervalle [ peut trés bien n’étre ni concave
ni convexe.

On parle de concavité stricte (ou de convexité stricte) si 1'inégalité est stricte i 1'inté-
rieur de 1'intervalle.

Définition 6.5

On dit que f est strictement concave sur [ si :

Ya, bel, Yeaell:l], ona flaa+(l-a)k)=afla)+(l-a)f(d)
On dit que f est strictement convexe sur 1 si :

Ya, bel, Yee]l:l], ona f(aa+(l-—a)<afla)+(l-a)fd)

IE¥A Lien entre dérivées et concavité
(ou convexité)

La proposition suivante montre qu'une fonction concave est une fonction qui monte
de moins en moins vite (ou qui descend de plus en plus vite). En effet, " < 0 signifie
que [ est décroissante.
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De méme, une fonction convexe est une fonction qui monte de plus en plus vite (ou
qui descend de moins en moins vite). Avoir f” > 0 signifie que f* est croissante.
Proposition 6.5

Si f est deux fois dérivable sur un intervalle ouvert 7, alors :
festconcave sur I & f(x) <0.¥xel
festconvexesur [ < f(x) =0, ¥x e/

Démonstration
On fait la démonstration pour concave seulement, car pour convexe il suffit de considérer
g=-f.
- Supposons que f7(x) <0, ¥xe I
On voudrait montrer que flaa+ (1 — a)b) = af(a) +(1 - a)f (b), Va € [0; 1], Va, be .
Pour a, b fixé dans I, on considére 1a fonction u définie par :
wa) = flaa + (1 —a)b) — af(a) - (1 —a) f(b)
La fonction f est deux fois dérivable, donc w aussi.
w'(a) = (a—b)f(aa+(1-a)b) — fla)+ f(b)
Wia)=(a—bPf (aa+ (1 - a)p) <0 pourtout a € [0;1]
Onan(0) = f(b) - f(b) =0etu(l) = fla) - flay=0
On peut appliquer le théoréme de Rolle : 3c €]0; 1[ tel que o' (c) = 0.
On an” (o) = O pour tout o € [0; 1], done n’ est décroissante. On a done :
wWi)z0 si ac[le] e wW@=0 si aelcl]
u est done croissante sur [0; ¢] et décroissante sur[c; 1].
Comme w(0)) = w(1) = 0, done u(a) = 0 pourtout e € [0; 1].
On adone hien flva + (1 — by — af(a) — (1 —adf(R) 20, Vo € [ 1], Va, b e T.

~ Réciproque. Supposons pour simplifier que f est de classe C7 sur I, et que f est concave
sur I. Montrons que f"(x) < 0, Vx eI
Pour x fixé, soit g(h) = flx + h) + flx — K) — 2f(x). La fonction g est définie au moins
dans un voisinage de 0, car f est définie mu moins dans un voisinage du point x (puisque
Tintervalle I' est ouvert).

Onaglh) = 2[%f(x +h) + %f(x— ) — fix)] £ 0car f est concave.
gh) = fla+h)—jx—h)
g'thy= f'lx+ )+ f(x-h)
Droiig() =0 et g'(0) = f(x)— fx)= Oetg”(0) = 2f"(x)
Le développement de Taylor- Young de g au voisinage de () s"écrit done :
1 .
glh) = g(0) +¢"(0)h + 59”(0)!12 + K elh) = (xR + hrelh)

On a done hizg{m = F(x) +&(h) od glh) < 0.
On en déduit que f(x) + () < 0, 0 lim e(h) =D, done f”(x) < 0. o
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Exemple 6.11

1. Lafonction f définie pour tout x € B par f(x) = x° est convexe.
En effet, £(x) = Zx et £”(x) = 2= Ol pour tout x € .

2. Lafonction f définie pour tout x € B par f{x) = exp(x) est convexe.
En effet, f'(x) = exp(x) et f7(x) = exp(x) = 0 pour tout x € R.

3. Lafonction f définie pour tout x € B par f(x) = In(x) est concave.

B effet, /(9 = - et f*(x) = =3 <0 powr tout x € K.

Fonction d'utilité concave

En microéconomie, on note [F(x) le bien-&re (on dit souvent « 1"utilité ») d’un agent qui peut consommer la
quantité x d’un certain bien. Plus x est grand, plus le bien-Btre est grand, mais quand x augmente, on considére
généralement que le bien-étre U(x) augmente de moins en moins vite. Une unité suppkémentaire du bien augmente
davantage I"utilité si 'agent en a peu que §'il en a déja beaucoup, Mathématiquement cela revient & dire que la
fonction U est croissante concave.
Voici quelques exemples de fonctions croissantes concaves fréquemment employées comme fonctions d utilité en
MICTOECONOIMIE

Ufx) = In(x) pour x>0

1
Ulx)=x' powr x20, avec O0<d<l (parexemple A= 5 dome [(x) = 4x)

Uix) = —exp(—x)

I3 Recherche des extrema
d’une fonction d'une variable

Pour déterminer les extrema (c’est-i-dire max ou min) d'une fonction d'une variable
réelle, on peut utiliser son tableau de variations (» section 4 de ce chapitre). Toute-
fois, cette méthode n'est pas généralisable aux fonctions de plusieurs variables et elle
nécessite de pouvoir faire le tablean de variations complet. Nous allons étudier dans
cette section un certain nombre de critéres et conditions (nécessaires et/ou suffisantes)
pour déterminer les extrema d'une fonction, qui sont assez largement généralisables
aux fonctions de plusieurs variables, comme nous le verrons au chapitre 11.

I3EN Extremum global, extremum local

On considére ici une fonction f définie sur un intervalle [ de R, et un point xy € I
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Définition 6.6

Extremum global

On dit que f admet un maximum global sur [ en xp si f(x) < f(xp) pour tout
xel

On dit que f admet un minimum global sur [ en x si f(x) = f(x) pour tout
xel.

On parle d'extremum global en x; quand on & un maximum global ou un mini-
mum global en x.

On parle d’extremum global strict si I'inégalité est stricte pour tout x # xo.

fix)

) Maximum global () Minimum global
A Figure 6.6 Extremum global

Rappelons que si [ est un intervalle de E, on dit que x; est un point intérieur a [/
si x appartient 4 [ mais n'est pas une extrémité de 'intervalle I (» définition 1.7).
Par exemple, si f =]1; 4], alors tous les points de [ sont intérieurs. 511 = [1;4], alors
tons les points de 7 sont intérienrs sanf v = 1 at yg = 4.

Supposons que f est définie sur un intervalle 1, et que xp est un point intérieur & 7. On
va dire que xj est un extremum local de f sic’est un extremumde [ quand on restreint
celle-ci & un petit intervalle centré en xq.

Définition 6.7

Extremum local

On dit que f admet un maximum local en x; 5'1l existe £ > Otel que f(x) < f(xp)
pour tout x € IN]xp = £ xp + £[.

On dit que f admet un minimum local en x, s'il existe £ > 0 tel que f{x) = f(xo)
pour tout x € IN]xg — & x0 + £[.

On parle d’extremum local en x; quand on a un maximum local ou un minimum
local en xg.

On parle d’extremum local strict si I'inégalité est stricte pour tout x # xg.

1l est clair que si x; est un maximum global, alors c’est aussi un maximum local.
La réciproque n’est pas vraie : un maximum local n’est pas forcément un maximum
global.

Les mémes remarques sont valables pour un minimum.
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)

€) Maximum local (™ Minimum local

A Figure 6.7 Extrémum local

I Conditions du premier ordre

On appelle «condition du premier ordre » pour que X, soit un extremum de f, toute
condition faisant intervenir la dérivée premiére de la fonction f.
La proposition suivante signifie que la tangente est horizontale en tout extremum local.

Proposition 6.6

Condition nécessaire du 1°' ordre
Soit f dérivable sur I'intervalle 7, et x; un point intérieur a 1.
Si xy estun extremum local de f, alors f*(xg) = 0.

Démonstration
Supposons que xg est un maximum local.
11 existe done a > 0, tel que pour tout h €] —a; al, flxg +h) < fx).

Pourfe = 0, ona P

= 0, donc la dérivée & dioite est négative .

. flxg+ B = fla)
j;(x,.,)ﬂ,_ﬂthﬂ <0

flxa +h) — flxo)
h

Pourh <0, ona 2 0, done 1a dérivée & gauche est positive :

h)—
M = 0 car numérateur et dénominateur sont négatifs.

fy(x0) = lim
Comme f est dérivable, on a f;(xy) = fi{xa) = f'(xq).

La dérivée est i la fois positive et négative, elle est done nulle : f"(x,) = 0.

La démonstration est similaire pour un minimum local (en mversant le sens des
inégalités). ]

Proposition 6.7

Soit f dérivable sur l'intervalle I, et xp un point intérieur & [.
— Si f est concave sur [, et si j"(xp) = 0, alors [ admet un maximum global
en xp (et il est unique si f est strictement concave).

— Si f est convexe sur I, et si f'(xg) = 0, alors f admet un minimum global
en xp (et il est unique si f est strictement convexe).
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Démonstration

Supposons pour simplifier que f est deux fois dérivable.

La fonction f est concave done f7 < 0 sur I, dob f est décroissante sur 1.
Onafix)=0dmnc: fflxgd=0 si x<x, e fla)s0 si x2x

La fonction f est done croissante sur x < x; et décroissante sur x > xp. Elle atteint done son
maximum sur 7 au point xg.

La démonstration est similaire pour f convexe. u

IZE] Conditions du deuxiéme ordre

Les conditions du deuxiéme ordre sont des conditions faisant intervenir la dérivée
seconde de la fonction.

Proposition 6.8
Condition nécessaire du 2° ordre
Soit f deux fois dérivable sur |'intervalle I, et xo un point intérieur a .

Si xy est un maximum local, alors f'(x) = 0 et f(xp) < 0.
Si xy est un minimum local, alors f(xg) =0 et f”(x) = 0.

Démonstration
Si xg est un maximum local, on sait déja que F(x,) = 0 (» proposition 6.6).
Supposons pour simplifier que f est de classe C2. Appliquons la formule de Taylor-Young &
Vordre 2, 1
flxo+ h) = fixg) + f(xodh + 5}""(1&0-‘12 + W e(h)

2
=2 [fCxa + h) — f(xa)] = f(xq) + 2&(h) et fxg+ h) — f(xg) < 0 pour h proche de 0.
Done f”(xq) +2&(h) < 0.
Comne ﬂl&z{h) = 0, on peut conclure gue M (1) =0,

La démonstration est similaire pour un minimum local. =

Proposition 6.9

Condition suffisante du 2° ordre

Soit f deux fois dérivable sur |'intervalle I, et xo un point intérieur a .
Si f'(x0) = O et f7{xo) < 0, alors xg est un maximum local strict de f.

Si f(x0) = O et f”(xg) > 0, alors xg est un minimum local strict de f.

Démonstration
Supposons que f{xg) = 0et f7(x) < 0. Fcrivons la formule de Taylor-Young d’ordre 2 :

1
flaxg+h) = flao) + f'lxodh + 5}"’(1!&;)-‘12 +he(h)

Pour h # 0, on a ;f; [f(xo+ B) = flx)] = £7(xq) + 2e(h).

Comme f"(xg) < Oet ma(ﬁ) = (), alors pour h proche de 0, ona f"(xy) + 2e(h) < 0.

Done pour h proche de 0, h 2 0, ona fixg + k) — flag) < 0.

La fonction f admet donc un maximum local strict en xg.

La démonstration est similaire pour un minimum. "
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XA Recherche pratique d'un extremum global

Nous allons maintenant voir comment on peut déterminer un extremum global d’une
fonction définie sur un intervalle, en utilisant les conditions du premier ordre et du
second ordre que nous venons de voir (» sections 6.2 et 6.3 de ce chapitre).

Existence d'un extremum global

Remarquons d’abord qu'il o’ existe pas toujours d’extremum global. Cherchons i dé-
terminer £'il existe un maximum global de f sur un intervalle 7 (pour un minimum
global, il suffit de remplacer partout « majorée » par « minorée », et « borne sup » par
« borne inf »). Trois cas sont possibles :

a) La fonction f n'est pas majorée sur l'intervalle I. Dans ce cas, fn’apasde
maximum global sur I. Exemple : f(x) = surl= R..

b) La fonction f est majorée sur |'intervalle I mais n'atteint pas sa borne
supérieure. Dans ce cas, f n’admet pas non plus de maximum global sur 1.
Notons M = sup{f(x);x € [} la borne supérieure. Celle-ci n'est pas atteinte, ce qui
signifie qu'il n’existe aucun réel xo € { tel que f{xg) = M.

Exemple : f(x) =2 - ; sur I = [1; +oo[. Dans ce cas, M = 2 mais f(x) =2 — i <2
pour tout x = 1.

c) La fonction f est majorée sur l'intervalle I et atteint sa borne supé-
rieure. Dans ce cas, f admet un maximum global sur f.

Exemple : f(x) = 2 — 2% pour I = [-3;5]. Le maximum global sur [ est atteint en
xp=0.0naM = f(0)=2.

51 on cherche un minimum global, on a les mémes trois cas a), b), c).

Sous certaines conditions, on est assuré d’avoir un maximum global et un minimum
global, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 6.10

Supposons que f est une fonction continue de I dans R, o [ est un intervalle
fermé borné de R. Alors f admet un maximum global et un minimum global
sur /.

Démonstration
1 s’agit d appliquer le théoréme de Weierstrass (» section 5.1, chapitre 4). [ ]

Comment trouver |'extremum global ?

Considérons le probléeme consistant 4 trouver le maximum global de f sur un inter-
valle { (pour un minimum global, la méthode est la méme). On suppose que 1’on est
dans le cas c) examiné précédemment, c’est-i-dire que f admet un maximum glo-
bal M sur I. On cherche les points x de [ tels que f(x) = M. On avu (» sections 6.2
et 6.3 de ce chapitre), que si xp est un point intérieur de I, avec f dérivable en xp,
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et si xp est un maximum local, alors f'(xp) = (. Les points intérieurs & [ tels que
f'(xp) # 0 ne peuvent donc pas étre des maxima. On dit que ce ne sont pas des points
candidats 4 I’extremum.

Les points candidats & I'extremum sont les suivants :

Type 1 : Les points x qui sont intérieurs & [ et tels que f"(x) = (.

Type 2 : Les points x qui sont des extrémités de'intervalle J.

Type 3 : Les points x ol f n'est pas dérivable.
Si f est deux fois dérivable et que I'on cherche le maximum global, on peut
se restreindre parmi les points candidats de type 1, & ceux tels que f"(x) < 0
(» proposition 6.8)°,
Une fois que I'on a déterminé les points candidats, on compare la valeur que prend
f en chacun de ces points, et on retient uniquement ceux qui donnent 4 f une valeur
maximale.

K ' \_Maximisation du profit sur un intervalle fermé borné

Une entreprise cherche & déterminer la quantité produite ¢ qui maximisera son profit. On suppose qu’elle doit
forcément produire entre 100 unités et 1 000 unités. I 8" agit done de maximiser la fonction de profit @ — IT(Q)
sur I'intervalle fermé borné [ = [100; 1 000]. Supposons que la fonction /T est dérivable sur 1, et que sa dénivée
s’annule uniquement en xg = 300. I1 y a alors trois points candidats : Je point xy = 300, et les extrémités de
Tintervalle x; = 100 et xz; = 1000. Pour trouver le maximum global de J7 sur 1, on doit simplement comparer
TI(100), IT(300) et [I(1 000).

~ Supposons par exemple que [7(100) = 2000 et J7;300) = 4 000 et JI(1 000) = 3000, Dans ce cas, le maximum
global est atteint en 300. Le profit maximum possible est de 4 000 et est atteint si on produit 300 unités.
Supposons que JT(100) = 2000 et JI300) = 4000 et JI(1 000) = 5000. Duns ce cas, le moximum global est
atteint en 1 000, Le profit maximum possible est de 5 000 et est atteint si on produit 1 000 unités.

2 Pour un minimum, on se restreindrait & ceux tels que /7 (x} = 0
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Les points clés

-» Le théoréme des accroissements finis permet de lier une notion locale, la dérivée,
avec une notion globale, le taux d’accroissement.

-» Un développement limité d’ordre n est une approximation d’une fonction par un
polyndme de degré n (au voisinage d'un point donné).

=» La formule de Taylor-Young permet, pour toute fonction de classe C", d’obtenir
un développement limité d’ordre n.

=» (Quand une fonction est concave, pour obtenir son maximum global il suffit de
trouver un point oit sa dérivée s’annule (son minimum global si la fonction est
convexe).

=» Les dérivées premiére et seconde d’une fonction en un point permettent d’obtenir
des conditions nécessaires et das conditions suffissantes d’extrermum local en ce
point.
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EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

www.dunod.com

1  Vrai/Faux

Dites siles affinnations suivantes sont viaies ou fausses.

Justifiez vos réponses.

1. Siune fonction f dérivable sur B admet trois racines
distinctes, alors sa dénivée s'annule au moms deux
fois.

2. Lasomme de deux DL d'ordre 2 estun DL 0 ordre 2.

3. Leproduit de deux DL d’ordre 2 estun DL & ordre £,

4, Siune fonction continue admet un DL d’ordre 1 au
point xg, alors elle est dérivable en x;.

5. S5i unc fonction dérivable en x; admet un DL
d’ordre 2 au point xg, alors on peut en déduire la pe-
sitionde son graphe par rapport 4 sa tangente én Xy

6. Une fonction est forcément soil concave, sol
convexe.

7. 5i f deux fois dérvable sur B est telle que F(0) =0
et f7(0) > 0, alors f admet un minimum local strict
en 0.

8. 5i f deux fois dérivable sur B admet 1 minimum
local strict en 0, alorson a £7(0) = Oet £7(0) = 0.

» Corriges p. 367

Exercices

2 Taylor Alordre 3
A T'aide de la formule de Taylor- Young, calculer un dé-
veloppement limité d’ordre 3 au voisinage de 0 de :
1. lafonction f définie par fix)= V1 +x
2. lafonction g définie par g(x) = In(1 + x).
» Corrigés p. 367

3 Taylor i Pordre2

A I'aide de 1a formule de Taylor- Young, calculer un dé-

veloppement limité d’ordre 2 de :

1. Lafonction fdéfinie par fix) = V1 + x + x2, an voi-
sinage de x; = 0.

2. Lafonction g définie par g(x) = In(2 + 2x + x%), au
voisinage de xy = 2.

4 Concavité, convexité
Les fonctions suivantes sont-¢lles concaves sur leur do-
maine de définition 7 Convexes 7 Ni 'un ni 1" autre 7
1. f(x) = Tx'+ 87
2. glx) = 7t — 8
3. h(x) = 2In(x) — 4’ pour x> 0
» Corrigés p. 367

5 Etudes de fonctions et extréma

Etudier les fonctions suivantes. Tracer leurs graphes.
Déterminer les extréma.

1. fix) = 3x2e™

2. glx)=2¢ — 47 +5x— 1

3. A(x) = 2In(1 + ¥)

6 Tableaux de variations et graphes

1. Etudier la fonction f définie par f(x) = (f—gz
Faire son tableau de vanations complét et tracer son
graphe.

2. Méme question pour la fonction f définie par :

32
flx)= =

7  Maximisation de I'utilité

Un agent économique cherche 4 maximiser son utilité.
Celle-ci est donnée par U(x) = In(x) — ™", ol x désigne
son niveau de consommation d’un certain bien.

1. Montrer que [V est strictement concave.

2. Calculer U’(1).

3. Endéduire le maximum global de U sur ]0; +oof.



Chapitre

uand on étudie la répartition des revenus au

sein d'une population, on est amené a se po-

ser des questions du type : si on choisit au
hasard un individu issu de cette population, quelle
est la probabilité qu'il gagne plus de 3000 euros ?
Quelle est la probabilité qu’il gagne entre 1000 et
2000 euros? Un tel calcul de probabilité est équi-
valent au calcul de 1’aire sous la courbe de la fonc-
tion représentant la distribution des revenus. De
nombreux calculs de probabilités reviennent ainsi a
calculer des aires sous des courbes. Il en est de méme
des calculs de surplus : pour évaluer le surplus du
consommateur ou celui du producteur, on doit calcu-

LES GRANDS

ler 1’aire d’une zone coincée entre la courbe d’offre
et la courbe de demande.

En mathématique, 1'aire d"une zone située entre le
graphe d’une fonction et I'axe des abscisses s’ap-
pelle une intégrale. Pour calculer une intégrale, on
utilise une primitive de la fonction, c’est-a-dire en
quelque sorte le contraire de la dérivée, car la dérivée
de la primitive d'une fonction est cette fonction elle-
méme. Avoir étudié les dérivées nous aide donc pour
aborder les primitives, qui elles-mémes permettent
de calculer des intégrales bien utiles en calcul des
probabilités.

A UT EURS Bernhard Riemann (1826-1866)

Bernhard Riemann est un mathématicien allemand, grand spécialiste de |'analyse ma-

thématique et de la géométrie différentielle. |l fait sa thése a Gottingen sous la direc-
tion du célébre mathématicien Gauss.

Riemnann est le fondateur de la géométrie différentielle qui rompt avec la géométrie
euclidienne traditionnelle et irtroduit la géométrie des espaces courbes.

Ses travaux seront utiles a Einstein dans sa théorie de la relativité générale.

En 1854, il perfectionne les travaux de Cauchy sur les intégrales, avec une nouvelle
définition de I'intégrale gu'on appelera alors I'intégrale de Riemann ou de Cauchy-
Riemann. Une définition plus générale et plus abstraite de |'intégrale sera ensuite
introduite par Lebesgue en 1904. m



Intégrales

Plan

Kl Qu'est-ce qu'une intégrale? ...........ocoovniiiiiiiiiiniisiiinnas 164
EA Propriétés desintégrales ....................ooiciiiiiiiiiiiiiiiiiin . 168
EX Primitives .. .................. T 17
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El Intégrales généralisées (ou impropres) . ..................oiiiln. 178

Objectif

~» Découvrir la notion d'intégrale d'une fonction, ses principales propriétés ainsi
que son lien avec la notion de primitive.

= Calculer des intégrales pour des fonctions simples.
-» Appliguer le calcul intégral aux calculs de surplus et au calcul des probabilités.
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Kl Qu'est-ce qu'une intégrale?

Considérons une fonction continue f de [a;b)] dans R. Supposons pour le moment
que f est positive sur [a; b]. Son graphe C; est donc situé au-dessus de I'axe des
abscisses. On voudrait définir et calculer 1"aire A de la surface située entre C et 'axe
des abscisses, poura < x < b

A Figure 7.1 # est l'aire de la surface située entre la courbe et I'axe des abscisses,
pourasx<h

Comment donner un sens i |"aire A de cette surface ? C’est facile si f est constante. En

effet, si f est constante sur [a; b], lasurface est un rectangle. La géométrie élémentaire

nous apprend que 1’aire dans ce cas est par définition A = (b —a) X c,ou f(x) = ¢

pour tout x € [a;b].

Si f n'est pas constante, partageons I'intervalle [a; 5] en n petits intervalles de méme
b—a

taille de la fagon suivante. On pose x; = a+i( ), pourtoutentieri tel que 0 < i < n.

b—a

Les intervalles | x;; X4l pour 0 < i < n = 1, ont tous méme longueur , 1ls sont

disjoints, et leur union est égale a [a; b[.!

Soit ¢, la fonction définie sur [a;b[ par ¢,(x) = f(x;) quand x € [x; x,[ (avec
0 <i <n-1).Lafonction ¢, est donc constante” sur chaque petit intervalle [x; x41[.
Soit C,, le graphe de y,, et soit F, 1'aire de la surface située entre C,, et I'axe des
abscisses, poura < x < b. Cette surface a une aire A, simple i calculer, car il s’agit
d’une union de rectangles.

Entre x; et xj1, la fonction g, est constante égale & f(x;), donc |'aire de la zone cor-

respondante est (xze1 = X)) X f(x) = (“—) x f(x).

n=1
b—-
L'aire A, est la somme des aires de ces petites zones : A, = Z{Ta Y flx)
=0
En observant la figure 7.2, on comprend intuitivement que sin augmente, ¢’ est-i-dire
si on partage l'intervalle [4; b] en intervalles de plus en plus petits, alors 1'aire A,

1 Remarquons que x; dépend de { mais €gelement de n, Il faudrait en toute rigueur noter .\_f”’ pour montrer
que x; dépend de n, d"autant plus que nous faisons tendre ensuite n vers I"infini. Nous avons préféré toutefois
garder I'écriture x; pour ne pas alourdir les aotations.

2 Une fonction de ce type s"appelle une fonction en escalier.
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va se rapprocher de plus en plus de I'aire de la surface située entre Cy et I'axe des
abscisses, poura < x < b.

C’est ce qu’exprime le théoréme suivant, qui permet de définir I'intégrale d'une fonc-
tion continue sur un intervalle fermé borné. Nous ne donnerons pas sa démonstration
pour ne pas alourdir le texte.

Théoréme
Soit f continue de [a; b] dans E.

¢ fb—a
On pose A, = Z( )xf{x,-},cmx,—a+z(T).

Alors la suite (.?[,,) est convergente.

On note f f(x)dx sa limite, c'est-a-dire :

a=1
f f(x)dx = lim A, = lim {?)Xf{x,-}

i

Définition 7.1

b
On dit que f f(x)dxest|’intégrale de f sur [a; b].

¥ fix)

A Figure 7.2 Lintégrale f f est la limite des surfaces des rectangles, quand les rec-

tangles sont de plus en plljs nombreux et de plus en plus fins

Si f est positive, 'intégrale f f(x)dx est aire A de la surface § = (M(x:;y); tel
quea<x<hetl<y< f(x}}a(h figure 7.1).

Le I est un signe somme stylisé, car pour calculer I'aire totale, on a été amené i faire
une somme d’un grand nombre d’aires de surfaces de petits rectangles. Le nom de la
variable sous le signe | est sans importance, on dit que ¢’est une variable « muette »

(cela peut Etre x ou f ou n’importe quelle autre letire). On peut donc noter 1" intégrale :
b
f flx)dx ou f fitdr ou méme f f.
a
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Si f estnégative, I'intégrale est négative, ce qui veut dire que I’on compte 1'aire avec
un signe négatif lorsque la surface séparant le graphe de f et 'axe des abscisses est
située sous celui-ci.

Si f est positive sur une partie de [a; b], négative sur une autre partie de [a;#], on
compte positivement 1'aire située au-dessus de 1'axe des abscisses, et négativement
cellc située sous cct axc. Sur la figurc 7.3, ccla donne A = A" — A",

A Figure7.3 Ona A=A"-A"
Exemple 7.1

Supposons f constante, f(x) = C pour tout x € [a; b].
Dans ce cas, galx) = C pour tout n, done A, = (b —a) ¥ C pour tout .

D'oi ff(x)dx = lim A, = (b—a)x C.

La surface sous la courbe C; esturn rectangle, I'aire est A = (b —a) x C.

fix}

A Figure 7.4 Si la fonction f est constante, la surface est un rectangle

Exemple 7.2
On considére 1a fonction f définie par f(x) = 3xsurx € [0;6]. Onadoncicia =0eth =6,

1 —
Fy= Z(b;“)xﬂm =3 (8)xse

1

=0

O gt = LT
n n n

| | i e |
6 18 G 18 108 108 (n—1n
N HE I I

=0 =0
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n n—1
Car ) i= 5(—"-212 (> paragraphe 4.2.1, chapitre 1), ol ) i = 9';21—)5
= =

n—-n 1
=54 =54 l-=
A, X — x( ")

hm.ﬂ, 1m:| 54)((1——)-—54 donc ff(x)d;—

D’autre part, on peut remarguer que la surface S = (M(x;y); 0 s x< 6et0 =y < 3x}estun
triangle. La géomérie élémentaire nous enseigne que 'aire d un triangle est égale 4:

A= %(Bsscxl—lammn‘)

Ici on obtient A = 62—18—6 9 =54,

On retrouve bien la méme valeur qu”avec le calcul de 'intégrale.

Le théoréme précédent, qui permet de définir la notion d’intégrale, peut étre €tendu
aux fonctions qui sont bornées sur [a; b], continves sur [a; 5] sauf en un nombre fini
de points.

Les propriétés des intégrales énoncées en section 2 sont valables aussi pour ce type de
fonctions (sauf la formule de la moyenne).

_Surplus du consommateur et surplus du producteur

On considére 1’équilibre économique sur le marché d'un bien. La fonction d'offre inverse est p = palg) ol pg est
une fonction continue croissante. La fonction de demande inverse est p = pplg) oll pp est une fonction continue
décroissante. L équilibre économique est le point ig*; p*) intersection de la courbe d’offre et de la courbe de
demande. On peut cakeuler ke surplus du consommateur S C et celui du producteur § P,
SC= f Polgidg—p"q" = aire sous la courbe de demande, i laquelle on Gte 1a surface du rectangle (0, 0" ,E, P*)
el ¢ .
SP=p'q - f polg)dg = aire du rectangle (@, 0", E,P"), i laquelle on Gte la surface sous la courbe d’offre.

o

P
P Pol%
! E /
P :
ot Pl
o] q q

A Figure 7.5 Surplus du consommateur 5C et surplus du producteur 5P

3

Voir I. Etner, M. Jeleva, Microdconomie  coll. « Openbook », Dunod, 2014, chapiire 8, paragraphe 1.3,
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B3 Propriétés des intégrales

n=1
La formule f flxdx = ]JJ:E” Z{bn—al ¥ f(x;) va nous permetire de démontrer
a A= =0

plusicurs propriétés des intégrales.

Proposition 7.1

Linéarité de l'intégrale
Si f et g sont continues sur [a; b], et si A € R, alors :

f[f{x}+g{x}]dx=ff{x}dx+fg(x}dx
) f[&xf(x}]dx:ﬂxff{x}dx

Démonstration

Ces propriétés viemnent des propriétés des opérations sur les limites des suites
(= proposition 3.8).

(i} Lalimite d’une somme st la somme des limites, done :

f [0 +g(0]dx = lim Z( ) [fCe)+ gx)]

-nh_':& 1( fo(x,)+hm2( )xg(x,

ff(x)dx+fg(x)dx

(i) f [Ax f())dx= Lim FZ(?%?) % [Ax fx)]

1

= x lim Z( )xf(xj—,lef(x)dx )

On a défini pour |’ instant f flxidx senlement pour a < b. On peut étendre cette
définition aux couples de réels (a,b) quelcongues de la fagon suivante.
Définition 7.2

b
Sia> b, alors unpusef flx)ax = —ff{X}tiX-
i b

Propaosition 7.2

Sia < b, etsi f est continue et positive sur [a; b], alors f flx)dx = 0.
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Démonstration

n-1
B

Pour tout entier n, on a A, = Z(-—e) X flx) = 0, done la limite de (A,) est positive,
= "

c’est-d-dire, f flxddx =0, ]

On peut remarquer que si @ > b et si f = 0 sur [b:a], alors f flx)dx < 0.
De méme, si @ < b mais si f = 0 sur [b;a), alors ff{x)dx =0,

Et bien siir, si @ > betsi f < 0 sur [b;a], alors ff{x)dx =0
a

Proposition 7.3

f et g deux fonctions continues sur [a; b], aveca < b.

Si f(x) £ gl(x) pour tout x € [a; b], alors flx)dx = f gl x)dx.

Démonstration
Considérons h = g — f.

On ah = 0, done fﬁzﬂ,c’cst-a-djmf(g—_ﬂzﬂ.

D’oﬂfg—rfzﬂ,domfngf. n

Proposition 7.4

Relation de Chasles
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, et considérons a, b et ¢

b
tmisnéelsélémentsdef.()naalors:f f(x)dx+ff{x}dx:fﬂx}dx
a b 'a

Démonstration

- Sia < b < ¢, cette relation est évidente quand on utilise la définition de I'intégrale basée
sur les aires.

~-8b < a < c, alors f_f(x)a‘x = — | f(x)dx. Il s'agit donc de montrer que :

a . b
—ff(x)dx+j‘f(x}dx = ff{x)dx, c'est-d-dire que ff(x)a!x+ ff(x)a'x
b b a ) i

o f fix)dx. Cette derniére relation est vraie car elle comrespond au premier cas examing.

b
Les autres cas se traitent de maniére similaire. L]
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Corollaire

On a toujours f flxydx = 0.

Démonstration
On gpplique la relation de Chasles pour a = b = ¢.

On obtient :
ff(x}a‘x+ff(x)dr— ff(x}n'x
D'od 2 f Flxde = f flxdx, dome f flodx =0, =

Définition 7.3
Si f estcontinue sur [a; 5], avec a < b, on appelle valeur moyenne de f sur [a; b]

le nombre y tel que pt = = ! f{x)fix

Exemple 7.1 (suite)
Reprenons I exemple 7.1, On suppose f constante, f(x) = C pour tout x € [a; b].
On a vu que dans ce cas, f fx)dx = Cx (b —a). La valeur moyenne est done ici :

y=ﬁff{x}a‘x=ﬁxﬂx(b—a}=c

5i une fonction est constante égale & C sur un intervalle, alors sa valeur moyenne sur cet
intervalle est cette constante C. Celacomrespond clairement & ce quel’ on attend d’une « valeur

moyenne ».

Exemple 7.2 (suite)
Reprenons I exemple 7.2. On considére f définie par flx) = 3xsurx € [(;6]. Ieia= O et

b=6. Onadéjacaleulé | f(x)dx= 54. La valeur moyenne de f est ici :
[

1 1 54
p:mff(x)dx=gff(x}dx=?=9

On peut observer que f(0) = O et f(6) = 18, La fonction f est linéaire, et croil donc de fagon
régulitre de f(0) = 04 F(6) = 18. Il est donc logique de trouver une valeur moyenne égale
a9,

La formule suivante montre qu'une fonction continue atteint sa valeur moyenne.
Proposition 7.5
Formule de la moyenne

Si f est continue sur [a; b], il existe ¢ € [a; b] tel que fic) = ﬁ f flx)dx.
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Démonstration

f est continue sur I'intervalle fermé bomé [a; b], done d'aprés le théoréme de Weierstrass
(= paragraphe 3.1, chapitre 4), elle admet un maximum M et un minimum m, ¢t Uimage de
[a; b] par f est Uintervalle [m; M].

On adone m £ f(x) £ M pour tout x € [a; b].

D'oit fmdx < ff(x)dx < fde (» proposition 7.3), ¢’est-h-dire m(b — @) <

flx)dx < M(b —a).
En notant u la valeur moyemne de f,ona donem £ g < M.
4 appartient & 'intervalle [m; M1, qui est I"image de [a; b] par f, donc il existe ¢ € [a; 5] tel
que flc) =p. L

EJ Primitives

1l existe un lien trés important entre la notion d’intégrale que nous venons de voir, et
celle de primitive que nous abordons maintenant. En effet, les primitives vont nous
permetire de calculer les intégrales.

Définition 7.4

On appelle primitive de la fonction f définie sur 1'intervalle 7, toute fonction F
définie et dérivable de I dans R, telle que F'(x) = f(x) pour tout x € I.

Une fonction f n’admet pas forcément de primitive. La proposition 7.6 montre que si
f admet une primitive, alors elle en admet une infinité, et la proposition 7.7 montre
que les fonctions continues ont des primitives.

Proposition 7.6

Si f admet une primitive F sur 1'intervalle , alors les primitives de [ sont les
fonctions de la forme x +— F(x)+ C, oii C est une constante réelle quelcongue.

Démonstration

5i F est une primitive, alors soit & la fonction définie par G{x) = F{x)+ C pour tout x € [.

Une fonction constante a une dérvée nulle, donc G'(x) = F'(x) = f(x). La fonction G est

donc aussi une primitive de f.

Réciproque. Supposons que G est une autre primitive de f. Alors G' = F' = f.

Done (G — F)Y = 0 sur 'intervalle 1.

On sait quune fonction dont la dérivée est nulle sur tout un intervalle est forcément constante

sur cet ntervalle (» théoréme sur le signe de 1a dérivée et le sens de variation, fin section 1,

chapitre 6). Donc il existe une constante réelle C telle que Gx) — F(x) = Cpourtout x € 1.
]
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Proposition 7.7

On suppose que f est continue sur un intervalle 7, et soit a fixé dans I.
On pose F(x) = ' f(t)dt pourtout x € I.

Alors F est l‘l.miq:te primitive de f qui vaut Oen x = a.

Démonstration
Montrons que F est une primitive de f. Soit xg € [, et h un réel proche de 0.

1 1 h 1 +h
A [Fixg + ) — Fixg)] = % [ ’ flnds — f.nf(.')a‘r] =z [F flode + ff(:ld:]
7] a a o

1 h
=3 F Sfindr (par la relation de Chasles)
Eul

+

h
et %fm fdt = fley) pour un ¢, € [xy;xy + k] d’aprés la formule de la moyeme
(» proposition 7.5).

On adonc % [Fixg + k) — Fixg)] = flcy), avec mf(c;,} = f(xg) car f est contimie et oy, tend
vers xg quand b tend vers 0.

1
On en déduit lim = [Flxo + h) — Flaa)] = flxo), c’est-2-dire F'{x0) = flxa).

F est done bien une primitive de f.
Montrons que F est la seule primitive de f nulle en a.

F est nulle en x = a car Fla) = f finds = 0.

Est-ce la seule 7 Soit G une autre primitive de f. I existe donc une constante C tel que
Gix)= Fix)+C.

Si 7 est elle aussi nulle en a, alors par G(a) = F(a) + C, on trouve que C =10,

Dol Gix) = Fix) pour tout x. F est done bien la seule. ]

La proposition précédente montre Iz lien qui existe entre inté grales et primitives. D" ol
1a notation usuelle suivante.
Notation

f fix)dx désigne n’importe quelle primitive de la fonction f.

On dit que f fix)dx est une intégrale indéfinie, par opposition 4 I'intégrale définie

f(x)dx. Puisque les primitives de f sont toutes égales, & une constante prés, on
pgm dire que I'intégrale indéfinie est donnée 4 une constante prés.
Exemple 7.3
‘ ffdx = %r’ + C o C est une constante arbitraire.
J

1
—dx=Inix) +C
x
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Le tableaun suivant donne les primitives des fonctions les plus courantes. A chaque
fois, C désigne une constante arbitraire.

¥ Tableau 7.1 Les primitives les plus courantes

+1
fx"dx= £ +C, pourar 2 —1
a+1

fldx=lnbr)+c
X

eﬂK
fe"“'dx=?+(.',poura¢0

Les régles de calcul portant sur les dérivées conduisent & des régles correspondantes
sur les primitives, énoncées dans la proposition suivante.

Proposition 7.8

Si f et g sont des fonctions continues sur un intervalle /, etsi A € R, alorsona :
[+ awnx = [ fex+ [ awas
f Af(x)dx =2 f flxdx

Démonstration

Si F désigne une primitive de f, et G une primitive de g, alors (F+GY = F + G = f+g

' aprés la formule de dérivation d’une somme de fonctions, done F + G est une primitive de

f+g

De méme, si K(x) = AF(x), alors K'(x) = AF'(x) = 4 f(x), donc AF est une primitive de Af.
]

Exemple 7.4
Cherchons une primitive de la fonction x+ 3x” +4dx

f(3x2+4x}dx=I:‘ixzdx+f4m'x=3fxzdx+4fxdx
=3(%f)+4(%xz)+c=f+2ﬁ+c

oll C est une constante arbitraire,

I3 Calcul intégral

Comment calculer en pratique 1'intégrale d’une fonction f sur un intervalle [a; b]?
Le plus simple est d’utiliser une primitive de f, si on en connait une. Sinon, nous
allons voir que 1'on peut faire un changement de variable (utilisant la formule de la
dérivée d'une fonction composée) ou bien faire une intégration par parties (basée sur
la formule de la dérivée d'un produit).



Mathém atiques en économie-gestion

EXE A l'aide d'une primitive
Quand on connait une primitive de la fonction f, on peut calculer son intégrale.

Proposition 7.9

Si G est une primitive de la fonction continue f, alors f findt = G(b) — Gla).
a

Démonstration
La fonction F définie par F(x) = f(1)dt est 1a primitive de fnulle en a. La fonction G est
une autre primitive de f, donc il existe une constante C telle que G{x) = F(x)+ C.
On a alors :

G(b) — Gla) = (F(B)+ C)—(Fla) + C) = F(b) =ff(£)df L]
Notation

Si G est une fonction définie sur un intervalle [a; &), la différence G(b) — G(a)
est notée [G(x)]L. Ici x est une variable muette, on peut tout aussi bien noter par

exemple [G(N]E = G(b) - G{a).

b
S1G est une primitive de f, on a donc f findr = [G(r}]ﬁ.

Exemple 7.5
Calculons trois intégrales & I"aide & chaque fois de la primitive de la fonction figurant sous le

signe
101
r= f —dx = [In()]® = W(I0) — (1) = In(10)
1 x

5
1 1 1 1 -2+5 3
""f?d"‘[_IL‘_EJ’E"T"E

4
K=f(xz+2x+5)a‘x=[%x3+x2+5x
1 1

64 1
—(?+16+20)—(5+1+5)

6 1 63
=5 +%-3-6=7+30=21430=5

Calcul de surplus (suite)

Nous avons vu, & la finde la section 1, que les surplus du consommateur et du producteur sont donnés par :

sc= f polg)dg—p'q" et SP=piq - f Polg)dg
{1 1]
Comme p*g* = J:, p dg. on peut aussi écrire les surplus de 1a fagon suivante :

sc=f [pota) - #lda & 5P= [ (5= potalda
i} (1]

174
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Autrement dit, §C est 1'aire de la surface (E, Py, P'), qui sépare la courbe de demande indirecte g — pp(qg) et Ia
droite horizontale d' équation p = p* (» figure 7.5). De méme, § P est 'aire de la surface (E, Py, P*), qui sépare
la droite horizontale d’équation p = p* et la courbe d’ offre indirecte g — polg).

1
Supposons par exermple que po(g) = =3¢+ 10et polg) =g +1.
Cherchons 'équilibre.
1 )
L' égalité ppig) = polg) donne —Eq+ l0=g+ 1, dob Eq =9, c-i-d g" =6.
Onendéduitque p’ =g" +1=7

SC=f[Pu(Q)—P']dq=f

(1] o
1

=| |-zg+3
[

5P=f [P‘—Po(q)]dq=f[?—(q+llldq
(1] (1]

1
—eg+10-7
o+ ]dq

3
dg= —lq"+3q] =04+18=9
4 L]

r L
=f[6—q]dq='6q—lq2] =36-18=18
(1] L 2 L]

On veit ici que 1" équilibre économigque permet an producteur de bénéficier d'un surplus deux fois plus important
que le consommateur.

Distribution des revenus

Supposons que les revenus dans une certaine population sont compris entre A et B, oh A est le revenu minimum
et B le revenu maximum. Pour x € [A; B], notons F(x) la proportion d’individus de cette population qui ont un
revenu inférieur & x, On a forcément F(A) = O et F(B) = 1.

Supposons que £ est dérivable, de dénvée continue, ¢t notons f sa dérivée, Puisque & est une promitive de f, nulle

end,ona Fix)= f. On peut donc dire graphiquement que la proportion des gens qui ont un revenu inféreur i
A

xest aire de la surface située entre le graphe de f et I'axe des abscisses, pour une abscisse comprise entre A et x.

Sia, b e [A: B], avec a < b, alors [ est la proportion d’individus de cette population dont le revenu est compris

entre a et b.
Notons X le revenu d' un individu choisi au hasard dans cette population. La probabilité que son revenu soit compris

entre a et b est Pla< X < b) =ff.

x % 3
50002 100007

Par exemple, supposons que A = 0, que 8= 5000, o que f(x)= —
La probabilité d’aveir un revenu compris entre 1000 et 3000 est :

0 L] x 3
P(lumsxg3uom=fm f(x)a‘x=fm (_WJ’MJ“'”
o @, 3 PP 3000 +3x300[)]__ 1000 | 3x1000
| 2x 50002 T 10000 T 2x50000 T 10000 2x 50002 10000
=(—_9+1)_(—_1+1)=—_3+i=ﬂ='~2=44%
50 10/ \s50 10/ 50 10 50 50

1000

Intégrales

175
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E¥A A l'aide d'un changement de variable

On voudrait utiliser la formule de la dérivée d'une fonction composée pour calculer
une intégrale du type ff{g{x}) -g'(x)dx. On sait que si F et g sont des fonctions
dérvables, alors la dériv%c dc F e g cst donnéc par :

(Fog)(x) = F (g(x)) X g/ (x)

Rappelons qu’une fonction est dite de classe C! si elle est dérivable et de dérivée conti-
nue. Laformule de la dérivée d unefonction composée permet de faire un changement
de variable dans 1'intégrale, comme indiqué dans la proposition suivante.

Proposition 7.10

On suppose que g est une fonction de classe C! de [a; 5] dans R, et que f est une
fonction continue de I dans B, o1  est un intervalle contenant I'image g([a; 8])
de la fonction g. Notons a = g(a) et b = g(8). Alorsona:

b
f Fludu = f Fg) - ¢ (¥)dx

Démonstration
Supposons que F est une primitive de f, et soit (7(x) = F{g(x)) = F(u) (pour v = g(x)).

On a ff(u)du = F(b)— Fia).

D’autn: part, G'(x) = Fg(x)) % g'(x) = flg(x)) % ¢'(x). La fonction G(x) est une primitive
de flg(x) x g'(x), donc ff(-?(xn g (0dx = G(f) — Gla).

Mais Gi(f) = Fly(®) = f‘&!) et Glu) = Fly(u)) = Flu).

On a donc G{F) — Gla) = F(b) - F(a) d'odt ff(‘j"(x)) g (x)dx = f fluddu.

Dans la pratique, cela signifie que pour calculer fﬂ Flgix)) - g'(x)dx, on peut poser u = g(x),

et remplacer du par g'(x)dx, tout en changeant les bornes de U'intégrale. ]
Exemple 7.6
|
— On veut cakuler I = fo[xz+1]3.dx. Cette intégrale est bien du type
(3

fg Flg(x)). g (x)dx, avec g(x) = & + 1 et g'(x) = 2x.
On pose donc 1 = x* + 1, ce qui donne du = 2xdx.

2
I=f 1 du car x = 0 donne u =l,etx=1donne =2
1

1,F 16-1 15
I=|- -
4”[ 3 3

- Calculons maintenant J = rﬁxej‘}dx.
Jo
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On fait le changement de variable u = 3x%, qui donne du = 6xdx (car g(x) = 3x° donne

g'(x) = 6x).
Les bornes x = 0 et x = 2 deviennent u = 0 etu =3 x 2 = 12 respectivement,
2z
D'oii: J= r du=[] =P - =% -1
el

¥R A l'aide d'une intégration par parties

On voudrait, pour calculer des intégrales, utiliser la formule sur la dérivée d’un pro-

it (uxv) = (1" xv)+ uxv)

Rappelons que [u{x}v(x}]ﬁ = u(byu(b) - ula)via) par définition.

La proposition suivante donne la formule dite d’intégration « par parties ».
Proposition 7.11

Intégration par parties
Soit 1 et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle [a; b] de B. On a alors :

b
f (W (x)dx = (R0 - f W ((dx

Démonstration
On a(uv) =u'v + ', done :

f(nu]'(x}dx=fu’(x]a(x}dx+fa(x)&f(x)dx

w(bp(b) — u(ahla) = ‘r ' (xho(x)dx + f wlx' (x)dx

f u(x’ (x)dx = [u(xe(0 ] - f ' (x)u(x)dx ®

Exemple 7.7
Caleul de { = f xexp(x)dx.
(i

On pose m(x) = xetv'(x) = exp(x).
On a alors ' (x) = 1 et on peut poser v(x) = exp(x).
La formule d'intégration par parties donne alors :

I =[xexp(x)]) — f exp(x)dx = exp(1) — [exp(x)]} = ' — (! —eY) = F = 1
(i}

L'intégration par parties est utile aussi pour calculer des primitives.



Mathém atiques en économie-gestion

Proposition 7.12
$i 1 et v sont deux fonctions de classe C! sur un intervalle 7 de I, alors wv’ et u'v
admettent des primitives, et f u(x ' (x)dx = u(x)v(x) — f W x)u(x)dx.

Démonstration

La dérivée de u(x)u(x) est u(xp’{x) +u'(x)v(x), donc la fonction w(x)o(x) est une primitive de
wl( x(x) + w' (X x). |
Exemple 7.8

On cherche une primitive de In(x) sur x> 0.

Posons w(x) = In(x) et v'({x) = 1. Ona '(x) = —1- et on peut prendre v(x) = x. Cela donne :
x

f]n(x)dx=x]rl(x)—flxxdx.ex]n(x)—fl.dx-—.x]n(x)—x+C
x

EH Intégrales généralisées
(ou impropres)
%R Intervalle non borné

Jusqu'a présent nous avons défini I'intégrale d’une fonction continue f sur un inter-
valle fermé borné [a;b]. On aimerait définir 'intégrale de f sur un intervalle non
borné, du type [a; +oo[ ou | — co;b].

Souvenons nous que [ est une mesure de 1'aire comprise entre Cy et I'axe des
abscisses, poura < x gab. Quand f est continue sur I'intervalle fermé borné [a; b], on
a v que f existe toujours, ce qui signifie en particulier que cette aire est finie.

a
Supposons que f est continue sur intervalle fermé non borné [a; +eo[. On voudrait

mesurer 1"aire comprise entre la courbe et 1’axe des abscisses, pour x = a. Cette aire
peut étre finie ou infinie. Ceci conduit & la notion d'intégrale généralisée.

¥

fix)

A Figure 7.6 ki 7 = fﬂ Flx)dx
&



(& Dunod. Towte reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 7 Intégrales

Définition 7.5
Soit f une fonction continue sur [a; +oo|.

Pourtout b > a, on pose Fi(b) = f flx)dx.

0
Si F(b) a une limite finie quand b tend vers +co, alors on dit que f flx)dx
existe (ou converge), et on définit : “

400
j: flx)dx= bl_l;.lillm ff{x)dx

Si F(b) n’a pas de limite finie, on dit que f flx)dx n’existe pas, ou diverge.

Notation
Si G est une primitive de f, on sait que ff = G{b) — G(a), et la différence
Gib) — G(a) est notée [G{x}]: (» paragraphe 4.1).

De méme, si f f existe, on note [G(x)];™ la différence b]jm G(b) — Gla), et
=400

on a donc fmf = [G(x)]E™.

Exemple 7.9
1. Soit f définie par fix) = é surxz L

1
f?““ 1

Donc f: %dx existe et vaut f: x_lzd”=bl_i,'+‘;fx_lzdx= i

2. Soit f définie par fix) = 5 surx = 2
X

1 &

= =—5+1 qui tend vers 1 si b — +oo

1
f ;n‘x = [In(x)}; = In(b) —1n(2) qui tend vers 4co si b — +oo.
2
Done f l.r;i')r diverge.
a X

Propaosition 7,13
Soit f une fonction continue sur [a; +oo, et ¢ € [a; +oo].

f f(x)dx converge si et seulement si f(x)dx converge.
a

c

Démonstration

Soit F(b) = ffctG(b) = ff.
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Ona Fib)=Gb)+ ff,donc F(b) a une limite finie pour b — +oo si et seulement si Gib)
aune limite finie pmrub —+ 400, =
Exemple 7.10
sy | =1
On vient de voir que f Fn‘x converge, done f Fdx converge pour tout ¢ = 1.
1 €

1 =1
On a vu également que J ;a‘x diverge, donc f ;dx diverge pour tout ¢ = 2.
2

Proposition 7.14

+o0
1
Soit ¢ > Oet o € R. L'intégrale r ;;dxcom'ergesiet seulement si o > 1.
wi

Démonstration
Iei ¢ est fixé, avec ¢ > 0.
1 1
Pour a # 1, une primitive de f(x) = = =x"est Fix) = l—x]'”, donc pour b > ¢,
—a
1 1 .
f ;dx =F(by— Flc) = —a (b““ —c"") qui converge pour b — +oo i et seulement si

-
1
l—crcD.D’cﬁf ;'—a‘xcmmrgcsictscuhnemsjl«:cz.

Pour @ = 1, une primitive de f(x) = % est Fix) = In(x), donc f;rl-dx = In(h) — In(c) qui

(3

il |
diverge pour b — +no.D’c|:lf Fdxdi\«crgcsiar=1k ]

On a le méme type de notion quand on considére un intervalle du type | —oo; b].

Définition 7.6

Soit f une fonction continue sur | — oo; b]. On pose F(a) = f fx)dx.

Si F(a) aune limite finie quand a tend vers —oco, alors on dit que fx)dxexiste

(ou converge), et on définit :

f Sfladx =_'_;11131N f flx)dx
Exemple 7.11

Soit f définie par fix) = % pourx = —1.

1 -1
f flx)dx=
1

1 1 1
Donc f flx)dx existe et f fixddx = lim f flxdx = 3

1
qui tend vcrs;pcura—»—m.

AL A
T3 38

e
30
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Proposition 7,15

Supposons que f et g sont deux fonctions continues sur [a; +oo[, avec 0 < f(x) <
gl(x) pour tout x = a.

- Si f g(x)dx converge, alors f flx)dxconverge.
Onaalors0 < f flxdx < f g(x)dx.

4o o0
- 8i f f(x)dx diverge, alors f g(x)dx diverge.
a a

Démonstration

Posons F(b) = ff(x)dxct G(b) = f glx)dx. Comme 0 < f(x) < g(x) pour tout x = a,

alors F et G sm? des fonctions cnjss;.ntcs. etonal = FiB) < G(b) pour tout b = a.
On peut appliquer les théorémes de comparaison des limites de fonctions (» paragraphe 2.2,
chapitre 4), ce qui donne :

- Si lim F{b) = +co, alors lim G(b) = +oo, ¢ est-d-dire s1 f fxydx diverge, alors
b—tm b—tan .

ju glx)dx diverge.

— 51 G{b) a une limite finie pour b — +oco, alors F(b) a une limite finie pour b — 400,
et < l,]_1‘ Fib) = b]_i'm G(b), ¢ est-d-dire si F glxddx converge, alors f flx)dx
4o +om

converge et 0 < j*“ flxydx = fw glx)dx. |

| Deuxiéme exemple de distribution des revenus

Supposons que les revenus individuels dans une population donnée sont supérieurs ou égaux i A (ici A désigne le
revenu minimum). Comme en section 4.1, notons Fix) la proportion d’individus ayant un revenu inféreur & x. Si

F est dérivable, de dérivée f, ona F(x) = l: fldr. Pour A < a < b, la proportion d’ individus ayant un revenu
compris entre aet b est f Sfindr. 5i on choisit un individu au hasard dans cette population, la probabilité que son
revenu X soil comprisentre aetbest Pla <X <b) = f findr.

Supposons par exemple que f{x) = 500000 x %3 pour :2 500t fx) = 0 pour x < 500.

Id le revenu minimum est A = 500.
La probabilité qu’un individu pris au hasard gagne eatre 1 000 et 2000 est :

M9 500000

2000
P(1000 < X <2000) = dx = 500000 x _—]
1000 X‘J sz 1000
_ 500000 ( -1 1 \_-250000 250000 -1 1_3
2 20002 T 10007 4000000 1000000 16 4 16
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La probabilité qu’il gagne plus de 3000 est :
P(X>3D(JD)=£ smnmdx.e_‘p{)(}{)w:(
o @

-1 ]"“’ _ 00000 5 1
22| 0 Ix9000000 180 36
Ajoutons que le revenu moyen dans cette population est EX donné par” :

L0

: . ¥ 1
EX = fm xj{x}dx_j;; 0000 X —dx = 500000 X 5

=11 _ 500000 _
Im_ e

IE¥1 Fonction non bornée

Quand une fonction f est continue sur un intervalle fermé borné [a; b], alors on sait
d’aprés le théoréme de Weierstrass (= paragraphe 5.1, chapitre 4) que f est bornée sur

cet intervalle. C’est ce qui assure |'existence de 1'intégrale f pour toute fonction
a

continue sur 1’intervalle fermé borné [a; b]. Que se passe-t-il maintenant si f est conti-

nue sur 1"intervalle semi-ouvert Ja; b], mais tend vers 1'infini quand x tend vers a ?

On va avoir la méme démarche que dans le cas d’un intervalle non borné. On veut
mesurer I'aire de la zone comprise entre C et I'axe des abscisses poura < x < b.
Comme [ tend vers +oo ou —oco quand x tend vers a, cette aire peut &tre finie ou

infinie. On dira que f converge si cette aire est finie.
a

=

A f(x)

A Figure 7.7 ki A = F fx)dx avec JI(i_rgf{x) = 400
a
Définition 7.7
Soit f une fonction continue sur Ja; &]. On pose I{c) = f f(x)dx pour ¢ €]a; b].
c
m Si I{c) a une limite finie quand ¢ tend vers a (avec ¢ > a), alors on dit que

f(x)dx existe (ou converge), et on définit :

“ b
f ﬁx)dx:ﬂ;‘} j: flx)dx

4 Voir C. Hurlin, V. Mignon, Statistique el probabilités en économie-gestion, coll. « Openbook », Dunod,
2015,
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m Si I(c) n'a pas de limite finie, on dit que f f(x)dx n’existe pas, ou diverge.
a

Remarquons que cette définition peut étre étendue au cas ol | est continue sur [a; b[,
mais tend vers |'infini quand x tend vers b.

Dans ce cas, on dit que f f(x)dxexiste (ou converge) si f f(x)dx aune limite finie
a a

pourc = b~ et on pose f flxydx = 1i$ f Flx)dx.
Exemple 7.12

1. Soit F définie par f(x) = L\F pour x €]0;1].
Une primitive dé f(x) = x "2 est F(x) = — = 2vx.

r?dx-[ZT] =2 —2+/c qui tend vers 2 sic — (F.

Done f —d'x existe et vaul J- —dx—hmf—dx—

2. Soit f définie pa.rf(x] = In(x) sur x €]0; 5].
Une primitive de In(x) est F(x) = xIn(x)— x, donc :
f]n(x}a‘x = [x In(x) — x]i = (5Ini(3)— 5) — (cln(c) — c)
qui tend vers Sn(5) - 5sic — 0% car lirul:_! cln{c)= 0 (» théortme de croissances compa-
rées, chapitre 5. paragraphe 2.2).

Donc f]n(xldx convcrg:,ctf]n(x)dx = ]i? f]n(x)dx =5In(5)— 5.
o 0 et J,

Proposition 7.16
1
Soit ¢ > O et @ € B. L'intégrale f Fdxconverge si et seulementsia < 1.
0

Démonstration
Iei ¢ est fixé, avec c = 0.

Pour @ # 1, une primitive de f(x) = xl‘-' =x " est F(x) = l;x]_‘”,dcmc pour ¢ > a >0,
—a
f-:;dx=F(c)—F(a)=

1
l—a>0.Doh f —dx converge si et seulement 5i 1 > a.

1
(c' — a") qui converge pour @ — 0 si et seulement si
-

Pour @ = 1, une primitive de f(x) = l est Fix) = In{x), donc r —dx = In{c) — In(a) qui

diverge poura — 07, Dcn)f —dx diverge sia = 1. [ ]

Intégrales
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Les points clés

-

L'aire de la surface comprise entre le graphe d'une fonction f et 'axe des abs-
cisses, pour une abscisse comprise entre a et b, s’appelle I'intégrale de f entre a

et b. On la note en abrégé rj.

.
La fonction x ~ f est une primitive de la fonction f, ce qui signifie que si on

la dérive, on obtient ¥

Les intégrales servent notamment i calculer des probabilités, des surplus, et plus
généralement tout ce qui peut &re représenté comme la mesure d’une aire.

Pour calculer 'intégrale ff d’une fonction f entre a et b, on peut utiliser une
a

primitive de f si on en connait une. On peut aussi faire un changementde variable,

ou bien faire une intégration par parties.

On peut généraliser la notion d’intégrale 4 des intervalles non bornés ou 4 des
fonctions non bornées.
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Chapitre 7

EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

www.dunod.com

Quiz

1  Vrai/Faux

Dites siles affirnations suivantes sont vraies ou fausses.
Justifiez vos réponses.

1. Toute fonction continue admet une primitive.
2. Quand une fonction admet une primitive, elle n'en
pas d'autre.

3. Ladérvée de la primitive est la fonction elle-méme.
4, Si une fonction n'est pas bornée sur un intervalle,
alors on ne peut pas 1'intégrer sur cet intervalle.

5. Sion ne connail pas de primitive d’une fonction, oa
ne peat pas calculer 1'intégrale de cette fonction.

» Corrigés p. 367

Exercices

2 Sumplus

1. Sur le marché d'un bien, la fonction de demande in-
9
verse est donnée par pplg) = m, et la fonction
d’offre inverse par polg) = g + 1, quand g désigne la
quantité et p le prix.
Trouver 1" équilibre sur le marché de ce bien, puis cal-
culer le surplus du consommateur, ainsi que celui da
productenr.
4 % 8

2. Mémes questions si pplg) = m

et polg) = (1+ g)°

3 Par parties
1. A Taide d'une intégration par parties, calculer les
primitives suivantes :

a. f 2 ln(xdx

b f " dx

2. Calculer par parties les intégrales suivantes :
1
a.f xedx
o
h.f e P dx
i

4  Changement de variables
A I'aide d’un changement de variable, calculer :

1f£xﬂ
HERA 1+ 22

1
2
o Bror

3. R’=ff\‘1+;m‘x
(1]

4. f l(1xuc]|’arx
X

» Corrigés p. 367

2. =
» Corrigés p. 368

5 Revenus

1. La distribution des revenus mensuels dans un pays
est telle que, pour tout x = 0, la proportion
des individus gagnant moins que x est égale & :

1500

Flx) = ‘L“f(:)n':, ol f(1) = m pour tout
rz0.
a. Calculer F(x).

b. Calculer la probabilité de gagner entre 300 et
1 000.

c. Caleuler la probabilité de gagner plus de 1 500.
d. Calculer le revenu moyen EX = f xf{x)dx.

(]

i i 1 t
2. Mémes questions si f(f) = Tom exp(—m) pour
tout ¢ = (.

intégrales



Chapitre

i Iréne achéte trois mangas, elle dépensera
trois fois plus que si elle en achéte un seul.
Sa dépense est proportionnelle au nombre de
mangas achetés, autrement dit c’est une fonction
linéaire du nombre de mangas. Si Iréne achéte des
mangas et des bouteilles de sodas, sa dépense sera
une fonction linéaire du nombre de mangas et du

Les fonctions les plus simples sont les fonctions
lingaires, d'une ou de plusieurs variables, ¢’est pour-
quoi on les utilise souvent dans la modélisation éco-
nomigque.

L'algébre linéaire nous apprend comment manipu-
ler des variables qui dépendent lin€airement de plu-
sieurs autres variables, et comment résoudre des sys-

nombre de bouteilles. Si son budget est de 30 €,
que peut-elle acheter ? La réponse est donnée par une
équation linéaire.

temes d’équations linéaires.

LES GRANDS ; "
AUTEURS Evariste Galois (1811-1832)

Evariste Galois est un mathématicien francais. Trés précoce, il lit & 16 ans des traités
de Legendre et de Lagrange. |l entre a 18 ans 4 I'Ecole Normale. |l rédige un mémaoire,
Conditions pour qu ‘'une éguation soit résoluble par radicaux, qu'il envoie a I'Acadé-
mie des Sciences. L'académicien Fourier 'emporte chez lui, mais meurt peu de temps
aprés, si bien que le mémoire est perdu. De 1830 & 1832, Galois participe a |'agita-
\] tion républicaine contre le roi Charles X, puis contre Louis-Philippe. Il publie une lettre
critiquant |e directeur de son école. Ce demier décide alors de le renvoyer. Quelgues
moais plus tard, lors d’un banquet républicain, il porte un toast & Louis-Philippe, un
couteau a la main, ce qui lui vaut d'étre arrété. |l fait quelgues mois de prison. |l en-
voie une nouvelle version de son mémoire a |"Académie. Le mathématicien Poisson le
juge incompréhensible.
En 1832, a la suite d'une bréve aventure amoureuse, Galois est provoqué en duel.
Il est atteint d'une balle et meurt peu aprés, & I'dge de 21 ans. Son ami Auguste
Chevalier réunit alors ses derniers écrits mathématigue et les transmet a Liowville.
C'est seulement en 1846 que celui-i, comprenant leur importance, décide de publier
le mémaire sur la théorie des éguations algébriques. Dans ce travail, Galois explique a
quelle condition on peut résoudre une équation polynémiale. Il sy montre précurseur
de la théorie des groupes et ouvre la voie & une nouvelle branche de l'algébre, que
I'on appelle désormais « théorie de Galois». ®
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Kl Les modeéles linéaires :
un exemple introductif

Pour bien faire comprendre 1'utilité des concepts d’algébre linéaire que nous allons
maintenant aborder, commengons par éudier un exemple, un modéle d’équilibre gé-
néral trés simple. Il s’agit, dans une économie & n biens, de déterminer simultanément
les prix de ces biens qui équilibrent I’ offre et la demande sur tous les marchés. La
modélisation de 1'offre et de la demande & 1'aide de fonctions linéaires & n variables
facilite considérablement la détermination de 1’équilibre, ¢’est pourquot il faut savoir
manipuler de telles fonctions. Cet exemple nous permettra d introduire de fagon intui-
tive des notions d’algébre linéaire que nous étudierons de fagon plus approfondie par
la suite : vecteurs, matrices, rangs, déterminants, applications linéaires...

Nous commengons par |’ équilibre partiel, ¢’est-i-dire 1’équilibre sur le marché d'un
seul bien, et abordons ensuite 1" équilibre général (équilibre simultané sur tous les mar-
chés).

Equilibre partiel

La demande d'un bien est en général une fonction P+ D(P) décroissante du prix de
ce bien. L' offre est une fonction P — O(P) croissante du prix du bien.
A I’équilibre partiel, ¢’ est-a-dire 1"équilibre du marché de ce seul bien, le prix du bien
est P* tel que D(P*) = O(P*), c’est-a-dire i |'intersection de la courbe d’offre et de la
courbe de demande.
Un modéle linéaire donnerait :
D(P) = a - AP
O(P) = —y + 0P
ol @, 8, ¥, § sont des réels strictement positifs.
Le prix d’équilibre est alors P* tel que @ — SP* = —y + 6P, d’ou :
L
TB+o
On voit que P* est trés simple & calculer si le modéle est linéaire. Il pent étre trés
difficile 4 déterminer si le modéle est non linéaire.

Exemple 8.1
Supposons que la demande et 1'offre sont données respectivement par :

DP)=10-3P et O(P)=-5+2P
L'équilibre D(P) = O(F) donne 5P = 15 donc P* = 3.

E®A Equilibre général (deux biens)

Supposons qu'il y a deux biens dans notre économie, appelés bien 1 et bien 2, une
oftre et une demande pour chaque bien : O, O; et Dy, D; respectivement. On note Py
et P les prix de ces biens.
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Chapitre 8

Supposons ici aussi que 1'offre est une fonction croissante du prix du bien : P; +—
O1(P1) et P2 — (4(P2) sont des fonctions croissantes. Si les biens sont partiellement
substituables, la demande d’un bien dépendra du prix de ce bien, mais aussi du prix de
I’autre bien. La demande D; dubien 1 va diminuer si son prix | augmente, mais cette
demande va angmenter si le prix P; de I'autre bien monte. En effet une augmentation
de P rend le bien 2 moins attractif, faisant augmenter la demande de bien 1, car les
biens sont partiellement substituables. La demande de bien 1 est donc Dy(Py; P2), oot
Iy est une fonction décroissante de P; et croissante de P;. De méme la demande de
bien 2 est I4(FPy; P2), ou Iy est une fonction décroissante de F; et croissante de P,.

L'équilibre partiel sur le marché du bien 1 est donné par Oy(Py) = Dh(Py; P2), celul
sur le marché du bien 2 est 02(Pz) = Da(Py; Pa).
On ne peut pas trouver chaque prix d’ équilibre séparément, puisque les deux marchés
interagissent. Il faut donc résoudre le systéme de I'équilibre général :

O1(FPr) = Dy(P1; Pr)

01(P2) = Do P1; P1)

pour trouver simultanément P; et Pz. On dit que I'on veut déterminer le vecteur des
prix P = (P1; Py).

Vecteur. On parle de vecteur quand on a affaire i une grandeur (ici P) qui a plusieurs
composantes ou coordonnées (ici Py et P;), telles que on peut additionner des vecteurs,
et on peut multiplier un vecteur par un nombre réel, de fagon  ce que cette addition
et cette multiplication aient la plupart des proprictés habituelles de 1’addition et de la
multiplication. L’ensemble des vecteurs est appelé un espace vectoriel. La définition
mathématique d'un espace vectoriel est donnée a la section suivante,

1l est trés compliqué de résoudre le systéme précédent pour des fonctions Dy, D2, O,
O générales. C'est pourquoi les économistes utilisent souvent des fonctions linéaires
(ou affines). Le modéle de notre économie est alors linéaire.

Supposons que les offres sont données par :
O (P1) =200 +4P, et OxP1)=-80+2P;
et les demandes par :
Dy(P)=300—-4P; +2P; et Da(Py) =400 +2P, - 4P;

L'équilibre général devient :

{—2(](]+4P1 =300 - 4P +2P2

=80 +2P; = 400 + 2P — 4P,

que 1'on peut simplifier en :

8P, - 2P; = 500
(=) { ~2P; + 6P, = 480

Graphiquement, on est dans le plan avec P; en abscisses et P; en ordonnées. Cha-
cune des deux équations du systéme (EG) est I'équation d’une droite dans le plan.
L’équilibre général est le point d’intersection P* = (P}; P3) de ces deux droites.

Introduction a I'algébre linéaire
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A Figure 8.1 Un unique équilibre général

Systéme d'équations linéaires. Le systéme (EG) est un systéme de 2 équations
linéaires 4 2 inconnues. Il existe différentes méthodes pour résoudre un systéme de p
équations linéaires a n inconnues (» chapitre 10). Ici nous vous présentons une de ces
méthodes. On peut transformer le systéme d’équations linéaires ( EG) en un systéme
plus simple équivalent (EG). Llidée est de faire en sorte que ce systéme (EG) soit
échelonné, c'est-i-dire ne comporte toutes les variables que dans la premiére équation,
que la deuxiéme équation en comporte une de moins, la troisiéme équation une de
moins encore, etc. On peut alors résoudre facilement (EG) en partant de la derniére
équation (qui sera la plus simple), et en remontant progressivement jusqu’ la premiére
équation par substitution.
Ici, en ajoutant un quart de la premigére équation i la deuxiéme équation, on obtient :
| 8P1=2P, =500
=R 0+ %Pg = 605
qui est un systéme échelonné équivalent a (EG).

2x 605 1210

La deuxiéme équation nous donne P, = 11 ETH = 110, qu’on reporte dans

la premiére équation : 8P; — 2 x 110 = 500.

720
Donc 8P = 720, ¢’est-a-dire P} = ? =90.
L’équilibre général est donc atteint pour P* = (90; 110).

Application linéaire. Le systéme (EG) fait apparaitre une transformation du vec-
teur P = (P;;P2) en un autre vecteur ¥ = (X;;Xy) tel que X} = 8P — 2P et
X3 = =2Py + 6P2. On pourrait poser ici X = f(P). Une telle application f, qui trans-
forme de fagon linéaire les coordonnées des vecteurs est appelée application linéaire
(» définition 8.12).

Matrice. Il est pratique de disposer les coefficients qui apparaissent dans (EG) ou f
dans un tableau. On appelle un tel tableau une matrice. La matrice de (EG) et de f est

ici:
3 =2
45 %)

Nous verrons dans le chapitre comment on peut utiliser les matrices.
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Rang. 11y aun et un seul point P* d’équilibre pour le systtme (EG) parce que les
deux droites sont sécantes. On dit que la matrice A est de rang 2, car les deux droites
ont deux directions différentes. Que se passerait-il si elles n'étailent pas sécantes ?
Elles seraient paralléles, c’est-i-dire auraient la méme direction. Dans ce cas on dit
que la matrice A est de rang 1. Les droites peuvent étre paralléles et distinctes, ou bien
paralléles et confondues. Examinons ces deux cas.

» Modifions par exemple la deuxiéme équation du systtme (EG), pour aboutir au
systéme (EG') suivant :

8Py —2P; = 500

(EG) —2P1 + %Pz =-40

Les deux droites sont paralléles car les coefficients de P; et P; dans la premiére
équation sont proportionnels & ceux de la deuxiéme. La deuxiéme équation multi-
pliée par —4 donne 8P, — 2P; = 160, donc la deuxiéme droite ici est paralléle &
la premiére, mais distincte. Il n'y a donc aucune solution au systeme (EG"). Aucun
vecteur P = (Py; P;) ne permet d'équilibrer offre et demande simultanément sur les
deux marchés.

# Modifions maintenant la valeur de la constante dans la deuxi®me équation de (EG),
pour obtenir un troisiéme systéme (EG™') :

8Py = 2Py = 500

EG" 1
( ) 2P + EPZ =-125

Icila deuxiéme équation multipliée par —4 donne exactement la premiére équation.
Cela signifie que ces deux équations correspondent i une seule et méme droite. Il
v a donc icl une infinité de vecteurs prix P = (P, P,) qui permettent un équilibre
général sur les marchés.

P? P?
o ! ¥ P [) 1 P
) Pas d'équilibre général (3 Equilibre général : une infinité de
solutions

A Figure 8.2 Equilibre général avec 2 droites parzlléles

11 est évidemment intéressant pour un économiste de savoir caractériser le cas on il
existe un et un seul équilibre général. Cette situation correspond ici au cas des deux

Introduction a l'algébre lintaire
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droites sécantes. Considérons un systéme plus général de deux équations linéaires a

deux inconnues :
aPy +bP2 =cC
E’Pl + f)'Pz =¢

Les deux droites sont paralleles si et seulement si ab’ - a’b =0'.

Déterminant. On appelle déterminant des vecteurs (a;b) et (a'; 5") le nombre ab’ —
a’b. On voit donc ici qu’il ¥ a un et un seul équilibre général si et seulement si le
déterminant est non nul.

Le déterminant est un outil puissant, car il se généralise au cas de n équations & n
inconnues, et :

= Il y a un et un seul vecteur prix P* solution si et seulement si le déterminant est non
nul.

u Le déterminant aide & calculer cette solution.

C’est pourquoi dans les chapitres d’algébre linéaire, nous consacrerons du temps a
I'étude des déterminants. Voyons maintenant brigvement le cas a n biens.

EEA Equilibre général (n biens)

Sion généralise ce modéle d'équilibre général trés simple & une économie comportant
n biens, on doit déterminer un vecteur-prix & n composantes P = (Py;...; P,), solution
d’un systéme de n équations a n inconnues. Si ces équations sont linéaires, le systéme
a la forme suivante :
amPl + ﬂ]sz + ik al,,P,. = bl

(EGn) .
am1Py+ anzPr+ ..o+ @pnPn = by
Pour i dunné, les nombres gy, gia, ..., din el by proviennenl de 'éguation 0y = O
sur le marché du bien i. On retrouve en dimension r les notions d’application linéaire,
de matrice, de rang, de déterminant.
Soit f I'application qui transtorme le vecteur prix en un autre vecteur tel que ¥; =
a1 P+ ajaP2+. ..+ @, Py pour tout i. L application f est une application linéaire car
elle transforme « linéairement » les coordonnées de P. Nous en verrons la définition
précise a la troisiéme section de ce chapitre.
La matrice A du systéme ( EG,) (ou de 1’application f) est le tableau des coefficients :

a; sk a1n
A=
il e Omn

Le déterminant D du systtme (EG,) (ou de I'application f, ou de la matrice A), est
un nombre obtenu a partir des coefficients a;;; et qui permet ici aussi de savoir si le
systéme a une unique solution. Pour n > 2, le calcul du déterminant est plus com-
pliqué que pour n = 2. Nous verrons au chapitre suivant la définition et le calcul du
déterminant pour toutr = 2.

1 Montrons le pour b # 0 etd’ # 0 par exemple. Dans ce cas, les deux droites sont paralléles si et
ol T e s S :
seulement si e est-d-dire si et seulement sial’ = a'b,
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Chapitre 8 Introduction a I'algébre linéaire

B3 Espaces vectoriels

Les vecteurs permettent de traiter des grandeurs multidimensionnelles, comme le
vecteur-prix P = (P;...; P,) de I'exemple précédent. Pour travailler avec les vecteurs,
il est nécessaire que I'ensemble des vecteurs soit muni d’une structure adéquate. C’est
I'objet de la notion d"espace vectonel.

EXHE Qu'est-ce qu'un espace vectoriel?

Considérons un ensemble E qui est tel que :

= Onpeut « additionner » des éléments [/ et V de E de fagon 4 ce que le résultat I/ + V'
soit dans E. On dit que 1'addition est une loi interne.

» On peut « multiplier » tout élément V' de E par un nombre réel A de fagon i ce que
le résultat 1.V soit dans E. On dit que la multiplication est une loi externe.

Sicette « addition » et cette « multiplication » ont de bonnes propriétés (voir définition
de I'espace vectoriel), on dit que E est un espace vectoriel. Les éléments de E sont
appelés des vecteurs.
Pensons i notre exemple des vecteurs-prix P = (Py; P;) du modéle d’équilibre général
a deux biens. Dans ce cas £ = R, On veut pouvoir additionner des vecteurs-prix, et
que cette addition ait des propriétés similaires 4 |'addition usuelle de nombres réels.
On veut pouvoir multiplier le vecteur-prix par une constante, et que cette multiplica-
tion ait la plupart des propriétés habituelles de la multiplication.
» L'addition est simple & définir.

SiP =(P;;Py)et P = (P P)), alors P+ P/ =(Py + Pi: P2 + P}).

» La « multiplication » par un réel est définie ici par : pour P = (Py; P2)et 1 € R,
alors AP = (APy; AP;) (c’est-d-dire tous les prix de 1'économie sont multipliés par
le méme facteur A).

Donnons maintenant la définition générale d'un espace vectoriel.
Définition 8.1

On dit que I'ensemble E est un espace vectoriel s'il est muni d'une loi dite « in-
terne » (notée +) et d'une loi dite « externe » (notée -) vérifiant les huit propriétés
suivantes (on dit aussi « axiomes »). Les éléments de E sont appelés des vecteurs.

(i) Pourtoutl, V., Wde E,ona:
U+ (V+ W)= (U + V) + W (associativité)
(i) 1l existe un élément de E, noté Og ou 0, tel que :
Pourtout Ve E,onaV+0=0+V =V
(On dit que 0 est élément neutre pour I addition dans E.)
(iii) Pourtout V € E, il existe W € E, tel que :
V+W=W+V =0 (ondit que W est le symétrique de V pour 1’addition).
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(iv) Pourtout I/, Vde E,ona:
U+ V=V+U (c'estla commutativité de 1'addition)

(vi YAeR, YU EE,¥VEE:

AU +V)={A-TH+(1-V)
(vi) VieR, VXY eRVVEE:

A+2)-V=(1-V)+('-W)
(vii) VAIER, YU eR. ¥V EE:

L =@)-v

(vili) YV €E,1- V=V
Un ensemble E satisfaisant les axiomes (i), (ii), (iii) et (iv) est appelé groupe

commutatif. Tout espace vectoriel est donc un groupe commutatif.

On écrira souvent AV au lieu de A - V, on omettant le « - ».
51 E est un espace vectoriel, alorsona:
A-O=0pourtout L e R
0-V=0pourtout V€ E
A (=V)=(=4) -V, pour tout 4 € Ret pourtout V€ E
(On pourra démontrer ces 3 propriétés en guise d’entrainement).
L’exemple le plus important d’espace vectoriel est B”, comme on le voit dans la pro-
position suvante.
Propaosition 8.1
Soit n € M'. On définit I'addition interne de B" et la multiplication par un réel de
R" de la fagon suivante :
— Six=(x1;..; %) R etsiy =(y1;.-; ) €R",
alors X + Y = (X1 + Y153 Xn + Yn).
—SidAeR, etsix=(x);....0) & R”, alors A.x = (Axy;...;4x%).
L'ensemble E = R" muni de ces deux lois est un espace vectoriel. L'élément
neutre pour 1'addition est le vectzur nul de B", ¢’est-a-dire 0 = (0; 0; ...; 0).

Démonstration
La plupart des axiomes sont satisfaits de fagon évidente. Notons que pour (iil), le symétrique
de x=(x3;...;x)est—x = (—xp; .o i— X ) |

Si E = B2, on représente souvent les vecteurs par des fléches dans le plan.

E¥A Sous-espace vectoriel

On considére E un espace vectoriel, et E' une partie non vide de E, c-a-d. E' C E.
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W=U+V

o

A Figure 8.3 Vecteurs du plan

Définition 8.2
Omn dit que E' est un sous-espace vectoriel de £ si et seulement si :
(i) YUeE NVeE maU+VeE
et:
(ii) VWeE',VieR,onad-VeE

La premiére condition exprime le fait que E" est stable pour 1’addition, la deuxiéme

condition qu’il est stable pour la multiplication externe.

Exemple 8.2

On suppose que E = B,

1. L'ensemble E' = {{(};0)} est un sous-espace vectoriel de E. Iei £ n'aqu’un seul éément,
le vecteur nul.

2. L'emsemble E' = {(ag, az), Az = 3y fest un sous-espace vectoriel de E.

3. L'ensemble E" = {(x1;x2); x2 = Jxy + 1} n'est pas un sous-espace vectoriel de E. Eneffet,
e E mais 2-(0: 1y =(0:2) ¢ E'.

Proposition 8.2

Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, alors E' est lui-méme un espace vectoriel.

Démonstration

On vérifie facilement que E satisfait les huit propriéiés qui définissent un espace vectoriel,
car il est inclus dans E qui les satisfait, et qu'il est stable pour 1’addition inteme et pour la
multiplication extemne. |

X1 Famille génératrice

Un grand intérét de la notion d’espace vectoriel est que I'on peut exprimer chaque
vecteur d’un espace vectoriel en fonction d’un nombre restreint de vecteurs fixés
{» définition 8.4). Cela permet de simplifier les calculs. Nous voyons cela dans les
définitions suivantes. On considére un espace vectoriel E.
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Définition 8.3
SiVy, Va, .., V; sont des vecteurs de E, on appelle combinaison linéaire de ces
vecteurs tout vecteur V de E s’ écrivant sous la forme :

Vo=V ity Vs P by Vol Ay iy E R

Proposition 8.3

Si Vi, Vs, ..., ¥, sont des vecteurs de 1'espace vectoriel E, alors I'ensemble E' des
combinaisons linéaires de ces vecteurs est un sous-espace vectoriel de E.

On dit que E" est engendré par la famille de vecteurs V3, Va, ..., Vi.

On note E’ = Vect(V1,..., Vi)

Démonstration

11 faut montrer que la somme de deux vecteurs de E est dans E’, et que le produit d'un

vecteur de E” par un nombre réel est dans E'.

(i) Soit Vet V' dans E*. Ik " écrivent sous la forme V= A - Vi+ 4 - Vo4 o+ - Viet
Vo= Vi+ - Vot + A Vi, ol les 4 et les ] sont dans B, On en déduit que
V4V = (4 +4) - Vi+ .o+ (4 + 4) - Vi, ol les 4 + 4] sont dans B. Done V + V7 est
dans E” car ¢’est une combinaison linéaire des V.

(il) SoitVdans E' et eR. OnaV = 4;-Vi+...+ - Vidonc p-V = (udy ) Vi+ .+ () Vi
On peut done dire que g - V oest dans E' car ¢’ est une combinaison linéaire des V. |

Définition 8.4
Omn dit que les vecteurs Vi, V3, .., Vi de E forment une famille génératrice (ou

un systéme générateur) de E, s’ ils engendrent E, ¢’est-i-dire si tout élément de E
s"écrit comme combinaison linéare de Vi, Vs, .., Vi

Definition 8.5

On dit que E’ est une droite vectorielle si £’ est engendré par un vecteur non nul,
c’est-d-dire s’il existe V € E, avec V # 0, telque E' = (1. V; A e R}.

On dit que E* est un plan vectoriel si E’ est engendré par deux vecteurs U et V
qui sont non colinéaires.

SiE = R? ou E = R, une droite vectorielle a pour représentation graphique une droite
passant par (.
Exemple 8.3
1. SiE=FR,soitVe (34 Als E = (1-V; 1R} = {(30:44); 1 € K}, est un
sous-espace vectoriel de E. Cest une droite vectorielle.

2. SiE =R sait Vy = (1;1;2) et V2 = (1;0;—1). Alors E" = {4; - V1 + A3+ Va; tel que Ay,
A € R} est un sous-espace vectoriel de B, Cest un plan vectoriel.
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Proposition 8.4
Si 8 = (Vy,...,V;) forme une famille génératrice de vecteurs de E, alors toute

famille de vecteurs obtenue en ajoutant & S un ou plusieurs vecteurs sera aussi
génératrice.

Démonstration
Ajoutons un vecteur Vi, pour oblenir 8 = (Vi,...,Viy Vier). Comme S est génératrice, tout
k

vecteur W de E s écnit comme combmaison linéaire des éléments de S, c.-i-d W = EA,—V,—.
=1

&
W est dlors aussi combinaison linéaire des ééments de &', car W = Z,l,-v’,- + 0 Ve
i=1

&' est done aussi une famille génératrice de E. ]

XA Indépendance linéaire

Quand on fait des calculs linéaires portant sur toute une famille Vi, ...,V de vecteurs
de E, il est important de savoir s'il faut vraiment manipuler tous ces vecteurs, ou bien
si on peut en éliminer certains, si ceux-ci s’expriment en fonction des autres (de fagon
linéaire). Dans le premier cas on a affaire i une famille libre, dans le second la famille
est liée. Les définitions suivantes expriment cela de fagon précise. Ici encore E désigne
un espace vectoriel.

Définition 8.6
On dit que deux vecteurs I/ et V de E sont colinéaires s’il existe A € R, tel que
V=AU oull =aV.

Exemple 8.4

1. Dans E = Rz,]cs vecteurs U = (3;2) et V = (9;0) sont colinéaires, car V =30,
2. Parcontre, si U = (2;5) et V = (6;3), alors Y et V ne sont pas colinéaires.
3. 51U = (0;0), alors U est colinéaire i tout autre vecteur V, carona I = AV pour 1 = 0.

Définition 8.7

m On dit que les vecteurs Vi, Vi, ..., V; de E sont linéairement indépendants
si on ne peut pas obtenir un de ces vecteurs comme combinaison linéaire des
autres. On dit aussi qu’ils forment une famille libre (ou un systéme libre).

m Si Vi, Va, ..., Vi ne sont pas linéairement indépendants, on dit qu’ils sont linéai-
rement dépendants ou encore qu'ils forment une famille liée (ou un systéme
li€).

Si les vecteurs sont linéairement indépendants, il est donc impossible d’écrire Vy
comme combinaison linéaire de Vs, ..., Vi, ¢’est-i-dire comme V, = Z AV
i#l

Introduction a l'algébre lintaire
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De méme impossible d'écrire V2 comme combinaison linéaire de V1, Vi, .., Vi, cest-
i-dire comme Vi = Z AV, etc.
i#2
Voici une formulation équivalente de 1'indépendance linéaire, souvent plus facile a
ufiliser dans la pratique.
Proposition 8.5

Les vecteurs Vi, Vz, ..., Vi sont linéairement indépendants si et seulement si
Iégalité 4,.V; + Ay. Vs + ... + 4.V, = Oentraine A, = A, = ... = 4, = 0.

Démonstration

L Supposons que ces vecteurs sont linéairement indépendants.
Sionad; -V + Va4 o+ 4, Vg = 0, supposons par 'absurde que 4; est non nul
i -1 b !
(ol j fixé est entre 1 et k). Alors V; = = Z‘l,-l-',-, ce qui signifie que 1'on a expamé V;
i'&g
comme combinaison linéaire des autres vecteurs. Ceci contredit 1'hypothése initiale que
les vecteurs Vy, Va, ..., Vi sont linéairement indépendants. Il n’y a done pas de A; non nul.
2. Réciproquement, supposons que 4; - Vi + 4o - Va+ ..+ 4 - Vi = Oentraine 4; = A
= ... = Ay = 0. On veut montrer gie ces vecteurs sont linéairement indépendants.
Supposons par 1"absurde qu’ils ne sont pas linfairement indépendants. Dans ce cas, I'un
de ces vecteurs, disons V', s"écrit comme combinaison linfaire des autres. Donc il existe
des r;, pour i # j, tels que V; = 3" Vi,
i#]
Onadone Vi + .+ g Vi — Vi+ i Vi + oo + Vi = 0, ce qui doit entrainer
par hypothise que tous les coefficients des V; sont nuls. Ce n’est pas le cas puisque le
coefficient de V; est —1. Il y a donc contradiction. Les vecteurs sont donc linéairement
indépendants. |

Proposition 8.6

Si.8 = (V},..-,V;) forme une famille libre de vecteurs de E, alors toute famille de
vecteurs obtenue en retirant 3 S un ou plusieurs vecteurs sera aussi libre.

Démonstration
-1 k-1

Retirons par exemple Vi. Supposons EA,-V,- =0 . Alors E,w,- +0:V; = 0. Comme Sest
E i=l

=1
libre, tous les coefficients sont nuls, c.-i-d. 4; = 0 pour tout i.
k-1
On a done Z.i,—lf,- =0=1;=0pourtouti <k— 1
=1

On en déduit que la famille (Vy,..., Vi) est libre. ]

PEA Bases, dimension

L'idéal pour faire des calculs dans un espace vectoriel E, ¢’est de pouvoir exprimer
tout vecteur de E en fonction d’ure famille finie de vecteurs (qui sera donc généra-
trice), mais en utilisant une famille juste suffisamment grande, ¢'est-i-dire sans vec-
teur de trop dans la famille. C'est le cas si la famille est libre puisque dans ce cas
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aucun vecteur de la famille ne s’exprime linéairement en fonction des autres vecteurs
de la famille. La famille de vecteurs idéale pour faire les calculs est donc génératrice
(tout s’exprime en fonction d’elle) et est libre (il n'y a aucun vecteur de trop dans la
famille). On appelle une telle famille une base.

Définition 8.8

Soit & une famille de vecteurs de E. On dit que & est une base si elle est libre et
engendre E.

Proposition 8.7
Une famille & = (#1; ...;€x) est une base de E si et seulement si tout vecteur V de
E s'écrit d'une fagon unique sous la forme d'une combinaison linéaire des élé-

n
ments de &, c.-i-d. sous la forme V = Z.{,e, Les A; sont appelés coordonnées

i=1
(ou composantes) de V dans la base S.J

Démonstration
~ Supposons que & est une base. C'est donc une famille génératrice, d’ ol I"existence pour

tout ¥V € E d'une combinatson hnéare V' = Z.Lwe,x Cette combinaison linfaire est-elle
=1

unique ?

n
Supposons par 'absurde qu'il en existe une autre, c.--d. V = Z piei. Par soustraction,
=1

on oblient Z{,m — A)e; = 0. Comme & est libre, on a nécessairement g; — A; = 0 pour
=1

tout § (= proposition 8.5), ¢ est=d-dire g; = A4; pow tout i, La combinaison linéaire est bicn
unique.

— Réciproquement, supposons que tout vecteur V de E °écrit d'une fagon unique sous la
forme d’'une combinaison linéaire des éléments de & Montrons que & est une base. C’est
une famdlle génératrice puisque tout vecteur est combinaison linfaire des ¢;. Reste & mon-
trer que & est libre.

Si Zj,e,- = D alors A; = 0 pour tout §, puisque le vecteur nul s'écrit lui aussi &' une fagon
i=1

unique sous la forme d"une combinaison linéaire des éléments de & Donc & est libre. =

Exemple 8.5

Pour E = B", la base la plus simple, appelée base canonigue, est formée des n vec-
teurs suivants : e; = (1;0:..;0) &2 = 0; 10,00, .y €4 = (0;...;0;1). En effet, si
V = (x1; %25 ...:) € B, on peut écrire V = x161 + 1262 + oo + K.

La proposition qui suit montre qu'une base comporte exactement le bon nombre de
vecteurs pour ére i la fois libre et génératrice, ni trop ni trop peu.



Mathém atiques en économie-gestion

& Démenstration
sur www.dunod.com

Proposition 8.8
Soit & = (e1;...;e,) une base de E. Alors :

(i) 51onlu ajoute un ou plusizurs vecteurs, on obtient une famille génératrice

lice.

(ii) Si on lui retire un ou plusieurs vecteurs, on obtient une famille libre non
génératrice.

Démonstration

(i) &estune famille génératrice, dene on sait qu'elle reste génératrice si on lul ajoute un ou
plusieurs vecteurs (» proposition 8.4). Montrons qu’elle devient liée si on lui ajoute un
vecteur e,49.

Comme & est génératrice, €,.1 est combinaison linéaire des éléments de & Mais ceci
signifie que (e1;. .. ; €q} €a41) N'est pas libre.

(ii) & est une famille libre, donc on sait qu'elle reste libre si on lui retire un ou plusieurs
vecteurs (- proposition 8.6). Montrons qu’elle n'est plus génératrice si on lui enléve par
exemple le vecteur g,.

Supposons par I'absurde que (e;; . . . ; €,-1) st génératrice. Alors g, 8"écrit comme com-

n-1
binaison linéaire des ¢;, pour i < n — 1, ¢’est-d-dire g, = Z&e,-.
i=1

Cela signifie que dans la base &, le vecteur e, s'écrit de deux fagons diff&entes :
=1

& = ZA,«e,— ete, = 1+ e, Clest impossible puisque I'on sait que tout vecteur s éerit
i=1

d'une fagon unique comme combinaison linéaire des ééments de la base. C'est donc que
(€15 .. ;) St pas génératrice. ]

Définition 8.9

Ondit que I'espace vectoriel E est de dimension finie s’il posséde une base formée
d’un nombre fini de vecteurs. Sinon on dit qu'il est de dimension infinie.

Exemple 8.6

1. L'espace vectoriel B2 est de dimension finie, car de base & = (e;;€3), olie; = (1;0) et
e =(0;1).

2, L'ensemble des fonctions de B dans E est un espace vectoriel de dimension infinie.

Une conséquence de la proposition 8.8 est que dans un espace vectoriel de dimension
finie, toutes les bases ont méme cardinal (c'est-i-dire sont composées d'un méme
nombre de vecteurs).

Théoréme

Théoréme de la dimension
Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases sont finies et ont
méme cardinal.
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Définition 8.10

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On dit que E est de dimension n si
les bases de E ont pour cardinal n. On note dim(E) = n.

Par convention on dit que 1'espace £ = {0} a pour base @, et que sa dimension
est 0.

Exemple 8.7

1. E? est de dimension 2, car (g1; e;) est une base de BZ, ol ey = (1; () et e, = (0; 1),

2. De méme, B" est de dimension n, car & = (e1;ez;...€,) est une base de B", o
e = (L0 .0 e = (010,00, ..., 60 = (0;...0;1). E est appelée base cano-
nique de B",

3. Toute droite vectorielle est de dimension 1. Eneffet, si V # O et E" = {2V, A € B}, alors
V est une base de E'.

4. L'ensemble 7 des fonctions de B dans R est un espace vectoriel de dimension infinie.
En effet, soit f; la fonction de B dans B telle que fi(x) = 0 six # i et (i) = L. Ao
{f1s. o offi) est une famille libre quel que soit k. On a done dans F des familles libres de
cardinal aussi prand que I'on veut. Si F était de dimension finie m, alors les familles libres
seraient de cardinal inférieur ou égal i n. C’est done que ¥ est de dimension infinie.

Proposition 8.2

Dimension d'un sous-espace vectoriel
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, et E' un sous-espace vectoriel

de E. Alors :

() dim(E’) < dinE) - —
(i) E'=E ¢ dim(E") =dim(E) sur www.dunod com
Exemple 8.8

Tout sous-espace vectoriel de R est de dimension inférieure ou égaled 3.

L'espace vectoriel des paniers de biens

a. On suppose que trois biens (supposés divisibles) sont disponibles. Notons x; la quantité de bien 1 achetée par
un agent donné, x; la quantité de bien 2 achetée par ce méme agent, et de méme x; la quantité de bien 3. On
peut alors dire que x = (x,x3,%3) est le panier de biens acheté par cet agent”. Les x; ne sont pas forcément
entiers car les biens sont supposés divisibles, et on va supposer ici que les x; peuvent ére négatifs (dans ce cas
il 8*agit d’une vente de bien i). L'ensemble E des paniers de biens est un espace vectoriel” de dimension 3. Une
base est donnée par & = (e1; e2; €3 ), 0l pour toul i on note ¢; le panier de bien uiquement composé d’ une unité
de bien i. Tout panier de bien peut en effet 8" écrire d’une fagon unique sous la forme x = x; e + X222 + Xae3.

2 1. Emer, M. Jeleva, Microéconomie, coll, « Openbook », Dunod, 2014, p. 97.
3 Sionsuppose que les x; sont forcément positifs, alors £ n'est pas un espace vectoriel

g
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¥

b. Supposons maintenant que e bien 3 est acheté (et vendu) de préférence accompagné de la méme quantité de
bien 2, car ces deux biens sont complémentaires. L'ensemble E” des tels paniers de biens est alors un sous-
espace vectoriel de E, ¢’est I'ensemble des paniers de 1a forme x = (x;,x2,x2). Cest un espace vectoriel de
dimension 2, de base (e1; £3), oll €5 = &2 + €3 est le panier de biens constitué d’une unité de bien 2 et d’une unité
de bien 3,

XA Rang d'une famille de vecteurs

Si une famille de vecteurs est liée, un ou plusieurs vecteurs de la famille s’ expriment
en fonction des autres. On peut donc écrire les calculs en se passant de ces vecteurs.
Le rang de la famille est le nombre de vecteurs de la famille que I'on doit garder, car
ne s’exprimant pas en fonction des autres.

Définition 8,11

On appelle rang d'une famille S de vecteurs, le nombre maximal de vecteurs
linéairements indépendants que I'on peut extraire de S.

Exemple 8.9

Supposons que S est une famille de deux vecteurs, § = (Vi; Va). Alors le rang de S est égali
2 si les 2 vecteurs ne sont pas colinéaires, le rang de S est égal 4 1 5'ils sont colinéaires mais
non tous deux nuls, et le rang de S est égal A0 & Vy = Vo =0,

Propaosition 8.10

Le rang d'une famille § de vecteurs de E est la dimension du sous-espace vecto-
riel engendré par 8.

Démonstration

Par définition, le rang de S est le cardinal de la famille libre 1a plus prande que 1'on peat
extraire de 8.

Soit & = (Vi;...; Vi) et rle rang de 8. On a nécessairement r < k. Soit £ le sous-espace
vectoriel engendré par S,

On peut supposer que £ = (Vy;...; V) est une famille libre (on peut toujours le supposer en
numérotant convenablement les vecteurs de 8). Si j = r,alors (Vi;. .. Vi, V) est lige. Donc
il existe 4y, Az, ..., ;. A non tous nals tels que 1, Vi + ...+ LV + 4V =0,

Si on avait 4; = 0, alors 4, Vi + ... + A4V, = Oavec Ay, Ay, ..., 4 non tous nuls, C'est
impossible puisque £ est libre,

-1
Donc 4; # 0, et on peut écrire V; = A—[A]V] +...+ 4, V] Tous les ¥y, pour j > r, sont

i
done combinaisons linéaires de Vy, ..., V,. Comme tout vecteur V de E’ est combinaison

linéaire de Vy, ..., V;, on peut en déduire que V est combinaison linéaire de Vi, ..., V..
Le sous-espace vectoriel £ est donc engendré par £ = (Vy;...; V,). Comme il §’agit d'une
famille libre, on en déduit que £ estune base de £'. On a done dim(E") = r. ]

Nous verrons que la notion de rang est importante pour déterminer le nombre de solu-
tions d"un systéme d’ équations linéaires.
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Chapitre 8

Proposition 8.11

On ne change pas le rang d’une famille de vecteurs si on ajoute i
I'un d’entre eux une combinaison linéaire des mtres.

Introduction a l'algébre lintaire

Démonstration

Soit § = (Vy;...; V) cette famille de vecteurs, et F le sous-espace vectoriel  poyr déterminer le rang d'une

engendré par 8. Le rang de fh:st]a dimension de E'. famille de vecteurs, il suffit de le
" ¢ : transformer en une famille

Posons W, = Vi + ; A4V et considérons maintenant la. famile 250 WS B AN

Sy = (W V.. V.

Toute combinaison linéaire de vecteurs de Sy est aussi une combinaison li-
néaire de vecteurs de S, et inversement, C'est pourquoi E' est aussi le sous-
espace vecloriel engendré par 5. Le rang de Sy est done égal 4 la dimension
de E', ce qui implique que S et S, ont méme rang, u

El Applications linéaires

Qu’est-ce qu'une application linéaire ?

Nous avons étudié les fonctions d’une variable réelle dans la premiére partie de cet
ouvrage. Les différentes variables économiques sont largement interdépendantes (pen-
sons aux prix de I'équilibre général étudié en section 1 de ce chapitre). C’est pourquoi
les économistes utilisent abondamment les fonctions de plusieurs variables. Nous les
étudierons de fagon générale aux chapitres 11 et 12. Pour I'instant, nous nous intéres-
sons aux plus simples d’entre elles, les applications linéaires.

Rappelons qu'une fonction d’une variable (de R dans ) est dite linéaire s'il existe
a € R tel que f(x) = ax. Elle consiste donc 4 multiplier la variable par un nombre
constant. Une telle fonction f aura les propriétés remarquables suivantes : pour tout x,
yeR,ona f(x+y) = f(x)+ f(y), et fldx) = Af(x) si A € R (propriétés que ne vérifie
pas par exemple la fonction définie par f(x) = x.

Une fonction de plusieurs variables sera dite linfaire si elle posséde des propriétés si-
milaires, qui permettent de simplifier considérablement nombre de calculs. Pour don-
ner la définition en toute généralité, nous utilisonsla structure d’espace vectoriel, et au
lien de parler explicitement de fonction de plusieurs variables, on dit que la fonction
est définie sur un ensemble E de vecteurs (comme les vecteurs prix P = (Py;...; P,)
de notre exemple initial}.

Définition 8.12

On suppose que E et F sont des espaces vectoriels.
On dit que f est une application linéaire de E dans F sic’est une application de
E dans F telle que :

Vx€E VyeE, flx+y)=f)+ 1

VxeE, YIeR, fld-x)=2-f(x).
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Remarquons que lorsque 1'on écrit x+ i il s”agit de I’addition dans E, mais que lorsque
I'on écrit f(x)+ f(y) il s’agit de 'addition dans F. De plus, A.x désigne la multiplica-
tion externe de E, et A+ f(x) désigre la multiplication externe de F.

Pour simplifier, on note de la méme facon 1'addition de vecteurs de E et celle de
vecteurs de F. On omettra le plus souvent le point « - » signalant la multiplication
cxtcrne.

Ajoutons que si f est une application linéaire, alors f{0) = 0 (on pourra le démontrer
en guise d’entrainement).
Notation

On note L(E; F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.
On note £(E) I'ensemble des applications linéaires de E dans E.

Définition 8.14

Si f € L(E), c’est-a-dire si f estune application linéaire de £ dans E, on dit que
f est un endomorphisme de E.

Exemple 8.10

1. L applicationde B dans B définie par f(x) = (3x; —2x3; x; +4x2) quand x = (x;; x2) € B
est une application linéaire. Par contre g définie par g(x) = (2] +8x:x, — 8xJ) n'est pas
linéaire.

2. Reprenons notre exemple initial de vecteur-prix avec 2 biens (section 1.2 de ce chapitre).
Sait f I'application de B dans B définie par f(P) = (8P; — 2P;;—2P; + 6F;). Alors f
est une application linéaire. Remarquons que I'équilibre général (E) s'écrit alors :

fUP) = (500;480)

3. L application de B dans B défime par f(x) = (25,4 %3 x3—4x;) pour x = (x;; X3 x3) € B
est une application linéaire.

Proposition 8.12
f est une application linéaire si et seulement si :

Wx, y €E, ¥4, pe R, flAx+py) = Af(x) + puf(y)

Démonstration

- Supposons que Vx, y € E, VA, pe R, f(lx+py) = Af(x) + pfy)
Alors on a clairement f(x +y) = f(x) + f(y) (prendre A = g = 1), et f(Ax) = Af(x)
{prendre u = 0). L' application f est donc bien linéaire.

— Réciproquement, & f est linéaire, alors fldx+py) = fllo) + flay) = Af(x) + pfly). =

Exemple 8.11

1. Sic € E,I'homothétie de rapport o est I'application f de E dans E définie par : Vx € E,
f(x) = ox. Cette application est linéaire de E dans E. En effet, f{x+y) = a(x+y) = ax+oy
= fl0 + fly), et flAX) = aldy) = (@Dx = Aax) = Af(x).

2. Laprojection de E = B dans F = R? définie pour x = (x; X33 x3) € B par f(x) = (xy; x2)
est une application linéaire.
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Proposition 8,13

Si f et g sont linéaires, alors f + g est linéaire. 8i @ € R et f est linéaire, alors af
est linéaire.

Démonstration

(f + @l + py) = fldx +py) + gldx + py) = Af(x) + pf () + Ag(x) + pgly)
= A(flx) + g(x)) + pf () +9y)) = AF + G (x) +p(f + giy)

Done f 4 g est linéaire.
(aN)(de+ ) = ef(Ax +py) = aldf () + pf)) = alf(x)+ apfy) = AaHx) + pla )
Donc a f est inéaire. u

Proposition 8,14

Supposons que E, F et G sont des espaces vectoriels, que f est une application
linéaire de E dans F, et gune application linéaire de F dans G. Alors geo f estune
application linéaire de E dans F.

Démonstration

go fest clairement une application de E dans G. Montrons qu’elle est linéaire.

VxeE VyeEVYAcRYuceR, (go f)(dx+ uy) =g (f (Ax+ ) = glAf(x) + uf(y)
car f est linéaire

= Ag(f(x)) + pg (f(y)) car g est linéaire.

=Algo fi(x)+ulge f)(y)done g o f est inéaire, u

" : :
E®A Image, noyau et rang d'une application
linéaire

= L'image d’'une fonction est 'ensemble des valeurs qu’elle peut prendre. Quand on
étudie une fonction, il est important de connaitre son image, pour savoir si elle peut
prendre n'importe quelle valeur, ou bien seulement certaines, et si oul lesquelles.
Par exemple, la fonction définie de R dans B par f(x) = 2* a pour image F,. Cela
signifie en particulier que 1'équation f(x) = —3n'a pas de solution dans E.
Quand la fonction étudiée est une application linéaire, son image est un sous-espace
vectoriel, ce qui entralne certaines propriétés importantes que nous allons voir.

» Etudier une fonction f, c’est souvent aussi ére capable de résoudre 1'équation
f(x) = 0. Par exemple, en économie, déterminer quand la fonction de profit s’ annule
est une question importante. On s’est déja penché sur 1'équation f(x) = 0 quand f
est un polyndme (» paragraphe 6.3.3, chapitre 1). Si f n'est pas un polynéme mais
est une fonction continue de B dans R, le théorime des valeurs intermédiaires nous
aide & trouver un encadrement des solutions de cette équation (» paragraphe 5.1,
chapitre 4).

Quand f est une application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vecto-
riel F, I'équation f(x) = 0 signifie que I'on cherche les vecteurs x de E tels que f(x)

8
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soit égal au vecteur nul dans F. L ensemble des solutions de f(x) = 0sappelle alors le
noyau de 1’application linéaire f, et c’est un sous-espace vectoriel dont les propriétés
aident & comprendre le comportement de f.

Définition 8,15

Soit f une application linéaire de E dans F.

L’image de f est I’ensemble des f(x), quand x € E. On la note Im(f) ou f(E).
C’est une partie de F.

Le noyau de [ est I'ensemble des x € E tels que f(x) = 0. On le note Ker(f).
C’est une partie de E.

Exemple 8.12

L'application f de B dans B? définie pour x = (x1; x2) € B par f(x) = (x; +x2; 231 + 2xz) est
une application linéaire. On remarque que si y = f(x), alors y = (1; y2) est tel que y = 2y,.
Limage de f est {(1;21); A€ B} = Vect(I'), ot U = (1;2). Cest une dmile vectorielle.

Le noyau de f est Ker(f) = {(x1; ) tel que x; + x; = 0} = {(4;—1);4 € B} = Veet(V), ol
V = (1;—1). Cest également une droite vectorielle.

Proposition 8.15

Soit f une application linéaire de E dans F. L'image de f est un sous-espace
vectoriel de F. Le noyau de f est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration
11 suffit de montrer qu'ils sont stables pour I' addition et pour la multiplication par un scalaire.

— 8i fix) et fly) sont deux déments de I'image, alors fix) + f{y) = f(x + y) qui est aussi
dans 1'image.

Sia € R et fx) dans 'image, alors af(x) = f(ax) qui est dans I'image. L'image de f est
done bien stable pour ces deux lois, ¢’est done un sous-espace vectoriel de F.

— 5i x et y sont dans le noyau, alors f(x) = 0 et fly) = 0. On en déduit que fix + y)
= fix) + fly) = 0. Donc x + y est dans ke noyau. Celui-ci est done stable pour 1" addition.
Sia € R et s1 x est dans le noyzu, alors f(x) = 0. On peut alors écrire flax) = of(x)
= a0 =0, donc ax estdans le ncyau. Celui-ci est donc aussi stable pour la multiplication
par un scalaire, d ol le noyau est un sous-espace vectorel. |

Définition 8.16

Soit f une application d'un ensemble E dans un ensemble F.

m Ondit que f est surjective si tout élément de F posséde au moins un antécédent
dans E par f, ¢’est-d-dire :

¥Yye F,AxeE telque f(x) =y

= On dit que f est injective si tout élément de F posséde au plus un antécédent
dans E par f, ¢’est-i-dire :

¥, X eE, f()=f(x)=>x=x
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m On dit que [ est bijective si elle est surjective et injective, c¢’est-i-dire si tout
élément de F posséde un et un seul antécédent dans E par f, c’est-a-dire :
Pour tout y € F, il existe un et un seul x € Etel que f(x) = y.

Remarquons que ces définitions sont trés génecrales. Elles ne supposent pas que E et
F sont des espaces vectoriels.

Exemple 8.13
1. Soit E = {a; b;c;d} et F = {xy;z}. Considérons " application f de E dans F, définie par
flay = x, f(b) = flc) =y el f(d) = z. Alors f est surjective mais non injective,

2. Soit E = {1;2;3;4} et F = {5,6:7;%;9; 10}. Considérons I"application f de E dans F,
défime par f(x) = x + 5, pour tout x € E. Alors f est injective mais non surjective.

Proposition 8,16

Si f € L(E; F), alors on a les équivalences :
(i) f estsurjective < Im(f) = F

(if) festinjective & Ker(f) = (0)

Démonstration

(1) vient immédiatement de la définition de la surjectivité.

Montrons (ii).

~ 8i f est injective, alors 0 € F a un antécédent au plus. Comme f(0) = 0, done cet unigue
antécédent est 0.
Ker(f) = {x & E; f(x) =0} donc Ker(f) = {0}

— Réciproque. Supposons que Ker(f) = (0} et montrons que f est injective.

Soit y € F. 8i ya deux antécédents x, x" € E, avec x # x", alors y = fix) ety = fx).

Done f(x) = filx), dob flx— x') =0, c’est-d-dire x — x* € Ker(f).

Mais Ker(f) = {0}, donc x — x" € Ker(f) =2 x— x’ =0, ¢’est-d-dire x = x".

y o peut donc pas avoir deux antécédents différents. Tout élément de F admet au plus un

antécédent par f, donc f est injective. ]

Définition 8,17

Le rang d’une application linéaire est la dimension de son image : rg(f) =
dim(m(f)).

Proposition 8.17

Soit (e, . ..,e,) est une base de E.

Pour connaitre 1"application f, il suffit de connaitre les fle;), pour 1 <i = n.

On aIm(f) = Vect(f(e;),. .., fle,)), et le rang de f est égal au rang de la famille
de vecteurs (f(e1), . .., flea)).
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Démonstration
Six £ E, alors x 8" écrit sous la forme x = Zx,e, Ona f(x) = {Z xwe,] Zx,f{e,),

done diss que 'on connait les f(e;), on peut m dédum: f(x) pour n’importe quel xE E.
Tous les fie;) sont dans Im( f), et I' ensemble Im{f) est un sous-espace vectoriel,
done Veet(fley), . ..o flea)) © Lm(f).

"
Inversement, soit iy € Im{f). Il existe x € E tel que y = f(x). Mais x 8" écrit x = Zx;e,—,

i=1
donc flx) = Zx.-f(e.-) € Vect(f(ey),...,fle,)). On a donc bien Im(f) =
=1
Vect(fler), . . ., flead).
Enfin, rg(f(e1), . . . ,flea)) = dim Vect(f{ey), .. . ,flen)) = dimIm(f) = rg(f). =
Proposition 8.18

Si f est une application linéaire de E dans F, oit E et F sont des espaces vectoriels
de dimensions finies, alorson a :

(i) rg(f) <dim(F)
(i) rg(f) <dim(E)
Démonstration

(1) est évident car rg(f) = dim({Im{f)) ot Im{f) C F.

(i) rg(f) = dim(Im(f)) od Im(f) est le sous-espace vectoriel de F engendré par
(fler)s. ... flea)), o (e, ... e,) base de E. Donc 1g(f) < n = dim(E). ]
Proposition 8.19

Sif e L(E;F), ou E et F sont des espaces vectoriels de dimensions finies, alors
ona:

(i) f estsurjective ¢ rg(f) =dim(F)
(if) f estinjective < rg(f) = dim(E)
(iii) f est bijective < rg(f) = dim(E) = dim(F)

Proposition 8.20

Il existe une application linéaire bijective entre les espaces vectoriels E et F si et
seulement si dimi E) = dim( F).

Démonstration
— 5i f est une application linéaire byjective entre E et F, alors rg(f) = dim(E)
et rg(f) = dim(F), d"od dim(E) = dim(F).
— Réciproque. Soit n = dim(E) = dim{ F).
Considérons & = (e, ... ,e,) une base de E, et F = (uy, .. .,1,) une base de F.
Soit f 'application linfaire de E dans F définie par : f(e;) = w; pour tout §.
Alors Im(f) = F, donc 1g(f) = n et f est bijective. |
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Proposition 8,21

Si E et F sont des espaces vectoriels de méme dimension finie n, et si f est une
application linéaire de E dans F, alors on a équivalence entre :

(i) f estinjective

(ii) f est surjective

(iii) f est bijective

Démonstration

Toute application bijective est injective et surjective, donc on a : (i) = (i) et (iii) = (i),

— Si festinjective, alors rg(f) = dim(E) = n. Comme dim(E) = dim(F), on a donc rg(f) =
dim(E) = dim(F), ce qui implique que f est bijective. On a bien montré que (i) = (i)

— Si f est surjective, alors rg(f) = dim(F) = n. Comme dim(E) = dim(F), on a donc
rg(f) = dim(F) = dim(E), ce qui implique que f est bijective. On a bien montré que (i)
=s (iil). ]

Définition 8.18

Une application linéaire bijective d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel
F s'appelle un isomorphisme.

Proposition 8,22

Si f est un isomorphisme de E dans F, alors son application réciproque [~ est
aussi un isomorphisme.

Démonstration

£ est bijective, donc admet une application réciproque [~ ! de F dans E, bijective elle aussi.
Montrons que f" est linéaire.

Soity,y e Fetde B Nownsx = f iyl et = ')

f est linéaire, done ona f(x+X) = fx) + f(X) =p+y.

Doiix+ ¥ = f iy + ), cest-d-dire F 3y + 00 = F Ny + 1)

De méme, f est linéaire done fAx) = Af(x) = Ay.

Dol dx = f(dy), ¢ est-d-dire Af ) = £ (Ay).

Finalement, on amntn&qucpmrtmty yEFetdleR, cmaj_ y+y)= j_ -+ f (y’)
et F(Ay) = A7 (), donc T application £~ est lindaire.

Théoréme

Théoréme noyau-image

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, et f une application

linéaire de E dans F. Alors : EOQUR ALLER PLUS LOIN
dim({Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim{E) * Démonstraticn

sur www.dunod.com
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a.

1)

2)

Qui paie quoi?

Supposons qu’ Alfred décide d’acheter un certain nombre de biens : il achéte une quantité x; de bien 1, une
quantité x; de bien 2, une quantité x; de bien 3. On note p; le prix du bien i, pour 1 <i < 3. On suppose p; > 0
pour tout 7. Le codt total est fi(x; x5 x05) = prxg 4 poxe + paxs. Iei f est une application linéaire de E dans B,
ol E est ’espace vectoriel des paniers de biens (» 1" espace vectoriel des paniers de biens, fin de 1a section 2.5).
Limage de fest K, car le colt total pyx; + paxz + psxs peut prendre n'mporte quelle valeur s1 xp, xz, X3 € K
(rappelons que si x; est négatif, cela signifie qu” Alfred vend le bien 7). On a donc rg(f) = dim(Imj) = 1.

Le noyau de f est 'ensemble des paniers de biens tels que f(x;; xz; x2) = 0, ¢’ est-3-dire dont le cofit est nul 11
est clair que pour avoir un cofit nul, il fant acheter certains biens mais en vendre d' autres, done avoir x; = 0 pour
certains biens, et x; < 0 pour d’autres biens. Le noyau est Ker( f) = {(x1: x2; x3); prxg + paxz + paxs = 0F. Clest
un sous-espace vectoriel de E. Ici le noyau est de dimension 2 (d’ apréts le théoréme noyau-image), de base par
exemple (V,V'), oa V = (1;0; _—Pl), et Vo= (0 1; 3‘;. Le vecteur V désigne le panier de bien consistant &
acheter une unité de bien 1, et & i't:nd:c ce qu'il faut zlc bien 3 pour pouvoir payer exactement cette unité de
bien 1. De méme V' est le panier de bien consistant & acheter une unité de bien 2, et & vendre ce qu'il faut de
bien 3 pour pouvoir payer exactement 1"unité de bien 2.

On retrouve bien dim Ker(f) +rg(f) = dim E = 3,

Supposons maintenant qu’ Alfred et Bertrand sont deux amis, et qu’ils achiétent ensemble ces biens. Le cofit
total sera toujours pyx; + paxa + psxs, mais le colit pour chaque personne dépendra de la fagon dont ils se
répartissent les dépenses. Notons iy ce que dépense Alfred, et i ce que dépense Bertrand.

Remarquons que x = (] x5 x3) est ke vecteur représentant le panier de biens achetés, et ¥ = (Y1) estle
vecteur des dépenses.

Si chacun paie 50 % du coflt total, ona:
1 v 1<
¥ = (1) = glxixei) =[§ ;P.'I:; 3 ;RI:

oll g est une application linéaire de E dans B®. Comme le partage du cofit total se fait i égalité, 1'image de
g est 'ensemble des (yy; ;) tels que iy = ys. Cest un sous-espace vectoriel de dimension 1 de B2, Tous les
paiements (1;; i2) ne sont pas possibles puisque 'on a la contrainte iy = i, ¢’ est-d-dire qu’ Alfred et Bertrand
paient la méme chose.

Dapris ke théoréme noyau-image, on a dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(E), avec ici dim(Im(f})) = 1 et
dim(E) = 3, donc dim(Ker(f)) = 3—1 = 2. Le noyau de f est de dimension 2, et a pour équation pyx; + paxs +
paxs =00

5i Alfred et Bertrand paient chacun 50 % des deux premiers biens, et Bertrand paie seul le troisiéme bien
(celui-ci n’intéressant pas Alfred), alors :

1 1
¥ = (thiyz) = hixy; 2 x3) = E(Plxi + p2xz); E(P]x] + paxz) +Psxs]

oii h est une application linéaire de E dans B,
Ici:

1 1
Im(h) = {(E(P’ X1+ paxa); E(pm + )+ PsIJJ;(Jﬁ;Iz; x3) € R’}

= {011+ BP0 1) 4 1 05 10 (o ) €
d’oi Im(fi) est le sous-espace vectoriel engendré par (1; Iy et (0; 1). On a donc Im(h) = B

On en déduit que tous les paiements (y;; 1) € B sont possibles.
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Les points clés

=» Un espace vectoriel est un ensemble muni d’une loi interne (1’addition de vec-
teurs) et d'une loi externe (la multiplication par un réel) qui vérifient certaines
propriétés simples, qui font que celles-ci fonctionnent de fagon similaire i I'addi-
tion et multiplication dans .

=» Une famille de vecteurs (V; .. .; V}) est génératrice si tous les autres vecteurs V
s’expriment comme combinaisons linéaires de ces vecteurs (c’est-a-dire que V
peuts’écrire V =4, V) +. .. + 4 Ve)

=» Une famille de vecteurs est libre si aucun vecteur de cette famille ne peut s expri-
mer comme combinaison linéaire des autres vecteurs de cette famille.

=» Une base est une famille de vecteurs qui est & la fois libre et génératrice. Tout
vecteur s'exprime de fagon unique comme combinaison linéaire des vecteurs de
la base. Cette propriété simplifie les calculs, d’autant plus que dans un espace
vectoriel donné toutes les bases comportent un méme nombre de vecteurs. Ce
nombre est appelé dimension de 1'espace vectoriel.

<> Les calculs impliquant des fonctions de plusieurs variables sont plus simples si
celles-ci sont des applications linéaires.

=* Pour qu'une fonction f de plusieurs variables soit une application linéaire, il faut
que 1'ensemble de départ et celui d'arrivée soient des espaces vectoriels, et que
cette fonction transforme une combinaison linéaire de vecteurs de 1'espace de
départ, en la combinaison linéaire correspondante dans 1’espace d’arrivée, c'est-
a-dire flA V) +. ..+ Vi) = (V) +. .+ A f(Ve).
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EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

www.dunod.com

Quiz
1 VraiFaux

Dites siles affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
Justifiez vos réponses.

1. Laréunion de deux sous-espaces vectoriels de E est
un sous-espace vectoriel de E.

2. L'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E
est un sous-espace vectoriel de E.

3. 5iVy, Vs, ..., Vi sont des vecteurs deux i deux li-
néairement indépendants, alors (Vi;...; Vi) est une
famille libre.

4, L'ensemble des suites de nombres réels est un espace
vectoriel de dimension infinie.

» Corrigés p. 368

Exercices

2 Sous-espaces vectoriels
Les parties suivantes de B sont-clles des sous-espaces
vectoriels de B ?

1T A=llxypZx-yxy R}

2. B={(x;52x—y) vy €R}
3. C={x+2Zy;2x—y); x. y e R}
4. D={(xw3)ixych]

3 Applications linéaires de R dans &

1. L'application f, définie de B dans B par f(x) = 4x
est-¢clle inéaire 7
2. Méme question pour g définie par g(x) = 4x°.
3. Méme question pour i définie par h{x) = 4x+ 1.
» Corrigeés p. 368

4 Applications linéaires de E dans E
Scient f et g deux endomorphismes de 1'espace vec-
toriel E, ¢’est-ii-dire deux applications linéaires de E
dans E,
1. Montrer que Ker(f) c Ker(g o f) et que Im(g o f) C
Im{g).
2. Endéduire que rg(go f) < rg(f) et querglgo f) <
rg(g).
» Corrigés p. 368

5 Plans vectoriels

1. Soit E= {{x;y;z)3x+2y— 42 =0}
Montrer gque E est un sous-espace vectoriel de B,
Déterminer une base de E.

2. Mémes questions pour F = {(x; y; 2): 2x—3y+5z = 0}

3. Mémes questions pour G = {(x;y;zhx—y4+z=0et
2x+3y+dz =0}

6 Bases

1. Posons UV = (1;2), V = (0 L) et W = (1;4) trois
vecteurs de R, Les familles suivantes de vecteurs
sont-elles des bases de B* 7
a. (U; VW)

b. (U:V)
€. (U; W)
d. (U;20)
e.(%U+V;W)

2, Posons U = (L 1), V=0, 100t W = (4,200
trois vecteurs de B, Les familles suivantes sont-elles
des bases de B 7
a. (L viw)

b. (U; V)
. (V;W; V +2W)
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7 Paniers de biens

On suppose que quatre biens (divisibles) sont dispe-
nibles. Notons x; la quantité de bien i achetée par Cé-
cile (il s’agit en fait d'une vente si x; est négatif). L'en-
semble E des paniers de biens x = (x5;...;x4) est un
espace vectoriel.

1. Supposons que les biens 1 et 4 sont complémen-
taires, de telle sorfe que le bien 1 est acheté (ou
vendu) accompagné de la méme quantité de bien £,
Donner 1'équation du sous-espace vectoriel E; des
paniers de biens satisfaicant cette contrainte. Quell
est la dimension de E; 7

2. Méme question si tous les biens sont complémen-
taires.

3. On considére I'ensemble E; des paniers de biens
contenant exactement 5 unités de bien 4. Est-ce un
sous-espace vectoniel de E7

8 Noyau, image

1. On considére I’ application linéaire f de B? dans B2
définie par :

Flxns x2) = (23 + 302:3 10 + 4x2)

pour tout (x;,x2) € B2,

a. Résoudre 1" équation f(x;; x;) = (0;0).

b. En déduire le noyan de £, U'mmage de f, et leurs
dimensions.

€. L'application f est-elle injective 7 Surjective 7 Bi-
jective ?

d. Combien y-at-il de solutions & I équatiom
Flxyixz) = (7:11) 7 (sans calculs)

Chapitre 2 Introduction a I'algébre lindaire

2. Mémes questions pour f de B dans B® définie par :
Flxixz) = (2 + 3xz; 42, + 6x3)
pour tout (xy,xz) € B2

9 Qui paie ?

On considére I'ensemble E des paniers de biens vu &

I'exercice 7. Didier, Estelle et Farid achétent ensemble

un panier de biens. Les prix unitaires des différents biens

sont les suivants (p; désigne le prix unitaire da bien 1) :
=12, pa=9: ps=ldetpy =11

Comme ils n'ont pas tous les mémes pofits et les mémes

revenus, il est décidé le partage suivant :

— Les trois amis contribuent 4 égalité au paiement des
biens 1 et 2.

— Seuls Estelle et Farid paient lebien 3, ce demier n'in-
téressant pas Didier. I1 paient 50 % chacun du cofit du
bien 3.

— Didier paie seul le bien 4.

Siles x; sont négatifs (c.-i-d. 8’1l s agit de ventes) le par-

tage se fait de la méme maniére.

Notons ¥y, iz, ys ce que dépensent respectivement Di-

dier, Estelle, Farid. Le vecteur y = (y1,42,3) est une

fonction de x = (x;,%2,X3,24), qu'on écrit y = g(x).

1. Barire explicitement la fonction g. Montrer que g
est une application linéaire. Déterminer son image
et son noyau, et donner les dimensions de cenx-ci.
Est-il possible ques les dépenses soient réparties de
1a fagon suivante :

Didier dépense 20 euros, Estelle 10 euros et Farid
15 euros 7

2. Mémes questions, mais on suppose qu’Estelle ne

contribue pas au paiement du bien 2.



Chapitre

maginons une économie avec un seul ftype

d’ordinateur fixe. L'équilibre sur le marché de

cet ordinateur est atteint pour le prix qui égalise
offre et demande. Trouver le prix d’équilibre, c’est
résoudre une équation i une inconnue.

Supposons maintenant qu’il y a aussi un modéle
d’ordinateur portable disponible. Le marché du por-
table interagit avec celui du fixe, car par exemple, si
les portables sont trop chers, la demande de fixes va
augmenter. Pour déterminer I'équilibre économique,
il fant donc trouver ' équilibre simmltanément sur les
deux marchés, c’est-a-dire résoudre un systéme de
deux équations & deux inconnues, ol les inconnues
sont les prix des deux biens. S'il y a n biens dont les

nomique revient 3 résoudre n équations 4 n incon-
nues. Cela peut étre trés compliqué, sauf si ces équa-
tions sont linéaires.

Dans ce cas, il s’agit de résoudre un systéme
d’équations linéaires. On peut ranger les coefficients
des différentes variables de chaque équation dans un
tableau, que 1'on appelle une matrice. Le détermi-
nant de la matrice nous permet de savoir s les co-
lonnes de la matrice sont linéairement indépendantes
ou pas. Elles sont linéairement indépendantes si le
déterminant est non mul.

Il y a alors une unique solution au systéme, c’est-
a-dire un unique équilibre général, que 1’on pent cal-

demandes interagissent, déterminer 1'équilibre éco- culer A I'aide des coefficients de la matrice.

LES GRANDS
AUTEURS

Al-Khwarizmi (780-850)

Al-Khwarizmi est un mathématicien persan travaillant 2 Bagdad sous le régne du calife
Al-Mahmoun, qui favorise le développement des sciences, notamment en encoura-
geant la traduction en arabe des oeuvres de la Gréce ancienne. Al-Khwarizmi travaille

ala « Maison de |la sagesse », sorte de centre de recherche fondé par le calife a Bag-

)
AT v dad. |l écrit un traité sur la numération indienne, qui fait connaitre celle-d au monde
Y 7 \\ | arabe puis & 'Occident. |l s'inspire notamment de Brahmagupta. Al-Khwarizmi ex-
- =4\ y// pose dans ce livre des procédures opératoires, si bien que son nom a donné naissance

v‘—@ o, au mot « algorithme ».
17 " A Il est I'auteur du livre fondateur de |'algébre Kitab af jabrw'al mongaba, c'est-adire le

livre de la transposition et de |a réduction. Ici af jabr traduit par « la transposition » si-
gnifie dans une équation le fait d’enlever un terme comportant un signe négatif pour
le mettre de |'autre coté de |"équation avec un signe positif. Ce terme af jabr est a l'ori-
gine du mot algébre. Dans cet cuvrage, Al-Khwarizmi expose de fagon systématique
la méthode pour résoudre une équation du second degré. m



Matrices, determinants
et systemes d’'équations
linéaires

Plan

T e Pl e e e 216
1 Déterminant d'une familledevecteurs .. .................cocciiiinn. 231
[E] Déterminant d'une matrice camée . ..............cooiiiiiii i 240
£ Déterminant d'un endomorphisme .............cooiiiiiiiiiiiiiiiiienns 249
E Systémes d'équations linéaires ............. ... . ... oo 250
@ Laméthodedupivotde Gauss.............c.o0oviiviiviinniiiirnnnennnns 258

Objectif

= Comprendre comment manipuler des matrices.

- Calculer des déterminants et utiliser les déterminants pour inverser une ma-
trice et trouver le rang d'une matrice ou d'un systéme d'équations linéaires.

-» Résoudre un systéme d'équations linéaires, notamment pour un systéme carré
inversible.

=» Connaitre la méthode du pivot de Gauss et &tre en mesure de 'appliquer a
I'inversion d’une matrice, larésolution d'un systéme d‘équations linéaires, le calcul
du rang d'une matrice ou d'un systéme de vecteurs.
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K} Matrices

Qu'est-ce qu'une matrice?

Quand on veut résoudre un systéme linéaire, par exemple 1'équilibre général (EG,)
(» chapitre 8, section 1.3), on est amené 2 utiliser des tableaux de nombres que 'on
appelle matrices. Pour comprendre comment on trouve les solutions d’un systéme
linéaire, il faut d’abord savoir manipuler les matrices.

Définition 9.1

On appelle matrice de type (p: n) un tableau a p lignes et # colonnes, comportant
pn nombres réels. Une matrice A sera notée :

Q1 @12 e e Qg

A= (‘J:';;')Isfsn = i
1=j=n

dpl dpin
L'élément a I'intersection de la ligne i et de la colonne j est a;,j.
On note M,,i,. I’'ensemble des matrices de type (p; n).
Si la matrice comporte une seule colonne (n = 1), on dit que c’est une matrice-
colonne ou un vecteur-colonne.
Sila matrice comporte une seule ligne (p = 1), on dit que c’est une matrice-ligne
ou un vecteur-ligne.

Exemple 9.1
2 7 -58 3

Lamariced=| 4 37 -3 0 |estdetype (3;4)car elle comporte 3 lignes et
23 12 1 05

4 colonnes.

EFA Matrices et applications linéaires

Matrices, applications linéaires et systémes d’équations linéaires sont des notions in-
timement liées. Nous allons tout d'abord étudier le lien entre matrices et applications
linéaires.

On considére deux espaces vectorizls E et F, avec dim(E) = n et dim(F) = p. Soit f
une application linéaire de E dans F. On a une base & = (ey,..., e,) de E, et une base
F = (u1,..., up)de F.

n
Pour connaitre complétement f, il suffit de connaitre les f(e;). En effet, six = Z Xjej,
=1
" i
alors f(x) = Zx;-f(e‘,-). Quand on connait les fie;), on peut donc en déduire f(x)

7=
pour tout x € E. Remarquons que f(e;) est un vecteur de F, donc s’exprime comme
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Chapitre 9 Matrices, déterminants et systémes d'équations linéaires

combinaison linéaire des w;. Pour chaque j, il existe donc des nombres réels a;,
P

a3;jy - Op;j tels que flej) = Zai;;'“i-
=1
On range tous ces coefficients a; ; dans une matrice, en faisant figurer les coordonnées
de f(ey) dans la base F daons la colonne j de cettz matrice. Comme il y a p coordon
nées, cette matrice aura p lignes. Comme les f(2;) sont au nombre de n, la matrice
aura i colonnes.
Définition 9.2

La matrice de f relative aux bases & et 7 est lamatrice dont les colonnes sont les
coordonnées des vecteurs f(e;) dans la base 7 :

Mat(f,&6,) =

api1 dpin

ot les a;;; sont tels que f(e;) = i: a;; ji; pour tout j, avec 1 < j < n.

=1
Quand on connait la matrice de f relative aux bases £ et #, on connait tous
les f{e_,} On connait alors oomplétemem f, car comme mentionné plus haut, si

S Z xje ;, alors ona f(x) = ZX;f(e;) = Z Z Xyl i

J=1 J=l i=1

Exemple 9.2
Sidim(E) = n = 2et dim(F) = p = 3, on a une base & = (e,e2) de E, et une base
= {1y ,0t2,043) de F. Supposons que la matrice de f dans les bases & et 7 soit la suivante :

2 5
A= 1 -4
-2 2

Cela signifie que fie)) = 2Zuy + 1 — 2us et que flea) = Suy — dus + 2us.
SixeE, avec x = dyey + Azez alors :

Flx) = Lifle) + Aaflen) = A [2uy +up — 2us] + Az [Sug — daep + 2us]
Done :

Jx) =124 + 5420 + (4 —4dg )z + (-2 + 2oz

Qui paie quoi? (suite)
Poursuivons I'application économique de la fin du chapitre 8. On suppose qu’Alfred et Bertrand paient chacun
50 % des biens 1 et 2, et Bertrand paie seul le bien 3. Le vecteur des paiements y = (i y2) 8 obtient en fonction
du vecteur panier de biens x = (x;; x2; x3) & 1"aide de I" application linéaire b :

1 1 1 1
¥ =11 Y2) = hlxg; xz; x3) = (EPI X+ S P s PN+ g P+ PJXJ)
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Dans I'espace vectoriel des paniers de biens E. prenons pour base & = (ey,e2,e3), ol ¢; est le panier de biens
contitué uniquement d’une unité de bien i.

Dans F = B2, I'espace vectoriel des paiements, prenons pour base F = (1y,02), olt 1ty = (1;0) et uz = (05 1). La
matrice de k relativement aux bases Sel F est aors :
éPl %Fz o
1 1

Epl §P2 Ps

Mat(h,&,F) =
Les coordonnées de hi(e;) dans 1a base F figurent dans le j colonne de la matrice. La colonne j indique done la
répartition des paiements pour 1’achat d’une unité de bien j.
1 ]
On voit qu'une unité de bien 1 entraine un paiement de Epl 4’ Alfred, et de ip] de Bertrand (colomne 1). Pour une

1 1 . " "
unité de bien 2, il ¥ aura un paiement de - p; d” Alfred et de — p, de Bertrand (colonne 2). Enfin, une unité de bien

3 entraine un paiement de 0 d' Alfred et de py de Bertrand (colonne 3).

EFEN Opérations sur les matrices

Rappelons que I'addition d’applications linéaires est définie comme 1'addition de
fonctions de variable réelle, de la fagon suivante : si f et g sont des applications li-
néaires de E dans F, alors f + g est1'application qui & tout x de E associe f(x) + g(x),
ce que 1'on peut résumer en crivant :

U +9)x) = fx) + g(x)
On voudrait définir 1’addition de matrices de fagon i ce que la matrice de f + g soit
la somme des matrices de f et de g, relativement aux bases & et F fixées. Ceci nous
conduit & la définition suivante.
Définition 9.3
SoitA = {ﬂi;j)lsrsp etB = {b,—-_;-)msp deux matrices de type (p; n).
1=j<n 1<j<n

On appelle somme de A et de B, notée A + B, la matrice C = (c,--,‘,-)lgsp telle que
1=j=n
Cij = diyj +bf-uf pour tout i, j.

Proposition 9.1

On suppose que & est une base de E et que ¥ est une base de F. Soit f et g des
applications linéaires de E dans F. Notons A la matrice de f et B la matrice de g
relativement & ces bases. Alors C = A + B est la matrice de f + g relativement a

ces bases.

Démonstration

Si Mat(f) = A = (ay,)1sesp et si Matlg) = B= (b, isizp, ona :
1= j<n 1% jsn

flejy= iﬂ:;jﬂi et gle;) = ibju'“u' pour tout j.
=

=1
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1=

» " n
Alors ona (f + g)(e)) = fle)) + gle)) = Za,—;;u,- # Zbi,-u,- = Z(a,-”- +hiu =Y
=1 =1 =1 i

si bien que C est la matrice de [+ g. |

De méme on va définir la multiplication d'une matrice par un réel, de fagon i ce que
T matrice de A, soit égale & A [uis la matice de [
Définition 9.4
Soit A = (a,-;;)ls,,-sp etteR.
1<jgn

On note 1.4 la matrice B = (b;J);EE, telle que b;; = Aa;; pour tout i, j.
1=jzn

Propaosition 9.2

On suppose que & est une base de E et que 7 est une base de F. Soit f une
application linaire de E dans F, et 1 € R. Notons A la matrice de f relativement i
ces bases. Alors B = A.A est la matrice de A.f relativement i ces bases.

Démonstration

P
SiMat(f) = A = (as;) 1c5cp 0n 8 fle;) = ) aijt; ponr tout j.
1sjsn

=1

=1 i=1

P P
Donc (Af)e) = A fle) = A - ) ayw = ia Caty = ) b
i=1
si bien que B est la matrice de A f. "

On va maintenant définir le produit des matrices, de fagon i ce que la matrice de g o f
snit &gale A la matrice de g multipliée par 1a matrice de f.

Définition 9.5

Soit B = (b;-d-)lgs,, une matrice de type (g; plet A = {ﬂi;j)lsisp une matrice de
15jzp 12j2n

type (p:in).

On appelle produit de B par A, noté B % A ou BA, la matrice C de type (q; n)

r
telle que C = (C"“){fﬁﬁ oil ¢ = Zb;*a*-_;- pour tout i, j.
= k=1

Quand on multiplie une matrice de type (g: p) par une matrice de type (p; n), on ob-
tient une matrice de type (g, n). Autrement dit, une matrice i g lignes et p colonnes
multipliée par une matrice i p lignes et n colonnzs donne une matrice & g lignes et n
colonnes.
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Proposition 9.3

Soit E, F, G des espaces vecioriels tels que dim{E) = n, dim(F) = p et
dim(G) = g, munis des bases & = (1,000 )y F = (U1y00esUp) €1 G = (V14enns Ug)
respectivement. On considére une application linéaire f de E dans F, et une
application linéaire g de F dans G. Alors la matrice de g o f (pour ces bases)
est égale au produit de la matrice de g par la matrice de f.

Mat(g o f) = Mat(g) x Mat(f)

Démonstration
r

Si Mat(f) = A = (ah)n;(c et si Mat(ig) = B = [b,-;;()]]%sq, ona fle;) = Z“ku'"i
1%j<n <kep =

4
et glug) = Z bgyu; pour tout j, k.
=1

=
La matrice de g o f est celle dont ks colonnes sont les coordonnées des vecteurs g o file;)
dans la base G.

) P q
gefle)= Q[Zﬂ*;jﬂk] = ﬂkjg{ﬂk) Eﬂk [Zbi:kﬂi]

=1 =1 =1
4 (r
= Z b.;kﬂt;;]&'i
=1 L=l

P
Pour tout j, les coordonnées de (go f)(e;) dans la base & sont donc les Zb‘*“”’
k=1

ol <i<g =

Attention, on ne peut pas multiplier n’importe quel type de matrice par n’importe quel
autre type de matrice. On ne peut multiplier une matrice B par une matrice A que si le
nombre de colonnes de B est égal au nombre de lignes de A.

Exemple 9.3

On peut calculer BA si :

— lamatrice B est de type (4; 3) et la matrice A de type (3;5);

— lamatrice B est de type (2; 4) et la matrice A de type (4; 3).

Par contre, il n'y a pas de produit BA si B est de type (6; 4) et A de type (5, 6).

Attention, le produit de matrices n’est pas commutatif, c’est-i-dire BA # AB en géné-
ral. Il peut méme arriver que BA sait définie mais que AB ne le soit pas.

Exemple 9.4
B une matrice de type (4; 3) et A une matrice (3; 5). Alors le produit BA est une matrice (4; 5).
mais le produit AB n’existe pas.
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EN_PRATIQUE

Multiplier des matrices

Si on veut calculer a la main le produit C = BA,il La figure 9.1 montre comment procéder. Le
est pratique de disposer les matrices A et B d’'une nombre ¢;;; est a 'intersection de la ligne i et de
fagon particuliére, pour pouvoir facilement calcu- la colonne j, etona:

lerles c;; & I'aide de la formule ¢;.; = i byl Cip = bia@y; + bty + .o+ bypay
k=1

1}

-

A Figure 9.1 Multiplication de matrices : ExA=C

Définition 9.6

Sid= {a,-;j)ls.-ﬁp est une matrice de type (p; n) alors on appelle transposée de A,
Iz j<n

la matrice notée A” ou A’ dont les lignes sont formées des colonnes de A (et dont

les colonnes sont formées des lignes de A ).
Onadonc A" = (a§u-) 1<icn d€ type (n; p) avec a;; = aj; pour tout i, j.
1=j=p

Exemple 9.5
2 3 ’

SidA={ 05 & ,a]crrsA’=(2 B 4}
4 1 3 ¥ 1

‘E
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Proposition 9.4

Propriétés de la transposition
51 A est une matrice de type (p;n),ona:

i) A"=A

(iiy (A+ B)' =A"+ B pour toute matrice B de type (p: n)
(iii) (1A) = AA’ pourtout L€ R

(iv) (BA)" = A"B’ pour toute mairice B de type (g;p)

Démonstration
(1) Quand on transpose une matrice, on change les colonnesen lignes et les lignes en colonnes,
donc si on transpose deux fois, on revient au point de départ.

(ii) (A + BY = ransposée de (a;; +f-‘&i11.c.-c,, = (g + b;;,-]]_c‘_g
1= jisn 15j5p
= (i) cicn +(b;;;)]5i£~ = transposée de (a,-”-)m.ﬂ + transposée de (b;;), sicp
1sjzp 1sjzp 155 lsfen
=A'+B
(iii) (AAY = transposée de uﬂ-‘:i)].c.-c, = (da;), e A(a,-,—)lsm =14
15 s Lsiza Isizn

[iv)Soit C=BAetD= AR
B est de type (g: p) et A est de type (p; n), done BA est de type (gin).
A’ est de type (n; p) et B’ est de type (p: g). donc A" B est de type (n; g).

¥ o r P
OnaC = (C.-;;)Eig ol c;,; = ;‘b&k“ﬁi yetD= [4;;)35}55; obd;= ;ﬂ.{;ab;-; = ;ﬂ*a‘-‘?;*-

P
La transposée de C est €' = (cf,)ygeq avee o = Zbﬂaﬁ = dy;, donc on a bien

15y =
C'=D. ]

EN_PRATIQUE

Ecriture matricielle de f(x) = y

Comment écrire matriciellement le fait que des coordonnées de y dans la base #. On dit que
flx) =y, oi x € Eety € F? Supposons données X et ¥ sont des vecteurs-colonnes. Alors :

les bases & et ¥ de E et F. L'application linéaire

fdeEdansFapourmalriceAaprepll;ﬁvementhces y=fe¥=Aax
bases. Ici AX estle produit matriciel de la matrice A, qui
Soit X la matrice & une colonne des coordonnées est de type (p;n) par la matrice X, qui est de type
de x dans la base &, et ¥ la matrice 4 une colonne (n; 1). Le résultat est la matrice ¥, de type (p; 1).

¥
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Exemple 9.6

Supposons que E et F sont de dimension 2, avec & = (gq,e:) base de E, et F = (uy,1:) base
de F.

S5iA =Mallf,&,F)= ( _; : ), aors y = flx) ol x = x1eq + xze; donne :

y = xif(e1) + 2z flez) = x5 [Buy — 2up ] + 2 [Sug + du)
= (3 + 5x) wr + (=201 + 4 e
Sous forme matricielle, ¥ = AX donne :
(y] )_( 3 5 )( x )_( 3x +5x; )
w | |2 4 x| | =2x + 4

ce qui permet de lire directement kes coordonnées dey = f(x) dans la base F.

_Qui paie quoi? (suite)

L’ application linéaire h qui indique la répartition des paiements pour chaque panier est telle que (» fin du para-
graphe 1.2) :

1

EP] EPz 0
A=Ma(hETF)= 1 1

5?1 EPZ FP3

X
Soit ¥ = ( :‘; )1: vecteur-colonne des paiements (Alfred paie y;, Bertrand paie ys), et soit X = [ x ]

le vecteur-colome du panier de biens.

Sous forme matricielleona ¥ = AX,
1 1
sp zp2 0 x
Sestidire | X } = 2 2 .
Iz 1 1
2?1 2?2 Ps

1 P2
e e
21'1 2-’-’&

i

Celamicma( i'; )= -
A =X
5 1 5 2T Paxs

Supposons par exemple qu’ils achétent 10 unités de bien 1, et 6unités de bien 2, et 4 unités de bien 3. Larépartition
des patements est alors :

1 1

3/ 3P O ‘150 ]_( 51+ 3ps ]
1 B T
EPI 'Z'Pz s 4 picpe T aps

Alfred paie 5py + 3ps et Bertrand paie Spy + 3p; +4ps.
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EF3 Matrices carrées

Les matrices carrées méritent une attention particuliére, car ce sont les matrices des
endomorphismes, ¢’est-i-dire des applications linéaires d'un espace vectoriel dans
lui-méme.

Définition 9.7

On appelle matrice carrée toute matrice qui a le méme nombre de lignes que de
colonnes, c’est-i-dire toute matrice de type (n;n), pour un certain n. On dit alors
que n est 'ordre de la matrice carrée.

51 E est un espace vectoriel de dimension n, et si f est une application linéaire de E
dans E, alors sa matrice dans une base donnée est une matrice carrée d’ordre n.

Définition 2.8

= SoitA = (a; _,)15,9. une matricz carrée. Les nombres a;; pour 1 < i < n, consti-
tuent la d.mgonnle de la matrice carrée.

= On dit qu'une matrice est diagonale si ¢’est une matrice carrée dont tous les
€léments sont nuls en dehors de la diagonale (c.-a-d. a;,; = O sii # j).

m On note I ou I, la matrice diagonale, carrée d’ordre n, comportant uniquement
des 1 sur la diagonale et des () partout ailleurs.

= On dit qu’une matrice carrée est triangulaire supérieure si tous ses éléments
sont nuls en-dessous de 1a diagonale (c.-a-d. a;; = 0sii > j).

m On dit qu'une matrice carrée st triangulaire inférieure si tous ses éléments
sont nuls av-dessus de la diagonale (c.-a-d. a;; = 051§ < j).

Exemple 9.7
30 0
Lamatrice A = [ 0 2 0 ycstmc matrice diagonale,
0o o0 -4
2 4 7
et la matrice B = [ 0 1 2 ]cst triangulaire supérieure.
0o o 3

Deéfinition 9.9

On appelle application Identité de E, notée Idg ou Id, I'application f de E dans
E telle que f(x) = x pour tout x € E.
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Proposition 9.5
On suppose que E est un espace vectoriel de dimension n.

(i) L'application Id; est une application linéaire de E dans E, dont la matrice
dans n’importe quelle base est I,,.

(ii) Pour toute matrice carrée A d’ordre n, on a:
Ay, =L,A=A

Démonstration

(i) On peut dire que Idg est une application linéaire car ldg{x+y) = x 4+ y = Idg(x) + Ide(y)

et [dg(dx) = Ax = Aldg(x).

Si1E = (e1,...,8,) est une base de E, alors soit [ = (c.;)12is 12 matrice de Idg dans cette base.
15 jsm

Pour tout j, on aldg(e;) = ¢; = ZC;”-G; pour cj; = lete; = Osii# j. Cela signifie bien

=1
que la matrice comporte des 1 sur la diagonale, et des 0 partout ailleurs.
(if) Soit f un endomorphisme de E, de matrice A dans une base .
Ona:

Vxe E, (f olde)(x) = f (Idg(x) = fx), et (e = ) (x) = e (f(x)) = Fx)
On peut en déduire, d’aprés la proposition 9.3, que :
Mat( f) x Mat(Idg) = Mat(f) et que Mat(Idz) x Mat(f) = Mat(f)
Cest-Fdireque : AX [, =Aet [, xA=A ]
Définition 9.10

La matrice carrée A est dite inversible 5’il existe une matrice carrée B telle que
AB =EBA=1.

Proposition 9.6

Si A est inversible, la matrice B telle que AB = BA = [ est unigue. On dit que
c’est la matrice inverse de A eton la note 471,

Démonstration

Supposons qu’il ¥ a une autre matrice ﬁﬁk que AB = BA = I Alors on peut @MICLBA_?
de deux fagons. D'une part, BAB = B(AB) = BI = E. D' autre part, BAB = (BA)B = IB = B.
On en déduit B = B, d’ob 1" unicité. |
Proposition 9.7

Soit f une application linéaire de E dans E, et £ une base de E. Elle est bijective

si et seulement si sa matrice A dans la base & est inversible.

La matrice de £ 'est alors la matrice inverse A

§
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MNotons quesi Aet B
sont inversibles
d'ordre n, alors
Apy' =g A"

Démonstration

~ Si f est hijective, elle admet une application réciprogue f~' qui est linéaire
(= proposition 8.22). Soit A 1 matrice de f, et B la matrice de f'. On a
foft=flof=1Id dot AB = BA = I. On peut donc dire que A est une matrice
inversible, de matrice nverse B.

— Réciproqquement. si A est mversitle, soit B son inverse, et g I application linéaire de ma-
trice B dans labase & On aAB =BA = [, donc f o g = go f = Id, ce qui implique que f
est bijective, d’application récipreque g. [ ]

EE3 Changement de base

On considére deux bases & = (},83,..., ,) et & = (€],¢3,..., ;) de I'espace vecto-
riel E de dimension n. Soit P = (P:‘;_r‘) 1=i<n la matrice carrée telle que, pour tout j, la
1=jzn

colonne j est constituée des coordonnées du vecteur e_; exprimé en fonction des e;.

n
Pourtout j,onae; = Zp”e;.
i=1

Définition 9.11
On dit que P est lamatrice de passagede £23 &',

La matrice P est la matrice de I’application linéaire Idg relativement aux bases & et &,
que |'on peut écrire ainsi :

Idg : (E,&") = (EE)
La matrice P est inversible, car ¢'est la matrice de Id ¢ qui est bijective. Son inverse P~
est la matrice de passage de & a &.

Exemple 9.8
Dans un espace vectoriel de dimension 2, considérons une base £ = (gq,e2) et une autre base
& = (¢],25) qui s’exprime & partir de la premidre base de la fagon suivante :

8’1=81+82 et e’z=oz—e]

1 -1
Lamatr.-iccdn:passagcdc&k&’csticii’:( i 1 ]

On remarque que €] — e, = 2e; et que ¢] +¢€, = 2ex, donc ey =

12 12
-12 12
Quand on multiplie les deux matrices, on trouve bien :

Y - | |

272 |_[1 0)_
(o 1)

73
1111
“2*t3 3*3

1 1
5(8’1—8’2)':182 - 5(8’1 +e5).
La matrice de passage de & 4 & est done P! .-_( )

Plxp=
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Proposition 9.8

On considére un élément x de 1'espace vectorizl E, muni des bases £ et £'. Soit
P la matrice de passage de &2 &', On note X le vecteur-colonne des coordonnées
de x dans la base &, et on note X le vecteur-colonne des coordonnées de x dans la

base &'. Alors : i = i
X=PX et X=FX
Démonstration
Lapplication 1dg est définie de (E, &) dans (E,&), telle que Idg(x) = x. L'équation X = PX
est seulement 'écriture matnicielle Idg(x) = x dans les bases comespondantes. [ ]

SiI'on fait des calculs relatifs & une application linéaire f, et si 'on veut faire un
changement de variable, que se passe-t-il au niveau matriciel 7 Autrement dit, quand
f est une application linéaire de E dans F, si'on change les bases de E et de F, que
devient la matrice de f ? C’est 1'objet du théoréme suivant.
Théoréme
E et F des espaces vectoriels de dimensions finies. On considére les bases & et &’
de E, et les bases F et ¥’ de F. Soit f une application linéaire de E dans F. On
note A la matrice de f relative aux bases £ et 7, et B la matrice de f relative aux
bases &' et . Si Pest la matrice de passage de £ 4&’, et (0 la matrice de passage
de F a F', alors on al'égalité :
B=0QlAP

Démonstration
On ad’une part 1" application linéaire f : (E,&) — (F,F') de matrice B.
D’autre part, en changeant de bases dans E et dans F, on a la composée Idr o f o Ide de
matrice 0T AP
g :(EE) = (E) et f 1 (EE) = (F,F) etldp : (F.F) — (FF)
D oiy, avee f = Idy o f o ldg, on obtient I'égalité matricielle correspondante B = 07'AP. =

Corollaire

E un espace vectoriel de dimension finie, et f une application linéaire de E
dans E. On suppose que & et & sont deux bases de E, et que P est la matrice
de passage de £ 4 £'. 5i A est la matrice de f dans la base &, et B la matrice de f
dans la base &', alors on a 1'égalité :

B=PlAP
Démonstration
0 suffit d’appliquer le théoréme précédent avec F = E, etavec F = Eet F" = & On oblient
alors 0 = P, d" ot Uégalité B= P'AP. w

Exemple 9.8 (suite)
On continue 1"exemple 9.8, en considérant les bases & = (ey,e2) et & = (], ) telles que :

ei=e1+e; et ei=e—g

§
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1 -1
Dna\«uqm]am.miccdnpeSagcdcﬁaS'cstP=( 1 1 ],ct]amatricedcpaswgcdt

- /2 172
EaEest P —( g e ]
Soit f 'application linéaire de E dans E définie par fle1) = e1 + 2ez et f(e2) = 3e1 + dea.

Lamatrice de f dans la base & est alors A = ( ; :

D’apris ke corollaire précédent, la matrice de f dans la base & est :

el 1212 X 3 1 -1
REE ‘“’*( 12 12 )x( 2 4 )x( 11 )

ARV AT 4 2

Flapg o2 Mle 2

Cela signifie donc que f(e]) = 5] +¢ et que fie}) = 2e).

Qui paie quoi ? (suite)

Dans U'espace vectoriel E des paniers de biens, on a wtilisé jusqu’ i présent la base £ = (g1, ..., &), 0l &; est le panier
de bien constitué uniquement d’une unité de bien i. Considérons maintenant une nouvelle base & = (¢],...,2)), ol
€; est ke panier de bien constitué uniquement de bien i pour une valeur de 100 €. On ne change pas la base F de
F = R?'espace vectoriel des paiements de Alfred et Bertrand.

100 - P ;.1
Avec 100 € on peut acheter — unités de bien § car le prix unitaire est p;, donc & = £

i
Dans E, 1a matrice de passage de & 3 £ est donc ici :

w5 )
o
1
P=l 0 — 0O
0 100
Ps

Dans F, 1a matrice de passage de % 3 F est bien siir 0 = J puisqu’on ne change pas de base dans F.
La matrice de 1'application linéaire i qui indigue la répartition des paiements est maintenant, relativement aux
bases Eet F :

100

0 0
lp le 0 1
33 100
B=glAP=iaP=4r=| T 12 o - 0
2
P ZP P
2 o o 10
Ps

50 50 100
La j-igme colonne indigque les paiements pour acheter un panier de 100 € de hien j.
Un panier de 100 € de bien 1 entraine un paiement de 50 € d"Alfred, et de 50 € de Bertrand (colonne 1). Pour
100 € de bien 2, il y aura un paiement de 50 € d’Alfred, et de 50 € de Bertrand (colonne 2). Enfin, 100 € de bien
3 entraine un paiement de (0 € d’Alfred, et de 100 € de Bertrand (colonne 3).

_(su 50 0)
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Calculons la répartition des paiements s’ils achétent par exemple pour 300 € de bien 1, pour 400 € de bien 2, et
pour 150 € de bien 3. Leur panier de bien est alors 3] + del + 1,5¢%.

50 50 0 i _ [ 150 +200 _{ 350
500 500 100 1§ Tl 150+2004+150 [ b 500

Alfred doit payer 350 € et Bertand paye 500 €.

On voit qu’il est pratique de disposer de deux bases. Suivant la question considérée, on utilisera I'une ou 1'autre.
5i I'on connait le budget en euros par bien, on utilise 1a base £’ ; i 'on comnait le nombre d’unités de chague bien
que I’on veut acheter, on utilise plutdt &

EXaA Matrices équivalentes, matrices
semblables

Pour des bases & et F fixées, on a vu qu’a chaque application linéaire de E dans F

correspond une unique matrice, et i chaque matrice correspond une unique application

linéaire. Ainsi, tant que les bases ne changent pas, il revient au méme de faire des

calculs portant sur 1"application linéaire ou de faire ces calculs avec sa matrice.

Par contre, si1'on change les bases, alors :

— pour une application linéaire donnée, va correspondre une nouvelle matrice a
chaque changement de base ;

— pour une matrice donnée A, va correspondre une nouvelle application linéaire &
chaque changement de base.

Définition 9.12

On dit que deux matrices A et B sont équivalentes si elles représentent la méme
application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F avec des
bases différentes.

D’aprés le théoréme précédent, cela implique qu'il existe des matrices inversibles P
et O, telles que B = 0~'AP.

Définition 9,13

On dit que deux matrices carrées A et B sont ssmblables si elles représentent la

méme application linéaire d’un espace vectoriel E dans lui-méme, avec des bases
différentes.

D’aprés le corollaire précédent, cela implique qu’il existe une matrice inversible P,
telle que B = P~'AP.
Proposition 9.9
Si f et g sont deux applications linéaires de méme matrice (sur des espaces vec-
toriels différents, ou relativement & des bases différentes) alors f et g ont méme
rang.

* Démonstration

Sur www.dunod.com
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Définition 9.14

On appelle rang de la matrice A le rang de toute application linéaire ayant A
pour matrice.

Proposition 9.10

Le rang d'une matrice A est égal au rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

Démonstration
Si f estune application linéaire de matrice A, les vecteurs colonnes sont les vecteurs f(e; ),
oy flea). On atg(A) = 1g(f) = dim Imf = dim Vect (fie),..., fle.)). | |

Définition 9.15
On appelle trace de la matrice carrée A, notée r(A), la somme de ses éléments

diagonaux. .

tr(A) = ay +aza + ... +apn = Zaii

=]

Proposition 9.11

SiA et B sont des matrices carrézs d'ordre met A €K, ona:
(1) tr(1A) = Atr(A)

(i) tr{A + B) = tr(A) + tr(B)

(iii) tr(AB) = tr(BA)

Démonstration
Soit A = (a; f-)],ég et B= (b,-;,-)EE:

(1) Pour 1€ R, on a A4 = (Aa;),:c, donc tr(14) = ihm = .li:a,-:; = Atr(A).
lsjse =1 =1

(i) A+ B= (i +b) iz dONC (A + B) = Z(a,-,— +hy) = Za;;,-+ Eb,—,- = tr(A) + r(B).
1<j<n =1 =l =1
(i) Soit C = AB.On a C = (i) ssion tel que cej = ) asby; pour tout i, j.

1=jsn =l
n
De méme, soit D = BA.Ona D= [a‘;;;)js,-sn tel que d;; = Zb"’“’i" pour tout i, j.
1<jcn =

Les traces de C et de D sont dornées par :

w(C) = gc;-. - Z [imbﬁ] = ;mbu

=1 L=l

w(D) = iﬂ'j_r = i [i bﬂ“!:j] = Zbﬂﬂm
=1 F1 L=l A
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Changeons les noms des indices dans la demnidre somme : & au lieu de j, et § au Lieu de £ On
obtient :
(D) = ) bradi = tr(C)
i

On obtient bien t(C) = Lr(D),c’cst-andircILr(AB) = tr( BA). "

Attention, en général on a tr(AF) # tr(A) X tr(B).
Par exemple,siA =B =1, ,ona:

t(AB) = tr(l, % I,) = tr([,) =n, mais tr(A) X tr(B) =n X n = n’
Proposition 9,12
Si A et B sont deux matrices semblables, alors elles ont méme trace.

Démonstration
Si A et B sont semblables, alors il existe une matrice de passage Ptelleque B = P7'AP En
appliquant la proposition précédente aux matrices P! et AP, on obtient :

tr(B) = (P! X AP) = tr(AP x P~!) = t{Ax PP"") = tr(A x I) = tr(A) 2]

Si f est un endomorphisme, ses matrices dans les différentes bases sont toutes sem-
blables, ce qui justifie la définition suivante.

Définition 9.16

On appelle trace de "endomorphisme f, notée tr( f), la trace de sa matrice dans
n'importe quelle base.

A Déterminant d'une famille
de vecteurs

Quand on est dans un espace vectoriel de dimersion n, il est important de savoir si
une famille de n vecteurs est libre ou non. En effet, si une telle famille est libre, c’est
alors une base de E, avec toutes les propriétés utiles des bases. De plus, quand une
famille libre constitue les colonnes d'une matrice carrée, cette derniére est inversible.
Enfin, si les coordonnées des n vecteurs dans une base constituent les coefficients d 'un
systéme de n équations linéaires & n inconnues, et si cette famille de n vecteurs est
libre, on verra que le systéme a alors une et une seule solution (» systéme de Cramer,
paragraphe 5.3).

On aimerait donc disposer d'un critére permettant de dire si une famille de n vecteurs
d’un espace vectoriel de dimension n est libre ounon. Ce sera le role du déterminant
que nous allons définir et étudier dans cette section. En effet, dans un espace vectoriel
de dimension n, une famille de n vecteurs est libre si et seulement si son déterminant
est non nul.

Nous allons commencer par faire I'étude pour » = 2, puis pour # = 3; enfin nous
généraliserons i n quelconque.
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Les formules de définition des déterminants sont assez complexes pour n > 3, mais
nous verrons & la section suivante — qui traite des déterminants de matrices — que
certains procédés permettent de simplifier considérablement les calculs.

EXN Formes n-linéaires alternées
Avant de définir le déterminant de n vecteurs, il nous faut voir ce qu’est une forme
n-linéaire alternée.
Définition 9.17
Pourn € N, soit f telle que :
i E' - R
(s = flugoiuy,)
m On dit que f est une forme n-linéaire si, pour chaque j fixé, f est linéaire par
rapport & la variable u ;.
Cela signifie donc que pour tout indice j, et pour tous réels A, g, ona:
Sy e Ay gy ) = Af Qs ) +pf Qg 1)
= On dit que f est alternée si f(u;...;u,) = 0 dés que deux des variables
uy, ... , Uy sont égales.

= On dit que f est antisymétrique si elle est changée en son opposé dés que I'on
intervertit deux des vecteurs uy, ..., liy.

Pemarquons que dans ces définitions, chaque u; est un vecteur de E.
Exemple 9.9
Supposons quen =2 et E = B2,
Si (u1,13) € E7, alors 1y et uy sont des éléments de B?, donc peuvent s'écrire wy = (uy.q,41.2)
et = (uz1,12).
L'application f : E — R définie par fluy, o) = Myl + Npglizz estune forme 2-linéaire.
Elle n”est pas altemnée ni antis ymétrigque.

On énonce maintenant une proposition qui sera utile lors de I'étude des propriétés des
déterminants.
Propaosition 9.13

Une forme n-linéaire est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration
Considérons donc une forme n-linéaire f.

— Supposons [ alternée. Alors pour tous vecteurs uy iz, ..., i, de E,ona:

Sl a0y + dz,03, 00, 1y ) =10
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On a aussi par linéarité

Sloy + 1,0 + 1203, e g 06} = (1000 + 02000, ey ) + Fll02000 + B2 403000 1)

= flun, ey 05,0y tg) + FQ00 02,003, )
+ Flth 4101 1103120y 16) + Fl0 12,13, o, 10
Comme f est altemée, on a f101,000 0500000 tta) = (et Flte otz i) =0, dod
Sl +uaytn + 1y 0e3geeny 00} = flt1 02000, 0y D) + Fllezs0, 03,00y 1t0)
Comme fiu + iz, by + Ua,li,... . 1,) = 0, cela implique :
otz sy ey g )+ttt e 1 ) = 0
D’od:
Fluizg ity 13y ) = =101z 13, o, 1)

La fonction f est done changée en son opposé dés que I on intervertit iy et u;.

1y, avec § # j. On a done démontré que f est antisymétrique.
~ Réciprogue. Supposons que [ est antisymétrique.
Pour tous vecteurs vy, 1z, ... .4, de E,ona:
Flizt, s,y n) = = 00,0215,y )
Supposons u; = .
On aalors g i3, ) = — (101,00 03,000y 1), 4’000 ¢
Fleg by ) =0

La fonction f est donc nulle dés que u; = uz. On montre de méme que [ est nulle dés que
deux des u; sont égaux. On a donce démomtré que f est alternée. u

F®¥A Déterminant d'un couple de vecteurs
(cas n = 2)

On suppose ici que E est un espace vectoriel de dimension 2, de base & = (e;e2).
On voudrait pouvoir dire 4 1’aide d'une fonction simple du couple de vecteurs (x; y),
si celui-ci est libre ou pas’.

Sil'on trace deux vecteurs x et y dans le plan, on voit que (x; i) est une famille liée
quand x et i sont colinéaires, ¢’ est-a-dire quand le parallélogramme de cotés x et i est
aplati.

Le parallélogramme est aplati si et seulement si son aire est nulle. I nous suffirait donc
de dire que le couple (x; y) est libre si et seulement si 1'aire du parallélogramme est
non nulle. Ceci nous améne i définir le déterminant de deux vecteurs, qui permet de
mesurer cette aire.

1 On aurait pu noter ce couple de vecteurs (i : uz) pour harmoniser avec les sections 2.1 et 2.4, mais on
préfere le noter (x; &) pour plus de lisibilité.

On montre de la méme fagon que f est changée en son opposé quand on intervertit w; et
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¥

¥
o ,...«X"/’:’{//
©)Si (x; ) estlibre, le parallélogramme (3 Si (x; y) est liée, le parallélogramme
n'est pas aplati, son aire est stricte- est aplati, son aire est nulle
ment positive

A Figure 9.2 Le parallélogramme de cbtés x ety

Définition 9.18
Soit x et y deux vecteurs de E, qui s’écrivent dans la base £ = (e;;e;) de 1a fagon
suivante :
Xx=xie1+xe2 et Y =yie + e
On appelle déterminant du couple de vecteurs (x;y) de E dans la base &, le
nombre :
detix y) = xiy2 — xah1

On note dgt(x; y) =

X1 W
Xz 2

Proposition 9.14

La fonction dgt a les propriétés snivantes :

(i) On adgt(e“ez} =1

(i} La valeur absolue de dgi(x; y) est égale 4 1'aire du parallélogramme de cotés

x et y, quand on prend pour unité de mesure 1'aire du parallélogramme de
cotés e; et e3.

(iii) La fonction dgt est une forme 2-linéaire alternée.

(iv) La fonction dgt est la seule forme 2-linéaire alternée | de E? dans R, telle
que fle;ex) = 1.
Démonstration

DSix=gety=e,alorsonax =1x =01 =0ety;=1donc:
dg.t(e];ey) =lx1-0x0=1

(ii) I1 s’agit @ un exercice de géométrie plane que I'on laisse au lecteur (il faut faire un dessin
et connailre un peu de tigonométrie).
(1il) Montrons que dEt est linéaire par rapport & la premidére variable.
(jb;t(x + 25y = (3 +x)) e — (g + X5y = Xt — Xy + X2 — 2ol
= detix; y) +det(x’;
let(x; ) +det(x’; )
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et
dg‘l(fix;yl = (Axy) g — (Axz )y = Axys — x2p1) = Adgt(x;y)
On peut montrer de 1a méme fagon que :
det(x;y+ ) = detlx; y) + det(x, )
el
dgt(x; Ay) = Adgt(-t; )
L'application clg‘t est done bien une forme 2-linéaire.
Elle est alternée car (hb_t‘[(x; X)) =22 — xmx =0
{iv) Montrons que dg.t ainsi définie est la seule fonction satisfaisant les hypothises exipées.
Si f est une forme 2-linfaire alternée, avec fle;;e2) = 1, alors :
flxiy) = flxe +xze2iy161 + 1pe2) = xiflerier + ez) + 32 fleasyier + yzer)
= xiyp1fler e) + xappflen: e2) + xaun flezs 1) + xapa fleat ez)
Et comme f est altemnée, on a fie;erd = 0et fles; &) = 0. Do :
Flxiy) = muafles e + xu fleser)
f est Z-linéaire aliernée, donc elle est antisymétrique (» proposition 9.13). On a donc
fleaiey) = —fley; ez). Comme f(e;;ez) = 1 par hypothése, on a finalement :
Floy) = iy — xn

On a done montré que si f est une forme 2-linéaire alternée, avec fle; e;) = 1, alors néces-
sairement fx;y) = x;y; — xzy;. On a done bien Mumcité, |

On énonce maintenant la propriété importante du déterminant, qui en fait un outil pour
déterminer siun couple de vecteurs est libre ou pas.

Proposition 9.15
{x; i) est une famille liée & dgt{x; ) = 0.

Démonstration
Le déterminant mesure 1"aire du parallélogramme de cotés xet y. 1 est donc normal de trouver
(3 ) lide & det(x; y) = 0. Démontrons ke toutefois directement avec la formule explicite du
déterminant.
~ Supposons que (x; i) est lide. Une famille est liée si I'un des vecteurs est combinaison
linéaire des autres vecteurs. Ici cela revient & dire que I'un des vecteurs est égal au produit
de 'autre vecteur par un scalaire.
Supposons par exemple que y = Ax, oil A € R (la démonstration est la méme si x = dy).
Alors :
detlx; y) = xugp — xn = x1(ix) - u(lx) = 0
D'oi (x; y) lide = det(x; y) = 0.
= Pour montrer qu’il s*agit d’une équivalence, supposons maintenant que (x; i) est libre.

Le couple (x; i) forme alors une base de E car celui-ci est de dimension 2. Les vecteurs
et ey 8'écrivent donc comme combinaisons linéaires de x et de y : pour tout j, il existe des
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réels A; et u; tels que ;= Ajx + 5. Ona:
dg.t(e] jez) = dg‘h{j:x + s Azx 4 pey)
=4 %‘L(x;/izx + f2y) +FJdET(y;f121+F2§)
= Aidz det(x x) + Az det(n; i) + Ao det(y:x) + praprz detly: o)
= Az d:t(r, w4+ mndsz dgt(y; x) (car dg.t est altemée)
= (A —F:fizldf_t(x; 4 (car d:t est antisymirique)
Onadet(es;en) = 1 etdetler; e2) = (Lipna — pndy) det(x; ) done det(x; y) # 0
On a montré que (x; i) lide = det(x; y) = 0, et que (x; y) libre = det(x;y) # 0, doncona
bien 1" équivalence : (x; i) lie & dg.(x; y =10 | |
La proposition précédente est bien siir équivalente a :
(xy)libre & det(x;y) #0

Exemple 9.10
Soit x et ydeux vecteurs, X et ¥ les vecteurs-colonnes de leurs coordonnées dans une base &E.
A 2 4 2 4
—51){_( 3 )cﬂ'—( 5 ],a]magt(x,y)_| 3 5 |=2X5-3x4=10-12=-2#0,
done la famille (x; ) est libre,
- 8iX= 2 el = b dors det(x; y) = b =4x9-6x6=36-36=0
“le “lo ) Sl =l g 9 T = =4

3
donc la famille (x; i) est lide, les deux vecteurs sont colinéaires. On remarque gque ¥ = EX'

FX] Déterminant d'une famille de 3 vecteurs
(cas n = 3)

On suppose ici que E est un espace vectoriel de dimension n = 3 (par exemple
E= ]Rj), de base & = (e1;e2,23). On veut ici aussi pouvoir dire facilement si une
famille de 3 vecteurs est libre ou non. On va procéder comme pour un couple de vec-
teurs, mais au lieu de considérer la surface du parallélogramme de cotés x et i, on
considére le volume du parallélépipéde de cotés x, i et z. La famille (x; y; z) est libre
si et seulement si le volume de ce parallélépipéde est non nul. On veut utiliser une
fonction dgt{x;y;z} qui permette de mesurer le volume du parallélépipéde. On aura

ainsi (x;y; z) libre < dgl{x; yz) =0
Définition 9,19
Soit x, y et z trois vecteurs de E, qui s’écrivent dans la base £ = (e); e3;e3) dela
fagon suivante :
X =x1€1 + Xze2 + X383

¥=Wer + Yaex +Yaes
z=ne tne: t zze;
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On appelle déterminant de la famille de vecteurs (x;y;z) de E dans la base &,
le nombre :

dgl{x. ¥: ) = xX1y223 + XoyaZ1 + Xay12a — X1YaZz — X2Y13 — Xayal

X M1 oI
On note dgt{x;y; D=| X% Yr 2o
X Wi I3

Proposition 9.16
La fonction dgt a les propriétés suivantes :
(i)} Om adgt(el; enes)=1.

(ii) La valeur absolue de dgt{x; if; z) est égale au volume du parallélépipéde de

cotés x, y et z, quand 'on prend pour unité de mesure le volume du parallé-
lépipéde de cotés e;, ez etes.

(iii) La fonction dgt est une forme 3-linéaire alternée.
(iv) La fonction dgl est la seule forme 3-linéaire alternée f de E° dans R, telle
que f(e;; ezies) = 1.

Démonstration

Cette proposition correspond au cas n = 3 de la proposition 9.18. -
Proposition 9.17

(% y: z) est une famille hée & dg,t{x; yz) =

Démonstration
Cette proposition comrespond au cas n = 3 de Ia proposition 9.19. [ ]
Exemple 9.11
Soit x, y et z trois vectewrs, X, ¥ et Z les vecteurs~colonnes de leurs coordonnées dans une
base &.
1 2
- Six=]| 2 1] et Z= . alors:
g =} = ==
1 2 0
dgt(x;y;ﬂ: 2 0 1 [=00x0x3+2x4xM+Bx2xD-(1xd4x1)
3 4 3

—2x2x3)-3x0x0)
=0+40+6-4-12-0=-1020.
La famille (x; y; 2) est done libre,



Mathém atiques en économie-gestion

el {3 = o3}

=[1x3x(-D]+ (1 x1xd+[(-1)x2x5]

—(Ix1x5)—[1 2% (=] - [(—=1) %3 x4]
=-3+4-10-5+2+12=0.

La famille (x; i z) est donc lide. On remarque que Z =2X + ¥,

FX3 Déterminant d'une famille de n vecteurs
(n quelconque)

On suppose maintenant que £ est un espace vectoriel de dimension n, de base
& =(e1; ...;ex). Pour pouvoir dire facilement si une famille de n vecteurs de E est
libre ou pas, on utilise le déterminant d’ordre n. La fonction dgt(ul;...; My,) Va mesurer
le « volume du parallélépipéde » en dimension n, de cotés uy, .. , i,, ol les i; sont
dans E. Le volume sera nul si et seulement si la famille (u;; ...; u,) est liée, c’est-i-dire
dgt{ul; ity ) = 0 s et seulement si la famille est lide.

Ici aussi on prend comme unité de mesure le volume du parallélépipade de cotés e,
€2y sn 5 Epe
Avant d'introduire le déterminant 4’ ordre n, il nous faut d"abord expliquer ce qu’est
la parité ( ou signature) d'une permutation.

Définition 9.20

On dit que (iy,-.., i,) est une permutation de (1; 2;...; n) s’il s’agit d’une fagon
de ranger les n nombres entiers 1; 2 ; ... ; n, en faisant apparaitre chacun d’enx
une et une seule fois. On note o, I’ensemble de ces permutations.

m On dit que (i1,..., iy) €st une permutation paire, si on 'obtient & partir de
(1;2; ...;n) en procédant un nombre pair de fois & une interversion de deux
nombres.

w On dit que (iy,..., i,) est une permutation impaire, si on 1'obtient & partir de
(1:2; ...:n) en procédant un nombre impair de fois i une interversion de deux
nombres.

Par exemple, (1:2:4:3) est une permutation impaire, qui s obtient i partir de
(1:2:3:;4) en permutant 3 et 4 (une seule interversion de deux nombres).

Par contre, (2;1 ;4 ;3) est une permutation paire, qui s obtient i partirde (1;2;3 4)en
permutant 3 et 4, puis 1 et 2 (deux interversions de deux nombres).

Nous pouvons maintenant déterminer la fonction dg,t(m; wu) 14y} qui satisfait les pro-

priétés recherchées.
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Définition 9.21

Soit uy, ..., 4, des vecteurs de E. Chaque vecteur 1 §'écrit comme combinaison
linéaire des vecteurs de la base & : pour tout j, il existe des réels ay,j, ..., an,j tels

que ona:
L
b= Zai;ﬂl
i=1
On appelle déterminant de la famille de vecteurs (u1:...;4,) de E dans la base &,
le nombre :

detli:—u,) = Z Eadjy 10 2 - M
ity ey )ET

Le signe devant a; 1 a4, ..., ., est plus si la permutation (iy,..., ;) est paire, et le signe
est moins s'il 8" agit d'une permutation impaire.
a1 e Aln

On note : det(uy; ...; Wy) = | .-

7 an;1 Qi
Pour bien comprendre cette définition, on peut vérifier qu’elle redonne les définitions
déjavues pourn = 2etn =3.
On peut maintenant énoncer en dimension n une proposition déja vue pourn = 2
(» proposition 9.14) et pour # = 3 (» proposition?.16).

Proposition 9.18

La fonction dgt a les propriétés suivantes :
(i) Om adgt(el: S
(ii) La valeur absolue de dgt{ul; .. W) est égale au volume du parallélépipéde

(en dilension m) de cOEs wy, ... #y, quand 'on preod pour unité de mesure
le volume du parallélépipéde de cotés ey, ... &,.

WUR ALLER PLUS LOIN
= Démonstration
(iii} La fonction dgt est une forme n-linéaire alternée, antisymétrique. sor www.dunod com

{iv) La fonction dgt est la seule forme n-linéaire alternée de E" dans R, telle que
det(e;; ...: i
L (€1} -..1€n)

Proposition 9.19
(M1} «ue’ Un) st une famille lice & dgt{ul; MY =0

Démonstration
— Supposons (u;; ...;u,) liée. Alors 1"'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres, par

n-1
exemple w, = Z Az, ot les A; sont dans E. Dong :
= n=1 =1
dgf(m Deenilig) = d:_-t(n] eeeillat} Zzi.-u:) = Z xljdgt{m; il pitg) =0

i=l i=1

puisque det est altermnée.
&
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— Supposons (u;...;u,) libre. Abors (ug;...;u,) forme une base de E. Les vecleurs e,
£340 4 € & Ecrivent donc comme combinaisons linfaires de wy, ... , . Pour tout j, il existe
des scalaires iy, .., Ay tels quee; = ) A Ona:

i=1

l";—‘f{ﬁ; R) = fi;f [;: Apan; . ,‘g]: 3:,.":]

= i--- ;flﬂ:l"-/li:udf;t(ﬂn; e b))

=1
Comme dEL est alternée, on peut éliminer tous les termes ol apparaissent deux fois ke
méme vecteur, d'od :

dgt(el; 8= . Z Aipr-Ain dgt(us.;---;ua,l

(TP -

et comme det est antisymétrique :
&
Z i A

(igyonsin VT
Le signe devant Az, ..diq ¢5t plis si la permutation (iy,..., &) est paire, et le signe est
moins 87l 8 agit d’une permutaticn impaine.

Pllisqucdg(el; weui€nd =1, on adone néccsaairc:rmmdgt(u]; b )AL

dgt(el;---;e..) =

Xdﬁt(ul; e lig)

Omn a done bien montré que (1] ...;u,) libre entraine que dgt(u, tau) #= 0 | |

E] Déterminant

d'une matrice carrée

Quand on a une matrice carrée d’ordre i, ses n colonnes définissent naturellement n
vecteurs-colonnes de dimension n. Cela nous permet de définir le déterminant d'une
matrice carrée i partir du déterminant de la famille de ses vecteurs-colonnes.

EXN Définition et propriétés

Définition 9,22
SiA estune matrice carrée d'ordre n, on appelle déterminant de A, noté det(A), le
déterminant de la famille de ses vecteurs-colonnes dans la base canonique de R".
am
Autrement dit, si A = {a,--, ;-)15;-9,, notons U; = [ ) le vecteur-colonne
1=j=n

i nj
correspondant & la j-iéme colonne de A. Alors det(A) = dgt(U;;...;U,.}, oil
& = (e1:...;¢,) est la base canonique de B" (» exemple 8.5 pour la définition
de la base canonique).
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Proposition 9.20

— SiA = I, alors det(A) = L.
— Si A est une matrice diagonale, alors det(A) est égal au produit des éléments

diagonaux de A.
Démonstration
1 ¢ 0
-SiA=L=| 0 .. 0 | alorsdet(d)=detie;...;e,) = 1.
00 1 =
A, 00
— Si A est une matrice diaponale, alors il existe 4y, .. A, telsque A =] 0 w0
0o o0 4
On a done par la n-linéarité
det(A) = dgl(fll €1} wenidpln) = fll...fl.d.g‘t{e]; o En) = Apeady u

Proposition 9.21

Régles de calcul sur les colonnes

(i} Siune colonne de la matrice A est combinaison linéaire des autres colonnes,
alors det(A) = 0.

(ii) Omn ne modifie pas un déterminant si on ajoute i une colonne une combinai-
son linéaire des autres colonnes.

(iii) Si on multiplie tous les éléments d’une colonne de la matrice A par un sca-
laire A, alors le déterminant est multiplié par A.

(iv) Sion intervertit deux colonnes de la matrice A, alors le déterminant est mul-
tiplié par —1.

Démonstration

(i) Si Uj est combinaison linéaire des autres U, pour § # j, alors la famille (U5 ... U,) est
liée, donc son déterminant est nul.

(ii) Supposons par exemple que 'on ajoute & la premiére colonne une combinaison linéaire
des autres colomes.

dgt(u, +Z;’ Ui Us; ...;u.,] = det(Us; Usi s Up) + dft[;" Ui Us; ...;u.,]
Ona dg{z; U Uy U,,] = 0 d’aprés (i), donc :

§
m{u1+ Z Uy Us; ...;u,,] = det(U; Uy -.or Uy)

&
i=2
(id) det(Lhy; .. AU o U = Adet(h; .. U o Uy) par 1a n-linéarité.
& &
(iv) Intervertir deux colonnes de A signifie calculer d:t( Uys Us; o U) enintervertissant deux
vecteurs. Mais det est une fonction antisymétrique, donc elle est multipliée par —1 quand on
&
intervertit deux vecteurs. |
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Proposition 9.22
A une matrice carrée d’ordre n, et AT sa transposée. Alors det{AT} = det(A).

Démonstration
Mous domnons ici seulement 1'idée générale de la démonstration.
det(A) = Z iy iy 2en i
[
On somme ici les produits de n facteurs, en prenant 4 chaque fois un seul facteur par ligne et
un seul facteur par colonne. La somme se fait sur toutes les permutations, ¢’est-3-dire toutes
les fagons d ordonner les nombres de 1 4 n, avec un signe plus §'i 'agit de permutations
paires, el un Signe moins pour une permutation impaire.
detA) = D a1y eduiy
[T
Ied aussi on somme les produits de n facteurs, en prenant & chaque fois un seul facteur par
ligne et un seul facteur par colonne. Au lieu de considérer la permutation qui fait passer de
(1;.omy & (5. oes i) (comme dans det(A)), on considére ici pour dct(AT) la permutation qui
fait passer de (iy;...;6,) & (1;...;n). Mais ces permutations ont méme parité. On aura donc
dans det(A) et dans det(AT) des sommes avec les mémes temmes, et avec les mémes signes.
Dol det(A) = det(A"). =

Puisque det(A) = det{AT}, tout ce que I'on adit sur les colonnes d'une matrice est vral
sur les lignes. D'oii la proposition suivante.
Proposition 9,23
Régles de calcul sur les lignes
(i) Siune ligne de la matrice A est combinaison linéaire des autres lignes, alors
det(A) = 0.
(ii) On ne modifie pas un déterminant si on ajoute 4 une ligne une combinaison
linéaire des autres lignes.

(iii) Sion multiplie tous les éléments d une ligne de la matrice A par un scalaire A,
alors le déterminant est multiplié par A.

(iv) Sionintervertitdeux lignesde la matrice A, alorsle déterminant est multiplié

par -1.
Démonstration
On applique les propositions précédentes 3 A7. Les colonnes de AT sont les lignes de A, d'oit
cette proposiion. |

Proposition 9.24
Soit A et B deux matrices carrées d"ordre n. Alors : detiAB) = det(A) x det(B).

Démonstration
Notons A = (azj)1cicn €t B= (bij)1cio0 . OnaAB = C, 0l C = (cij) 1icn.
1=jzn 1=i5n Isjsa

Motons V, le vecteur correspondant i la ligne k de la matrice B.
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Notons W; le vecteur correspondant 4 1a ligne § de la matrice C.
Vi= (Brasn bin) et Wi =(Cinyerns Gin)

Par définition du produit de deux matrices, on a c;; = Z ajpby; pour tout i, j, done :
k=1

Wi =[Zﬂubk;1 Lﬂa*b ] aix Vi
k=1
Le déterminant de C s'écrit -

det(C) = det(Wi; ...; W) = dﬁ{zﬂu"’b Zw‘d]

=1

det(C) = Z Z Oty BtV o3 Vi)
k=1
Comme det est alternde, dct('.ﬁ., i Vh) estnon nul seulement si ky, .., &, sont tous distinets,
& &

dob:
de(C) = D) @iy, Rt(Viy: Vi)
LT
= Z E- o dg*—(“'l; vess Wk
g iknEarn
ol le signe correspond & la parité de la permutation de (ky; ... k).
Dol :
der(C)=| ) g, | X detVii.; V)
-1
(hpiaee R dEtry
= det(AT) xdgt(lfl; vei Vo) = det(AT) x det(B) = det(A) x det(B)
On a done bien trouvé det(C) = det(A) x det(B). m

Propaosition 9,25
Si A est une matrice carrée, on a : A inversible & det(A) # 0.

1
De plus, si A est inversible, on a alors dct{A‘}} = —
det(A)

Démonstration
A est 1a matrice d'un endomorphisme f relativement i la base canonique & = (gy;...;8,)
de R". La matrice A est inversible si et seulement si f est bijective (» proposition 9.7).

Mais f est bijective si et seulement siorg(f) = n, Cest-ddire sioet seule-
ment si (f(ey);...; fle,)) forme one base de B". Ceci est vrai si et seulement si
det (f(ex): i flea) #0.

Comme det(A) = dgt(_f(el]; wooi flle,)), on a done A inversible & detid) # 0.

De plus, si A est inversible, sa matrice inverse A™' est telle queAx A =A7 x A= I, donc
det(A) x det(A™") = det(l,) = 1, dol det{A™") =

dﬁ(A)
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E¥3 Calcul pratique du déterminant
d'une matrice

Plus une matrice carrée est grande, plus son déterminant est a priori compliqué a cal-
culer. Toutefois, comme il s’agit d'une forme n-linéaire, on va pouvoir, en « dévelop-
pant » le déterminant, se ramener i une somme de déterminants plus petits donc plus
simples. C’est ce que montre la proposition suivante. Introduisons d’abord quelques
définitions.

Définition 9,23

Soit A est une matrice carrée d’ordre n, et a;; un élément de cette matrice.

= On appelle mineur de aj.j, noté M;;, le déterminant de la matrice d"ordre n — 1

obtenue en supprimant la i-iéme ligne etla j-iéme colonne de A.

m On appelle cofacteur de a;j, le nombre A;; = {—l}wa;j.

On va montrer maintenant une formule trés utile pour les calculs, car elle permet de
ramenerun calcul de déterminant d'ordre n & des calculs de déterminantsd’ordren=1,

plus simples.
Proposition 9.26
Soit A = (a; j)12i=» une matrice carrée d’ordre n.
1<jsn

Pour tout j, on peut développer det(A) suivant la j-i#me colonne :
n

det(4) = 3 agdy;

i=1
"

Pour tout i, on peut développer det(A) suivant la i-ieme ligne : det(A) = Z ag A

=1

Démonstration
Mentrons cette formule pour le développement suivant la premiére colonne, On a

det(4) = Z mh;]“i;;z---aﬁ;n:i:ai.;l Z E5 2. 8ipn

(i) somsinPELTy =1 (B imssighaVec
[Ty =
n
= Zﬂa.;l(—l)"” Z EX P TI T
=1 (2 4eanyin) permautation
de (Z..qmp

ol le signe est positif si et seulement i (iz, ..., f,) et une permutation paire de (2; ...;n).
Dol :

" n n
det(A) = Z“il;l(_”‘“]mﬁl = E ﬂi;i(—l)MM;: = ZHJ;JAJ;I
=1 i= =1
On a done prouvé la formule pour le développement suivant la premiére colomne. Le prin-
cipe est le méme pour les autres colomnmes, Comme le déterminant &’ une matrice est égal an
déterminant de sa transposée, on a les mémes formules en développant suivant une ligne. ™

E
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Exemple 9.12
21 0
SoitA=]| 3 4 3 | Onveutcalculer D = det{4).
1 2 5
Développons D suivant la premigre colonne :
21 0
4 3‘ 1 0 u|
D=|2 4 2 |=2x —3x +1x
2 5 2 5
1 2 5 +
=2x(20-6)-3x(5-0+1x(3-Nh=28-15+3=16
On aurait pu aussi développer D suivant par exemple la premigre ligne :
21 0
D=343=2x;;‘—1x?5+0x?:|
1 2 5
=2x(20-6)—1%(15-3)+0=28-12=16

Quand une colonne (ou une ligne) comporte beacoup de 0, le déterminant est plus
facile & calculer en développant selon cette colomne {ou cette ligne). On peut se ser-
vir des régles de calculs selon les colonnes (» proposition 9.21) ou sur les lignes
{» proposition 9.23) pour faire apparaitre des ( sur une colonne (ou une ligne), puis
développer le déterminant selon cette colonne (ou cette ligne).

Exemple 9.13

5 & 6
10 12 15

Calcul de D =

En enlevant l1a premiére colonne i la deuxiéme : D =

Maintenant on développe suivant la premigre ligne : D = 1 x

Exemple 9.14
2 4 6
3 9 12
1. 33 7
Tous les éléments de la premitre ligne sont multiples de 2, tous ceux de la deuxiéme sont
multiples de 3, on peut donc factoriser par 2 % 3 (» proposition 9.23 (iii)), d'od :

Cakcul de D =

I 2 3
D=2x3x| 1 3 4
| - |

Maintenant on retranche la premiére ligne i la deuxiéme, et on retranche la premidre ligne A
la troisiéme (» proposition 9.23 (ii)) :

1 2 3
D=6x|0 1 1
0 3 4
Pour finir, on développe selon la premitre colonne :
1
D=6x1x P— =6x(4-3) =6
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Proposition 9.27

Si A est une matrice triangulaire, supérieure ou inférieure, alors det(A) est égal an
produit des éléments diagonaux de A.

Démonstration
Montrons ¢ résultat pour les matrices triangulares supéricures, par récuwrrence sur 'ordre n
de la matrice.

il Gz

Le résultat est vrai pourn =2 wrdt:t( 0
dzz

J=ﬂ1;lﬂz;z—0>(ﬂ12 = ayadhg.

Supposons que le résultat est vrai jusqu’a "ordre n— 1, et montrons qu’il est vrai 4 1" ordre n.

[ E) I 5 B S < B
Si A est triangulaire supérieure d'ordre n, alorsdet() = o 0¥ M

0 0 0 a
En développant A suivant la premiérs colonne (» proposition 9.26), on obtient :

det(A) = Z az A avec g =0 pourtout i>1

=1
Cela donne det(A) = ajqAyq, ol Ayg est e cofacteur de ;4. Le nombre Ay, est le détermi-
nant d’une matrice d’ ordre n— 1, oblenue en enlevant & A sa premiére colonne et sa premidre
ligne. On voit donc que A;, estle délerminant d’ une matrice triangulaire supérieure. D'apris
I'hypothiése de récurrence aurang n— 1, onad g = dzafsa ... dyn.
Dol finalement det(A) = @adiy = G1102033. 0., qui est le sésultat recherché. La pro-
priété est done vraie pour les matrices triangulaires supérieures.
Si A est une matrice triangulaire inféricure, alors sa transposée A est triangulaire supérieure,
et ales mémes Eéments diagonaux que A, d'ol :

det(A) = det(A") = 11822053+ wllmn

La propriété est done vraie aussi powr les matrices triangulaires inférieures. |

EXE] Calcul de lI'inverse d'une matrice carrée

On peut calculer I'inverse d'une matrice carrée inversible i 1'aide de son déterminant
et des cofacteurs, comme le montrz la proposition ci-dessous. Nous verrons a la sec-
tion 6 une autre méthode pour calculer I'inverse d’une matrice, dite méthode du pivot
de Gauss.

Proposition 9.28

S1 A est une matrice carrée inversible, alors :
g 1
det(A)

o1 A est la transposée de la matrice des cofacteurs.

Démonstration
I s"agit de rmm.rcrqucﬁxﬁ =A %A = (detd) x L.

A= (b.-;,-ju_ﬁn, oil pour tout i, j, ona bi; = Aj; = cofacteur de aj; (» définition 9.23).
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AxA= [c,—.}-)  une matrice carrée d’ordre n.
-
Pour tout i, j, on a¢;j = Za;*b” . Za;;,pljg.
k &
Pour tout i, on a ¢;; = Z i A qui est égal au développement de det(A) suivant sa i-ifme
&
ligne, dong ¢ = detA (= proposition 9.20).
Sii# jonacy = Za,-;mﬂ est le développement du déterminant de la matrice D qui est
k
identique & A, sauf pour sa j-ikme ligne qui est formé des a;,. La matrice D a donc deux lignes
identiques : les lignes i et j. Cela implique que son déterminant est nul (= proposition 9.23
rigle de calcul surles lignes).
On a donc montré que A X A = (c,-.u,-)mm oll ;= det(A) et ey = 0sii # j.

Autrement dit, on a montré que A xA = det(A) x I,,.
La démonstration est similaire pour A x A. "

Que produire avec quoi?

On considére une économie avec deux matiéres premidres, que sont les biens C et D, et avee deux biens de
consommation, que sont les biens A et B,

On suppose que pour produire une unité de bien A, il faut utiliser 3 unités de bien C et 4 unités de bien D. De
méme, pour produire une unité de bien B, il faut utiliser 2 unités de bien C et 5 unités de bien D.

Sait iy et iy les unités de biens C et D respectivemnent nécessaires pour produire x; unités de bien A et x; unités de
bien B.

Considérons les vecteurs-colonnes X=( f_; )cﬂ’=( i: )

Pour produire X (vecteur des output) on a bescin de ¥ (vecteur des input). D' aprés ce qui précéde, la relation liant

X et Yest la suivante |
w Y\ _[ 3 2 X
y: | |\ 4 5 B

Peut-on remonter en sens inverse ? Autrement dit, quand on comnait la quantité de matidres premibres utilisées ¥,
peut-on en déduire la quantité de biens de consommation produite X 7

. i S

Y X 1 s |=Gx9-@x)=15-8=7%0

smA=( ).0nadc1s(A)=

Le déterminant de A est non nul, donc la matrice A est inversible.
Y=AX=2X=AY
On calcule A & 1'aide de la proposition précédente :

1 -

1 2
Al= T )A EA, oil A est Ia transposée de la matrice des cofacteurs.

5 =2 L 1 5 -2
2= 5 3 Jemear=3( 3 7))
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Sion a utilisé y; unités de bien C et i unités de bien D, ¢’est qu'on a produit x; unités de bien A et x; unités de

()30 3)05)
X |T7\ 4 3 Y2
1= 250 =2)

1
X = 5(—4y1+ 342)

EXA Calcul du rang d'une matrice

On étudie ici comment déterminer le rang d'une matrice en effectuant des calculs de
déterminants. Tous les résultats seront aussi valables pour déterminer le rang d'un
systéme de vecteurs, puisque le rang d'un systéme de vecteurs est égal au rang de la
matrice des coordonnées de ces vecteurs dans une base.

Nous allons énoncer ici deux propositions sans les démontrer, car les démonstrations,
bien que peu complexes, sont assez longues et fastidieuses.
Définition 9.24

Soit A une matrice. On dit que la matrice M est extraite de la matrice A si elle
est obtenue i partir de A en enlevant certaines lignes et certaines colonnes.

On dit que le déterminant A est extrait de A, d’ordre k, si c’est le déterminant
d"une matrice carrée M dordre £, extaile de A,

Proposition 9,29
S'il existe un déterminant extraitde A, d’ordre k, non nul, alors rg(4) = £.

Définition 9.25

Soit A un déterminant extrait de A, d'ordre k. On appelle déterminant bordant
de A, tout déterminant d’ ordre k + 1, extrait de A, dont A soit extrait.

Exemple 9.15
1 0 2 4 0
SoitM=| 5 6 7 8 |etA= 6‘.
i 2 1 0
1 o0 2 1 0 4
Lesbordants de Asont| 5 6 7 |et| 5 & 8
3 2 1 i 2z 0
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Propaosition 9.30
Considérons A une matrice de type (p,n).

(i) Soit A un déterminant extrait d’ordre &, ron nul. 8i rg{d) = & + 1, alors il
existe un déterminant bordant de A, non nul.

(ii) Soit » € M'. La matrice A est de rang r si et seulement si : il existe un
déterminant d’ordre r, non nul, et dont tous les bordants sont nuls.

I3 Déterminant
d'un endomorphisme

Soit f une application linéaire de E dans lui-méme. Rappelons que I'on dit alors que
[ est un endomorphisme de E.

Proposition 9.31

Si A est la matrice de f dans une base &, et B la matrice de f dans une base &',

alors det(A) = det(B).

Démonstration

B = P'AP ol P inversible est la matrice de changement de base.

det(B) = det(P~") x det(d) x det(P) = detl(P] x det(4) x det(P) = det(A). |

Cette proposition montre donc que toutes les matrices de f ont le méme déterminant,
quelle que soit la base. Ce qui nous permet d'énoncer la définition suivante.

Deéfinition 9.26

On appelle déterminant de 'endomorphisme f, noté det(f), le déterminant de
la matrice de f dans n'importe quelle base.

On a vu que le déterminant d'une famille de vecteurs est non nul si et seulement si
cette famille est une base, et que le déterminant d'une matrice carrée est non nul si et
seulement si cette matrice est inversible. On énonce maintenant une propriété similaire
pour le déterminant d'un endomorphisme.

Proposition 9.32
det(f) # 0 siet seulement si [ est bijective.

Démonstration
D'aprés la proposition 9.7, f est bijective si et seulement si sa matrice A est mversible.
Ona:
A inversible < det(A) #0
et:
A mversible & f hijective
De plus, det( f) = det(4). On en déduit que : f bijective & det(f) # 0. |
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EH Systemes d'équations linéaires

Comme nous I'avons vu au début du chapitre 8, les modéles linéaires en économie
conduisent i des systémes d’équations linéaires, comme par exemple les systémes
(EG) et (EG), provenant de 1'équilibre entre offre et demande sur tous les marchés
(= section 1, chapitre 8). Nous allons voir ici comment on peut résoudre un systéme
de p équations linéaires i n inconnues.

IEER Introduction

On considére un systéme d’équations linéaires de la forme :

apixy + @12x + e+ Ak = by
(S)

Ap X1 + Ap2X2 + eee F Qpndn = b
qu’on peut écrire sous forme matricielle :

(Smar) AX =B,

x by agr .. g
oulX = e BB= etAd= (ﬂj;j)],gy = .
X by 1sjsn Ap1 e A

Les inconnues sont les x;, et X est ke vecteur-colonne des inconnues.
On connait la matrice A et le vecteur-colonne B, et on cherche les x;.
On peut remarquer que le systéme () peut s’écrire :
55 f(X) =B,
ol f est une application linéaire de " dans RF de matrice A relativement aux bases
canoniques.
Deéfinition 9.27

On dit que A est la matrice associée au systéme (5 ).

Omn appelle solution de (S) tout n-uplet (x1,..., x,) satisfaisant (5).

On dit que le systéme est incompatible (ou inconsistant, ou impossible) s'iln’ad-
met aucune solution.

On va voir que le systéme (S ) peut avoir une infinité de solutions, une solution unique,

ou pas de solution du tout.

Notons Ay, ..., A, les vecteurs-colonnes formés des colonnes de la matrice A, c’est-a-
ayj

dired;=| ..

]pourtoutj, avec 1 < j<n.
p;j
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Proposition 9,33
Le systéme (5 ) est équivalent 4 1'équation vectorielle :
(Ev) xmAi+..+xd.=B

Ici xy, X2, ..., X sont des nombres réels, et Ay, ..., A,, B sont des vecteurs.

Démonstration

ap Y
Onaxd; +...+ 54, = x| ST (R

p;1 Qg
En identifiant dans (Ey) chacune des coordonnées de x4, + ... + x4, avec celles du vecteur-
colonne B, on retrouve bien le systéme (5). ]

La proposition précédente signifie que (S ) a une solution si et senlement si le vecteur B
peut s’ écrire comme combinaison linéaire des A;.
On a donc quatre écritures équivalentes de notre systéme d’équations linéaires :
— I'écriture initiale sous la forme d’un systéme (5) de p équations 4 n inconnues ;
— I'écriture matricielle (5 par);
— D'écriture (S ) faisant appel & une application linéaire ;
— l'écriture (Ey) sous forme d’ équation vectorielle.
Définition 9.28

On appelle rang du systéme d’équations linéaires (S ) le rang de la matrice asso-
ciée A. On remarque que c’est aussi le rang de I'application linéaire f, et le rang
du systéme de vecteurs (A ,..., As).

Connaitre le rang va nous aider i trouver le nomhre de solutions du systéme (5 ).

Définition 9.29
On appelle matrice élargie ou matrice augmentée du systéme (S ) la matrice,
notée (A | B), obtenue en ajoutant le vecteur-colonne B & la matrice A.
aigl .. Gy by
“|B)=

Gt ost ot PG

IE¥3A Existence de solutions

Puisque 1'on a quatre écritures équivalentes de notre systéme, on a aussi quatre fagons
équivalentes d’exprimer le fait que (S ) admet au moins une solution, comme 1"indique
la proposition suivante.
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y

Proposition 9.34
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le systéme (5 ) a au moins une solution.

(ii) B e Im(f)
(iii) B € Vect(A1,.... 4n)
(iv) 1g(A | B) =1g(4)

Démonstration
On ava que (S), (Sma)s (5 5) et (Ey) sont quatre écritures équivalentes du méme systéme.
(8 ) a une solution si et seulement s'il existe X € B" tel que f(X) = B, donc si et seulement
si Be Imif). D'ob (1) (i)
B € Vect(Ay,. .., 4,) € (Ey) admet au moins une soltion, donc (1) & (iii).
Enfin, rg (A | B) = 12(A) si et seulement si 12(A 1ye o Apy B) = T2(A1 1000y Ap), donc
g (A | B) = 1g(A) & Veet(A . AnnB) = Vea(Ag, e An)
Cette dernidre équation équivaut & B e Vect(A,,..., A )donc (ii) & (iv). |

Posons r = Vect(d,,..., A,). Le nombre r est i la fois le rang de la matrice A, le rang
du systéme (), le rang de 1’application linéaire f et le rang de la famille de vecteurs
(Appeens Ag)

Comme Vect(A,..., A;) est un sous-espace vectoriel de dimension r de R”, engendré
par une famille de » vecteurs, il est important, pour savoir s'il existe des solutions et
combien, de comparer r, p et n.

Propeosition 9,35

(i) Si(5)estunsysttme de p équations linéaires i n inconnues, son rang r est
telque r< petr<n.

(iiy Sir= p, alors le systéme (f) admet au moins une solution.

Démonstration

(i) Le rmang de (5) est la dimension de Vect{A,,..., A,). Comme il s’ agit du sous-espace vec-
toriel engendré par n vecteurs, sa dimension est nécessairement inférieure ou égale 4 n. De
plus, comme Vect(Ay,...,A,) est un sous-espace vectoriel de BF, sa dimension est inférieure
on égale d p.

(ii) On vient de voir (» proposition 9.34) que (5) admet au moins une solution si et seule-
ment si B € Veet(d,...,Aq). Si r = p, alors Vect{dy,...,A,) = BP, donc dans ce cas
Vect(A ..., Ag) contient forcément o' importe quel vecteur B de B, |

Quand on cherche & déterminer les solutions du systéme (5 ), 1l est utile de distinguer
quatre cas. Nous étudierons en détails le premier a au paragraphe 5.3, les trois autres
4 au paragraphe 6.1.
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w Premiercas: r=n= p.
Dans ce cas, il y a autant d’équations que d’inconnues (n = p), et le systéme est de
rang maximal. La matrice A est alors carrée inversible et le systéme (§ ) admet une
unique solution, car B — AX & X — A7IB (- paragraphe 5.3 et paragraphe 6.1.2).

= Deuxiéme cas: r = p < n.
Dans ce cas, il y a davantage d'inconnues que d'éguations (n > p) et le sys-
téme est de rang r = p. Cela implique que le systéme a au moins une solution
(» proposition 9.35 (ii)). Nous verrons qu'il y a alors une infinité de solutions
(> paragraphe 6.1.3).

» Troisitmecas: r = n < p.
Dans ce cas, il y a davantage d’équations que d'inconnues (n < p), et le
systtme est de rang r < p. On a Vect{di,...,A,) inclus dans RP, mais
dim Vect(Aj,...,A;) = r < p, donc le vecteur B de E” nest pas forcément dans

Vect(A,,...,A,). Cela implique que le systéme n’a pas toujours de solution. Nous
verrons que le systéme a une unique solution, soit pas de solution du tout

(» paragraphe 6.1.4).
# Quatriéme cas: r < netr < p.
Le systéme est de rang r < p. Ici aussi on a Vect(Ay,..., 4, ) inclus dans B, avec
dim Vect(Ay,...,4,) = r < p, donc le vectewr B de RP n’est pas forcément dans
Vect(Ay,...,A;). Le systtéme n’a pas toujours de solution. Nous verrons que le sys-
téme a une infinité de solutions, ou bien pas de solution du tout (= paragraphe 6.1.5).
Exemple 9.16
Deux équations et deux inconnues (r = p = 1)
Le systéme (§) revient ici 3 trouver Uintersection de deux droites dans le plan.
® Sir =2, alors les deux droites ont des directions différentes : elles sont donc sécantes et
se coupent en un unigue point du plan (» 1 cas).
m Sir= 1, alors les deux droites sont paralléles (» 4° cas) :

~ Siles deux droites sont identiques, le systéme a une infinité de solutions.
— 5iles deux droites sont paralléles mais distinetes, il n'y a pas de solution.

Exemple 9.17
Deux équations et trois inconnues (p=2 <n=3)
Le systéme (5 ) revient ici & trouver intersection de deux plans dans 1" espace de dimension 3.

m S5ir = 2 alors les deux plans se coupent, il y aura forcément une infinité de solutions
(» 2 cas). On ne peut pas avoir deux plans qui se coupent en un unigue point.

m Sir= 1 alorsles deux plans sont paralléles (p 4° cas) :
— Si les deux plans sont identiques, ke systéme a une infinité de solutions,
= Si les deux plans sont paralléles mais distinets, il o'y a pas de solution.
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Exemple 9.18
Trois équations et deux inconnues (n =2 <p = 3)
Le systéme (5) revient ici & trouver Iintersection de trois droites dans le plan,
® Sir= 2, les trois droites ne sont pas toutes paralléles (» 3° cas).
— Siles trois droites sont concourantes, elle se coupent en un unigue point.
— 5i les trois droies sont sécantes deux i deux, il 0y a pas de soluton (idem si deux
droites sont paralléles mais distinctes et 1a troisigme est sécante).
® Sir=1les trois droites sont paralléles (= 4° cas).
— 5i ces trois droites sont identiques, il ¥ a une infinité de solutions.
— Si ces trois droites sont paralléles mais non identiques, il o'y a pas de solution.

EEN Calcul des solutions d'un systéme

de Cramer

On suppose icl que le systéme est carré (n = p) et de rang maximal. La matrice A du
systéme est inversible, et il y a une unique solution (» 17 cas).
Définition 9.30
On dit qu’un systéme d’équations linéaires est un systéme de Cramer s’il com-
porte autant d’équations que d’icconnues, et est de rang maximal. Autrement dit,
le systéme (S ) est de Cramer si et seulement sir = p = n.

Comme la matrice A est inversible, il y a une unique solution (xi;...;X,) que 1'on
pent calculer en inversant la matrice, car B = AX © X = A~'B, d’oi la proposition
suivante :

Proposition 9,36

Si (S ) est un systtme de Cramer, il admet une unique solution, donnée par :

X=A"B
Exemple 9.19
On considére le systéme de deux équations i deux incomnues (n = p = 2) suivant :
2x+x2=3
Iy +dx; =5

Ce systéme peut 8" écrire matriciellement :

<51 | )
AX=B,01]A=(3 4),B=(5)

mx:( it )
X2

On adet(A) = =(2%x4)-(1x3h=8-3=5.

1
3 4
Le déterminant de A est non nul, done Ia matrice est inversible, ce qui implique que le rang
du systemeestr =2.Onar=p =n= 2, donc le systéme est de Cramer.
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La matrice inverse est A" = d-.tl(A)I = %;1.', ot A est la transposée de la matrice des cofac-
teurs de A, I aprits 1a définition 9.23, on peut dire que, dans 1a matrice A :

~ le cofacteur de 2 est 4 ;

— le cofacteur de 1 est-3 ;

= le cofacteur de 3 est =1 ;

= le cofacteur de 4 est 2.

La matrice des cofacteurs de A est donc ( _T _g ),sa transposée est A = ( _; -1 )

L'inverse de A est done :

La solution du systéme est :
4 -1 4x3)—(1x5) 7
N ) 5 3 _ 5 | s
X=4"B= -3 2 (5 ]" (-3x3)+2x5 | | 1L
5 5 5 5

it : 7 1
Clest-d-dire, x; —scixq—ﬁ

La proposition suivante montre qu'on peut calculer la solution d’un systéme de Cra-
mer par une autre méthode que 1'inversion de la matrice, en calculant des déterminants.

Proposition 9,37

Si (§) est un systéme de Cramer, il admet comme unique solution le n-uplet
(X1} -3 X)), avec pour tout i :

ot D = det(A;; ...; A,). Et pour tout i, on a posé :
Ay = det(Ay; . Aier; By i s An)

Démonstration
Comme B = x14; +... + x,A,, on peut écrire :

Aj =detlAy; A Bidias o 4a) =dbl(A1;---;Aa-1;Zx;A;;A.-+1;---;An)
=1
Done : p
A=) xpdet(Ari i A i3 Af A oniAL)
=1

Tous ces déterminants sont nuls sauf pour j = i (car la fonction det est alternée), done :
& = xpdet(Ay; S A A Al - Ag) = 0D

Ay
Dobx; = —. u
il x; D
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Exemple 9.19 (suite)
On reprend le systéme de Pexemple 9.19, ¢’est-i-dire : { 2n ko d

3x+4dx =5

2.1

Le systéme est carré, et son déterminant est I = 314

‘=5 # (), done ¢’est un systéme
- " Ay Ay
de Cramer. L'unique solution est donnée par (x;x:) oll 6 = = et x = o
3
On obtient A; en remplagant dans D la premiére colonne par( 5 ), et on obtient A; en

remplagant dans D 1a deuxiéme colonne par ( ; }

v Tl |
A= 5 4 =@3xH-(5x1)=12-5=7
2. 3
A=| 3§ |=@x9-BxH=10-9=1
" A T A 1
Onobtmtdumx]=—5=§e1xz=ﬁz=g.

Equilibre général

a. Deux biens. On considére I'équilibre général i deux biens du paragraphe 1.2 du chapitre 8.
L'équilibre général « offre = demande » pour chacun des deux biens donnait :
8P, —2P; = 500
(EG) {—2.“1 + 6P, = 480
g 2

oil Py est ke prix du bien 1 et P; le prix du bien 2. La matrice du systéme est ici t A = ( 2 6 ), avec
det(A) = 48 —4 = 44 # 0. Le détenminant est pon nul, done il s%agit J'un systéme de Cramer.
Calculons les déterminants Ay et As.

500 -2
m=‘ 48 ‘=(5()(}x6)—(—2x480)=30(J[}+96{J-=3960
U] 6
8 500
A = 2 480 = (480 % 8) — (2= 500) = 3840 + 1000 = 4 840
L'unique solution de I' équilibre général est domnée par :
A 3060 Ay 4840
PJ—D— = =90 ciP;—D— Yy =110

b. Trois biens. On considére maintenant un équilibre général & trois biens. On suppose que I'offre de chaque
bien dépend de son prix de la fagon suivante :
Oi(P) = 100 + 4P,
{ Ox(P;) = 100 + 4P,
O3(P3) = 100 + 4P,
De plus, la demande d'un bien est une fonction décroissante du prix de ce bien, mais une fonction croissante du
prix des autres biens, car les biens sont partiellement substituables :
Dy(P Py, P3) = 200 -4P) + P, + P4
[ Dy(P Py, P3) = 200+ Py — 4P, + P4
Dy(Pyy Py, P3) = 2004+ Py + P; — 4P,
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L' équilibre général «offre = demande » pour chacun des biens donne :
O1(P1) = Dy(Py,Py,P3)
O2(P3) = D1(Py1,P2,P3)
O3(P3) = D1(Py1,P2,P3)

o eet-i-dire :

100 +4P; = 200 —4P; + Py + P;
100 + 4P = 200 + Py — 4P; + P;
100 +4P; = 200 + Py + P, — 4P,

ce qui donne finalement le systéme :
8P, — Py — P3 =100
(EG)s { —P1+8P,~ P =100
—Fy — Py + 8Py = 100
g8 -1 -1
La matrice du systéme est id A = | -1 & -1 | On calcule son déterminant en développant suivant la
oo I | 8
premidre colonne :
S S |
-1 g -1
-1 -1 8

8 =5 | =1 -1‘

det(4) =

=8x + =1y x

-1 -1 8 8 -1
=8xX{(64-1)+(—B-1)-(1+B)=8x63-9-9=486 0.
Le déterminant est non nul, done il $°agit ' un systéme de Cramer. Calculons les déterminants Ay, Az et As.

-1
" ‘—(—ux

100
On cbtient A; en remplagant dans det(A ) 1a colonne i par la colonne [ 100 ]

100
0e -1 -1 I
Dobi: Ay =| 100 8 -1 [=100x| 1 8 -1 ‘
0 -1 8 1 -1 8

On retranche la premiére ligne i la deuxidme et i la wroisiéme, d'od :
1 -1 -1
0 9 1]
4] o 9
Une matrice triangulaire supérieure a son déterminant égal au produit des éléments diagonaux (» proposition 9.27),
doiA; =100 1x9=%9=8100.

On trouve de méme A; = 8100 et A; = 8100, d’od I'unique solution de I'équilibre général est donnée par
(P, Pz, Ps) telle que :

Ay =100 x

_ A 8100 50

P=2="" = 1666

"D 46 3 ’

A, 8100 50 A; 8100 50
etdeméme Py = 7' = —or- = - = 1666 et Py= T} =~ = = = 16,66,
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I3 La méthode du pivot de Gauss

I3N Résolution d'un systeme d’'équations
linéaires par la méthode du pivot

Le principe de la méthode du pivot

La méthode du pivet consiste i transformer, 4 1'aide d’une succession de transfor-

mations élémentaires de ses lignes, le systéme de départ (5 ) en un systéme équivalent

(5"), qui soit « échelonné ». Ce derrier systéme sera plus simple a résoudre, si I’ on part

de sa derniére équation, la plus simple, et si I’on remonte progressivement jusqu’a la

premiére équation.
1l nous faut d’abord définir les notions de « systémes équivalents », « transformation
élémentaire », et « systéme échelonné ».

Définition 9,31
On dit que deux systémes d’équations linéaires sont équivalents s’ils ont méme
ensemble de solutions.

Proposition 9.38

Soit (5 ) un systeéme d’équations linéaires, comportant p équations i n inconnues.

Pour tout i, on note L; la i-igme ligne du systéme, c'est-a-dire la i-iéme équation.

On obtient un systéme (5 ") équivalent & (5)si:

(i) Onintervertit deux équations : L = L; et L}- =Ff

{iiy A une équation donnée, on ajoute une autre équation multipliée par une
constante réelle : Lj = L; + aL;.

(iii) On multiplie une équation par une constante non nulle : L} = bL; (avec
b #0).

Définition 9,32
u On appelle transformation élémentaire des lignes du systéme les opérations
décrites dans la proposition précédente.

= On appelle transformation élémentaire des lignes d'une matrice A, ce méme
type d’opérations effectuées sur les lignes de A :

— interversion de deux lignes ;

— & une ligne donnée, ajouter une autre ligne multiplie par une constante
réelle ;

— multiplier une ligne par une constante non nulle.
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m On dit qu'une matrice est échelonnée si :
— chaque ligne non nulle commence par davantage de zéros que la ligne précé-
dente ;
— quand une ligne est nulle’, toutes les lignes suivantes sont nulles aussi.

m On dit qu'un systéme d*équations linéaires est échelonné si sa matrice asso-
ciée A est échelonnée.

Exemple 9.20
Les matrices suivantes sont échelonnées :
Z 3% &
g 1 3 )
2 8 . 0 9 05 6 [et e L 4
0 -1 0 0 i 1 o 0 0
o 0 0
Les matnices suivantes ne sont pas échelonnées :
b 2 =5 3
(3 _t;).ﬂ[3 5 4]
0 0 3 2

Pour bien comprendre la méthode du pivot, regardons ce qu'elle donne sur deux
exemples de systémes de Cramer, dont nous savons qu'ils ont une unique solution.

Exemple 9.21

. X 2 +x=6

Considérons le systéme (5) { e
On gjoute deux fois la premidre ligne & la deuxiéme ligne pour éliminer x dans la deuxiéme
équation. On note cette transformation : L = L, +2L;.
On obtient le systéme équivalent suivant :

2n+m=6

5"

O0+55, =20
Le systéme (57) est échelonné, on peut le résoudre facilement, en partant de la derniére équa-
tion.
On résoud L, ce qui donne 1a valeur de xs, que 'on reporte ensuite dans L.

2x+4=6

On trouve x; = 4, donc le systéme devient { A et finalement x; = L et x; = 4.
X =

Exemple 9.22
—x; +xa4+3x =7
Considérons (§) { x; — 2x; +2x3 = 14

X4+ xm+r==7

2 Onditqu'une ligne est nulle si elle ne comporte que des zéros. On dit quune ligne est non nulle si elle
comporte a moins un nombre différent de zéro.
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On ajoute la premiére ligne 4 la troisiéme : L = L3 + [y, et on ajoute la premiére ligne 4 la
—x+x+3n=7
deuxiéme, LS = Ly + Ly, ce qui donne : { 0+ —xz + 503 = 21
0420 +4x3=0
On gjoute deux fois la deuxitme ligne 4 la troisiéme, L3 = Ls + 2L,, d'oi le systéme :
—X1+x+3x5=17
O4+—x245x0:=21
0+ 0+ 1dx; =42
Ce demier systéme est échelomné, on va pouvoir le résoudre en partant de 1a troisiéme équa-
tion, et en remontant vers la premiére ©
14x; = 42, done x; = 3, qu’ on reporte dans le deuxiéme équation, qui devient :
—az+15 = 21, ce qui donne x; = —6, que 'on reporte dans la premiére équation, qui devient
=X+ (=60 +9 =T, d ol —x; = 4, ¢'est-di-dire x; = —4.
La solution du systéme initial est done (x; xz; x3) = (-4 —6;3).

Reprenons les quatre cas introduits i la section 5.2 pour voir dans chacun d’entre eux
a quel type de systéme échelonné rous conduit la méthode du pivot.
Notons C = [a;lflls,-ﬁ, la matrice du systéme échelonné (§') qui est équivalent a (5).
ljsn
b
Le second membre de (§') est le vecteur-colonne | ... | La matrice C est obtenue
b,
4 partir de A par une série de transformations élémentaires : C = PiPy_j...PaPiA
ot les P; sont des matrices inversibles (car matrices de transformations élémentaires,
» définition 9.32).
Dans la suite on note (], ..., xy,) les variables, car on s’ autorise de plus & renuméroter
(permuter) les variables (xy, ..., X,) pour obtenir un systéme échelonné.

Premiercas:r=n=p

Ici le systéme (5 ) est de Cramer, il équivaut i un systéme triangulaire (5"), de rang n.

£ ;o
Gy ¥ ) X0 F e ok by X = D)
. Gaoy + o+ Tty = b
o g
a:u!xn _bn

Onrésout facilement (5) en partant de la derniére équation, et en remontant de proche
en proche. Comme A est inversible, C est inversible aussi, d’oi a;j #0pourl <i <n.
La derniére équation donne la valeur de ;. On reporte celle-ci dans 1'avant-derniére
équation, ce qui permet de déterminer x,,_,, ainsi de suite...

11 existe une unique solution.
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Deuxiémecas:r=p<n

Le systeme () équivaut i un systéme échelonné (§'), de rang r.

R Y
Q%+ Gyaky k.o -y = by

. X + &%, = b,

Uyt H Xy = b

Comme (§')est derang r,onaiciay # Opour 1 <i =r.

1l existe une infinité de solutions. On peut toutes les exprimer en fonction de
Xours Koz o s e
On peut dire que, pour chaque (x],,,x,,,..., 2, ) donné, on a un systéme de Cramer
en r équations et r inconnues (x},,..., X,).

Troisieme cas:r=n<p

Le systéme (5) équivaut i un systéme (5"), qui est un systéme triangulaire de rang
r = n, anquel on ajoute p = n équations dites « dégénérées », car elles ne comportent
que des constantes.
R A
él‘x;& s + é,‘x" = bz

(8 a5, =b,
0=b,,
0=14,

Comme (S') estderang n, ona iciay; #0pourl <i<n.

- 51 b; = O pour tout j = n + 1, alors on est ramené i un systéme de Cramer, avec n
€quations et n inconnues, si bien qu'il existe une unique solution.

— S'il existe j = n + 1, tel que b’; # 0, alors le systéme n"a pas de solution.

Quatritme cas:r<netr<p

Le systéme (S ) équivant & un systéme (5'), qui est un systéme échelonné de rang r,
auquel on ajoute p — r équations dégénérées.
B, + X5 e + X = B
AgoXy Fenernminnnnns + @, X, = B

(5 a5+ . kap,x, =b;
0=b,
0=»h,

Comme (S') estderang r,onaa;; #0pour 1 < i<r.
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-5 b;- = () pour tout j = r + 1, alors on est ramené a un systéme de rang r, avec
r équations et n inconnues. 11 existe une infinité de solutions. On peut toutes les
.

exprimer en fonction de X/ ;, x5, ..., X},.
— S'ilexiste j = r + 1, tel que b} # 0, alors le systéme n'a pas de solution.

I Inversion de matrices par la méthode
du pivot

SiA est une matrice carrée d’ordre n, inversible, on peut utiliser la méthode du pivot
pour déterminer I'inverse de A.
On considére la matrice M = (A | I,) comportant n lignes et 2n colonnes, obtenue en
juxtaposant la matrice A et la matrice I,. On effectue les transtormations élémentaires
de la méthode du pivot pour obtenir & gauche la matrice I,. On aura alors  droite une
matrice B qui sera la matrice A~! comme I"indique la proposition suivante.

Proposition 9.39

Si on peut effectuer une suite de transformations élémentaires sur la matrice A
permettant d’obtenir la matrice [,, alors la matrice A est inversible, et son inverse
est obtenu en faisant subir 4 la matrice [, la méme suite de transformations élé-
mentaires (dans le méme ordre).

Autrement dit, s'il existe des matrices élémentaires Py, Pz, .. , P; tel que
I, = PyPyy...P2P1A, alors A estinversible, et A~} = PyPy_;...Ps P,

Démonstration

Les matrices élémentaires sont inversibles, donc B = P Py_;...P2P; est inversible.

L'égalité I, = PyPy_;...PyPiA sécrit I, = BA avec B inversible. En multipliant (4 gauche)
par B! les deux membres de cette équation, on obtient B~ = A, d’oll A est inversible,
dinverse B: Al =B=PP,,...P2P, = PP ...PaPI, w
Exemple 9.23

On écrit la matrice A et la matrice I, ¢dte i cote. On applique une suite de transformations
élémentaires i A pour qu’elle deviemns [, ; les mémes transformations appliquées simultané-
ment & [, vont donner A\,

Supposons par exemple que A =“ _i ).Onbcn'tdctfzc&.cacﬁc: (i _11 | é ?J

Gnmtrmhc]apmni&rc]igne&]adcuxié:m,lé=L2—L]durmc:( y = ]

0 2 -1 1
o n : , T 1 -1
On divise la deuxiéme ligne par 2, ¢'est-d-dire L, = EIQ oo 1 1 1
"2 2
1 1
; : S _— o I 2 2
Enfin, on ajoute la deuxiéme ligne ila premigre, Ly = Ly + Ly : 01 P
22
1 1
On & obtenu I» & gauche, done la matvice de droite nous indique que : A™ = f f
2 2
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Les points clés

->

>

Une matrice est un tableau comportant des nombres réels.

Si on a une application linéaire f d’un espace vectoriel E dans un espace vec-
toriel F, pour des bases données & et ¥ données des expaces E et F, on peut
disposer les coordonnées des vecteurs fi(e;) (ol les e; sont les vecteurs de &)
dans la base 7 dans une matrice. Ceci permet de traduire les opérations sur les
applications linéaires en opérations sur les matrices.

Si f et g sont des applications linéaires, alors :
— la matrice de f + g est égale & la somme de la matrice de f et de celle de g;
— la matrice de g o f est égale & matrice de g multipliée par la matrice de f.

Si f estbijective de E dans E, de matrice A, lamatrice de f~! est égale i la matrice
inverse A~}

Dans un espace vectoriel de dimension n, le déterminant d'une famille de n vec-
teurs permet de savoir si cette famille est libre ou pas :
— la famille est libre si son déterminant est différent de zéro ;

— la famille est liée si son déterminant est nul.

Un systéme d’équations linéaires peut s'écrire sous forme matricielle. Il peut aussi
s'écrire comme une équation vectorielle.

51 un systéme de n équations linéaires 4 n inconnues est de rang n, on dit que ¢’est
un systéme de Cramer. 1l a alors une solution uruque.

Un systéme de p équations linéaires 4 n inconnues peut avoir une infinité de solu-
tions, une solution unique, ou aucune solution. Pour déterminer les solutions d’un
systéme de p équations linéaires i n inconnues on peut utiliser la méthode du pi-
vot : il s’agit de transformer le systéme initial en un systéme équivalent échelonné.

POUR ALLER PLUS | OJN

Déterminer le rang d'une matrice ou d'une famille
de vecteurs

Pour déterminer le rang d’ une matrice par laméthode du  mations. En effet, ces transformations sont bijectives, et
pivot, il suffit d'effectuer des transformations élémen- on ne change pas le rang d’une matrice enla multipliant
taires sur ses lignes jusqu’a ce que la matrice soit éche-  par une matrice inversible. Le rang d’une matrice éche-
lonnée. Le rang de la matrice initiale sera le méme que lonnée est ke nombre de ses lignes non nulles, il en est
celud de la matrice échelonnée obtenue par ces transfor-  de méme pour une famille de vecteurs.
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EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

www.dunod.com

Quiz

1 VraifFaux

Dites siles affinnations suivantes sont vraies ou fausses.

Justifiez vos réponses.

1. On peut toujours additionner deux matrices de méme
type.

2. On peut toujours multiplier deux matrices de méme
type.

3. Un déterminant est toujours positif ou nul.

4. Une matrice carrée est inversible si et seulement si
son déterminant est non nul.

5. Quand un sytéme est de Cramer, il a une unique so-
lution.

» Corriges p. 368

Exercices

2 Sommes de matrices
La somme A + B est-elle définie 7 81 oui faites le caleul.

2 3 9 e
1. A=| 5 etB=| 2 :

7 4 B

3 6 3 5 7
2.A—.(5 > )as_(g 2 )

2 g U STy

4

3. A= etB =

9 Ll

= =3 2 o =+ 4

» Cormrigés p. 368

2 Produits de matrices
Le produit B x A est-il défini ? Et le produit A x B? Si
oui faites le caleul.

_264

2 2 4
a2 € June( 2 3)
3 1
2 4e( ¢ 2 s)m=[4 ]
11 3 -7
1 2
0 3 .
e o5 1
3. A= 8 3 5
L9 & =3

» Corrigés p. 368

4 Caleuls de déterminants
Calculer les déterminants suivants. Qu’en concluez-vous

sur la matrice correspondante 7
2 4
1.D=| | & ‘
11
5 4
2. D= 17
ot 2]
2
4 12
3. D= 3 9 ‘
] 2 6
4. D=| 2 ik
4 =1 2
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R TN
5.0=|1 4 7
S 2
2 3
&p={n =0 o
4 6
e L T |
3 & A ot
2.D= 5 3 4 1
2, & a3
SO B
8. D=| a b fd
£ F

5 Inverse d’une matrice
Calculer 'inverse des matrices suivantes de deux fagons
différentes :

— AT aide de la transposée de la matrice des cofacteurs;
- avec la méhode du pivot.

V)
: )

1 1
3. A= 2 =1 |
1 3 2

6 Rangd’une matrice
Calculer le rang des matnices suivantes de deux fagons
différentes :

— & Paide des déterminants extraits ;

14=(

[FUR N T

24

= avec la mé&hode du pivot.

Chapitre 9 Matrices, déterminants et systémes d'équations linéaires

| 4 1 2 4
2 4 7 0 et 3 4 10
=1 2 1 4 b S

7 Nombre de solutions
Les systémes suivants ont-ils ©

— une solution unigue 7
— une infinité de sohtions 7
— pas de soltion 7

2x4+Ty =11
—x43y=12

2 Sx—4dy=12
] -10x+ 8y =15
3 Sx—4dy=12
"l -10x+ 8y = —-24
3x+Ty—-z=7
-x+2y+z=5
—x+8y-z=12
2 +x —4dxy =2
—2x; 4+ 3x; —x3 =5
X+ 2% —2x35=6

{x, +3x— 203 =3

&

- +2n+x3=4
X+ 2n—-3n="T

8 Résolution d’un systéme
Trouver les solutions des systémes suivanis :
1 3x—y=3
l-x+y=-1
x—2y+z=0
2 2y— 8z =8
—4x+ 5y +9z=-9
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1y adeux pétisseries dans une petite ville : 1a pre-

miére est installée depuis longtemps et posséde

80 % de la client2le totale, la seconde est plus ré-
cente et n'a pour le moment que 20 % de la clientéle.
Chaque mois, un client sur dix de la premiére pitis-
serie décide de changer et de faire ses achats dans la
seconde, alors que neuf sur dix préférent rester. Il en
est de méme pour la clientéle de la deuxiéme pitis-
serie : un client sur dix part chaque mois, et neuf sur
dix restent. Quelle sera la répartition de la clientéle
dans un an 7 Dans deux ans ? Et & plus long terme ?

En économie comme en gestion, on étudie 1'évo-

des variables les unes sur les autres se fait de fagon
linéaire (c’est le cas le plus simple), on peut repré-
senter les changements d'une période a la suivante
a I'aide d'une matrice. Prévoir ce qui se passera a
long terme nécessite de multiplier cette matrice par
elle-méme un grand nombre de fois. Les calculs sont
compliqués sauf si la matrice est diagonale. Quand
on peut 4 I'aide d'un changement de base se ramener
au cas d'une matrice diagonale, ondit que la matrice
est diagonalisable. Il est facile alors de déterminer
I'évolution i long terme. Les matrices syméiriques
sont des matrices diagonalisables qui ont des appli-

lution de variables qui interagissent les unes avec cations importantes en optimisation.

les autres, comme dans cet exemple. Si 1’influence

LES GRANDS
AUTEURS

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Carl Friedrich Gauss est un mathématicien et physicien allemand, sumommé le prince
des mathématiciens car il a renouvelé les mathématiques dans presque tous les do-
maines. Issu d'un milies modeste, il montre trés jeune de grandes aptitudes mathé-

"\ &~ \} matiques. On dit gu’un jour, & |'école, son maitre demande aux enfants de faire la
1 F —— ‘J somme des nombres de 1 4 100. Alors que ses camarades font laborieusement des
/ }' g / dizaines d'additions, Gauss trouve immédiatement la réponse en ayant I'intuition de

A E3) f@ ] la formule de la somme d'une suite arithmétique.
\ =) [ Gauss invente la méthode des moindres carrés, travaille en géométrie et en théorie
S des nombres. || démontre dans sa thése le théoréme fondamental de ['algébre sur le

nombre de racines d'une équation polynomiale. En probabilités, il concoit la loi de
distribution continue ayant la forme d'une courbe en cloche, qui est appelée loi nor
male ou gaussienne. |l prédit le retour de |'astéroide Cérés en utilisant sa méthode
des moindres carrés. |l est alos nommé directeur de 'Observatoire astronomique de
Géttingen. En algébre linéaire, la méthode du pivot de Gauss permet de déterminer
les solutions d'un systéme d'équations linéaires, ou d'inverser une matrice. Gauss ap-
porte aussi des contributions en électromagnétisme, étudie les formes quadratigues
et démontre la loi de réciprocité quadratique. m
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=» Calculer les valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice carrée.

-» Diagonaliser un endomorphisme ou une matrice carrée quand c’est possible.
=» Appliguer la diagonalisation aux systémes dynamigues récurrents linéaires.
- Diagonaliser une matrice symétrique dans une base orthonormée.

= Déterminer le signe d'une forme quadratique.
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Kl Diagonalisation

Les applications linéaires d’un espace vectoriel E dans lui-méme sont une fagon de
généraliser les fonctions linéaires de B dans . 51 f est une fonction linéaire de B
dans R, alors il existe a € K tel que f(x) = ax pour tout x € E. On peut dire qu’il
s'agit d'une dilatation (s1 |a@| > 1) ou d'une contraction (1 |a| < 1). Par exemple,
I'application linéaire définie sur & par f{x) = 2x consiste i dilater E en multipliant les
distances par 2.

Pour les applications linéaires défiries sur un espace vectoriel E de dimension n, peut-
on dire des choses similaires ? Si une application linéaire de E dans E a la propriété
de dilater (ou de contracter) les vecteurs qui ont une direction donnée, on dit que
ces vecteurs sont des « vecteurs propres » de f. Le coefficient de dilatation (ou de
contraction) est appelé « valeur propre ». Un vecteur de E qui n’est pas un vecteur
propre est transformé par f en un vecteur qui n"a pas la méme direction que lui. Quand
il existe une base de E formée de vecteurs propres, alors cela signifie que la matrice
de f est diagonale dans cette base, ¢’est pourquoi une telle application linéaire est dite
diagonalisable.

Dans toute cette partie, E est un espace vectoriel de dimension n.

Définitien 10,1

Considérons' f € L(E), et x € E, avec x # 0.

On dit que x est un vecteur propre de f s'il existe A € R tel que f{x) = Ax.

On dit alors que A est une valeur propre de f, et que le vecteur propre x est
associé i la valeur propre A.

Exemple 10.1

Considérons f de B2 dams B2, telle que f(11, 12) = (311 + a2, 282)

On remarque que f(1;0) = (3;00 = 3-(1;0) done x = (1;0) est un vecteur propre de f,
associé i la valeur propre 3.

Par contre f(1;1) = (4;2) ne 5" écnl pas sous la forme A - (1; 1) done le vecteur (1; 1) n'est
pas un vecteur propre de f.

Proposition 10.1

Si A est une valeur propre de f, 'ensemble E; = {x € E ; f(x) = Ax} est un sous-
espace vectoriel de E. C’est 'ensemble des vecteurs propres associés a la valeur
propre A, auquel on ajoute le vecteur nul. On appelle E; le sous-espace propre
associ€ a la valeur propre A de f.

Démonstration

Montrons que E; est un sous-espace vectoniel.

SixyeE alos fix+ ) = f)+ =1 x+l-y=A:-(x+y)dodx+ycE,.
Deplus, sip e B, aloes flup-x)=p- fixy=p- (1 -x)=Au-x)dolpg - xeE,.

E; est donc bien un sous-espace vecoriel. ]

1 Rappelons que £(E) désigne 'ensemble des endomorphismes de £, ¢’est-i-dire I'ensemble des appli-
cations lindaires de E dans E.
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Définition 10.2

Soit f € L(E). On dit que f est diagonalisable s'il existe une base de E dans
laquelle 1a matrice de [ est diagonale.

Proposition 10.2

f est diagonalisable si et senlement si E posstde une base formée de vecteurs
propres de f.

Démonstration

— Supposons que f est diagonalisable. Il existe une base & = {ey,...,g,} de E, telle que la

A4 00
matrice de f dans la base & soit diagonale, c.id. Mar(f,&) = [ 0 w0 ], ol les
0o 0 4,

A eR
Om a donc fle;) = Aie; pour tout i, ce qui signifie que ¢; est un vecteur propre de f, associé
4 la valeur propre ;. La base & est donc formée de vecteurs propres.

~ Réciproquement, supposons que E posstde une base & = [ey,...,¢,} formée de vecteurs
propres de f. Pour tout §, on a e; vecteur propre de f, done il existe A; € R tel que

4 0 0
Ffle:) = Le;. La matrice de f dans cette base estalors| 0 .. 0
0 0 4,
L'application linéaire f est donc diagonalisable. |

Quand f est diagonalisable, les calculs relatifs 4 f sont plus simples dans une base
formée de vecteurs propres.

Soit A la matrice de f relative i une base &, et x € E. Si X est le vecteur-colonne des
coordonnées de x dans la base £, et 1 e B, ona’ :

fxy=1-xo2AX=41-X
C’est pourquoi on peut aussi parler de valeur propre et de vecteur propre de la ma-
trice A.
Définition 10,3
On dit que la matrice A est diagonalisable si elle est semblable & une matrice

diagonale. Autrement dit, A est diagonalisable si et seulement si il existe une
matrice diagonale [ et une matrice de passage P, tel que I = PlAP.

On va pouvoir parler indifféremment de diagonalisation de 1'endomorphisme f ou de
sa matrice A, en raison de la proposition suivante.

2 Ecriture matricielle de y = f(x), » chapitre 8, paragraphe 1.3
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Proposition 10.3
Soit A la matrice de f dans une base 5.
— La matrice A est diagonalisable si et seulement si f est diagonalisable.

— Si A est diagonalisable, D = P~'AP o D est diagonale et P est la matrice de
passage de B & une base & formée de vecteurs propres.

Démonstration
Cela résulte de V'effet d’un changement de base sur la matrice d'un endomorphisme
(» Carollaire du paragraphe 1.5, chapitre 9). il

Comment trouver les vecteurs propres et valeurs propres 7

A est une valeur propre de f si et seulement si il existe x # 0 tel que f(x) = Ax, donc
si et seulement si il existe x # 0 tel que g(x) = 0, o1 g est définie par g(x) = f(x) = Ax,
qu’on peut écrire g = f — Ald.

g est une application linéaire, donc il existe x # 0 tel que g(x) = 0 si et seulement
si Ker{g) # {0}, ce qui revient 4 dire que g n’est pas bijective, ¢ est-a-dire que le
déterminant de g est nul.

Trouver les valeurs propres de f revient donc a trouver les A € R tels que det(f —
Ady= 0.

Posons P(A) = det(f — A1d). Alors P est un polynime de degré n en la variable A.

S1 f a pour matrice A = (;,j) <=, dans une base donnée de E, alors :
1=jzn

ap; — A ayi Al

det(f — AId) =det(A — AL,) = |aiy weo i — A

Ip;1 i T gy - A
Définition 10.4

Soit f un endomorphisme de E, et A sa matrice dans une base donnée.

Le polyndme P(1) = det( /' — 11d) est appelé polyndme caractéristique de 1'en-
domorphisme f. On dit aussi que P est le polyntme caractéristique de la matrice
A, et ona P(1) = det{A — AI,).

Proposition 10.4
Les racines du polyndme caractéristique sont les valeurs propres de f.
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Démonstration

On a successivement les équivalences :
P(A)=0e det(f— Ad)=0
P() = 0 f— Ald n’est pas bijective
P(3) = 0 & Ker(f — Ald) # {0}
Py=0e c#0, (f-Ud(x)=0
Py =0 Fc#0, f(x)=Ax

P(A) = & A valeur propre de f n
Exemple 10.2
SoitA = ( ; g }
Son polynéme caractéristique est

Py(2) = ;_’l ; _,1‘ =(1-D2-)-6

Pa)=A-31+2-6=1—-31-4
Le discrimmant est A =9 + 16 = 25. Les racines du polyndme caractéristiques sont :

A =%(3— JE)=%(3—5)=—1¢1,12=%{3+ V25) = %(3+5)=4

La matrice A a donc pour valeurs propres i = -l et dz = 4.

Quand on a déterminé les valeurs propres de f, oncherche pour chaque valeur propre A
les vecteurs propres associés en résolvant I'équation f(x) = Ax.
I s’agit donc de déterminer le sous-espace propre E; associé i chaque valeur propre A.

Proposition 10.5 FOURALLER PLUS LOIN
#"{f & Ddmonstration

81 4y, ., g sunt des vecleurs propres associés i des valeurs propres Ay, ..
Sur waww.dunod com

distinctes d’'un méme endomorphisme f, alors la famille (;; ...; ug) est libre.

Proposition 10.6

Condition suffisante de diagonalisation
Dans un espace vectoriel de dimension n, si le polyndme caractéristique de I'en-
domorphisme f admet n racines distinctes, alors f est diagonalisable.

Démonstration

5i P admet n racines distinctes, dlors f admet n valeurs propres distinetes Ay, .., A, Les
A; sont des valeurs propres donc il existe des veclewrs propres g, .., i, non nuls associés,
c’est-a-dire tels que ;) = Ay pour tout i,

D’ aprés la proposition 10.2, pour montrer que f est diagonalisable, il suffit de montrer que
{81} + o} ) forme une base. Une famille de n vecteurs de 1’espace vectoriel E de dimension n
est une base si et seulement si cette famille est libre. 11 suffit done de montrer que (i ..o 1)
est une famille libre. C’est vrai d"aprés la proposition 10.5. m

Remarquons que la réciproque est fausse. Un endomorphisme f peut &tre diagonali-
sable sans que son polyndme caractéristique ait » racines distinctes.

‘§
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y

Par exemple f = Id est diagonalisable, mais sa seule valeur propre est 1, son polynime
caractéristique est donné par P(1) = (1 —4)".

Nous admettrons sans démonstration la proposition suivante, qui donne une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable.

Proposition 10.7

Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation

Omn suppose que  estun endomorphisme d' un espace vectoriel E de dimension n.

Notons Ay, .., A les valeurs propres de f, et E;,, ..., £ les sous-espaces propres
3

associés. Pour tout i, notons d; la dimension de E;,. Alors on a Zd; <net:

=]

&
f est diagonalisable < Zd,- =n
=1

EN_PRATIQUE

Etapes a suivre pour diagonaliser un endomorphisme
ou une matrice

= Chercher les valeurs propres
Il faut résoudre 1'équation P(1) = 0, oi1 P est
le polynéme caractéristique de f, ¢’est-a-dire
P(A) = det( f — Ald).
On note Ay, A3, ..., A les racines de P. Ce sont
les valeurs propres de f.

= Déterminer les sous-espaces propres
Il s’agit, pour chaque valeur propre J;, de dé-
terminer le sous-espace propre Ej, ¢’est-i-dire
trouver les vecteurs u tels que f(x) = A;u.
Puis rechercher une base de chaque sous-

espace propre E;. Elle sera de la forme
Ei = (Up1y «unslli g ), OU d; €5t la dimension de Ej,.

s U'endomorphisme est diagonalisable si et

seulement si :
k
Zd.‘ =n.
i=1

Dans ce cas, la famille & obtenue en réunis-
sant toutes les & est une base de E, c’est-a-dire
E = (11 womy UL dy U215 -y Wy 5 oee Ml L s el dy )
La matrice dans cette nouvelle base est une ma-
trice diagonale D. Sur sa diagonale, il y a (dans
cet ordre) : 4y fois la valeur A;, puis s fois la
valeur Az, ..., et 4 fois la valeur 2.

Ona D = P 'AP, on P estla matrice de passage
de la base initiale 4 la base formée de vecteurs
propres.
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Exemple 10.3

Considérons f de matrice A= ( ; i

1. Le polynime caractéristique est:

) dans une base B. Peut-on diagonaliser f7

P{A)=¢1(A—H}=‘ b=l o2 ‘

5 4-1
=(l-Dd-Dp-10=F-51+4-10=1P-51-6

1
Le discriminant est A = 25 + 24 = 49, les racines sont donc A = 5(5 +7)=6et-1.

Iy a deux valeurs propres distinctes 2; = -1 et A3 = 6 dans un espace vectoriel de
dimension n = 2, donc f est diagonalisable (» proposition 10.6).
2. Cherchons les vecteurs propres.

~ Le vecteur u =( ;; )cstmvcﬁ.cmpmpmmﬂciéa]a valeur propre —1 si et seule-
m:ntsid( * )=( g
Xz —X

X4+ =—x
5x +dx = —x

2x +2x: =0

¢"est-i-dire :{ Syt Ba=0

que I'on peut éenire {
D’ ol finalement E_; = {u = (x;; x2); x; + x = 0}, de base =[ il J

X;
- Le.vcctem'u=( !
x2

] x (331
siA =

i | X +2x =6
c’est-ii-dire : {Sx] 4 dz, = 6,

25 =5x
S5x=2x;

que 1'on peut écrire {

Do finalement Eg = {1 = (x; X205 % = ;x]}, de base 1 =(

1
512 17

3. L'endomorphisme [ est diagonalisable, de mau-icc( El 2 ) dans la base (u; 1),

Exemple 10.4
I 1 1

SoitA=] 1 1 1 | Cette matrice est-elle diagonalisable 7
I 1 1

1. Le polyndme caractéristique de A est :

1-4 1 1

1 1-2

1 1 1-4

P{i) =

) estun vecteur propre associé ila valeur propre 6 siet seulement
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Développons suivant la premiére colonne :

fit i 11
P"”‘““”‘ 1 =i H i p=a |t

1 1 ‘
1-1 1
== -7 1] -[1-2-1]+[1-(1-1)]
=(l-AF—(1-D+a+a
=(l-AP-1+32
=1-32+38-2-1+432
=1 +31% = P(3- D deracines A; =Oet Ay = 3.
Les valeurs propres de A sont done 4; = OQetdz = 3.

2. Cherchons les vecteurs propres.

X1
— Levecteuru=| xa
X3

x1
sid| x |=0.
X3
NAr+ry=0

C’est-d-dire si et seulement si {xl +xp+a3 =0
a+xa+r=0
Dol Ey = {(x1; 225 X3); X1 + X0 + x3 = 0}, de base (uy,12), ol par exemple :

1 1
=] -1 jetu= (1]
1] =1
Xy

— Le vecteur u =[ X ycst un vecteur propre associé ila valeur propre 3 si et seulement

A3
X1 X
Al |=3x
13 X3
X4+ x=3x 2 +x4+ =0

cest-d-dire: § x4 x4+ x5 =3x;  quelon peutderire ¢ x —2x 4+ x5 =0

X4 x4 xs =3 n+rn-2n=0
5i on additionne les deux premifres équations, on trouve 'opposé de la troisiéme,
donc :

est un vecteur propre associé i la valeur propre 0 si et seulement

51

Es={lxxxml—2n+xn+xa=0etx —2xn+x =0}
E; est de dimension 1, et x; = x; = x3 = 1 est solution,
1
done n3={ 1 ]ostumbescch,.
1
~ dimEy + dimE; = 2+ 1 = 3, donc A est diagonalisable, semblable & la matrice

diagonale :
000
D=|{000
003
La famille (t ,iz,05) est une base formée de vecteurs propres.
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B3 Application aux systemes
dynamiques récurrents

On s'intéresse ici aux modéles dynamiques (c’est-a-dire dépendant du temps) fai-
sant mtervenr plusieurs vanables économiques en méme temps, et qui souvent inter-
agissent.

On n’aura pas simplement une équation de récurrence faisant intervenir une seule
variable comme an chapitre 3, mais un systéme de plusieurs équations récurrentes. On
suppose donc ici qu'on a n variables économiques dépendant du temps, notées x; (1),
X206y oy XnlE).

{ x1(1) ]
On pose X(1) = le vecteur-colonne des x; i la période 1.

Xn(1)
On suppose que ces n variables i la période 1 + | dépendent linéairement des mémes
n variables i la période r, avec interaction possible :

xi(t+ 1) = apx () + o +a13(00)
x2(t+ 1) = azaxi( + . + dznXalr)

xi(t+ 1) = anpx1 () + ooe + dunXnlt)

qu’on écrit sous forme matricielle :
(S D) X(r+ 1) =AX(n, Wrel
ou A = (a;ij)h<ijzn.
Dans le cas d'une seule équation, on a vu au chagitre 3 que x4y = ax; donne :
X = Xl = azx,_g — S a'xu, c-i-d x; =a’xu pour tout € M.
Iciona:
XN =AX(r= 1) = A[AX(r=2)] = A2X(1=2) = ... = AX(0)
Donc la solution de (S D) est :
X(1r) = A'X(0), Yrel

Le vecteur X(()) donne la situation initiale de 1’économie (4 la période 0). On dit aussi
que X(0) est la condition initiale.
Pour obtenir X(r) explicitement en fonction de X(0), il faut calculer A",

A 00
s 51 A est une matrice diagonale, A = [ 0 .. 0 ], alors A" =
0 0 A
A0 o A0 0\ x0 £x1(0)
[ L R | ],DODCX{!)=[ 0 .. 0 ][ ]=[ ]
0o 0 X 0 0 2 ) %o £ x,(0)
¢ est-d-dire :

{ x1(0) = Ajx00)

() = Axni0)

b
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Si A est diagonale, il est donc trés facile de calculer A’ pour tout ¢ € H. En fait, dans
ce cas, on a en réalité affaire & un systéme de n équations indépendantes, chacune a
une inconnue. Cela signifie qu'il n'y a aucune interaction entre les variables.

» Supposons maintenant que la matrice A n'est pas diagonale mais qu’elle est

diagonalisable.
X = A’X{U}, avec A diagonalisable.

Il existe donc une matrice diagonale D, et une matrice de passage F, telles que
D = P'AP (» proposition 10.3). Cela implique A = PDP~!. On a alors :

A= (PDP‘I) - (Pmrl} = PDDP! = PD?P!
De méme, pours & H* :
A'=(PDP').(PDP"')...(PDP™) = PD'P""!

Donc :
X(r) = A'X(0) = PD'P1X(0),
oll
A0 0
D=0 ER ¢
0o o X2

Ceci conduit 4 la proposition suivante.

Proposition 10.8
SiA est diagonalisable, le systéme dynamique (5 D) a pour solution :
X(r) = PD'P"'X(0) pour tout t €

Ici P est la matrice de passage de % & &, ot 8 est la base canonique de R", et & est une
base formée de vecteurs propres (ij,...,i,). La matrice D est diagonale, d’éléments
diagonaux les valeurs propres 4;, ..., 4.

5i A est diagonalisable, plutit que d utiliser la formule de la proposition 10.8, on peut
changer de variables pour que le systtme dynamique soit ramené au cas oil la matrice
est diagonale, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 10.9

Supposons que A est diagonalisable, et que D = P~'AP oii D est diagonale, et P
est la matrice de passage. Posons ¥{f) = P'IX{f}pcmr touts € M.
¥(1) est le vecteur-colonne des coordonnées de X (r) dans la base formée des vec-
teurs propres (i,...1,). Avec la variable ¥(7), le systétme dynamique (S D) de-
vient :

¥(r+ 1) = DY (1) pourtout r €
Ce qui donne :

¥(r) = D'Y(0) pour tout r € B
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Démonstration

En appliquant 1a proposition 9.8, on cbtient directerment X(f) = PY(r) et ¥(1) = P71 X(r).

On aalors ¥ir+ 1) = P7'X(1 + 1) = P AX(1) = P'APY(f) = DY(f) car D = PT'AP.

On a done bien ¥{r + 13 = DY(r) pour wout r.

Cela donne ¥ (1) = DY(r— 1)=D2Y(:—2)=... = D'¥(0). |

Quand on étudie 1"évolution de X{r) quand le temps ¢ varie, on souhaite naturellement
connaitre la limite de X(r) pour r — +co (si cette limite existe).
On sait que }Jm A =0si |4y < 1. Cela conduit & la proposition suivante.

Proposition 10.10

S5i A est diagonalisable, et que ses valeurs propres A; sont toutes de valeurs abso-
lues strictement inférieures i 1, alors lim X(r) = 0.
—ea
Démonstration
D’aprés la proposition 10.8, on a X(1) = PD'PIX(0) pour tout 1 € ML
A0 0
D'={ 0 .. 0 |etpourtoutionalimAi}="0car|l|< 1
0o o0 i o=
0o 0 0
donclimD*=| 0 .. 0 |=lamatriceentiérement nulle.
=+ 0 0 0
D’oit lim X(1) = lim PD'P'X(0) = 0. n
o —+=
Exemple 10.5
1 1
On considére le systtme récurrent X(r+ 1) = 1 ‘1" X(n.
% 4
( 1
1 s
1. Cherchons les valeurs propres de la matrice A = 1 ‘f
L2 4
Le polynime caractéristique de A est
1
-4 -
pw=| , ,*
Sgg
3 1 1 ] 3
=l-CAl+-+-=2-1+=
4" 7478 4" 78
g 25 12 25-24 L
Lcdm:nrmna.ntcatﬁ—ﬁ—§— TR
Les racines du polyndme caractéristique sont done :
1{5 1 3 1{5 1 L
h==|=+=|==etdy = =|=— = |= = Ce sont les valeurs propres de A.
‘2(44)422(44)2 7 propieace
2. Cherchons les vecteurs propres.

g
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<]
( ;: Jm-.t un veclteur propre associé 4 la valeur propre ; = 7 S etseulement si:

1 3
n+-n=-n
1 41 3 ce qui donne x; 4+ x; =0,
—=X) 4+ =23 = =X
21 4332 42

D’oil par exemple le vecteur propre iy = ( _; )
1 . I
( 2 Jcst un vecteur propre associé 4 la valeur propre A; = 3 siet seulement si:

P |
x1+4x2—v X
1x+1 g ¥
h 42’4—2132

ce qui donne x; = —2x;.

D’oil, par exemple, le vecteur propre iz = ( _é )

. La matrice A est diagonalisable, dans la base (1 ,u2) formée de vecteurs propres elle

1]
1

F

devient D =

=

1 -2
Onadet(P) = -2+ 1 = —1. On calcule P M’ajthdcﬁlatrampm&:dclamauiccdts
cofacteurs de P (b proposition 9.28) :
4 1 s B -2 -1 _ 2 1
P _dc'L(P)P_ = 1 I
D’oil finalement (» proposition 10.8) :
[
HE
1) 4

o gy A

2

La solution de (SD) est done X(¢) = PD'PX(0), o P = ( _1 s )

X() = PD'PTIX(0) = ( _i 2
On pourrait aussi effectuer un changement de variables (» propesition 10.9), en posant

[ 0@ Y_ g _pif W) ) . 4 .
Y(r)—( yz(-')) PPFX(n=r ( o) },Lcst-adrcpmrtom:.

[ () = Zxal) + xa()
(D) = —xi(1) — x2(r)
On obtient ¥(r) = D' ¥(0) pour tout 1 € M, ¢’est-i-dire :
3 r
i = (4—) ()
1 L
1ty = (E) 42(0)

On remarque que ;‘ < 1 et ‘%‘ < 1 done lim,, . X(1) = !_i.m}'(:) = 0
(» proposition 10.10).
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L'évolution du taux de chémage

On étudie I'évolution du nombre de chimeurs dans une région donnée, La population active totale est supposée
constante,
On note x; (1) le nombre d’actifs ayant un emploi au début de 1’ année 1, et x;(r) le nombre d’actifs au chémage au
méme moment.
On suppoge qie 90 % des actifs ayant un emploi Pannde £ ont tonjours un emploi Pannée sinvante, contre 10 5
qui e retrouvent au chimage.
De méme, on suppose que 60 % des chdmeurs I"année ¢ trouvent un emploi I'année suivante, contre 40 % qui sont
toujours au chimage.
On adonce :
x4+ 1) = 0,950 + 0,600
{IQ(I‘F 1) = 0,1x:01) + 0,4 x:(0)

En posant X(r) = ( ilﬁ: ), on a done le systéme suivant :
2
Xit+ 1) = AX(r), pour tout ¢ € B, oi1 A =( 3? 3’46 )
L 09-106 1
Le polyndme caractéristique de A est Py(d) = det{d - A%) = 01 04—al donc :

Piy=(09-D04-1)-0,1x06=2-1,31+0,36-0,06 =4>-1,31+0,3
Le discriminant est A = 1,32 — 4% 0,3 = 1,69 — 1,2 = 0,49.
1 1
Les racines du polyndme caractéristique sont .1 = 5(1,3: 40,49) = 5(1,3:0,'”.

1 1
Les valeurs propres de A sont donc 4y = 5(1,3+D,1‘} =letds= 5(1,3—0,7) =0,3.

Cherchons les vecteurs propres. Soit u = ( ;’ )

_ [0,9x; + 0,603 = x;
Au=u & {0,1)\:1 + Oydxz = x2

done An = u & 0,6x; = 0,1x;. D'oll iy =( f Jcsf.un vecteur propre associé 4 la valeur propre d; = 1

~ 0,91, 4 0,6x = 0,31,
=030 {0,11’1 + 0,8x; =0,3x;

1
donc A = 0,30 & x; +x; = 0. Dol 4z =( )cstun vecteur propre associé i la valeur propre 1, = 0,3,

-1
Notons P la matrice de passage de la base canonique & 1a base formée de vecteurs propres (i ,iz).

P=( G ! ),adet(.u)=—?.umauicedﬁcafacm(.aeﬁniﬁmg.zajcstﬁ=( :1 1 )

1 -1 1 6
etona Pl= ! F-l ! ; (> proposition 9.28)
dpy 7|1 -6 )7 F W
l]yaunebmcronn&-dcvu:tmn-spn.pmdc.&,dnn:Acstdjagﬂna]isab]e,ctD=P‘1AP,01]D=( [1) 33 ]

On veut caleuler X(t) pour tout #, & partir des conditions initiales X(0).
Premidre méthode : ona X(#) = PDYP™! (» proposition 10.8), d’ol :

a@B y_(6 1 1 0 | T ()
(xzm }‘( Ll )( 0 03 )( 7 67 ]( xz(m]
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Deuxitme méthode : on change de variables, on pose ¥{f) = P~ X(), c-d-d:
(y;,(r) )=l( 1 1 )( x() )
12(t) 71 -6 xa()

310 = 5 () + %)

¢ est-i-dire

1
it = 7 (x1 (] — Ba2))
Ona¥(t+1) = DY(t)pour tout ¢, done ¥(t) = D'¥(0) = ( Ll} E 3 )Y(U) pour tout f (s proposition 10.9), c-i-d :
1 (r) = i)
12(t) = 0,31:(0)
On en déduit que hm () = 0, done que l:m x(f) — 6x2(1) = 0. A long terme, le nombre x,(f) d*actifs ayant un

travail est 6 fois plus €levé que le nombre x,z{r] de chimeurs. Autrement dit, quand ¢ tend vers +co, une personne
active sur 7 est au chémage. A long terme, le taux de chomage est donc d’environ 14,3 %.

El Espace euclidien R"

Dans R? ou R, on représente géométriquement les vecteurs comme des fléches partant
de 'origine. On peut & 1'aide du calcul sur les vecteurs, retrouver (et généraliser)
les notions habituelles de perpendicularité, de longueur. C'est ce que permettent les
notions de produit scalaire et de norme, que 1'on va définir dans E" pour tout n.

Dans I'espace vectoriel ", soit deux vecteurs x et y. On considere ici que ce sont des
« vecteurs-colonnes », ¢’est-i-dire des matrices a n lignes et 1 colonne :
Xy n
x=1 : ety=| :
Xn Y
Leurs transposées sont donc des vecteurs-lignes, c’est-d-dire des matrices & 1 ligne et
n colonnes :
X = (X Xnd ety = (413 i )
Considérons maintenant le produit x’y. C’est le produit d’une matrice 1 ligne-n co-
lonnes par une matrice n lignes-1 colonne, donc le résultat doit &tre une matrice 1
ligne-1 colonne, c’est-a-dire un nombre réel. En appliquant la formule du produit de
deux matrices, on trouve :
Xy = X1 + X2ty + Xl
De méme :
KX =X+ Xy = XY
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Définition 10.5
L’application ¢ définie par :
¢:R'"xR"-R
(xy) & plxy) =x"y = ZX:y,-

i=1

s’appelle le produit scalaire dans R".

Proposition 10.11
Le produit scalaire ¢ est tel que :
(i} est symétrique : ¢(x,y) = ¢(y,x) pour tont x, y € B".
(ii) ¢ est bilinéaire, c’est-d-dire, pour tout x, y, z € R", etpour tout 1 e R ona :
PAxY) = Ap(x.y) = @(xAy)
Plx +31,7) = p(x,2) + (y,2)
plny +2) = plxy) + p(x,2)

Démonstration
On aglxy) = Ex,—y; = Zy;x; = (y,xyd’ ol (i) est vraie.
i=1 i=1
Montrons (ii).
Ona: Motation : Le produit scalaire de
n n deux vecteurs x et y de B” se note
Py = > (A =4 xigs = Agplry) souventx -y
=1 =l On adonc: ”
plr+y,7)= Z(r.- +ydn= Z 24 +Zy.-2.-=¢{r,z)+qp(y,z) ey =x -y=xy= Zx.-m.
=l =1 =l =1
Grice i la symétrie (et avec ce que I'on vient de démontrer), on a :
wlx, ) = pldy, x) = Aply,x) = Ap(x.y)
Py + 2) = @y + 2,%) = @y, + ¢lz,x) = @(xy) +e(x.z) &

Définition 10,6

On dit que les vecteurs x et y de " sont orthogonaux si leur produit scalaire x.i
est nul.

L’orthogonalité correspond 4 la notion habituelle de perpendicularité.
Exemple 10.6
Dans B2, les vecteurs x = ( _i }ct = ( : )sm‘.orr.hogonaux,carx.y =l-1=0.

3 Dans certains ouvrages, le produit scalaire est noté < xy >,
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X ¥

y

A Figure 10.1 Les vecteurs x et y sont orthogonaux

Exemple 10.7

1 0
[)ansKs,lm\-ncT.cwsx=[ 1 ]c‘.y=[ 1 ywntcnhogumux,wx.y=0+l—l=D.
1

Quand on calcule le produit scalaire d'un vecteur x par lui-méme, on trouve :

rx=$2
i=1

En prenant la racine carrée, on obtient ce que 'on appelle la norme d'un vecteur
(c"est-d-dire sa longueur).
Définition 10.7

Omn appelle norme (ou longueur) d’un vecteur x de B" le nombre :
n
Il = Vax = \| e
i=1

On montre maintenant que la valeur absolue du produit scal aire est inférieure ou égale
au produit des normes.

Proposition 10.12
Inégalité de Cauchy-Schwarz

Yy € R, lxy] < (1] x 1yl

< @x @.c’cﬁ-ﬁ—dﬁcquc:
(S <(E2)(E)
Soient 1 € R et F(1) = Z(x; +Ayf = f[;f] +M{ix,-y;] + {Zf]

i=1 i=l

Démonstration

11 faut montrer que

i Killi
=1
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F(1) est un polyndme du second degré en A, toujours positf ou nul (car ¢'est une somme de
carrés), donc il ne peut pas avoir deux racines réelles distinctes. Dol son discriminant A est
négatif, A <0 (» chapitre 1, paragraphe 6.3.3).

A= 4(Zx;y;]2 - 4[2 x x(gy?]a\fu: A <0
(S <(E () ,

Drown:

La proposition suivante monire que la norme d'un vecteur satisfait les conditions at-
tendues de la « longueur» d’un vecteur.

Proposition 10,13
L’application norme
R" >R
x = x|
est telle que :
(i) YxeR" |xllz0et|x|l=0ex=0
(ii) YxeR", Yie R, |2 = 4] - |z
(i) ¥x,y € R, ||lx + y| < |lul| + |lyl| (inégalité riangulaire)

Démonstration

(i)l 2 0 car i = | )" 2 0.
=1

Iall =0« )" 2 =0, donc || = 0 & x; = 0 pour tout .
=1

Doi|ddl=0 & x=0.

{ii) el = JZ(JJ’;)Z = \JZP o) =14 \sz =4l ll
=1 1 i=l
(iii) On veut montrer que [lx + yll < Il + llll, € est-2-dire llx + yif* < (bxll +IlyiD*.

Cela revient done & montrer que Z(x,- +y)t < Z w4 20l - ol + Zy.z
par p= =

Ce qui se simplifie en 2 ) xig < 211l -yl

i=1
Cette  dermiére  inégalité est vrale d'aprés DUinégalité de Cauwchy-Schwarz
(» proposition 10.12), Er

Proposition 10,14

Siv, .., Uy sont des vecteurs non nuls, deux & deux orthogonaunx, alors ils sont
linéairement indépendants.
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Démonstration
Soit vy, ..., vy des vecteurs deux i denx orthogonaux et non nuls.

A
Supposons que les 1, sont des réels tels que ) 4z, = 0.
i=1

Pour j donné, le produit scalaire o; - v; est nul, sauf pour i = j. Donc :
[Z ‘M'] o= ZA,—:J.— cay = ;0= Ao |f
i=1 =1
Ona Za,u,- =0, done 4, ||u|[* = 0,d’0t 2, = 0 (car v; # 0).
i=1

On adonc Zm— =0 = ;=0 pour tout j.
=1
Les vectewurs vy, ..., u, sont donc lindirement indépendants (» proposition &.5) [ ]

Définition 10.8

= On appelle vecteur unitaire ou normé tout vecteur de norme égale a 1.

= On appelle base orthonormée de R", toute base (vy, ..., t,) de R", formée de
vecteurs normeés et deux i deux orthogonaux.

D’ aprés la proposition 10.14, pour montrer que (v, ..., Uy ) est une base orthonormée de
R", il suffit de montrer qu’ils sont normés et deux 4 deux orthogonaux. Ils formeront
alors forcément une base.

Exemple 10.8
Dans B2, les vecteurs e; = [ [1) ete = ( ? )fmncmunr. base orthonormée.

¥z ), _{ -2
yva )57 e

1 1 1 1
En effet, t.1 = —'+‘ 0, et [l = Vzt3= 1, et fluz|l = Y3t3=

Remarquons que la base canonique de " est une base orthonormée (pour tout n > 1).
Les bases orthonormées sont pratiques d'utilisation, notamment parce que les coor-
données d'un vecteur dans une telle base sont faciles i calculer, comme le montre la
proposition suivante.

Les vecteurs wy = { forment une autre base orthonormée.

Proposition 10.15
51 (1.0, ) €5t une base orthonormée de R", alors les coordonnées xy, ..., X, d'un
vecteur x dans cette base sont données par :
Xj= x-vj pour tout j,
oil x - v; est le produit scalaire des vecteurs x et v;.

Démonstration
(T 4-. 50 €5t une base arthonormée, done o -o; = 0sii# jetwy; -y = L
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n
Soitx = Ex;u;. Pourtout jona:

i=1
[E chu,] E Xl U5 = XL =X ]

Exemple 10.8 (suite)
& = (£1,2) et B = (uy,10) forment deux bases orthonormées de B2,

7
Ses coordonnées dans la base & sont :

a3} {3)sws-sesn () () oer-n

11 est naturel de trouver 5 et 7 puisque £ est 1a base canonique. On a done x = 52y + Tes.
Les coordonnées de x dans 1a base B sont

({8 ) e

Vi
RN o T O (- 1
x'“z_(?)[uv‘i ]_\E+v’§_ 5 =1

Considérons le vecteur x = ( 2 }

Onadmcx=6\'5-u1 +‘\Jri_2-uz.

I3 Matrices symétriques

Les matrices carrées symétriques ont la propriéé remarquable d’ére toujours dia-
gonalisables dans une base orthonormée (» proposition 10.18). Ce sont les matrices
des [urmes gquadratigues, gui sont des généralisations du produil scalaire. Matrices
symétriques et formes quadratiques seront utiles pour I’optimisation de fonctions de
plusieurs variables réelles (» chapitres 11 et 12).

Définition 10,9

Une matrice carrée A est dite symétrique si elle est égale a sa transposée, c.a.d.
siA’ = A, c'est-a-dire si @ ; = aj; . ¥i, ¥, 00 A = (a; )1<i jen-

Exemple 10.9

1 2 3
A= 2 5 9 |estsymitrique.
3 9 7

Proposition 10.16

Soit A une matrice carrée symétrique, avec A = (@)1= j<n. Pour tous vecteurs x
ety,ona:
yAx=x'Ay = Z ;%

ijf
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» Démanstration
surwww.dunod.com
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= Démonstration
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Démonstration

Z a, il

Ay =x } = Z[Z ﬂ:.;y;]x.- = Zﬂj.;xxio‘; =yAx
Z""-ib‘.: T i
7

J
car A est symétrique. ]
Définition 10,10

On appelle matrice orthogonale toute matrice carrée inversible telle que
P’ = P!, c’est-a-dire telle que la transposée de P soit égale 4 I'inverse de P.

Proposition 10.17

P est la matrice de passage d'ure base orthonormée & une base orthonormée de
R", siet seulement si P est une matrice orthogonale.

Proposition 10,18

Diagonalisation d'une matrice symétrique

Toute matrice symétrique réelle A d'ordre n est diagonalisable dans une base or-
thonormée de R".

1l existe une matrice diagonale D, et une matrice de passage P, avec P orthogo-
nale, telle que D = P’AP.

I Formes quadratiques

Les applications linéaires de " dans . (on les appelle « formes linéaires ») sont les
n xn

fonctions de la forme : f(x) = Z aix;, on x = | .. |, et les a; sont des nombres
i=] Xn

réels.

Tout au long de ces trois chapitres d’algébre linéaire, nous avons vu 1'intérét des ap-

plications linéaires. Toutefois, sur certaines questions comme |’ optimisation, elles ne

suffisent pas. On peut dans ce cas utiliser des formes quadratiques. Alors qu’une forme

linéaire est une somme de termes qui sont chacun proportionnel i une coordonnée de

x, une forme quadratique est une somme de termes qui sont chacun proportionnel dun

produit de deux coordonnées de x.

Définition 10,11
On appelle forme quadratique sur B toute fonction g : R"— R, de la forme :

non x
q(x}:ZZaux,-x_,-aiixz - |ER, aveca,j=a;; € R, Vi, j
i=1 j=1 X,
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La matrice A = (g;, j)1<i j<n €5t uNe matrice symeétrique, et on peut écrire :
glx) =x"Ax,¥x e R"

"
Sigix) = ZZD,-.J;x,-x;- , avec b;; ¥ b;; , ON peur remarquer que g est aussi une

=l j=1

n n
1
forme quadratique, car g(x) = Z Z &, jX;X; €N posant &, ; = a;; = E{b;,j +bi)

i=1 j=1

Exemple 10.10

qlxgxz) = 35+ 25+ xx +35x =5+ 5 +4xx0
1 2
=X+ + 200 + 2o =(I1,12]( 2 1 )( - J

Az

Proposition 10,12
Réduction de Gauss
Soit g une forme quadratique sur B", définie par g(x) = ¥’ Ax, ol A est une matrice

symétrique.
1l existe une base orthonormée de ", telle que dans cette base g s’écrive :

n
a0 =3 At
i=1
oit les A; sont les valeurs propres de A, et y = P'x, avec P la matrice de passage
de la base canonique 4 une base orthonormée formée de vecteurs propres.

Démonstration
D’aprés la proposition 10.18, il existe une matrice diagonale D, et une matrice de passage
arthogenale P, telle que D = PAP. Ona donc A = PDP car P = P, En faisant e
changement de variable y = Plx=Pxona:

g(x) = ¥YAx= ¥ PDP'x = (P'xYDP'x = y' Dy

A 0 0 7 i
={yy -t 0 .. O =% Ay a

Quand nous étudierons ['optimisation des fonctions de plusieurs variables
{» chapitres 11 et 12}, nous aurons besoin de déterminer le signe de formes quadra-
tiques. Cela nous conduit aux définitions suivantes.

Définition 10,12

Signe d'une forme quadratique

Soit A une matrice symétrique, et g la forme quadratique associée, c.id.
g(x) = ¥ Ax pour tout x € R". On dit que la matrice A (ou la forme quadratique g)
est:
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m définie positive si g(x) > 0, Yx € R"\ {0} (c.a.d. pour tout x différent du vecteur
nul) ;

n semi-définie positive si g(x) > 0, Yx e R" ;

w définie négative sig(x) < 0,¥x € R"\{0}(c.a.d. pour tout x différent du vecteur
nul) ;

= semi-définie négative si g(x) = 0, Yxe RB";

m indéfinie s'il existe x, y tels que g(x) < 0 < g(y).

11 est clair que toute matrice définie positive est anssi semi-définie positive (mais la
réciproque est fausse). De méme, toute matrice définie négative est aussi semi-définie
négative (et la réciproque est fansse).
Exemple 10.11
Pour x € B2, on pose g(x) = x] +2x.
Six =( i] ) # ( ﬁ ], alors x; > 0 ou xj > 0, donc g(x) > 0. La forme quadratique g est
2
donc définie positive.

La proposition suivante montre qu'il suffit de connaitre les valeurs propres d’une ma-
trice symétrique pour savoir si celle-ci est définie positive, définie négative, semi-
définie positive, etc.

Proposition 10,20

Soit A une matrice symétrique, de valeurs propres Ay, ..., An, alors :

(i) A est définie positive & A; > 0, Vi

(ii) A est définie négative & A; < 0, ¥i

(iii) A est semi-définie positive = 4; = 0, ¥i

{iv) A est semi-définie négative & 4; <0, ¥i

(v) A est indéfinie & il existe .A;, Ajtelsque 4; <0 < A;

Démonstration
Montrons ().
A définie positive < g(x) = 0, ¥x e B"\ {0}

A définie positive & Z A2 > 0,y € B"\ {0} (> proposition 10.19)
=1
A définie positive & 4; > 0, Vi
Montrons (iii).
A semi-définie positive & g(x) = 0,Vx € B
A semi-définie positive & Z,L-y,? z0.VyeR"
i=1

A semi-définie positive e 4; = 0, Vi
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On montre (ii) et (iv) de la méme fagon, en changeant les signes.

Montrons (v ).

A indéfinie ¢ A n’est ni semi-définie positive ni semi-définie négative
| A indéfinie ¢ il existe 4, 4; tels que 4, <0 < 4; ]
En dimension 2, i1l ¥y a quelques critéres simples faisant intervenir la trace et le déter-
minant de la matrice A, qui permettent d’éviter de calculer le polyndme caractéristique
et les valeurs propres.

Proposition 10.21

Sin =2, alors:

(i) A est définie positive < (tr(4) > O et det(4) > 0)

(i) A est définie négative & (tr(d) < 0 et det(A) > 0)

(iii) A est semi-définie positive < (tr(A) = 0 et det{4) = 0)

(iv) A est semi-définie négative < (tr{A) < O et det(d) = 0)

(v) A estindéfinie & det(A) < 0

Démonstration
Deux matrices semblables ont méme trace et méme déterminant (» propositions 9.12 et9.31),
donc :

tri{A) = (D) = A3 + Az et det(A) = det(D) = 1,42
Pour montrer (i), il suffit de dire que la matrice A est définie positive si et seulement i d; > 0
et Ap > 0, ¢’est-ii-dire si et sculement si tr(A) > 0 et det(4) > 0.
On montre (i}, (i), (iv) et (v) de fagon similaire. u

Exemple 10,12
Etudions le signe des matrices symétriques suivantes,

(b s) =5 5)e=(3 ) =(T 3)
1. tr(d) = 9 et det(A) = 19 donc A est définie positive.
2. tr(B) = 10 et det(B) = 0 donc B est semi-défine positive, mais pas définie positive.
3. det(C) = —17 donc C est indéfinie.
4. tr(E) = -7 et det(E) = 3 done E est définie négative.

Pourn = 2, pour ne pas avoir & calculer les racines du polynéme caractéristique, il y a
des critéres utilisant les mineurs principaux de A.

Définition 10,13
Si A est une matrice carrée d'ordre n, on appelle mineurs principaux de A les

déterminants suivants :
a1 .. a1k
Ai = arietAg = det| 200 22 ) —detl .o o b
d21  d22
ag1 ﬂ}rk
Ay = det(A).
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Exemple 10.13
1 2 4
SiA={ -1 1 7 | alors les mineurs principaux de A sont :
8§ 2 3
1 2 1 2 4
61=l,ctﬁz=dct( a1 ),ctﬁg=dct —1 1 7
¥ -2 3

La proposition 10.22 montre qu’il suffit de connaitre les mineurs principaux pour sa-
voir si g est définie positive, ou définie négative, ou ni 1'un ni 1’ autre.

Proposition 10,22

Soit ¢ une forme quadratique définie pour tout x € B” par g(x) = x¥'Ax ol A est

une matrice symétrique. Alors :

(i) g est définie positive & A; > 0, Vi

(ii) g est définie négative & (-D'A; > 0, Vi (clest-iedire A; < 0, Ay > 0,

Ay <0,.)
(iii) g est semi-définie positive = A; > 0, ¥i
(iv) g est semi-définie négative = (—1}'}1\; =0,¥i

Démonstration

(ii) Montrons que g définie positive = A; > 0, Wi,

Quand une matrice symétrique est définie positive, alors son déterminant est strictement
positif (car le déterminant est le produit des valeurs propres).

Soit A; la matrice carrée d’ordre 7 obtenue en gardant seulement les § premidres lignes et les
i premigéres colonnes de A :

1 s Ay
iy L ]
1
x E
Pour tcn.lt{ ] #0,ona (xl,..,x,-)A,-{ ] = (Xy,..,2;,0,004 ] x; = () car A est
Xi Xi 0

0
définie positive. On en déduit que A; est elle aussi définie positive. Comme son déterminant
est Ay, on a donc A; > 0. On admet la réciproque de (i),
On montre (iii) de fagon similaire, en remarquant que A semi-définie positive = det(A) = 0.
(ii) se déduit de (i) car g définie négative & —g définie positive, et on adet(—A;) = (-1 YA
{iv) se démontre de fagon semblable & (iii). ]

Exemple 10.14
Ftudions le signe de la matrice symétrique suivante :

-3 -1 1
A=l -1 -3 1
1 1 -5
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0na51=—3<0,¢u_~.2=| j :; |=9—1=s>0.
De plus, A; = det(A). On le développe suivant Ia premidére colonne :
-3 1 -1 1 1 1
Ay = det(A) = -3 x 1 =5 +1x 1 5 +1x _3 1‘

=-3xl4+4+2=-42+6=-36<0
Onad; <0etA; > 0eth; <0, donc A est définie négative.

Les points clés

<> Une application linéaire de E dans E associe i chaque vecteur x de 1'espace vec-

toriel E un vecteur f(x) de E. 8i f(x) est colinfaire a x, on dit que x est un vecteur
propre de f. Si A est la matrice de f dans une base, on dit aussi que x est un
vecteur propre de la matrice A.

Quand f est telle qu'il existe une base de E formée de vecteurs propres, alors sa
maltrice dans cette base est une matrice diagonale D. Dans ce cas on dit que [ est
diagonalisable, et que sa matrice A est diagonalisable.

Quand A est diagonalisable, il est plus facile de calculer les matrices A* ol k €
1", En particulier, diagonaliser A permet d’étudier plus facilement les systémes
dynamiques récurrents du type X(1 + 1) = AX(1).

Le produit scalaire est une application qui & deux vecteurs x et iy de R" associe
le nombre x.y = X'y = Zx,-y,-. Le produit scalaire est nul si et seulement si les
deux vecteurs sont orthogonaux (c’est-a-dire sont perpendiculaires). Le produit
scalaire permet aussi de définir la norme (¢’ est-ii-dire la longueur) d’un vecteur.

Une base orthonormée est une base formée de vecteurs de normes égales 4 1, et
deux i deux orthogonaux.

Les matrices symétriques ont la propriété remarquable d’étre diagonalisables dans
une base orthonormeée.

Une forme quadratique g est une application qui & un vecteur x de R" associe

glx) = Za;_ %X}, ¢’est-d-dire une somme de termes done chacun est proportion-
(Y]

nel & un produit de deux coordonnées de x.

Les matrices symétriques permettent de faire les calculs concernant les formes
gquadratiques.
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EVALUATION

Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site

www.dunod.com

1 VraifFaux

Justifiez vos reponses. Dites si les affirmations suivantes

sont vraies ou fausses.

1. Toute matrice carrée admet au moins me valeur
propre réelle.

2. Onpeut toujours trouver une base formée de vecteurs
propres.

3. Pourcalculer A'™ ol A est une matrice carrée, le plus
simple est d'abord de diagonaliser 1a matrice.

4. Le produit scalaire de deux vecteurs est nul si les
deux vecteurs sont arthogonaux.

5. Les matrices symélriques sont toutes diagonali-
sables

» Corrigés p. 368

Exercices

Z  Diagonalisation
Les matrices suivantes soni-elles diagonalisables? Si
oui, les diagonaliser.

=(; ?l

:b

» Corrigés p. 369

3 Puissances d’une matrice
Calculer A™ ot

ras(3 )

4 O acheter ses giteaux ?

Ecrire le systéme dynamique correspondant 3 I'exemple
donné au début de I'introduction de ce chapitre. Quelle
sera la répartition de la clientéle dans un an ? Dans deux
ans ? Et & plus long terme ?

5 Exode rural

On suppose que dans une région donnée, chaque année,
2 % des citadins quittent la ville pour s’installer & la
campagne, €t 8 % des ruraux quittent la campagne pour
s'installer i la ville. Ecrire le systéme dynamique cor-
respondant 3 I'évolution avec le temps de la population.
Si nctucliement 60 % de la population est en ville, quelle
sera la répartition dans 10 ans 7 Et & wrés long terme ?

6 Espaces enclidiens

1
Momrcrquelﬁvmcumu=[ 1 ].u =[ 4 ],et
=3

=]
2. ) Déterminer un vecteur w orthogonal i la fois &

SH=H

7 Matrices symétriques définies positives

3
w= [ =2 ]mm deux & deux orthogonaux.

1. Scit M une matrice carrée inversible, et A = M'M.
Montrer que A est une matrice symétrique définie po-
sitive.
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2. Réciproquement, montrer que si A est une matrice
symétrique définie positive, alors il existe M inver-
sible telle que A = M'M.

2  Diagonalisation dans une base orthonormée

Diagonaliser les malrices symétriques suivantes dans

une base onthonormée.

2 3
ras(? 3)

I 2 2
2.A=] 2 1 2

2 2 1

9  Réduction de formes quadratiques

Ecrire sous forme réduite les formes quadratiques défi-
nies sur x € R par:

1. glx) =8 +2:8 + 6 +4xnx

2. gln) = 2 + 522 4523 +4mm +4nn - 205

3. glx)=x +x5 + 15 — Lrpx — 2000 — 2oy

10 Signe de formes quadratiques
Etndier le signe des formes quadratiques suivantes :

1. glan,a2) = Zupag + Gaz(ag — 82) — 3]

2. glxy,x2,5) = 2] + 20 + 35 + 2uix + x3)

3. glx,x2,m,5) = xf+2x§+4x§+6(.nx; +.~d}+ 10,54

11 Matrice orthogonale
Montrer que si P est une matrice orthogonale, alors :

1. detP=+lou-1. 3. On a I'égalité des

produits scalaires :
2. IPull = [l pour Pu.Pv = u.v pour
tout vecteur u € B* tout #, v € "

Chapitre 10 Diagonalisation, matrices symétriques et applications



es variables économiques dépendent en géné-
L ral de plusieurs autres variables. La demande
d'un bien, par exemple, dépend de son prix
et du revenu, I'offre du bien dépend du prix et des
coiits de production, etc. Les économistes doivent
donc savoir manipuler les fonctions de plusieurs
variables. Les plus simples d’entre elles sont les ap-
plications linéaires (> chapitres 8 a 10). Pour une
fonction d'une variable réelle, la dérivée permet de
donner une approximation linéaire de la variation
d'une fonction (la courbe est approximée par sa tan-
gente). Pour une fonction de plusieurs variables, on
peut de méme faire une approximation linéaire des
variations de la fonction & 1’aide de sa différentielle,
qui est I'application linéaire ressemblant le plus A la
fonction, au voisinage d'un point donné.
On souvhaite connaitre I'évolution de la produc-
tion y quand on fait varier un peu les quantités

LES GRANDS

utilisées de deux facteurs de production x; et x (par
exemple quantités de matiéres premiéres, de travail,
ou de consommations intermédiaires). La différen-
tielle donne une valeur approchée de Ia variation de
production. Si on change la quantité d'un seul fac-
teur de production, une dérivée partielle suffira a
fournir cefte variation de production.

Imaginons que 1'on diminue la quantité du pre-
mier factenr. Il faudra alors augmenter la quantité
du deuxiéme facteur, si 'on veut garder le méme
niveau de production. Cela signifie que pour garder
une production constante, la quantité du deuxiéme
facteur doit étre une fonction de la quantité de pre-
mier facteur. Le théoréme des fonctions implicites
indique a quelle condition c’est possible, et com-
ment le deuxiéme facteur évolue en fonction du
premier.

AUTEURS Leonhard Euler (1707-1783)

Leonhard Euler est un mathématicien et physicien suisse exercant a Saint-Pétersbourg
et Berlin. |l introduit des notations mathématiques encore utilisées de nos jours : f(x)

pour désigner la valeur que prend la fonction f pour la variable x; E pour sym-

boliser une sormme; la notation e pour désigner la base des logarithmes neperiens.
Le nombre e est d'ailleurs aussi appelé nombre d’Euler. |l fait appel & I'analyse pour
résoudre des problémes de théorie des nombres entiers créant ainsi la « théorie ana-
lytique des nombres » . Euler utilise souvent les fonctions exponentielle et logarithme,
ainsi que les séries de nombres et les séries de fonctions dans ses démonstrations.
La liste de ses contributions est impressionnante : de nombreux apports en analyse,
géométrie, mais aussi théorie des graphes. |l résout le probleme des sept ponts de
Kénigsberg : « partant d'un soint de la ville, peut-on se promener, en revenant &
son point de départ, en passant une seule fois par tous les ponts? » De nombreux
théorémes, équations et identités portent son nom. m



Introduction
aux fonctions de
plusieurs variables
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Objectif

= Calculer les limites de fonctions de plusieurs variables.

- Comprendre la notion de continuité d'une fonction de plusieurs variables et ses
conséquences.

=» Faire une approximation des variations d'une fonction de plusieurs variables
a l'aide de sa différentielle.

-» Connaitre les propriétés des fonctions homogénes.

= Appliguer le théoréme des fonctions implicites.
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Kl Distance, ouverts, fermés
dans R"

EEN Distance

Quand on a étudié les fonctions de E dans [, on a considéré généralement qu’'elles
étaient définies sur un intervalle de B. Il était important de savoir si cet intervalle
était ouvert, fermé, fermé borné, etc., notamment pour déterminer les extrema de f
(» paragraphe 6.4, chapitre 6). De méme, pour une fonction de plusieurs variables de
R" dans E, il est important de savoir si cette fonction est définie sur un ouvert, un
fermé, un fermé borné... Nous allons définir ces notions dans cette section.

Quand on étudie les limites de fonctions de R dans [, on considére que la distance
entre deux points de [ est tout simplement la valeur absolue de leur différence. Pour
les fonctions de " dans I, on a besoin de définir une distance dans R". C’est " objet
de la définition suivante.

La distance usuelle entre deux points x et y de B" est la distance euclidienne définie
ci-dessous.

Définition 11.1
On appelle distance euclidienne sur R", I'application d :
E"xR" =R
(x.y) = d(x,y)

définie par d(x,y) = lly - Al = «,|Z{yf - xR
i=1

Dans 2, on obtient 4(x,i) = /(1 — x1)? + (y2 — x2)? qui est bien la distance usuelle
entre deux points x = (x1,% ) et i = (i1,42) en appliquant le théoréme de Pythagore.
Proposition 11.1
La distance euclidienne est telle que :
(i) dix=z0etdixy)=0&x=y
(ii) dix,y) =dy,x), ¥xeR" ¥yeR"
(iil) d(x,2) <d(x.y)+ d(y,2), Yx,u,z € R" (inégalité triangulaire)

Démonstration
Ces propriétés découlent de celles de I"application norme (» proposition 10.13).
(1) On aljufl = 0 pour tout w, donc dix,y) = |ly — x| = 0.
De plus Jull = 0 ¢ u = 0, donc |ly — x|l = 0 & y — x = 0. Cest-d-dire dix,i) = 0 & y = x.
(ii) On a pour tout u € ", pour tout 1 € B, |lAull = | - |lell. Avec v = y—xet A =-1,cela
donne :

d(x,y) =y = xf| = |I-(x =gl = =11 Jlx = gl = dly,x).
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(i) On a pour tout w, v € B", llu + ol < ||lull + |lell . Posons u= y—xetv=z—y.
On obtient alors i(y — x) + (z =yl < lly — xl+lz — y). ¢ est-d-dire ||z — x|| < |ly — Adl+[lz - yll.
d' o finalement dix,z) < d(x,y) + d(y,z). n

L'inégalité triangulaire ci-dessus exprime le fait qu’entre deux points x et z le plus
court chemin est la ligne droite (passer par ¥ risque de rallonger le parcours).

E¥3 Suites dans R"

On a défini une suite de nombres réels comme étant une fonction de M dans E. On
peut définir de méme des suites dans R".

Définition 11.2
Une suite (uy)wen dans B" est une application de I dans R". Pour tout k € N, on

a alors uy € R".
Chaque i a n coordonnées, c.-a-d. ug = (W1 k- sl k).

Définition 11,3

On dit que la suite (1 )pay converge dans B" s'il existe un élément [ € R" tel que
&]jm d(ug,l) = 0. On dit que [ est la limite de la suite, et on note | = t].im Hy.
SIS —+400

Proposition 11.2

Dans B", la suite (4 )wen converge vers [ = (ly,... ,l,) si et seulement si chaque
suite coordonnée (U; i )gew CONverge vers l;, pour tout i.

Démonstration
= 2
< 2 (=) = dCa,D.
=
= {} pour tout i.

Pour tout 1, avec 1 sisn,ma|nu—x',-

Donc si *I_llnﬂ d(ug, ) = 0, alors i — 1

Cela signifie que si (1 paq converge vers [ = ([y,..., 1), alors chaque suite coordonnée (1; 4 en
converge vers l

Réciproquement, supposons que pour tout i, 1a suite coordonnée (1 ep converge vers [
Alors on peut dire que Tim |tie — 13| = 0 pour tout i, & ol Jim (g~ LF = 0 pour tout i,
avecl =isn

On en déduit que lim Z["“‘ — ) = 0, cest-ddire lim [d(g, )P = 0, d’od la suite
k—+om = k—+m

(b Jeerg comverge vers [ ”

Exemple 11.1
1 1
‘ Dans B2, la suite g = (1 + ;;2 - ;)cmv:xgevc:s{l;j!)pourk—» $oo,
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EE] Ouverts

Lorsque 'on considére une fonction de B dans R définie sur un intervalle 7, il est
important de savoir si cet intervalle est ouvert, fermé, ou ni I'un ni I’ autre. Par exemple,
si on recherche le maximum global d'une fonction f continue et dérivable sur 1, on a
des propriétés différentes suivant la nature de I.

— Quand I est fermé borné, f admet toujours un maximum global sur [
(» proposition 6.10).

— Quand [ est ouvert, si f admet un maximum (local ou global) en xq, alors f'(xg) =
0. Ce n'est pas forcément le cas pour [ fermé, car si I = [a; b] par exemple, les
extrémités de 1'intervalle a et b peuvent étre des maxima de f tout en ayant f'(a) #
Oet f'(b)# 0.

On aura des phénoménes de méme nature en dimension supérieure a 1,  la différence
que les notions d’ouvert et de fermé sont un peu plus délicates & définir. L intuition est
toutefois la méme qu'en dimension 1.

Dans E, on dit qu'un intervalle es ouvert s'il ne contient pas ses extrémités. Ainsi
]a; b[ ne contient ni a ni k. Une conséquence est qu’en tout point xy de I =]a; b[, on
est & une distance non nulle des extrémités : il existe r > () (suffisamment petit) tel que
le petit intervalle |xy — r; xg + r{ soit inclus dans . On va définir de cette maniére un
ouvert en dimension quelconque : A est ouvert si pour tout xp € A, on peut insérer une
petite boule de centre x; et de rayonr, incluse dans A.

Définition 11.4

Soitr>QetaeR".
On appelle boule ouverte de certre a et de rayon r I'ensemble

Blari={xeR": dia;x) <r)

Exemple 11.2

1. Sin= 1, alors Bla,r) =la—ra-r[.

2. Sin =2, alors B(a,r) est le disque usuel de centre a, rayon r, ¢’ est-d-dire est I'intérieur
du cercle.

3. Sinm =3, alors Bla,r) est la boul: usuelle de centre a, rayon r, ¢’est-A-dire le contenu de
la sphére.

Définition 11.5

Soit A ¢ B". On dit que A est un ouvert (ou est une partie ouverte) si: Ya € A,
dr > 0, B{a,r) C A.

A est une partie ouverte de R” si, en tout pointa € A, on peut glisser une petite boule
de centre @ qui soit incluse dans A. Si A est ouvert, quand on est dans A, on n’est
jamais totalement « au bord » de A. Cela signifie que A ne contient aucun point de sa
frontiére (» définition 11.10 et proposition 11.9).
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Exemple 11.3

— Toute boule ouverte est un ouvert.
— Dans B, tout intervalle ouvert est un ouvert.
— Dans B, {(x],x,z) e x> xf} est un ouvert.

Proposition 11.3

Toute union d’ouverts est un ouvert. Toute intersection finie d’ ouverts est un ou-
vert.

Démonstration
= S0it (O;)ie; une famille d ouverts. Onpose @ = Uz ;. Soita € Q. Alors il existe iy € 1 tel
que a € Oy
Oy ouvert = Ir >0, Bla,n)c O, cO
- Soit Oy,. .., 0 une suite finie d’ouverts. Posons G = nf_,0;. Scita € G.
Viell;...;kl, An =0, Bla,r) c O
Soitr= Ejigr‘-' Onar=0et:
Yie{l;...;k}, Bla.,r) c Bla,r;) cO;
d’oit Bla,r) c Nl 0, = G. m

Pour A une partie fixée de R", considérons I'union de tous les ouverts contenus dans A.
Cette union est un ouvert d’apres la proposition précédente, et elle est contenue aussi
dans A. Elle contient tout ouvert contenu dans A, donc elle est le plus grand ouvert
contenu dans A. Ceci justifie la définition suivante.

Définition 11.6
Soit A € R". On appelle intérieur de A, noté int (A), le plus grand ouvert contenu
sumsa O 8 int(4) = (xe A; Ir> 0, Blx,r) C A).

Par définition int (4 ) est toujours inclus dans A. Iln'y a égalité que pour les ouverts.
Proposition 11.4

SoitA c R".
A est ouvert si et seulement si inf (A) = A.

Démonstration
— 5iA estouvert, alors A est clairement le plus grand ouvert contenu dans A, d’od int (4) = A.

— Réciproque : siint (A) = A, alors A est ouvert puisque int (A) est. |
Exemple 11.4

- Dans B :
siA = [0;3[], alors int(A) =]0:3[.

514 = [0; 4[U[5; 71U [8; +oo[ alors int{4) =10; 4[U]5; T[U]8; +oof.

- Dans B, si A= {(x1,02) 32 2 1 etxy = 0} alors int (4) = {(r,x0); x2 > x et xg > 0).
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Nous voyons sur ces exemples que 1"intérieur de A contient uniquement les points
de A qui ne sont pas « juste au bord » de A, c’est-A-dire qui n’appartiennent pas 4 la
frontitre de A (» définition 11.10).

KR Fermés

Dans R, les intervalles fermés sont ceux qui contiennent leurs extrémités. Nous
verrons que de méme dans R" un fermé est une partie qui contient sa frontiére
(» proposition 11.9(ii)).

Définition 11.7

Soitr>0etaeR".

On appelle boule fermée de centre a et de rayon r I'ensemble

Bela,r) ={x e R";d(a;x) < r}

Définition 11.8

On dit qu'une partie A de B est fermée si son complémentaire est ouvert, ¢.-i-d.
siA=(xeR"; x ¢ A} = R"\ A est ouvert.

Exemple 11.5

— Les boules fermées sont des fermés (car leurs complémentaires sont des ouverts).
— Dans E, ona: [3; 5] est fermé et non ouvert, [3; 5[ o' est ni ouvert ni fermé, |3; 5[ est ouvert
mais non fermé.

— Dans B2, A = {(x;; x2) € B2 x; = 23} est un fermé.

Proposition 11.5

SoitA c R".

A est fermé si et seulement si toute suite d’éléments de A convergente (dans ")
converge vers une limite / qui est dans A.

Démonstration

— Soit A un fermé. Soit () une suite de A, qui converge vers [ € B,
Sil¢ A, alors | € A° ouvert, d' ol : Jey > 0, B(l,e0) T AS
Mais: Ve > 0, AN k = N = |y — 1| < £ Donc pour £ = &, on obtient u; € A° pour
k=N.
Mais ¢’ est impossible car (1) estune suite de A. Donc [ € A.

= Réciproquement, soit A tel que toute suite convergente d'éléments de A converge vers une
limite qui est dans A.
A est-il fermé 7 c.-3-d. A” est-il ouvert ?
Soit x € A”. Existe-t-il £ > (0, tel que Blx,z) CA"7
Sice n'est pas le cas, alors : Vk = N°, B(x, ::) Z A%, codrd. Yk = 1, 3y € Blx, %) avec
My E A,
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| c'est-d-dire x = Iim iy, lesw e A, d'ol x € A
k—+m

C’est impossible car x ¢ A. Done 3e > 0, Bix, &) C A%, c~i-d. A” est ouvert. ]

Proposition 11.6

Toute intersection de fermés est un fermé. Toute union finie de fermés est un
fermé.

Démonstration

L'idée générale est de considérer ks compkémentaires et d’appliquer la proposition 11.3.

— Soit (F; )y une famille de fermés. Posons F = NigF.
Pour tout i, soit O; = F} le compK¥mentaire de F;. On a & ouvert puisque F; est supposé
fermé. Donc @ = Ui, est ouverl (» proposition 11.3). On peut remarquer que F° =
(NietFi) = Ut F{ = Ui = O, ce qui signifie que le complémentaire de F est ouvert,
c'est-i-dire F est fermé. On a bien oblenu qu'une intersection de fermés est fermée.

— Soit Fy, Fy, ... F; des fermés. Posons K = U, F,.
Pour tout i, soit O; = F} le compkémentaire de /.. On a ; ouvert puisque F; est supposé
fermé. Donc O = NE,0; est ouvert (» proposition 11.3). On peut remarquer que K =
(U FiY = L, Ff = N5, 0 = O, ce qui signifie que le complémentaire de K est ouvert,
c'est-A-dire K est fermé. On obtient qu’une union finie de fermés est fermée. ]

Pour A une partie fixée de B", considérons 1'intersection de tous les fermés conte-
nant A. Cette intersection est un fermé d’aprés la proposition précédente, et elle
contient aussi A. Elle est contenue dans tout fermé contenant A, donc elle est le plus
petit fermé contenant A. Ceci justifie la définition suivante.

Définition 11.9
Soit A ¢ R". On appelle adhérence de A, notée A, le plus petit fermé contenant A.

Par définition A contient toujours A. Il n’y a égalité que pour les fermés,
Proposition 11.7
A est fermé si et seulement si A = A,

Démonstration

— 5iA est fermé, alors A est clairement le plus petit fermé contenant 4, d'od A = A
— Réciproque : si A = A, alors A est fermé puisque A I'est. ]

Intuitivement, 'adhérence de A est 'ensemble des points de B" qui sont dans A, ou
bien qui ne sont pas dans A mais qui « touchent » A, qui sont « adhérents » & A. C'est
ce que permet de comprendre 1a propriété suivante (que nous admettons sans démons-
tration).
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Proposition 11.8

L'adhérence de A est 'ensemble des limites de suites convergenies d’éléments
de A.

Si x € A, il est bien siir limite d'une suite d'éléments de A. Il suffit par exemple de
considérer la suite constante (1) définie par iy = X pour tout k.

— Si xest dans A mais pas dans A, on peut trouver une suite (1;) telle que U €A, avec
lim u; = x. Par exemple, en dimension 1, considérons A =]1;3]. Ona A = [1,3].

oo
Le point x = 1 est dans A mais pas dans A. On a lim ux = 1, en prenant par
k

———
1
exemple up = 1 + 3 pour tout k € H'.
Exemple 11.6
- Dans K. :
siA=[0;3[ alors A = [0;3];
si A = [2;4[U]5;6[, alors A = [2;4] U[5;6].
- Dans B, si A= {(xy,x2); 32 > o, alors A = () 72 2 )
~ Dans B, si A = B(a,r), alors A = B(a,r).

Définition 11.10
Soit A une partie de R". On appelle frontiére de A, 'ensemble Fr(A) = A\int (A).

Exemple 11.7

— 8iA = [0 3, alors Fr{d) = {0;3}. Iei A est un intervalle, et Fr(A) est constitué des points
aux extrémités de cet intervalle.

SiA = [2;4[U]5; 6], alors Fr(d) = {2;4; 5; 6}.

- Sid = {(n,x); 0 > ) alors Fr(4) = |(x,0) 2 = 1

Ici A estla partie du plan strictement au-dessus de la parabole d’ équation x; = x7, et Fr(A)
est la parabole.

~ 5iA est la boule ouverte Bia,r), alors sa frontiére est Fr{A) = {x € B"; d{a,x) = r}.

- De méme, si A est la boule fermée Bp(a,r), alors sa frontidre est Frid) = {x € B";
dia,x) = r}.

Voici une caractérisation plus intuitive des ouverts et des fermés, 4 1’aide de leur fron-
tiére.

Proposition 11.9

(i) A est ouvert si et seulement si il ne rencontre pas sa frontitre,
c.-a-d. An Fr(d) =0.
(ii) A est fermé si et seulement si il contient sa frontiére, c.-i-d. Fr{d) C A.
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Démonstration

(i) $i A est ouvert alors A = int (A), done Fr(A) = A\ int(4) = A \ A, ce qui implique que
AN Fr(A) = 0.

Réciproguement, supposons que A ne rencontre pas sa frontiére. Comme A C A et Fr(A) =
A \ int(A), cela implique que A C int (A). Comme on a toujours int (4) C A, cela veut dire
que A =int(A), et done gue A est ouvert.

(i) Si A est fermé alors A = A, done Fr(4) = A \ int(A) = A \ int (), ce qui implique que A
contient Frid).

Réciproquement, supposons que A contienne sa frontiére. Comme A contient int(4) et que
Fr(A) = A\ int(A), cela implique que A contient A. Comme on a toujours A C A, cela veut
dire que A = A, et donc que A est fermé. o

EE3 Compacts

Les compacts sont importants quand on étudie des fonctions continues (» section 2.3).
Définition 11.11
On dit que la partie A de R" est bornéesi: AM > 0, ¥xe A, |x|| = M.

Autrement dit, A est bornée s'il existe une boule (fermée de centre 0) qui la contient.
Exemple 11.8
~ Dans B: A= [2;7[ est borné, et B = [3; +oof estnon borné.
- Dans B :
A= {(n,x); £+ < 1] est borné;
A= {(Jﬁ X2l xn > J.ll}n:st non bomé.
- Dans B” : toute boule (ouverte ou fermée) est bomée.

Définition 11,12
On dit que A est compacte si A est fermée et bornée.

Exemple 11.9

= Dans B ona: A = [2;5] est compact; B = [2;4] U [6; 8] est compact; C = [1; +oo] n’est
pas compact (fermé non borné).

— Toute boule fermée est compacte.

— A= {{x1; x2) € B |xg] £ 1 et|rz] < 2} est compact.

— B = {{x;; x;) € B%; x; = 2} n’est pas compact (fermé non borné),



Mathém atiques en économie-gestion

B3 Fonctions continues a plusieurs
variables

On considére dans la suite une forction f de B" dans BEF. On note D le domaine de
détimition de f ; on adone ) C K",

FEH Limites

On a la méme notion de limite que pour une fonction de & dans R (s définition 4.1),
seule la formulation mathématique change.

Péfinition 11,13

Soit xg € D et { € R”. On dit que f a pour limite ! quand x tend vers xp si et
seulement si : « f(x) devient aussi proche que 1'on veut de {, pour tout x élément
de D suffisamment proche de x; (avec x # x) » On note alors lim f(x) = 1.

X=Xy

Formulation mathématigue :
Ona lim f(x) = [ siet seulement si :
Tx

He=0,3a>0, (xeD,x#x et dlx,x) <a)=df(x))<e

Pourn = p = 1, on retrouve la définition habituelle (» définition 4.1).
On a les propriétés habituelles des limites, qui se démontrent comme pour une fonction
fdeR dans R.

Proposition 11.10

a) Unicité de la limite.

b) Limite d’une somme : l.Hn{f +glx) = l;l.l.:n flx) + lim g(x) (si les limites
existent). = T e

¢) Limite du produit par un scalaire : lim(af)(x) = @ lim f(x),oi ¢ € R (si f a
une limite). R T

d)y Composition : si I]LD}D flx)y=let lyi;dmg(y} =1, alors }i_l.lxlo{g o f)x)="F.

e) Caractérisation séquentielle de la limite. On a lim f(x) = ! si et seulement si :
pour toute suite (1g);o de D, de limite xg, Ia su:i;ct? Slug))g converge vers L.

Exemple 11.10

SoitD=R2‘\l(U;Dll},f-’Lf:D—’Rdéﬁ“i"w:f(x;y)=“lj(ﬁ—j )

Alors (0;0) € D. Que vaut  lim Sl ) ? (si cette limite existe).
{0

2 -1
Quand (x; y) tend vers (0; 0), alors x° +y? tend vers 0, d'olt m tend vers —oe,
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~1
Comme lm exp(r) = 0,onen déduit que  lim exp|—— | =0,
o o) " . oyl (00 p(xz +y2)

On adone  lim sy =0
© e Jxy

Définition 11.14

SiD c R, considérons une application f : D — RF.

Pour tout x € D, on a f(x) € R” donc on peut écrire f(x) = (fi(x),.-.,f>(x)), olt
fi(%),..., fp(x) sont les coordonnées de f(x) dans R”.

Les applications f; : D — R s’ appelent les applications coordonnées de f.

Exemple 11.11
Soit f I'application de B? dans R définie pour tout x = (x;,%3) par f(x) = (x; + xa,% —
x2,2x; + 3xz). Alors les applications coordonnées de f sont données par :

hlx)=x+x
Al =x-x

Falxy=2x, + 3x;

Proposition 11.11

Soit f: D — RP, ot D C ", et xg € D. Onnote f(x) = (fi(x),--ms fo(X))-
On a, pour! = (fi,u.0p):

lim f(x) ={ ¢ lim fi(x) = I; pour tout i.
Ty Ty

Démonstration
Le principe est le méme que pour une fimite de suite (= proposition 11.2). "

F¥1 Continuité
Soit f: D= RP.ouDcRetxy eD.
Définition 11,15
On dit que f est continue en xg si }h.ﬂ f(x) = flx).
Omn ales propriétés habituelles des fonctions continues, qui se démontrent comme pour
les fonctions de E dans E.
Proposition 11,12
a) Si f ety sont continues en xy, alors [ + g est continue en x;.
b) Sip =letsi f et gsont continues en x, alors f % g est continue en xg et g

est continue en xy (51 g(xg) # 0).

c) Si f estcontinue en xg, alors af est continue en xp, pour a € K.
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d) Sif:R" - RP et g: R — RY, ol f est continne en x; et g est continue en
o = f(xp), alors g o f continue en xj.
e) Caractérisation séquentielle de la continuité. La fonction f est continue en xg
si et seulement si : pour toute suite (1) convergeant vers xp, on a lim f(m) =
v

Sflax).

Exemple 11.12

1. Soit p; : B"— E, tel que pr(xy,...,x,) = x;. Alors p; est continue sur ",
2. Sait £ : B'— B, tel que f(xy,...,s) = Zxs — 5x; pour tout x = (x1,...,Xs).
Alors fest continue su.n'R’.EneIfctf = 2p; — 5p,, ol ps et pg somt continues sur B,
3. Sait fix;y) = xyln ‘5‘ sixy # 0, et flxiy) =0sixy=0.
x
f estelle continue de BX— .7
Fflxsy) = xyInfyl — wynlx] = xg(y) —yg(x)
ol glu) = ulnju) siu# Oet g0) =0,
g est continue en () car ].i.l_gﬂ lnju = 0 (» théoréme des croissances comparées, 2.2, cha-
pitre 5).
g est continue sur B, et les projections py (x ) = x et pa(x;y) = y sont continues, done
les applications (x; ) = g(y) et (x; y) = g(y) sont continues,
Conclusion : f est continue sur B,

Proposition 11.13

Soit f: D — RP,ou DCR"etxy e D. Alors :
f est continue en x < (pour tout i, I'application coordonnée f; est continue
en xp).

Démonstration
f est continue en xy & lim f(x) = f(x)),

avec: im f{x) = f(xg) & lim fi{x)= fixo). pour tout i.

Dol :?:,mtimc en.xy ¢ }::jntinuc en xg, pour tout i. ]
Définition 11,16

On dit que f est continue sur D si f est continue en tout point de D.

Fonction de production

On considére me fonction de production F définie pour tout (x5 x;) € Rf_ par Fix;;x;) = Ax‘l'xg, ol x; et x;
désignent les quantités utilisées de facteurs de production 1 et 2, et F(xy,x) désigne la quantité produite de bien
final. [ci et 8 sont des paramétres strictement positifs. Il est clair que F est une fonction continue sur B2, car
produit de fonctions continues.
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2] Propriétés des fonctions continues

Les fonctions continues permettent d’identifier les ouverts et les fermés comme le
meonire la proposition suivante.
Proposition 11.14
Soit f : R" — R continue, et B c BP. Soit A 'image réciproque de B par f,
c'est-d-dire A = f1(B) = (x € R"; f(x) € B).Ona:
— si B est fermé dans B?, alors A est fermé dans B" ;
— si B est ouvert dans B, alors A est ouvert dans R".

Démonstration
~ Supposons B fermé. Alors A est-il fermé 7
Soit (i) une suite de A, qui converge vers xp € B A-t-on xg €A 7
(f (1)) est une suite de B, qui converge vers f(xq]car f est continue.
B est fermé, done f(xo) € B (» proposition 11.5).
Mais on adone 5 € A. D' ol A est fermé.
- SiBestouvert, B est fermé donc ' (B) est fermé.
FUB) =tx € E; f(x) ¢ B) = [f(B)] doncona f(B) ouvert, c-o-d. Aowvert. W

Exemple 11.13

— SoitA = {{xiy) y:a-):z}.
OnaA = {(x;5); flxiy) >0} = £(J0; +oo[) olt f définie par f(x;y) = y— x° est continue
et J{k +oof est ouvert, donc A est ouvert.

- Deméme, soit B = ((x;); y = X},
OnaB= f([0;+co[) ol f est continue et [0;+oo[ est fermé, done B est fermé.

On admet sans démonstration le théoréme suivant, dont un corollaire est le théoréme
des bornes atteintes.

Théoréme

Image d'un compact par une application continue
A un compact de B, et soit f continue de A — R”. Alors f(A) est compact.

On a vu au chapitre 6 que si f est continue d’un intervalle fermé borné [ de R dans R,
alors f admet un minimum global ¢ et un maximum global & sur [ (» proposition 6.10).
Le théoréme suivant montre qu’ on a un résultat similaire en dimension n.

Théoréme

Théoréme des bornes atteintes
Si f est continue de A dans , ol A est un compact de R", alors f est bornée
sur A et atteint ses bornes. Autrement dit : il existe a,b € A, tels que ¥x € A,

fla) < f(x) < fib).
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X Fonctions polynomes a plusieurs variables

On a défini les fonctions mondmes et polyndmes sur B au chapitre 1 (» définitions 1.22
et 1.24). On peut définir de méme sur B des mondmes et polyndmes & n variables
réelles.

Définition 11,17

On dit que f est un monéme & n variables si f est une fonction de R" dans R

définie par :

f(x) = ax)’...x pour tout x = (x1,....%,) € B,

ot a, ki, ..., k, sont fixés, aveca e Ret ki, ...k, € N.

On dit que k; est le degré partiel du mondme par rapport i la variable x; et que

ky + k3 + ... + ky est le degré total du mondme (pur a # ().

Exemple 11.14

La fonction f définie pour tout x = (x1,%,%3) € B par fix) = Zhjlfzx; est un mondme de
degré total égal 4 9. Son degré partiel par rapport & x; est égal 44,

Définition 11.18

On dit que f est un polynéme i n variables (ou une fonction polyndmiale & n
variables) si f est la somme d’un nombre fini de mondmes, c’est-i-dire si f est
une fonction de B" dans R qui peut s'écrire :

flx) = Z iy kXX POUI tOUL X = (X1,..,Xn) € R

oil dans cette somme les k; sont dans M, et seul un nombre fini de g, sy ...k, SODE
non nuls.

Le degré partiel du polyndme par rapport  la variable x; est le plus hant des
degrés partiels des monomes qui le composent. Le degré total du polynome est
le plus haut degré total des mondmes qui le composent.

Exemple 11.15

La fonction f définie pour tout x = (x;,%;) € B2 par f(x) = 22} + 722 est un polyndme
de degré total égal 4 8. Son degré partiel par rapport 4 x; est égal 33,

Proposition 11.15

Toute fonction polynéme 4 n variables est continue sur R".

Démonstration

1 suffit de montrer qu’un monbme est continu, car une somme finie de fondions continues
est continue,

Pour tout i, on a vu que I'application p; est continue sur B", ot p; : R"— R est tel que
Pil X150 Xn) = x5 (e exemple 11,120

Un monfime est le produit d’un nombre fini de telles applications multiplifes par une
constante, donc ¢’est une application continue (» proposition 11.11). ]
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El Dérivées partielles

Dérivées partielles premiéres

Pour une fonction de & dans R, la dérivée en un point a nous permet de calculer
une valeur approchée des variations de cette fonction (» propositions 2.3 et 2.10).
Peut-on faire de méme pour une fonction de B" dans B ? Oui, si on ne bouge qu'une
coordonnée de x € ", car dans ce cas tout se passe comme s’iln'y avait qu'une seule
variable réelle, les autres étant fixées. La dérivée de la fonction obtenue lorsque 1'on
bouge seulement une coordonnée est appelée dérivée partielle.
Considérons une fonction f : U — R, oi U est un ouvert (non vide) de B".
Soita € U.
U est ouvert, donc il existe r > 0, tel que B(a,r) c U.
L'application
fa: RoR
T fl@)yenns@iog of g eeesily)
est donc définie au moins sur Ja; — r; a; + r[. On 1'appelle i-éme application partielle
de f au point a. Elle consiste i faire varier la i-2me variable en laissant fixes les autres.
Définition 11,19

— On dit que f admet une dérivée partielle au point a, par rapport a la iéme
variable, si la idme application partielle f;, est dérivable en g;. On note cette

dérivée g(a}. On adonc:
31;'
a 1
a'i"(ﬂ} = x‘"_"";" — [f(ﬂl»-—-rﬂi-x Xialit1y---oln) = f{ﬂ}]

af af

a
- Si 3—f{x} existe en tout point x € U, alors la fonction x + —{x} notée —— =
x:
est appelée fonction dérivée partielle de f par rapport & x;. '

Remargue :
d
— Sin = 1, alors x = x; et la dérivée partielle est la dérivée ordinaire, qu’on note d_f
x

— Si n =2, on note souvent les variables (x,y) au lien de (x},x3). Dans ce cas, x n'est
que la premiére coordonnée (et non pas x = (xj,x2)).

— Sin =3, on note souvent {x,y,z) au lieu de (x1.x2,%x3).
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Définition 11.20
On appelle gradient de f en x, le vecteur-colonne des dérivées partielles par

rapport & chaque variable :
a—i{x}
Vilx) =
2o
Exemple 11.16

1. Soit f définie par f(x,y) = 2%y + 3yx* + 5.
il . .
Pour calculer a—f, on considére que y est fixe, et on dérive f par rapport & x, d’ol :
x

af _
a(x,y) =dxy + 125,!1\.j

a
Pour calculer l, on considére que x est fixe, et on dérive f par rapport &y, d’oi :

dy
aa—f(x,gj =2 432"
x+2z+1
2. Soit f définie par fx,y,z) = y— Ses dérivées partielles sont :
af o1 “2y(x+2:4 1) af _
a(xsb‘) = yz—-!—l’ ag( W) = Ws ( oY) = y—z 1
3. Sait f définie de B dans R par :
Xl
foew = 55 +y= pour (x; ) # (0;0)
FG0) =
Pour (x;y) # (0:0) :
f(x )_y(f +y) - xyi2x) - Yy — )
ax (2 +12) (2 + 42"
12 g
% (ryy= 22 ¥)
dy T (R
Pour (xg; ) = (0; 0, il faut partir de la définition de la dérivée comme taux d’accroisse-

ment af i
5, 0:0) = lim — [£(x:0) ~ f0;0)] = lim0 = 0

De méme g(ﬂ;(}) =0.
dy

Les applications partielles sont donc dérivables en tout point. On remargue pourtant que f

n'est pas contimie en (0; 0), car fix; x) =

I
m=iqu1mtcndpasversopomx—:0.
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E®A Elasticité partielle
On a défini 1"élasticité d'une fonction d une variable au chapitre 2 (» définition 2.4) &
partir de la dérivée de cette fonction. On peut de méme définir 1'élasticité partielle 4
partir de la dérivée partielle.

Définition_ 11,21

Soit f : I/ — R, oii I/ est un ouvert de R".

i)
Si f admet une dérivée partielle % sur U, et f(x) # 0 sur U, alors I'élasticité de
f parrapport a x; est définie par
f

=L =
HOR o

Elasticité-prix et élasticité-revenu

Supposons que la quantité demandée d'un bien soit fonction du prix unitaire p et du revenu R de Ia fagon suivante :

50R
QpR) = —5
P2

Ona:
% _ BR 90 _ 50
ap~ pPT " aR pn
L’ @asticité de la demande par rapport au prix est :

Cela signifie que lorsque le prix augmente de 1 %, Iz demande baisse de 1,5 % environ.
De méme, I élasticité de la demande par rapport au revenu est :
aQ _R_ 0 R
B8R Q pﬂﬂ

Si ke revenu augmente de 1 %, alors la demande augmente de 1 %mmmn.

an =1

EXE] Dérivées partielles d'ordre supérieur a 1

Considérons iciaussi f : U — R, ol U/ ouvert de R".
Supposons que f admette des dérivées partielles g—;{x) en tout point x € /. Ces déri-
vées partielles peuvent elles-mémes admetire des dérivées partielles, ce qui conduit &
la définition suivante.

Définition 11.22

— La dérivée partielle seconde de f par rapport & x; et x; est la dérivée partielle

par rapport i x; de la dérivée partielle -L{x‘ Onla nute 6’2)“ (x}
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&*f a (af
Onadonca Tr 3_&[3_{,
Su—j,onmtegz?f— 3_4&(%)

— De méme si les dérivées partielles secondes sont dérivables, on définit les
dérivées partielles troisi¢mes, etc.

atf a af
PwrkiZ,m—m{ BXJ*)estlmedénvéepamﬂedefd ordre k.
Exemple 11.17

Soit f 1a fonction définie de B dans B par :
flxiy) = 3w’ + %y pourtout (xy) € B?
Les dérivées partielles premitres et secondes de f sont données par :

af . .o _ :
s =% +2x8 2y = 6xy + 3y

Bf 1 . P _ . BF :
et ox =6y+6x a0y = by + 6y
% =6x +6):2y
. s > _ ¥f
On remarque dans 1'exemple précédent que Bxdly m Le théoréme suivant
montre que ce résultat est toujours vrai si les de’rivees partielles secondes sont conti-
nues.
Théoréme
FURILALLER BLUE LI Théorame de Schwarz
> Démonstration Supposons que la fonction de 2 variables (x; i) — f(x:¥) a des dérivées partielles
sur wwwdunod.com f 3‘2)'
secondes xdy et ﬂ définies sur un ouvert I/ avec (xg;y) € U, et qu'elles
x
sont cami.nues en (Xxp; yo). Alorsona:
&f > f

E{Xu;yoh 'a—wim:yo)

Ceci se généralise 4 une fonction de n variables (méme démonstration en laissant les
n — 2 autres variables fixes).

On le généralise ensuite aux dérivées partielles d’ordre > 3, car par exemple :
#f #f\ 8
Axdydz T ax (Byﬂr) ox (

D’o1i la proposition suivante.

af ]
Bzdy 3x32 dy
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Proposition 11.16

Soit f définie de U — R, ou I/ ouvert de B". On peut intervertir I'ordre des
dérivées partielles k-ifmes en tout point o ces dérivées partielles sont continues.

Définition 11.23

On dit que f est de classe C' si elle admet des dérivées partielles continues.

On dit que f estdeclasse C* si elle admet des dérivées particlles continues jusqu’a
1’ordre k.

On dit que f est de classe C* si elle est de classe C* pour tout k € M*.

I3 Différentiabilité
EXHE Fonctions de R" dans R

Si f est une fonction de B" dans R, une dérivée partielle est une dérivée obtenue en
tfaisant varier seulement une coordonnée. On voudrait avoir une sorte de dérivation
« globale », c.-i-d. quand on fait bouger toutes les variables.

Rappelons ce qui se passe en dimension 1 (¢.-4-d pourn = 1).
Sif:R — R, alors f est dérivable en a € R si et seulement si il existe [ € R, tel que :
fla+h) = fla)+ hl + he(h) pour h € R, avec Hs{k) = 0 (» proposition 2.10).
Le nombre [ est la dérivée de f en g, et on note | = f"(a). Cela signifie que pour h
proche de 0, ¢’est-i-dire pour a + i proche de a, on peut faire 1’approximation linéaire
fla+h)— f(a) = hf'(a) (celarevient & approximer la courbe par la tangente).
Nous voulons généraliser cela en dimension n.

Définition 11,24

Soit f une application de ' — R, ou U ouvertde R", et a € U. On dit que | est
différentiable en a = (ay, ...,a,) s’ il existe des nombres réels by, ..., by, tels que :
fla+h) = fla)+ ;bffu + ||l eth) avec lime(h) = 0

ol ht = (h1yeeesfin).

n
On appelle différentielle de f en a, 1'application linéaire L définie par L(h) = Zb,-}q,-.
i=1
Elle permet de faire une approximation linéaire de f autour de a (comme la tangente
approxime la courbe en dimension 1).

On note df; cette application linéaire, c.-a-d. L = df;.
L

Onadfy(h)= Zb;k,-, doi:
=1

fla+m) = f(a)+ dfa(hl + ||kl £(h)
On dit que f est différentiable sur U7 si elle est différentiable en tout a € [V,
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En dimension 1, le terme he(h) désigne n’importe quelle fonction tendant vers 0 plus
vite que h. En particulier, h?, I°, ..., /" avec n = 2 sont des fonctions du type he(h).
En dimension n, le terme ||4|| £(/t) désigne n’importe quelle fonction tendant vers 0
plus vite que ||4||. En particulier, tout mondme de degré total supérieur strictement a
1 est du type ||| e(h). Par exemple : hf, hyhs, k;kﬁ, etc. sont des fonctions du type
[l &th).
Exemple 11.18
Soit f de B dans R définie par f{x;,x:) = 2x,x05 — 3x; + 4y,
La fonction f est-elle différentiable au point (2;3) 7
Onpose x; =24+ h etx; =34 h; Onaalors :
flxnxa) = fR+h,3+ ) =202+ m)3+ ha)— 32+ h1) +403 + )

=20+ 2hs + 3k + b)) — 6—3h + 12+ dfy

= 184 3hy + B8Ry + 20 by = F(2:3) + 3hy + Bha + |kl s(k)
Icd 2hyhz est un mondme de degré 2 donc est un reste du type |hlle(h).
Donc festdifférentiable ena = (2; 3), et sa différ