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1

CINETIQUE
DES GAZ,

CHOCS

1. GENERALITES

Sous le nom de choc {(ou collision}, on désigne le processus d’interaction
de particules, qu’il y aif ou non contact entre elles. Ces interactions ne sont
importantes qu'a courte distance; d’autre part les vitesses des particules
étant généralement grandes, la durde d’un choc est faible et on peut
supposer gue les forces, autres que leur interaction mutuelle, ont un effet
négligeable; autrement dit, pendant le choc, les particules constituent un
systéme isold. On peut ainsi représenter un choc par le schéma de la
figure 1.1.

1 I

2 By

/ Choe 2f

fitat initial Etat final
FiG. 1.1

It existe, si on pent dire, des «chocs 3 une particule »; on préfére les
appeler désintégrations (neutron, par exemple). Bien qu'ils soient a priori
concevables, les chocs de trois particules (ou plus} ont une probabilité de
se réaliser bien pius faible gue les chocs de deux particules. On examinera
done plus particuliérement le choc de deux patticules.
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Le choc peut résulter en une simple diffusion, les particules finales étant
alors identigues aux particules initiales : par exemple, un électron quasi
libre, ayant une vitesse initiale 9, se déplace selon une dircction (D,); s'il
passe au veisinage d'un proton H™, il y a diffusion {fig. 1.2), c’est-h-dire
inflexion de la trajectoire de 1'éleciron qui, ensuite, se confend avec la
droite (ID,), 1.a microscopie électronique utilise la diffusion d’électrons
rapides, de méme que la diffusion des éiectrons lents sert & ’étude des
surfaces.

(D, )/ -
‘)"- — . zone de diffusion —

Fig. 1.2

Etat initial - avant le choc, les particules sont soumises apx forces extérieures;
leur interaction est négligeable.

Choc : les farces extérieures sont négligeables; seule intervient leur interaction.
Etat finaf @ aprés ie choc, les particules finates sont aussi soumises aux forces
extérieures; leur interaction est négligeable.

Mais il peut aussi y avoir réaction, c’est le cas des réactions chimiques,
le choc de A et BC donnant par exemple AB ¢t C; le nombre des particules
finales peut d'ailleurs &tre neltement supérieur 2 deux.

Enfin, dans une réaction de capture, les particules initiales s'unissent
peur former une seule particule finale (c'est Ie cas, par exemple, d’une
balle de fusil qui pénétre dans un sac de sable).

La physique des particules utilise, pour leur étude, les chocs enire
particules élémentaires créées et accélérées dans les accélératenrs,
éventuellement accumulées, pour augmenter leur nombre, dans les
anneaux de stockage, puis détectées aprés le choc par des détecteurs, qui
sont souvent des chambres 4 bulles.

Dans les réacteurs nucléaires, on utilise la fission de certains noyaux par
des neutrons de faible énergie; les neutrons produits par la réaction,
ralentis par des chocs avec des atomes légers contenus dans le modératenr
(eau ordinaire H,O ou eau lourde D,0), peuvent alors provequer de
nouvelles fissions : il y a «réaction en chaines.

Les chocs intervicnnent aussi, comme on I'a vu, dans I'étude des
fluides : ils permettent d’expliguer la viscosité, ia conduction thermique, la
diffusion (voir en particutier le chapitre 7). Dans Ies fluides en équilibre, ils
sont responsables des propriétés macroscopiques, telles que la pression.,

2



CHOCS ET THEORIE CINETIQUE DES GAZ

2. CHOCS ET LOIS DE CONSERVATION. LES BILANS

Soit m, et m, les masses des particules initiales, &, et &, leurs vitesses.
Considérons le cas de deux particules finales (m}, m1, 04, 51); les
résujtats donnés ci-dessous pourraient facilement &tre étendus & des
problémes plus complexes.

Le systéme étant momentanément isolé, il v a conservation :

17 de la quantité de mouvement totzle,

2° de i’énergie totale,

3° du moment cinétigne total,

Cectte derniére condition, souvent oubliée, est peu commode d’écriture et
ne sera pas utilisée dans [a suite. Elle est néanmoins responsable du fait
que si deux particules de charges g, et q,, dont les vitesses initiales 7, et &,
sont coplanaires (fig. 1.3), se choquent par une diffusion de type

1 q:42
dmey 1,
particules sont contenues dans le méme plan gu’avant le choc.

coulombien (F,Z: ), alors aprés le choc les trajectoires des

F1G. 1.3

-~ Pour la quantité de mouvement totale conservée, on obtient :
puotpa=p+ps,
Ol encore ;

ey Lt

U, b T, =m0+ mbb. (1.1)

— Le bilan d'énergie doit prendre en compte les énergies cinétiques E_
des particules, mais aussi leurs énergies potentieiles internes E, ; I'énergie
totale étant conservée, on a:

E  +E4+E, +E ,=E, +E.,+E, +E, .. (1.2)

.1
Un exemple simple permetira d’illustrer I'importance de ['énergie
potentielle interne : dans un premier choc, une balle (1) vient frapper un
bloc d'acier (2) dc 1 kg; dans un second choc, la méme balle vient
frapper le détonatenr d’'une mine (2} de 1 kg; I"énergie cinétique des
particules finales sera trés supérieure dans le second cas, 3 cause de
B,
.2
On pose souvent :

Q=(E,, +E,,) —(E,,+E.2). (1.3)
3
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— 81 Q = 0, I'énergie cinéfique se conserve et Ie choc est dit élastiqie.
— 8i Q#0, le choc est inélastique.

- ¢ Pour >0, P'énergie cinétique s’accroit dans e choc aux dépens de
I'énergie potentieile, le chot est exoenergetique

¢ Pour Q<0,les parttculcs finales emmagasinent une part:c de l’energ:e
disponible initiale (réaction endoédnergétique ).

Drautre part, la théorie de la relativité a apporié la notion nouvelle
d’équivalence entre masse et énergie; on doit en tenir compte dans le caleul
de Q, en incluant dans chaque terme E, le terme de masse mc?® (par
exemple m,c” dans E, |} : cefte correction est fondamentale en ce qui
concerne Ies réactions nucléaires pour lesquelles Q dépasse largement le
MeV; Q restant de 'ordre de I'électron-volt dans les réactions ch:mlques
«ordinaires », on pourra alors s’en dispenser.

La conservatlon de l’energle totale du systéme isolé (1.2) condult
finalement au bilan énergétique :

E_m,vf-}—;m,vzw-%m v,z-i-;mz‘u;zv—Q. {1.4)
Données et inconnues. Les particules initiales et leurs vitesses sont
supposées connues, de méme que la nature des particules finales. Les
quantités donvées sent ainsi: m,, m,, ¥, (3 composantes), #,
(3 composantes), m}, mj, Q. Six sont inconnues : ¥}, ¥5. Ne disposant
que de quatre équations, le probléme n’est pas soluble : il e devient
moyennant deux conditions supplemenratres sur les composantes des
vitesses finales.

3. EXEMPLES DE CHOCS FLASTIQUES
3.1 Le choc de plein fouet

Dans ce type de choc, représenté sur a figure 1.4, on suppose gue :

_— —_ L3 p—
vly ’Ulz U2y UZZWO’

5
¥ By =R, B = AL

n, ' Moy

Z Fio. i.4

Autrement dit, Q=0 et pour chaque vitesse, on 2 [|[#7]]= v ]. Les
&quations (1.1 et 4) prennent alors la forme :

4
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My e, =mey by, ou (e, — o)) = ma(vh—v,),
2 2

a
ni —+mzv m,v' +m2ﬁ2-
2 2 2 2
ou: mivi - =my(v®~23),
soit, en divisant membre 4 membre :

v,+u=vs+ 0,
On en déduit le systéme :
Vg T U=, ,, MU= 0, ML,
dont 1a solution s'écrit :
Zmy, —(m —my) v,

vi=

Tiv, 4 (my —my)o, ,
1 i 2=

I, F ' mo+m,
Examinons quelques applications de ce résultat ;

— Le «carrequ» ¢ la pétanque : v,=0 et m, =nm,; dott »|=0 et
v, =v,. La boule lancée chasse 1a boule immobile et prend sa place.

— Modérateur de réactenr nucléaire : il y a choc entre un neutron (1) de
grande vitesse v, et un atome (2) presque immobile, Puisque v, v, -

my—m 2m,p
U;w_l__zﬂl et ptle el
L Pl 2 m, +m,

Le neutron est d'autant mieux rafenti — c’est-a-dire »’ d’auvtant plus
. Ly —m, , e
petit — que le rapport s est plus faible; ce rapport est trés voisin de
1

0 pour le proton, il vaut 1/3 pour le deutérium. Ce calcul simple, qui ne
tient pas compte du fait que le proton ou e deutérivm est lié & upe
molécule, permet néanmoins de comprendre pourquoi on utilise des
atomes 1égers pour « modérer» {es neutrons.

—- Choc normal d'une boule (d’un atome) sur une paroi ; celle-ci peut
étre considérée comme une partlcule de masse m,® m, et de vitesse v,
aulle. On obtient alors v}~ —v, et v}~ 0; la boule rebond:t sur la paroi en
changeant simplement le sens de sa vitesse initiale,

3.2 Choc oblique sur une paroi

Nous avons reporté sur la figure [.5a, les résultats précédents d’une
cellision éjastique normale sur une paroi.

Si ta boule venait frapper la paroi sous incidence rasante, sa vitesse ne
serait pas affectée par le choc (fig. 1.5b).

iy
m, =0 m, m,
-l g Tl B N =5
1= -7, "
5, =0
(@) T Ra1s 55=0 )
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On peut rassembler ces résultats pour le choc oblique (fig. 1.6) : 95 ne
change pas, alors que ¥, change de signe. 1l y a réflexion comme en
optique : 8'=—0.

£
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! ~
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4 ~
m, ~
~ ~
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N \
3 b
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LY -
s D g 7
4 P
s /
// . ar
7 Va
/ ]
m, s ’
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~ 4, .
W \ "y
N ~
~ ~
N ~
S *
N N
RN
.,
b -
vr
Fig. 1.6

Remargue. On note que, pour 1a boule, sa variation de guantité de
mouvement vaut :

Alm, 7= m (=B + ) —m, (B +0r)=—2m, 0.
Puisque la quantité de mouvement totale se conserve !

Ap(paroi) = 2m i, (néanmoins la paroi reste immobile car m, > m ).

4. EXEMPLES DE CHOCS INELASTIQUES

Nous citerons sans calcul quelgues réactions importantes,

1° Dans les réacteurs nucléaires se produit la réaction de fission
suivante :
n(neutron) + noyau fissile — 2 noyaux de masse +3n.
£27) 80 4 150

L’énergie libérée par la réaction et d’autres réactions subséquentes (de
Iordre de 200 MeV par atome d’uranium 235) est communiquée sous
forme d'énergie cinétique aux produits de la réaction. Ceux-—ci fa cédent
ensuite, en le chauffant, au fluide primaire de refroidissement.

6
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L'uranium 233 peut &tre remplacé par I'uranium 233 ou le plutorium 239;
ces €léments, qui n'existent pas dans la nature, sont produits dans les
réacteurs nucléaires par irradiation nentronique respectivement du thorium
232 et de I'uranium 238.

Un réacteur est donc apte 3 régénérer du combustible nucléaire, et méme
i en surrégénérer, ¢’est-A-dire & en produire plus qu'il n’en consomme, aux
dépens des élémenis naturels «fertiles », relativement abondants 22Th et
238U

2% On sait que des efforts importants sont consacrés i la fusion
nucléaire; on peut citer, parmi les réactions possibles @ deutérium -
tritiurn — hélium + neutron, le neutron étant produit avec une énergie
cinétigue de 14 MeV, résultant de la perte de masse. A titre de
comparaison, on rappelle la valeur de 1’énergie de liaison de ia molécule
H,:43eV.

3° Enfin, dans le domaine médical, les chocs inélastiques sont
responsabjes des effets, parfois bienfaisants, parfois nocifs, des
radiations; il peut y avoir ionisation ou méme rupture de (iaisons
moléculaires.

THEORIE CINETIQUE DU GAZ PARFAIT

5. LE MODELE MICROSCOPIQUE DU GAZ PARFAIT

On peut rendre compte de nombreuses propriétés des gaz en équilibre
par le modele suivant, pourtant trés rudimentaire

—— un volume macroscopique de gaz est constitué d’un trés grand nombre
de molécules;

— celles-ci, de dimensions négligeables, ne subissen{ aucune force, sauf
pendant fes chocs élastiques et de (rés faible durée;

— & cause des chocs, les mouvements des molécules sont totalement
désordonnés.

Pour « raffiner » ce moedéle ou encore pour étudier les propriétés hors de
I’équilibre, il faut introduire de nouvelles notions; on se contentera ici d’en
mentionner deux, utilisées au chapitre 7 :

— chague molécule se présente comme une cible (mobile}; Ia surface de
la «cible» est sa «section efficace»;

— e libre parcotrs moyen est la distance moyenne parcourie par une
molécule entre deux choes.
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6. DISTRIBUTEON SPATIALE DES VITESSES MOLECULAIRES
ET VITESSE QUADRATIQUE MOYENNE.

Examinons le comportement des vitesses des - N. molécules de
I'échantillon de gaz 3 un instant donné. 11 est commode pour cela (fig. 1.7)
de porter & partir de I'erigine O d'un repere (O, v,, v,, v,) des vecteurs

FIG. 1.7

égaux aux vecteurs-vitesses ¥, de chague molécule i(1=i=N)}. Les
extrémités des vecteurs obtenus forment un « essaim » trés serré; bien gue
mouvant, & cause des chocs gui produisent des échanges de vitesses, cet
essaim garde sensiblement la méme forme. Celle-ci est sphérique, car
aucune direction n'ést privitégiée (si on néglige linfluence de la
pesanteur); trds serrés autour de O( [[# || faible), les points deviennent plus
clairsemés quand on s’écarte de O |7 ]| grand).
On peut déduire quelques conséquences de cette description.

. ] . .
1° La moyenne des vitesses <”>:ﬁ2 #;, est nulle. En effet, il est

i
toujours possible, & cause du trés grand nombre de molécules, de grouper
leurs vitesses par paires, i et j, telles que #; +4; ~0; {) étant nulle, ses
composantes va ), {9, ), {v.) le sont également.
On peut aussi remarquer que », mé, = 2, f; représente Ja quantité de

= . i F * - .
mouvement P de tout I'échantillon de gaz : si on observe celui-ci dans un
repére ot il est immobile, P=0.

= ] s o - . -
2° On caleule : {52 =R > 92, Cetie quantité scalaire, jouant un réle

- L}
irds imporiant en théorie cinétique, on pose :

P i Wied ] -]
v, = (PP =g 2 T (1.5)

v, est la vitesse quadratique moyenne du gaz. Les troig directions x, y, Z
de & étant équivalentes pour cet échantillon, on a de plus:

(vi)=<v’;‘)=<v§>=%<vi+ v§+v§)=% vp (1)
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3* Enfin, sil'on désigne par e 'énergic cinétique de translation d'une
molécule et par E. I'énergie de translation totale, on a:

1<l 1
(eé)=ﬁ25mvf——-£mv§, Q.7
i
et : {F!)=N{e! =~;—va3. (1.8)

7. CALCUL DE LA PRESSION

N —

=

(e)

FiG. 1.8

Considérons un élément plan (¢ } d’aire 8 = 1 (fig. 1.8), qui peut &tre soit
un élément de paroi, soit un élément placé dans le gaz (dans ce dernier cas,
le calcul, qui va suivre, de la pression s'applique évidemament 4 chacune
des faces).

Soit une molécule qui vient frapper (¢); le choc étant élastigune, sa
quantité de mouvement passe de (mw,, mwy,, 0) avant Ie choc a
(—mu,, mv,, 0) aprés. Puisqu'il y a conservation de la quantité totate de
mouvement, (¢) recoit ia quantité de mouvement (2., 0, 0) {voir 1a
remarque du paragraphe 3.2),

Comptons maintenant les molécules de méme vitesse # qui viennent
frapper (e ) pendant le temps & : clles doivent étre contenues initialement
dans un cylindre de base (e), de génératrices paraliéles & ¢, de longueur
|7||dt; sa hauteur étant v, df, le volume de ce cylindre est:
Swu, dt = v, dt. Soit V le volume total du gaz; i y a, par unité de volume,

9
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N/V molécules. Le cylindre considéré contient donc g—vx dt molécules
qui cédent chacune 4 {e) la quantité de mouvement (2mu,, 0, 0); (¢) recoit
de ces molécules (Zm g vide 0, 0).

It faut enfin tenir compte de toutes les valeurs possibles de # donc de ,,

c'est-d-dire 0=<p_< 4 = ; (g} regoit donc, au total :

dp = (2!?:%— > plde 0, 0).

{in, =0}

Or, df =pdr =Fdt : la. force F de composantes
N
(Zm— > v 0, 0) est parallgle & Ox et normale & {(¢) [comme on

(u, }O)

I"avait 51gnale au paragraphe 2.1 du chapltre 7 (. I)] puisque S=1, elle
est aussi égale a la pression p exercée par le gaz sur (e).

Comme, par raison de symétrie, >, ©2= », v2, on a aussi:
Lue==0) (o =0}
2
2 vi=3 2 ( 3 )
{12y =00}

draprés (1.6), d’ofl :

N 2 I
F=p=2m— » vl=—N (— )
p =2m o vi=3 o

On obtient ainsi, compte tenu de (1.7 et 8), le résultat :

pv= %Nm —=—N(e;>=§-<B;). (1.9

8. CONSEQUENCES

Nous verrons au chapitre 2 que le gaz parfait vérifie ia loi
expérimentale ; pV = vRT ol » est le nombre de moles et T Ia (ernpérature
absolue; le coefficient R est la constante des gaz parfaits. En posant
N=ypN,, N, désignant le nombre de molécules par mole, appelé encore
nombre d’Avogadre, on obtient par identification :

{E)—v( RT) (e )=~~—T (1.10)

Le rapport k :}_\,FR_ est appelé constante de Boltzmann (k =138
A
10~ joule/degré}. Finalement de (1.7 et i), il vient :

v, = 3KT (1.11)
i

Cette formule a &té vérifiée expérimentalement; pour éire plus précis, on
a mesuréd, grice & un sélecteur de vilesse, le nombre de molécules
s"échappant d’une enceinte par uniié dé temps et ayant une vitesse
comgrise entre », et v, +Aw,, v, et v, étant fixdes (fig. 1.9).
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4 4
{=9p 0 -

Four ——

¥ —

détecteur

¥ ¥

a = wydi '
Fig. 1.9

Le fonctionnement d'un tel sélecteur est simple : it est constitué de deux
disques distants de / et tournant A la méme vitesse angulaire o, autour de
I’axe OQ'. Par construction, cet axe est paralléle & un falsceau atomique oy
moléculaire de vapeur s'échappant d’un four maintenu A {a température T
et mis en forme par deux diaphragmes D, et D,. A I'instant ¢ le trou O du
disque O laisse passer n molécules de wtesse v, telles que 0<<p, << », A
Pinstant ultérieur (¢ + At), le disque O se trouve dans la mé&me situation :
si le décalage angulaire entre les deux disques est mesuré par o = wyAl,
seules les An molécules, ayant durant le temps At parcouru la distance /,
passeront & travers le disque et atteindront le détecteur : leur vitesse sera
(a Aw, prés) : v =1 /At La mesure de « donne Az et celle de [ conduit &

A‘U est natureliement [ié au diamétre du trou £¥'. En faisant varier w,,
on mOdler At ot on adapte ainsi le sélecteur & toutes les vitesses v,.

Les résultals obtenus (Ar molécules par tour, de vitesse comprise entre
v, et v, + Av, ) permettent de construire la distribution expérimentale des
wtesses et de calculer v,. Ils sont conformes a Ja théorie. De plus, partant
de {1.11},ils permcttent connaissant v, T, m, d’en déduire k et N,y si R
est connu par ailleurs.

Citons quelques ordres de grandeur: & !a température ordinaire .
{T=300 K ou 27°C}, v, ~ 1800 m/s pour I'hydrogéne molécuiaire H.,
— 180 m/s pour le mercure (gaz monoatomique) Notons que, d’aprés
(1.103, (efg est indépendante de m et vaut 4 la méme température
251073 eV ~—4-1072" joule.

Remarques.

o L’association «énergie moyenne-température» est commupément
employée dans le langage courant : injectée dans un gaz, une particule
de haute énergie se « thermatise », ¢’est-2-dire que son énergie diminue
par chocs successifs jusqu’a atteindre I'énergie cinétique moyenae du
gaz {(cas des neutrons dans un réacteur).

e En utilisant le début du caleul du paragraphe 7, on peut obtenir le
nombre de particules qui frappent un élément (e ) par unité de temps,

.. v, N . .
soit —2— —, Ce nombre est proportionnel & v, et au nombre N/V de
b V
molécules par unité de volume.

11



-

THERMOMETRIE ET ECHELLES
DE TEMPERATURE
LE GAZ PARFAIT

1. INTRODUCTION

Pour décrire I’état physique d'un corps, il faut atiliser un certain nombre
de parametres ; masse, température, pression, volume, forme, couleur,
polarisation électrique, polarisation magnétique, tension superficielle, etc,
Or, 'expérience montre que certains d’entre eux peavent étre liés par une
ou plusieurs relations, dites équations d’étal. Dans le cas des gaz; ces
parameétres se réduisent aux quatre premiers, liés par une seule équation
d’état, et celle-ci devient particuliérement simple pour le gaz parfait,
modéle te plus élémentaire d’un gaz réel.

Les propriétés de ce gaz parfait sont donc fondamentales dans
I'approche de celies des corps réels : aussi les examinerons-nous en détail
dans la deuxiéme partie de ce chapitre. Auparavant, bien qu'il soit inutile

d’insister sur Pimportance de la température d’un corps, les notions
naturelles de «chand» et «froid» doivent étre précisées pour faire de la
température une grandeur mesurable : cela nous conduit, dans une
premiére partie, 4 étudier guelques moyens de mesure de fa température et
4 la définition des échelles de tempéraiure usuelfes.

THERMOMETRIE ET ECHELLES DE TEMPERATURE

2. LA TEMPERATURE, GRANDEUR MESURABLE
2.1 Principes
Dans notre expérience courante, la notion de fempérature est lide & celle

de transfert de chalenr ct d'équilibre thermique ; si on met deux corps en
contact, I'un A «chaud», 'anire B «froid», en les isclant du monde

12
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extérieur, ils atteignent au bout d'un certain temps ta méme température,
intermédiaire entre celle de A et celle de B. On dit qu'il y a eu transfert de
chaleur du corps le plus «chaud» vers le corps le plus «froids et que
Pensemble a atteint un équilibre thermique (I"origine de ces concepts
remonte certainement 3 celle de notre espéce; la seule différence réside
dans la notion de chaleur, formulée au XIX*® sigcle).

L’impression sensorielle de température doit évidemment &tre précisée
pour en faire une grandeur mesurable. On pread pour cela une grandeur qui
varie npotablement avec la température. Par exemple, on utilise
actuellement les thermistances, petits barreaux de silicium dont la
résistance dépend beaucoup de la température, celle-ci pouvant
notamment chuter — a titre indicatif — de plusieurs £ £} a froid 4 queiques
ohms & chaud.

A I'aide de cette thermistance, on peut mesurer la température de deux
maniéres; i'une d'eile consiste & exprimer directcment sa valeur par celle
de la résistance de la thermistance, 123 {} par exemple; mais, de cette
facon, si on utilise une autre grandeur, une autre thermistance ou un
thermocouple, [a méme température sera mesurée par des nombres
différents, 88 (1 ou 4,3 millivelts, par exemple,

On congoit sans peine les difficultés gui résulteraient de la coexistence
d’échelles de mesure différentes. Aussi, mesure-t-on la température de
mani¢re indirecte. L’ensemble de mesure appelé thermométre est étalonné
par rapport & une échelle de référence qui sera définie plus loin : la courbe
d’étalonnage (fig. 2.1) indiquant alors (par exemple) que 23  correspond
4 92°C, ce résultat est indépendant du thermoméire. L’étalonnage est
souvent incorporé au thermométre, ce qui permet une lecture rapide; ainsi,
dans le cas de la thermistance, le thermomeétre complet comprend soit 1a
courbe d'étalonnage, soit un ohm-métre dont le cadran a été gradué en
degrés.

R
500 FIG. 2.1
123 ~
B i
]
1
]
!
X : 1 !(DC)
0 50 97 100
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Comme 2 tous les appareils de mesure, on demande a un thermoméire
d étre fidéle, précis, sensible; de plus, il ne doit pas modifier (ou le moins
) pree it .
possibie) la température (du corps ou de {'enceinte) qu’on veut mesurer.

2.2 Exemples de thermométre

1° Thermométres & dilatation : ceux qui utilisent un liquide sont bien
connus; le tiquide est du mercure (gui fond & —39°C), du toluéne ou de
I'alcooi colorg, lis présentent une certaine inertie et leur fidélité a parfois
été douteuse (I’erreur pouvant atleindre 2°C avec les plus mauvais); leur
précision dépasse rarement 0,01 °C. Le thermométre & gaz peut étre classé
dans la méme catégorie; on y reviendra plus {oin. Les thermométres a
ditatation de solide, peu sensibles, ne sont pas employés; il faut signaler
cependant le bilame, souvent utilisé pour couper (ou établir) un contact
électrique 3 une température donnée (fig. 2.2). A cause de la différence des
dilatations, I'ensemble constitué de deux lames soudées de métaux
différents, se cambre plus ou moins quand la température augmente.

connexions
électriques

/

/

1 sens du mouvement
1 quand ¢ croit

\ L

support bitame

big. 2.2

2 Thermométres « électriques» : on a déja cité la thermistance (8 2.1);
le morceau de siliciam pouvant éire trés petit, ce thermométre a donc peu
d'inertie (fig. 2.3); sa précision dépend évidemment de ['appareil de
mesare Electrique (avec lequel on peut lire, soit 123 {2 soit 123,47 (1, etc.);
comme on peut le constater d'aprés la courbe d’étalonnage (fig. 2.1), sa
sensibilité varie beaucoup avec la température ; trés grande & basse
température — une faible variation de température correspond & une forte
variation de résistance — elle décroit rapidement quand la température
augmente.
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£

{}-métre

thermistance

FiG. 2.3

Le thermométre & résistance de platine a une sensibilité dépendant
beaucoup moins de {a température. Sa résistivité est aussi peu sensible aux
impuretés présentes dans fe métal (& la différence du silicium}. Aussi on
I'emploie comme référence secondaire (§ 3.3), car sa mise en ceuvre est
beaucoup plus simple que celle du thermométre 4 gaz.

Le couple thermoélectrique est constitué de fiis de métaux différents 1 et
2 soudés en deux points; il apparait entre deux points de 1 (fig. 2.4} une
f. &, m. qui dépend de la différence des températures des deux soudures; il
faut donc maintenir I'une des deux 3 une température fixe qui sert de
référence. Peu commode, peu sensible, mais de {aible inertie et peu fragile,
le couple thermoélectrigue est surtout vtilisé 4 haute température,

(1) (n

2)

it

-:-1:

mpératurc
mesurer

Al

référence
FiG. 2.4

3° Thermométres & variation de couleur - un corps (y compris le corps
humain) diffuse la lumiére qu'il regoit de maniére plus ou moins sélective,
ce qui lui confére sa couleur; de plus, il émet lui-méme de la lumidre
{visible ou non).

Certains cristaux liguides (phase intermédiaire enire I'état solide rigide
et I’état fluide) changent trés rapidement de couleur dans un intervalle de
I'ordre de quelgues degrés; ils peuvent done faire de bons thermométres
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mais dans cet intervalle seulement. De plus, leur fragilité restreint leur
utifisation aux températures voisines de I'ambiante (10 & 90°C selon le
composé).

Considérons plus généralement un corps que {'on chauffe (exemples :
morceau de fer dans une {orge, boulon destiné a &tre rivé & chaud, intérieur
d’un four pour préparer des émaux ou cuire du pain, ete.); la Jumigre qu’il
émet véritic & peu prés les lois suivantes ;

— la puissance lumineuse émise dans tout le spectre est proportionnelle
a T4, :

— la longueur d’onde A, correspondant av maximum d’intensité du
spectre dépend de T suivant la toi A, T ~ 2900 (x en microns, T en degrés
absolus).

Ainsi, 4 haute température, la lumiére émise I'emporte trés largement sur
la lumiére diffasée et la couleur du COrps ne dépend p]us que de T, A
T=1000 K (727°C), A,,, =2,9 pm, mais la lumiére émise dans le visible
est déja importante : le corps est «rouge sombre»; on obtient

Am =0,48 pm pour T=6000 K (Soleil) : le corps est alors jaune vif
{I'impressior visuelle de couleur résulte du spectre énis mais aussi (Ie [a
sensibilité de Iceif, maximum vers 0,53 pm).

On note enfin que A,,, = 9,4 pm pour T = 310 K (37°C); I'observation du
corps humain & cette Jongueur d'onde, dans I'infrarouge, permet d'en
mesurer la température superficielle et, mieux, d’en détecter les faibles
inhomogénéités (thermographie),

3. LES ECHELLES DE REFERENCE

Elles sont basées sur ['existence de repéres thermométriques et sur les
propriétés du gaz parfait.

On peut constater, & I"aide d'un thermométre quelconque (thermistance
par exemple), que cerfains phénoménes se produisent toujours i la méme
température, & condition que la pression soif bien lu méme; ces
phénoménes constituent autant de repéres thermoméirigues.

3.1 L’échelle centésimale & deux repéres ou échelle Celsius

Etant donné son intérét pour notre vie quotidienne, on est convenu :

— datéribuer les températures :
¢ =0 a I'équilibre glace-eau sous la pression d'une atmosphére,
£ = 100 & I'équilibre eau-liquide vapeur sous la méme pression,
{le choix de ces valeurs définissant le degré Celsius (°C), coentidme e
Uintervalle de température séparant ces deux équilibres),

— de preadre pour gmndcur thermométrique la pression p d'une masse
constante de gaz parfait & volume constant,

— et de fixer arbitrairement une relation linéaire entre p et ¢, soit
p=at+b

Appelons p,, et p o les pressions mesurées respectivement 4 0 et 100°C;
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on obtient sans difficulté ; b =p et a = &%_0—‘09 La relation entre p et ¢
s'écrit :
- 0
p _Pioo " Pa (f L 100 pg )‘
100 Pioo = Po

ou encore !

Po 100,

p==1(f+T,) avee Ty=-—-—"" {(2.1)
Ty N 0 FPioo— Mo

Sion a mesuré p o, et p, (ou py et Ty), 1a mesure de p permet [e calcul de
t (°C). L échelle définie & partir de 0°C et 100 °C peut &tre prolongée sans
probiéme de principe aux températures inférieures ou supérieures a cet
intervalle.

3.2 L'échelle & un seul repére : température Kelvin ou absolue

Posons T=f +T,; on remarque alors que, si t =0°C, T="T,.

. : . T
La relation entre p et T devient : p =p, £ Ol ENcore :
0

p/T=py/Ty=p,/T, C{2.2)

(p, étant la pression correspondante A un autre repere T, = ¢, + T,)- Cette
formule est & la base de la définition d’une nouvelle échelle : on fixe ja
valeur de T, on mesure p | et p, d’olt T; il suffit alors d un seu! repére.

Depuis 1954, on a pris pour ce repére le point triple de I’eau (ofl
coexistent les trois phases, solide, fiquide et vapeur); pour accorder autant
que possible ['écheile Celsius ancienne et 1a nouvelle échelle, on a trouvé
qu’il fallait poser T, =273,16; on mesure alors T,=273,15; d’ol :

t =T--Ty,=T-273,15, (2.3}

¢ est exprimé en °C; T, aussi appelée température absolue, se mesure en
Kelvin (K). On voit que les deux échelles cofncident par translation.

Remarque. La thermodynamique renforce ce choix d’une échelle 4 un
seul repére (voir § 2 du chap. 5, relatif au cycle de Carnot).

3.3 Détails expérimentaux. Etalons primaire et secondaire

Une version trés simplifiée du thermométre & volume constant est
représentée sur la figure 2.5 : la pression est mesurée par la différence
entre les niveaux da mercure, le vase ¥V pouvant étre monté ou descendu
pour obtenir toujours le méme volume V de gaz.

On verra au paragraphe suivant gu’un gaz ne devient parfail que quand
sa pression tend vers zéro. Afin de déterminer une température T avec un
thermomeétre & gaz a volume constant, on opére de la maniére suivante :
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/

enceinte i la
température T

FiG. 2.5

pour une masse m, de gaz réel, on obtient p,, a la température T, et la
pression p,. & la température T; avec Ia masse plus faible m.,, on obtient
P 2Ty, po 8 T; avec my, on obtient pg; et pa, etc. Py, Pozs Poss - d'UNE
part, p,, Pa, Ps. ... d'autre part, sont évidemment des suifes décroissantes.

T est mesurée comme la limite de la quantité T, £ quand p,,; est de plus

o
en plus faible (fig. 2.6) at cela pour tout gaz réel.

H,

Poi (mmHp)

- — — — e -
| — —

FIG. 2.6 o} Po3
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Il est facile de concevoir combien ’appareil précédent et son mode
d’emploi peuvent &tre encombrants! Aussi substitue-t-on couramment & cet
étalon primaire un étalon secondaire, moins précis peut-8tre, mais plus
commode : citons, par exemple, le thermométre & résistance de platine
dont on a parié ci-dessus, scuvent utilisé de —183°C & 630°C.

Signalons, pour terminer, qu'on dispose également d’autres repéres
thermométriques dont les températures ont été mesurées avec précision &
I'aide du thermométre & gaz. On retiendra - I'ébullition de 1'hydropéne
(252, 88°C), les fusions du zinc (419, 51°C) et de I'antimoine
(630, 50°C), 2 la pression atmosphérique.

LE GAZ PARFAIT

4. LES PROPRILTES DU GAZ PARFAIT

L’expérience a permis d'établir certaines lois auxquelles fous les gaz
obéissent d'avtant mieux que leur pression est plus faible : aussi est-on
convenu d'appeler gaz parfait un gaz qui, dans toutes les conditions et
pour une masse (m) donnde, obéirait parfaitement aux lois suivantes ;

4.1 A température constante

Le produit de sa pression p par le volume V qu'il occupe est
constant (loi de Boyle-Mariotte),

S0it ¢ 'V = constante, si ¢ = constante. 2.4y

Les graphes (V, p), & différentes températures croissantes 1, < f, < t,,
sont représentés sur la figure 2.7,

p(atm}

Fia. 2.7

V{i}
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4.2 A pression constante

Le coeff:crent moven de dllatatlon des gaz est le méme pour tous _
(Lo: de Gay Lussac) B

: : V=V 1 .
£ AL B 2.5
o “TTNg 2305 @

ol V,, est le volume du gaz 3 0°C et V son volume 2 la température £ (°C).
Une forme équivalente de la propriété (2.3) est la relation :

[ V=Vyl+at), sip=constante. | . (2.6)

dont le graphe est représenté'. sur la figurs'z..&_ pour des pressions
croissantes p, <p,<p,.

P

V)

20 1

HC)

4.3 A volume constant

Le coefficient moyen de variation de pression des gaz est le méme
pour tous (loi de Charles},

soit : g=P=Po__1 o (2.7
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ou la forme équivalente :

p =po(1+8t), siV=constante, (2.8)

p et pg désignant respectivement la pression des gaz aux températures ¢ et
0°C.

5. EQUATION I’ETAT DU GAZ PARFAIT

Si lexpérience conduit 4 trouver « =g pour tous les gaz a faible
pression, il est vrazisemblable que les lois précédentes ne sont pas
indépendantes.

Considérons une masse m de gaz parfait dans trois etats possibles et
differents

état A — p,, V,, 0°C; état B — p, V,, t;
état C —> p,, V, 1.

Les états B et C, de méme tempcr&ture ¢, sont tels que : pV, = p,V selon
(2.4). Les états A et C, de méme pression p,, sont tels que V= V(1 +af)
d'aprés (2.6). Alors: pVy=p,V=pVi(1+at); il en résulic: p =
Paoll + @t ). La comparaison de ce résultat avec (2.8) donne, conformément
& P'expérience :

o =f.

Soit, maintenant, toujours pour une masse m de gaz parfait, trois états
différents :

€tat A:p, Vi, 1,3 étatB:p,, V,, b,y é&at C:p, V,, £,
Pour les états A et C, de méme température f,, nous aurons :

pV,=pV,cest-adirep = p, % Pour B et C, de méme volume V,, nous
écrirons ! *
pipz={+at}/(1 +at,} puisque B=a.
De ces deux résultats, il ressort que :
ﬂ_l_'= a2V s
I+at, 1+at,

résultat vrai pour tout état (p, V, t ) de la méme masse m de gaz puisque A
et B sont quelconques :

p/pa=pV,/p.V,=[+at /] +oly

PV, = IAS _ pv
I+af, |tat, |+af

= constante. (2.9)

Pour obtenir la constante, il suffit de connaitre & 0°C, la pression p, et fe
volume V, de Ia masse m de gaz parfait car :
pv PoVe

= = p.¥, = constante.
T+af itax0 Fove
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En posant : T=t+1/a=1+273,15

nous retrouvens la définition (2.3) de Péchelle de température absolue
T(K) par rapport & 1'échelle Celsius #(°C), et la relation précédente
devient :’

pV=pVea(t/a +2)=rT si ':r'=p0VUaf

Une masse # de gaz parfait, de volume ¥, sous la pression p, &
273,15 K, obéit & ’équation d’état pV =rT avec r = pyVea.

Considérons maintenant une mole de gaz parfait, de masse mo]ane
M(*) : I'expébrience montre qu'h 0°C (soit 273,15 K}, sous une pression
normate (p,=1atm=1,0133- 10° Pa), cefte masse occupg toujours un
volume molaire V" = 22,4141 =122,414- 10~ m*. Alors en désignant par
R ce qu'il est convenu d’appeler la constante des gaz parfaits, c'est-a-dire
la valeur de r pour une mole :

- 1,0133-10° % 22,414+ 107

= = = 147]- =1, "I.
R=p Vo BETERG 8,314 J-K~' » mole

Comme : 1 1-atm=10"2%1,0133-10°=1,0133-10° J, on a aussi :
R=0,082061-atm+K~'+male™".

R=83141-K~'+mole (0,08206 I-atm-K ™' mole“).J (2.10)

En revenant & une masse quelconque m de gaz parfaif, celle-ci contient
v = m /M moles et occupe, sous la méme pression p, que précédemment,
un volume V= rV,; on a donc la relation supplémentaire : r =paVoa =
vpoVee = vR, d’oil le résuitat :

L'équation d’état de » moles de gaz parfait, de masse m = vM
est : pV=vRT.

{2.11)

6. LOI DE DALTON

Considérons un métange de gaz parfaits; s'ilya v, molesde gaz i, il y a

en tout : » = », », moles de gaz parfaits dans ce mélange qui occupe le

volume V.

(*) Dans tous les chapitres consacrés 3 I"étude de la thermodynamique,
Jes grandeurs physiques surmontées d’une barre (M, V, ...) sont toujours
refatives 4 une mole.
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Par définition, la pression partielle du gaz i est;

RT

Py (2.12)

C'est la pression qu’exercerait le gaz s'il occupair & lui seul, d lg
température T, tout le volume V qui lui est offert.

La loi expérimentale de Dalton — loi des pressions partielles — affirme
que la pression totale p, exercée par I’ensemble des gaz occupant le volume
V a la température T, est la somme de leurs pressions partielles -

’p=2_p.« (2.13)

De (2.12 et 13), ii vient :

pifp = RIS ) RTV) =075 v, =/ =x,

s0it :

pi=xp ol x;=v/fv, O x=1, (2.14)

autre définition de la pression partielle si v, = v, /v représente Ia fraction
molaire du gaz i dans le mélange.

Remargue.

La loi de Dalton est en fait une conséquence de Ia théorie cinétique
des gaz. Sile i-&me gaz pur occupe A [ui seul le vohime V, sa pression
p; est liée 2 son énergie cinétique totale de translation par |z relation

(1.9):

2
pv=z <Ef i>'
3 1
Pour le mélange a la pression p, Ja méme refation donne -
2
PV =3 (EL),

olt {E%) est I’énergie cinétique totale de tranglation de tottes les
melécules. Comme il n’y a pas d’'interactions entre les molécules -

(E£>=2<EL;) implique :  p =2 p,.

7. SIGNIFICATION MICROSCOPIQUE DE LA TEMPERATURE
ABSOLUE

Soit une mole de gaz parfait, c’est-A-dire N, molécules ol N, est le
nombre d’Avogadro :

N, =6,022-10% mole™". (2.15)
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— 2 1 . . e
De:pV= %— {Ef)= 3 N, (—— mv_ﬁ), résultat établi par la théorie cinétique

2
des gaz et de pV = RT, équation d’état du gaz parfait, il vient :
2 1 I 3 R

Or, Emvﬁ représente 1'énergie cindtigue moyenne de transiation (et}

d'une molécule de goz parfait et par conséquent :

3
{e;)=%mﬂ§=ikT, (2.16)

en posant :

k = R/N, =8,314/6,022 16 = 1,380 10" J- K™, | (2.17)

pour la constante de Boltzmann.
Ainsi, la fempérature absolue ‘T, exprimée en Kelvin, est une mesure de
U'énergie cinétique moyenne de translation d'une molécule de gaz parfait.

. , H
Nous voyons aussi qu'au zéro abselu {0 K) (e(‘,)=§ mv}=0: da seul

point de vie de la translation, les molécules sont donc immobiles en
moyenne, mais ce résultat n’impligue en aucun cas que leur €nergie totale
soit nulie. :
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_SYSTEMES
THERMOMECANIQUES

ET PREMIFR PRINCIPE

DE LA THERMODYNAMIQUE

1. CHALEUR ET PUISSANCE DISSIPEE PAR LES FORCES NE
DERIVANT PAS DE POTENTIELS. EXPERIENCE DE JOULR

Une particute peut simultanément étre soumise & des forces qui dérivent
ou ne dérivent pas de potentiels. Considérons, par exemple, le cas d'un
objet sur fequel s’exerce un frottement de glissement (ﬁf =~Kn¥ ),
ie travail de 1a force de frottement va dépendre du chemin parcouru par le
corps : méme si la trajectoire est fermée, ce travail ne sera pas nul, de sorte

que ﬂg'ﬁ “dF #0. La force _ﬁf qui manifeste ses effets en de nombreuses

circonstances, ne dérive donc pas d’un potent:ci

Désignons alors par F la résultante des forces dérivant de potentiels et
par F,, o celle des forces qu1 n'en dérivent pas. La variation élémentaire dE,
de I'éneraie cinétique étant égale au travail élémentaire de ensemble des
forces appliquées, nous avons :

dE, =dW=F, -d¥ +F,, - d7,

ou encore : ' dE, = F P dr + F,,p d
De dE, = E_ d¢, nous obtenons :
B, =F, -5+F, %
Pour les forces qui dérivent de potentiels, on écrit aussi :

Fe)

-

—dB, =F, -dF=F, -vdr, do: B, =-F, -
L addition de ces deux relations donne enfin :

up < T 3.1

—

B =, +B, =T
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en convenant, comme au chapitre ¢ du tome 1, que ’énergie mécanique
totale B, est la somme des énerpies cinétigue et potentielle de la particule.
La relation {3.1) appelle deux remarques ;

— Dans le cas ol une particulc se déplace dans un chamyp de forces ne
dérivant pas d’un potentiel, il n'y a plus conservation de son énergie
mécanigue totale puisque F,", #0 — B, #0, c’est-d-dire dE, = E, dt #
0 — E, #constante.

— La variation temporelie de I'énergie mécanique totale, c’est-a-dire Ia
vitesse & laguelle elle évolue (mesurée par sa dérivée E,), est égale a la
puissance dissipée par Pensemble des forces ne dérivant pas de polentlels
et agissant sur la particule.

En générat I, - % < 0 — notamment dans le cas des forces de frottement
o F,, = Knv —> B, T =—Kn|v|><0 — Dénergic mécanique
totale décroit & une vitesse exactement égale & celle du travail moteur
effectué par les forces ne dérivant pas de potentiels; la mécanique ne peut
aller plus loin, dans 'étude de cette situation car elle ne peut préciser

comment s¢ manifeste la puissance dissipée par les forces “15,,;,. Ce
fut le grand mérite de Joule (1850) de montrer qu'elle apparaissait en fait
sots forme de chalewr dans le milieu visqueux génératenr de frottement, la
température de ce fluide s’accroissant de maniére telle que laz quantité de
chaleur Q.. >0 nécessaire & cet accroissement est égale au travail des
forces ne dérivant pas de poteniiels :

— fﬁ F,, -dF; (3.2)
AB

{le signe — provient de ce que Qs3>0 et F,, -d¥ <0}. En fait, nous
savons maintenant par une étude microscopique du fhride visqueux que
cette quantité de chaleur n’est rien d’aotre gu’un accroissement de
I'énergie moyenne des molécules du fluide : le travail des forces ne
dérivant pas de potentiels est donc un fransfert d’énergie de la particule,
dans son champ de forces dérivant d’un potentiel, aux particules
constitutives du fluide. Signalons enfin que ce transferi & un caractére
irréversible car il s’exerce d’une particule vers toutes celles du fluide.

Disons, pour terminer, quelques mots de 'expérience de Joule
schématisée sur la figure 3.1, Dans un calorimétre (C) — c’est-a-dire un
récipient interdisant les échanges de chaleur avec l'extéricur — on
introduit une masse m de fluide (eav, par exemple). Un dispositif a renvoi,
muni de palettes (P} et mii par la chute d’une masse extérieure M, exerce
un frottement constant sur Pean du calorimeétre, élevant ainsi sa
température mesurée par le thermométre (T).

Quand le poids Mg 3 atteint sa vitesse limite de chute v, = C™, toute la
puissance gu’il produit dans sa chute est dissipée en frottements dans le
fluide et le réchauffe : E, = E, =Mgu,.

Soit  la chaleur contenue  P'instant ¢ dans le calorimétre : sa vitesse
d’apparition est donnée par Q et clie peut étre déterminée en mesurant la
vitesse a laquelle la température T évolue, soit T. Entre ces deux
grandeurs, on a la relation ;: Q=mc T, ol ¢ est la chaleur massique du
fluide (c’est-a-dire fa quantité de chaleur nécessaire pour élever d’uin degré
la température d'un gramme de fluide).
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1’expérience confirme alers que, si I'on utilise Ja mémé unité (le watt)
pour mesurer, la puissance mécanique Mg v, et la puissance calorifique Q,
on trouve ; Q=E,, soit: Mgv,=mc T.

-3

==z ®
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A TI'époque de Joule, les quantités de chaleur étaient mesurées en
calories, unité de chateur définie comme suit :
la calorie (cal) est la quantité de chaleur requise pour amener la
température d’vn gramme d’eau de 14,5 3 15,5°C.

(Ses multiples les plus courants sont la kilocalorie {1 keal = 107 cal) et Ia
thermie (1 th = 10° cal). )
Puisqgu’en fait Pexpérience de Joule montre que la chalenr n'est qit’'une

forme de énergie, cetie unité de chaleur est maintenant abandonnée et doit
tre remplacée par le joule (1). "équivalence étant obtenue par la relation :

I I calorie = 4,1840 joules. J (3.3)

2. TRANSFERTS DE CHA]LEUR‘

Dans la matiére et dans I’espace, I'énergie thermigue qu’est la chaleur se
propage de trois facons différentes : la conduction, la coavection et le
rayonnement.

2.1 Transfert par conduction

Soit Ia figure 3.2a représeniant deux enceintes renfermant deux gaz a
des températures T, et T, différentes (T, < T,). Si nous mettons ces gaz en
contact (fig. 3.2b), il v a transfert d'énergie cinétique, par collisions, des
molécules A la température T, vers les molécules 4 la température T, :
aprés un certain temps, toutes les molécules ont la méme énergie cinétique
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moyenne et une température T intermédiaire entre T, et T, :. ce transfert
d’énergie par contact direct est la conduction et ne peut donc exister dans
le vide.

/\ /"/‘*’\"
/\, /\’/ A

(a) : : (&)
FIG. 3.2

NS

On le rencontre aussi dans un corps dont deux points — au fnoins — sont
portés i des températures différentes : par exemple, un barreau métatlique
chauffé en T, et refroidi en T, (fig. 3.3). 1l est possible de montrer, en

O X5 - : o Xy X

T, . Co ._ T,>T;

Fic. 3.3

raisonnant sur ]’én@'rgie'thcrrrﬁqué éomme en électrocinétique, que le débit
moyen de chaleur AQ}/At est proportionnel & 'aire A de la section droite du
barreau, inversement propoertionnel & ia longueur Ax =(x,~x,) entre
laquelle on applique la différence de température AT =(T,—T,). On
obtient ainsi :
AQ AT

_ _ Af Ax

Ce débit s’effectirant de x, vers x, donc sclon les x décroissants, s'écrit,
en passant 2 la limite :

Q=-Ka iTﬂ . (3.4)

ol K est une constante caractéristique du matériau appelée coefficient de
conductivité thermique et se mésure en W-m~ "-deg™'. Les corps de faible
K sont des isolants thermiques (air immobile : 0,02; alcool éthylique : 0,19;
verre Pyrex : 1,7) et ceux de K élevés sont de bons conducteurs
thermigues (fer : 73, aluminium : 229, argent : 420).
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2.2 Transfert par conveciion

Ce type de transfert se rencontre quand il y a un flux d'énergic thermique
produit par un déplacement de matiére i des températures différentes @ il
ne pent donc se produire dans le vide.

FExemples. o L’eau chauffée dans une casserole monte du fond du
récipient vers la surface ol elle se refroidit; elle redescend ensuite le
long des parois verticales et le cycle recommence.

e Dans une pi¢ce chauffée par un radiateur mural, I'air chaud part de
ce radiateur et monte vers le plafond puis se dirige vers {a source
froide que constitue, par exemple, une fenétre fermée. L’air refroidi
descend vers le sol et au voisinage du radiateur se réchauffe, etc.

Tous ces mouvements sont dus en fait & la variation de a masse
volumique des fluides (air, eau} qui décroit quand la température
croit. '

2.3 Transfert par rayonnement

Les particules électriques de Ja matigre, au cours de leurs vibrations
eniretenues par I'énergie thermique, sont susceptibles d’émettre des ondes
électromagnétiques. Plus les corps sont chauds, plus I’énergie ainsi émise
est grande et plus la fréquence des ondes correspondantes est élevée,

Cela apparait sur la figure 3.4 ol ’on a porté I'intensité I du spectre émis
par un corps & trois températures différentes; quand la température est
basse, 1'essentiel du spectre est surfout riche dans {'infrarouge (IR} : un
radiateur, dans le noir, se détecte par la chaleur gu'il émet essentiellement
sous forme de rayvonnement IR invisible. A température plus élevée, un

e

|
Ul oy |+V+
i
I
|
i

1y -
0 5 10 15 20 10°A

UV = ultraviolet, V = visible, iR = infrarouge

FiG. 3.4
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corps chaud change d’aspect : c’est le cas par exemple d’ur morceau de fer
qui, chauffé dans un four, devient rouge sombre puis ronge orangé au fur et
4 mesure que [a température du four s'accroit.

3. SYSTEMES THERMOMECANIQUES

3.1 Caractéristiques d’un systéme thermomécanique

Si I'on considére un ensemble de corps (solides, liguides, et/ou gazeux)
séparé fictivement ou bien réellement du reste de I'Univers, on Iappelte
systénie et le reste de I'Univers constitue le milien extérienr au systéme.
Comme ce systéme peut subir des transformations — avec ou sans
intervention du milieu extérieur -— et celles-ci étant aussi générales que
possible {transferts de matiére, de chaleur, modifications de volume,
de température, etc.), on parlera plus précisément de sysféme
thermomécanigue.

" Un systéme thermomécanique sera dit : :

— guvert §’ii peut échanger de la matiére et de I'dnergic avec le milieu
extéricur,

— fermé g'il n’échange que de I'énergie avec ce milieu,

— isolé 5'il ne peut échanger nf matiére ni énergie avec ’extérieur.

Dans le cas particulier d’un systéme fermé ou I'échange d’énergie se fait
exclusivement sous forme de transferts de chaleur (§ 2), le systéme pourra
étre qualifié de thermigue.

Exemples. « Une casserole d’eau bouillante sur une cuisiniére est un
systéme ouvert.

o Un thermométre plongé dans un gaz est un systéme fermé.

e Du café dans une bouteilie Thermos étanche et de bonne qualité est
un systéme isolé de 'extéricur.

3.2 Variables thermomécaniqites ef états d’on sysiéme

Au cours de son évolution — dont la description ne peut &tre que
statistique a cavse du grand nombre d'atomes ou de molécules mis en jeu
— certaines variables macroscopigues directement ohservables caractéri-
sent, & tout instant, ['érat d’un systéme thermomécanique.

Exemple. Une masse m de gaz réel enfermé dans un corps de pompe
constitue un systéme fermé; par I'intermédiaire du piston, le milien
cxtérieur peut exercer unc force sur le systéme en comprimant fe gaz :
au cours de cette transformation, le volume passe de V, & V., sa
température T pouvant changer ou non; immobilisons le piston et
chauffons le corps de pompe : le gaz s’échauffe 4 volume V constant,
sa température croissant de T, a T, durant cette nouvelle
transformation. Finalement, le systéme thermomécanique a subi une
suite de transformations, qui 'ont amené d’un état initial i un état
final différent puisque les variables thermomécaniques qui caractéri-
sent ce systéme nc sont plus les mémes,
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Ces variables thermomécaniques sont de deux types; elles peuvent étre :

~- extensives quand elles sont proportionnelles aux dimensions du
systéme; dans ce cas, divisons te systéme thermmomécanigque en deux
parties arbitraires : si nous appelons x, et x, [a valeur de la variable
considérée pour chacune de ces parties alors, pour le systéme entier, nous
avons :
X=X+ X5

Exemples : volume, énergie, quantité de chaleur recue par un
systéme, nombre de moles;

— intensives quand elles sont indépendantes des dimensions du systéme;
si y, ¥, et y, désignent les valeurs prises par une de ces variables dans lec
systéme entier ci-dessus et ses deux pariies, nous avons dans ce cas :

Y=¥=Ya

Exemples : pression, température, masse volumique.

3.3 Equations d’état et variables thermomécaniques indépendantes

Lorsque le sysiéme est en équilibre thermomécanique, < est-d-dire
lorsque son état ne change pas dans le temps, ses wariables ther-
momécaniques ne sont pas toutes indépendantes car elles apparaisscnt
reliées expérimentalement par une ou plusieurs éguations d’état du systéme
doat la complexité est liée natureflement 3 celle du systéme.

Exemples. o Pour un gaz parfait, nous avons éfabli I'équation d'état :
pV=pRT; deux variables thermomécaniques de ce systéme sont
réellement indépendantes car, une fois fixée la masse m de gaz
(v =m /M), la donnée de (p, V) ou (V, T)ou (p, T) et de pV = vRT
définit T ou p ou V.

o Pour un gaz réel, aux fortes pressions, son équation d’état peut
étre : p(V — b ) = ¢ RT,; dans un domaince plus large de validité, on peut
prendre aussi :

B, B
(p +-{?-__;)(V—b}=yRT ou pV=vRT(] +V%+§/%+'")'

L3 aussi, seules deux variables thermomécaniques sont réellement
indépendantes.

3.4 Transformations guasi-statiqnes

Au cours de ces échanges avec le milien exiérieur, les conditions
d’équilibre définies par 1'équation d'état du systéme et les variables
thermomécanigues indépendantes ne sont plus respectées, a4 savoir la
constance en fonction du temps de foutes les variables thermomécaniques
du sysiéme. Par exemple, si on chauffe ce systéme, un gradient de
température va s'établir provoguant des transferts de masse et d'énergie
par convection; ainsi, les variables intensives comme la température, la
concentration, la masse volumique ne seront plus constantes dans tout le
systéme et 'équation d’état n’a alors plus aucun sens.
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Si I'on veut suivre I'évolution d’un systéme thermomécanique- en
utdisant son équation d'état, il faut donc que sa framnsformation soit
quasi-siatique, c’est-a-dire puisse étre considérée comme une succession
d’états d’équilibre trés rapprochés obtenue frés lentement et de maniére
réversible, puisque le sens de I"évolution dépend du sens de la variation des
variables indépendantes du systéme,

Au cours d'une telle transformation, ’équilibre interne du systéme
(caractérisé par la constance de ses variables intensives) et 1’équilibre du
systéme avec le milieu extérieur (défini par la constance des variables
intensives communes) doivent étre évidemmient réakisés.

- Exemple. Au sein du systéme, il ne doit pas y avoir de transfert rapide
des masses si I’on veut assurer la constance de la densité; si p et T-sont
les mémes en tout point du sysiéme, 'éguation d’état reprend sa
signification : pour cela, il faut aussi que la pression et la température
du milien extérieur. soient les mémes que dans le systéme pour qu’il
n'y ait pas de transformations spontanées donc irréversibles.

3.5 Réversibilité et irréversibilité

Précisons sur un exemple mécanique ce que ’on entend par réversibilité
d'une iransformation. Soit une masse de gaz enfermée dans un corps de
pompe isolé thermiquement et muni d’un piston sans frottement de surface
S et de masse M (fig. 3.5). Ajoutons sur ce piston une masse in et
abandonnons le tout: le gaz va &tre comprimé et aprés quelques
oscillations, le piston va s’immobiliser, la pression interne du gaz
étant exactement celle exercée par I'extérieur, le piston et m :
p=p'+(M+m)e/S. La température du gaz a alors ume cerfaine
valeur T.

FIG. 3.5

" Si F'on ajoute maintenant sur le piston tne masse Am <€, unc trés
légére compression du gaz est obtenue et le nouvel état d’équilibre est
caractérisé par les variables (T, p +Ap =p’' + (M +m + Am)g/S). Nous
pourrions tout aussi bien retrancher la masse Am, le gaz se détendant trés
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légérement vers un nouvel état d"équilibre (T, p' + (M + m — Am )g/S). Si
Am — 0,0na Ap — 0 et la pression p du gaz est toujours égale &
celie du milieu extérieur : alors en prenant son temps, on peut passer d'une
position A A une position B du pision par une succession de
transformations mécaniques lentes et réversibles, donc guasi-statiques, la
pression p étant connue 3 tout instant.

Si on avait enlevé sans précaution la masse excédentaire m, il y aurait en
détente rapide du gaz : alouter une petlte masse Am ne changerait rien 4
I"évolution irréversible du systéme mécanique obtenne par une suite d'états
qui ne sont pas en équilibre.

La réversibilité thermique d’un systéme peut &tre réalisée de manidre
sitnilaire en lui ajoutant ou retranchant d'infimes quantités de chaleur par
mise en contact avec une infinité de scurces extérieures, les températures
du gaz et de la source & son contact A ['instant £ étant les mémes : 13 encore
on a envisagé des transformations quasi-statistiques oh T est toujours
connue. Une transformation irréversible s’obtient par exemple, en
entourant ie cylindre de glace en quantité suffisante : la température du gaz
va s’abaisser rapidement jusqu’ atteindre 0°C et ne pourra d'elle-méme,
sans modification du milteu extérieur, revenir 4 sa valeur dorigine.

Remargue. Le caractére guasi-statique d’une transformation réversi-
ble implique que les transformations réelles, réalisées sans précaution
particuliére, et les transformations spontandes sont généralement
irrdversibles (exemples : téle froissée d une voiture accidentée, ballon
d’enfant qui éclate, explosion d’une bouteille pleine d’ean et rcfroidie
en dessous de 0°C, etc.).

3.6 Fransformations monotherine, isotherme, adiabatique, jsobare
et isochore

Plongeons le corps de pompe précédent dans un grand réservoir d'ezu
dont la températare T, est supposée uniforme : la température T du gaz va
peu 2 peu prendre la méme valeur (T —— T,) sans pour cela modifier
sensiblement celle de I'eau du réservoir a cause de la grande capacité
thermique de ce milieu extérieur.

Par définition, un milieu extérieur dont ia température est maintenue
constante sera un thermostat (ou réservoir calorifique) : tout systéme
thermomécanique fermé immergé dans un thermostat échangera unigue-
ment de la chaleur avec lui et subira des transformations monothermes.

Si au cours de ifa transformation monotherme et qua51 statique du
systdéme, sa température reste constante (T = T,), on précisera gue cette
transformation est isotherme : par defmmon, une transformation
isotherme est toujours réversible.

Lorsque le corps de pompe et le piston sont imperméables aux transferts
de chaleur, le systéme ne pourra dans son évolution échanger aucune
chaleur avec le milieu extérieur : sa fransformation sera dite adiabatique.

Ajoutons pour terminer qu'on appelle transformation isohare une
transformation du systéme réalisée 3 pression constante et transformation
isochore, celle olt le volume est constant.
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Les transformations monothermes, adiabatiques, isobares et isochores
peuvent de plus &ire réversibles ou non.

Exemples. » Soit deux récipients, I'un contenant une masse /m de gaz,
I'autre vide, réunis par un tuyau et un Tobinet R; le tout est immergé
dans un thermostat (T) (fig. 3.6). Si I'on ouvre le robinet, le gaz se
détend de (1) vers (2) au cours d'une transformation monotherme
irréversible.

gaz  |.

vide

1
™ (2)

’l!i[ill.liil

HG. 3.6

e Remplacons le récipient {2) par un corps de pompe dont le piston est
totalement enfoncé et mettons (1) en communication avec le fond du
corps de pompe : en relevant trés lentement le piston de maniére &
dgaliser les pressions intérieure et extérieure, on peut obtenir I'éat
final de I'exemple précédent par une transformation isotherme,
¢’est--dire monotherme et réversible.

e Prenons une pompe & bicyclette et entourons-la d’un chiffon isolant
en laine ; en bouchant Ja sortie du corps de pompe et enfongant
rapidement le piston, on comprime violemment 'air qui y est contenu;
il est aisé de constater que la température de cet air a sensiblement
augmenté au cours de cette transformation adiabatique irréversible.

3.7 Cycles

"Un systéme thermomécanique a décrit un cycle quand, apres une suite

de

transformations, son éfat final est identique & son état initial, ses

variables thermomécaniques refrouvant les mémes valeurs.
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Exemples. e Reprenons la situation du paragraphe 3.6 oil le récipient
(2) est le corps de pompe rempli du gaz apres la détente isotherme
1 — 2; en comprimant lentement le piston, on peut ramener (2), et
par conséquent (1}, dans leurs états initiaux; le gaz a parcouru ua cycle
de transformations réversibles;

e si, par conire, on enfonce rapidement le piston de (2), on revient
bien aux états initiaux du point de vue des volumes mais il faut
attendre que I"équilibre thermique entre (1) et le thermostat soit réalisé
pour qu'un cycle irréversible ait été effectivement parcouru.
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4. CONVENTION DE SIGNES. ECHANGES ENERGETIQUES
ELEMENTAIRES

4.1 La convention de signes des physiciens

Dans tout ce qui suit, nous altons donner des expressions variées du
travail et de Ja chaleur élémentaires échangés par un systdme
thermomécanique fermé avec e milieu extérieur. Nous savons (§ 1) que
tous ces €changes sont en fait des quantités d’énergie qui passent du
systdéme vers le milie: et vice versa. Nous préciserons le sens de ces
transferts par la convention suivante :

Toute I'énergie regue par un systéme thermomécanique (en
provenance du milieu extérieur) est positive et toute celle qu'il céde
{au milien extérieur) est négative.

Exemples. o Dans ’expérience de Joule, I'eau du calorimétre regoit
durant P'intervaile de temps At, & cause du travail du poids, la quantité
de chateur Q Ar = 0.

e Une masse de gaz est enfermée dans un corps de pompe; si on
refroidit ce corps de pompe, te gaz recoit une chaleur Q < 0; en méme
temps que son volume diminue avec la température, le piston s™abaisse
et Pextérieur fournit donc au gaz un travail W= 0.

4.2 Travaux élémentaires

1° Cas d’'un systéme hydrostatigue. Soit une masse m de fluide
enfermée dans un corps de pompe (fig, 3.7} ¢t en équilibre avec le milieu
extérieur : c’est donc un fluide hydrostatique ayant mémes T et p que le
milieu extérieur.

P LT
S P Ztdz{dz >
av>0 I ] 2
_&av<e_ v z +dz{dz <0)
e T
i
0

FiG. 3.7
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Déplacons le piston d’une quantité infinitésimale dz : cela ne change pas
sensiblement la pression du fluide si nous opérons de maniere
quasi-statique. .

Convenons d’orienter 'axe des z de déplacement du piston par le
vecteur i dirigd vers extérieur du corps dé pompe. La position du piston
étant Tepérée par F =zil, le déplacement élémentaire précédent vaut
dF =dz if (dz > 0si détente, dz < 0 si compression). Le travail élementaire
que fournit le milien extérieur au systéme, par U'intermédiaire de la force de
pression p qui agit sur 'aire S du piston, s'écrit — avec une convention
dont 'explication est reportée & la fin de ce paragraphe :

dw =TrdF =(Fit)-(dz 7} = (-pSit)-(dz ) = ~pSdz,

c’est-d-dire : dw=—pdV. (3.5)

dV mesurant la variation algébrique du voiume pendant te déplacement du
piston; si dV <0, dW>0: au cours d’une compression, Vénerpic du
systdme s’accroit du fravail moteur fourni par le miliev extérieur; si
dvV >0, dW<0: cn se détendant, le flvide fourmit du travail contre
I'extérieur et son énergie diminue. Remarquons que les signes de ces
travaux élémentaires soni bien conformes 4 la convention ci-dessus.

_ Considérons maintenant un déplacement fini du piston obtenu par une
suite de transformations quasi-statiques, la pression intéricure du fluide
étant totij_ollrs équitibrée par la pression extérieure, et T restant inchangee.

Soit AC,B le chemin parcouru par le systéme pour aller de I"état initial A
A I’état finat B (fig. 3.8). Le travail qu’il regoit est mesuré par {'aire de la
surface V,AC,BVy changée de signe. o o

e
P A

Pe

FiG. 3.8

Dapgemm e e

On peut envisager un autre chemin A@B joignant A 3 B ; e travail que
recoit le systdme est I'aire de V,AC,BV changée de signe.

Or AC,BC,A constitue un cycle pour le systéme el mous voyons sur la
figure 3.8 gque : o
3€dW:fi> —p dV = —Aire (AC,BC,A).
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Pour ce cycle quelconaue, le travail total regu par le systéme n’est pas
nul : il en résulte que W n'est pas comme dE, la différentielle d’une
fonction d'état dont la variation ne dépend que de I'état initial et de ['état
final et est indépendante du chemin parcouru (revoir pour cela les
propriétés de ’énergie potentielle E, au § 7 du chap. 6, t. 1}. C'est pour
rappeler cetie propriéié mathématique, trés importante en thermodynami-
que, que nous avons barré le d de dW ;

toute fonction f dont la variation élémentaire est écrite df est telle

que sur un cycle quelconque : %ﬁf #.

2% Autres types de travaux élémentaires. 1l est aisé d’imaginer d’autres
situations ol un systéme thermomécanique peut travailler :

—- Soit un fil ou un ruban €lastique soumis & une tension & (fig. 3.9a) :
s’il s'allonge de df, alors le systéme regoit le travail :

dw =5 di, (3.6)

dW >0 puisque le fit, éant plus tendu, voit son énergie_augrnenter.

i
ll]|i
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F16. 3.9
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— Soit un cadre rigide réctangulaire ABCD (fig. 3.9b); ptongeons le
dans un liquide (de 'eau savonoeuse, par exempie) : en le retirant avec
précaition, on obtient une lame liquide plane tendue sur toute la surface du
cadre.

Posons sur lui une tige légére EG, paralléle aux cotés AD et BC et
crevons la lame liauide AEGD : on constate alors que la tige EG glisse,
- sous Paction du film restant, vers I"extrémité BC du cadre. Pour maintenir
ta tige mobile en place, I'expérience montre qu'il faut exercer sur elle une
force F proportionnelie i la longueur / de EG; comme, de plus, elle établit
qu'il v a én réalité deux films, on pose F = 2¢l. La tension superficielle o,
qui apparait comme la force exercée par un des films sur I'uaité de
tongueut de la tige, ne dépend gue du liguide ¢t de sa température.

Si, maintenant, on déplace la tige parailélement & elle-méme de dx, elle
bataye U'aire /dx; le travail fourni an systéme par la force F vaui:
W =Fdx =g(2l dx) = dS, o0 dS represente ta variation d'aire du fikm
(double). Quand t'aire S de ce film varie de d3, sous I'action du rru]leu
extérieur, le systéme regoit donc I’énerpie :

dW=0dS§ ' (3.7}

si dS>>0, dW >0, conformément 2 nos conventions de signe.

— Considérons une pile réversible dans laquelle a lieu, par exemple, la
réaction : Cu+ZnS0Q, == Zn+ CuSO, et dont la force électrometrice
vaut E, Dans le moniage de la figure 3. 9c on veit qu'il est aisé d’opposer a
E une différence de potentiel externe E' légérement plus grande ou plus
petite de maniére & réaliser des transformations quasi-statiques de la pile.

Si B est trés légérement inférieure & E durant un court instant dt, Ia pile
peut alors transférer, A travers le circuit extérieur, la charge infinitésimale
dg = —1d¢ de P'électrode positive (I"anode Cu) vers I'électrode négative (la
cathode Zn). I.a pile, ayant débité, a perdu une partie de za charge :
dg < 0. Le travail gu’elle a fourni vaut Eldf = —Edg; e travail recu par

elle est donc :
dW = Edg. ! (3.8)

at il est bien négatif. Si E' = E, la source extérievure travaille et enrichit Ia
charge de ’anode de g A g + dg : par suite le travail regu par le systéme
thermomécanique gu'est la pile réversible est toujours donné par (3.8).

Remarque générale. Tous ces (ravaux élémentaires apparaissent
comme le produit & une variable intensive (p, &, o, E) par la variation
infinitésimale d’une variable extensive (V, L 5, g).

4.3 Quantités de chaleurs élémentaires

1l est bien entendu possible d’zpporter ou de prendre de la chaleur & un
systéme sans fournir ou recevoir de travail : c’est.ce qui se passe dans les
sysiémes thermiques,

Exemple. On chauffe un fluide dont le piston du corps de pompe est
immobilisé; il n'y a pas de déplacement, donc pas de fravail, et le
chauffage du systéme thermique s’effectue 4 volume constant.
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Mais si 'on réchauffe ce méme fluide, son piston étant libre,
I’énergie ainsi transmise au systéme thermomécanique va servir i
deux usages :

— élever la température du fluide,

— en changer le volume (dilatation) ¢t fournir un travail contre
Iextérievr.

On voit donc que si I'on admet que la quantité de chaleur 8changée
UQ est proportionnelle i Ia variation dT de ta température du systéme,
la comstante de preportionnalité C appelée capacité calorifigue du
systéme et telle que :

dQ=CdT, (3.9)

va dépendre de la masse m de fluide et du processus de
transformation considéré.

It ne faudrait cependant pas croire qu'un échange de chaleur
s’accompagne toujours d’une variation de fempérature !

Exemple. La fusion d'un bloc de glace en équilibre avec de |’ean
liqguide nécessite I'apport de chaleur; pendant cette fusion la
température de I"eau, scus une pression normale, reste égale 4 0°C.
{(Nous avons d'ailleurs utilisé cette propriété pour considérer le
mélange eau-glace comme un repére thermométrique.)

Dans un tel cas, la quantité de chaleur @Q & fournir au systéme est
proportionnelle & la masse dm du corps transformé :

dQ=1{dm. I {3.10)

le coefficient de proportionnalité dépendant 13 encore du processus
considéré.

Nous reviendrons, de fagon plus précise, sur les échanges de chaleur au
paragraphe 4 du chapitre 4 traitant de la caloriméirie.

Exemple. Comme pour le travail dW, la chaleur é&lémentaire dQ
dépend du chemin parcouru et n’est pas la différentielle d’une fonction
d’état. Nous rappelons cette propriété en barrant le d de dQ.

5. LE PREMIER PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE OU
PRINCIPE D’EQUIVALENCE

Revenons 3 Pexpression du travail élémentaire considéré au
paragraphe | :

aw=F, -d¥ +F,, -dF = ~dE, —dQ,

J'I]')
ol nous remp]agons le travail des forces extériettres dérivant de potentiels
par la variation d’énergie potentielie — dE, et celui des forces qui ne
dérivent pas de potentieis par ]a variation de chaleur associée — dQ définie
en (3.2).
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- Bcrivant * —dE, =dW +d(Q), et considérant fe cas d'un systéme
thermomécanique fermé qui parcourt un cycle, nous avons :

%—dﬁp =0=j£dw+3€aQ=w+Q,

s0it : _ W+Q=0, pouruncycle. 3.11)

Ce résultat constitue le premier principe de lu thermodynamique :

pour un systéme thermomécanique fermé, la somme du travail et de
la quantité de chalear fournis {ou recus) par le systéme au cours d’un
cycle est toujours nulle.

Un systéme isolé vérifie naturellement ce principe puisque W=0Q=0. Le
résultat (3.11} contient aussi le principe d’'équivalence travail-chaleur
échangés au cours d’un cycle : .

si au cours d'un cycle, le systémé fermé ._rcgoil du travail (resp.
fournit), il fournit (resp. recoit) la chaleur équivalente :

W>0 — Q<<0(resp. W<0 — Q>=0).
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4

LES APPLICATIONS
DU PREMIER PRINCIPE

RESULTATS GENERAUX

1. L’ENERGIE INTERNE, LE PRINCIPE DE L’ETAT INITIAL
ET DE L’ETAT FINAL

Supposons, pour fixer les idées, un systéme hydrostatique fermé
sitbissant une transformation "amenant d'un état d’équilibre A a un autre
état d'équilibre B par le chemin AC,B qui représente une suite quelcongue
d’états intermédiaires (fig. 4.1). Supposons, de plus, qu'il existe au moins
une suite de transformations réversibles amenant le systéme de A en B
selon {e chemin ACB. Nous pouvons alors revenir de B en A par le chemin
BCA.

P
Pp S ot ""B
G

Pa b C
1
|
I
I
i \i
Va Vp

G, 4.1

Soit W, et Q,, W et Q les travaux et chalcurs échangés par le systéme
avec {'extérieur, respectivement pour les trajets AC,B et BCA. Pour le

T e
cycle AC,BCA, le premier principe permet d’écrire :
(W, + Q)+ (W+Q)=0.
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Si le systéme avait 6t de A en B sclon AC,B quelconque en revenant en
A par BCA, nous aurions de méme :
(Wz + Qz) + (W + Q) =0
Comparant ces résultats, il vient : W, +Q, = W, +Q,.

Ainsi, Ia somme (W + Q) de I'énergie absorbée (ou fournie) par le
systéme thermomécanique fermé est indépendante du chemin
réeflement parcourn, c'est-i-dire de la suite d’états du systéme
joignant I'état imitial & 1"état final et de la réversibilité ou
non-réversibilité des échanges énergétiques avec le milieu extérieur.

Ce principe dit de «{'tat initial ef de !'état final» nous conduit & définir
Pénergie inferne du sysiéme; soit U cette énergie dont fes valeurs en A et B
sont respectivement U, et Uy, Alors, nous poserons :

Ug— U =AU=W,+Q, =W, +Q,. (4.1)

Lénergic interne U, déterminde uniquement par sa wariation AU,
apparait donc comme une fonction d’état, c’est-A-dire paramétrée par les
variables thermomécaniques indépendantes du sysidme : on dit aussi
souvent que U est une fonction thermodynamigue.

Les propriétés de U sont alors tout A fait similaires de celles de I'énergie
potentielle décrites av paragraphe 7 dui chapitre 6 (t. 1} :

— U est déterminée 4 une constante additive prés:

— sa différentielle ; ‘jU =W+ dQ=dQ —p dV. 4.2)

somme des variations énergétiques élémentaires dW et dQ est telle que
3EdU= 0 sur tout cycle : nous retrouvons 14 le résultat (3.11) du premier
principe;
~— sidl} =W, dx + U, dy ol x et y sont des variables thermomécani-
ques indépendantes, on doit avoir :
au, au
— =, (4.3)
ay ax

Ceite relation ne s appligue généralentent pas ¢ W ef Q puisque dW et
dQQ ne sont pas des différentielfes au sens mathématique du terme.

Remarque. Si le systéme thermomécanique est isolé: W=0Q=0
implique AU =0; [*énergie interne d’un systéme isolé est constante.

Exemple de calcul de AU. Seit m =1 kg de glace 4 0°C et sous
pression normale (p,=1atm}: guelle est la variation d'énergie
interne qui accompagne sa fusion totale, sachant que la glace en
fondant subit une diminution relative de voiume AV/V d’environ 9 %
et qu'il faut fournir [, = B0 calories pour fondre 1 gramime de glace?

On écrit : AU=W + Q= —p,AV +mi,
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avec : AV = <000V =-0,0910"*m?
(1 kg d’ean remplit 16~* m?®),
po=1atm=1,6133+10° Pa,
s0if : AU = +0,09- 1073 % 1,0133+ 10° + 4,184 x 10* x 80~ 334 kJ.

On voit, dans cet exemple, que le travail des forces de pression
(—poAV ~ 8 J) est négligeable devant la chaleur de changement d’état
glace — eau. Il n’en serait pas de méme dans le changement d’état
liquide — vapeur, car la variation de volume associée est trés
grande.

2. TRANSFORMATIONS ISOBARES ET ENTHALPIE

L’exemple précédent appartient & cette catéporie de transformations
ainsi que tous les changements d état que nous étudierons plus en détail au
chapitre 6. Supposons en effel que 'expérimentateur inipose une pression
extérienre a un corps pur : en modifiant ensuite la température de ce corps,
il peut observer certains changements d’état de ce corps, c’est-f-dire
I'apparition d’équilibres de type : solide z2 liquide, liguide = vapeur,
solide =2 vapeur. Tant qu'un de ces équilibres existe, la température du
systénie est constante : ainsi tout I'échange de chaleur entre le milieu
extérieur et le systdéme qui se produit alors sert & modifier [a nature
physique du sysiéme sans en modifier la température.

Considérons maintenant un autre exemple. Soit un corps de pompe
contenant une masse m de gaz en équilibre, de volume V, 2 la température
T, et sous une pression p (fig. 4.2a). Modifions la température extérieure
(T, >T,) et laissons le nouvel éguitibre se réaliser : un transfert de chaleur
spentané sc produit du milieu extérieur {T,} vers le gaz (T,) si le corps de

pompe n'est pas un isolant thermique; sous son effet, le gaz se dilate et

passe du volume (V,, T,) au volume (V,, T,) en travaillant contre la
pression d’équilibre p (fig. 4.2b}.
Au cours de cette transformation irréversible, on a :

U,-U =AU= _P(Vz_vl)"'Qm

jro

¢Pv T;

£, VZs Tz

7V, T[

(a) Fig. 4.2 {(b)
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si Q, désigne ia guantite de chateur transférée au systéme sous la pr‘ession
constante p. Ce résultat s’écrit encore :

Q,=U,— U, +p(V, - V)=(U,+ pV,) - (U, +pV)

Posant ; : : '
. H=U+pV, ENZW:

DOUS AVONRS AUSSI :

| H—H,=AH=Q,.

(4.5}

Lanouvelle fonction Ihermodynmmque H, dont la différence entre ['état
final et ’ét4t initial mesitre Ja chaleur absorbée par le systéme au cours
d’une transformation isobare est I'enthalpie du systéme. Elle est définie A
une constante additive prés et sa variation élémentaire dH est une
différentielle.

La définition (4.4) nous permet dc ca]culer H pour une prcssmn
fquelcongue.

Dans une. transformatlon infinitésimale réversible, on a:

dH=dUU + d(p V)=dU +p dV + V dp.
Or, de (4.2}, nous tirons : dU+p dV =4dQ, d'on :

{ dH = V dp - d0. \ (4.6)

En perticolier, pour une transformation isobare oit p =
constante — dp =0, nous avrons : : :

} dH =dQ = d.Qp‘—i @7

La variation élémentaire de chaleur #Q, au cours d’une transformation
isobare, est donc une différentielle dQ), épale & Ia différentielle de -
Venthalpie : connaftre la wvariation d° ertthalpte d'un systéme, c'est
connaiire sa chaleur de transformation isobare.

3. TRANSFORMATIONS ISOCHORES ET ENERGIE INTERNE

Pour une telle transformation, V = constante — dV =0: l¢ travail
dlémentaire ¥W = —p dV échangé enire le systéme et le milieu extéricur
est toujours nul. .

Exemple. 3i dans P'exemple précédent nous immobilisons te piston, le
transfert de chaleur se fait & volume constant sans travail contre
I'extérienr.
Alors (4.1) donne :
U,~-U,=4AU=Q,, (4.8)
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en posant Q, la chaleur transférée au systeme i volume constant. De
(4.2), il vient aussi pour une transformation réversible :

dU = dQ = dQ,,. 4.9)

La variation élémentaire de chaleur dQ, au cours d’une transformation
isochore, est donc une différentielle dQ,, égale i la différenticlle de
I'énergie interne : connaitre Pénergie interne d’un systéme, ¢’est connaftre
sa chaleur de transformation d volume constant.

4. CALORIMETRIE

Nous avons déja souligné au paragraphe 4.3 du chapitre 3 que les
quantités de chaleurs élémentaires dépendent des processus de transforma-
tion considérés. Nous venons, aux paragraphes 2 et 3, de le vérifier. La
calorimétrie étant la mesure des quantités de chaleur, nous allons tout
d'abord donner des définitions de certaines grandeurs qui fui sont propres,
sans dire & guel processus elles se rattachent, puis nous préciserons ce que
deviennent ces grandeurs pour un processus déterminé.

4.1 Définitions

1* Capaciié calorifigue ; cest la quantité de chaleur C nécessaire pour
élever la température d’un corps d’un degré. File se mesure en joules- K™’
ou calories - deg™'.

Pour une variation dT de Ja température du corps, il faut une quantité de

chaleur ; _
dQ=CdT. (4.10)

Remargue. On 1"appelle quelguefols « valewr en ean » car, mesurée en
grammes, elle représente la masse d’eau qui aurait la méme capacité
calorifique. Par exempie, dire qu'un calorimétre a une masse en eau de
80 g signifie qv'il a la méme capacité calorifique que 80 g d'eau.

2° Chalenrs massiques. La chaleur massique est la capacité calorifique
de l'unité de masse du corps; on a :

C=mc avec {Q=mc dT: {4.11)

¢ se mesure en J+kg™'-K ™' ou cal-g ' +deg".

Lorsque I'unité de masse est Ja masse M d'une mole, on parle de chaleur
spécifique molaire € et pour v moles, on a :

f=Mc avec dQ=vEdT. : (4.12)
3° Chaleurs latentes. Pour un changement d’état, sans variation de

température du corps, la quantité de chaleur dQ transférée a [a masse dm
de corps transformée lui est proportionnefle; on écrit :

dQ=1I!dm: (4.13)
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[ est la chaleur latente massique mesurée enJ-kg™' ou cal-g~'; rapportée
a une mote, ! prend te nom de chaleur latente molaire, et pour dv moles on
a:

I=Mi avec’ dQ=1Idw. (4.14)

4.2 Postulat de la calorimétrie

La calorimétrie excluant le transfert de travail mécanique entre le
systéme thermomécanique et le milieu extérieur — c’est-d-dire s’intéres-
sant cn fait uniquement 3 )’aspect thermicue de cet ensemble — postule
que si, au cours d’un processus donné, le systéme recoit la chaleur Qg du
mifieu extérienr, celui-ci re¢oit Q, = —Qy.

Ce postulat de conservation de la chaleur ne mérite pas ce nom puisqu'il
résulte simplement de I'application du premier principe au systéme isolé
que constitue 'ensemble systéeme thermique — miliew extérieur :

W=0Q=0.

De Q=04+ Q, =0, en supposant le calorimétre isolé de I'extérieur, il
vient enfin Qg=0.

Si T, <, sont les températures des masses m, et m, mises en contact
dans un calorimétre — nécessaire pour gue I'ensemble (m,, m,) constitue
un systéme isolé — et T(T, <T<T,) la température finale de 1’équilibre
thermique ainsi réalisé, on écrira :

Q+0,=me(T-T)+me(T-T,}=0,

soit : | T N I Y DR O SR I R (4.15)

¢, et ¢, étant les chuleurs massigues pour ie processus considéré; (4.15)
constitue "équation de base de la calorimétrie.

4.3 Chaleurs massiques des gaz

Comme il est possible d'opérer sur un gaz & pression ou a volume
constant, on envisagera les chaleurs massiques ¢, et ¢, correspondantes.

lp

dav

VvV, T

FiG. 4.3
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1° Chaleur massique i pression constanie. Enfermons une masse n: de
gaz dans un corps de pompe dont le piston, libre de se déplacer, est soumis
4 une pression p constante (fig. 4.3). Une fois I'équilibre réalisé A la
température T, if faut fournir au gaz la quantité de chaleur dQ, pour élever
sa température de T & T +dT, avec:

dQ, =me, dT, (p=C*),

[ (2H
"ol : ~ (4= 4.16
dou K n(a’]) (4-16)

Paisque sefon (4.7), dQ, =dH, dQ,/dT=dH/dT a p =", soit
(8H/gT),.

c, est genera!emenr fonction de T ainst pour I'hydrogéne, de 300 a
15{}01{ c,(1,)=3,495-0,101- 107" T +0,243-10~° T? cal . K™™'+ g~".

2° Chat'ew massique & volume constant. Bloquons le piston de la
figure 4.3 et élevons la température, a4 volume constant, de Ta T +dT. Sa
pression va naturellement avgmenter. Pour réaliser cet échauffement, il
fant fournir au gaz la quantité de chaleur :

dQ,, =mc,dT, (V=C'),

. 1 fatd
d’otl ; Cy= - (ST) (4.17)

Comme (4.8) implique dQ,, =dU (& V = C*), on a dQ,,/dT=dU/dT a
V=", soit (aU/aT),.

c est généralement fonction de T at toujours plus petit que ¢, : pour
élever la température de T 4 T + dT d’une méme masse de gaz, dQ, doit
apporter en plus de d(),,, I'énergie nécessaire au gaz pour travailler contre
I'extérieur en se dilatant. '

On trouvera au paragraphe 11, quelques données numériques concer-
nant les chaleurs spécifiques des gaz les plus courants.

4.4 Chalenrs massiques des phases condensées (iquides et solides)

Chauffons un solide ou un liquide {de masse m), a la pression extérienre
p supposée constante, et amenons sa température de T & T+ dT :

— de dUU=1Q — p dV, on tire dQ =dU + p dV et comme la dilatation .
d’'une phase condensée est toujours trés faible : dV =0, c'est-a-dire
V=% —s gQ=dU;

wr dedH=dQ + Vdp, on tiredQ = dH — Vdp = dH puisque p = C*".

Ainsi, pour une phase condensée, on aurs :

d8Q =me dT =dU, (V=0C7),
=dH, (p=C*),

o - L] (aU) i (61—[)
’ m\aT m \dT/

{4.18)
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Dans cefte approximation, il 1’y a pas de différence enire chaleurs
massiques @ pression et volume constants. Nous avons indiqué dans le
tableau I — quelgues valeurs de € pour des métaux et des liquides
organiques courants & 20°C; on remarquera que la- chaleor spécifique
molaire des métaux, A la température ordinaire, est voisine dc
251-K '-mole™'(6 cal - K~ ' -mole™") : cela constitue la loi approchée de
Dulong et Petit pour les métaux.

5. LO1 DE JOULE ET RELATION DE MAYER

Tableau 1.
Z c C il
Métaux| (J-K™! {cal- K™’ Liquides | (J-K™' | (cal-K™!
-mole~") | +mole~") smole™") | +mole™")
Al 24.2 5,78 benzéne 1 3.2,6 31,7
Ag 25,2 6,02 eau 75,3 18,0
Cu 24.5 5,85 éthanol 11,7 26,7
Fe 25,1 5,99 éther 67,4 40,0
Hg 27,9 6,66
Pb 26,5 6,34
LE GAZ PARTAIT

Décrivans maintenant 'expérience que Joule fit sur un gaz & pression

guelconque (fig. 4.4) : initialemment le gaz est enfermé dans un réservoir R,
relié par un robinet (#) & un réservoir vide R,, Ie tout étant immergé dans
un calorimétre a la température T,. En ouvrant le robinet, le gaz se détend
irréversiblement de R, vers R, et finit par occuper les deux réservoirs sous
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Ja méme pression. La mesure de [a température montre qu au cours de
ceite détente la température Ty du calorimétre n’a pas varide. l n'y a donc
eu aucun échange de chaleur avec 'extérieur {Q =0) et natureilement
aucun travail contre le milieu extérieur (W =40},

Aussi si U; représente {*énergie interne du gaz dans 1’état initial, U, sa
valeur dans l état final, on a:

AU=W+Q=T,~U, =0,

S0it : [-U2 = U, = constante, T, = constante. (4.19)

Ce résultat obtenu par Joule, dans des conditions expérimentales peu
précises, ayant été confirmé pour les paz de comportement parfait
{(p — 0), on voit donc gue 'énergie interne d’une masse m donnée de
gaz parfait ne dépend pas du volume V que ce gaz occupe. Comme
pV=yRT,, elle ne dépend pas non plus de la pression g sous laquelle se
trouve le gaz.

En conclusien, seule la températurc T ayaat été fixée, on obtient
{"énoncé de l1a foi de Joule :

L’énergie interne d'une masse donnée de gaz parfait ne dépend
que de sa température.

La définition compléte du gaz parfait suppose donc :

— qu'il obéit 4 la loi pV =vRT, expression de son équation d’état,
— que son énergie interne ne dépend que de la température.
1 78U '
Comme ¢,, =— (ﬁ) pour un gaz quelconque, U ne dépendant que de
T pour un gaz parfdlt ;] en résulte que la chaleur mass:quc & volume
constant du gaz parfait a la méme propriété,
1 faH
1l en sera aussi ainsipour H=U+pV=TU+»RTet €, = (a_f)
L1

Pour ur gaz parfait, U et H ne dépendent que de T. H en est de
méme pour c,, et ¢,.

On a de plus les relations différenticlles :

dU = C,, dT = me,, dT = ¢, dT, (4.20)
dH =C, dT = me, dT = ¢, dT, -

& partir desquelles, connaissant tes chaleurs massiques en fonction de T, il
est possible de calculer U et H & une température quelconque.
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Pe (4.20), dU=48Q —p dV et dH=0Q + Vdp, il résulte : -

4aQ=C,dT +pdV, '
4Q=C, dT-Vdp, | (4.21)

formes différentielles définissant de facon précise, pour le gaz parfait, les
échanges de chaleur dans une transformation réversible.

Enfin, H= U+ pV = U + »RT devient pour tne mole : H=TU+RT : sa
dérivation par rapport & T donne la relation de Mayer :

(4.22)

qui établit deux résultats pour le gaz parfait :
- €, > Ty, comme nous ['avions remarqué au paragraphe 4.3;

— il est inutile de déterminer ¢, et ¢, puisgue €, ou T, et {4.22)
suffisent. :

6. APPLICATION AUX CHALEURS DE REACTION

Quand, par exemple, Phydrogéne se combine & 'oxygéne pour donner
de ’eau, tous les corps élant considérés 3 I"état gazeux, la réaction est dite
exothermigue, ¢est-b-dire qu'elle s’accompagne d’un dégagement de
chaleur perdu par le systéme chimique au profit de milieu extérieur
(Q <0). Ainsi, & la pressien normale, on aura ;

z(g}‘i' 0.(g) — H,0g}+Q, = —59,2 keal.

1] est également possible & Ln\*lbager des réactions endothermiques &
pression constante {Q, > 0) ainsi que des réactions 4 volume constant —
Iorsqu elles sont effectueeq dans une bombe calorlmetrique — caraciéri-
sées par Q-

Une méme réaction peut généralement s’effectuer & volume ou &
pression constante, mais la chaleur échangée avec le milieu extérieur peut
atre plus facile & mesurer d’une manidre que de I'autre : aussi est-il
nécessaire de savoir calcufer Pune des chaleurs quand on a mesuré 'autre,

Soit un systdéme chimigue dont la phase gazeuse en état d’équilibre
occupe le volume ¥, sous la pression extérieure p, a la température Tg; ce
systéme est susceptible de se transformer par une séaction chimique
isotherme.

1° Laréaction peut étre effectuée a volume constant V,, (il suffit qu’clle
soit réalisée dans un corps de pompe doni le piston est bloqué), et a la
température T, (le corps de pompe étant immergé dans vn calorimétre),
Aprés réaction, le systéme est donc passé de 1’état initial (p,y, V,, Ty) &
I’état final (p, V,, To) et comme il n'y & pas eu de travail contre
I"'extérieunr :

AU, =Q, +0=0Q,,.
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2° Elie peut aussi s'effectuer 4 pression constante p, et A la température
To; on passe donc de ["état initial (po, V,,, Ty) 21'état (p,, V, Ty)avec :

AU,=Q, +W=Q, — PV =Q, —po(V ~ V).

Le travail des phases condensées — s°il y en a — est négligeable car leurs
variations de volume sont toujours trés faibles devant celles des gaz.

Pour revenir & I'état final (p, V., Ty), il suffit de comprimer ou détendre
les gaz de maniére isotherme sans réaction chimique supp!emeﬂtarm au
cours de ceite transformation isotherme, si les gaz sont supposés parfaits,
{a |oi de Joule entraine gue P’énergie interne ne varie pas.

Etant partis de I"état (p,, Vg, Ty) et arrivés 3 "état (p, Vu, To) par.deux
transformations différentes, nous avons : AU, = AU, d'ou':

Q, =0Qy +pyAV, {4.23)

Les gaz étant supposés parfaits, dans I'état (p,, Vg, Ty), on écrit :
PoVy=v,RT,,

si v, est le nombre initial de moles de gaz. Dans I'état (p,,, V, T,), on aura,
aprés réaction chimigue :

poV = vaRT,,
oll v, est le pouveau nombre de moles de gaz, Alors :
PV =py(V—Vy)=(r, ~ v JRT = (Ar}RT,,
et (4.23) s’€crit aussi :

Q, =Qy +(Av)RT,, {4.24)

Av étant la variation du nombre de moles gazeuses au cours de la réaction
effectude a la tempéraiure T,

Exemples.
e 20(s)+ Oy(g) — 2C0(g), Av=2-~1=1:

1 1 3
o Hig) +50x(8) — H.O(), Av=—1 3=

o As;04(5)+20,(g) —> As;08)+20.(g), Av=2-2=0.

7. TRANSFORMATIONS ISOTHERMES

Une transformation isotherme est quasi -ataﬂque (§ 3.6 du chap. 3):
prcssmn P, Atoutinstant, est done telle que si on passe dunétat(p,, V )d
un état (p,, V,), ona: pV=p,V,=p,V,=pRT, & la température T

Alors : dW= —pdv = -p,V,dV/V nous donne :

=-p, f = ~PVilLog VI =p,V, Log(V,/va).

Qo encore ; .
W=p,V, Log(p./p ) =»RT Log{p,/p,),
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W=p,V, Log(V,/V,) = vRT Log(V,/V;)=»RT Log(p,/p -
- (4.25)

Le gaz étant parfait, au cours d'une transformation isotherme AU =0 et
W+Q=0— Q=-W;

Lau =0, Q= *WT @)

. 8. TRANSFORMATIONS ADIABATIQUES

Par définition, une transformation sans échange de chaleur avec le milien
extérieur (Q=0, AU=W) est dite adiabatique (§ 3.6 du chap. 3) : elle
pourra étre aussi bien irréversible que réversible.

L’intérét des transformations adiabatiques est que I’on considére comme

telles les transformations suffisamment rapides pour que les échanges de
chaleur avec le milieu extéricur seient négligeables (bombe calorimétrique,
explosion, ...}.
Puisque les transformations quasi-statiques sont nécessairement lentes
(§ 3.4 du chap. 3), il doit en &tre de méme pour les transformations
adiabatigues réversibles, ces transformations étant toutefois assez rapides
pour que les échanges avec I'extérieur n’aient pas e temps de prendre une
valeur appréciable.

8.1 Transformations réversibles

Considérons une mole de gaz parfait dans I'état (p. v,_’[). Pour la
transformation adiabatique réversible 'amenant & (p+dp, V+dV, T+
dT), on a, selon (4.21) :

4Q=0=¢,dT+pdV=¢,dT—Vdp,
d’oil ’on tire : 1
dT= ——p dV=:‘-Vdp,

Cy €y
taNdV d
s0it ¢ (i) —_t P 0.
€,/ vV P
Posons : l y =%, [y > z.J (4.27)

et remarquons gue dv/V=dV/V si V=1V est le volume d'une masse
quelconque de gaz parfait; fa transformation étant réversible, p et V sont
déterminés & tout instant, et nous pouvons intégres 'équation différentielie
précédente st ¢y =C" :

'y—-l—];—:'y dlogV+dLogp=0— yLogV-+logp
=Log(C*),

c’est-a-dire : p V¥ = constante. {4.28)
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En combinant pV/T = constante avec (4.28), on obtient encore :
TVY ' =constante, p~Y¥T = constante. (4.29)

Amsi, au cours d'une transformation adiabatique réversible, le gaz
parfait vérifie simultanément 1'équation d’état pV =rT et une. des
relations ci-dessus. .

Remarques. o Une transformation adiabatique réversible d’un gaz
parfait s'accompagne toujours d’une variation de la température du
gaz d’aprés (4.28 et 4.29); il ne faut donc pas confondre échange de
chalenr (ici dQ =0) et variation de température (ici dT #0) comme
cela était déja apparu dans les paragraphes 2 ef 4.

s Une détente adiabatique (V,>V,) preduit toujours, pour un gaz
parfait, un abaissement de température (T, < T,) car y > 1; cette
remarque frouve son appiication dans 'industrie cryogénique de la
liquéfaction des gaz.

Supposons que la transformation adiabatique réversible fasse passer le
systéme de I'état (p,, V,, T,) a I'état (p,, Vo, T,). On a:

pVY =p VY =p, V7],
. dv ~
d’ot : dwW=—p dV=-‘*pIVTW=—p,V',’(V *dv),

et :

w=p.vl’[v_7+1]v:=plw (V3o - vy =222 m
131, y-1 v ~1
Comme : p,V,=»RT,, p,V,=w»RT,, on a aussi :
¥R
W= (T, ~T)).
v -1
Finalemeni, Q=0 entraine AU = W.

Va—pV,_ ¥R

AU =W =£2
y— 1 Y-

i (T,—T,), Q=0 {4.30)

8.2 Diagramme de Clapeyron d’une isotherme et d’une adiabatique

Le graphe d'une application V — p porte, en thermodynamique, le
nom de diagramme de Clapeyron. Pour une mole de gaz parfait, 3
fempérature constante, on a pV = " et ce dingramme est une hyperbole
équilatére {fig. 4.5).

En un point P(V,, p,) de cette isotherme, nous pouvans calculer la

“pente de sa tangente (D) :
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_Popr ce méme point, la pente de la tangente (Dg) 4 P'adiabatique
pVY =p V7 sera:

po(Vi)= -yt =—v
Ainsi, nous avons au méme point P :

Pé(vl ) = ')’P'E‘(v-'l.) <<

Q= 4] ‘ FiG. 4.5: .

\

(D)

e ——

7y -

/
=
e

<

s

Comme y >1, la pente de la tangente A I'adiabatique au point P est
toujours plus grande — en valeur absolue — que celle de I'isotherme
correspondante.

9. TRANSFORMATIONS QUELCONQUES

9.1 Formule générale

Si(p,, V,. T,} et (5, Vs, T,) sont des états d*équilibre du gaz parfait,
nous pouvons cafculer la variation d’énergie inicrne de ce gaz pour une
transformation quelconque (guasi -statique ow non). En ne tenant compte
que du premier principe, nous écrirons, pour une mole :

dU=7¢,dT — AU=Cy (T, - T).

Comme : c.—¢,=R et T, focy=v
on a aussi : ' _
— B _ _ R
Ev(f—”—l)=c\,(y— 1) =R —> By = -
Cv ) : ¥
et finalement, puisque : p,V, =RT,, p,V,=RT,:
_ - R 1LV, - VLS
_3Uﬁ(—vv(Tz_Tl}=____{T'2_Tl)="_:__—__f_’_-, {4.31)
y =1 y
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Nous retrouvons bien entendu le résultat précédent alors que le calcul de
W et Q n'aurait pas été possible puisque pour une transformation
quelconque p, V et T ne sont pas définis,

9.2 Application anx transformations isobares

Soit une mole de gaz parfait passant de I'état (p,, V,, T,) & I'état
{po» Vs, T,) par une transformation isobare. A pression constante, ona :

Gp =AH= Ep (T, —'T1,),
et : ATU=W+Q, =6,(T,~T,)
d’od "on tire :
W= C(T, =T - (T~ T)=~R(T, - T)) = ““Pu(vz - va ),
que la transformarion soit réversible ou non.

AU=(g, —R}T,~T,), W= ~R(Ty~T)) = ~p,(V,~ V),
Q, =AH=¢,(T,~T,). (4.32)

9.3 Application aux transformations isochores

Considérons une mole de gaz parfait, passant de {p,, V,, T,) &
(pa» Vo Ta) & volume constant - il n’y a pas de travail contre I’extérieur

(W=0) et, que la transformation soit réversible ou non -

AU=Qy,=¢(T,~T,), W=0. (4.33)

10. THEORIE CINETIQUE ET CHALEURS MASSIQUES
MOLAIRES DU GAZ PARFAIT

Nous avons étabii au paragraphe 7 du chapitre 2 que I’énergie cinétiqi:e
moyenne de transiation d’une molécule de gaz parfait, 4 la température T,
s"éerit :

3
<e:.>=5 kT, (k=R/N,).

Cette énergie cinétique de translation étant la seule forme d’énergie
permise dans le modéle microscopique du gaz parfait (c¢f. chap. 1),
I'énergie interne d’une mole de gaz parfait s'identifie avec I'énergie
cinétique totale de toutes les molécules contenues dans cette mole :

- 3 3
U=N, (E k'r) =>RT. (4.34)

Nous retrouvens [a loi expérimentale de Joule puisque U ne dépend que
de T. De plus, nous observons que U=04 T=0 : Ia théorie cinétique du
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paz parfait établit donc que, pour ce gaz, l'énergie interne n'est pas
déterminée & une constante additive prés car cetie constante doit tre nutle.

- - 3 5 :
Différentions U : dU=§RdT — EV“—-;—R et ¢, =3 R, puisque

¢, —¢cy=R.
Ams: pour une mole de gaz parfait :

Cor

R=1247F-K '+ mole™ (2,98 cal- K"~ mole™ "),

[ RV Nib—!

R=20,78 J- K~ "-mole~!(4,97 cal - K" -mole™ "}, | (4.35)

y =T, [Ty =5/3=1,667.

Ces résultats, & I'expérience, se révélent exacts pour les gaz
monoatomiqites (voir le tablean 2 du § 11) et faux pour les autres gaz. Cela

se comprend aisément : 5 RT représente I'énergie cinétique moyenne de

transtation du gaz parfait; or, celle-ci n’est égale & I"énergie interne molaire
gue pour un gaz dont les moiécules ne possedent pas d’autres moyens
d’emmagasiner de I"énergie. '

C’est le cas pour les gaz monoatomiques comme les gaz rares sous faible
pression (He, A, Xe, ...).

11. L’EQUIPARTITION DE L’BNERGIE ET SES CONSE-
QUENCES

11.1 Le gaz parfait monoatomigue

Considérons une molécule de gaz parfait dans le référentic] orthonormé
(O xyz) de &§; sa vitesse ¥ instantanée a pour compasantes v, #,, v, et
son énergie cinétique moyenne de translation est la somme des energles
moyennes correspondantes sefon x, y et z - {ety={(e.), +{e.), +{e.);:
toutes les directions de translation étant cqu:probables dans & pour cette
molécule, il en résulte I'égalité, en moyenne, de I"énergie de translation
selon x, y, z pour ia motécule : (e, = (e_ 3 ={e,},; alors :

(o) =Keoh =2 kT —> (e, ) =(e,), =(e.), =5 k.

Ce résultat, qui constitue le principe de U'équipartition de Uénergie,
_s’énonce :

4 chaque degré de liberté de translation est associé I'énergie

i
cinétigue moyenne par molécule (e)=§ kT.

Pour une molec de gaz parfait, on a évidemment :

ﬁ:wA(xe»%mn%m.
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11.2 Le gaz parfait diatomique

Soit maintenant une molécule de gaz parfait constituée de deux atomes
assimilables & deux particules séparées par la distance 1-2 : 4 c6t€ des trois
degrés de liberté de translation du centre de masse C de cette molécule, i
faudra également considérer ceux associés i sa rofation et aux vibrations
intra-atomiques éventuelles,

1° Supposons les atomes legers (H, C, O, N) : i température ordinaire,
les molécules, qui comme H,, O,, CO sont rigides (distance -2 ==
constante), ont :

— trols degrés de liberté de translation,

— deux degrés de liberté de rotation.

[Si I'on suppose 'axe 1-2 confondu avec y'y (fig. 4.6), seules les
rotations de la molécule autour de x'x ef z'z ont un sens car les atomes 1 et
2 sont ponctuels. '

Fia. 4.6

2° Si on éléve la température T ou augmente la masse des atomes [ et 2
(Cl, Br, ...); aux cing degrés de lberté précédents, i faut en ajouter deux,
dus & la mise en mouvement des atomes 1 et 2, par vibration selon la liaison
1-2 : I’'un provient de I'énergie cinétique moyenne de wibratfion, 1'aulre de
I'énergie potentielle. A titre d'illustration, la figure 4.7 montre le
comportement de la chaleur spécifique molaire ¢, de I'hydrogéne en
fonction de la température T.

Si I'on associe 3 kT i chaque degré de liberté, on obtient ainsi pour

Vénergie inferne d'une mole de gaz parfait :

U=LrT, (4.36)

(]
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avec { =i, +i.+i,§ =3, 4 =2,i, =2, et pour les chaleurs spécifiques
molaires ;

[ _fi+ 2 : .
& =3R, Ep-—'-(i—;j-%)R, y=1+%| @3
EP .
v | -
SR /
,
5R /
ERT :
. T(K}
0 ~ 40K . 2000K

FiG. 4.7

On peut comparer la thcor:c precedcnte aux donnees expérimentales
rassemblées dans le tablean 2.

Tableau 2.
a ¢, {théor} ¢, (exp) .
Gaz t(°C) (J K-t {E_K_J v (théor) v (exp)
_ _ -mole™") | -mole™’)
He —180 : 20,9 1,660
A + 15 21,0 1,668
Kr + 19 20,8 1,667 1,68
Xe | +19 - 1.64
H, + 15 28,4 1,410
0, + 15 29,0 29,2 1,400 1,401
N, + 15 29,0 1,404
cO + 15 29,0 1,404
0, +2000 : 35,7 1,303
. H, +2000 37,3 34,2 1,286 1,318
Cl, + 15 34,3 1,355
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L'accord est bon dans ’ensemble mais, en fait, la généralisation de
fapplication du principe de I'équipartition de 1'énergie aux molécules de
plus de deux atomes (et ayant donc plus de deux degrés de liberté de
vibration) ne donne pas de résultats corrects. De plus, aux trés basses
températures ( <40 K), I'bydrogéne — gaz diatomique — se compaorte

X o -5
COMME LN gaz m omique de chaleurs spécifique i T, ==
g onoat de chal pecifiques molaires €, 5 Ret

3 . . . . g A
C\?:E R, comme si la rotation moléculaire était génée quand la

température décroit (fig. 4.7).
Seule la mécanique quantiqgue permet d'expliquer les résultats
expérimentaux ef leurs désaccords avec la théorie ci-dessus.

11.3 Foi de 'Du_long et Petit

Dans un métal, 2 I’état solide, 'agitation thermique fait osciller les
atomes autour de positions moyennes; ceux-ci se comportent alors comme
des oscillateurs harmoniques a trois dimensions avec six degrés de liberté
(trois pour I’énergie cinétique et trois pour |'énergie potentieile). Par suite,
pour une mole de métal -~

ﬁ=NAx6(§kT)=3RT et £=3R=249J-K ' -mole .

Nous retrouvons la loi expérimentale de Duloﬁg et Petit signélée au
paragraphe 4.4.

59



S

SECOND PRINCIPE
DE LA THERMODYNAMIQUE
ET ENTROPIE

1. LES ENONCES DU SECOND PRINCIPE DE LA THERMO-
DYNAMIQUE

1.1 Principe d’évolution

Jusqu'd présent, dans l'wtilisation du principe d'équivalence, par
exemple sous sa forme de principe de I'état initial et de ’état final, nous ne
nOUs sommes pas inquiétés de savoir comment une transformation donnée
pouvait réellement se produire.

Considérons un gramme de nitroglycérine dans un certain état A : son
explosion irréversible — car quasiment spontanée — fournit un état B. 1]
nous est évidemment théoriquement possibie de récupérer les produits
gazeux de DPexplosion et de mesurer ["énergie libérée lors de la
transformation A —— B. Le premier principe affirme alors qu'en partant
de ces gaz (état B) et en fournissant au systdme |'énergie précédente, on
peut réobtenir I'état A, c’est-a-dire le gramme d’explosif. Chacun sait que
si la transformation A — B est hautement probable, il n'en est pas de
méme pour son inverse B —— A,

Il devient donc nécessaire d’énoncer un principe fixant le sens de
I"évolution des systémes thermomécaniques que nous sommes amenés &
étudier. Ce  principe d’évolution — second principe de la
thermodynamique — pent prendre fa forme suivante :

si un changement peut se produire spentanément, |'inverse de ce
changement n'a jamais lieu.

A fin d'illustration, reprencns par exemple I'expérience de Joule (§ | du
chap. 3) : au cours de la descente spontanée du poids Mg, le miliea
extérienr qui travaitte fournit par unité de temps Ia chaleur Q) au récipient
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plein d’eau dont la température T s’accroft. Sous la forme ci-dessus, le
principe énonce qu'if est impaossible de remonter le poids cn refroidissant
I'eau, et donc en diminuant sa température ¢'est-i-dire réaliser un travail en
empruntant de la chaleur ¢ une seule sonrce de chaleur.

1.2 Enoncé de Thomson (Kelvin)

La généralisation de ce résultat ne serait pas tout & fait exacte;
enfermans, par exemple, une certaine masse d'air 4 0°C dans un corps de
pompe calorifugé : cette masse d'air peut se détendre de maniére
adiabatique — sans échange de chaleur avec le milien extérieur mais en
produisant du travail; comme 'expérience montre que I'air s'est refroidi au .
cours de la détente, nous pouvons le réchauffer en fe mettant au contact de
"eau liquide 4 0°C, done en congelant une certaine masse de cetle eau. Se
réchauffant, le gaz va se dilater et fournir encore un travail
supplémentaire. En définitive, nous avons bien produit du travail en
empruntant de la chaleur & une seule source; mais ce processus ne pourra
pas &tre poursuivi car pour ramener la pression de I"air détendu & sa valeur
initiale, #f faut comprimer le gaz et fournir un travail au moins égal A celui
que nous avons recueilli. Nous devons done modifier I'énoncé du résultat
ci-dessus en disant qu'un sysiéme gui parcourt un cycle ne peul jamals
produire de travail en empruntant de la chaleur & une sewle source.

Sous la forme que lui a donné Fhomson {Lord Kelvin), le second
principe s’énonce alors :

un systéme fermé ne peut parcourir un ¢yele nionotherme en
produisant du travail;

si W et Q sont respectivement le travail et fa chaleur recus par le systénie att
cours dun tel cycle, on a toujours :

W=0, Q=0 (5.1

1.3 Enoncé de Clausius

C’est également un fait d’expérience que, dans les systémes thermiques,
[a chaleur s’écoule spontandment d’un corps chaud vers un corps froid.
D’aprés le principe général ¢'évolution cité au début de ce paragraphe et
reformulé par Clausius, on peut alors dire :

un systéme fermé ne peut parcouric un cycle en transférant
uniguement de ta chaleur d*une source froide 4 une source chaude,
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en appelant sowrce chaude un thermostat (C,) du milieu. extérieur 4 la
température T, et source froide, un autre thermostat {C,) du méme milicu &
la terpérature T, avec T, > T,. Autrement dit, si1’on veut faire passer de
la chaleur d'un corps froid (C,) vers un corps chaud (C,), il faut
certainement que e milieu extérieur produise du travail. L’énoncé de
Clausius interdit, par exemple, & un navire d'avancer sur la mer en lui
empruntant de la chaleur pour faire {ourner ses turbines et en. rejetant
éventuellement derriére lui des blocs de glace. (On peut meontrer
Péquivalence des postulats de Thomson et de Clausius comme énoncés du
second principe.)

1.4 'Pri'néipe de Carnot

Nous avons vu au paragraphe 1.2 que, si un systéme thermemécanique
décrit un cycle monotherme, il regoit nécessairement du travail (W=0) et
perd de la chaleur ((} <0); ce cycle est généralement irréversible car, il ne
peut sefon Thomson, étre parcouru de fagon équivalente dans ses deux
sens : en effet, si dans un sens, W>0et Q<0 tel gue W+ Q =0, dans le
sens opposé W <0 et Q>0 ce qui est lmp(}bblb|€ la réversibilité ne pourra
se produire que si-W=0Q=0.

.Qr notre. vie guotidienne nous me! en contact avec..de nombreux
systémies. thermomécaniques gqui, au cours d’un cycle, fournissent du
travail au milieu extérieur, (W <0}, comme une voiture, une turbine, un
moteur & réaction, une locamotive, etc. Pour que cela: soit possible, il faut
donc que les échanges de chaleur (Q > () du systéme se fasse avec plus
d’une source. )

Examinons alors le cas ol ce syslcme parcourt un. cvele d:rherme,
¢'est-A-dire ech'mge de la chaleur avee deux sources: elles sont
obligatoirement & des températures différentes; sinon, on serait ramené au
cas d'un cycle monotherme exclu par le principe de Thomson.

Soit (C) la source chaude de température Ty, plus élevée que celle T, de
la source froide {C,). Appelons W, 3, et Q,, le travail et les quantités de
chaleur regues par Te systeme au cours d'un cyc]e Nous devons avoir,
daprés le premier principe :

W+Q{+Q2=0—+_ ~W=0, + Q..

Le systéme étant supposé fowmnir du travail au miliev extérieur
(—W >0), la quantité totale de chaleur qu'il recoit des deux sources doit
vérifier, pour un cycle, I'inégalité :

Q+Q,>0. ©(5.2)

Cette inégalité peut étre satisfaite de frois facons différentes :

A0 Q>0 et Q,>0: le systéme (S) regoit les quantités de chaleur Q, et
Q; des sources (C,) et (C,) tout en travaillant (WcO}._Imaginons une
troisiéme source (C} 3 lua lempérature T>T, > T, (fig. 5.1a) : étant plus
chaude, par mise en contact avec (C,) et (C,), elle peut leur restituer les
quantités de chaleur qu'elles ont fournies individuellement au systéme (8).
Au total (fig. 5.1b), toul se passe comme si (S) avait recu Q, + Q,>04de |a
source (C), & la température T, fout en travaillant (W<0): cefte
transformation monotherme est impossible selon Thomsen.
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T~w>o T~w>0
|

8
Q, =0 T
Q>0 Q=0

{a} (b}

— Les fléches indiquent le .sens de I'échange d'éncrgie.
— 5i W et Q sont des quantités d'énergia recues par un systéme, récipreguement
celui-ci fournit les guantités — W et — Q.

Fic. 5.1

2° Q,<0ea Q=0 avec Q,>>|Q,| : le systéme regoit (), de la source
froide (C,), restitue ~Q, > 0 &la source chaude (C, } et fournit du travail au
milieu extérieur (—W>0). Imaginons une troisiéme source (C) a la
température intermédiaire T telle que T,>T>T, (fig. 5.2a): en la
mettant en contact d'abord avee (C,), et étant plus chaude, elle peut lui
restituer la chaleur fournie & (S); puis en mettani (C) au coatact de (C,),
comme T,>T, (C,) peut transférer i (C} la quantité de chaleur reque
de (8).
Au total tout ce passe comme si (S) avait rege (Q, +Q,) de (C), avec
Q,<0, Q,>0 et |Q,| <Q, soit Q, +Q,>0, et fourni le travail —W>0
(fig. 5.2b) : cette transformation monotherme est impossible seion

Thomson. .
i—w>0 ?—w>0

QZV \?13_0
Q,+Q,>0
D—D—© ©
Q>0 >0

0 T, T Y 0 T
(a) . F1G. 5.2 ()

3°Q,>0et Q,<0avec |Q,| <Q, : le systéme (8} regoit de la chaleur
(Q, >0) de |a source chaude (C,), en restitue une fraction {{Q.] <Q, et
—Q,>0) & Ia source froide {C,) et fournit le travail (—W >0) au milieu
extérieur (fig. 5.3). Rien ne s'oppose & ce que cette transformation ait liew.
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T—W>0

FiG. 5.3

Ce résultat unique conduit 4 I'énoncé du second principe sefon Carnot ;

Un systéme thermomécanigue, au cours d’un cycle ditherme, peut
fournir du travail au milieu extérieur a condition d'emprunter de la
chaleur & une source chaude et d’en restituer une partie & une source

froide.

On a donc, pour un cycle ditherme :

T,>T,, W<0, Q,>0,

Q. <0,

Q>

|Q.}

(5.3)

Examinons maintenant {a situation suivante : le systéme, au cours d'un
cycle ditherme, recoit du travail du milieu extérieur {W>0) et fournit
globalemeni de fa chaleur, puisque, alors :

—{Q,+Q)>0,

Cela peut étre réalisé de trois maniéres

(5.4)

12 Q,<0et Q;<<0 : les figures 5.4 a et b montrent qu’en fait cela est une
transformation monotherme (T <T,<T,) toujours possible.

+w>0

*W>O

-~ >0
- l— ;>0 /. —(Q+Q)>0
OO ©
“‘*“-—-——-——-‘/
~,>0 . -
0 T (o T T, o T (b)
FiG. 5.4
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2° Q>0 Q,<0 avec Q,<|Q,] : cette situation schématisée sur la
figure 5.5a est équivalente (fig. 5.5b) & un transfert direct, par mise en
contact de {C,) avec (C,), de lz quantité de chaleur Q, =0, le systéme (S)

ne fournissant plus que — (Q, + Q,) >0 i la source froide (C,) : 13 aussi, [a
transformation est monotherme et possible.

+W>0 %w>0

‘Qz>/ Q, >0 i /“(Q|+Q3J>O
© (D222
e

o T, T, o T T,
(a) (&)
FIG. 5.5

3 Q,<0et Q.>0aver |Q,] >Q, : le systéme recoit du travail (W > 0)
de I'extérieur et transfére une quantité de chaleur de la source froide (C,) A
iz source chaude, soit powr un cycle ditherme :

T, T,, W30, Q<0, Q>0 Q>0 (5.5)

suite d'inégalités énergétigues inverses de (5.3).

Pour mieux mettre en évidence 'inversion des relations entre (5.3) et
{3.5), nous avons rassemblé ces deux situations possibles dans ia méme
figure 5.6 :

T—W:»{J % W0

ﬁQ2>0/ \Q.>0 Q2>{/ \Q.>0
& © © ©

8] T, T, o T T,
Relations {5.3) Relations (5.5)

b)
ta) Fig. 5.6 ¢
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— Le schéma. 5.6a (correspondant au principe de Carnot) décrit le
fonctionnement d’ur motenr thermigue (machine & vapeur, moteur a
explosion)} : le systéme emprunte de la chaleur & la source chaude (Q, > 0),
én restitue une partie a la source froide {—Q, > 0) et transforme le reste en
travail tel que —W=>0 aqvec W+ Q, +Q,=0 pour un cycle.

— Quant au schéma 5.6 b (correspondant au principe de Clausius), il décrit
le fonctionnement d’un réfrigérateur ou d’une pompe i chaleur : le systéme
emprunte de la chaleur & la source froide {Q,>0) et grdce an travail
(W=0) qu’il recoit de 'extérienr, Il fournit la chalenr (—Q,>0) & la
source chande de telle maniére que W+ Q, + Q, =0 pour un cycle.

Dans un réfrigératenr, ta source froide est [Nintérieur du meuble isolé
thermiguement, le systéme est un fluide comme le fréon ou "Tammoniac, la
source chaude est ’air ambiant. Au cours d’un cycie, du gaz Hquéfié par le
travail du compresseur (W >0} est mis en contact thermique avec
"intérieur du réfrigéraleur contenant les aliments et se vaporise
partiellement en emportant la chaleur ((,>0). Sa hquefa(.tlon libére la
chaleur —Q, >0 qui, par I'intermédiaire d’un radiateur situé derridre le
meuble, est dissipée dans 'atmosphére.

Pour une pompe A chaleur, la source froide est une grande masse d’eau
(mer, lac, riviére) & laquelle la pompe, mue par un moteur électrique,
emprunte de la chaleur pour h restituer aux radiateurs des appartement‘;
qu’eile réchauffle.

En conclusion, nous voyons que les seuls cycles dithermes que
peut parcourir un systéme thermomécanique sont ceux qui obéissent
au pripcipe de Carnot (5.3) ou au principe de Clausius (5.5} dit aussi
« Carnot inversé ».

2. CYCLES DE CARNOT.. RENDEMENTS. THEOREME BE
CARNOT

Cherchons & réaliser avec Carnot un ensemble de transformations
réversibles obéissant aux principes ci-dessus : pour qu'il y ait échange
réversible de chaleur entre une source et le systéme thermomécanique, il
faut que ce dernier effectue des transformations isothermes aux
températures T, et T, invariantcs des thermostats (C,) et (C,) {voir § 3 du
chap. 3); d’autre part, pour gue le systéme passe réversiblement d'une
température T, (resp. T,)} a I'autre T, (resp. T,), sans échanger de chaleur
avec le milies extérieur, il doit effectuer des transformations adiabatiques
réversibles (voir § 8.1 du chap. 4).

2.1 Cas d’un moteur thermique

Alinsi, dans un moteur thermique, un cycie de Carnot, décrit par exemple
par une mele de gaz parfait, va étre constitizé de quatre étapes réversibles
(fig. 5.7} :
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p Fig. 5.7

¥ <

— une détente isotherme amenant la mole de gaz de I"état A(V,, T,) &
I’état B{V,, T,).

— une détente adiabatique allant de B(V,, T,} a ¢(V,, T,):
-~ une compression isotherme allant de C{V,, T,) 4 D(V,, T,);

— enfin une compression adiabatique ramenant le systéme de B{V,, T,)
€n A(VI'! T, )

Calculons pour chaque branche du cycle de Carnot, le travail et la
chaleur recus par le systéme :

— A—> B T, = constante —> AU =0 — _6| =W=
RT, Log(V,/V,). d’aprés (4.26 et 25);
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— B == c Q=0, W=AU=F,(T,—T,), d’aprds (4.31); .
— s D T, = constante —» AU={] —— —Q,=W=
RT Log(V3/V y o
~D—> A:Q=0, W=AU=c(T,=T,).

Durant ce cycle, nous obtenons pour :

1 le travail total recu par le systéme : ]

W =RT, Log(V,/V,}+RT, Log{V,/V,).

Comme, selon {4.29): T,VI7'=T, V" ot T, VY '=T,VI™', nous
dvons @ V,/V,=V,/V,, il vient fma]ement

W=R(T,—T,) Log{V,/V,}<#, (5.6)

W < 0 implique que le travail —~W fourni par le systéme est positif, puisque
la détente isotherme (T, = (™) suppose V,> V;

2° la chalenr totale recue par le systéme :
Q=Q, +Q,=—-RT, Log(V,/V,)—RT, Log{V,/V, )= -W;

Q=Q,+Q,=—-W>10. (5.7

Conformément au premier principe, le systdme a regu une quantité de
chaleur {Q >0) équivalente au travail gu'il a fourni au milicu extérieur
(~W=>0). ~

Puisque le moteur restitue —Q, > 0 & la source froide, une partic de la
chalenr (}, >0 empruntée d la source chaude n’est pas convertie en travail
W > 0; le rendement p, de cette machine thermique réversible sera, par
defm:t]on le quotient du travail effectivement fourni a I extérieur ( W)
par le plus grand travail (Q, } que nous aurions pu raisonnablement espérer
réaliser :

Dans le cas du cycle de Carnot ci-dessus, on peut encore écrire :
W O R(T,—T.) Log{V,/V,) T,-T, T,

Pr= == = - =]——

Q, - RT, LOg(Vlfvz) T, T,
500t :
p,:I-l-gE:l—IE- {(5.8)
Q T,
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Cette expression ne dépend que de T, et T, et en aucun cas ni du gaz
parfait considéré, ni de sa masse, ni des volumeés qu’il occupe & ces
différentes températures; nous obtenons ainsi la premidre partie du
théoréme de Carnot :

Le rendement de fowtes les machines thermigues réversibles
fonctionnant entre deux sources de chaleur déterminées ne dépend
que de la température absolte de ces deux sources, Son expression
est donhée par (5.8).

Ori peut, de plus démontrer que p, est indépendant du fluide et du cycle
réversible considéré tant que T, et T, restent les mémes.

Remarghes. @ 0<T, < T, entraine p, < 1 ; le rendement d'un moteur
thermigne ne peut jamais atteindre 100 %: il peut &tre amélioré
uniquement en diminuant te rapport T,/T,.

e 5i T,=T,, p.=0: cela est une fagon d’énoncer le principe de
Thomser dans fe cas réversible : W=0, Q=0,

2.2 Cas d’un réfrigérateur ou d’une pompe 2 chaleur

Nous savons (§ 4.2 du chap. 3} que le travail W= —9 pdV recu par le
systéme au cours d’un cycle est mesuré par Puire algéBrique changée de
signe du parallélogramme curviligne ABCD (fig. 5.8a) : dans e cas d’un

moteur, ol le cycle ABCDA est parcouru dans le seas des aiguilles d'une
montre, nous avons W < 0. Puisque dans un réfrigérateur ou une pompe 4
chateur, W >0, le cycle correspondant est ADCBA parcour dans [e sens
inverse des aiguilles d’une montre (fig. 5.8b) : le cycle de Carnot inversé
est alors réalisé par :

— upe détente AD adiabatique;

— une détente isctherme DC (T, = constante);

— une compression CB adiabatique;

— une compression BA isotherme (T, = constante).

P

(a) (b)
FiG. 5.8
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Le travail absorbé par le systéme (W >0) ainsi que la chaleur totale
échangée (Q=Q,+Q,<<0) ont donc les mémes vat‘eurs absolues que
ceiles calculées au paragraphe 2.1. .

1® Efficacité d’un refngerateur son but étant de transtérer la chaleur
Q, >0 de Ia source froide & la source chaude tout en recevant le travail
W>0de T’ extérieur, nous définirons son « efficacité » par :

e
GI + 6?

Comme : Q,=RT, Log{V,/V,)<0, Q,=RT, Log(V,/V,}>0, on a
aussi :

L}

Q
pi’ -'_'—_
W

- RTz]—'Og(vi.fvz) - T,
R(T,—T,) Log(V,/V,}) T,—T,

pr=—— o T2 5.9

Qi +Q:’. TI_Tz

Naturellement, [e théoréme de Carnot s apphque encore ici en
remp!agant rendement par cfflcac:te et {5 8} par (5 9).

Remarque.s » Les condltlons prathues d’utthsatlon d un refr:gerateur
fixent T, et T,. p’ sera d’autant p]us grand, que T, et T, sont voisins.

.S pr=1,1a chalem Q, ple]cvce a {C,) peut valmr p]uswurs fais le
_ travall W fourni au systéme (S). . o

e« Si T, tend vers 0K, p; —> 0. Cela srgn:fle qu il faut fournlr im
travail W infini au refrlgerateur pour en extraire au moins une, .calorie &
cette température : ainsi, de ce point de vue, 0K cst Ia hm:te
inférieure de I'échelie de température absolue.

2° Eﬁ‘{caate d’une pompe a chaleur : son but est d’apporter la chaleur
~-QI >0 & la source chaude {C,) en recevant le travail W>0 du milien
extérieur; son efficacité sera deflme par :

W gl' R 61 = l—{TI LOg(vI/'Vz) —. TI .
W 6; +0Qy R(T,—T,) LOg(vI/vz) T =Ty

Q T
Ainsi o - p’;—-—'—Qi——=—-'~—='. ) {5.10)

GI +62 TI”TZ

efficacité d’une pompe a chaleur réversible, montre que pour cette
machine thermique le théaréme de Carnot s'applique aussi mais avec
(5.10).
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Kemargue, Si on utilisait un cycle monotherme, le systéme en recevant
W fournirait une quantité de chaleur —Q =W i (C,}; pour le méme
travail absorbé, la pompe & chaleur fourait —Q, = p"W = ~p"(Q;
lorsque T, et T ne sont pas trop éloignés 'un de autre, p">]
implique gue Q, >Q

Le travail W fourni par I'extérieur est donc micux utilisé dans une
pompe & chaleur.

3. L’ENTROPIE

3.1 Cycles réversibles 4 plus de deux sources de chaleur

Puisque d’aprés (5.8, 9 et 10), nous avons pour tout systéme
thermomécanique parcourant un cycle de Carnot ; .

1 +%= 1 _!_9_2..: 1 ——E,
Q Q, T,
il en résulte ; Q,/Q, = —T/T;, c’est-a-dire
Q Q
=== 5.1
TVT (5.11}

(La chaleur ayant comme 'éncrgic les propriéiés d'une grandeur
extensive, on & naturellement : Q,/Q, = Q,/Q,, pour une masse n: donnée
de gaz parfait.)

Considérons maintenant une machine thermique décrivant, par exemple,

le cycle ABCDEFGHA (fig. 5.9) construit sur trois isothermes et trois
adiabatiques : ce cycle peut, par construction, &tre considéré comme la
somme de trois cycles de Carnot réversibles décrits dans le méme sens.

Ecrivant la relation {(5.11) pour chacun d’cux, nous avons avec des
notations évideptes :

QAB QGH QBC QD(“ QGI) QEF - 0
T, T, T, T, T3 '
Ajoutons ces trois résultats et tenons compte que @ Qpg + Qgp=10: il

vient :
Qas + Qac + Qan n Qer
T, T, T,

Or, si nous appelons Q, la chaleur regue par le systéme en provenance
des sources (C;}), {(C,} et (C,), respectivement aux températures
T, >T,>Ty, ona:

Q=Qaa+Qpe» =0 &= Qze

les portions d'isothermes situées & Vintcrieur des cycles parcourus deux
fois en sens opposés (=2) n‘intervenant pas dans le bilan thermique, Ainst :

&
T i +T—3_o

=0.
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4
Fis. 5.9

Ce résultat s'étend sans difficulté & un cycle réversible constitué
d'éiéments d'isothermes et d'adiabatiques en nombre fini {fig, 5.10a).
Lorsquc 1a machine décrit un tel cycle en recevant la chaleur Q; de la
source & la température T, on a toujours :

2 Q:/T, =0, (5.12)

ce gui généralise le résultat (5.11) établi pour deux sourccs.

Comme une telie grille d'isothermes et d'adiabatiques, de plus en plus
fine, permet de remplacer un cycle (U) de forme quelcongue (fig. 5.10b)
par une somme de cycles de Carnot, en passant  la limite et en supposant
la réversibilité de toutes les transformations donc du cycle (T) ¢est-a-dire
fa température T définie tout le long du cycle (voir § 3duchap. 3),ona:

dQ, _
% T =0, (5.13)

'indice r de dQ, rappelant le caractére réversible des échanges.
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{#)

(a)

Fig, 5.10

3.2 Imtroduction de ia notion d’entropie

a—

_Considérons maintenant deux transformations réversibles AC\B et
B différentes amenant [e systéme de A en B (fig. 5.11), et une

AC,

Fic. 5.11
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. w T r o - ~
troisitme ACB également réversible, A cause de leur caractére de

T T T
réversibilité, il est possible de parcourir les cycles AC,BCA et ACZBCA
pour ]esquc]s on a respectivement : .

i d B
f aQ, Q. 9. J 9, _,
icm T gea T ACl GeA —
soit j @:J- ﬂ_Q_,,
‘iew T oJdszgw T

Ainsi lorsque le :-.ysteme thermomécanique passe rcverstb]ement de Aen
B par un chemm que]conque Iintégration de dQ, /T ne depend pas du

chemin parcouru _autrement dit J- aQ,. /T defmit une nouvelle fonction

d’état (A une constante additive pres) que 'on appelle, avec Clausius,
Pentrapie 8 du systemc

a4Q, I aQ, J’ dQ,,
. e e | Terog o5 —as. (5.14
J s T JaT B )

e T

S étant homogéne a4 (/T se mesure — ainsi que sa variation -—en J- K¢
(ou cal-deg™'),

Remarqaes e Compte tenu du caractére extensif de la chaleur, il en
est de méme pour Fentropie.

e Une transformation isentropigue est, par définition une transforma-
i
tion & entropie constante. St S = constante, alors dS'——_v,i,Q#{) el par

suite @Q =0 : la transformation est donc adiabatique réversible ou
isentropique,

3.3 Expressions de I’entropie du gaz parfait

. . ; . aQ, e
L'entropie S éiant une fonction d’état, dS:iT)h est une différentiefle

alors que d(QQ, dépend de la transformation.

Dans le cas du gaz parfait, rous connaissons dQ pour unc transformation
élémentaire réversible; (4.21) donne pour une moie ;

1° 80 =2,dT+p dV, soit : d§.——i‘§=zvg+$dv,
o == o . om AQ _ dT ¥
2 4Q=7,dT~Vdp, soit: dS=F=7, - = dp.

Comme te gaz parfait vérific : pV =RT, on a aussi pour [entropie
élémentaire d'une mole ;

-~ R—- (5.15) -

74



SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE ET ENTROPIE

Ces différentielles s'intégrent sans difficulté si I'on tient compte de la
relation : ¥f, df /f =dLog f -

T
=8,+¢, Log—R Log — | (3.16)

T
§=8,+¢, Log —+R Log
T, T, Mo

1]

c}<i|<[

S, étant, dans les deux cas, la valeur de S pour I'état (p,, V,, To)-
Il est facite, de p¥ =RT et de [a reiation de Mayer ¢, ~¢, =R, de
monirer que ces deux expressions sont bien équivalentes.

4. ENTROPIE ET TRANSFORMATIONS IRREVERSIBLES.
INEGALITE DE CLAUSIUS
4.1 Transformations irréversibles et in¢galité de Clausius

Soit deux sources (C,) et {C,) aux températures respectives T, et
T,(T, > T,). Considérons un systeme (8} évoluant de maniére irréversible,
recevant la chaleur Q, = 0 de (C, }, restituant —Q, > 0 & (C,) et fournissant
le travaill (—W>0): ce systéme est un moteur thermique irréverkible
(fig. 5.12). - '

-, /rrcvcrslbic Q,>0

réversible @ réversible

W, >0

—Q,>0

0 T, T T,
FiG. 5.12

Imaginons maintenant la source (C) & la température infermédiaire
T(T,<T=<T,) et supposons qu'il existe deux machines thermiques
fonctionnant de maniére réversible - (S ) entre (C) et (C,), (S,) entre (C) et
{C,}. {8,) en recevant le travail W, > 6 et ia chaleur Q7 > 0 de {C) fournit la
chaleur —Q} =0 & (C,) : si I'on désire que (§,) redonne & (C,) Ia chaleur
qu'il a perdu, on doit avoir : —Q} = Q,. De méme, (S,) en recevant le
travail W, > 0 et la chaleur Q4 = ¢ de (C,) peut fournir —Q3 > 04 (C} : pour
que la chaleur regue par (8) soit celle gue regoit (C,) en provenance de {S),
il fapt que: —Q,=0Q% (8,) et (S,) fonctionnent donc comme des
réfrigérateurs réversibles.
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Compte tenu de (5.8), on aura :

Q—= ~% — W= - (e Q)= -0 () +_Q_§)=Q2(1"%)_

Or, le cycle parcouru par I'ensemble des trois machines (S, S, et S,) est
manifestement, d'aprés la figure 5.12, irréversible (4 cause de S) et
monotherme [toute la chaleur est échangée avec (C)]; le travail total recu
par V'ensemble vérifie alors le principe de Thomson :

W+ W, +W2=W+Q,+Q2~T(g+%)>0.

T, T,
Comme pour un cycle de (S): W+ Q, +Q,=0, on a ainsi :
Q,Q
=+ =), 1
7,7 (5.17)

.8i on envisage un nombre fini de sources et un cycle irrdversible au
cours duquel le systéme recoit la chaleur Q; de la source de température T,
Pégalité (5.12) doit &tre remplacée par la relation :

2 Q/T; <. (5.18)

Le résultat (5.18) — dont (5.17) est un cas particulier — constitue
linégalité de Clausius vérifiée, au cours d’un cycle, par toute machine
thermique fonctionnant de maniére irréversible.

4.2 Retonr sur le théoréme de Carnot

L’inégalité de Clausius (5.17), valable pour un cycle ditherme, peut &tre
medifiée sous la forme :

Q_ T Q. T

e T R . R
Qi TI QI TE
W

Dans le premier terme, on reconnait le rendement (p,.x -

Q,+Q, '

———-——) de la machine irréversibie et dans le second le rendement d'une
1
machine réversible (p, = 1 - T,/T,) fonctionnant entre ies mémes sources.

Ainsi le théoréme de Carnot (§ 2) doit &tre complété de ia maniére
suivante : '

le rendement p; =t - Q,/Q, d'une machine thermigue ditherme
irréversible est toujours inférieur 3 celui p, =1—T,/T, d’une
machine réversible fonctionnant entre les deux mémes sources.

76



SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE ET ENTROPIE

4.3 Entropie ef inégalité de Clausius

Revenons & la_situation décrite par la figure 5.11 et supposons la
transformation AC,B irréversible : an cours de son cheminement, le

systéme emprunte les chaleurs Q, Q,, ..., Q, & des sources respective-
ment aux températures T,, Ts, ..., T,.. Si la transformation BCA est

toujours supposée réversible, la variation d’entropie lorsque le systéme
part de B et arrive en A vaut :

S, - Su:j aQ, /T.
A

Le cycle X(?IT?»_C\A étant finalement parcouru de muniére irréversible
Finégalité de Clausius s'applique :

Q.Q, ,Q,( %

— = + <)
T‘I T‘.l Tn fi-)?\ T ’
cest-a-dire :
> 0Q;/T, <j dQ’:SawsA:AS. (5.19)
; & T

Cas d’un systéme isold : si le syst€éme thermomécanique est isolé
(W=0,Q,=0Q,=..., Q, =0 les transformations qu'il peut éventuelle-
ment subir seront :

— réversibles : §Q, =0 — dS=0 — S;=8,,

— ou frréversibles : 2. Q,/T, =0<8, -8, —> SB}SA.

Ainsi, I'entropie d’un systéme thermomécanigue isolé ne peut
décroitre : Sg=§,.

Remarque. 8i S est une fonction croissante, cela n"entraine pas qu'clle
tende vers un maximum (exemple : y = x, fonction croissante de x
sans maximum) ni méme — en admettant gu’en tel maximum existe —
gu'elle puisse jamais atteindre sa valeur {exemple : y =1 — 1/x, pour
x =0, tend asymptotiquement vers le maximum 1}.

Un systéme thermomécanique auquel on ajoute le milieu extérieur est
nécessairement un systéme isolé. Le résuitat ci-dessus peut Jui étre
appliqué ce qui donne une nouvelle formulation du second principe :

Un processus naturel - donc généralement irréversible — qui
relie deux états d’équilibre A et B s’effectue toujours de telle sorte
que ['entropie de I'ensemble {systéme + milieu extérieur) ne peut
décroftre :

S= S:aysléme +8 — AS>0.
L égalité se produit pour les processus réversibles.

traklicte
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5. EXEMPLES DE CALCUL DE VARIATIONS D’ENTRGPIE

Exe}ﬁpfe 1 Détente de Joule d’une mole de gaz parfait
Cest un . processus  irréversible; on ne peut donc apphqucr

AS = f ﬂ'Q,.,/T car ni dQ),, ni T ne sont définis précisément au cours de
Al
Févolution du systéme gazeux. Par ccntre, il existe au moins une

transformation réversible qui fait passer le systéme de A en B et qui
respecte les conditions de Joule; c'est une détente isotherme (T = '),
pour laguelle, sefon (5.15).
= o dV _
dS=R —=RdLog V,
vV

SOit : A5=8, S, =R Log{V,/V,).

Commc V,>V,., on constate bien gque, pour ce systéme isolé
(W=0=0), AS>0. -

Exemple 2. Refroidissement réversible d'un corps solide

Soit un corps solide rigide (sans dilatation), de masse sm, mis
successivement en équilibre avec une infinité de sources de chaleur dont
les températures décroissent insensiblement de T, & T,. Dans de telles
conditions qui assurent la réversibilité de la transformation, si, & la
température T, le corps subit un accroissement de température dT, il a recu
la chaleur @0}, = me dT ot son entropie s’accroit de : dS=mec dT/T=
me d Log T. Supposons ¢ = constante sur [T,, T,1, alors :

T. .
AS=SQ—S,=J- 2mc dLog T=—me Log(T,/T,)<0 car T,=T,.
Y]

Exemple 3. Refroidissemnent irréversible d'un corps solide dans an
thermostat.

Soit le corps précédent, i la température initiale T,, plongé dans un
thermostat de capacité calorifique trés élevée, & la température T, <T,. La
transformation du corps est alors irréversible mais la variation d'entropie
correspondante calculée, pour un processus réversible partant de T, et
arrivant en T,, peut étre utilisée ici : AS, = —mc Log(T,/T,). Quant au
thermostat, A cause de sa grande capacité calorifique, sa température reste
égale & T, : comme il regoit 1a quantité de chaleur Q= mc (T, — T,) > 0 du
corps qui s'est refroidi, sa variation d'entropie vaot :

e

: T, —T.
A8, =Q/T,=mc IT 2,

Au total, I'entropie du systéme thermostat-corps solide a varié de :
AS=AB +AS, =mec(x —1—Logx) si x=T,/T,. AS>0 car la droite
¥y =x —1, tangente & la courbe y = Log x au point (1, 0), est toujours
au-dessus de cette courbe pour toute valeur de x>0: {¥ —1}=
Logx — AS==0.
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6

NGEMENTS D’ETATS
D’UN CORPS PUR

1. RESEAU D’ISOTHERMES. CHANGEMENT D’ETAT GAZ-
LIQUIDE _ _

1.1 Les faits expérimentaux

Soit le systéme thermomécanique que constitue un corps pur. On
appellera phase de ce systéme toute partie homogéne du corps. Par
exemple, dans un mélange d'eau et de place, il y aura deux phases : [a
phase solide (glace) et la phase liguide (eau); si on chauffe le tout, & la
pression normale, fa glace fond puis toute I'eau se transforme en une phase
gazeuse (vapeur d’eau).

Considérons maintenant une mole d'un corps pur enfermée, 3
température élevée, dans un corps de pompe thermostaté - généralement
ce ‘systéme est gazeux et son comportement thermomécanique est
approximativement décrit par I'équation d'état du gaz parfait :

pV=RT. (6.1)

Dans une représentation (V, p ) de Clapeyron, les états d*équilibre (6.1)
de cette phase ont pour graphe une hyperbole : pV = constante (fig. 6.1};
par exemple, I’hyperbole représentative de I'isotherme Ts.

Abaissons la température du thermostat de T4 a T,; le gaz se refroidit et
sa température prend également la valeur T, : hyperbole se déforme en
donnant le graphe de [isotherme T,.

A unc certaine température T, plus basse encore, on constate que le
graphe de F'isotherme présente au point P, (VL,, p., Ydit point critigie, une
inflexion d tangente horizontale : |la température T, =T, et les valeurs p,
et V. correspondantes sont les variables thermomécaniques critigites de ce
corps pur.

Continuons 2 refroidir le gaz a la température T, < T,. Partons de ['état
A de cette isotherme et augmentons progressivement la pression sur la
phase gazeuse : Je point (V, p ) correspondant décrit I'isotherme T, (dans
fe sens de la fléche) et, en B, il apparait quelgues gouttes de liquide pour la
pression p{T,).
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P

p(Ts)

Pe

p(T:}

Si on tente d’augmenter [a pression, on constate cn fait la coexistence
des deux phases gazeuse et liquide, la proportion de liquide augmentant au
détriment de celle du gaz. La mesure de la pression montre gqu’elle
conserve la valeur constante p(T,) dwrant tout ce changemnent d'état
gaz-liquide; le point C représentatif de ["état du systeéme décrit le segment
de droite horizontale BD. Arrivé en D, tout le corps est devenu liquide et
occupe le volume V, du corps de pompe (fig. 6.2).

p{Ty)
=] o B pATy) 2 [ 2
= ] -
NN 2 | 2 E Z

— [
~ v D ENZ H e B
g gaz '2 2 Ve 2 2 g
ZBR A Z RZ A Z =\ 2
=P [5 ; liquide s I e AR R [~
g. - g ¥ f 1 Vo liquide - g
s [ T [T

FiG. 6.2

20

0



CHANGEMENTS [’ETATS D'UN CORPS PUR

Par augraentation de la pression, le poiat représentatif de "état liquide
décrit ensuite le reste de I'isotherme (branche DE, par cxcmple)

A température T,<T,, le palier de changement d’état gaz-liquide
g'élargit selon B'DY. L’ensemble des points B et D décrit la courbe en
trait-point de la figure 6.1 : un point au-dessus de cette courhe (E}
appartient 3 wne seule phase, un point en-dessous (C) & un état ol
coexistent les phases gazeuse et liguide,

1.2 L’état fluide

La distinction quotldlenne entre fiquide et gaz est quelque peu
artificielle : elle ne s’impose en fait que lorsque les deux phases coexistent
{par exemple, sur [a branchie BD de la figure 6.1). Comme nous allons le
voir, ces deux phases sont deux aspects d’un méme état — 'étaf fluide —
par opposition 4 I'état solide.

Reportons-nous 4 I'isotherme T, de la figure 6.1 et décrivons, par
compression, la suite d'états ABCDE : an moment ol coexistent gaz et
liguide (partie BCD de ['isotherme), il y a dans le corps de pompe (fig. 6.2)
une surfuce de séparation entre ces deux phases.

Or, il est possible de passer de A {phase gazeuse) en E (phase liquide)
sans qu’a aucun moment il n’y ait présence simultanée des deux phases. Il
suffit d’effectuer pour cela, les transformations :

— isochore AF, en réchauffant le systéme de T, 3 T,,
— isotherme FG, qui améne le systéme A la pression de I'état final,
— isobare GE, en refroidissant le systéme de T, 2 T,.

On est donc passé continliment en une seule phase — puisque la courbe
B'BP, DL de la figure 6.1 n’a jamais été traversée — de I'état « gazeux »
{A) a I'état «liquide» {E),

On peut donc parler plus généralement d'un éeat fluide dont le résean
d’isothermes est dessiné sur la figure 6.1, Ce qui différencie cet état en A

v F1G. 6.3
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et B, c’est sa densité mesurée par sa masse volumique ; elle est trés faible
en A et trés élevée en E. .

Avyant tracé le réseau d'isothermes de la figure 6.1 pour une mole de
corps, on obtient aisément, en fonction de la température, les volumes
molaires des phases gazeuse [par exemple, V(B')] et liquide [par exemple,
V(D}]‘ Le graphe (T, V), dessiné sur la figure 6.3, moatre la variation du

“volume molaire des deux phases et souligne — surtout au voisinage de ta
température critique -—— leur ressemblance.

Pour fixer les idées sur les valeurs de ces volumes molaires, considérons
une mole deau (M=18g) :

— dans les conditions normales (p =1 atm, T =273 K}, elle occupe un
volume V,=22414 cm® alors que V, =18 cm?;

__— A la température critique (1, =374°C, p, ~218atm}, on a:
Vo=V, #45 cor’.

1.3 Représentation (T, p) et courhe de vaporisation

Chaque état d"équilibre du fluide est caractérisé par le triplet (p, V, T)et
en fait le réseav d'isothermes de la figure 6.1 représente la projection
orthogonale sur le plan d’équation T = 0 de tous les points représentatifs du
fluide (fig. 6.4). :

' ‘.‘.P TG, 6.4

7 / /’4

) .
. -
/ - v
A

_ Hest également possible d’obtenir une projection orthogonale sur le plan
V = 0; on a alors une représentation (T, p ) pour laquelle i'isotherme T, est
la droite T = T,; les points A, B, C, D, E de lu figure 6.1 ayant été reportés
sur la figure 6.5, A appartient & I'état gazeux, BCD se projettent en un seul
point qui représente "équilibre liquide-paz, et E correspond 4 i"état liquide.

Si an fait varier la température, les points BCD décrivent la cotrbe de
vaporisation ou d'ébuilition, limitée vers les hautes températures au point
critique P.(T,, p.. ). Sous cette courbe, e finide est & I’état gazeux (A) et
au-dessus & I"état liquide (B) : il est évident qu’en tournant autour de P,., on
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2
E (liquide) G
(T} e I
| :
; P. !
Pe i ;
j ) |
p(T2) “BCD
I a”"
A”gaﬂ
FiG. 6.3 l T
4] Tz Tc TS

peut passer de I’état gazeux 2 I'étal liquide et vice versa, sans couper la
courbe de vaporisation comme le fait le fluide au cours du trajet AFGE
(fig. 6.1 et 5).

2. CHANGEMENTS D’ETAT FLUIDE-SOLIDE

Soit une mole de fluide a la température T et sous différentes pressions -
les points F, B, et F, (fig. 6.6} représentent les &tats initiaux
correspondants de ce corps pur. Refroidissons lentement le fluide, 4
pression constante, ct observons son comportement :

» —_— — e e e g F,
]
liquide 1
Pe - P. I
solide LG .
—_— [ —y _..gi; F‘2
pl P[ I
QS I —
8G ;
gaz [
I T
0 T, T,
FIG. 6.6
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— F, appartient & I'état fluide; 4 une certaine température, on voit
apparartre quelques cristaux de la phase solide : si on poursuit le
refroidissement isobarique, cette phase solide se développé au détriment
de la phase liquide et la température reste constante durant toute ceife
transformation. Quand elle est achevée, la température s’abaisse de
nouveau et le corps sofide se refroidit.

1l v a donc un changement d'état liquide-solide qui se produit & une
température bien déterminée et peut étre représenté par le point SL de la
figure 6.6. L'ensemble des points SL. dessine la courbe de !fquéfaction ou
. de fusion : A sagauche, on trouve les points caractéristigues du solide, 3 sa
droite ceux du liquide {ou du fluide).

— Soit F, tel que pg,<<p, . par ur refroidissement isobarigue, on
observe la transformation gaz-liquide, la iempérature restant constante
tant que coexistent fes deux phases au point LG {exemple : condensation
de la vapeur d’eau d'une cuisine sur une fenétre, quand if fait froid a
I'extérieur). Puis, en continuant & refroidir le systéme, la phase liquide se
transforme en phase solide 3 température également constante cn un point
de type SL (s'il fait assez froid A I"extérieur, 'eau condensée sur fa vitre
peut se transformer en glace).

— Enfin, en partant de F;, 3 pression suffisamment basse, le liquide
n'apparaft pas mais on passe directement de fa phase gazeuse a celle du
solide au point SG (par exemple, la respiration d’une personne produit de
la vapeur d'eau; si cette personne dort dans une piéce peu aérée et non
chauffée, il est courant en hiver de voir du givre se former sur les fenétres
sans trace de condensation liquide). La transformation solide —> gaz
porte le nom de sublimation et I'ensembie des points SG dessine la courbe
de sublimation : 4 sa gauche se trouvent les points caractéristiques du
solide, & sa droite ceux du fluide.

Les trois courbes SL, LG et SG se coupent en un méme point P, oil
naturellement les trois phases coexistent : on donne & cette intersection le
nom de point triple. Elles divisent le plan (T, p) en trois regzons vers les
basses températures, on trouve la phase solide; elle est séparée de I'état
fluide aux basses pressions (p <Ip,) par la courbe de sublimation, aux
pressions &levées (p > p, ) par la courbe de fusion; eatre le point triple P, et
le point eritique P_, la courbe de vaporisation sépare le liquide du gaz.

Nous avons rassembié sur la figure 6.7 les courbes de changement d’état
de I'oxygene, du gaz carbonique et de 'cau. Comme nous le verrons (§ 5.4)
les pentes des courbes de sublimation et de vaporisation sont loufours
positives; par contre, la pente de la courbe de fusion, généralement
positive, est négative pour quelques corps dont I'eau,

Les pressions p, et p, pouvant différer de plusieurs ordres de grandeur
d’un corps a 1'autre {exemple : H,O et 0.}, nous avens utilisé pour elles
une échelle legarithmique. On notera de plus que si, pour tous ces corps
p. =1 atm (pression normale), il o’en est pas de méme pour p, : ainsi le
gaz carbonique solide se sublime 4 la pression atmosphérique & ~78°C; on
utilise cette propriété dans les glacidres A neige carbonigue.
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3. TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES I’UN CORPS PUR
ET COEFFICIENTS THERMOMECANIQUES

L."état d’équilibre du systéme thermomécanique constitué d'une mole de
corps pur est déterminé par trois variables p, V, T. Nous savons de plus,
que Pexistence d'une édguation d’'état (p(p, v, T)=0, pour une phase
donnée, implique gue seules deux de ces variables sont thermodynamique-
ment indépendantes : si les variables indépendantes sont (p, T), en
explicitant V en fonction de (p, T} A partiv de I'équation implicite
@ (p, V, T)=0, on peut &crire pour V et sa différentielle dV :

V=V n), _
av av
4V = ( ) dp + (—) dT, 6.2
ap/ b atT/, (62)
De méme, si par exemple, les variables indépendantes sont (V, T), on
a;
p=p(V.T)
dp = (f:-{) dv + ( L4 ) dT. (6.3)
I a1/,

Si nous nous intéressons, comme c’est souvent le cas, 4 de iépdres
modifications (réversibles) d une phase du systeme, nous voyons que les
variations des variables thermomécaniques mesurées par dp, dV et dT sont
fonction des dérivées partielles de "équation d’8iat correspondante. Il
devient donc indispensable de relier ces dérivées partielles 3 des
coefficients thermomécaniques déterminés par 'expérience i partir d'un
état initial (p, Vv, T) quelconque.
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3.1 Coefficient de dilatation isobare
. Chauffons légeérement le corps en maintenant sa pression constante ! sa

température passe de T & T+ dT, son volume'de V A V + dV; lorsque le
corps évolue de A en B (fig. 6.8). On pose :

o =j_\7- (S"E[') p‘ (6.4)

De la mesure de V, dV et dT, on déduit a coefficient de dilatation isobare
mesuré a partic de I'état (p, V, T). 11 s'exprime.en K™

p
FiG. 6.8
p+dp \ C
D
b B
P r T+ dT
T
v
v V+dV

- . _ R
Exempie. Pour le gaz parlail, pV =RT implique V =3 T; d’oil :

(6V/8T)p =R/p et a=R/pV=1/T.

3.2 Coefficient de dilatation isochore

Chauffons maintenant le systéme a volume V constant : sa température
passe de T & T+ dT tandis que sa pression augmente de p 2 p +dp, le
corps évoluant de A & C (fig. 6.8). On pose :

1),

De la mesure de p, dp et dT, on déduil B le coefficient de dilatation
isochore mesuré & partir de 'état (p, V, T). Is’exprime en K™' comme o.
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Exemple_: Pour le paz parfait, p = RT/V —— (dp /8 T)v =R/V et
8 =R/pV =1/T = a. Ce résultat est conforme & ce que nous avons dit
du gaz parfait au chapitre 2, § 5.

3.3 Coefficient de compressibilité isotherme

Maintenons la température T du systéme constante et augmentons
[égérement Ia pression de p & p +dp : le volume varie de V 4 V+dV
(dV <0 pour dp >0), le corps évoluant de A a D (fig. 6.8). On pose
(x =lettre grecque kappa) :

o = —% (g) . (6.6)

De la mesure de V, dV et dp, on déduit x le coefficient de compressibilité
isotherme mesuré A partir de I'état {p, V, T'). Il s’exprime généralement en
atm™". .

Exemple : . _ .
Pour le gaz parfait, V=RT/p — (aV/ip }p=~RT/p>= -V /p
d'od xp=1/p.

3.4 Exemples d’utilisation des coefficients thermomécaniques

Connaissant « et xp, on peut envisager une transformation
infinitésimate quelconque A partir de (p, V, T).
1° Transformation (p, T) : partant de (6.2), on a :
o {8Y g dv
dVZ(—-) dp+(—£) dT — —=a dT — xdp.
ap s er v
32 Tra.'zsfor.'rzatr;on (V, T): de (6.3), i vient :

3 — /4 - — /3

dp = («2) dv + (—P) dT =] 1/(8V/3p ) ]dV + (—”) dT,
v/ . a1/, a1/,

d'aprés la propriété : (ax/dy), =1/(dy/ax). établie dans |'annexe

mathématique & la fin de cet ouvrage. On a ainsi :

dp = '“——:+ pdT

Remargue I. Contralrement au résultat précédent obr dV/V ne dépend
que des coefficients thermomécaniques & et .. et des variations dp et
dT des variables indépendantes, dp semble dépendre de p par [e terme
Bp dT en méme temps qu'il est déterminé par les valeurs de V et T.
Ceite dépendance n’est qu’apparente, car de méme qu'entre les
dérivées partielles d une fonction f(x, y, z)= 0 de trois variables, il y
a la relation : (3x /ay ). {3y /92), (8z fax Y, = —1 (voir annexe mathé-
matique), il y a une relation entre les coefficients thermomécanicques;
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puisque : {(6V/ap }r=—Vur, (3P_Z_3.T;v =f8p, (anav)p =
1/(aV/aT), = 1/aV, il en résulte : (~Vi )(Bp)/aV = ~1, soit :

De ce fait, dp s’écrit aussi :
' 1 dv
dp =— (Q’ dT""":'),
M k%)
expression ne dépendant que de a, x,, T et V.
Remargue 2. Le volume étant une grandeur extensive, les définitions
des coefficients thermomécaniques et les relations qui les utiliseat

sont indépendantes de la masse # du corps considéré : par exemple si
m = vM, alors :

Vo e et (F) L (IR ()

V \ap ap Y ‘ap T,
ainsi que :
1 dv
dp = —— —+ 8p dT, etc.
xr V

3.5 Ordres de grandeur des coefficients thermomécanigues

Aux températures et pressions ordinaires (T~273 K, p ~1 atm), on a
. I
pour un gaz parfait 1o = = ~—~4- 107" K™ et wp=—~1 atm™".

Pour l'état fluide, o et B prennent leurs valeurs dans Pintervalle
2—-4-10"3 K~ : celles-ci dépendent beaucoup du corps et de sa
température surtout pour les gaz.

Les liguides sont plus compressibles que les solides; a titre d’exemples :
pour I'eau s ~4,5- 1077 atm™' et pour CINa .. ~4-107% atm™".

4. TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES D’UN CORPS PUR
ET PRINCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE

4.1 Travail et chaleur dans nne transformation infinitésimale

On sait (§ 4.2 du chap. 3) que le travail dlémentaire d'un systéme
hydrostatique — donc d’un corps pur — a pour expression :

dw = —p dv. ) {6.8)

Quant i la chaleur éiémentaire, il est possible de 'exprimer en fonction des
variations des variables indépendantes adoptées pour décrire la
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transformation du systéme. Par exemple, pour une transformation (T, V)
d'une mole de corps, on écrira Ia chaleuwr éiémentaire recue sous la forme :

4Q =7, dT+/dV. | (6.9)

Le coefficient thermomécanique €, représente Ja chaleur massique molaire
du corps, 2 volume constant ; dV =0 — dQ =T, dT conformément au
paragraphe 4.3 du chapitre 4. Quant au coefficient /, il doit dépendre
comme tous les coefficienis thermomecamques des données définissant le
systéme dans 1"état d’équilibre (p, , T} au voisinage duquel on mesure
dW et dQ.

4.2 Variations élémentaires de I’énergie interme et de ’entropie
associfes a ume transformation infinitésimale d’um corps pur.
Conséquences

— De dU =dQ +dW (§ 4.1 du chap. 4), il résulte :

dU=2,dT7T +({{ — p)dV. (6.10)
Puisque dU est une différentielle, on peut écrire :
(g€, /oV }p=(aU ~ p)/aThy — (8T /3V)r =18l [a T}y ~ (3p /3 T)v.

a
— De dS:?Q (§ 3.2 du chap. 5), il vient :
<, dT 1
= —d .
a5 =5, =+ dV; (6.11)

ds élant une différentielle, on & :
(32, /TY/)e = (a0 /T)/a Ty —> (/TN EEy/5V )
=(1/TH8! /o T)y — /T2
Des deux relations obtenues, on en déduit 'quc:
a;))
. 6.
f= F(&T {6.12}

conformément & ce que nous affirmions & la fin du paragraphe précédent.
Ainsi, pour un mole de corps pur:

dU=¢,dT+{T(ap /8Ty —p ]dV, (6.13)
dS=7¢ £+(6‘”) 4V '
VT \aTh

Exemple. Considérons une mole de gaz parfait: p=

RT - _ .
T — /Ty =RV —> [=RT/V=p dob: dU =%, dT

. N . P R .
conformément & la foi de Joule: comme —T-=:1 On A Aussi :
A"
- _ dF ._dv
dS=7¢ ——!—R
T
chapitre 5.

+ résultat déjh  établi au  parsgraphe 3.3 du
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5. CHALEURS LATENTES ET FORMULE DE CLAPEYRON
5.1 Chaleors latentes de changements d’état

Nous intéressant plus particuligrement aux différentes phases d’un corps
pur, nous devons maintenant introduire la chaleur latente de changement
d’état déja définie au paragraphe 4.1 du chapitre 4 : c’est la quantité de
chaleur que le milien extérieur fournit & 'unité de masse du corps pour
assurer sa transformation de la phase | & la phase 2, a température
constante. : :

On la note :  [,, pour I'unité de masse,

7, pour une masse molaire {7, = M/, ),

et pour une masse dm de corps A transformer, elle regoit Ia quantité de
chaleur dQ=1{, dm; s’il ¥y a de moles, on écrit : dQ =1, dv.

5.2 Signes ct ordres de grandeurs des chaleurs latenfes

Les chaleurs latentes soni toujours positives pour les transformations qui
affaiblissent les interactions entre inolécules du corps considéré, la chaleur
recue du milieu extérieur servant A rompre certaines laisons a courte
distance permettant ainsi au changement d’état de se produire.

On a donc pour les transitions :

solide — liquide, =0,
liquide —— gaz, i, =0,
solide — gaz, [, >0.

Puisque, par définition, les chalenrs latentes sont mesurées pour une
transformation réalisée & température constante, elles dépendent de T. Un
liquide ne pouvant exister au-deld de son poeint crifique, sa chaleur latente
{, de transformation en gaz s'annuie en T, ce qui s'observe sur la

figure 6.9, relative & I'eau.

£ ] (cal-deg™")

Fie. 6.8

i : _ t(°C)
0 100 374
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On note de plus que, sous la pression normale, on 2 pour Peau
{, =540 cal-g~", valeur trés élevée devant {, ~95 cal-g~' de SO, ou de
C.H, et [, ~204 cal-g~" pour ¥éthanol.

Citons également pour fa chaleur latente de fusion de I'eaun, sous une
atmosphére : {, =80 cai- g~ et pour la sublimation de CO, (& 1 atm) :
{,=139,9 cal-g~".

5.3 La formale de Clapeyron

Nous avons neté que toui changement d'état s'effectuant & une
température déterminée, il en est de méme pour la pression du systéme de
phases qui se transforme (fig. 6.6). Par contre, le volume du systéme
change au cours de la transformation. On est ainsi amené & écrire, pour un
changement d’état d’une mole de corps qui se produit a la température T
dans le seng 1 ——— 2: ’

— chaleur recue : Q=1,,,

— travail regu: W= ~p '(vz-v, ),
— variation de. I'énergie interne : AU =1, +p{V,~V,}, (6.14)

variation de P'entropie : AS=1,./T.

Les paramétres thermodynamiques T et p étant bien déterminés au
cours d’un changement d'état, cette fransformation peut Etre réalisée de
maniére réversible {(processus isotherme), le corps restituant la chaleur
latente au milieu extérieur.

Nous avons établi au paragraphe 4.1 que la chaleur élémentaire regue
par une mole de corps pur vaut selon (6.9 et 12):

dQ =7, dT + T(3p /3 Ty dV.

$our une transformation isotherme (dT = 0), ce résuliat réversible se réduit
a:

Q. = T(dp /o TyydV,

et, en particulier, dans le cas d’un changement d’état, la transformatien ne
peut avoir lieu gu’en un point d’une des branches du graphe de la figure 6.6
en ce point, p est indépendant du volume V et {dp /9T) ¢ s"identific avec
la valeur de la pente dp /dT = p ;. de la branche considérée. Ainsi :

Q.= T(dp /dT)dV.

La chaleur recue est donc directement propertionnelle 4 {a variation du
volume. Pour transformer une mele de corps, on li fournit £, pendant que
son volume varie de V, 4 V,,. Cette remarque nous conduit ainsi A écrire la
formule de Clapeyron :

IJEZT(V?._VI) £j£

T (6.15)
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5.4 Conséquences de la formule de Clapeyron

1° Les chaleurs latentes de VapOI‘lS"ltIOn I etde subhmatlon l étant
toujours positives — sauf au voisinage de T, o1 [,

— O —etle voiume
d’une mole de vapeur V étant toujours supérieur & celui V, du solide ou
oV, du  liguide correspondant
V,—V, — 0 — on en dédvit :

sauf au voisinage de T,
(dp xdT)vaporisaliun > 0

ol
et (dp /dT)suinmulion >0

Les pentes de courbes de changements d’étaf de wvaporisation e de
sublimation sont toujours positives

2° On a également [, >>0. Comme, en général, V,>V,, on a aussi

(dp /AT )y gion = 0. Mals pour que]ques corps {['eau en partmuher
bismuth, Mantimoine) V <V,

e
: le volume melaire diminuant 3 Ia fusion
on a alors : (dp,/c!”l‘),uwﬂrI <0.

L’ensemble de ces résultats est schématisé suy la figure 6.10. Ainsi
quand la température décroit, & pression constante, on a toujours la
transformation de phase : fluide — solide. Mais si on accroit la
pression, a température constantc, on aura
V>V

Aaura :_soit fluide —— solide si
soit gaz — liquide si_ V, <V, et T,<T<T,
gaz —— s0lide — kiquide si V, <V

) soit
. et T<T,
e |
v, <V, "‘ v, >V, FIG. 6.10
\
1
]
1
5. . liquide P,
1
1
solide \
]
1
r
! Pl
gAZ
T
T, _

3* Quand la phase 2 est le gaz et gi [a température T n'est pas trop
- prochede T_,ona : V, =V, et pV, = RT, Larelation (6.15) sécrit alors :

- _RT? dp

12#

, T (6.16)
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Les variations de {,, avec T sont généralement faibles — sauf pour {, au
voisinage de T, : supposons alors 112~I=consrante- on aura :

IdT
d = e = e
p/p Log p B 7o d{lx'T)
c'est-d-dire :
Logp =a +b/T, {b=-I/R), (6.17)

équation du graphe de la courbe de vaporisation ou de sublimation. La
détermination cxpérimentale de p en fonction de T fournit la constante b
et par suite les chateurs £, ou [, corrCSpondantes {par exemple, entre 700 et
739 K, ia pression de vapeur du magnésium (T, = 651°C, T, = 1 107°C)
abéit 4 la relation expérimentale : fog p = ~7 SZ?XT + 8,589 : Il en résulte
que, sur ce domaine de température, [ =230xR/7527=
144 k¥ -mole™ ).

4° On peut aussi montrer aisément que df,/dT —— — o= quand
T — T, comme cela peut se vérifier sur la figure 6.8. En effet de (6.15),
il vient :

4.4 17, 5, ]. 57, -9,)(%)
ar - dr [T(V -Vi) (Vo = V) 7+ TV~ Vg7 .
dv, dV)

dp dV, dV,
ol (S S (), (550,
dT \dT dT AT/ e NdT dT /e
quand T — T, puisque V, —V, — 0. Or si nous nous reportons au
graphe de V(T) de Ja figure 6.3, on a:
(dvu f‘ldrr)'[‘t =0, (dv.f /‘dT)T, =+t=
et finalement :
(dl, /dT)y, =~ . |
5° Décrivons un cycle infinitésimal autour du point triple P, : ta surface
de ce cyele, dans un diagramme de Clapeyron, représeme — au signe
prés — e travail qui tend vers zéro avec le cycle; quant 4 la chaleur

échangée, elle s'écrit pour une mole, ={, — & —1,)=0 pour un cycle;
d’ob la relation, valeble au point triple :

L=I+1. (6.18}
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PHENOMENES DE TRANSPORT

Des processus de transport ont été rencontrés dans des chapitres
antérieurs ; la viscosité (§ 4 du chap. 7, t. 1}, 1a conduction électrique {(§ 5
du chap. 7, t. 1}, Ja conduction thermique (§ 2 du chap. 3). On les a
rassemblés ici pour montrer leur étroite analogie. Mais on étudiera surtont
la diffusion & causc de son importance dans les systémes vivants.

La premiere partie, purement phénoménologique, ne présente pas de
difficulté essentielle. La seconde, consacrée & une explication au niveau
moléculaire, est évidemment importante, mais plus difficile.

1. GENERALITES

Il'y a «transport » chaque fois qu'un systéme est écarté de I"équilibre. Si
le systéme présente des températures différentes, de ta chaleur (ou
énergie) est transportée des régions chaudes vers les régions froides; c’est
la conduction thermique, Si le systéme contient des particules chargées,
mais 2 des potentiels électriques différents, un franspori de charges
s'effectue dans le sens qui tend a uniformiser le potentiel (§ 5.1 du chap. 7,
t. 1). De méme, la viscosité correspond 2 un transport de guantité de
meuvement qui tend 2 égaliser les vitesses (§4.1 du chap. 7, t. 1)

Ces phénomenes peuvent avoir un caractére transitoire ou permanent.
En voici deux exemples simples :

a) on peut chauffer temporairement I'extrémité d’une pigce de métal,
puis arréter ce chauffage; le systéme (Ia pidce de métal) revient 3
I’équilibre par uniformisation de la température:

b) on maintient une extrémité (1) de la pidce A T,, lautre (2) 4 T,
(T,<<T,} il y a alors transport permanent de chaleur de (1)} vers (2} le
retour & I'équilibre du systéme est empéché par Papport permanent de
chaleur en (1), et son retrait permanent en (2),

Différents phénoménes de transport peuvent aussi se superposer : par
exemple, on peut maintenir aux extrémités d'un fil métailique, & la fois une
différence de température et une différence de potentiel. La diffusion est
un des phénoménes de transport liés aux différences de concentration dans
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un fluide. Les exemples qui suivent serviront 3 la distinguer d’autres
processus avec lesquels clle est souvent en concurrence ;

a) on libdre une certaine gquantité de gaz (gaz de ville, parfum, éther,
ammoniague,...) au milieu d'une piéce non chauffée et sans courant d’air;
au bout d'un temps plus ou moins long suivant la distance, ["odeur est
perceptible dans toute la pigce : les molécules du gaz ont diffusé
individuellement grdce & [Pagitation moléculaire; s on mesure la
concentration au bout d'un temps trés long, on constate qu’elle est
uniforme;

b)) on libére e gaz au-dessus d’un radiateur chaud; son odeur est perglie
beaucoup plus vite en certains points de fa piéce; air chaud, pius léger,
s'éldve au-dessus du radiateur, provoquant un mouvement coflectif de
conwvection; si la convection est forte, c’est-A-dire si I'air monte rapidement
au-dessus du radiateur, elle s’accompagne trés souvent de turbulence
(§ 4.4 du chap. 7, t. 1) qui mélange les gaz encore plus fortement; on peut
encore vérifier que la concentration finit par s uniformiser : elle le fait 2 la
fois par convection, turbuience et diffusion;

¢} sile gaz a une masse molaire trés différente de celle de I'air, pius
grande par exemple, on constate qu’il s'accumule prés du plancher (si les
mouvemants macroscopiques de 'air sont négligeables); la diffusion est
alors en concurrence avec la pesanteur qui tend, au contraire de la
diffusion, 4 séparer les deux fluides.

La diffusion est donc un mécanisme de transport de particules dii aux
différcnces de concentrations, et qui s'effectue dans le sens qui annule ces
différences, c'est-i-dire des régions plus concentrées vers les régions
moins concentrées. Ce processus est peu cfficace si on le compare 3 la
convection et 4 la turbulence, mais il a toujours lieu, alors que les deux
autres, dus i des différences de masses spécifiques ou de vitesses, ne
peuvent pas toujours s'établir. Qui plus est, leur description quantitative
est difficile ¢t reste en grande partie empirigue; aussi, nous {imiterons-nous
& I'étude de la diffusion, qui est d’ailleurs un des principaux mécanismes de
transport dans les organismes vivants {en particulier au niveau des
membranes).

LES PHENOMENES DE TRANSPORT
D’'UN POINT DE VUE PHENOMENOLOGIQUE

2. LA DIFFUSION MOLECULAIRE : LES LOIS DE FICK

Nous alions examiner ¢n détail le processus de diffusion moléculaire et
nous étendrons fes résultats, par analogie, aux auires phénoménes de
transport.

2.1 L’équation de continuité

Soit un ensemble de particules identiques susceptibles de se mouvair;
par exemple, les molécules d"un fluide isotherme qui se dépiacent dans une
enceinte par agitation thermique.
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Par définition, on appelle <

— flux net de particiles J le nombre total net de particules
traversant une surface donnée, dans wne direction donnée, et
pendant Cunité de temps;

— densité de flux j, le flux ret de particules tmvels Punité de-
surface dans une- direction donndée.

Pour illustrer ces deux grandeurs physiques, considérons un couloir,
fermé en son milieu par upe porte de 2 m*. Dans ce couloir, on a, en une
heure, dénombré 40 visiteurs allant de A vers B et 20 de B vers A, AlorsJ
(dans le sens B-»A) vaut (—-40+20)/60=—1/3 perbonne/mmute,
Ja—w= (40 —20)/(60 x 2)=1/6 personne/minute/m?; o A= ~f.u
comme il se doit.

Considérons maintenant un cylfindre d*axe Ox, dont la section droite a
une aire 8= [ (fig. 7.1}, de longueur L et contenant N, particules. Nous
pourrons par la pensée repérer une cloison virtuelle, perpendiculaire 4 Ox,
par son zbscisse x(x €[0, L1},

.0  xg  Xgtdx L

FIG. 7.1

Soit n1{x, t)la concentration volumique du fluide (¢ est-a-dire le nombre
de particules par unité de volume) au voisinage de x, et & 'instant £. On a
naturellement la relation :

L
w1, J nix, £3dx =N,

0

puisqu’a tout instant, dans le volume élémentaite dV.=Sdx =dx, il v a
n(x, ¢)dx particules au voisinage de x.

Exprimons le fait que dans le volume élémentaire dx, compris entre les
cloisons x, et x, + dx, le nombre de particules n1{x,, ¢ )dx peut varier dans
le temps; entre les instants ¢ et ¢t +df, sa variation sera mesurée par :

ani(x,, ¢
[u(x{,, tHdEy—ni(x,, t)]dx#(j(a%l)_dx dt.
Par umle de temps, cette variation vaudra ;

(25 e
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Or, s'it y a eu changement du nombre de particaleq contenu dans dx, cela
provient de I'existence d'un flux de particules 2 travers les sections x4 et
Xy +dx. jlx, t} représentant la densité de flux de particules en x, dans le
sens x >0 et i Pinstant ¢, on peut encore dire qu'il y a j{x,, t) particules
qm pénétrent par unité de temps dans le volume, alors que pendant la
méme durée, il en sort j(x, + dx, £) : la variation du nombre de particules
dans le volume dx par unité de temps est donc aussi égale 3 :

Jlxgs )= jlx,+dx, #)# —~ (gj_(_x,ﬂ) dx.
’ dx Xpg
DYoil I"égalité des deux expressions ;
dnlxy, t) Ff{x, ¢y
af T ( ax

) . vraie Vx et £,

*a

anix, I): e t)
i1 ax

s0it finalement : (7.1)

relation connue sous le nom d'équation de continuité du fluide.

2.2 Les lois de Fick

Nous allons maintenant examiner plus précisément la diffusion
isotherme d’un fluide & travers lui-méme (processus d’autodiffusion) ou A
travers un autre milieu {fluide, solide) homogéne et dont les molécules
serant considérées comme fixes. _ .

Comme précédemiment nous n’examinerons que le cas ol n(x, t),
concentration volumique du fluide diffusant, ne varie que selon x et £ en
gardant une valeur constante dans tout plan paralléle 3 QOyz (fig. 7.2).

F1G. 7.2 ¥

nix,t)

D' ’lpreﬁ ce que nous avons dit aun paragraphe 1 la diffusion se produit des
régions de forte concentration vers celles de plus faible concentration

plus la décroissance de concentration sera forte, plus le flux de particules
sera intense 3 fravers une section donnée; cette décroissance pouvant se
mesurer par la dérivée de n(x, t) dans la direction de déplacement Ox, si
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cette diffudion s'exerce selon x =0, cela implique que dn(x, t)/dx <0. On
est alors amené natureliement & faire Phypothése que la densité de flux j,
du fluide qui diffuse & travers la section unilé est propartionnelie & la
variation lindaire de concentration volumique, soif :

an{x, t)‘

(s Y= —D
et p

(7.7)

Cette hypothése constitue la premiére loi de Fick (1855}, le coefficient de
diffusion D, étroitement lié aux propriétés moléculaires du matériau, est
une constante positive qui dans le Systéme international se mesurc en
m?-s=4[j, 1=[L1"3T1"’ et [an/ox]=[L]~* — [D]=[LPTI').

Si nous supposons DD consfant, I"application de ("équation de continuité
(7.1) i la densité de flux j, {7.2), conduit & la seconde loi de Fick :

dnfx, 1) d,(x, IJ_D aZn(x, t)
at ax ax?

dndix, ”=D 3Inix, t)

soit : 5
ot ax

(7.3)

éguation de diffusion ou seconde loi de Fick reliant les variations
temporelle et spatiale de la concentration volumique #n{x,t) par
I'intermédiaire de la constante de diffusion.

2.3 Exemple de résolntion de P’équation de diffusion em régime
stationnaire

Considérons le cas particulier d'un régime stationnaire, c'est-a-dire
indépendant du temps : n(x, )= n{x)impose dn /ot = 0, et, d’aprés (7.3),
#*ni(x)¥/ax2=0 d’oll 4n/dx = . Finalement :

n(x)=ax + 3, (o B constantes});

entre deux régions de concentrations respectives #, et ni,{n, > #,), # varie
linéairement avec x en régime stationnaire.

2.4 Application A la mesure de ]a section moyenne des pores d’une
membrane

Soit une membrane poreuse, &’ épaisseur e, comportant par unjté d’aire
n, pores de section moyenne ¢. Disposons de part et d'autre de cette
membrane, une solution moléculaire dont la concentration en (1) est 11, en
(2} n, avee r, > 1, (fig. 7.3). Si le volume des compartiments (1} et (2) est
grand, la diffusion moléculaire du soluté a travers la membrane affectera
peu n, el n,, le systéme sera quasi stationnaire.

Dans ces conditions, on a :

dn Ay~ R,
——Sa =

< (,
dx e
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nix) . Fig. 7.3

1y

(2)
{1

0]

Dol d'aprés (7.2) :

. dn n,=n

j==Do—=p =t z
dx e

expression du Tlux de densité de soluté & travers Ia membrane. Sur une

unité d’atre de membrane, la surfuce diffusante vaut n,o d’oi pour le flux

net de soluté i travers 'unité d’aire de membrane :

"y,

Je=ngof =n,oD
&

La détermination de J peut se faire en utilisant la radicactivité de certains
atomes : si par exemple, on remplace dans une molécule organique un
hydrogéne par un atome de tritium, la moléeule est dite « marquée » et on
peut fa suivre avec un détecteur de rayonnement de radioactivité.
Introduisons dans le compartiment (1) une fraction connue de molécules
ainsi marquées : elles vont diffuser au méme titre que les autres a travers la
membrane et on pourra suivre leur apparition en (2) durant une période
déterminée r. De leur concentration en (2), on déduit le nombre de
particules de sofuté ayant traversé la membrane pendant la durée 7, puis J.
Ainsi, connaissant ], n,, n, et D, on obtient nye, la deasité superficielle de
pores de la membrane.

2.5 Exemple de résolution en régime non stationnaire

Soit une solution d’un soluté initialement trés concentrd dans une zone
étroite, d'épaisseur 24y, centrée sur le plan x =0 (fig. 7.4a). Comment va
évoluer la concentration du soluté en touf point de fa sclution?

On suppose, qu'a 'instant initial (£ = 0}, la concentration volumique du
soluté puisse 8tre estimée par une fonction de Gauss, (rés é&troite, de
largeur & mi-hauteur 2a,. Dans cette hypothése :

nix, ) =n,exp(—x*/2a,),
avec i, et a, constanies {lig. 7.4b).
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On peut vérifier que Pexpression suivante est solution de (7.3) :
a
n(x, t)y=n, f exp(—x?/2a?%),

avec : a*=ag-+ 2Dt
n{x, #)est encore une fonction de Gauss, dont [a Jargeur-& mi-hauteur .

{=2a=2Val+2Ds,

croit avec  (fig. 7.4¢).

Fig, 7.4
Solvaat Salvant

e | — 2, {a)

Soluté —

nix, 0)

(b)

(¢)

X

A titre d'illustration, si on prend une lame d’azote d’épaisseur
1=2a,=2cm, diffusant dans I'air, D~90,18 cm*+s™" entraine [ =
V140,36 t, soit 4 cm au bout de 8 s, 8 cm aprés 42 s. Dans le cas d'un
morceau de glucose de méme épaisseur_diffusant dans de I'eau, avec
D~7-10"%cm?®-5~", on trouve | =2V1+1,4-107°t, cest-a-dire [ =
4 cm aprés 2,4 mn, et 8 cm pour 545 mn. Ces résultats reflétent les
différences de densité des solvants air et eau, c’est-d-dire en fait les
différences des libres parcours moyens dans ces milieux (§ 6.2}.

3. LA CONDUCTION THERMIQUE : LA LOI DE FOURIER

3.1 La Yoi de Fourier et I’équation de la chaleur

Nous avons dit au § 1 que la conduction de la chaleur résuitait du
transporf d’énergie (la chaleur) des régions chaudes vers les régions
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froides. Soit (}{x, #) la quantité de chaleur traversant a 'instant ¢ et dansla

direction Qx, I'unité d’aire située en x. Entre les instants ¢t et £ +df, Hya
transfert de {a guantité -

40 = Qx, £ +dt)—Olx, :)#(%?) dt

soit de la quantité Q(x, 1) par unités de temps et daire.

Q(x, t ) joue donc pour la conduction thermique le rdle de j, (x, t)
pour la diffusion moléculaire : elle mesure la densité de flix d’énergie
thermique (en Jrm™+5~" gu W-m™2),

Par conséquent, & n{x, ¢} doit &tre associée pour la conduction
thermique la concentration voiumique d’énergie, ¢’est-a-dire [a guantité
d’énergie contenue par unité de volume. Supposons le volume V du
matériau, dans lequel a lieu le transfert, constant : sa masse volumique p
sera aussi constanie et §i ¢, — ega]emenl supposée constante — désigne la
chaleur massique, nous aurons d’aprés le paragraphe 4 du chapitre 4 :
dQ,, =dU = pc., dT, soit :

U= J-pc\, dT + Uy =pc, T+ U,.
La constante n’intervient pas dans le transfert de chaleur puisque celvi-ci

n'a lieu que si T (ou U) varie d’une région & I'autre: nous pouvons ne pas [a
considérer.

Ainsi, la concentration volumigue en énergie est donnée — & une
constante prés —-— par - U=pc,T.

De ia correspondance :
Ju G 1) — Qlx, 1), nlx, ) = Ulx, 1)=pe Tix, 1),

il vient :
3, {x, ) aQx, 1)y anlx, t) aT(x, 1)
—_— Ll e pcv —_—
ax ax at af

d’ou I'éguation de continuité de Ia chateur {obtenue par analogie avec le
fluide de particules) :

aT(x, 1) _ aQix, £)
vooar ax

(7.4)

Si comme pour la diffusion moléculaire, nous postulons que la densité de
flux dénergie (Yx,1!} qui diffuse & travers la section unité est
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proportionnelle ¢ la variation linéaire de concentration volumigue d'énergie
U -— oil & celle de la température T — on écrit :

Ox, £) = —K aT(x, £)1
. dx

(7.5)

relation connue sous le nom de /oi de Fourier; le coefficient de conductivité
thermigue K >0 dépend du matériau et se mesure en W-m™'- K™ (ou
cal-s~'-m~"-deg™") dans le Systéme infernational (Q sc¢ mesure en
Wem™? 8T/éx en K-m™' d’ol I'unité de K).

En supposant K constant, I'application de I'équation de continuité (7.4)
212 loi de Fourier donne finalement 1"éguation de fa chalewr ov éqguation de
Fourier :

aT(x, 1) K 8°Tix, t)
a  pey  AxP

{7.6)

3.2 Exemple de résolution en régime stationnaire

Si T{x, ¢) ne dépend pas du temps, on a comme au paragraphe 2.3 :
T(x)y=ax + 5,

a et b étant deux constanies & déterminer. Imposons fes conditions T=T,
en x =x,;, T=T, en x =Xx,, on trouve :

T, —T, Tx, — Tox,
a= » b= .
X, — X, X,— X,

La densité de flux d’énergic O ou puissance transmise par unité d’'aire est
alors indépendante de x ef vaut:
aT T,—T,

= ~-Kag=—-K

Y= K
Q ox X, — X,

Nous retrouvons le résultat {3.4) avancé au paragraphe 2 du chapitre 3
traitant du transfert de la chaleur.

3.3 Exemple de résolution en régime non stationnaire

Considérons le sol ou ur mur chauffé par le Soleil. En un endroit donné,
nous pouvons faire I"hypothése que la variation divrne (en 24 heures) de la
température est une fonction sinusoidaic du temps soit, par exempie, que :

x=0, T(0,¢t}=T,+T,sinwt, (T, T, constantes).

On contrdlera d’abord sans peine que T(x, £) =T, + T, sin (ot ~x/a),
avec & = C*%, n’est pas solution de (7.6). On essaiera ators :

Tix, 1)=T,+ T, exp(—x/a)sin(wt ~x/a},
d'oiz, 1'on tire :
aT/at =wT,exp(—x fa)cos{wt - x fa),

2
A T/ ax7 = :gi'—cxp{wx,fa yeos {wt — x/a).
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Tix, t)=To+T, exp{—x/a) sin(wt —x fa) est donc soiution de (7.6} &
condition de prendre : a =(2K/pc,w)'? et cile vérifie bien la forme
imposée en x =0,

Dans le plan d'abscisse x, T varie sinusoidalement autour de T, avec
I'amplitude T, exp(—x /a): celle-ci est réduite de 1/¢ & la distance x = a.
Les variations rapides de T sont atténuées & plus faible distance que les
variations lentes : w, > w, —> a, <a,. Pour le sol, a, est de "ordre de
20 & 30 cm pour les variations diurnes; pour les variations saisonniéres, on
a w,=w, /365 (1an=363jours) et a,=a,V365~38 &4 S7m: la
température d’une cave enterrée sous 6 & 7 m de terre varie done trés peu.

4. LA VISCOSITE

Censidérons maintenant un [luide dans lequel existe, en plus de
I'agitation thermigue moléculaire, un mouvement de convection de tout le
fluide sous i"action d’une cause extérieure. Supposons, par exemple, le
fluide enfermé entre deux plans, 'un (7,) fixe, I’cmt;e (r,) se déplacant
paraliélement 4 {# ) avec selon Oy la vitesse ¥ (fig. 7.5).

//~
z//

Fig, 7.5

Au voisinage de () les molécules acquiérent dans leurs collisions avec
ce plan une vitesse moyenne nulle selon Qy. Par contre, celles qui
avoisinent {w,} prennent la vitesse moyenne selen Oy égale 3 v,

Pour une couche plane de fluide {(#), & la cote x, les molécules sont
accélérées en moyenne par les collisions des molécules immédiatement
supérienres A () et freindes en moyenne par les collisions avec celles qui
sont immédiatement inférienres © ainsi les différents plans {w) prennent
une vitesse d'entrafnement v, selon Oy, croissante de 0 & .

Chaqgue couche étant entrainée par le fluide au-dessus d'elle et freinée
par le fluide au-dessous, il y a donc transport sefon Ox (la direction
commune perpendictiaire a tous les ('rr)) d’une quantité de mouvement
paralléle d Oy. Pour caractériser cet effet, on exprime la force, par unité
d*aire S paraliéle & Oyz, que /e fluide au-dessous du plan () exerce sur le
fluide ai -dessus © cette force par unité d aire est la pression Py etelie ast
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opposée 4 ¥ par définition. Naturellement Péiément d’aire S est.aussi
soumis 3 la pression hydrostatique habituelle du fluide : on pourra la
désigner par p,..

Faisons maintenant I"hypothése que la prcssion 2, est d’autant plus
grande que fa vitesse d’ enlramcment v, varie rapldement selon Ox; CC]:I
revient 2 écrire :

pyx, )= —7 ?”—;;‘—Q - (7.7)

Nous retrouvons 12 'expression (7.7) de définition du coefficient de
viscosité n du fluide exprimé en poiseuille dans le Systéme International
(§ 4.2 du chap. 7, t. t}.

P, est une force par unité d"aire : elle mesure la quantité de mouvement
transmtise par unité de temps et unité d'aire, sefon Oy, par la couche
inférieure & la couche supérieure : ¢’est donc la densité de flux de quantité
de mouvement analogue A f,(x, r). Par suite, nous devrons associcr &
i (x, 1) 1a concentration volumique de quantité de mouvement d’entraine-
ment soit pv,(x, t ). Nous obtenons ainsi la correspondance :

Julx, t) — p.=pLx, t), n(x, 1) — pv,x, 1),

d’ot découle [Equation de continuité des quantités de monvement
d’entratnement :

o oy, (x,¢) _ ap,{xt)

At ax (7:8)

et si nous supposons p Lonsmﬂt I'équation. de mouvement du fluide
visqueiix :

dug(x, t) _mad’v(x t)
dt p ox®

(7.9)

Cette équation est formellement identique aux équations (7.3 et 6), on
peut donc transposer A la vitesse les résultats des paragraphes précédents.

5. LA CONDUCTION ELECTRIQUE : LA LOI IYOHM

Quand des charges libres sent présentes dans-un matériau (électrons.de
conduction dans un métal; ions dans un gaz ou une sclution ionique), leurs
mouvements aléatoires sont génés par les interactions avec les éléments
constitutifs du matériau (jons du métal, molécules. du gaz ou dc la
solution} : il va donc v avoir diffusion dans toutes les directions.

Cependant si un champ électrique extérieur est appliqué, un mouvement
d’entrafnement va se superposer au mouvement précédent et un courant
électrique apparait dont la densité de courant j mesure la densité de flux
de charges électriques, c'est-a-gire la quantité de charges positives
{resp. négatives) traversant par unité de temps ['unité de surface
perpendicutaire, par exemple, & Ox dans le sens x >{. Supposons que cela
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se produise dans le cylindre de ta figure 7.6, de longueur ! et de section S.
L.e courant I représentant le flux de charges traversant S selon Ox, o2 la
relation {7.11 du ¢, 1) :

F=jgS. (7.10)

<o
__\r N\
L -

S—

FiG. 7.6

L
¥

A

Si aux extrémités du cylindre est appliqué la différence de potentiel
V,~V,, on a daprés la loi d’Chm, (V,—V,)=RI=RSj;. Comme
(V,—V,) entraine I'existence d'un champ électrostatique d'intensité

E:_.L_:y_% [d aprés (6.33) du t.1], on a aussi, en posant x,~x, =/ :
Xo— X,
V,~V, |
H ::__.__________:_:.___.Ez _E_ II
Je=TRET TR T E 710

Cetle relation Jdéfimit la conductivitd édlectrigue o du matérian qui,
daprés la relation (7.14 du t. 1) s'ideatific avec 1/p, inverse de la
résistivité électrique du matériau, et se mesure par conséquent en
ohm™'-métre™". :

Si le champ éfectrique n’est pas uniforme, on peut donner a la loi d*Ohm
(7.11) une allure différentielle plus générale; en écrivant que le champ
électrique E dérive du potentiel V selen x, soit: E= -8V /dx, on a:

. ¢V
ie= Uga— (7.12)

Sous cette forme, la densité de courant apparait comme proportionnelle A
la variation selon Ox du potentiel V, source du dépiacement des porteurs
de charge. Ce résultat est I'analogue de la premiére loi de Fick, de Ia loi de
Fourier et de la refation (7.7)

Puisquc jg, densité de courant, n'est autre que la densité de flux de
charges, nous devons, par analogie avec les cas précédemment traités, lui
associer la densité de charge p = ng si 1 représente la densité volumigue
de porteurs de charge g. 1.’équation de continuité devient donc pour un
conducteur chmigue :

dpplx, t)vq dn(x, £} _ “%

.13
ar it ax (7.13)
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It n’est pas possible de poursuivre, comme dans les cas précédents, car il
faudrait peur cela connaitre une relation entre p et V dont 1"étude sort du
cadre de cet ouvrage,

Remargue. Nous avons établi au paragraphe 3.2 que la puissance
thermigue transmise par unité d'aire s'écrif :
T, -T,
Q=-~K-L+—2
Xy Xy
A travers un matériau, d'épaisseur { =x,—x, et d'aire S, Ia
puissance transmise par conduction thermigue vaut :

QS— (T =Tk

On peut donc, par analogic avec la conduction électrigque, définir fa
résistance thermique R, du conducteur par :

T, -T

Rp=- 2= {/KS. (7.14)

. Ir :

Cette analogie permet d’appliquer aux conducteurs thermiques les

résultats obtenus en électricité pour les groupements en série ou
paralléle de résistance électriques.

LES PHENOMENES DE TRANSPORT D*UN POINT DE VUE MICROSCOPIQUE

6. SECTION EFFICACE ET LIBRE PARCOURS MOYEN

Dans tout ce qui précéde, bien gue nous appuyanl sur ie caractdre
moléculaire des phénomeénes de transport, nous avons seulement
développé une description phénoménologique de ces processus, puisque
nous n'avons pas fait intervenir les caractéristiques des molécules comme
leur distribution de vitesse, leur vitesse quadratique moyenne, leur énergie
cinétique moyenne, etc.

8i nous voulons réexaminer nos résultats d'un point de vue
microscopigue, c'est-a-dire & Vaide de la théorie cinétique, il devient
nécessaire d’améliorer notre modéle élémentaire du gaz parfait (§ 5 du
chap. 1) pour mieux tenir compte de la réalité moléculaire, méme si celle-ci
n'est qulapprochée.

6.1 Notion de section efficace

Nous savons que ies molécules (ou atomes) interagissent par différentes
forces (electro%tathues magnethueq etc.). Lorsque ces particules sont
libres de se mouveoir, ces inieractions sont responsables — au cours de
coltisions ol1 il n'y a pas obligatoirement contact physique — d’échanges
de quantité de mouvement : la description de ce phénomeéne est fortement
siplifiée par introduction. de la notion de section efficace o, nouvelle
propriété microscopigue moyenne d une molécule.

106



PHENOMENES DE TRANSPORT

Le modéle simpliste des boules de billard va nous permetire de
comprendre ce que I'on entend par |a; supposons la particule (1) immobile
(fig. 7.7a) : la particule (2} ne la rencontrera que si sa trajectoire (C) passe
& une distance 4 inférieure 4 2a, diamétre des particules. De ce point de
vue, il est équivalent d'attribuer & la particule (1), supposée immohbile, le
rayon 24 et de considérer (2) comme ponctuel (fig. 7.7b) : (1) devient une
cible d’aire effective :

o= 7{2a P =4ga’, {7.15)
o est fa section efficace de collision [entre les deux particules identiques

(1) et )]

Z=12a

2)
!

(€} Vz,rt
(a) (b}

Fic. 7.7

Remurquons que dans I'exemple des boules de billard, il y a coincidence
entre fe diamétre physique des boules ct la portée réelie des interactions :
une interaction entre deux sphéres dures est équivalente 4 un potentiel de
répulsion infini pour d <<2a .et nul pour d >2a. Dans les atomes et
molécules réels, le concept de rayon moiéculaire n'est pas toujours bien
défini, d’autre part la portée des interactions mutuelles dépend souvent de
la vitesse relative des particules : les deux grandeurs peuvent donc étre trés
différentes.

6.2 Neotion de libre parcours moyen

Nous avons signalé au paragraphe 8 du chapitre 1 que le nombre moyen
de chocs par unités d’aire et de temps — ¢’est-a-dire la densité de flux de
particules — vaut nv,, /\/@ si n représente la concentration volumigue de
particules de vitesse quadratique moyennc v,

Nous allons nous proposer d'estimer combien de coflisions par seconde
urne particule peut subir de la part des autres qui I'entourent et la
rencontrent durant leurs déplacements aléatoires. Supposons d’abord la
particule (1) immobile, de section efficace o : il faut bien entendu tenir
compie du fait que les particules mobiles peuvent la rencontrer des deux
c6iés de la cible. Le nembre de chocs par seconde est alors 2(nv,or }/’\/@.
Mais en Tait {1) n’est pas immobile; soit &, sa vitesse, ¥, celle d’une autre
particule : la vitesse relative de (2) par rapport a (1) vaut :

37 *> -

V:,u:v_:_”: — V%n=(§2'—5l)2=V§K1=U§+v?~2ﬁ|'§2.
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Comme toutes les directions 3, et 3, sont possibles, si hous prenons la
moyenne, les molécules étant 1dent!que% {v3)={(vI)y=2v2, onadonc ;

_ VE=(V%, ) =202, _
et nous obtenons pour Letle vitesse quadranqae moyemze relatwe la
valeur :

V, ={V3, P=v,V2. O (7.16)

Seit 7 le temps libre moyen, c’est-i-dire la durée meyenne entre deux
chocs consécutifs : durant cet intervalle de temps, (2) parcourt en
moycnne‘ le chemin ¥V r (fig. 7.7). Puisqu’il 0’y a qu'un choc, il n’y aura
qu’une partlcu!c dans le volume oV 7 sous- tendu par Ja section efficace o
de (1), seit ;

noeV, =1,

et compte tenu de (7.16) :

] .
T — {7.17)
\/ﬁnm)q

La distance moyenne parcourue par une molécule de gaz durant ce
temps libre moyen porte le nom de libre parcours moyen et est mesurée par
{ =v,7, donc :

!

{ —
Vane

ou Ine ~1. {7.18}

Ordres de grandeur. :

Les rayons atomiques étant de 'ordre de 1A = 10~'" m, nous aurons

o~4daA2=1,2-10"""m% Si p=1atm, T=273K, n=N,/V=

6,02-10%/22,4-107*~0,2- 10°®  molécules/m*. On a donc {~
_ 1/025 (0"=4-10" m=0,4 um. Prenons v, ~0,5-10° m-s~', i

vient 7 ~{/NV2u, =5-10"" 50,5 ns.

Dans fes conditions normales, { et r sont donc trés petits; mais si n
diminue — par abaissement de la pression — ! et = peuvent prendre
des vateurs importantes; si p ~ 107° atm, valeur aisément accessible,
a~0,2410% moléeales-m™*, ! ~04m=40¢cm et 7~5-10"%s.
Pour de telles conditions, les moiécules d’un gaz contenu dans un
récipient peuvent alors effectuer des trajets de parof & paroi sans
rencontrer d'autre molécule.

7. TI—IEORIE CINETIQUE ELEMENTAIRE DES PHENOMENES
DE TRANSPORT

'7.1 Le modéle moléculaire

Les phénomeénes de transport relatifs & un fluide hors d'équilibre
peuvent étre étudiés de maniére rigoureuse. Toutefois, il est possible d'en
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donner une description approximative a I"aide d'une théorie cinétique
simplifiée, sI I'on admet que :

i les molécules sont assimilables & des sphéres rigides, de section
efficace &, sans interaction tant qu'elles n’entrent pas en contact phiysique;

2° toutes fes molécules se déplacent A la méme vitesse v, = (v3)!/* =

V3kT/m;

3° toutes les molécules se déplacent en moyenne dans des directions
paralléles aux axes du repére (O; x, y, z) c'est-a-dire que 1/6 d’entre eiles
se déplacent selon {-+x), 1/6 selon (—x), 1/6 selon {+y), etc.;

4% la concentration moléculaire i1 est assexz faible pour que la probabilité
de collision triple soit négligeable mais assez forte pour que le
libre parcours moyen { des molécules soit trés petit devant [a plus petite
dimension du récipient contenant le fluide; cette hypothése implique qu'il y
aura beaucoup plus de collisions intermoléculaires que sur les parois du
récipient.

Avec ce modéle, nous allons donc raisonner a priori sur les valeurs
moyennes moléculaires {v,, n, o, {, 7} et non pas sur les variables
moléculaires (7, #, §) que dans une théorie plus élaborée nous serions
amenés éventuellement & moyenner, tous calculs faits. Nous allons obtenir
ainsi rapidement des résultats certainement exacts du point de vue des
équations aux dimensions mais affectés de coefficients numériques
approchés.

7.2 La théorie éiémentaire des phénoménes de transport

Nous avons eu lI'occasion de sowligner, pour chaque processus de
transport, quelle étlait 'entité physique transportée et ce que valait sa
concentration volumique, Les valeurs C de ces concentrations sont
rassemblées dans I tableau 1 ol nous avons remplace p, masse volumique,
pay ia, f représentant le nombre de molécules de masse #1 par unité de
volume.

Tableau 1.
Phénomene Concentration Densité de
considéré volumique C flux jo
Diffusion " in
Cenductivité thermique : nme ;T 0
Viscosité 1R, Py

Calcufons maintenant la densité de flux jo de cette entité, ¢'est-&-dire le
flux net & travers une surface {S) d’aire 8 = 1, située en x et normale & 'axe
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des x (fig. 7.8). Dans ce plan et 4 I'instant £ considéré, la concentration
vaut C{x,, ). Les molécules qui atteignent (S) en provenance de x < x,,
ont subi leur derniére collision en moyenne A une distance ! avant x, : elles
proviennent denc en moyenne du pran de concentration Clx, — £, £)., De
méme, les molécules qui arrivent en {8) en provenant de x > Xx, sont en
moyenne issues du plan de concentration C(x, + £, £). Comune il n’y a en
moyenne qu'un sixiéme des molécules qui se dirige selon x >0 ou x <0
avec la vitesse quadratique moyenne v,, le flux net de particuies traversant
['unité d'aire (S), c’est-d-dire jo, sera donné par :

Jol(xgn f }=é v, [Clxy— £, £)—Clxg+1, )],

somme des [lux entrants selon x > ¢ avec la vitesse o, et selon x <0 avec
la vitesse —w,,.

RSA O "
NIt B> e
“r P
P P
0 4 - — - -}
/ I | j P
i i o o ' i
I p) - 1 ’f/
z L * b
xo— 1! Xg xg 41 Fig. 7.8

{, libre parcours moyen, est par hypoth&se petit: nous pouvons
développer C{x,= 1, £) en séric de Tayler limitée an premier ordre; il en
résulte :
aC(x, t ))

ox

Xk

C(xoi-z‘,t)=C(x{,,r)¢l(

[

. 1 aC(x, t) 1 aC(x, t)

o ALY oL
Je(¥o. 1) G ax . 3 ax o

Ainsi pour tous les phénoménes de transport, avec les hypothéses
ci-dessus :

jete, 0= = (5 0)

aC(x, t)'

e (7.19)

Nous trouvons i, Ia relation généraie gui lie la densité de flux j- de
I'entité physique transportée A sa concentration C. Si, de plus, nous
&crivons I'€quation de continuité correspondante :

Blx, t) _ 8C(x, £)

7.2
ax at (7.20)
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il vient & partiy de (7.19) :

aCXx,t)_ﬂ(l ) 9°C(x, t)
- 3 0l ) 5 (7.21)

équation de transport vériliée par tous les phénoménes étudiés
précédemment.

7.3 La définition moléculaire des coefficients de transport

Introduisens les expressions microscopiques de C (voir tableau 1} dans
I"équation {7.19). On obtient en remplacant j. par la densité de flux
correspondante :

. 1 anix, 1} 1
. 1= — (—— . I) —_— s D= z :
@ fn(x: 1) 3 Va ax (1.23 3 Ve
O(x, £) (] E) " aTx, 1) e : i
x = ~{- - == mine .
° ’ 3 Paj Y ox (7.5) 3 vl

1 du, (x, t) !
o, £} = -(— J)nm#i—wu—-“ = — mmw,l.
e p,(x, 1t} 3 Uy P (7; n 3 Iy,

Comme Ino — 1, nous pouvons finalement écrire :

[
D ~3 vl

i 1
K ~3 el =3 MY, fo; (7.22)

1 !
M~ e omu, o

3 3

. . f . .
Er exprimant -jvqi’ en fonction de ces coefficients de transport et

compte tenu aue g = um, nous avons aussi Uidentité :

K
g ~p~X.1, (7.23)

3 PCy P

entre les coefflicients des équations de transport (7.3, 6 et 9).
7.4 Propriétés des coefficients de transport

1® On peut d'abord vérifier que les coefficients obtenus ont une
équation aux dimensions correctes; par exemple, pour D, on obtient :
D]=[vH{L]1={LT]I"" conformément % cc qui a é&té¢ dit au
paragraphe 2.2,
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27 Si I'on tient compte de ce que pour un gaz parfait - -

BET Ty /2 p I T
v, = ";'n—“c‘:(;) . p'-"ﬂi'{T—>-.'I 0‘5?? f—;}——{;ﬂc;;,

I

mey =3 k = constante, on a d'aprés (7.22) :
3/2 172 1/2m1 /2
D o _T,._,,,,._,.-, K o T N 7 o m_._._,,,r].—:_..._.
pamm /2 J— P

K et u ne dépendent pas de la pression. Ce vésultat surprend a priori car
K et n, croissant avec n, devralent augmenter avec p; en fait, il ilustre
Fimportance du libre parcours moyen : si on double 7, on divise / par 2
{Ing ~ 1) etil y a deux fois plus de particules pour effectuer le transport sur
une distance moyenne deux fois plus courte. Le bitan net est inchangé et
c’est ce gque Uexpérience confirme.

D, K et v dépendent de la température respectivement comme T3/, T'/2
et T'/2. En fait, ils dépendent aussi de 1/o; mais & est, comme nous e
signalons & la fin du paragraphe 6.1, fonction de [a vitesse relative V o des
molécules, effe-méme proportionnel & T'/? d'aprés (7.16) : en conclusion
ces coefficients varient un peu plus rapidement avec T que ne le font
respectivement T*? et T'/2, .

Signalons enfin que si cette théorie approchée prévoit selon (7.23) que
les rapports De/n et K/ne, =MK/7E, sont égaux i 1, lexpérience
donne pour les gaz des valeurs comprises entre 1,3 et 1,5 pour le premier,
1,3 et 2,5 pour le second : cela est conforme A ce qui a été dit au
paragraphe 7.1.

8. THEORIE CINETIQUE ELEMENTAIRE DE LA CONDUCTI-
VITE ELECTRIQUE

Soit un conducteur parcouru par un courant paraligle & Ox sous I'action
du champ électrique E(x)>0. Les porteurs de charges sont soumis au
champ E mais aussi a des collisions avec les ions fixes des conducteurs
métalliques ou les molécules neutres des solutions ioniques.

Entre deux chocs, 'équation du mouvement d’un porteur est :

Fa - . . . .
my =gE, soit: mo, =qE, v, =7, =0. -

On vérifiera, a posteriori, que fa distance parcourue par le porteur entre
deux chocs est faible : on peut donc considérer E{x) comme uniforme
puisque variant peu (ou pas) sur cette distance. Sil'on prend P’instant d’un
choc comme instant initial, on a ;.

qE
s
en désignant par 34(v,,, v, v,)} la vitesse initiale du porteur.

On obtient alors pour les valeurs moyennes des vitesses, e supposant
quie les vitesses ©, des différents porteurs aient foutes les valenrs et
directions possibles, et que deux chocs successifs soient séparés par un
terps moyen T :

(w)=TE (1)=(,)=0. (7.24)

v, = f+o., v,=v

X v, =,

¥y? o5
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Les porteurs acquiérent donc une vitesse moyenne proportionnelle 4 la
force g E comme une particule prend une vitesse limite quand efle est
soumise a une force constante dans un milieu visqueux (§ 5.2 du chap. 4,
t. 1); mais ici le résultat est statistique.

Soit £ la concentration volumigue en porteurs de charge ¢; la charge
volumigue ou densité de charge vaut ng. Comme les porteurs qui
traversent la surface unité sont contenus dans un cylindre de section S=1
et de longueur {v, ), donc de volume S{v Y={v, )}, on obtient pour la
densité de courant j définic au paragraphe 4 :
ng’r

m

ju=nq{n,)=——E. (7.25)

Remarques. o Sig >0,{v,)>0,siq <0, {v_)<0: dans tous Jes cas

fe=0.
e Il peut y avoir plusieurs sortes de porteurs de charge : on obtiendrait
de méme :
"giT,  H.qaT, ,
jE:(w’q' L S *+..‘)r;. (7.26)
i, nly

¥une maniere générale, on écrit le résultat (7.24) sous la forme :

gT

<U_t > = #EE, Pz = E’

(7.27)

pp etant Ia mobilitd électrigue du porteur; de mémce, on pose :

je=ooE, op= zn,.q,.,uﬂ (7.28)

avec ¢, conductivité du matériau. On reconnait dans cette relation la
loi d’Ohm (7.11), la conductivité ¢, étant maintenant refliée aux
propriétés microscopiques du conducteur ohmique.

Ordres de grandewr de o, p et + pour le cuivre (p=1,6-107% 2. m,
M=63+-10"7 kg-mole™', p,~8,9-10° kg-m~?). En supposant que
chaque afome i1bére un électron de conduction (g =e ~ 1,6- 1072 C,
m~91-107*" kg), on obtient og=1/p ~0,6+10°0""  m™", n=
PNA/M~08-102 m=?, w.=ap/ng ~0,5- 10738, 7= pupqg/m ~
0,3-107'* 5. Les chocs sont donc extrémement fréquents : méme si
un électron allait aussi vite que ia lumiére, il ne parcourrait entre deux
chocs que ¢r ~9um et ["approximation qui a consisté A supposer E
uniforme entre deux chocs est pleinement justifiée.

9. DIFFUSION ET MOBILITE : LA RELATION D’EINSTEIN

Dans I'exemple précédent, nous avons vu que les porteurs de charge
atteignent en moyenne la vitesse limiie :

(o, } = pH,
o Gtant la mobilité électrique du porteur.
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Si de facon plus générale, une particule de masse m se déplace sous
I'action d'une force_constante F, dans un milieu visqueux, son équation
dynamique : m¥ = Fy— {8 > () donne pour sa vitesse-limite :

. i, = -bo/ﬁ. = Pj':'m (7.29)
¢e qui, par analagie, définit la mobilité . de la particule dans ce milien.

Puisque la force de frottement E = —f% est due, d’'un point de vue
microscopique, aux chocs des particules avec le milieu ol efles se
déplacent, ces chocs étant aussi responsables de la diffusion molécutaire, il
doit y avoir une relation entre D et .

En reprenasnt le raisonnement du paragraphe 8, F(,_ remplacant gE, on
obtient de la méme facon si Fy=(F,, 0, 0):

<vx>=FOTf“n! (1)_\');(”2):0'
Comme {v, } s’identifie alors avec »,, il vient

vy, ={v, )= For/m, (7.30)

d'ol : a=1/8=1/m (7.31)

. . ¥ . .
Puisque d'aprés (7.22), on a : D~§ v,d, il s'en suit :

1 ! 1(3.'(1) T
oo P e = | ) = kT —= uk'T,
D 3quq 3\ m 4 m P

soit la relation d’Einstein (1903) entre D et u -

D=ukT=kT/B, (7.32)

qui souligne le lien qui existe entre le mouvement cohérent {d'un point de
vize statistique) d’entrainement sous 'action de la force extérieure Fy et le
mouvement {aléatoire) incohérent de diffusien des particules dans le
mifiew.

Remarques. o Pour des particules guasi sphériques, dec rayon 4,
[(4.17)dut. 1]donne 8 =67na et D = kT/Gwrna, relation permettant
de déterminer ie rayon a des particules & partir de 1a mesure de D et 5
i la température T. Cette remarque trouve son application en biologie
pour atteindre la taille de macromoiécules; si cefles-ci subissent une
dénaturation ou changement de conformation, le coefficient de
diffusion D en sera affecté et sa mesure fournit un moyen de suivre
I"évolution de ces molécules.

e En combinant des mesures précises de D, de la vitesse de
sédimentation v, de macromoiécules ou de virus {(dans une expérience
d’ultracentrifugation} et du voleme spécifique partiel de ces
particules, on peut également déterminer leurs poids moléculaires
(voir & ce sujet, {"équation de Svedberg dans un ouvrage de
biophysique). . )
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PROPAGATION DES ONDES ET
PHENOMENES VIBRATOIRES

LES ONDES DE PROPAGATION

1. INTRODUCTION

Jetons une pierre dans une mare : il est aisé de constater qu’une ride
circulaire prend naissance au point oll Ia pierre est entrée en contact avec
I’eau; consécutivement 4 cetimpact, la surface de Peau se déforme et cetie
déformation de courte durée ou ébranlfement se transmet de proche en
proche aux différents points de la surface du liquide. Si par mégarde, au
lieu de tomber dans I'eau de la mare, la pierre choit sur le bord boueusx, cile
s’enfonce dans ce milieu en le déformant de maniére quasi permanente - il
n'y a pas de propagation de 1'ébranlement initial,

Considérons maintenant un long ressort spiralé dont une extrémité est
accrochée & un mur et tendons-le en tirant sur I'autre; comprimons
guelques spires consécutives et Jichons-les brusquement : en cherchant i
retrouver leur position d'équilibre, elles se détendent et compriment par
conséquent les spires voisines, permettant alors la propagation de
I"ébranlement d’origine.

Prenons enfin une clarinette : en soufflant dans son anche, nous
comprimons [a tranche d'air contenue i Pintérieur de cetl instrument et
immédiatement en contact avec I'anche; cette compression rapide — de
type adiabatique — est suivie d'une détente de ['air qui comprime la
tranche voisine et le processus de propagation de I'ébraniement s’effectue
ainsi de proche en proche juqu’a la sortie de Ia clarinette, puis dans I"air
libre pour atteindre le tympan de !'expérimentateur.

Tous ces exemples illustrent la propagation d'un dhranlement de type
élastique : pour que la déformation initiale ne reste pas localisée a I'endroit
od elie a été produite, il faut que le milien ol elle se propage soit dlastique,
toute partie du milieu écartée de sa position de repos devant étre rappelée
vers celle-ci par interaction avec ses voisins. Un ébranlement sonore
pouvant, par un tel mécanisme, se propager dans de nombreux milieux
élastiques (gaz, liquides, solides), on parlera également de propagation
acoustique {méme si elle n'est pas audible).
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It ne faudrait cependant pas croire gu’un milien — é&lastique ou non —
soit toujours indispensable a [a propagation d'un ébranlement ; alors qu'un
son ne peut &tre transmis dans le vide, un flash Jumineux s’y développe a
une vitesse si élevée { ~300000 km s7') qu'en a longlemps cru sa
transmission instaritanée; de méme, un radar de grande puissance, pointé
vers la Lune, peut envoyer un signal qui, aprés traversée de ['atmosphére
terrestre, se propage dans le vide, se réfléchit partiellement sur la Lune et
regagne la Terre aprés un temps de I'ordre de 2,6 s ol il est possible de le
détecter,

Ces deux exemples ne sont que des cas particuliers d'ébranlements
dlectromagnétiques que "on qualifie avssi de type luminenx, puisque la
lumiére visible en a toutes les caractéristiques.

Les ébranlements acoustiques ou lumineux représentent, par consé-
quent, des situations physiques fondamentalement différentes mais leurs
propnetes mathématiques, iiées au fait qu'ils represmlent des phénoménes
qui se propagent, sonl communes. C'est donc de ce point de vue que nous
allons les ciudier maintenant.

2. DESCRIPTION MATHEMATIQUE
DE LA PROPAGATION D’UN EBRANLEMENT

Considérons une corde fixée i une de ses extrémités (3; I'autre exirémité
O, reposant dans la main d'un expérimentateur; celui-ci, en secouant
localement la corde, induit Iébranlement O,A,B,C,D, (fig. 8.1) qui se
propage, par exemple, vers la droite, selon x >0, A cet instant £ =0, on
prend la photographie de I'ébranjement initial £(x, 0) = f(x } et de la régle
graduée RR’. A 'instant ultérieur £, on photographie de nouveau la corde
et la régle : il est ainsi aisé de Vérifier que OABCD se superpose &
OuA,B,CoD, (propagation de I'ébranlement_sans_défermation) et que
toutes Ies dlstances dec points homologues 0,0, AjA, ... DD sont égales &
I d'oll 1"on déduit la vitesse de propagation v xf,a'r Pumque enire deux
points homoelogues Pylx,, 0) et P(x, 1), it y a la relation : x —x, =/ =i,
tout peint x de i’ébranlement observé  'instant ¢ est homologue du point
xo={x —wot) observé 2 linstanl initial : I'ébranlement a donc pour

équation :
£ Ex, t)=E&(x —vf, Oy=flx —vt}, {w>0)
Aa r=0 . A ot
s .
i t i
! Py, Yot {=wt -y P
; \ C C
/ \ o
/RS /N AL
Qo Xo Nt Dy O x D
B, B .
1 }
R RF

£(x, 0)=flx)
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Si le déplacement s"étail effectué vers la gauche, danc selon x <0, il est

aisé de vérifier, par le' méme raisonnement, que I'ébranlement zurait
pour équation :

=1

Elx, 1Y=E(x +ut, 0)=flx + wt),

(v >0).

La fonction &(x, ¢)= f(x = ut) {v =0) décrit une perturbation
physique £{x, 0)=f(x) qui, observée a [I’instant d’origine, se
propage sais déformation. Cet Sbranfement de propagation se
déplace, i la vitesse constante », dans le sens des x croissants
[f(x —ut )] ou dans le sens des x décroissants [f(x + vt )1

L'argument algébrique (x = vf) de £(x, ) est la phase de 1"ébraniement
et v la wvitesse de phase correspondante.

Remargue : Le changement de signe simultané des variables x et
t(x — ~x, et { —s —f) entraine le changement de phase
X Lot > —(xEwvf): cela ne perturbe pas le sens de ’ébranle-
ment; par contre, changer le signe d'une seule variable x > —x ou
t —— —{revient an changement de phase x T of — ~{x Tutf)ou
(x Fuvt) donc a la modification du sens de propagation,

Par exemple, si £(x, ¢)=§ sin[k(x —UI){U{ =0, &(—x, —1)=
&o sin[ ~k(x ~ vt} ] = +&, sin| k(x —wvi) + | : le déplacement se fait
toujours vers la droite; comme §(x, —f) =&, sin[k(x + wt )] on voit,
par contre, que &(x, ~f} représente ["ébranlement £(x, 0) qui se

propage vers la gauche 4 la vitesse v.

3. L’EQUATION DIFFERENTIELLE D’UN KBRANLEMENT DE

PROPAGATION

Au cours de sa propagation, un ébranlement vérific I'équation aux

dérivées partielles suivantes :

En effet, posons u =x £ w dans Papplication £(x, £)=F(x = vf).

(8.1

De

£(x, t)=f(u), par utilisation du théoréme sur {a dérivation d'unc fonction

composée, il résulte :

8 o, %E @ ..,
ax _fu ﬂ.l'_f" - El\'z ax (fll)_fn ar _'fm
B¢ an a3 Ju -
= = ' —_— ,_|_- I —_ t T = i I —— :!__. ,
Pt i ik M ve il vl vfagr = (=),
d'oi ; .yl SV
ax? ot

c’est-d-dire (8.1).
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Cettc équation différentielle du deuxidme ordre, a coefficients
constants, est une gguation lindaire, ¢’est-i-dire que si &, et £;'en soni des
solutions, ¢ =a,&, +a.é, (a; et a, constants quelconques) en est
épalement selution, ce quil est facile de contrdler. '

Puisque nous savons qu’un ébranlement de type f(x + vt) ne peut étre
ramené & un ébranlement de type f{x — 1), nous admettrons —=bien gue
cela puisse se démontrer — que la solution générale de (B.1) s'écrit :

, E(x, 1) = f,{x — vt)+ ol x +08), (8.2)

f, et f, éiant des solutions quelconques de cette méme dquation:

-

4. LES - PROPRIETES D’'UNE ONDE HARMONIQUE
(OU SINUSOIDALE) DE PROPAGATION

Pour illusirer maintenant le comportement d'un ébrantement de
propagation ayant un caractére ondufatoire, examinons ce qui se passe
quand on jette un caillou dans une mare od flotte un bouchon. Si nous
négligeans atténuation de 'ébrantemient avec |a distance, on observe deux
phénoménes : _ N '

1° A partir de I'endroit O oll est tombé le caillou, I'ébranlement de I'eau
se propage i la surface de la mare avec une symétrie radiale et sa
photographie, a [instant t,, a l'allure de Ja figure 8.2, Pour une direction
guelcongue de propagation Ox, fa coupe de la surface de I'eau, dans un
plan vertical contenant Ox (représentée sur la figure 8.2b) a une forme
sinusoidale : la sinusoide £(x, t,) donne globalement 'état de la surface 4
Iinstant ¢ = {, et représeate donc le déplacement de I'eau par rapport 2 la
position & = 0 qu'elle occupait au repos, avant ¥'ébranlement.

o

£(x, ty)
— &g

makx.

min. {a} F.IG. 8.2 (b)

2° En fonction du temps ¢, le bouchon, placé initialement en B{x = x,},
oscitle sur place selon la verticale du lieu : son mouvement d'oscillation en
xg peut &tre également déerit par la sinusoide £(x,, ¢) (fig. 8.3). Celle-ci
indique, en fonction du temps, le mouvement du bouchon, donc de I'eau, et
mesure par conséquent en x, le déplacement de I'eau par rapport & la
position de repos £ =0.
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£
£lxg, t)

— &

Le déplacement &(x, t) de 'eau sera donc au total décrit par !'onde
harmonique de propagation :

&=¢,sinlk(x —vt)], (8.3)

ol k >0 est une constante homogene 4 I'inverse d'une longueur de maniére
a ce que la phase k(x — vt} du sinus soit sans dimension.

Compte tenu maintenant du caractére mathématique de cette fonction
trigonométrique, cherchons a quelle condition, deux points P et P/ ont, 4
Pinstant t,, le méme état § de déplacement (fig. 8.2b). Soit x I"abscisse de
P et {x + Ax) celle de P’; on doit donc avoir :

£(x + Ax, £,)= £, sin (o +kAx ~ kot g} = £(x, £o) = &, sin (hx — kot ),

égalité réalisée si : kAx = m - 2g, (m entier quelconque).
La fonction £(x, ) admet par siite une période spatiale valant :

| A =2 fk, i (8.4)

Le déplacement ¢(x, ¢ ) se reproduit identiqguement 3 lui-méme tous les A.
Cette période spatiale est la fonguenr d’onde de 'onde de propagation : elle
se mesure, selor les circonstances, en m, 4m, nm ou A. Son inverse i/A
est le nombre de longueurs d’onde contenues dans une longueur unité @ on
I'appelle le nombre d'onde ¢f on I'exprime généralement en cm™!
(exemple : A =0,5 um=5000 A, 1/A =2-10*cm™"); k étant homogene
selon (8.4) 4 1/A se mesure donc aussi en cm™ .

Cherchons de m&me & quelle condition le point P observé A deux instants
différents (fig. 8.3} a le m&me état ¢ de déplacement. Si ¢ et 1 + At
représentent les instants d'observation de P en Xg, ON auru :

E(xg, t 4 Aty=§, sin{kx, — kvt —kvAt) = E(x,, 1)=&, sin(kx, ~ kot ),

si: kvAf =m' 27, (m' entier quelcongue). La fonction &(x, t) admet
ainsi une période temporelle T telle que :

T =2 fkv. (8.5)
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Comme, selon (8.4), 27 /k =X, la péricde temporeile (appelée plus
simplement période ) cst donc reliée a la lengueur d’onde par :

A=uvT. (8.6)

Si par délinition » =1/T mesure la fréquence temporelle (plus
simplement fréguence ) de 'onde et w = 2wv la fréguence angnlaire, on &
aussi les relations :

y=1/T, w=2mv=2w/T, | (8.7)
Av =w, (8.8)
et - (8.9)

A partir de ces relations, une onde harmonique de propagation peut
encore prendre les formes mathématiques équivalentes :

. x ot . -
o £ =£,5in 27 (/\— - T) = £, sin{kx — @t ), pour un déplacement sclon les

X croissants;

. x f . .
e £=¢,sin 27r()L— + T) = ¢, sin{kx + ot ), pour un déplacement selon les
x décroissants;

la premiére écriture faisant particulierement apparaitre la double
périodicité spatiale {A) et temporeile (T) de ces ondes de propagation.

Exemple : Un diapason oscillant 4 une fréguence de 500 Hz dans |'air
o le son se déplace 4 330 m+s™" éme! unc onde sonore de longueur
d'onde A =w# /v =330/500 = 0,66 m.

Remargues : o La relation A =vT entre les deux périodes est
évidente : le bouchon effectue sur place une oscillation compléte
durant le temps T: pour cela, il faut que la déformation de la surface
progresse dune longueur d’onde A (une créte de ride & la suivante) ala
vitesse v : T= A /v, d'oll la relation cherchée.

e Pour illustrer le comportement d'une onde harmonique de
propagation, on peut dessiner le graphe de £{x, ) aux instanls f,,
t,+F/4, ta+T/2, to+3T/4 et t,+T (fig. 8.4): au bout d'une
période T, I'onde se retrouve identique i elle-méme en progressant de
A=vT.
o Quand w /k = v est un rapport constant, cela signifie que la vitesse
de phase est la méme pour toutes les ondes harmoniques de
propagation : elle ne dépend que du mifien dans lequel s’effectue Ja
propagation et on qualifie ce dernier de non dispersif (exemp]es :
v =V G /u) pour une corde vibrante élastique, de masse linéaire g,
tendue par Une tension &', v = Vyp /p pour une onde de pression dans
un gaz, de masse volumique p, sous la pression p avec ¥y —¢, /Cy;
v =¢ pour une onde électromagnétique dans le vide.

Quand o /k = v{k } est fonction de 12 longueur d’onde A =27 /k la
vitesse dc phase varie avec I'onde considérée : elfe dépend du mifieu et
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de ’onde, le milieu &tant alors dit dispersif [exemples cul=6/p +
ak?® (O0=a <) pour une corde non parfaitement élastique;
v = ¢ /n(A} pour une onde électromagnétique dans un milieu d'indice
absolu de réfraction n(/\]].
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Fic. 8.4

5. ONDES DE PROPAGATION

Parmi tous les ébranlements de propagation, il exisic une classe
parliculiérement importante, celle o {"ébranlement initial est réémis de
manigre périodique (exemples ; roulement de tambour, siréne d'usine,
lumigére émise par une lampe alimentée en courant alternatif, etc.).

Un théoréme mathématique, dii & Fourier, dit alors que, dans des
conditions tr@s larges de convergence, toute fonction périodique {de
fréquence angulaire w ou de période T=2n/w) peut &tre considérée
comme la composition de fonctions sinusoidales (harmoniques) de
fréquences respectives o, 2w, 3w, ... ou de périodes T, T/2, T/3, ...

) 1
Exemples © e cos® x 15( P+ cos 2x ),

. 1
e sin®x = 55(]0 - 15 cos 2x + 16 cos 4x -~ cos 6x ).

Considérons donc  un ébraniement, de période T, tel gue
e, t+Ty=&x,t)=f{x —vt). De §&x, t+T)= f[.x ~u(t -+ Fﬂ
12

1
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f[(x —T)— vr]mg(x — A, £) en posant A = vT, il résulte que &(x, £)=
&£{x — A, f) : cet ébranlement a aussi vne période spatiale A =wT; il a le
caractére doublement périedigue d’une onde harmonique de propagation.
Le théoréme de Fourier s’applique encore & cette onde de propagation :
celle-ci peut étre considérée comme la composition d'ondes harmonigues
de propagation, de longueurs d’onde réspectives A, A /2, A /3, ... et de
périodes respectives T, T/2, T/3..., d’équation générale :

£,(x, )= £,, sin [2«;1 (% - %)J = &ou sin[ n(kx — wf)],  (8.10)

(=123 ...

Le théoréme de Foursier souligne ainsi le caractére particuliérement
important, dans ce chapitre de la physique, des ondes harmoniques de
propagation décrites au paragraphe 4.

6. ONDES DE PROPAGATION
A DEUX ET TROIS DIMENSIONS

Nous avons dessiné sur la figure 8.5, de.fagon trés schématique,
I"'ébrunlement d’une corde {a) & deux instants #, et £,, ainsi que celui des
spires d’un ressort {(b). Ces deux situations physigues peuvent étre décrites
par une fonction £{x, t)=f(x — ) qui représente un ébranlement se
dirigeant selon Ox avec la vitesse 9. Elles ont donc une phase de méme
type mathématique (x —w#t). Par contre, elles différent par les
moeuvements de matiére qu'elles Induisent en se propageant : ia corde se
déforme selon Oy, orthogonal 4 7, alors que [es spires se déforment seion
Ox, parafléle & #.

Y1 £
A . KR AR RIS s .
— AWLVAVIVLY. 1017 e
I AV LAV LYITA ATV
. ) t?.
(a) ()
FIG. 8.5

B faut donc bien distinguer le sens de I'ébraniement (défini par son
dtat de polarisation ) de son sens de propagation (associé 4 la forme
de son fromt d’onde).
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6.1 Polarisation d’une onde de propagation

L’état de polarisation d’une onde de propagation définit la direction de
P’ébranlement périodique mesuré par £{x, ) :

— on dit que "onde est polarisée longitudinalement si |'ébranlement &
s’effectue dans la direction de propagation.

Exemples : o Onde sonore dans tout instrument & vent, onde élastique
de compression dans une tige métallique frappée & une de ses
extrémités, ressort de la figure 8.5.

— L’onde est dite polarisée transversalement st 1'ébranlement & est
orthogonal & la direction de propagation.

Exemples : o Rides & la surface d'un liquide, déformation des cordes
d'instruments de musique qu’elles soient pincées ou frappées, ondes
électromagnétiques.

Comme 2 une direction de propagation L, caractérisée par le vecteur 7,
on peut toujours associer un plan orthogonal (ar) (fig. 8.6), tout
d::piacement transversal — done contenu dans un plan de type (7 ) -— peut
lui-méme &tre considéré comme la résultante dg deux dep]aaements
rectilignes transversaux selon T et Tq, avec T LT

FI1G. 8.6 /

T,

o

>
D

Le trigdre L, T,, T, permet donc de définir 1état de polarisation d’une
onde de propagation guelconque. Nous reviendrons sur ceite notion trés
importante dans le chapitre suivant en étudiant les propriétés de la lumiére
polarisée.

2

6.2 Nofion de surface d’onde

1° Cas d’une onde plune. Soit une onde de propagation £(x, )=
flx —ot), d'état de polarisation quelconque, se déplacant selon Ox i la
vitesse ¥. Sa phase (x — vt }, & un instant donné t, ala méme valeur pour
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Lous les points contenus dans le plan (77 ) d"abscisse x (fig. 8.7) : tous les
points de (+) soni dits «en phase » et le plan (7} qui les contient est une
surface d’onde ou un front d'onde; £(x, £ y=f{x — vt} représente donc en
fait une onde plane se propageant sclon x > 0 & la vitesse . Durant toute sa
propagation, le plan d’onde (7 ) reste orthogonal au vecteur unitaire i de la
vitesse ¥ de I'onde (& = vif ).

¥
P
o
e’
o f
]
'f.
Q ]
: |
P x
z . ° -h*;:.“"“
Il
Fig. 8.7

Ce caractere est toui a fait général; considérons un plan d’onde (7), de
direction if quelcenque définie par rapport 4 un repére (O; 7, , k) de §
(fig. 8.8) : la distance P, de ce plan i I'origine est mesurée par & (s;_:]_gn ia
direction i ) et tout point P € (), située 3 |'extrémité du vecteur QP = 7
est tel que if -7 =OP,=d. L onde plane {x)} de propagation dans la
direction i sécrit alors :

E(F ty=ftd —vty=f{FF —vi), (8.11)

z FiG. 8.8
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En particulier, si cetle onde planc est harmonigue, on a :

ElF Y=g, sinlk{i-F—wv)]=t,sin(kF—wt), | (8.12)

& étant le vecteur donde de 'onde plane, défini par :

. am |
‘ k:kii=~§ft’, (8.13)

done toujours orthogonal au plan d’onde (o). Si de plus, & = i vecteur
unitaire de I"axe Ox, k-7 =ki -r =lx : on retrouve le résultat attendu,
& = ¢, sin(kx —wt), pour une onde plane se propageant selon Ox.

Remargue. Considérons le plan d’onde (+') distant de A du plan
donde  (7); la phase de (x) vaut K-(F+Al) -t =
(k£ +F —owt)+2r : elle différe de 27 de celle du plan d’onde (#) et
par suite I'ébrantement &, sin(£ « 7 — wt} a la méme valeur dans ces
deux plans d’onde séparés de A.

La périodicité spatiale de I'onde harmonique plane se traduit done
par |'existence de familles de plans d’onde paralléles, de m&me phase
k - F — wt {3 un muitiple de 27 prés), distants consécutivement de A et
se déplacant & la vitesse #. Nous avons représenté cette propriété sur
la figure 8.9a.

(aj (b)

FiG, 8.9

2% Cas d'une onde cylindrique. Soit un dbranlement 4 symétrie
cylindrigue observé & I'instant ¢ =0 : tous les points distants de r de ['axe
(A} sont perturbés de la méme maniére et leur ébranlement peut &tre
représenté par £(r, 0). Par un raisonnement identique & cefui déia utilisé au
paragraphe 2, &(r, £}=f(r —vt), avec & L(A), décrit un ébranlement de
propagation se déplagant 4 la vitesse v : tous les poinis de méme phase
{r —ut), a un instant donné, appartiennent a une surface d'onde en forme
de cylindre (T') concentrigie de (A). Si cet ébranlement est une onde
harmonique, il aura la méme valeur sur toutes les surfaces d'onde distantes
consecutivement de A (fig. 8.9b).

125



PHYSIQUE GENERALE 2

3% Cas d’une onde sphérique. De méme, f{r — vt ) décrit un ébraniement
de propagation & symétrie sphérique si la vitesse de déplacement v est la
méme dans fouies les directions de Iespace : les surfaces d’onde (2) de
phase {r —ut) constante, a vn instant donné, sont des sphéres
conceniriques. Lorsque |'ébranlement est une onde harmonique, il aura fa
méme valeur sur toutes les sphéres concentriqgues séparées de A
(fig. 8.9¢}.

6.3 Intensité d’une onde de propagatibn

Une onde de propagation manifeste sa présence par les effets qu'elle
produit dans I'espace : ¢’est ainsi qu'une onde acoustique est capable de
déplacer localement de Ja matiére (déformation d'une corde élastique,
compression d’une colonne pazeuse, vibration longitudinale d’une tige
rigidé, membrane de haut-parleur,...}, de méme qu’une onde électroma-
gnétique, par le champ électrique qui lui est associé, peut mettre en
mouvement des particuies chargées (électrons d’une antenne réceptrice
d’'une onde radio, effet photo-électrique, effet Compton,...). Ces
manifestations supposent un transfert d’énergie de la source de 'onde av
milieu ol s’effectue le déplacement, le transport étant réalisé par I'onde
elle-méme. _

A chague période, 'onde recoit, de la source qui I'entretient, une
quantité d'énergie déterminée et la redistribue par sa propagation dans
['espace. On peut donc dire que le flux d'énergie E, de onde, ¢ est-a-dire
. I'énergie moyenne transportée par unité de temps & travers toate 1'aire

d'une surface d’onde, st constani.

Les ébranlements £(7, ¢ ) de I'onde, localisés au voisinage des points
qu’ils déplacent, dépendront eux de I'énergie transportée dans le méme
voisinage, c'est-a-dire de lintensité 1 de Ponde, ou densité de flux d’énergie
(énergie moyenne transportée par unité de temps a travers I'unité d’aire) :
nous admetirons que Uamplitude au carré de onde de propagation est
proportionnetle 4 1. .

Ainsi, si nous considérons une onde harmonique plane, dont le plan
d’onde {7} a I'aire A, nous avons : 1 = E,/A = constante, et I'amplitude
£, V1 de I'onde plane est également constante :

(F, 1)=& sin{fk-F~wt), (& =constante).

Pour une onde sphérique, le flux d'énergic E, se trouve réparti, au hout
d’un certain temps, sur une surface d’onde sphérique (2) d'aire 4#r%;
I"intensité 1 = E,/#r® n’est donc pas constante puisqu’elle décroit avec le

carré de la distance : il en est de méme pour sa racine carrée et nous
poserons £,/r pour 'amplitude de "onde harmonique sphérique :
£(r, t)-%sin[k(r——ut)]. (8.14)

T en résulie que tes déplacements ¢ s’atténuent au fur et & mesure que
I'onde preogresse, ce qu'il est aisé de constater dans le cas d'une pierte
tombant dans I'eau.
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6.4 Isotropie et anisoiropie des milienx de propagation

Lorsqu'un ébranlement, induit en un point O de I'espace, se déplace
dans toutes les directions de & avec la méme vitesse v, on dit que le milien
est isotrope. Nous avons fait implicitement cette hypothése dans tous les
exemples traités jusqu’alors puisque la forme des surfaces d'onde ne
dépend pas de leur vitesse de propagation.

11 existe des milieux oh cette vitesse de propagation n'est pas constante
dans toutes ies directions de § @ on les qualifie d’anisotropes; dans un fel
milieu une onde sphérique A 1'émission ne peut le rester au cours de sa
propagation (exemple : déformation d’une onde radio se déplagant dans
'atmosphére terrestre oli v varie avec la masse volumique p de I'air et sa
température T). Nous reviendrons sur cette propriété dans 1’étude de la
lumiére polarisée au chapitre 9.

7. LE PRINCIPE ET LA CONSTRUCTION D’HUYGHENS

Le paragraphe précédent nous a familiarisés avee quelques types de
surfaces d*onde. Rappelons que ces surfaces sont le lieu de tous les points
d'un ébranlement de propagation caractérisés par la méme phase.
Autrement dit, si nous considérons par exemple une onde plane de
propagation de vitesse v dans la direction k, nous savons qu'elle est
représentée par :

E(F, t)=Flk-F—wt).

L'équation correspondante de ses surfaces d'onde est donnée en
conséquence par !

k¥ - wt = constante, (8.15)

ce qui & f donné correspond bien A des plans orthogopaux 4 ko
De méme, une onde de propagation sphérique : '

£(F 1) =22 fir = u0),

implique pour ’équation de ses surfaces d’onde :
r = vt = constante. {8.16)

A t donné, ce sont bien des sphéres concentriques.
Selon Huyghens, siI’on admet que fout point d'un milieu isotrope afteint
_ par une surface d’onde devient un émetieur secondaire d'ondes sphériques,
il est aisé de suivre par construction la propagation d'une surface d'onde.
Par exemple, considérons i ['instant £, une onde plane (#) dans un milieu
isotrope (fig. 8.10a) ; tout point (A, B, C) de () est, selon le principe
d*Huvghens, scurce secondaire d'une onde sphérique qui se déplace 4 la
vitesse v dans toutes les directions; au bout d'une période T, les ondes
réémises ont le méme rayon A =vT et ie nouveau front d'onde est
Cenveloppe de toutes ces sphéres c’est-a-dire le plan tangent (7'). Sa
Jdistance a {) est naturellement A.
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Si la surface d’onde, & 'instant ¢, est la sphére (S) (fig. 8.10b), tout poinat
de (8) émet dans ce milieu des ondes secondaires sphériques : aprés une
période T, ces sphéres ont le rayon A = ot et leur enveloppe, la sphére (8'),
est le nouveau front d’onde distant de A de (S).

A A
]

B B':

C L0

DA oD

(a) (b)

FiG. .70

Le raisennement s'applique de proche en proche sans difficulté et est
applicable & toute forme de surface d’onde pourvu que le rnilieu soit
isotrope (fig. 8.11). Dans le cas oii 'onde passe d’un mificu & un autre, il
fauf tout simplement tenir compte de la vitesse de propagation — non
obligatoirement la méme — de chaque milieu pour calculer ies rayons des
ondes sphériques secondaires (voir, par exemple, le paragiaphe 1.] du
chapitre 10).

Si te milieu est anisotrope, la construction d’Huyghens est encore
utilisable mais les sources secondaires n’émettent plus alors d’ondes
sphériques. C'est le cas, par exempie, d'un solide biréfringent (§ 10 du
chap. 9).

Fia. 8.11
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8. L’EFFET DOPPLER

8.1 Principe de I’effet Doppler

Considérons une source (8) d’ondes sonores sphériques se déplacant,
par exempie sur la droite {A), avec la vitesse #, dans un milieu isotrope;
observons plusieurs positions consécutives P,, P,, P,, P, de cetie source
séparées de la distance v, T, T étant la période de I'onde émise par (8)
(fig. 8.12). Si v est la vitesse de propagation de cette onde, quand (S)
arrive en P, a 'instant ¢, 'onde émise en P; & I'instant (¢# —T) a un front
d’ande sphérique de rayon A = »T centré sur P,, celui émis en P, & 'instant
{r —2T) le rayon 2ZA = 20T centré en P,, et celui émis en P, le rayon
3& =3vT centré en P,. Ces fronts d’onde sphévique non concentrigues sont
plus concentrés dans la direction &, ol la source (8) se déplace, plus
espacés dans la divection opposée —9, : cela ne doit pas nous surprendre Ia
vitesse relative V de Ionde par rapport i la source étant égale 2 v — v, dans
le sens de ¢, v + v, dans le sens contraire. :

(A)

FiG. 8.12

Pour un observateur (Q) immobile le long de {A) et voyant venir (S), ce
sont .donc les fronts d'onde rapprochés qui [atieignent d'abord,
puig les fronts d'onde espacés quand fa source s*éloigne de lui ; deux fronts
d'onde conséeutifs étant distants d’une longueur d’onde sonore, tout se
passe peur |'observateur {O) comme si I'onde qui vient 3 sa rencontre avait
une lengueur d’ontde plus courte (¢’est-a-dire une fréquence plus grande)
que celle qui s’éloigne : quand (S) s’approche de (), le son regu par
Vobservateur voit done son intensité augmenter (£ « 1/r —s [
£? #quand r g) et d&s que la source dépasse (O), son intensité diminue en
méme temps que sa tonalité devient plus grave, Cet effet Doppler est aisé a
observer quand un train siffle ou une voiture klaxonne en se dirigeant vers
I'observateur.
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Naturetlemeni, quand ["observateur (O) est lui-méme en mouvement i la
vitesse v,, tes ondes I'atteignent i des vitesses encore différentes : si (O}
se rapproche de la source, la longueur d'onde observée sera encore plus
faible donc 1a fréquence plus élevée et ce sera le contraire s'il s'éloigne de
(3). _ : .

On peut alors montrer que si I"observateur (O) et 1a source {S) se déplace
sur la méme droite (A), fa fréquence » observée par (0) est donnée par :

—— ("' - ”“), (8.17)

v B,

vq désignant la fréquence propre de la source (S).

Si v, et v, sont trés petits devant v {ce qui est le cas en général quand
P’'onde émise par (5) est ]umineuse), (8.17) devient, compte tenu de ce que
ve/v et v, fv €1

v =rp(1-220%), (8.18)
. T
(vp—w, ) ctant la vitesse refative v,,, de |'observateur par rapport a la
SOUrce.
St &, n'est pas dans la direction de déplacement 7, alors en désignant
par 8 [angle {#,, ¥,,, ), (8.18) doit étre remplacé évidemment par :

¥ = v(,(l - Uov % cos @), (8.19)
(v — v, )cos @ =wv,,, cos # étant la composante relative de #g,, seton la
direction de déplacement &, de la source.

L’effet Doppter permet de rendre compte, en acoustique, de I'onde de
choc que constitue le son intense et bref qui accompagne le passage d¢'un
avion supersonique. On le rencontre également en physigue atomique,
dans I'étude spectroscopique de ta lumiére émise par des gaz en
mouvement, ainsi qu’en astrophysique, puisqu’il se manifeste par le
déplacement vers le rouge du spectre visible de la lumire provenant
d'étoiles qui s’éloignent de [a Terre. '

En médecine et physiologie, on 'utilise pour mesurer la vitesse du sang.
Lreffet Doppler d’ondes acoustiques (quelgues MHz) focalisées sur une
petite région d’un vaisseau sanguin permet de déceler et méme localiser des
insuffisances circulatoires.

8.2 La spermovélocimétrie par effet Doppler

Les observations physiologiques montrent que chez ’homme fécond, il
y a en moyenne 60 % de spermatozoides mobiles. dans le sperme; ce
pourcentage peut &tre bien inférieur, voire nul chez les hommes infertiles.

Un pronostic de siérilité et son traitement éventuel nécessitent donc ta
mesure de la vitesse de déplacement des spermatozoides d'une goutte de
sperme pour estimer le taux de mobilité spermatique : 1a mesure objective
de ce taux, réalisée au microscope optique, sur des particuies de vilesse
moyenne 80 wm s~ est donc trés difficile & réaliser. Par contre, la mesure
de Feffet Doppler Ap = v — v, sur la lumiére visible diffusée, dans la
direction &, par le sperme en mouvement coaduit aux distributions
spectrales rassemblées dans la figure 8.13 :
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vy \t / ¥ vy TT?
lumitre ' x 8 lumicre 3 Y [
incidente v, transmise

!iui#:lés?e et observée ;& vo+ Av
1 I
(@) Hz ) Hz
¥y
LY v,
lTT )6

vg+ Ay

(c)

Yo vy + Av

Fig. 8.13

a ) intensité lumincuse observée, de fréquence v, si le diffuseur est
immobile;

b) déplacement du signal précédent de v, en v+ Ap pour un
mouvement unidirectionnel & vitesse unique { relation 819 ];

¢) intensité du signal diffusé si le mouvement é&tant toujours
unidirectionnel, les vitesses des spermatozoides ne sont pas les mémes;

d) intensité dans le cas ob toutes ies directions et les vitesses sont
possibles,

Pour fixer les idées sur la haute résolution qu'exigent de teiles mesures,
avec la vitesse moyenne ci-dessus et un anglé d'observation 8 ~ 107, le
déplacement Av est de I"ordre de quelques dizaines de hertz, soit 10" fois
plus faible que la fréquence », de la lumiére utilisée.

LES PHENOMENES VIBRATOIRES

9. LA COMPOSITION DES ONDES HARMONIQUES
DE PROPAGATION

Considérons deux cailloux que l'on jette dans une mare et qui atteignent
sa surface en deux points distincts 8, et 8, (fig. 8.14). Chacun d’eux induit
une onde harmonique circulaire de propagation transversale, d’amplitudes
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respectives £q,, et &y, de fréquences o, et w,, de nombres-d’onde k, et k,
avec : w,/k, = w,/k,= v, vitesse de propagation des ondes ne dépendant
que des caractéristiques physiques du miliecu. Comme rien n'oblige les
cailloux A toucher "eau simultanément, nous appellerons 8, la différence
des phases initiales des deux ondes et écrirons 1 -

Er =&y sinlk,r— e t), ELr, E)= £g sin(l,r’ ~ wat F8y).

FiG. 8.14

Placens un bouchon en B, et posons §,B, = r,, $,B, = r,. Chaque onde,
de méme polarisation transversale, ajoute algébriquement ses effets en B,
et le mouvement du bouchon selon la verticale du leu en ce point est donné
par :

Ery, 1y, 1) = £, sinlhr = o)+ £y sin (o, —wqt +8,)
(8.20)
Cette relation peut encore s'écrire :
E(t, ry, ray =&y, sinfo £~k ry+ o) + &g, sin(e,t —kor, — 8, +7);
pour une position dennée (r, r,) de B,: a,=—kyr +7 e a,=
—k.r,— &,+ 7 sont des angles constants et nous pouvons dire que le

mouvement du bouchon en B, résulte, par application du principe de
superposition, de la compaosition :

E{8) =&, sinfw I o))+ &y sin{oat +as,), (8.21)

de deux mouvements vibratoires harmoniques d’amplitudes respectives £,
et &,,, de fréquences w, et w,, de phases initiales ¢, et @, et dont la
différence de phase est donnée par :

8 ={w,—w )t +{a,—a,;) avec a;—oa,=kr —ky,— 8 |(8.22)
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Plusieurs cas simplificateurs peuvent alors 8tre envisagés pour ces ondes
ayant le méme état de polarisation :

1? Les ondes ont 1a méme fréquence (w = w, = w,} &t par suite, ta méme
longueur d'onde (A =Xi,=A,). On étudie alors la composition (ou
interférence) de deux mouvements harmonigues de méme fréquence :

a} elles ont la méme direction de propagation : cela se produit dans le
cas d’un bouchen placé en B, cu B) sur I'axe $,S,;

b} elles se propagent dans l'espace : on réalise des interférences
spatiales comme en B ;

¢y elles ont des directions de propagation opposées (par exemple,
comme en B,) : on observe des ondes stationnaires, phénoméne gue 'on
peut aussi obtenir par ia compesition d’une onde avec une autre réfléchic
sur un obstacle fixe.

2® Leurs {réquences ne sonl pas les mémes (w, # @, 4,7 A, OU
v, & v,) 1 on obtient le phénoméne de battement.

La caractéristique mathématigue commune de tous ces phénoménes
provient de Pexpression (8.21): on peut considérer £(¢) comme Ia
projection du vecteur tournant_de Fresnel OP obtenu en effectuant la
somme des vecteurs de Fresnel OP, et OP, dont les projections respectives
(surle méme axe) sont &, sin(w,t + ;) et &, sin{w,f + «.). (Revoir i ce
sujet les propriétés des vecteurs de Fresnel décrites au chapitre 8 du
tome 1.)

Ajoutons qu’on peut considérer encore d’autres cas comme celui de a
superposition de deux endes harmoniques de méme fréquence et de méme
direction de propagation mais dont les états de polarisation £, et £,, sont
orthogonaux : nous 'examinerons en détail dans Pétude de ia lumiére
polarisée au chapitre 9.

A part le cas ci-dessus oll les états de polarisation sont orthogonaux tous
les autres sont caractérisés par le méme état de polarisation; celui-ci peut
&tre de type scafdire (ondes longitudinales) ou de fype wvectoriel {ondes
transversaies) : si les ondes transversales ont la méme dirgction de
polarisation, on peut ajouter les valeurs algébriques de £, et £, comme
pour les ondes longitudinales et le principe de superposition leur est
appliqué de manigre similaire.

Nolons enfin que les effets étudiés ci-aprés sont particulidfrement
importants quand les ondes qui interférent ont des amplitudes du méme
ordre de grandeur et des fréquences voisines; dans le cas contraire, les
deux ondes se propagent sans donner lieu & un effet notable.

10. H\IT};}RFERENCE DE DEUX ONDES HARMONIQUES, DE
MEME ETAT DE POLARISATION ET DE MEME FREQUENCE

16.1 Ondes ayant la méme direction de propagation

Draprés (8.21), si nous considérons deux ondes harmoniques de méme
état de polarisation, d'amplitudes &,, et £,,, de fréquence w, de phase a
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I'origine & ; et o, se composant en un point de leur direction commune de
propagation, ccla revient & étudier la somme :

E(t)= &y sin{wt +a )+ &y sinlwt + az), (8.23)
le mouvement résuftant ayunt le méme &lat de polarisation que ses
composantes. '

Soit (A), I'axe dont I'angle orienté avec Ox est'mesuré par wf :

wt =(0x, A). _

Par rapport & {A), nous peuvons construire les vecteurs OP, et OP,, de
normes respectives £, et £, d'angles @, ={A, OP,) et o, =(A, OF,)
(fig: 8.15). Leurs projections, sur la direction (£) orthogonale 4 Ox, sont
mesurées par: £,(1)= &, sin{at +a,) et £L£6)= g sin(wf + ay).

3

Fic. 8.15
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~
Fd Y
,z’ \\
f, LY
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\
\
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‘\az ’/
1
wl
0 X

Draprés {8.23), le vecteur OP = 6_]5, + 6152 a pour projection sur {£}1la
somme des prejections des vecteurs —O'_ISI et 6152; par conséquent :
&(1)=proj, OP = £, sin(wt +a),
si nous appelons £, la norme de OP et o 'angle (A, OP).
Dec OP>={0P, + OF,F, # résuite que :

£a= [‘Eﬁl + Ep 1 280,800 COS (@, — @, )]I,rz; (8.24)

de plus, projetant OP = _F, + _ﬁz sur (A) et I'axe qui lui est orthogonal; -
AOUS Avons !

£0 CO8 a =&y, COS @y + &4y COS @y,
fosina = &y 8N ) + g SN ay,

134



PROPAGATION DES ONDES ET PHENOMENES VIBRATOIRES

_fw sin ar) + &gy s8I0 @y
Egy €08 ) + &yp COS @4

50il : tg o (8.25)

Comme (a, —a,), &, &, &y et £y, sont des paramétres constants, nous
en concluons que :

la composition de deux ondes harmoniques, de méme &tat de
polarisation, de méme fréquence w et de méme direction de
propagation est un mouvement harmonique, d'équation :

E(Yy=¢,sin(wt +a),

de fréquence w, d'amplitude &, donnée par (8.24) ét de phase a
Porigine @ définic par (8.25).

Du § 9, il résulte de plus que o, = —kr, + o et a,=~a, +kd —§, ol
d =|S:S,]. Ceci entraine que ce mouvement est en fait une onde
harmonique de propagation, propriété qui apparait clairement dans les cas
particuliers ci-dessous ol la phase de £(¢ ) vaut : wf + o =t —kr, +C"™:
o a,=a,+it X2a, (1 entier) . par définition, les phases a I"origine étant
égales, les dewx mouvements yont dits en phase. Les vecteurs OP, et OP,
sont alors parallégles (fig. 8.16a) et 'on 2 ;

So=€mtéu =, =a. (8.26)
3 ' ¢
§IM_P
d \\\
M2 uuuuuu P2 // \\\\
.r/ Mi ---------- N PI
mlo B @ P
L a M,
oy .-
2 . * L-z)f Fam &2 24 __LA.)
Q x *’J
PX_ M, o 7
{a) (&) (c)
FiG. .16

Deux mouvements harmoniques de méme fréguence ¢l en phase
interférent en renforgant leurs effets puisque les amplitudes s'addition-
nent : on parle encore d'interférence constructive en tout point de la
direction de propagation.
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® a,=a, 4—.(2:1 + 1}ar, (n entier) : par définition, les maoyvemengs sont
dits en oppaosition de phase. Leurs vecteurs tournants OP, et OP, sont
antiparalléles (fig. 8.16b) el on en déduit :

§o=|§m"foz ;. a=a =a,t (8.27)

Deux mouvements harmoniques de méme fréquence el en opposition de
phase interférent en atténuant leurs effets puisque les amplitudes se
soustraient : on parle d’interférence destructive.

. o, =, +(2n +1) %T {rn entier}: les deux mouvements sont dits en
quadratire (fig. 8.16¢) avec
T E=VEL R aTa ke’ avee tga'={Ep/t;  (8.28)

Eop Sin oy = £y, CO8 &y
= —— cposons fga'=¢§
£o) CO8 0, F &y SN &1, P £ Eoz/Evrs

(sia,=a,xw/2,tga

il en résulte :

_sinq, coso’rcos o, sing’ _ sinla, o)
cos @, cos @’ Fgin @, sin o' cos(o,xa’)

=igla,xa’),

g o
s0it : c=a,a')

10.2 Interféremces spatiales

Considérons maintenant deux sources ponctuelles 3, et S, osciffant en
phase, & la méme fréquence w : dans ces conditions, elles sont qualifiées
de synchrones. Supposons dc plus que les ondes sphériques gu'clles
émettent dans l'espace sont des ondes sphérigques de méme éfat de
polarisation : leur amplitude varie avec la distance » d’observation el nous
incluerons cetle dépendance dans I'expression des ampliludes £,,(r) et
£o2(F) de ces ondes.

Dans ces conditions {8.21) est encore valable avec w =wo, = w.,,
k=k,=k,:

¥

Fig. 8.17
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E(ty=¢£,, sin{ewf + o)+ &y sin{wl +o,),
8=a,—a,=k{r, —r), (car §,=0 par hypothése),

6. 8.18

En un point B (fig. 8.17} tel que r, = §,B, r, = S,B, les deux ondes de
propagation s'additionnent, leur déphasage étant mesuré par :

’)I
& =llr, —rs) =_7-_r (r, —r.), (8.29).

si A est la Iongueur d’onde commune des ondes.

Remarquons que, contrairement au cas 10.1, 8 =&, —«, n'est plus
constant car dépendant du choix (r,, r,) du point d'observation B.

La méthode de Fresnel s’appligue encore ici (fig. 8.18). (8.24) nous
donne "amplitude de 'onde résultante :

f():(fﬁj +ft212+2§m§nz cos 8 }'/7. (8.30)

Ceileci varic entre [&, — &pa| €l & +&p2. respectivement pour
cos § = —1 et +1, c'est-2-dire 5 =(2u + )7 et § =2na{n entier).

257 A
I 8i8=(2n + D, T(ri —r)=2n + D — ry =20 + 1)5-

A
Pour §=02n +1)m ou r —r,=(2n+ I):}-s on observe des

interférences destructives, les ondes soustrayant leurs effets :
&= 18, — &4s| a une valeur minimale.

= RA.

B3| e

. 2
2° 8i 8 = 2nm, T?r(rl —fa)=2m — = F,=2n
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Pour 8 =2nw ou r,—r,=n\, on observe des interférences

constructives, les ondes ajoutant leurs effets 1 &, =£&;, + &qa-

Mais r,—r,= constante représente dans & des hyperboloides de
révolution, d’axe 5,5,, de foyers 8, et S,. Les interférences constructives
se produisenit donc sur les hyperboloides d'équation : r, ~r,=0, T A,

+ 24, ..., surfaces ventrales ol les ondes interférent en renforgant leurs
effels; quant aux interférences destructives, elles ont lieu sur les
hyperboloides : r; ~r,= %A /2, £3A/2, ..., surfaces nodales oli les

ondes interf&rent en atténuant leurs effets : les surfaces nodales sont donc
intercalées entre les surfaces ventrales, la distance qui les sépare, mesurée
sur 'axe $,8,, étant d’une demi-longueur d'onde.

Si an considére un plan passant par cet axe, il coupe les hyperboloides
selon des hyperboles de foyers 8, et S, : c’esl ce qui apparaft sur la
figure 8.17.

En chaque point de I'espace, ’onde résultante a pour amplitude £, donné
par (8.30) et la phase a mesurée par 'angle {A, OP) que fait le vecteur OP
avec |'axe (A) défini par (Ox, A)=wt (fig. 8.18). Pour un peint B
considéré, w,, o,, @ et § sont des angles constants : "ende rdsultante,
d’équation :

Ety=¢y sin(wt +a),

m'est done pas une onde de propagation mais une onde stationnaire pour
laquetle le déplacement a une amplitude donnée en chaque point de
I'espace. Cela provient de ce que tes deux sources §, et 5, ont ]a méme
fréquence et un déphasage constant : elles sont encore dites cohdrentes.

Si les sources sont incohérenfes (fréguences non identiques ou
déphasage variant de maniére aléatoire avec le temps), on ne peut observer
de telfes figures d’interférences. Ce sera le cas avec les sources lumineuses
psuelles {ampoule électrique, tube & décharge) constituées de nombreux
atomes qui peuvent émettre des ondes sphériques de méme fréguence mais
suns relation de phase. Par contre, si nous considérons deux pointes
vibrant en synchronisme & la surface d'une cuvette pleine d’eau, un jeu
d'onde stationnaire s'établit, car les sources sont cohérenies par
construction.

Supposons maintenant que la distance d de séparation des sources §, et
S, soit petite devant la distance d’observation D : si les sources sont
identiques, nous pourrons admettre, dans ce cas, que les amplitudes £,, et
£ des ondes sphériques émises par S, et S, sont sensiblement égales, et

(8.30) devient :
Ea= g V21 4+ cos 8)=2&,, cos § /2.

Mais la géométrie de la figure 8.19 pour D3 d et x = OB <D, entraine ¢
petit, sin ¢ #tg & =x/D et (r, —r,)~S,A=d sin 0 ##dx /D.

Par suite, le déphasage 8 vaut :
27dx
DA

2
R e (8.31)
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ofL—*—~_B (7)

FIG. 8.19

et de plus : £o=2£,, cO8 (E—({E) ' (8.32)
D

Si en (¥ nous mettons un &cran (7), normal & OO, en supposant les
ondes émises tumincuses, nous coupons les surfaces ventrales et nodales et
observons sur "écran des franges alternativement brillantes et sombres :
cela est évident d’aprés (8.32) puisque I'éclairement de I'écran E étant
proportionnel & I'énergie regue, c’est-i-dire a lintensité 1, est donc
également proportionnel & £3. Nous pouvons écrire :

'n'dx)
DA S

E=E, cosz(

3 -2 -1 o 1 23 F6. 8.20
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ou E, représente I"éclairement de I"écran en Q' (od x = 0); la distribution de
cef éclairement sur {(sr) est schématisée sur la figure 8.20; les poinis
d’éclairement maximal sont donnés par 'égalité :

wdx /DA =8 /2=nm, (n entier),

D .
SOHL : x=n -—E)iu(n=0, =, =2, ... (8.33)

L’interfrange Ax, distance entre deux franges brillantes successives
vaut : Ax =DaA /d; de sa mesure, connaissant ¢ et D, on en déduit la
tongueur d’onde A : cetie expérience constitue de [ait, une des méthodes
classiques de mesure des longueurs d'onde d’ondes harmoniques de
propagation,

10.3 Ondes stationnaires amidimensionnelles

Dans I'exemple précédent, nous avons vu comment delx sources
synchrones peuvent donner naissance & des ondes stationnaires spatiales,
Il n'est pas toujours nécessaire d'avoir deux sources car, dans certaines
circonstances, une onde de propagation peui, en se réfléchissant sur un
milieu différent de celui dans iequel elle se déplace, induire une deuxitme
onde de propagation qui interférera avec la premiére.

Prepans, par excmple, une corde fixée 4 sen extrémité O et induisons,
par déplacement de |'autre extrémité, une onde de propagation harmenique
qui se déplace 2 la vitesse v vers la gauche : &(x, )= &,, sin{wt + kx ).
Par réflexion sur la paroi fixe située en O {fig. 8.21), une onde de
propagaticn harmenique est créée qui se déplace vers la droite. Son
équatien sera de maniére générale ;

E(x, )=y sin(w't ~k'x),
avec w' = opi'.

&i(x, ty)

&

o
ALLLLLLERRRERRNSRARNSSNAN

~£o1

- A -

Fi1G. 8.21
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Exprimons qu'au poinl O la corde est immobile a touf instant; la
composition des ondes de déplacement, de méme état de polarisation, doit
avoir en ce point une résultante nulle :

Ve, £(0, £)= £qy Sin wi + £y Sin 't =0,

impligue w'=w, k'=k et & +€p=0 — £, =—&,,.

1L onde réfléchie a la mé&me amplitude, la méme réquence, la méme
longueur d’onde, et est en opposition de phase par rapport & ["onde
incidente : .

Ex, t)=§,, sin{wf —kx + ). (8.34)
It en résulte :
Elx, )= £,(x, )+ Elx, 1)=&, [sin(ot + kx ) = sin (et —kx)],
50Il : E{x, t)=2&,, sin kx cos wf, (8.35)

équation d'une onde stationnaire unidimensionnelle puisque I'amplitude du
mouvement résultant, en un point x donné, est constante. Ce résultat est
schématisé sur la figure 8,22 représentant la variation de "amplitude £, du
mouvement de {a corde en fonction de x @ £,(x }=2£,, sin kx (ligne ¢n
pointillé) et de &(x, t) donné par (8.35) (ligne pleine). Les points de type
A,, A,, ... ol la corde est immaobile sont des neeuds; ils sont définis par :
kx, = nm, {n entier),
g A
c’est-&-dire : X, =n TonZ
k 2

el deux neeuds consécutifs sont séparés d’une demi -longueur d onde, car :

X1 — Xy =[(ﬂ + l)—n]g-:g.

Eglx ) =2€,, sin kx

Fio. 8.22

Remarquons, qu’a ce stade de notre étude, toutes les fréquences o sont
autorisées pour ['onde incidente (et 'onde réfléchie) et qu'il en est de
méme pour les longueurs d'onde (A =27 /k =27 fo ).

Supposons maintenant que Fautre extrémité de la corde de longueur L
soit fixe; nous écrirons alors :

¥, &(L,ty=2&;, sinkL cos of =0,
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soit : o 2£q; sinkL=0 — sin kL =0,
d’ol la nouvelle condition :

2L :
kL=nr ou A, :T;, (n=1,2,3 ... (8.36)

Seules les ondes incidentes et réfléchies dont la longueur d’onde A, vérifie
la condition (8.36) pourront donner naissance 4§ des ondes stationnaires.
Les fréquences de ces ondes obéissent aussi & une condition similaire :

w, U v vow
¥, —=-—=po—=ny; avet p,=-—=-—:

" 2w A, 2L X, 2L

la. fréquence associée & la longueur donde A, :

Ij" =nv, avec y,=13/2L; (8.37)

v, est appelée fréquence fondamentale : les seules fréquences autorisées v,
sont les multiples de v, et un couple (v, A, ) définit un mode de vibration.
La figure 8.23 montre la distribution des amplitudes £,(x) pour les trois
premiers modes (7 =1 & 3) de vibration.

SNATIIRIIN

ALLLLALS LR LR LAY

FIG, 8.23

Remarque. Nous pouvons poser d'autres conditions aux limites que
celles imposées par le mouvement de la corde (£(0, t)= &(L, t)=0) :
ces conditions dépendent du- probléme physique considéré.
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Par exemple, si la corde a son exirémité ea x =L attachée & un
vibrateur d’amplitude A et de fréquence w, on écrira : &L, )=
A sin of; si on étudie un tuyay sonore fermé i ses deux extrémités, on
aura £(0, t}y=£&(L, ¢t }=0; mais si ce tuyau a son extrémité L ouverte,
on posera &£(0, ¢)=0 et on remarguera qu’a 'extrémité libre L, fa
pression du gaz est donnée par la pression atmosphérique extérieure,
etc. A chaque fois, on obtiendra des ondes stationnaires de
distributions différentes, mais dont la caractéristiqgue commune est la
guantification des longueurs d'onde et des fréquences correspondan-
tes; la quantification de certaines grandeurs physiques n’est donc pas
réservée i la seule physigue atomigue.

11, BATTEMENT DE DEUX ONDES HARMONIQUES, DE
MEME ETAT DE POLARISATION, DE MEME DIRECTION DE
PROPAGATION ET DE FREQUENCES DIFFERENTES

Considérons maintenant la composition de deux ondes harmonigues
£,(E) et £,(8), de méme état de polarisation, d’amplitudes £, et £, de
fréquences w, et @, et de phases & origine &, et a., leur direction de
propagation étant la méme : le mouvement résultant a pour équation seion
(8.21) :

E(ty=1, sinfw;t +a,)+ &, sin{w.t +a,), (8.38)
£(t) ayant I"état de polarisation de £, et £,.

Fig. 8.24

Les vecteurs de Fresnel correspondants (fig. 8.24) OP,, OF, et OP, el
que QP = OP, + OP,, ont pour normes £;,, &, et :

Eg=1&5+ &5 + 264,€4, cO8 6117, (8.39}
avec : §=(w;— @) +ta,—a,.
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Contrairement au cas traité au § 10,1, Pangle 8 des deux vecteurs OP, et
6?2 n'est pas constant dans le temps, aussi amplitude £, du vecteur op
est une fonction périodigue qui varie entre £ =|& —&wm| pour
cos 8~ —1 et £...= &+ & pour cos § =+1, la fréquence de ses
variations entre ces valeurs extrémes étant donnée par :

1“’2"‘01|

=lva—v,|. | (8.40)

200 =|w,~w,| ou Av= S
_ 27

On dit que I'amplitude &, du mouvement résuftant’ (non harmonique
puisque &, constante} est modulde et ce type trés particulier de
composition prend le nom de batterment. La variation de £,{1 Yentre £_;_ et
Enax de périodicité T=1/]v,~v,| a été représentée sur la figure 8.25,

£o(t)

O t t+T

Fic. 8.25

Un tel exemple de battement peut &tre observé cn écoutant deux
diapasons, de fréquences assez voisines : le son recugilli par 'oreilie de
I’observateur a son intensité modulée puisque I"énergie transportée par les
deux ondes de propagaiion varie comme Vamplitude au carré du
mouvement résultant (§ 6.3).

Dans cet exemple, on peut admetire que ies branches du diapason &tant
peu diftérentes : £;, = £,,;; en posant :

w'+w2=m, a1+a2___ , |a’1 “0:2! - Aa, k, +k2=k,
2 2 2
(8.38) devient :
E(f) = 2L, cos(Awt + Aa)sin(wt +a} _ (8.41)

oil 2¢,,, cos {Awt + Aa ) s'identifie avec 'amplitude £, calculée en (8.39). a
s’écrivant —kr, + C*, le mouvement résultant (8.41) est celui d’une onde
de propagation non harmonique puisque d’amplitude £, variant avec Ie
temps.
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£ Tyagz,

~2 [

FiG. 8.26

Il peut &ire considéré (fig. 8.26a) comme décrit par une fonction
périodique, de pulsation (w, + w,)/2, dont {'amplitude est modulée dans le
temps avec une pulsation |w, —w,|/2; la période de cette amplitude
T=47/{w,—w,| est généralement (rds grande devant celle de I'onde
résultante 7 =45 /(w, + w,). Si on examine le graphe (fig. 8.26b) de
Iintensité ¥ec£3(¢), on comprend mieux pourguoi, dans ie cas des
diapasons, {"oreille pergoit la modulation d'amplitude : le son recueilli a
une énergie variant {2 un facteur de proportionnalité prés) entre 0 et 482, et
cette variation d’intensité qui se fait avec une trés basse fréquence
|w,—w,} est aisément décelable par I'observateur.
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LES ONDES
ELECTROMAGNETIQUES
ET LA LUMIERE POLARISEE

GENFRALITES SUR LES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

1. LA PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES
DANS LE VIDE

Ce que I'on appelie communément lumidre visible recouvre en fait- les
vibrations e]ectromagnellques d’un trés petit domaine de fréquences
correspondant 3 la sensibilité de I'ceil humain (3.8 & 7,7+ 10" Hz). La
théorie — essentiellement due 3 Maxwell (1865) — et de trés nombreuses
expériences nous conduiseni A admetire que ces ondes électromagnétiques
doiveni s'identifier & un champ electromagnethue de propagation,
composé d’un champ electnque E couplé A un champ magnétique B, sc
déptacani dans le vide & la vitesse c.

Le comportement spatio-temporel de ces champs obéit & une série
d'équations aux dérivées partielles établies par Maxwelt et nous nous
contenterons, ici, d'en examiner seulement quelques conséquences :

1° Dans le vide, chacun des champs BetB, supposés se déplacer dans [a
direction Qx de &, vérifie la méme équation de propagation :

a%B(x, 1) a%B(x, t) 97Blx, 1) 27B(x, 1)
T Boba 7" ——— =gt — 5 (31
X dt dx a
g, et pq étant respectivement la permittivité diélectrigue et la permeabzhte
magnertque du vide. L'identification de (9.1} avec (8.1} nous conduit a
exprimer la vitesse ¢ de dep]acement de I'onde électromagnétique dans le
vide par la relation :

¢ =V1/egmg~3- 108 m-s~". (9.2)

Remarque : Dans le Systéme International, 1a perméabilité magnéti-
quc g est définie par la relation :

o =47 -1077=172566- 0" m-kg-s"?- A7,
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or, nous avons dit au chapitre 4 du tome 1 que, dans le vide :
K=10""c2=1/4me,=8,9874-10° (SI),
d’eb il résulte que :
= /4o K =107 /dec? = §,8543- 107" m—>- kg™ ' - s*- A2,
il vient enfin, par voie de conséquence :
aitp = (107 /4ar¢ 2} 4ar - 1077) = 1 /¢ 2, conformément 3 (9.2).
L’invariance de ¢ dans tout référentiel galiiéen — un des postulats de {a
mecamque relativiste d'Einstein — inexplicable dans fe cadre de la
mécanique newtonienne, a été établie par Iexpenence historique de

Michelson et Morley, puis par d’autres encore plus précises. La valeur de ¢
admise actuellement est :

{ ¢ =299792456,2+ 1.1 m-s—". S

2% Soit une onde électromagnétique plane (w). les équations de
Maxwell impliquent que les champs électrique et magnétique sont
transversaux par rapport & leur dircetion de propagation, orthegonanx
entre eux et en phase (fig. 9.1). La direction de propagahon de I'onde plane
est donc celle du vecteur E A B.

E
B
o 3
Ea ﬁj

F1G. 9.1

3° Les normes de E et B, mesurées au méme instant t,, vérifient la
relation ;

[B(x, 1y} = 4 [E(x, £y}, (9.4)
-

si'B, E et ¢ sont mesurés en upités (SI).
Amm nous voyons que fes propriétés de la lumiére sont complétement
décrites par le comportement du seul champ de propagation électrigue
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transversal B (fig, 9. 2) si B se déplace avec la vitesse &, B se propage

dans fe plan (& E A 7 ), en phase avec B, et sa norme est donnée par
|B| = [E|/c.

FiG. 9.2

4° Si une onde plane electlomagnethue est caractérisée par son champ
électrique Eet que celui-ci, au cours de sa propagation 4 la vitesse £, oscille
dans un plan déterminé, on dit par définition que cette onde lumineuse est
polarisée linéairement; le plan (E ) dans lequel E oscille est le plan de
mbranon de 'onde (fig. 9.3). (Certams cuvrages définissent le plan
(B, &), orthogonal au précédeni, comme son plan de polarisation, )

Une onde lumineuse plane harmonique, dont le plan de vibration
rectiligne () est (Oxy ) 2, dans le vide, un champ électrique d’ équation :

Blx, )=HB, sin k(x —ct)=Eysin(ky —wt) (o =kec), (9.5)
et un champ magnétique :
ﬁ(x, £) Zﬁo sin(kx - wt),
avec ; Eue(w) et §0L(w).

¥ FiG. 9.3

plan de vibration

plan de polarisation
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2. PROPAGATION DANS UN MILIEU MATERIEL.
INDICE DE REFRACTION ABSOLU

Unc onde électromagnétique, dans un milieu matériel, se propage a ia
vitesse :

v =V1/egp, (9.6)

& et p etant respectivement la permittivité didlectrique et la perméabilits
magnétique de ce milieu (. est en général trés voisin de u, pour les corps
transparents & la iumiere, mais & peut différer de e, d'un facteur
important; eau : s, =&/g,=78, alcool : g, =24, verre : g, =8, paz:
g~}

Par définition, I'indice de réfraction absolu (n) du milieu est ¢ quotient
de la vitesse de I'onde dans {c vide A sa vitesse dans le miljen :

l n=cjuv. (9.7)

Cet indice dépend, non seulement du milien considéré, mais aussi de g
fréquence v de 'onde incidente. Nous avons dessiné cette dépendance sur
la figure 9.4 pour quelques matériaux transparents utilisés dans la
fabrication des lentilles que I’on trouve dans les instruments d"optique : les
verres ont — endre 400 et 800 nm — des indices absolus compris entre 1,5
{crown}et 1,75 (flint lourd), le diamant a un indice trés élevé (n =24 pour
A =300 nm}et Pair un indice trés voisinde 1, 2 1a pression atmosphérique.

" &
5 Flint lourd
1,7 +
1,6 1
1,5 Quartz vitreux
1,4 ' + + + + 4 + i + 2>
3-10M 3- 10" y(Hz)
A e "
(nm) 103 102
FiG. 9.4
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3. NOTION DE CHEMIN OPTIQUE
3.1 Définition’

Nous avons défini au paragraphe 6,2 du chapitre 8 la surface d'onde de
propagation comme le lieu des points caractérisés, a un instant donné, par
la méme phase (exemples: & f, domné, plans d'équation x —vf,=
constante, sphétes r — vt, = constante). Dans deux milieux ol les vitesses
de propagation d’une méme onde lumineuse different, les surfaces d'onde
ne se déplaceront pas non plus A la méme vitesse et la notion de chemin
optique va mettre en relief cette différence. '

Considérons, par exemple, une onde plane harmonique qui atteint une
laine de verre dont les faces sont parailéles au plan d"onde {fig. 9.5). Soil ¢
son épaisseur et ¢ |a durée de sa traversée par 'onde harmonique : v &lant
la vitesse de phase dans le verre, = e /v. §'il 0’y avait pas eu cette lame
sur le trajet de P'onde, cette derniére aurait parcouru dans le vide, pendant
Ia méme durée, la distance : 8 = cf =ce /v = ne.

=g "

Ap

L

Ao A Ao

0 Xy Xg+e

. Fic. 9.5

La distance que parcourt une onde de propagation dans le vide
pendant T'intervalle de temps qu’elle met & traverser un milieu
isotrope, d'épaisseur e et d'indice absotu #, définit le chemin optique
de I'onde dont la valeur est : & = ne.

Soit x, I'abscisse de la face d'entrée, x, + e celle de fa face de sotie de la
tame. L'onde harmonique, dans ce milieu, a pour équation, si on ne
g'intéresse quh son champ électrique :

- =, x t '
. Ef!lio 5111211-(;——?),. .avec A=vT,

La différence de phase entre ['onde qui sort de la lame en x, + ¢ at celle
qui pénétre en x,, mesurée au méme instant f;, est donnée par :

Xgte tu) (xu te)- e i
= R ._.2 e — ] = —_ 9.8
€ 2“( y T/ T\ oy -8
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Dans le vide, a la période T de Ponde correspond la longueur d'onde
Ao=¢T — A/A=¢/v=n.

Entre fa longueur d'onde d'une onde plane harmonique mesurée '
dans le vide {A,) et dans le milieu (A} d'indice absolu n existe la
relation : .

Ay =na. {(9.9)

I! en résulte que : @ =27e /A =27 (ne/nA ), soit :

® =278 /A, (9.10)

Ainst, une tame de verre, d’épaisseur ¢ el d'indice #, produit sur 'onde
plane harmonique qui la traverse un déphasage : entre I"onde émergente de
ia lame et l'onde incidente, ce déphasage exprimé par (9.10) est
directement proportionnel an chemin optique de Ponde.

Si [a méme onde traverse successivement plusieurs milieux d'indices
différents, le chemin optique fotal est naturellement :

§ =2 ne, (9.11}
i

somme de tous les chemins optiques. Le déphasage correspondant entre
I'onde émergente du dernier milieu et i"onde incidente est toujours donné
par (9.10).

3.2 Application aux lames de phase

Comme exemple d'application, calculons la différence de phase
qu'introduit une lame de verre A faces paralléles, d'épaisseur ¢ et d’indice
absolu n, sur le trajet d’une onde harmonique plane se déplacant
initialement dans le vide.

Dans le vide, d’indice absolu n = [ (v = ¢}, le chemin optique de I'onde
qui se déplace de e est §, = ne = ¢ : la différence de phase de I'onde plane

. - 8
ayant parcouru e, par rappott a I'onde plane incidente, vaut ¢, = 2x -)t—i:
{

€ . . . . \ .
2w -)l—; dans fa lame, d'épaisseur ¢ et d'indice n, le chemin optique est

4]
&,=ne et le déphasage, par rapporl & l"onde plane incidente, vaut

&, ne
(PZ = 27-‘— . 273- —_
)L() ) )‘ﬂ

e déphasage introduit par la lame de phase est donc égal i :
Ap =@, — ¢, =2me{n — 1) /A,

i* Si la différence de chemin optique (8, —8,)=e(n — 1) vaut ki, (k
entier), on qualifie [a lame de verre de lame d’onde : pour une lame
d'onde, Ag = 2k, il n'y a pas de déphasage entre I'onde émergente de la
lame el celle ayant parcouru la méme épaisseur ¢ dans le vide.
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: A ) .
2° 8i(6,—8Y=eln—1)=02k +1) —j‘-’{k entier), on gualifie ]a lame de

verre de lame demi-onde : Ap = (2k + 1), 'onde émergente de la lame
est en opposition de phase par rapport a celle qui a parcouru dans le vide Ia
méme épaisseur e.

A
3 8i (6,— 6, )=e(n—1)=1(2k + I)-f (k entier), on parle de lame

quart donde : Ap ={2k + 1) g donne 1a différence de phase correspon-

dante entre "onde émergente de la lame et celle gui traverse la méme
épaisseur ¢ de vide; Ag = +7 /2 pour e(n — 1) = A,/4, 54,74, 9A,/4 et
Ap = —a /2 pour e(n — 1)=3A,/4, TAy/4, ...

4. NOTION DE RAYONS LUMINEUX

Dans un milieu transparent, la lumiére se propage de proche en proche,
chaque point atteint par le champ é&lectrique E devenant, selon Huyghens,
une source d'onde secondaire.

Quand e milicu est isotrope, les ondes secondaires sont sphériques; si
nous relournons aux figures 8,10a et b qui illustrent respectivement la
construction d'Huyghens des surfaces d’ondes plane et sphérigue, nous
vovons qu'il est possible de dessiner sur ces figures des lignes orthogonales
aux surfaces d'ondes successives : ces lignes représentent des rayons
lwmineux selon lesquels 'onde se propage.

On peut montrer que la relation d'orthogonalité entre rayons
lumineux et surfaces &' onde est conservée tout au long du processus
de propagation de I'onde dans un milieu isotrope.

A cette occasion, on notera PPanalogie péométrique qui existe entre
surfaces d'ondes et surfaces équipoténtietles ainsi qu’entre rayons
lumineux et lignes de champs associées (§ 10 du chap. 6, t. 1)

En optigue géométrigue (chap. 10), on ne considérera, sauf exception,
que des milieux isotropes. De plus, les faisceaux lumineux ne seront limités
que par des diaphragmes ou pupitles de large ouverture : les effets de
diffraction (chap. 11), dus & la nature ondulatoire de la lumiére, n’auront
qu'une portée restreintc. On peut alors admetire que, dans une telle
situation, les faisceaux [umineux iraversant un systéme optique seront
constitués de portions rectilignes de rayons lumineux indépendantes les
unes des autres.

Exem,ba‘e - Considérons une onde plane harmonique qui traverse deux
diaphragmes {I3,) et (D,) avant de pénétrer dans une lentille mince
convergente (L) (fig. 9.6); le réle de cette lentille est de transformer
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I'onde plane en une onde sphéfique convergeant vers le foyer F de la
lentille. Au lieu. de dessiner les plans d'ondes successifs (7)) et les
sphéres concentriques (), i} revient au méme de représenter les
rayons lumincux-orthogonaux aux surfaces d'ondes précéd{_ntﬁs ils
représententun faisceau de lumigre parai!ele convergeant, grace a {L)
vers le point:. Huet clwergeant ensuite apres.

(D)) {Dy) (L)

(m)
-
AN

¥

Tolrates Tmlope

Fi6. 9.6

5. DUALITE ONDE-CORPUSCULE

La lumiere a ét€ décrite ci-dessus en termes d'onde électromagnétique;
cet aspect ondulatoire est indispensable pour expliquer certaines
expériences, felles gquinterférences et diffraction. I est, par contre,
inadéquat pour en expliquer d’autres, telles que 'effet photo-électrique (ou
encore I'effet Cempton); dans ces derniéres, la lumigre, ou plutdt I'énergie
qu'elle transporte, apparail comme gquantifiée, c'est-d-dire formée de
«grains» de méme Energie, trés faible, mais non nulle; on appelle ces
graing des photoss,

Certaines expériences peuvent étre expliquées dans les deux
langages : I'énergic ransportée par 1a lumiére, les lois de [a réflexion et de
la réfraction, par exemple. 1l y a évidemment un fien entre les propriétés de
I’onde et celles du photon : '

i I'onde de fréquence », de vecteur d'onde #, on associe des photons
d’ éne)gle E=hy = (h /207y X (2orv } = fuw, de quantité de mouvement
p=h

(en posant fi=h/27; h est la constante de Planck, égale 2
6,62- 107 I-3s).

Ce caractére ambivalent a été étendu i toutes les particules élémentaires
qui apparaissent comme des ondes dans certaines expériences.
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6. LE SPECTRE DU RAYONNEMENT ELECTROMAGN]?:TIQUE

Les ondes e]ectromagnethues couvrent un domaine de fréquences
extrémement étendu {0 & 102 Hz). Pour des raisons essentiellement
historiques, ke spectre de ce rayonnement est divisé en de nombreux
domaines aux frontiéres mal définies. Le tableau | permet de voir quil
s'étend des rayons y [dont les longueurs d’onde peuvent étre inférieures
aux dimensions d’un noyau atomique (A= 10""* m) et de fréguences trés
élcvées] aux ondes-radio {dont Ia longueur d’onde peut atteindre 10° km).

E(eV) »(Hz) A{m)
]022_ 1
ws |- 1020 ) Ry 10712
|—— |
10 L. 1018 ‘RX - 1A
Inm
1 108
|02L. 1015* U}V
v
1
L 107% |
L gph + J #m
- IR —4
107512 g _| 4 . L10
_ : -2
104 10| ‘!} L. 10 I cm
'10f°_"-"ms 1 .1 L1 1 m
- 1 ,
07 e Radio e
b ’ - , ! km
—10 .
07 % o ] 4 . L. 10
Ry : rayons v, RX : rayons X, UV : ultraviolet
¥ lumiére visible, IR ;

infrarouge, g : micro-onde

TABLEAU 1

L’étendue de ce domaine spectral permet de comprendre pourquoi fes
différentes parties de ce spectre vont se comporter différemment dans leur
propagation & tfavers la matigre; par exemple, les rayons X « mOus »
(A ~50 A, E~250 eV) sont totalement absorbés par une couche trés
mince de matériau alors que les rayons X «durs» (A ~0,2 A, E~62 keV)
sont irés pew absorbés par une épaisseur importante de matiére; [a
différence de transparence des organes du corps humain vis-a-vis de tels
rayons est i la base de la rad!ographle médicale.

Remarqae : Dans le domaine visibie, la couleur de la lumigre prend,
du violet au rouge, toutes les couleurs de Parc-en-ciel : la qualité de la
couleur. de la lumiére (son chromatisme ) ne dépend done pas de la
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longueur d’onde puisque celle-ci varie d'un milieu transparent & un
autre sans que le chromatisme change. La couleur d'un rayonnement
visible dépend donc de la fréguence v de I'ende ou de I"énergie E = fiv
du photon. Dire qu’un rayomnement est monochromatique est donc
équivalent 3 préciser que ce rayonnement a une fréquence donnée.

LA LUMIERE POLARISEE

7. POLARISATIONS LINEAIRE, ELLIPTIQUE ET
CIRCULAIRE

Considérons deux ondes planes harmoniques, polarisées linéairement
(8 1), de méme fréquepce o et se propageant selon Ox; I'une d’eiles vibre
selon j, 'autre selon k, vecteurs orthonormés du référentiel (03 £, , k) -
feurs états de polarisation transversale sont donc orthogonaux (fig. 9.7}

E,

¥

E, (x, 1)

Fig. 8.7

Si 5 représente la différence de phase entre la deuxiéme et la premiére de
ces ondes, nous crirons ;

E (x, £)=]R,, sin(kx ~ot),
E.(x, t)=FkE,. sia(kx ~ ot + 8).

individuellement, ces ondes sont les solutions des équations de Maxweli,

leur composition : B(x, £)=E,(x, t)+ E.(x, 1) I'est aussi et représente

une onde plane, de méme vitesse de propagation, dépendant de 6.
1°8=00na: Ex, t)=(E, +kE )sinycx -~ wt), qui représente

) iy ;_tjz
une onde harmonique vibrant selon (fE,, +%E,. ), vecteur constant :
l'onde est polarisée lindairement, sa vibration s’effectuant selon la

diagonale AC du rectangle ABCD (fig. 9.8).
1155
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®86=m;,0na _F:{x, t)= (" kElc,Z }v.m(kx — w!) equatlon d'une
onde-plane harmonique po]ansee Tinéairement selon (} E,, —kE,. )}, donc
vibrant selon la diagonale BD du rectangle ABCD {fig. 9.8). :

3 820 ou w; posons :
E, =E,(x, t)=E,, sin{kx —wt),
E: =E. (x,t)=E,_ sin(kx —w! + 6).
Il vient ; E,/E,, =sin{kx —wt),
E./E,. =sin{kx —at +38)=sin{kx —wt)cos § + cos(kx —wf)sin 8
— (B, /E,.)—(E,/E,, Jcos § = cos(kx —wt)sin §
— (E./B,. Y+ (E,/E,, ) cos* § —2(E, /E, XE_/E,, }cos §
= c0s> (kx — wit )sin® 8.

(9.13)

< EOa
_ . _ A
1
o
— t—¥
o) IED
~ y
.~
L 1
.
S
Y
F1G. 9.8 m____AIB

En additionnant cette relation a :

(E,/E,, ) sin® § = sin® (kx — ot )5in” 8,
on abtient finalement :

) () g (B oo o =
(E + B 2 B 5 Cos & =510~ §, {9.14)

'y oy LA

équation d’une ellipse inscrite dans le rectangle ABCD et dont le grand axe
(A) fait 'angle e avec j (fig. 9.9), la valeur de o étant donné par :

Y Euz

tg 2o = — cos §. (9.15}

FiG. 9.9
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_ Ainsi au cours de sa propagation le long de {'axe des x, le vecteur
E(E,, E_) décrit une hélice, a la fréquence o, dont ia section droite par le
plan (0; ], E) est I'ellipse ci-dessus : on dit que Ponde est polarisé
elliptiquement,

Dans_la figure 9.10, nous avons degsiné les projections sur le plan
(O ik ) des trajectoires décrites par B(x, ¢) durant sa propagation pour
différentes valeurs de 8; la fleche donne le sens du déplacement pour ¢
croissant.

003000/

ar /2 3afd @ Smf4 3w/2 To/4 2

FiG. 9.10

4 5=+x/2 E, ~E,;

=E_.
E,=E, smka-mf)}
E.,=*E, cos(hxy —wt),

dans ces conditions, (9.13) devient :

(9.16)

le rectangle ABCD se transformant en carré. Le vecteur E, au cours de sa
propagation selon !, déerit une hélice & la fréquence , dont la section
droite par le plan (O;j, i) est le cercle d’équation :

El+ EI=FE. (9.17)

On parle alors d'une onde polarisée circulairement a droite (fig. 9.11 a)
pour § =« /2, d gauche (fig. 9.11b) pour 8 = —x /2,

Eqiz

CL.- =

& = /2, polarjsation dextrogyre 8 = —m /2, polarisation [Evogyre
{a) (5}
FiG. 9.11
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" Nota : Pour déterminer le_sens de rotation, il suffit de caleuler la
vitesse de deplacement de B pour un point particulier : par exemp]e si
&= 4w /2, au point F(0, ~E, ), la phase -

kx —of =7 —n (E_‘, )F= [cm(kx —-wt}]F
S : —wEB, (-1)=aE, >0,

donc déplacement dans le sens CB, c’est-a-dire polarisation
dextrogyre.

8. LUMIERE NATURELLE )
ET LUMERE PARTIELLEMENT POLARISEE

La lumniére naturelle (émise par les sources telies que le Soleil, fes lampes
& incandescence -0u & arcs, ou encore les tubes A décharge) n'est pas
polarisée : tes ondes sont éraises par les atomes de la source de maniére
incohérente, chacune pour son propre compte, si on peut dire; pour un
pinceau lumineux émis par une faible surface de la source, le plan de
vibration ne garde la mé&me orientation que pendant un temps trés faible, an
bout duquel elle change, etc., sans qu’il y ait la moindre corrélation entre
les positions successives du plan de vibration (fig. 9.12).

s
/|

ust
P,
feal}
-
ey
N

il
)
.

jrall

™

FiGg. 9.12 -

Il n’est pas tout & fait exact de dire que la lumiére est incohérente ou non
polarisée : elle I'est effectivement, mais pendant un temps trés court, - au
maximum de "ordre de 167°

Tout récemment, on a decouvert des sources, les lasers, qui peuvent
produire de ia lum;ere vigible polarisée. II' n"y a, par coatre, aucune
difficuité & prodvire des ondes radio-électriques polarisées.

Néanmoins, on 2 obtenu de la lumiére polarisée bien avant 'invention du
laser, par interaction de la lumidre avec la matidre. A titre d’exemple,
considérons de la lumidre naturelle tombant sur une iame de verre
(fig. 9.13) : le faisceau incident IQ n'est pas polarisé. Duant au faisceau
réfléchi OR, I'expérience montre gue les composantes E , des vecteurs E
paraliéles a la lame) sont réfléchies alors gue les composantes E ., de E
fcontenues dans le plan () d’mc:dence%l‘ sont irés afiénuées : aprés
réflexion, la lumidre émergente est donc partieliement polarisée. Il v a
méme une valeur de ['angle d’incidence o =(ON, OI) pour laguelle
E, =0: la lumiere réfléchie dans ces conditions, est linéairement
polarisée, pour :
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FiG. 9.13

! g e = njnll“ {9.18)

avec n, indice de réfraction abselue de I'air, #, indice de réfraction absolu
du verre. Ce résultat est connu sous le nom de fof de Brewster.

9. DICHROISME

Le dickhroisme est |'absorption sélective de I'une des composantes
lindairement polarisées du champ électrique E(x, t): admetions, par
exemple, que la direction { d'un matériau [aisse passer la’ lumiere
linfairement polarisée selon i el absorbe fa [umiere linéairement polarisée
sclonj Li (fig. 9.14). Si un faisceau I, de la lumiére linéairement polarisée
selon E tombe sur cette lame et la traverse, seuie |a composante Eﬂ
(selon i ) sera transmise alors gue l"autre B, (selon [) sera absorbée : fa
lumiére émergente OT séra donc elle aussi Iinéairement polarisée mais
selon la direction i, f'axe de transmission de la lame dichroique.
Remplacons la ]um]ere incidente polarisée_par de fa lumiere naturelle :
chaque vecteur E se decompc)se en E‘,ﬁ, et E et la lumicére émergente est
finéairement polarisée sclon i.

L

FiG. 9.14
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La tourmaline est un exemple de cristal dichroique; actuetlement, on lui
préfire des feuilles de polaroid, matériau constitué de fongues molécules
orientées patallélement : si une telle feuilie, est assez épaisse, elle ne
transmet que le champ électrique paralléle 4 son axe de transmission,
I"autre compaosante étant pcu A peu absorbée.

{a) ' H)
FiG. 9.15

Considérons maintenant deux polarcids paralleles (4r,) et {w5) dont les
axes de transmission :, ef 12 coincident (f]g 9, ISa) (#,) polarise
linéairement selon 1, la lumiére naturelIe, 501!: E le vecteur champ
électrique émergent de (7, ) : puisque E // i : Kf‘ :2, E traverse () et le
champ électrique émergent de {#,) vaut B, = E Si on tourne Qrz) d’un
angle # (fig. 9.15b) autour dg la direction d' mmdence o =(,,1,), aprés
traversée de (m,), Ig vecteur E se trouve réduit 4 sa composante selon i ,,
soit E =E, cos 8i,. On a donc la reiation : E,=F,; cos # entre les
Nnormes des champs électriques incident et emergent de (m,); comme
intensité lumineuse correspondante I est propertionnelle 2 "amplitude du
champ électrique E, il en résulte la loi de Malus :

avec I, : intensité du faisceau incident polarisé selon i 1

]: mtens:te du faisceau transmis polarisé selon 17,

g i, i 2), angle entre les axes de transmission du polariseur (w,) et de
Vanalyseur ().

10. BIREFRINGENCE

La plupart des substances sont optiguement isotropes, la vitesse de la
lomiére étant [a méme dans toutes les directions de I'espace; ¢’est le cas
des liquides, des solides trés désordonnés (comme les verres) et des solides
& haot degré de syméirie (comme le diamant ou ie chlorure de sod[um} La
réflexion et la réfraction 4 la surface de ces cristaux sont sans surprlse si
on peut dire : un rayon incident dans I'air donne naissance 4 un rayon
réfracté, dans le milieu matériel et & un rayon réfléchi, selon fes lois de
Descartes; on a signalé ci-dessus (§ 8) que ces deux rayons é&taient
partiellement polarisés.

D’autres cristaux transparents sont anisotropes : citons, entre autres, la
calcite (CO,Ca) ou spath d'Islande, cristal naturel.
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Ces cristaux ont des propriétés optiques trés remarquables, mais qu’il
serait frop long de décrire complétgment; on citera seulement la
biréfringence. Ayant réalisé une lame -2 faces paralldles judicieusement
oriefitées par rapport aux surfaces - cristallines; on envoie sur la face
d’entrée un faisceau de lumiére polarisée: suivant 1'grientation du plan de
vibration, le: faisceau est dévié ou non. (fig. 3.16).

Vriy

& Pt
A
rayon
extracrdinaire
rayon .
ordinaire (b}
FiG. 9.16

Le rayon extracrdinaire, qui n’obéit pas aux lois de Descartes, mérite
bien ce nom.

Un faiscean de lumiére naturelle, qui peut étre considéré comme
constitué de deux faisceaux polarisés, donne naissance, aprés réfraction, &
deux rayons complétement polarisés et géométriquement séparés. Cette
propriété est utilisée pour obtenir un faisceau de lumiére polarisée, dans le
prisme de Nicol (ou nicol) (fig. 9.17} : la taille, i une valeur convenable, de
I'angle ADC et lintroduction de baume du Canada entre les deux
demi-prismes ACD et ACB permet d'éliminer le rayon ordinaire par
réflexion totale sur AC.

rayon rayon
ordinaire extraordinaire
&liminé polarisé

FiG. 9.17
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ELEMENTS D’OPTIQUE GEOMETRIQUE

Sauf spécification contraire, nous conviendrons dans ce chapitre que les
milienx ol la lumidre se propage sont homogénes et isotropes.

1. REFLEXION ET REFRACTION DES ONDES PLANES

1. 1 Les lms de Dacartes

Soit uhe onde plane monochmmaﬂque se propageanl dans la d:rectlon
du vecteuf unitaire ;. L’expérience montre que, quand |"onde atteint le
plan {AB) qui sépare e milieu (1), d'indice de réfraction absolu #n,, du
mitieu (2), d'indice n,, une onde est généralement transmise dans (2) en

(n

2) -
Fic. 10.1
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méme temps qu'une auire onde est réfléchie dans (1): on parie
respectivement d'ondes réfraciée et réfiéchic.

Si I'angle d’incidence i, de I'onde incidente w'est pas nul (&, non
perpendiculaire 3 AB ou tout plan d'onde intersectant AB), I'onde plane
réfractée se propage sclon &,# &, et I'onde plane réfléchie selon &,
symétrique de &, par rapport 3 AB (fig. 10.1).

Nous avons souligné au paragraphe 4 du chapitre 9 qu'il était équivalent
de parler de plans d’onde ou de rayons lumineux orthogonaiix 4 ces mémes
plans; la figure 10.2 établit cette équivalence : Ol est le rayon incident,
paralléle & &, et faisant Cangle {, avec la normale N'N i la surface (AB);
OT est le rayan réfracté, paralléle A I, et faisant ["angle i, avec la normale
ON, OR est le rayon réfléchi, paralléle 4 ] et faisant 'angie + avec ON.
Tous les angles (inférieurs a w f2) sont mesurés a partir de la normate N'N.

|
N R

(N

=i

(2} Ly i

g, 10.2 N*

T

Les directions de ces trois rayons obéissent aux lois expérimentales de
Descaries ©

1° Les rayons incident OI, réfracté OT et téfléchi OR sont
contenus dans un méme plan normal au plan (AB) séparant les deux
mifieux. Ce plan contient aussi la normale ON a cette surface de
séparation.

7° Les angles d’incidence et de ref]exmn ont des valeurs
algébriques opposees

iy=-—r. (10.1)

3° Le produit de 'indice de réfraction absolu d’ur milieu par le
sinus de I'angle que fait Je rayon lumineux dans ce milieu avec ia
normale 3 la surface de séparation est un invariant :

A, s i, =n, si0 i, (10.2)
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En termes de rayons lumineux, les relations de Descartes sont toujours
vraies, lorsque ni la surface d'onde incidente, ni la surface de séparation ne
sont planes; en chaque point O de cette surface on peut considérer une
section limitée confonduc avec son plan tangent et de méme pour les
surfaces d'ondes : les lois ci-dessus s’y appliquent encore. En toute
rigueur, ces lois sont donc des relations locales.

Montrons maintenant comment le principe d"Huyghens (§ 7 du chap. 8)
permet de les démontrer. Soit une onde plane menochrematique, doat-les
plans d’onde en phase (4 27 prés} sont séparés de A |, longueur d'onde de
ia lumiére dans (1) {fig. 10.3a). A I'instant £,, un de ces plans d'onde coupe
AB en A. A linstant ¢4+ T(A,=v,T, v, = c/n,), ce plan d'onde, ayant
progressé de A, dans la direction incidente 1A, coupe la sirface en B.
Durant cette méme période T, Y'onde secondaire sphérique issue de A, a,
sclon Huyghens, parcouru le mé&me chemin A, =wv,T. Il est facile de
vérifier que pour tout point C £ AB et atteint par le plan d’onde & I'instant
te+kT@=k =1), 'onde secondaire sphérique a, & I'instant 7, + T, [e
rayon v, k'F : la surface d’onde réfiéchie est donc le plar BH issu de B et
tangent & toutes ces sphéres. L'onde réfiéchie est plane, de méme longueur
d’ende A, et sa direction AH, perpeadicuiaire & BH, fait avec la normale
AN l'angle r = —i,,

(2)

(&)

Fic. 10.3

Supposons maintenant qu’aprés avoir atteint Ja surface de séparation
{(1-2), la lumiére se propage dans (2} avec la vitesse v.(c /n,) et la ongueur
d'onde A, =v,T. Sur fa figure 10.3b, nous avons encore représenté les
plans d'onde incidente distants de A,. L'un d’eux atteint I'interface au
point A, & l'instant #,, scus |'angle d'incidence i,. Une période T plus tard,
le méme front d'onde ayant parcouru A, arrive en B sur l'interface.
Pendant cette période, 'onde secondaire, issue de A, est devenue une
sphére de tayon A, = v,T. Tout point C E AB aiteint par le plan d’onde &
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I"instant f;+AkT(0=<k <1} donne également naissance & une onde
secondaire sphérique de rayon v,k'T,  I'instant £, + T la surface d’onde
réfractée sera donc ie plan tangent BH' & toutes ces sphéres : I'onde
réfraciée est plane, de longueur d'onde A,, sa direction AH',
perpendiculaire 3 BH’, fait avec la normale N'A Tangle i, tel que :

sin i AH A, avec sini _AH_ A,
AR AW ' AB AB
50it
sin i, sin i, sini, sini, . ..
=— au —_—— ou Ay sin i, =n, sin i,
Ag A, iy ok}
(10.3)
puisque : A=oT et y=cfn, (i=1,2)

Remargue, On introduit parfois Uindice relatif n,, = n,/n,; {10.3)
devient ainsi sin {, = n,, sin {,. Nous éviterons |'utilisation de cet
indice qui détruit la symétrie des résultats et peut 8tre source de
confusion.

Les invariants de réfraction {10.3) restent vrais en permutant le réle des
deux milieux : une onde plane cheminant dans {2) et rencontrant Pinterface
(2-1) sous 'angle d'incidence {, se réfracte dans le milieu () en donnant
une onde plane gui sc propage selon Fangle i,. Ce résultat traduit le
principe du retour inverse de la lumiére :

le trajet suivi par la Jumiére est indépendant de son sens de
propagation.

1.2 Discussion des lois de Descartes : la réflexion fotale
1° Siv,<w,, ilenrésulte n,>n,, soit n,/n, <1 =, prenant ses valeurs

L - L. Hy o . P
sur [0, /2], 0=<sin {, =<1 entraine sin i,=—'sin{,<sin{,. S n,>n,,
1,
Pangle de réfraction i, est toujours inférieur 4 Vangle d’incidence i,
{fig. 10.4a) : c’est ce qui s"observe quand le rayon lumineux se propage
d'un nulieu peu dense vers un mifieu plus dense.

!

N
I\\
() LN
I: A
|*2 y .
ny>n, | ™, Hzﬁﬂi !‘l}ﬂ.
(a) h (c) Fig. 10.4
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2° 8i v,>v,, n,<n, soit n,/n,>1: sini,=—sin¥, >sini,; mais
. Ry : .

sin i, ne pouvant étre supérieur a 1, cette condition ne peut- &tre réalisée
que si 1=-! sin [,=0, c’est-d-dire i, prenant ses valeurs sur [0, A] en
n

2
appelant A Uangle critique défini par :

0

a) Pour { [0, A e ny <Ry, langle de refractmn i, est toujours
supérieur & {ang!e dincidence i, et au plus égal a « /2 (fig. 10.4b).

b} Pouri, €{A, E] et n, <1, iln'y a plus de réfraction : on dit qu’il y a

réflexion totale (fig. 10.4c¢). Cette situation peut s'observer lorsque la
lumiére passe d’un miliet dense a un milieu moins dense {exemples :
fontaine lumineuse ot 1a fumigre semble enfermée dans Peau qui sort de la
fontaine, lampe d'intérieur & effet décoratif comportant des fibres de
auartz (guides de lumidre) éclairées 4 1'uné de leurs éxtrémités, endoscope
pour exploration des organes internes du corps humain, mirages dus 4 une
variation de I'indice de I’air au vo:smdge du sol surchauffe etc. ).

2. DEFINITIONS PROPRES A L’OPTIQUE GEOMETRIQUE

2.1 Systeme optique

C’est un ensemble de milieux homogénes et transparents dlsposes & la
suite fes uns des autres et séparés par des surfaces de forme géométrique
généralement simple (plan, sphére, ellipsoide) et aisées & réaliser
mécaniquement.

Comme nous 'avons déja précisé, nous supposerons de plus que ces
milieux sont isoiropes. Si les surfaces de séparation — dites surfaces
dioptriques ou dioptres — successives sont de révolution autour d'un
méme axe, be systéme st dit centré et cet axe est 'axe du sysiéme centré.

On peut orienter cet axe en choisissant arbitrairement un sens : dans tout
ce chapitre, nous supposerons que la lumiére se propage de gauche 4 droite
ce qui nous conduira § numéroter les différents milieux successifs qu’elle

“traverse I, 2, 3, etc., d'indices de réfraction absolus respectifs
i, My, My, ... En choisissant un point origine O sur 'axe, foufe abscisse
mestirde sur axe g gauche de O sera négalive, of a droite, positive.

2.2 Image d’nn point luminenx

Soit un systéme optique figuré par ses deux faces extrémes (5;) et {S,)
(fig. 10.5) : celle (S,), qui est du cdté du point iumineux A et regoit, par
suite, les rayons issus de cetie source, est la face d'entrée; I'autre (S,) est
Ia face de sortie. Le point A émet des ondes sphériques : il envoie donc
vers (8,) un faisceau de rayons lumineux conique divergent; une partie de
ce faisceau pénétre dans le systeéme optique, chemine & travers lui et en
sorl par (S,), constituant le faisceau émergent : §i le faisceau émergent est
conigue de sommet A', on dit que A’ est 'image du point A a travers le
systéme optigue.

166



BELEMENTS D'OPTIQUE GEOMETRIQUE. SYSTEMES OPTIQUES

1® Si le faiscean conique est conrwvergent au niveau de {3,), les rayons
qui le constituent passent réeliement par A' @ Uimage A’ de A est réelle
{fig. 106.5a). .

2° Si -le faisceau conique est divergeat, A' est alors situé sur le
prolfongement des rayons émergents, ¢'est-a-dire sur ce que I'on appelle Ia
partie virtuelle de ces rayons; un observateur placé a dreite ayant
['impression que le faisceau émergent est émis par A", A' sera une image
virtuetle. Les rayons virtuels, prolongement par la pensée de rayons réels
effectivement suivis par la lumiére, seroni toujours représentés en lignes
pointiliées, les rayons réels étant dessinés en trait plein (fig. 10.5b).

(5} (82)
(a) Fig. 106.5 (b)

Rien me distingue pour un observateur unc image réelle d'une image
virtuelle. Soit cet observaieur dont Peeil regarde en direction de A
(fig. 10.5) : si Peeil est en O, & Pextérieur du faisceau émergent,
I’observateur ne recévant aucun rayon fJumineux ne verra pas A'; si I'ceil est
en O, 4 Iintérieur du faisceau émergent, |'observateur en s'éloignant
suffisamment de (8.) recevra les rayons lumineux provenant soit
réellement de A’ (cas a), soit semblant provenir de A’ (cas b) : dans les
deux cas, il aura I'impression qu'il y a en A’ un véritable point iumineux.

Considérons maintenant cet observateur cherchant & recueiblir sur un
écran diffusant (E) (verre dépoli, feuille de papier blane) Fimage A’ de A;
si celle-ci est réelle (cas a), en déplagant (E), il obtiendra pouf une
position de ce detnier un point luminewx quand (E) sera en A'; par contre,
si I'image est virtuelle, il n'ohservera sur (E) qu'une fache fumineuse qui
ira en s’élargissant au fur et & mesure que I'écran est éloigné. Une image
réelle peut donc étre recue sur un écran alors que cela est impossible pour
une image virtuelle.

2.3 Point luminenx virtuel

La figure 10.6, permet de comprendre aisément ce gue 1"on entend par
Ia:
{S) (5" (5"

Fia. 10.6

— A est un point objel réel pour (S} car il émet un faisceau lumineux
divergent,
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— Alestl’ zmage virtuelle que (5) donne de A : A’ se comporte pour (S’)
comme un, point. objet réel,

— (S8'ydonne de A" une image réelle A" : celie-ci joue pour (8”) le rdle
d’ ab}et -virtuel dont.T lmage réelle est A™.

et e
ooy

3. M]ROIR PLAN

‘r|

Toute surface plane réfléchissante est un miroir plan (surface libre d’un

liquide, surfuce dressée d’un bloc de verre ou de méfal poli, glace de
café, efc.). ' i

Soit un point objet B : le rayon BH, normal au miroir, doit se réfléchir
selon sa propre direction d’aprés les lois de Descartes {fig. 10.7a). Un
autre rayon BO tombant sous I'incidence § doit se «réfléchir selon B'O
faisant avec la normale en O, I'angle r = —i. Les triangles BHO et B'HO
sont égaux : B’ est donc symdirique de B par rapport au miroir {M); il est
aisé de vérifier gue tout autre rayon incident BH' se réfléchit sur (M) selon
B'H".

L
—
et

TRRL e E
TS 2

TN

{a) {b)
FiG. 10.7

Quel que soit le faisceau fumineux issu de B et tombant sur (M}, il se
réfléchit en semblant venir de I"image B’ de B. Si nous considérons un objet
AB réel, son image A'B' par (M) est donc virtuelle, de méme grandeur et de
méme sens; un.observateur regardant le miroir voit ['image A'B’ de I'objet
AB derrlerc e miroir: pour I"wil de I'observateur, A’'B’ se comporte
comme un objet réel.

Inversement, soit un faisceau lumineux convergeant vers une |mage
réetie : coupons-le par un miroir (M) (fig. 10.7b) : 'image réelle devient
un objet virtuel que le miroir transforme en une image réelle guc I'en peut
recueiliir sur un écran.

Par définition, le ckamp d’un miroir plan limité¢ (MM’), pour une
position donnéc £ de I'weil, est la région de |'espace dans laguelle se trouve
un point lumineux A pour gu'il soit vu de ) par réflexion dans le mirgir
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(fig. 10.8). Le point A sera dans le champ si le prolongement du rayen AO,
issu de A, passe par le point £, symétrique de §) par rapport au miroir. Ce
champ dépend des dimensions du miroir et de la position de 1"l vis-b-vis
de lui : il est limité par |2 nappe conique issue de {’ et s’appuyant sur le

contour du miroir.
1: n

1
I
| 93
3 -
[ ,f"/,’
FMY St

- ray

Fic. 10.8
A

4. MIROIRS SPHERIQUES

Les miroirs sphériques sont des mireirs dont la surface réfléchissante est
une portion de sphere (C, R) dont le centre C est quahfxe de centre de
courbure du miroir. L’axe de symétrie, axe principal, du miroir le traverse
en son sommet S, pble de la calotte sphérique et origine de axe.

Si 1a surface réfléchissanie du miroir est du méme coté que C, le miroir
sera dit concave ei pour que la lumiére se réfléchisse sur lui selon la
convention adoptée (§ 2.1), son rayon SC doit étre négatif. (SC= R<,0)
Lorsque Ia surface réfléchissante n’est pas du méme coté que C, le mlrmr
est dit convexe et son rayon SC est positif (SC R=0).

Considérons le cas d’un miroir concave (fig. 10.9). Supposons gue le
point objet A soit une source d’ondes sphérigues: le rayon AQ se réfléchit
selon OA' avec r=—I; or, (examen du triangle AQOC montre que
B =a,—1iectceluide COA‘ AL que : ay = B2 + r, le signe des angles, d’aprés
['erientation du plan (CS SO) étant donné par le sens conventionnel de la
trigonométrie :

r=—La=8+La,=84r — a, +a,=20 (i10.5)

La relation (10.5) est toujours vraie, mais d'usage peu commode.
Supposons alors que les angles &, w, et 8 soient trés petils : povs dirons
que cela constitue 'approximation des rayons pura-axiaux. Dans ces
conditions, les tangentes des angles se confondent avec leurs mesures en
radian : L

a,#tga,—Ho#-l:IEv LHELE oy = HO#HO
AH AS AH AS
HO  HO
BAEE=—=#F—
CH CS
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I R / *-
- p - Fic. 10.9

et (10.5) devient :

HO BO 2HO I 1. 2
—t == ou -+ ==
A5 A'S (8 S5A SA' S8C
Posant SA=p, SA'=p’, SC=R, SF=R/2= [, ce résultat s'écrit :
. 1 1 2 1
S (10.6)
p p° R f

formule de Descartes pour un miroir sphérigue; elie impligie gue, dans
cette approximation, tout point chjet A ale méme point image A’ guelle que
soit Uinclinaison des rayons sur Paxe principal © on dit que A et A’ sont
stigmatiques par rapport au miroir sphérique.

Soit un objet AB perpendiculaire 4 I'axe : pour que les rayons issus de B
soient para-axiaux, i faut que I'objet soit de petite taille par rapport a la
taille utile du miroir : la faible ouverture du miroir et la petite taille de 'objet
constitue Papproximation de Gauss qui impligue celle des rayons
para-axiaux, (10.6) est alors valable pour tous les points de Pobjet.

Supposons que AB s'éloigne a linfini; p=—® —s 1/p =0,
p'=R/Z=f; tous les points-objet & I'infini ont leur image dans le plan
focal du miroir, perpendiculaire en F 4 P'axe principal et distant de
SF=R/2 du sommet S.

En particulier, I'image A’ de A est F appelé le fover du miroir, de
distance focale f = R/2 : pour un miroir concave, le foyer est réel et il est
virtnel pour un miroir convexe (fig. 10.10a et b). L'examen de Ila
figure 10.9 et de la relation {10.5) montre en plus que tout rayon lumineux
venant de 'infini, paralielement & 'axe, se réfléchit en passant par le foyer
F : un faisceau de lumiére paraliéle 4 I'axe d’un miroir concave, converge -
vers le foyer, et diverge du foyer si le miroir est convexe.
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(a) FiG. 10.10 (b)

Quand AR est & I'infini, Ie point B n"étant pas sur I'axe principal est sur
un axe secondaire BC qui, normal au miroir, se réfléchit sur lui-méme :
Pimage B’ de B est donc & Iintersection de cet axe secondaire et du plan
focal : cette image B’ est également appelée foyer secondaire du mirgir, Un
faisceau de lumiére paraligle & cet axe secondaire converge vers le foyer
secondaire correspondant si fe miroir est concave, semble en diverger si le
miroir est canvexe (Tig. 10.10). Ces remarques permettent [a détermination
expérimentale {focoméirie) du plan focal du miroir et par suite, de celle de
son rayon R =2f.

Nous avons porté sur les figures 10.11a et b, les rayons secondaires que
I"on utilise fréquemment pour a construction des images d'objets données

(M)

(2) £ Fis. 10011 )

par les miroirs sphériques. Les figures 10.12a et b, moatrent leur
utilisation : en (&), un obiet réel AB a une image réelle, plus petite et
renversée: en (# ), le méme objet a une image virtuelle, plus petite et de
méme sens.

—~
(M)
B
A -
ATE = -

A CN\y & C

Bf

(a) Fi1G. 10.12 (k)
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La taille de l'image et son sens par tapport & I’objet s'étudie par
'expression du grandissement y du miroir, défini comme Je rapport de la
mesure algébrique de I"image & celle de P'objet; si nous examinons la figure
1(.13, nous avons ;

FIG. 10.13
AB AB AR AW
gl —=—: tgr=——=0 ",
SA p SA: pr
et: tgi=-tgr soit:
ML (10.7)
AB

Ea figure 10.13 ilfustre les cas olt —1 <y <0 pour (AB) et v < —1 pour
(A,B,). |

L'utilisation conjointe des relations (10.6 et 7) permet aisément, en
faisant varier p de — e 2 0 de catculer la position p' de "image ainsi que sa
taille, son sens et sa nature {réellc ou virtueile) en fonction du type de
miroir considéré (concave : R<0, f <0, convexe : R>0, f >0).

Les miroirs concaves sont employés comme réflecteurs pour les lampes
(lanternes de projection, phares d’automobile, lampe lrontale pour oto-
thino-laryngologie) ainsi que comme miroir grossissant pour Ia toilette : si
F'objet est situé entre le sommet et le foyer du miroir, son image virtuelle
est pius grande et de méme sens. Le champ de ces miroirs, pour une
position £ de |'eil, s’obtient en construisant le cone issu de 'image O de
I'ceil et s’appuyant sur le pourtour des mircirs (fig. 10.14a).

Les miroirs convexes servent surtout & la fabrication de rétroviseurs
pour automobiles et motos : ke conducteur peut, de son siége et sans se
retourner, voir avec son orientation propre tout véhicute qui le suit. Dans
ces conditions, la figure 10.14b montre que le champ d’un tel mirgir est
bien supérieur & celui du miroir plan de méme pourtour MM'.
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M QJ'
-------- i
-z =l -
C \(" //’ g:
.-'-"""/ ™ //’ hE-vets
T —F N F C
/f
M M’
{a) Fig. 10.14 (h)

5. REFRACTION PAR UN DIOPTRE SPHERIQUE

On appelle dioptre sphérigue I'ensemble de deux milieux transparents,
homogénes, d'indices différents, séparés par une surface sphérique {2). Le
centre C et le rayon R de cette surface s'appelient respectivement centre et
rayon du dioptre. Généralement, la surface dioptrique est une calotte dont
le pdle S est le sommet du dioptre et I'origine de |'axe principal CS orienté
par le sens de parcours de la lumiére pris arbitrairement de gauche 4 droite;
toute droite passant par C et rencontrant () est un axe secondaire et tout
plan passant par 'axe principal est une section principale.

Considérons une section principale et un point lumineux A sur I'axe
principal (fig. 10.15); le dioptre sphérique séparant deux mitieux d’indices

Humid (2}
umiére

A
.U-.

e -2 ()
r\*r--_ o

AN

l

Fig. 10,15
173



PHYSIQUE GENERALE 2

n, et n, (numérotés conformément 3 I'orientation de I'axe principal)
réfracie le rayon incident AOQ suivant QD dont le prolongement virtuef vers
I"arriére coupe I'axe en A’. Comme AS traverse () sans déviation, A’ est
image virtuetle de A avec :

B=a,—i,, B=a,—I #, sini,=r1,sini,
Dans {approximation des rayons para-axiaux, (i, i, 0, a,, B petits),

sin {1, 80 [ #i, —> 0, =i,

soit : .
B —a)=n(p —a,) — —na, +ne,= —{n, —a,108.
{10.8)
L’examen de la figure 10.15 montre que :
HO HO, *
o, FIg o ::O#_ﬁ, Qg oy = ——F — —
AH D A'H p’
. HO, *h
g f=—F ——
B#g £ o R

en posant : k =HO, p =SA, p'=8A et R =SC. Dans ces conditions,
(10.8) devient :

my M MMy : (10.9)

formule de Descartes pour fa réfraction au passage d’un dioptre sphérique.

Soit un objet AB perpendiculaire & 'axe : poir qile les rayons issus de B
soient- para-axiaux, il faui que I'objet soit de petite taille par rapport a
l'ouverture du miroir; Dapproximation de Gauss {dioptre de faible
ouverture et objet de petite taille) entraine que (10.9) est valable pour tous
les points de Pabjef.

Supposons que AB séloigne vers linfini: p=—w — p'=
iy

R; tous les points-objet 3 Pinfini ont leur image dans le plan

n,—n,
focal image, perpendiculaire en F, & l'axe principal et distant de

o= — 2 R de 5. En particulier, 'image F, de A, est le foyer-image
Ry — g

du dioptre : _ _

— 8i F, est réel, le dioptre () recevant un faisceau parallgle & son axe
principal le transforme en un faisceau convergent (fig. 10.16a); il est dit
convergent;

— si ¥, est virtuel, le dioptre (X} transforme un faisceau paraliéle a son
axe en un faisccau divf:rgent‘, il est dit divergent (fig. 10.16b).

L’examen de la figure 10.16 montre que les définitions ci-dessus sont
€quivalentes aux relations algébriques :

dioptre convergent : f, >0, dioptrg divergent : f, <0, (10.10)
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It existe une position particuliere F, du point-objet pour laquelle son.
",

image esi & 'infini : p'=w — p = R: F, est le foyer objet du
: ny—H,
dioptre, f, = p |a distance focale objet, le plan perpendiculaire en F, & 'axe

principal le plan focal ohjet.

P LTI SOV Y (10.11)

n,—n, iy~ Na

De f,/n, = —f2/na, 0, €t 1, =0, il résulte que f, et f, sont toujours de
signes contraires : les foyers F, et F. sont de part el d’autre du diaptre (3)
et leurs distances focales vérifient la relation : f, + f, =R.

En combinant les équations (10.9) et (10.11), on a encore :

Nous avons porté sur la figure [0.17 divers cas de construction de
I'image A'B’ d'un objet réel AB par utilisation de rayons secondaires
particuliers.

(%)

<n,, f =0,
1> 1 f<R<0, ;50 my<ny, fi=0, R0

Images réefles ! dioptres convergents

"y
B
A TF, A WC S F AF, A8 c
FiG. 10.17 () fy i
<y, >0, F<R<0 H >R, fi=R>0, f,<0

Images virtuelles : dioptres divergents
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Dans I'approximation de Gauss, (19.12) indique qu’il n'existe gu'une
seule image ponctueile d'un glgjgtgw_nctuel Calculons le grandissement.
correspondant défini par v = A'B'/AB en nous reporfant & la f]gurc 10.18
d'un dioptre divergent (n, <n,, f, =0, f,<R<0}):

_ . _AB_AB . AR AW L
Lt =—==—> L#lgil,=—0—=——: ni,=n,,
SA p SA'  p'
impliquent - -y::B:p'!2=E~'-‘?~;
AB  pi, nu.p
y =t (10.13)
o

Fig. 10,18

On vérifie que dans le cas présent {(n,<{n,), 0<<y <<1: le dioptre
divergent donne d’un objet réel une image virtuelle pius petite et de méme
sens.

6. LENTILLES MINCES

Une lentille est un milien transparent homogéne limité par deux
dioptres : trés souvent, ces dioptres sont sphériques mais ["un d’eux peut
&tre plan (fig. 16.20); de méme, il est fréquent gue les indices des milieux
a1, et 1, qui baignent la [entifle soient égaux, _

Nous ne considérerons ici que des lenfifles minces, <’est-d-dire dont
I"épaisseur maximum ¢ = 5,5, (fig. 10.19) est trés petite devant les rayons
de courbure §,C, =R, et 5,C,=R, des dioptres.

Soit §, et S, 105 sommetq des dioptres dans Pordre oi la lumiéré les
rencuntre en se propageant de gauche & droite. L’axe optique est la droite
orientée §,5, sur laquelle on peut porter les centres C, et C, des dioptres,

La lumiére issue de I"objet ponctuel A situé sur I'axe optique rencontre,
dans l'ordre, les milieux d'indices respectifs n,, 5, et n;; 4 chague
traversée de dioptre, elle est réfractée et la relation (10.12) s’applique :
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umiére
e R

FiG. 10.19

a) rayon incident AQ, dans 7, —- rayon réfracté 0,0,A" dans n.; si
—_ —_— h fl n —n s
SiA=p, §A"=p", ona: -~ 2="L__2

[ P 0y F P p R,

b) rayon O,0,A" dans n, —» rayon réfracté QA" dans ns; si
T AR _ QO O T AM__ W A . ”2 _ -
SA"=5,8,+5,A"=p"~¢, S, A’=p’, on a: pi—e —;J_'_ R, ‘

La lentille &tant supposée mince (¢ €R, et R.,), nous néglizerons son
épaisseur e, ce qui revient & mesurer toutes les distances optiques A partir
d’une origine commune $. L’addition des deux relations ci-dessus donne

alors :
n, n, Ny M2\ Ry —Hy Ry=1y
(e -2t
P P P P ] 2
. 1 n H,—h, Hy—H
s0it ; Lt Pk L i S N (10.14)

p p R, R,

formule de Descartes pour les lentilles minces dans Papproximation de
Gauss. .

Dans le cas oil i1, = it5, en posant n = n,/n, = n,/n; indice relatif de la
lentille par rapport au milieun qui la baigne, on retrouve la formule
habituelle :

I/p = t/p'=(n - D/R,— 1/R,).
Comme pour un dioptre unique, quand I'objet AB, perpendiculaire &
Taxe optique, s'éloigne A 'infini :
4 (n, —Hy .'12"!13)
{3+
RI R'Z

f3
p'

p.—_OO—“—b-
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tous les rayons parallgles 4 I'axe passent {réeliement ou virtuellement) par
un méme point, le foyer-image F contenu dans le plan focal-image
perpendiculaire & ’axe optigue. De méme, tout rayon passani par le .
foyer-objet F ressort parallélement & I'axe optique

m, M, {B,~Ry Ry H,

p’:oc -_..-+--—‘-_—.-._‘=( -}--———-—-—-—--—-—-)'
rp f R, R,

te plan focal-objet est perpendiculaire 2 I'axe et le coupe en F,ala

distance focale-objet f

_ ny, 1, nz—nz,] '=.'.-_ "/[n'l ~n, nzwn3]
f nl/[MR| +mR3 , fr=—n, H————RI +_R3 y (10.15)

L utilisation de ces distances focales permet d'écrire (10.14) sous la
forme :

LTI W T (10.16)

et il en découle que Jes foyers sont toujours de part et d’autre de la lentille.

Remarque Dans e cas o0 ny=n; 1/ff=- 1/f =
{n— 1)(1/R —1/R,)avec n = n,/n, : pour une lentifle mince baignée
par le méme milieu, les deux foyers sont disposés symetrlquemenl par
rapport 4 la lentille et Pon a: I/p — 1/p'=1/f.

Par combmalson de dloptres sphériques et plans et dans e cas oll
i, > n, = n,, i’y a que six formes posmbleq de lentilles, dont trois sont de
type convergent, leur distance focale image étant positive (f'>>0), et trois
de type divergent avec f'<<0 (fig. 10.20).

" plan " "ménisgue o plan ~ ménisque
convexe convergent biconvexe °  concave ~  ‘divergent  biconcave

Ri=w Ry>0 R == R, <0
Ro<o Ri<Ra<l  piTy Ry>0 Ra<Ri<0 g0

=0 “Fg. 10200 - Fr=0.

 Les lentilles convergentes sont caractérisées par leurs bords minces : on
les représente généralement par le schiéma de la figure 10.21a; quant aux
lenfilies divergentes, aux bords épais, efles sont schématisées par Ta
figure 10.21b. La flgure 10,22 montre la construction de image A'B' d'un
obiet réel AR dans le ¢as d’une [entille convergente (a) et dans celui d'une
lentille divergente (&), les milieux baignant les lentilles étant identiques.

Le grandissement étanl défini par y =AB/AB, on a aussi:

fTar N
wﬂ-wA—-E— si. A"B" est llmdge intermédiaire donnée par le dioptre
AB" AB :
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(a) (b)

Fig. 10.2] Fia. 10.22

(n,, n;} qui sert d’objetl intermédiaire pour le dioptre (n,, #;); dod il
vient :

SROPOTIE.Y .. M I Y 2
Y =Yiz*¥as P ﬂ3p" s P’

=2, (10.17)
LTy

(qui se réduit & y =p’/p si n,=n,).

QUELQUES EXEMPLES DE SYSTEMES OPTIQUES

7. LA LOUPE

Une foupe cst une lentille converzenfe généralement biconvexe : on
f'utilise pour obtenir d’un abjet réel (fimbre, texte finement écrit, défauts
de surface) une image virtuelle et agrandie ; pour ce faire, il faut donc
approcher la loupe de P'objet jusgu’a ce que celui-ci soit compris entre le
foyer-objet F et la lentille (fig. 10.23).

B’ : Fic. 10.23
M‘
- . )
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Ajoutons de plus, que pour cet usage, [a loupe est baignée par I"air donc
Ay Ry =y,

Supposons ["eeil de 'observateur en Q : il voit, sans loupe, I’ ob;et s0us
I'angle « =(QA NB)avectg o = AB/’QA Avec la_loupe, # voit 'image
sous I'angle e’ = (A, IB') avec tgo’'=AB/0A. Le rapport a'/a
définit le grossissement G de la loupe pour cet observateur; des relations
dues & "approximation de Gauss, i découle :

a'#tga'=AB /8, o #tga=AB/,
en appelant’ § = QA la distance de visée, et d la distance minimum de

vision distincte a laguelie I'observateur approche son @il de 'objet pour le
voir au mieux sans fa loupe.

G e X =y — (10.18}

si v est lc grandissement de la loupe. Or, plus ['objet est prés du foyer F,
plus y est grand; Fobservateur met donc FF au voisinage de AB ce qui
entratne p #f; dans ces conditions, il se déplace pour voir "image, &
travers la ]oupe & [a distance de visée.

QA'=8=p'+a, si a =08 est la distance de I'ceil 2 1a loupe. Ainsi :
y=p'/p #(& —a)/f, d’oll :

1.e grossissement dépend donc de I'instrument (), des conditions de son
emploi (position relative de 1'ecit : a; distance de visée: §) et de
I"observateur (d). On définit le grossissentent intrinségue ou nominal G,
de la loupe par :

G, =d/f (10.19)

Comme pour ve il normal, d ~0,25 m, le nombre qui mesure le
grossissement conunercial G, d’une loupe est le quart de celui qui mesure
sa convergence (C= l,/f) en dioptries :

C—f—(-—u dioptries, G, =——=—: {10.20)

Exemple. Une loupe de distance focale [ = 5 ¢m a une convergence
=] /0,05 = 20 dioptries ¢! un gressisscment commercial G, = 5.

Pour caractériser la loupe par un facteur indépendant de 1a vue (d) de
I'observateur, on a été amené & définir sa puissance P par :

P=a'/AB- (10.21)

rapport de I'angle supposé petit sous lequel Vimage est vue i travers
I"instrument (son diamétre apparent) i fa longueur de I"objet. De (10.18), il
vient : o'
G=o'fo=c=d=Pd — P=G/d.
AB
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L’expression générale de la puissance est donc :

!
f

On appelle alors puissance nominale on intrinséque P, celle

correspondant & G,(a = () :
P, =iff ’

P==(1—a/s). (10.22)

8. LE MICROSCOPE

De maniére extrémement simplifiée, on peut considérer un microscope
comme un systéme centré constitué de deux lentilles convergentes de
faibles distances focales; celle qui est la plus proche de l'objet AB est
Uobjectif (L), Uautre plus proche de F'axil de I'observateur €, 1'oculaire
(E;) : en général f,, distance focale de I'objectif, est tras faible devant f,,
celle de 'ocudaire, elle-méme trés petite devant fe distance de séparation
(L;» Ly). '

L'objectif (L,) donne de I'objet AB situé & une distance p <f,, une
image réelle A"B", renversée et plus grande. L oculiire (1.,) fonctionnant
en loupe donne une image A'B’, toujours renversée ci encore plus grande
(fig. 10.24).

T(LQJ

You 7 : Fic. 10.24

Soit G e grossissement du microscope défini comme le rapport o'/ de
I'anglc de I'image finale A'B’ vue a travers I'instrument, par I'ceil placé en
1, 3 'angle & sous lequel 'observateur verrait Pobjet & il nu, & la
distance minimum de vision distincte 4.

G=a'/a. (10.23)
De « #tg a = AB/d, il vient :

G=a'/a == d = Pd,
AB

s0it : G =Pd, (10.24)
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P &tant la puissance de Pinstrument définic comme pour la loupe par
(10.21).

Si on remplace e systéme optique gue constitue un microscope par une
seule lentifle, on peut calculer la distance focale image f' de cette lentilie
équivalente. Alors, ]'1 putssance du micrescope devient, comme pour une
loupe :

]
P==(1-a/8},
f :
et la puissance intrinséque (g = 0) vaut : P=1/f".

Le grossvssement commercial du m:croa.cOpc 5 obuent en prenant pour P
la puissance intrinséque P, et d =0,25m ;

G, =P, x0.25=P, /4.

1l varie de 25 & 2500, atteignant exceptionnellemernii 3000,

Le pouvoir separareur d’un instrument d’optique est la distance linéaire
mlmmum de deux points du pian objet dent I'instiument donne deux
images distinctes. Celui du microscope est en fait celui de objectif, dong
on peut démontrer qu'il est limité par tes phénomeénes de diffraction
(chap. 11) et est donné par :

1,224

21, sin 9 (10.25)
n, étant I'indice du milieu objet, A la longeeur d'onde de la lumiere
traversant le microscope et  I'angle qu’un rayon marginal fait avec I'axe
optique du microscope. La limite y est d’autant plus petite que Pouverfure
numérigue n, sin @ de Vobjectif est plus grande : on sait corriger les
déformations de I'objectif (aberrations dues au non-respect de I"approxi-
mation de Gauss) et atteindre des # de I'ordre de 73°; en wutilisant des
" objectifs & immersion (eau : i, = 1,33; huile de cédre : 0, = 1,52; iodure de
méthyle : n, = 1,74) qui remplacent Iair par un liquide transparent d’indice’
plus élevé, on atteint alors un produit 1, sin 8 ~ 1,74 % sin 75 = 1,68 qui,:
pour A ~0,55 pm, donne y —0,2 um comme limite de la séparation
obtenue dans les meilieurs microscopes.

9. MICROSCOPE A CONTRASTE DE PHASE

9.1 Principe du contraste de phase

-0On a souvent & observer des objets biologiques qui ne se distinguent
pratiguement pas du reste de la préparation. Néanmoins, leur indice est
Iégérement différent de celui, n,, de la préparation; la lumiére qui les
traverse est donc, comme nous ['avons établi au paragraphe 3 do
chapitre 9, légérement déphaste par rapport a4 celle qui a traversé la
préparation. Si n, > n,, 'onde en B est en avance de phase de ¢ {petit) par
vapport & I'onde en A (fig, 10.25}); les intensités étani trés voisines en A et
B, les amplitudes sont aussi sensiblement égales. De tels objets sont dits
«objets de phase». '
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FiG. 16.25 {(m)
G, 10.26

Y

¥

Préparation

_.On peut donc les représenter (fig. 10.26) par les deux veeteurs OM et

OMj, avec |OM, | = 10MB| =&, et (OMA, OMy )= ¢, et écrire s
oM, OM +M M, OMA+OMC,

avec : : :

OMc =M My, [OM| =£c# £ et (WA,_E)“M“C) #ar 2.

Cette égalité vectorielle se traduit de la manidre suivante : I'onde qui a
traversé un objet de phase est la résultante de I'onde directe £, et d'une
onde £, de faible amplitude (£, } déphasée de +4 /2. D’apiés le principe
d"Huyghens, les ondes sphériques de méme amgplitude et-méme phase
émises: par.les différents points du plan (=) reconstituent une onde plane,
'onde principale; se superposent 4 cetie onde p]ane les ondes Sphenques
faibles telles gue &..

H est important de remargquer que le dephasage entre £, ct &, ou entre
£, et & reste inchangé au cours de la propagation ultérieure des deux
ondes, pourvu que les chemins opliques parcourus soient égaux; ce sera le
cas cn particulier dans le plan (#°), image de (=), & travers une léntille —
ou tout autre systéme optique — (fig. 10.27a).

{ar')
{ar)
(L.} (L}
N N K B!_-»h‘-
/ ca = ™
& Bl P
) B () c
¥ ¥
]
Fig. 10.27 fa} (b)
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Si on déphasc alors, entre (7 ) et {#'), I'onde principale de « /2, I"image
B’ de B résulte de la composition de I’onde OM .. (amplitude £,, phase /2
par rapport a £,) et de Fonde OMc {amphtude £ow. méme phase);
Famplitude de I'onde résuitante est £{1+¢), son intensité £3(1+
e ALY+ 2¢); alors qulau point A', image de A, elle vani £2.

Le déphasage a donc été utifisé pour faire apparaftre une variation
d'intensité : les objets de phase apparaissent plus brillants que le fond.
C’est le principe du contrasie de phase.

On peut évidemment obtenir le résultat opposé (objets sombres sur fond
clair) en déphasant I'onde principale de —# /2.

9.2 Réalisation pratigue

La lumiére deit avoir méme phase quand elle atteint la préparation; le
faiscean paralléle doit donc &tre obtenu & partir d'une source ponctuelle
(S).

Pour déphaser I'onde principale, on profite du fait qu’elle est plane alors
que les ondes émises par les objets de phase sont sphériques; Te déphasage
est obtenu avec une lame (L) quart d’onde (+# /2), ou trois-quarts d’onde
{(+37/2 ou —w/2}, placée au foyer-image de la lentille {(L,} et qui
intercepte toute 1’onde principale sans affecter les ondes sphériques
{fig. 10.27b) émises par les objets de phase.

10. MICROSCOPE INTERFERENTIEL A DEUX ONDES

10.1 Principe d’un interférométre 3 deux ondes

Soit une lame de verre d’indice n,, d'épaisseur e, baignée par de I'air
d’indice # . Eclairons cetie lame par un rayon lumineux monochromatigue
S0US UM ang]e d’incidence de 45° ; le rayon incident SA (fig. 10.28) est
partiellement réfléchi selon AA’, et partiellement réfracté selon AB. Sila
deuxiéme face de lame de verre est argentée, ce rayon se réfléchit selon BC
puis est réfracié et ressort parallélement & AA’. Le chemin optique

parcouru par le rayon réfracté ABC vaut : § = n(AB + BC)=2n, %-

n,e, V2. Par suite, entre les deux ondes réfractée et réfiéchie, il ¥ & une
- 27 . p
différence de phase ¢, = T 1133,\/5 : pour unc qualité de verre doané, le

choix de I’épaisseur e, de la [ame permet de donner a la phase la valeur
@,={2n + 1), ce qui entraine que Uonde émergente en C est en
oppaosition de phase par rapport a celle qui est réfléchie en A.

Si on dispose un deuxiéme miroir paralléle au précédent, on peut calculer
de méme son épaisseur e, pour que le rayon réfléchi C'S' et le rayon
réfracté A'B'C’ conservent la différence de phase qu’ils ont au moment
d’aborder le miroir. Il suffit pour cela, que :

2 .
Py = T\E nzez\/i =2n'w, {(n'entier).

Les deux ondes qui se recombincnt en C'S' ont la méme amplitude et
sont en opposition de phase il s'en suit qu'il v a inferférence destructive et
gu’aucune lumigre ne peut étre cbservée i la sortie de cet interférométre.
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10.2 Microscope interférentiel 4 denx ondes

C’est l'association d’un interférométre du type ci-dessus et d'un
microscope optique, L'interférométre divise le faisceau monochromatique
issu de (S) en deux rayons AA'B'C’ et ABCC' en opposition de phase
{fig. 10.28); la préparation () contenant les objets déphasants est placée
entre les deux miroirs et traversée par I'ensemble des rayons. Le deuxiéme
miroir de 'interférométre recombine ces rayons en un seul qui péndtre
dans le microscope.

En I'zbsence d’objet déphasant, ies endes AA’ et CC' ayant toutes deux
traversé (P), restent en opposition de phase : le champ d’observation du
microscope est obscur. Lorsqu’un objet introduit une petite différence de
phase ¢ entre les deux rayons (par exemple, sl est sur le trajet de CC',
{"onde CC’ est en avance de ¢ sur l'onde AA"), le méme raisonnement
qu’au paragraphe 3.1 montre que I’onde émergente C'S' de Pinterférométre
est la résultante des ondes en opposition de phase AA’ et CC’ et d’une onde
¢ de faible amplitude (£,¢ ) déphasée de o /2 (par rapport 3 PPonde CC',
pour 'exemple retenu); seule cette onde sphérique éclaire le systdéme
optique que coastitue le microscope : P'objet apparaft brillunt sur fond
fieHr.
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INTRODUCTION
AUX PHENOMENES
DE DIFFRACTION

1. ORIGINE DES PHENOMENES DE DIFFRACTION

En optigque géométrigque, nous savons supposé gue la lumiére se propage
par segments de droite méme quand les faisceaux lumineux rencontrent
des diaphragmes; c’est ainsi que sur 1a figure 11.1 un point P situé dans le
« cbne de lumidre » monochromatique d'origine 8§ et limité par la pupille de
Iécran (&) est éclairé alors qu'un point P' hors de ce cdne ne I'est pas et
reste dans "'ombre. Le phénoméne réel est en fait plus complexe; I'écran
(&) limite les surfaces d’ondes sphérigues (£) qui se propagent vers lui :
par conséquent, la construction d’Huyghens ne 5" applique qu'a la calotte
sphérique s’appuvant sur fa pupille; tous les points de cette calotte
deviennent des sources secondaires d’ondes sphérigues et ¢’est ainsi que

(Z)
(2

Fiz. 11.1 (£)
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P', situé théoriquement dans {a zone d'ombre, pourra étre éclairé parce
qu’atteint par une onde secondaire émise au voisinage du cone de lumiére.
Autrement dit, la nouvelle surface d’onde (X'} n’est plus exactement une
calotte sphérigue.

Les effets de diffraction apparaissent donc quand une surface d’onde est
déformée par un obstacle : ils deviennent trés marqués quand cet obstacle
a des dimensions comparables & celles de la fongueur d'onde du
rayonnement (exemples : fil trés fin, trés petit trou dans un écran, défaut
de faible diamétre dans un blec de verre).

Ce phénoméne limite, comme nous I’avons signalé au paragraphc £ du
chapitre 10, le pouveir de résolution du microscope. C'est la raison
essentielle qui conduit -les biologistes et physiciens 3 utiliser des
microscopes employant des longueurs d’onde plus courtes : microscopes 3
ultraviolet, microscopes électroniques et A rayons X. Mais, si sa présence
est regretiable en certaing cas, elle peut étre mise & profit; par exemple,
pour disperser fa lumiére grice aux réseaux de diffraction qui sont en fait
des écrans a structure périodigue comme nous le verrons au paragraphe 4.

La diffraction n’apparait pas seulement en optique: clie est
d’observation trés courante en acoustique : méme venant de derridre un
obstacle, un son peut étre entendu, voire renforcé par rapport i ce qu'il
serait en 1"absence d'obstacle.

La diffraction acoustique a trouvé (ou retrouvé) un large champ
d'appiication avec |'utilisation des uitrasons comme procédé non destructif
d’'exploration, en métallurgie par exemple, et plus récemment dans le
domaine biologique et médical (microscopie acoustique, échographie).

On distingue habituellement deux types de phénoménes de diffraction :

1° Les phénoménes de diffraction de Fresnel, observables & courte
distance de |'objet diffractant.

Seit un écran plan () éclairé uniformément par une source ($) d'ondes
sphériques. En interposant un diaphragme (§) muni d'une petite ouverture
(£1), on observe sur {7 ) des figures de diffraction dent }'analyse a été faitc
par Fresnel (fig. 11.2).

(7}

(&)

(1)

7]
h:

FiG, 1.2
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Létude mathématique de la diffraction de Fresnel est relativement
délicate:; aussi eile ne sera pas abordée ici. On citera seulement un résultat
spectaculaire : si on se déplace le long de "axe de ({}) au-defa de (&), on
observe en certains points des maximums de P'intensité, en-d’autres des
minimuns sensiblement nuls: 'oeverture ({1) se comporte comme une
lentille & plusieurs distances focales. Dans le domaine optigue, cette
expérience a puissamment étayé la validité du principe de Huyghens pour
les ondes lumineuses, que Fresnel utilisait abondamrnent mais gui restalt
contesté (milien du XIX® siecle).

2° Les phénoménes de diffraction a infini {dite de Fraunhofer)‘

La source (8) et I'écran &’observation sont rejetés a I'infini : le faisceau
paralléfe incident (1}, issu de la source ponctuelle (S) tombe sur I’écran (£)
percé de t'ouverture (£}); un observateur & Finfini dans la direction (T)
recoit un faiscedu sensiblement parajléle de rayons diffractés par
Pouverture {fig.. II 3)

(&)

(1)

Fis. t1.3

Pour faciliter I'étude, on prend une source {3} monochromatigue; on
utilise de plus le dispositif équivalent représenté sur la figure 11.4: la
lentille (L, ) transforme le faisceau issu de (S) en un faisceau paralléle qui
éclaire toute I'ouverture (£)); on observe dans [e plan focal (7} de (L,)} la
figure de diffraction : en P, convergent les ondes dif(ractées par () dans
la direction faisant I'angle #, avec lec faisceau incident.

2. DIFFRACTION A L’INFINI PAR UNE FENTE RECTANGU-
LAIRE ETROITE ET TRES LONGUE

La figure 11.5 reprend et explicite ia figure 11.4 dans le cas d’une fente
de largeur (b)) trés petite devant sa longuenr (1), BEn 'absence de fente (F}
et d"écran (&), le Taisceay incident de rayons paralléles monochromatiques
converge en P,, foyer de (L,}. Interposons I'écran (&) et sa fente (F)
normalement & {'axe du systéme optigue, entre (L,) ot (L5} : les rayons
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(&) ()

P

(5)

FiG. 11.4

diffractés par lz fente (F), parallélement & une direction donnée,
convergent dans le plan focal image de (L,), plan normal en P, & 'axe du
systeme. On observe le phénoméne sur 'écran (1) passant par P, et
paraliele a ().

(L3)

(L)
Fig. 11.5

Examinons ce qui se produit dans le plan (8, A), (A) étant la dreite de
() passant par P, et normale 4 Ia plus grande dimension de (F) (fig. 11.6).
On se propose de calculer [Mintensité de I'onde plane se propageant
normalement au faisceau de rayons paralléics diffractés selon I'angle 8. La
lentilie {L,) transforme cette onde plane en une onde sphérique convergeni
en I; entre le pian d'onde {7) et le point P ol convergent les ondes
sphérigues, toutes les ondes cheminant selon les chemins différents AAP,
B,B;P, C,C,P subissent le méme déphasage. Par suite, les différences de
phase entre les points A, B, C, appartenant 4 I'onde plane incidente au
niveau de la fente (F) (plan ABC), et le point P proviennent de leurs
différences de chemin optique entre (F) et (o) ¢'est-A-dire respectivement
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0, BB,, CC,. Pour un point M de AC, tel que AM=x, # = MM, =x sin ¢

et le déphasage o calculé par rapport au poini A, c’est-i-dire par rapport &

I’onde incidente, vaut selon {9.10) :

x sin @
A

8
@ =27rx=27r

»  {puisque n,=1).

Fig. 11.6

AC=b (&) (L) (4)

Ce déphasage est d'aifleurs le méme pour tous les points d’un €lément de
fente, paraligle  Ia direction d’allongement de (F), c’est-a-dire normal cn
M au pian de la figure 11.6 et de largeur infinitésimale dx : cette remarque
permet alors de regrouper les contributions a la diffraction de sources
fictives paralléles, de largeur dx, de longueur L, la contribution d¢ de
chaque source A I'onde £ résuitante étant proportionnelle 2 la largeur dx et
sa phase valant ¢ = 2#x sin §/A.

Appliquons le principe de superposition  ces ondes d’amplitude d¢ et de
phase ¢ ; cela revient A additionner leurs vecteurs de Fresnel, de norme d¢
et de phase ¢ ; entre deux vecteurs consécultifs la différence de phase vaut

2w,
Sp =@lx +dx)—e(x)= Y sin @ dx ; elle est constante pour une largeur

dx déterminée. Si nous nous reportons a la figure 11.7a, nous voyons
aisément que tous ces vecteurs, de méme norme, et dont la phase croit
avec un pas ¢ constant, sont tangents & un cercle de centre O et de rayon
p. Ce cercle est tangent également au premier vecteur issu de A, de phase
¢ = 0 puisqu'il sert d’origine & fa mesure de [a différence de phase ¢ : cc
méme vecteur est done confondu avec la direction Ax selon laquelie on
mesure les phases et le centre O du cercle est alors sur Ay LAx. Le vecteur
résultant de Ja somme de Fresne] joint A & 'extrémité Q) du dernier vecteur
(fig. 11.7b) : c’est fe vecteur AQ. Appeions a 1'angle formé par le premier
vecteur issu de A €t le dernier d'extrémité Q; e est la somme de fous les

angles Jg :
2 §i
@ =38p ==~ sin G(de)i?f%ﬂ,
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puisgue la somme des largeurs dx des sources élémentaires doit donner la
largeur de la fente-source, soit b. Egalement, d’aprés cetie construction
(fig. 11.7b), & = (DA, OQ), 'angle formé par les rayons petpendiculaires
aux premier et dernier vecteurs; il en résulte que la norme de AQ vaut :

[AQ| = £ =2p sin a /2.

¥

o

AB=BC=CD=DE=4df
{a) . Fig. 11.7 (k)

En conclusion ;

I'onde diffractée selon lz disection @ a comme amplitude
£ =2p sin @ /2 et comme différence de phase par rapport 3 'onde
plane incidente tombant sur la fente de largeur &, @ = 27b sin 8 /A.

En particulier, pour I'onde diffractée convergenten Py, # =0, o =0et le
vecteur AQ, est alors la somme de tous les vecteurs de norme d§ portés par
Ox : sa norme £, représente aussi la lengueur de 'arc de courbe AQ
sous-tendu par 'angle « :

o £
iAQo|=§u=AQ=pa=2p§-

Le rapport-des amplitudes de I'onde diffractée observée en P et en P,
{fig. 11.6) est égal &4 :

§ 2psinef2 sina/2 sinu
£o 2pc /2 af? u
en posant ¥ =q /2,

Le rapport des intensités observées en P et en P, étant égal au rapport
des amplitudes au carré, on a enfin :

T’_:(SI"“)” avee MZM. (11.1)
3]

®

i A
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Les graphes des fonctions y = sin # /u et y = {sin u /i ) sont portés sur
les figures 11.8a et b; leurs caractéristiques essentielles sont que

2

sin sin \ ,
: = |- =] et quelles sannulent pour . & =tnw
o Su=o TS A

{(n=123,..), cest-d-dire pour b sin §/A ==1, 2, +3, ..; I'oscilla-
tion cenirale a done une largeur double (—1=< 4 sin /4 = +1)de celle des
autres oscillations.

i sin 32
1 yzsmu 1 y=(“)

AN B A )
A A\ ol wfef N T -3 -2 -1 0 #1-+2+3 +4
I
no=— ' n=-—
w

{a) . (b)
FiG. 11.8

Léciairement de écran (7)) est maximal (1=1,) en P,, point oft se
forme Uimage géométrigue de la source (S) en Nabsence de Ia fente (F). Les
miniznums d'éclairement sont donnés pour les directions & telles que
sin @ = nA /b (1 ==x1, £2, ...). La premiére frange brillante est deux fois
plus large que celles qui I'entourent et les trois premiers maximums
secondaires représentent respectivement 4,7 %, 1,7 % et 0.8 % de [, 1 1/1,
est donc trés petit au-dela de # = 7, c’est-a-dire pour sin '@ > A /b, Si b est
trés petit, la lumiére est largement diffractée hors du voisinage immédiat de
Pimage géométrique de fa fente.

La lumidre est diffractée dans la direction (A) perpendiculaire 3 la
largeur de Ia fente parce que celle-ci est trés faible. 11 est donc logique
d’admettre (et celd peut se démontrer) que Peffet de diffraction dans la
direction paraliéle 4 |a fente sera pratiquement nul ; la lumiére sera donc
concentrée selon {A) et disiribuée comme indiqué ci-dessus (fig. 11.5 et
11.8h). '

3. DIFFRACTION A L’INFINI PAR UNE PUPILLE CIRCULAIRE

Les calculs sont plus compliqués que dans le cas précédent et nous ne
discuterons que les résultats, ceux-ci étant importfants puisque, dans les
instruments d'optique, les faisccaux lumineux sont souvent limités par des
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diaphragmes circulaires ou pupilles, les lentilles elles-mé&mes constituant de
tels diaphragmes.

Si I'éclairement incident est normal au plan (&) de la pupille (Q), la
figure de diffraction aura la symétrie de révolutien de cette pupille, de
diameétre b ; 'axe optique (A) sera orthogonal 3 P'écran (8), 4 la lentille (L)
et & I"écran récepteur (47 ) situé dans le plan focal-image de (L) (fig. 11.9).

{A)

—_———
e
P
—_—
—_—

AV

Fic. 11.9

On observe alors que ie foyer principal P, est entouré de franges circulaires
alternativemnent claires ¢t sombres, {"éclairement le long d'un diamétre (D)
de "écran (+r) ayant Pallure de ia figure §1.10, connue sous le nom de
figure d’Airy. L'essentiel de la lumigre est contenue dans le disque central,
fes maximums des anneaux secondaires valant respectivement 1,75 %,
0,42 % et 0,16 % du maximum central.

I/, 1

wh sin & /A

1,224 Fic, 11.10
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La valeur de 8, correspondant au premier anneau sombre (171, = 0) est
donné par la reiation :

Bo#5in 0,=1 22; {(11.2)

résultat peu différent de celui frouvé dans le cas de la fente (sin 8,= A /b).

Remargue : La figure de diffraction n’est pratiquement guére
modifiée (fig. 11.11} si le faisceau incident est incliné légérement d’un
angle « par rapport 4 1'axe principal {A); I'image géométrigque
correspondante est P,. On estime qu’on peut distinguer P, de P,, et par
suite les directions des faisceaux incidents, si I'angle o est au moins
égal a B4, angle de diffraction du premier anneau sombre : nous
pouvons ainsi définir le pouvoir de résolution de ce %ysteme optique
par :

@ =0,= 1,224 /b. (11.3)

(&) L
(L) ()

Fia. 11.11

’

Par ecxemple, si b =25mm, pour A =0,5pum, onr irouve
8,=244-107% radian#5”: la diffraction limite donc bien la
résolution angulaire de ce systéme,

Dans le cas du microscope, un calcul complet appliqué & son
objectif conduit & la formule (10.25).

4. RESEAUX DE DIFFRACTION

Considérons N fentes parallcles identiques, de largeur b, équidistantes
de a et trés longues par rapport & a et &. Eclairons-es par un faisceau
monochromal:que de lumiére paralléle, normal au plan {&) des fentes:
Chaque point des fentes devient wun émetteur secondaire dondes
sphérigues synchrones.

Si on observe ce que I'on recoit 4 grande distance de (&) et sous I'angle ¢
{fig. 11.12}, il faut tenir compte de la superposition de deux phénoménes :
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&}

Fra. 11.12

— dans la direction 8, on observe la composition ou interférence de N
sources synchrones d'intensité {, séparées consécutivement de a;
— si b, largeur de chaque fente-source, est faible, la lumiére émise par
chaque fente a le comportement de 1a lumiére diffractée par une fente (¥ 2)
et son intensité i dépend de @, d’aprés fa relation (11.1).

Dans le résultat du calcul d’interférence sous Pangle 8, on doit donc
remplacer I'intensité lumineuse i d'une fente par i(#) pour obtenir
I'intensité lumineuse réellement recueillie dans la direction 6.

4.1 Interférence de N sources synchroﬁeS, distantes de..a et
d’intensité §

Entre deux rayons paralléles (fig, 11.12), le déphasage est encore donné

par :
¢ = 2qa sin 8 /A

A grande distance, I'amplitude résultant de la superposition de toutes les
amplitudes de N sources s’obtient par la construction de Fresnel : chaque
vecteur a la méme norme §,, et le déphasage entre deux vecteurs
consécutifs est donné par ¢. Comme au paragraphe 2, on obtient un
polygone régutier, 3 N cdtés de longueur £,, inscrit dans un cercle O et de
rayon p (fig. 11.13). L’angle (OA, 0Q), sous-lendant de O le vecteur
résultant AQ, vaut o = Ne; quant & |AQ], on le calcule par :

|AQ| =2AR =2p sin{Ne/2);

de plus, dans le triangle OAB, on a £,= AB=2p sin ¢ /2; on obtient
finalement pour la norme de AQ :
sin Ne /2
A — e e 4

|AQ] = & sin ¢ /2
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ip/2

Fic, 11.13

A B x

L'intensité étant proportionnelle au carré des amplitudes, on a aussi :

10y = (sm I\:;};'Z)

{ désignant I'intensité d’une source unique, 1{8 ) celle de I'interférence des
N sources bynCh[‘OnE“} observées selon @
Dans 'hypothése oit i serail indépendante de 9, on peut aussi expnmcr
[{#) en {onclmn de Dintensité lo = K0} recueillie normalement :
=0 -— zp 00— (sm N@/Z}/(Sln ¢/2)=N: I,,—I{O} N"z

dou

(11.4)

itgy 1 (sin Nrpr)z 29 sin @ .
=TT = ——— 11.5
T "N \sin g /2 avec ¢ B ( )

Le graphe de /1, est représenté sur [a figure 11.14 pour N=2,4, 8 et N
trés grand : la foriction posséde vn maximum trés prononcé, égal 3’1, pour

@ /2= % nw (n entier) carsin{ = N7 )/Nsin{ = naw )= 1. Cela est real:a.e
quand ¢ /2= 1t n7r, ou encore ¢ = xnlw, clest-i-dire, puisque ¢ =
25ra sin 0 . )

..l,)(..i_, pour : asmé=npr (n=0=1,£2, . % (11.6)

Les ondes émises par deux sources successives sont alors déphasées
d'un. multiple de 2#; leur interférence est bien constructive.

Quand N est trés gmnd le résultat essentiel est que I'intensité observée
n'a de valeur appréciable que pour les directions @ trés précises de I'espace
satisfaisant & (11.6). Les valeurs entiéres prises par n sont appelees les
ordres d’interférence.

4.2 Reseau de d:f[raction par transmission éclairé en incidence
normale

Nous avons souligné que [Mintensité i de 'onde diffractée par une fente
de largeur & dépend en fait de @ selon (11.1}:

i(a)=fo(s’z “) . u=ab sin 8/A,
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i, étant égale & [(0). Introduisons cetle cxpression dans (11.4); elle

devient :
. {sin Ng /2\2/5in my2
-G s )
(0)=tq sin ¢ /2 u

L)
]

N trés grand

-2 -1 0 1 +2  n=asing/A

Fio, 11.14

et I(0) = I, = N3, d’ol finalement :

b
1.7
avec g /2 =qa sin 8 /A, u=qabh sin 8/A. (L7

Les conclusions du paragraphe précédent restent valables : quand N est
trés grand, I'intensité observée n’a de valeurs appréciables que pour
@ /2=%ng, cest-d-dire @ sin @ =nA (n =0, £1, 22,..) mais la valeur du
rapport 1/1, n'est plus égale & I'unité puisque modulée par la fonction de
diffraction (sin u /u}?. Cela apparait trés nettement sur la figure 11,15,
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“1 P (sin “)2 FiG. 11.15
’/f’ ""-\\ y=|—
N trés grand /" \‘(‘/ “
/ \
f/ *,
R L ,” . A “\., N _ﬁ’———---m‘h“ arn -
-3 -2 —1 4] + 1 +2 +3 asind/r
-2 - 0 1 T2k sing/a

Pour obtenir ce phénomeéne, il suffit de prendre une [ame de verre polie
sur ses deux faces. On grave sur Pune d’elle avec un burin & diamant des
rainures rectilignes trés serrées (guelques centaines de fraits au millimétre)
et équi-espacés : les parties gravées, distantes de a4, sont opaques & la
fumiére; chague région transparente entre deux rainures se comporte
comme une fente rectangulaire allongée de fargeur b (fig. 11.16). Le mé&me
résultat peui aussi &tre obtenu par technique photographique.

e 2]
FiG. 11.16

L’gbservation de la figure d’interférence se fait comme sur la
figure 11.11 : on éclaire nermalement le résean ci-dessus et aprés avoir
concerntré les rayons lumineux qui en émergent, grice & une lentille (L),
I'observation s’effectue dans le plar focal image de (L.).

4.3 Propriétés des réseaux

Eclairons maintenant ce réseau par un rayonnement polychromatique :
chague radiation monochromatique, de longueur d’onde A, qui le constitue
est diffractée dans des rayons de P'espace dont les directions @ obéissent a
(11.6}. Par suite, un résequ disperse la lumiére et permet I'analyse spectrale
de rayonnements complexes : cette remarque justifie le fait que les réscaux
soieni des pidces essentielles des spectrographes que 'on utilise pour
Pétude des rayonnements X mous, ultraviolet, visible et infrarouge.

Les réseaux décrils ici opérent par fransmission; en général, ils
travaillent par réflexion et le rayonnement incident n’est pas nécessaire-
ment normal an plan du résean. Un inconvénient majeur des réseaux est
I'existence de plusieurs ordres d’interférence : ainsi un rayonnement de
longueur d'ende A /2 observée dans I'ordre # = 2 se comporte comme un
rayonnement de longueur d’onde A observé dans I'ordre 1. Pour éliminer
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cetle superposition, on faille de manitre appropriée les réseaux (réseanx
blazds) : 1'énergie diffractée peut ainsi 8tre concentrée dans tel ou tel ordre
au déiriment des autres. .

Les réseaux modernes sont fréquemment des répliques plastiques d’un
original gravé. Mais, de plus en plus, la gravure ne s'effectue pas par voie
mécanique : on réalise, grice 4 un laser (source infense de lumiére
monochromatique et cohérente), une figure d’interférence — appelée
hologramme — enregistrée sur upe résine photosensible qui subit ensuite
une attagque chimique.

Un paramétre important d’un réseau est sa dispersion angulgire D
définie par 1z variation d# de I’angle @ correspondant & }a variation dA dela
longueur d'onde A :

A
sin @ =2 cos 4 dé =z di,
a a

s0it :

D=—=9!=pn/a cos @ (11.8)

La séparation d@, pour une direction ¢ donnée d’observation de deux
figures de diffraction d'orde monochromatique A et A +dA, est donc
proportionnelle & dA. On peut définir le pouwoir de résolution d'un réseau
par le rapport R =2 /dA; on montre alors que :

R=A/dA = Nn, (11.9}

et ce pouvoir de résolution doit évidemment &ire aussi élavé que possible
dans un spectrographe de qualité.

Exemple : Un réseau posséde 20 000 traits pour une longueur de 5 cm;
on en déduit a =35-1072/20000=12,5- 10"% m, distance entre deux
traits du résean.

Eclairons-le en incidence normale avec la lumiére jaune du sodium;
celle-ci contient les deux radiations: A, =035890 um, A,=
0,5896 um: la séparation AA vaut donc par suite A} =
(0,5896 —0,5890)am=6nm. Si on observe ce spectre dans le
premier ordre (n = 1), la résolution R du réseau vaut : R = N =20 000;
H peut résoudre deux raies séparées de AA' = A /R, soit, dans le cas
présent, AA'=5893/20000=0,29 nm c'est-d-dire un intervalle de
longueur d'onde de vingt fois inférieur 4 1a largeur AA des raies du
sodium : ces deux raies seront donc totalement séparées.

Le principe des réseaux -— interférence entre un grand nombre
d'ondes — est utilisé dans d’autres domaines spectraux, ondes radio et
ondes acoustiques.®En se reportant & la figure 11,12, dans laquelle an
renverse le sens de propagation, et si on suppose que les fentes sont des
antennes couplées 4 des récepteurs radio, on congoit aisément gue les
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ondes n'interférent constructivement gue si les déphasages sont ua
multiple de 277 : le dispositif ne pourra recevoir que les ondes provenant de
dircctions bien définies de l'espace; les radiotélescopes % antennes
multipies sont construits sur ce principe. o

En ondes radio comme en acoustique, il est assez facile de réaliser des
sources synchrones relativement puissantes et de déphasages réglables; si
on substitue ces sources aux fentes de la figure 11,12, 'onde émise n’aura
une intensiteé appréciable gue dans certaines directions; on peut donc ainsi
faire varier la direction d"émission (et de réception} d’une antenne maltiple
fixe. Ce principe est utilisé dans les radars {ondes radio) et en acoustique
{uitrasens).
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1. FORMULAIRE DE TRIGONOMETRIE

1.1 Définitions des fonctions trigenométriques

Axe des
sinus

=

-

L Axe des
tangentes

-

T

-~

FiG. §

Par définition, si.x #(f)—ﬁ, OM) (fig. 1), on a :

M
sinx=P—=O ;
oM

OP _—
cosx=MP= P
OM

PM
tg x =—=—==AT;
or

A Axe des
cosinus
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I
cof x = ——;
tg x

|OA| = |OB| =R=1.

\T; w2/ x

0
/ 7 f2 -
/ 20
—1
¥y =sinXx
pértodicité ; sin {x + 2w }=sin x
Fic. 2
¥

—~y
1] a2 /

\ /31r/2 27
—1

y=cosx

‘r}-(

périodicité © cos(x +2n)=cosx

Fig. 3

Les graphes des fonctions y =sin x, y = cos x et y =1g x sont dessinés
respectivement sur les figures 2, 3 et 4.

1.2 Relations entre les fonctions trigonoméiriques d’un angle x.

< 2 > 810 X t
sin“x +cos? x =1 - ofgx = =
cosx cotx
Z I 2
s—=t+tg"x ——=1+cot* x
cos® x sin® x

202



ANNEXE MATHEMATIQUE

1.3 Fonctions trigonométriques de guelques angles

ten“fﬂ?:ns) 0 w6} w/a | w/3 | wio {23 |3apd | Sws6 | m | 3np2

(cf‘égeziés y (o] 45 | 60 90 20 | 135 | 150 80| 270
sin ol o122 | VI | ViR 1 IVER VR 2 | o | =t
cos ] V3pm | v2Re) im 0| =172 =Vl - 0
tg o) VI 1 V3 = 3| -1 |-V373] o =
cot | V3 i \/5/3 f —\/5,{3 -1 Il -= 0

1.4 Relations entre les fonctions trigonométrigires de certains angles
liés par ame relation simple

xoeli~x)

s~y )= —sinx

cos{—x)=co4x

te{—rl=—tgx

coll—x}=—col x

Xoetlor 42y

sinfe +x)= —sin ¥

cos{o +X}=—cos

K| i +xi=1gx

col{w +xi=col x

xet{m—-x)

sinfr —x)=5iny

cosla — X )= —cay

K otglom —xj=—1gx

eaf{r — X = —cot x

(-rr
xel |-+ .\')
2

LT
sn ;+,\‘ =CoE

T .
cos] = -Hc) = —sln x
2

(5 x) = e
gl txf=—votx
1 5 L0k X

l( bap= et
il | — by b= —tp v
© 3 \) B X

)

§in (— - .r) = £oE X
2

™ .
oS - — X = s
2

(F-)=eo
[ =—x]=qul x
If,2 x cal Ly

k3
cot{=-x}=tpx

- /2

7 /2

Fig. 4
/ 3
p. »*
y=igx
périodicité : tg{x +w)=1gx
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1.5 Formules pour I’addition et la soustraction des angles

sin{x +y)= eos(x +y)= tg(x +y)=
5in x cos y COS X COS ¥ tgx+tgy
+sin y cos x —sin x sin y 1—-igxigy
sin(x —y)= cos({x —y)= . tg{x—y)=
§in x cos v CO5 X CO5 ¥ tgx —tgy
—sin y cos X +sin x sin y T+tgxtgy
sin 2x = COS 2i = 2igx
3 §in x cos x cos® x —sinx ‘gzle_tgzx
1.6 Formules de la division des angles
X X x
2 tg — —1g" = 2tg=
) g ) g 3 g 5
slnx:————i cﬂsx=—~—-—x g x= o
1+tg” = 1+1g" - 1 —tg? =
£3 82 £2
1.7 Transformations trigonoméiriques -
sin X *siny = cos x +Ccos ¥y = COSX —cOsy =
, Xty X +y X 4 X —y , X+y ., x—y
2 sin cos 2 cos COs —2 sin st
2 P '3 2 "
sin x siny = COS X COS y = $inx cosy =
1 1 Tp ., .
5[003(): - y) E[Cos{x—y) E[sm(xwy)
—cos{x +y)] +cos{x +y}] 4 sin{x +y}]

2. EXPONENTIELLES ET LOGARITHMES

2.1 Définition de e

e:= lim (]+

204

1

==

;)" =2,7182818...




ANNEXE MATHEMATIQUE

X

y=e i y=¢

i3

FIG. 5

Les graphes des fonctions y = ¢* et y = ¢~ sont dennés sur la figure 5.
p ¥

2.2 Définitions des fonctions hyperboliques

er—eg~* e e " ' ex —g=*
shx =— ch x = ——~ thx =——
2 2 ef+e*
4y
0 .
|
; y=th_x
) FIG. 6
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x

=-¢

2

y =shx

FG. 7

Les graphes des fonctions sh x, ch x et th x sont dessinés sur les figures
6 et 7. i

2.3 Logarithmes

— Logarithme naturel ou népérien, de base e (fig. 8) :
y=Logx si x=e"

— Logarithme décimal, de base 10 ;
y=logx si x=10".

— Les logarithmes naturels ou décimaux sont liés par :

Log x =2,303 log x,
log x =0,434 Log x.
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y=Logx Fic. 8

3. SERIE DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES

Soit 2 un accroissement de la variable x. La valeur que prend Ja fonction
f(x)en x +h est donnée par 1a série de Tavlor :
2 3

h? f
fx +h}=f(x)+hf’(x}+§f"(x}+%f”’(x)+
(nt=n(n —1)..3.2.1).

Il en découle les développements limités ci-dessous :

n{n -1}y
—_————x

(T+x) #1+nx + %L (xf=ty

=
X
e #H14x 4+ —;
2
1
Log(l + x)#x —Exz, (x| =<1y
. x? x? x?
SINX#Y ~—; cogx#l——; tZx#x+—;
6 2 3
{dans les relations trigonométriques, x doit &tre exprimé en radians),
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4. DERIVEES ET PRIMITIVES DE FONCTIONS USUELLES

f(u) étant une fonction de la variable u, elle-méme éventuellement
fonction de la variable x, on aura :

| Dérivée de f(u) par Primitive de f(u) par
Fonction rapport 4 x : rapport a i ;
flud flw)y=Fflu)u, Flu)y=Jf(u)du + C*
u" 173 T e fn+NDNFEC (n #F 1)
u! (—1/uye) Logu +C"
Log & (1 fuyul ulogu—u+C"*
e etul e +C*
sin u (cos ulul —cosu +C
cos Ui (—sin uyu! sinu +
tg u (1/cos® uiul —Log [cos u| + C*

. .. df
Remargue. Dang certains ouvrages, on trouve I'écriture : ar pour f1,

2

du®
ciens, nous éviterons ce type de notation pour les fonctions dérivées,

pour f!; conformément aux recommandations des mathémati-

y
y=ﬂu)k

= ¥

FiG. @
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5. INTEGRALE DEFINIFE, SUR (a, b)
Si F(u) est la primitive de f{u), c’est-3-dire si ;

Fu)=[flu)de ou Flu)=fu).

alors la valeur de Uintégrale définie de f{u) sur (a, b) est:

7]
Fi(bY~F(a) =f flu)du,

Sur la figure 9, il apparait évident que cette intégrale définie mesure
I"aire algébrique de la surface comprise entre la courbe f{u ), Maxe des u ¢t
les deux droites 4 =a, u =h.

6. DERIVEES PARTIELLES

y 4
Yo+ Ay M‘Z
M, M,
Yo
O j——
Xg xgt+ Ax x
FiG. 10

Soit f(x, y) une fonction de deux variables. Au poiut My(x,, ¥4), f prend
la valeur f(x,, y,}. Déplacons-nous & partir de M; en maintenant Ia
coordonnée y constante et égale 4 y, (fig. 10}, tandis que x subit un
accroissement Ax; f varie de :

*&f ﬁf{xﬂ + Ax} yﬂ) ‘_‘f(x(}a yﬂ}

Alors si f est dérivable pour x = x, nous appeiferons sa dérivée, dérivde

partielle de f par rapport 4 x en M,, et nous la noterons :
{af;!ax )Xu‘ Yo'

On aura doac :

oo HaxgtAx, yo) — flx,, yo)'
(OF /3% ). o= a_]\-]Tn Ax
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De méme, la dérivée partielle de f par rapport & ¥ en M, sera:

flxg, yo+ Ay ) —fixq, YO).
0 Ay )

{afﬂ/ay )x:., n = A]]m
¥

Pour chaque opération de dérivation partielle, f est considérée comme
une fonction d’une seule variable; fa généralisation & une fonction de plus
de deux variables est évidente.

Une propriété importante de la dérivation d'une fonction de plusieurs
variables est ta commutativité des dérivations partielles successives de
cette fonction; par exemple :

55).. G
ax*ay/ . . \dyax?

7. DIFFERENTIELLE ET FORME DIFFERENTIELLE
D’UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES

7.1 Différentielle

Reprenons la fongtion f(x, y) du paragraphe 6. Amenons M de M, en
M, (x, + Ax, ¥} puis en My(x, + Ax, yo + Ay) (fig. 10); f subit I'accroisse-
ment total :

Af =[xy + Ax, yo + Ay ) — flxg, yo)s
que I'on peut écrire :
Af = flxg+ Ax, yo + Ay) — flxo+ Ax, yo) + flx, + Ax, yy) — flxo, Yo).

en mettant en évidence les accroissements le long de MM, et de M, M,. On
peut aussi écrire :

- ¥o

af=(ff-) ﬁx+sx(6x)m+(a—f) Ay +¢,(Ay) Ay,

Lo ¥ £p- ¥o
ob f fax et af /@y sont les dérivées partielles de f(x, y) par rapport 8 x et
y, caiculées en (x,, ¥o), et £, £,, deux fonctions qui tendent vers zéro en
méme temps que Ax et Ay.
A la limite, pour des déplacements infiniment petits du premier ordre, au
voisinage d’un point {x, y) quelcongue, on aura :

df=(-3i) dx—i—(a—f) dy.

x/, ay/,

df, limite de Af, est par définition, la différentielle de f(x, y). L'indice y
associ€ A 8f /ax, rappélie qu'au cours de la dérivation par rapport & x, ¥y
reste constant; souvent cet indice n’est pas noté.

7.2 Forme différenticlle
Soit A et B deux fonctions quelconguies de x et y. On écrit I'expression :
dg = A(x, y)dx +B(x, y)dy;
dg est appelée forme différentielle.
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Si les fonctions A et B vérifient :
Alx, yy=1(af/ax),, Blx, y)=(f/3y)
ona: dg = 4df.

La forme différenticlle dg est alors la différentielle df. Nous avons
utilisé dans ce cours les notations dg pour une différentietle, et &g pour
une forme différentielle, _

On peut montrer quune condition nécessaire et suffisante pour gue dg
soit une différentielle est que :

5.~ G0,

7.3 Relations entre les dérivées partielies d’une fonction f(x, y, 2) de
trois variables

Soit f{x, y, z)=0 une relation entre les variables x, y et z. La
différenticlle de x, considérée comme une fonction de y et z, s'éerit :

ax ax
o (Z) 4y +(Z)
ays az/ ,
De méme, on peut écrire :

7)o (3)
={—} dx +|=) dz.
dy (6}: x az z

z X

Substituons dy, ainsi obtenu, dans la premigre différentielle :
] a
ax= () [(32) ax () ]+ (5)
ay/ . L\dx/, dz/ ozt
x=(2) (2) «+[(5) 3) +G) |
ay I ax ) 6y z 62 & 52 »

Si nous considérons que x et z sont les variables indépendantes, cette
relation doit tre vraie pour toutes les valeurs de dx et dz. Ainsi, si dz =0,

dx ‘7’&0, i] en IESu]te .
( }’)_(ax) . l
6'

o’ 5.

s0it :

si dx =0, dz #0, il vient :

3@~ &), -
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PHYSIQUE GENERALE 2
s0if : (——"f—) (_:_E‘_y_) (E) =—1.
6}’ z az X ax ¥ a

Re;rzc_zrque. Si z était fonction de y, y élant fonction de x, on aurait :
' cze=z{yyxydx)

) () (2
On alci : ' (ax)y (6‘y . ax') .
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