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1
ESPACES ET VECTEURS

Ce chapitre rassemble des définitions et des résultats d'algdbre
vectorielle utilisés en physique. Aussi y aura-t-il peu de démonstrations.
L étudiant, qui en éprouverait le besoin, pourra se reporter aux ocuvrages
de mathématique qu’il a eus entre les mains pendant ses étndes
secondaires.

1. ESPACE DU PHYSICIEN ET ESPACE VECTORIEL DES
DEPLACEMENTS

1.1 L’espace & du physicien

Dans sa démarche quotldscnne d’analyse des rapports qgui existent entre
différentes parties du monde ofi il vit, e physicien utilise des concepts tels
que vitesse, accélération, forces, champs, etc. Or, un examen attentif de
ces grandeurs physiques montre qu’'elles possédent les propriétés de
vecteurs, qu'elles dérivent plus particuliérement des vecteurs déplace-
ments, Vespace dans lequel on les observe ayant par suite une structure
d’espace vectoriel.

Cette notion d’espace vectoriel n’est pas intuitive car, en fait, elle ne sc
confond pas avec celle d’espace ambiant ob évoluent [es sujets d’étude du
phys;c:en de maniére immédiate et pour la physique qui nous préoccupe
ici, te physicien parle de points, droites, plans, paratlélisme de droites, etc.,
objets et propriétés de ce que le mathématicien appelle un espace affme
Comme 'expérience et la géométrie euclidienne nous enseignent, qu’en
dernier recours, tous les objets et propriétés ci-dessus peuvent étre décrits
en termes de points appartenant 4 un espace de dimension 3, {"espace du
physicien sera donc I’espace affine réel §7, noté plus simplement & dans la
suite.

Une notion supp]ementa;re sur ]aquel!e nous reviendrons av chapitre 2,
celle du temps, impose de plus & cet espace § de permettre I'examen
temporet du comportement des sujets qu’il contient : il devient ainsi
nécessaire de caractériser dans cet espace des éléments de référence
appelés repéres, objets tels que droites, plans, par rapport auxquels le
physicien décrit, de fagon précise, I'évolution spatio-temporelle de son
sujet ¢'étade.
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1.2 La relativité du mouvement

Soit un objet gni se meut dans &. Si nous ne nous intéressons qu’a sen
déplacement global — dit de translation — sans préter attention 3 sa
rotation éventueile, nous pouvons le réduire par la pensée en I'assimilanat 4
un point ou particule, objet dont la tailie est nulle ou négligeable pour le
probléme & étudier :

Exemples ! o un étectron dans un tube cathodique:

e une clé & molette lancée en 4air décrit une parabole, trajectoire
d’une particule dans un champ de pesanteur uniforme;

e la trajectoire de la Lune autour de la Terre est celle du centre du
disque lunaire ; pour cette description, la lune est une particule.

Alors, te comportement le plus élémentaire d'une tele particule 5 dans £
est I'état de repos, caractérisé par la coincidence, i tout instant, de 7 avec
un point P € &, le point P étant lui-m&me immobile par rapport  un repére
R, de &. Or, ce repos est tout relatif, car rien ne nous interdit d’imaginer
que le repére R, soit lui-méme en mouvement par rapport & un autre repére
R, de &, Par rapport & R,, P se déplace avec R, et la particule 7 est dong en
mouvement relatif.

' La notion de mouvement dans & (resp. de repos) est une notion
relative. . AR

1.3 L’espace vectoriel E des déplacements_'

Considérons I'évolution temporelle d’une particule 7 dans & : de facon
précise nous dirons qu'efle est en mouvement si, & un instant donné ¢, elle
occupe la position du point A € &, et & un instant ultérieur £ o(¢5 > 1, ), elle
se trouve en BE 6, Le changement de position de # dans & est alors
représenté par le couple ordonné ou bipoint (A, B).-

On dessine souvent (fig. 1.1} le changement de position (A, B) en
tracant le segment de droite AB, mais les points autres que A et B n’ont
aucune signification puisque notre description du mouvement ignore le
chemin suivi : AP,B, AP\B et AP,B sont équivalents de ée point de vue.
Une représentation du bipoint (A, B) pourrait &tre celle de {a figure 1.2,

Fia. 1.2, Fie: 1.3, .
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Sur U'ensemble des bipoints, il est possible de définir une relation
d’équivalence appelée équipollence : la classe d'équivalence de tous les

bipoints équipollents de (A, B) est le vecteur libre AR appelé aussi.

déplacement AB. La représcntation usuelle de ce vecteur est dessinée sur
Ia figure 1.3, mais précisons bien que 13 aussi le segment AB n’a aucun
s5ens.

A cause de lz bijection qui existe entre 'espace affine de points § et
I’espace des scalaires réels R?, il est possible de définir sur I'ensemble E
des déplacements ;-

1° une addition, noiée +, impliquant (fig. 1.4) :

AB+BC=AC; °
C
Fig. 1.4,
A R

sil'onpose AB=4,BC =

b, CD = £, cetie opération vérifie les propriétés :
P, - associativité : (& +b5)+ ¢

=g +(b+&)=0+b+&;
a; '

P; - 3 un élément neutre noté § tel gue & +0=0+4d =4;
P, - 3& opposé de &, ou déplacement symé'trique, tel que :
E+&=8"+a=0;
2° une mudtiplication par un scalaire A de R : 4 tout déplacement AB, la
multigl’i_c’ation par A associe un autre déplacement AAB et vérifie les
propriéiés ;
Ps - A(Z+B)=Ad +2ab;
Py - (A + )& = Ad + pif;
Py-a (N5)=(/’t#)ff;
Py - 1d=4d.

(Py) (P,)

Fic. 1.5.

La figure 1.5 rassemble les représentations usuelles des propriétés P,, P,
et Py
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Les propriétés P, & Py imposent a 'ensemble E des déplacements
une structure d'espace vectoriel. Cet espace, de dimension 3 par
construction, est attaché a I'espace affine &.

Remar_’gues 1° = —~ & est le déplacement opposé de &.

2° si b’ = —§, on écrit de manidre équivalente :
F+b=g+{-b)=d-&

3° la figure 1.6 représente ce qu'il est convenu d'appeler la régle di

parallélogramme. Soient deux déplacements AB et BC : construisons
le’ parallélogramme ABCD; il esi évident que :

C .

Fia. 1.6,

A

— ladiagonaleissue de A porte le vecteur somme AC = AB + BC;
— la diagonale issue de D porte le vecteur différence

DB =AB -~ AD=AB-BC.
1.4 Vecteurs liés et vectenrs glissants

Considérons 'ensemble {O; §) des bipoints (O, P) de méme origine O :
il ¥ a bijection entre cet ensemble et [R?, et 'ensemble (O; &) est un espace
vecioriel de dimension 3. Le vecteur lié {0, P) est noté OP ou ¥ s'il n* ya
pas d’ambiguité sur Vorigine : ¥ est aussi le vecteur-position de P
(sous-entendu par rapport & Q).

La droite (A) unique qui passe par 'origine et 'extrémité d'un vecteur lié
est le support du vecteur : deux vecteurs équipollents et de m&me support
appartiennent par suite & une méme classe d’équivalence dénommée
vecteur glissant. Deux vecteurs glissants dont les supports sont paralléles
sont dits vecteurs colinéaires.

1.5 Bases de E et repéres de (0; &)

Soit ]’espace vectoriel E dont une base est constituée de trois éléments :
B=(Z,, &, & ). Ceci sous-entend :

1° &,, &,, &, sont linéairement :ndepcndants ¢’est-a-dire A(x 1s oy AS}E
R? et non tous nuls, tels que A&, + A8, + 1,8, = 0.

2° VVEE‘, 30x,, Xa, x3}E1R3 tels que :
V= X, &, + x,8, + a8
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Les éléments x; €[R sont les composantes scalaires ou algébriques de V
dans la base B, et on écrit souvent V scus la forme d’une matrice colonne

(3, 1):
X,

“\7=(x2). (1.1)
X3

Nous avons vu au § 1.4 que I'espace (O; &), c’est-a-dire § muni d’une
origine O, est un espace vectoriel. Il existe une bijection de E sur (O; §)
telle qu’a tout vecteur V £ E correspond un point vnique P de & vérifiant :
V¥ =QP. Dans E, V s’exprime de fagon unique sur une base B et il en est de
méme pour OP.

Par définition, si I'espace vectoriel (O; £) admet B pour base, le couple
R =(0; B) formé d'un point O de & et de la base B constitue un repére de
Iespace affine &; si R=(0;7, f, k), on aura ainsi :

— -

OP =7 =l +y] +f | (1.2)

Les scalaires x, y, z, respectivement abscisse, ordonnde et cote de P sont

X
y.
4

les coordonnées du point P dans R et on note P=({x, y,z)ou P

-La figure 1.7 rassemble 1"essentiel des résuliats de ce paragraphe.

Remarquions que, comme pour les bases de E, il est possible d’envisager
des changements de repéres de (0; £) : nous reviendrons ultérieurement
sur cetle propriété importante pour la physique. Signalons simplement ici
que ¢es changements peuvent affecter les deux éléments O et B du repére
R ={0; B) : de facon générale, on peut ainsi envisager une franslation dc
Porigine : (O; B} — (0';.B), suivie d’un changement de base dans
(O 8): (0; BY — R =(0¥; B').

2. ORIENTATION
2.1 Orientation de Pespace E! et de la droite affine &

L’espace vectoriel E', & une dimension, étant rapporté & une base
B={(/"), & tout vecteur ¥ €E' est associé un scalaire x €R {appelé
composante ou mesure algébrique) et que :

b=xi. ' (3

5
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Cette opération oriente la droite vectorielle E' car efie la partage er;deux
demi-droites, I'une pour laquetle & = xi avec x >0, 'autre on & = xi avec
x <<{,

La droite &' munie d’une origine O, éant I'espace vectoriel (Q; 6‘ ),
s’oriente comme E,; et pour tout point PEE', on a:

OP=xi (1.4)

avec x >0 ou x <<0.

On voit que les espaces E' et (O; §Y) ont deux sens d’orientation
possibles selon le choix de'la base B : 'un des sens, arbitrairement choisi,
est 'dit sens direct, Pautre étant le sens rétrograde (fig. 1.8).

OF=x (x<0) OP=xi (x>0}
Fig. i.8. Espace direct Espace rétrograde

2.2 Orientation de Vespace E’ et du plan affine §

E2 étant rapporté & une base (i, f+), 4 toute autre base (&, ¥') de E2 est
associé le déterminant non nul de la matrice de passage d’une base 2
I"autre :

& 5 f

si &= (x), 7= (x’), alors det(, #)=|" *

y y Sy oy

Le signe de ce déterminant oriente ¥espace vectoriel EZ car it partage

Pensemble de ses bases B en deux parucs cefle pour laquelle
det{i, ) >0 et Iautre ot det(#, ) <0. '

Ce résultat s’étend sans difficulté pour le pldn affme muni d’une origine
(0; &) et les notions de sens direct et rétrograde en gécoulent de méme.

Soit (O; &%) orienté par la base de sens di_rectli, i) : un examen-<de la
f[gure 1.9 montre gue si les bases £, 7). (=i, =) sont directes, les bases

—7, ), (I, =i ) sont rétrogrades : chaque classe (directe ou retrograde)
conserve le sens de la rotation qui améne e support (A,) orienté par le
premier vecteur de base i coincider avee le support orienté (A, ) du second
et chaque classe est irréductible & Pavtre,

Le changement de bases directes entre elles conserve — pour le cas de la
figiire 1.9 — le sens conventionnel de la trigonométrie (sens inverse des
aiguilles d'uhe montre), les changéments de bases rétrogrades conservant
le sens inverse (celui des aiguilies d’une montre).

6

#0.

f
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(4,)
0
_ (8,

Bases directes

(4;)
(4,
; i

Bases rétrogrades

FiG. 1.9.

2.3 Orientation de I’espace E et de I'espace affine &

Soit (z /. k) une base de E : A toute autre base {&] 5, ) de E est
associc le determmant non nul de la matrice de passage d’une base &
Pautre ;

std={y|,b=y| W= y")*afﬂl‘s det(#, 9, %)=|y »' y"| #0,
z Az z” z 7'z

d’'o il__ une orientation de B et (O; &) avec sens direct et rétrograde. Si
(7,7, k) est unc'base directe, il en est de méme pour toute baqe dans
faquelle on a changé le signe dc deux vecteurs :

— bases directes : {7, 7, k), (-, ={, E), (I, =7, -k), (-, [, -F),
— bases rétrogrades : (~1, [, k), (I, -7, E, (7, [, —&),{~{, =, =k).

Une base de E ou (O; &) est formée de trois vecteurs lindairement
indépendanis donc non coplanaires. On peut considérer dans les pldnS
vectoriels engendres par exemple, par les deux premiers vecteurs(: i )et
(i, ') des bases ci-dessus, le sens des rotations qui aménent Ie support
orienté par tr sur celui orienté parj et le support orienté par # sur celui
orienté par ¥; si, par_la pensee, on fait coincider ces plans vectoriels
orientés, les vecteurs k et W appartiennent 3 un méme demi- -espace ou a
deux demi-espaces disjoints : dans le premier cas (I, j, k) et (&, 7, )
sont de méme sens et dans ["autre de sens contraire (fig. 1.10).
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k

(i, 1) et {&, &, %) sont de sens contraires.

(7.7 &) et (if. &, %) sont de méme sens.

Fig. 1.10

Remarque : Dans tout ce cours et sauf précision contraire, nous
choisirons une base dextrogyre B, (E,, &, &, ayant les mémes
positions relatives que le pouce, lindex cf le majeur de la main droite)
pour orienter I'espace. Toutes les bases directes seromt ainsi
dextrogyres, les bases rétrogrades étant lévogyres.

3. PRODUIT SCALAIRE ET NORME
3.1 Définitions

Sment deux suppoth orentés par deux vecteurs 7 . " de E. On deSIgne par
(s i } 'angle associé 2 la rotation _qui améne le premier support en
comczdence avec le second et par U, Vles mesures a]gebnques respectwes
de U, V relatwement af, ] (82, l) . i, . . 0

8
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Le produir scalaire des vectcurs U et V est 'application de E dans R
définie par lg produit des mesures alg_“brlqucs de ces vecteurs et du cosinus
de t'angle (7, ). Onnote ce produit U - V, ce qui se lit « U scalaire V.

U-V=UVeos(, ) (1.5)

Remarqugns que {1.5) n’est pas une loi de composition interne dans E
puisque U-VeR.
La norme associée au produit scaluire est Mapplication de E dans R™

définie par :
U — [U]=V0-U={U|. (1.6)
Si V=Ualors | = et cos(i, /) =cos{{,})=1: (i.5) entraine que :
o =vU-U=vUU=|0]

—= . r N .
Tout vecteur U dont lg norme paut 1 est dit normé ou unitaire et son
support orienté par U est un axe.

Remargne : pour simplifier I’écriture vectorielle guand il n’y a aucune
ambiguité, nous écrirons dorénavant :

U pour U ( valeur algébrique de U)
|U] pour [T (norme de T).
Ainsi : U.¥=uv cos(i*, f'),
0j=vU-U=vU=1U|.

Cherchons maintenant si le produit scalaire dépend de I'orientation du
plan vectoriet (£, /). Désignons par & I"angle (7, /' ); en nous reportant & la
figure 1.9, il apparait que :

(-7, -7)={i.7)=9,
(-L7={0 )= —m+e.
A ces changements de base sont associés les changements de signe
sujvants des mesures algébriques de U et V suri etj :

si (I.[})— W, vy, (-, -])— (-Uu,-V),
(=57) — (-u, ),
(£, /) — W, -¥).
Au total, rous aurons :

(rf)—r_['f V=UVcost
(~f, =) — U-V=(~U}~V)cos 8 = UV cos 8,
(- 7)) — U-V=(~U)V cos(—x +8)=UV cos 9,
(5, ) — T_T-V=U(~V)cos(~~qr-i-9)=UV cos 4.

G

Le produit scalaire U-V des deux vecteurs est donc un invariant
relativement A Porientation du plan vectoriel (i, ). Comme, par

5
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adjonction & ce plan d’un vecteur £ linéairement indépendant des
prccedcnts, il est possible d’obtenir une base directe de E (fig. 1: Il} on
énoncera le résultat précédent de la maniére suwante

Le produit scalaire _ﬁ -V de deux vecteurs U et V de I’ensemble E
est invariant relativement 2 'orientation de E.

Fie. 111,

Cette propriété .entraine une nouvelle definition du produit scalaire
mettant mieux en évidence cette invariance; soient i ct ¥ les vecteurs.
normés ({u] = |v| = 1) de méme support et de méme sens respectivement
que U et ¥Y; en prenant { =i et j =7, il vient :

Alors ;

U-V=|u{|v] cos'(ulj,“\‘/‘)‘ (1.7)

Le changement d’orientation de E change le signe de l’ang[e (U, V) mais
pas la valeur de son cosinus.

Par définition, I"espace vectoriel E muni d’un produit-scalaire a une
structure d’espace euclidien et toute base de E dont les vecteurs sont
normés est dite base normde. '

Deux vecteurs sont orthogonaux s'ils sont tous deux non nuls et st leur
produit scalaire est nul :

. U=#0,V#0
U-vV=0

De (1.7) # résulte que dans E, ULV — cos(U V)= 0 s0it
(U V)‘“qr/Z propriété geometrlque que vérifient bien deux vecteurs
orthogonaux.

Une base est dite orthonormée si ses vecteurs sont tous normés et deux
& deux orthogonaux : soit By=(Z,, £,, £,) la base de E dans lequel est

10
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défini le produit scalaire et soit B ={1, j, ) une base orthonormée de cet
espace euclidien E :
Ff=fF=kF.{=0,
=il = k] =1. (1.8)
Considérons deux vecteurs de E déterminés par leurs composantes

dans B :
x E ¥
_lj=(y),_\7=(y')..
4 z'

Alors ; U-V=(al +yf +2k)} (xT +y] +2'k).
En utitisant les propriétés (1.8), il vient

U-V=xx"+yy+zz'. (1.5

forme bilinéaire symétrique velativement 4 [a base B et autre définition du
produit scalaire. I.a norme euclidienne de U relativement & B s'écrit ainsi :

[Tf = U} =VxZ+ 33+ 22, (1.10)

exprimant lec théoréme de Pythagore.

Remarques '1° C’est en fait la forme (1.9) exprimée sur la base By de
E qui définit de facon généraie le produit scalaire et la norme, donnant
a2 E sa structure d’espace euclidien. On cherche ensuite les

ndomorphtsmes appelés isométries vectorielles ou transformations
orthogonales qui conservent dans le p]an vectorie! (U, V) la valeur de
U -V : ce sont les rotations vectorielles 2 partir desquelles on defmlt la

notion d’angie de deux vecteurs normés.

2° Dans I'espace affine & relativement a [ "espace vectoriel euclidien
E, a tout bipoint (A, B) est assecié un vecteur AB € E : cela induit sur
& une structure d’espace affine euclidien et aux notions de norme et
orthogonalité de vecteurs correspondent ies notions de disfance de
deux points (mesurée physiquement par I'ouverture d’un compas) et
d " grthogonalité de variéiés affines (contrdlée par une équerre & angle
droit).

3.2 Propriétés

VU, U,, ¥V, (U,+0,)-V=1,-V+U,-V,
viER, VU,V, (10)-¥=4(T-V),
et de méme par rapport & V.
YU, V, U:V=V.U: le produit scalaire est commutatif;
Ul =0 <= U=0; ‘
vaeR, VU, |\U|=]x||Ul;
YU, V, [U+V)<|U[+|V| (inégalité de Minkowski).

11
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—r

Si F'on note : U+ U= |U|? par U?, cané scalaire de U :
VU,V (UxVP=02x20-V+V?
(T+V){(T~-V)=172-V
Pour la base orthonormée (r, i, E) et un vecteur U de E,ona:

x=0-, y=U-f, 2=U-k
si = x +yf +2zk.

Sait V' le vecteur prO]BCthl‘l orthogonale de ¥ sur U el Tj’ celui de Usur
V (fig. 1.12}. Appelons I et @ les vectenrs unitaires de Uet V. Alors :

-

U=U#, U=U%, V=V# V=V implique : U-V=UV =U"V.

Fia. 1.12.

4. PRODUIT VECTORIEL
4.1 Définition

Soient deux vecteurs ! U et v _de E. Par définition ;

Le produit vectoriel W=U A V des deux vecteurs U et V, qui se ljt « U
vectoriel V» est I'application de E dans E telle que :
=0 si U et V sont colinfaires {V=2U avec A ER);
e_E orthogonal au plan (7) engendré par le couple (0,¥):
=V.W=10; :
¥V, W) oriente I'espace comme By;
norme vaut : |W|=|U|{v| [sin(_ﬁ, vl

Bo={Z,, &,. &,) étant une base dirccte de B, il en sera de méme de

(-u—-.»-.._,._._

V, W=U s _\7) S3i par contre nous orientons E par la base rétrograde
B,={é&,, &,. —53), alors ( U, V.W=0Un V) sera aussi par définition une
hase rétrograde de E (fig. 1.13). .

léi

|

=]

Le sens du produit vectoriel est donc li¢ a I’ orientation de ’espace : sion
passe de la base directe B, & la base rétrograde BJ (par eX. en changeant &,

n —&,), le produit vectoriel W="T A V tel que (U, ¥V, W) soit une base
12
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directe de E comme B, devient W'= ~W tel que (T, V, W) appartienne
comme By aux bases rétrogrades de E,

€3
(By)
e -‘---" -
£y ey
Fig, 1.13.
(Bg)
2 & ?
- E'j

Changer l'orientation de 1'espace E change le sens de tous les
produits vectoriels construit dans E.

4.2 Propriétés

— U AV=0siet seulement si :
|U| =0 — U=ﬁ,
|[Vi=0 — V=0, _
_ sin{U,V)=0 — (U, V)=00u 7 — V=2T c'est-d-dire U et
V colinéaires.
— Le produit vectoriel esl anticommutatif :
Val=-0UaV.
Changer I'ordre du couple (U, V) revient & changer I'orientation du plan
() donc de la base (U, V, W).
YU, ¥V, V, TUa =0 A
vaeR, vU,V, (AU AV=x({U

=

et de méme par rapport & V.

13



PHYSIQUE GENERALE i

Soit (1 i, E) une base orthonormée directe de E. On a: 1]:’ A fﬂ=
|:[ 171 |3m(+ m/2) =1; le vecteur i Af est unitaire et tel que

(;,},1 Ad )sont une base directe deb on a dongc identité entre i A} et
k et de méme : | AE—: Eai=jf.

=ik =k-T =0, o

Faf=k Fak=i, Eal=0| a1y

-

b}

Soit : - U=xi +yf +zk et V=xT +y7 +z'k, deux vecteurs
quelconques de E. L'utilisation des propriétés ci-dessus et des refations
(1.11) entraine :

TUaV=0z' -+ (@' —x2 )+ Gy -y k: (1.12)

{pour retrouver aisément ce résultat, on I'écrit sous la forme :

FO 3
y oz

x
x' ¥y oz

TAV=

et on développe ce déterminant, dont la premiére ligne COmporte les
vectenrs de base, la. scconde fes composantes a]gebr:ques de Uetla
troisiéme, celles de V. Ce moyen miémotechnigue n’a naturelement
aucuane valeur mathématigue). N

Remarquens enfin que la_norme de U AV mesure Iaire du
parallélogramme construit sur U et V.

5. DERIVEES VECTORIELLES
5.1 Définittons

Seit E un espace vectoriel. On appelle foncnon vectorielle ¥ dans E
d’une variabie réelle ¢, toute application de R (ou d’une partie de R) dans
E:siteR, F(t)EE.

La structure d’un espace vectoriel permet de définir Ia somme de deux
fonctions vectorielles F(t)+§(t) ainsi que le produit de F(¢) par un
scalaire A{f), lui-mé&me éventuellement application de R dans R.

Exemple : soit I un vecteur unitaire. Tout vecteur U colinéaire de #,
dont la mesure algébrique dépend de la variable ¢ est une fonction

veqtorielle de t - —I,'I'(t)'= U(t_) if.
Par définition, on dit que la fonction vectorielle F(r ) définie sur It, — k,
to+ R{(h > 0)est dérivable en 1, si la fonction vectorielle $(t ), telle que :
)y Tt
ey = (1)~ F( u)
t - ro

14
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admet une limite lorsque ¢ tead vers t,. Cette limite, nouvelle fonction
vectorielle de E est appelée vecteur dérivée premiére de F en t, et est notée
F'(ty). : '

F(t,) = tim [E____(‘j :' i“o)] :

t=tg

1 a définition précédente ne dépend dvidemment pas du choix d’une base
dans E.

Exemple : la dérivée d’un vecteur constant de E — c’est-a-dire un

vecteur indépendant de la variable ¢ — est Ie vecteur nul :
V=V, — V=0

La réciproque est vraie.

Comme _].5’( t), vecteur dérivée premiére de F(r) sur tout ou partie de R,
est aussi une fonction vectorielie de f, on peut eavisager I'existence du
vecteur dérivée seconde F'(t) de F(¢), etc.

5.2 Propriétés

a) Si deux vecteurs F et G de E sont dérivables en to € R, leur somme
I'est également :

(F+TY(te) =P(te) + Gt ) EE.

b} Siun vecteur F € E et une fonction scalaire A €R sont dérivables en
i, ER, le vecteur AF Fest aussi, et on a:

(AFY(0) = A '(t) Bt + A () P (1) € E.

) Si I'espace vectoriel E est euclidien, YF ¢f G de E dérivables en
to €R, le produit scalaire F-G &R est dérivable en t, et on a -

(FG)iey) =Fe,)-Gltg) + Fi2,) -Gty ER.
d) 1l en sera de méme qu'en ¢) pour le produit vectoriel F A G ¢
(F A GYU) =F,) A Gltg) + Fie) A Gt ) EE.
Exemples : 1° Soit & un vecteur de norme constante, c’est-a-dire
indépendante de tout paraméirage par une variable :
|a|?=d -4 =constante — (|a|?)y=2d"-F=0.
Le vectenr dérivée premiére @' d’un vecteur &, de norme constante, lui
est orthogonal ; c’est en particulier vral pour fout vecteur unitaire
E(jul=1)
2° Soit @ = afi oli & est un vecteur unitaire; &' = a’if + afi’ peut
s'écrire : &' =d j, +d |, avec :
& |, = a'll, vecteur colinéaire de &f donc de 4,
@, =ait', vecteur colinéaire de &', vecteur dérivée de i domc
orthogonal au vecteur i

Le vecteur dérivde premiére &' d”un vecteur & est donc en général non
colinéaire de . '

15
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CINEMATIQUE

La cinématique se propose de décrire le mouvement (relatif} des
particules ou systdémes de particules indépendamment des forces qui
mesurent les interactions responsables du mouvement. Cette description
s’appuie sur la structure de Iespace euclidien (0; &) muni de repéres et sur
la notion de temps dont les propriétés restent & préciser.

1. LES REPERES EN MECANIQUE

Parmi tous les repéres ou rdférentiels gue le physicien utilise dans 1'étude
du mouvement d'une particule, il en existe trois privilégiés car trés
employés : :

1.1 Le référentiel Terre

Au voisinage de la surface terrestre, les mouvements d’un corps peuvent
étre décrits dans le référentie! naturel qu’est la Terre elle-méme. La
figure 2.1 précise comment on peut définir deux référentiels de ce type :

Fra. 2.1.

16
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a) O : centre de la Terre, NS : axe nord-sud de rotation terrestre,
(OA, OB) rayons terrestres orthogonaux du plan équatarial : (O; X, ¥, Z)
référentiel 1ié & la Terre.

b} OP : rayon terresire, i vecteur unitaire dirigé selon la verticale en P,
i vecteur unitaire tangent en P au méridien, | vecteur unitaire tangent en P
au paralléle : (P; i,i, ) vepére local [i¢ & Ia Terre appelé souvent
référentiel du laboratoire. :

Tous ces référentiels effectuent une rotation autour de 'axe NS en
24 heures.

1.2 Le réiérentiel Terre-étoiles fixes

La rotation diurne de la Terre complique, & long terme, la description
cinématique d’une particule. Pour une expérience de durée At fajble
devant la période de révolution de la Terre autour du Soleil (~ 365 jours),
on prendra de préférence le repére constitué (fig. 2.2) par :

— la Terre considérée comme particule, ¢’est-a-dire concenirée 4 ’origine
T,

— trois axes Tx, Ty, Tz, issus de T et pointant vers trois étoiles dites fixes
de la sphére céleste.

Fia, 2.2,

1.3 Le référentiel de Copernic

Pour de lengues durées d’observation, le référentiel (T; x, y, z ) ne peut
étre considéré ni comme fixe, ni comme animé d’un mouvement de
translation rectiligne puisque T décrit une ellipse autour du Soleil 8. Les
étoiles fixes étant trés Eloignées du systéme solaire, celui-ci est donc un
systéme isolé mécaniquement du reste de I'Univers et décrit dans (O; &)
une droite d’'un mouvement uniforme (voir chapitre 3) : en prenant le
centre de masse C du systéme — voisin de § — comme origine et en visant
les trois étoiles du § 1.2 on obtient le référentiel dit de Copernic
(C; X, Y, Z), excellente approximation de ce que I'on appellera référentict
galiléen (§ 11).

17
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2. LE TEMPS

On ne peut définir le temps, la seule chose que I'on sache faire & son
sujet étant de lier son écoulement A un ou plusieurs phénomeénes physiques
répétitifs appelés horloges (pendule simple, ressort 4 spirale, sablier,
métranome, eic.). Si on fait correspondre chaque état d’une horloge a un
point T d'une droite orientée (D) — point qui-définit un instant — la
fipure 2.3 moutre que 'ensemble des instants {T) est muni &’ unc relation
d ordre total.

T, ;rz . 0 T; - — (D)
T ' T '

Fig. 2.3.

Sur (D) considérons deux instants T, et T,, T, étant ultdrieur 2 T, - nous
obtenons le bi-instant (T,, T;); (T;, Ti) est un bi-instant équipollent a
(T,, T,) si T, —T;=T,—~T,. Nous appel]erons durée t ou intervalle de
temps le vecteur classe d’equwdlence des bi-instants équipoilents &
(T,. T,); alors qu’il n’est pas possible d’additionner des instants (14 juillet
1789 et 11 novembre 1918}, Faddition des durées a un sens {(une expérience
durant 11 secondes suivie d’une autre s’étendant sur 25 secondes a, av
totat, duré (25 4+ 11) =36 secondes).

Les durées ont une structure d’espace vectoriel. Si de plus, sur fa droite
(D), on choisit un instant particulier comme origine £} (ex. naissance du
Christ), & tout instant T sera associé sa durée f, vecteur équivalent du
bi-instant (2, T} : cette durée prend le nom de date relativement a £ et
I'espace (Q; D) a, pour le temps, la méme structure que I’espace physique
(O; 6).

3. LES UNITES FONDAMENTALES DE MESURE EN CINEMA-
TIQUE

La définitior d’une norme sur {'espace de la physique implique {a mesure
des grandeurs (sca[aires ou vectorietles) de cet espace reialivemen’ﬂt_é une
grandeur de méme type prise comme référence ou unité : si U et
appartienpent & I’espace euclidien £, la relation U=Uf implique que le
vecteur U contient U fois le vecteur-unité f, résultat que l'on peut
exprimer aussi sous fa forme : U= U].

Dans le Systéme International &'unités (S1), on a ainsi défini, en ce qui
concerne les unités fondamentafes de 1a cinématique :

— le métre (m), unité de longuenr, pour mesurer les depfacements 1.clest
la fongueur épate a4 1650763,73 longueurs d'onde dans le vide de la
radiation correspondant & une certaine transition de I’atome de krypton 86.

-Les sous-multiples et multiples courants du métre sont : le kilométre
(km) : 10° m, le centlmetre (cm) : 1072 m, Je millimétre (mm) : 107> m, le
mlcrgn (wm): 107° i, le& natométre (nm): 107° m, Iangstmm (A)
10-°m '
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— La seconde (5), unité de temps, pour mesurer les durdes : c’est la
durée de 9192631770 périodes de la radiation correspondant 2 a transition
entre les deux niveaux hyperfins de Patome de césium 133 dans son état
fondamental.

Les sous-multiples et multiples courants de la seconde sont: la
nanoseconde (ns) : 107% s, la microseconde (us) : 107° s, la milliseconde
(ms): 07%s, Jla minute {mn): 60s, I'heure (h)=3600s, le jour
(j) = 86400 s.

4. UNITES DERIVEES ET EQUATIONS AUX DIMENSIONS

Nous rencontrerons ultéricurement des unités dérivées qui se déduisent
des unités fondamentales par des refations posées a priori. Par exemple, la
vitesse moyenne est le quotient de la distance parcourue par Uintervalie de
temps mis pour le parcourir: v =1/f; on prend donc comme unité de
vitesse celle qui consiste & parcourir ' uaité de longueur pendant Funité de
temps. L’équation de définition correspondante s'écrit : vitesse =
déptacement/durée ou symboliquement : {v]={LI/IT]1=[LJ{T]". Une
relation de cette forme est appelée dquation aux dimensions de I'unité
dérivee.

Dans lc Systéme International d’unités (81}, la plupart des grandcurs
physigues et les unités correspondantes ont une équation aux dimensions

- de la forme :

[G]=[M]*[LIF[TP[IF, _
ol [M} représente la masse, [L] Ia longueur, [T] le temps, [I] le courant
électrique et a, B, v, 6 des nombres algébriques généralemént entiers.
Exemples : e force TF]=[MI[LI{TI]"%
o charge électrigue [g]=[I][T].

Remarquons que ! 'équation aux dimensions d’ une unité dérivée n’est pas
une propriété intrinséque de cette unité : elle dépend du choix des unités
fondamentales et de la relation choisie pour définir I'unité dérivée.

5. LES DESCRIPTIONS EQUIVALENTES D’UN MOUVEMENT
EN CINEMATIQUE

So}i_t a_J{’es ace euclidien (Q; §) muni d’un repére orthonormé R=
(o:4,7. £). Dans cet espace, il existe trois maniéres équivalentes pour
décrire fa cinématique d’une particule P :

5.1 On connait la trajectoire (C) décrite par P dans le repére ¢t la
facon dont la particule se déplace sur (C) (fig. 2.4).

La trajectoire (C), leu des points par lesquels passe P aux différents
tnstants ¢, est définie par une application dans & :

Fxemple : y —xtg{z/b)=0 el x*+yZ=a% (g, b>0).
19
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FiG. 2.4,

P .

La trajectoire (C) étant orientée, le comportement de P est précisé par
son abscisse curviligne ou éqguation horaire, mesure algébrique du
déplacement de P sur la trajectoire, & partiv d’une origine arbitraire Py,
exprimée en fonction du temps ¢ :

@=s =g5(t).
Exemple : s =Va*+b? wyt.

5.2 On connait le vecteur-position OP en fonction du temps

OP =7=7Tt). _

Le licu décrit par {"extrémité libre P de 7 est la trajectoire (C} et la
dépendance de F par rapport &4 ¢ est équivalente & la connaissance de
I’équation horaire. ' :

Exemple : ¥ =a cos agti +a sin wotf + bwgtk, (a, b >0).

5.3 On connait les équations, paraméirées par le temps, des
coordonnées du point P dans le repére, ¢’est-a-dire :

x=x(t), y=p@), z=z().
Comme : 7 =xi +yj +zk, Péquivalence est établie.
Exemple : x = a cos ay, y =gq sin wgt, 2 =bayl, (4, b>0).

Remargue : les exemples ci-dessus décrivent tous le comportement
d’une particule parcourant d’'un mouvement uniforme une hélice
construite sur un cylindre, d’axe de révolution Oz, de rayon a, ct dont
fe pas vaut 2@b (cf. § 9.2). : '

Considérons maintenant les deux vecteurs OP = 7, OP =F !, positions de
P aux instants respectifs ¢ et ¢ + A (fig. 2.5). '
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FiG. 2.5.

St AF et (Ax, Ay, Az) rcpresentent respectivement les accroissements de
Fetde (x, v 2), on peut aussi écrire :

PP "OP’ 0P = 7 —F=AF,
avec de plus : F=xi i [+ 2k,
AF = Axi +Ayf +Azﬁ?

Munissons e dép]acemenl élmentaire A¥ d'un vecteur unitaire # dont le
support (A) possede la méme orientation que celle de (C) dans le repére; on
aura ainsi : AF = Arii, avec Ar>0 s PP =As =s' —5 >0, Ar <0 si
As < (.

Considérons maintenant la suite des positions (P, P, ...) de |a particule
P’ se rapprochant de P (fig. 2.6). |1 v correspond deux suites :

— celle des déplacements vectoriels : A7, = Ar H,, AF, = Aryil,, ...
— celle des déplacements curvilignes : As,=s;—5, As, =8, —3s, ...
dont les mesures algébriques respectives Ar et As tendent simultanément
vers O quand PP — P.

A la limite, on aura les deux propriétés évidentes geometnquement

Ard
— Ar,<<As,, Ar, <Ags,, ... mais lim (—~>= 1;
As=0 \AF
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— [, porté par PP,, it, porté par PP}, ... tendent, quand ¥ — P, versle
vecteur unitaire . porté par la tangente (T) en P a la courbe {C).
Ay total :

fim (ﬁ) = i @.1)

ase=n SAS

6. LA VITESSE
Dans toute Ia suite de "ouvrage, les dérivées par rapport au temps ¢,
d’applications seront toujours représentées par [a fonction que I'on dérive

surmoniée d’un point pour une derwatmn premiére : d, ¥, de deux points
pour une dérivée seconde : §, i, etc.

6.1 Vitesse moyenne

Par définition, la vitesse moyenne de la particule est :

. A Axs Ays Az
vmny——E—E: —!-—A—F; +At i

C'est un vecteur lié & P et colinéaire de PP = AF.
6.2 Vitesse (instantanée)

Par définition, la vitesse (instantanée) est la limite (si elle existe)
de ¥, quand At — 0, c'est-2-dire quand également P’ -— P,
AF — 0, As —— 0. Si 'application vectorielle #(t ) est différentiable
par rapport & £, cette limite existe et est la dérivée F(t). On a donc :

-

7= v_tf_‘ + v}f + vzk‘ =F =i+ v +zk (2.2)

Par construction, # est un vecteur lié @ P, tangent en P & la trajectoire
(C), de composantes (X, ¥, 2) sur R et de norme :

o] =+ 57T 2

On peut encore &crire :

— lim (m’)_ lim (Ar As) fim (As) lim (fsr
ae =0 SAfF ar=0 “As At ar=n ML as—o VAS/S

Si r(r) est drfferentlable il en est de méme pour 5{f } et, compte tenu de
(2. 1) 7= mT, uT étant le vecteur unitaire de la tangente, il est possible
d‘écrire : # =vil,. oll v est la vitesse algébrique de P; alors :

5 = vity = $if. (2.3)

Le résultat (2.3) précise I'orientation de ¥ par rapport 3 .
2
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0.3 Unité de vitesse

L’ cquatron aux dimensions de la vitesse est {2 1 =[LETT? et I'unité (SD)
est e métre par seconde (m-s~1).

7. L’ ACCELERATION
7.1 Accélération moyenne

Soient P et P deux pomts de (C) ou la particule passe respectivement
aux instants ¢ et ¢ + At ¥ et §' =9 + AT les vitesses correspondantes
(fig. 2.7). Translatons, parallélement & lui-méme, le vecteur &' en P
I'aceroissement de & durant I'intervalle At est représenté par A%, avec
AP = Avd + Av,} + Auvk, si on appelle Av,, Av,, Av, les accroissements
corlespondaﬂts des composantes v,, ty, B, de ¥ sur R.

]

FiG. 2.7

Par définition, ["accélération moyenne est :

- Aﬁ- Av > Av - Av
" + ¥ -
@moy At At ’ At ! At £

C’est un vecteur lié & P, colinéaire de Af#.
7.2 Accélération (instantanée)
L’accélération (instantanée) est définie par :

&= li (A” 7
= 1m — =7,
ar—o ‘At

d=ad+af +ak=5=0+0] vif=F=s+3 +5k

(2.4)

C’est un uecreur ke & P, de composantes (X, ¥, 7} sur R et de norme ;
la| =V¥*+ 57+ 1% comme on voit, sur la figure 2.7, que la vitesse
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change de direction quand (C) s’incurve, I'accélération @ est de plus un
vecteur towjours dirigé vers ['intérieur de la trajectoire, c’est-a-dire vers la
concavité de (C). ' o

7.3 Accélérations nermale et tangenticlle

Considérons deux points P, et P} de part et d’autre du point P, tous trois
sur 1a trajectoire curviligne (C) non obligatoirement plane (fig. 2.8). Par P,
P, et P{ nous pouvons faire passer le cercle (Q,, p;), de centrg Q, et de
rayon g, = §},P. Par P, P, et P; milicux respectifs des arcs PP et PP,
passe le cercle ({},, p,). La construction se poursuivra, alors que les suites
(P,, Py, ...} et (P}, P, ...) convergent indépendamment vers P. On peut
montrer qu’a fa fimite : ' ' .

FiG. 2.8.

1° i existe un cercle tangent en P & (C) appelé cercle osculateur de
centre O et de rayon p = QP, toujours situé dans la concavité de (C);

2° Ja droite (N) de ce cercle portée par P et §), dite normale principale,
est perpendiculaire en P & la tangenté (T) commune au cercle osculateur et
i la trajectoire (C);

3° sj i, désigne le vecteur unitaire (N), orienté vers la concavité, on a
pour expression de la dérivée de.if; par rapport 4 s :

_ . .
Hs)=—uy. (2.5)
Soit & =vil.; par dérivation par rapport au temps, nous obtenons :
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5 =& = o, + viy; 5i nous considérons i, comme une application de ¢ par
Pintermédiairc de s5(¢), nous avons aussi: :‘;t'T'—- Ei(s)S(ty=vl(s)=
(v/p)ify en tenant compte de (2.3 et 5).

Finalement ;

F =Dl + — By (2.6)

L’accélération & est donc contenue dans le plan osculateur (2, p) et
apparalt comme la somme vectorielie d’une accélération tangentielle &.
portée par (T)) et d'une accélération normale i, (portée par (N)S
(fig. 2.9) avec :

fy, Gu=—2=0. (2.7)

7.4 Unité @’accélération

I’équation aux dimensions de I’accélération est [a]= [LIT]™ et son
unité (SI) est le metre par seconde au carré (m-s2).

8. VITESSE ET ACCELERATION ANGULAIRES
8.1 Définitions

Considérons un mouvement curviligne dans un plan (#)} muni d'un
référentiel orthonormé(().; i’ ~Jf"‘h'](fig. 2.10}. La position de P'sur (C) peut
Etre repéréc par les coordonnées polaires (p, ), avec p = [OF|| et
6 ={i’, OP), angle orienté; (p, §) sont en général des fonctions de .
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)

FiG. 2. 10,

Par définiticn, on appelle vitesse angulaire o de P la dérivée 6 de @ par
rapport au temps, et accélération angulaire o, la dérivée o de o :

w=8 a=0=4 (2.8)

8.2 Cas d’un mouvement circulaire

Soit le cas particulier o Ia courbe plane (C) conienue dans () est un
cercle de rayon R : prenons Q, centre du cercie (C}, comme origine du
vecteur-position ¥ de P : p = R = ||F || = C* (fig. 2.11). Un point P, sur (C}
définit_1'origine de l'angle 6 =(QmP) et de l'abscisse curviligne
§ =P,P. On avura :

Fia., 2.11.

§=R8, v=§=R§=Rw, ar=v=Re=Ra, ay=—=0’R;

rs =Re, v=Rw, a;=Ra, ay=w’R, (R=C®).| (29)

Par définition le vecteur vitesse angulaire o(t) sera le vecteur libre, de
support (A) droite orthogonale & (), de norme |8| et tel que la base
(ﬁﬁo, ﬂ_P", & ) oriente 'espace comme (0; i": j", i ) : la direction de &
par rapport au plan () de la trajectoire renseigne donc sur le sens de
rotation de la particule. : '

Comme : & LF et & L%, [i|=|v]=|or|=}F]: [&] it vieat:

F=a AF ([F]=C=). (2.10)
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De plus :
F=b=BAF+BAF=0 AF+& A (& AF);

soit # le vecteur unitaire constant de & :

D=l — & =0 =alf —> & AF =aif AF=Rail;
si - est le vecteur unitaire de #;
FUD AF)et &LF ~—> & A (@ A F)f=0R; la construction de ce
vecteur impose de plus qu’il soit orienté comme —F c¢'est-2-dire toujours
dirigé vers (& selon i, finalement nous obtenons :

7= (Ra) iy + (@?R) i, (R=C") (2.11)
& apparait bien comme [a somme vectorielle d’une accélération
tangentielle { & = Raii; } et d'une accélération centripéte (& = — w ).
8.3 Unités

@ a pour équation aux dimensions U'inverse d’un temps : [w]=[T]1 ' et
son unité (81) est le radian/seconde (rad-s~'} ou Ja seconde™! (37 ') ou
I'hertz (Hz). & est homogéne A ['inverse d'un temps au carré 1 [a ] =[T]"2,
et son unité (SI) est rad-s72 ou s™2 ou Hz2

9, EXEMPLES DE MOUVEMENTS D'UNE PARTICULE
9.1 Mouvements nniforme, accéléré, retardé

Soit |v] la norme de la vitesse de la particule. Par définition :
— si |v| = constante, le mouvement est uniforme;

— si |vi est une fonction croissante (resp. décroissante) de ¢, le
mouvement est accélérd (resp. retardé ).
Dérivons |v|? par rapport au temps :

a—— T
o[f=7-5=2

-

~ = 28 - 7.

e

—_—
1° Mouvement uniforme: |v}=C* — |v]2=0 == &-T=0.
Le vecteur accélération & est, 4 tout instant, orthogonal au vecteur vitesse;
il s’ensuit que [’accélération tungentietle .= 0.

2° Mouvement accéléré (resp. retardé): |[v|>=2d-5>0 (resp.
<0) —> |a||v]cos(d, #)>0 (resp. <0}, c’est-a-dire cos(d, 7)>0
{resp. <0} : dans un mouvement accéléré (resp. retardé), Naccélération &
et la vitesse # forment un angle aigu (resp. obtus). Si, de plus,
a.-= const., on dit que le mouvement est uniformément varié¢ (accéléré ou
retardé).

9.2 Mouvements rectiligne, circulaire, hélicoidal, rectiligne sinu-
soidal

1° Mouvement rectiligne : un mouvement est rectiligne si et seulement si
sa trajectoire (C) est poride par une droite (&) : le rayon de courbure p de
(C) est donc infini et son accélération normale a,, = v2/p toujours nulle,

27




PHYSIQUE GENERALE 1

2° Mouvement circulaire : un mouvement est circulaire si et seulement
s sa trajectoire est portée par un cercle {£), R) : alors p =R implique
I'ensemble des résuitats (2.9, 10 et t1). De plus, si le mouvement est
uniforme, on aura : v | = constante d'oll @ =, = constante et : -

= Ruwgifes & =w2Riy, (0q=C%).| (2.12)

Pour wy#0, le cercle entier est parcouru au bout d'un intervalle de
temps T appelé période de révolution. Si la fréguence N représente le
nombre de révolutions par unité de temps, on a : N = 1/T. Enfin, comme
lwe| est la mesure de I'angle parcouru par unité de temps, pour une
révolution de durée T cet angle vaut 2ar, d'ofl :

2 ' '
o] =%‘”=2qu; (2.13)

T se mesure en secondes (s) et N, comme wy, en s7' ou Hz.

" 3° Mouvement hélicoidal ;1 un mouvemeni est dit hélicoidal si sa
tra_]ecto:re {C) est portée par ung };el[ce circulaire (fig. 2.12) dont Ies
équations paramétrigues sur (0 i, k) peuvent 8tre :

x=agcost (a >0)
y =@ sin 6,
z=5b8 (b #0).

Fig. 2.12.

- Le pas m, représente la translation de P parallélement & Oz effcctuee au
cours d’une révolution :

170=27r|b|_.
vé(t), on aura '
o] = (52 4 52+ 52)2 =VaTH b7
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Comme v a le signe de 8, ceci g'éerit encore : v =VaZ+ b2d; soit
ds=v df, do =6 dt Tles différentielles respectives de s et 8 :
ds =Va?*+ b* df s’intégre et si pous prenons § =0, s =0, =0 quand P
est en P,, on obtient : s =V a? + b?8, relation liant le chemin parcouru sur
(C) a I'angle de rotation autour de Oz.

Le mouvement hélicoidal est uniforme si @ =6 =wy : dans ce cas
8 = wyl.

4° Mouvement rectiligne sinusoidal : soit un point P décrivant le cercle
(0, R=sg) d’un mouvement uniforme & la vitesse angulaire w, (fig. 2.13);
le mouvement de M, projection orthogonale de P sur la droite (O, A)
faisant I'angle ¢ avec axe Ox, est un movvement rectiligne sinusoidal. En
effet :

_,,-..__-‘___'_‘_‘-_'/-f“—v-..__

{A, OP) = (&, Ox)+(0x, OP) = wyt — o,
OM = 5 = [[OP] cos(wyt o),

FiG. 2.13.

s0it :

OM =15 = s, cos{wyt — ¢ ), (2.14)

avec :
v =8 = —wys, sin{ayd ~ @),
a=§=—wls,cos(wyt - )= —wis.

L’abscisse 5 du point M sur la droite d’oscillation vérifie donc I’équation
différenticlle homogéne du deux:eme mdre

§twis =0, ' (2.15)

La réeiproque est vraie.

Soit § +ks =0 avec k >0. En posant k = w2, on obtient I'équation
(2.15) dont 5, = cos w,t et 5,=5in wet sont des solutions particuliéres ;
toute combinaison linéaire & coefficients A et B constants de ces denix
solutions particuliéres est la solution générale de (2.15):

5§ = A cos wyt + B sin welf.
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Posons :

A=s,cos0, B=sysing — so=

on a:

§ = 54(C08 ¢ COS wyf + SiN @ SN wot )= §, cOS(wf ~

c'est-a-dire (2.14).

10. MOUVEMENTS RELATIFS

A%+ B2,

p =arc tg(B/A);

Soient deux particules A et B vues par un observateur O immobile dans
un repére R de {'espace (fig. 2.14). Par rapport 3 0, les particules A et B
ont les vitesses respectives : §1, =7, ¥ n = 7'5. Nous définirons la vitesse
relative & D, de Bpar mpporta A (resp. UMB de A parrapporta B)par :

7 g/a=Tn ;‘A(resl) DA /m =

ol
Fua=AB=A0+0B=0B-0A
(resp. Fop=BA=F,—7p)
Comme BA= —AB, on aura #,,5= —Fp/u €t Ta45=
Fra. 2.14.

De Fp,n= rB rA, il en résulte par dérivation par rapport au temps,

- _-'*' — 'ﬁ
rB;A“”B;A“rB Fa _“B_”A(resp UAJB'“UA*”B)

La vitesse relatwe D, 4 de B par rapport & A est donc égale et opposée &
Ia vitesse relative §, 5 de A par rapport 4 B. Pour ubtenar ces wtes*;es
relatives, il suffit de soustraire les vitesses respectives 9 et 9, (resp. &,
et ¥g) mesurées par un méme observateur :

- PR
Uppa = Vp — ¥4 =

TV asme

(2.16)

Le raisonnement précédent s’applique aux vitesses et & leurs dérivées

d’ol le résultat pour les accélérations :

L - _
Bya =8y —F,=

—dasm-

30
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11. REFERENTIELS GALILEENS

La dlscusmon_precedente semble donner une 1mportance particuliére au
référentiel (O £.7, E) puisque les caractéristiques cinématiques relatives
des particu!cs A et B s’expriment en fonction de leurs caractéristiques
respectwes observées par O : on parle encore de référentiel absolu pour
(051, i, k). La recherche d'un tel référentiel absolu, immobile dans
I’espace &, a préoccupé les physiciens pendant de nombreuses années, Ce
fut le grand mérite d’Einstein {1905) de monirer que ce probléme était
dépourvu de sens en énongant son principe de relativité, que I'on peut
formuler ainsi :

« Toutes les lois de la physique sont les mémes pour tous les
observatcurs en mouvement relatif de translation rectiligne
uniforme ».

FiG, 2.15.

Or nous connaissons (§ 1.3) dans & un repére animé d’un mouvement de
translation rectlllgne uniforme, celui de Copernic (C i, i, k) Tout
référentiel animé par rapport a(C o1 E]d un mouvement de translation
rectiligne uniforme satisfait au principe de relativité. 1l en est de méme
pour deux référenticls_de ce type en mouvcment relatif : en effet
(fig. 2.15), sotemt (O3 1,1, K l(:I " t, L k) deux référentiels qui se
transfatent rcctilignement par rappcrt a C avec les vitesses relatives
constantes U e ot T /c; comme fo /6 = Do pe = vofc = Consiant, if en est
bien ainsi pour le mouvement de O par rapport 40 et respectivement.
Nous appellerons référentiels galiléens tous les repéres en mouvement relatif
de transiation rectiligne uniforme, et le principe de relativité, appliqué i la
mécanique, peut encore s’énoncer :

Toutes les lois de la mécanigue sont les mémes dans tous les
référentiels galiléens.
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12. GROUPE DE TRANSFORMATION DE GALILEE

" Soient deux référentiels (O) et (O') tel que vo.,o—V—constant est
porté par Faxe de translation Ox (fig. 2.16).

Comme il u’y a pas de rotation relative mais seulement translation, les
axes correspondants restent paralieles quand ( O’) se déplace par rapport &
{O) avec 1a vitesse constanle V.

y -y
Fig. 2.16.

T

4

Supposons les observateurs munis chacun d'une horloge qu'ils
déclenchent simultanément quand {Q’) passe en (Q) {t, = £, = ®). De plus,
faisons 1"hypothése de I’ invariance du fenips, ¢’est-h-dire que les horloges
étant supposées identiques et mises en concordance, 4 fout instant ultérienr
t =+, le temps mesuré par chaque observateur dans son référenticl étant
indépendant de son mouvement relatif. Cette hypothése, quoique sensée,
pourra éventuellement &tre infirmée par 'expérience.

Consndemns une particule P de _coordonnées {x, y, z) dans (O) et
(x', ¥', z") dans {O"). De OP oo + O'P il résulte:

1F=F'+v'r', : (2.18)

Vit étant de déplacement de O’ par mppmt a4 O al'instant t d observanon
de P par (O') Il vient ainsi :

1TX=X +Vr,..y'=y’,.z=.z', t=t', (2.19, a}

et [es relations ‘inverses :

x'=x =V Y=y, 7=z, =1 (2.19, b)

Les relations (2.19) constituent le groupe de transformation de Galilée.

- Il est aisé de démontrer que I'existence de ce groupe implique 'existence
dans Pespace euclidien (O, ) d’un autre invariant, la distance entre deux
points mesiirée scmu!tanement par (0) et (O’) soient P, et P, ces deux
poiuts; pour (O), a I'instant ¢.: o

dlz’ﬂ‘z=(x2_x1)2+(y2_Y|)2+(Zz"—Z,)z,
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et pour (O') & Vinstant {'=1¢ :
_ dRp, ==X P+ (ys—y P+ — 2
De: xi=x,—Vi, x3=x,— VI, ¥Y1=¥ ¥Y2=¥2 Z1=Zy: 23— 23 Il
découle : '
dglpz = d;IPZ —— d;'lf'z = dP:"z'

Dérivons enfin, par rapport au temps, la relation (2.18) :
~— en dérivant une feois, on a en remarquant que £ =1

Fiey=(F + Ve ) =Fe)y+ Vi =Fan + V.
Or F(t)=1 vitesse de P mesurée par (0), F'(t') =7 vitesse de P mesurée

par (0'), chacun d'eux muni de son horfoge. A cette transformation
galiléenne des vecteurs vitesse :

-

T=7"+V, (2.20)

correspond la transformation des composantes correspondantes :

n

v, =v,.+V, v,=0,, v, =y, (2'2-1)
Ve =V —V, V=0, V.=,

— en dérivant encore une fois, si nous tenons compte de V = 0, il vient :

a=4a, T(2.22)

et les relations algébriques &guivalentes :

a, =ﬂ.r” a z z

=ay., G, =4, (2.23)

¥

Les deux observateurs galiléens mesurent, au méme moment, la méme
accélération ; !'accélération d’une particule est donc un invariant, car la
méme pour tous les référentiels galiléens.

Fia. 2.17.
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13. CHANGEMENT DE REPERES

Soit un repére galiléen (0 :, !?) et un autre repére non
obligatoirement galitéen {037, § ,E‘) dans lequel on_étudie le
comportement d’une particule P (fig. 2.17). Ona : OP = OO + O'P, soit :

J_'O = ro.m + Fars
et en dérivant :

Pai_ su1te les grandeurs cinématiques de P dans son référentiel
(O i, ,k) sont reliées 4 celles que 'on observerait dans un autre
référentiel galiléen par les relations :

o

- e .- - - - e -
fo=Fo " Ffopwos Vo= Vo Vo Qo~dg~dgon {2.24)

ol ¥ /0, Doso ot oo Sont respectivement les vecteurs position, vitesse
et accélération relatives de O par rapport 4 O.

Exemple. Soit un enfant P sur un manége tournant {Ox‘y'z') a la
vitesse angulaire &,. Le cheval de bois C sur lequel P est assis oscille
vertlca]cment selon Oz'. La vitesse de P par rapport au manégé: 0]
est g = V vitesse de translation du cheval paraliélement & Oz. La
vitesse ¥, est ka vitesse de rotatlon ds (O} par rapport au trigdre
galiléen fixe (Oxyz), soit U0 = g A OC puisque le cheval C est
entrame dans la rotation de (O’) Ainsi, la vitesse de P dans (O) vaut :
vO—V + &g A ocC. (Fig. 2.18.)

Fia. 2.18. By AV

Conséquences : Laterre tourne autour de I’axe N-S : elle ne peut étre un
référentiel galiléen et par suite &, # dg; cect implique des faits que
I'expérience peut constater : variation de g avec la latitude, mouvement
tourbillonnaire des cyclones en sens contraire des aiguifles d’une montre
dans I'hémisphére Nord, rotation du plan d’osciflation d’un pendule
simple, etc.
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3
DYNAMIQUE D’UNE PARTICULE

1. REPERES D’INERTIE. MASSE ET QUANTITE
DE MOUVEMENT

Aprés avoir décrit en cinématige le mouvement d’une particule dans
I'espace cuclidien (O; &) nous allons chercher ies causes de ce
mouvement. Etablir des relations de cause & effet est 'objet de la
dynamique : les causes seront tes interactions de la particule avee le miliey
qui lentoure, leur intensité sera mesurée par une grandeur physigue
appelée force; quant aux effets, ils apparaitront dans les variations du

mouvement de la particule.
1.1 Réiérentiels d’inertie ef repéres galiléens

La description du comportement de la particule P, telle qu'elle apparait
dans la cinématique, suppose ’existence de repéres (R) dans lesguels
I'observateur (O) note ses observations : si 'on doit établir un lien causal
univoque entre les interactions de & sur P et son mouvement, I'observateur
(0O) et les repéres (R) ne doivent en aucun cas perturber fa description de
cette relation qui se fait grice & eux; on dira, s'il en est ainsi, que {O} et (R)
sont, respectivement, un observateur dinertie et des référentiels d’inertie.

Or, nous avons vu (§ 12 du chap. 2) que parmi tous les référentiels de &,
les seuls dans lesquels Iaccélération de P est la méme, sont les repéres
galiléens, le passage des données cinématiques autres que # {c’est-a-dire
et § ) d'un repére & un avtre de la méme classe se faisant par I'intermédiaire
du groupe de transformations de Galilée.

Nous identifierons, par conséquent, les référentiels d’inertie aux repéres
galiléens.

1.2 Masse d’inertie

Considérons une balance & bras égaux, ¢’est-A-dire unc balance (fig. 3.1)
qui soit, par construction, rigovreusement symétrique (OA = QA/,
plateaux P et P’ identiques) et dont I'équilibre & vide est repéré par la
position de I"aiguille immabile O0.
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(C")

Fio. 31 I

0

On dit gue deux corps (C) et (C'} ont des masses m et m' égales sila
balance reste identique & clle-méme — ¢’est-a-dire n'a pas son équilibre &
vide modifié -— quand on met (C} et (€'} sur les plateaux respectifs P et P
Cet équilibre, que Pexpérience vérifie en tout lieu, donne donc une
définition opérationnelle de la masse d’inertie (ou au repos) A partir de
laquelle on peut choisir une urute de masse et construtre ses multlples et
sous-multiples,

L’équation aux dlmensmns de la masse s’écrit [M]. Par définition,

"T'unité fondamentale (S1) de masse est le kilogramme (kg), masse de
5,0188 10*¥ atomes de I'isatope’ C du carbone; prat:quement cest la
masse d’un Iltre (10 *m?) d eau dlsh]lee 4 4° C

1.3 Quantité de mouvement

La masse d’inertie est un sca]aire associé A une particule gu repes. Rien
dans la définition ne nous laisse preluger de ce que devient ce scalaire si la
particule est en mouvement, aussi SUPPOSErORS-NOUS qUe Cette Masse mest
‘indépendante de 1'état de mouvement de la particule.

Par définition, la quantité de mouvement («momentum» en anglals)
d'une particule P est le vecteur j, lié & P, colinéaire de sa vitesse ¥ et tel
que : e . .

P=mi | =~ (3.1)

Son équation aux dlmEHS]OnS 8'écrit[p]= [M][L][TJ‘ ! ef son umité (SI)
est le m- kg s~ '

2.'LOI D’INERTIE OU PREMIERE LOI DE NEWTON |

Une particule libre est une particule de masse m, de vitesse D, sans
interaction avec les autres particules du meade qui l'entoure. En
laboratoire, une telle particule peut étre matérialisée par un palet en
plastique susceptible de. se déplacer sur.une. table soufflante, le matelas
d’air qui s’interpose entre le palet at la table annulant les effets de
frottement de la table @ si on murit Je mobile d’une petite lampe au néon
émettant des éclairs péricdiques de. courte durée, ¥'enregistrement des
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éclairs sur un film polaroid, tant que dure e mouvement du palet, en

permet ensuite I'étude cinématigue. Une fois Ia particule lancée, son
comportement en I'absence d’interaction, est décrit par la premiére loi de

Newton ou lol d’inertie.
Une particule libre se déplace toujours avec une guantité de
mouvement J constante. .

Compte tenu de [a relation J = mb, il est équivalent de dire qu’'une
particufe libre a toujours une vitesse ¥ constante, c’est-3-dire pas
d’accélération : @ = 0. 1l en résulte qu’une particule n’est pas libre si elle
subit une accélération (par exemple, si sa trajectoire est curviligne).

3. CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT D’UN
SYSTEME ISOLE

_Sotent deux particules en interaction mutuelle et sans aucune-interaction
avec 1'Univers qui les entoure: on parlera d'un systéme isolé
{sous-entendu, de deux particules). Un tel sysiéme s’obtient en laboratoire

avec deux palets sur une aérofable, chacun d’eux étant muni d’un petit
aimant : & courtes distances, I'interaction magnétique mutuelte modifie les

trajectoires respectives des palets (fig. 3.2).

(1)

.Soient p,, P, les quantités de mouvement des particules P, et P,
I'instant ¢, §i, P les vecteurs correspondants & I'instant ultérieur 1%,

Définissons la quantité de mouvement totale & I'instant ¢, par :

§=ﬁ1+52:2ﬁ-

A Tinstant 1, cette quantité sera :

a
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L’expérience montre alors : ¥t et ¥t', P=F. Ce résultat est un cas
particulier du principe de conservation de la quantité de mouvement totale
d’un systéme isolé qui s'énonce -

La quantité de mouvement totale d’un systéme isolé de particules

est constante : V¢, P(t) Zp,(r) PO, vecteur constant.

Ce principe ne préjuge en rien du nombre de pariicules qui peut varier
dans le temps. Par exemple, les palets (1) et (2) etant enduits de glu
peuvent se rencontrer : ayant | lechoc : P= Pt p=m ¥, +m,b, aprésle
chog, ifs sont collés et P= Fl=(m, +m2)1)

Pour deux particules formant un systéme isolé, un énoncé équivalent du
principe de conservation de la quantité de mouvement totale est le suivant :
une interaction se manifeste par un échange de quantité de mouvement.

En effet, soit AP, = §| — P, la variation de quantité de mouvement de {1)
sur 'intervalle de temps Af = ¢’ — ¢, Pour (2}, on awra : Ap, = f)‘é ~ P, De
f+h,=p+F;, on tire: fi—p, = ()pz—pz) ¢e qui entraine :
Ap, = —Ap,. On peut encore dire gue la guantité de mouvement gagnée par
une particule au cours de I'interaction a été perdue par I"autre.

Sous cette nouvelie forme, en supposant toujours que la masse m d’une

particule est indépendante de sa vitesse ¥, on a les relations :

Af, = A(mlﬁl ) =m Al = —Aj, = _A(mzﬁz) = —mAT,,
et il en résulte :
l’m’l!
i |'51-’2|
Cette relation permet une définition dynamique de la masse égnivalente a
la définition statique du § 1.2 : en prenant m, comme unité de masse, Ia

mesure du rapport des variations de wtesse conduit & la connaissance
de m,.

iy

4. SECONDE LOI DE NEWTON : DEFINITION DE LA NOTION
DE FORCE

Considérons un systéme isolé de deux particules en interaction mutuelle;
soient A, et AP, les variations de leurs guantitds de mouvement
respectives P, et p,. Nous savons que, pour fa durée At de I'observation,

Ap, = — Ap,. Quand U'intervalle de temps At —— (}, nous aurons :
3 (AP . Ap. 1
Bt)=1 (w—l)=1 (-22)= - B0, .
() A:TO At AIIZIO Al 28 (3:2)

Par définition, nous appellerons force F, la dérivée temporeile de la
quantité de mouvement d'une particule :

F— )= (mb ), (3.3)
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(3.2) constitue en fait I'énoncé de la seconde Ini de Newton; on voit que la
notion de force repose sur une définition mathématique qui, i I'application
vectorielle { — .,‘v’{t) fait correspendre une nouvelle application
vectorielle t —— ﬁ'{t)—:F: la force mesure Ia variation temporelle de
Péchange de quantité de mouvement d’une particule avec le milieu qui
interagit sur elle. Dire que la force agit est ainsi un non-sens physigue.
Néanmoins, 'usage entraine souvent I’ uti]isation d’expressions comme :
«sous Paction de la force F, la partlcu]e

Sila partlcu]e est 1solee pley=p, —— Vt p(r]—t] —s F=0, ce
qui exprime qu'il n'y a pas d’interaction avec le reste de I'Univers
conformément A la définition d’une particule libre (cf. § 2).

La seconde loi de Newton étant une définition issue du principe de
conservation de ia quantité de mouvement est donc vraie en_toute
circonstance, que la masse de la particule pour laquelle on exprime T varie
ou non avec le temps. Si la masse m est supposée constante, ¢'est-b-dire
indépendante du temps (n?z —O), alors :

p (—\ = mb =

F=md (m = constante). {3.4)

" Dans I'établissement de (3.3 et 43}, nous avons supposé la particule P en
interaction avec une seule autre particule. Si en fait elle interagit avec
piusieurs particules de masses m,, m,, ..., chacune d’elles esi la source
d’une variation de quantité de mouvement de m mesurée par la force
correspondante F,, ¥, +:{fig. 3.3). Alors 'application du principe de
superposition, principe trés général de la physique que I'on peut énoncer
«des actions simultandes indépendantes produisent des effets additifs »,
permet décrire :

e ity
Fz ‘,-”.-f
. PQ:
YF R
nr FiG. 3.3,

doit : (m,, m,, ...) —> m implique :

=25.—=Z -ﬁixﬁ,

i
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R étant la résultante des forces concourantes en P : la Jorce R qui mesure
interaction du systéme sar P est dgale @ la dérivée temporelle de Ia
guantité de mouvement de la particule P qui subit I'interaction.

L équation aux dimensions d’une force esi [F] = [M][L][T] ~2, Son unité
{81} est le newton (N) ou m-kg-s™=. :

5. TROISIEME LOI DE NEWTON : ACTION ET REA_CTION

Soit F, = p, la force mesurant Vinteraction de 2 sur 1 dans un systéme

isol¢ de deux particules et soit F‘z = ,E;Tz la force mesurant I'interaction de t
sur 2. Le résultat (3.2) et la définition (3.3) entrainent :

F =-F, | (3.5)

expression mathématiaue de la troisiéme loi de Newton ou loi de I’ action et
de la réaction.

6. FORCES ET MOUVEMENTS
6.1 Mouvement curviligne d’une particule de masse m variable

Exempfes fusée ou automobile dont le combustible diminue dans le
temps, aérostat jetant du lest, seiche ou ca]rmr dans sa progression,
etc.

Si m est fonction du temps (M # 0), seule la seconde loi de Newton sous
la forime : F= ﬁ = @ a un sens. Soit ¥ le vecteur unitaire de [a vitesse
¥ p=plp, dolt ;: F=pF = pif + pit;. Or nous savons (chap. 2, § 7.3)

- - ] ﬁ— . - - L
que fp=i(s ()=, iy, étant le vecteur unitaire de la pormale

principale et p le rayon de courbure de la trajectoire. Au total,-nous

auarons o pu
B =pite + 2> iy, (3.6)

Le premier terme, co]mea:rc de ¥, s’identifie avec la force rangentielle
FT, le second, collneaire de &, et toujours dmge vers fa concavité de [a

trajectoire, est la force normale ou centripéte FN

Bo=piy, By=i, F=B_ +h, (3.7)
o

6.2 Mouvements d’une particnle de masse # constante

g - - . /._L-““ -
1* Mouvement curviligne : si m =0, p =(mv}=mv = may et :

-

i 3 'U - e - = ==
P = mult = mi, FN:m:;uN:maN, F=F,.+Fy | (3.8)
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-

decomposnmn qu’il est possible d'obtenir directement a partir de

F=mé& =mib.

2° Mouvement circulaire ; sip = R, rayon du cercle (£}, R), la force Py,
passe constamment par le centre  du cercle.

3° Mouvement rectiligne : sip = = F,=0 — F=/d est colinéaire
de ¥; la réciproque est vraie.

4° Mouvement rectiligne sinusoidal : soit I le vecteur unitaire de la
droite (A} sur lgz_gye]le oscille ]a'particule P. Prenons I'origine O du
vecteur- position opP —r sur (A) et posons : F = xir; nous savons (§ 9.2 du
chap que ¥ +w ,x =0, siw estia frequence angu]alre du mouvement;
ceci s'écrit encore : X + w{(x )= 0, soit : & + wF =0, Alors de F = m4,
il résulte que :

F=md = — mw?f (3.9)

Linteraction responsable d’un mouvement rectiligne sinusoidal se
mesure par une force colinéaire du déplacement de la particule,
proportionnelle 4 lui mais de direction opposée.

7. MOMENT D’UNE FORCE LIEE A UNE PARTICULE

Soit une particule P a I'extrémité d’une tipge rigide OP pouvant toumer
autour du point fixe O. Appliquons A Ia particule P un effort physique
mesuré par la force ¥ (fig. 3.4); cette force F peut se decompﬂser en deux
forces équivalenies :

— Jaforce FJﬁr , portée par OP, sans effet puisque OP est ine tige rigide; '

— la force FFl, orthogonale & OP, et faisant tourner le point P autour de O
dans le plan (O, F).

ﬁo

Fig, 3.4,

L’expérience et Ia théorie élémentaire des leviers, due & Archiméde,
montrent alors gue, du point de vue de la rotation de P & I'extrémité de la
tige, les effets sont identiques si, en déplagant le point d’application P de
la force, on en modifie la norme de maniére 4 ce que le produit
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OP % F, = OP' x F; reste constant (fig. 3.4). Cette grandeur dynamique
porte le nom de moment M, de la force ¥ par rapport au point Q. Or,
=OPx F,_=0P x F| sin{OP, F)| = [OP]| |[F]l | sin(OF, F)f

est la norme de OF A F. . N
Par définition, nous appellerons moment M, de la force F liée & P et
calculé par rapport a un point O, le vecteur libre :

e

M,=0P A F. (3.10)

M, =0 si et seulement si : OP =0 (c’est-2-dire P en O) ou ¥ =10 ou OP et
F colmcaires, résultats conformes aux propriétés élémentaires des leviers.

L'équation aux dimensions du moment d’une force est [Myl=
[MI[LIAT)?; son unité (SI) est e m* - kg +s~%. On utilise dans l2 pratique
e newton-métre (N - m).

8. MOMENT CINETIQUE D’UNE PARTICULE

Soit une particule P, de masse m et de quantité de mouvement . Par
définition, son moment cinétique par rapport au point Q est le vecteur
tibre :

L,=0PAp=FAp RS

Le support de T, est donc la direction orthogonale au ptan déterminé par
F et P : s5ila trajectoire de la particule est plane, en choisissant le point O
dans ce plan {w), la direction de to reste fixe dans 'espace puisque
orthogonale & (ar) (fig. 3.5). '

Fic. 3.5, FIG. 3.6.
Fxemples : o P décrit le cercle (0, Ry p=m =mRo et §1R
lmpllque L,= mR w. De plus, L et @ {fig. 3.6) ont le méme sens,
aussi : Ly=mR2a.

o P décrit une trajectoire plane curviligne (C)(fig 3.7); sa vitesse &
est la somme d’une composante radinle ¥, et d'une composante
transversale #, 1 ¥ =7, + 7, Nous aurons alors : L = A my =
mF A (B, + 8, ) =mF Avo car ¥ A D, =0 pu:sque F et 3, sont
colinéaires; comme ¥, LF, L,=mru, =mr?d car d’aprés (2.9),
9, =19, r é&tant constant pour un déplacement transversal
infinitésimal.
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Généralement, 1, ¢st une fonction vectorielie du temps ¢, Nous pouvons
calculer sa dérivée Lg; d’aprés la définition (3.11} :
To=F AP+FAF=F AP +7 aF=F AF=M,

- e e

car ¥ § P, P =F; ce résultat s’énonce encore :

la dérivée temporelle T, du moment cinétique d'une particule P est
égale au moment M, de la force ¥ appliquée en P, les deux moments
étant calculés par rapport au méme point O.

9. FORCES CENTRALES ET CONSERVATION DU MOMENT
CINETIQUE

. — —= had —
. Del,= me,,, il résulte que si M, =0, alors le moment cinétique T, est un
vectenr constant. Or, nous savons (§ 7) que M, =0 siF=0ou?ectF
colinéaires
— si F=0{, la particule est libre et décrit une droite (A) & vitesse i
constante ; i} est aisé de vérifier que son moment cinétique est constant car
épal & L, = mwrg ol ry mesure la distance séparant O de (A);
— si Fet ¥ sont colinéaires, ceci implique pour le support de T de toujours
passer par O. Dans ce cas, |a force F est dite centrale (son support passe
par le «centre » O); son moment calculé par rapport 2 Q est nul; My = 0, et
le moment cinétique de la particule P & laguelle est lide F, calculé aussi par
rapport & O, est constant : to = constant.

On dit que le moment cinétigue, dans le cas d’une force centrale, est une
constante du mouvement; la réciproque est vraie; si L, est constant,

To=0 — M, =0 et soit ¥ =0, soit T est une force centrale.

Ce résultat, qui exprime le principe de la conservation du moment
cindtigue pour les forces centrales, est trés important car nous verrons que
de nombreuses interactions se mesurent par des forces centrales (ex. :
gravitation, interaction coulombienne, forces élastiques, etc.).

Une conséquence immédiate de la conservation de L est ce qu'il est
convenu d’appeler la loi des aires : sily= Tomnstant, la trajecioire est plance
car # L1q; de Ly = mr?d, il résulte : r*¢ =constante. Or, si on regarde le
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déplacement PP’ de la particule sur sa trajectoire (C) pendant Fintervalle
de temps df, le vecteur 7 balaye ['aire infinitésimale dA du triangle OPP'
{fig. 3.R); cette aire est sensiblement égale i celle du triangle OPH mesurée
par :

Fig. 3.8. {C)

%OPXPH:%rerS =%r2d6.
Aiasi, de dAz% r’dg, il résulle que :
A:

1 .. L,
— rg === constante.
2 2m :

Quand unc pal"ticu]e P se déplace sous I'action d'une force
centrale, sa trajectoire est plane et le rayon vecteur de P balaye des
aires égales pendant des intervalles de temps égaux. -




4
INTERACTIONS ET FORCES

Dans le chapitre précédent, nous avons développé la notion de force en
soulignant comment cette expression mathématique mesurait en fait
Iintensité des interactions des particules d’un systéme sur Pune d’elles.

Si maintenant nous cherchons & préciser, dans I'état actuel de nos
connaissances, les interactions fondamentales de la Physique, on peut en
citer quatre ; la gravitation, [’dlectromagnétisme, les interactions
nucléaires fortes et fuibles. Toutes les autrcs interactions qui peuvent
apparaitre dans la description macroscopique de phénoménes quotidiens
en découlent : par exemple, 1a friction, la viscosité, la tension superficielle,
'élasticité,...

Dans la Physique courante, seules les deux premiéres interactions
fondamentales nous concernent réellement, les autres de type nucléaire
w'ayant qu'une trés faible portée d’action : au-deta d'unc distance de
séparation interparticulaire de 'ordre de 10~ '" m, leurs effets sont nuls; ce
sont néanmoins ces interactions nucléaires qui déterminent la structure et
la stabilité des noyaux atomiques, permettant de comprendre, A titre
d’exemples, pourquoi "0 est stable, “°K radioactif et ***U capable de se
désintégrer par fission.

LES INTERACTIONS FONDAMENTALES

1. L’ INTERACTION DE GRAVITATION

C’est de loin la plus anciennement connue car, de tout temps, I’homme a
observé et tenté de comprendre le mouvement apparent des corps célestes
et en particulier des planétes. La description cinématique du mouvement
des planétes a été formuléc par Kepler (1571-1630) sous la forme de trois
lois déduites des observations astronomiques de Tycho Brahé :

— les planétes décrivent des orbites elliptiques dont te Soleil est I'un des
foyers;

— le vecteur-position de chaque planéte, par rapport au Soleil, balaye des
aires égales de sa trajectoire en des temps égauX;
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— les carrés des périodes T de révolution sont proportionnels atsx cubcs
des grands axes 2a des e[hpses

2w ek = C™).
Ce fut Newton qui, en 1666, a partir de I'analyse mathématique des lois
de Kepier {en particulier la seconde qui, exprimant la loi des aires (§ 2 du

chap. 3), implique une force centrale) et généralisant son résultat & deux
masses quelconques, énonga la loi de la gravitation universelle :

L’interaction de gravitation entre deux particules peut s’exprimer
par une force attractive dirigée selon ia ligne joignant les deux
particules, proportionnelle 3 la masse de chacune d’elles et
inversement proportionnelle au carré de la distance qui les sépare.

Fic. 4.1.

Si & est un vecteur unitaire, 1ié i la particule P de masse m et dirigé vers
l'autre P* de masse m’ (fig. 4.1), U'interaction de gravitation de P sur P’ se
mesure par

i (4.1)

en posant ¥ = rif pour PP, vecteur-position relative de ¥ par tapport a P.
L’expression (4. 1) appelle quelgues remarques :

— gile s app]tque a deux particules dont les masses respectives m et m'

sont supposées concentrées en P et P' : on ne peut donc pas I'utiliser sans

précaution pour des corps étendus;

!

— lattraction de m’ sur m s'exprime par : F'= —

vecteur unitaire issu de P'. La comparaison avec F établit que F'= —~F
{puisque i’ = — i ), résultat conforme i la toi de ’action ct de la réaction;
— v est une constante universelle déterminée expérimentalement; sa
valeur dans le Systéme International est :

y=6,67-10"" m®+kg™'-577;

— la portée de I'interaction de gravitation s’étend des distances atomiques
aux distances astronomiques : de ses conséquences vérifiées sur tout ce
domaine, nous pouvons affirmer que la puissance 3 laquelle on éléve la
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variable (1/r) est le nombre entier 2 et non pas un réei approché (2,000...)
susceptible d’&tre mieux défini dans I'avenir,

De la premigre remarque, il découle gue si I'on veut calculer la force
d’attraction qui mesure Uinteraction gravitationnelle de la Terre, de masse
M et de rayon R, sur une particule P' de masse m’ située 2 sa surface
(fig. 4.2), on doii appliquer la loi {4.1) & toutes les particules P, de masses
respectives dm, qui, une fois rassemblées, constituent la Temre de
volume V :

FiG. 4.2,

Alors :
F=[ df=—ym| am g
v v r

Tous calculs faits, on obtient :

'F":-y%’f—'ﬁ (R=0F),

expression formellement identique 4 (4.1) cormme si la masse M de la Terre
était concentrée en son centre (.

Or, Iexpérience nous enseigne que la gravitation terrestre sur une
particule m' se mesure aussi localement par : F'=m'g, ob £ est le champ
de pesanteur dirigé selon Iz verticale du lieu; nous devons donc identifier
T et T et écrire :

Mz M (4.2)

Connaissant g{~9,81 m-s~2) et R(6,37-10° m), il est ainsi possible
d’en déduire la masse de fa Terre (M =597 10* kg).

2. LINTERACTION ELECTRIQUE

La foudre, les décharges que I'on ressent, par temps sec, guand on veut
tourner la poignée métallique d’une porte d’un appartement dont le sof est
couvert de moquette, les cheveux qui s’écartent mutueilement alors gu’on
les peigne, tous ces phénoménes sont des manifestations de cette nouvelle
interaction fondamentale.

Une expérience trés simple permet d’en constater I'existence et de
montrer qu’elle est susceptible de combattre I'interaction de gravitation :
en frottant une baguette de quartz ou de verre avec un foulard de soie ou un
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biton en ébonite avec une peau de chat, il est possible d’attirer viclemment
des petits morceaux de papier ou des fragments de mousse de polystyréne
utilisée pour "isolation therm:que Sous I'effet du froftement, le quartz et
P'ébonite acqmercnt ainsi une propriété que nous qualifions « d’édlectrigue »
donnant naissance A une nouvelle interaction « attraction e]ectr:que » dont
U'intensité & couste distance peut &tre .frés superleure a celle de la
gravitation terrestre.

Considérons maintenant la balance de torsion concue par Coulomb
(1780} pour étudier I'intéraction électrique : I’appareil comprend (fig. 4.3)
une tige non métallique terminée par deux petites boules métailiques B et
B’ et suspendue horizontalement en O par un fil de torsion. On dispose par
ailleurs d’une autre tige T, cn matériau nen métallique (verre, quartz,
ambre, &ébonite, etc.) terminée elle aussi par une sphére metalllque A.

Frottons fa tige T en verre (ou quartz) avec le foulard, puis approchons
la boule A de B jusqu au contact : le pendule s'écarte alors de la tige. Le
résultat est le méme si T, en &bonite (o ambre), est frottée avecla peau de
chat. On est ainsi tenté de dire que, pour tout matériau, la pmpr;ete
€lectrique apparue sur T par frottement s’est transmise par contact a la tige
BB’, comme s'il y avait eu écoulement de « quelque chose » de A vers B e,
de plus gu’elle est 1a méme en tout cas puisqu’elle induit toujours une
répulsion de B vers A,

Cette conclusion est erronée sur deux poinis :

— une tige T métallique, une fois frottée, ne pr0v0qucra ]amals la
déviation du pendule : cette caractéristique permet de classer les matérianx
en isolants (corps organiques, piasthues, bois,.. ) et en conducteurs
électriques (métaux et alliages);’

— établissons de nouveau le contact de la tige T en verre, aprés
frottement, avec le peadule : il y a répulsion de B par A; puis retirons la
tige T en Ia remplagant par une 1ige T' en ébonite; aprés friction quand on
approche A de B et alors qu |I n'ya pas eu de contact, on COnS{dte que la
boule B est attirée vers A. :

De nombreuses expériences {mposent ainsi fes progrletes de r mteractlon
electrique :

— ie phénoméne « tnboelectnque » (electr:m{a par frottemem) se tradmt
par I'existence d’un fluide appelé électricité qui peut se transférer d'un
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corps & I'autre ; dans un conducteur, ce transfert se fa rapidement et dans
son intégralité alors que dans ua isolaat, seule I'8lectricité voisine de la
surface de contact s’écoule;

— il ¥y a deux électricités ; I'électricité positive (du type verre) ot
i*électricité négative (du type ambre) puisque, selon les circonstances
expérimentales, il y a attraction ou répulsion de [a balance;

— la quantité d’électricité ou charge électrique transférée peut varier avec
la durée du contact ou du frottement. 1 faudra donc définir une unité de
mesure (S, 1.). de charge électrique gui sera le coulomb (C). La charge
électrique, mesurée en coulombs, est alors caractérisée par un scalaire g,
positif ou négatif, selon Ie type d’électricité considére;

— la charge totale d’un systéme isolé (somme algébrique des charges
électriques de tous ses constiluants) est un imvariant ; ceci exprime le
principe de conservation de la charge pour lequel aucune exception n’a
encore été trouvée :

Quels que soient les processus pouvant se produire a Pintérieur
d’un systéme isolé, il n'y a jamais modification de la charge
électrique totale, : :

— le principe de superposition s’applique aux charges : si une interaction
d’une charge q. sur une charge g’ se manifeste par une attraction ou une
répulsion caractérisée par la force F, I'interaction de {a charge 2q sur g,
dans les mémes conditions, se mesure par 2F.

L'énencé précis de I'interaction électrostatique — qui existe entre deux
particules chargées au repos ou se déplagant avec une faible vitesse dans lc
référentiel d’inertie de 1"observaleur — constitue la foi de Coulomb ;

L’interaction électrostatique entre deux particules chargées est
proportionnelle & feurs charges g et ¢’, inversement proportionnelle
au carré de leur distance mutuelle r. Elie est mesurée par une force
portée par ia droite joignant les deux charges, répulsive ou attractive

_ selon que les charges sont ou non de méme signe.

Mathématiquement, ceci s’exprime par (fig. 4.4):

F=Kirfg=K%TF (4.3)
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¥ mesurant Yinteraction de ¢ sur g', 7 = #if étant le vecteur issu de g et
joignant g', K étant une constante dépendant des uaités et du miliey ol
sont considérées les particules.

La définition de I'unité de charge se fait & partir de {4.3) mais notre
méconnaissance simultande de K et de I'unité de charge nous conduit & une
alternative :

— nous pouvons définir arbitrairement ¥unité de charge : la mesure de g,
q', ¥ et F nous permet d’atteindre expérimentalement K;

— pour un miliex donné, nous fixons la valeur de K; en considérant deux
charges égales ¢ = g', la mesure de ¥ et F nous donne g, ce qui définit
I'unité de charge.

Les physiciens ont adopté la seconde méthode : dans le vide et pour le
Systéme International on pose :

K=10"7¢c2=10"7 % (2,9979+-10*)* = 8,987 4 - 10°# 9. 10° (8. 1.},
€ =2,9979:10° m+s™! étant la vitesse de la lumidre dans le vide. Ainside :

F-g,9874-10° 4L 7,
T

il résulte la définition du cowlomb (C) comme unité de charge (8.1.}: .

le coulomb est ia charge qui, placée dans le vide & un métre d'une
charge identique, la repousserait avec une force de §,9874 10° N.

Nous verrons wtérieurement (§ 2 du chap. 5) comment il est possible
avec Millikan de prouver gqu’une charge électrique est guantifiée,
¢’est-#-dire égale ou multiple d'une charge éiémentaire appelée dlectron (e)
et dont Ta valeur est :

2=1,6021-10""'° C.

Ce résultat établit de facon frappante combien le coulomb est une grande
unité de charge : bien adaptée & I"électrocinétique, elle ne est pas du tout
aux phénoménecs atomigues.

Dans le Systéme International, si le symbole [Q] représente {a charge
mesurée en C, nous pouvons dire que {’équation aux dimensions de ¥ est :
[K:;i= [1\;{] [LP[T} *[Q]* et que cette constante se mesure en m’Kkg-
§~2.C7%

Si, pour des raisons pratiaues, on définit la permittivité du vide e, par

I
K= : .
4qey’ (4.4)
[a loi de Coulomb s’écrit encore ;
1 qq’ .
?: ~a .
e, ¥? " (4.3)
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R (1
T 4n K 4mc?

avec : E =8,854-107 2 m3 kg™t 522,

Remarque : On notera la similitude formelie de la loi de la gravitation
universeile (4.1) et de la loi de Coulomb (4.3). Les conséquences dues
& Iexistence de I'une de ces interactions sont donc immédiatement
transposables pour l'autre, par la correspondance : m -« g,
m' > g', —y «— K. Il y a tout de méme unc limite & cette.
similitude : les masses sont des scalaires strictement positifs et la
_ valeur algébrique de la force de gravitation est teujours négative
(F, <0 =attraction) afors que les charges q et g* sont des scalaires
algébriques : si qq'>0, F >0=répulsion et si gg' <0, Fy<0=
attraction. ' '

Comme nous le remarquions pour la gravitation, les causes g et g° de
Uinteraction électrique sont concentrées sur P et P' : on ne peul donc pas
utiliser sans précaution Ia foi de Coulomb pour les corps &tendus porteurs
de charges. La conclusion en ce qui concerne une sphére pieine {ou creuse)
dans (ou sur) laquelle se répartit une charge électrique totale g est
également valable ! tout se passe comme si la charge g était concentrée au
centre O de la sphére. Ceci permet de mieux comprendre pourauoi la
balance de Coulomb terminée par des sphéres métaliiques se comporie
comme si ces sphéres étaient ponctuelies.

FiG. 4.5,

Pour terminer et situer les interactions de gravitation ct électriqué, 1'une
par rapport a l'autre, considérons le modéte planétaire de Patome
d’hydrogene : un électron P, de charge —e(e = 1,60-107"° C) et de masse
m, =9,11- 107> kg, décrit (fig. 4.5) une ellipse dont un des fayers O est
un proton H™, de charge + ¢ et de masse s+ = [ 840 m,. L’atome est
neutre puisque sa charge totale est nulle. Pour une méme position » de
I’électron par rapport au proton, le rapport des forces s’éerit :

F,_yx1840xm?

Fy Kxe?

Ainst, dans le modéle planétaire de ['atome d’hydrogéne, la force de

gravitation qui peut étre responsable du mouvement de ' éicctron autour du

proton est 10°° fois plus faible que la force électrique pouvant donner le

méme résultat physique : Uinteraction de gravitation est donc, dans ce cas,
totalement négligeable.

=4,4-1071°,
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3. L’INTERACTION MAGNETIQUE

Depuis fort longtemps les navigateurs utilisent une houssole pour se
diriger sur fa mer, admetiant implicitement de ce fait qu'il existe une
nouvelle interaction appelée magnétisme, les corps sensibles A cette
interaction ou susceptibles de la produire étant des aimanis.

Considérons une telle boussele constituée d’une lame d’acier en forme
de losange et suspenduc par son centre de masse 0, & un fil sans raideur
(fig. 4.6). Abandonnée & elle-méme et quelle que soit sa position d’origine,
elle va tourner autour de sa suspension jusqu’i ce qu’une de ses extrémités
{ct toujours 1a méme} s'oriente sensiblement vers Je Nord geograpmque de
la Terre : c’est la constance de cette propnete qui traduit I'intérét des
navigateurs pour une boussole. Ceite expérience montre de plus que les
extrémités de la boussole appelées «pbles» ne sont pas équivalenies
puisque c’est toujours le méme péle N (N pour « Nord ») qui se dirige vers
le Nord alors que I'autre pdle S (S pour «Sud») regarde évidemment le
Sud géographique.

FIg. 4.6.

// Norl:l géographique

If est aisé de voir que le mouvement de ta boussole ne peut résulter des
interactions déja étudifes : sa construction et sa petite taille élimine ia
gravitation (forces égales et bras de leviers égaux produisent un moment
total nul par rapport a O : il ne peut y avoir rotation); en approchant de N
et/ou de S des baguettes chargées électriquement, il 1’y a aucun effet
élecirostatique. On est donc amené logiquement a la conclusion que la terre
est un gigantesque aimant mtcraglssant avec la boussoie selon un nouveau
Processus.,

Le magnétisme terrestre ne se manifeste pas partout de la méme
maniére ; en certains endroits du relief ierrestre, la boussole n’indique
manifestement plus le Nord; ceci se produit notamment dans les régions
riches en minerais de fer (comme la magnétite), de cobalt, de nickel, de
manganése, &léments coastitutifs des aimants. Cette déviation résulte du
principe de superposition : au magnétisme de la Terre considérée comme
un tout s'ajoute les effets du magnétisme local.

Mettons maintenant en présence deux boussoles identiques clu type
ci-dessus. 8i elles sont assez proches et quelles que soient leurs positions
initiales, lorsqu’on les abandonne a elles-mémes, elles finissent toujours
par prendre une position mettant sensiblement en regard fe pdle Nord de
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I'une avec le pble Sud de l'autre et vice versa (fig. 4.7} : il v a donc
aftraction de poies différents (N et $', S et N*) et [a répuision des pbles
identiques (N et N', S o1 §') est aisée & Stablir.

N
O -8
=N
FiG, 4.7, S‘-'_'____—-—_E)r

On peut done concevoir une balance de torsion comme celle de Coulomb
dont le fléau serait une aiguille aimantée soumise 4 des attractions ou
répulsions de pdles d’aimants variés. 11 en résulterait une expression
donnant Fintersité de 'interaction magnétique. Cette démarche expéri-
mentale a €€ effectivement réalisée puis abandonnée car incapable
d’expliquer le magnétisme. En effet, alors qu’en électrostatique il est
possible d’isoler des charges de signes opposés, cela ne peut se faire dans
I'étude du magnétisme : un aimant coupé en son milieu donne deux aimants
et cette opération ne permet pas d’isoler un pdle Nord d’un pdle Sud.

8
N g
! iy
i a1 ——
Y o g
NF
FiG, 4.8. A

La solution 4 ce probléme a été apportée par I’étude du comportement
d’une boussole en présence d’un courant électrigue continu (fig. 4.8). Soit
un conductevr rectiligne vertical AB dans lequef un courant continu [ peut
circuler de A vers B. Si I'on rend par construction AB orthogonal 3 la
direction NS de Ja boussole en I'absence de courant, quand celui-ci est
établi I'aiguille dévie selon N'S', nouvelle position perpendiculaire 3 la
précédente : les charges éfectrigues qui se déplacent dans le fil AB
produisent donc une inferaction magnétique que [a boussole déiecte. Ce
résultat est général et s’énonce :

Le magnétisme est une manifestation du mouvement des charges
électriques.
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Il entraine comme corollaire que les interactions électriques et
magnétiques sont en fait les manifesiations, différentes selon les
conditions expérimentales, d’une interaction plus générale, I"électroma-
gnétisme.

D’un point de vue microscopique, or peut se représenter un aimani
comme constitué de certains types d’'atomes (ex : Fe, Co, Ni, Mn,...} don¢
les électrons dans leurs mouvements de rotation autour des noyaux
additionnent leurs effets magnétiques individuels. Macroscopiquement,
cette additivité se traduit dans i'espace par 'existence du vecteur induction
magnétique B, caractéristique de I'intensité de I'interaction magnétique
que peuvent exercer, en un point de I'espace, toutes les sources d'effets
magnétiques (aimants statiques, électro-aimants, conducteurs dans
lesquels circulent des courants électriques, etc.).

Alors, si une particule de charge g se déplace avec une vitesse ¥ dans
I'espace ol existe unc induction magnétique B, I’expérience permet
d’écrire pour la force F qui mesure Pinteraction magnétique de I’espace sur
q:

F=gb A B. _ 4:6)

On_remarquera que : L o
— F=03si g=0o0u ¥ =0 ouencore ¥ et B colinéaires : il n’y a pas
d'interaction magnétique si la particule n'est pas chargée, ou si elle est au
repos dans un repére galiléen ou enfin si sa vitesse est paratiele au support
du vecieur induction B; N

- dans toys les antres cas, la {orce F est orthogonale au plan (#, B) : pour
g >0, (7, B, F) est une base directe de & orienté par R (fig. 4.9, a) alors
que pour g <0, (#, B, F) est une base rétrograde (fig. 4.9, b);

FiG. 4.9.

. T s o . T
— F est maximum pour o z? c'est-a-dire ¥ orthogonal 2 B, et a pour

valeur : F=guB. Cette propriété permet de définir I'unité &'induction
magnétigue {8.1.), le testa (T):
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Une induction magnétique d’un tesla produirait une interaction
d’un newton sur une charge d'un coulomb se déplacant dans une
direction orthogonale au vecteur induction magnétique avec une
vitesse d'un métre par seconde. :

L’équation aux dimensions de l'induction magnétique s'écrit : {Bl=
[T1 ' IMILQ] ' et par suite un tesla vaut un kg-s™*-C%

- 4. NOTION DE CHAMPS

Considérons & I"instant ¢ une particule P,, de masse m,, de charge g, de
faible vitesse ¥,, dont la position est repérée par le vecteur ¥ = OP.
Supposons qu’en O existe une particule de masse m et de charge g et qug,
de plus, dans fa région ot se déplace P, il ¥ ait une induction magnétique B.

Le principe de superposition entraine, qu'au méme instant, les trois
types d’interaction qui s’exercent sur P, ajoutent leurs effets. La résultante
R, des forces correspondantes sera :

f m q - - [
Ri=m,(-y;3r)+ql(K;—3-r)+qlu, A(B).

St au méme point P, nous avions considéré une autre particule
L - , T
PAm,, q,, ¥}, 1a résultante R, des forces aurait &€ :

— o q* - -
Rzzmz(_'}’;fir)+Q2(KF§r)+_f1232A(B),

et pour les deux particudes :
R=%, +R,

=tm, )<y 5 7) 419, + 01 (K 3 7) +a,5,+a,5,] o (B)

Toutes les grandeurs physiques dont I'expression apparaft i I'intérieur
des parenthéses ( ) restent invariantes d'une particule & l'autre et
définissent donc unc superposition d'élats physiques de {'espace
environnaiit le point P appelés généralenient champs : Pétat physique liéa
la gravitation est le champ gravitationnel, celui lié & I'interaction
électrostafique est le champ dlectrigue et le dernier est le champ
magnétique. o

Méme si nous n'avions pas su qu'en O existait une particule (m, g)
responsable des champs gravitationnel ct électrique, le simple fait
d’amener une particule m, non chargée en P aurait mis en évidence
Iexistence du champ gravitationnel & cause de fa force correspondante qui
s’exercerait sur m,. Ce champ étant détecié, une particule {(m,, g,)
déposée en P & vitesse nulle serait afors sensible & I"action des deux champs
ci-dessus. Si enfin, {m,, g,) était placée en P avec une vitesse différente de
zéro et non dirigde selon B, la présence du champ magnétique se
manifesterait par une action supplémentaire.

55



PHYSIOUE GENERALE |

Il apparait donc non nécessaire de préciser de fagon détaillée quelles sont
" les sources de ces différents champs ; leur existence se manifeste par la
force correspondante mesurée sur une particule de masse, charge et vitesse
quelconqgues.

Par définition, pour un point P de & :

1° intensité du champ gravitationnel G est définie comme la force
exercée sur I'unité de masse placée en P :

G-t <> T=mT, “7)
m

f

et ke champ gravitationnel produit en P par une particule de masse m située |
en O, vaut :

F, (7 =0P). 4.8)

G-l
L YyE

Cette interaction étant attractive, G est torjours orienté vers la masse qui en
est la cause. Son équation aux dimensions est celle d’une acccleratlon et
son unité de mesure (S.1.) est le_m-s™2

2° intensité du champ électrique E est définie comme la force exercée sur
{"unité de charge positive (g’ = +1C) placée en P :

<> F=¢E (4.9)

Le champ édlectrique produit en P par une particule de charge q située en O,
vaut :

E=

IE__I.‘.{
4ae, r? r?

F, (r=0P). (4.10)

dmeg r

If est répulsif car dirigé selon F si g >0, aftractif pour g <0.
L’équation aux dimensions d’un champ é&lectrique est [E]=
[MI{LI[TI2Q1"" et son unité (S.1.) est le m-kg+s2-C\.
3° !'intensité du champ magnétique est mesurée par B, le vecteur-induction
magnétique. D'aprés le § 3, son support (A) est tel que toute particule
chargée se déplagant para]lelement a (A)ale comportement d'une partncu]e
libre (F=0). .
De ces définitions, il résulte qu’urnie particule de charge g, de vitesse &,
plongée dans un champ clectromagnethue E, B) est soumise 3 une
interaction donnée par 'expression :

F=q(E+5AB), (4.11)
dite force de Lorentz.
En un point P de I’ espace, le principe de superpoq:t:en s'appliqus pour

tous les champs. de méme nature : ceci se_traduit, si des sources variées
sont responsables de champs de type Gi, E, ﬁk par les relations

d'addition : e - -
=G, E=2E, B=318,.
i i k
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Exemple : Soit une charge g, > 0 et une charge g, < 0, distantes de AB
(fig. 4.10); en tout point P, on peut construire le champ T résultant de
la superposition de :

B o1 AP et B =12 BP
dae, AP? * 4meg BP?

Fig, 4.10.

M est possible de mieux représenter le champ résultant par ses lignes de
force, clest-d-dire les courbes telles qu'en tout point P la direction du
-champ E soit iangente A Ja courbe passant par ce point. Par exemp[e pour
une charge ponctuelle g > 0, les lignes de force sont les rayons issus de la
charge (fig. 4.11,a) et pour g <0, les mémes rayons dirigés vers la charge
(fig. 4.11, b). Nous avons aussi représensé quelques lignes de force pour
fes deux chdrges de la fig. 4.10,

Fia, 4.11. g >0 (a) g <D {h}

Dans 'étude des interactions de gravitation ou électrique, nous avons vu
essentiellement des champs produits par des particules. Or, il existe
également des champs résultants de sources étendues et, en particulier, ce
que 'on appelle des clamps uniformes : un champ uniforme est caractérisé
par un vecteur champ constant c’est-a-dire qu'en toul point de I'espace ol
il existe, sa grandeur, son support et sa direction ne changent pas.
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Les masses et r:ka_r;ges ponctuelles ne peuvent produire de champ
mfomze 11 suffit pour s'en convaincre d’examiner les expressions (4.8 et

10
v

) : & une distance + donnée, |G| et |E| sont les normes constantes des
cteurs G et E dont les supports ne sont pas fixes ce qui implique la

non-constance de ces vecteurs.
Seules des masses ou des charges etendues {en surface ou en volume)

pe

uvent, en certaines circonstances, produire des champs uniformes.

Exemples :

o localement, le champ de pesanteur est consiani donc umforme
puisque mesuré par-2 de norme constante et dont le support est la
verticale du Heu orientée vers fe centre de Ia Terre;

e deux plateaux métalliqucs paralléles de grande surface portant
rebpectwement des charges égales et opposées (( et —Q) donnent
naissance, entre eux, i un champ electnque sensiblement uniforme E
dont les Hgnes de forces sont représentées sur la fig. 4.12, champ
dirigé de la plaque positive vers la plague négative;

: Q
+ 4+ 4+ 4+ + o+ +

Fio. 412. . -Q .

5.

s dans Ventrefer d’un électro-aimant de gsrande taille, dont les
flasques sont parailéles, le champ magnétique B, est sensiblement
uniforme et perpendiculaire aux flasgues;

e i Pintéricur d’un solénoide parcouru par un courant continu le
champ magnétique induit est uruforme de 5upp0r£ parallgle 3 I'axe du
solénoide.

LES INTERACTIONS DERIVEES

FORCES DE FROTTEMENT

5.1 Solide sur solide

Considérons deux corps selides en contact : ils exercent toujours une

interaction I'un sur 'autre. Par exempie, si un livre repose sur une table
horizoniale, ceci implique. que cette table exerce vers le haut une poussée
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mesurée par une force égale en grandeur au poids du livre. De méme, elle
subit, de la part du Ilvre, une poussee dirigée vers le bas ct aussi égale au
potds du livre,

Ces remarques ne nous rensmgnent en rien sur I'iateraction de contact
il faut pousser Panalyse jusqu’a la structure microscopigue de la matiere
pour en conclure qu’elle est essentiellement d’origine électrigue.

Tant que la table est horizontale, la force qu'elle exerce sur le livre est
verticale : on parle de réaction normale. St maintenant la table est inclinée
d’un angle o, on constate que le livre reste en place — comme s'il était
retenu par la table — jusqu'i ce que I’ ang]c a atteigne une valeur critique

partlr de laguelle i! commence 2 glisser.

{a) FiG, 4.13. (b)

Représentons sur les figures (4.13) les forces qui, respectivement,
agissent sur la table (fig. 4.13, a) et sur Je livre (fig. 4 13, b)

— sur la table, le livre repose.en exercant une force mg due 3 son poids :
on peut, decomposer cette force en deux : N orthogonale 3 Ia table et de
norme N’ = riig cos o, T tangente 4 la table et de norme T = mg sin a;

— sur le livre, et tant qu’il reste au repos, les forces exercées par la table
sont N = —N'(N mg cos aYet T=—T(T=mg sin a); i faut de plus y
ajouter la force mg mesurant I'action de la pesanteur sur lui.

H est manifeste que la force qui empéche le livre de glisser est T : T
représente, pour Pangle « < e, la force de frottement de la table sur le livre
toujours opposée au sens de déplacement éventuel du livre. Cette force est
nulle quand & =0, puis elle croit avec a jusqu’d ce qu’elle atteipne ure
valeur T,, = mg. sin w,, valeur maximum au-dela de taqueile elle ne peut
plus croitre.

Au ‘moment 0l « =a,, la réaction normalé de la table N vaut
Ny = mg cos o, ei, par suite, on a la relation :

Ta =Ny g .. (4.12)
Par définition, le rapport entre la force de frottement maximum T, 2 la

force normale correspondante N, est le coefficient de frottement statiguef,
de la table sur te ]wre

T

=Mty 4.
At T (4.13)

La détermination de f, est aisée : il suffit de mesurer I'angle &, & partir
duquel le livre se met en mouvement. La valeur de f, dépend nature!]ement
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des matériaux mais aussi de la qualité des surfaces en contact (pohcs,
rugueuses).

On peut, par ailleurs, se demander si le coefficient f, ne peut pas étre
mesuré en déterminant la force F ndcessaire pour mettre le livre en
mouvenient uniforme sur la table horizonrale, (fig. 4.14, a).

AN

Fia. 4.14. mg b

Afin que le mouvement soit uniforme, it est nécessaire gue ioutes ies
forces exercées sur e livre admettent une résultante nulle (fig. 4.14, b) : F
dait étre égale ct opposée 4 la force de friction dont la valeur maximum T,
est afteinte au moment de la mise en mouvement. Posons alors, comme
dans le cas statique (4.12) :

Tu=fNavec N=mg C(4.14)

f.» ainsi défini, est le coefficient de frottement cinétique. 1.’examen de la
figure 4.13, b montrant que N est maximum pour @ =0, N = mg > N,, =
mg cos e, — f, <f,, résultat que I"expérience confirme, une variation
typique de f. en fonction de v étant représentée sur [a figure 4.15. Le
tableau 4.1 rassemble quelques valeurs caractérlsthues de ces coefficients
pour des matériaux divers.

fe
0,4+
. fe
0,3
Fic. 4.15.
0,24
0,14
0 t 7 T 7 4
5 10 15 20 m-s
TABLEAU 4.1, Matériaux IR f.
Cuivre sur acier doux : 0,53 0,36
Téflon sur acier 0,04 ¢4
Bois sur brigue 0,3-0,4
Ski sur neige collante 0,1
Ski sur poudreuse 0,04
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5.2 Solide sur fluide

Un corps solide se dép!agant dans un fluide {gaz, liquide) subit une force
de frottement F, opposée & sa vitesse de déplacement #. En général, ce
phénomene de fl iction st de grande complexue car it dépend de la vitesse,
de la taille et de 1a forme de "objet ainsi que de Ta masse volumique, de [a
viscosité et de la compressibilité du fluide.

Par exemple, pour une voiture rapide, un avion — se déplacant a des
vitesses » subsoniques -— on trouve que : F, =k App?, si A désigne 1'aire
de la section de I'objet perpendiculaire au mouvement, p Ja masse
volumique de I'air, k étant un coefficient sans dimension de ordre de 1.

Cetle force est indépendante de [a viscosité du fluide et ceci ne semble
pas normal : une bilte tomban{ dans I'cau va plus vite que dans I’huile.
Aussi, aux faibles vitesses, "équation ci-dessus doit &tre remplacée par :

F, = —Kn, {4.15)

ol1 5 est le coefficient de viscosité du fluide qui sera défini précisément au
chapitre 7; K est un coefficient qui dépend de la forme du corps : pour une
sphére de rayon R, on peut montrer qu’il s'éerit :

K=6wR. (4.16)

K est donc homogéne 4 une longuenr méme si le corps n'est pas sphérique.
Dans le cas d'une sphére :

F; = —6mm R¥, (4.17)

résultat connu sous le nom de foi de Stokes.

Supposons qu'un tel corps_se déplace dans un fluide visqueux sous
I’action d’une force constante Fy; I'équation dynamique de son mouvement
§"écrit : - -

mid =¥ +F, =F - Kn#, (4.18)
ot ¥ apparait comme la somme de deux termes : F, et la poussée
d’Archiméde qu'exerce toujours un fluide sur le corps qu'il entoure (voir
chapitre 7); cette’ poussée s’exprime par 1 —mg avec m, la masse du
fluide déplacé par le solide.

La somme des deux forces (T, —mg £} étant constante, ¥ est donc une
force constante. Sous son action, I’ acceleratlon & au début de mouvement
est constante et la vitesse # crolt avec le temps : par suite, R croit

" simultanément d’aprés (4.15) ce qui entraine que la résultante (¥ + ? ) des
forces appliguées au corps diminue et tend vers zéro. Au bout d'un certam
temps, le meuvement devient umforme et la vitesse atteint une valeur limite
#,. que I'on calcule en posant & = 0 dans (4.18):

. _F
UL’:K—T,'” {4]9)

Exemple ; Considérons une goutte de pleie de 107 m de diamétre,
tombant dans ['air de masse volumique p,=13kg-m™?, de

61



PHYSIQUE GENERALE 1

coefficient de viscosité 7 =101,81-10"" m'+kg-s~'; [a masse
volumique de Peau est p = 10° kg-m™3,

i° Calcul de la vitesse limite v, lorsque la goutte tombe dans {"air :

— masse d'une goutte d’eau :
m=pV =3 wpR?;
— masse du fluide déplacé :
4.
mg=pV =3 py R,

. . . L 4 _ .
—> F=Fo-mg =(m-m)§ =2 wRp — p)E;

4

- R3(p*p)g :
F ()W 1 2R3

3 (p Pf}g 30m -5 |‘__

y"=E7-: " 6wRy O

2° Calcul de la vilesse & tout instant :
. ' dv Koy -
e e o (5,
my =F ny —- — E = 3

Ko
K .
— toefo )= = (e re siv=oqunds =0,
on aura : _
v = (gl e (-520)]
Kxn/ P
F

Quand { — o, on retrouve bien : v(t. = » )“*v,_--ﬁ—-
7

3% Caleul du temps de relaxation :

par définition :
S . F i
"'“%i sl =m b, mgy (e l}ﬁ'” (1—3)?

ceci signifie qu’au bout du lemps r, fa vitesse atteinte est égale & 63 %

- dela valeur de v,.. Comme T = _Kin_, il est aussi peu différent de (%)
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n
puisque m; <, soit dans le cas présent 7 =3s. Au bout de 4r,

Cest-a-dire 12s, la vitesse atteinte par la goutte represente 98 %

de sa vitesse limite.
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6. PEFORMATIONS ELASTIQUES : LOI DE HOOKE

Quand on applique un effart & un solide immobile, il en résulte en général
des déformations plus ou moins réversibles {exemples : étirement d'un fil,
compression d'une tige, torsion d’un cable, cisaiicment d’une poutre,
fracture d'un tibia, etc.).

On dira que linteraction observée cst élastigue si les déformations
mesurées sont proportionnelles aux forces appligudes au solide (loi de
Hooke); si on supprime la cause {"effort élastique), on supprime du méme
coup ses effets (les déformations élastiques) : le solide retrouve son état
initial, ce qui justifie le qualificatif d'élastique.

A titre dillustration d’une défermation élastique, revenons a Vexemple
du § 5.1 ot un livre repose sur une table horizontale, On peut se demander
par guel mécanisme physique la réaction normale N de la table s'ajuste
exactement & la valeur du poids du livre gu’elle supporte. Schématisons la
table par une planche dont les extrémités s'appuient sur deux supports
fixes (fig. 4.16, a). Quand on charge cette planche en son milieu, elle
s'incurve d’autant plus que la charge cst plus lourde (4 16, b) : le support
subit upe déformation élastique proportionnelle & mg ce qui induit une
force de mppel de type élastique, la réaction normale de la table N égale et
opposée 4 mg. Méme si la déformation n’est pas évidenie pour
Pexpérimentateur, il est possible de I'observer grice 4 des capteurs
sensibles eux déformations (jauges de contrainte) que 'on fixe rigidernent
sur la table. :

(a) Fig. 4.16. Y mg (b)

Exemples :

1* Considérons une parncu]e de masse m 3 !’extlemltc libre d un
ressort assujelti & se déplacer selon une droite (A_)__Son OP =F,la
pos:tlon de ce ressort 4 1'équilibre (fig..4.17, ) el OF = Fsa nouvel]e
position (fig. 4.17, b) quand on exerce un cffor( T pour amener m de
Py en P (par extensmn ou compression du ressort).

. Sila force de rappet T du ressort cst élastique, pour un depiacement
PP =(F—F,) et selon la loi de Hooke, on devra écrire :

.

Fo —k(F—F), >0 (4.20)

L mesure la raideur du ressort et le signe { — ) provient de ce gue
I"effort du ressort sur m est toujours opposé au déplacement. En P, on
a F=-F Si I expcllmentalmn libére la particule (F" 0), son
mouvement a pour équation : mé =F = ~k{F —F,). Posant & = mw?,
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e

p———
ceci s'écrit encore : & +w*(F ~F,) avec &=(F—~F,) et nous
pouvons affirmer d’aprés le § 6.2 du chapitre 3 que la masse va osciller
sur (A} selon un moeuvement sinusoidal de fréquence angulaire
w = \H—k- donc de période T=2w z '
m k

(a)

(A)

- Fia, 4,17.

{a}

(b}

2° Soit un ressort en spirale dont I'extrémité libre Q est attachée &
une tige sans masse OP, de longueur R. En P, on fixe une particule de
masse m. Si OP0 représente la position d’équilibre de OP, le

déplacement P P vaut R& (fig. 4.18).

Fia, 4.18.

Soit F la force de rappel élastique du ressort, appliquée en Q,
normale & OP et contenue dans le plan du ressort. Son moment par
rapport 4 O vaut : My = 00Q A F et a pour norme My=0QxF.QetP
se déplacant simultanément sur des cercles de rayons respectifs O et
OP, nous savons (§ 7 du chap. 3) que [a force ' appliquée en Pale
méme moment par rapport 3 O: My=0Q xF=0PXxF =RF.
Comme nous devons maintenant exprimer le fait que F' est aussi une
force de rappel élastique en posant: F'=—k§ et M, étant
proportionnel & F, il revient au méme d'écrire :

My=—C8, (C=0), (4.21)

oit C est la constante de torsion du ressort spiralé. L'équation du
mouvement de P en découle :
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SQit :

- C
@ +mR2

8 =0. {4.22)

Le mouvement de P est donc circulaire (O, R}, sinusoidal, de

Rz
fréquence angulaire w = \/% et de période T=21T\f]mc .

LES FORCES I’INERTIE

7. FORCES D’INERTIE

Soit un référentiel gali!éerl(Q; F, jf k*-) par rapport auguel se translate,
selon £, un référentiel (O’; i, 7, k') (fig. 4.19). SiV = Ty 1'est pas un
vecteur constant, le référenticl (Q') n’est pas galilden; supposons cette
condition réalisée. :

P
F

k

l:— -
i
FI’

k8

0
’ \
i !

FIG. 4.19,

Considérons une particule P, de masse m, observée dans fes deux
référentiels dont les horloges sont synchrones (invariance du temps). On
aura :

OF =00+ 0P — F=F+00".
En appliquant 2 cette relation les raisonnements du § 12 du chapitre 2, on
obtient aussi :

F=0'+V et d=8+A& avec:A=V=#0
Pour_Pobservateur gafiléen (O), les lois de la dynamique entrainent :

mid =F = ma’ + mA. Posant F'=mad’ pour la force appliquée en P et
mesurée par |'observateur non-galitéen {0}, il en résulte :

-

F=mi' =F—mA. (4.23)
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Ainsi A #0 implique # #8" et F#F conformément au principe de
relativitd (§ 11 du chap. 2) puisqu’un des deux référentiels n’est pas
‘galiléen. _

Dans ce dernier, pour 'observateur (Q') 1ié€ & tui, tout se passe comme si
la particule était soumise 3 deux forces :

— I'une ¥ =md, 1a méme pour tous les référenticls galiléens;

— Plautre ¥ = ~mA due au mouvement relatif non-galiléen de (O') par
rapport {0}, force qui-disparait si ce mouvement relatif devient rectiligne
uniforme {A =0). N

Une telle force, étroitement lie & A, est appelée force d’inertie,
pseudo -force ou force fictive;

— ['appellation force d’inertie apparaitra comme évidente dans I'exemple
la ci-aprés;

le vocable pseudo-force se référe au fait que F n'existe pas dans les
référentiels galiléens, les seuls ol le principe de relativité s’applique;
— dire que la force d'inertic est fictive est matheureux @ pour
I"observateur {Q'), elle est réelle et manifeste notamment sa présence par
les déformations élastiques des systémes entrainés avec (0'): par
exemple, si I'accélération A dirigée vers le haut est grande, le sang peut
s'accumuler {par inertic) dans [a région inférieure du corps provoguant
ainsi une anémie temporaire de la rétine et du cerveau.

Exemples :

1? Soit P, de masse mz, soumis au champ de pesanteur terrestre g.
Pour I'observateur (O) sur la Terre;, supposée &tre un référentiel
galiléen : F=mg. Si maintenant, P immobile dans (Q') se déplace par
rapport 4 la Terre avec une accélération verticale A = ng, il lui semble
étre soumis a une interaction de gravitation mesurée par !a force :

FeF-mA=m(l-n)g
. @) 8i(0) est une fusée ou un ascenseur qui s’€loigre de Ia Terre,
A=—n'¢g entralne —n =n'>0 doll: F=m(1+n")§ Le poids
apparent de P dans sa fusée vaut (i + 1) fois celui qur’il a sur Terre;
_.b) si {0} est un ascenseur_qui tombe en chute libre vers la Terre,
A=gF — n=1d00 : F =1 Le passager esl en état d’apesanteur.

2° Nous savons gu’un référentiel en rotation n'est pas galiléen : il
doit y apparaitre des forces d’incrtie. Considérons une particule P, de
masse m, décrivant d'un mouvement uniforme de vitesse angulaire w,
le cercle (O', R). Pour un observateur (O) situé sur Terre, référentiel
supposé galiléen, la particule est soumise & une force centripéte :

F=mo aRifw, :
i, étant le vecteur nnitaire de la normale principale POY (fig. 4.20).

Pour un observateur entrainé avec la particule { par exemple (O') qui
tourne avec (O i', j', k') & la vitesse angulaire wy olt (P) lui-méme
puisque O'P = Ri ' est fixe dans (O i, §, k’)), P semblera immaobile
donc en équilibre, la résultante des forces qui lui sont appliguées-dans
le référenticl en rotation étant nulle; nous devons donc écrire :

F=F+7F =,
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o>

FiG, 4.20.

soit : F = —mawlRil,. {4.24)

Cette force d’inertie, qui apparait dans un mouvement de rotation,
est la force centrifuge.

a) Considérons un satellite terrestre habité de masse m: pour
I'observateur, tmmobile dans ce satellite, sor équilibre s’exprime par :

v

Foi-F+F=

puisque, pour 'observateur terrestre, F mesure I'interaction de
gravitation Terre-satellite. 11 s’en suit, en posant v =m,R :

M p2 oM M
—_— —— —— = — = —
TRETR YR v R

' Ir 2 I
Comme [a période de révolution T= Im_2mR =27R E-, en
mg v ¥M

4
7 )R3 cas particutier de la
vM

troisiéme loi de Kepler relative au mouvement des planétes autour du
Soleil (§ 1 du chap. 4). Il est possible de déduire de ce résultat
Paltitude h d'un satellite «géostationnaire». ¢’est-fi-dire semblant
immobile par rapport & 1a Terre; sa période de rotation étant ceffe de la
Terre : T=24 x3600 s, on trouve R=42200 km; si le rayon de la
Terre Ry vaut 6370 km, on a h = R— R, = 35800 km.
b} Dans une centrifugeuse tournant & 500 Hz, une masse de
10 kg décrivant une circonférence de rayon 0,1 m subit une force
“centrifuge de 10? N soit 10° fois supéricure & I'action du champ de
pesanteur. Sous I'effet de cette force trés intense, une particufe en
suspension dans un fluide cst rapidement projeté sur le pourtour de la
centrifugeuse, sa vitesse de sédimentation ayant été considérablement
acerue.

élevant au carré, on obtient ; T2 = (
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APPLICATIONS
DE LA DYNAMIQUE

1. MOUVEMENT D’UNE CHARGE ELECTRIQUE DANS UN
CHAMP ELECTRIQUE UNIFORME. OSCILLOSCOPE

Daprés le § 4 du chapitre 4, P'équation dynamique du mouvement d’une
charge électrique g, de masse 1, dans un champ électrique E en un endroit
oli fe champ de pesanteur est £, s'écrit :

m§=qﬁ+m§~w+5=(£)ﬁ+§ (.1

L'accélération & dépend donc du rapport _r% : COmmE ce rapport n'est pas

le méme pour toutes les particules (électrons, protons, anions, cathions),
les accélérations et par suite les déviations éventuelles ne scront pas les
mémes, toutes choses étant égales par ailleurs.

" Examinons ici le cas d’une particule chargée pénétrant dans une région
de I'espace ol existe un champ electrique uniforme E,; supposons de plus,
pour simplifier, que la vitesse lmtla[e 7, de ia particule est orthogonale au
support du champ E

Montrons touf d’ abord que la force de pesanteur mg est négligeable
devant la force électrostatique : une -valeur typique pour E, est
10° N-C~"; avec un &lectron (e =~1,6-100"°C, m, =9,1-107*" kg),
nous voyons que : |eEy] =1,6+107 N»m,g ~9,1- 107°% N. L’équation
(5.1}, dans le cas présent, se réduit donc &:

-

= gB,.

__ Appelons O\: ta direction de I'espace pdrallele a9, et Oy celle parallele a
Eﬂ (Fig. 5.1} : &=xi -+ Vi lmpllquc

mx_i = 0,
sl -l
myj =qEyf.
68



APPLICATIONS DE LA DYNAMIQUE

_________ g =<0
I?"
SN _
B or sl N :
A 8
+ + + + + + +
B
Fig. 5.1. { -

Si I'origine du temps ¢ est prise a !'instant ol 1a particule pénétre en O
dans le champ E,, nous cn déduisons, par intégrations successives :

1
X =vpl, 25}% Eqt?.

Lc mouvement selon Ox est un mouvement uniforme
(a =0 — 7= vo)
cis oo f = q
et selon Oy, ¢’est un mouvement uniformément accéléréd (a,, =i En) dont
' m

le sens dépend duv signg de g : si ¢ >0 déplacement selon E,, si g<0
dcplacement selon — B, La trajectoire est un morceau de parabole,
puisqu’en €liminant f entre x et y on a:

Ey
vy

x!

Si»n

1
¥=3

Aprés traversée du champ B, ¢t déviation, la particule redevient
quasi-libre {au champ de pesanteur prés) et décrit donc une droite AB d’un
moeuvement uniforme pour lequel il est aisé de calculer la vitesse v, si on
connait la lengueur / du champ déflecteur dans la direction Ox :

. q iy
v?z(x2+y2)l={fvn=yg+(;n~ ED;‘) 1

. o
Pangle de déviation & se déduisant de :

y {
t=tfuy M ”o

Les propriétés ci-dessus sont mises en pratique dans les oscilloscopes et
les tubes de télévision (fig. 5. 2) Un tel instrument est constitué
essentiellement :

69



PHYSIQUE GENERALE |

grille  anode déviation écran
verticale finorescent

L1

\ Lﬁlﬁ F

) cathode \anode déviation revétement
filament de horizontale méiallique
S focalisation

FiG, 5.2.

- d'un canon i électrons formé &’ une cathode & chauffage indirect, d’une
grille commandant la luminosité, d’une anode focalisant le faisceau
d’électrons et d’une anode accélératrice;

— de deux condensateurs & plagues paralléles : ils servent 4 produire deux
champs électriques mutuetlement orthogonaux et dont les intensités sont
commandées par les différerices de potentiel appliquées a4 chaque
condensateur : sous leur action respective, le faisceau d'électrons peut éire
dépiacé dans toutes les directions de I'espace;

— d’un tube en verre oif régne tin vide poussé et renfermant les éléments
ci-dessus. Les électrons manifestant leur existence par un impact sur
I'écran fluorescent, on peut ainsi suivre leur évolution spatio-temporelle;
un revétement métallique interne sert de blindage vis-a-vis des champs
électriques externes et permet aiix électrons de I'écran de s’écouler &
Iextérieur du tube.

2. L’EXPERIENCE DE MILLIKAN
Au § 2 du chapitre 4, nous avons dit que la charge électrique est
quaniifiée ¢’est-a-dire se présente toujours comee un multiple entier d’une

charge élémentaire ou quantum. De nonibreuses expériences ont confirmé
cette assertion, la plus connue étant celle de Millikan (1917).

FiG. 5.3. (‘_--——'—hm‘f'e :

T

fef | 5

“ tmy
————
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Entre deux plaques paralléles (fig. 5.3), on établit un champ électrique
uniforme vertical E,; la plaque supérieure est percée en son centre et
permet FPintroduction de fines gouttelettes d’huile produites par un
vaporisateur - la plupart d’entre elles se chargent électriquement par
friction, soit & la sortie du vaporisateur, soit au contact de la plaque
supérieure, _ o

Le champ E, étant coupé, les gouttes tombent sous ’action de g et sont
freinées par Pair contenu enire les deux plateaux; la vitesse limite v,
{§ 5.2 du chap. 4) d’'une goutte de rayon r est:

4 3
_m—ma)g (E)W gl 'p“)zf!rz(p ~ )8

6mmr 6mmr 9y

vy

oil p et p, sont les masses volumiques respectives de I’hutle et de I'air, et n
est le coefficient de viscosité de I'air. _

__=supposons que la goutte porte une charge 4 et qu’on appligue le champ
E, vers ie haut; son équation dynamique devient :

mi = qE, -+ (m —m, )& — 6wrgd.
Sa nouvelle vitesse limite devient :
_qBo—(m—m)e ab

v - y
2 oy 6mnr !
&’ols 1 résulte :
Garqr ’
q= “Ej (v, +,).

La mesure dé u; doane r, puis celle de v, conduit & g en valeur
algébrique. En répétant de trés noembreuses fois P'expérience avec des
gouttes de rayon et de charpe variables, I'idée de quantification de ia
charge électrique s’est imposée; g apparait toujours comme un multipie
entier de la charge élémentaire :

e=16021:10""°C,

A cette charge électrique, des expériences comme celle décrite au § 1
associent toujours une masse donnée : la particule ainsi définie par sa
masse et sa charge ost alors une particule élémentaire fondamentale. Parmi
toutes celles identifiées par le physicien, nous ne citerons gue les plus
courantes :
— Pélectron g =—e  m, =9,1091-107%" kg
— le proton g =+e m,=1,672510"% kg
- — fe neutron g =0 m, =1,6748-10777 kg.

: la masse du proton est 1 840 fois celle de I’ électron

", 1
Notons que =130

P

et que dans un coulomb il y a =6,24-10" charges

1
1,6021-107"
élémentaires.
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3. MOUVEMENT D’UNE CHARGE DANS UN CHAMP MAGNE-
TIQUE UNIFORME

-

Considérons un champ magnelique uniforme B, et une particule P{#m1, g )
dont Ia vitesse &, au moment oit elie pénétre {ians le champ, a son support
orthogona] a celui de B La force mesurant Cinteraction magnétique :
F=gi A B est toujoars orthogonalc 39 ceci entraine :

2
mv}

dv
v, FT=§=0 — v=y, et |F|=|qu,B]=|Fy]=
(5.2)
La particule décrit d'un mouvement uniferme de vitesse v, une trajectoire

dont le plap () est perpendiculaire au

mu
circulaire de rayon g = l— il
q B,

vecteur induction magnétique By. Les figures 5.4, a et b montrent les deux
cas & considérer selon le signe de 4.

FiG. 5.4 k R -
I S &
i i

P e 5,
F ;
P -
a7 b

@ - e>0 Yz . q <0 (%)

=l

Le mouvement étant circulzire uniforme, la norme de la vitesse angulaire
E”ol _ |4 B
T [}

p M
montre de plus, que le sens de rotation de P dépend de q, ce qui se traduit
par la relation vectorielle :

est donnée par: |wy] = . L'examen des figures ci-dessus
o g

Bo= L B, - (5.3)

Pour une vitesse 7, donnée, le sens de courbure (3 gauche ou a droite) de la
trajectoire décrite par P détermine sans ambiguité le signe de sa charge.

Si#, U n est pas orthclgonal 4 B, quand la particule entre dans le champ, on
éerit 9,=95, , +¥, ., Vo, , étantla vitesse initiale paralléle i B, et ¥o, o
la vitesse lmt:ale orthogonale a B : le principe de superposition :mphque
alors que P déerit une trajectoire hEllCDlddle d’un mouvement uniforme
(composition d'un mouvement rectiligne uniforme de vitesse ¥, ,
orthogonal & un mouvement circulaire uniforme de vitesse &, ).

Citons comme applications courantes de I'interaction magnétique sur les
particules chargées : '

— les accélérateurs de particules tels les cyclotrons;
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—- les chambres & hydrogéne pour la détection des particules élémentaires;
— les spectrométres de masse utilisés dans I'analyse chimigue de
substances préalublement ionisées.

4. OSCILLATIONS I’UN PENDULE SIMPLE

Considérons une particule P, de masse m, suspendue i un il sans masse
nj raideur et de longuewr /. Abandonnons ce systéme dans un plan vertical
aprés ["avoir écarté de sa position d'équilibre qui est celle de la verticale du
lieu Ox : I'expérience montre, si elie ne durc pas trop longtemps, que ce
pendule simple oscille dans un plan vertical xOy en décrivant un are de
cercle de rayon I (fig. 5.5).

0 B ¥
-
8
T
F
(C)r_ \P
kY A
Yy %
A
W LAY
L)
Y g 3
x o
FIG. 5.5. mg

Nous zllons étudier ce mouvement dans deux cas : le premier on Ia
friction de 'air ambiant est négligée, le deuxiéme ofi nous Ja prendrons en
considération.

4.1 Pendule simple sans friction (F, =0)

Soit § =(Ox, OP) I'angle orienté que fait OF avec la verticale Ox:
écrivons les leis du mouvement relatives aux accélérations tangentielle &1
et normale &, cn notant que les forces qui interviennent sont le poids. mg
de P et ia tension T du fif sur P:

mé = M. = —mg sin Bl 1,
L~ mut

My == = Tit, — mg cos 8,
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sysiéme d'équations qui s’écrit” encore, si- I'on tient compte que
s=10 — §=10 :

. g . o P2

(7] +T sn@ =0, T=mgcosd-+m T
La premiére équation une fois intégrée donne #(t) ou .9(t)=19{t)
c’est-a-dire la loi du mouvement, la seconde fournit Iexpression de la
tension du fil sur la particule.

La résolution de ce sysiéme est-aisée si on se contente d’écarter
faiblement le pendule de sa position d’eqmllbre ¢ Test-a- d:re dans le cas des
oscillations aux petits ang!es '

0-<10! radlan — §in 8 ~3, cos § ~ l.-—'2--
Dans ces conditions, il s'écrit :

2

8 =0, T=mg+mT- (5.4}

Le mouvement de P est un mouvemnent sinusoidal circulaire (souvent

appelé mouvement harmonique), déquation horaire s = s, sin(agt + )
. .. 29 I .

ou 8 =8, sin{wt +¢) et de période T=—=2q :g: Aux  faibles

i

amplitudes d’osciflation, la période T d’'un pendule simple est
indépendarite de la masse de ce pendule et proportionnelle 4 sa longueur ! ;
tous les pendules de méme longueur ont la méme période : ceei exprime
Iisochronie du pendule simple aux petits angles.

" La tension T équilibre le poids de la particule P et fournit la force

. nmy= . . . . . . .
centripéte —!'_ necessaire pour maintenir P sur sa tragectocire circulaire.

4.2 Pendule simple avec friction (F, +0).
Supposons maintenant que {a particule P soit sournise & une force de
friction E = —kii; alors :

mi; = mle = —mg sin Qity ~ k§iL., et- s=1I8
entrainent : X g :
&+—8-+=sing=0.

n !
Pour les oscillations aux petits angles :
: sin ##8
k g _
et - 9+—-8+£~6 0 - {5.5)

Cette équation du mouvement remplace I’ equation correSpondante {5: 4) du

L
pendule sans frottement. Posant : w] ~~?:= To=7" elle s'écrit encore :
w 1.
f+—0+wid =0 (5.6}
T
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L’expérience montre que, dans ces conditions, le pendule est amorti
parce que freiné par uac force opposée & sa vitesse : "amplitude des
oscillations diminue quand le temps croft. Comme la fréquence angulaire
est peut-8tre aussi modifiée par I'amortissement, nous envisageons une
solution de fa forme: 0(¢)= @)(t) sin(wt + ) respectant Pallure
oscitlante du pendule saps rien pre]uger de son amplitude ot de sa
fréquence. Alors :

§ =0 sin{ot +p)+w® cos{wt +¢),
§ =6 sin(ef + o)+ 200 cos(wt + )~ o’ sin(et +¢),

bortés dans (5.6) donnent :
w 0 . ] - 1
[®+—+(wg-m2)®] sin(et + @)+ [2@-}-—@]&) cos{wt + @)=0,
T T
refation vraie, quel que soit ¢. Ceci sera vérifié si, simultanément :

. O ' .1
®+;~+(w%-w2)®=0 et 20+-0=0.
T

La seconde relation s’intégre sans difficulté :

R 1 de  ~d¢ ' t
00=0dt > dB= ——0d > T=—= > B=0, exp_(ug)__

L’amplitude © du mouvement oscillant décroit avec le temps et est

divisée pare au bout d’une durée égale qu temps caractéristique 2+ : ce
résultat est bien conforme a 'amortissement attendu.

. e . @ . o .
De pius: @=—— gt @=-—- portés dans la premiére relation,

2r 442
donnent :
i 1 |
(472 5T eem e )9:(““’"3?_“’2)@:0’
soit : Z_qr
mzxwg—'_]-_ T:?—En “o 3
. 472 oW 1
_ I__4w§1'2
c’est-a-dire :
poo_To
T, \2
l_(f-l'm')

La période d’osc:llatlon Ta del’ osu:[l!atem non-amorti est donc perturbée
par Yamortissement selon la loi ci-dessus (T=T,).

L’ensemble des résultats pour les deux oscillateurs se trouvent
rassemblés sur la figure 5.6. L'amortissement est faible quand 7 3 Ty, si 7
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¥

NN 7N
FAVARVARY

+8

+0

FIG. 5.6.
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]
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i‘-_/
i
T
|
|
]
\Y
i
1
1Fl

—g - &= exp( T

1 . 5 . 1 . . A
est assez petit, — grandit et w”= ®o 3 peut devenir nul, voire méme
T T :
L 1 T s g .
négatif. Pour wy = 5 our = . alors o = (t et on est & ! 'gmortissement
T ki3

critigue. 11 est aisé de vérifier quie [a solution de (3.6) pour ce cas particulier
—1

est: 8 =01 +at)exp (5—), o étant une constante dépendant des
T

conditions initiales. Le graphe correspondant (fig. 5.7) montre que le
pendule n’oscille pas mais retourne doucement a sa position d’équitibre.

Fic. 5.7. &

0 : t

Concluons ce paragraphe en signalant que le mouvement harmonigque
avec amortissement se retrouve dans de frés nombreux phénoménes
physiques en particulier en mécanique, acoustique, opt:que électromagné-
tisme, physique atomique et moléculaire.

5. CONDITIONS I’UN EQUILIBRE STATIQUE

Chercher les conditions que doivent satisfaire les forces extérieures
agissant sur un corps rigide de maniére & ce qu’il soit en équilibre, dans le
champ de forces en interaction avec lui, n’est pas un probiéme trivial.

Pour une particule -— ¢’est-3-dire un corps de taille négligeable — il
suffit d’écrire que [a résultante des forces agissant sur elle est nulle : ceci
résulte de ta seconde 1oi de Newton appliquée 4 I'ensembie des forces (§ 4
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du chap. 3), car si le corps cst en éguitibre statique dans un référentiel
paliléen, sa vitesse y est nulle, ce qui entraine :

=0 — &=0— mi=2 F, =R=0.

Réciproguement, il existe toujours un référentiel galiléen ot # =0si R=0
et oft le corps, étant immobile, est en €quilibre.

Pour un corps d’une certaine extension ou un systéme de particules, cette
condition ne suffit pas, car i [a transiation du corps se superpose sa
rotation éventuelle. Or nous avons vu (§ 7 du chap. 3) qu’une particule P
ne peut tourner autour d'un point O sous ’action d'une force F que sile
moment de la force : MD = 0P A F, n'est pas nul (-M"(, =0 si et seulement si
OP =0 ou F=0ou 0P J F, trois cas écartant une rotation éventuelle). La
généralisation cst immédiate : si un solide ou un systéme de particules P,
tourpent autour ¢'un point O, sous I'action de forces extérieures E,'Ia

résultante de leur moment : M, =, M, = OP, AF, est non nulle.

[} I
Alors, il y aura équilibre du point de vue de ia rotation si ce moment fotal
est nul.
On peut toutefois se demander si te choix du point O, sur I'axe de
rotation du corps, n’est pas une condition restrictive : considérons alors O
quelconque dans (O; &) :

My=S 0P, AT, =2 (OO +0P,)AF, =00 A X F, +2 OB, a F;
i i i I
comme le corps est en &quilibre,

=

R=5F =0, M,=0,
et nous obtenons finalement :
My =2 OP A F, =M,=0.
i
L.e choix du point par rapport auquel on calcule fa somme des moments

des forces extérieures esi donc arbitraire : on le prendra de maniére 2
simplifier autant que possible les calculs.

En résumé, les conditions générales d’équilibre statique d'un corps
rigide ou d’un systéme de points P; dans un champ de forces
extéricures F; sont : :

R=2F =0, M,=20F,aAF, =0 (vO). (5.7

Remargue : Dans ces conditions, les forces intérieures _F"f‘i mesurant les
interactions mutuelles des particules P, et P; du systéme ou du corps
solide n'ont pas d éire prises en compie. En effet, & cause de la ioi de
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Iaction et de la réaction (fig. 5.8) ona : F = -F —_— F + F =
ce qui ne modifie - pas la resultante R de I ensemble des forces De
méme: __OF; AF, +0B, aF, = (OF, ~OP,) aF, = .= (P,0+0OP,)

A ¥, =P P, Aﬁf—- 0 puisque F; et ¥, colinéaires de P P,; le moment
total de toutes les forces ne sera donc pas modifié.

F,.
Fig, 5.8,
P,
. - ’ F21 Fn
Fli -~ \\
P, \\
F ) |
Fi3 ™. \
M"*--,H F:ﬂ.
?31 P,
«() . FB

6. LE CENTRE DE MASSE D'UN SYSTEME DE PARTICULES
6.1 Définition et propriéés

Soit un systéme de particules P,, de masses m,, situées 4 Pextrémité des
vecteurs 7, =fﬁj (fig. 5.9). La quantité de mouvement totale de ce
systéme s'écrit (§ 4 du chap. 3):

_._._.—-—____‘_“

=35 =3 mi = 2 mf, = (3 mF). (5.8)
i I i

Fra, 3.9,

Définissons le centre de masse du systéme par Ia posmon C de la
parncu!e, de masse M = 2, m;, telie que : '

ZmiFi .
OC=fe=——— | = (59
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La position de C est une propridté intrinséque du systéme de particules,
car sa définition est indépendante du choix de I’orlgme O du refcrent:e] R;
écrivons en effet que O est la nouvelle origine de R :

OC=F,=00"+0C=00 +F,

et ' 7, =0P, =00'+0P, =00 +F,
a - ey o 1 - I -
entrainent : Fo=00'+Fe =z 2 mfy =1 2 m {00 + )

Zm; '
=00 )-i—Zm 6(5'+§_] mF,

puisque M = E m; , C est défini par rapport & (O/; §) de la méme maniére
que par rapport & (O; §).

Pour un corps solide, la définition (5.9) doit étre appliguée i toutes les
masses élémentaires dm situées aux extrémilés de tous les vecteurs
¥ = OP et étendue A toutes les particules constituant le solide de volume 97
{fig. 5.10). On obtient ;

oC=2— . (5.10)

0
Fic. 5.10. K2

Si maintenant dans (5.8) nous remplagons >, mF, par MF, nous

obtenons
) — . )
= (2 m,.r*,.) = M# .. = M7, a1

et la seconde loi de Newton permet finalement d'écrire ;

=S B =3 §, = P= M, = Mi. (5.12)
i I

Alnsi fe centre de masse C se déplace comme si la somme de foutes les.

interactions lui était appliquée. Ceci explique ie mouvement de transtation
apparen{ d'un objet de forme quelconque (clé & molette, ballor de rugby,
etc.) dans le champ de pesanteur : son cenire de masse décrit une
trajectoire parabolique.

Une aufre propriété importante du centre de masse C est d’étre fe point
par rapport anquel un corps solide peut étre maintenu en équilibre dans le
champ de pesanteur.
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Calculons le moment résultant de toutes les forces de pesanteur
appliguées & toutes les particules P,

Mo=26ﬁ; f\ﬁ=2ﬁ Am1§=(2msﬁ) AE=MFoAE=FonME

=Fo A R

Nous voyons qu'il est égal au moment de la résultante des forces
extérieures R= Mg appliquée en C.

Considérons en C une force R’ égale et opposée & R (fig. 5.11)
moment par rapport & O vaut :

H6=FCAE'=—FC3\ R=—M,.

¢

Fie, 5.11.

Par conséquent, cette force 7, appliguée en C, équ1]1b1e les effets de
translation (R + R’ =0) et de rotation (M, + M} =0} du corps sofide : du

point de vue de la dynamique, la résultante R appliquée en C est équivalente
a 'ensemble des forces de pesanteur appliguées au corps solide.

6.2 Quelques exemples empruntés 2 la biomécanique.

1¢ La détermination de la masse d’une partie du corps humain,

Proposons-nous de peser le bras droit mg d’un individu. Pour cela
{fig. 5.12, a) le patient s'étend sur une table rigide dont une extrémité A
repose sur un couteau, 'autre B s’appuyant sur une balance monoplateau
{dynamomeétre) et il étend ses bras le long de son corps (fig. 5.12, b),

_.Soit C le centre de masse du corps de masse M. Posons AC = f', et
AB= fu, si Iu esf la longueur de I'individu allongé : F, étant I'indication de
la balance & I'équilibre, F fa réaction du couteau, on aura:

Mg AAC+T, A AB=0.
Tout en restant allongé, le patient déplace son hras droit & p!at et

perpendiculairement 4 son corps (fig. 5.12, ¢) : la réaction devient FN et la
réponse de la batance T, alors quele centre de masse du bras, ot agit mg,
s'est déplacé de T, 4 T, (fig. 5.12, d). Comme simultanément te centre de
masse du corps s'est déplacé, nous en tiendrons compte en introduisant
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(b} {a} FiG. 5.12.
A Al
B A _
- I{ o
P F
[ Fye —~_~—-|
: Pl
Yuz B
B B'
- Iy
— IZ P
1 ) Mg g F
O’CE\ rd |

(c) (d)

une force fictive —mg agissant en T, : & I’équilibre, posant AT, =1,
AT, =1, nous pourrons écrire

ME AAC—mg A AT, +mE A AT, +F, A AB=0.
Algébrigucrment, ces deux équations sont équivalentes au systéme :

Mgll - Fn!o =0,
Mgl - mgl, + mgl; — Fyly =0,

s0it
mg (L, — 1) = (F, — Faly,
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c’est-a-dire :
mg = (Fy~ F,’,)

t‘

Les mesures anatomiques permettent ensuite d’cxpnmer ia d:stance
moyenne ({,— ;) du centre de masse du bras & I'attache de I'épaule,
distance exprimée en pourcentage de la longueur totale [ du bras :
(I, —1;}=col. Finalement :

mg = (F.; —Fp) (é-‘-})

2% Le poids du bras mg et Ia distance de son cenire de masse [" 4
'attache O de I'épaule étant comnus, proposons-nous maintenant de
calculer ["effort qu’exerce le muscle deltoide pour gue I"homme, une fois
relevé, maintienne son bras tendu horizontalement. Schématisons cette
situation sur la fig. 5,13 : le bras est tendu sefon Ox, le deltoide exercant 2
son point d’attache D ine tension T faisant Fangle « avec Ox; R désignela
réaction de Pépaule sur Particulation de "humérus. fcrivons qu 'l y a
&quilibre du bras dans le champ de pesanteur :

R+T+mg =0, —GﬁAT—F@qu§=5.
z _ k

Fia. 5.13.

Si nous décomposons R et T selon Ox et Oz, les normes de leurs
composantes respectives sont R, R, et T,, T, d’oll en projetant les
équations vectorielles ci-dessus : :

R,~T,=0 T, =T cos o
—R, +T, —mg =0 - T,=Tsine -
ODXT, —OT'xmg =0 o :
—— OD X Tsina = OI'Xm — T= Oor _mg
_ s . ODsma .

R =T, Tcosa ] ' 2 .
F— R*=TRZ+R:
R,=T,~mg=Tsina —mg) R *oE

AN.:Sim=4kg, OD=0,15m, OT=0,33 m, « = 17° on trouve :
T=295N ‘e R=285N.
a2
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7. UN EXEMPLE D’ETUDE DE LA DYNAMIQUE D'UN
SYSTEME : LA BALLISTOCARDIOGRAPHIF. -

Soit un oscillateur harmonique, dec masse m, de fréquence w,
d’amplitude A. On le suspend a l'intérieur d*une boite rigide, de masse M,
de hauteur 21, reposant sur unc surface horizontale (fig. 5.14). On appelle
N la réaction de cette surface et on désigne par z la cote, & ['instant £, de la
masse m. Si z, est la cote de la masse m & I’équilibre, par un choix

convenable de I'origine des temps, nous peuvons écrire ¢
Z=2Z4+ A sin wt.

Z
1
U -
&
FiG. 5.t4. 2 $
m
" M
(0 R e X
| ?
N

La boite M ayant son centre de masse & la cote /, il en résulte pour la cote
Ze du centre. de masse du systtme {m, M} la valeur: z.=
(mz + MI)/(M + m ) et pour I'équation dynamique de son mouvement :

(M+m)ick =3F_ =N+ (M+m)3 =mit,

c’est-a-dire : T
M+m)c=N—(M+m)g =mA (sin wi )= —mew’A sin wf;

d’oit I'on tire :
N=(M+m)g —mw?A sin wt.

La réaction N apparait donc comme composée d’une valeur constante
(le poids du syst&me oscillateur-boite) et d’une partie variable, de période

2ar . . .
T=——: damplitude maximum mw?A, en opposition de phase avec
w

I'osciliateur m. :

Censidérons mainfenant un cycle cardiaque : le pouls hummain étant en
moyenne de 75 pulsations par minute et le corps contenant, également en
moyenne, 3 litres de sang, & chague contraction cardiaque cst injecté
5000

75
de masse de ce sang varic alors d’4 peu prés 7em=7-10"%m,

~65 g=6,5-10"* kg dc sang dans la circulation artérielle. Le centre
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- Si nous approximons.le mouvement du sang par celui-d’un oscillateur
harmonique, nous aurons une masse m de 6,5-1072 kg qui oscille 4 la
fréquence de 75 pulsations/minutes, donc de période T=60/75=03 s,
avec une amplitude A=7-10"?m: :
Ze =2+ A sinwt =z5+7-107% sin (Z—W t).
s 0.8 -
Pour un homme, de masse M =80 kg, qui monte sur le plateau d’une
balance, sa circulation sanguine se comporte comme un oscillateur.
harmonique enfermé dans une bofte. Aussi, 'amplitude de ia variation du
paids mesuré par la balance sera :
2

2
AN =mw?A=65-10"2x 7107 (ﬁ) = 0,28 N;

et la variation relative maximum, tous fes 8/10 de seconde, sera :
ANITIBK —— AN max — 0 !28
<N> (M+m)g 80x93

si <N> désigne la moyenne temporelle de N.

Cette variation relative périodique -est assez faible mais elle peut
néanmoins &tre enregistrée ; ¢’est le principe de base de la ballistocardio -
graphie qui, avec d'autres techniques comme la phonocardiographie et

I"8lectrocardiographie, vise 3 étudier le fonctionnement du ceeur ef du
systéme sanguin.

=0,35.1073,
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6
TRAVAIL ET ENERGIE

1. LE TRAVAIL DES FORCES

1.1 Définitions du travail élémentaire pour une particule

Considérons une particule P se déplagant le long d'une trajectoire {C) sous
I'action d’un_champ de forces F (fig. 6.1). Soit un déplacement
infinitésimal PP’ = d7 de P(OP = #) réalisé pendant I'intervalle de temps
dt,

(T}

(C)

O . Fia. 6.1.
Par définition, le travail effectué par la force F durant ce déplacement est

le produit scalaire :
dw =F-di* ] _ (6.1)

.. Cette définition peut prendre plusieurs formes équivalentes en posant :
F=Fi, dF = drii #dsiir, 0 ={il,, T ) oli & est le vecteur unitaire de Ia
force F et fir le vecteur unitaire de 1a tangente (T) & [a trajectoire {C) :

* Pour I'écriture W au licu de dW, se reporter 3 I'Annexe mathématique, § 7 {tome 2).
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1° dW=?-dF=Fds (if-ii;) =F ds cos(#, ifp)=F cos 8 ds.
20 dW=(E-#i)ds =F  ds car Fr=F-ii.=F cos 8, composante algé-
brique de ¥ sur (T). Cet ensemble de définitions équivalentes & (6.1) :

AW =F cos ¢ dx =F_ ds, (6.2)

permet ainsi de dire que :

je travail élémentaire de la force est égal au déplacement de la
particule multiplié par la composante de ceite force suivant le
déplacement.

Enfin, si dans le repére R : F=Fi + ij* +Fk ona:F= xi+y +zk
et dF =dxi +dyJ +dz k, il en résulte :

dW=TF-dF =F, dx +F, dy +F, dz. (6.3)

Cette dernidre définition s'obtient d’ailleurs directement en appliquant
dW =F, d5 aux déplacements élémentaires correspondants dx, dy, dz
puis en utilisant le principe de superposition pour calculer le travail
élémentaire total.

1.2 Propriétés -

De

(__ (6.1), il découle que si la force est perpendiculaire au déplacement
F-df =

),
(}j, le travail de la force est nul.

Exemples : o travail d'une force centripéte : F=F,L5;
o travail dans le cas d’une interaction magnétique : F14.

Si B et dF ont la méme direction sur fa tangente (T) (fig. 6.1),
cos (i, ifz) >0 entraine dW >0 : on dira que la force effectue un travel
moteur: si Fr et dF ont des directions opposées, cos (i, ) <OetdW<0:
ie travail sera dit résistant, la force s’opposant au déplacement.

Quand plusteurs forces F,, F,, ... agissent sur P, les travaux effectués
par chacune d’elles au cours du méme déplacement d7 sont:
dW, =F, -d¥, dW,=F,-d#, ...; le principe de superposition donne le
travail infinitésimal total :

ﬁW=ZﬂW1=2E-dF=(2E)-dF='ﬁ-dF. (6.4)
i . i i

Le travail élémentaire de 'ensemble des forces appliquées en P est
égal au travail de leur résultante R,

Exemple : Soit une force T (fig. 6.2) dont le point d’application P
décrit fa circonférence (O, p); cette force peut &tre décomposée en
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F=F +F +F_, By, Fr et F_ étant ses composantes_sur le
référentiel moblle(P RN % ), repére direct de § et tel que OP et i’
soient colinéaires, j étant contenu dans le plan de la circonférence.

FIG. 6.2. {4) [

—

At cours du déplacement PP’ = ds=p d# avec d¢ = (OP, OP'), les
composantes ¥, et ¥_. orthogonales an deplacement ne travaillent
pas; le seul travail est donc celui de F

dW=F ds =pF, dﬂ.
Comme, par définition, g P mesure le moment M, de la force ¥ par
rapport & 'axe (A) perpendiculaire en O au cercle (O, p) et orienté

par k', nous pouvons écrire pour Je travail élémentaire de rotation de
P:

dW =M, d8, (M,=pF.): (6.5)

— si M, et d0 sont de mé&mes signes, la force exerce un travail moteur
(dW >0);

— si M, et df sont de signes contraires, la force s'oppose au
déplacement et fournit un travail résistant (TW < 0),

Remarque ; I'appellation donnée & M, provient de ce que M, est un

scalaire qui mesure la projection sur [’ axe (A) du moment de la force ¥
calculé par rapport & O: M, prﬂj(MM pI‘OJm)( OP A ﬁ)

résultat est aisé i Etablir si I'on tient compte de ce que OP A Fy= 0
proj 4 {OP A F)=0 car (OP A F_).L(A) et OP A F, = pFTEt

1.3 Travail élémentaire pour un sysiéme de particules. Cas du couple

Considérons maintenant deux particules P, et P, décrivant les
trajectoires (C;) et (C,). Chacune d'elles est soumise & une force
extéricure et 4 une force d'interaction mutuelle provenant de |’autre
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particule (fig. 6.3). Si on appelle d7, et d7, les déplacements élémentaires
de P, et P,, le travail total fourni par toutes les forces sera: .

dW =dW, +dW, = (¥, + F,)- a7+ (E, + ) - dF,.

E, ()

Fic. 6.3.

Ce résultat s’écrit encore : JW=10W_, +dW,,. en posant aw,

QKt

F, < dF +F, -dF, pour le travail élémentaire des forces extérienres et

dwlnt_FlZ dF, +F21 -df, = F]z (d"l drz)— . - .
F:z d(": )=F12'dr12

pour le travail é&lémentaire des forces 1nterreures, dF,, étantle dep]acemont
élémentaire relatif de P; par rapport ap,.

Ceci se généralise sans difficulté 2 un ‘nombre guelconque de particules :
le travail élémentaire exercé par I’ensemble des forces agissant sur un

systéme de particules est égal & la somme des travaux des forces extérieures

au systéme ef des travaux des forces d’interactions mutuelles des
particules.

Quand le systéme est un corps solide, !es dep!acoments re]atlfs COmIme
dF; sont nuls —car ry, = constante +— et les travaux des forees mterreures
sont toufours nuls, o

Fxemple : Soit un couple (I') de forces F,etF, :par defmrtlon dans
un tel systéme F,= —F, et r,, = constante (flg 6.4);, on'a:

My (F,)=0P, A F, =(=~0P) A (-F,)=0P, » F,= M(F)
Le moment MD(I‘) du systéme de force, clest: -a-dire du couple ('), est
la somme des moments individuels M AF,) et M, (F ). 1l en est de
méme pour le moment MA(F) du couple par rapport a Iaxc (A}

' pBI’pEndlCUlall’e en O au cercle :(O ; 12) qile dccrwent P, et Pz, il
vrcnt donc : L

MA(T) = M(F, )+MQ(F2) ZMr(F) dxFT. l' |
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st 4 =r,, est le diamétre du cercle. Par suite :

[ aW = M(T)do, (ML) =d x Fr), ] (6.6)

{(A)

N
M,(F,)

Ny
E, My(F,) FiG. 6.4.
LA aussi, si dW >0, le travail du coﬁp]é est moteur; si AW <0, il est
résistant, :
1.4 Unités

I’équation aux dimensions d’un travail est [W]=[MILTA[T]"? et son
unité (1) est e newtor-métre (N.m) ou joule (J). Signalons que le moment
d'un couple se mesurant aussi en newton-métre, il est préférable de
mesurer un travail en joule.

L.5 Travail le long d*une trajectoire

En généfa], la particule P se déplace dans le champ de forces F, d'ua
point A & un point B de la trajecieire {C) (fig. 6.1). Le travail W effectné
par F est alors la somme de tous les travaux éiémentaires, ce qui s*écrit :

'W,,a:f ﬂW:J ﬁ-dF=I F, ds, 67
"k e FeRE

le symbole AR rappelant que I'élément différentiel &W doit étre intépré tout
{e long de la trajectoire joignant A & B (intégrale curviligne). Le calcu} de
(6.7}, généralement complexe, devient relativement aisé quand le travail
élémentaire UW peut s’écrire comme la différentielle (ou la somme de
différentielles) d’une application paramétrée par une seule variable : dans
ce cas, intégrale curviligne se réduit 4 une intégrale définie, :

Exemples : o F. est connue en fonction de I'abscisse curviligne
s=’P5;13: WﬁsfSBFT(s)ds, oll s, et s, sont les abscisses
curvilignes rcspectis\?es de A et B.
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» Fet 7, donc dF, sont paramctres par ung méme variable, le temps ¢

pour fixer les idées : Wi = j F(t} dF(¢), olt £, et ty sont les

valeurs du paramétre ¢_tels que OA =F(t,), 0B = Fltp)
e Les composantes de ¥ (F., F,. F,) sont des fonctions respective-
ment de x, y et z. De (6.3), i went

xg ¥m ip
Waa=[ Ear | wa)dwj F,(:)dz,
XA ¥a ia

avec ; A=(Xp, Yar it &t =(Xp, ¥Yg: Zp)

e Si F., n'est pas coanue analythuement en fonction de s, on peut
tomours tracer le graphe [s, EL(s }] (fig. 6.5) : W =F_ds mesure
'aire infinitésimale du rectangle élémentaire de base ds et de hauteur
F..; par conséquent Wgy mesure l'aire tota]e hachurée sur la
figure 6.5.

2. EXEMPLES DE CALCULS DE TRAVAUX

2 1 Force de pesantenr

Smt le repére R= (0; 7,1, I;) ol O est pris sur terre, (1 i) dans e plan
horizontal et £ selon la vert:caic du Heu orientée vers le haut (fig. 6.6). Sur
R, on a F=(0,0;, —mg) et d¥ =(dx, dy, dz). D'ob d'aprés (6.3} :

AW = mg -dFf = —mg dz,
Wi = f,-; —mg dz = ~—ng- dz = —mgizg —z,), (6.8)
AB

si z, et zp sont les cotes des points A et B Ce resuirat est donc vrai quel
qie soit le chemin "AB joignant A 4 B.
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2.2 Force de gravitation

= mm' .,
Considérons la figure 6.7 avec: F= —y—u(}u| =1), la force

d’attraction de {a particule O, de masse m, sur Ia particule P, de magse m',
située é une distance r de P(OP=7=~rk). Alors: dW=F-d¥
mm'

comme : dF =d(rif)=dri¥ +rdif, on a: dF &=
dr (& -u)+r (du «#Y=dr (cf. § 5.2 du chap. 1).
Nous avons ainsi -

d
dW='ymm’(— :)=rymm'd(;),

et: Wam= 'ymmf ( ) yHim (lwl), (6.9)

Fa Ta
résultat indépendant du chemm AB effectivement parconru.

il

By

1
m Fig. 6.7.
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Remarque ; le résultat est le méme pour une force électrostatique due
—4qq’
41780

& une charge g agissant sur la charge ¢' : on remplace ymm' par

dans I’expression (6.9).
2.3 Force élastique

Considérons un ressort &lastique de raideur k se déplacant selon Ia
divection #{ju|=1). Si sa position an repos est donnée par

OF, = 7, = x,i, en un point quelconque P par OP = F = xif, la loi de Hooke
séerit : F= ~ k{7 —#,)= —k(x —x,)## Comme : _
df =dxif, aW =F-dF = —k(x —xo)dx (7 +T)= —k(x —xp)dx =

~k(x —x0)d(x —xo) = —5 d[(x —xoP]

Wes= — o [altx - xoP]= ~—[(xB = xe) = (xa - xuf] (6.10)

XA

3. NOTION DE PUISSANCE

Par définition la puissance moyenne P, d’une force est le travail
qu’elle fournit par unité de temps. Si. ce travail total W a été réalisé durant
le temps ¢ : P, =W/E

8i pendant le temps dr le travail effectué est W, en supposant W
différentiable par rapport a4 f, on aura: tW= W dt et la puissance
instantande, vitesse i laquelle s’effectue ce travail, s’éerit :

P=W.| (6.11)

L’équation aux dimensions de fa puissance est [P] = [MY¥L]’[T]*. Dans
e Systéme International, I'unité est le wait (W=1J-57'); les multiples,
plits fréquemment utilisés, sont le kilowatt (1 kW = 10° W), le mégawatt
(1 MW = 10° W).

Exemples : Puissance d'un réchand électrique ~ 1-3 kW, d’une
locomotive électrique ~35 MW, d’une centrale nucléaire ~500 a
1300 MW,

4. 1’ENERGIE CINETIQUE

Revenons A 'expression (6.1) du travait élémentaire : dW = F-d7 D’aprés
la seconde loi de Newton, nous savons que F= f;' avec p = mil. DYauire
part, de P == r, il résulie que Ja dlfferent:elle dF de F(r} s’écrit:
d# —r(t)dt =4 dt; ainsi:

. . .
——,

T 2
AW =T dF = p -_‘”ld::(u d =(£—~)dt.
m 2m
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e

) 2 2
Comme (f-—) d# est la différentielle de E—-—: on a cnfin :
2m 2m

p* 1 (6.12)
dW=d (——-—) =d (-— mvz) =dE,_,
2m 2
s0it : E .=.‘ti+ C“’:l mo? + e
¢ 2m 2 :
il _ -
E. o Y (6.13)

est par définition 1'énergie cinétigue de la particule prise égale 4 0 si
p =v =0 homogéne a un travail, elle s'exprime avec les mémes unités.
Lorsque la particule décrit Te chemin AB, on aura alors :

. E.u s /p* tn f]
W,@:f crw=j dEc=j d(-)=f d(~mu2),
A8 He A PA 2m va 2

c’est-a-dire ;

i l :
W@:Ec,B"EC,A:E}_?;(plziﬁpi):im(vé_"vA)v (6-14)

résultat gque P'on pewt énoncer ;

le travail effectué par les forces agissant sur une particule est égaf &
la variation de son énergie cinétique.

Ce théoréme est trés important d'un point de vue pratigue car il permet
de remplacer une intégrale curviligne — souvent complexe — par la
varialion de I'énergie cinétique de A & B, facile a calculer si 'on connaft
Ta norme de la vitesse & aux points de départ A et d’arrivée B de la par-
ticule P. ' : ' o

Pour un systéme de particules, ja définition de V'énergie cinétigue se
généralise par induction : I'énergie cindtique totale du systéme est la somme
des énergies cindtiques de toutes les particules !

g -is i ls, (6.15)
© 2% om 29T '
Compte tenu de ce qui a été démontré av § 1.3, le travail de toutes les forces

du systéme — autant intérieures qu’extérieures — est alors exprimé par la
variation de !’énergie cinétique totale du systéme.
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5. DETERMINATION DE LA TRAJECTOIRE D'UNE PARTI-
CULE PAR DES CONSIDERATIONS ENERGETIQUES

Soit O_f"o =7 et OP = F{t) les vecteurs-positions d’un point fixe P, et
d’un point courant P de la trajectoire (C}. En appliquant le résuttat (6.14) &
ces deux points, on a:

————-—:—mvz(F)~-;-mvz(?‘o)=W;m?, (6.16)

oll Wy désigne le travail de la force pour amener la pariicule de Py en P.
Si I'on connait vy = v (¥, ) la vitesse & I'instant initial t =0, et le travail
W, » effectué durant le temps t nécessaire pour que la particule aille de P,
d P, on peut en principe en déduire F(t) a fout instant.

Supposons, pour simplifier, que le mouvement ait liet sur un axe (A}
orienté par le vecteur unitaire #. On pose F =xi, Fy=x,% et (6.16)
devient =

l'n»'mz(x )— % my(xy) =W,

2 O x?
2 b3 2 2

— pHx}=x :wau.x*"”m
. 2 a

— x(t)= ;qu,x—i_v[)l

Comme dx =x dt est la différentielle de x, on a:

SOt ¢

[ k4
__ﬁ,;u..‘_jﬁ__u%:dr“_,f d;:;:j 4
ZW,, .+l o o 2w
m

X X X X
¢ m

+o2

Connaissant ¢ en fonction de x, une fois I'intégration de droite effectuée,
I'inversion du résultat donne x (¢ ), ¢’est-&-dire 1a ioi horaire du mouvement
sur (A).

5.1 Particule dans un champ de pesanteur uniforme

Soit z,=0, v = v, quand # =0. D'aprés le résultat (6.8) porté dans
{6.16), nous avons :

1 1
5 M) =5 mug=W,, . = ~mgz.

Do :

Vol— 232]

Li]

z dz 1
o Vv3—282 g
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1
_%_ 1 2227 —> 7= —-gt* + oyt
g & 2

5.2 Particule soumise i une force de rappel élastique

Si dans ['expression (6.10), on fait 'hypothése que xq=x,=0si ¢ =0,

1 * dx
xg=x,0onaW, = -—Ekxz. Doi: : tv——J’ ——-—k—
a vz__xz
)]
v m

. frm . f & ,
faits, on reirouve ; x = }—; Vg Sin ( povs t), mouvement harmonigue de

et tous calculs

. k . . .
fréquence angulaire w = s de vitesse X(f =0)=v,, damplitude .
m
E‘Uo.

6. EXEMPLES DE CONSERVATION DE L’ENERGIE MECA-
NIQUE '

6.1 Cas d’une force de pesanteur

(6.8) et (6.14) nous permettent d'écrire :

1
Emﬂé—imvi= —mgig + MEZ .,

: 1 1
ou encore : Emv§+mgzﬂzimvi+mgzw

- . . . . 1
De part et d’autre du signe égal apparait I'expression : 3 mu? -+ mgz,

calculée en B et A : cette expression, homogéne & une énergie, est donc
constante sur (C) puisque les points A et B sont guelcongues sur la
trajectoire.

. N 1
On peut alors dire que dans ce probléme E, =E, + E, =5 mv* 4+ mgz

mesure I'énergie totale de la particule, E; = mgz étant une fraction variable
de cette énergie totale, telle que :

W =mgza—mgig=E, »—E, 5

Construisons le graphe de E,(z) (fig. 6.8) représenté par la denii-droite
(A) et soit E, = E, ’énergie totale de la particule : en chaque point de cote
z, la distance de 'axe des z 4 (A) donne E, et de I'axe E, =E,4(A)ona
E.. L énergie cinétique étant une guantité toujours positive ou nulle, on
doit avoir de plus :

<E,. (6.17)
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EP
T{A)
E;|=E,
E,
A7 % IEP : 117171y
FIs. 6.8. s a7

Cette condition entraine que la particule P ne peut dépasser la cote
Im= m—° et que sa vitesse en ce point est nulle. 5i v, est sa vitesseenz =0,
g
on a de plus la relation :
1 L - a’
En=§ MU =MEly —> Ly~

6.2 Cas d’une force de rappel élastique

.. . 1
Dans ies conditions de 'exemple (5.2}, nous avons W;_, = —5 kx?,

Ceci nous donne :

1 2 1 2'___1 5

zmv (x) _zmvof. _2.-'c_x,

s0it : 1mv2(x)+lkx2=lmv2.
S 2 2 2"

. X . 1 1 e .. .
LA aussi, 'expression E, =3 my® -+ 3 kx? représente I'énergie totale de Ja

. : 1
particule, constante au cours. de son mouvement ¢ E, =£ kx? est telle

que: Wa=E, ,~E, g La figure 6.9 donne le- graphe de E,(x),
parabole (') symétrique par rapport & I'axe des E,. La refation (6.17)

impose 1a aussi que. pour une énergie totale dennée Eof—“imv & P doit

osciller entre —x; et +-x,, avec x,, = \/—}c_ 2, Nous refrouvons ['amplitude
du mouvement harmonigue étudié au § 5.7.
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E,
§9]
E,|=E,
3
E.
¥
£
;//f;/ff __; N = ;’,’,"’,"' ;/!f x
FIG. 6.9. —Xp 0 +xu

6.3 Cas d’une force de gravitation

Partant de (6.9), nous obtenons

T e )
soit : émlvé_wf;n‘=%ﬁ’vi 'YT:I'
E, =% m'?— ymm’ est donc Pénergie totale constante.de la particule et
en posant E, = —y :1 nous avons aUS.Si C W =E, A— E',,‘ le

graphe de E,(r)} est représenté par I'hyperbole de la figure 6.10, 5i
E, = E, <0, Ia particule ne peut s’éloigner de la masse m d’une distance
supérieure a r, = — ymmi'/E;. On dira gue son mouvement est [ié
{sous-entendu : 4 la particule m). Si E, = E} =0, P peut s’éloigner de m
!
d’une distance infinic et efle aura 2 grande distance une vitesse v2? ==-—:
m
son mouvement ne sera plus lié. Enfin, pour E, =0, !a particule peut aller
jusqu’d I'infini, mais sa vitesse y devient nulle.

7. 1’ENERGIE POTENTIELLE

7.1 Force dérivant d’un potentiel

Dans les trois exemples précédents, le travail de la particule vérifie une
propriété trés particidiére soulignée auv § 2 :
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Ep
E,=Eg L L __mousement non lié
0 o ) A L g f st Lt s s sdts T
\ F A A I A A A A A A A S B B B o B B Y S S
E}= Eq E, o mouvement lid
i
E,

Fia, 6,10,

le travail Wy de la force F pour amener la particule P de A en B est
indépendant du chemin réellement parcourt : seules interviennent
dans I'expression de Wy les coordonnées ou les distances des
points A et B par rapport & une origine quelconque.

G,

A FIG. 6.11.

Soient deux chemins Z’(&Tﬁ et XE;B différents joignant A et B
(fig. 6.11); on a donc pour ces Erois cas :

w;;,;:f E-dF=J F:df.
AEB ATE

a
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Le travail pour aller de B en A est évidemment égal et opposé au travail

1 H 1 1
pour aller de A en B : WBA=§mv§—~§mv§= —(zmvg—i mvi)m
— , par suitc:j F-d?‘z—J E-sz—J -FT-dF; il en
Aw: P BCA AC,B ACB

résulte gque :

f '15-d?+f _ls-dF=J -IE-dej F-dF =0.

D’oi a propriété importante que vérifie la force F dans les trois exemples

Ie travail accompli par F sur un circuit fermé est nul.

Le circuit fermé AmzA étant quelconque, ce résultat s’exprime
mathématiquement par la condition :

Sgﬁ-d?’=0, (6.18)

ol le signe 0 superposé au signe J signifie gue I'intégrale curviligne

J- ¥ d¥ est calculée sur n’importe quel circuit fermé.

Par définition, quand une force vérifie la propriété (6.18), on dit qu’elle
dérive d’un potentiel.

7.2 Energie potentielle

Réciproquement, supposons qu'une force F dérive d’un potentiel
c'est-d-dire vérific (6.18) pour nw’importe quel circuit fermé : on peut
démontrer qu’il existe alors une application E,{# ) de la position ¥ de la
particule P telle que le travail de la force pour aller de A et B s’exprime

toujours par ia différence B, . —E, 5:

Si jg FedF =0, 3E,(7) telle que

wﬂ!=Bp(FA)_Ep (FB)=E;J,A_EP. B- {619)

Nous voyons gue ceci est bien vérifié dans les trois cas examinés aux § 2
et 6
(6.8
o F=mg ——» WO ~mgz,—mgzg — E, =mez;

(6.10) 1 1 1
e F=—kx —» W@=Emﬁ—§kx§ — B =§kx2; (6.20)
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L X _ _
° I“——'ymu'—-» Wiy = ymm’ (l— 1) — B, =
I‘ r B Fa

Par définition, E (r) est ce qu’il est convenu o’ appeler 1 Snergie
potentielle de la pamcu!e Nous voyons gu’en fait la propriété (6 19) ne
permet la deﬁmrfon de B, qu’a une constante arbitraire additive prés : soit
E, une énergie constante quelconque ajoutée & E, (r); cette constante
apparalssant de part et d'autre dans la différence (E, E, g} r'en
modifiera pas la valeur. On utilise cette mdetermmatlon pour fixer an
mieux B, selon le probléme étudié.

mm'

Exemples : o B, =mgz + B, :sinousposons B, (0)=0 — E,= 0;
i
. Bp _=§_kx2 +E, : prenant E,(0)=0 & I’équilibre, .E,}'=0;

mm' .
o B, =—~y—+FE,: pour r= @, imposons E, =0 quand les
. r
" particules ne sont pratiquement plus en interaction :
mm’
r

Eg=0 —> E, = —y

7.3 Condition nécessaire et suffisante pour gn’une force dérive d’un
potentiel

Supposons qu’il existe E, (#) telle que la condition (6.19) soit satisfaite.
Pour n’importe quel chemin AB, nous pouvons écrire :

- B A B
= Far=| F-d7=E, ~E,.=] @&, =] a5,
AB A B A

soit : - |¢E,,'='—mw=h‘15-d?.'} e

Une condition nécessaire est donc que Ia dlfferentielle dE, de E soit
égale au travail élémentaire de la force. _
Par définition (vmr Annexe mathématique {tome 2)), cette différentielle
» =% g+ P gy + e gy O, FeaF-=
ax ay dz
F.dx +F,dy +F,dz d'aprés (6.3): la condition (6.21} ¢st donc
équivalente A : .

séerit sur R: dE

IE, JE 3, '
L - e, 22
R ¥ dy z az (6.22)

systéme d’équations aux dérivées partielles qui, par intégration, permet
théoriquement de déduire E, (x, v, 2} de la connaissance de ¥

Examinons maintenant & quelles conditions, le systéme (6.22) admet une
solation; les dérivations part[elles d’une fonction de trols variables
flx, v, z} jouissent de la propriété de symétrie :
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azf _ a2f 62}!‘ _ 62}!.' 52f _ aZf
dxdy dyox  oydz dzdy  Fzdx  Ixdz

Posons f(x,.y, z)=E,(x, y, z) et appliquons cette propriété & (6.22); on
obtient immédiatement :

8F, oF, #F, &F, aF,_aF

6.
ay ax .8z ay ox az (6.23)

Ainsi si F= (F,, F,, F,) vérifie les conditions (6.23), elle dérive d'un
potentiel et I'énergie potenticlle correspondante satisfait alors aux
conditions (6.22) qui permettent de la connaftre.

s

Exemples ! o F=X ,’_fj (a=C")esttelle que F, =2, F, = -z
a a a a

aF, 1 8F - L,
avec —= = —= — —2.(6.23) n’est pas satisfait : I ne dérive pas d'un
ay a dx
potentiel;
o \ . 8x @y e
e F=x +y/ dérive d’un potentiel car é--=;9——-=0; I’énergie
¥ X

potentielle E, s’obtient aisément : dW="F.dFf=x dc +y dy =
1 i

‘Z‘d{»‘:2+)’2)=—dEp _P'Ep: -~i(x2__+y2)+ ED:—"%"Z"{"EO;
o T=mg=(0,0, —mg) vérifie (6.23) puisque toutes les dérivées

JE, .
. = Mg, nous

- partielles sont nulles : F dérive d’un potentiel; de

obtenons E, = mgz + E_{x, y) : comme E, ne dépend pas de x el y

dE aE
axp = —F = ay*’ = -F, =0, E,(x, y )= E, = constante;
e F=—kx est une fonction d’une seule variable x : (6.23) est

car

. o T, . . .
automatiquernent satisfait et Fadmet E, = 3 kx* + E, comme énergie

potentielle car Ej(x)=kx = —F;
mm' mm'
r> u=-v 73 r

'eﬁ=—'y

x ¥y ,
= (,, yim’ P ymm';_-;,_ — ymm ;3)

F, , 8 (1 ,3x or ydxy aF,
—_— =—ymhit'x — |5 |=ymm’ — —=ymm' —=—et
dy ay \r gy r
' mm’ L, ., . , o ) . .
= —vy pec 7 dérive donc d'un potentie! et son &nergie potentielle
mm' L . JE 8 {1
est: E,= -—y—— qui vérifie bien : E= —ymui' — (—-) =
r ax ax \r

X
vir! Pl —F,, etc.
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7.4 Cas d’un mouvement plan repéré par ses coordonnées polaires
(p, 6)

L’examen de la figure 6.12 ol #=pi' montre que le vecteur
déplacement &lémentaire dF =d (pi')=dpi’'+p dej’. Si on décompose
également ¥ sur le repére mobile {O; ™, /7) selon: F=F,I" +F,J", on

PG, 6.12.

obtient : F.d¥ =F, dp +pF, df. Supposons que F satisfasse aux-
conditions {6.23). Alors en écrivant la différentielle :

BE &F
dE, =—*¢ —=
= dp + 8 da,
on obtient ; F, = —a—E—"—a F, = —}-E-E?, (6.24})
ap p oé

relations nous donnant par intégrations E, & partir de F, et F,.
Si F est une force centrale paramétrée par la distance p, ¢’est-a-dire

Fe F{g) {7, alors

F,=F(p)=-E[(p) donne dE,= —-F(p)dp que l'on peut ensuite
intégrer. _

En conclusion, toute force centrale dérive d’un potentiel et son énergie
potentielle B, ne dépend que de la distance p de la particule au centre de
force. La recrproque est évidemment vraie.

E
2 B" =0, donc E,, indépendant de #;

Exemple : F=xi +yj examiné plus haut s’écrit aussi F=7# : c’est
donc une force centrale et son potentiel E, = — % r%+ E, est biea tel
que F, =— BEfp)=— E {r) et F, =0.
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7.5 Le caleul de Pénergie potentielle

Il peut se faire de deux maniéres :
— par intégration des systémes d’équations aux dérivées partielles (6.22
ou 24) que vérifient les composantes de F;
— par utilisation de (6.21), svivie d’une intégration :

E, sz T df + By=— j (F,dx +F, dy + ¥, dz) +E,,
ou de (6.24):
E, =E0~J’(F,dp +pF, d@#).
Nous avons déja eu I'occasion de traiter queiques exemples.

8. ENERGIE TOTALE

Dans les trois exempies du § 6, nous avons trouvé qu'il existe une
expression analytique indépendante du point ol se situe la particule P :
cette constante, homogéne & une énergie, nous Pavons appelée énergie
totale E, de la partzcule De pivs, fa différence (E, —E_) de énergie
totale et de I’énergie cinétique est apparue comme une apphcatton des
coordonnées de P : le paragraphe 7 montre alors que (E, —E )=E,,
I'énergie potentielle de fa particule.

Ainsi si les conditions suivantes sont satisfaites ;

— il existe une fonction E, des ccordonnées de P et des
composantes de sa vitesse &, homogéne & une énergie, et constante
en tout point de la trajectoire (C): E/(x, ¥, z, ¥, 0, % }=
constante = énergie fotale,

cpaz 1 .
— la différence : E, ~E, =E, — 3 mv?, ne dépend que des

coordonnées (x, v, z) de P,

il y a présomption pour que (E, — E_ } soit I’énergie potentielle E,
de la particule ; pour qu'it y ait certitude, # faut vérifier les
conditions (6-23) gqui établissent si la force T dérive ou non d’un
potentiel. :

Réciproquement, si T dérive d’un potentiel, E,(x, y, 2 ) existe et vérifie la
relation ;

501t :
(E. t E )a=(E; + B )p. (6.25)
(E. + E_) étant constante pour iout point de la trajectoire est par

defmltmn I'énergie mécanique totale B, de la particule dans le champ de
force F.
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(6.25} s’énonce ainsi ;

si la force qui agit sur P dérive d’un pctent:el l’energ[e mecantque
totale de la particule demeure constante, .

c'est-a-dire ;

E.+E,=E, = constante. (6.26)

Cette propriété constitue le thégréme de conservation de l'énergic
mécanique totale et pour cela la force F est anssi qua[:flee de wnsemarme

Remarque : Nous avons déja vu qu’une particule peut &tre soumise 3
différentes interactions. Chacune d’elles est caractérisée par une force
F quf peut éventuellement dériver d’un potentiel : si tel est le cas; il v
a une énergie potentielle E} associée #la fnrceF,, I"énergie potentlelle
‘totale E, dela partlcule est ia somme des E:IlCI’glES potentielles E‘ :

Z E‘ et I’énergie mecamque totale constante s’écrit :

i

B, =B, +E, =E_+ Ei ~constante. | (6.27)

A suffit qu’une seule des Jorces ne dérive pas d’un potentiel péur que
(6.27) ne soit pas satisfaite.

Exemple : dans I'expression de Mi]likan il y a trois interactions qui
agissent sur ka charge (m1, g) @

— I'interaction de gravitation I+ = mg qui denvc d’un pctentte]

— linteraction électrique d'un champ uniforme qu1 elle aussi {voir
§ 10) dérive d’un potentiel;

- [a force de viscosité ?= ~ki qu1 ne dérive pas d’un potentiel
comme cela est aisé 3 établir quand F#D,.

L’énergie totale de la particule n’est pas conservative dans un tel

. cas.

9. REPRESENTATIONS DE L’ENERGIE POTENTIELLE = -

Au § 6, nous avons eu i’occas:on de tracer les gmphes de E, pour trois
cas importants; dans chacur d’eux, E, ne dépend que d’une seule variable
de position : z la distance au sol pour E = mgz, x la distance de P au point

. 1
d’équilibre du ressort pour B, = 5 kx2, r ]a distance dla partlcule m pour

- i’
g =Y

I r
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Considérons [a figure 6.13, graphe possible d’une énergie potentielle
E,(x) caractérisée par une seule variable de pesition_x; comme

= —E! (x) nous pouvons déduire la valeur algébrique de ¥ cle la pente
E,(x) du graphe.

E,(x)
CZ
T Pz Ec‘i‘ o
BN P__B4 B
El / d(-'-—-B—i- EF ,"I
4 ’ X
\A1 E, 1 I,
— NG -t e ————
1 |
| P I
|
! P
i : 1
1 ;
| L :
I I 1 i
g L 1 1 .
d, € by a, O p a; by Pz b3 B3 by C2

FIG. 6.13.

SiEL<0,E, décroissante, F > 0 dirigée vers la droite (—=)siE, >0, E,
crolssante F{U dirigée vers la gauche (). 51 E, =0, E, extremum,
F=0, c’est-d-dire équilibre : si E, minimum, ethbre stabie (aux points
dabscisses p; et ps3); st B, maximum, équilibre instable (en p,) : pour
chacune des positions correspondantes p,, p, ou p;, lorsgu’on y dépose la
particufe P’ avec une vitesse nulle, elle y reste; mais si on I'écarie
iégérement des positions d'équilibre, dans les cas p, et p, elle aura
tendance & revenir a4 ces positions stables alors qu'elle s'éloignera
* définitivement de p,.

A un instant f, [a particule P se trouve en un point d’abscisse x,
représenté par o sur {’axe Ox : son énergie totale E, a une certaine valeur
constante dont le graphc est unc droile paralléle a I'axe des x (Ex. - en |,
E, =E,, en w,, E, =E;), E, représente toujours la distance du grapbe
E,(x) & l'axe Ox ¢t E, =E, —-E, =%H‘m220 est tel que E_. est
représenté par la distance de la droite B, = C* au graphe E_(x), distance
indépendante du choix de I'origine E, des énergies potenticlle et totale :

— Ladroite E, = E, coupe E, en (A,, A,) : la particule sous I"action des
forces de rappel va osciller sur le segmenli (a,, 4,) car E, =0 impliquant
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E, =E, =E,, elle ne peut aller & gauche de 4, ou & droite de a, ol
E, > E,. En chacun de ces poinis a, et a,, dits de rebroussement, sa
vitesse est nulle (E, =0), son énergie poteatietle maximum (E, = E,) et
elle rebrousse chemin sous I'action des forces de rappel.

Au voisinage de p,. son énergie potentielle est minimum (E,;(x =p)=0
et E"(x = p,)>0) et sa vitesse maximum. Développens E, (x) en série de
Tayfor prés de x =p, :

]
E,(x)=E,(p )+ Ep(p)lx —p 345 Bplp)x —p, P+

Puisque B, (p,} =0, nous obtenons pour I’énergie totale de P, au voisinage
de p, :

1 1
_ Emv2+Ep(pl}+§ Ej(p,)x —p,P=E,

sQit : %mﬂu + - J’c(x«p,}2 E, ~ E, (p,}= constante.

Nous reconnaissons U'expression de ['énergie totale (§ 6) d'un oscitlateur
linéaire harmonique de force de rappel kK =E?(p,)>0, de position

d’équilibre x = p, et de fréquence angulaire w = p E; (x,;} : ceci justifie

bien 'affirmation précédente comme quoi la particule P va oscifler entre a,
et a, et, pour le graphe correspondant de E, on parlera de cuvetre de
potentiel,

— La droite E, =E, coupe E, en (B,, B,) et (Bs, B,) : P va osciller sur
(b, by)ou{b,, b,) et il ne pourra pas passer d'un intervalle i I'autre car {a
barriére de potentiel B,M,B; hi interdit ce passage (B, > E, = F,).

— Pour E, = E, coupant E, en (C,, C,), P va osciller sur {¢,, ¢,), son
énergie totale lui permettant de franchir 1a barriére de potentiel précédente.
— Enfin, comme E, = E, ne coupe E; qu'en Dy, si la paiticule vient, par
exemple, de la droite elle va « rebondir » sur le muer de potentiel et repartira
définitivement vers I’infini posmf

On voit ainsi comment le tracé du graphe de E_, énergie potentielle
calcuiée ou mesurée expérimentalement, peut apporter des renseignements
précis sur le comportement de la particule. '

H en cst de méme pour un mouvement caractérisé par deux variables de
position : par exemple, E, (x, y) peut éire représenté par une surface (S)
(fig. 6.14). A un point p,, de coordonnées (x,, ¥,), correspond sur (8) le
point P, d’énergie potentielle B, (x,, y;). Tous les points P contenus
‘Pintersection du plan (), paralléle & Oxy, de cote E_{x,, y,), et dé la
surface (8) ont 1a méme énergie potentielle : en projetant cette intersection
sur Oxy, on obtient une courbe de niveau (U',} dont tous les points {x, y)
oni la méme énergie potentielte que le point p,. De méme, au minimum M,
de (S) correSpond m,, dans Oxy : la carte de nivean ainsi tracée dans le
plan renseigpe tout aussi bien sur lgs propriétés de E, {x, y) que peut le
faire la surface (S) (cette remargue est utilisée en cartogmphle pour
représenter les montagnes, vallées, cols, etc., par des lignes de niveau de
cole constante, ¢'est-d-dire des courbes équipotentielles de pesanteur),
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T
-/- “H-.._yl ﬁ
L~
P
Py ® Iy
s // T) ¥
Py
x F
FiG. 6.14,

Comme dans le cas a une dimension, le sens de la force ¥ appliquée 3 Ja
particule P est celui qui a tendance i amener P dans fa cuvette de potentiel :
le support de T est donc paralléle aux lignes de plus grande pente des cartes
de niveau, lignes toujours orthogonales aux courbes de niveau. Ce résultat
peut se démontrer comme suit : dans un déplacement di (dx, dy, dz} le
long d’une ligne de niveau, on a dE, =0; or dE, = — F+dF; F cst donc
orthogonale aux lignes de niveaun.

10. POTENTIELS DE GRAVITATION ET ELECTRIQUE

10.1 Potentiel de gravitation

Par définition, e potentiel de géavitation est I’énergie potentielle V
associée au champ gravitationnel G; on a donc la correspondance :

-

F, «— B, = G «— V.

F
Comme G=—, daprés (4.7), on a aussi :
m
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E,=mV «— V—-}-:— {6.28)
m'

Le potentiel gravitationnel, homogene 4 une accélération, a pour
&quation aux dimensions [V]=[L][T] > et son unjté S. 1. est le m+ 52,

1° Cas d’un centre gravitationnel : si G estle champ de gravitation en P

d'une p_articu!e m,_situ_ée enQ(OP=r), deE, = —y £—~ (6. 20) on tire :

m

V= oy - (6.29)

2° Cas du champ de pesanteur : pour g, B, = mgz implique :

(6.30)

Les graphes correspondants sont tracés sur la figure 6.15.

(a) o ' o - o (&)
FIG. 6.15. .

Entre g etV nous avons aussr les memes re]atlons d:fferentlelles

qu'entre F'et E, :

m Py =~y m
——pourV—y«;, G=-V(r}= Y

— pour V =gz, G=-V{z)=—g.

Il est également possible d’associer & ces potentlela des surfaces
équipotentielles pour lesquelles V = constante :

m N .
— §iV=—y T ces surfaces sont des spheres, centrées sur O et de rayon
moo..
ry telles gue: V=V, —s r = Yy {fig. 6.16, a);
1
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. . Voo :
— 5t V = gz, ce sont des plans horizentaux de cote z, = ;1 (fig. 6.16, b).

i

(b)

F1G. 6.16.

Remarque : Nous savons que le potentiel de gravitaticn terrestre doit
s’exprimer par : V= —vy ~-our= R+ 7 avec R le rayon ferrestre et z

la distance de P i la surface terrestre. Comme le champ de pesanteur
provient de {'intcraction de gravitation terrestre, il doit y quoir un lien
entre V et gz au voisinage de la surface terresire ot z <R :

It 1 1 _f(lmi)
r R+2_R( 2y R R/’
t+—)

. M M M .
traine : Ve—y—o=—y—+ty—32=Vy+gz,
entraine ¥ R YR ¥ e b4 ot g2
) M M
si Pont pose 1 V,= A et g=vy R d’aprés (4.2).

Cette propriété entraine (fig. 6.13) gue localement, au voisinage de
. M
r =R, le graphe du potentiel V= —v " se confond avec sa tangenie

d’équation V=V,+gz. De plus, les surfaces équipotentielles
sphériques (fig. 6.16) sont, dans les mémes conditions, équivalentes a
leurs plans tanpents paralléles puisgue orthogonanx & une méme
verticale.
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10.2 Potentiel électrique

Par définition le potentiel flectrigue est Pénergie potentielle V associée
au champ électrique E, d'ol la correspondance !

FK-b—»EP <> B <« V,

]

Comme B = (g'=+1C), d’aprés (4.9), on a aussi :

!

=y

E
B, =q'V <> V=_2. (6.31)

Le potentiel électrique a pour équation aux dimensions [V]= -
[M3IfLJ[T]~*Q1"’ et son unité S. L. le joule/coulomb porte fe nom de volt
(V=I1-C™". -

Selon les directions £, §, £ du référentiel R, nous aurons entre B et V les
relations différentielles :

A av aV
—— H, — ey E = — m—— _3
* It ¥ ay z Az (6.32)

permettant de déduire E de V et réciproguement.
1° Cas d’un champ électrique uniforme. .
Soit, par exemple, le champ uniforme E = (E,, O, O) dirigé selon {. De
(6.32), il résulte : dV = ~E,dx, c’est-i-dire :

V- Vo= ~Ey(x —x,), O (633)

si V=V, en x =x, : les graphes correspondants de E et V sont tracés sur
la figure 6.17, 2. LA aussi nous pouvons représenter des surfaces
équipotentielles  sur lesquelies V =constante : ce sont des plans

- . . = —_—
orthogonaux au vecteur i ;donc au vecteur champ électrique ¥ - comme E a

VIE
E=E,
\ —-—-—E;.;--
V, ;
X x
O 0 Xg
E,
—
Vo<V
.. i)
{a) Fi6. 6,17, ®)
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Ia méme orientation que { et que V décroit quand x croit, E est dirigé selon

les potentiels électrigues décroissants (fig. 6.17, b).

V-V
bl ¥}

en volt/métre, unité équivalente au newton/coulomb :

, il résulte gu’un champ électrigue peut aussi se mesurer

[zv-m—'=1N-C"‘. (6.34)

2° Cas du potentiel électrique d’une charge ponciuelle.
De (4.5), on ftire ;

1 4q' F_ 1 ¢
4aeg, r 4rgg 1
force centrale pour laquelle :
dv 1 g
E: o —— T r———
dr Azey r?
e SRR g _(dr
Par intégration de I'équation différentielle : dV = ~ (—2),
dmeg \F
et en posant ¥V =0 guand r = «, nous obtenons :
1 g .
Y= ~ si V(p=o0m)=0. (6.35)}
dmey ¥ .

Ce potentiel a donc le signe de la charge q qui le produit.

Le graphe de V pour g <<D est représenté sur la figure 6,15, a - les
surfaces équipotenticlles correspondanies sont des sphéres de rayon
r=0C* du type de la figure 6,16, a. Deux sphéres de rayons proches
pouvant localement &tre considérées comme deux surfaces planes
équipotentielles, le résuitat établi précédemment reste valable : le champ
dlectrique est dirigé selon les potentiels décroissants : il part de la charge si
g >0 {V>0~Nquand r 7), et se dirige vers la charge si ¢ <0 (V<0
quand r — 0).

8%l y a plusieurs charges {q;}, on a pour le potentiel total:

! > % auquel correspond le champ total E= ] > 4 .
dae, T 1 daey T r3
Comme il est plus aisé d’additionner des scalaires que des vecteurs, on a
donc intérét A étudier les effets de distributions de charges grice a leurs
poientiels.

Pour ces particules il est également possible de dessiner des lignes ou des
surfaces équipotentielles, les lignes de force du champ électrigue étant
toujours orthogonales & elles (exemple : le cas de deux charges de signes
contraires est illustré par la figure 6.18 : les lignes en pointillé soat les
équipotentielies et les lignes continues les lignes de forces déja vues sur la
figure 4.10).
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FIG. 6.18,

10.3 Relations énergétiques dans ua champ électrique

L énergie totale d’une particule P(m, g) plongee dans un champ

1
eIectr:quc est: E, =E_+E, » =3 mv2+qV. 5ila charge g se déplace de
P, &4 P, oll le potentiel électrique vane de VI a Vz, on ausa :

1
%mu +gV; ~§mv 2+ gV,

Le travail fourni par le champ électrique qu.:md P se dep]ace de P ap,
§'écrit ainsi :

‘ Wz%.m(”%“”%)?Q(V: — V) {6.38)

ce qui permet de définir le volt :

Un'volt. (V) est Ia différence de potentiel &lectrique 3 travers
laquelle une charge d’un coulomb doit se depIaccr pour modlf:er sOn
- énergie cinétique d’un joule.

Une forme équivé]ehte a (6.36) e'st'l’expr'essio_n': -

A, =a(zm)= ~qav,| 63D
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expression reliant la variation d’énergie cinétique de la charge ¢ au cours
de son déplacement dans un petentiel électrique. Elle permet de définir une
nouvelle unité d’énergie, {’électron-volt, énergie que gagne un électron
tarsqu'il traverse une région de I"espace of il subit une différence de
potentiel de 1 volt ;

1ev=1602-10""]J, (6.38)

puisque e = 1,602 1 - 107'° C, Les multiples courants de I'électron-volt sont
le ktloelectron volt (keV), fe megaélectron-volt (MeV) et le glgaelectron-
volt (GeV).

Les relations énergétiques (6.36 et 6.37) sont utilisées — 4 une correction
relativiste prés — dans tous les accélérateurs électrostatiques de particuies
pour calculer la différence de potentiel nécessaire & leur accélération.

11. DIPOLE ELECTRIQUE

On appelle dipdle electrzque un systéme censtitué de deux particules, de
charges +g €t —q, separees par une distance a faible devant la distance
d’observation. Si on pose @ pour le vecteur joignant la charge (—g)ala
charge (+q), on appelle momeni électrique dipdlaire p le vecteur :

p =qd, (6.39)

caractéristique de cetie distribution de charges (fig. 6.19).

FiG. 6.19.

Le potentiel électrique du dipdle est la somme des potentiels

individuels :
Vet (Lo 8) o g (1ot
dareg \F, T dgg,\ ror_

ol r, est la distance de g, & P et r_ est la distance de g_ 2 P.
t3
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-

Soit O e milieu du dlpo]e posons OP =F et (&, 7 }=0. Comme a <r,
on peui écrire :

3
r_—r . #acos 8 et ror_#r,

qa cosf pcosd
2

d’of V=

{6.40)

— ¥
dmg, r dargpr®

expression du potentiel d grande distance d'un dipile électrigue.
Dans le plan (—gq, +¢. P), P est repéré par (r, 8). Les résultats (6.24)

"

appliqués 4 V nous donnent les composantes du champ électrique
dipdlaire E -

dV pcosé@ Ef,:—lﬂ:p smf_ (6.41)

TTT——
" ar  2aregr?

- Fig. 6.20,
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Si I'on a plusieurs charges ¢,, 45, ... placées aux points P, P,, ..., par
définition le moment électrique dipdlaire de la distribution de charge en un
poini P sera :

ﬁ- = Z qi'?:iv
avec 7, =FP,, vecteur issu de P et joignant P;.
De PP, = ~F, et PP, = ~7_ si +¢ en P;, —g en P,, cette définition

donne :
ﬁ=q(—~?+)+(—q}(—?"_)=q(F‘—F_‘_)=q5.

La notion de dipSle est trés importante en physico-chimie et en
biophysique; chaque fois que tes barycentres des charges positives ou
négatives d'un atome ou d’une molécule ne coincident pas {de fagon
permanente comme dans CIH, OH,, CO, etc., ou en présence d'un champ
électrique extéricur capable de déplacer les charges de leurs positions
d’équilibre en l'absence de champ : polarisation induite), un dipdle
apparaft et est susceptible d'interagir avec I'extérieur. Cette remarque
permet de comprendre notamment la solvation des ions par des solvants
polaires, la spectrométrie infrarouge, les forces de Van der Waals, les
propriétés diélectriques de la matiére, etc.
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DYNAMIQUE DES FLUIDES ET
ELECTROCINETIQUE

1. INTRODUCTION
1.1 Etat fluide

On sait que les corps peuvent se présenter sous plusieurs états; aux
solides, de volumes et de formes invariables, s'opposent les fluides,
liquides et gaz.

Liquides et gaz ont des propriétés analogues : ils prennent la forme du
récipient qui les contient; Faspect physique du liquide ne se différencie de
celui du gaz que par sa surface (en "absence de surface de séparation, il
n’est pas possible de dire si une ampoule scetlée contient un liquide ou un
gaz). lls différent par d’autres propriétés : le gaz occupe tout le volume
offert et il est compressible; par contre, une masse donnée de liquide
accupe un volume A peu prés constant.

1.2 Mouvements microscopiques et macroscopiques

Les fiuides ont la propriété commune de pouvoir s'écouler. Les
exemples sont nombreux : eaun qui coule d'une boutetlle ou d’un robinet,
air autour d’une voiture, ete. Il s’agit alors de mouvements macroscopi-
ques : des molécules voisines se déplacent avec des vitesses voisines & la
fois en grandeur ei en direction. Ces mouvements peuvent facilement étre
observés si le fluide contient des particules étrangéres en suspension
(poussiéres, fumées, etc.).

Au mouvement d’ensemble des molécules du fluide se superposent leurs
mouvements individuels, compléiement désordonnés. Ces mouvements
microscopigues font "objet du chapitre sur la théorie cinétique des gaz;
cependant, certains effets importants pour le comportement macroscopi-
que du fluide seront considérés ci-dessous :

a) la pression résulte du «martélement» d'un élément de paroi par les
molécules;

b) la viscosité, dont le mécanisme sera décrit plus loin, se traduit par une
force de frottement entre couches de fluide de vitesses voisines. (La
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diffusion et la conduction thermique résultent aussi de ces mouvements
microscopiques. )
La viscosité, associée au mouvement, n'intervient pas en statigie des
fluides ; les mémes lois s'appliquent donc & tous les fluides immobiles.
L’étude du mouvement d'un fluide parfait (sans viscosité, ou sans
frottement} donne des résultats valables aussi pour les fluides réels peu
visqueux.

1.3 Fluides ioniques et électroniques

Les ions dans une solution, les électrons dans un sofide conducteur,
peuvent étre assimilés aux molécules d'un fluide. L'application d'un
champ électrique permet de leur imposer un mouvement d’ensemble.

Les forces de frottement conduisent 3 des lois semblables 4 celles que
suivent les fluides réels, mais leur origine est sensiblement différente :
chaque ion (ou électron) est freiné par les chocs contre les motécules du
solvant (ou contre fes ions fixes du solide conducteur).

STATIQUE DES FLUIDES

2. STATIQUE DES FLUIDES

2.1 Notion de pression

Plagons une surface petite dans un fluide au repos, c’est-d-dire en
équilibre, par exemple une membrane tcndue sur un cadre (fig. 7.1). Elle
est soumise de la part du fluide & deux forces égales et opposées F et I,
normales & S.

Fﬂ

Fig. 7.1. FiG. 7.2,

On peut mettre en évidence pour I'une des deux forces, sa valeur et sa
direction en supprimant la force opposée ou plutét en la compensant par un
autre moyen (fig. 7.2).
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F (ou F") étant naturellement proportionnelle 4 S, on définit la pressu)n Js)
par 1"égalité :

(7.1)

@i

H est évident que Ia pression est liée & la présence de maticre : en
I"absence de matiére, p =0.

L’équation avx dimensions de la pression est fp1=[M][L]'[T]"* et
son unité de mesure dans le Systéme Internationai est le pascal
(Pa=N-+-m™?). C’est une pression irés faible; dans la pratique, on utilise
des multiples qui seront définis an paragraphe suivant. :

On remarquera que ia pression a été définie comme une grandeur.

. scalaire alors gqu’une force est une grandeur vectorielle, La raison pour cela
est qu'd une altitude donnée, la press:on est indépendante de [’ orientation
de. la surface qui sert i la défi mr

A
z+Az ¢
B 3
z A [
o ™,
D )A: ~
' . ™
A
0
- Flg. 7.3,

Considérons (fig. 7.3) Vélément de fluide compris dans le volume
ci-contre : la face ABCD est verticale, la face A'B'C'D’ fait I'angle o avec
{a verticale; les faces ABB'A et DCC'D’ sont verticales; enfin les faces
ADD'A’ et BCC'B sont horizontales. Puisque cet élément est en équilibre,
la résultante des forces qu il subit est nulle. Cette résultante a pour
composantes horizontales :

— suivant la direction ? +(PS)igra — (P8)pecops comme les
surfaces de ABB'A’ et de DCC'D’ sont égales, on retrouve le résultat a
priori évident ©: p.pga = Pocops

— suivant la direction AA' ¢ + (P S)anco — (P S)ancn 08 @} comme
AB=A'B' cos a,ona : AB xBC = A'B' cos @ X B'C' ou encore S, pcp =
Sapor €08 a; on en déduit que : P ypen = Pawon ce qm démontre le
résultat annonce

Le bilan des forces verticales permet de retrouver, d’une maniére un peu
plis compliquée, le théoréme démontré au paragraphe suivant.
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2.2 Théoréme fondamental de ’hydrostatique

Ecrivons que le cylindre de fluide représenté dans la figure 7.4 est en
équilibre, Les forces de pression qui s'exercent sur Ja surface latérale sont

A

3
= >

el
]

Fig, 7.4,

>
\1
Q-f-p- ] -
i -
/
P

%

0

horizontales; elles n'interviennent pas dans le bilan des forces verticales.
Celles-ci comprennent ;

— la force de pression sur Ja paroi inférieure : +p5;

— la force de pression sur la paroi supérieure : —p,S;

— le poids P du fluide comtenu dans le cylindre :

P=masse X g =—pS{z,— 7,)&,

oll p désigne la masse volumique.
Le fluide étant en équilibre, on doit avoir :

P:Supzs—PS(Zz_Zl)g ={,

soit : | P+ pgz, = pa+ peza; (7.2)

ou encore, en faisant apparaitre la hauteur & de fluide entre 1 et 2 :

P\~ pa=pgl{z.—z,)=pgh (7.3)

Ainsi, dans un fluide en equilibre, la différence de pression entre deux
points ac dépend que de la différence i de leurs cotes et de la masse
volumique. Rappelons quelques applications de ce résultat :

1° la pression afmosphérigue : elle peut &tre mise en évidence par
Vexpérience de Torricelli {fig. 7.5). La pression est la méme en B et en
Clzg = zo). BEr C, s’exerce la pression de 1'atmosphére; en B, s’exerce la
pression de la colonne de mercure BA. On a:

_ Pe—Pa=hpug 8
Or, pp=pc=1atm et p, =0, donc ;
1 atm = (0,76 m) % (13,6 - 10° kg/m?} X (9,81 m/s?);

1 atm = 1,013+ 10° Pa.
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FiG. 7.5,

o

On utilise encore comme unité de pression le kg - force/em? {(kgf/cm?®)
qui vaut ; {1 kg)- (9,81 m/s%}/(10~* m*) = 0,981 « 10° pascals.

Ces unités {atm, kgf/cm?®) sont trés voisines de 10° pascals; aussi a-t-on
introduit e bar, unité courante de pression teile gue :

1 bar = 10° pascals,

et on a: _
1 atm = 1013 mbar = 1,013 bar, 1 kgf/cm” = 0,98} bar,
soit, trés sensiblement ;

1 atm ~ 1 kagf/cm? ~ I bar.

2° Siphon : la situation représentée sur la figure 7.6 ne peut tre une
situation d’équilibre; en effet, on aurait & 1"éguilibre :

Pa=pPp=Po € Pc=pun
et on devrait avssi avoir : po ~ pp >0 il y a donc mouvement. Le fiuide
va de A vers C, de maniére i abaisser I'énergie _potentiel[e du liquide.

fig. 7.6.

120



DYNAMIQUE DES FLUIDES ET ELECTROCINETIQUE

Le siphon fonctionnerz tant gue la pression restera positive en tout point
du liguide.

3 PFrincipe de Pascal : une modification Ap de la pression en un point
d’un fluide incompressible est transmiise intdgralement,

Ce résultat découle immédiatement de Ia relation : .

(p,+b8p)—(p,+Ap)=p,-p,=hpg.

L’application la plus directe de ce principe est la presse hydraulique.

2.3 Poussée d’Archiméde

Isolons par la pensée une partie du fluide délimitée par une surface
fermée S contenant un yolume V (fig. 7.7). Elle est en équilibre. Or, elle
est soumise i son poids PP = mg et aux forces de pression qui s’exercent sur
sa surface S (petites fléches sur la fipure). La résultante 7 de ces derniéres
est donc égale et opposée 4 P.

>
a

A

G, 7.7.

mi ¥

La substitution & cette partie du fluide d’un corps étranger de méme
forme et maintenu par un moyen quelcongue & la place cccupée par V ne
change rien au résultat : if est soumis de la part du fluide 4 une force égale et
opposée au poids du fluide déplace.

Cetie résultante des forces de pression subies par un corps étranger est la
poussée d’ Archiméde (3° sigcle avant J.-C.).

Ce résuitat s’étend facilement au cas de plusieurs fluides : la poussée
iotale est égale & la somme des poussées partielles dues & chacun des
fluides (un bateau bénéficie de la poussée de I'eau pour sa partie immergée,
de la poussée de Pair pour sa partie émergée).
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DYNAMIQUE DES FLUIDES

3. DYNAMIQUE DES FLUIDES PARFAITS

3.1 Définitions : Lignes et tubes de courant; débit et conservation de
la matiére

On considére ici un fluide parfait, incompressible, en mouvement
stationnaire. On entend par cette derniére précision que les trajectoires
décrites par les molécules se répétent au cours du temps identiques &
elles-mémes; une telle trajectoire est une ligne de courant (fig. 7.8), elle est
évidemment tangente A la vitesse du fluide en chacun de ses poinis. Les
lignes de courant qui s’appuient sur un contour fermé (C) constituent un
tube de courant et le fluide s’écoule dans le tube comme si ses parois
étatent solides. :

Fig. 7.8.

Le débit d’un tube est le volume (débit volumique D} ou la masse (débit
massigue D,, ) qui traverse une section du tube par unité de temps. Entre
les deux débits, on a la relation :

D, =pDy. (1.4)

Le fluide reste «enfermé» dans le tube; par conséquent, le débit est le
méme en toute section du tube :

D’ =D, DP=DE, (p=C), (1.5

et ce résultat exprime la conservation de la matiére dans un tube de
courant,

Silz tube est assez étroit, on peut considérer que la vitesse est fa méme en
tout point d’une section droite; le fluide (fig. 7.9) qui traverse la section {1)
pendant la durée Af est contenu dans un cylindre de base S, et de hauteur
v,At; son volume est AV, = S,v,Ar. Le débit volumique & travers {a section
{1) est: ) )

AV
Dg)z Afl :_S!.yl‘
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A

2z

FiG. 7.9.

] S
]

M
|

0

Puisque Dy, = C*™ pour un tube, on a:

S,v, =55,

La vitesse varie en raison inverse de la section; si 8 augmente, v diminue et
vice versa.

3.2 Théoréme de Bernonli

Calculons le travail des forces appliquées au fluide qui se déplace de
ABCD a A'B'C'D (fig. 7.9} :
— la pression fournit un travail moteur en (1) : (p,S,)(v, dt } et un travail
résistant en (2) : ——(pzsz)(vzdt),
— les forces de pression sont normales 2 la paroi du tube; leur travail
durant Pécoulement du fluide dans le tube de force est donc nul;
— les forces de pesanteur fournissent le travail nécessaire pour amener la
masse dm{=pSv,dt =pS,v,dt) de la cote z; & ia cote z,, soit
gdm(z, — 23}

Le travail total est donc :

piSv,di —p,S,w,dt +gdm(z, —z,) =S, dt [PI —p>tpgle,— Z2)]-
Ce travaif produit une variation de I'énergie cinétique du fluide; or, celle du
fluide compris entre A'B’ et CD) ne change pas; [a variation d’énergie
cinétique se réduit donc & :
E.(CDCD) - E (ABA'TY )-—— dm(ui—-v3) =82, dr[ PICESS vz)]

En identifiant les deux expressions, on obtient :

|
Pi—Pa+pg(zi— ) =5 p03-vi)
Ou encore :

1 1 i
pl+pgzl+§pv?=pz+pgzz+§pv§=c‘h- (7.6)

Cette relation constitue Ic théoréme de Bernoulli.
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Remarques :  1° On peui démontrer en fait que la quantité
i .
ptpgr+ 5 pv? est constante, non seulement le long d’une ligne de

courant, mais encore dans tout le fluide en écoulement stationnaire.

2° La quantité ipvz est I'énergie cinétigue de I'unité de volume;

pgz est 'énergie potentielle, due 2 la pesanteur, de cette méme unité
de volume : en comparant la relation de Bernoulli avec la relation
E. +E, =C", on en déduit que 'énergie potentielle par unité de
volume due d la pression est p et1'énergie poientielle totale : p 4+ pgz.
On peut alors écrire les dguations du mouvement pour une unité de

volume :
. 2E &
Fx :p'vx SR - —._?.,
ox ax
. oF F
Fy :pv‘y [y : -___.2_,
ay ay
. B ap
F = = =l L pa
z = PV az oz PE

3.3 Applications du théoréme de Bernoulli _

1° Pour le fluide au repos (v = 0), on refrouve 1a loi fondamentale de la
statique :

p +pgr=C"

! en est de méme pour un fluide se déplagant & vitesse constante et
uniforme dans tout 'espace (# =C* — p +pgz =€),

. : , . 1
2" 8ile fluide se déplace horizontalement, ona : p + 5 pv? = constante.

Appliquons cetie relation & I'écoulement représenté sur la figure 7.10. Loin
de I'étranglement, on mesure la pression p,; & I'étranglement, on mesure
P. On a les relations :

1 1 -
Pl"'EPU%:Pz“'EPvE et Dy=5v;=8v,.

Op' ' Oh

Fig. 7.10. ———T-\x__”z_/-j_“
-

o

S, ~—_
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Puisque S, > S,, v, <wv, et p, > p, : la pression est plus faible au niveau de
I étranglement.

D, D .
— et v, =— omn obtient :
S, et v, 5, 1 n

1 DV)Z | (Dv)2
+-p[=X) =p, o pt=2
o8 ZP(S P2 29 S, s

23252 \/P1 P2 w Py Pz
o

En remarquanl que ¢, =

et D, =
K ne dépend que de 8, et S,. Connaissant p, on dédvit D, dela mesure de
PP Ce dlspos:tlf est appc]e fange de Venturi,

3” Sirétranglement est tres margué, la pression b, peut &tre trés basse.
Cette remarqie est mise & profit dans la trompe & ean (fig. 7.11); ce
dispositif trés simple et bon marché se branche sur un robinet d'eau : il
permet d’obtenir une pression de quelques cm d'eau {rappel : 1 atm ~ 1¢ m
d’eau).

¥ py=>TFam

Fig. 7.11. pzél atm

¥ po~ 1 atm

4° Mesure de la vitesse d’un fluide. Supposons encore le fluide en
écoulement i vitesse v uniforme et horizontale {fig. 7.12, a). Placons dans
ce fluide un cyhndre d'axe A paralidle & la vitesse (les bords vifs du
cylindre sont supposés adoucis pour ne pas provequer l'apparition de
tourbillons); les llgnes de courant du nouvel écoulement sont représentées
sur fa figure 7.12, b : & grande distance de I'obstacle, elles se confondent
avec celles de Ja figure 7.12, a.

- —_— T
. T T
£re B el S U
______-—~—h-—1‘.!' - /i I,'_\. (A)

e »- u \‘j 20

o W

—
i~
—
—
-
—

Fig. 7.12.
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Aux peints B et C, centres-des deux bases (fig. 7.13),1a vitesse est nulle.
En B, et C,, proches de B et C respectivement, on a vp,=7,~0.0na
donc :

Pat

|
“2‘P91=PBI+O=I’C1+0-

5 IB . | C] =

y L (4) | J

Fig, 7.13.

Ainsi, aux points oli la vitessé s annule, la pression est angmentée de 5 P 2

cette quantité est souvent appelée pression dynamigue.

Si on place le cylindre avec I'axe A perpendiculaire & la vitesse
(fig. 7.14), les lignes de courant qui passent prés des deux bases sont peu
perturbées. On a alors z,~v,=¢ et po=p,. La mesure de

Pa~Pp ( = % pv 2) permet de calculer v. Cette quantité vaut, pour de I'eau
avec v = 10 m/s {36 km/h) :

5(103}(102) 5-10° Pa.

MI-—‘

-}

mmm s e
&
S

Fic, 7.14.

5° Ecoulement d'un fluide d’une enceinte sous pression

- Dans la situation représentée sur la figure 7.15, on peut considérer une
ligne de courant partant d’un point A & P'intérieur ol la vitesse est nulle; si
On suppose que le fluide sortant en B se met immédiatement a la pression
PE. On €crira (en supposant que z, = zB}

1 2 '
p[+{):pE+§pyE, doll: wp= W
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A

PG, 7.15. (\ B

A V-t

Y

Py = Pg

0

Pour de I'air sortant d’une bouteille & 200 bars :

v o= \/%(200- 10°—1+10%)~5,510° m+5~'~2-10° km+h™’,

vitesse trés largement supersonigue! (En réalité, le phénomene est phus
complexe : I’air n'est pas incompressibie, il subit une détente adiabatique,
eic.)

4. DYNAMIQUE DES FLUIDES REELS

4.1 Introduction

On a déja dit (§ 1.2) que le mouvement micrescopigue accompagne le
mouvement d’ensemble du fluide. Considérons (fig. 7.16) deux couches
contigués du fluide S et I, animées de vitesses paralléles & Ox gérement
différentes, avec #5> 4, par exempie. Le mouvement microscopique se
traduit par un échange continu de molécules entre les deux couches. Quard
une molécule passe de S & I, sa quantité de mouvement moyenne selon Ox

z

. B
FiG. 7.16. - g
_______ 1 S _
[1¥.4 Be— 7

/y
X
décroit par suite de ses chocs avec les molécules de I: la guantité de

mouvement de T (sefon Ox) s’en trouve augmeniée dautant. Ainsi, par les
molécules qui diffusent de 8 & 1, T est soumise de la part de 8 & une force
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paralléle et de méme sens que ¥5; de méme S est soumise par son contact
avec | 4 une force paralléle, mais opposée a &,. La force exercée par une -
couche sur "autre n'est plus normale & la surface de séparation, comme
c'était le cas pour un fluide parfait. 11 s’ensuit que, dans I’écoudement
stationnaire d'un fluide réel, la vitesse varie progressivement d'un point d
un autre dans une direction normale au sens de I’écoulement (si ce n’était
pas le cas, une couche rapide entrainerait une couche voisine plus lente
jusqu’a lui donner une vitesse proche de la sienne); donc, au voisinage
d’une paroi, la vitesse d’un fluide réel est nulle (dans le cas d’un fluide
parfait, la présence d’une paroi impose seulement & la vitesse d’étre
paraliéle a {a paroi).

4.2 Définition de la viscosité; ordres de grandeur; forces entre
couches adjacentes

Reprenons la situation illustrée ci-dessus (fig. 7.16); la force qu’exerce S
sur I est donc paralltle & Ox, comme les vitesses &, et #g; elle est
proportionnelie & la surface de séparation I; elle est dautant plus
importante que Av, = vg — o, est plus grand pour un écartement Az donné;

Av_ 3w Yo
or —~-—=. On écrit finaiement ;
Az oz
au F au
F,=92— ou =—=g5— 7.7
Bk Ew =% (.7

Remargue - On 5’est contenté d'écrire [a norme de la force; d’autre
part, les forces exercées par S sur [, ou par I sur S, sont évidemment
égales et opposées.

Le coefficient % apparu dans (7.7) est appelé coefficient de viscesité du
fluide; il dépend naturellement du fluide et de Ja température (voir

. av . . .
ci-dessous). —éf est 'inverse d'un temps; ¢ a donc la dimension : force x
temps/surface ou encore masse/longueur X temps c’est-#-dire {M]
(L1 'T] . Comme 3 a ta dimension d'une pressien, i a aussi la dimension

pression X temps. Dans le systéme MISA, I'unité de mesure de # est le
Poiseuille {P1) :

| 1P1=1kgxm x5 =1 Paxs.

Afin de fixer les idées, donnons quelques valeurs de 5 {en P1)A 20 °C ;

alcool

éthylique | Blycérine

benzéne eau

0,65-107*1 1-107* | 1,2-107° 1,5
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Pour les liquides (fig. 7.17), n diminue quand la température augmoente;
I .

leur fluidité (w) augmente avee T. Pour les gaz, au contraire, n augmente
n

avec T.

AT (I — 9)

Fll — 8 .
() = e
1) i e

B8 — )

YR85 — D

Fie, 7.17. FiG, 7.18.

Terminons ce paragraphe en comparant les forees qui inferviennent dans
un fluide réel (fig. 7.18) : la force F due i la viscosité, paralléle & la
sirface de séparation, et Ia force de pression Fy, normale a Ia surface de

séparation :
de
(%)
az 7 av_

Le rapport F_:: ~F "7 % -—= st toujours faible. Par exemple, pour

de la glycérine, avec Av, =1 m/spour Az =1 ¢m, et p = pg, on obtient :
Fr Fr,m Av, 1, 5( I

PAz  10°\1077

F. PAz 10° )_1’5'10“3'

4.3 Exemples d’écoulement. Loi de Poiseuille

1° Ecoulement entre deux plans horizontaux

Soit un liquide réef s’écoulant sur un plan horizontal en régime

stationpaire. Au contact de la paroi P, sa vitesse est nulle et la pression
vaut p,. Au-dessus de la surface libre honzontale P,(z = z,)dufluide, fiya
par exemple de Pair {fig. 7.19).

Considérons maintenant, un élément de liquide d'V compris entre deux
plans paralléles & P, et P,, d'épaisseur dz et de surface égale a 1. Il est
sotmis 4 son poids de composantes {0, —pgdz ), aux forces de pression sur
ses deux faces (0, p(z)~p(z +dz) = —dp = —p’(z )dz ), enfin aux forces

de viscosité, paralicles a Ox, égales a: na—(z +dz) pour la face
Z .
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Zy (PZ) |
I
]
———i
2y ';'}UI
Fig. 7.19. f——

. dv s .. . L
supérieure, —n EE(Z ) pour la face inférieure. En régime stationnaire oil les

forces s’équilibrent, on doit donc avoir :
av v v
plz)+pg =0 et —(z+dz)—-=(z)=0 — —=a, ¥z,
: oz 7 dz

dov:  p=C—pgz et v=az+b, (a,b=C")

Or,enz =0, v =0,p =p, Sipourz =z,<z,, ¥ =1,, on en déduit que :

pP=po—pgz et v= (;—)v,. Les fleches sur la figure 7.19 illusire ia
: 1

distribution des vitesses dans ce type d écoulement.

Remarque : Cette distribution des vitesses n’est plus correcte au
voisinage de fa surface (z = z,) du liguide, car la force de viscosiié de
I"air étant presque nulle, il en est de méme dans le liquide proche dela
surface :

&
F. =0 — E;(z #2,)=0#a.

2° Bcoulement dans une conduite cylindrique horizontale. Loi de
Poiseuille .

On n’indiquerz ici que les principales étapes du calcul. On démontre que

ne dépend que de x et que p'(x)=—k (k = C" positive}. I} y a donc
d:mmutmn de la pression d amont en aval ; on dit qu'il y a «perte de
charge ».

Ceci étant adrms on peut écrire en reglme stationnaire le brlan dcs forces
paralléles & axe (flg 7.20) qui s’exercent sur une couronne cylindrique de
fonguenr dx, de rayons r et r + dr; on en déduit la loi de distribution des
vitesses : v(r) =4—I:T(R2 =r2), o R est le rayon de la conduité. On peut
alors caleuler le deblt pour la couronne comprise entre r et r +dr, 11 vaut :

4D, = (2urdr)v -—E nﬂ*(R2 —rZ%).et pour tout le tube

130



DYNAMIQUE DES FLUIDES ET ELECTROCINETIGUE

r+dr Blr) Py
/R/\ ______ ! ‘r‘ .
Fig. 7.20. N i Al

pi—s = 73

4 4 _

avec p, — p, = chute de pression entre deux points distants de /. La foi de
Poiseuille, obtenue ci-dessus, peut &tre vérifiée par ['expérience
représentée sur Ia figure 7.21; de la mesure de Ap el I, on en déduit
également =.

Fig, 7.21.

LT

4.4 Régimes laminaire et turbulent. Nombre de Reynolds

On a supposé, dans les deux exemples ci-dessus, le régime « laminaire »,
fe fluide s’écoulant en lames ou en couches de vitesses trés légérement
différentes.

Quand la vitesse augmente et dépasse une certaine valeur, le régime
devient «furbulent » : des tourbillons apparaissent, sont entrainés par le
fluide, puis disparaissent, et ceci un peu partout dans I’écoulement.

On trouve que les régimes sont départagés par la valeur de Pexpression :

(7.9

dans laquelle p et # sont respectivement la masse volumique et la viscosité
du fluide, v sa vitesse moyenne { = D, /section du tube), d le diamétre du
tube.

Cette quantité, qui s’exprime par un nembre sans dimension, comme on
pourra le vérifier, est appelée le nombre de Reynolds de 1’écoulement.
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L'expérience montre gue pour R <2400, le régime est laminaire; pour
A =>2400, il devient turbulent.

Ainsi, Vécoulement de I'eau dans un tube fin est presque foujours
{amipaire; pour d =1 mm, v =0,1 m/s, on obtient & =10 Dans une
canalisation indusériefle, au contraire, le régime est turbulent, pour
d =10 cmete =0,1 m/s, & = 10°. On notera que la loi de Poiseuille n’est
plus valable en régime turbulent : le débit devient alors proportionnel &

]

ELECTROCINETIQUE

5. ELECTROCINETIQUE

5.1 Principes généraux B

Soit deux conducteurs C,; et C, portés a des potentiels différents V, et
V{V,>V.}; quand on fes relie par un fil métallique f (fig. 7.22), on
observe divers effets : échauffement du fil, création d’une induction
md,t_,nétique On peut aussi mettre en évidence un effet chimigue en
intercalant avec f un bac a e]ectrolyse

Ces effets n appamlbsanl gu’en présence d’une différence de potentiel
YV, — V., on les interpréte comme des manifestations d’un mouvement
d ’ensembfe de charges mobiles dans f ; on dit que «f e¢st parcouru par un
couranf » {sous-entendu de charges).

C, f C, c, C,

: . S oo — T )

¥, v, Vi E E Vs
V>V, . V=V,

Fia. 7.22. FiG. 7.23.

" Dailleurs, le cowrant entre C, et C, ne peut pas durér dans le dispositif
envisagé ci-dessus 1 sous 'influence du champ électrique dirigé de C, vers
C,, les charges mobiles positives de f se dirigént vers C, ol elles
- s’accumulent {fig. 7.23); les charges mobiles négatives vont de leur cbié
vers C,. Ces charges accumuieea créent un champ B antagoniste de E si
bien que ie champ total E + B s'annule rapidement et le mouvement
s'arréte. (Le raisonnement reste le méme si f ne contient par exemple que
des charges négatives : en s’accumulant sur C,, elles rendent C, déficitaire
en charges négatives, c'est-d-dire excédentaire en charges positives.) On
en conclut gu’ane chaine de conducteurs (c’est-a-~dire un (.irt.uit) parcourt
par un courant stationnaire, doit se refermer de telle maniére gu’il n y ait
pas d accumulation de charges.. :
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Supposons mainienant qu’un courant stationnaire ait 4té établi dans un
circuit fermé. On sait que Pexpérience est réalisable et qu'on peut vérifier
Ia présence du courant par I'un de ses effets. Dés qu'on arréte d’entretenir
ce courani, il disparait trés rapidement. L’explication est simple : les
charges perdent leur vitesse par des chocs successifs, équivalents 3 une
force de frottement. -

Le mouvement des charges est donc analogue & I’ écoulement d’un fluide
incompressible (pas d'accumuliation de charges} et visqueux.

1l 'y a perte de charge le long du circuit, c’est-2-dire chute du poteatiel (loi
d'Chm), et dissipation d’énergie a cause de la viscosité (loi de Joule); une
source d’énergie doit compenser ces pertes : c'est le réle du générateur,
analogue d'une pompe.

5.2 Le courant : son sens et sa conservation

On définit son intensité || comme la charge qui traverse une section du
conducteur par anité de temps; dc dg = g dt, il vient alors :

1T =14].

[T} se mesure en ampére (A), quatriéme unité fondamentale du Systéme
International MKSA; le coulomb est P'unité dérivée de charge, égale A
1 A x1 s, son équation aux dimensions s’écrivant [Q]=[11[T].

1° Convention géndrale de signe : on convient que le courant est positif
quand il va dans le sens des potentiels décroissants. Or, on sait que les
charges ( +) se déplacent dans le sens des potentiels décroissants, les
charges ( — ) vers les potentiels croissants : fe sens choisi correspond au
mouvement des charges { + } et il est opposé A celud des charges ( — ). Le
méme courant +I peut d’ailleurs Etre produit par le passage pendant le
temps df de {+dg) dans le sens du courant (sens positif) ou par les
passages de (—dg) dans le sens opposé (négatif). Ce dernier cas
correspond aux métaux, conducteurs oil les « porteurs de charges » sont les
électrons.

I 2 FO §
iR . i
—_— o=
électrons
H0" ~— e
Fig. 7.24. OH-
..-.-—_—_-—-h-.
| E _ !
anode cathode
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Considérons pour cela le passage du courant & travers un électrolyseur
contenant de 'eau (fig. 7.24}; on sait que celle-ci coatient des ions H,O™
qui se déplacent dans le sens positif, de Panode vers la cathode, et des ions
OH™ qui se déplacent dans le sens négatif; & la cathode, par exemple, les
électrons apportés de Pextérieur, d’une part, se recombinent avec les

; 1 -
H;0" (e “+H,0" — H,0 +§ Hz), d’autre part, assurent le renouvel-

fement des ions OH™' qui disparaissent 4 "ancde (e“ +H,0 — OH™ +

[ , . .
EHz)' Mesuré au niveau de la surface 1, le courant est produit par le

passage de 2¢ ~ dans le sens négatif : mesuré au niveau de [a surface 2, il
est produit par le passage de H;O™* dans le sens de I et de OH ™ dans le sens
opposé; ce bilan montre I'équivalence énoncée; elle est aussi vérifiée pour
les effets thermiques et magnétiques.

On peut donc écrire :

[=4. (71.10)

dg = § dt étant la somme des charges {+) {allant dans le sens du courant),
et des charges (—) (allant dans le sens opposé) qm traversent uUne section
du conducteur pendant le temps di.

Remarque : Tl arrive qu'on ne connaisse pas a priori le sens du
courant; ayant convenu d’un sens, on peut aboutir ay résultat : T<0;
Iz m&me définition convient : dg est la somme des charges (+ Y allant
dans le sens opposé au sens choisi et des charges (—) allant dans le
Sens Convenl.

2° Congervation du courant : si le circuit fermé ne comporte aucupe
dérivation, le courant est le méme en toute section (fig. 7.23); on peut
ecm‘e

I=j,5, =},5, = constante, (7.11}%

en introduisant la densité de courant §, courant par unité de surface d'une
section droite du conducteur; j est d’autant plus grand que le conducteur
est plus mince, et vice versa. Il se mesure couramment en A/mm>.

8,

T

générateur FiG, 7.25.
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Si le circuit fermé comporte une dérivation (fig. 7.26), le courant doit se
conserver {puisqu’il ne peut pas y avoir accumulation de charges) :

] [=1,+1L. (7.12)

génératenr Fig. 7.26.

Ainsi, un courant de charges est bien analogue  I’écoulement d’un fluide
incompressible : au courant correspond le debrt a la densité de courant la
vitesse du fluide.

5.3 Loi d’Ohm, loi de Joule

La loi d’'Ohm est I'équivalent de la loi de Poiseuille : de méme que le
débit est proportionnel A la chute de pression (fig. 7.27, a), le courant est
preportionnel & la chute de potentiel (fig. 7.27, b), on pose :

1
IZ"R"(Vl _VE):

ou : V,-V,=RIL (7.13)

Dy — R
i i Pz v, . v,
fluide visqueux \ E ———
conducteur
(a) )

Fig. 7.27.
Le coefficient R est la résistance du conductenr entre les sections 1 el 2.
Pour un fil eylindrique de section S, de longueur /, on démontre que -
{

R=p= .
P g (7.14)

p étant la résistivité électrique du matériau,
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Caleulons la puissance apportée & cette portion du circuit par le champ
électrique et dissipée par frottement. Pendant df, arrive a'la section 1 la
charge I dt au potentiel V,, part de la section 2 la mé&me charge au potentiel
inférieur V.. La portion recoit donc I'énergie :

dW = (1dt)V, — (I df )V, = IV, ~ V,)dt,

et : %?:W=P=I(V,.—V2)=RF. (7.15)

La puissance électrique apportée par le champ électrique 4 une résistance et
dissipée par frottements est égale & 1V, ~ V,) ou RI%; cet énoncé constitue
la loi de Joule,

Dans le systeme MKSA, R se mesure en ohms (1 0=t Vﬂ_ A), p en
ohm-métre (£X-m). .
Ordres de grandeur; conséquence pratique. Les valeurs de p varienl
énormément d'un matériau 3 I"autre : pour un bon conducteur, comme le
cuivre, on a p ~ 1,6+ 1078 (0« m. Pour un bon isolant, g atteint 10°" {k+m,
mais cetie valeur n’est donnée qu'a titre indicatif : un isolant impur ou

humide peut avoir unc résistivité beaucoup plus faible.

L*échauffement dit & I'effet Joule peut faire fondre le conducteur; on
'utitise pour limiter le courant avec des « fusibles ». Mé&me sans atteindre la
fusion, I"échauffement peut éire dangereux; pour fe cuivre, on admet qu il
ne faut pas depasser pour la densité de courant : 4 A/mm*. La pl!]bS&l‘lCﬂ
dissipée par unité de volume est alors épale & :

2 . ) . .
. %= (P é‘) UISS) =pi*=1,6-10"%x (4" 103)220,26 W /cm?.

5.4 Récepteurs et génératenrs

L’énergie apportée par le courant n'est pas toujours dissipée par effet
Joule; dans la pratique, on s’efforce méme de mintmiser ces pertes, en
dehors des appareils de chauffage. L’énergie électrique est utilisée
beaucoup plus-utilement, par exemple, dans un moteur — elle est alors
transformée en énergie mécanique — ou dans un bac a électrolyse
(transformation en énergie chimique)., Ces convertisseurs d’énergie, dont
les rendemenis sont souvent excellents, sont des «récepteurs ». Les
«géndrateurs » assurend une transformation inverse, & partir d’énergic
mécanique (aliernateur, dynamo}, d’énergie chimique {accumulaieur, pile)
ou lumineuse (cellule photovoltaique), elc.

Comme on I'a dit au § 5.1, un circuit parcoury par un courant permangnt
doit comprendre au moins un générateur; il peut aussi comprendre un ou
plusieurs récepteurs. Les rbles. respectifs du générateur, du ou des
récepteur(s), des résistances (fig. 7.28, a), sont analogues & ceux d’une
pompe, d’une turbine et d’une conduite dans un circuit hydraulique
{fig. 7.28, b). Le générateur fournit la force motrice nécessaire a
I'entretien du courant permanent; au contraire, le recepteur s Oppose a
celui-ci plus fortement que par sa seule résistance. :
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résistance fluide

-+
générateur| réceptenr Gomp} )rurbfne
(a) (&)
perte de charge
FiG. 7.28.

1° Récepteur, force contre-électromotrice : une portion de circuit 1-2
peut comprendre un « récepteur ». Soit R ia résisfance du circuit cntre 1 et 2
{fig. 7.29). L.e bilan d’éncrgic s’écrit :

| —

Fig. 7.29, 1 o

récepteur

Puissance apportée par le courant = Puissance dissipée par effet
Joule + P (récepteur).

Comme ci-dessus, !a puissance apportée par le courant est égale &
IV, —V,): la puissance dissipde par effet Joule est RI?; enfin, P
(récepteur) est la puissance Py consommée par le récepteur autrement que
par effet Joule. On a donc :

KV, —V,}=RI>+P,.
St on définit la force contre-électromotrice du récepteur E' par la relation :

P(récepteur) = Py = E'l, (7.16)

on a alors pour la chute de potentiel aux bornes 1-2 du récepteur :

V,—V,=RI+E. (7.17)

2° Génératenr, force électromotrice : considérons maintenant un circuit
comprenant un générateur et un {ou des) récepteur(s) (fig. 7.30). Soit Rla
résistance du circuit en dehors du générateur, Ry celle du pénérateur, E' la
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somme des forces contre-lectromotrices de tous les récepteurs. Le bilan
d’énergie s’écrit dans ce cas :

générateur
Fta. 7.30.

récepteurs

P, = Puissance fournie par le générateur = puissunce dissipée par
effet Joule -+ puissance cédée aux récepteurs,

soit : Pg = (R+Rg)1*+ BT
Comme pour le récepteur, on pose :

P , , L
E= —{5’- = force Slectromotrice du générateur,

et on a: E=(R+R;)T+E, {7.18)

Qu encore : E-RgI=RI+E.

On reconnait a droite la chute de potentiel V| — V, & travers les récepteurs
(relation 7.17); & travers lc générateur, on obtient alors :

V,~V,=E-Rgl. (7.19)

— Pour un réceptenr, la différence de potentiel V|, -V, =V, . —V.u
est égale 3 la chute ohmigue de tension (RI) augmentée de la force
contre-électromoirice. '

«= Pour un générateur, 1a d.d.p. V.~ Vo=V, .~ Vinon €8t égale 4 12
force électromotrice diminuée de la chute ohmique {RgI).

Remarque : Soit une charge ¢ qui revient & son point de départ aprés
avoir parcouru tout le circuit 1 on peut étre tenté d'écrire que le travail
du champ électrique est nul (W, , =g(V,—V,)=0); ce raisonne-
ment est évidemment faux puisque cette charge est soumise & un
frotterment, dont le travail est négatif. Tl faut dosc en conclure que le
champ électrique ne peut pas dériver d'un potentiel en tout point du
circuit : c’est effectivement le cas dans les générateurs et les
récepteurs; ceux-ci peuvent &tre décrits comme des portions du cireuit

138



DYNAMIQUE DES FLUIDES ET FLECTROCINETIQUE

oil coexistent un champ électrique dérivant d'un potentiel E, ef un
champ électrique (électromoteur ou contre-glectromoteur) ne dérivant
pas d'un potentiel (fig. 7.31).

Fia. 7.31.

—
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REPRESENTATION DE FRESNEL
ET COURANT ALTERNATIF

Les courants alternatifs sont beaucoup plus faciles 4 produire et
transformer que les courants continus; ceci explique gue les réseaux de
tous les pays distribuent du courant alternatif. Néanmoins, au niveau de
I'utilisation, on utilise trés souvent du courant continu (moteurs, radio,
T.V., etc.); mais la transformation alternatif —— continu est facile.

Aussi, aprés le courant continu (chapitre 7), une bréve étude des
courants alternatifs s’impose; il faut alors temir compte des effets
d’induction et de capacité.

La représentation de Fresnel est particulidrement adaptée i 1'étude des
circuits en alternatif; aussi est-elle d’abord briévement décrite.

1. REPRESENTATION DE FRESNEL

Omn considére les grandeurs :
Ve=V,cos(af +a) e Vy=V,sin{ef+a),

dans lesquelies V, et @ sont des constantes positives, ¢ est le temps (w,
pulsation, a donc la dimension (temps)~!). On peut obtenir VeetVgdela
maniére suivante : dans un repére cartésien {Ox, Oy), on construit le
vecteur OM, de norme V,, repéré par "angle {Ox, OM)= ¢ = ot +o.
Le point M se déplace sur le cercle de rayon Vg 4 la vitesse angulaire
constante ». La constante ¢, valeur de ¢ pour £ = 0, est souvent appelée la
phase & Pinstant origine ou « phase a 1'origine ». ¢ est I'angle de phase ou
«phase »,
_Par définition des fonctions trigonométriques, on obtient, en projetant
OM sur Ox et Oy (fig. 8.1} :

OP =V, cos(wt +a)=Vg,
0Q =V, sin{wt +a )=V,
On peut remarguer d’abord qu’il suffit de considérer I'une des deux
grandeurs, Vg ou V; on a en effet :
Vg =V, cos (wr +a —%)
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¥

/ ¢
Fic. 8.1. / @

=]

Q
e |

LTS

of +og ——

Pouvant obtenir Vg par projection sur Ox du vecteur OM’, de norme V,,
d’aﬁg]e o'=g w—g (déduit de OM par rotation de — 721), on s¢ contentera

done, pour la suite, d’utiliser la projection sur un seul axe, I'axe Ox par
excmple. L'intérét de la représentation de Fresnel tient 4 Ia démarche
suivante, beaucoup plus rapide qu’il o’y paraft : .
— on passe des grandeurs scalaires aux vecteurs {de V 3 OM);
— on «raisonne sur les vecteurs»;
— on revient aux grandeurs réelles qui sont des scalaires (courants,
tensions, etc.). '

Les régles données ci-dessous justifient et illustrent cette procédure.

1.1 Composition de deux vibrations harmeniques

Soit a calculer :

V=V, cos(wf +a,})+V,, cos{w.f +a,).
On construit :

OM,. de norme V,,,, d’angle de phase ¢, =w,f +a,,
OM,, de norme V,,, ¢’angle de phase g, = w,f + a5,

puis : OM = 0OM, + OM..

Soient P, P,, P, les projections de M, M, et M, sur Ox (ffg. 8.2), de
I’égalité vectorielle, on déduit :

OP=0P, +OP,,

soit OP =V =V,, cos(w,t +a,}+ Vg, cos (wyt +as).

Dans le cas trés important ofl @ | = o, = w, le parallélogramme OM, MM,
tourne sans se déformer i la vitesse w. V est alors une fonction sinusoidale
de t avec la pulsation « et [a phase ¢ =@ +a.
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Fig. 8.2,

On peut calculer son amplitude V; et sa phaée a I'origing o ; en projetant
égalité vectoriele sur fes axes OX (tel que ¢ = (Ox, OX)) et OY (tel que

] +%=(Ox, OY)), on obtient en effet ;
Vo=V cos(a, —a}+ Vg, cosla, ~a),
0=V, sin(a, —a)+V,, sin(a, ~a),
ou, remarquant que ¢, —a =@, ~¢ et @, —0 =@, — @ !

Vo=V <os (¢,— )+ \z'oz_cos(c,::2 — @k
0=V, sin{p, @)+ Vg, sin(p, —p )

Elevant au carré et ajoutant membre & membre, on trouve :
Vo= V3 + Vi, + 2V, Vg cos (e, — ¢,),

(résuftat qu’on peut établir en considérant le tnang]e OM,M); de fa
deuxiéme relation, on déduit d'autre part :

Vo, Sin @, + Vi, sin g,
Vo1 €08 @y + Vo, COS

tge=

1.2 Dérivation et intégration
Soit V=V, cos(wt +a); 0n a:
V= —w 'V, sin{wf +a) =0V, cos (mt + o +%r)
L=}
et de méme : V = (e V) cos(wft +a +1r).
V{(=0P) é1ant Ia projection de OM(V,, ¢ = wt + o), V est la projection
de OM, (mVo, ® +-273) V est la projection de OM,(w?2V,, ¢ + ), etc.
(fig. 8.3). S
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On caicule de méme :
Vo .
j Vdt = J V, coslwt +a)dt =—sin (e +a}+C*
i
vV
=—2 cos (cut +a ——) +C.
w 2

Dans la plupart des situations physigues envisagées, la C' est nuile; il reste

v
J-Vdr =-{;9 cos (w! + @ —%T) La primitive de V s’obtient donc par la

projection de OM_, (—V—’ @ ,,_) (fig. 8.3).

2. EFFETS D’INDUCTION

2.1 Flex d’induction magnétique

On considére un circuit fermé plan €, de dimensions petites. On choisit
un sens de parcours sur € ; un vecteur unitaire # normal & €, d’origine O
intéricure & €, se trouve orienté si on se donne une convention ; on
convient de I'orienter de la méme maniére que o, en cinématique
{fig. 8.4, a).

On suppose gue ce contour est dans dans une région oii existe une
induction magnethue B. € étant de petites dimensions, on peut supposer
que B a la méme valeur et la méme direction en tout point de C.

Le ﬂu,x d’induction d fravers C est défini par I’ expressmn

O=B-#S,
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i
kll\ B
e ' (&
_‘-‘J @
(a) ' )

Fic. 8.4.

Ol encore ®=BS cos(B, #), 8.1

S désignant 'aire de C et B Ja norme de B.
® est le produit d’une induction par une surface; I'unité de mesure est le
weber (1 Wb=1Tx1{ m?).

2.2 Loi de Lenz

Intercalons dans € un voltmétre U de grande résistance interne; celle-ci
empéche la circulation d'un courant important dans C. U permet de
conslater 'apparition éventuefle d’une-différence de potentiel entre ses
hornes A et B, qu’on suppose trés proches (fig. 8.4, b).

Effectivement, si @ varie, il apparait une différence de potentiel ;

Va—Vg=—b.
Tl s’agit en fait d’une force électromotrice; on le constate en remplacant le
voltmétre par un ampéremetre; celui-ci, ayant une faible résistance, ne
s’oppose pas au passage du courant; upe variation de @ provogue la
circulation d’un courant dans €. La force électromotrice d’induction n’a
pas son sigge en une region définie du circuit, elle apparalt dans tout le
circuit; elle a pour expression ;

¢ =—d. - L (8.2)

Ia f.&.m. dinduction s’ajoute évidemment aux .autres forces
électromotrices éventuellement présentes dans le circuil. Soient R sa
résistance et E la somme des f.&.m., f.c.é.m. (E=Z1fém —
X f.c é.m. )presentes dans Je circuit en dehors delaf.é m. d inducticn,
On a: E+e=RI, c'est-d-dire :

E-d=RIL L (83)

La vartation de @ peut avoir plusieurs causes : la variation de S ne se
rencontre pas en pratique; c’est Ia variation de ['angle (B n) qui est
utilisée dans les alternateurs (schéma de principe sur la fIgUI’e 8.5). Mais,
dans la plupart des applications, le circuit est fixe et il y a variation de Ba
cause de [a variation du courant dans le circuit Jui-méme (setf-indiction) ou
dans un circuit voisin (induction mutueile).

144



REPRESENTATION DE FRESNEL ET COURANT ALTERNATIF

FiG. 8.5. Vi)

=4

&

y

Un aimant_permanent {ou un solénoide alimenté en courant continu) crée une
induction B tournant d lo vitesse w en face d’un bobinage fixe &
On a, aux bornes de B,

e = —~¢3= —(BS cos wt )= wBS sin wt.

Enfin, bien que Ja f.é m. d'induciion prenne naissance dans tout le
circuit, elle est trés scuvent localisée presque entigrement dans une portion
du circuit; la surface présentée par un bobinage (bobine plate, solénotde}
est en général trés supérieure 4 celle du reste du circuit, le flux cst donc
concentré dans cette partie du circuit, ainsé que la f. é. m. d’induction.

2.3 Self-induction

La variation de ® est due i Ja veriation du courant dans lé circuit
[ui-méme.

On rappelie que P'induction créée par un e]emcnt de courat a la
disposition représentée sur la figure 8.6, a. 1l s’ensuit &’aprés la figure
8.6, b, ol on a représenté € et B en divers points, gue & est positif.

/8

Comme d'antre part, B est proportionnel & 1, & est aussi proportionnel 4 1.
On peut donc écrire :

FiG. 8.6.

¢ =L1 : {8.4)

Le coefficient positif L est la self-induction du circuit.
On a donc :

E—-Li=RI oo E=LI+RL (8.5)

Supposons que E=0 pour ¢ <0, E=E, pour ¢ =0; la résolution de
I’équation différentielle ci-dessus donne :

)
I—Rl exp sk
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I n’atteint la valeur finale 1, = —ﬁq qu’au bout d’un temps infini, en pratigue

nettement supérieur & R Ainsi, la self s'oppose & I"établissement du

courant, mais elle nla aucune influence, une fois le régime stationnaire
atteint (fig. 8.7).
E

E,

FiG. B.7. E, A!

Al

Faisons aussi un bilan énergétique; de la relation
di=idt et de E=LIi+RI,
on déduit :
Edt =LdI+RIds,
soit en multipliant par 1 ;
Eldt = L1dI + RI*ds.

Le premier mmembre est Fénergie fournie par le générateur pendant le temps
df; cette énergie est en partie dissipée par effet Joule (terme RIZdt).

Le terme restant est nouveau; intégrons-le sur un intervalle de temps trés
grand {O, T} nécessaire pour établir le courant 1, :

T, Ly Ty 1 1
fLIIdxuf le1=f Ld(~12)=—ug.
1] 1] o 2 2

Cette quantité est I'énergie que te générateur fournit pour établir le courant
I, pendant la durée T nécessaire et en dehors de P'énergie dissipée par effet
loaule. Le générateur doit fournir cette énergie, méme si la résistance du
circuit est nulle. On peut dire encore que cette énergie est stockée sous
forme magnétique.

Dans le cas d’une self localisée c’est-a-dire concentrée dans une portion
bien définie du circuit, entre A et B sur le croquis, on a (fig. 8.8) :

V.-Vg=Li(=E—-RD. (8.6)
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R A

Fic. 8.8.

le|+

B

La chute de potentiel aux bornes d’une self est égale & LI
Les selfs réelles ont toujours une fajble résistance r et, en général, la
chute ohmique #I est faible devant LI,

2.4 Induction mutaelle

Si la variation de @ dans le circuit €, est duc & une variation de courant
daps un circuit voisin €., il apparait dans C, la force électromotrice
e = —@, .0, estleflux de 'induction créée par le circuit &, i travers
le circuit ¢ ;. Comme ['induction, ce flux est proportionnel au courant qui
le crée, seit I,; on a donc :

By =Myl (8.7)

On a de méme: P, _,=Mp,l, el on démontre que M,, =M,,. Ce
coefficient, appelé coefficient d’induction mutuelle (ou encore mutuelle),
de €, et C,, ne dépend que de Ia forme de €, et €&, et de leurs positions
relatives.

Comme la self, la mutoelle est souvent localisée, ¢’est-a-dire concentrée
dans une région du circuit. Mats M(=M,, = M,,) peut étre positif ou
négatif, selon la disposition des deux circuits. En se souvenant du scns de
I'induction créé par un élément de courant, on vérifiera [es signes de M
dans les deux cas représentés sur la figure 8.9.

_J;__. I " - M<0
i l :(* L | - \ {T—
I, Al

i

M=0 i
[
[ L
{a) Fic. 8.9. (h)
Dans €, apparait le f. é. m. d’induction : ¢, = —MI,. On aura pour ce
circuit : .
E,—Li, - Mi,=RI,. (8.8)
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Un transformateur (fig. 8.10) sert & coupler par mutuete deux circuits;
ceci apparait bien sur les exemples de la figure 8.10. Le «circuit
magnétique » (batonnet de ferrite, feuilles d’acier empilées) sert a canaliser

Fia. 8.10. . bdtonnet de ferrite feuitles d *acier isolées
maierian magnetigue Ies unes des auires
isolant /

A
J’

o)

transformatenr ]
élémentaire -
(utilisé en trés haute Nt I
fréquence)

transformateur
utilisé en radico, TV

L .
circuit magnétique

transformateur industriel

le flux d’induction; on admettra ici que celui-ci garde la méme valeur ¢

dans toute section du circuit magnétique. Soient n, et n, fe nombre de

spires des enroulements 1 (primaire) et 2 (secondaire). Le flux qui traverse
I'enroulement 1 est donc ®,=n,p; il est égal & @,=n,¢ pour

I'enroulement 2 (fig. 8.11). .

lignes 4’ mdactmn wcanalisées » par
/!e circuit magnetique

]
f
! .
T,
"—_1'")\4 Q'h_"‘ cireuit
. i A 2% =y [€2 drutilisation
S > . \__:*i

FiG. 8.11. ‘
el

Supposons gue 'enroulement soit alimenté sous une fension variable.
On a:
Vi=V,=Va= (I’ =H,@
Eutre C et D appara:t Ia force électromotrice :
e, = —&, = ~n,g.
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v e n
On en déduit que: v2-= ~—2, ou encore, le signe ayant ici peu
"
1 1

d’importance :

2| =22 (8.9)

« En bobinant plus ou moins de fil» au secondaire, on peut ainsi obtenir
une tension arbitrairement choisie. Si on admet que les pertes sont
négligeables (pas d'effet Joule, ni de couranis induits dans le circuit
magnétique, etc.), la puissance apportée au primsaire doit étre entierement
transmise au secondaire. On avura dopc, puisque la puissance est
proportionnelle au produit courant-tension :

L
L

Ces formules indiquent comment reconnaitre le sens d'utilisation d'un
transformateur; s'il doit «abaisser la tension» :

o
n,

(8.10)

| <€l — n,<€n, et

1
le fit devra &tre netlement pius gros au secondaire qu’au primaire. Un
examen visuel méme sommaire permet d’éviter un mavvais branchement
qui pourrait étre catastrophigue (en fabriguant du 2200 V; au lrcu de
22 V¢, par exemplel).

=1,

3, EFFETS DE CAPACITE. CONDENSATEURS

It s’agit de deux lames métalliques séparées par un isolant (fig. 8.12),

air, verre, mica

o méital
méta e ISOIGHE
principe

condensatenr réef

Fio. 8,12,

A I'aide d’un générateur de f.é. m. V, on peut enlever une charge Q &
"une des armatures (fig. 8.13, a) pour le transporter sur 'autre (il s'agit
évidemment d’un transport d’électrons en sens inverse).

Quand on branche le générateur (fig. 8.13, b}, un courant s établit dans
e sens A —— B;ils'arréte guand ia d. d. p. enlre les armatures a atteint Ja
valeur V (fig. 8.13, ¢). On démontre que ;

Q=CV. (8.11)
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Q=0 +Q B I +Q B
A 1+
ddp = :
T- A
Q=0 -Q A -Q A I=0
(a) (b) (¢}
Fic. 8.13.

Le coefficient C est la capacité du condensateur; elle ne dépend que de sa
géométric et de Iisolant utilise. C s’exprime en farad (1 farad=
1 coulomb/1 volt), mais le & F et le n F sont les ordres de grandeur les phus
habituels (1 uF=10"¢F; | nF=10"" F).

Le courant qui circufe dans AB & travers le générateur est alors

(fig. 8.13, b) :
I=0=Cv.| . (8.12) .

avec V=Vy-V,.

{I est positif quand Q augmente, négatif quand Q diminue.}

Quant i I'énergic emmagasinée, elfe est aisément calculable. Faisons
croitre V de dV, le condensateur étant déja chargé sous le potentiel V. Tl y
a transfert de la charge dQ de A & B. e générateur doit fournir |’ énergie :

W =V dQ = V(C dV).
Donc, pour charger le condensateurde O & VU, il faut fournir I'énergie :

W= j "CV dV =1 Cvi= & ~Lav,.

2 2C 2
Cette énergie est stockée dans le condensateur.

4. COURANT SINUSOIDAL
Laf.é. m. du générateur est une fonction sinusoidale du temps. Il en est .
de méme des courants dans les diverses branches et des différences de
potentiel entre 2 points quelconques du circuit.
4.1 Aux bornes d’une résistance
Vi{t)=V,—V,=V,cos wif =RI,
d’ol : I==yi° cos wt =1 cos wi.

La d.d p. et le courant aux bornes de R sont en phase.
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4.2 Aunx bornes d’une self

V{t)=V,— V2=V, cos wt =11,
d’ol: :
V - V T . T
I=~Eﬁsm wlt =ﬁ cos (mr —5) = [ cos (wt ——E).
Le courant est en quadrature reftard sur la tension.

4.3 Aux bornes d’une capacité
Ona:1=CV et V=V, cos ot Donc:
I=—CV,o sin ot =CwV, cos (mt + ;j) =1, cos (wi + g)
I Iest en quadrature avance sur V.

Ces résultats sont résumés, dans la représentation de Fresnel, sur la
figure 8.14.

s
<2
(=]

V-

o i mm D

._‘
—_
-
—
Q
<
—
—

résistance self capacité

Fic. 8.14.

4.4 Impédance

Chague élément passif {résistance, self, capacité) se caractérise, d’une
part par son impédance Z = V,/1;, rapport entre I'amplitude de la tension
appliquée entre ses extrémités et 'amplitude du courant, d’autre part, par
ie déphasage ¢ qu’il provoque entre tension et courant. Or a obtenu les
résultats suivants :

Résistance Self Capacité
Impédance Z R | & !
pédan @ G
(8.13)
e T
= + — —_——
@ { = phase de V 0 > 3

— phase de I)._
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Etément actif - on entend par |3 les générateurs, les récepteurs (et les
éléments qui ont les deux fonctions, comme un transistor). Ces éléments
seront caractérisés par leur force électromotrice (ou contre-
€lectromotrice) et leur impédance interne (les deux dépendant de la
fréquence).
Exemples d’utilisation : _

1° Circuit comportant une résistance ef une capacité en série (circuit
RC) (fig. 8.15, a).

A..—| DR

C

Y

B‘

(a) )

Fic, 8.15.

Les deux éléments sont parcourus par le méme courant; il est donc
logique de le prendre pour référence (vecteur O1). Les différences de
potentiel ont alors les amplitudes et les phases (par rappert 4 T) suivantes :

Va—Vp V= Vg Va—Vg

Amplitude I,/Co RI, V,
Phases —-rf2 0. e
Vecteurs oM. OM, OM
représentatifs

De Pégalité V,~V,=(V,—Vp)+(V,~V,), on passe & I'égalité
vectorielle OM =OM + OM,. Dans le triangle OMgM, on calcule
(fig. 8.15, b) :

COM2= V2= OM2 + MgM? = R2 + 2/(Ceo J2 = A(R? + 1/C%00?),
ou Vo =[R2+ 1/C%07],
et tg o = OM /OM, = 1/RCw.

La tension (V, — V) est en retard (de ¢ } sur le courant, ou encore, si la
tension V, — ¥V, est imposée, le courant est en avance (de ¢} sur la
tension. L'impédance du circuit est {R? + 1/{Cw )*}'/2. A basse fréquence,
I'impédance de la capacité est trés grande et I'emporte sur celle de la
résistance; c¢’est le contraire 4 haute fréquence, ' '

Ce circuit peut é&tre utilisé comme filtre : supposons en effet que
V. — Vg soit la superposition de tensions sinusoidales de fréquences
différentes; prélevons a tension aux bornes de la résistance V, — V qui
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est proportiennelle au courant; celui-ci est, comparativement, beaucoup
plus faible & basse fréquence qu'd haute fréquence; les composantes i
basse fréquence de V,— Vy seront donc trés atténuées. On obtiendrait
évidemment le résultat inverse si on prélevait la tension aux bornes de la
capacité Vo —V,.
2° Circuit comportant une résistance et une self en série {circuit RL).
Un calcul tout A fait analogue montre que 1€ courant est alors en retard de
phase sur la tension (tg ¢ = Lo /R) et que Z=(R*+L?«?)'/*. L' impédance
de la self est négligeable i basse fréquence, prépondérante & haute
fréquence.
3° Le méme calcul peut &tre appliqué & des éléments placés en série; on
trouve facilement que :
deux selfs en série (L, et L,) sont équivalentes & une self de valeur
L=L,+L,; (8.14, a)
deux capacités en série (C, et C,) sont équivalentes & une capacité C telle
que
1/C=1/C,+1/C,. (8.14, b)
4° Circuil comportant une résistance, une self ef une capacité en série
{circuit RLC).

B.

{a) : ik)

FG. 8.16.

On prendra encore le courant comme référence (OT). On obtient le
tabieau suivant :

Va—VpiVp—Vg Va—Vg Ve— Vg |Va—Vy
1
Ampl. Io/Co LwT, (La) - —~> I Ri, Vo
Cao
Phases —u f2 7 /2 a /2 0 @
Vecteurs OM. | OM,, OM,, OM, oM

Des égalités V, — V=V, ~ Vo) + (V- V) +(Vg~Vg) et V, —
Ve=(V,—Vp)+(Vp— V), on dédnit : .
OM = OM. +OM, +OM; et OM,=0M,+OM,,

—_— ke

d’oi encore : OM = OMg + OMg.
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Dans le triangle OMgM, on calcule (fig. 8.16, b) :

; 2

1 -
OM? = V}= OM + MM = (RL, Y + (Lo — =) 15

/1]

soit - Vo=T[R*+ (Lo — 1/Cu '},

Lo — 1/Cw I
t: = —
e e R

L’impédance est trés grande aux basses fréquences, i cause de la
capacité, et aux hautes fréquences, i cause de la self. Eiie passe par un
minimum pour Lo =1/Co ou @?=w}=1/LC : il y a résonance ; quand
on fait varier {a fréquence en maintenant constante I'amplitude V, de la
tension appliquée, I, passe par un maximum pour & = w,; si la résistance R
est faible, le maximum est aigu, Tes tensions aux bornes de L et de C
peuvent devenir importantes, trés supériecres méme 4 V, (fig. 8.17).

Z}
B
wg B
oy
Vao/R
Fig, 8.17.
r—
g
VLAVe )
- Vol /R
v v
Vol =S =
_Vb/ \\L
o
gy

Pour w # awy, il y a déphasage entre courant et tension. Dans Ia pratique,
en particutier pour toutes les applications industrielles, on a intérét &
annuler ce déphasage, ¢'est-d-dire 4 se placer A [a résonance : si le circuit
contient utne résistance et une self, on insére en série une capacité C telle
qu'a la fréquence utilisée, on ait LCw?=1. '
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S° Circuit puralléle (fig. 8.18, a} : en prenant ici la temsion
V=(V,— Vg) comme référence, on obticnt pour les amplitudes et les
phases des différents courants :

A > I I
Ii : R
L R
‘!E
B (a}
Fia. B.18.
(&)
1. I, Io+T, In 1
Amplitudes | Ca 'V, Vo/Lo | (Co — 1/La)V, | V/R I,
phases +7 /2 —ar /2 +ar /2 | 0 @
Vecteurs OM, oM, OM, OM, OM

On calcule comme précédemment (fig. 8.18, b) :
12=v2[1/R? + (Co — 1/Lo P ].
Si V, est fixée, I, est minimum i la résonance (0 == 1/VLC); pour
cetie raison, ce circuit est appelé circuit-bouchon.
Si, au contraire, on fixe I, V, passe par in maximum & la résonance.
6° Appliquant le méme calcul au cas d’éléments analogues placés en

paraligle, or trouve :
que deux selfs sont équivalents 2 une self L. telle que

1/L=14L,+1/L; (8.15, a)
que deux capacités soni équivalentes 3 une capacité C telle que
C=C,+0C,. (8.13, b)

155



PHYSIQUE GENERALE |
5. PUISSANCE CONSOMMEE PAR LE CIRCUIT

En appliquant les régles qui ont été rappelées ci-dessus i un circuit, on
peut donc obtenir d'une part 'impédance Z, d’autre part le déphasage ¢ de
la tension par rapport au courant. Le courant et la tensmn ont pour
expression :

I=1, cos wt,
V=V, cos(wt +¢},

avec Z=V,/1,.
On a vu (au chapitre 7) que la pumsance consommée par le circuit est
épale a4 VI; on aura donc :

P=VI=V,, cos wr cos{wt +¢),
I
921 cos ¢ +cos 2wt + ). (8.16)

P contient un terme constant et un terme oscillant 4 la pulsation 2w. Si on
caleule la puissance moyenne, ce dernier terme donne une contribution
nulle; il reste :

<p> = Yol

(8.17)

Soit Z I'impédance de ia portion de circuit considérée, R sa résistance.
On sait que :

Vo=2ZI, e Zcosp =R,
On peut donc écrite <P > sous ia forme ;
(ZI,) Ky RT;

<Px> E-—-—E‘“—* cas ¢ :T.

5.1 Courant et tension efficaces

Si on pose I =1,/V2, on obtient :
< P> =RI,2 : (B.18)

La formule a2 la méme forme qu’en courant continu. On peut aussi
poser :

Va
Viopp=—2-
RV
On a alors : <P > =V ol cOs 2. o (8.19)

Remarques : a) les tensions indiquées habituellement (220 volts —
"127 volts — 380 volts) sont des tensions efficaces;
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b) les contrdleurs universels du commerce indiquent des tensions
efficaces et des courants efficaces;

¢) attention! si on exprime P en fonction de V;, on obtient :
Vs cOS P,
7.

et non pas V.°/R comme on pourrait le croire d’aprés le résultat
obtenu en courant continu.

v
<P> =VEH( gf) cos @ =

5.2 Importance du cos ¢

Si <P> et V, (ou V) sont fixées, le courant est minimum quand
cos ¢ est maximum.

Or, on cherche toujours i minirniser le courant, a la fois pour diminuer
les pertes par effet Joule et pour &viter les chutes ochmiques de teasion. 1
est donc important que le cos ¢ d'un circuit reste aussi proche que pessible
de 1.

Ph

1
3 Valg( +cos ¢}

(P)

¥~

1
EVDID(—I +cos @)

FiG. 8.19.

(On remarque d’ajfleusrs que, pour cos ¢ <<1, la puissance P
consommées par le circuit, est par moment négative (fig. 8.19), ce qui
signifie au’il restitue alors de I"énergie; il a absorbé trop d’énergie donc
trop de courant, pendant les intervalles de temps ol P est positive; ce
fonctionnement est, si on peut dire, malsain.)

Pour les appareils industriels (alternateurs, transformateurs, moteurs),
on indique généralement Ia valeur de VI, en volts X ampéres (V. A.) et
la valeur de cos ¢.
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Un bon moteur a un cos ¢ supérieur & 0,9. D’autres appareils, comnme
les postes de soudure 4 P'arc, ont des cos @ beaucoup plus bas (0,54 0,6); il
faut alors «remonter le cos ¢ », en insérant des capacités si I'impédance
est selfique (cas le plus fréquent) pour se rapprocker de Ia réscnance.

5.3 Circuit purement selfique ou purenient capacitif

On a alors ¢ = o /2 (self pure) ou @ = —u /2 (capacité pure); dans les
deux cas, cos ¢ =10.

Donc, en moyenne, une self (ou une capacité) ne consomme pas
d’énergie; Pénergie cst stockée par la self {tant que | augmente), puis
restituée (quand T diminue), de nouveau stockée, etc.
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