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Avant-propos 

Ce manuel est destiné aux étudiants sortant de l'Enseignement secondaire et effectuant un 
parcours vers le palier de formation bac + 3 : BTS, DUT, licences professionnelles et techno­
logiques, licences des sciences et techniques à l'Université, classes préparatoires technolo­
giques. Il peut concerner aussi les étudiants du palier supérieur, pour révision et consolidation 
des connaissances et même un peu plus pour les paragraphes notés « Pour aller plus loin » . 

Il devrait aussi intéresser les candidats aux concours de professeurs de !'Enseignement tech­
nique et de !'Enseignement professionnel ainsi que les auditeurs de la Formation continue. 

Les notions de base sont rappelées, mais les prérequis de ce cours sont les programmes et les 
méthodes de Terminale des sections S, SI, STI. 

Loriginalité de la présentation de l'ouvrage est de faire une grande place à des études de cas 
et à des exercices corrigés, souvent inspirés de problèmes issus des concours de recrutement 
de professeurs, mais remaniés pour passer d'une vision « concours » à un objectif de forma­
tion. C haque fois qu' il est possible, c'est le problème qui précède les éléments de cours. La 
solution du problème est, généralement, initialisée dans l'énoncé, afin de ne pas décourager 
le lecteur à entreprendre sa résolution. 

Cette démarche, par exercices de base précédant le cours, s'inscrit aussi dans la nouvelle péda­
gogie qui s' installe dans !'enseignement technologique à base de projets, de situations 
problèmes concrètes avant toute formalisation. 

La simulation informatique, m éthode relativement nouvelle, est abondamment utilisée pour 
la résolution de problèmes. Il en est de même des méthodes de calcul informatisées comme 
l'usage des tableurs qui, révolutionnant aujourd'hui notre société, doivent inévitablement 
avoir un impact sur nos m éthodes d'enseignement. 

De mêm e, la démonstration, si prisée en sciences physiques, n'est pas systématique dans le 
déroulé de cet ouvrage. Il faut parfois savoir admettre, pour l'utiliser, une loi, qui, de par son 
ancienneté ou son universalité, est bien connue. 

Un certain nombre de méthodes sont rendues obsolètes par l'utilisation de la simulation, du 
calcul conduit à la calculatrice ou à l'ordinateur, et leur place a été réduite dans la présentation 
du manuel. Un des buts de cet ouvrage est de stimuler l'intérêt pour la discipline 
électrotechnique, relativement ancienne, mais que la recherche et la technologie remettent, 
périodiquement, au goût du jour par des besoins nouveaux et de nouvelles applications. 

Lélectrotechnique est réellement née en 1870, au moment de la présentation de la génératrice 
à courant continu de Zénobe G ramme à l'Académie des sciences de Paris. Cette innovation 
techniques' appuyait sur les travaux des physiciens, pionniers de l' électromagnétisme, comme 
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Avant-propos 1 IX 

Ampère et Faraday. Très vite, l'électrotechnique a progressé, avec les travaux de Tesla, Ferraris 
et Siemens sur le courant alternatif, le triphasé et la conversion électromécanique, et un corps 
d' électrotechniciens s'est constitué dès la fin du XIXe siècle. Dès 1925, la force motrice élec­
trique a supplanté la force motrice thermique, sauf dans le domaine remarquable des trans­
ports, mais il est évident que cela changera au cours du XXIe siècle. Lélectronique de puissance 
a fait de spectaculaires progrès dans les trois dernières décennies du xxc siècle. Il en est de 
même des problèmes liés à la sécurité électrique et à l'amélioration de la qualité de l'énergie 
électrique du réseau. Les défis du siècle présent sont maintenant la production d 'énergie élec­
trique par les énergies renouvelables ainsi que la gestion de ces énergies intermittentes. Le 
domaine du stockage d'énergie, encore balbutiant, devrait connaître des progrès essentiels. 
Lélectrotechnique n'est donc pas cette discipline usée et ennuyeuse. Elles' appuie, certes, sur 
la physique et cela rend sa modélisation parfois ardue. Mais la souplesse de l' énergie électrique 
est telle que l'électrotechnique sera incontournable dans l'avenir proche. Elle sera donc 
porteuse d 'emplois et à l'origine de carrières de techniciens, d ' ingénieurs et de chercheurs. 

L auteur, physicien de formation, voudrait faire partager au lecteur ce goût pour cette disci­
pline qu'il a découvert pendant sa vie professionnelle. 

Le premier tome traite, en trois chapitres : 

de L'énergie et de la puissance en général, en faisant une place particulière à la mécanique, 

la thermique et l'électromagnétisme ; 

des systèmes en boucle ouverte ou fermée ; 

de la distribution de l'énergie électrique, du régime sinusoïdal, des transformateurs et de la 

sécurité électrique ; 

avec 96 exercices. 

Le second tome traite, en trois chapitres : 

de la modulation de l'énergie électrique par L'électronique de puissance ; 

de la conversion électromécanique ; 

de la régulation et des asservissements en électromécanique ; 

avec 9 7 exercices. 
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X 1 Physique appliquée à Io conversion et à Io distnbution de l'énergie électrique 

Unités du système international 

In tensité d'un courant (ou courant) ampère 

Tension électrique, Potentiel, F.e.m. volt 

Puissance watt 

Énergie, Travail, C haleur joule 

Puissance réactive volt-ampère réactif 

Puissance apparente volt-ampère 

Puissance déformante volt-ampère déformant 

F.m.m. ampère 

Flux magnétique weber 

C harge électrique coulomb 

C hamp électrique voir par mètre 

C hamp magnétique ampère par mètre 

Induction électrique, Polarisation coulomb.mètre carré 

Induction magnétique, Aimantation tesla 

Moment magnétique ampère.mètre carré 

Moment d ipolaire coulomb.mètre 

Perméabilité magnétique absolue henry par mètre 

Permittivité diélectrique absolue farad par mètre 

Capacité farad 

Résistance, Impédance, Réactance ohm 

C onductance, Admittance siemens 

Réluctance henry moins 1 

Résistance thermique degré par watt 

Perméance henry 

Résistivité ohm.mètre 

Inductance propre et mutuelle henry 

A 

V 

w 

] 

var 

VA 

vad 

A ou Arr 

Wb 

c 

V.m-1 

A - 1 .m 

C.m2 

T 

A.m2 

C.m 

H -1 .m 

F - 1 .m 

F 

Q 

sou n-1 

H- 1 

0 c.w-1 ou K.w-1 

H 

O.m 

H 
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Conductivité 

Densité de courant 

Pulsation, vitesse angulaire 

Accélération angulaire 

Vitesse 

Accélération 

Masse 

Moment d' inertie 

Force 

Moment de force ou de couple 

Période temporelle 

Fréquence 

Pression 

Débit volumique 

Unités du système international 1 XI 

siemens par mètre s -1 .m 

ampère par mètre carré A.m- 2 

radian par seconde rd.s- 1 

radian par seconde au carré rd.ç 2 

mèrre par seconde m.s- 1 

mètre par seconde au carré m.s-2 

kilogramme kg 

kilogramme.mètre carré kg.m2 

newton N 

newton.mètre N .m 

seconde s 

hertz H z 

pascal Pa 

mèrre cube par seconde m3.ç l 
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XII 1 Physique appliquée à Io conversion et à Io distribution de l'énergie électrique 

Notations principales 

Intensité instantanée i Densité de courant 

Intensité maximale Imax Densité de puissance 

Intensité efficace ou intensité en I Inductance propre 
continu 

In tensité moyenne Imoy Mutuelle inductance 

Impédance 

Réactance 

Tension instantanée V OU U Moment magnétique 

Tension maximale vmax; Moment de couple 

umax 
Tension efficace ou tension continue V Force, résultante 

Tension moyenne vmoy Force axiale 

Tension simple en triphasé (efficace) V Vitesse 

Tension composée en triphasé (effi- u Accélération 
cace) 

Puissance instantanée p V itesse angulaire 

Puissance moyenne pmoy Accélération angulaire 

Puissance active p Température 

Puissance réactive Q Échauffement 

Puissance complexe _S Conductance 

Puissance apparente s Constante de temps 

Pulsation 

Taux de distorsion harmonique THO Fonction de transfert 

En boucle ouverte 

Phase de v par rapport à i 
<l'v/i OU <p Fonction de transfert 

En boucle fermée 

Facteur de puissance cos<p ; Consigne 

FP 

Décalage polaire ou angle interne ô Mesure 

F.e.m. E, e Erreur 

F.m.m. t Erreur corrigée 

j 

y 

L 

M 

z,z 

X 

M 

c 

F 

F"" 

V 

y 

Q, N 

r 

e 

e 

G 

't 

(ù 

G(s) 

H (s) 

c(t) ; C(s) 

m(t); M(s) 

t:(t) ; E(s) 

Uc(s) 
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Flux magnétique 

Flux total 

Champ électrique 

Champ magnétique 

Induction électrique 

Induction magnétique 

Polarisation 

Aimantation 

Perméabili té magnétique absolue 

Perméabilité magnétique relative 

Permittivité diélectrique absolue 

Permittivité diélectrique relative 

Capacité 

Résistance 

Réluctance 

Résistance thermique 

Perméance 

Résistivité 

Conductivité 

<p,<I> 

"' 
E 

B 

D 

B 

p 

~ 

µ 

µ, 

E 

E, 

c 

R 

9\ 

R ou R,h 

p 

p 

y 

Notations principales 1 XIII 

Fonction de tran sfert R(s) 

Correcteur 

Inductance propre L 

Inductance mutuelle M 

Glissement g 

Variable de Laplace s 

Fréquence f 

Période T 

Constante de temps 
'tem 

électromécanique 

Vitesse de synchronisme n, 
Synchronisme Indice « s » 

Grandeur statorique Indice « S » 

Grandeur rotorique Indice « R » 

Axe dirigé vers l'arrière du plan de 
figure 

® 

Axe dirigé vers le lecteur 0 
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L'échange d'énergie 
dans les systèmes physiques 

et technologiques 
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CHAPITRE 1-1 

Énergie et systèmes 

1.1 Lénergie et la puissance 

Objectifs 

• Formes d'énergie. Stockage et transfert d 'énergie. 

• Travail et puissance. 

• Conventions de signes des transferts d'énergie et de puissance. 

• Établir un bilan d'énergie en électricité. Énergie utilisable. 

1.1.1 Énergie et systèmes 

1.1.1.1 Qu'est-ce que l'énergie? 

C'est une grandeur physique qui ne se définit pas, mais que tout un chacun utilise constam­
m ent. Si l'on veut néanmoins tenter une définition , on dira que l'énergie est ce qui permet à 
un système physique de se transformer ou de se déplacer. 

L existence de l'énergie a été postulée par les premiers thermodynamiciens qui ont pu produire 
une action mécanique à partir de chaleur, comme dans une m achine à vapeur, au cours du 
XVIIIe siècle . 

U n système physique voit son énergie p rendre des fo rmes successives au cours de son évolu­

tion ou de sa transformation. 

Que l'on considère simplement un homme dans son activité de tous les jours : il transforme 

l'énergie contenue dans ses aliments en travail, pour ses activités, et en chaleur. 
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4 1 Energie et systèmes 

1.1.1.2 Qu'est-ce qu'un système? 

Un système« S » est constitué d'un ensemble de composants Cl, C2, C3 ... en interaction 
entre eux et avec l'environnement (Figure 1.1). 

1Environnement 1 

Figure 1.1 Système, composants et environnement 

Linteraction entre composants peut revêtir diverses formes. Nous nous intéressons à l'échange 
d'énergie. Considérons un système simple : un moteur électrique connecté au réseau électrique 
entraîne une pompe qui élève de l'eau d'un réservoir inférieur vers un réservoir supérieur. Cet 
ensemble réseau-moteur-pompe-eau constitue un système. Chaque composant est un sous­
système. Pour le sous-système « moteur », le réseau et la pompe constituent l'environnement. 
Les composants du système global échangent l'énergie. Le dernier composant (l'eau), quant à 
lui, stocke de l'énergie, puisqu'il pourrait, à son tour, travailler dans une machine hydraulique. 

Lors de l'échange d'énergie entre les composants du système, celle-ci change de forme. Nous 
allons préciser cela dans la suite immédiate de ce chapitre, mais l'exemple précédent montre 
que l'énergie présente des formes d'échange ou des formes de stockage. 

1.1.1.3 Système en boucle ouverte ou en boucle fermée 

Un système est dit « en boucle ouverte » si la grandeur physique de sortie (par exemple, la 
vitesse du moteur) ne dépend que de la grandeur d'entrée (la tension dans l'exemple précédent) 
et de l'environnement du système (la charge mécanique de l'exemple). Le système est en 
boucle fermée si la grandeur de sortie réagit sur la grandeur d'entrée pour la contrôler. On 
parle aussi de rétroaction. Cette notion constitue le fondement de l'automatique. 

1 .1.2 Transfert et stockage d'énergie 

1.1.2.1 Formes de l'énergie 

Lénergie se présente, en fait, sous de nombreuses formes. Mais la différence fondamentale 
vient de la possibilité ou non de la stocker sous telle ou telle forme. 

Les énergies contenues dans la matière (énergie chimique, atomique, nucléaire), l'énergie 
mécanique (énergie de l'eau retenue par un barrage, énergie cinétique d'un volant d'inertie), 
l'énergie électrostatique (entre les enroulements d'un condensateur) et l'énergie magnétique 
(dans une bobine) sont des formes d'énergie qui peuvent se stocker. On les qualifiera de 
formes d'énergie d' étar. Le lac de barrage, le volant d'inertie, la batterie d'accumulateurs, 
le cœur du réacteur nucléaire, sont aussi des réservoirs d'énergie. 

Les deux dernières formes d'énergie (électrostatique et magnétique) peuvent même être 
stockées dans le vide, ce qui n'a pas manqué de susciter des interrogations de la part des 
physiciens théoriciens. Ils ont inventé pour cela la notion de champ, qui sera développée plus 
loin (Chapitre 2, § 7) . 
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L'énergie et Io puissance 1 5 

Lorsque l'énergie est sous une forme d'état, elle est quantifiable. La phrase suivante a alors un 
sens : « Le système possède une énergie de 5 kJ. » On rappelle que le joule (symbole J) est 
l'unité d'énergie. 

Les formes d'énergie de transfert sont le travail et la chaleur. Ce sont des formes non stockables. 
Ce sont les deux formes d'énergie qui interviennent lorsque des composants d'un système 
échangent de l'énergie ou lorsque l'énergie stockée par le système varie au cours d'une 
transformation. 

Si l'énergie électrique doit être considérée comme une énergi e de transfert, c'est qu'elle repré­
sente, en réalité, un travail de forces électriques. Le rayonnement est aussi une forme d'énergie 
de transfert, mais le plus souvent, le transfert par rayonnement équivaut, au bilan définitif, 
à un transfert de chaleur. 

La phrase « Le système contient 5 kJ de travail ou de chaleur » n'a aucun sens. Mais on peut 
dire: «Un chauffe-eau échange 5 kJ de chaleur avec une salle de bains. » 

Une variation d'énergie stockable sera notée L1E, et un échange de travail ou de chaleur Wou 
Q. Les expressions L1W ou L1Qn'ont aucun sens physique. 

Nous allons devoir considérer des variations ou des échanges élémentaires d'énergie. Une 
variation est dite élémentaire si elle est de très faible amplitude. 

1.1.2.2 Travail d'une force 

À partir de cet exemple, nous introduisons, en même temps que la notion de travail, si impor­
tante dans les échanges d'énergie, les éléments du raisonnement de calcul différentiel et 
intégral. 

Considérons un véhicule se déplaçant sur une route horizontale à une vitesse donnée. Lorsque 
le conducteur demande au moteur une accélération, une force de traction constante, 
horizontale, dans le même sens que le mouvement F, est appliquée au véhicule sur une 
distance d. Celui-ci voit sa vitesse augmenter. 

De même si le conducteur demande une décélération, une force de freinage F' constante, 
horizontale et en sens inverse du mouvement est appliquée sur une distance d'. 

Pour l'échange d'énergie, ce qui est déterminant, 

• c'est la présence simultanée d'une force et d'un déplacement, 

• c'est le produit (et non le quotient) de la force par la distance. 

Mais le signe de l'échange d'énergie doit traduire chacun des deux cas contraires. 

Le travail de la force F est, ici, dans ce cas simple, donné par W = F.d. 

Application numérique : d = 50 m ; F = 2 000 N : W = 1 OO 000 J. Il est positif . 

Le travail de la force de freinage F' est donné par W = - F' .d' . 

Application numérique: d = 25 m ; F' = 4 000 N : W = - 100 000 J. Il est négatif 

Comment faire évoluer la relation de définition du travail si la force F est variable au cours du 
déplacement ? 

On doit utiliser le calcul différentiel et le calcul intégral. 
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6 1 Energie et systèmes 

1.1.2.3 Exemple : Travail des forces d'élasticité 

Lélasticité est un phénomène très répandu dans nos systèmes physiques et technologiques. 

Un système mécanique est élastique 

• s'il présente une position d'équilibre ; 

• si, lorsqu'on l'écarte de sa position d'équilibre, il réagit en créant une action mécanique 
(de rappel) qui tend à le ramener à l'équilibre. 

Un ressort est un système élastique très simple (Figure 1.2). 

Il possède une longueur à vide .€0 . Lorsqu'on l'étire (un peu, pour ne pas le détruire ou 
dégrader son élasticité) d'une longueur x, il exerce une force de rappel F = -kx, opposée à 
l'élongation x. k est une constante caractéristique du ressort. Cette force est vari able avec x. 
Le travail W n'est pas égal à F.x. Il faut donc généraliser la définition du travail. 

~dx 

Figure 1.2 Force et élongation dans un système élastique comme un ressort 

On appelle dx une distance « élémentaire » suffisamment faible pour que !'on puisse consi­
dérer F comme une constante sur cette distance. On considère un travail « élémentaire » 

donné par l'écriture « différentielle » dW 

La généralisation de W = F.d donne : 

dW = F.dx 

Le travail pour un déplacement non élémentaire quel' on qualifie de « fini », noté fuc = x2 - x1, 

est alors donné par une intégrale : 

Au-delà du baccalauréat, on utilisera le plus souvent ce type de raisonnement . 

Application numérique : 

.€ 0 = 20 cm; k = 10.u.S.I. ; x1 = 1 cm; x2 = 1,41 cm 

W = ~ (x~ -x;) = 1; [0.10- 2 
)
2 

- (1, 41.10-
2 

)
2 J = - 5.10- 4 J 

1.1.2.4 Expression générale du travail mécanique 

On donne ici l'expression générale du travail élémentaire dont on se servira à partir de main­

tenan t. Soit une force F appliquée à un point mobile qui se déplace de la distance élémentaire 
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L'énergie et Io puissance 1 7 

df, force et déplacement n'étant pas nécessairement colinéaires. Le travail élémentaire 
apparaît comme un produit scalaire : 

dW = F.df . 

Il est doté d'un signe. Lorsque le point mobile se déplace d'un état 1 à un état 2, le travail est 
obtenu par une intégrale : 

2 

WH2 = fF.df 

1.1.2.5 Travail moteur et travail résistant 

Un travail positif est dit moteur. La force est dite motrice. 

Un travail négatif est dit résistant. La force est dite résistante. 

1.1.2.6 Exercice avec réponses 1-1 : Le travail du poids 

(1.1) 

Une masse m, de poids P =mg, glisse en descendant sur un toboggan, comprenant une partie 
AB horizontale, une partie CD horizontale et une partie inclinée BC. On appelle h le dénivelé 
(Figure 1.3). 

• Montrer que le travail du poids s'exprime par la relation W = mgh. 

• Corriger cette relation si la masse m monte le long du toboggan. 

Point de départ. 

A B z 
0 B C 0 

1 
,a 
'~ 

WA--70 = f P.df = f P.df + f P.df + f P.df 
B C A A 

B C 0 

WA--70 =P.(J df+ f df+ f df )=P(AB+BC+CD) 
c A B C - - -- - -

P.(AB) = 0; P.CD = 0 WA--7D = P.(BC) 

Figure 1.3 Travail d'un poids 

Réponse: 

Wco = W8c = P.cosa.BC; cosa.BC = h; W = mg.h > 0 

En descendant le toboggan, le poids effectue un travail moteur. Le poids est une force motrice. 
En montant, le poids effectue un travail résistant, W = - mgh <O. Le poids est alors une force 
résistante. 

Remarque 

On utilise, ici, la notion différentielle de la dérivée. Soit y = f(t) une fonction du temps. 
rexpression df ou dy signifie : 

df = dy = f'(t).dt =:::} f(t) = df /dt = dy/dt 

r2 c2[d ] 
Donc : f(t) = J f'(t).dt = J _r .dt 

cl cl dt 
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8 1 Energie et systèmes 

1.1.2.7 Convention de signe des échanges d'énergie 

Dans l'ensemble de ce cours, on adopte la convention de signe suivante. 

Si un système physique reçoit de l'énergie (nécessairement sous une forme de transfert, travail 
ou chaleur), celle-ci est comptée positive. Dans le cas contraire, si un système physique 
fournit de l'énergie (nécessairement sous une forme de transfert, travail ou chaleur), celle-ci 
est comptée négative. La même convention vaut pour la puissance, que nous introduisons 
maintenant. 

1.1.2.8 Relations énergie-puissance 

Lors d'un processus, lorsque de l'énergie est échangée (dans un transfert) ou modifiée (dans 
le cas d'une forme d'état), cela prend nécessairement un certain temps. La puissance prend en 
compte la dimension temporelle de l'échange d'énergie. 

Dans le cas d'un échange d'énergie par une forme de transfert (travail, par exemple), la puis­
sance qui correspond à un travail dW « élémentaire » échangé pendant une durée infiniment 
petite dt, est donnée par : 

dW 
p=­

dt 
(1.2) 

En utilisant la notation différentielle de l'énergie, la puissance apparaît comme la dérivée du 
travail par rapport au temps, et le travail comme l' intégrale de la puissance, la variable d'inté­
gration étant le temps. 

Le plus souvent, cette formule est inutilisable, car on ne connaît pas la fonction W(t). On ne 
peut, dès lors, accéder qu'à la puissance moyenne. Pour un travail W effectué pendant une 
durée t : 

w 
Pmoy = ­

t 

Dans le cas d'une variation d'énergie d'état, les formules précédentes deviennent: 

~E dE 
p = ­

dt 
O U Pmoy = -

t 

1.1.3 Énergie et puissance électrique 

1.1.3.1 Puissance électrique instantanée 

(1.3) 

La forme d'énergie électrique ne peut pas être stockée. Si l'on dit parfois que l'on stocke 
l'énergie électrique, on le fait par abus de langage. Pour le stockage, l'énergie électrique doit 
être transformée en une autre forme d'énergie (chimique, électrostatique, magnétique . .. ). 
C'est le rôle des systèmes technologiques du génie électrique. 

eénergie électrique est, en fait, un travail de forces électriques. 

La puissance électrique instantanée, puissance des forces électriques, s'exprime par le produit 
d'une tension et d'une intensité, quelle que soit la nature du régime électrique: p(t) = u(t)i(t) . 

Les lettres minuscules représenteron t toujours des valeurs instantanées, et on omettra doréna­
vant, le plus souvent, le temps t entre parenthèses. 

Dans le cas général, un composant électrique possède deux bornes. C'est un dipôle 
(électrocinétique). 
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L'énergie et Io puissance 1 9 

1.1.3.2 Convention récepteur. Convention générateur 

Sauf avis contraire, on utilisera pour représenter le courant dans le composant et la tension 
aux bornes du composant, la convention récepteur, figurée ci-dessous, car elle respecte les 
conventions de signes générales précédentes (Figure 1.4). 

u(t) 

Figure 1.4 Convention récepteur en électricité 

En électricité, la relation puissance-travail donne : 

dW 
p = u.i = --; dW = u.i.dt 

dt 
(1.4) 

Avec la convention récepteur, lorsque la puissance instantanée est positive, le dipôle reçoit 
effectivement de l'énergie électrique, il est alors effectivement récepteur (d'énergie). Lorsque 
la puissance instantanée est négative, le dipôle fournit del' énergie électrique, il est générateur 
(d'énergie). 

Tout est inversé en convention générateur (Figure 1.5). 

u(t) 
i(t) 

~~~~~~~1-

Figure 1.5 Convention générateur en électricité 

Avec la convention générateur, lorsque la puissance instantanée est positive, le dipôle fournit 
effectivement de l'énergie électrique, il est alors générateur (d'énergie). Lorsque la puissance 
instantanée est négative, le dipôle reçoit de l'énergie électrique, il est récepteur (d'énergie). La 
convention générateur, très employée, ne suit pas les conventions de signes précédemment 
posées. Il ne faut pas s'interdire de l'utiliser, mais seulement être conscient du problème. 

1.1.3.3 Justification des noms donnés aux conventions récepteur et générateur 

On considère un accumulateur, appelé de façon impropre « pile rechargeable ». Celui-ci 
possède un pôle positif P et un pôle négatif N parfaitement identifiés (Figure 1.6). Ils 
dépendent de la nature des électrodes. La tension uPN est toujours positive. 

Lorsque l'on charge l'accumulateur, celui-ci est réellement récepteur d'énergie. Le courant 
réel va de P vers N, iPN >O. Le produit entre le courant iPN et la tension urN est effectivement 
positif . 

Lorsque l'on décharge l'accumulateur, celui-ci est réellement générateur d'énergie. Le courant 
réel va de N vers P, iNP > O. Le produit entre le courant iNP et la tension urN est effectivement 
positif. 

ipN > O 

p )o +1 ._1 --~ 
Nt UpN > O 

iNp > Û 

p • + 111----~ 
Nt UpN > O 

Figure 1.6 Accumulateur en charge (récepteur) et en décharge (générateur) 
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10 1 Energie et systèmes 

Il est donc naturel de choisir uAB et iAB en convention récepteur, et uAB et i6A en convention 
générateur. 

1.1.3.4 Intensité du courant 

Lintensité du courant traduit le débit de charges électriques, la tension, la dissymétrie entre 
les bornes du dipôle (Figure 1.7). 

Soit dq la quantité élémentaire de charges portée par le courant i qui traverse une section du 
conducteur pendant la durée élémentaire dt : 

01--- ------r;',-·. _·',,__, :3 Cood"'''"' 

Figure 1.7 Tube de courant 

Par définition, l'intensité du courant i est donnée par: 

. dq 
1=-

dt 
(1.5) 

Cette relation généralise, en régime électrique quelconque (transitoire, alternatif sinusoïdal . .. ), 
l'expression du régime continu 1 = Q/t. 

1.1.3.5 Le point sur les régimes électriques 

En électricité, le terme de « régime » recouvre trois grandes situations. 

Le régime continu 

Tension et courant sont constants au cours du temps. La source de tension est le plus souvent 
un générateur électrochimique (pile, accumulateurs). Historiquem ent, ce fut le premier 
régime utilisé lors de la naissance de l électricité et de l'électrotechnique. 

Le régime alternatif sinusoïdal 

Tension et courant sont des grandeurs alternatives sinusoïdales, donc périodiques du temps 
et donc variables en permanence. C'est le régime d'alimentation industriel des systèmes 
électrotechniques le plus employé. 

Au bout de quelques instants, le régime« variable» est établi, les valeurs crêtes et les valeurs 
efficaces ne varient plus. 

Les régimes transitoires (Figure l .8) 

Tension et courant varient au cours du temps selon des lois connues, en général. 

Ils précèdent ou suivent les régimes continus ou établis, lors de la fermeture et de l'ouverture 
des circuits. 

Remarque 

En toute rigueur, le régime sinusoïdal est un régime transitoire, puisque courant et tension 
sont des fo nctions sinusoïdales du temps. On fera donc la différence entre le régime alternatif 
établi et le« vrai » régime transitoire qui existe à l établissement et à la rupture du régime établi. 
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L'énergie et la puissance 1 11 

------------~ .. - · - ·· - · · - ·· - ·· - , _ ,. _ ,. _ ,, _ ,. _ ·-· )Io--

Régime transitoire « vrai » Régime établi 

Figure 1.8 Exemple de régime variable 

1.1.3.6 Le travail des forces électriques 

dW = pdt = u.i.dt = u.dq 

C'est une relation générale : lorsque une charge dq se déplace entre deux points soumis à la 
tension u =VA - V 8 , le travail électrique est donné par : dW = u.dq. 

Après intégration, 

1.1.3.7 Exercice corrigé 1-2 : Bilan de l'énergie lors de l'association d'une source 
de tension et d'une charge. Notion de source parfaite en électricité 

(1.6) 

Avant d'entrer dans l'exerci ce, rappelons ici la notion de source parfaite en électricité, qui ne 
se comprend bien que par comparaison à une source réelle. 

Figure 1.9 Caractéristique d'une pile en convention générateur 

Considérons une source réelle : une simple pile, par exemple. Lorsque la pile n'est pas reliée à 
un circuit, elle ne débite pas. Elle est dite en circuit ouvert. La tension entre ses bornes Pet N 
est la tension Üco (circuit ouvert) . Lorsque la pile débite un courant INP• la tension ÜrN 
diminue. Si le courant INP est maximal, la pile est dite en court-circuit, la tension ÜrN s'annule. 
Le courant débité est appelé « courant de court-circuit», noté Icc-

Cet exemple permet de généraliser à toutes les sources les données Üco et Icc-

UAB 

A\D-s 
UAB 

uAB = Uco 
Uco 

8 lcc 
A B lcc 

iAB 

Source de Source de iAB 
tension parfaite courant parfaite 

Figure 1.10 Caractéristique d'une source de tension parfaite et d 'une source de courant parfaite 
(convention récepteur) 
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12 1 Energie et systèmes 

Une source de tension est dite parfaite (Figure 1.10, à gauche) si la tension à ses bornes est 

constante (et égale à la tension à vide ou tension en circuit ouvert Uc 0 ), quelle que soit la 
valeur du courant. Le courant de court-circuit Icc est infini. Il découle de cela que m ettre une 
source de tension en court-circuit est interdit, car ce serait imposer une tension de court­
circuit nulle aux bornes d'un composant qui impose, lui-mêm e, la tension à ses bornes à une 
valeur finie. Si cela se produit accidentellement, le courant dans la branche contenant la 

source est alors très élevé et probablement destructif. 

A fortiori, aux bornes d 'une branche contenant une source de tension parfaite, la tension ne 

peut présenter de discontinuité au cours du temps. 

Une batterie d 'accumulateurs en bon état est très proche de ce modèle, car sa résistance 

interne est très faible. 

Une source de courant est dite parfaite (Figure 1.10, à droite) si le courant débité est constant 

(et égal au courant de court-circuit Icc), quelle que soit la valeur de la tension à ses bornes. 

La tension en circuit ouvert Uco est infinie. Il en découle que mettre une source de courant 
en circuit ouvert est interdit, car ce serait imposer un courant nul à un composant qui impose, 

lui-même, le courant dans sa branche à une valeur finie. Si cela se produit accidentellement, 
la tension aux bornes de la branche contenant la source est alors très élevée. A fortiori dans 

une branche contenant une source de courant parfaite, le courant ne peut présenter de 
discontinuité au cours du temps. 

Question: 

Une source de tension parfaite U(= cte) débite dans une charge le courant i(t) pendant un 
temps T. Ce courant fait transiter dans le circuit une charge Q. 

Exprimer la puissance électrique instantanée en fonction de U , i et t. Montrer que le travail 
des forces électriques fourni s'exprime simplement en fonction de U et Q. 

Réponse: 

Lorsque la source fournit une charge dq pendant dt, le travail élémentaire des forces électriques 

est donné par : 

. dq 
dW = p.dt = U.idt ; 1 =dt ; dg= i.dt ; dW = Uidt = U.dq 

T Q 

W = f U.i(t)dt = f Udq = U.Q 
0 0 

Lorsqu'une source de tension contient une charge Q, sous une tension à vide U , elle contient 

une énergie stockée, dite« énergie potentielle », égale au produit U .Q . 

D ans un transfert d'énergie, il se peut que toute l'énergie potentielle stockée ne soit pas 

convertible . 

Seule une partie de l'énergie peut être convertie en travail. Cette partie est appelée « énergie 
utilisable» ou « énergie libre ». N ous allons préciser maintenant cette notion avec l'exemple 
d 'un condensateur. 

1.1.3.8 Exercice corrigé 1-3 : Bilan d'énergie lors de la charge d'un condensateur. 
Énergie utilisable en électrostatique 

Un condensateur, de capacité C, est mis en série avec une résistance R. Il est chargé par une 

source de tension parfaite de tension à vide U (Figure 1.11). 
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L'énergie et la puissance 1 13 

Au cours de la phase de charge, u et i sont variables. Il s'agit donc d 'un régime transitoire. 

~ 

i(t) 
c ut 

Figure 1.11 Charge de condensateur 

Rappels concernant les équations d'un condensateur. 

Pour un condensateur, les relations entre la charge q, le courant i et la tension u sont données 
par trois équations, indiquées en convention récepteur. 

~~ 
u 

Figure 1.12 Condensateur en convention récepteur 

Convention récepteur : 

On utilise ici, encore une fois, la notation différentielle de la dérivée. 

du du U 
i = C - ; U = u + Ri= u + RC-::::} u(t) = U(l - exp(- t I RC); i(t) = - exp(- t I RC) 

dt dt R 

La solution de l'équation différentielle fait intervenir le produit RC homogène à une durée 
(Figure 1.13). 

On appelle « constante de temps », notée 't, cet intervalle de temps. 

Une étude rapide de la fonction montrerait que : 

• la tension vaut 0,63 U à t = 't ; 
• la tension u tend vers U au bout d'un temps théoriquement infini; 

• elle vaut 95 % de U à t = 3 't et 99,3 % à t = 5 't; 

• après être passée par un maximum absolu de valeur U/R, i(t) tend vers O. 

U/ R u(t), i(t) 

u 

Figure 1.13 Courbes de charge d'un condensateur 

Bilan d'énergie : 

Une charge Q fournie par le générateur est stockée par le condensateur lors de la phase de 
charge. À la fin de la charge, au bout d'un temps, en théorie, infini, la tension u aux bornes 
de la capacité est U. 
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14 1 Energie et systèmes 

Faire le bilan d'énergie, c'est-à-dire comparer le travail de la source et l'énergie (utilisable) 
stockée par le condensateur. 

Correction : 

La source fournit le travail UQ. 

Le travail échangé par le condensateur est : 

W = j pdt = j u.i.dt = J udq = J Cu.du= [c~]u 
0 0 0 0 

2 
0 

cu2 Q.u 
2 2 

1 
Le travail - U.Q est reçu par le condensateur. Le reste du travail fourni par la source de 

2 
1 

tension -U.Q est transformé en chaleur et considéré comme perdu. 
2 

On appelle W es énergie utilisable, l'énergie convertible en travail. Cette énergie est une forme 
d 'état, ou forme stockable. 

Le travail des forces électriques - forme de transfert - est donc converti en forme srockable 
électrostatique à 50 % et en chaleur - forme de transfert - à 50 %. 

En électrostatique, pour une capacité supposée constante, sous tension U, l'énergie (électros­
tatique) utilisable est donc : 

(1.7) 

1.1.3.9 Exercice avec réponses 1-4 : Décharge d'un condensateur dans un autre 

Un condensateur de capacité C, initialement chargé sous une tension V, est rapidement 
connecté à un autre condensateur de capacité C', initialement déchargé, par l' intermédiaire 
d'un circuit électrique de résistance R (Figure 1.14). 

~C' 
T T 

Figure 1.14 Décharge d'un condensateur dans un autre 

1 
Lénergie (utilisable) électrostatique initiale du système est W es i = - CV2 Elle est alors 

2 

totalement contenue dans C. Ensuite, après le branchement de C ', l'énergie va se répartir 
entre les deux condensateurs . 

La décharge de C et la charge de C , capacités en série, se font avec la constante de temps 
cc' 

't = RCeqv = R ' . 
C+C 

On appelle Q la charge du système qui se conserve, car le système des deux condensateurs est 
isolé de l'extérieur. 

On appelle U la tension finale commune aux bornes des condensateurs, q et q' les charges 
prises par les deux condensateurs à la fin du régime transitoire : 

Q = CV ; q +q' = (C + C')U; Q = q+q' 
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Energie et puissance mécanique 1 15 

l.:énergie finale , une fois le régime transitoire terminé, s'écrit en fonction de C, C' et de la 
tension commune aux bornes des deux condensateurs U. 

Questions: 

Wcs2 = _!_(C+C')U2 
2 

(a) En déduire l'expression de U et Wes2. 

(b) Calculer l'énergie perdue. 

(c) Comparer cette énergie à celle consommée par effet Joule dans R. 

Réponses: 

c i c2v2 
(a) U= V; Wcs2 = - (C+C') 2 C+C' 2 (C+C') 

i c2 
___ y 2 

2 C+C' 

(b) La variation d'énergie stockée dans le système des deux condensateurs est: 

W _ W = _ _!_ CC' V 2 
es2 csl 2 C + C' 

C'est une diminution. l.:énergie perdue est cédée, par le système des deux condensateurs, 
à l'extérieur par transfert thermique, dans la résistance R. La puissance de ce transfert est 
d'autant plus grande que le temps de décharge est petit, donc que la résistance Rest plus 
faible. 

(c) Pour le vérifier, on calcule l'énergie dissipée par effet Joule. 

Soit i le courant instantané dans le circuit. La forme de ce courant est exponentielle. Sa valeur 

initiale est V /R, car à t = 0, le condensateur de capacité C ' est sous tension nulle. La constante 
de temps est 't. 

V t 
i = -exp(--) 

R 't 

l.:énergie perdue par effet Joule est donnée par 

OO OO y 2 1 y 2 1 CC' 
WJoule = f Ri

2
dt=JR-2 exp(-2t/'t)dt=+-- 't ; WJoule =-V

2 
/ 

0 0 
R 2 R 2 C+C 

La puissance moyenne lors de la transformation du système, si l'on suppose que le processus 
est pratiquement terminé au bout de 5 't, est donnée par : 

1 y 2 't 1 y 2 
p --------

moy 2 R 5't 10 R 

Si l'on fait R voisin de 0, le processus est violent. La puissance thermique transférée conduit 
à un important échauffement. Même si la quantité d'énergie cédée est indépendante de R, 
la puissance dépend de R. 

1.2 Énergie et puissance mécanique 

Un des objets de la m écanique est l'étude d'un mouvem ent d'un corps sous l'effet de forces. 
Il existe différents types de systèmes étudiés, et la mécanique adapte ses lois générales à 
chacun. 
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16 1 Energie et systèmes 

Le technicien de génie électrique met en œuvre l'énergie électrique et sa conversion en énergie 

mécanique (traction électrique, machine-outil...). Nous limiterons l'étude à la mécanique 
des solides indéformables et des systèmes de solides, au strict nécessaire. 

La mécanique se décline, dès lors, en trois points : 

• la cinématique, étude des mouvements, sans s'occuper de ce qui provoque ces mouvements; 

• la dynamique, étude des actions mécaniques et de leurs effets sur le mouvement ; 

• l'énergétique, qui traite de l'échange de travail et de puissance mécanique. 

La mécanique s'introduit, de façon classique, par les lois d 'Isaac Newton, qui s'appuient sur 
le concept de force. Ici, nous partirons de l'énergie, qui est le fil conducteur de ce cours. 

Dans les systèmes électromécaniques que nous étudions, deux types de mouvem ents sont 
prépondérants : le mouvement de translation rectiligne et le mouvem ent de rotation autour 
d 'un axe fixe. 

Ce sont des mouvements très simples à réaliser, notamment pour les guidages (ou liaisons) 

entre solides. Ce sont, surtout, ces deux mouvements que l'on trouve dans les machines­
outils. 

Un solide est en translation rectiligne si, à chaque instant, tous les points mobiles du solide 
(indéformable) ont pour trajectoire des segments de droite parallèles. Un solide guidé par un 

rail rectiligne ou une glissière est en translation rectiligne. 

Un solide est en rotation autour d'un axe fixe si, à chaque instant, chaque point mobile du 

solide a pour trajectoire un cercle centré sur l'axe de rotation. Par exemple, un rotor de 
machine, les pales d'un ventilateur décrivent un mouvement de rotation autour d'un axe. 

Objectifs 

• Variables cinématiques et dynamiques. 

• Systèmes de forces glisseurs et couples. 

• Paramètres d ' inertie. 

• Énergie cinétique. 

• Puissance motrice et puissance résistante. C harge entraînée et entraînante. 

• Lois de la mécanique des mouvements de translation rectiligne et de rotation autour d 'un axe. 

• Profils de vitesses. 

• Régimes permanents et transitoires en mécanique. 

Résolution de problèmes de bilans de forces et de couples. 

1.2.1 Translation rectiligne 

1.2.1 .1 Variables cinématiques, paramètre d'inertie, énergie cinétique 

Considérons un solide se déplaçant en translation sur un rail rectiligne, que nous supposons 
dans le plan de la page et que lon décide d'orienter, sachant qu'il n'y a que deux sens possibles, 
de la gauche vers la droite ou de la droite vers la gauche (Figure 1.15). À chaque instant tk pris 

par rapport à une origine des temps, un point mobile du solide prend une abscisse xk prise 
par rapport à un repère constitué d 'un point 0 , pris comme origine des abscisses. Lensemble 

des abscisses est en relation avec un temps ; on peut définir la fonction algébrique x(t). 
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Energie et puissance mécanique 1 17 

Sens positif d'orientation 
de l'axe Xk-1 

0, origine des abscisses 

Figure 1.15 Axe de translation rectiligne 

Entre les instants tk-l et tk+l' le point mobile parcourt une distance d = xk+ 1 - xk- t · 

La variable cinématique du solide en translation rectiligne est la vitesse V (en mis). Le sens 
commun permet de dire que la vitesse moyenne entre les instants tk- l et tk+l est donnée 

par: V moy = d/(tk+l - tk-l ). 

La vitesse instantanée V(t) est la limi te de la vitesse moyenne lorsque tk+l - tk-t tend vers O. 

Autrement dit, la vitesse instantanée est la dérivée temporelle de la fonction x(t). 

On peut définir une vitesse algébrique, car le mouvement peut se faire sur l'axe Ox, dans les 
deux sens. 

(1.8) 

En mécanique, il faut remarquer la notation de la dérivée temporelle de x(t) sous la forme X:. 

Règle d ' algébrisation de la vitesse : une fois que l'axe des abscisses a été orienté, la vitesse 
algébrique est positive si le mouvem ent se fait dans le sens positif et négative si le mouvement 
se fait dans le sens négatif. 

On définit une grandeur vectorielle vitesse V ainsi: 

• direction : l'axe trajectoire ; 

• sens : le sens positif si V> 0, le sens inverse si V< 0 ; 

• module : llV-11= lxl. 

Remarque 

Il découle de la définition de la vitesse et de celle du mouvement de translation rectiligne que, 
si un solide est en translation rectiligne, tous les points du solide ont, au même instant, la 
même vitesse (vectorielle ou algébrique). Ce qui ne signifie pas qu'à un instant suivant, la 
vitesse, dont la valeur est commune à tous les points, n'aura pas varié. 

Le mouvement du solide dépend de sa masse M . Il est beaucoup plus facile de démarrer ou 
de freiner un véhicule léger qu'un poids lourd. La masse est appelée « paramètre d 'inertie du 
solide en translation rectiligne » . 

Nous prenons comme postulat de la mécanique - il en faut un nécessairement - l'expression 
de l'énergie cinétique d 'un solide en translation : 

1 2 
Ecin = - MV 

2 

Les unités sont celles du Système international : V en mis, M en kg et Ecin en joules. 

(1.9) 
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18 1 Energie et systèmes 

Remarques sur l'énergie cinétique et son expression 

Elle contient le facteur V2 comme l'énergie stockée par un condensateur (1h)CV2. 

Lexpression de!' énergie cinétique associe le paramètre d'inertie et la variable cinématique du 
mouvement. 

Elle est toujours positive. 

C'est une forme d'énergie d'état. 

Elle est additive. 

1.2.1.2 Translation rectiligne accélérée ou décélérée 

Un mouvement est accéléré à un instant t si !'énergie cinétique augmente à cet instant. Un 
mouvement est décéléré à un instant t si l'énergie cinétique diminue à cet instant. 

Exprimons la dérivée temporelle de l'énergie cinétique : 

dEcin = È. = d(l/ 2MV2) = MV. dV = MV.V 
dt cm dt dt 

Cette expression fait apparaître l'accélération y, dérivée de la vitesse par rapport au temps, qui 
est la deuxième variable cinématique du mouvement de translation rectiligne. Si la vitesse est 
algébrique, !'accélération l'est aussi. 

y(t) = V(t) = x(t) 

dE . 
-----3..!!.. > O :::::} V. y > O 

dt 

( 1.1 O) 

Un mouvement est dit « accéléré » si le produit Vy est positif. Ce qui recouvre deux cas : 
V> 0 et y> 0 ou bien V< 0 et y< O. 

Un mouvement est dit « décéléré » si le produit Vy est négatif. Ce qui recouvre deux cas : 
V> 0 et y< 0 ou bien V< 0 et y> O. 

1.2.1 .3 Variation de l'énergie cinétique 

On sait que la dérivée temporelle d'une énergie est une puissance. 

La puissance mécanique capable de donner une énergie cinétique Ecin(t) à un solide de masse 
M, en translation rectiligne, c'est-à-dire la vitesse V, et à l'accélération y est : 

Intégrons cette relation : 

dE. . 
p(t) = -----3..!!.. = MV.V = My(t).V(t) 

dt 

dE. 2 2 2 
p(t) = -----3..!!..:::::} Eci112 -Ecinl = J p(t).dt = J My(t) .V(t)dt = J My(t).dx = WH2 

dt 1 1 1 

La variation d'énergie cinétique du solide en translation entre deux positions 1 et 2 est égale 
à un travail. Par identification avec la définition du travail, il résulte que l'expression My est 
homogène à une force. Cette expression est appelée« quantité d'accélération », en translation 
recti ligne ; elle s'exprime en newtons. 
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Energie et puissance mécanique 1 19 

1.2.1.4 Glisseur, variable dynamique 

Système de forces réparties : prenons d'abord l'exemple du poids d'un corps. Le poids est 
l'action de la force d'attraction de la Terre sur tout objet présentant une masse. On sait que le 
poids d'un corps est une force verticale dirigée vers le bas, dont le module s'exprime par la 
relation P = Mg. 

Examinons de près cette situation. Chaque point du solide a sa propre masse mk, donc son 
propre poids élémentaire mk g. Le poids du solide apparaît comme la somme vectorielle de 

tous les poids élémentaires Mg= Lmkg. 
k 

En fait, ce que l'on appelle couramment le poids d'un corps est un système de forces réparties 
sur tout le volume du solide ; cet ensemble de forces parallèles équivaut à une force unique, 
somme vectorielle de toutes les forces élémentaires. Cette somme vectorielle est appelée 
« résultante du système de forces ». 

Généralisons : un ensemble de forces parallèles réparties sur un solide constitue un système 
de forces, appelé « glisseur» ou « système de forces à résultante ». 

En général, les glisseurs sont des systèmes de forces réparties équivalant à une force unique, 
leur résultante. En pratique, on montre en mécanique, que tout système de forces parallèles 
ou concourantes est un glisseur. 

Remarques 

Un solide en mouvement de translation recti ligne est soumis à l'action de glisseurs. La résul­
tante d'un glisseur est la variable dynamique du mouvement de translation rectiligne. 

1.2.1.5 Puissance mécanique (en translation rectiligne) 

La puissance mécanique d'un glisseur de résultante F appliquée à un solide en translation 

rectiligne à la vitesse V est donnée par le produit scalaire P = F.V (Figure 1.16). 

~~ 
Puissance motrice 

• v 
Puissance résistante 

Lv 
Puissance nulle 

Figure 1.16 Positions relatives de la force et de la vitesse et signe de la puissance 

On appelle « composante axiale Fa » la coordonnée algébrique de la force F sur l'axe du 
mouvement parallèle à la vitesse, et« composante orthogonale F

0 
» la coordonnée algébrique 

de la force F, orthogonale à l'axe du mouvement (Figure 1.17). 

On remarque que: P=F.V=(Fa +F
0

).V=FaV. Seule la coordonnée axiale de la force a 
une puissance et participe, donc, aux échanges d'énergie. 

• v 
Puissance motrice Puissance résistante 

Figure 1.17 Forces axiales et orthogonales au mouvement 
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20 1 Energie et systèmes 

Par exemple, dans une machine de manutention horizontale (tapis roulant horizontal, 
convoyeur horizontal ... ), la puissance du poids, force verticale, est nulle. Le poids intervient 
néanmoins indirectement en augmentant les frottements, dont les composantes axiales sont 
toujours résistantes. 

Remarque 

Pour un solide en translation rectiligne, seule la coordonnée axiale de la résultante du glisseur 
a une puissance non nulle. 

1.2.1.6 Relation de Newton entre force et accélération 

Par combinaison des deux relations : 

p(t) = My(t) .V(t) =Fa (t) .V(t) ~Fa (t) = My(t) 

En pratique, le solide va être soumis à deux glisseurs : 

• l'un moteur, dont la coordonnée axiale (algébrique) de la résultante est Fa; 

• l'autre résistant, dont la coordonnée axiale (algébrique) de la résultante est F' a ; 

• Fa et F'a sont de signes contraires. 

Agissant sur le solide de masse M, ces deux glisseurs engendrent un mouvement de transla­
tion rectiligne d'accélération y, tel que les résultantes algébriques vérifient la relation de 
Newton: 

Lexercice qui suit, illustre l'algébrisation des grandeurs cinématiques et dynamiques. 

1.2.1.7 Exercice corrigé 1-5 : Mouvement de translation rectiligne 
alternatif sinusoïdal 

Mouvement d'un piston dans un cylindre. 

(1.11) 

Un piston de masse M = 0,2 kg se déplace en translation rectiligne dans un cylindre. La posi­
tion au cours du temps d'un des points du piston est donnée par : x(t) =A cos C:Ot ; 
A = 0, 1 m ; C:O = 10 rd/s. A désigne l'amplitude du mouvement et C:O sa pulsation. 

Questions: 

(a) Donner l'expression temporelle de V(t) et y(t) . 

(b) Quelle est la période temporelle T du mouvement? 

(c) Entre quels intervalles de temps, sur une période temporelle, le mouvement est-il accé­
léré et décéléré ? 

(d) Exprimer !'énergie cinétique, sa dérivée temporelle qui est la puissance instantanée et la 
quantité d'accélération My en fonction du temps. 

Réponses: 

(a) x(t)=O,lcos lOt 

V(t) = 0, 1. lO cos(lO t + n/2) = - sin 10 t ; 

y(t) = 10. lcos cos(lO t + 7t) = -lücos 10 t 
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Lamplitude de la vitesse est 1 m /s et celle de l'accélération 10 m/s2• Une amplitude est 
toujours donnée positive. 

(b) La période du mouvement est T = 2rt/ ro= 0,63 s 

(c) Il suffit de former le produit Vy. 

(d) 

V(t) = - sinlOt; y(t) = - lOcoslO t ; 

v.y = lO sin l O t. cos l O t = 5sin 20 t 

10 

5 

-- ......... ..... 
!'-.... (cfli: / 

~ - ,.... 
/ " 

/ 1-.... 

~ 
,,,, ..... 

' / / V t) y( ~ '\ / V !'\ \,., 

!'\ / /' 
'\ :/ IP ~ 

1 V .. / 
~ / / ' .... 

.J / 

r--... / 
!'-.... / 

/ 
'~ __. 

0 

- 5 

- 10 

Figure 1.18 Mouvement de t ranslation rectiligne sinusoïdal 

Le mouvement est alternativement accéléré et décéléré. Il change de nature quatre fois 
par période (Figure 1.18). 

MV 2 (t) 2 Ec = = O,l sin (l ût); 
2 

p(t ) = dEc = 2sin10 t. cos 10t ; My(t) = -2cos 10t 
dt 

1.2.2 Rotation d'un solide autour d'un axe fixe 

1.2.2.1 Variables cinématiques, paramètre d'inertie, énergie cinétique 

Considérons un solide se déplaçant en rotation autour d'un axe fixe orienté O z. Chaque 
point du solide décri t un mouvement circulaire (Figure 1.19). Le cercle trajectoire est ortho­
gonal à l'axe O z, dans le plan xOy. Sur la figure, le plan de la trajectoire est vu de dessus. L axe 
est représen té par le symbole ©. Il est dirigé vers le lecteur. Dans le cas d'un axe dirigé à 
l'opposé, il serait représenté par le symbole®. Le rayon du cercle est r. 

y 

Figure 1.19 Paramétrage du mouvement circulaire d'un point du solide 

À chaque instant t, pris par rapport à une origine des temps, un point mobile M du solide 
prend une abscisse angulaire 8 (en radians) par rapport à un repère constitué d'un point 0 et 
d'un axe O x. Lensemble des abscisses est en relation avec un temps; on peut définir la fo nc­
tion algébrique 8(t) en radians. 
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22 1 Energie et systèmes 

La vitesse angulaire Q (en rd/s) est la variable cinématique du solide en rotation par rapport 
à un axe fixe. 

Elle est définie comme la dérivée temporelle de l'abscisse angulaire a(t). 

d8 . 
O(t)=-= 8 

dt 
(1.12) 

On peut définir une vitesse angulaire algébrique, car le mouvement peut se faire autour de 
l'axe Oz, dans deux sens et deux seulement. 

Remarque 

La vitesse linéaire V du point M est donnée par V= rü. 

Règle d' algébrisation de la vitesse : 

On choisit un des deux sens de rotation comme sens positif. 
- -

Soit k le vecteur unitaire de l'axe de rotation. Le sens de k est le sens de progression du 
tire-bouchon si celui-ci tourne dans le sens positif (Figure 1.20). 

Sens de rotation positif choisi 

Sens de rotation 
positif choisi 

ô : axe de rotation 

Figure 1.20 Orientation de l'espace en rotation 

La vitesse angulaire algébrique est positive si le m ouvement se fait dans le sens positif, et 
négative si le mouvement se fait dans le sens contraire. 

On définit une grandeur vectorielle vitesse angulaire n ainsi : 

• direction : l'axe Oz ; 

• sens : le sens positif si n > 0, le sens inverse sin < 0 ; 

module : lln ll = lè (t)I; 

- . -
Ü= 8(t)k. 

Remarque 

Il découle de la définit ion de la vitesse et de celle du mouvement de rotation autour d 'un axe 
fixe qu'un solide est en rotation autour d 'un axe fixe si tous les points du solide ont au même 
instant la même vitesse angulaire. 

Nous allons déduire des résultats précédents la nature et l'expression du paramètre d'inertie 
du solide en rotation ainsi que l'expression de l'énergie cinétique. 

Chaque point du solide en rotation noté par l' indice k possède la masse propre mk. Il est 
situé à la distance rk de l'axe de rotation. Tous les points tournent à l'instant t à la vitesse 
angulaire Ü(t) . Ils se déplacent à la vitesse« linéaire» vk, dépendant de leur distance à l'axe 
de rotation rk. 
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rexpression de l'énergie cinétique fait apparaître une nouvelle grandeur physique : le moment 
d'inertie du solide par rapport à son axe de rotation noté J. 

(1.13) 

E = _!_ J!22 
c 2 ( 1.14) 

runité internationale de moment d'inertie est kg.m2
• Pour les solides de forme simple et de 

matériau homogène, il existe des formules donnant le moment d'inertie, obtenues par le 
calcul intégral. Dans le cas de solides complexes, tant par la forme que par l'hétérogénéité des 
matériaux, seule la mesure est possible. Le fabricant du rotor d'un moteur donne parfois une 
grandeur appelée « rayon de giration r » et la masse m. Le moment d' inerti e est alors donné 
par J = mr2

• 

Pour un électrotechnicien, le moment d' inertie d'un rotor est donné par la notice du construc­
teur du moteur. 

Formes simples usuelles : 

• Cylindre plein homogène par rapport à son axe de révolution. 

• (M désigne sa masse et R son rayon). J = MR 
2 

. 
2 1 2 2 • Cylindre creux de masse M et de rayons R1 et R2, (R1 < R2) : J = -M(R2 + R 1 ) . 

Remarquer le signe + dans cette formule. 2 

• Jante : cylindre creux de rayons interne et externe pratiquement égaux R Masse M : J = MR 2 . 

1.2.2.2 Rotation accélérée ou décélérée 

Exprimons la dérivée temporelle de l'énergie cinétique : 

dEcin = E . = d(l / 2JQ
2

) = ]Q. dQ = MQ.Q 
dt cm dt dt 

Cette expression fait apparaître l'accélération angulaire r (lettre gamma majuscule), dérivée 
de la vitesse angulaire par rapport au temps . 

r(t) = Q(r) = ë(r) (1.15) 

Un mouvement de rotation est : 

• accéléré si le produit r.n est positif. Ce qui recouvre deux cas : Q > 0 et r > 0 ou bien 
n < 0 et r < 0; 

• décéléré si le produit r.n est négatif. Ce qui recouvre deux cas : Q > 0 et r < 0 ou bien 
n < 0 et r >o. 

r unité internationale d'accélération angulaire est rd/ s2
. 
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1.2.2.3 Variation de l'énergie cinétique 

La dérivée temporelle d'une énergie est une puissance. 

La puissance mécanique pour donner une énergie cinétique Ecin(t) à un solide de moment 
d'inertie J en rotation à la vitesse n et à l'accélération r est : 

dE. . 
p(t) = ~ = Jn.n = J.f'(t).n(t) 

dt 

Par comparaison avec la défin ition de la puissance pour un système en translation rectiligne, 
il résulte que l'expression J.1 est une variable dynamique du mouvement de rotation, appelée 
« quantité d'accélération en rotation ». 

1.2.2.4 Variable dynamique du mouvement de rotation autour d'un axe - Couple 

Comme le glisseur est le système de forces lié au mouvement de translation rectiligne, le 
couple est le système de forces lié au mouvement de rotation autour d'un axe fixe. 

Un couple est un système de N forces réparties, appliquées à un solide dont la résultante 
(somme vectorielle) est nulle, mais dont l'effet mécanique n'est pas nul. 

Un couple à N forces (N peut être pair ou impair) est toujours équivalent à un système de deux 
forces opposées dont les droites d'action sont parallèles, sans être confondues.C'est de là que vient 
le terme « couple ». La variable dynamique associée à un couple est son moment dynamique. 

1.2.2.5 Exemple de couple à trois forces et son équivalent 

O n considère un solide triangulaire équilatéral , de côté a, et trois forces égales en module 
appliquées aux sommets de ce triangle. Ces trois fo rces sont de somme vectorielle nulle, mais 
appliquées au triangle, elles le font tourner autour d'un axe passant par son centre de gravité 
G et orthogonal au plan du triangle. Par construction, on remarque que la somme des deux 

forces F' = F2 + F3 est opposée à F1, mais que les droites d'action des deux forces F' et F1 ne 
sont pas confondues. Le système des trois forces est équivalent à un couple F', Fl. 

F' = F2 + F3 ,./ __ ___,~ -----1 
Bras de levier 

a.cos 30° 

'"-------+-----------"-- - i 
·~ Figure 1.21 «Couple » à trois forces 
a. 
0 
u Le moment du couple est le produit de F l et du « bras de levier », distance entre les deux 

forces. Le bras de levier est, dans ce cas, la hauteur de triangle 0,867.a. 

I.:unité internationale de moment dynamique est le newton-mètre, N .m. 

Remarque 

Les électrotechniciens confondent, dans les faits, le moment dynamique, variable associée au 
système de forces, et le couple, le système de forces lui-même. C'est pour cela que la lettre 
utilisée pour le moment de couple est C (ou T comme torque en anglais) . 
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1.2.2.6 Puissance d'un moment dynamique appliqué à un solide en rotation 
autour d'un axe fixe 

En exploitant l'analogie entre les grandeurs physiques et les relations relatives à la translation, 
à la rotation, la puissance d'un moment dynamique C appliqué à un solide tournant à la 
vitesse angulaire Q est donnée par le produit P = C.Q. 

La puissance peut être motrice (P > O), résistante (P < O). La vitesse angulaire étant algé­
brique, cela entraîne l'algébrisation du moment dynamique. 

• P > 0 entraîne C > 0 si Q > 0, ou C < 0 si Q < O. On qualifie le couple de « couple moteur». 

• P < 0 entraîne C < 0 si Q > 0, ou C > 0 si Q < O. On qualifie le couple de « couple résistant». 

On peut même définir un moment vectoriel (Figure 1.22). 

Soit un solide en rotation autour d'un axe~- Il peut tourner autour de cet axe dans deux sens 
et deux sens seulement. 

Un des deux sens est choisi arbitrairement positif et l'autre négatif. Soit k le vecteur unitaire 
de laxe de rotation, dont le sens est donné par la règle du tire-bouchon. 

La direction du vecteur moment de couple est l'axe de rotation. 

• Si un couple fait tourner le solide dans le sens positif choisi, le sens du vecteur moment est 

celui de k. Le moment algébrique est dès lors posit if. 

• S'il fait tourner le solide dans le sens opposé, le sens du vecteur moment est l'opposé de 

celui de k. Le moment algébrique est dès lors négatif. 

Sens de rotation 
positif 

Sens de 
rotation du 

solide 

Figure 1.22 Moment de couple vectoriel 

1.2.2.7 Généralisation de la relation de Newton au mouvement de rotation. Relation 
entre moment dynamique et accélération angulaire 

Par combinaison des deux relations : 

p(t) = ].r(t ).Q(t ) = C(t) .Q(t) ~ C(t) = JT(t) 

Le moment dynamique du couple agissant sur le solide, mobile autour d'un axe fixe, de 
moment d'inertie J, engendre un mouvement de rotation d'accélération angulaire r, tel que: 
C(t) = JT(t). La quantité d'accélération Jr est égale à un (moment de) couple, appelé aussi 
« couple d' inerti e en rotation autour d'un axe fixe ». 

En pratique, le solide va être soumis fondamentalement à deux couples : 

• l'un moteur, dont le moment est C ; 

• l'autre résistant, dont le moment est C ' ; 

• C et C' sont de signes contraires. 
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Agissant sur le solide de moment d'inertie J , ces deux couples engendrent un mouvement de 
rotation autour d'un axe fixe d'accélération angulaire r, tel que: 

C(t)+C'(t) = JT(t) (1.16) 

Cette relation constitue une généralisation de la loi de Newton au mouvement de rotation 
autour d'un axe fixe. 

1.2.3 Phases d'un mouvement 

On décrit le mouvement du système par son profil de vitesse, ou profil cinématique (Figure 1.23). 

Dans le cas le plus simple, le profil montre trois phases : le régime transitoire d'accélération, le 
régime permanent à vitesse constante et le régime transitoire de freinage. Le plus souvent, on 
peut considérer que le profil de vitesse est constitué de segments de droite. La phase d'accéléra­
tion est caractérisée par une durée ta (temps d'accélération), la phase de freinage par une durée tf 
(temps de freinage). Lorsque les accélérations sont constantes, le profil de vitesse est trapézoïdal. 

nouv 

----.... ~----------1-
ta Régime permanent ti 

Figure 1.23 Profil de vitesse (ou cinématique) trapézoïdal (un seul sens de rotation) 

1.2.3.1 Exercice avec réponses 1-6 : Profil de vitesse 

Pour un processus mécanique, on donne le profil de vitesse (angulaire) suivant. Le mouve­
ment se fait dans les deux sens de rotation. 

(a) 

(b) 

Première phase : dans le sens de rotation 1. La vitesse angulaire est alors choisie positive. Le 
temps d'accélération est de 2,5 s. Le système atteint alors la vitesse angulaire de 500 rd/s, 
et commence alors le régime permanent, à vitesse constante, de durée non précisée. Enfin 
la phase de freinage se caractérise par un temps de freinage de 1,25 s. La vitesse est positive. 

Montrer que, pour la phase de démarrage, l'accélération angulaire est positive et que, 
pour la phase de freinage, elle est négative. 

Calculer les accélérations en phase de démarrage et en phase de freinage . 

Deuxième phase : en marche arrière. La vitesse angulaire est négative. Le temps d'accéléra­
tion est encore de 2,5 s. Le système atteint alors la vitesse angulaire de- 500 rd/s, et commence 
alors le régime permanent à vitesse constante. Enfin, la phase de freinage se caractérise par un 
temps de freinage de 1,25 s. Comment doit-on changer les signes des accélérations ? 

Calculer les accélérations en phase de démarrage et en phase de freinage. 
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Réponses: 

Accélération 
marche avant 
ÇbQ; [d > 0 Freinage 

marche avant 
n > O; r 1 < 0 
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Freinage 
marche arrière 

Figure 1.24 Profil de vitesse pour deux sens de rotation 

(a) rd= 200 rd/s2 ; rf = -400 rd/s2 . 

(b) rd= -200 rd/s2
; rf = +400 rd/s2

. 

1.2.4 Charge entraînée ou résistante, charge entraînante 
ou motrice 

Considérons un véhicule sur une voie inclinée. À la montée, le moteur thermique ou électrique 
doit lui fournir de l'énergie. La situation mécanique est qualifiée de charge entraînée ou résis­
tante. La charge exerce sur le système une puissance résistante ; le moteur, une puissance motrice. 

À la descente, c'est la charge qui fournit de l'énergie, car le poids entraîne le véhicule. La 
situation mécanique est qualifiée de charge entraînante ou motrice. La charge exerce sur le 
système une puissance motrice ; le « moteur », une puissance résistante. 

Pour éviter un emballement du mouvement, il faut soit freiner mécaniquement la charge, soit 
rétrograder dans le cas d'un moteur thermique, couplé à sa boîte de vitesses, soit appliquer un 
freinage électrique dans le cas d'un entraînement par moteur électrique. La souplesse du frei­
nage électrique, qui s'appuie sur la réversibilité électromécanique, caractère commun à toutes 
les machines électriques, est un des atouts des entraînements électromécaniques. 

Dans un processus électromécanique, la machine électrique est le plus souvent connectée, 
côté électrique, à un variateur de vitesse. Celui-ci sert d'interface avec le réseau électrique. 

I.:axe de la machine entraîne le plus souvent la charge par l'intermédiaire d'un adaptateur de 
mouvement, un réducteur de vitesse ou un mécanisme de transformation de mouvement 
(rotation/translation) (Figure 1.25). 

Si le variateur et le mécanisme sont eux-mêmes réversibles, la chaîne de transfert d'énergie est 
totalement réversible. 

Réseau l~I Variateur I~ é~:~~~nu: ~IMécanismel~I Charge 

Charge entraînée 
~ 

Charge entraînante 
~ 

Figure 1.25 Transferts d'énergie en charge entraînée ou entraînante 
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1.3 Situations problèmes en électromécanique 

Motoriser un processus électromécanique, c'est choisir une machine électrique en vue de 
satisfaire un cahier des charges. Le problème de motorisation commencera toujours par une 
étude mécanique. Nous limitons l'étude aux mouvements de translation rectiligne et de 
rotation autour d'un axe. 

Objectifs 

• Bilan de puissance en électromécanique. 

• Couple de la charge ramené à l'axe de la machine électrique en régime permanent et 
régime transitoire. 

• Inertie ramenée à !'axe de la machine électrique. 

• Mécanismes et machines simples, rapport de transformation ou de transmission. 

• Problèmes de base : levage et manutention horizontale, enrouleur-dérouleur. 

• Variables et équations de base de la mécanique des fluides incompressibles. 

• Problèmes de base : pompes et ventilateurs, turbines et éoliennes. 

1.3.1 Action mécanique exercée par une charge en mécanique 
r action mécanique d'une charge sur l'arbre moteur peut être résistante ou motrice. Elle peut 
dépendre de la vitesse ou être indépendante de celle-ci. 

• Couples constants : les couples opposés par les machines de manutention horizontale 
(convoyeurs, transporteurs) et verticale (levage). 

• Couples grossièrement proportionnels au carré de la vitesse. Ce sont les couples opposés 
par les pompes et les ventilateurs. 

• Couples inversement proportionnels à la vitesse dans les enrouleurs et dérouleurs. 

r action mécanique exercée par la charge peut être motrice. Le rôle de la machine électrique 
est alors d'assurer le freinage ou, au moins, la retenue de la charge entraînante. 

1.3.2 Couple et inertie d'une charge ramenés à l'arbre moteur 

1.3.2.1 Synoptique général du problème étudié dans ce paragraphe 

Une machine électrique « tournante» entraîne par l'intermédiaire d'un mécanisme de trans­
mission (engrenages . .. ) ou de transformation de mouvement (vis-écrou, poulies ... ) une 
charge mécanique exerçant une force F'a (charge en translation rectiligne) ou un couple C' 
(charge en rotation autour d'un axe). La charge peut être entraînée ou entraînante. 

Ce que veut connaître l'électromécanicien, c'est le couple exercé par la machine électrique, 
qu'elle soit motrice ou génératrice, lorsqu'il connaît l'action mécanique au niveau de la 
charge, l'inertie de la charge et les paramètres du mécanisme. 

On est amené à définir le« couple de la charge, ramené à l'arbre moteur » affecté de l'indice 
r. Le but de ce chapitre est de calculer ce couple. Le problème présente un synoptique général, 
donné par la (Figure 1.26). 
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Machine 
électrique 1 Mécanisme 1 Charge Grandeurs 

tournante 1 1 
«primées» 

t 
c, n, r, J Rapport de la En t ranslation, F'a, V', y', M' 

P = Cn transmission : 
P' = F'a·V' 

n n Ou 
K1 = \i ou K, = Qt 

En rotat ion, C', n', r', J' 
Rendement : 11 P' = C'n' 

Figure 1.26 Processus électromécanique. Synoptique général 

Les grandeurs cinématiques, dynamiques, énergétiques, et l'inertie au niveau de la charge 
sont primées. 

Les coefficients Kr et Kc, relatifs au mécanisme, sont respectivement les coefficients de 
transmission et de transformation du mouvement de rotation du moteur. Ils correspondent à 
des rapports de vitesse ou d'accélérat ion. 

K =E_ 
c V' 

r 
'Y' 

K =E_ = _I_ 
r Q ' r ' 

(1. 17) 

( 1.1 8) 

On est aussi amené à définir un moment d'inertie de la charge ramené à l'arbre moteur noté l'r· 

1.3.2.2 Généralisation de la loi de Newton en rotation 

Soit ]0 le moment d'inertie du rotor de la machine électrique. La loi de N ewton donne l' équa­
tion mécanique du système, ramenée à l'arbre de la machine électrique. 

Oo + l'r ).r = C+ C'r (1.1 9) 

Nous introduisons maintenant par un problème les méthodes de calcul des couples ramenés 
et de l' inertie ramenée. 

1.3.2.3 Exercice corrigé 1-7 : Système de manutention horizontale et verticale 

Ce problème est adapté d'un sujet d'agrégation de génie électrique. 

Un système de chargement/déchargement de conteneurs (Figure 1.27) dans un port se 
compose d'un bâti qui se déplace sur des rails le long du quai. Le bâti supporte un chariot de 
pont roulan t de masse M ' = 32 tonnes, se déplaçan t perpendiculairement au quai, afin de 
positionner un conteneur par rapport à un bateau accosté. Le treuil électrique du pont roulant 
peut lever ou descendre des conteneurs de masse m' = 50 tonnes, afin de charger ou de 
décharger le cargo. Du point de vue mécanique, on est en présence de trois mouvements de 
translation rectiligne indépendants, selon les trois axes. 

On étudie successivement le mouvement du chariot et celui de la charge de levage, afin 
d'établir : 

• les diagrammes dynamiques : efforts en fonction du temps ; 

• les diagrammes de puissance: puissance mécanique en fonction du temps; 

• les diagrammes couple-vitesse. 
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30 1 Energie et systèmes 

Axe des Z 

Axe des Y 

Figure 1.27 Portique de chargement-déchargement 

Première partie : Déplacement du chariot - Manutention horizontale 

On donne le profil cinématique du mouvement du chariot sur ses rails (Figure 1.28), sur l'axe 
des X. La vitesse est algébrique, positive en marche avant et négative en marche arrière. 

La masse déplacée est : M' + m' = 82 tonnes. 

On néglige toute force de résistance à lavancement. La charge est dite alors purement inertielle, 
car les frottements inévitables sont faibles (roulement sur rail et résistance de l'air négligeable à 
basse vitesse). Seules les phases d'accélération et de freinage donnent lieu à un échange de puis­
sance. Dans cette première étude, on néglige le moment d'inertie propre du rotor de la machine 
électrique. 

3 m/s 

4s 

- 3 m/s ..................................................................... ~ -~ 

Marche avant Marche arrière 

Figure 1.28 Profil de vitesse lors du déplacement horizontal du chariot 

Le profil de vitesse montre six phases de quatre secondes, notées dans l'ordre de 1 à 6, et une 
phase de repos de durée variable, sans intérêt pour notre étude. 

(a) Calculer l'accélération y' dans les six phases du mouvement en marche avant et en marche 
arrière avec son signe. 

(b) Calculer la « quantité d'accélération » (M' + m') y' dans chaque phase. Représenter le 
diagramme dynamique correspondant, c'est-à-dire (M' + m') y' en fonction du temps . 

(c) Représenter le diagramme puissance P' = (M' + m') y'.V' en fonction du temps. Quelle 
est la phase de charge inertielle résistante (entraînée) et la phase de charge inertielle 
motrice (entraînante) ? 

(d) Le mouvement est assuré par un moteur, entraînant les roues du chariot par l' intermé­
diaire d'un réducteur. Le moteur tourne à 1 500 tr/min lorsque le chariot se déplace à 
3 m is. Le rendement du réducteur est Tl = 80 % dans les deux sens de transfert d'énergie. 

Déterminer le rapport de transformation Kc = ~, et exprimer la puissance P'. 

mécanique au niveau de l'arbre moteur pour chaque phase, en fonction de n. 
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(e) Exprimer la puissance Pau niveau de l'arbre de la machine en fonction de Q: en suppo­
sant d'abord que le rendement du mécanisme est de 1 OO %, puis en introduisant le 
rendement réel, en phase d'accélération (charge inertielle résistante) et en phase de frei­
nage (charge inertielle motrice). 

(f) Montrer que la puissance P s'écrit alors sous forme d'un produit entre un couple et la 
vitesse O. Ce couple est le couple d'inertie ramené à l'arbre de la machine électrique C'ir· 
égal au couple C au niveau de l'arbre de la machine électrique. 

(g) Représenter le diagramme couple de la machine électrique-vitesse. 

Réponses: 

(a) Phase 1 : De 0 à 4 s, l'accélération est positive et vaut y'= ô V = i = 0, 75 m / s2
• 

ôt 4 
Phase 2 : L'accélération est nulle, car la vitesse est constante. 

Ph 3 T' 'l' . , . ' ô V -3 0 75 / 2 ase : Lacce erat10n est negative et vaut y = -- = - = - , m s . 
ôt 4 

Phase 4: Le mouvement est accéléré, mais la vitesse est négative. Laccélération algébrique 
de même signe que v est négative et vaut - 0,75 m/s2

• 

Phase 5 : À vitesse constante, l'accélération est nulle. 

Phase 6 : Le mouvement est décéléré avec une vitesse négative. L'accélération vaut donc 
+0,75 m/s2• 

(b) La quantité d'accélération (M' + m') y' vaut donc, selon le signe de l'accélération, 
61,5 kN, 0, ou - 61,5 kN (Figure 1.29). 

(c) 

(M' + m') 
61,5 kN 

4s temps 

- 61 ,5 kN 

Figure 1.29 Profil dynamique lors du déplacement horizontal du chariot 

Le diagramme des puissances (Figure 1.30) est obtenu en faisant à chaque instant le 
produit algébrique de (M' + m') y' et de la vitesse V'. 

La puissance P' varie entre 184,5 kW et - 184,5 kW 

P' 184,5 kW 

Phases 

- 184,5 kW 

Figure 1 .30 Profil de puissance lors du déplacement horizontal du chariot 

Le signe de la puissance montre les phases de charge inertielle résistante (1 et 4) , pour 
lesquelles la machine électrique est motrice, ou de charge inertielle motrice (3 et 6) , 
pour lesquelles, la machine électrique est résistante. 
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Q 157 
(d) K = - = - =52,3rd/m 

t V ' 3 
P' = (M '+ m ')y ' .V ' = (M '+ m ')y' Q 

Kt 
(e) Si on suppose d'abord que le rendement du mécanisme est de 100 %, la conservation de 

l'énergie et de la puissance donne : 

p = P' = (M'+ m ')y ' Q 

Kt 

Si on considère maintenant le rendement réel du mécanisme, il y a lieu de distinguer les 
deux sens de transfert d'énergie (machine --7 charge ou charge --7 machine). 

En phases d 'accélération 1 et 4, la charge inertielle est résistante. Le moteur doit fournir 

une puissance P plus grande que dans le cas du rendement de 1 OO %. Le rendement est 
au dénominateur, car lorsqu'on divise par un nombre inférieur à 1, le résultat est supérieur 
au dividende. 

P' (M'+ m ')y' 
P= - = Q. 

11 Kt 11 
En phase de freinage, la charge inertielle est motrice. La machine électrique reçoit une 
puissance plus faible que dans le cas du rendement de 100 %. 

P = P '11=(M'+ m ')y' 11.n. 
Kt 

(f) P = C '. Q ::::} C '. = ( M '+ m ')y ' en phase d 'accélération. 
ir ir K 

t 11 

, , (M'+ m ')y ' 
P = C ir Q::::} C ir = 11 en phase de freinage. 

Kc 

On obtient ainsi le couple, au niveau de la machine électrique, C = C' ir· Il vaut 1 460 N.m 
en marche avant accélérée et -1 460 N .m en marche arrière accélérée. 

C vaut- 940 N.m en marche avant freinée et 940 N .m en marche arrière freinée. 

~ (g) Diagramme couple-vitesse (Figure 1.31) 
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Freinage marche avant 

- 1460 N.m 
[ 

......... . 

...... 

- 940 N.m 

Traction marche arrière 

N 

Traction marche avant 

1500 tr/min 
.... ..................................................................... 

940 N.m 

1460 N.m c 

-lSOOtr/ min ~-------~ 
Freinage marche arrière 1 

Figur 1.31 Diagramme dynamique à quatre quadrants lors du déplacement horizontal du chariot 
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Situations problèmes en électromécanique 1 33 

1.3.2.4 Conclusions : Équation mécanique. Inertie ramenée 

Équation mécanique. Dans le cas d'une charge inertielle, l'équation mécanique est une 
généralisation de la loi de Newton du mouvement de rotation (Relation [2-9]) . 

C = C'. or 

Inertie ramenée ] 'r. Une petite transformation des équations précédentes donne : 

C , _ (M'+m')y' -J ' r J' _ (M'+m ') , r d' l 
ir - - r ~ r -

2 
car Y = - en régime accé ération 

Ktî1 Kcî1 Kc 

(M'+ ')y ' (M'+ ') 
C , m J' r J' m , . d fi . ir = T1 = r ~ r = 2 T1 en reg1me e remage. 

Kc Kc 
Linertie de la charge ramenée à l'arbre moteur obtenue J'r n'a pas la même expression en 
phase d'accélération ou de freinage. 

Dans tous les cas, C = C'ir = l'r .r . 

Deuxième partie : Déplacement vertical de la charge - Levage 

On donne le profil cinématique du mouvement vertical de déplacement d'un conteneur sur 
l'axe des Z, dirigé vers le haut. Chaque phase est numérotée de 1 à 7 et dure trois secondes 
(Figure 1.32). 

Vitesse V' 

'1 
1 m/s tr 

60 temps ~ m'g 
3 X 3S 

montée 

Figure 1.32 Profil cinématique du déplacement vertical d'un conteneur 

La masse déplacée est m' = 50 tonnes, soit un poids de m'g = 500 kN. La machine électrique 
exerce, par l'intermédiaire du câble, une traction T '. 

(a) Calculer l'accélération y' dans les sept phases du mouvement avec son signe. 

(b) Sachant que le poids est toujours dirigé vers le bas, sa valeur algébrique est toujours 
négative (- m'g = - 500 kN) . 

Léquation mécanique de translation rectiligne de la charge, en valeur algébrique, est 

donnée par m 'y' = -m' g + T ' . Calculer la valeur algébrique de la force de traction 

exercée sur le câble dans chaque phase T'. 

Représenter le diagramme dynamique, c'est-à-dire la force T ' en fonction du temps. 

(c) Représenter le diagramme de la puissance de la traction T ', P en fonction du temps. 
Identifier les phases de charge résistante et de charge motrice. 

(d) Le mouvement est assuré par un moteur entraînant la charge par l'intermédiaire d'un 
réducteur. Le moteur tourne à 1 000 tr/min lorsque la charge se déplace à 1 m/s. Le 
rendement du réducteur est supposé constant, quelle que soit la vitesse : T1m = 90 % en 
montée, et T1d = 70 % en descente. 
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Q 
Calculer le rapport de transformation du mouvement Kr = -, et exprimer la puissance 
de la traction T' en fonction de Q. V 

(e) Exprimer la puissance P de la machine électrique avec le rendement. En déduire le couple 
C de la machine électrique. 

(f) Représenter le diagramme polyquadrants (couple~ vi tesse). 

Correction : 

(a) D e 0 à 3 s (phase 1 - montée accélérée), l'accélération est positive et vaut en moyenne 
, '1V 1 2 

y= - = - =0,33 m is . 
'1t 3 

De 3 à 6 s (phase 2 - montée à vitesse constante), l'accélération est nulle, car la vitesse est 
constante. 

De 6 à 9 s (phase 3 - montée freinée), l'accélération est en sens contraire de la vitesse 
, '1V -1 2 

(phase de freinage et vaut y = - = - = -0,33 m is . 
'1t 3 

Phase 4 : Le mouvement est arrêté, l'accélération est nulle. 

Phase 5 : Descente accélérée ; le mouvement est accéléré, mais la vitesse est négative. 
Laccélération, de même sens que V, est négative et vaut - 0,33 mls2 • 

Phase 6 : Descente à vitesse constante ; l'accélération est nulle. 

Phase 7 : Descente freinée ; le mouvement est décéléré avec une vitesse négative. 
Laccélération algébrique vaut donc +0,33 mls2

• 

(b) m'y' = ±1 6,5 kN, selon le signe de y' . T' =m'y '+ m 'g. 

Phase 1 2 l 4 5 6 7 

Signe de F'i Accélérat Vit. cte D écélérat Vit. nulle Accélérat Vit. Cte D écélérat 

Montée Montée Montée 
m ' y ' = O 

Descente Descente Descente 
m ' y'> 0 m ' y ' =O m' y '< O m ' y ' < O m ' y ' =O m ' y '> O 

Traction (T') 516,5 kN 500 kN 483,5 kN 500 kN 483,5 kN 500 kN 516,5 kN 

On constate que la valeur algébrique de la traction est toujours positive. La valeur 500 kN 
est modulée par la quantité d'accélération m'y' (Figure 1.33). 

T'.V' 
_____, 

+---.... ·· ···· ···.....-----. ·········---.····· ...... ..... . 
i i i i i 

500 kN 

Phl Ph2 Ph3 Ph4 PhS Ph6 Ph7 

Figure 1.33 Profil dynamique lors du déplacement vertical du conteneur 

Conclusions : 

Leffort sur le câble sera maximal en phase d'accélération en montée. Le moteur doit alors 
vaincre le poids et l'inertie. 

Leffort sur le câble sera égalem ent maximal en phase de freinage en descente. Le moteur, 
fonctionnant en génératrice, doit alors compenser le poids et l'inertie. 
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(c) En montée, la puissance T 'V' est toujours positive. La charge est toujours entraînée ; la 
machine électrique est motrice (Figure 1.34). 

516,5 ............. . Puissance de la traction (kW) 
500 ············r•.------, 
483,5 ............. t·············, 

l : 

3s 

Figure 1.34 Profil de puissance lors du déplacement vertical d'un conteneur 

En descente, la puissance est toujours négative : T 'V' < O. La charge est toujours 
entraînante ; la machine électrique est toujours résistante. 

La puissance varie entre 516,5 kW et 483,5 kW pour la charge entraînée et entre -
516,5 kW et - 483,5 kW pour la charge entraînante. 

(d) Rapport de transformation : Kr = 1~,1= 104, 7 rd/m. 

Dans les phases de montée, la charge est entraînée. La vitesse angulaire est positive. La 
puissance P est donnée par : 

P= T ' .V' =~Q=CQ=}C=~ 
'llm Kr 'llm 'llm Kr 

Pour le couple 

En phase 1 : couple moteur: 5,5 kN.m. 

En phase 2: couple moteur: 5,3 kN.m. 

En phase 3: couple moteur: 5,1 kN.m. 

Décomposition de cette expression du couple : 

T' m 'g+ m ' y ' -m'g m 'y' 
C=--= =---+--

11mKc 11mKt 11mKt 11mKt 
On retrouve l'équation mécanique sous la forme de l'expression 3-3: 

C , C C' C' -m'g C' m ' y ' 
ir = + r avec r = ~ et ir = ~ 

'llm r 'llm r 

Le moment d'inertie de la charge ramené vaut: 

J, = m ' 
r 2 

11mKc 

50000 2 
----

2
- = 5, 1 kg.m . 

0,9.104, 7 

Dans les phases de descente, la charge est entraînante. La vitesse angulaire est négative. 
La puissance P est donnée par : 

T ' 
P = T ' .Vlld = CQ =} C = - 1ld 

Kr 
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36 1 Energie et systèmes 

En phase 5 : couple résistant 3,2 kN.m en valeur algébrique. 

En phase 6 : couple résistant 3,3 kN.m en valeur algébrique. 

En phase 7: couple résistant 3,4 kN.m en valeur algébrique. 

Décomposition de cette expression du couple : 

T' m 'g +m' y' -m'g m'y' c = - 11d = lld = ---11d +--11d 
Kr Kr Kr Kr 

On retrouve l'équation mécanique sous la forme de l'expression 3-3: 

C , C C' C' - m 'g C' m'y' 
ir = + r avec r = --11d et ir = --11d 

Kc Kc 
Le moment d'inertie de la charge ramené vaut: 

, m ' 50000 2 J r = -
2 

lld = 
2 

.0, 7 = 3, 2 kg.m 
Kc 104, 7 

(e) Diagramme couple~ vitesse. 

On construit le diagramme à deux quadrants mécaniques (Figure 1.35), couple-vitesse. 

1 Machine motrice 1 

N Sens montée 1000 tr/min 
r<···· ··· ··· ·· ··· · · ··· · ··· ·~ 

5,3 kN.m 
c 

0 3,2 kN.m 3,4 kN.m ,, 

5,1 kN.m 5,5 kN.m 

3,3kN.m 

' · ··• · · ) 
-lOOOtr/min 

Sens descente 
1 Machine résistante 1 

Figure 1.35 Diagramme dynamique à deux quadrants lors du déplacement vertical de la charge 

Dans ce processus, la vitesse change de signe, mais pas le couple. 

Remarque 

Corrections à apporter en considérant le moment d'inertie propre du rotor : ]0 = 5 kg.m2
• 

Cette valeur est comparable à celle du moment d' inertie de la charge ramenée, en montée et 
en descente . 

En phase d'accélération ou de freinage r = YIK[ = ±0,33.104,7 = ±34,6 rd/s2
• 

J0r = ±3.34,6 ""±104 N.m = ±0,1 kN.m. 

Les couples sont un peu modifiés : 

- phase 1 : 5,5 + 0,1=5,6 kN.m; 

- phase 3: 5,1 - 0,1=5 k N.m; 

- phase 5 : 3,2 - 0,1 = 3,1 kN.m; 

- phase 7: 3,4 + 0,1 = 3,5 kN.m. 
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1.3.2.5 Formulaire général 

Équation mécanique générale : 00 + I'r) r = c + c'" 
Inertie ramenée : 

Charge résistante en rotation : 

Charge résistante en translation rectiligne : 

M' 
J'r = 1(2 

Tl c 

Charge motrice en rotation : 

' J' J r = K2 Tl 
r 

Charge motrice en translation rectiligne : 

Couple de la charge ramenée C'r : 

Charge entraînée: 

ou 

Charge entraînante: 

Situations problèmes en électromécanique 1 37 

(1.20) 

(1.21) 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 

1.3.2.6 Exercice corrigé 1-8 : Perceuse en régime permanent 

Dans une perceuse industrielle, un moteur entraîne en rotation, dans un seul sens qui sera 
pris positif, à la vitesse algébrique Q ' positive, un mandrin et une mèche par l' intermédiaire 
d'un réducteur de vitesse de rapport~= 12. Le rendement de la transmission est T) = 0,9 . 

Le couple résistant algébrique exercé sur la mèche est C' = - 2 N.m (négatif). Le problème 
étudié est une situation de charge entraînée en rotation. 

(a) Exprimer C'r en fonction de C', ~et T). 

(b) Exprimer C en fonction de C', Kr et T). 

(c) Applications numériques. 
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38 1 Energie et systèmes 

Correction : 

C' 
(a) Formule (3-9] C'r = --

ri.K,. 

(b) Équation générale : C + Cr = O. 

C' 
(c) A.N. : C'r = -- = - 0,185 N.m; C = 0,185 N.m 

ri.Kr 

1.3.2.7 Exercice corrigé 1-9: Perceuse en régime transitoire d'accélération 

Dans la perceuse précédente, l'inertie de la charge mandrin+mèche vaut]'= 0,001 kg.m2• En 
phase d'accélération ou de décélération, le couple résistant C' n'est plus appliqué. La charge 
est alors « purement inertielle » . Le temps d'accélération est 0,02 s. La vitesse nominale du 
moteur, atteinte au bout de ce temps, est de 900 rd/s. 

(a) Calculer le moment d'inertie de la charge, ramené à!' arbre moteur en phase d'accélération. 

(b) Calculer le couple moteur, en tenant compte de l'inertie propre du rotor du moteur 
d'entraînement: J0 = 10- 4 kg.m2. 

Correction : 

(a) Linertie de la charge (entraînée) ramenée au moteur vaut (formule [3-6]) : 

I J' 0,001 -6 2 
Jr =--

2 
= 

2 
= 7,7.10 kg.m . 

riKr 12 .0,9 

(b) Léquation mécanique est : Oo + J'r) r = c. 
Caccélération du moteur est : f' = 900 / 0, 02 = 45000 rd / s2

• 

C = (10-4 + 7,7.10-6) 45 000 = 4,5 N .m. 

1.3.2.8 Exercice corrigé 1-1 O : Perceuse en régime transitoire de freinage 

Dans l'exemple précédent, le temps de freinage est de 0,01 s. 

(a) Calculer le moment d' inertie de la charge, ramené à l'arbre moteur en phase d'accélération. 
La charge inertielle est motrice. 

(b) Calculer le couple moteur, en tenant compte de l' inertie propre du rotor du moteur 
d'entraînement J0 = 10-4 kg.m2. 

Correction: 

(a) Linertie de la charge ramenée au moteur vaut J',. = J ~ ri = 6, 2.10- 6 kg.m 2 si la charge 
inertielle est entraînante formule [3-8] . K ,. 

(b) Léquation mécanique est: Oo + ]',.) r = c. 
Caccélération du moteur est: r = -900/0,01 = -90 000 rd/s2. 

C = (1 o-4 + 6,2.10- 6) 90 000 = - 9 N .m. 

1.3.3 Mécanismes et machines simples 

Dans les relations précédentes, on note la présence des coefficients K,. et ~' liés à la structure 
des mécanismes de transmission et de transformation de mouvement. 
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Les systèmes mécaniques permettant de transmettre ou de transformer la nature d'un mouve­
ment sont appelés « mécanismes » (poulies, système vis-écrou, pignon-crémaillère, bielle­
manivelle). Les machines simples permettent de transmettre une puissance en réduisant 
l'effort de l'opérateur ou du moteur (plans inclinés, leviers, palans). La finalité est différente, 
mais les machines simples et les mécanismes procèdent du même principe physique de 
conservation du travail et de la puissance. 

Figure 1.36 Motoréducteur 

Une poulie est un mécanisme très simple. Le moteur entraîne, en rotation, la poulie autour 
de son axe propre. Un câble est entraîné en translation. Pour que le câble ne patine pas, il faut 
qu'il y ait suffisamment de frottement entre le câble et la gorge de la poulie, ce que 1' on 
obtient aisément lorsque l'on charge le câble. Les systèmes de poulies ou palans constituent 
des machines simples. 

Une poulie est un transformateur simple et réversible de mouvement de rotation en mouve­
ment de translation (Figure 1.37). 

Lorsque le câble se déplace à la vitesse V ', la poulie tourne à la vitesse angulaire QP. 

La loi V' = RQP, où R désigne le rayon de la poulie, est la loi de transformation des vitesses. 
Le rayon de la poulie R joue le rôle d'un coefficient de transformation des vitesses, propre à 
ce mécanisme simple. Le rapport~ est ici 1/R. Il a une unité (rd/m). 

V' = R.np 

Figure 1.37 Poulie, transformateur simple rotation-translation 

1.3.3.1 Exercices avec réponses : Mécanismes 

1. Mécanisme vis-écrou 

Un moteur électrique entraîne en rotation autour de son axe le corps d'une vis. Un bâti 
est solidaire de l'écrou qui se déplace, lui, en translation. 
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40 1 Energie et systèmes 

Si Q est la vitesse angulaire de la vis et V' la vitesse de translation rectiligne de l'écrou, on 
Q 

appelle Kt, le rapport de transformation de ce m écanisme Kt = V'. 

(a) Soit p, le pas de la vis, distance parcourue par l'écrou pour un tour de vis. 

En exprimant de deux façons la durée d 'un tour de vis en fonction de 0 et en fonc­

tion de p et V', relier le pas de vis à ~- Applications numériques 

(b) La vitesse angulaire de la vis est de 120 tri min. 

Calculer Kt si le pas de la vis est p = 10 mm. 

Calculer Q et V'. 

Calculer l'accélération de l'écrou, si l'accélération angulaire de la vis est de 10 rd/s2• 

Correction : 

(a) T = 
2

7t = _E_::::} K = _g_ = 
2

7t en rd/m. 
Q V' t V' p 

(b) Kt = 625rd/m;Q=12, 7 rd/s; V'= 2 cm/s; y'= 1,6 cm/s2 

2. Mécanisme pignon-crémaillère 

Il se compose d'un pignon en rotation à la vitesse Q et d 'une crémaillère en translation à 
la vitesse V' (Figure 1.38). La relation de transformation des vitesses entre Q et V' fait 
intervenir le rayon du pignon noté r. V ' = r.Q. 

1 V ~ 
vvvvvvvv~vvvvvvvv 

Figure 1.38 Système pignon « fixe » et crémaillère mobile 

Deux cas sont possibles : 

le moteur entraîne un pignon en rotation, et c'est la crémaillère qui se déplace en 

translation ; 

• la crémaillère est un rail fixe. La masse à déplacer est solidaire du pignon qui roule sur la 
crém aillère. 

Exemple: un véhicule automoteur roule sur une voie à crémaillère. 

Le moteur embarqué dans le véhicule entraîne, par l'intermédiaire d'un réducteur, un pignon 

qui roule sur la crémaillère fixe . 

Le pignon est en rotation autour d'un axe, fixe par rapport à la carrosserie du véhicule. La 

crémaillère est alors en mouvement relatif de translation rectiligne par rapport à la carrosserie 
du véhicule. 

Le rapport de réduction (vitesse du moteur sur vitesse du pignon) est k. Le rayon du pignon 

est r = 10 cm. 

Le moteur a une vitesse nominale de 3 000 tr/min (Q
0 

= 3 14 rd/s). La vitesse nominale de 
translation du véhicule est : V'

11 
= 15 mis. 
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(a) Calculer le rapport de transformation ~ du système. 

(b) Calculer le rapport k. 

(c) Le cahier des charges fixe une accélération maximale du véhicule à y'= 2 m/s2
. Quelle est 

alors l'accélération angulaire !du moteur? 

Réponses:~= 209 rd/m ; k = 20,9; r = 418 rd/s2• 

1.3.4 Irréversibilité d'un mécanisme 

Un réducteur est irréversible si le rendement du transfert de puissance s'effectue avec un 
rendement non nul lorsque la charge est entraînée, et avec un rendement nul, au démarrage, 
lorsque la charge est entraînante. L'exemple classique est le réducteur roue-vis sans fin. 

Lorsque l'angle d'inclinaison du filet de la vis par rapport à son axe de rotation est supérieur 
à 85° (cette valeur n'est valable que pour le contact usuel, acier sur acier) , le système est 
irréversible. 

Si le moteur entraîne la vis et impose le couple à la charge, le rendement est non nul, quelle 
que soit la vitesse. 

Au contraire, si la charge impose le couple (charge entraînante) à la roue, le rendement est nul 
lorsque le système est à l'arrêt. Ceci est utilisé pour éviter qu'une charge soit entraînante, sans 
contrôle, dans un système de levage par exemple. 

Pour la descente, le moteur électrique doit initialiser le mouvement. Ensuite, celui-ci peut se 
poursuivre par entraînement par la charge, car le rendement n'est pas nul, dès que la vitesse 
n'est plus nulle. 

Les deux courbes rendement-vitesse de la Figure 1.39 illustrent cela sur l exemple d'un levage : 
à gauche, la montée (charge entraînée), et à droite, la descente (charge entraînante). 

Vitesse 

Charge entraînée 

. ~ 

• ~ . .. Vitesse 

Charge entraînante 

Figure 1.39 Courbes rendements. Vitesse d'un réducteur irréversible 

1.3.4.1 Exercice corrigé 1-11 : Système de traction par câble 

Un téléphérique se compose d'un câble tracteur actionné par un moteur et un mécanisme 
(poulies-réducteur) et d'un câble porteur fixe sur lequel roulent les chariots solidaires des 
cabines. Les deux cabines sont actionnées par le même câble. Une cabine monte, générale­
ment en charge, quand l'autre descend à vide. Il en est de même du câble dont la moitié de la 
longueur est entraînée quand l'autre moitié est entraînante. Seule la masse des passagers, ou 
masse utile, doit être tractée. Cette situation est générale dans les systèmes de traction par 
câble (télécabines, télésièges, funiculaires ... ). Les masses ne jouent donc pas le même rôle en 
régime permanent (masse utile) et en régime transitoire. Dans l'équation mécanique [2-9], 
c'est la masse totale qui est à prendre en compte (masse totale= cabines + charge utile + câble 
tracteur). 
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42 1 Energie et systèmes 

Le téléphérique étudié présente le profil suivant. Le dénivelé est de 625 m. On suppose que 
la pente de la trajectoire est constante (tangente de l'angle a= 0,8). 

Le sinus de l'angle vaut alors 0,625 (Figure 1.40). 

a. 

~ 
----- a. \1P' 625 m 

Figure 1.40 Profil de la pente, force axiale 

La masse d'une cabine vide est: m' = 4 600 kg. La charge utile est: M ' = 6 000 kg. La masse 
totale du câble tracteur de longueur 2 000 met de section 35 mm est: M 'c = 16 000 kg. 

La vitesse en régime permanent est: V ' = 10 mis. Le sens positif d 'orientation de la droite 
trajectoire est celui de la montée de la cabine pleine. 

Le mouvement de rotation du moteur à la vitesse Q est transmis au câble tracteur par un 
mécanisme transformant la rotation en translation de coefficient Kr= QIV' = 8 rdlm. Lorsque 
le câble tracteur se déplace à 10 mis, la vitesse du moteur est: Q = 80 rdls. 

Le rendement de la transmission est pris à 100 %, en charge entraînée ou entraînante, puis 
corrigé à 75 %. 

Sur une trajectoire inclinée de l'angle a par rapport à l'horizontale, la composante axiale du 
poids M' g est égal à M' g sina. On peut le voir sur la figure, mais aussi approcher cette 
relation en étudiant les deux cas extrêmes pour a. 

Si a= 0°, la composante axiale du poids est nulle. Si a= 90°, la composante axiale du poids 
est maximale et égale au poids lui-même (situation d'un monte-charge). 

(a) Calculer la composante axiale du poids de la masse utile. 

En déduire le couple de la charge ramené à l'arbre moteur. Corriger cette valeur si le 
rendement est de 75 %. 

(b) Exprimer le moment d'inertie de la charge totale, ramené à l'arbre moteur, pour un 
rendement de 1 OO % . 

(c) On donne la valeur de J0, moment d'inertie propre du rotor du moteur, 8 kg.m2. On 
appelle r l'accélération angulaire du moteur. 

Écrire l'équation mécanique et montrer qu'il existe une valeur limite der (négative) pour 
que la charge soit toujours résistante, quelle que soit la phase du mouvement : démar­
rage, régime permanent mécanique ou freinage. 

Calculer cette accélération et l'accélération de la charge en translation correspondante . 

Corriger cette valeur pour un rendement de transmission de 75 %. 

( d) En fonctionnement normal, les temps d'accélération et de freinage sont de 15 s. 
Déterminer l'accélération y', l'accélération angulaire r , le couple de la machine élec­
trique dans ces deux phases (pour un rendement de 75 %). 

(e) Calculer la puissance utile maximale demandée au moteur d'entraînement. 



(/) 

<lJ 

0 
'­
>­w 
<;j" 
r-l 
0 
N 

@ 
.µ 
..c 
Ol 
ï::: 
>­
Q. 
0 
u 

Situations problèmes en électromécanique 1 43 

Correction: 
F' 

(a) F'a = - M 'g sina = - 37,5 kN; C 'r = _a = -4, 7 kN.m. En régime permanent, seul ce 
Kc 

couple existe. La puissance de ce couple est négative. La charge est résistante. 

Avec un rendement de 75 %, le couple vaut C = 6,25 kN.m. 

(b) Pour l'inertie, toutes les masses s'ajoutent. L'énergie cinétique du système positive est 
additive. 

, - M , c + 2m, + M , - 4 k 2 J r -
2 

- 87 g.m 
Kr 

(c) (J0 + J'r)r = C+C'r. C est positive si (J0 + J'r)r-C'r >O. 

r > C'r ~ r > -12,6 rd/s2
. y ' > r/~ = - 1,6 m/s2. 

Jo + f r 

Cette condition est vérifiée au démarrage r > 0, en régime permanent et pour une 
décélération douce. Pour un véhicule transportant des passagers, un freinage, avec une 
décélération supérieure à 2,5 m/s2 en valeur absolue, est considéré comme brutal. Il est 
possible d'avoir une telle valeur en freinage d'urgence. 

Avec un rendement de 75 %, l'inéquation s'écrit : 

, M ' + 2m '+ M ' 2 C' 2 , 2 J r = c 2 = 649 kg.m ~ r > r' ~ r > - 9,5 rd/s ~ y > - 1,2 m is 
Kr 11 Jo +Jr 

(d) En fonctionnement normal, les temps d'accélération et de freinage sont de 19 s. 

y 'dem = 0,53 m/s2 et y ' fre in = -0,53 m/s2
• L'accélération angulaire vaut rdem = 4,21 rd/s2 

et r frein = -4,21 rd/s2
. La charge est donc toujours entraînée. 

Oo + f r)r = C +C 'r ~ C = Oo + f r)r- C'r = 657r+6250. 

Soit au démarrage : C = +9,02 kN.m. 

Soit au freinage (en douceur) : C = +3,48 kN.m. 

(e) La puissance utile maximale demandée au moteur est mise en jeu en fin de phase d'accé­
lération. Pmax = Cdem·Q = 9,02.103.80 ::::::: 720 kW 

L'exercice montre les deux rôles joués par la masse en mécanique : 

- en régime permanent, la masse intervient par sa relation au poids, et c'est donc 
uniquement la masse utile M ' qui est en jeu ; 

- en régime transitoire, la masse intervient par son caractère inertiel et c'est la masse 
totale qui est à considérer. 

1.3.4.2 Exercice corrigé 1-12 : Enrouleur 

Les enrouleurs et dérouleurs sont des systèmes très répandus, le conditionnement en bobines 
étant très pratique pour le transport. 

Le système étudié a été motorisé par SchneiderElectric. 

Ces systèmes d'enrouleur-dérouleur ont la particulari té d'être à vitesse variable, tout au long 
de la phase d' enroulage ou de déroulage. Le couple est une fonction hyperbolique de la 
vitesse. 
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44 1 Energie et systèmes 

Dans une installation (Figure 1.41), on doit faire passer une bande de toile dans un four de 
séchage à vitesse constante V '. Les bobines de toile humide sont déroulées. Le dérouleur est 
freiné, afin que la toile (humide) défile régulièrement dans le four et qu'elle reste tendue. 

Un enrouleur motorisé (motoréducteur) est chargé de recevoir la matière sèche et de consti­
tuer une bobine, dont le diamètre augmente régulièrement. Le moteur de l'enrouleur verra sa 
vitesse de rotation varier, afin que la vitesse de défilement de la toile soit constante (V' = cte 
=lli2'). 

Un« pantin » permet, par l'action de son poids, de tendre la toile. La vitesse de passage V' 
dans le four est régulée. 

On ne s'intéresse ici qu'à l'enrouleur, dans un seul sens de rotation et de défilement qui sera 
donc le sens positif du problème. 

-V' 

Dérouleur délivreur 

FOUR 

Pantin 

Figure 1.41 Enrouleur-dérouleur 

Enrouleur étudié 

Le cahier des charges mécaniques et les données relatives à la bobine sont : 

largeur de la bande : L = 1,4 m ; 

densité de la toile: 1,35 (soit masse volumique µc = 1 350 kg/m3) ; 

densité de l'acier du tambour: 7,8 (soit masse volumiqueµ= 7 800 kg/m3) ; 

diamètre du tambour : d = 0,2 m ; 

diamètre maximal de la bobine à plein: D = 1,2 m; 

vitesse de la toile en production : V'= 150 m/min ; 

tension de la toile : IF' al = 600 N ; 

moteur (du motoréducteur) : vitesse maximale : 2 000 tr/min ; 

rendement des réducteurs : 100 % (en première approximation). 

On appelle ~ = Q /Q ' et Kc = Q /V'. 

On peut considérer que le système est un transformateur de mouvement (rotation du moteur 
--? translation de la toile, coefficient ~) ou un transmetteur de mouvement (rotation du 
moteur --? rotation de la bobine, coefficient KJ Nous choisissons la première méthode pour 
le régime permanent et la dernière méthode pour les transitoires (Figure 1.42). 

Mogur H.__Re_· ~-~-ct-,eu_r__.H.__B_o n_b'._n_e__,H T~!e 1 

Figure 1.42 Synoptique du transfert d'énergie dans l'enrouleur 

Première partie : Régime permanent de production à l'enroulage 

(a) Déterminer la puissance algébrique de la force F'a· Quelle est la valeur algébrique de F'a? 

Quelle est la puissance utile du moteur (dans l'hypothèse simplificatrice du rendement à 
100 %) ? 
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(b) Déterminer les vitesses extrêmes de l'enrouleur Q'v (bobine à vide) et Q ' P (bobine à 
plein) et celles du moteur, n v et n p. 

On supposera que lorsque la bobine est vide, le moteur tourne à sa vitesse maximale. On 
en déduira le rapport de transmission du mouvement Kr et le rapport Kc. 

(c) Déterminer le couple exercé par la charge, ramené à l'arbre moteur en production à 
vitesse constante, lorsque la bobine est vide C'rv et lorsque la bobine est pleine C'rp et les 
couples Cv et CP au moteur correspondants. 

Deuxième partie : Démarrage et freinage 

Le démarrage del' enrouleur se fait bobine vide. Le freinage se fait bobine pleine, la toile ayant 
été coupée. En pratique, cela signifie qu'aucun couple résistant n'est demandé au moteur de 
l'enrouleur dans ces phases de fonctionnement. La bobine constitue alors une charge pure­
ment inertielle. 

(d) Déterminer l'inertie propre de la bobine à vide J'v et l'inertie propre de la bobine pleine 
J' P' puis les inerties ramenées 1'rv et J'rp· 

(e) On considère que le moteur a une inertie propre de ]0 = 0,01 kg.m2
• Déterminer l'inertie 

totale du système à vide et à plein ramenée à l'arbre moteur. 

(f) Calculer le temps de démarrage td si l'on veut que le couple de démarrage ne dépasse pas 
1 ,6 fois le couple moteur, bobine à vide. 

(g) Calculer le couple de freinage (bobine pleine) si l'on souhaite un temps de décélération 
tr égal au temps d'accélération. 

Troisième partie : Représenter le diagramme couple-vitesse au niveau de la machine électrique 

Correction: 

Première partie : Régime permanent 

(a) La force de tension de la toile est la force résistante de ce problème. P' = Fa'V' = - 1 500 
W F'a = - 600 N. 

(b d I V' 2 V' I 4 d I d ) Dv = ; DP =D; Q = - = - ; QP = ,2 r /s; Q v =25 r /s 
D/2 D 

(c) 

Le moteur tourne donc entre 2 000 tr/min et 333 tr/min. Kr = 8,38. 

Pour utiliser le formulaire, il faut connaître Kcv et Kcp' car le système est globalement un 
transformateur de mouvement rotation ---7 translation dont le rapport ~ est variable. 

C , F'a K Q v d/ K QP d/ 
r=T).Kc; cv =V,=83,7r m· cp=V,= 13,9r m 

F' 
C'rv = --a- = - 7,2 N.m; C v = - Crv = 7,2 N.m; 

T).Kcv 

C'rp = ~ = - 43 N .m ; CP = - Crp = 43 N.m 
T).Kcp 

Deuxième partie : Démarrage et freinage 

(d) À vide: la masse de la bobine, constituée du tambour, donc d'un simple cylindre en acier 

de d iamètre d, est : M v = µ .L.n.d2 
/ 4 = 7800.1,4.n.0,12 = 343kg. 
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Son inertie est celle d'un cylindre plein de diamètre d: 

I 1 d 2 

[ ]

2 

1v = 1Mv 
2 

=l,7 kg.m. 

À plein : la toile constitue un cylindre creux de rayon interne d/2 = 0,1 met de rayon 
externe D/2 = 0,6 m. La masse de toile est: 

D - 2 2 

( 
2 d2 J Me= µeL.n. 

4 
= 1350.1,4.n. (0,6 - 0,l ) = 2077 kg. 

Linertie du cylindre creux de toile vaut: Je = 384,2 kg.m2 à laquelle il faut ajouter le 
tambour dont l'inertie est]'"' Donc J' P = 386 kg.m2• 

) 386 k 2 ) l , 7 k 2 
J rp =--2 =5,5 g.m ; J rv = --2 =5,5 g.m 

8,38 8,38 

(e) On ajoute le moment d'inertie ]0. 

J pe = Jo + J'pr = 5,50 kg.m
2 

; lve = Jo + f vr = 3,4.10-
2 

kg.m
2 

F' 
(f) C 'rv = _a = 7,2 N.m; cive= Lera = 1,6.C' rv = 11,5 N .m 

Krv 

r = Q v . J Q v 6 a , ve - = 11, 5 =:::} ta = 0, S 

ta ta 

(g) c ip = Jperf ; 

c ip = Jperf ; 

-Q 
r f = --P = - 5,8 rd/s2 

tf 
- 5,5.5,8= - 32 N.m 

Troisième partie : Diagramme couple-vitesse (Figure 1.43) 

Couple N.m 
43 --------------

7,3 - - - - --------- -------------------------------------- N(tr/ min) 

333 2000 

-32,.... ____ ..... 

Figure 1.43 Diagramme couple-vitesse de l'enrouleur 

Dans la phase d'enroulement, la courbe est une hyperbole. 
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1.3.5 Mouvements de fluides 

Nous commençons d'abord par quelques notions de base en mécanique des fluides. Un fluide 
est un système mécanique déformable. Les forces de cohésion du fluide, si elles sont moins 
fortes que dans un solide, existent néanmoins et contribuent au phénomène de viscosité. Un 
fluide est dit « parfait » si l'on peut négliger cette viscosité. Un fluide est dit « incompressible » 
lorsque sa masse volumique est constante, quelle que soit la pression exercée sur ce fluide. 

Les liquides peuvent être classés comme fluides incompressibles. Ils transmettent intégrale­
ment, en chaque point de leur volume, les forces de pression subies en un autre point 
(théorème de Pascal). Les gaz sont, au contraire, compressibles dans de grandes proportions. 
Leur masse volumique dépend beaucoup de leur pression et de leur température. Néanmoins, 
dans de nombreuses applications dans lesquelles le gaz ne subit pas de variation de tempéra­
ture, il peut être considéré comme incompressible. 

Dans les situations classiques, le fluide est amené à se déplacer et à travailler dans une conduite, 
caractérisée par sa section S. 

Du point de vue de la mécanique des fluides, l' électromécanicien doit gérer quatre situations 
générales. 

Pour les liquides et, en premier lieu, l'eau, il s'agit de dimensionner un moteur entraînant une 
pompe ou un générateur entraîné par une turbine. Pour les gaz, considérés aussi comme des 
fluides incompressibles, il s'agira de dimensionner un moteur entraînant un ventilateur ou un 
générateur entraîné par une turbine éolienne, par exemple. 

1.3.5.1 Grandeurs physiques de la mécanique des fluides : pression et débits 

La pression est la grandeur physique de base en mécanique des fluides. Une pression est 
homogène au quotient d'une force et d'une surface. La pression, ainsi définie, est qualifiée de 
pression statique. La pression atmosphérique agissant sur un plan d'eau ou la pression hydrau­
lique s'exerçant dans l'eau, à une certaine profondeur, sont des exemples de pression statique. 

P scacique = S (1.28) 
F 

Il existe une deuxième pression exercée, elle, par un fluide en mouvement. Par rapport au 
repos, la vitesse donne au fluide en mouvement un supplément d'énergie. La pression dyna­
mique du fluide en mouvement est proportionnelle au carré de sa vitesse : 

pV2 
Pdynamique = -

2
- (1.29) 

Lunité de pression (statique ou dynamique) est le pascal (1 Pa = 1 N/m2). Le bar est une 
unité usuelle de pression : 1 bar est égal à 1 OO 000 Pa. 

Le débit d'un fluide est la deuxième grandeur physique importante de la mécanique des 
fluides. 

Soit un fluide incompressible ou non, circulant dans une conduite de section S. La vitesse 
moyenne du fluide dans cette section est V 

Le débit volumique (en m3/s) est donné par la relation : 

q =S.V (1.30) 

Le débit massique (en kg/s) est égal à p.S.V 
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48 1 Energie et systèmes 

La première loi de la mécanique des fluides est la loi de conservation du débit. Entre deux 
sections (1) et (2) de la conduite, le débit massique est constant. Il en est de même du débit 
volumique, mais seulement pour un fluide incompressible. 

En particulier, dans une conduite de section constante, en régime établi, la vitesse d'un 
liquide ne varie pas. 

1.3.5.2 Équation générale de l'écoulement d'un fluide incompressible 

réquation de Bernoulli est une application directe du théorème de l'énergie cinétique 
(Chapitre 2, § 2.1.3). C'est une équation énergétique. 

Entre un état 1 et un état 2, la vitesse moyenne du fluide incompressible (dont on considère 
une masse m) passe de V1 à V2. Donc sa pression dynamique passe de Pdynl à Pdyn2, sa pression 
statique de p1 à p2, son altitude dans le champ de pesanteur d'intensité g de z1 à z2. 

Le fluide échange le travail W 12, dû à une pompe ou à une turbine. 

Dans une pompe ou dans un ventilateur, le fluide absorbe de l'énergie W 12 qui est comptée 
positivement, conformément aux conventions de signe des échanges d'énergie. 

Dans une turbine (hydraulique ou éolienne), le fluide donne de l'énergie W 12 qui est comptée 
négativement. 

Dans son mouvement, le fluide subit des pertes d'énergie J 12 dues aux différents frottements 
et à la viscosité. Ces pertes sont appelées « pertes de charges » et elles sont toujours de signe 
négatif. 

La loi de Bernoulli s'écrit : 

(1.31) 

Remarques 

En général, on applique cette loi pour l'unité de masse m = 1 kg, W 12 = w12 etJ12 = j12. 

Dans la plupart des cas, l'équation de Bernoulli [3- 15] ne contient pas tous les termes : 

• le terme de gravité g(z2 - z1) disparaît dans une situation de conduite horizontale; 

le terme de variation de carré de vitesse disparaît si la section est constante ; 

le terme de variation de pression statique disparaît si la pression statique (atmosphérique, 
par exemple) est constante sur tout le trajet de la conduite. 

Il existe donc un grand nombre de possibilités pour écrire l'équation . 

Avec m = 1 kg: (Pdyn2 -pdyn l )+ (p2 -pl)+ pg(z2 -z1) = p(w12 + j12)· 

Exemple simple : 

Une conduite horizontale dans une usine pétrochimique a un débit volumique q = 0, 02 m3 
/ s. 

Le liquide a une masse volumique p = 800 kg/m3. Les pertes de charge massique sur la 
longueur totale de la conduite ont été évaluées par des formules dépendant de la forme de la 
conduite, de la présence de coudes et de la nature de l'écoulement (turbulent ou non) à 
J = -5 000 J /kg. Calculer la puissance de sortie (utile) de la pompe. 

Dans cette situation, tous les termes de l'équation de Bernoulli dans son premier membre 
s'annulent (altitude constante, pression constante et vitesse constante). Le travail m assique w 
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Situations problèmes en électromécanique 1 49 

de la pompe ne sert qu'à compenser les pertes de charge massique j. Une introduction du 
débit dans la formule permet de relier la puissance au travail massique. 

11 

W m.w pîJw 
w= j ; P=-=-=-=p.q.w;A.N.:P=80kW 

t t t 

On note la relation entre travail massique w, puissance P, débit volumique q et masse 
volumique p : 

p = p.q.w (1.32) 

1.3.5.3 Exercice avec réponses 1-13 : Hauteur manométrique d'une pompe 

Dans une grande ferme, on installe une pompe pour évacuer du lisier (masse volumique 
p = 1 050 kg/m3) de son lieu de stockage. Le matériau fluide est transporté d'un point à 
l'autre de l'exploitation par camion-citerne de volume 1J = 22,5 m3 à remplir en 15 min. 

(a) Déterminer le débit volumique. 

(b) Déterminer la section de la canalisation. La vitesse d'écoulement doit être de 2 mis. 

(c) Déterminer la pression dynamique. 

(d) La hauteur manométrique de la pompe (dénivelé accessible au fluide) en négligeant les 
pertes de charges est ~h = 6 m. Prendre g = 10 m/s2• Déterminer la puissance hydrau­
lique de la pompe. 

(e) Les pertes de charges sont données par le constructeur en hauteur manométrique équi­
valant à ~z = 0,087 5 m pour 1 m de canalisation. Déterminer les pertes pour 36 m de 
conduite en hauteur manométrique et en J/kg. 

Corriger la valeur de la puissance hydraulique de la pompe. 

Réponses: 

(a) Q, = 22,5/(3600/4) = 0,025 m 3/s. 

(b) Qv =SV: S = 0,0125 m2 • 

(c) Pdyn = 0,5pV2/2 = 1050 Pa = 0,01 bar. 

(d) p = pQ, w = pQg~h = 1575 w 
(e) IJI = 3,15 m, soit 31 ,5 J/kg . P = 2 400 W 

1.3.5.4 Exercice avec réponses 1-14 : Microcentrale hydroélectrique 

Dans le cadre actuel de la décentralisation de la production d'énergie électrique, tous les sites 
pouvant produire de l'énergie électrique par conversion de !'énergie hydraulique tendent à 
être exploités, même pour de petites puissances . 

Une turbine hydraulique est installée sur une petite chute d'eau et sert d'appoint en énergie 
électrique. Le débit moyen de la chute est de 5 m3/s et la hauteur de chute est de 5 m. 

La turbine, alimentée par la chute d'eau, entraîne, par l'intermédiaire d'un mécanisme à 
engrenages multiplicateur, le rotor de l'alternateur. 

(a) Calculer la puissance brute de la chute, sans considérer de pertes de charge. La masse 
volumique de l'eau est de 1 000 kg/m3 et la pesanteur g = 10 m/s2. 

(b) En fait, les pertes de charge réduisent de 0,3 m la hauteur utile de la chute. Le débit utile 
est de 4 m3/s. Quelle est la puissance nette de la chute? 
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50 1 Energie et systèmes 

(c) Le rendement de la turbine est llc = 0,85. Le rendement du transmetteur de mouvement 
(multiplicateur de vitesse) est llm = 0,95. Calculer la puissance disponible sur l'arbre de 
la génératrice. 

Correction : 

• Puissance brute 

Avecm= 1 kg: (pdyn2 -Pdyn1)+ (p2 -P1)+pg(z2 - z1)=p(w12 +j1z ). 

Il ne reste, dans l'équation de Bernoulli, que : 

h = z1 -z2 ; - phg = pw12 ; w12 = -gh = - 50 J /kg 

p = qvPW12 = -qvpgh = -250 kW 

La formule de la puissance de la turbine montre que celle-ci est proportionnelle au débit 
et à la hauteur de chute. 

De fait, on distingue deux types de convertisseurs d'énergie hydraulique en énergie méca­
nique : 

- les usines de haute chute, fonctionnant avec une hauteur de chute de plusieurs 
dizaines ou centaines de mètres, avec un débit moyen ou faible (centrales hydroélec­
triques de haute montagne) ; 

- les usines de basse chute fonctionnant avec un fort débit (centrales au fil de l'eau sur 
les puissants cours d'eau). 

• Puissance nette 

P ' = q 'v p(wl2 -jl 2) = -q 'v pg(h-~h) = -188 kW 

• Puissance disponible pour la génératrice 

Le signe moins de la puissance est dû à la convention de la mécanique des fluides : négative 
pour une turbine, positive pour une pompe. 

1.3.5.5 Exercice .corrigé 1-1.5 : Convertisseur de pression statique 
en pression dynamique 

Une installation hydroélectrique « de haute chute » comprend : 

un barrage dont le niveau d'eau est à une altitude z0 = 1 700 m et dont la vanne de sortie 
de l'eau est à l'altitude z1 = 1 600 m. La pression atmosphérique sur le plan d'eau est de 
1 bar. Lorsqu'on s'enfonce dans l'eau, la pression statique augmente de 1 bar tous les 
10 m (formule usuelle des plongeurs sous-marins) ; 

une conduite fo rcée de section S = 1 m2 part de la vanne et arrive à l'altitude z2 = 
1 300 m. Une injecteur s'emmanche sur cette conduite et accélère l'eau vers une turbine 
(Pel ton) à la même altitude. La sortie de l' eau de l'injecteur de section S' = 0,05 m2 se fait 
à la pression 1 bar. On considère quatre états pour le fluide qui est de masse volumique 
p = 1 000 kg/m3 : 
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• État 1 : à la base du barrage : vitesse nulle, pression statique p1 = 11 bars, altitude de 
1 600 m; 

• État 2 : à la sortie de la conduite forcée, à l'entrée de la tuyère : vitesse V2, pression 
statique p2, altitude de 1 300 m ; 

• État 3 : à la sortie de la tuyère : vitesse V3, pression statique de 1 bar, altitude de 
1 300 m; 

• État 4 : sortie de turbine : altitude de 1 300 m, pression statique de 1 bar. 

Déterminer : 

(a) la vitesse V3 à la sortie de la tuyère, par application de l'équation de Bernoulli, entre les 
états 1 et 3. On néglige d'abord les pertes de charge; 

(b) les pertes de charge dans la conduite et dans l'injecteur : la vitesse obtenue en réalité est 
les deux tiers de la valeur calculée au a) ; 

(c) le débit volumique dans la conduite; 

(d) la vitesse à l'entrée de l' injecteur. ; 

(e) la pression (statique) à l'entrée de l' injecteur. On suppose que les pertes de charge dans la 
conduite forcée représentent 70 % des pertes de charge globales, calculées au b) ; 

(f) la puissance brute de la turbine (en valeur absolue), sachant que l'eau a pratiquement 
épuisé son énergie cinétique à la sortie de la turbine : pression dynamique nulle. O n 
néglige les pertes de charge dans la turbine. 

Correction : 

(a) On ne peut pas calculer directement les variables d'état en 2, car il y a deux inconnues : 
la vitesse et la pression pour une seule équation de Bernoulli. En revanche, l'état 3 est 
mieux connu. O n applique l'équation entre les états 1 et 3. 

(b) 

(c) 

1 2 2 1 
- (V3 -V1 )+ - (p3 - p1 ) + g(z3 -z1) =W13+]13 =0 
2 p 

±(Vj" ) = - *(p '3 - P1 )-g(z '3 -z1) 

y 3 = 2 (ll.l0
5 
-l.l0

5 
J+2.10(300) "= 90 mis 

1000 

La vitesse est, en fait, de 60 mis. Les pertes de charge entre 1 et 3 correspondent à une 
variation /1 V 212, soit : 

"' ( ~2 J= 60' ; 90' = - 2250 J/kg 

Déterminer le débit volumique dans la conduite: q = S' .V3 = 60.0,05 = 3 m3 ls 
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(d) La conservation du débit entre l'entrée et la sortie de l'injecteur donne: 

SV S'V V 60.0,05 / 
· 2 = 3 :::::} 2 = =3m s 

1 

(e) Déterminer la pression (statique) à l'entrée de la tuyère : 

1 2 2 1 
-(v2 -v1 )+-(p2 - P1)+g(z2 -z1) = W12+112 = 0 
2 p 

1 1 2 
-(p2 - P1) = - -(v2) + g(z1 - z2) +112 "'"g(z1 - z2) +112 
p 2 

112 = 0, 7 113 = -1575 l /kg 

p2 -p1 =pg(z1 -z2) =1000.10.300=14,2.105 Pa=l4,2 bar 

La pression statique p2 vaut donc environ 25,2 bars. 

Linjecteur transforme la pression statique en pression dynamique avec, néanmoins, des 
pertes de charge. 

(f) Puissance de la turbine' IPI = p.q{ ~ vj )= 1000.3.0,5.602 = 5,4 MW 

1.3.5.6 Exercice corrigé 1-16 : Éolienne 

Une éolienne est avant tout, pour un gaz, une turbine ou convertisseur de l'énergie du vent 
en énergie cinétique de rotation, alors qu'un ventilateur est un convertisseur d'énergie ciné­
tique de rotation des pales, en énergie d'un courant d'air (artificiel). 

Les mouvements des masses d'air créés par les différences de température au voisinage de la 
Terre engendrent les vents. Lénergie du vent est donc une énergie dérivée del' énergie solaire, 
dont les réserves sont importantes, notamment en mer (offshore) . La ressource éolienne est 
une source très intermittente, à l'échelle de l'année, de l'heure et même de la seconde à cause 
des turbulences et des rafales de vent. On envisage aujourd'hui de coupler aux réseaux élec­
triques de nombreux puissants aérogénérateurs, et la variabilité de l'énergie éolienne pose un 
problème particulier. Mais la dispersion des aérogénérateurs sur un grand territoire (pays, 
continent) est une certaine réponse à la variabilité locale du vent. 

Laxe d'une éolienne, le plus souvent horizontal, doit être placé sur un mât, nettement 
au-dessus du sol pour accroître l'efficacité du vent. Au sommet du mât, dans une nacelle, sont 
placés un multiplicateur de vitesse (car la vitesse du rotor est insuffisante), un alternateur et 
l'électronique de puissance associée. Le fonctionnement d'une éolienne dépend des condi­
tions de vent sur lesquelles on n'a aucune action. Pour le contrôle du transfert d'énergie, on 
peut agir sur l'aérodynamique des pales et sur l'électronique de puissance associée au transfert 
d'énergie vers le réseau. 

Première partie : Puissance théorique du vent 

Soit un cylindre d'air élémentaire de section S orthogonale à la direction du vent et de 
longueur dR. Le vent a pour vitesse U. La masse volumique de l'air est p = 1,25 kg/m3 à la 
température ambiante constante. Lair est traité comme un fluide incompressible. 
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(a) Déterminer l'expression de l'énergie cinétique élémentaire : 

dEc = dmu2. 
2 

(b) En déduire la puissance théorique du vent P = dEc . Montrer que cette puissance est 
proportionnelle au cube de la vitesse U. dt 

(c) Calculer la puissance théorique du vent de vitesse U 1 = 12 mis, puis U2 = 6 mis, pour 
une éolienne dont les pales ont un diamètre de 30 m brassant une surface S = 700 m2 

d'air environ. 

Correction : 

(a) dE = dm U 2 = _!_pSdf.U 2 
c 2 2 

(b) U = df ; p = dEc = _!_pS df .U2 = _!_pSU3 
dt dt 2 dt 2 

1 1 
(c) P1 = - pSU1

3 =756kW; P2 = - pSU/ =94,5kW 
2 2 

Deuxième partie : Modèle de Betz. 

La puissance est, en fait, inférieure à cette valeur théorique, car la vitesse du vent à la sortie de 
!'éolienne n'est pas nulle. Le vent n'a pas épuisé route son énergie cinétique après son passage 
par les pales de l'éolienne. La puissance du vent qui peut être extraite par une éolienne est 
sensiblement proportionnelle au cube de la vitesse du vent U, à l'aire balayée par la rotation 
des pales S, à la masse volumique de !'air et à un coefficient aérodynamique CP. Le maximum 
de puissance est donné par la loi de Betz. En dessous d'une valeur minimale du vent Uci (eut 

in speed), l'éolienne n'est pas opérationnelle. Au-delà, la puissance est contrôlée de façon 
aérodynamique (décrochage aérodynamique) jusqu'à une valeur limite de la vitesse du vent 
Uco (eut out speed) où la rotation de l'éolienne est stoppée. 

Lorsqu'on associe cette caractéristique de puissance avec la variabilité du vent, on en déduit 
une statistique moyenne d'usage de l'éolienne et du parc éolien. Il en résulte une valeur 
moyenne de la puissance produite à seulement 25 à 45 % de la puissance nominale. Ce 
facteur d'utilisation est plus faible que pour les autres types de générateurs conventionnels. 

Le modèle de Betz s'appuie sur le théorème de la variation de la quantité de mouvement 
(appelé ici « théorème d'Euler »). 

On appelle« quantité de mouvement d'une masse m à la vitesse U en translation rectiligne» 
la grandeur physique vectorielle mÛ. 

- _ dÜ dmÜ , 
La relation de Newton F = my = m - = -- conduit a la loi suivante. La variation de la 

dt dt 
quantité de mouvement ~(mÛ) appelée « vecteur impulsion » est égale à l'intégrale de la 
force F entre les instants t1 et t2 où elle est appliquée. 

~(mÛ) = (mÛ)i -(mÛ)1 = f ' F.dt 
c, 
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Figure 1.44 Conduite de vent virtuelle 

On considère la « conduite » virtuelle d'air (Figure 1.44) traversant l'éolienne. La conserva­

tion du débit massique le long de cette conduite donne: qm = pqv = pSU = pS1U 1 = pS2 U 2. 

Pendant dt, une masse d'air dm traverse la section S. Par la conservation du débit massique, 
la même quantité traverse si et S2. 

Limpulsion fournie par la masse d'air entre les sections 1 et 2 est donnée par 
d(m)U = dmU2 -dmU1 = dm(U2 - U 1) . Dans le cas de l'éolienne, la vitesse U2 est 
inférieure à U 1• La valeur algébrique de la force F donnée par le théorème de la variation de 
la quantité de mouvement est négative. 

d(m)U = dmU2 -dmU1 = dm(U2 - U 1) = F.dt 

dm(U2 - U 1) 
F= =qm(U2 - U1)=pqv(U2 -U1)=pSU(U2 -U1 ) 

dt 

P = F.V = pSU(U 2 - U 1 ).U = pSU2(U 2 - U 1) 

On compare cette expression à celle obtenue par : 

1 2 2 
d(m) = pSUdt ; dEc = - dm(U 2 - U 1 ) 

2 

p = dEc =_!_dm (U 2 _ U 2) = _!_ SU(U 2 _ U 2) 
dt 2 dt 2 1 2 p 2 1 

Des deux expressions de la puissance, on obtient : 

(U / - U / ) U = U 2 (U 2 - U i) :::::} U = U 2 + U i 
2 2 

1 2 2 
p = -pS(U2 + ul )(U2 - ul) 

4 
D'où: 

Si U2 < Up le système est une turbine éolienne(« aérogénérateur ») de puissance négative. 

Si U2 > Up le système est un ventilateur (on peut créer le néologisme « aérorécepteur ») de 
puissance positive. 

(a) Représenter P en fonction de U2, pour deux valeurs de U 1• Sur le graphique, délimiter 
les zones aérogénérateur et ventilateur . 

(b) Donner la valeur de U2 qui minimalise la valeur de P(<O) et qui donc maximalise la 

valeur de IPI. 

(c) Montrer qu'au minimum relatif (maximum absolu) : 

8 1 
P = - pSUf = -(0,593).pSUf (Limite de Betz) . 

27 2 
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Réponses: 

(a) Éolienne P < 0, et ventilateur P > 0 (Figure 1.45). 

8,00E + OS 

7,00E + OS 

6,00E + OS 

S,OOE + OS 

4,00E + OS 

3,00E + OS 

2,00E + OS 

l ,OOE + OS 

O,OOE + OO 

-1,00E + OS 

- 2,00E + OS 

- 3,00E + OS 

-4,00E + OS 

- S,OOE + OS 

-6,00E + OS 

(b) U2 = U/3. 

1 
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Figure 1.4S Puissance d'un système éolienne/ ventilateur 
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(c) IP maxi = 56 kW et 448 kW par le calcul. 
1 

La limite de Betz est une limite extrême ; en fait, P = - p.S.CP U 3 
. Létude de CP en fonction 

2 
d'un coefficient À = Rn/U où R désigne le rayon d'une pale, 0 la vitesse angulaire des pales 
et RQ la vitesse d'un point de la périphérie d'une pale et U la vitesse du vent, est représentée 
sur la Figure 1.46 pour un rotor à trois pales . 

p ~__,,,,.,.---__,...r- Pas va ria ble 

·-.. ~Décrochage 
! aérodynamique 

À u 

Uco 

Figure 1.46 Courbes Cp = f(À) et P(U) 

La courbe présente une zone où CP est optimale (entre 0,4 et 0,5) pour un rapport de la 
vitesse périphérique des pales et de la vitesse du vent entre 5 et 10. 

Une éolienne n'est pas un simple moulin à vent dont la vitesse varierait au gré du vent. La 
vitesse du rotor doit être contrôlée et la plupart des éoliennes fonctionnent à vitesse angulaire 
variable. Linertie du rotor absorbe les fluctuations de courtes durées de la vitesse due aux 
rafales de vent et provoque un lissage de la puissance électrique fournie. La caractéristique 
CP = f(À) varie avec l'orientat ion des pales. Les pales des éoliennes sont donc le plus souvent 
à pas variable, en particulier les plus puissantes. Lorientation des pales permet le contrôle du 
transfert de la puissance du vent (pitch-controlled) . Pour des puissances plus faibles (50 à 
500 kW), les pales sont à pas fixe et l'éolienne est contrôlée vis-à-vis des trop fortes vitesses 
du ven t par décrochage aérodynamique (effet Stall). 

Par exemple, pour l'éolienne Vestas V90 de 3 MW : Unom = 15 mis ; Uci = 3,5 m is et 
Uco = 25 m is. 
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Troisième partie : Éolienne à vitesse variable 

On admet que le couple aérodynamique dépend de la vitesse du vent U 1 et de la vitesse RQ, 

1 2 
selon C = - p.S.RCP (U 1 - RQ) . 

2 
(a) Déterminer la puissance (valeur absolue) . 

(b) Pour une vitesse du vent donnée, quelle est la vitesse angulaire donnant la puissance 
maximale? 

(c) En déduire cette valeur de P (valeur absolue). 

Comparer cette valeur maximale à la limite de Betz. 

(d) Tracer pour 0 < RQ < Up P/(0,5.pSCP) en fonction de Q . 

Réponses: 

(a) IPI = CQ = _.!_ p.S.RQCP (U 1 - RQ)2 

2 

d lPI 1 [ 2 J (b) dQ = 
2 

p.S.RCP (U1 -RQ) -2RQ(U1 -RQ 

dlPI 
-=0=} U 1(-RQ)(U1 -RQ-2RQ) =0=} U 1 = 3RQ ou U 1 =Rn 
dQ 

U 1 = 3RQ correspond à un maximum. 

(c) Alors P max en valeur absolue est 

Pmll =0,148C,{~pSU1 Jau lieu de la limite de 
1 3 

Betz. Pmax_Betz = (0,593) - .pSUJ. 
2 

pmax CP 

pmax_Betz 4 

(d) Avec R = 15 m (Figure 1.47). 

300 
P/(0,5.~ SCp) 

0 

50 

/"' "' ' I ~ ' 
/ ~ 

/ " ,U,= 12 m/s 

~ U, = 6 m/s ""' il(rd/s) 
r--...:._ - ~ 

250 

200 

150 

100 

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 

Figure 1.47 Puissance absorbée par l'éolienne en fonction de sa vitesse angulaire 

Lintérêt de faire tourner les pales à vitesse variable Q est de pouvoir suivre au plus près le 
point de maximum de puissance. Nous préciserons cela plus loin en électrotechnique 
(Tome 2, chapitre 2, § 17-4). 
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1.3.5.7 Exercice corrigé 1-17 : Ventilateur 

Pour un ventilateur, de l'air, initialement immobile (U1 = O) , est mis en mouvement à la 
vitesse U 2. Dans le modèle de Betz, la puissance du ventilateur est reliée à la variation de 
pression dynamique entre entrée et sortie, et au débit : 

Question : 

Un ventilateur de tunnel autoroutier crée une surpression dynamique entre entrée et sortie : 
~Pdyn = 2950 Pa pour un débit qv = 100 m3/s. La puissance consommée est de 376 kW 

Évaluer les pertes de charge en termes de pression dynamique. 

Réponse: 

~Pdyn = PI qv = 3760 Pa soit 0,037 bar. 

Les pertes de charge correspondent à une pression dynamique : 

3 760 - 2 950 = 810 Pa. 

1.4 Énergie et puissance thermiques 

À côté du travail, le deuxième mode de transfert d'énergie est la chaleur. Lorsqu'on apporte 
de l'énergie sous forme de chaleur à un corps, cela se traduit généralement par une élévation 
de sa température (sauf en cas de changement d'état physique, mais ce cas ne nous intéresse 
pas, dans le cadre de ce cours) . Une parti e de cette chaleur est stockée de façon temporaire, et 
une autre partie est transmise à son environnement. Au bout d'un temps plus ou moins long, 
la température du corps revient à la température initiale, si l'on cesse d'apporter de la chaleur. 
La chaleur est, en définitive, une forme d'énergie qui ne se stocke pas. C'est une forme 
d'énergie de transfert. 

L expérience de tous les jours montre que le transfert de chaleur se fait selon trois modes. 

Une cuillère métallique, restée malencontreusement dans une casserole d'eau chaude, risque 
de causer une brûlure à celui qui la manipule. Le manche de la cuillère conduit la chaleur. La 
« conduction » est le premier mode de propagation de la chaleur. 

En haute montagne, l'été, l'après-midi , des vents remontent les pentes de bas en haut, trans­
portant la chaleur de la vallée vers les sommets. Ces vents sont appelés brises de« convection ». 

C'est le deuxième mode de propagation de la chaleur. 

Le Soleil nous transmet de la chaleur à travers le vide intersidéral par son « rayonnement » • 

C'est le troisième mode de propagation de la chaleur. 

Les phénomènes thermiques sont très importants en électrotechnique. Les systèmes sont le 
siège de pertes sous forme de chaleur qui échauffent les structures, les isolants, les aimants 
permanents. Il est nécessaire d'introduire des méthodes de modélisation thermique des 
moteurs et de calcul des échauffements. Ce problème a pris une importance accrue, 
aujourd'hui, avec le développement de la robotique. C'est même, souvent, le premier calcul 
à conduire. Il en va de la durée de vie du système. 
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Objectifs 

• Grandeurs thermiques : quantité de chaleur, température, échauffement. 

• Capacité thermique et résistance thermique. Lois du transfert de chaleur. 

• Analogie thermique-électrique. 

• Contrainte thermique. 

• Régimes d'échauffement 51, 52, 53. 

• Couple thermique équivalent en régime 53. 

• Modèle thermique d'un moteur à un corps ou à deux corps. 

1.4.1 La chaleur 

1.4.1 .1 Capacité thermique et loi de l'échauffement d'un corps 

La première loi des échanges thermiques est une loi de stockage d'énergie. Lorsqu'on apporte 
la quantité de chaleur (énergie en joules) dQ à un corps, celui-ci voit sa température augmenter 
de d8. Lorsqu'on retire de la chaleur à un corps, celui-ci voit sa température diminuer. Ces 
lois ne souffrent qu'une exception: si le corps change d'état, la chaleur n'est employée qu'à la 
réorganisation de la matière au niveau moléculaire. La température est alors constante tant 
que le changement d'état n'est pas terminé. Il y a là une différence notable entre les deux 
grandeurs physiques, chaleur et température, que l'on ne doit pas confondre. La chaleur est 
une forme d'énergie d'échange, et la température traduit un état thermique. 

Lorsque un système reçoit de la chaleur et que sa température passe de 8 1 à 82, on appelle 
« échauffement » la différence de température 82 - 8 1. Un échauffement, homogène, à une 
différence de température, peut s'exprimer aussi bien en degrés Celsius qu'en kelvins. 

On réserve la lettre « thêta majuscule », e , à l'échauffement. 

Remarquons que si l'on échauffe un corps à partir de la température 80 constante vers une 
température 8 (t), la différentielle de 8 est la même que celle de e. 

e(t) = 8(t)-80 ::::} de= d8 (1.33) 

La loi la plus simple à imaginer, qui se vérifie bien expérimentalement, s'exprime ainsi : les 
grandeurs physiques élémentaires dQ et de (ou d8) sont proportionnelles. Le coefficient de 
proportionnalité est appelé« capacité thermique », et il est noté K. L'unité de K est Jl0 C. 

dQ=Kde=Kd8 (1.34) 

La puissance thermique échangée est p(t) = dQ/dt. 

dQ d8 de 
dQ =Kde=Kd8 ; p(t)= - =K- =K -

dt dt dt 
(1.35) 

Un corps de capacité thermique K qui s'échauffe lorsqu'on lui transfert de la puissance 
thermique p(t) , et voit sa température 8 évoluer, se comporte de façon analogue à un conden­
sateur de capacité C qui, chargé par un courant, i(t) voit la tension u(t) à ses bornes évoluer 
selon: 

i(t) = C du(t) 
dt 
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1.4.1.2 Loi de Fourier du transfert de chaleur - Résistance thermique 

La chaleur se transfère spontanément d'un corps « chaud » à température ec à un corps 
« froid » à température 8r. Fourier a montré une loi simple reliant, par une simple proportion­
nalité, la puissance thermique p qui se propage à l'échauffement 8 = ec - ef. 
Le facteur de proportionnalité est appelé « résistance thermique » ~h et se mesure en °C/W 
ou en K/W 

(1.36) 

Cette loi est analogue à la loi d'Ohm de l'électricité. 

1.4.1.3 Analogie électrique-thermique 

Il existe donc une similitude entre les lois de la« thermique» et les lois de l'électricité. On 
peut dès lors construire un tableau des analogies. 

Thermique Électricité 

Capacité K Capacité C 

Résistance thermique R,h Résistance R 

Puissance thermique p Intensité i 

Température e Potentiel électrique 

Masse thermique = température constante Masse électrique = potentiel constant 

Échauffement= écart de température: e Tension = différence de potentiel 

Loi de Fourier Loi d'Ohm 

Source de puissance Source de courant (de Norton) 

Source d'échauffement (thermostat) Source de tension (de Thévenin) 

Un problème de thermique se résout donc comme un problème de réseau électrique avec : 

• des nœuds, des branches et des mailles ; 

• des sources ; 

• une masse thermique ; 

• des résistances ou des conductances thermiques ; 

• des capacités thermiques ; 

• un schéma équivalent de système. 

1.4.1.4 Exercice corrigé 1-18 : Chauffe-eau électrique 

On considère un chauffe-eau électrique de volume intérieur 1 m3, contenant 1 000 kg d'eau 
(Figure 1.48, à gauche). 

On modélise, sur la Figure 1.48 à droite, le chauffe-eau par une capacité thermique K et une 
résistance thermique ~h d'échange avec l'extérieur (aucun isolant thermique n'est parfait!). 

La température ambiante est ee = 20 °C; c'est la masse thermique. 

La température de l'eau est 8. On désigne par 8 l'échauffement 8 - ee. 
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Résistance 
électrique 1 

Enceinte 
isolée t P(t) 

K 

Figure 1.48 Chauffe-eau électrique et schéma équivalent thermique 

(a) Calculer directement la capacité thermique K du système. Une capacité thermique se 
mesure. Dans les cas simples, comme ici, elle se calcule. Le ballon comprend une enve­
loppe métallique et une tonne d'eau. La capacité thermique de l'enveloppe est ici négli­
geable. La capacité thermique massique de l'eau, qui est un corps homogène, est 
C = 4 200 J/(kg.°C). 

(b) Le modèle du système est donné ci-dessous, dans le cadre de l' analogie électrique-thermique. 

La résistance électrique ~ parcourue par un courant le est une source de puissance ther­
mique ~Fe. Cette source de puissance thermique P (source de Norton) alimente la 
capacité thermique K et la résistance thermique Rch en parallèle (à ne pas confondre avec 
~). Un des nœuds du réseau est relié à la masse thermique, l'autre l'est au« potentiel 
thermique)) : la température. L'échauffement e est la différence de température 8 - ee. 
L'eau étant à une température constante de 80 °C, on mesure pendant 24 h l'énergie 
électrique fournie au chauffe-eau et entièrement convertie en chaleur, soit 2,4 kWh, 
nécessaire pour maintenir cette température, la température ambiante restant à 20 °C . 

Calculer la puissance thermique d'échange entre l'eau et l'extérieur à travers l' isolant 
thermique du ballon P. En déduire la résistance thermique ~h· 

Il existe des formules pour déterminer une résistance thermique dans les cas simples : 
corps à grande symétrie et homogènes. Ici, on propose une mesure de la résistance 
thermique. 

Le problème posé est un problème de régime permanent. Dans le schéma équivalent, la 
capaci té thermique « chargée » disparaît, comme une capaci té de condensateur dans un 
circuit électrique en régime permanent (Figure 1.49). On rappelle que 1 kWh est une 
unité d'énergie valant : 3,6.106 J. 

Figure 1.49 Modèle thermique simplifié en régime permanent 

Correction : 

(a) K =Mc= 4,2MJ / °C 

(b) p = W/t = 2, 4.3, 6. 106 = 100 W; R - Seau - Se 
24.3600 ch - P 

60 
Rch = 0,6 °C/W = -- ; 

100 
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1.4.1.5 Exercice corrigé 1-19 : Échauffement d'un câble électrique. 
Contrainte thermique 

Les câbles électriques utilisés en basse tension se modélisent simplement par une résistance et 
une inductance en série. Pour les sections (normalisées) courantes (inférieures à 240 mm2

), 

les câbles sont surtout résistifs. Ils présentent donc une chute de tension entre leurs extrémités. 
Ils s'échauffent par effet Joule. 

La section, la nature et la disposition des câbles dans leurs conduits seront donc à choisir en 
fonction des courants permanents et des courants de court-circuit éventuels à faire transiter. 

On s'intéresse à la puissance P qu'ils sont capables de supporter en régime de court-circuit. 
Les temps de court-circuit sont très courts, car les protections normales du circuit vont couper 
très rapidement le courant. 

On dit que le régime thermique est « adiabatique ». Toute l'énergie ne sert qu'à échauffer 
l'âme conductrice du câble et pratiquement rien n'est échangé avec l'extérieur. 

Le câble est un système modélisable avec sa capacité thermique K et sa résistance thermique 
d'échange de chaleur avec l'extérieur Rch' qu'il ne faut pas confondre avec sa résistance élec­
trique R. La montée en température suit une loi de type charge de condensateur. L'échauffement 
est exponentiel 8 ( t) = Rch P(l - exp(-t I Rch K) ), mais en régime adiabatique, la loi exponen­
tielle peut être confondue avec sa dérivée à t =O. 

8 (t) = R chP(l- exp(-t I Rch K)) "" P.t ; P = RI ~c ; 
K 

8(t)"" RI~c .t 
K 

R et K étant des constantes pour un câble donné, l'échauffement maximal 8max supportable 
par le câble sera donc défini par le terme caractéristique « Icc 2 t » donné en fonction de Icc sur 
des abaques paramétrés par la section et la nature du câble, en coordonnées logarithmiques 
(Figure 1.50). Ce terme le/ test la contrainte thermique maximale du câble. 

l,E + 09 1i'NITd~m-~E~~BE~~~~~~Eanm r-\lLOC:t 
\ 

\ 

l,E + 
07 r=c~' r=tfim!~~~HR8'E~ês§§m§§§~êf!D 

-~-=:_+-+-+-++++----+---+----+-+-+-++-------+---+-~f------+-----+-
l ,E + OG~d~dtlOO~~~fiDm§~ê§~m§§§mmu 

--+-~''t-+-+-t-+tjf-----t-1--+-+-+-++H------+---+--+--+-++-1f-tt---+--+--+-f-+-t-++t 

l,E + 04 +-~...._..._ .................... ~...._,___.~ ......... _._ ......... __ ~......_......_........_ ......... ~1..._,~......_...._......_....._.~ 
10 100 1000 10000 100000 

Figure 1.50 Exemple d'abaque de contrainte thermique 

L'abaque précédent est donné pour un câble de cuivre de 1,5 mm2 de section isolé par du 
PVC. On donne : 

• la masse volumique du câble :µ= 8 500 kg/m3 ; 

• la résistivité du cuivre : p = 2. 1 o-8 n .m ; 

• la capacité thermique massique du câble: c = 380 J/(kg.°C). 

Pour un courant de court-circuit de 1 OO A, déterminer l'échauffement maximal. 
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Correction : 

I.:abaque donne une contrainte thermique maximale de 8.104 A2 .s. 

8 = RI~c.t 
max K K 

c 
R = p- ; K = m.c = µ .C.s.c ; C = longueur de câble 

s 

c ( 2 ) 2 p- I CC" t -8 4 

8 = Rlcc .t = s max = - p- (12 ) 8 = 2.10 .8. 10 ""' 450C 
max 2 cc · t ==> max - 6 2 

K µ .C.s.c µ. s .c max 8500.(1,5.10 ) 380 

1 .4.2 Classes et régimes thermiques des moteurs 

La norme distingue des classes d'isolation et des régimes de fonctionnement. 

classe A B F 

échauffement "C 60 80 105 

Régime 5 1 : régime permanent. La machine chauffe en permanence. Elle atteint une tempé­
rature d'équilibre au bout d'une durée de quelques minutes à quelques dizaines de minutes. 

Régime 52 : régime intermittent avec phase d'échauffement et phase de refroidissement, mais 
retour à la température ambiante entre chaque cycle. 

Régime 53 : régime intermittent périodique (norme NFC 51- 111), composé de cycles iden­
tiques de durée T, comprenant un régime de fonctionnement d'échauffement, de durée tech> 
suivi d'un temps de repos, de durée trep· La température du système oscille entre deux 

extrêmes : e ech et e rep· 

Dans le cas où l'échauffement est dû principalement à des pertes Joule, proportionnelles au 
carré du courant, donc au carré du couple, on définit le « couple thermique équivalent », pour 
le régime 53 : chaque phase dure ti et, pour cette phase, le couple est Ci. La durée totale est T. 
Elle ti ent compte des pauses de refroidissement. 

Le couple thermique équivalent est défini par : 

-~~ci.< ; 
Cch_eq - T (1.37) 

La condition à respecter et à vérifier, lorsque l'on réalise un projet de motorisation, est donnée 

par cch_eq < cnom . 

g. 1.4.2.1 Exercice corrigé 1-20 : Calcul du couple thermique équivalent 
u 

Une pièce à usiner, de masse m' = 2 000 kg, est posée sur une table de masse M' = 2 000 kg 
également. La meule fixe exerce une force axiale à l'usinage (résistante) IFa'I = 2kN. C'est la 
pièce à usiner, qui est déplacée devant la meule, dans un mouvem ent de translation rectiligne 
al te matif (Figure 1. 5 2) . 

Une opération robotisée, sur la meule, comprend dix cycles de 12 s (soit 120 s) , séparés par 
des pauses de 180 s. Une pièce est retirée pendant la phase de pause et une autre est alors 
présentée à l'usinage. 
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Chaque cycle comprend, dans chaque sens, une phase de mise en mouvement, une phase 
d'usinage et une phase de freinage. Chacune de ces phases dure 2 s. 

Il s'agit donc d'une opération électromécanique avec une cinématique relativement complexe 
(Figure 1.51). Le moteur fonctionne en régime 53. Ce problème s'inspire d'un processus qui 
a été motorisé par Télémécanique (groupe Schneider Electric) . 

n 
230rd/s 

Figure 1.51 Le profil de vitesse sur un cycle de 12 s 

On donne les caractéristiques nominales du moteur d'entraînement : 

puissance utile nominale : P un = 2 400 W ; 

vitesse nominale : Qn = 230 rd/s; couple nominal: Cun = 10,5 N.m; 

moment d'inertie propre du moteur: J0 = 0,03 kg.m2. 

Le moteur entraîne le système par une chaîne de mécanismes comprenant un réducteur de 
rendement estimé à llr = 90 %. Le mouvement de rotation est converti en mouvement de 
translation par un système pignon-crémaillère de rendement estimé llpc = 85 %. La crémail­
lère est solidaire de la table. Lorsque le moteur tourne à sa vitesse nominale, la table se déplace 
à V'= 1 m/s en marche avant, à-1 m is en m arche arrière. 

Le coefficient de transformation Kt du mécanisme global vaut donc : Kt = 230 rd I m. 

Une longueur de 2 m de pièce est usinée dans chaque cycle. Pendant les phases d'accélération 
ou de décélération, la pièce et la table solidaire se déplacent de 1 m. 

(a) Phase d'usinage . 

Meule à bras articulé 

·· Pièce à usiner •••>· · · · · · · 

table 

••••••••••••Crémaillère 
Pignon motorisé 

Figure l .52 Le système étudié 

Calculer la puissance demandée par l'usinage, en déduire la puissance demandée au 
moteur et le couple ramené à l'arbre moteur. 

(b) Phase de démarrage et phase de freinage en marche avant. 

Pendant ces phases, la force d'usinage n'agit pas. Les seuls couples en présence sont les 
couples d'inertie. 

• Calculer l'accélération de la charge dans ces phases. 

• Calculer le couple d'inertie ramené à l'arbre moteur. 

• Ajouter ensuite le couple d'inertie propre du moteur. 

(c) Calculer le couple thermique équivalent. 
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Correction: 

(a) F'aV' = - 2 000 W Au moteur: P = F'aV'/1lpc11r = - 2 600 W environ. 

C'r = F'a = -l l,36N.m :::::} C = - C'r = l l,36N.m 
Kt 11pc 11r 

(b) Les durées d'accélération et de décélération sont égales à 2 s. L'accélération (décélération) 

du moteur vaut donc f' = ±115rd / s2
. Celle de la charge vaut y ' = ±0,5 / s2

. Le couple 
inertie du moteur estJ0f' = ±3,45N.m. 

Couple d'inertie de la charge ramenée : en accélération, la charge est entraînée. 

M' + m' , 
Cird = Yd = 11,37N.m 

Kt ·llr ·11pc 

En ajoutant le moteur, on obtient 14,82 N.m 

Couple d'inertie de la charge ramenée: en décélération, la charge est entraînante. 

M' + m' , 
Cird = Yr ·11r·11pc = -6,65N.m. 

Kt 
En ajoutant l'inertie du moteur, on obtient : - 10, 1 N .m. 

En marche arrière, aux signes près, on retrouve les mêmes valeurs. 

(c) Pour calculer le couple thermique équivalent, on recense maintenant la durée d'applica­
tion de chaque couple, pris en valeur absolue, car c'est le carré du couple qui est en cause. 

Pour un cycle de 12 s, le couple vaut, en valeur absolue, 11,36 N .m pendant 4 s ; 
14,82 N.m pendant 4 s; 10,1 N.m pendant 4 s. Un cycle global comprend dix phases 
de démarrage-usinage-freinage dans les deux sens de 12 s chacun, soit 120 set 180 s de 
pause. 

10(11,362.4+14,822.4+ 10,12.4) 

120 + 180 

On constate que la valeur obtenue, 7,75 N.m, est inférieure à celle du couple nominal 
(10,5 N.m) . Le moteur est bien dimensionné car, malgré des pointes de couple à 14,8 et 
11 ,4 N.m, les pauses de trois minutes lui laissent le temps de refroidir. 

1.4.3 Modélisation thermique du moteur 

1.4.3.1 Modèle à un corps 

K 

Figure 1.53 Schéma équivalent thermique à un corps 

Le rotor est modélisé comme une capacité thermique K (du rotor) en parallèle avec la résis­
tance thermique d'échange avec l extérieur Ro· 
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P représente les pertes qui échauffent la structure et 8, la température du moteur. La tempé­
rature de la masse thermique est 80. 

Le système est du premier ordre, et à un échelon de pertes, il répond comme un condensateur 
se chargeant sous la tension constante U. Sa constante de temps est RcJK. 

La loi d'échauffement, par rapport à la masse thermique, donne : 

8 - 80 = R 0P(l - exp(-t I R 0K)) 

La température d'équilibre est 8eq' telle que 8eq - 80 = RoP (Figure 1.54, à gauche). Elle est 
donnée par le constructeur du moteur. 

Au refroidissement, le moteur est arrêté. Les pertes sont null es. Le moteur réagit comme un 
premier ordre, comme un condensateur qui se décharge. La constante de temps n'est pas 
forcément la même qu'à l'échauffement. En effet, les moteurs sont souvent équipés en bout 
d'arbre d'un ventilateur. Lorsque le moteur est à l'arrêt, le ventilateur n'agit plus. La nouvelle 
résistance thermique d'échange est R'0. La loi de refroidissement est donnée par (Figure 1.54, 
à droite) : 

--------------
Refroidissement 

Echauffement 

Figure 1.54 Courbes d'échauffement et de refroidissement d'un moteur 

1.4.3.2 Modèle à un corps en régime intermittent périodique (53) 

En régime intermittent, les durées d'échauffement tech et de repos trep sont suffisamment 
faibles pour que le moteur n'ait pas le temps d'atteindre les températures limites 8eq dans la 
phase d'échauffement, puis 80 dans la phase de refroidissement. 

La durée totale d'un cycle estT = tech + trep· La température du moteur évolue entre 8ech < 8eq 

et 8rep > 80. 

On montre que : 

8ech -8rep = (8eq -8rep) (1-exp(-tech IRoK)) 

8 rcp - 80 = (8ech - 80) exp (-trep I RbK) 

1- exp (-trep / R0K) 
8ech -80 = (8eq -80) ' 

1-exp-[(trep /R0K) + (trep /RoK)] 

1.4.3.3 Exercice avec réponses 1-21 : Échauffement d'un moteur en régime 53 

Le moteur d'un robot effectue des cycles. Son régime est S3. U n cycle comprend une phase 
de 40 s, la montée en température dure 10 s. Elle est suivie d'un temps de refroidissement 
de 30 S. 
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66 1 Energie et systèmes 

La constante de temps thermique du moteur à l'échauffement est de 10 min et la constante 
de temps au refroidissement est de 30 min. La température d'équilibre est 8eq égale à 120 ac, 
compatible avec la classe B d'isolation. La masse thermique ou température ambiante est de 
40 ac. Déterminer l'échauffement du moteur. 

Réponse: 

8 - 8 = (8 - 8 ) 1- exp(- tech / RoK) 
ech 0 eq 0 1- exp-[(-tech / RoK) + (-trep / RbK)] 

"" (8 - 8 ) t cch / RoK 
cq 0 (-tech / RoK) + (-trep / RbK) 

8 - 8 = 80 
11 60 

= 40°C ech 0 2 / 60 

On remarque qu'en régime intermittent 53, l'échauffement est inférieur à l'échauffement 
maximal. Ce qui autorise des pertes Joule plus importantes, donc un courant et un couple 
plus importants qu'en régime SI. 
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CHAPITRE 1-2 

Régimes Transitoires. 
Systèmes Bouclés 

Les régimes de transferts d'énergie sont des régimes transitoires entre deux états d'énergie 
stables. Ces régimes sont décrits par des équations différentielles dont la variable est le temps. 
La transformation mathématique de Laplace permet de résoudre ces problèmes en rempla­
çant l'équation différentielle, si elle est linéaire (c'est-à-dire à coefficients constants), par une 
équation algébrique. 

Considérons un signal d'entrée (tension, courant, puissance ... ) appliqué à l'entrée d'un 
système qui en donne un signal de sortie (électrique, mécanique, thermique ... ), tenant 
compte d'éventuelles perturbations venant de l'environnement du système (couple résistant, 
fuites thermiques . . . ). Le synoptique du système est représenté ci-dessous. Ainsi constitué, le 
système est dit « en boucle ouverte» (Figure 1.55). 

Perturbations 

Entrée Système Sortie 

Figure 1.55 Synoptique général d'un système dit « en boucle ouverte » 

Il y a rétroaction (ou réaction) lorsque l'entrée du système est commandée par un signal 
produit par la combinaison d'un signal de consigne et du signal de sortie lui-même. Le 
système est en boucle fermée (Figure 1.56). Lexpression « boucle ouverte » ne peut bien se 
comprendre qu'en référence à l'expression « boucle fermée ». 

Perturbations 

Entrée = Consigne Adaptation Système Sortie 

Figure 1.56 Synoptique général d'un système dit « en boucle fermée » 
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68 1 Régimes Transitoires. Systèmes Bouclés 

1.5 Transmittance et impédance de Laplace 

Objectifs 

• Donner les principales propriétés de la transformation mathématique de Laplace. 

• Utiliser la transformation mathématique de Laplace pour résoudre une équation 
différentielle. 

• Introduire la transmittance de Laplace d'un système. 

• Introduire l'impédance de Laplace d'un composant dans les domaines électriques et 
thermiques. 

• Résoudre un problème, après !'avoir posé en termes de schéma électrique équivalent et 
d'impédances de Laplace. 

1.5.1 La transformation de Laplace d'une fonction 
du temps et ses propriétés 

1.5.1 .1 Définition 

La transformation de Laplace d'une fonction du temps f(t) permet de définir une fonction 
F(s) appelée « transformée de Laplace ». 

F(s) est définie par la relation mathématique : 

L(f(t)) = F(s) =Io~ f(t)exp(-s.t)dt (1.38) 

On note en lettre majuscule « F » la transformée de Laplace d'une fonction du temps « f ». 

La notation « s » s'applique ici à une variable. 

Remarques 

• On utilise ici la notation s de la variable de Laplace au lieu de la notation p usuelle, qui 
prête à confusion avec la puissance instantanée. 

• On calcule rarement la fonction F(s) , car on se sert, le plus souvent, d'un tableau des trans­
formations de Laplace des fonctions f usuelles. 

1.5.1 .2 Exercice corrigé 1-22 : Transformation de Laplace 
d'un échelon de tension 

On considère un dipôle électrocinétique, initialement sous tension nulle et soumis à l'instant 
0 à un échelon de tension : At = 0, u(t) passe de la valeur E1 = 0 à la valeur E2. Ensuite, quel 
que soit t, u = E2. 

La variation de u(t) à t = 0 est très brutale. At= 0, u(t) prend deux valeurs : 0 et E. Au sens 
strict, u(t) n'est pas une fonction mathématique. 

En effet, pour une fonction y = f(x), à toute valeur de x est associée une seule valeur de y. 
Réciproquement, à une valeur de y peuvent être associées, néanmoins, plusieurs valeurs de x 
(Figure 1. 5 7). 
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Transmittance et impédance de Laplace 1 69 

'----'----~ X 

À une valeur de x correspondent 
plusieurs valeurs de y 

y 

--!\-
, 1 

.__ _ __.___..______,~ x 

À une valeur de y correspondent 
plusieurs valeurs de x 

Figure 1.57 Différence entre une simple relation mathématique (à gauche) et une fonction (à droite) 

Pour aller plus loin, il faut donc généraliser les notions relatives aux fonctions mathéma­
tiques. 

On commence par particulariser l'instant O. 

On considère l'instant t = o-, juste « avant » l'instant 0 et l'instant o+ juste « après» l'instant O. 

• At = o-, u(t) = E1 = O; 

• à t = O+, u(t) = E2• 

u 

E1 = 0 ~ t----+------.-

t = 0 

Figure 1.58 Échelon de tension 

Déterminer directement par le calcul intégral, la fonction de Laplace associée à l' éhelon défini 
ci-dessus. 

Correction: L(u(t)) = U (s) = J E 2 exp(-st)dt = [ -E2 ~exp(-st)]
00 

= E 2 

0 s 0 s 

Le calcul de la transformation de Laplace se fait avec la variable temps. La fonction trans­
formée a pour variable s. 

1.5.1.3 Propriétés de la transformée de Laplace 

On démontre en mathématiques les propriétés suivantes : 

• la transformation de Laplace est linéaire : 

L(fl + f 2) = L(fl ) + L(f2) ; L(Àf) = ÀL(f) 

• dérivation et intégration 

L(f '( t )) = s.L(f) - f (O-) = s.F(s) - f (O-) 
t>O 

L J f(t)dt = L(f) = F(s) 
0 s s 

(1.39) 

(1.40-1.41) 

Dans la plupart des problèmes, f(t) =O. Mais il faut toujours prendre la précaution de le vérifier. 

1.5.1.4 Exercice corrigé 1-23 : Transformation de Laplace de la tension aux bornes 
d'une inductance et de l'intensité du courant dans un condensateur 

(a) Dans une inductance f , l' intensité à t = o- est 10. Exprimer la transformée de Laplace de 
la tension u(t), U(s) en fonction de l (s) . 
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70 1 Régimes Transitoires. Systèmes Bouclés 

(b) Dans une capacité initialement déchargée, la tension U0 = O. Exprimer la transformée de 
Laplace du courant i(t), l (s) en fonction de U(s). 

Correction : 

(a) u(t) = f-
1

; L -
1 

= sl (s)- 10 ; U(s) = fs .l(s) -fl0 d' (d') 
dt dt 

du Jr i(t) I(s) 
(b) i = C-:::::} u = - dt ; U(s) = - :::::} l (s) = Cs.U(s) 

dt r=O C C.s 

On a remplacé, ici, grâce à la transformation de Laplace, deux équations différentielles 
di du 

u(t) = .e- et i = C- par deux équations algébriques. 
dt dt 

• Théorèmes de la valeur finale et de la valeur initiale 

Ces théorèmes permettent de connaître directement les limites de f(t) en travaillant sur la 
fonction F(s) . 

Théorème de la valeur finale : il donne la valeur de la fonction f(t) lorsque t tend vers 
l'infini, en fin de régime transitoire : 

lim f(t\~00 = lims--70 s.F(s) (1.42) 

Théorème de la valeur initiale : il donne la valeur de la fonction f(t) lorsque t tend vers 0, 
en début de transitoire : 

lim f(t\~0 = lim5~00 s.F(s) 

Nous utilisons ce théorème dans deux exemples. 

1.5.1.5 Exercice corrigé 1-24 : Continuité du courant dans une inductance 

(1.43) 

Une inductance, sous tension u = U 0, est parcourue par le courant 10. A t = 0, u(t) passe 
brutalement à 0 (par un échelon de tension -U0) . Montrer que le courant dans l' inductance 
ne présente pas de discontinuité, en appliquant le théorème de la valeur initiale. 

Correction : Application de la relation 5-6. 

di 
u(t)= f dt ; i(0- )= 10 

U( ) .e 1( ) .el I(s) __ U(s) + .€10 ,· U(s) ___ U 0 s = ss - 0 ; 
.es s 

. + . U (s) + .eI0 . U(s) . - U 0 1(0 ) = lim5~00 s = lim5~00 s--+ 10 = lim5~00 s-2-+10 = 10 .es .es .es 

On retrouve une loi de l' inductance : l' intensité du courant dans une inductance ne peut 
présenter de discontinuité au cours du temps. 

1.5.1.6 Exercice corrigé 1-25 : Continuité de la tension dans un condensateur 

Un condensateur parcouru par un courant i = 10 est sous tension u. A t = 0, i(t) passe brutale­
ment à 0 (par un échelon de courant - 10). Montrer que la tension aux bornes du condensateur 
ne présente pas de discontinuité, en se servant du théorème de la valeur initiale (relation 5-6). 
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Correction: 

i(t) = C d:t ; u(O- ) = U 0 

I(s) = CsU(s)-CU0 ; U(s) = I(s) ~~Uo 

Transmittance et impédance de Laplace 1 71 

Io ; I(s) = - -
s 

+ . l(s) +CU0 . I(s) . -10 u(O ) = hm5~00 s = hm5~00 s - + U 0 = hm5~00 s--2 + U 0 = U 0 
Cs Cs Cs 

On retrouve une loi de la capacité: la tension aux bornes d'un condensateur ne peut présenter 
de discontinuité au cours du temps. 

1.5.2 Transmittance de Laplace - Impédance de Laplace 

1.5.2.1 Transformation d'une équation différentielle 

Soit une équation différentielle du premier ordre à coefficients constants, traduisant l' évolu­
tion temporelle d'un système physique linéaire. 

't.y(t)+y( t)=f(t); y(O-)=y0 

Le coefficient 't est constant. On peut appliquer la transformée de Laplace à chaque membre 
de l'équation: 

F(s) 'ty0 't.(sY(s) - y0 )+ Y(s) = F(s) ; Y(s) = --+--
1 + 'ts 1 + 'ts 

(1.44) 

On a donc transformé une équation différentielle en une équation algébrique. La transforma­
tion de Laplace inverse permet de revenir à f(t). 

Pour cela, on utilise le tableau de concordance entre les fonctions f et leur transformée F. 

1.5.2.2 Généralisation 

Soit un système soumis à une grandeur d'entrée u(t) et répondant à cette entrée par la 
sortie y(t). 

l.:équation différentielle du temps entre les u et y, à coefficients constants, a, b, c ... s'écrit, 
par exemple : 

ay"+by '+cy = du'"+eu"+f u '+g u 

Toutes les variables et leurs dérivées sont ici nulles à t = o-. 
En remplaçant les fonctions temporelles u(t) et y(t) par leurs transformées de Laplace U(s) et 
Y(s), cette équation s'écrit: 

as2 Y + bsY + cY = ds3U + es2U + fsU + gU 

Cela n'est possible que pour de petites variations des variables autour un point (dit« point de 
repos »), afi n d'assurer que les paramètres a, b, c, d .. . restent constants, et que l'équation 
différentielle reste linéaire. 
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72 1 Régimes Transitoires. Systèmes Bouclés 

La rransmittance du système est la fonction T(s) définie par : 

T (s) = Y(s) = as
2 

+ bs + c 
U(s) ds3 +es2 +fs+g 

(1.45) 

En électricité, on appelle « impédance opérationnelle » ou « impédance de Laplace », la trans­
mittance courant - tension d'un composant Z(s) telle que : U (s) = Z(s) .I(s). 

1.5.2.3 Exercice corrigé 1-26 : Impédance de Laplace d'un circuit RC parallèle 

Déterminer l'impédance de Laplace de l'association parallèle d'un condensateur de capacité 
Cet d'une résistance R. 

Point de départ : impédance de Laplace des deux composants R et C. 

u = Ri::::} U (s) = R(s)l(s)::::} Z(s) = R 

i = Cdu /dt ::::} l (s) = Cs(U(s)) ::::} Z(s) = 1 /Cs 

Cela donne le schéma équivalent de Laplace du dipôle RC parallèle (Figure 1.59). 

~ 

~1 ____]___:J u(t) R lu(s) 
1/Cs 

l(s) 

Figure 1.59 Circuits équivalents en impédance de Laplace 

Correction : 

On part de l'équation de nœud que l'on transforme par Laplace : 

i(t) = -u(_t) +C-du ; l (s) = U(s) [ Cs+_!__] ::::} Z(s) = -U(_s) = - R-
R dt R I(s) 1 + RCs 

1.5.2.4 Tableau des impédances de Laplace des composants de base 

Composant Impédance de Laplace 

Résistance R 

Inductance Ls 

Capacité ! /Cs 

Remarque 

Les lois de l'électrici té en régime transitoire s'appliquent avec les impédances de Laplace 
comme les lois du régime continu, avec les seules résistances. 

1.5.2.5 Quelques transformées usuelles 

Fonction temporelle f(t) Transformée de Laplace F(s) 

Échelon : E 
E 
-
s 

A 
Rampe : A.t -

2 
s 
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K 
K.exp(-at) -

s + a 

~ exp(-~) l 
--
1 + 'ts 

(l) 

sinffit --
s2 + ffi2 

s 
cosffi t s2 + ffi2 

1 -exp (-~) l 
--
s(l +'ts) 

~[exp(-~ ) -exp (-~)] 1 

(1 + 't1s)(I + 't2s) 't1 't2 't1 't2 

1.5.2.6 Exercice corrigé 1-27 : Application de la transmittance de Laplace 

Soit le montage suivant (Figure 1.60) . 

(a) Exprimer la tension v5(t), lorsque la tension vE(t) est un échelon d'amplitude E. Le 
schéma du montage est traduit par son équivalent en impédances de Laplace. 

(b) Déterminer la transmittance de Laplace G(s). 

(c) Déterminer par le théorème de la valeur finale, la valeur de v5 en fin de régime transitoire. 

R R 

R' 
c 

R' VS(s) 
l 

Cs 

Schéma é lectrique classique Sché ma équivalent avec impédances de Laplace 

Figure 1.60 Mo ntage de cha rge de conde nsateur 

Correction : 

(a) Les lois de l'électricité appliquées au schéma équivalenr du montage, en impédances de 
Laplace, conduisent à poser : 

V5 = [ R '.-~: ] / [ R ' .-~{ +R] .VE =>Vs= 
1 
R '.-~s 

1 
.VE = R ' R.R'.VE 

R '+ - R'+ - R ' .- + R.(R '+ - ) R '+ R +--
Cs Cs Cs Cs Cs 

(b) La transmittance de Laplace G (s) est donnée par: 

R ' 
V R ' R+R ' 

G(s) = -s = RR' RR ' 
VE R '+R + - l + Cs 

Cs R+R' 

't = R.R ' .C G _ R ' 
R+R ' ' 0 

- R + R ' 

G0 E 
V5 (s) = G(s)VE(s) = --- ::::} v5 (t) = G0E(l - exp(- t / 't)) 

1 + 'ts s 
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74 1 Régimes Transitoires. Systèmes Bouclés 

G0 est appelé gain statique de la transmittance T(s) . Il est obtenu simplement en 
remplaçant le condensateur par un circuit ouvert, ce que le condensateur deviendra effec­
tivement lorsque le transitoire sera terminé. 

(c) Appliquons le théorème de la valeur finale : 
G E 

v5 (t --7 00 ) = lims--?O sV(s) = lims--0--= G 0E 
1 + 'ts s 

1.5.2.7 Exercice avec réponses 1-28: Filtre LC 

Un filtre LC parfait (sans résistances) est soumis à un échelon de tension d'amplitude E à t =O. 

Schéma électrique classique Schéma équivalent avec impédances 
de Laplace 

Figure 1.61 Filtre LC 

(a) Exprimer V5(s) en fonction de V E(s) (transmittance T(s) du filtre), puis en fonction de 

E et de la pulsation propre du filtre m0 = 1/ .JLC. 
V5 (s) 

Montrer que -- se met sous la forme : 
E 

(t) 2 
0 

(t)2 
___ o ___ ; (j2 = -1) 
(s + jm0 )(s - jm0 )s 

(b) Afin de pouvoir passer de V5(s) à v5(t), on décompose cette fraction rationnelle selon 
V5 (s) A B C 
--= - + + . Déterminer A, B et C par identification. 

E s s+jm0 s -jm0 

V5 (s) 1 s 
(c) Montrer que --= - - et en déduire v

5
(t) à l'aide du tableau des transformées 

E s 2 + m 2 de Laplace. s o 

Réponses: 

(a) A=l·B=C=-_!_ 
' 2 

(b) v/t) = E - Ecosm0.t 

1.5.2.8 Exercice corrigé 1-29: Chauffe-eau électrique 

La notion d'impédance de Laplace n'est pas réservée à l'électricité. Elle permet de résoudre les 
problèmes de régime transitoire, dès que l'on peut utiliser une analogie avec l'électricité, 
comme en thermique par exemple. 

On modélise un chauffe-eau par une capacité thermique K (4,2 MJ/°C) et une résistance 
thermique ~h = 0,6 °C/W d'échange avec l'extérieur. 

La température ambiante est ee = 20 °C (masse thermique). 

La température de l'eau est 0 . On désigne par 8 l'échauffement 0 - ee. 
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Le modèle du système est donné ci-dessous, dans le cadre de l'analogie électrique-thermique 
(Figure 1.62). 

1/ Ks 

Figure 1.62 Schéma équivalent thermique du chauffe-eau 

La puissance de chauffe maximale est P0 = 18 kW Calculer la durée de montée en tempéra­
ture de l'eau froide de 20 °C jusqu'à 80 °C, notée te, après un arrêt prolongé. 

Correction : 

Il s'agit d'un régime transitoire, que l'on étudie par l'appliquation des« impédances de 
Laplace ». 

La source de puissance thermique fournit un échelon de puissance de hauteur P 0. À cet 
échelon correspond la transformée de Laplace P(s) = P0/s. 

Dans le schéma équivalent thermique électrique, dans le formalisme de Laplace, la résistance 
~h reste inchangée, la capacité thermique devient l'impédance de Laplace Z(s) = 1/K.s. La 
différence de température entre le nœud principal et la masse est l'échauffement 8 (s) . 

Il ne reste plus qu'à résoudre le circuit « thermique» par la loi des nœuds. 

Po = 8 + K.s.8 = 8 1 + Rrh Ks ; 8 (s) = Rrh Po 
s R rh Rrh s(I + RrhKs) 

La constante de temps est 't = Rrh K = 2, 52.106 s = 711 h et le gam statique est 
~h P0 = 10 800 °C. 

8-8c = Laplace-1 (8 (s))::::} 8-8c = RrhP0 (1- exp(-t I t )) 

Les phénomènes thermiques one, en général, de grandes constances de temps par rapport 
aux phénomènes mécaniques et électriques. On fait donc l'hypothèse, à vérifier a poste­
riori, que le temps de montée en température est petit devant la constante de temps, et 
on réalise un développement limité de l'exponentielle. 

t 
8-8e = R rh P0 (1 - exp(-t /'t)) = RrhPo -

't 

10800.te e - e e = 80 - 20 = 6 ; te = 14000s = 4 h 
2,52.10 

On vérifie la validité de l'hypothèse: la durée de montée en température est faible devant 
la constante de temps 't. 

1.5.2.9 Exercice avec réponses 1-30 : Loi d'échauffement d'un rotor de moteur 

Un rotor de moteur entraînant un monte-charge a une capacité thermique K = 6 000 Jl 0 C. 
Lors d'une phase de freinage qui dure 10 s, les pertes Joule valent 4 000 W 

Ces pertes échauffent le moteur, qui se comporte comme un solide unique de capacité 
calorifique K et de résistance thermique Rrh d'échange de chaleur avec l'extérieur. 
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76 1 Régimes Transitoires. Systèmes Bouclés 

Le rotor met environ 30 min à refroidir après l'arrêt. La constante de temps thermique du 
moteur est évaluée au tiers de ce temps. 't = 10 min. 

(a) Par analogie électrothermique, exprimer la constante de temps thermique de ce moteur 

et calculer Rch· 

(b) La phase de freinage dure 10 s. Quel est l'échauffement du moteur? On pourra faire la 
même approximation que dans l'exemple précédent. La durée de freinage est petite 
devant la constante de temps. 

Corrections : 

(a) ~h = 0, 1 °C/W 

(b) Moins de 7 °C. 

1.6 Systèmes en boucle ouverte et en boucle 
fermée. Les bases de l'automatique linéaire 

Objectifs 

• Les transmittances en boucle ouverte et en boude fermée d 'un système (fonctions de 
transfert). 

• Les modèles du premier ordre et du second ordre. 

• La stabilité des systèmes. 

• La détermination de la fonction de transfert par l' identification expérimentale. 

1.6.1 Exercice corrigé 1-31 : Régulation thermique 
Le problème : on désire rendre la température d 'un local public chauffé moins sensible aux 
perturbations thermiques, selon que les portes du local sont fermées ou bien ouvertes. 

D ans ce premier exemple, l'étude est faite en régime permanent. On ne s'intéresse pas à l' évo­

lution temporelle des différentes grandeurs, mais seulement à leurs valeurs établies (régime 
permanent). 

Un local est chauffé par un ensemble de radiateurs alimentés par le réseau électrique, par 
l'intermédiaire d 'un modulateur d 'énergie de l'électronique de puissance (gradateur) géné­
rant une puissance p à ses bornes à partir d 'une tension de commande uc La température est 
convertie en tension de mesure m par un capteur de température. 

Le capteur est une résistance de platine, dont la valeur dépend de la température 8. Il est 
alimenté par une source de courant 10, réglée une fois pour toutes, entre 4 et 20 mA (valeurs 
normalisées) . La tension m est prise aux bornes de cette résistance. Le capteur est linéaire sur 

une plage de température de quelques degrés. Cela peut paraître très réducteur, mais la régu­
lation de température se fera toujours « autour d 'un point de fonctionnement ». 

R(e) î v,(e) ~ R(e).10 

~-----~ 

Figure 1.63 Schéma structurel du capteur et de son alimentation 
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Le local est le siège de pertes thermiques du fait de ses portes qui peuvent être ouvertes sur de 
longues durées. Ces pertes de puissance agissent comme une perturbation pour le système. 

On donne les caractéristiques du système, obtenues par des essais. 

• Essai en boucle ouverte, portes fermées (pas de perturbation) : pour une tension de 
commande uc = 2V, la puissance des résistances de chauffage est p = 5 000 W On appelle 
K1 le rapport entre p et uc, appelé « gain » du système de commande. 

La température se stabilise au bout de quelques minutes à la valeur Sr= 20 °C. On donne 
le gain K2, rapport entre 8 et p (gain du système de puissance). 

En régime permanent, le« gain » total du système de chauffage est 8/uc= K2K1=K=10 °CN. 
• En présence d'une perturbation : lorsque les portes sont ouvertes, que le chauffage est 

maintenu dans les mêmes conditions de commande et que la température extérieure est de 
12 °C, la température du local baisse en quelques minutes de ~8 = 4 °C. Les fuites ther­
miques sont évaluées à P ch = 1 000 W Elles équivalent à un gain (homogène à une résis­
tance thermique) ~h = ~8/pch = 4/1000 = 0,004 °C/W 

Enfin, le capteur de température est un composant de système qui transforme une tempé­
rature en tension de mesure m . Son gain propre est r = m/8 = 0,05 V/°C. 

Le gain total du système en boucle ouverte est donné par le produit des gains partiels r.K1 .K2 

= 0,5 (sans unité) . 

Le système est représenté par un schéma bloc (Figure 1.64) où apparaissent les différentes 
grandeurs uc, m , 8 et P ch> reliées par de simples flèches. Les blocs rectangulaires figurent les 
différents gains. Une addition ou soustraction est indiquée par un symbole spécial autour 
duquel apparaissent les signes de l'opération. 

Gradateur 
r··:;:,.sJiiino:e;-· 

u,i m 

Figure 1.64 Schéma bloc du système en boucle ouverte 

Par la simple lecture du schéma bloc, on obtient les équations du système : 

m = r.8 et 8 = Kuc - RchPch· 

Au lieu d'être produite par un ensemble de circuits électroniques réglés manuellement, la 
tension uc le sera à partir de la soustraction entre une tension de consigne c, réglée manuel­
lement par un opérateur, et la tension m mesurée . 

Il y a rétroaction, puisque c'est l'image en tension de la température mesurée qui sert à générer 
la température de l'encein te. 

Sans cette rétroaction, l'opérateur devrait intervenir sur le réglage manuel de la température 
dès que les pertes thermiques, variables avec la température du local et la température exté­
rieure, changent. 

Les deux objectifs de l'automatique sont: 

• réguler le système. C'est atténuer, voire annuler, l'effet des perturbations sur la grandeur 
physique de sortie m, la consigne c étant maintenue constante ; 



Vl 
<lJ 

0 
1.... 

>­w 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
O'l 

·;:::: 
>­a. 
0 
u 

78 1 Régimes Transitoires. Systèmes Bouclés 

• asservir le système. C'est faire en sorte que m suive le plus fidèlement possible la consigne 
c lorsque celle-ci varie, les perturbations étant constantes. 

Le rôle du sous-système« correcteur » que doit concevoir l' automaticien, est de réaliser l' asser­
vissement et/ ou la régulation. 

À cet effet, on réalise donc un simple bouclage représenté par le schéma bloc de la Figure 1.65, 
où figurent le système précédent avec la perturbation et la rétroaction (dite aussi « réaction 
négative»). On rappelle que l'on étudie, ici, seulement le régime permanent du système. 

c 1

- -~·d~pï;ïi~~- -

1 !-+---+----.. 

Boucle de rétroaction 

Capteur de 
température 

1 m 

L ______________________ ~. __ -___ -___ -___ -____ -___ -___ -___ -___ -___ _, __ J------------------~ 

Figure 1.65 Schéma bloc du système en boucle fermée 

Le sous-système « adaptation automatique » comprend : 

un soustracteur entre consigne cet mesure m , qui justifie l'expression « réaction négative » ; 

un simple amplificateur de gain A qui traite le signal E = c - m , lui-mêm e appelé « signal 
d 'erreur ». 

La lecture du schém a bloc permet d 'écrire : 

uc = A.E; E = c -m; m = r0; 0 = K.uc -RrhPrh 

On appelle gain du système en boude ouverte G le rapport m/E, lorsque Prh = O. 

G =A.Kr 

Questions: 

(a) Montrer que si Prh = 0 (portes fermées), m = H .c avec H = G / l+G . 

(b) Exprimer la consigne en tension c, en fonction de A, pour avoir 0 = 20 °C soit m = 1 V. 
Calculer les valeurs numériques de G , H et c. On fera successivement A= 1 et A= 5. 

(c) En présence de la perturbation, pour la même consigne, 

Kuc - R rhPrh = m ; uc = A.é: ; c- m = E m = r8 

G RchPrhr Montrer que m = --c - --'=""-=-

1 + G l +G 

Calculer ~m, écart entre la mesure avec perturbation et sans perturbation , l'erreur E, et 
8 mesurée pour les deux valeurs du gain A. 

Correction : 

(a) uc = A.E ; E = c - m ; m = r8 ; 

m = rK.uc - rRrhPch => m = rK.uc si Prh = 0 

m rK.A G 
m = rK.A.E = rK.A (c - m ) => H = - = ---

c 1+ rK.A l + G 
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(b) A=l; G=0,5; H=0,333 

m 1 
c=-=--=3V; ê=c-m=2V 

H 0,333 

A= 5 ; G = 2, 5 ; H = 0, 7 14 ; c = 1, 4 V ; ê = c - m = 0, 4 V 

Dans les deux cas, G .ê = m = 1 V. 

(c) Partant de m = r(K.Aê- ~hpch) et m = r(K.A(c- m)-R1hPch), m = r(K.A(c- m)- ~hpch 
on obtient 

m=~c- RrhPrhr =~c-~m 
l+G l+G l+G 

La réponse m (1 V, sans perturbation) est modifiée par le terme dû aux perturbations qui 

d d d 
RchPchr épen e G : ~m = - ---
1 + G 

~m = _ RchPchr = -~ 
l+G l+G 

~m = - 0,133 V (si A= l ,G = 0,5) ou - 0,057 V (si A= 5,G = 2,5) 

ê = 3-0,13 = 2,87 V ou 1,4-0,057= 1,34 V 

~m 
~8 = - ; ~8 = -2, 7°C(si A = 1) ou - 1, 1°C(si A = 5) 

r 

La température 8 mesurée sera de 17,3° si A= 1 et 18,9° si A= 5. 

Sans régulation, la température mesurée est l 6°C. 

~m = _ RchPchr = -~ 
l+G l+G 

~m = -0,1 V (si A= 1) ou -0,033 V (si A= 5) 

ê = 3 -0,1 =2,87 V ou 1,4-0,033=1,34 V 

~m 
~8 = - ; ~8 = - 2, 7°C(si A= 1) ou-1, 1°C(si A= 5) 

r 
La température 8 mesurée sera de 18° si A = 1 et de 19,3° si A = 5. 

Sans régulation, la température mesurée est de 16 °C. 

Conclusions : 

Le fonctionnement en boucle fermée permet de réduire l'erreur sur la température, pour une 
consigne donnée. 

Le correcteur utilisé ici est un simple amplificateur. Il ne réduit pas l'erreur à O. C'est ici 
nécessaire, la tension uc est générée à partir de l'erreur ê. Si ê = 0, uc = 0 et p =O . 

Plus A est grand et plus l'erreur diminue. Un autre type de correcteur, plus sophistiqué, 
permettra d'annuler l'erreur. 

Peur-on augmenter indéfiniment A et réduire l'erreur à presque rien ? C'est impossible en 
raison de la saturation de l'amplificateur. 

Létude conduite en introduction est très incomplète, car elle ne dit rien sur le régime 
transitoire. Pour cela, il nous faut introduire la variable temps en automatique. 

Dans le système précédent, le système gradateur + résistances de chauffage ne se caractérise 
pas par un simple gain, mais par une transmittance, qui va être décrite par le formalisme de 
Laplace. 
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80 1 Régimes Transitoires. Systèmes Bouclés 

1.6.2 Fonctions de transfert 

Dès que l'on s'intéresse au régime transitoire, les variables du système, comme la tension de 
commande, la température du système précédent, sont reliées par des équations différen­
tielles, dont la variable est le temps. Le formalisme de Laplace permet de remplacer ces équa­
tions différentielles, si elles sont à coefficients constants, par des systèmes d'équations 
linéaires. Le schéma bloc contient alors des transmittances de Laplace. Entre la grandeur 
d'entrée du système et sa sortie, le regroupement de ces transmittances devient une fonction 
de transfert. 

Reprenons l'exemple précédent. Aux grandeurs instantanées désignées par de petites lettres, 
nous associons leurs transformées de Laplace, désignées par des m ajuscules. Les blocs qui 
n'étaient représentés que par leur gain - statique - sont maintenant des transmittances. 

C(s) 

Figure 1.66 Système en boucle fermée et en régime transitoire 

Le système de chauffage est représenté par la transmittance D(s), celle-ci restant à préciser. Il 
en est de même de la transmittance TI(s) des perturbations. La transmittance du capteur est 
B(s) ; R(s) est celle du correcteur. La consigne est C(s) , l'erreur E(s), la grandeur de sortie ici 
8 (s) ou le plus souvent M(s), car le système à automatiser englobe le plus souvent le capteur 
de mesure. 

On appelle« fonction de transfert en boucle ouverte » (FTBO), notée G(s), la transmittance 
M (s)/E(s), lorsque TI(s) =O. 

O n appelle « fonction de transfert en boucle fermée » (FTBF), notée H(s), la transmittance 
M (s)/C(s), lorsque TI(s) =O. 

Par généralisation de la relation trouvée dans l'exercice 1-31, on montre que : 

H (s) = G(s) 
1 +G(s) 

(1.46) 

Remarque 

La boucle fermée est dite à retour unitaire. 

Si l'on désire prendre 8 comme grandeur de sortie, la boucle se referme par le capteur B(s) . 
La boucle n'est plus à retour unitaire. 

1.6.3 Modélisation des systèmes 

Afin de pouvoir utiliser les fonctions de transfert, on caractérise les systèmes selon deux 
modèles types. Les systèmes réels entrent alors, plus ou moins bien, dans ces modèles. Ceux-ci 
sont nommés à partir de l'ordre de l'équation différentielle qui les régit : de premier ou de 
second ordre. 
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1.6.3.1 Système du premier ordre 

Un système est du premier ordre si, excité à son entrée par un signal e(t) , sa sortie y(t) vérifie 
une équation différentielle linéaire dont la forme normalisée est: 

dy 
y(t) + 't - =G0 .e(t ) ou y(t) +ty(t)=G0 .e(t) (1.47) 

dt 

Un système du premier ordre est caractérisé par une fonction de transfert (sortie/entrée) 
donnée, en formalisme de Laplace, par l'expression : 

G(s) = Y(s) = __S_ ; si y(O) = 0 
E(s) l + 'ts 

G0 est le gain « statique » du système, 't sa constante de temps. 

G 0 = limH~ ( ~ ) = lim H 0 (~) 

(1.48) 

(1.49) 

Comme exemples de systèmes du premier ordre, nous avons déjà rencontré le dipôle R,C, en 
électricité et le système thermique Rch' K. 

1.6.3.2 Réponse d'un système du premier ordre à un échelon en entrée 

Un système du premier ordre, de constante de temps 't, excité en entrée par un échelon de 
hauteur G0 , répond, en sortie, selon : 

y(t)+'tdy =G0 .e(t); e= lV si t > O; y(O)=y0 
dt 

1 G 
E(s) = - ; Y(s) + 't(sY(s) - y0 ) = - 0 

s s 

Y(s) = Go + 't.yo 
s(l + 'ts) 1 + 'ts 

y(t) = G 0 (1- exp(-t/ 't)) +y 0 exp (-tl't) 

(e et y sont de même unité, y(O) n'est pas nécessairement nul) 

La courbe représentative de y(t) est une exponentielle (Figure 1.67), dont la pente à l'origine 
n'est pas nulle, dont la limi te pour un temps théoriquement infini est y= G0. 

Les courbes représentatives ont été tracées ci-dessous, avec 't = 0, 1 s ; G0 = 10 V; pour deux 
valeurs de y0 : y0 1 = 2 V et y02 = 0 V. 

, 

- 1-0 - Y1 

- lv _ ~ 
~ // ,,--- 1// ~ 

~ 
/,V 

- I l ~ 

~ I l - 4 
I l ' ~ 

{ / 
~ 

/ 
{ 

-
~ 

- 0, 1 1 E-15 0, 1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 

Figure 1.67 Réponse indicielle d'un système du premier ordre 
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Si y0 = 0, on peut montrer que : 

• au bout de 3't, la tension y vaut 0,95 G 0. On dira que le temps de réponse du système 
« à 5 % » est de 3't ; 

• la tangente à l'origine coupe la droite y = G0 pour un temps égal à 't, 

• At = 't, y = 0,63.G0. 

1.6.3.3 Exercice avec réponses 1-32 : Système du premier ordre bouclé 
par un retour unitaire 

(a) Montrer qu'un système dont la FTBO, G, est du premier ordre, bouclé par un retour 
unitaire, a une FTBF, H , du premier ordre (Figure 1.68). 

C(s) 

E(s) Go 
,_ _ ___ __. G(s) = 1-+-ts 

Figure 1.68 Système du premier ordre bouclé par un retour unitaire 

(b) Quelles sont les expressions de la constance de temps 'tb et le gain statique H 0 ? 

Réponses: 

Go 

M l +G0 (a) H (s) = - = ---'---
C 1 't + s 

l+G0 

H - Go 
0 - l +G 

0 

't 
't - --­

b - l+G 
0 

(b) Si G0 > l (cas général), le système en boucle fermée est plus rapide que le systèm e en 
boucle ouverte ('tb < 't). 

1.6.3.4 Systèmes du deuxième (ou second) ordre 

U n système est du deuxième ordre si, excité à son entrée par un signal e(t), sa sortie y(t) vérifie 
une équation différentielle linéaire dont la forme normalisée est : 

z dy 1 d2y 
y(t)+2--+-- = G0 .e(t) (1.50) 

ffi de ffi
2 dt2 

n n 

Un système du deuxième ordre est caractérisé par une fonction de transfert (sortie/encrée) 
donnée, en fo rmalisme de Laplace, par l'expression : 

avec y(O) = 0 ; y(O) = O. 

G(s) = Y(s) = Go 

E(s) ( )
2 

1 +2~s+ _s 
(l)n (l)n 

(1.51) 

Le coefficient ffin est appelé « pulsation propre » du système et le coefficient z « coefficient 
d'amortissement ». 

1.6.3.5 Réponse d'un système du deuxième ordre à un échelon unité 

Analysons par simulation (logiciel Madab-Simulink) la réponse indicielle (à un échelon 
unité) d 'un système du deuxième ordre en boucle ouverte. Pour l'exemple, la pulsation ffin est 
égale à 10 rd/s. T n vaut donc 0,63 s, le gain statique unité. 
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La réponse indicielle dépend beaucoup du coefficient d'amortissement z (Figure 1.69). Elle 
présente ou non des oscillations. Lorsque c'est le cas, la réponse dépasse la valeur finale, ici 1. 
On parle alors de dépassem ent. 

2.2 -+---- -~------~ -- ---~- -- ---~ --- --+--- -- ~-----~------~-- ---
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
• • • • • • • 1 1 2 __ 1,_ _ __ _ _ ... _ _ ___ _ .._ ____ _ _, _ _ _ ___ ._ _ _ __ _ _; ___ _ _ _ ._ _ ___ _ ..,1 __ ___ _ 1,_ ___ _ _ 

l /\ :~z = o,i /'\ l l l ~ i 
1 .8 --~-l -- .\ ~-- - ---~ -- - --~- --r --\L - -- --~- - -- --;-- - _ _/_ ~ \ - - ---;--- ---

: ,' \ ' : : I ~ : : ,' : \ : 
1.6 --1-,- r ,\:+:î ;; 0;2 ,1·· --r~,---- -l---- -- r - -, - -n- -- - : --- - -

,, • ~ ' ' ' ' ' I ' ' 

~ :; :~~~: Q.~1 ::::t:::::r;:~ t :~:::J::::::t{:::r\::t::::: 
,'~ ' ~ : ( ' : •\ : : I , • l-. \ : 

1 ;/t - --: ~\..~.:. ---·----, : . : \ ·,: ) . : 1 +. -. 
f ' V j ' ' ' ' " -• f ' ' 

~:: ! :.z~):_u:.~:~lJ:::::::: : :\J::::r ::::t:::~it::::: / !I \ : I : : \ : I : : \1 
o.4 / -~- z-= ~1 :2-y~ -- -,'--~--- - -- r- --- -'~---- 1 - r - ---- ~-- --- - ~,- , 

' ' \ ' ' ' \ I ' ' ' I 
0.2 -+---- -~----- -+:.!---~- -- ---r--- --;,-;1 --r-----~------r-,-J-

0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2 

Time (second) 

Figure 1.69 Réponse indicielle d'un système du deuxième ordre 

Selon que z est inférieur à 1 ou supérieur à l , la réponse y est oscillatoire ou non oscillatoire 
et tend vers G 0. 

Cas z ~ 1 ; la sortie y(t) présente des oscillations amorties (le régime est dit « pseudo-pério­
dique »).L'amplitude des oscillations dépasse la valeur finale (1) et décroît au cours du temps. 
Plus l'amortissement est faible (z est alors de plus en plus petit), plus le dépassement est 
important (Figure 1.70). Lors de la diminution de l'amortissement z, la (pseudo-)période des 
oscillations diminue également légèrement. 

100~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
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20illmmmlmmmttîlillillllllLIJJ 10 
0 

0 0, 1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

Figure 1.70 Abaque du premier dépassement D(z) en% 

L'équation du second degré 1+2z - s- + (-s-J

2 

= 0 est à discriminant négatif et admet alors 
(On (On 

deux racines imaginaires conjuguées, à partie réelle strictement négative, appelées « pôles de 
la fonction de transfert ». 

s1,2 =-con ( z± j~) ; j2 = - 1. 

Cas z ~ 1 : L'équation du second degré 1+2z-s- +(-s-J

2 

= 0 est à discriminant positif et 
(On (On 

admet deux racines réelles s1 et s2 (ou pôles de la fonction de transfert. 

sl ,2 = - (On ( z ± R-=1) 
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Ces pôles sont négatifs. Ils sont homogènes à des inverses de durées. Ces durées sont les 
constantes de temps t 1 et t 2 du système. 

1.6.3.6 Temps de réponse à 5 % d'un système du second ordre 

Quel que soit z, le temps de réponse à 5 % est défini comme le premier temps, au bout duquel 
la courbe réponse entre dans l'intervalle 95 %, 105 % de la valeur finale et n'en ressort plus 
(même lors des éventuelles oscillations). 

Pour z = 0,7, le temps de réponse à 5 % est minimal, et le dépassement est d'environ 4,6 %. 
La Figure 1.71 est un abaque usuel, donnant le produit du temps de réponse à 5 % et de la 
pulsation propre, en fonction de z. 

30 

1 
1 ( >VJr _,, 
1 
1 20 

' 
~ .... 
'- -
" -~ 

10 

" ~ 

' ~ 
0 

0 0,5 1,5 2 z 

Figure 1.71 Abaque tr(5 %). w0 en fonction de (z) 

L'analyse de la réponse indicielle (dépassement et temps de réponse, à un échelon unité), à 
partir des deux abaques (Figures 1.70 et 1.71) permet de connaîtrez puis ffin , afin d'écrire la 
fonction de transfert. 

1.6.3.7 Exercice corrigé 1-33 : Identification de la fonction de transfert d'un 
système de second ordre 

L'analyse de la réponse temporelle d'un système du second ordre à un échelon unité conduit 
aux valeurs suivantes : gain statique 10 ; D = 10 % ; tr = 10 ms. 

(a) Déterminer z et ffin à partir des abaques (Figures 1.70 et 1.71). 

(b) Déterminer l'expression de la fonction de transfert en boucle ouverte . 

Correction: 

(a) Z = 0,58 (Figure 1.70); trffin = 5 (Figure 1.71), donc (ùn = 500 rd/s . 

(b) G(s) = l O 
1+0, 0023s + ( 0, 002s )

2 

Remarque 

Identifier un système, c'est déterminer sa fonction de transfert, par une étude expérimentale. 

Cas z > 1 (z = 1,2, par exemple) : la réponse du système ne présente pas d'oscillations, pas de 
dépassement; le régime est dit « apériodique amorti ». 
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1.6.3.8 Exercice corrigé 1-34: Système du second ordre, composé de deux systèmes 
du premier ordre identiques, en cascade 

Cs 

Figure 1.72 Système RC, représenté par les impédances de Laplace, excité par un échelon de tension 

On rappelle les données relatives au système R,R',C du premier ordre : fonction de transfert, 
gain statique et constante de temps (Figure 1.72). 

R' 

G ( ) -~- R+R' 
i s - - RR' 

Ve 1 + Cs 

't = R.R' .C . G _ R ' 
1 R+R ' ' 01 

- R+R' 

R+R ' 

On associe deux systèmes du premier ordre en cascade (Figure 1.73). 

Déterminer les caractéristiques de ce système en donnant sa fonction de transfert sous la 
forme normalisée (Relation 6-6). 

Figure 1.73 Système RC du deuxième ordre 

Correction: 

Le système étant en cascade, la fonction de transfert G2 du système du deuxième ordre est le 
carré de la fonction de transfert du premier ordre: 

G2 (s) = ~ = v: . v'e = ____Si_____Si_ = G61 2 2 
Ve V e Ve l+'t1s l+'t1s 1+2't1s + 't1s 

1 2 z 1 
-2 = 't1 ; 2't1 = 2 - :::::} con = - ; z = 1 
con con 't1 

On remarque dans cet exercice, à l'inverse de l'exercice 1-33, que dans la détermination 
théorique, con précède z . 

1.6.3.9 Exercice corrigé 1-35 : Bouclage d'un système du second 
ordre par un retour unitaire 

(a) Montrer que la fonction de transfert d'un système du second ordre, bouclé par un 
retour unitaire, désignée par H(s) est du second ordre. Déterminer la nouvelle pulsation 
propre conbf> le gain statique en boucle fermée H 0 et le nouveau coefficient 
d'amortissement zbf· 
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E(s) 

M(s) 

Figure 1.74 Système du deuxième ordre bouclé par un retour unitaire 

(b) Exemple numérique: fonction de transfert en boucle ouverte G(s) . Déterminer H(s). 

2 
G(s) = 

2 
; (l)n = 10 rd/s ; z = 1,2; systèm e apériodique. 

1+0, 24s + O,Ols 

Correction : 

G 
H (s) = 0 

1+2z ( - s J +(-s )

2 

+G0 
(ùn (ùn 

1 
2z s s2 

+ - +------
1 +Go ffin [ (1)11 .J~l +-G-o r 

H - Go 
o -

l +Go 

(b) Le système bouclé voit son amortissement divisé par 3 et passer à 0,4 (pseudo-périodique), 

et sa pulsation propre multipliée par .J3, soit 17,3 rd/s. Le gain statique est divisé par 3 ; 
il passe de 2 à 0,67. 

1.6.3.1 O Systèmes du deuxième ordre particuliers 

• Cas z < O. 

Si le coefficient z est négatif, les deux pôles de la fo nction de transfert sont positifs. En effet, 

les solutions de 1+2z _s_ + ( -s-)

2 

= 0, s1,2 = -(1)11 ( z ± ~) sont positives. La simula-
(1)11 (1)11 

tion de la réponse à un échelon unité (ici avec z = - 0,2) du système précédent m ontre une 
instabilité du système (amplitude croissante, gain supérieur à 3 000 à la 3e oscillation ; 
Figure 1.75). En fait, la saturation des systèmes électriques ou électroniques limite l'ampli­
tude des oscillations qui devient rapidement constante. Mais néanmoins, l'automaticien 
cherchera à éviter cette situation. 
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3500 
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' . . . . . . . _______________________ ,. ____________________________________________ ., ________________ --. . . . 
' . . . .. ------------······-·-·.-····------·------·--·-,..··-----------·--·-···-.. ---····----···· --·-. . . . . . . . . . . . . . . . 
l.----------------------l..----------------------L----------------------1.-------------- -----' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ·----------------------.. --------------------------------------------·------------- ------. . . . . . . . . . . . . . . . 

0 h--~~~o-:::=:~ . . 
-500 ~----------------------:.---------------------..:.---------------------- ··--------- ---------

1000 :----------------------:----------------------~----------------------:- ------- ----------. . . . 
' . . . 

1500 ~----------------------;---------------------+----------------------;--------------------

1.5 2 2.5 
Time (second) 

3 

Figure 1.75 Système du deuxième ordre à coefficient d'amortissement z négatif 

• Pôle dominant 

Dans le cas (z > 1) apériodique, si une des constantes de temps est grande par rapport à l'autre 
't 

('t2 < - 1
, ce qui correspond à z > 1,75), un des pôles est dit dominant. La simulation de la 

10 
réponse indicielle (échelon unité) du système est faite sur la Figure 1.76, pour z = 2. Le système 
se comporte très rapidement comme un premier ordre de constante de temps 't1 (la plus élevée). 

1 1 
Paramètres de simulation : (On= 10 rd/s; z = 2. G(s) = 

4 l+-s +-1- 1 +0,4 s+0,01 s
2 

(û (û 2 
n n 

1.2 ~--~--~--~---~--~ 

-------------,-----~---~- - +-----+-----+--------1 

---·--- -----t--·---------t·------------·i-----·--------i-----·-------

--- --------r------------r------------r-----------r-----------

0.8 

0.6 

0.4 ------------r--------------i---------------r-----·--------i-------------

o.2 ------------r------------r-----------T------------r-----------
o ~--~--~--~---~--~ 

0 2 3 4 5 
Time (second) 

Figure 1.76 Réponse d'un système du second ordre dont un pôle est dominant 

Le système répond à l'excitation en entrée en échelon unitaire, comme un premier ordre de 
constante de temps 0,4 s (63 % de la réponse finale au bout de 't). Cette situation est fréquente 
dans les systèmes électromécaniques. 

1.6.3.11 Systèmes d'ordre supérieur à 2 

On généralise maintenant à un système du nième ordre. Sa fonction de transfert, en forma­
lisme de Laplace, est une fraction rationnelle avec, au dénominateur, un polynôme en s de 
degré n. Les pôles sont les zéros de ce dénominateur. Ils peuvent être réels ou complexes. 
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La fraction rationnelle peut être décomposée en éléments simples qui sont pour chacun la 
fonction de transfert d'un systèm e du premier ordre ou d'un second ordre. 

La réponse est la superposition de chacune des réponses des sous-systèmes. Il suffit d 'un seul 
pôle positif ou de partie réelle positive pour entraîner l'instabilité globale du système. La 
réponse est plus fortement influencée par les pôles dominants correspondant à des constantes 
de temps élevées ou à des amortissements faibles (réponse lente ou fortement oscillante). 

Exemple : Quatrième ordre composé d'un deuxième ordre très amorti (z = 0,05) et d'un 
deuxième ordre peu amorti (z' = 0,8), de m ême pulsation propre. 

1 1 

G(s) = 1+2z( ~" H ~J 1+ 2z( ;.}( ;J 
1 1 

G(s) = 
2 

1+2.0,05( ~}( ~J 1+20,s( ~}( ~J 
Cette réponse (Figure 1.77), obtenue par simulation, est à comparer avec celle des deux 
systèmes de second ordre, séparés : sur la Figure 1.78, à gauche, le second ordre très amorti 
et, à droite, le second ordre peu amorti. Le premier nommé est dominant. 

1.8 --···---.. ···------.·-······-~·-···--·-·········· 

1.6 ·····---~--------~-----···-:·-······-:----····· . . . . . . 
1.4 .. ····~·········~---·····!·········:········· . . . . . . . 
1.2 

0.8 
0.6 .... . -~---------~----·---~·-···----~----····· . . . . . . . . 
o.4 ····-·r··· --r~ii1i:;!;~i-ïs.ëë~iiëlës . 
0.2 ·······-.-··················-~·-················· 

2 3 4 5 

Figure 1.77 Exemple de réponse indicielle d'un système du quatrième ordre 

. . . . 
2 ·······7·····---------····-:······---~----····· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

1.5 - ··- - ···-----~-----·---~---------~------·-· 
: : z =!0,05 

0.5 ····:r~~;;; ·~-~--~~~+~·d·~-~-
. . . . . . 
2 3 4 5 

1 ·2 _______ T _______ r _____ T ______ T _______ _ 

0:T r·······:·······r ~ ~F 
O.G _::::::r::::::r::::::r::::::r::::::: 0.4 

0 -2 --------f-------~r-~~~-r--~~t~-~-~-~-
i i i i 

2 3 4 5 

Figure 1.78 Exemple de réponse indicielle séparée des deux systèmes du deuxième 
ordre formant un système du quatrième ordre 
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1.6.3.12 Exercice corrigé 1-36 : Exemple de système intégrateur 

Un réservoir cylindrique a pour surface de base A et hauteur H. Son volume est le produit 
HA. Lorsqu'on remplit le réservoir, la hauteur de liquide est h(t). Cette fonction du temps 
dépend du débit q(t). Soit 'Ô(t) = h (t).A, le volume de liquide dans le réservoir à l'instant t. 

La relation entre le débit et le volume est une relation différentielle, car le débit n'est pas 
' d'Ô(t) dh(t) 1 J 

necessairement constant: q (t) = -- = --.A. Soit h(t) = - q(t)dt. 
dt dt A 

Le système est dit intégrateur. Sa fonction de transfert est donnée par : 

G(s) = H (s) = _1_ 
Q(s) A.s 

(1.52) 

(a) Le système est en boucle ouverte (Figure 1.79). La variable d'entrée est le débit. La 
hauteur h est mesurée par un capteur de position, de gain r, qui délivre une tension m(t). 
Déterminer la réponse indicielle du système (échelon de débit de valeur unité). 

Q(s) = Oofs 1 /A.s H(s) M(s) 

Figure 1.79 Système intégrateur en boucle ouverte 

(b) Le système est intégré à une boucle d'asservissement (Figure 1.80). La consigne est une 
consigne de tension C(s) . Le débit est généré, à partir de l'erreur entre Met C, par un 
bloc dont la fonction de transfert est un simple gain Ao· Déterminer la fonction de trans­
fert en boucle ouverte G (s) puis en boucle fermée GBF(s) et la réponse du système en 
boucle fermée à un échelon de consigne de hauteur C0. 

Figure 1.80 Système intégrateur en boucle fermée 

Déterminer l'erreur E(s), puis l'erreur statique du système, c'est-à-dire la limite de ê(t) = 
c - m, lorsque t tend vers l'infini. 

Correction: 
r r Q0 (a) En boude ouverte: M(s) = - Q(s) = --

2
- . 

As As 
r 

La réponse est une rampe m(t) = - Q 0 t si h(O) = 0 jusqu'à ce que h = H. 
A 

(b) En boucle fermée : 

G ( )
- GBo(s) 

BF s -
l+GB0 (s) 

r.Ao 
Gso(s)= -­

As 

r.A0 +As 

1 

A 
1+--s 

r.A0 

A 
't= --

r.Ao 

c 
M(s)=GBF(s).C(s)= [ 

0
A ] ~ m(t)=C0 (1 - exp(-t / 't) 

s 1+ - - s 
r.Ao 
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C'est la réponse indicielle d 'un système du premier ordre. 

Erreur statique : après avoir exprimé E(s), on calcule l'erreur f.
00

, par le théorème de la valeur 
finale (Relation 5-6). 

Co Co Co 
E(s) = -M(s)+C(s) = - + - = -

[ 
A ] s s s 1+--s 

r.A0 

L'erreur statique est nulle. 

A 
1+ --s- 1 

r.A0 

A 
1+--s 

r.A0 

1.6.4 Stabilité absolue des systèmes bouclés 

A 

r.Ao 
= Co A 

1+--s 
r.Ao 

Un système, excité par une simple brève impulsion, est stable s'il revient à sa position 
d 'équilibre après la fin de l'excitation. 

Soit Ô(t) l' impulsion unité, appelée « impulsion de Dirac». On montre que la transformée de 
Laplace de cette impulsion est 1. 

Soit G(s) la fonction de transfert du système. 

e(t) = ô(t) ; Y(s) = G(s) .L(ô(t) = G(s).1 = G(s) 

La sortie Y(s) du système est donc égale à G(s). On dit que la fonction de transfert du système 

est égale à sa réponse impulsionnelle. 

G(s) (et donc Y(s)) se présente comme la somme de fractions rationnelles de pôles réels si ou 

conjugués, sj'sj*· 
-- A. B. C . 

Y(s) = G(s) = L., - J- + _ J_ + _ J_* 
. s - s. s - s. s - s. 
J J -J - J 

La réponse temporelle est donc de la forme : 

y(t) = L A j exp(sjt) + Bj exp(~j t) + cj exp(~; t) 

Cette fonction ne tend vers 0, lorsque le temps t tend vers l'infini, que si la partie réelle de 

tous les pôles sj est négative. Dans le cas contraire, il suffit d 'un seul pôle à partie réelle posi­
tive strictement pour que l'on se trouve dans une condition d ' instabilité absolue. 

1.6.5 Identification expérimentale 

Identifier un système, c'est déterminer sa fonction de transfert d 'un système, les variables 
d 'entrée et de sortie étant posées. Il existe des méthodes expérimentales pour le faire. L'exercice 

suivant présente la méthode de Broïda. 

1.6.5.1 Exercice corrigé 1-37 : Méthode d'identification empirique 
d'un système selon Broïda 

Le système étudié : une enceinte thermique. Le procédé est un fo ur électrique recevant une 

p uissance d 'entrée P. La température est mesurée par un capteur placé dans le four. On désire 
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obtenir la fonction de transfert en boucle ouverte entre la puissance de commande du four et 
la température. 

Principe de la méthode : lorsqu'on applique un échelon de tension de valeur connue à l'entrée 
du convertisseur statique, on suit et on enregistre l'évolution de la température donnée par le 
capteur, lorsque le processus est en boucle ouverte. 

On obtien t la courbe expérimentale qui présente à l'origine une forme caractéristique de 
systèmes dits« à retard » : la réponse est globalement celle d 'un p remier ordre avec un temps 
de retard au décollage dû à l' inertie du système (courbe en « S » ;Figure 1.8 1) . 

u 
0 

c: 
<li 

ë 
<li 
E 
<li 

::t: 
:::J 
IO 

..c: 
u 

LU 

Evolution de température - échelon de 1000/o en puissance 
100 

90 

80 

70 

60 

50 

40 

30 

20 
- - -

retard 10 = ~ f-
.. ···· ·· ~ 

0 
0 . 5 10 15 

temps en min 
20 25 

Figure 1.81 Courbe en « S » pour l'analyse de Broïda 

30 

La méthode d'identification d' un système en boucle ouverte (donc stable en lui-mêm e), dite 
m éthode de Broïda, est basée sur un essai expérimental du système. On crée un échelon de 

hauteur connue ~E à l'entrée, et on suit l'évolution temporelle de la sortie S, jusqu'à stabili­

sation. La sortie a alors varié de ~S. 

O n cherche systém atiquement la fonction de transfert G(s) sous la forme : 

G(s) = Go. exp(- 'tos) 
l+'t1s 

(1.53) 

La méthode de Broïda permet de trouver le gain statique, le retard 't0 et la constante de 

temps 't1 à partir de l'analyse (temporelle) de la courbe en « S ». 

• t 1 est obtenu lorsque la sortie atteint 28 % de sa valeur finale. 

• t2 est obtenu lorsque la sortie atteint 40 % de sa valeur finale. 

Question: 

O n lie sur la courbe de réponse (Figure 1.81) : r1 = 2,9 min et t2 = 3,9 min. 

Calculer les paramètres de la fo nction de transfert G. 
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Réponse: 

't1 = 5,5(t2 - t1) = 5,5 min; 't0 = 2,8 t1 -1,8 t2 = 1,1 min ; G0 = 1. 

Prolongement: effectuons le développement limité de l'exponentielle exp(- 't0s) au voisinage 
de O. 

1 
exp(-'t0s) :::::: 1- 't0s + .. . = --

1 + 't0s 

Go Go G(s) = --exp(-'t0s):::::: ------
l+'t1s (l+'t0s)(l+'t1s) 

On trouve ainsi la fonction de transfert d'un système équivalent du second ordre. 
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Énergie électromagnétique 
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CHAPITRE 2-1 

Champs électromagnétiques 
et matériaux 

L'électromagnétisme est construit sur le modèle physique de champ. Cette théorie physico­
mathématique s'est développée dans le domaine du magnétisme, de l'électrostatique, mais 

aussi de la gravitation , avant de concerner à leur tour la physique de l'atome et celle du noyau 
atomique. La notion de champ est inséparable de celles de force et d 'énergie. Ces notions sont 

néanmoins différentes : en physique, on ne nomme jamais la même grandeur avec deux noms 
différents. 

2.1 Notion physique de champ 
Objectifs 

• Espace champ. Vecteur champ. Lignes de champ. 

• Champs en électrostatique et magnétostatique. 

• Forces en électrostatique et magnétostatique, champs E et B. 

2.1.1 Qu'est-ce qu'un champ? 
Le cas de l'électromagnétisme 

2.1. l. l Espace champ 

Un champ est un espace physique dans lequel se trouve, localisée en chaque point, de 
l'énergie. 
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2.1.1.2 Vecteur champ 

Un champ est aussi une grandeur physique, prenant une valeur en chaque point de l'espace 
et à chaque instant. C'est une grandeur, dite « locale », de l'espace et du temps. 

Chaque point d'un territoire présente, par exemple, une température T évoluant au cours du 
temps t. Un territoire est donc un « espace champ de température ». Chaque point du terri­
toire (de coordonnées x, y et z) est caractérisé, à chaque instant t, par une grandeur scalaire 
(un simple nombre avec son unité) , la température T (x, y, z, t). 

Autour d'un aimant, l'espace est modifié. Un objet en fer placé dans cet espace est attiré, 
déplacé. Autour d'un aimant, l'espace est un champ magnétique. Le fait qu'un objet en fer 
puisse se déplacer dans un espace champ magnétique, suggère que cet objet est soumis à des 
forces. La force étant une grandeur vectorielle, la grandeur champ magnétique est donc vecto­
rielle. Le champ magnétique est un champ vectoriel. 

2.1.1.3 Champ statique, champ dynamique 

Un champ est statique s'il ne dépend pas du temps. Létude des champs électrostatiques et 
magnétostatiques, la première à avoir été réalisée dans !'Histoire, est la plus simple. 

Un champ dynamique est un champ dépendant du temps. En fait, en régime dynamique, les 
domaines du magnétisme et de l'électricité sont confondus. On parle alors de« champ élec­
tromagnétique». C'est le cas, en particulier, autour d'une antenne, où règnent simultanément 
un champ électrique et un champ magnétique. On ne dit plus alors « électrostatique » et 
« magnétostatique », mais« électrique» et « magnétique» ou simplement « électromagnétique ». 

2.1.1.4 Champ uniforme 

Un champ est uniforme dans un espace donné s'il prend, à un instant donné, la même valeur, 
en chaque point de cet espace. 

2.1.1.5 Lignes de champ. Spectre d'un champ 

Figure 2.1 Lignes de champ magnétostatique créé par un aimant droit 

Si l'on saupoudre de la limaille de fer sur une plaque de matière plastique posée sur un aimant 
droit, les grains de limailles' orientent dans l'espace champ magnétostatique pour dessiner des 
lignes (dites« lignes de champ ») constituant le« spectre» magnétique du champ (Figure 2.1). 
Un champ vectoriel est caractérisé par ses lignes de champ. Plus précisément, par définition , 
une ligne de champ est une ligne tangente, en chacun de ses points, au vecteur champ. 

On considère une cuve plate remplie d'huile (isolant électrique) sur laquelle surnagent des 
petites graines légères comme celles du sésame (qui, par ailleurs, est isolant). Si l'on soumet 
deux côtés opposés de la cuve à une haute tension continue, les graines s'orientent, dessinant 
les lignes d'un champ électrostatique, un spectre électrostatique (Figure 2.2). 
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······ ········ - · 

----< ... 

H.T. 

Figure 2.2 Exemple de spectre électrostatique 

Remarques 

La forme des lignes de champ est le premier renseignement sur un champ vectoriel. 

Lobservation des lignes de champ conduit à distinguer deux types de champ : le champ élec­
trostatique et le champ magnétostatique. 

Les lignes d'un champ magnétostatique sont fermées et ne se coupent jamais. 

Les lignes d'un champ électrostatique sont ouvertes et peuvent se couper. 

Les lignes de champ sont, en fait, tridimensionnelles. 

2.1.1.6 Sources de champ 

Un espace champ est créé par des sources. 

De nombreuses expériences réalisées au cours du temps ont conduit à identifier les sources de 
champ dans les domaines électrostatique et magnétostatique. 

Les sources de champ électrostatique sont les charges électriques positives et négatives. Les 
sources de champ magnétostatique sont les courants continus, qui, parcourant un circuit 
électrique, peuvent avoir deux sens et deux seulement. Un aimant est aussi une source de 
champ magnétostatique. Ce fait a longtemps interpellé les physiciens. Ce sont les courants 
électroniques dans les atomes qui expliquent, dans une première approche simple, le caractère 
de source de champ magnétique d'un aimant. 

2.1.1.7 Détecteurs de champ 

Une charge électrique fixe est sensible à la présence d'un champ électrostatique. 

Exemple: un pendule électrostatique est attiré par un bâton de verre frotté sur de la laine. Le 
bâton de verre frotté est chargé électriquement. Comme le verre est un isolant électrique, les 
charges sont fixes. C'est une source de champ électrostatique et le pendule est un détecteur de 
champ (Figure 2.3). Les détecteurs de champ sont, en fait, des objets de même nature que les 
sources de champ. 

Bâton de verre chargé électriquement 

/ c :> 
Boule isolante chargée 

Figure 2.3 Détection d'un champ électrostatique 
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Afin de stocker de l'énergie électrostatique à une échelle suffisante, la technologie a développé 
d'autres structures plus efficaces que le simple bâton de verre. Un condensateur est un tel 
système de stockage de !'énergie. Il est constitué de deux armatures conductrices séparées par 
un isolant. Lorsqu'on dépose une charge +Q sur une des armatures, une charge -Q se déve­
loppe sur l'autre armature. Le vecteur champ électrostatique dans le condensateur est relié à 
la quantité de charges électriques Q, sources de champ, présentes sur les armatures métal­
liques du condensateur. 

Par convention, les lignes de champ sont orientées de la charge positive vers la charge négative 
(Figure 2.4). 

Espace champ 
Armature métallique chargée +Q 

électrique Armature métallique chargée -Q 

-

Figure 2.4 Condensateur plan à armatures circulaires 

Une petite aiguille aimantée, libre en rotation sur son pivot, est sensible à la présence d'un 
champ magnétostatique. C'est un détecteur de champ magnétique (Figure 2.5). 

Aiguille aimantée sur son pivot 

Aimant droit 
~[<: : : : >: : :<: :: 1 

Vue de dessus 

Figure 2.5 Détection d'un champ magnétique 

Les courants électriques sont des sources de champ magnétique. Les conducteurs sont maté­
riellement organisés en fils, en spires et en bobines, ensemble de spires. Il n'existe pas l' équi­
valent charge magnétique de la charge électrique. En magnétisme, on a été amené à développer 
le concept de pôle. 

Considérons un aimant droit et de la limaille de fer. Lattraction du fer par l'aimant s'effectue 
en deux zones particulières qui sont ses pôles. Les pôles vont toujours par paires. 

Si un aimant est libre de se déplacer, un de ses pôles s'oriente vers le pôle Nord de la Terre et 
l'autre vers son pôle Sud. À cause de cette propriété connue depuis longtemps, on désigne par 
« pôle nord » et« pôle sud » les pôles d'un aimant. 

Lorsque deux aimants interagissent, des pôles de mêmes noms se repoussent et des pôles de 
noms contraires s'attirent. 

Étudions maintenant la situation suivante : un solénoïde est un conducteur électrique bobiné en 
forme d'hélice mathématique, à N spires parcourues, ici, par un courant continu 1 (Figure2.6) . 

Figure 2.6 Structure d'hélice mathématique 

Le solénoïde, parcouru par un courant continu, est une source de champ magnétostatique. Une 
aiguille aimantée, placée près d'une des faces de la bobine, détecte un champ magnétique. Sur 
la Figure 2. 7 est représenté un solénoïde schématisé. Seules les parties des spires hélicoïdales, 
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situées au premier plan, sont figurées. Le sens du courant est indiqué. Une aiguille aimantée, 
présentée près des faces de la bobine, s'oriente, définissant une face nord et une face sud. La face 
sud du solénoïde est en vis-à-vis d'un pôle nord de l'aiguille aimantée, et vice versa. O n emploie 
le terme de« face » plutôt que celui de« pôle». 

- 1 

s 
N 

.....__ Sens de progression d'un tire-bouchon 

Figure 2.7 Solénoïde stylisé 

Le sens des lignes de champ est inversé, et le nom des faces est permuté, lorsque l'on inverse 
le sens du courant. 

La règle du t ire-bouchon permet d' identifier les faces. Le tire-bouchon, tournant dans le sens 
du courant, progresse de la face sud à la face nord (Figure 2.7) . 

Dans un aimant ou un solénoïde, par convention, les lignes de champ sont orientées dans le sens : 

• nord --7 sud à l'extérieur de l'aimant ou du solénoïde; 

• sud --7 nord à l'intérieur de l'aimant ou du solénoïde. 

Remarque 

:Linteraction magnétostatique et l'interaction électrostatique sont de nature différente, car 
l'aimant est sans effet apparent sur un pendule électrostatique, comme un bâton de verre, 
chargé électriquement, est sans action sur une aiguille aimantée. 

C'est donc, par un effet mécanique, que l'on détecte un champ électrostatique ou magnétos­
tatique. Nous allons mettre cela à profit pour définir les vecteurs champ électrique et champ 
magnétique. 

2.1 .2 Forces en électrostatique et en magnétostatique 

2.1 .2.1 Loi de Coulomb 

Le champ électrostatique peut être exploré à partir d 'une charge q détectrice et d'une étude 
de forces. 

On peut montrer expérimentalement que l'action d'un champ électrostatique sur une petite 
charge détectrice q est un glisseur dont l'expression de la résultante F est particulièrement 
simple: 

F=qË (2.1) 

Cette expression est la version actuelle et générale de la loi déjà très ancienne de Coulomb. 
Elle permet de définir le vecteur champ électrostatique Ë. Sa direction est celle de la force F, 
son sens est lié à celui de la force, par le le signe de la charge détectrice q, et son module est 
donné par F/q. :Lunité de E est le N.c- 1• 

Les développements de l'électrostatique montreront que l'unité usuelle est en fait le V.m- 1 

(volt par mètre) . 
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2.1.2.2 Exercice corrigé 2-1 : Bilan de forces électrostatiques 
s'exerçant entre deux charges 

Une charge sphérique ponctuelle, Q > 0, est une source de champ placée au point O. En un 
point M différent de 0, on place une charge témoin ponctuelle q négative. 

(a) Représenter les forces électrostatiques « attractives » FQ~q et F'q~Q entre ces deux 

charges (direction et sens). Que peut-on dire des modules de F et F', en appliquant le 
principe de l'action et de la réaction ? 

(b) Représenter le vecteur champ électrostatique Ë créé par Q en Met le champ créé par q en O . 

(c) Comparer l'intensi té de ces deux champs si Q = 100 lql. 

Correction : 

(a) Les forces sont attractives (Q et q de signes contraires) et dirigées vers les centres des 
charges. 

Les deux forces sont égales en module 
d'après le principe de l'action et de la 
réaction. 

- - FQ~q (M,Q,q) 
(b) Le champ E créé par la charge Q en M vérifie E(M,Q) = . Il est en sens 

q 
inverse de la fo rce FQ~q' car q est négatif. Un champ créé par une charge positive (ici Q) 
est donc centrifuge par rapport à elle. 

_ Fq~Q (O, Q ,q) 
E(O, q) = est de même sens que la force Fq~Q' car Q est positif. Un 

Q 
champ créé par une charge négative (ici q) est donc centripète par rapport à elle. 

(c) Le principe de l'action et de la réaction ne s'applique pas aux champs, mais seulement 
aux forces. 

llFq~Q (O,Q,q)ll 

llË(O ,q)ll Q 

llË(M,Q)ll llFQ~q (M, Q,q)ll 
lql 

On peut donc dire que la petite charge est dans le champ électrique prépondérant de la 
grande. 

2.1.2.3 Forces magnétiques appliquées à un aimant ou une bobine. 
Moment magnétique 

Les champs magnétostatiques peuvent être explorés à partir d'une aiguille aimantée détectrice 
et d'une étude de forces. 

On constate que celle-là tourne sur son pivot, sous l'effet d'un couple et prend une position 
d'équilibre, qui dépend : 

• de la position respective de ses pôles, 

• de l'aimantation de l'aiguille, 

• des sources de champ. 
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On montre expérimentalement que le moment dynamique du couple C dépend de deux 
grandeurs vectorielles: l'une, notée B, appelée« champ magnétique », dépendant de l'espace 
champ ; !'autre, notée M, appelée « moment magnétique », dépendant de l'aiguille. Le couple 
dépend aussi de l'angle entre ces deux vecteurs. 

Lunité de champ magnétique est le tesla, de symbole T. 

On appelle« moment magnétique » (Figure 2.8) le vecteur M, dirigé du pôle sud de l'aiguille 
aimantée vers son pôle nord, tel que le (moment du) couple dynamique C soit donné par : 
C = M.B.sina. 

Pôle S de I Â
8 

7 :'==--
~m•len 

1 
Pôle N de l'aiguille Aire de la spire A 

Figure 2.8 Moment magnétique d'un aimant et d'une bobine 

De même, par l'analogie aimant-bobine, une spire ou une bobine, de surface A, parcourue 
par le courant 1 détecte un champ magnétique, en orientant son plan dans ce champ. En 
généralisant la situation de l'aimant, la spire possède, elle aussi, un moment magnétique 
(Figure 2.8) dont on peut trouver, dans ce cas, l'expression. Il dépend de l'intensité du courant 
et de l'aire de la spire : 

M=I.A.n (2.2) 

De cette relation, on peut déduire l'unité de moment magnétique, soit l'A.m2
• 

Le vecteur unitaire n est orthogonal au plan de la spire, et son sens est donné par la règle du 
tire-bouchon. Le sens de rotation est le sens du courant et la progression se fait dans le sens 
den. 

Lexpression du moment dynamique du couple est donnée par C = l.A.B.sina. Langle a 
désigne l'angle entre les vecteurs n et B. 

Remarque 

Ne pas confondre moment magnétique et moment dynamique. Le moment magnétique est 
une caractéristique d'un aimant ou d'une spire. Le moment dynamique est la grandeur méca­
nique caractérisant le couple qui s'exerce sur un moment magnétique, placé dans un champ 
magnétique. 

Le moment dynamique vectoriel du couple électromagnétique est donné par : 

(2.3) 

2.1.2.4 Produit vectoriel 

Cette loi utilise le produit vectoriel représenté par le symbole « /\ ». 

Quelques rappels concernant le produit vectoriel (à ne pas confondre avec le produit scalaire) : 

• Soit ü et v deux ~cteurs quelconques. Le produit vectoriel de ces deux vecteurs est, lui­
même, un vecteur w, noté ü /\ v. 
La direction de ; est orthogonale au plan engendré par u et v. 

• Le sens de ; est donné par la règle des trois doigts de la main droite: ü (pouce), v (index) , 
; (majeur). 
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Figure 2.9 Règle des trois doigts de la main droite 

• Le module est donné par le produit llü /\ vll = llü ll· ll ~llsina. L'angle a est l'angle entre les 
vecteurs ü et v. 

Propriétés du produit vectoriel : 

ü /\ ÀÜ = Ô ; quel que soit le nombre réel À ; 

• anticommutativité : ü /\ v = - v /\ ü ; 

• distributivité par rapport à l'addition : ü /\ (v + ~ ') = (ü /\ v) + (ü /\ v '). 

2.1.2.5 Exercice corrigé 2-2 : Équilibre d'un aimant dans un champ 
magnétostatique 

Soit une aiguille aimantée libre de se mouvoir, en rotation autour d'un axe fixe, dans l'espace 
champ magnétique (vecteur B) créé par un solénoïde. Le champ est uniforme à l'intérieur. Le 
sens de B est le sens sud ~ nord dans le solénoïde. Le sens du moment magnétique de !'ai­
guille est aussi sud ~ nord. On appelle P l'angle entre les vecteurs B et M, de B vers M. Tracer 
la courbe C(p) et en déduire les positions d'équilibre de l'aiguille (p = - a). Pour rendre 
vectoriel le couple, il faut préciser le sens du vecteur k d'orientation de l'axe de rotation. Une 
rotation, dans le sens positif, se fait dans le sens trigonométrique. Si le couple est positif, la 
rotation se fait dans ce sens-là. Pour le calcul, B = 0,2 T ; M = 0,005 A.m2

• 

Réponses: 

1-- ....... 
~~----"'"'c;A.----.---,---;~B 

Figure 2.10 Action d'un champ magnétique uniforme sur un aimant 

ê = M /\ B = M.Bsina.k = -MBsinP.k 

L'angle a est l'angle de la formule du moment du couple. L'angle Pest plus intéressant pour 
la discussion qui suit, car il permet de raisonner par référence au champ B, qui est fixe. 

Le couple est nul pour p = 0° et -1 80° (Figure 2.11). Le couple est de moment positif pour 
p compris entre 0° et - 180°. Il tend à ramener le moment magnétique en position parallèle 
et de même sens que le champ B, dans le sens de rotation positif. Pour p compris entre-180° 
et - 360°, le couple est de moment négatif. Il tend à ramener le moment magnétique en posi­
tion parallèle et de même sens que le champ B, dans le sens de rotation négatif. 

La position d'équilibre stable est la position dans laquelle M et B sont parallèles et de 
mêmes sens. 
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- 90 

1,50E- 04 

l ,OOE- 04 

0 
- 5,00E-05 j 
- 1,00E-04 

- 1,50E-04 

Figure 2.11 Couple électromagnétique en fonction de l'angle champ-aimant 

2.2 Champs et matière. Matériaux 

La matière n'est pas inerte vis-à-vis des champs électriques et magnétiques. 

Les sources de champ induisent des propriétés à certains matériaux. 

On a donc été amené à introduire deux champs magnétiques et deux champs électriques : les 
champs (électriques ou magnétiques) d'excitation liés directement et seulement aux sources 
de champ; et les champs d' induction, réponse de la matière aux champs d'excitation, dépen­
dant des champs d'excitation eux-mêmes et des propriétés du matériau au niveau atomique. 

Objectifs 

• Champs magnétiques et électriques dans un matériau. 

Induction magnétique, aimantations dans un matériau magnétique, perméabilités 
magnétiques. 

• Induction électrique, polarisation dans un matériau diélectrique, permittivités diélectriques. 

• Interprétation de l'aimantation et de la polarisation au niveau atomique. 

• Ordre magnétique, ordre diélectrique. 

• Matériaux magnétiques doux et durs. 

• Matériaux diélectriques. 

2.2.1 Excitation et induction magnétique. Matériau magnétique 

2.2.1.1 Point de départ : champ magnétique dans un solénoïde 

On considère un simple solénoïde (Figure 2.12) , constitué de N spires parcourues par un 
courant continu 1 intense (10 A pour fixer les idées). Les deux aiguilles aimantées détectent la 
présence d'un champ magnétique. Avec mille spires réparties sur une longueur d'un mètre, le 
champ d'induction magnétique mesurable au ceslamètre est très faible et vaut 13 mT. 
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Si l'on multiplie par dix la valeur du courant (il faut alors un matériel adéquat capable de 
supporter 100 A), le champ magnétique se multiplie aussi par dix. 

1-.-

~~~ ---
Figure 2.12 Solénoïde 

Si l'on introduit maintenant dans le solénoïde un noyau de fer pur (rectangle hachuré sur la 
Figure 2.13), celui-ci, soumis au champ magnétique créé par le courant dans le solénoïde, 
s'aimante. Il devient lui-même un champ magnétique. Laction sur les aiguilles aimantées 
détectrices est beaucoup plus vigoureuse. Le champ résultant du courant et du noyau est 
beaucoup plus intense. 

Figure 2.13 Bobine à noyau de fer droit 

Au champ d'induction B0 créé par le bobinage seul s'additionne une deuxième composante, 
notée Jet appelée« aimantation », telle que le champ d'induction total soit B = B0 +]. Une 
mesure de B donne ici 1,2 T. La contribution du bobinage à la valeur de B est donc négli­
geable, mais c'est la présence du courant qui fait réagir le matériau et qui développe en son 
sein un champ B intense. 

Si l'on multiplie le courant 1 par dix, la valeur de B ne se multiplie pas par la même valeur. 
Il vaudrait ici, par exemple, 1,7 T. 

En fait, B et 1 ne sont proportionnels que pour de faibles valeurs de 1. 

On dit que H obéit au principe de superposition, ou que H est une fonction linéaire de 1, au 
contraire de B. 

2.2. l .2 Les deux (vecteurs) champs magnétiques 

On écrit la relation B = B0 + J sous la fo rme : 

B = µ0:A + J (2.4) 

O n sépare ainsi la contribution du courant d'excitation 1, par l'introduction d'un vecteur 
champ d'excitation magnétique noté H, et la contribution du matériau excité, par 
l'aimantation J. 

Le tesla (symbole T) est l'unité commune à J et B. 

Lunité de H est l'ampère par mètre (A.m- 1). 

L électrotechnicien construit ses systèmes avec des matériaux magnétiques. Il doit donc faire 
une différence nette entre les deux champs. Il qualifiera le champ magnétique B d'induction 
magnétique afin de bien le différencier de H , excitation magnétique. 
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La constante µ0 : 

• est appelée « perméabilité magnétique du vide ». C'est une constante fondamentale de la 
physique; 

• apparaît comme une constante d'adaptation des unités de H et de B ; 

• vaut dans le système international d'unités: 4rr.10- 7 = 1,26.10-6 (unité H .m- 1). 

2.2.1.3 Relation entre les champs H et B 

Vis-à-vis du magnétisme, il existe, pour simplifier, deux sortes de matériaux. 

La plupart des matériaux sont tels que l'induction B reste très faible même sous une forte 
excitation magnétique H. B et H sont proportionnels. La constante de proportionnalité est 
la constante µ0. B = µ0.H. 

Dans ces matériaux, et a fortiori dans le vide, il n'est pas utile de considérer deux champs qui 
soient proportionnels. On ne conserve en général que le champ B, qui a le mérite d'apparaître 
dans les expressions des forces et moments de couples magnétiques. 

Dans quelques matériaux, rares en nombre mais ô combien importants dans les applications 
du génie électrique, un champ d'excitation magnétique H, crée : 

• un champ d'induction magnétique B bien plus élevé que dans le vide, 

• et une aimantation J. 
Les grandeurs vectorielles B, J, H sont reliées par la relation vectorielle B = µ0H + J. 
Ces matériaux sont le fer, le cobalt et le nickel ainsi que quelques alliages de ces métaux. Dans 
le cas général, les trois vecteurs B, H et J ne sont pas colinéaires. Dans l'étude du magnétisme 
mettant en jeu ces matériaux, les deux champs magnétiques excitation H et induction B sont 
nécessaires. 

2.2.1.4 Perméabilités magnétiques 

En fair, il est souvent possible de définir une grandeur µ, reliant B et H , appelée « perméabi­
lité magnétique absolue du matériau». Dans ce cas, la relation 8-1 prend une forme usuelle 
simplifiée : 

B = µ.H (µen H /m) (2.5) 

Par comparaison avec le vide qui sert de référence, on définit la perméabilité magnétique 
relative par : 

(sans unité) (2.6) 

Dans le vide et dans la plupart des matériaux (air, cuivre, aluminium, matières plastiques, 
isolants), l'aimantation J est nulle. 

B et H sont alors directement proportionnels et colinéaires. La perméabilité magnétique 
relative vaut 1. Le matériau sera qualifié d'amagnétique. 

Pour les matériaux employés en électrotechnique, cela concerne les conducteurs (cuivre, 
aluminium), les semi-conducteurs (silicium), les isolants (polyesters, PVC.) 

Pour les matériaux comme le fer, l'acier des tôles des machines électriques, transformateurs, 
etc., la perméabilité relative est très supérieure à 1. À un faible niveau d 'excitation, B et H sont 
proportionnels (le matériau est dit « linéaire ») . Mais à un plus haut niveau d'excitation H , la 
perméabilité magnétique varie et dépend de H . En fait, elle diminue lorsque H augmente. 
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La loi de variation n'a pas une forme mathématique simple et est différente pour chaque 
matériau 

Enfin, seuls certains corps amagnétiques peuvent entrer dans des alliages magnétiques avec le 
fer, le cobalt ou le nickel et améliorer les propriétés magnétiques de ceux-ci. Par exemple, 
l'Alnico, matériau pour aimant permanent, contient, à côté du cobalt et du nickel , matériaux 
magnétiques classiques, de l'aluminium qui est, lui , amagnétique. 

2.2.1.5 Interprétation atomique de l'aimantation. L'ordre magnétique 

Chaque atome, avec ses électrons en mouvement autour du noyau, constitue, en quelque 
sorte, une petite spire et possède son propre moment magnétique. Chaque atome se comporte 
comme un petit aimant. 

L'association des moments magnétiques (ou couplage) dans les matériaux magnétiques 
(appelés « ferromagnétiques ») est responsable de l'aimantation importante que peuvent 
prendre ces matériaux sous l'effet d'un champ excitateur H. En effet, les moments magné­
tiques tendent à s'orienter comme des aimants, tous dans le même sens, celui du champ 
magnétique excitateur. L'effet d'aimantation du matériau qui en résulte, est alors important. 

On a pu montrer, en physique du solide, que dans les matériaux ferromagnétiques seulement, 
les aimants élémentaires sont pré-orientés dans des domaines microscopiques ou domaines de 
Weiss, même lorsque le champ excitateur H est faible ou quasiment nul. Ces domaines de 
Weiss sont séparés par les parois de Bloch. Lorsque le champ excitateur H augmente, lorsque, 
par exemple, le matériau est placé dans un solénoïde parcouru par un courant de plus en plus 
grand, de plus en plus d'aimants élémentaires tendent à s'orien ter parallèlement au champ H . 
En pratique, les domaines s'agrandissent par rupture des parois de Bloch. Et cela, jusqu'à ce 
que (presque) tous les moments magnétiques soient orientés dans le sens de H . On atteint 
alors la saturation magnétique : l'aimantation ne peut plus augmenter, même si l'on fait 
croître encore la valeur de I. La perméabilité magnétique diminue, car B n'augmente plus 
alors que H proportionnel au courant excitateur augmente. 

Cette structure en moments magnétiques orientés dans les domaines de Weiss est une 
structure très ordonnée. Elle porte le nom d'« ordre magnétique». 

Figure 2.14 Moments magnétiques pré-orientés dans le domaine de Weiss. Parois de Bloch 

2.2.1.6 Température de Curie 

L'ordre magnétique est constamment contrarié par l'agitation thermique. Il disparaît à une 
certaine température caractéristique de chaque matériau : la température de Curie. Mais cette 
disparition est réversible. Lorsqu'on repasse en dessous de la température de Curie, l'ordre 
magnétique réapparaît. La température de Curie du fer est de 770 °C. 

Remarques 

Sans le ferromagnétisme, il n'y aurait pas d'électrotechnique. 

La perméabilité n'est pas toujours utilisable, mais le plus souvent elle simplifie beaucoup les 
choses. 
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2.2.1.7 Exercices avec réponses 2-3 : Induction, aimantation, excitation 

1. Aimantation 

(a) Dans le noyau d'une bobine, H et B sont colinéaires et de même sens. H = 400 A/m 
et B = 1,2 T. Déterminer complètement le vecteur aimantation g et les perméabilités 
absolue et relative. 

(b) Dans un aimant permanent, les champs H et B sont colinéaires et de sens inverse. 
Par exemple, B = 0,90 Tet H = - 150 000 A/m. Déterminer complètement le vecteur 
aimantation 5. Montrer que les perméabilités absolue et relative ne peuvent pas être 
définies. 

Réponses: 

(a) g : même sens que B et H , colinéaire à B et H , valeur 1,2 T ; µ = 0,003 uSI ; µr = 2 380. 

(b) g : même sens que B, colinéaire à B et H, valeur 1,09 T. Pas de perméabilité négative. 

2. Solénoïde 

Dans un solénoïde de longueur R = 20 cm, à N = 280 spires, parcourues par un courant 
1 = 20 A, on introduit un noyau de perméabilité relative µr = 1500. 

Le champ d'excitation magnétique d'excitation H est donné par la relation H = N.I . 
R 

(a) Calculer H. 

(b) Calculer B. La valeur est-elle réaliste? 

(c) En fait, la saturation magnétique limite B dans ce matériau à 1,5 T. Calculer la perméa-
bilité relative pour cette valeur. 

Réponses: 

(a) 28 000 Nm. 

(b) 53 T ! 

(c) µr = 42,5. La perméabilité relative diminue avec H. 

2.2.1.8 Exercice 2-4 : Variation de la perméabilité avec la saturation 

Une bobine industrielle conçue pour être une inductance possède un noyau magnétique. La 
fonction H (B) du matériau du noyau, obtenue expérimentalement en laboratoire, est donnée 
ici par une approximation polynomiale, valable si B est inférieur ou égal à 1,8 T. 

H = 60B+200B4 + 10B6 + 15B10 

Donner l expression de la perméabilité absolue en fonction de B. Représenter les courbes 
B(H) et µ(H) . 

Remarque 

La caractéristique H(B) dépend du matériau lui-même. La relation de cet exercice ne doit pas 
être généralisée à tous les autres matériaux. 

Réponse : 

H = 60B+200B4 +10B6 +1 5B10 

B B 1 µ - - - - ----------
- H - 60B +200B4 +10B6 +15B10 

- 60 +200B3 + 10B5 + 15B9 
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Figure 2.15 Courbes B(H) et µ(H) d'un matériau saturable 

Ces deux courbes (Figure 2.15) illustrent le phénomène de saturation magnétique. Pour une 
faible excitation, B et H sont proportionnels, µ (ou µ) est constante. Puis, lorsque H 
augmente beaucoup, B atteint un palier de saturation et la perméabilité diminue beaucoup. 
Le matériau s'approche d'un fonctionnement de matériau amagnétique. La canalisation des 
lignes de champ par un noyau constitué d'un matériau saturé est très imparfaite. 

2.2.2 Excitation et induction électrique. 
Matériau diélectrique 

Un diélectrique est un matériau qui, soumis à un champ d'excitation électrostatique E, 
devient un espace champ d'induction électrique. Il est, en général, simultanément, un bon 
isolant électrique. 

2.2.2.1 Relation entre induction et excitation électrique, la constante êo 

Dans un tel matériau, l'excitation Ë crée une induction électrique D et un phénomène de pola­
risation, phénomène au niveau atomique (précisé au§ 8.2.2) . On définit une grandeur physique 
orientée, donc vectorielle représentée par la lettre P, la polarisation du diélectrique, celle que 

I3 = e0Ë+P 
Dans cette relation apparaît la constante ê 0 qui : 

(2.7) 

• est appelée« permittivité diélectrique du vide ». C'est une constante fondamentale de la 
physique; 

• apparaît comme une constante d'adaptation des unités de E et de D; 

• vaut dans le système international d'uni tés : 8,85.10- 12 (unité F.m- 1
) . 



Vl 
<lJ 

0 
1.... 

>­w 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
CJl 

·;:::: 
>­a. 
0 
u 

Champs et matière. Matériaux 1 109 

2.2.2.2 Permittivités diélectriques 

Il n'y a que quelques diélectriques pour lesquels l'effet est sensible. M ais ces diélectriques sont 
utilisés pour créer de grandes inductions électriques dans un condensateur, par exemple. Les 
diélectriques isolent les câbles et fils dans les systèmes électrotechniques. 

On peut en général définir : 

• une permittivité diélectrique absolue du matériau E ; 

• une permittivité diélectrique relative, ou constante diélectrique (sans dimension). 

(2.8) 

E obéit au principe de superposition. C'est une fonction linéaire de la quantité de charges Q, 
au contraire de D en général. 

2.2.2.3 Interprétation atomique de la polarisation, l'ordre diélectrique. 
Moment dipolaire 

U n dipôle électrostatique est un ensemble de deux charges q et - q opposées placées à une 
petite distance r l'une de l' autre. 

On caractérise un dipôle par son « moment dipolaire », qui est une grandeur vectorielle, 
comparable, dans le domaine électrostatique, au moment magnétique dans le domaine 
m agnétique. 

Considérons une lame diélectrique placée dans un condensateur plan initialement déchargé 
(Figure 2.16). En l'absence de tout champ électrique exci tateur, les charges atomiques posi­
tives et négatives de la lame sont réparti es régulièrement (cas 1). En présence d 'un champ 

excitateur Ë faible (cas 2), quelques charges électriques vont se déplacer sous l'effet du champ. 
Elles se déplacent sur quelques nanomètres, tout au plus, car le matériau diélectrique est 
isolant. 

Lexcitation électrique crée dans la lame des « dipôles électrostatiques ». 

On représente un dipôle par une petite flèche orientée de la charge négative vers la charge 
positive. Laugmentation de E entraîne la création d' un nombre croissant de dipôles. De plus, 
ces dipôles tendent à pivoter et s'orienter parallèlement au champ Ë. En augmentant encore 
le champ excitateur, une saturation est atteinte lorsque tous les dipôles ont été créés et orientés 
(cas 3). Il est alors inutile de continuer à augmenter l'excitation. 

Le vecteur polarisation P est relié au nombre de dipôles élémentaires. La polarisation et 
l'excitation électrique conjuguent leurs effets pour créer l' induction électrique :Ô . 

Diélectrique non 
polarisé-Cas 1 

Ê 
1 

-1 t 
Diélectrique faiblement 

polarisé-Cas 2 
Diélectrique polarisé à 

saturat ion-Cas 3 

Figure 2.16 La polarisation d'un matériau diélectrique dans un condensateur 
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Le phénomène de polarisation d'un diélectrique est tout à fait comparable au phénomène 
d'aimantation dans un matériau magnétique. 

2.2.3 Matériaux magnétiques 

Les matériaux magnétiques proprement dits se classent en deux catégories : les matériaux 
doux et les matériaux durs. 

2.2.3.1 Courbe de première aimantation. Saturation magnétique 

Un matériau se caractérise par sa courbe de première aimantation. 

Totalement désaimanté, on l'excite avec un champ d'excitation H de plus en plus grand, 
toujours dans la même direction et dans le même sens. Il suffit pour cela de le placer dans une 

bobine à N spires parcourues par un courant continu 1 croissant. Lorsque 1 est faible, H aussi, 

J et H sont proportionnels. 

Puis, lorsque 1 et H augmentent beaucoup, J augmente encore, mais J n'est plus propor­
tionnel à H. Il y a saturation magnétique du matériau. 

En excitant avec une valeur élevée de H, on obtiendrait théoriquement une valeur constante de J. 
Dans ce cas, la perméabilité relative du milieu tend vers 1. 

En pratique, une telle saturation (caractérisée par l sar) est difficile à obtenir. Il faudrait 
imaginer que l'on ait pu exciter le matériau suffisamment pour atteindre l'alignement parfait 

de tous les aimants élémentaires atomiques dans la matière. Or, en fait, cet ordre parfait est 
constamment perturbé par l'agitation thermique. 

2.2.3.2 Aimantation ou induction rémanente, excitation coercitive 

D 'autre part, si, partant d'une forte excitation, on réduit 1 et H, les courbes J(H) pour H 
croissant et H décroissant ne se superposent pas. 

Le vecteur J ne s'annule pas lorsque H est à nouveau nul. On dit qu'il y a rémanence du 

milieu, phénomène caractérisé par une aimantation à excitation nulle, dite aimantation réma­

nente Jr-
Si, partant de ce point, on inverse le sens de H , l'aimantation diminue et atteint enfin une 

valeur nulle, pour un champ H = -He. Le champ + He est appelé « champ d 'excitation 
coercitif ». 

Plutôt que d'aimantation, on parle, le plus souvent, d ' induction rémanente Br et d'induction 

à saturation Bsar' et la Figure 2.17 représente l'évolution de B en fonction de H pour deux 
matériaux: l'un magnétiquement doux (en noir) et l'autre magnétiquement dur (en gris) . 

Figure 2.17 Induction rémanente B, - Champ coercitif H, 
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2.2.3.3 Matériau magnétiquement doux 

Un matériau (magnétiquement) doux se caractérise par : 

• une induction ou aimantation à saturation élevée ; 

• un champ coercitif faible. 

Dans les conditions usuelles de fonctionnement, µ0H est faible devant J. 
Exemple de matériau : alliage de fer à 3 % de silicium, pour machines électriques à courant 

alternatif: B sac = 1,8 T pour H sac = 10 kA/m. 

2.2.3.4 Matériau magnétiquement dur 

Un matériau (magnétiquement) dur se caractérise par : 

• une aimantation à saturation relativement faible ; 

• un champ coercitif important. 

B, µ0H et J sont du m ême ordre de grandeur. Les matériaux durs se prêtent à la réalisation 
d'aimants permanents. 

Les matériaux pour aimants peuvent être caractérisés par leur induction (ou aimantation) 
rémanente et leur champ (d'exci tation H) coercitif qui doit être le plus élevé possible. 

On réalise depuis quelques décennies des aimants avec des alliages nouveaux. Aux éléments 
traditionnels (fer, cobalt, nickel) s' ajourent des m étaux dits« terres rares », comme le néodyme, 
le samarium, ou un non-métal comme le bore. Ces matériaux durs se caractérisent par un 
champ coercitif He très élevé. 

Les aimants ferrites sont composés d'oxydes mixtes de fer et de baryum ou de fer et de 
strontium, en grains de 1 µm , mis en forme par compression sous champ magnétique et 
frittage. Ce sont des aimants parmi les moins onéreux. 

L aimanration diminue lorsque la température s'élève. Le coefficient de variation est élevé 
pour les aimants en ferrites. 

Exemples: 

Matériau dur 
Induction Excitation coercitive Température de 

rémanente (T) en kA/m Curie T, 

Ferrites 0,2 à 0,4 (faible) 200 300 °C Peu coûteux 

Alnico 1 à 1,3 50 (faible) 800 °C en moyenne 

Samarium cobalc 0,5 à 0,9 800 à 1 200 750 °C 

Néodyme fer bore 1,3 1 500 (très élevée) 300 °C Le meilleur 

2.2.4 Matériaux diélectriques. Champ disruptif 

Les coefficients caractéristiques sont : 

• la constante diélectrique, ou permittivité diélectrique relative; 

• le champ électrique disruptif, ou rigidité diélectrique. C'est le champ électrique m aximal 
avant claquage du diélectrique. Le champ disruptif de l'air est de 3,6 kV/mm. 

Polyéthylène P.V.C. Nylon 

Constance d iélectrique 2,3 5à9 4,5 

Champ disruptif (kV/mm) 17 à 28 11 à32 16 à 20 
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2.2.5 Tableau de comparaison entre électrostatique et magnétisme 

Magnétisme Électrostatique 

Source de champ Courants Charges fixes 

Lignes de champ Fermées, ne se coupent jamais Ouvertes, se coupent sur les charges 

Excitation H (A/m) E(V/m) 

Induction B(T) D (C/m2) 

Induccion/ excita ci on Perméabilité µ Permittivité€ 

Constante fondamentale µ0 = 1,26.10--0 H /m €0 = 8,85.10~12 F/m 

Comportement de la matière Aimantation] (T) Polarisation P (C/m2
) 

Relation générale entre les 
B = µ 0A+} D =c0Ë+r 

champs 

Loi des champs B = µH = µ ,µ 0 H D =EE =€0€,E 
simplifiée 
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CHAPITRE 2-2 

Les lois physiques 
de l'électromagnétisme 

Les lois physiques servent à modéliser une situation en électromagnétisme. Ce qui revient le 
plus souvent à exprimer et à calculer un des quatre champs, d'excitation ou d'induction, 
électrique ou magnétique, et cela en situation statique ou en situation dynamique. 

La connaissance des champs permet ensuite le calcul de l'énergie stockée. Celle-ci est alors 
reliée aux grandeurs physiques des systèmes technologiques (capacité, inductance ... ) que l'on 
peut alors déterminer. 

Les premières lois de l'électromagnétisme sont des lois exprimées par une intégrale des 
grandeurs physiques, et seront qualifiées, pour cela, de « lois intégrales ». 

Les grandeurs intégrales de l'électromagnétisme sont : 

• le flux d'un champ à travers une surface; 

• la circulation d'un champ sur un contour ; 

• l' intensité du courant ; 

• la charge électrique ; 

• l'énergie électrostatique, magnétostatique ou électromagnétique. 

Le flux et la circulation sont des « intégrales géométriques ». Pour les définir, il faut préciser 
les notions géométriques de contour et de surface . Le calcul, par les lois intégrales, ne peut 
être conduit qu'avec des hypothèses très simplificatrices, et il est réservé à des systèm es dont 
la géométrie est simple et caractérisée par une grande symétrie : sphères, cylindres, fils, 
spires ... 

Pour les systèmes plus complexes, des méthodes de calcul numérique informatisé se sont 
développées depuis quelques décennies. Elles s'appuient sur des lois, dites locales, utilisant les 
grandeurs locales qui sont: 

• les champs d'excitation et d'induction ; 

• les densités de courants, de charges ; 

• les densités d'énergie. 
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Les premières lois de l'électromagnétisme découvertes sont des lois intégrales. Elles l'ont été 
par les illustres fondateurs de cette discipline, comme A.M. Ampère et M. Faraday. Les lois 
locales ont été écrites en 1864 par J.C. Maxwell, sous la forme de quatre équations qui 
portent son nom. 

Que l'on parte des lois intégrales ou des lois locales, on pose toujours, comme axiomes de 
base, quatre lois de base non démontrées qui sont ensuite vérifiées par l'ensemble de leurs 
conséquences physiques et technologiques. 

2.3 Grandeurs et lois physiques intégrales et locales 
Objectifs 

• Précision de vocabulaire : contour et surface. 

• Définitions de la circulation et du flux. 

• Lexemple des lois locales d'Ohm et de Joule. 

• Les lois intégrales des flux des inductions D et B. 

• Les lois intégrales des circulations des excitations H et E. 

• Comment ces lois se modifient en régime dynamique. 

• Induction électromagnétique et auto-induction. 

• Le couplage électromagnétique en régime dynamique. 

2.3.1 Comment en est-on venu à s'intéresser au flux 
et à la circulation d'un vecteur champ ? 

Lanalyse des spectres de lignes de champ créés par les sources de champs, obtenues sur la 
Figure 2.18, dans un cas magnétostatique, par un calcul numérique informatisé, conduit à 

définir deux grandeurs, intuitivement puis mathématiquement. 

Ce sont le flux et la circulation. 

Ligne de champ r 

Figure 2.18 Lignes de champ en 20, dans le plan de symétrie d'un aimant droit 

Considérons un aimant, comme sur la Figure 2. 18, ses pôles et les lignes d'induction fermées 
sur elles-mêmes. 

En suivant une ligne de champ, on peut définir la circulation du champ le long de cette ligne, 
par analogie avec la circulation d'un véhicule le long des voies d'une autoroute. 
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Les lignes de champ, plus ou moins bien canalisées, définissent un tube en 3D, de section S. 
On peur ainsi définir le flux du champ qui traverse cette surface, par analogie : le flux de 
voitures traversant à un instant donné la section de l'autoroute. 

Les noms de « circulation » et de « flux », historiquement empruntés au vocabulaire de la 
physique des fluides, se comprennent par une analogie contemporaine avec le trafic routier. 

2.3.2 Topologie des contours et des surfaces, circulation et flux 

2.3.2.1 Ligne, contour, surface ouverte 

Une ligne est un ensemble de points qui n'est pas nécessairement plan, ni nécessairem ent 
fermée. Lorsque la ligne est fermée, c'est un contour C. Un contour délimite une surface 
ouverte S. En électromagnétisme, un contour est orienté (Figure 2.19). Une su rface ouverte 
' . . , . . , . na ni mteneur nt exteneur 

Figure 2.19 Contour, vecteur déplacement élémentaire 

On appelle« vecteur déplacement élémentaire » dl le vecteur unitaire défini ainsi (Figure 2.19) : 

• la direction est la tangente au contour en chaque point ; 

• le sens est le sens d 'orientation du contour. 

Remarque 

En électricité, les contours sont les m ailles des circuits électriques et, en électrotechnique, les 
lignes de champ. 

2.3.2.2 Normale à une surface ouverte. Vecteur surface 

Soit une surface S, ouverte, s'appuyant sur un contour r fermé (Figure 2.20). 

S n'est pas nécessairement plane. S n'englobe pas de volume. 

La « normale » fi à la surface S est un vecteur unitaire, orthogonal en chaque point à la 
surface, d irigé dans le sens de progression du tire-bouchon, lorsque celui-ci tourne dans le 
même sens que le contour r orienté . 

Le vecteur « surface » élémentaire est donné par: dS = n.dS 

dS 

Figure 2.20 Surface ouverte, normale, vecteur surface 
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2.3.2.3 Surface fermée 

Une surface fermée L est une surface qui englobe un volume 'Ô, comme par exemple la 
sphère, le cylindre, le cube .. . 

Cela signifie que cette surface possède un intérieur et un extérieur. 

En électromagnétisme, la normale orientée à une surface fermée est toujours dirigée de 
l'intérieur vers l'extérieur de la surface. 

2.3.2.4 Le tube de champ 

Les lignes de champ sont des structures tridimensionnelles et forment des structures géomé­
triques appelées « tubes de champ » (Figure 2.21). Les tubes sont orientés dans le sens des 
lignes de champ. Considérés complètement avec leurs surfaces de base et leur surface latérale, 
les tubes de champ sont, en topologie, des surfaces fermées, même s'ils ne sont pas matériels. 
Les lignes de champ sont tangences aux parois latérales du tube et orthogonales aux surfaces 
de base. 

Surface latérale--......-~ 

Ligne de champ moyenne 

Figure 2.2 1 Tube de champ 

Une surface 
de base 

2.3.2.5 Définition de la circulation et du flux d'un champ vectoriel. 
Hypothèses simplificatrices 

• En mathématique, la circulation d'un champ vectoriel est une intégrale curviligne sur une 
ligne ou sur un contour défini par le produit scalaire : 

xB yB zB 

fhx .dx +fhy.dy +fhz .dz Si A = B ,Cr = ~h.dè 
xA y A zA r 

Le calcul d'une telle intégrale n'est pas toujours aisé. En électromagnétisme, on choisira, le 
plus souvent, comme ligne ou contour d'intégration, une ligne de champ. 

Comme le vecteur champ est toujours tangent à une ligne de champ, le calcul revient à : 

B B 

CAB = f h.dë = f h.dR (2.9) 
A A 

De plus, si l'on peut considérer que h est le même en chaque point du tronçon de ligne de 
champ AB (tube homogène) , l'intégrale se simplifie en : 

B 

C AB = f h.dR= h.R 
A 

(2.10) 

Pour le calcul manuel, on fera le plus souvent cette dernière hypothèse du champ uniforme 
sur un tronçon de ligne de champ. 
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• En mathématique, le flux d'un champ vectoriel est une intégrale de surface. 

Le flux élémentaire du champ vectoriel d, à travers un élément de surface dS, est donné par 
le produit scalaire : 

dcp =ci. il dS 

L'intégration de cette relation sur la surface L conduit à : <J>r (ci) = J d.dS 

Le calcul manuel d'une telle intégrale est généralement impossible, sauf lorsque la surface L 
est simple (problème à grande symétrie) . 

Comme surface L, on considérera le plus souvent la surface de base d'un cube de champ, 
orthogonale en chacun de ses points aux lignes de champ. 

<pL (ci) = Jcl.dS = J d.dS (2.11) 
L L 

Comme hypothèse supplémentaire, on considère souvent que la surface Lest petite (tube fili-
forme) et que d est le même en tout point de la surface de base. Et l'intégrale se simplifie en : 

<J>r (ci)= J d.dS = d.S (2.12) 
L 

L'utilisation des deux hypothèses nécessitera quelques exemples, que nous verrons dans la 
suite de ce cours. 

2.3.3 Un exemple simple, les lois d'Ohm locale et intégrale 
Les matériaux conducteurs de l'électricité sont les métaux, notamment le cuivre et l'alumi­
nium, les alliages métalliques, les électrolytes et les semi-conducteurs. 

D ans un conducteur électrique, la propriété « conductibilité électrique » résul te d'un dépla­
cement de charges électriques, que l'on qualifie de « porteurs de charges ». 

D ans un métal, les porteurs sont des électrons, que l'on qualifie pour cela de« libres ». 

Dans un métal, si n désigne la densité des porteurs (densité de porteurs = nombre de porteurs 
de charges par unité de volume), la conductibilité électrique du métal y est donnée par la 
relation simple : y= n.e. µ (2. 13) 

µ est un coefficient dépendant de la nature du métal et de la température appelé « mobilité 
des porteurs » . 

Considérons un conducteur électrique de résistance R ou de conductance G soumis à une 
tension U et parcouru par un courant d'intensité 1. La loi d'Ohm (intégrale) se traduit par : 
U = Rl oul = G.U. 

Pour connaître la loi locale, il faut se placer au niveau microscopique. Les porteurs de charges 
électriques en mouvement à la vitesse v suivent des lignes de courant. L'ensemble de ces lignes 
forme un cube de courant. Sur la Figure 2.22, le cube est cylindrique. En chaque point du 
conducteur, il est possible de définir un nouveau champ vectoriel, la densité de courant ] . 

Si on appelle p la densité de charges mobiles (en C/m3) : ] = p.v (2.14). La densité de courant 
est une grandeur locale. 
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t = = = = = = = = = = t = ~= = = = = = = = = = = j 
Section S 

Figure 2.22 Tube de courant 

L'intensité du courant, grandeur intégrale, est égale au flux de la densité de courant à travers 
la section du conducteur. L'unité de la densité de courant est donc Nm2

. 

Dans le tube de courant, le mouvement des charges est entretenu par un champ électrique Ë . 
La grandeur locale associée à la tension est le champ Ë . À l' intensité du courant I est associée, 

au niveau local, la densité de courant J. À la conductance, grandeur intégrale, est associée, au 
niveau local, la conductivité y, inverse de la résistivité p. La loi d'Ohm locale relie dans un milieu 

conducteur, en un point M, la densité de courant J au champ électrique Ë : ) = yË (2.15). 

Description intégrale Description locale 

l = G.U J =yË 

1 j 

u Ë 

G y 

R (résisrance) p 

2.3.3.1 Exercice corrigé 2-5 : Loi de Joule locale 

L . d. . ' d ' . ' al ' RI 2 I2 a puissance 1ss1pee ans une res1stance est eg e a = -. 
G 

Si l'on opère la transposition directe entre les grandeurs intégrales et locales, la puissance P 
dissipée devient une densité volumique de puissance Y (en W/m3) en un point. 

• Exprimer la loi de Joule locale. 

• Exemple numérique-densité de puissance dans un conducteur. 

Un matériau très conducteur (comme le cuivre) a une conductivité y= 2. 108 Q.m. 

La densité de courant maximale préconisée par la normalisation, en régime permanent, est 
j = 5 A/mm2 = 5.106 A/m 2 • Calculer la densité de puissance. 

Correction : 

y= jz / y= yE2 (2.16) 

La densité de puissance maximale dissipée en régime permanent est: 125 kW/m3. 

La valeur est apparemment très élevée, mais le volume de 1 m3 est lui aussi très grand. Sur un 
conducteur de section s = 1 mm2 et de longueur L = 1 m, la puissance dissipée est : P = Y.s.L 
= 125. 103.10-6 = 125 mW 

2.3.3.2 Exercice avec réponses 2-6 : Calculs de densités de puissance 

D ans un matériau conducteur, dont la conductivité est y = 2.108 uSI (cuivre) , la densité de 
courant vaut j = 5 N mm2

• 
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(a) Quelle est la valeur de E ? 

(b) Pour un câble de 5 mm2 et d'une longueur de 10 m, quelle est la puissance dissipée? 

Réponses: 

(a) E = 0,025 V/m, valeur beaucoup plus faible que dans un diélectrique, couramment 
plusieurs milliers de V/m. 

(b) 6,25 w 

2.3.3.3 Conclusion partielle et limites de l'étude 

Lélectromagnétisme est régi par un ensemble de quatre lois locales reliant les champs magné­
tiques électriques et les densités de charges électriques, appelées« équations de Maxwell », du 
nom du physicien britannique qui les a posées, en 1864. Ces équations ne seront pas explici­
tées, car elles présentent une certaine difficulté mathématique, pour être appliquées dans des 
exercices, au niveau de cet ouvrage. Seules seront écrites et appliquées ici les équations inté­
grales. Les équations locales entrent, en revanche, dans les programmes informatiques qui 
sous-tendent les logiciels de calcul de champ numérique. 

En électromagnétisme, on ne s'intéresse, en fait : 

• qu'aux flux des champs d'induction D et B. 
• qu'aux circulations des champs d'excitation Ë et A. 
Il y a donc quatre lois intégrales, une équation par champ, qui seront posées comme principes 
de l'électromagnétisme. 

On donne d'abord les lois intégrales des régimes électrostatiques et magnétostatiques avant de 
les généraliser aux régimes dynamiques avec les modifications adéquates. 

2.3.4 Lois des flux des inductions (régimes statiques) 

Les champs électrostatiques et magnétiques diffèrent de par la forme des lignes de champ. 
Il en résulte naturellement deux lois différentes pour le flux des inductions D et B. 

• Les lignes d'un champ magnétostatique sont fermées et ne se coupent jamais. 

• Loi du flux de B : le flux de l' induction magnétique, à travers toute surface fermée, est nul. 

• Les lignes de champ électrostatique sont ouvertes et se coupent sur les charges électriques. 

• Loi du flux de D : le flux de l'induction électrique, à travers toute surface fermée, est égal 
à la quantité de charge contenue dans le volume délimité par la surface fermée (loi de 
Gauss) . 

2.3.4.1 Loi du flux conservatif de l'induction magnétique 

À travers toute surface fermée L . J B.ii.. dS = 0 (2. 17) 

~ 

La loi physique est très générale. La surface fermée peut être quelconque, mais le calcul ne 
peut être simple que sur un tube de champ B (Figure 2.23). 

Rappelons que le tube de champ B est un ensemble de lignes d'induction magnétique. 
Comme celles-ci sont fermées et ne se coupent pas, elles forment une structure spatiale, en 
forme de tube, avec ses surfaces de base et sa surface latérale. 



Vl 
<lJ 

0 
1.... 

>­w 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
..... 
..c 
O'l 

·;:::: 
>­a. 
0 
u 

120 1 Les lois physiques de l'éledromognétisme 

S2 

Figure 2.23 Tube d'induction magnétique 

Le Aux de B à travers les surfaces latérales du cube est nul, car les lignes de champ sont 
tangences au vecteur induction et la normale à la surface latérale est nécessairement orthogo­
nale aux lignes de champ. Il ne reste, pour le calcul du flux, que les deux surfaces de base. 

Le Aux à travers la surface fermée constituée de la surface latérale et des deux surfaces de base 
du tube est donné par : 

<p = <p51 +<plat + <p52 = <p51 + <p52 = 0 :::::} <p52 = -<pSl 

Au lieu de considérer les Aux algébriques, on considère, par habitude et commodité, leurs 
valeurs absolues. On peut alors, sans ambiguïté, définir un Aux« encrant dans le tube» et un 
flux « sortant du tube » car les lignes d'induction sont orientées. 

La loi du Aux s'écrit alors: 

(2.18) 

On dira donc que le Aux de B est« conservatif ». C'est cette expression qui a cours le plus 
souvent en électrotechnique. La loi est connue sous le nom « loi du flux conservatif » . 

Si l'on peut considérer que l'induction est la même partout dans une section du cube (hypo­
thèse du tube filiforme), l'intégrale de surface et la loi du Aux se simplifient ainsi : 

lcps11 = J Ë.n.dS = B1 .s1 ; B1 .s1 = B2 .s2 (2.19) 

s, 

Le flux de B est une grandeur importante. On lui réserve une unité particulière : le weber 
(symbole Wb). 

2.3.4.2 Loi du flux de l'induction électrostatique D, ou loi de Gauss 

Le flux de l'induction électrostatique D à travers toute surface L fermée est égal à la charge 
Q contenue dans le volume délimité par L (Figure 2.24). 

-> 
:E = surface de Gauss ___ _ 

~G 
n 

-> 
D 

Figure 2.24 Surface de Gauss :E 

La loi de Gauss s'écrit : J D.n. dS = Q (2.20) 

Cette loi ne peut être appliquée simplement que si la charge Q occupe un volume de forme 
géométrique simple (sphère, cylindre ... ) et que si la surface L est également très simple, 
comme dans les exercices suivants. 
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2.3.4.3 Exercice corrigé 2-7 : Application de la loi de Gauss. Cage de Faraday 

On considère une sphère métallique creuse de centre 0 et de rayon R (Figure 2.25). Sa 
surface est uniformément chargée et elle porte la charge Q. Le théorème de Gauss permet de 
connaître le champ D en tout point de l'espace, à la distancer du centre, que r soit supérieur 
ou inférieur à R. 

La symétrie du problème (géométrie et répartition des charges sources) est telle que l'on peut 
considérer que les lignes de champ sont des droites portées par les rayons de la sphère. Pour 
calculer le champ d'induction électrostatique, par le théorème de Gauss, il faut choisir la 
surface de Gauss se prêtant au calcul le plus simple. Ce sera une sphère centrée en 0 et de 
rayon r (notée L; Figure 2.25). 

··················· Ligne de champ 

--- Sphère chargée 

- - - - - - Surface de Gauss sphérique 

Figure 2.25 Sphère de Gauss pour le calcul du champ électrique 

Il ne faut pas confondre la sphère portant la charge er la surface de Gauss, L , elle-même 
choisie sphérique pour la simplicité du calcul. 

On rappelle que l'aire A de la surface d'une sphère de rayon r esr donnée par A= 4 7tr2• 

Pour une raison de symétrie er dans l'hypothèse de l'uniformité de la charge sur la sphère 
source, le champ D est orthogonal à la surface de Gauss er le mêm e en cour point de cette 
surface. On pose d'abord r > R. 

(a) Donner l'expression du flux de D à travers la surface de Gauss L en fonction de D er r. 

(b) Appliquer le théorèm e de Gauss pour donner l'expression de D(r) en fonction de Q er r. 

(c) Pourquoi le champ D esr-il nul à l'intérieur de la sphère ? 

Correction: 

(a) <p(D) = D.AL = D.4nr2• 

(b) Sir >R,<p(D) = Q; D= Q
2 47tr 

(c) R < R. La surface L est à l'intérieur de la sphère chargée. La charge intérieure à L est 
alors nulle. La loi de Gauss donne donc : <p(D) = 0 ; D =O . 

Le champ électrique présente une discontinuité au passage de la surface de la sphère 
source. Les espaces intérieur et extérieur de la sphère sont des espaces champs d ifférents. 

La sphère métallique creuse constitue un écran électrostatique appelé « cage de Faraday 
Les espaces intérieur et extérieur à la sphère sont indépendants du point de vue électros­
tatique. Il en serait de même de toute surface métallique. Cela explique que les passagers 
à l' intérieur d'une voiture ou d'un avion sont protégés de l'action extérieure de la foudre . 
Il faut noter que les baies vitrées et les hublots constituent des trous dans l'écran 
électrique. 
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2.3.4.4 Exercice corrigé 2-8 : Calcul du champ électrique dans un condensateur plan 

Un condensateur plan est défini par deux surfaces planes conductrices (armatures métal­
liques) en regard l'une de l'autre, de surface Set séparées de la distance d (Figure 2.26). Une 
des armatures porte une charge +Q, et l'autre la charge -Q. Pour le calcul, les plans sont 
supposés infinis. On néglige alors les effets de bord. 

Lespace entre les armatures est rempli d'un diélectrique, de permittivité relative Er, qui peut 
être simplement de l'air. 

Données expérimentales : 

• Loin des bords, les lignes de champ orientées de l'armature chargée positivement vers 
l'armature chargée négativement, sont orthogonales aux armatures. Elles sont parallèles 
entre elles. Ce qui constitue le cas limite de lignes de champ électrostatiques ouvertes. 

• Le champ électrostatique est orthogonal aux armatures et uniforme. 

• Le champ électrostatique est pratiquement nul à l'extérieur. 

Ligne de champ 

~B 
---------------~----11-

+Q -Q 

Figure 2.26 Espace champ électrique dans un condensateur plan 

Nous allons vérifier ces données de l'expérience par l'application de la loi de Gauss. 

Première partie: Champ d'induction électrique créé par un plan infini chargé uniformément 

Le plan est uniformément chargé en surface. La densité de charges électriques constante cr (en 
C/m2

) est telle que Q =cr.A. Par raison de symétrie, les lignes de champ qui ne se coupent 
pas sont donc nécessairement parallèles entre elles et orthogonales au plan. 

On considère une surface de Gauss L fermée (Figure 2.27) , dont les bases, d'aire A, sont 
parallèles au plan et situées à égale distance du plan chargé. 

1 

1 

1 

B2 : 
~ 

n2 : +Q 
~ 
1 .... 
i ni 
1 
1 

1 

1 

1 ______ 1 

Figure 2.27 Calcul du champ créé par un plan infini 

La surface latérale de L est parallèle aux lignes de champ, orthogonales au plan. Le champ 
créé par une charge positive fuit cette charge. De part et d'autre du plan, les champs D sont 
de sens contraire. À égale distance du plan, on peut considérer que le champ D est le même 
en module D 1 = Dz. 

(a) Exprimer le flux de D à travers L. 

(b) Appliquer la loi de Gauss pour exprimer D. 

(c) Conclusion. 
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Correction: 

(b) <p.E =qintérieuràL =<J.A 

(J 
cp.E = 2D .A = <JA ~ D = - = cte 

2 
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(c) On arrive ainsi à un résultat assez surprenant. Les hypothèses de plan infini induisent que 
D est constant dans tout l'espace, quelle que soit la distance au plan. E est égal à <J/2E0. 

Deuxième partie : Champ créé dans le condensateur, supposé constitué de deux plans infinis 
et d'un diélectrique de permittivité relative Er 

(a) En se servant des résultats précédents, déterminer le champ de part et d'autre des arma­
tures et à l'intérieur du condensateur. 

(b) Vérifier les hypothèses initiales. 

Correction: 

(a) Le champ D créé par +Q est dirigé vers la gauche, à gauche de l'armature positive, et 
dirigée vers la droite, à droite de l'armature positive, et vaut <J/2 en module. 

Le champ créé par -Q est dirigé vers la droite, à gauche del' armature négative, et dirigée 
vers la gauche, à droite de l'armature positive, et vaut <J/2 en module (Figure 2.28). 

- ~ Champ D c~e créé par ~ -
~ a~~œ~ ~ -Champ D centripète créé par 

- armature - Q -

Figure 2.28 Champ D dans le condensateur et à l'extérieur 

(b) On constate que le champ est bien nul à droite et à gauche des armatures et qu' il est 
uniforme dans l'espace interne, valant D = <J. 

Le champ E vaut <J/E,.E0. 

Dans la réalité, les dimensions finies des plans des armatures modifient un peu ces résul­
tats idéaux, au voisinage des extrémités. Un condensateur plan est, en général, constitué 
d'armatures de très grande surface, très proches l'une de l'autre, enroulées en cylindre. 
Localement, on retrouve la structure plane. 

2.3.5 Loi de la circulation des champs d'excitation 
(régimes statiques) 

Les lois de circulation sur des lignes ou contours portent en germe les notions de circuits 
électrique et magnétique. Elles sont donc fondamentales en électricité. 

2.3.5.1 Théorème d'Ampère ou théorème de la circulation de H 

La circulation de H sur un contour r fermé est égale, au signe près, à l'intensité du courant I 

traversant la surface ouverte engendrée par le contour. ~ H. d 1 = ±I (2.2 1) 

r 
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Le contour r peur être quelconque, mais le calcul n'est possible, en pratique, que sur une 
ligne de champ orientée et qui, ayant la propriété intéressante d'être fermée, constitue un 
contour. O n prendra +I si r est orienté dans le sens d 'une ligne de champ (cas de la Figure 
ci-dessous), -I, dans le cas contraire (Figure 2.29) . 

t Sens du courant - --
H ~-----

Sens positif d'orientation du contour 

Figure 2.29 Contour orienté 

Limportance de la loi d 'Ampère est telle qu'elle donnera lieu à un développement particulier 
au sujet des circuits magnétiques. Nous donnons néanmoins, dès maintenant, deux exercices 
d'application de cette loi. 

2.3.5.2 Exercice corrigé 2-9 : Point de fonctionnement d'un aimant permanent 

Par application des lois intégrales, avec les hypothèses simplificatrices inhérentes au calcul 
manuel, on désire calculer le point de fonctionnement d'une structure d'aimant en forme de 
U refermé aux extrémités, connaissant sa géométrie et les propriétés magnétiques des maté­
riaux qui le constituent. Le but du problème est d'obtenir une induction magnétique de 
valeur prédéfinie, entre les branches du U. 

Géométrie et propriétés physiques: l'aimant est représenté sur la Figure 2.30. Il est composé: 

• d 'une partie composée d 'un matériau dur, partie aimantée proprement dite, de longueur 
f, A et de section SA. On donne, sous forme d'une courbe, la caractéristique magnétique 
d 'un matériau aimanté dans sa zone de travail utile : H A < 0 et BA> O. En effet, comme 
nous allons le montrer par le théorème d'Ampère, le champ d'excitation H A dans un 
aimant est opposé à l' induction BA- HA est dit « démagnétisant » ; 

Matériau 
doux 

'I A--
' --

-

----- ' 
.............. 

v 1---
I"\"""""" 

/ -· 
",.. ......... 

/ 
...,, ___ 
" . ~~ 

/ -· 
I"\ ---

/ 
....,, ___ 
,... ---HA(A/m) -·-

- 6,E+04 - 5,E+04 - 4,E+04 - 3,E+04 - 2,E+04 - l ,E+04 O,E+OO 

Figure 2.30 Géométrie d'aimant, lignes de champ et courbe B(H) utile 

• de deux noyaux en matériau doux (fer), de très grande perméabilité, de longueur totale /!, F 

et de section SF =SA (perméabilité magnétique relative très grande) ; 

• et d 'un « entrefer » de longueur e. La section de l'entrefer est mal définie, car elle varie le 
long de l'entrefer. Sa valeur moyenne est SE et c'est cette valeur que l'on sera amené à 
considérer dans le problème (perméabilité magnétique absolue µ0). 
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On considère les lignes de champ, données par exemple par un spectre magnétique, canalisées 
par l'aimant et les noyaux doux. La canalisation disparaît dans l'aire de l'entrefer. L ensemble 
des lignes de champ magnétique constitue un tube de géométrie complexe, mais que l'on 
peut néanmoins découper en trois parties : la partie entrefer, la partie fer doux et la partie 
aimantée. 

Pour appliquer les équations intégrales manuellement, on considère les hypothèses simplifi­
catrices appliquées à la circulation et au flux. 

Le cube est filiforme: le champ Best le même en chaque point d'une section du cube. B prend 
trois valeurs différentes (BA' BF, BE) et trois seulement. 

Le champ H est le même en tout point de chacun des trois tronçons homogènes en ce qui 
concerne leur matériau : aimant, fer et entrefer. Il prend trois valeurs différentes (HA, HF, 
HE), constances sur toute la longueur des trois tronçons et trois seulement (hypothèse du 
champ constant sur un tronçon homogène de ligne de champ). 

Le flux de l'induction B est constant dans toute section du cube. La section, dans les parties 
magnétiques, est SA= SF =S. La section du tube dans l'entrefer est supposée constante et 

égale à SE. Sur tout contour fermé, la circulation de l'excitation est égale à O. Car il n'y a 
aucun courant électrique excitateur dans ce problème. 

Première partie : Droite de magnétisation d'entrefer : 

On exprime d'abord le théorème d'Ampère. 

Comme contour, on choisit la ligne moyenne du circuit magnétique. 

On appelle RA, RF, e les longueurs de la ligne moyenne dans les trois matériaux : 

On exprime ensuite la conservation du flux dans le tube d'induction : 

BAS= BFS = BESE. 

Il y a alors six inconnues pour deux équations. 

Afin de réduire le nombre d'inconnues, on doit poser les équations entre B et H relatives aux 

matériaux : BF = µrFµoHF et BE = µ0HE. La caractéristique BA(HA) donnée par la courbe est 
une cinquième relation. La sixième équation est l équation de la droite de magnétisation 

d 'entrefer reliant à nouveau BA et HA-

Le point de fonctionnement de l'aimant se place à l' intersection de cette droite et de la carac­
téristique magnétique du matériau d 'aimant. 

(a) Montrer que si la perméabilité du matériau doux est très grande ( µrF ---t 00 ) , on peut 
négliger HF . 

(b) À partir du théorème d' Ampère et de la loi du flux conserva tif, écrire l'équation littérale 
de la droite de magnétisation de l'entrefer BA(H A) , en fonction des grandeurs géom é­
triques, après avoir éliminé toutes les autres variables inutilisées. 

Correction : 
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HF est donc négligeable. Il sera considéré comme nul vis-à-vis des valeurs prises dans les 
deux autres tronçons. 

(b) H A RA + HE e = 0 ; BAS = BESE ; BE = µ 0 HE 

SE SE RA SE 
BA = BE -=µoHE-=-µoHA--

S S e S 

RA SE 
La droite d'équation BA = -µ0H A -- (2.22) est appelée« droite de magnétisation 

e S 
de l'entrefer ». Elle montre que BA et HA sont de signes contraires. La droite d 'entrefer 
a été tracée, en gris, sur la Figure. Au point de fonctionnement de l'aimant, H A = 
-35 000 A/m. 

D euxième partie : D ém agnétisation, droite de recul 

(a) Au cours d'une manipulation sur le circuit magnétique, l'entrefer double. Calculer le 
nouveau point de fonctionnem ent de l'aimant. 

(b) On revient alors à l'entrefer initial en suivant un trajet le long d'une droite appelée 

« droite de recul ». Celle-ci est parallèle à la tangente au point (O, Br), et passe par le 
nouveau point de fonctionnement (entrefer large). Lorsque l'entrefer reprend ensuite sa 
valeur initiale, le nouveau point de fonctionnement est à l'intersection de la droite de 
recul avec la droite d 'entrefer initiale. 

Quel est le nouveau point de fonctionnement ? Conclusion. 

Correction : 

(a) Le coefficient directeur de la droite de magnétisation est d'autant plus petit (droite plus 
inclinée) que l'entrefer est large (Figure 2.31). 

En gris, la droite de magnétisation initiale. 

Le point de fonctionnement initial (1) a pour coordonnées: H = -35 000 Nm; B = 0,9 T. 

Après ouverture de l'entrefer, la nouvelle droite d'entrefer est la droite noire. Le point de fonc­
tionnement est à l' intersection de la caractéristique et de cette droite. H = - 45 000 A/m ; 

B = 0,55 T (2) . 

H(A/m) l-----+--+------11-----+--+-0:01:J9"-f 

- 6,E+04 - 5,E+04 -4,E+04 - 3,E+04 - 2,E+04 - 1,E+o4 O,E+OO 

Figure 2.31 Droite de recul (pointillés noirs) 

(b) La droite de recul est en pointillés noirs (Figure 2.31). 

Le point de fonctionnem ent final (3) est à l'intersection de la d roite de recul et de la 
droite d 'entrefer grise initiale. 

En ce point, l'induction est de 0,65 T. Elle est à comparer à la valeur initiale de 0,9 T. 
L'ouverture de l'entrefer a démagnétisé l'aimant. 
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Dans un matériau d 'aimant moderne (Figure 2.32), la partie utile de la caractéristique 
B(H) est une droite faiblement inclinée qui se confond avec la droite de recul. 

Même après une modification de l'entrefer, (l --7 2--? 3), la magnétisation revient à sa 

valeur initiale dès que l'on revient aux conditions initiales 3--? 4. 

Figure 2.32 Droite de recul et point de fonctionnement de l'aimant selon l'entrefer 

Troisième partie : Optimisation d'un aimant 

.eA SE . 
(a) En partant de BA = -µOH A --'exprimer t} A = s.e A le volume de l'aimant en fonc-

e S 
tion de H E et des caractéristiques géométriques de l'entrefer, section et largeur. 

(b) Quel est l' intérêt de travailler à un point de fonctionnement (H,B) tel que le produit 

IB A .HA 1 soit maximal ? (Loi connue sous le nom de« critère d 'Evershed ».) 

Correction : 

(b) Pour un champ HE (ou BE) donné, le volume d 'aimant est minimal quand le produit 

IB A .HA 1 est maximal. La quantité de matière d 'aimant, la plus onéreuse, est alors opti­
male. D ans le premier cas étudié dans cet exercice (entrefer étroit) , l'aimant vérifie le 
critère Evershed. 

2.3.5.3 Exercice corrigé 2-1 O : Application du théorème d'Ampère (bobine à entrefer) 

Une bobine à noyau de fer possède une structure géométrique comparable à celle de l'aimant 
précédent. La partie aimantée est remplacée par un noyau de fer excité par un bobinage à N 
spires parcouru par un courant continu d'intensité 1. Le système comprend donc: 

• le noyau de fer, matériau magnétique doux, qui canalise les lignes de champ constiruant 

un tube d 'induction de section S et de longueur moyenne .e. On considère ce noyau satu­

rable selon la loi : H = 60B + 200B4 + IOB6 +1 5B10
; 

• un entrefer de largeur e. Le tube d ' induction s'ouvre dans l'entrefer. N ous considérons sa 

section moyenne SE. 

(a) En calquant le raisonnement sur celui de l'exercice précédent, avec les mêmes hypothèses 
(tube filiforme, H uniforme par tronçon de tube) , écrire : 

- la loi de conservation du flux de l'induction magnétique qui prend les valeurs B 
(dans le fer) et BE dans l'ent refer, et relier les champs B et BE aux sections Set SE; 

- la loi de circulation de H qui prend les valeurs H (dans le fer) et H E dans l'entrefer, 
en fonction des longueurs .e et e, de N et de 1. 
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(b) Le but final de l'exercice est de relier le champ BE au courant I. La non-linéarité du 
problème due à la variation de la perméabilité induit un calcul numérique (tableur) ou 
un raisonnement graphique : méthode des caractéristiques partielles. 

- Déterminer la valeur de I nécessaire pour magnétiser l'entrefer à la valeur BE, variant 
entre 0, 1 T et 1,3 T au pas de calcul de 0,2 T. On suppose que SE est indépendante 
de l'excitation du noyau, ce qui constitue une hypothèse simplificatrice. 

Données numenques f, = 50 cm, S = 10 cm2
, SE = 12,5 cm 2 

; N = 800, 

e = 5 mm. µ0 = l ,26.10- 6 H / m. 

Correction: 

(a) <p = cte ~BE.SE= B.S ~ B = 1,25 BE 

HE .e + H.f = NT 

BE .e + H(B).f, =NI 
µo 

(b) Tableau 

H(B) est calculé avec la relation numérique H = 60B+ 200B4 + 10B6 +15B10
• 

BE(T) BE.e/J.10 B(T) H(1,25BE.)I NI l(A) 

0, 1 397 0,125 4 401 0,5 

0,3 l 190 0,375 13 1 204 1,5 

0,5 1 984 0,625 34 2 019 2,5 

0,7 2 778 0,875 89 2 867 3,6 

0,9 3 571 1,125 228 3 800 4,7 

1,1 4 365 1,375 6 14 4 979 6,2 

1,3 5 159 l ,625 1 801 6 960 8,7 

Le courant est proportionnel à BE jusqu'à 0,5 T, puis augmente plus rapidement. 

~ 2.3.5.4 La circulation d'un champ électrique d'excitation E 
0 
'­
>­w 
<;j" 
r-l 
0 
N 

@ 
.µ 
..c 
Ol 
ï::: 
>­
Q. 
0 
u 

La loi de base est la suivante: en régime statique, la circulation de l'excitation électrostatique 
E sur un contour fermé est nulle. 

Cr = p E.dë = o (2.23) 
r 

Par l'exemple suivant, nous allons introduire une relation plus usuelle, donnant la circulation du 
champ électrostatique sur une ligne ouverte et introduire la différence de potentiel électrique. 

2.3.5.5 Exercice corrigé 2-11 : Circulation d'un champ électrostatique dans un 
condensateur plan. Différence de potentiel électrostatique. Énergie électrique. 

Loin des extrémités des armatures, les lignes de champ électrostatique sont parallèles entre 
elles et perpendiculaires aux armatures chargées. 
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M Ê N 

+Q - Q 

Figure 2.33 Circulation de E dans un condensateur 

Soit deux points A et B sur les armatures opposées d'un condensateur plan. Pour exprimer la 
circulation du champ électrostatique, de A vers B, on peut choisir deux trajets. Lun va de A 
vers B le long d'une ligne de champ. Le deuxième va de A vers B en passant par M dans 
l'armature positive (AM), puis en suivant la ligne de champ MN et enfin dans l'armature 
négative (NB). La ligne A, M, B, N , A forment un contour. 

On remarque que, dans le cas de l'électrostatique, on ne peut pas su ivre une seule ligne de 
champ pour décrire un contour, car les lignes ne sont pas fermées. Cette situation est donc 
très différence de celles de la magnétostatique. 

On sait que le champ est uniforme dans l'espace interne du condensateur, loin de ses bords. 

(a) Exprimer la circulation de E le long de AB, de AM, de MN et de NB. 

(b) Exprimer la circulation sur le contour ABNMA. 

Cette circulation est nulle. Montrer que C AB= CMN· 

O n appelle différence de potentiel électrostatique, ou tension électrique VA - V B> 
l'expression de CAB· 

(c) Si une charge q suit le trajet AB, elle est soumise à la force de Coulomb qui travaille. 
Exprimer le travail de la force de Coulomb entre A et B, en fonction de q et de VA - V B· 

Correction : 
B N 

(a) C AB = f Ë.dl = E.RAB; CMN = f Ë.dl = E.RMN 

(b) 

A M 

Ë est orthogonal à AM ou à NB. CAM = CNB = 0 

CABNMA =CAB +CAM + CNM +CNB =CAB +O - CMN +O:::::} CAB= CMN =VA - VB 

La circulation du champ électrostatique encre deux points est indépendance du trajet 
suivi encre ces deux points. 

En généralisant, on obtient donc la relation suivante : 

B 

CAB = f Ë.dl = VA -VB = UAB 
A 

(2.24) 

La circulation du champ électrostatique sur une ligne ouverte entre deux points A et B 
est égale à la différence de potentiel encre A et B, VA - V B· 

Remarquons que le potentiel électrique est défini par sa différence. 

(c) F = qË ; dW = F.dë = qË.dl = qdC 

B 

W = J q.dC = qCAB = q.uAB = q(VA - VB ) 
A 
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On obtient ainsi, sur un cas particulier, l'expression générale du travail d'une force élec­
trostatique exercé sur une charge en mouvement dans un champ électrostatique (Relation 
1-6, chapitre 1-1 , § 1-3-6). 

Par généralisation, cette expression est aussi celle de l'énergie électrique. 

2.3.5.6 Exercice corrigé 2-12 : Détermination de la capacité d'un condensateur plan 

Lapplication des lois intégrales de l'électrostatique permet de déterminer la capacité d'un 
condensateur, de surface d'armatures S séparées par la distance d. 

La loi de Gauss a permis de déterminer les champs D puis E dans le condensateur : E = 
a /crc0 , où a désigne la densité de charge sur l'armature positive. 

La loi intégrale, relative au champ d'excitation électrique E, donne l'expression de la circula­
tion de E sur une ligne de champ entre les deux armatures en fonction de la différence de 
potentiel U : 

Le champ D dans le condensateur est donc, en fonction de U : D = EoErE = Eod U 

Questions : 

(a) Égaler les deux expressions de D 

(b) Déterminer l'expression de la capacité du condensateur plan donnée par C = Q/U en 
fonction des permittivités et caractéristiques géométriques du condensateur. 

(c) Application numérique : condensateur plan enroulé pour obtenir une grande surface 
d'armature: d = 1mm ;S= 100 cm2 ; Er= 5; c0 = 8,85.10-12 F (farad). 

Correction : 

c = Q = as = as = as = ~ ~ c = c/:0S 
U U E.d Ed a d 

(b) A.N. : C = 0,44 nF 

2.4 Énergie stockée dans un champ électrostatique 
ou magnétostatique 

Objectifs 

• Expression des énergies et des densités d'énergie stockées dans un champ magnétique et un 
champ électrique. 

• Comparaison des ordres de grandeur. 

Afin d'introduire l'énergie électrostatique stockée dans un diélectrique, et l'énergie magnétos­
tatique stockée dans un matériau magnétique, on part de deux exemples simples. 
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2.4.1 Exercice corrigé 2-13 : Densité d'énergie (utilisable) stockée 
dans un espace champ électrique 

On rappelle l'expression de l'énergie utilisable, stockée dans un condensateur : 

W es = CU2 Q.U 
2 2 

(a) Dans le cas d'un condensateur plan, dont les armatures présentent la charge Q et - Q, la 
surface Set l'écartement e, on a montré, dans les exercices précédents 2-8, 2-11, 2-12, que: 

E = U/e; D = QIS; C = eS/e. 

Exprimer l'énergie W cs en fonction de E, D, Set e. Calculer sa valeur numérique avec les 
données: 

U = 100 V; e = 1mm;S=100 cm2 ; êr = 5; e0 = 8,85.10- 12 F/m. 

(b) Montrer que l'énergie stockée et localisée dans l'espace champ s'exprime comme le 
produit du volume du champ et d'une grandeur w es appelée « densité d'énergie ». 

Exprimer w es en fonction de E et calculer numériquement w es avec les données précé­
dentes. 

Correction : 

(a) C = eS ; W = CU
2 

= eS.U
2 

= ê.S.E
2 

.e
2 

= S.e eE
2 

= (S.e) E.D 
e es 2 2e 2e 2 2 

S.e est le volume interne du condensateur 13-. 

A.N . : Wes = 2,2 µJ. On note la faible valeur de l'énergie stockée. 

(b) L énergie électrostatique stockée dans un volume 13- est déterminée par: 

w es = w es .13-, lorsque l'on peut faire l'hypothèse que ]'énergie est uniformément dans le 
volume 13-. 

La densité d'énergie électrostatique élémentaire stockée dans l'espace champ électrique 
du condensateur, en fait dans l'espace champ électrique, est donnée par w es : 

(2.25) 

Conclusion : 

La densité d'énergie est une grandeur locale. Elle traduit la localisation de l'énergie électros­
tatique dans le champ. Dans le cas du condensateur, cette énergie est localisée ou stockée dans 
le diélectrique et non sur les armatures. L expression de la densité d'énergie en fonction des 
champs E et D n'est valable, sous cette forme, que pour un matériau linéaire dont la permit­
tivité diélectrique est constante. L exercice suivant est une généralisation dans le cas d'une 
non-linéarité. 
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2.4.2 Densité d'énergie élémentaire en électrostatique 

On considère le régime transitoire de charge du condensateur plan. Lors d'une variation 
élémentaire de la tension entre ses armatures, donc du champ E (E = U/e), la charge du 
condensateur varie de dq, et le champ D de dq/S. 

dWes = dq u = (SdD).E.e = tŒ.dD 

La variation élémentaire de densité d'énergie dans le condensateur et, par extension, dans un 
espace champ électrostatique est donnée par: 

dwes = E.dD (2.26) 

Par intégration entre deux états 1 et 2, la variation de densité d'énergie entre ces deux états est : 
0 2 

Wes2 - wesl = f E.dD 
Dl 

1 
Si E et D sont proportionnels (linéarité D = EE), on retrouve w esz - w es! = -EE2. 

2 

2.4.2. l Exercice corrigé 2-14 : Densité d'énergie stockée dans un espace-champ 
magnétique 

On considère une bobine d'induction (2-34) : 

(2.27) 

• N spires bobinées sur un noyau, dans le même sens, et parcourues par le courant I constant ; 

• un noyau de longueur 1 (ligne moyenne du tube d'induction) et de section S, fermé sur 
lui-même (forme torique, par exemple) ; 

• matériau linéaire : perméabilité magnétique absolue constante µ. 

Le champ magnétostatique est uniforme. 

Application des lois intégrales : 

Vue de 
dessus 

- - - -8 coupe D D 
1 

Axe du tore 

Figure 2.34 Noyau en forme de tore à section carrée 

Vue en 
coupe 

.:t: Le champ d'excitation H dans le solénoïde est donné par le théorème d'Ampère: 
O'l 

·;:::: 
>­a. 

8 H.f = N.I ::::} H = N.I ::::} B = µ N.I . 
f f 

La surface d'une spire est S. Le flux de B à travers la surface S est constant. 

N.I 
<p = B.S = cre ::::} <p = µ-.S 

f 
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On appelle flux magnétique total (ou totalisé) \jf la quantité N<p représentant le flux magné­
tique à travers toutes les spires de la bobine. Le flux totalisés' exprime aussi en webers (Wb). 

Nz .1 S 
\j/=µ-. 

f, 

En magnétostatique, on appelle« inductance » le rapport L = \j//I 

(a) Déterminer l'expression de L. 

(2.28) 

(b) A.N.: µr = 1 000; µ0 = 1,26.10-6 H/m; S = 10 cm2 ; f, = 10 cm; N = 60. 

(c) On donne ici l'expression de l'énergie (libre ou utilisable) stockée dans une bobine d'in-

ductance L : W = LT
2 

= I.\j/. Nous étudierons plus loin (Chapitre 2, § 12-2-3) cette 
em 2 2 

relation et les limites de son utilisation. Mais on peut déjà remarquer la grande symétrie 
des formules entre électrostatique et magnétostatique. 

Électrostatique Magnétostatique 

Charge Q FI ux cotai \If 

Tension U Courant I 

Capacité C Inductance L 

LoiQ= CU Loi 'V = LI 

Énergie : 1 /2CU2 
Énergie : 1 /2U 2 

Exprimer l'énergie Wem en fonction de H , B, Set f . Calculer sa valeur numérique avec 
les données précédentes et 1 = 5 A. 

(d) Montrer quel' énergie stockée et localisée dans l'espace champs' exprime comme le produit 
du volume du champ et d'une grandeur wem appelée« densité d'énergie ». Exprimer w cm 

en fonction de B et calculer numériquement w cm avec les données précédentes. 

Correction : 

(c) L = µS N 2 

f, 
W = LI

2 

= µS N 212 =_!_µNI .NI.S = _!_ B.H.(f,S) 
em 2 U 2 f, 2 

(d) 

S. f, est le volume du noyau tt. 
A.N. : Wem = 0,57 ]. On note la valeur de l'énergie stockée, plus élevée que dans le cas 
électrostatique. 

Lénergie magnétique stockée dans un volume t} est déterminée par W = w 1'}, em em· 
lorsque l'on peut faire l'hypothèse que l'énergie est uniformément dans le volume tt. 
La densité d'énergie magnétique élémentaire stockée dans l'espace champ m agnétique de 
la bobine, en fait dans l'espace champ magnétique, est donnée par w em: 

w = (S.f ) H.B = H.B = -1 8 2 
cm 'Ü 2 2 2µ 

(2.29) 

AN: w cm = 5,7 kJ/m3. 
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Conclusion: 

La densité d'énergie est une grandeur locale. Elle traduit la localisation de l'énergie magnétosta­
tique dans le champ. Dans le cas d'une bobine, cette énergie est localisée ou stockée dans le noyau 
et non sur les spires. Lexpression de la densité d'énergie en fonction des champs n'est valable sous 
cette forme que pour un matériau linéaire dont la perméabilité magnétique est constante. 

2.4.3 Densité d'énergie élémentaire en magnétostatique 

En raisonnant par analogie entre électrostatique et magnétostatique, la variation élémentaire 
de densité d'énergie dans un espace champ magnétostatique est donnée par : 

dwem = H.dl (2.30) 

Par intégration entre deux états 1 et 2, la variation de densité d'énergie entre ces deux états est : 
B2 

Wcm2 -wcml = f H.dB (2.31) 
BI 

1 
Si H et B sont proportionnels (linéarité B = µH), on retrouve wcm2 -weml = - B2. 

2µ 

2.4.3.1 Exercice corrigé 2-15 : Énergie et densité d'énergie magnétostatique 

O n considère un noyau magnétique torique dont la caractéristique de matériau H (B) est 
donnée par une approximation polynomiale: H (B) = 60B + 200B4 + 10B6 + 15B10. 

Le volume du noyau homogène est~= 500 cm3. Lénergie est supposée répartie uniformé­
ment dans le noyau. 

(a) Déterminer la variarion de densité d'énergie et d 'énergie stockée pour une variation de B 
de 0 à l T. 

(b) Déterminer la variation de densité d'énergie et d 'énergie stockée pour une variation de B 
de 1 à l ,5 T. 

(c) Comparer ces résultats à ceux obtenus en considérant le matériau linéaire H = 60B. 

Correction : 

(a) Il faut d'abord exprimer f H .dB = 30B2 +40B5 + 1,43B7 + l,36B11 

Cette expression vaut 0 pour B = 0, 73 J/m3 pour B = 1T et643 J/m3 pour B = 1,5 T. 

La variation de densité d'énergie est 73 J/ m3 entre 0 et 1 T, 

soit 500.10-6.73 = 36 mJ de variation d'énergie . 

(b) La variation de densité d'énergie entre 1 et1 ,5 Test (643 - 73) = 570 Jlm3. Soit une varia­
tion d'énergie stockée, apportée par le bobinage sous forme d'énergie électrique, de 285 mJ. 

Plus le matériau se sature et plus il faut apporter de l'énergie pour le magnétiser. 

(c) Avec H = 60B seulement, wem2-weml = (B2.H2/2) - (B1.H 1/2) . 

Entre 0 et 1 T, H varie entre 0 et 60 Alm: wcm2 - weml = 30 J/m3. 
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Entre 1 et 1,5 T, H varie entre 60 et 90 A/m: 

Wem2 - Wem l = ((90.1 ,5)-60)/2 = 37,5 J/m 3
. 

Négliger la saturation et appliquer la formule B.H/2 peut conduire à une grosse erreur 
d'appréciation. 

2.4.3.2 Exercice avec réponses 2-16 : Densités d'énergies comparées en électrostatique 
et magnétostatique 

(a) Le champ électrostatique maximal dans l'air est de 3,6 kV/mm. 

Calculer la densité d'énergie électrostatique que l'on peut stocker. 

(b) Dans un entrefer, une induction de 1 T est obtenue facilement. 

Calculer la densité d'énergie magnétique que l'on peut stocker. 

Réponses: 

(a) 57 J/m3. 

(b) 400 kJ/m3. 

On peut, généralement, stocker beaucoup plus d'énergie dans un champ magnétique que 
dans un champ électrostatique. C'est une première bonne raison pour utiliser le magnétisme 
plutôt que l'électrostatique en conversion d'énergie. 

2.4.3.3 Exercice avec réponses 2-17 : Détermination de la capacité d'un câble 
coaxial par la densité d'énergie 

L'énergie et la densité d'énergie sont des grandeurs permettant de connaître les paramètres 
d'un système. Dans les deux exemples précédents, on a déterminé d'abord la capacité et 
l'inductance afin d'introduire l'énergie et la densité d'énergie stockée. 

Nous faisons maintenant, dans un exemple, la démarche inverse. 

Un câble coaxial est une structure cylindrique simple (Figure 2.35). Si on ne cherche pas la 
précision aux extrémités, le câble peut être considéré comme de longueur infinie. Un câble se 
compose d'un cylindre central creux de rayon R" l'âme, et d'un cylindre creux extérieur de 
rayon R2. Entre les deux cylindres se trouve un diélectrique de permittivité absolue é. 

L'ensemble forme un condensateur cylindrique. 

Une charge Q sur l'âme crée une charge - Q sur l'armature extérieure. Dans le diélectrique 
règne un champ d' induction électrique D. 

âme~ ··· ····· ·· ···· ···· ·· ···· ·· ···· · · ·· ··· · · · ···· · · ·· ··· · · ·· ···· ·· ···· ···· ···· ·· ·3-diélectrique 

Figure 2.35 Coupe d'un câble coaxial 

La symétrie du problème est telle que les lignes de champ sont radiales et que le flux à travers 
une surface fermée n'est différent de 0 qu'à travers la surface latérale de tout cylindre coaxial 
avec le câble. 

La surface de Gauss, pour le calcul, est donc naturellement un tel cylindre dont le rayon est r 
et la hauteur h . Cette surface fermée contient la charge Q (Figure 2.36). 
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(a) Montrer que l'application du théorème de Gauss à ce champ conduit à l'expression de D: 

D(r) = __g_ Ri < r < R2 et D = 0 sir< Ri ou sir> R2• 
27trh 

(b) Dans un diélectrique usuel: E = D = _g_. 
c. 27trhc. 

Le calcul de la capacité est accessible par celui de l'énergie électrostatique W cs contenue 
dans le champ. Exprimer W es· 

E2 R 2 

f f. se. 2 
Wes = - d-ô = -E (2nhrdr) 

2 2 
volume Rl 

(c) On sait, d'autre part, que l'énergie stockée par le condensateur est de la forme Q2/2C. 

Exprimer, par identification, la capacité linéique du câbler= C/h en F/m. (r: gamma 
majuscule) 

-âme --------

Figure 2.36 Surface de Gauss dans un câble coaxial 

Réponses: 

(b) W = Q
2 

hln(R 2 J 
es 47tf. Ri 

2nc.h 
(c) C=---

27tf. 

ln(~: ) 
2.4.3.4 Exercice avec réponses 2-18 : Détermination de l'inductance d'un câble 

coaxial par la densité d'énergie 

Reprenons le cas du câble coaxial. Lâme est parcourue par un courant 1 et l'armature exté­
rieure par un courant - 1. 

La symétrie du problème est telle que les lignes de champ de H sont des cercles centrés sur 
l'axe du câble. On calcule la circulation sur une telle ligne fermée et on obtient H(r). 

Trois cas sont à considérer selon que le contour est entre l'âme et l'armature extérieure, selon 
que le contour est intérieur à l'âme du câble ou selon qu'il est extérieur au câble entier. 

T 
H (r) = - Si R 1 < r < R2 

27tr 

H = 0 partout ailleurs, car le contour soit n'enlace aucun courant à l' intérieur de l'âme, soit il 
enlace deux courants de sens opposés à l'extérieur du câble. 

(a) L expression de la densité d'énergie magnétique dans le champ est µ0 H
2/2. 

Lintégration de la densité d'énergie sur le volume entre les conducteurs donne l'énergie. 
Or celle-ci vaut LP/2, car le milieu entre les conducteurs est magnétiquement linéaire. 
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Exprimer l'énergie magnétique stockée par le câble : 
2 R2 

W = J µ oH d~ = J µ o H 2(27thrdr) 
em 2 2 

volume Rl 

(b) En déduire l'inductance linéique du câble A= L/h en H/m. (A: lambda majuscule) 

Réponses: 

(a) W = µ01 2 hln(R2 J 
cm 47t Ri 

(b) A= µo ln(R2 J 
27t R 1 

À partir des deux exercices précédents, on remarque que (A).(r) = Eµ 0. Ce produit est homo­
gène à une vitesse. C'est la vitesse des ondes électriques guidées par le câble coaxial. Une onde 
est, en physique, la propagation d'un phénomène vibratoire entretenu. Maxwell a montré 
que les lois de !'électromagnétisme, en régime variable, entraînent l'existence de la propaga­
tion des champs électriques et magnétiques, donc de l'énergie. Ce phénomène de propaga­
tion des champs et de l'énergie électromagnétiques est appelé « onde électromagnétique ». 

Il entre dans létude des régimes dynamiques que nous verrons plus loin. 

2.5 Circuits magnétiques en magnétostatique 

Dans les systèmes de lélectrotechnique, seule lénergie magnétique peut être stockée en assez 
grande densité pour être convertie en une autre forme d 'énergie, de façon significative. 
Ce n'est pas le cas de l'énergie électrostatique. 

La loi intégrale de conservation du flux magnétique a permis, au chapitre 11-2 (§ 9), d 'intro­
duire la notion clé de tube d 'induction magnétique : ensemble, en trois dimensions, de lignes 
de champ orientées. Les lignes de champ magnétique sont fermées et elles ne se coupent pas. 
À l' intérieur d 'un tube, défini par un grand nombre de lignes d 'induction, le flux de l'induction 
magnétique est constant. 

Il y a donc analogie entre un tube d 'induction et un tube de courant électrique dans un 
conducteur, dans lequel circulent les charges. 

Dans le cas d'un tube de courant, la grandeur conservative est l' intensité du courant. Un 
circuit électrique est donc le support matériel physique des tubes de courant. 

Pour prolonger l'analogie, on est tenté de considérer en magnétisme l'équivalent des circuits 
électriques en électricité. 

La forte perméabilité relative des matériaux magnétiques canalise les lignes de champ magné­
tique dans ces matériaux. 

Un circuit magnétique est le support matériel et physique des tubes d'induction magnétique. Il 
n'y a pas nécessairement correspondance étroite entre le tube d'induction et le circuit magnétique 
matériel. Un circuit magnétique est dit « parfait » s'il est confondu avec un tube d'induction. 

Objectifs 

• Circuit magnétique parfait, circuit magnétique réel. 

Lois de l'électromagnétisme appliquées aux circuits magnétiques excités en courant 
continu. 
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• Vocabulaire de l'électrotechnique: f.m.m. , réluctance, perméance. 

• Analogies entre circuits électriques et circuits magnétiques. 

• Méthodes de calcul d' un circuit magnétique linéaire. 

• Inductances propres et mutuelles. Inductance de fui te. 

• Énergie stockée. 

2.5.1 Étude qualitative d'une bobine d'induction. 
Circuit magnétique parfait 

Afin d'illustrer les notions de tube d'induction et de circuit magnétique, nous nous servirons 
de l'exemple d'une bobine dont les lignes de champ sont visualisées à l'aide d'un logiciel de 
calcul de champ en dimension 2 (flux 2D). 

Sur la Figure 2.37, on observe une bobine d'induction de forme torique. Elle est constituée 
d'un noyau en alliage magnétique doux et d'un bobinage conducteur à N spires, bobinées sur 
le noyau. Celui-ci peut être ouvert et présenter un entrefer. 

Noyau 
magnétique..--------. 

Figure 2.37 Bobine d'induction torique sans entrefer et bobinage réparti (à gauche). Bobine 
à coins carrés, en coupe et vue de dessus, avec entrefer et bobinage localisé (représentation 20) 

Le noyau et l'entrefer constituent un ensemble continu et fermé, pouvant stocker de l'énergie 
magnétique. C'est la défini tion même du circuit magnétique. 

On distinguera le système lui-même, appelé « bobine », et l'enroulement, appelé « bobinage ». 

Un tel objet est aussi appelé « inductance », confondant ainsi le système technologique et le 
paramètre électromagnétique qui le caractérise. 

Les Figures 2.38, 2.39 et 2.40, relatives à une bobine sans entrefer, à coins carrés et à bobinage 
localisé, issues du calcul en deux dimensions, montrent les lignes de champ magnétique, dessinant, 
en coupe, le spectre magnétique du système. Entre deux lignes d'induction, on observe en coupe 
les tubes d'induction. La représentation des lignes de champ à partir du calcul informatique est 
faite de telle façon qu'entre deux lignes de champ se trouve la même quantité de flux magnétique . 

• Dans le p remier cas (Figure 2.38), le noyau est excité par un faible courant continu. Le 
matériau magnétique a un point de fo nctionnement magnétique dans la zone linéaire de 
la caractéristique B(H ). Lentrefer est très étroit. 

Lignes de champ --t-n~ 

bobinage 

Noyau 

Entrefer 
étroit 

Figure 2.38 Bobine faiblement excitée et à entrefer étroit 
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On constate que les lignes de champ sont parfaitement canalisées et suivent assez bien les 
contours du noyau, si l'on fait abstraction des coins carrés de la bobine. Dans ce premier cas, 
le circuit magnétique sera qualifié de parfait. Il se confond avec un tube d'induction. 

Sur chaque ligne de champ, on peut appliquer le théorème d'Ampère. Chaque ligne enlace 
toutes les spires du bobinage, la circulation de H est donc constante. Ce qui ne signifie pas 
que H est constant en tout point d'une section du tube, car les lignes de champ n'ont pas 
même longueur. 

Sur une ligne de champ passant près des coins internes du noyau, la ligne de champ est 
courte. Le théorème d'Ampère donnera un champ d'excitation H élevé. Il en résultera un 
champ d'induction élevé. Sur une ligne de champ passant près des coins externes, le champ 
H et l'induction B sont plus faibles. L'induction magnétique B n'est donc pas constante dans 
une section du tube d'induction. Il n'y a pas conservation de B dans une section du tube 
d'induction, mais conservation du flux de B. 

• Dans un deuxième cas (Figure 2.39), on sature le noyau magnétique par un très fort 
courant continu. 

• Le matériau magnétique a un point de fonctionnement magnétique dans la zone de satu­
ration de la caractéristique B(H). L'entrefer est encore très étroit. 

Fuites--~-,,­

magnétiques 

Figure 2.39 Bobine à la saturation magnétique (entrefer étroit) 

On constate que des lignes de champ sortent du noyau magnétique, notamment au voisinage 
du bobinage. Ces lignes de champ sont des lignes de fuite, dont l'existence est due à la satu­
ration magnétique du noyau. 

Sur une autoroute saturée, les automobilistes tendent à « fuir » par la première sortie possible 
pour contourner l'embouteillage. Le circuit magnétique perd ici sa perfection, en raison des 
fuites magnétiques et de la saturation magnétique du matériau. 

• Dans un troisième cas (Figure 2.40), on revient aux conditions d'excitation faible du 
noyau du premier cas. On taille dans le noyau un entrefer large. 

Contournement 
d'entrefer 

Figure 2.40 Bobine faiblement excitée et à grand entrefer 

Les lignes de champ passent d'un milieu à forte perméabilité, qui les canalise, à un milieu de 
perméabilité relative l , l'air de l'entrefer, où elles se dispersent. On dit que l'entrefer est 
contourné. Localement, le circuit magnétique matériel (noyau prolongé par l'entrefer géomé­
trique) ne se confond plus avec le tube d'induction, matérialisé par les lignes de champ. Le 
circuit magnétique n'est pas parfait , à cause de l'entrefer. 
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Conclusion: 

Un circuit magnétique, lieu de stockage d'énergie magnétique, sera parfait s'il se confond 
avec un tube d'induction, ensemble de lignes de champ B. Il faut, pour cela, que le circuit 
magnétique soit homogène (circuit torique fermé, avec entrefer étroit ou inexistant), peu 
anguleux et non saturé magnétiquement. 

Il est important de pouvoir assimiler un circuit magnétique réel et un circuit magnétique 
parfait, car les lois intégrales de l'électromagnétisme ne peuvent être appliquées facilement et 
de façon analytique que dans les circuits magnétiques parfaits. 

L écart entre circuit réel et circuit parfait induit une différence entre calcul et réalité. Le calcul 
classique des circuits magnétiques ne peut être conduit qu'en formulant des hypothèses 
simplificatrices, qui induisent des erreurs, dites systématiques. 

Le calcul numérique informatisé ou des artifices de calcul (prise en compte plus ou moins 
empirique des fuites et du contournement d'entrefer) réduisent ces erreurs. 

2.5.1. l Exercice corrigé 2-19 : Le problème de base, calcul classique des circuits 
magnétiques 

Une bobine est définie par deux caractéristiques : 

• son noyau, son circuit magnétique, c'est-à-dire une géométrie et un matériau : ici une 
forme torique, sans entrefer à section rectangulaire ; un noyau étroit afin que l'on puisse 
supposer B uniforme dans une section (circuit magnétique filiforme). 

• O n peut aussi considérer H uniforme le long d'une ligne de champ. 

• Matériau linéaire, loi B = µH ; 

• le bobinage, son circuit électrique d'excitation, c'est-à-dire un nombre de spires, leur mode 
de répartition, l' intensité et la nature du courant (continu . .. ) qui le parcourt: ici, un courant 
continu d'intensité 1, passant dans un bobinage à N spires réparties sur la totalité du tore. 

Lhypothèse de la linéarité magnétique impose que l'intensité du courant 1 soit faible. 

Le cahier des charges associé à ce problème de base fixe une certaine induction magnétique B dans 
le noyau ou une inductance L. La résolution du problème permet le calcul de N ou 1. Il demande 
l'application des deux lois intégrales de l'électromagnétisme (circulation de H et flux de B). 

On a représenté la bobine sur la Figure 2.41. 

Plan de - -
coupe 

Vue de dessus 
Matériau magnétique , 

Vue de face en coupe 

Figure 2.41 Bobine torique 

En gris foncé, le noyau magnétique de forme torique, vu de dessus, est une couronne comprise 
entre deux cercles. Vu de face, en coupe, on observe deux faces internes du tore, rectangu­
laires. Le circuit magnétique est parfait. Il est confondu avec un tube d'induction. Les fuites 
magnétiques sont négligées. En gris clair, on a représenté la trace des spires. 
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Une bobine destinée à constituer une inductance comprend un circuit magnétique de forme 

torique. La section du tore est S = 1,6 cm2 • La ligne de champ moyenne du tore est f = 
62 cm. On désire obtenir B = 0,6 T dans la bobine avec un enroulement de N = 500 spires. 
Le matériau magnétique est supposé linéaire de perméabilité relative µr = 4 500. On rappelle 
µ0 = 1,26. 10-6 H/m. 

Première partie : Lois physiques de l'électromagnétisme 

(a) Calculer H en A/m 

(b) D éduire du théorème d'Ampère et de la valeur de H la valeur de l' intensité excitatrice I. 

Départ du calcul: la première loi intégrale est le théorème d'Ampère. Pour l'appliquer, il faut 
choisir un contour fermé, enlacé par les spires. 

Dans le calcul classique, le contour choisi est la ligne de champ moyenne du circuit magné­
tique. Dans notre exemple, cette ligne moyenne passe au centre des faces rectangulaires défi­

nies sur la vue en coupe de la Figure. C'est un cercle de longueur /,. Le théorème d'Ampère, 
appliqué sur cette ligne, conduit à une expression de H. Le champ est constant tout au long 
de la ligne moyenne en raison de la grande simplicité du système (géométrie très symétrique 
et matériau homogène). Lapplication du théorème d'Ampère conduit à: 

H f =NI 

Le contour est décrit dans le sens d'une ligne de champ. N est le nombre de spires du bobinage. 

La loi de conservation du flux de B conduit à <p = B.S = cte 

Les hypothèses concernant le matériau du noyau, ici simplifiées au maximum, permettent de 
définir une perméabilité du matériau uniforme (égale en tout point) . La linéarité magnétique 
du matériau, prise en hypothèse, permet de considérer la perméabilité comme une constante 

indépendante de I. B = µ .H . 

Réponses: 

(a) H = B = O, 6 = 106 A/ m 
µ 1, 26.1 o-6 .4500 

(b) I = H.f = 106.0,62 = O,l 3 A 
N 500 

Deuxième partie : Loi d'Hopkinson, réluctance et perméance 

Le regroupement de ces trois lois conduit à la loi d'Hopkinson reliant N I et le flux <p: 
B f 

NI= Hf = - f = - <p (2 .32) 
µ µ. S 

La circulation de H sur la ligne moyenne du circuit magnétique, E = NI (2.33), est appelée 
«force magnétomotrice » (en abréviation: f.m.m.). Son unité est l'ampère (ou ampère-tour). 

De même que l'intensité du courant dans un circuit électrique série est constante en chaque 
section du circuit, le flux m agnétique est le même en chaque section du circuit magnétique. 
C'est la première analogie entre circuit électrique et circuit magnétique. La relation 

B f ' l l · d'Oh d . . ' l . U RI 1 . ' NI = H f = -f = -<p evoque a 01 m es c1rcu1ts e ectnques = , a tension etant 
µ µ .S 

l'analogue de la f.m.m. et l'intensité dans le circuit électrique l'analogue du flux dans le circuit 
magnétique. 
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m e 
Ces remarques conduisent à considérer la grandeur n = - (2.34) comme l'analogue 

µ .S 
magnétique d'une résistance électrique. On appelle cette grandeur « réluctance ». Une 
réluctance n'est définie que pour un tube d 'induction, et l'est par abus de langage pour le 
circuit magnétique. 

L'unité internationale de réluctance magnétique est le henry moins un (H-1). 

L'inverse de la réluctance, analogue magnétique d 'une conductance électrique, est appelé 

« perméance » et désigné par la lettre P . L'unité de perméance est le henry (H). 

Une réluctance ou une perméance peuvent être définies pour un tube ouvert ou pour un tube 
fermé, mais la loi d'Hopkinson, comme le théorème d'Ampère, s'applique à un circuit 
magnétique fermé. 

Questions: 

(a) Calculer numériquement <p, 9\ et en déduire la f.m.m. E. 

(b) Déterminer la densité d 'énergie en J/m3. 

(c) D éterminer l'énergie magnétique stockée dans le circuit magnétique. 

Réponses: 

(a) <p = BS = 0, 6.1, 6.10-4 = 96 µWb 

9\ =-C- = 0,62 = 6 8 lOsH-1 
6 4 ' . . µoµ rS 1,26.10- .4500.1,6.10-

La réluctance en u.S.I. est 

toujours un grand nombre. 

E = 9\<j> = 65 A. Cette valeur est égale à E = H C = 65 A 

(b) W = B.H = 0,6.106 = 32J / m3. 
em 2 2 

(c) Wem = w em .SC= 3, 1 mJ. On remarque que l'énergie est aussi donnée par 

W = E.<p = 65.96.10-
6 = 3 l J 

em ' m. 
2 2 

La quantité d'énergie stockée dans le noyau est faible dans cet exemple. 

2.5.2 Analogie circuit électrique-circuit magnétique 
La ressemblance des lois des circuits filiformes parfaits - électriques et magnétiques - permet 
de développer une analogie très complète entre circuit électrique et circuit magnétique. 

La f.m.m. est l'analogue de la f.e.m., la réluctance de la résistance et le flux du courant. 

On introduit aussi par analogie une d.d.p. magnétique entre deux points d 'un circuit magné­
tique ouvert, par analogie à la d.d.p. électrique, et reliée au flux par: 

(2.35) 

L'unité de la différence de potentiel magnétique est l'ampère (A) . 
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La puissance de cette analogie permet d'appliquer les lois de Kirchoff, Thévenin et Norton 
aux circuits magnétiques. 

On peut donc étudier les circuits magnétiques comme des réseaux de f.m.m. et de réluc­
tances, dans le cadre des hypothèses du modèle des circuits magnétiques filiformes et parfaits. 

Circuit électrique Circuit magnétique 

Couran t T Flux cp (Wb) 

F.e.m. e F.m.m. ê (A ou A.tr) 

d.d.p électrique : VA - V B d.d.p.magnétique : 1'>111A - 1'>111s 

Résistance R Réluctance 9\ 

Conductan ce G Perméance P 

Lanalogie électrique-magnétique permet de traiter les problèmes complexes de circuits 
magnétiques comme des circuits électriques avec des nœuds, des branches, des mailles, des 
réseaux. Lexpression « réseau de réluctances» est, actuellement, moins employée que celle de 
« réseau de perméances ». 

D eux cas sont particulièrement simples: le circuit magnétique à entrefer et le circuit magné­
tique à fuites. 

2.5.2.1 Exercice corrigé 2-20 : Réluctance d'entrefer 

L introduction d'un entrefer dans un circuit magnétique revient à considérer, dans l'analogie 
électrique-magnétique, un morceau de tube d'induction d'air en série avec le tube de maté­
riau magnétique. 

Un entrefer de largeur e et de section Se a pour réluctance : 

(2.36) 

Dans le tore de même géométrie et avec le même matériau que dans le problème de base, on 
taille un entrefer étroit de largeur e = 1 cm. On suppose que l'entrefer perturbe un peu la 
canalisation des lignes de champ. En conséquence, la section du circuit magnétique dans 
l'entrefer est Se = 2 cm2

. On désire conserver un champ B = 0,6 T dans le noyau. La f.m.m. 
doit maintenant magnétiser deux réluctances en série : celle de l'entrefer et celle du tore. 

(a) Quelle est alors la valeur de B dans l'entrefer (conservation du flux de B) ? 

(b) Que vaut la réluctance de l'entrefer? 

(c) Calculer la f.m.m. Ee nécessaire pour magnétiser l'entrefer. C'est aussi la d.d.p. magné­
tique aux bornes de !'entrefer. 

(d) Recalculer la réluctance du tore (diminué de son cm d'entrefer) et la f.m.m. E' nécessaire 
pour magnétiser le tore. Comparer les ordres de grandeur des f.m.m. 

(e) Calculer la fmm globale Er. 

(f) Avec le même courant I et en augmentant le nombre de spires, calculer le nombre de 
spires. 
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(g) Calculer le champ H dans le matériau et dans l'entrefer. 

(h) Calculer les densités d'énergie stockée dans le matériau et dans l'entrefer, puis les énergies 
stockées en tenant compte des volumes 'Ô des matériaux mis en jeu. 

Correction : 

(a) On affectera de l'indice a (pour airgap) toutes les grandeurs dans l'entrefer. 

m = cce = BS = B S => B = B ~ = 0 6 ~ = 0 48 T 
't' aa a S ' 2 ' 

a 

10- 2 

(b) 9\a = -e- = 
6 4 

=39,7.107 H - l 
µ0Sa l , 26.1 o- .2.1 o-

On constate, dans cet exemple, que 1 cm d'entrefer a une réluctance supérieure de beau­
coup à celle du noyau. Lentrefer est un véritable« isolant » magnétique. 

(c) Appliquons la loi d'Hopkinson : Ea = 9\a<I> = 39, 7.106.96.10-6 = 3811 A 

(d) La réluctance est proportionnelle à la longueur. Donc, comme le fer est passé de 62 cm à 
6 1 cm, sa réluctance passe de 6,8.105 à 6,70. 105 H- 1

• La f.m.m. nécessaire passe de 65 à 
64A. 

(e) Ey = 64 + 3 81 1 = 3 875 A. La f.m.m. sert principalement à magnétiser l'entrefer. 

(f) Les 500 spires parcourues par les 0,13 A magnétisent le fer. Il faut N'I = 3 8 11 A, soit 
N ' = 29 300 spires pour magnétiser le tout petit entrefer. 

(g) H est inchangé: 106 A/m. H a = ~ = 381 kA / m. 
µo 

Ha est très supérieur à H . Le matériau de par sa forte perméabilité ne demande presque 
pas d'excitation magnétique pour sa magnétisation. 

(h) Les densités d'énergie sont également très différentes : 

1 3 1 3 
f =-BH= 0,5 .0,6.106=31,8]/m ; fa =-BaH a =0,5.0,48.381000=91,4kJ/m 

2 2 
La densité d'énergie dans l'entrefer est considérable. On voit ici l' intérêt de la structure 
du circuit magnétique : conduire le flux magnétique grâce au matériau perméable, afin 
de stocker l'énergie « utilisable » vers l'entrefer. 

Les énergies sont dans un rapport moindre, car le volume d'entrefer est petit. 

'Ôa = Sae = 2cm3
; W =fa-ôa =91400.2. 10- 6 =0, 18 J 

'Ô = S.R= l,6.61 = 97,6cm3
; W = f.'ô- = 31,8.97,6.10-6 = 3 mJ 

L entrefer contient néanmoins soixante fois plus d'énergie que le fer. 

2.5.2.2 Réseaux de perméances parallèles. Perméance de fuites 

On considère une bobine sans entrefer. Mais on désire maintenant prendre en compte ses 
fuites. I.:érude qualitative précédente a montré que les fuites tendent à se localiser au voisinage 
du bobinage. 

Le circuit magnétique équivalent peut être décomposé en deux branches en parallèle. Lune 
est la branche principale. Le flux dans sa section est <pm (m pour « magnétisant »). I.:autre est 
la branche de fuites. Le flux dans sa section est <j)f· 
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Les deux branches sont excitées par la f.m.m. E. Les perméances des deux branches équivalent 
à une perméance égale à leur somme. 

<pm 

9t, € = N.I t 

Figure 2.42 Réseau de perméances parallèles 

La loi d'Hopkinson est traduite en perméances par: 

Le problème reste entier quant à la connaissance de P f. Le calcul de cette perméance n'est 
vraiment accessible, précisément, que par le calcul numérique. 

2.5.2.3 Source de flux dans un circuit magnétique 

Nous avons rencontré les sources de f.m.m. qui jouent le rôle de sources de Thévenin pour les 
circuits magnétiques. La source de Norton est la source de flux. Un aimant permanent joue 
le rôle d'une source de flux. Dans le réseau de perméances, un aimant (source« imparfaite») 
est représenté par une source de flux parfaite en parallèle avec une perméance de fuites. 

2.5.3 l'inductance propre, de la physique à l'électrotechnique 
I..: inductance est un paramètre de couplage entre électricité et magnétisme, comme la capacité 
est un coefficient de couplage entre électrostatique et électricité. Linductance est un para­
mètre de circuit électrique, prenant en compte les propriétés du composant électromagné­
tique qui constitue la bobine : 

• du point de vue électrique, par le nombre de spires ; 

• du point de vue magnétique, par les propriétés du matériau (géométrie et perméabilité) . 

I..:inductance propre d'une bobine L est défin ie, en physique, par le quotient du flux total 
\jf = N<p qui traverse les N spires et du courant I qui parcourt les conducteurs. 

On doit bien différencier le flux <p dans la section du circuit magnétique du flux \jf dans les N 
spires de la bobine. 

La relation de proportionnalité \jf = L.I ne pose pas de problème en physique, mais en élec­
trotechnique, elle n'a vraiment de sens que si le circuit magnétique est linéaire. 

En effet, considérons la courbe B(H ) du matériau constituant le noyau de la bobine. 

Linduction B est proportionnelle au flux <p et aussi au flux \jf, le champ H est proportionnel 
à la f.m.m. N I, donc au courant I. La courbe B(H ) est une image de la courbe \j/(I). La 
première est une caractéristique magnétique du noyau, la seconde une caractéristique électro­
magnétique de la bobine. 
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Sur la caractéristique électromagnétique de la bobine, on peut sélectionner trois zones de 
fonctionnement (Figure 2.43) : 

• la zone linéaire dans laquelle le Aux \jl et le courant 1 sont proportionnels. L'inductance est 
le coefficient de proportionnalité constant ; 

• la zone de saturation où \jl est (pratiquement) constant quel que soit le courant ; 

• le coude de saturation où la caractéristique s'incurve. 

'I' proportionnel à B 
Zone 

de 

.=· ·. .-" saturation 

Coude de saturation 

1 proportionnel à H 

Figure 2.43 Courbe 'l'(I), zone linéaire, zone de saturation 

Dans ces deux dernières zones, le Aux et le courant ne sont pas proportionnels. Si l'on veut 
continuer à définir l' inductance par L = \j.f II , on doit le faire en chaque point. L'i nductance L 
diminue lorsque 1 augmente. 

Les systèmes électrotechniques fonctionnent le plus souvent au coude de saturation. Dans la 
zone linéaire, le flux est trop faible, et dans la zone de saturation, le flux n'augmente plus (ou 
plus assez) pour une dépense de courant accrue. Il y a alors gaspillage d'énergie et accroisse­
ment des pertes par effet Joule. 

2.5.3. l Relation entre inductance propre, réluctance et perméance 

Avec les réserves précédentes, on peut obtenir, de la relation d'Hopkinson et de la définition 
de l'inductance, une relation usuelle en électrotechnique : 

2 

E =NI= 9t<p ; \jl = N<p; L = 'l' = N<p = N.NI ~ L = ~ = N 2P (2.37) 
1 1 I.9t 9t 

Cette relation explique que perméance et inductance aient la même unité: le henry (H). 

2.5.3.2 Exercice avec réponses 2-21 : Circuits magnétiques. Influence 
de la saturation du matériau sur l'inductance propre 

Un circuit magnétique torique, sans entrefer, a les caractéristiques géométriques et magné­
tiques suivantes : 

• section constante S = 12 cm 2
, longueur moyenne .e = 95cm; 

• nombre de spires de la bobine d'excitation N = 750, courant continu I ; 

• le matériau est saturable, et la courbe H(B) du matériau est donnée par son équation poly­

nomiale: H=100B + 200B4 +10B6 (pourB<l,8T). 

(a) Pour trois valeurs de B (0,2 T, 1 T et 1,8 T), calculer le flux <p, le champ H, la f.m.m. E, 

la réluctance 9t, l' inductance propre L et le courant 1. 
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(b) Lorsque B augmente, le matériau magnétique se sature. Commenter la variation de la 
réluctance et de la f.m.m. nécessaire pour magnétiser le circuit magnétique. Commenter 
la variation de l'inductance de la bobine. 

Réponses: 

(a) 

B(T) Flux (Wb) H {A/m) f.m.m. (A) Réluctance (u.S.I.) Inductance (H) Courant (A) 

0,2 2,40E- 04 20 19 8,04E + 04 6,99 0,026 

1 l,20E- 03 3 10 295 2,45E + 05 2,29 0,39 

1,8 2,16E- 03 2 620 2 489 l,15E+06 0,49 3,3 

(b) Avec la saturation magnétique, la réluctance du noyau augmente beaucoup. 

Linductance diminue beaucoup. Le courant de magnétisation (et les pertes Joule asso­
ciées) augmente aussi. 

Par réciprocité, si le courant prend une valeur élevée (démarrage, court-circuit), la valeur 
de l' inductance de la bobine s'effondre. 

2.5.3.3 Inductance magnétisante et inductance de fuites 

En pratique, le substantif« inductance » est souvent accompagné d'un qualificatif: « magné­
tisante », « principale », « de fuites », qu'il nous faut préciser maintenant. 

Lorsque la perméance peut être décomposée en deux parties en parallèle: 

• une partie principale, confondue en général avec le tube d'induction magnétique utile, la 
perméance principale ou magnétisante Pm ; 

• une autre partie incluant les tubes de fuites , la perméance de fuites Pr' 

• la perméance équivalente est la somme des perméances en parallèle, et l'inductance de la 
bobine est alors donnée par une somme selon : 

P=Pm +Pr; L=N2 .P=N2 .Pm +N2 .Pr =Lm +Lr 

(2.38) 

On peut donc, au moins sur le papier, décomposer une inductance en deux parties : Lm est 
l'inductance principale ou magnétisante, et Lrest l'inductance de fuites. 

2.5.3.4 Exercice avec réponses 2-22 : Calcul d'une bobine par voie analytique 

Une bobine est constituée d'un noyau torique de longueur moyenne R = 100 cm et de section 
constante S = 2 crn2

• Lexcitation est réalisée par N = 100 spires parcourues par 1 = 1 A. 
Le calcul est conduit dans l'hypothèse des circuits magnétiques filiformes. 

Première partie 

Le point de fonctionnement du rnatenau se place dans la zone linéaire (perméabilité 
constante). Linduction magnétique vaut B = 500 mT. Le circuit m agnétique est parfait. 

(a) Calculer la f.rn.rn. 

(b) Calculer le flux dans une section <pet le flux total \jf. 

(c) Calculer la réluctance et la perméance du circuit magnétique. 

(d) Calculer l'inductance de la bobine. 



(/) 

<lJ 

0 
'­
>­w 
<;j" 
T"-l 
0 
N 

@ 
.µ 
..c 
Ol 
ï::: 
>­
Cl. 
0 
u 

148 1 Les lois physiques de l'électromagnétisme 

Réponses: 

(a) E = 100 A. 

(b) <p=O,lmWb;\j/=lOmWb. 

(c) 9\ = l06 H- 1 ; R= 1 µH. 

(d) L= 10 mH. 

Deuxième partie : Saturation magnétique 

On désire augmenter l'inductance et, pour cela, on bobine 1 000 spires (N') au lieu de 100. 
Linductance étant proportionnelle au nombre de spires au carré, on pourrait espérer multi­
plier l'inductance par 1 OO et atteindre 1 H. 

(a) Calculer la f.m.m. E'. 

(b) Si B obéissait au principe de superposition, B vaudrait 5 T. En pratique, dans notre 
exemple, l'induction mesurée est B = 1,5 T. Le point de fonctionnement du matériau se 
place dans la zone de saturation. Calculer le flux dans une section cp' et le flux total \j/' . 

(c) Calculer la réluctance 9\'. 

(d) Calculer l'inductance L. 

Réponses: 

(a) E' = N'I = 1 000 A. 

(b) <p' = 0,3 m Wb ; \jf' = 300 m Wb. 

(c) 9\'=3,33.106H- 1. 

(d) L = 0,3 H. La saturation magnétique empêche d'atteindre ainsi l'inductance souhaitée. 

Troisième partie : Entrefer 

On revient aux données de la partie A, mais maintenant on ouvre le tore sur une longueur de 
1 mm très faible par rapport à sa longueur pour créer un entrefer. 

Le circuit magnétique reste parfait, car le contournement de ce petit entrefer reste faible. On 
désire conserver les mêmes valeurs des champs (0,5 T dans le fer et dans l'entrefer). Mais la 
f.m.m. doit augmenter, car il faut maintenant magnétiser l'entrefer. 

(a) Calculer la réluctance de l'entrefer 9\e· 

(b) Calculer N", nombre de spires à bobiner, si l'on conserve la valeur de l' intensité du 
courant 1 A. 

(c) Calculer la nouvelle inductance L'. 

Réponses: 

(a) 9\e = 4.(106 )H- 1
. 

(b) N" = 500. 

(c) L" = 50 mH. 

2.5.3.5 Exercice avec correction 2-23 : Influence du nombre de spires 
sur les pertes Joule. Entrefer antisaturation 

Une bobine est construite avec un circuit magnétique torique dont la section est S = 10 cm2 et la 

longueur R = 0,8 m. On désire que l'induction magnétique dans le noyau soit B = 1,2 T lorsqu'un 
courant continu I parcourt les N spires. La perméabilité relative du noyau est µr = 1 600. 
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(a) Calculer 

- le flux magnétique cp, 

- la réluctance 9\, 

- la force magnétomotrice ê. 

(b) Calculer le courant 1 dans deux cas : N 1 = 250 et N 2 = 1 000. 

(c) Calculer l'inductance dans ces deux cas. 

(d) Afin de comparer les deux solutions, on considère la résistance électrique du fil de la 
bobine. La résistivité du cuivre vaut p = 2.10-8 u.S.I. La longueur d'une spire est x = 
13 cm. Formule de la résistance éleccrique : R = p.x/s. 

- Calculer la résistance d'une spire dans chacun des deux cas. 

- cas 1 : section du fil s1 = 0,5 mm2 ; 

- cas 2: section du fil s1 = 0,2 mm2
• 

- Calculer la résistance de la bobine dans chacun des deux cas. 

- Calculer la puissance dissipée par effet Joule dans cette bobine. Conclusions. 

- Vérifier que le périmètre du noyau (prendre comme valeur du périmètre, comme 
approximation, la longueur moyenne d'une ligne de champ) permet de loger toutes 
les spires (cas N = 1 000). 

(e) Dans la même géométrie, on taille un entrefer étroit dans le circuit magnétique, pour 
augmenter la réluctance du circuit magnétique global afin de faire passer l'inductance 
propre de la valeur correspondant au cas 2 (1 000 spires) à la valeur du cas 1 (250 spires). 
On néglige la variation de longueur du fer qui reste 80 cm. La section du circuit magné­
tique dans l'entrefer est inchangée (10 cm2). 

- Quelle est la valeur de la réluctance globale de la bobine avec entrefer ? 

- Quelle doit être la longueur de l' entrefere ? 

- Avec la f.m.m. ê, calculer la nouvelle valeur du flux cp', puis celle de B'. Conclure 

Correction : 

(a) cp = BS = 1,2.10.10- 4 = 1,2 mWb ; 9\ =-1 -~ = 3,97.105 H - 1 
ê = 9\cp = 476 A 

µr.µO S 
(b) Cas 1 : 11 = e/N1 = 1,9 A; Cas 2: 12 = e/N2 = 0,47 A. 

2502 N 2 10002 
6 H L2 = - 2 = 

5 
= 2, 5 H 5 = 0,1 ; 

3,97 .10 9\ 3,97.10 

X X 
(d) R 1 =p-=5,2m.Q; R 2 =p-=13m.Q 

s1 s2 

Rbobi = 250.5,2 = 1 300 m.Q = 1,3 .Q ; Rb
0
b2 = 1000.13 = 13 000 m.Q = 13 .Q. 

Rbob1J21=4,7 W; ~ob2J22 = 2,9 W 

La solution 2 avec moins de courant et plus de spires engendre moins de pertes Joule. 
Elle est préférable. 

Les 250 spires de forte section (s1 = 0,5 mm2) ont un rayon r1 = ~ = 0,4 mm, soit 
un diamètre cp1 = 0,8 mm. Sur une longueur moyenne du circuit magétique (800 mm), 
on peut placer côte à côte 800/0,8 = 1 000 spires, nombre supérieur à 250. 
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Les 1 000 spires de faible section (s2 = 0,2 mm2
) ont un rayon r2 = ~ = 0, 25 mm, 

soit un diamètre <p1 = 0,5 mm. Sur une longueur moyenne du circuit magnétique 
(800 mm), on peut placer côte à côte 800/0,5 = 1 600 spires, nombre supérieur à 1 000. 
Les deux solutions sont possibles. 

(e) Il faut écrire : 

L - N / 
2 -

9\+9\e 

2 
m m Nz 6 - 1 =L1 :::::} .:ii+ne = - = 6, 25.10 H 

LI 

Or 9\ :::: 400000:::::} 9\e = 5,8.106 H - 1 = _e_ :::::} e = 7 mm environ 
µos 

Avec E = 476 A, la loi d'Hopkinson donne <p' = 77 µWb au lieu de 1 200 µWb. 

Linduction B' vaut alors 0,08 T. Le point de fonctionnement s'éloigne de la saturation. 
Lentrefer joue alors le rôle d'un dispositif antisaturation. 

2.5.3.6 Exercice corrigé 2-24 : Bobine dont le circuit magnétique est cuirassé. 
Résultats du calcul numérique 

Dans cette application, on désire illustrer les notions d'inductance de fuite et d'énergie 
stockée. Le calcul est réalisé par un logiciel de calcul de champ numérique et l'application des 
lois locales . 

En pratique, une bobine est constituée le plus souvent d'un circuit magnétique que l'on 
qualifie de cuirassé (Figure 2.44). Le bobinage prend place autour de la partie centrale, dans 
deux fenêtres de bobinage. La structure a alors une bonne résistance aux agressions méca­
niques extérieures et elle présente moins de fui tes magnétiques. 

Circuit 
magnétique 

Joint des tôles 
en « E » et en « 1 » 

Bobinage ----+---+-'-

Figure 2.44 Bobine cuirassée : vue de face, de dessus et de côté 

Le circuit magnétique est constitué de tôles minces isolées entre elles (circuit magnétique 
feuilleté), en forme de« E »et en forme de« I ». Nous précisons plus loin le rôle du feuilletage. 
Les joints entre les tôles jouent aussi le rôle d'entrefer antisaturation (Figure 2.45). 

Tôle en «E» 

Tôle en «I» 

~------- Fenêtres de 
·- ---Bobinage 

Figure 2.45 Assemblage des tôles et lignes de champ 
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Géométrie du circuit magnétique et réluctances (Figure 2.46) : 

R 
• une branche centrale de section Sbc =S et longueur Rbc' réluctance 9\bc = ~ ; 

µS 
• deux parties latérales de section Siar = S/2 et de longueur R Iar chacune (réluctance 

m _ f lar ) p ' p _ S J\lar - . ermeance lar - µ--. 
µ(S / 2) 2f lar 

L ensemble des deux perméances des parties latérales du circuit magnétique en parallèle équi­
vaut à une perméance Peqv = 2.Plar· 

Les deux branches latérales sont donc équivalentes à une seule branche de section S égale à la 
section de la partie centrale. 

La réluctance globale du circuit magnétique est donc 9\ = 9\bc + 9\lar . 
2 

Le schéma équivalent du circuit magnétique en réluctance est donc donné par la Figure 2.46. 

Le circuit magnétique équivalent a pour section S, section de la partie centrale. 

La ligne moyenne équivalente est représentée sur la Figure 2.46 en pointillé. 

! 
9llat 

Ligne moyenne 
équivalente 

\ 

h 

3b 

B{T) 

Hcoude_sat 

Figure 2.46 De gauche à droite : le réseau de réluctances, la géométrie 
et la caractéristique magnétique idéalisée en deux segments 

1 

H{kAym) 

Dans ce problème, b = 16 mm, h = 82 mm. Lépaisseur du circuit magnétique est c = 19 mm. 
Une fenêtre de bobinage a pour largeur b, et hauteur h - 2b = 50 mm. La longueur moyenne 
équivalente du circuit magnétique est 4b + 2(h - b) = 2h + 2b = 196 mm. La section du 
circuit magnétique équivalent est S = c.2.b = 19.2.16 = 608 mm2

• 

Résultats du calcul numérique : 

Le logiciel donne la répartition de l'énergie magnétique stockée dans le circuit magnétique, 
dans les fenêtres de bobinage et dans l'air autour de la bobine. L ensemble de ce volume est le 
« domaine d'étude ». Il en déduit, par calcul intégral, l'inductance de la bobine . 

Le tableau suivant donne, pour deux niveaux d'excitation : 

• l'énergie dans la totalité du domaine ainsi défini, Eror' et dans l'air et les bobinages Ea; 

• l'inductance totale (magnétisante+ fuites) . 

Questions: 

(a) Montrer que l'évolution de l' inductance totale en fonction de l'excitation est conforme 
aux résultats précédents. 

Comment évolue le rapport E/Erorale ? 
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(b) À partir de l'énergie stockée Ea, déterminer l'inductance de fuites Lf par Ea = 1/2LfÎ2
• 

Cette formule est applicable, car les fuites magnétiques sont localisées dans des milieux 
non saturables (air et bobinages non magnétiques). 

(c) Montrer que pour le problème 2, l'énergie n'est pas donnée par 1/2Ll2. 

Problème 1 2 

Courant dans une spire (A) 0,029 2,9 

Induction dans le noyau (T) 0,25 1,6 

Zone linéaire Saturacion 

E totale (mJ) 0,072 21 ,l 

Ea (µJ) 0,0 10 150 

Inductance (mH) 168 10,6 

Réponses: 

(a) L diminue avec l'excitation ; le rapport entre énergie dans les fuites et énergie totale 
augmente. 

(b) Inductances 

Courant (A) 0,029 2,9 

Énergie totale Ü) 7,20.10-S 2, 11.10-2 

L(H) 0,171 0,0106 

Énergie air m 1,00. 10-8 1,50. 10-4 

Lf{H ) 2,4.10-5 3,57. 10-5 

(c) Pour le problème 2, 1/2LI2 = 4,6.10-2 J. Cette formule donne plus du double de la valeur 
(plus proche de la réalité) donnée par le calcul numérique. 

Nous verrons plus loin la relation donnant l'énergie dans le cas de la non-linéarité du 
noyau magnétique (Chapitre 2, § 12-2-3). 

2.5.3.7 Exercice corrigé 2-25 : Flux mutuels, inductance mutuelle 

Une bobine 1, parcourue par le courant i" crée un flux magnétique <p 1 dans le circuit magné­

tique de réluctance 9\ (supposé non saturé). Ce flux est orienté dans le sens face sud -7 face 
nord. Le tire-bouchon progresse en tournant dans le sens de i1 de la face sud à la face nord 
(Figure 2.47) . 

Bobine à N1 spires 
parcourues 

par le courant i1 

s~---~ 

Figure 2.47 Flux mutuels 

Bobine à N2 spires 
orientées 

Sens d'orientation 
de la bobine 2 
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La bobine 2, qui n'est a priori parcourue par aucun courant, est néanmoins orientée ainsi: on 
choisit un sens positif pour décrire les spires de cette bobine. Une fois ce sens choisi, on 
obtient le sens d'orientation de la bobine par la progression du tire-bouchon. 

Le flux total dans la bobine 1 est \j/1 = N1·4>1 = L1i1 avec L1 = N~ /9\. 

Le flux qui excite la bobine 2 à N 2 spires est un flux mutuel. 

(a) Exprimer le flux total dans la bobine 2, \j/2, en fonction de <Pi et N 2, compté positif si le 
sens d'orientation de la bobine 2 est le même que celui du flux (comme sur la Figure). 

(b) Montrer que \j/2 est proportionnel à i1• 

(c) On appelle« inductance mutuelle entre les bobines 1 et 2 » le rapport M = '.2 . Exprimer 
11 

M en fonction de la réluctance et des nombres de spires. Le signe de M dépend du sens 
d'orientation de la bobine 2. Il est ici positif. 

(d) A.N. N 1 =100; N 2 = 50, 9\ = 5.105 H-1
• Calculer L1, L2 et M. Vérifier que M 2 = L1L2. 

(e) Déterminer l' inductance mutuelle si l'on inverse le sens d'orientation de la bobine 2. 

Correction : 

(a) \j/2 = N 2<P1 

N 1 N 1 . 
(b) \j/2 =- \j/1 =-L111 

NI NI 

(c) Linductance mutuelle (entre les bobines 1 et 2) est M = '.2 . 
11 

(d) M=N2.N1 = 50.lOO = O,OlH; L1 =N~ = 002H· L
2

= N ; = 0005H 
9\ 5.105 9\ , , 9\ ' 

(e) M =-10 mH. 

2.5.4 Relation flux totaux-courants 

(2 .39) 

(2.40) 

Plus généralement, on obtient alors une expression matricielle générale reliant les flux totaux 
aux courants qui les génèrent, dans l'hypothèse de la linéarité magnétique (réluctance constante) 
pour que l'on puisse superposer (additionner ou soustraire) les flux ou les inductions. 

Dans le cas où 9\c désigne la réluctance de couplage du circuit magnétique excité par deux 
bobinages, les inductances propres et mutuelles sont données par : 

La relation matricielle entre flux totaux et courants s'écrit : 

(2.41) 
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• M est l' inductance mutuelle des bobinages. 

• On remarque que la matrice est symétrique. 

• Si les inductances propres sont toujours positives, le signe d'une inductance mutuelle 
dépend, en revanche, des conventions de signes choisies pour l'exprimer, ou des sens 
d 'enroulement des bobinages. 

Remarques 

Si le matériau n'est pas linéaire, les relations de définition des inductances restent les mêmes, 
mais la réluctance 9\c dépend simultanément des deux courants 11 et Iz, et la loi de dépen­
dance n'est pas connue. La relation flux-courant n'est plus linéaire. 

En pratique, la notion de mutuelle n'est donc utilisable simplement que dans l'hypothèse de 
la linéarité magnétique. La notion de mutuelle, par ailleurs séduisante, atteint ici sa limite. 

La relation matricielle obtenue avec deux courants est généralisable à un nombre quelconque 
de courants. 

En composant les relations des inductances, on obtient : Mz = L1 .Lz :::::} M = ~L1 .Lz. 

En présence de fuites magnétiques, le flux de couplage est inférieur en valeur absolue aux flux 

<p 1 et <pz. La relation devient: M = K~L1 .Lz ; K < 1. 

Le coefficient K est le coefficient de couplage des deux bobinages. 

2.5.4. l Exercice corrigé 2-26 : Mutuelle dans une bobine à deux enroulements 
présentant des fuites 

On considère le circuit magnétique suivant (Figure 2.48). Il comprend un noyau magnétique 
sans entrefer à trois branches [1 ], [2], [3], comprises entre deux nœuds magnétiques, que l'on 
place sur les lignes moyennes. Ce noyau est excité conjointement par deux bobinages 
parcourus par des courants continus. La branche centrale [3] joue le rôle d 'un tube de flux de 
fuites dont la réluctance serait connue précisément. 

On fait le choix d 'orienter le flux <p1 dans la branche [1] dans le sens sud-nord du bobinage 
[1], en faisant comme si le bobinage [1] était alimenté seul. On fair de même pour la branche 
[2] vis-à-vis du flux <pz. Les sens des flux 1 et 2 sont donc imposés, une fois pour toutes, par 
cette convention. 

. ........... . ... ···• 

Figure 2.48 Circuits magnétiques couplés 

Dans la branche 3, le sens est choisi arbitrairement, car la branche [3] ne porte pas de bobi­
nage propre. 

On se place dans l'hypothèse d 'un circuit magnétique linéaire. La perméabilité relative du 
matériau (par rapport à l'air) est constante. Dans ce problèm e, chaque branche a la même 
réluctance qui vaut 9\ = 5. 105 H- 1• N 1 = 250 ; N z = 50. 
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Le schéma équivalent du circuit est donc (Figure 2.49): 

M 

N 

Figure 2.49 Circuits magnétiques couplés. Réseau de perméances 

Le théorème de Millman, théorème des réseaux électriques, transposable aux circuits magné­
tiques par l'analogie électrique-magnétique, permet de calculer littéralement 'ÔM - 'ÔN, 

d.d.p.magnétique entre Met N. 

E1 0 E2 -+- + -
9\ 9\ 9\ 

t}M - 'ÔN = 1 1 1 = 9\<p3 = E1 - 9\<pl = E2 - 9\<p2 
-+-+-
9\ 9\ 9\ 

(a) En déduire les flux dans les deux branches latérales, en fonction des f.m.m., par la loi 
d'Hopkinson. 

(b) Exprimer les flux totaux \j/ dans les deux bobinages, en fonction des courants. 

(c) D éterminer les inductances propres et mutuelles ainsi que le coefficient de couplage K. 

Correction : 

(c) En identifiant chaque terme avec les inductances (relation flux-courants), on obtient : 

LI= 2N~ . M = 
39\ ) 

N 1N 212 • L 2N~ 
39\ ) 2 - 39\ 

L1 = 83 mH, L2 = 3,3 mH et M = -8,3 mH ; K = IMI I ~L1L 2 = 0,5. 

Le coefficient de couplage est faible pour ce système dont les fuites sont importantes. 

2.6 Les modifications des lois intégrales 
de circulation en régime dynamique 

Les lois intégrales en régime dynamique. L'électromagnétisme 

• En régime variable, l'expérience montre que l'on doit modifier les lois concernant les 
circulations des champs d 'excitation. 

• En revanche, il n'y a pas de m odification des lois de flux de D (loi de Gauss) et de B (flux 
conservatif). 
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• Il y a couplage « croisé » entre les champs électriques (on ne dira plus « électrostatiques » 
mais seulement « électriques »), d'une part, et entre les champs magnétiques (on ne dira 
plus« magnétostatiques »), d'autre part. 

• Électrostatique et magnétostatique étaient des domaines séparés de la physique. En régime 
dynamique, on entre alors dans le domaine de l'électromagnétisme. 

Objectifs 

• Induction électromagnétique. Loi de Faraday et loi de Lenz. 

• Force électromotrice d'induction. 

• Courants induits, courants de Foucault. 

• Auto-induction. 

• Étude d'un circuit magnétique en régime variable. 

• Le théorème d'Ampère en régime dynamique. Courants de déplacement de Maxwell. 

• Introduction à la propagation d'ondes électromagnétiques. 

2.6.1 Linduction électromagnétique 
Le phénomène d'induction électromagnétique a été découvert en 1831 par Michael Faraday. 

2.6.1.1 Expérience de Faraday. Induction électromagnétique 

Lorsqu'on déplace un aimant au voisinage d'une bobine reliée à un microvolrmètre, celui-ci 
détecte une tension (Figure 2.50) . Cette tension est appelée tension « induire». C'est de là 
que vient le nom d'induction électromagnétique. Si l'on ferme le circuit en reliant les bornes 
de la bobine à une faible résistance, la tension induite devient une fo rce électromotrice induite 
qui met en mouvement les charges électriques du circuit. Il apparaît dans ce circuit un courant 
« induit » qui persiste tant que dure le mouvement de l'aimant. 

Il y a là une conversion de l'énergie mécanique fournie par l'opérateur en énergie électrique. 

Courant induit 

:ens du mou•~meot 1 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \+\ \ \ \ \ \ \ m R 

Figure 2.50 Courant induit dans une bobine (vue de dessus) 

Le phénomène d'induction électromagnétique a beaucoup d'applications : production 
d'énergie électrique dans les al ternateurs, production d'énergie mécanique dans les moteurs à 
induction, transformateurs, chauffage par induction électromagnétique, détection des ondes 
électromagnétiques par une antenne .. . 

Il ne faut pas confondre le phénomène d'induction électromagnétique (couplage cham p 
magnétique-électrique) avec l' induction magnétique B, qui est un des quatre champs fo nda­
mentaux. 
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Explorons maintenant toutes les pistes de ce phénomène. Le phénomène d'induction électro­
magnétique est directement lié à la conversion d'énergie électrique-mécanique, et réciproque­
ment. C'est donc d'une situation expérimentale d'électromécanique, qu'il faut partir. Nous 
introduisons l'induction électromagnétique par un exercice corrigé. 

2.6.1.2 Exercice corrigé 2-27 : Les bases de la conversion réciproque 
énergie électrique-énergie mécanique 

Première partie : Conversion électromécanique 

Deux rails conducteurs sont reliés à une batterie d'accumulateurs, source de tension parfaite, 

dont la tension est appelée U 0. Un barreau conducteur, de longueur f, peut rouler sur les 
deux rails. Le tout est plongé dans un champ magnétique uniforme. Le champ B est ortho­
gonal au plan des rails, dirigé vers l'arrière du plan de la Figure 2.51. Lorsqu'un courant 
continu i parcourt le circuit fermé (batterie, rails, barreau), celui-ci se met en mouvement 
sous l'effet d'une force, dite « force de Laplace », dans la direction et le sens de celle-ci, à la 
vitesse v. Il y a transformation d'énergie (ou de puissance) électrique en énergie mécanique. 
Pour cette étude, on suppose que toutes les pertes par effet Joule dans les résistances des rails 
et du barreau sont négligées. En toute rigueur, on doit aussi négliger l'inductance L du 
système. 

Le plan de la Figure est le plan des rails. 

.. F 0 13 
~~--...... ---

Figure 2.51 Schéma de l'expérience des rails de Laplace 

Annexe 

Expression de la force de Laplace F exercée sur un conducteur électrique de longueur f , 
parcouru par un courant continu I et plongé dans un espace champ magnétique uniforme B. 
On suppose, comme dans pratiquement toutes les applications de l'électrotechnique, que le 
champ B et le conducteur sont orthogonaux. La loi de Laplace a été, historiquement, la 
première loi de l'électromécanique. 

Dans de telles conditions, le conducteur est soumis à un glisseur de résultante F = I.f.B 

(2.42), dont la direction est orthogonale au plan formé par le conducteur et le champ B. Le 
sens de la force est donné par la règle des trois doigts de la main droite (Figure 2.52). 

Figure 2.52 Règle de détermination du sens d'une force de Laplace 
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(a) Vérifier le sens de la force dans le cas particulier de l'expérience, exprimer son module 
ainsi que sa puissance instantanée Pméca· Égaler cette puissance à la puissance électrique 
fournie par la batterie et montrer que la puissance s'écrit sous forme d'un produit e.i, oùe 
est une tension. 

On appelle parfois encore cette tension e « force contre-électromotrice induite », mais ce 
terme tend à disparaître. On préfère aujourd'hui dire seulement « force électromotrice 
induite », même si ce terme est ambigu à cause du substantif« force ». Lexpresion de 
« tension induite » serait préférable, mais elle est moins employée. 

(b) Une autre expression de e. 

Lors de son déplacement, pendant un intervalle de temps élémentaire dt, le barreau se 
déplace de dx = v.dt et balaye une aire dS (Figure 2.53). Cette aire élémentaire multipliée 
par B donne la variation du flux magnétique dcp à travers le circuit (rails-barreau). 
Montrer que e apparaît comme la dérivée temporelle du flux <p. 

-dx = v.dt 

Figure 2.53 F.e.m. d'induction et variation de flux magnétique 

(c) Quel est le signe de e? Dans notre exemple, la f.e.m. e créerait un contre-courant i si elle 
agissait seule. En effet, si e créait un courant dans le sens dei, celui-ci s'ajoutant à i ampli­
fi erait la force F, donc la puissance. Il y aurait effet boule de neige (rétroaction positive) 
et à terme, à partir d'une énergie électrique finie, on obtiendrait une énergie mécanique 
infinie. C'est difficile à croire. 

Si on oriente le circuit électrique dans le sens positif de i, la f.e.m. algébrique est donc 
négative. Relier algébriquement e et la dérivée du flux. 

Correction : 

(a) 

(b) 

La force de Laplace est donnée par F = i . .f .B. Elle est appliquée au barreau qui se déplace. 
Il y a production d'un travail mécanique. Il y a donc transformation de puissance élec­
trique en puissance mécanique. 

Pméca = F.v = i . .t'.B.v = i.(v . .t'.B) = e.i = P élcc 

La batterie d'accumulateurs apporte la puissance U 0.i convertie en puissance électrique 
dans le barreau, où il apparaît une tension e. En multipliant cette tension pari, on obtient 
la puissance électrique dans le barreau qui va être convertie en puissance mécanique . 

On remarque que la f.e.m. e est une grandeur électrique et B une grandeur magnétique. 
Il y a donc couplage entre électricité et magnétisme, comme dans tous les régimes dyna­
miques. Ce que nous allons confirmer. 

dS = .t'.dx ; e = v . .t'.B = dx .f.B = .f.dx B =B. dS . B.dS apparaît comme le flux élémen-
dt dt dt 

taire dcp de B à travers la surface dS, balayée par le barreau dans son mouvement. 

La tension induite par le mouvement apparaît ici comme dcp/dt qui illustre encore une 
fois le couplage électromagnétique. 
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(c) La valeur algébrique de e est donc: e = -vRB = - dcp 
dt 

(2 .43) 

En effet, dans l'expérience telle qu'elle est décrite, la normale au circuit (rails + barreau) 
orientée par le tire-bouchon, progressant lorsqu'il tourne dans le sens de i, est dans le sens 
de B. Le flux algébrique est donc positif, car les vecteurs normale et B sont colinéaires et 
dans le même sens. Lorsque le circuit s'agrandit, par l'effet du déplacement, le flux 

augmente, dcp/dt >O. Donc si l'on veut traduire que e est négative, il faut que e = - d<p 
(Figure 2.54). dt 

dcp> 0 

Figure 2.54 Variation de flux algébrique 

Cette relation algébrique, montrée sur un exemple, est générale. 

Deuxième partie : Conversion d'énergie mécanique en énergie électrique. 
Réversibilité électromécanique 

Au lieu de la batterie d'accumulateurs, on place un simple fil (Figure 2.55) . Le barreau est mis 
en mouvement par une force f

0
P appliquée par un opérateur. Faraday constate l'apparition 

d'un courant « induit » dans le circuit, en sens inverse du précédent. 

Figure 2.55 Schéma de l'expérience de Faraday 

La puissance mécanique apportée par l'opérateur est transformée en puissance électrique et, 
comme le phénomène est exactement réciproque du précédent, il apparaît une f.e.m. dite 

f d,. d . ' l ' . d l' · · 11B dcp « .e.m. m uct10n e ectromagnenque », ont expression est aussi : e = -vt. =-dt . 
Cette f.e.m. tend à créer, dans le circuit fermé, un courant. Ce courant induit s'oppose, par 
ses effets propres, à la cause qui lui donne naissance. En effet, ce courant crée une force de 
Laplace en sens inverse de fop· 

Cette loi dite « de modération » est une des lois qui traversent tous les domaines de la 
physique. C'est une conséquence de la conservation de l'énergie. Dans le domaine de l' élec­
tromagnétisme, elle s'appelle « loi de Lenz ». 

Le système est réversible. Dans la même structure technologique, ici très simple, on peut 
obtenir une conversion d'énergie électrique-mécanique ou mécanique électrique. Cette 
propriété de« réversibilité électromécanique » est générale dans toutes les machines électriques. 
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160 1 Les lois physiques de l'électromagnétisme 

2.6.2 La loi de Faraday et la loi de Lenz 

Toute variation « temporelle » d'un flux magnétique au voisinage d'un conducteur électrique 
provoque l'apparition aux bornes de ce conducteur d'une tension induite v(t). (Loi de Faraday) 

Si le conducteur est intégré à un circuit électrique, la tension induite devient une force élec­
tromotrice induite e(t), qui engendre elle-même un courant induit i(t). Ce courant, par ses 
effets et son sens, s'oppose à la cause qui lui a donné naissance. (Loi de Lenz) 

Le phénomène fondamental est l'apparition de la tension induite. Le courant induit est un 
effet important, mais annexe. 

Comment fait-on varier le flux magnétique dans le circuit électrique ? 

• Par le mouvement. 

Le circuit électrique est mobile dans un champ magnétique fixe (expérience ci-dessus : rotor 
d'un moteur dans le champ d'un stator composé d'un aimant permanent .. . ). 

Le circuit est fixe et la source de champ est mobile (aimant mobile dans un alternateur 
synchrone, par exemple). 

Les deux phénomènes ensemble (moteur asynchrone ... ). 

• Par une tension variable. 

Le circuit électrique - le plus souvent, une bobine à N spires - est soumis à une tension 
variable. Le circuit est lui-même une source de champ magnétique variable. On dit que le 
circuit est le siège de l'auto-induction. On obtient alors une expression simple de la f. e.m. 
d'auto-induction, reliée au flux ou au courant i qui parcourt les spires. C haque spire est le 
siège d'une f.e.m. d'induction Les N spires ajoutent leur effet pour créer une f. e.m. globale : 

dcp 
e=-N-

dt 

d\j/ di 
N cp = \jf::::} e = -- = -L-

dt dt 

• Par induction mutuelle. 

dcp 
e=-N-

dt 

d\j/ di 
Ncp = \jf ::::} e = -- = -M-

dt dt 

2.6.2.1 Modification de la loi intégrale de la circulation de E 

La circulation d'un champ électrostatique sur un contour fermé (par exemple, une maille de 
circuit électrique) est nulle. La variation du potentiel électrostatique sur le contour est nulle. 

En régime dynamique, le champ électrique qui met en mouvement les charges du courant 
induit est d'une autre nature. On qualifie parfois ce champ électrique de« champ électromo­
teur». Sa circulation sur le contour fermé du circuit n'est pas nulle . 

La circulation du champ électrique (électromoteur) sur le circuit fermé est la force électromo­
trice induite. D 'après la loi de Faraday: 

Cr =~Ë.df =e=-dcp 
r dt 

(2.44) 

Cette relation montre encore le couplage électromagnétique : E est une grandeur électrique, 
cp une grandeur magnétique. 
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Remarque 

De même que la fo rce électromotrice est la circulation du champ d'excitation électrique E sur 
un circuit électrique, la force magnétomotrice est la circulation du champ d'excitation 
magnétique H sur un circuit magnétique. 

2.6.2.2 La loi d'Ohm généralisée 

Pour terminer l'étude de l' induction électromagnétique, il est d'usage à ce niveau du cours de 
donner le schéma équivalent d'un circuit contenant une f.e.m d'induction. 

Une branche d'un circuit électrique a sa propre résistance r. Par induction électromagnétique, 
par auto-induction ou par induction mutuelle, ou encore par ces phénomènes simultané­
ment, la branche est le siège d'une tension induite e. 

La loi d'Ohm généralisée, représentée par le schéma équivalent (Figure 2 .56) de la Figure 
s'exprime ainsi : e et i sont dans le même sens : 

u=r.i-e (2.45) 

Figure 2.56 Sché ma équiva lent traduisant la loi d'Ohm géné ralisée 

Remarque 

La loi d'Ohm généralisée et son schéma équivalent de branche associée sont tout à fait géné­
raux. Pour les retenir, il suffit de se rappeler que e = - N dcp/dt (ou e = - Ldi/dt ou e = - Mdi/ 
dt) est dans le même sens que le courant. 

2.6.2.3 Exercice corrigé 2-28 : Auto-induction. Expression de l'énergie stockée 
par une bobine 

Lauto-induction permet sur un exemple de démontrer la formule générale de l'énergie 
magnétique que nous avons utilisée jusqu'à présent. 

Soit une bobine constituée d'un circuit magnétique parfait de longueur moyenne f et de 
section S. Lorsqu'un courant variable i parcourt les N spires du bobinage, le circuit magné­
tique devient un champ magnétique H(t), B(t) . Le flux est une fonction du temps cp(t). Le 
volume de circuit magnétique est 'Ô . 

On suppose que l'on soumet une bobine à une tension u(t). Pour simplifier, on suppose que 
la bobine est de résistance négligeable. D 'après la loi de Faraday, la bobine est le siège d'une 
f.e.m. d'auto-induction e(t) reliée au courant i(t) . 

dcp dB 
u(t ) = -e(t) = N- = NS-

dt dt 

De plus, le théorème d'Ampère s'écrit ici, si la variation de u est lente (voir plus loin, la géné­
ralisation du théorème d'Ampère; Chapitre 2, § 12-4) : H (t)f = N i(t). 
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162 1 Les lois physiques de l'électromagnétisme 

(a) Exprimer la puissance p (t) électrique et l'énergie électrique reçue pendant dt. Cette 
énergie est stockée sous forme magnétique dont la densité est wem· 

(b) Égaler les deux expressions et en déduire wem· 

Correction: 

(a) p = u(t).i(t) = NS dB. H (t)f = H(t) dB Sf = H(t) dB~ 
dt N dt dt 

dWelec = p.dt = H( t) .dB.~= dWem = dw em .~ 

(b) La densité d'énergie magnétique élémentaire est: dwem = H.dB. 

Pour obtenir~ Wem' lors del' établissement ou de la variation de la tension dans la bobine, 
il faut intégrer : 

B2 

~ Wem = f H.dB.~ 
BI 

di i 2 

On peut comparer cette expression à p = u(t).i(t) = L(i) - .i::::} ~Wcm = f L(i).i.di. 
dt il 

1 LI2 
Si et seulement si le matériau est linéaire, on retrouve Wem (I ) = f Li.di = --. 

0 2 

2.6.3 La répartition d'un courant dans un conducteur 
en régime variable 

L'induction électromagnétique est à !'origine de phénomènes particuliers dans la matière. 

2.6.3.1 Leffet pelliculaire : effet de peau, ou skin effect 

Dans un conducteur électrique parcouru par un courant variable, les courants se répartissent 
principalement à la périphérie du conducteur, dans sa« peau ». Un conducteur massif a donc 
une résistance plus élevée en courant alternatif qu'en courant continu, donc plus de pertes par 
effet Joule. 

En régime variable sinusoïdal, à la pulsation Cù, l'épaisseur de peau est donnée par 8 = ~ 
v~ 

(2.46) (dans un métal de perméabilité magnétique absolue µ et de résistivité électrique p ). 

L'expression de l'épaisseur de peau ne peut être obtenue rigoureusement que par application 
des lois locales de Maxwell, mais on peut approcher ce phénomène par un raisonnement 
physique . 

Une spire de courant à l' intérieur d'un conducteur engendre un champ magnétique B plus 
intense à l'intérieur d'elle-même qu'à !'extérieur d'elle-même. Si ce courant (inducteur) est 
variable, le champ et le flux d'auto-induction qui en découlent, sont eux-mêmes variables. 
Ce flux engendre à son tour un courant induit qui s'oppose au courant inducteur (loi de 
Lenz). Comme le courant inducteur est un courant forcé, à l'équilibre, c'est le courant induit 
central qui est le plus atténué. Il y a donc une répartition du courant dissymétrique dans le 
conducteur. 

L'épaisseur de peau du cuivre à 50 Hz est de 9,4 mm. Elle est de 12 mm pour l'aluminium. 
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2.6.3.2 Courants de Foucault 

Ces courants sont induits dans toute masse métallique, donc conductrice, dans un champ magné­
tique variable. Nous reverrons leur importance dans les tôles des systèmes électrotechniques. 

2.6.3.3 Effets de proximité 

Dans deux conducteurs parcourus par le même courant instantané, le courant d'un fil tend à 
repousser par induction électromagnétique le courant de !'autre conducteur, et réciproque­
ment. La densité de courant est donc plus importante à la périphérie de chaque conducteur, 
la plus éloignée de l'autre. 

Figure 2.57 Effet de proximité dans deux conducteurs proches 

2.6.4 Le théorème d'Ampère en régime variable 
Maxwell a montré que la variation temporelle de l'induction électrique D était homogène à 
une densité de courant qu'il a appelée densité de courant « de déplacement », susceptible 
d'être à son tour une source de champ magnétique. 

Ces courants ne correspondent à aucun déplacement de charges électriques, mais néanmoins 
à une dissipation de puissance thermique. L'effet n'est visible que lorsque les variations de D 
sont rapides (en haute fréquence, par exemple) . 

2.6.4.1 Exercice corrigé 2-29: Courants de déplacement de Maxwell 

On considère un condensateur plan rempli de son d iélectrique. Ce condensateur est chargé 
par un courant variable de densité j(t). Or le diélectrique est un isolant. Q uelle est la nature 
particulière du courant qui traverse ce condensateur ? 

En fait, le champ d'induction électrique dans le condensateur est variable au cours du temps, 
et la densité de courant qui en résulte est la densité de courant de déplacement égale à dD/dt 
(2.47) . Ce que nous allons montrer . 

(a) Exprimer la densité d'énergie dans le d iélectrique et la densité de puissance Y. Il en résulte 
une densité de puissance échangée Y. 

(b) Comparer la loi de Joule locale obtenue avec la loi de Joule donnée plus haut : y = ).Ë· 
Conclusion. 

(c) Comparer la valeur crête densité de courant de déplacement dans le vide à 100 H z et à 
- - 6 1 GHz. E = E cos(Wt) ; E = 10 V/ m. Conclusion. 
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164 1 Les lois physiques de l'électromagnétisme 

Correction : 

(a) w es = _!_ E.D = _!_E.D2 ; Y= dw es =ED. dD 
2 2 dt dt 

(b) Y= dwes =ED. dD . D dD dD 
Or Y = J.E et E = - ; Donc j.E = E. - => j = -

dt dt E dt dt 

A A dD(t) A A 

E = Ecos(Wt) ; D = E0E = E0Ecos(Wt) => -- = -E0Ewsin(Wt) = j(t) = -j sin Wt 
dt 

~ A A 6 A -12 6 -6 
J=E0Ew; E=lO V/m: E0E=8,85. 10 .10 :::: 10 u.S.I. 

A 3 2 
à 100Hz,w=628rd/s; j :::: 0,7. 10- A / mm 

à 109Hz,w=6,28.109 rd /s; ] ::::7. 10+3A / mm2 

La densité de courant de déplacement n'a de valeur significative qu'en haute fréquence 
dans le domaine des ondes électromagnétiques (ondes hertziennes, micro-ondes ... ). Les 
courants de déplacement s'ajoutent alors aux courants réels dans le théorème d'Ampère. 

2.6.5 Pour aller plus loin : La propagation des champs électriques 
et magnétiques 

On reprend l'exemple du câble coaxial qui nous a servi plus haut à illustrer les équations 
intégrales. Un câble coaxial sert à transmettre des ondes de télévision ou à relier un générateur 
de signaux à un oscilloscope. Il est donc utilisé typiquement en régime variable. 

De par sa structure, il constitue un guide d'ondes, comme la fibre optique dans le domaine 
des ondes électromagnétiques lumineuses. Le problème est de dimension 1, alors qu'autour 
d'une antenne, par exemple, le problème est de dimension 3. 

Le problème de la propagation guidée dans un câble est en tout point identique à celui de la 
propagation d'un courant industriel le long d'une ligne. Seuls les domaines de fréquence sont 
différents. 

2.6.5.1 Exercice corrigé 2-30: Propagation guidée d'ondes électromagnétiques 
dans un câble coaxial 

On considère un câble coaxial rectil igne dont l'axe est zz' . 

Première partie : Équation de propagation 

À l'entrée du câble est injecté un signal électrique de forme quelconque, périodique ou non . 
Le câble transmet un champ électromagnétique, donc de l'énergie, le long de l'axe Oz. 
Celle-ci est reçue à l'autre extrémité du câble (Figure 2.58). 

e4( ) 
z'-------z 

Figure 2.58 Tronçon de câble de longueur dz et son schéma équivalent 
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On découpe le câble en tronçons de longueur élémentaire dz. 

La capacité linéique de câble est donnée par : I' = 27'E /ln(~~ } 

La capacité du tronçon élémentaire est notée C = I'dz. 

Linductance linéique du câble est donnée par : A= µo ln( Rl). 
27t Rl 

Linductance du tronçon élémentaire est notée L = Adz. 

On exprime les lois des nœuds et des mailles sur le tronçon. 

oi(z, t) oi(z, t) 
v(z,t)=vL +v(z+dz,t); vL =Adz ; v(z,t)-v(z+dz,t)=Adz--

Ot ot 
. . . . ov(z, t) . . ov(z, t) 
1(z, t) = •c + 1(z +dz, t) ; te = f'dz ; t(z, t)-1(z + dz, t) = f'dz---

ot ot 
Relation de développement limité au premier ordre : 

ov(z, t) oi(z, t) 
v(z, t)- v(z + dz, t) = - dz et i(z, t)- i(z + dz, t) = - dz 

oz oz 

On obtient ainsi deux équations avec les variables v, i, t et z entremêlées, caractéristiques des 
phénomènes ondulatoires qui ont un caractère spatio-temporel. 

_ ov(z, t) = A oi(z, t) ; _ oi(z, t) = T' ov(z, t) 
oz Ot oz Ot 

Afin d'éliminer une des grandeurs tension ou courant, on dérive partiellement chacune des 
équations. On obtient deux expressions que l'on identifie. 

_ ov(z, t) =A oi(z, r)::::} _ o
2
v(z, r) =A o

2
i(z, r) 

oz or ozot ot2 

- oi(z, t) = r Ov(z, t) ::::} - o
2
i(z, t) = r a2

v(z, t) 

oz Ot oz 2 OtOZ 

o
2
v(z, t) =-A o

2
i(z, t) = _ _!_ o

2
i(z, t)::::} o

2
i(z, t) = f'.A. o

2
i(z, t) 

ozot Ot2 r oz2 oz2 ot2 

Cette équation différentielle du second ordre (aux dérivées partielles) des deux variables 
temps et espace constitue une équation de propagation. Elle est très générale. On retrouve 
une équation similaire pour la propagation du son, par exemple. 

Le terme 1.A est homogène à une vitesse. Pour la propagation d'une onde, il vaut mieux 
utiliser le terme adéquat : « célérité» . 

A= µo ln( Rl); 1 = 27tE /ln( Rl) ::::} AT= µ0E. 
2n Rl Rl 

(a) Vérifier que si E = E0, le produit A.T' est égal à l'inverse du carré de la célérité de la lumière 
dans le vide : c0 = 3. 108 mis. 

Correction : 

(a) On peut, par exemple, montrer que E0.µ0.c2 = 1. 

Avec E0 = 8,85.10-12 Flm, µ0 = 1,26. 10-6 Hlm et c = 3.108 mis. 
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Deuxième partie : Solution de /'équation de propagation 

1 d 2 i(z, t) 
2 . 

c 
ou 

1 d2 v(z, t) 
2 . 

c 

La solution de cette équation est tout à fait générale. Le câble transmet des ondes sinu­
soïdales, triangulaires, rectangulaires, des impulsions, etc. 

Considérons néanmoins ici une onde de forme sinusoïdale. 

La source d 'énergie à l entrée du câble ou de la ligne produit à z = 0 un signal de courant 
de forme i(O,t) = lmaxsincot. 

(b) Montrer que la fonction i(z,t) = Imax (sin ( COt- Kz) + sin( COt + Kz)) est solution. 

Relier K à CO etc. Exprimer v(t). 

Le paramètre CO est la pulsation temporelle de l'onde liée à la fréquence et à la période 
27t f 

temporelle par : co = - = -
T 2n 

Le paramètre K est la pulsation spatiale de l'onde, liée, elle aussi, à une période spatiale, 

la longueur d 'onde À, par K = 
2
; . 

Correction : 

(b) i(z, t)= lmax(sin(COt - Kz)+sin(COt + Kz)) 

dv(z, t) di(z, t) 
- =A =Almaxco(cos (COt - Kz)+ cos(COt+ Kz)) 

dz dt 

-v(z, t) = Al maxco(-
1
- sin (COt - Kz)+ 2_ sin (cot + Kz) ) 

- 1( 1( 

CO 
v(z, t ) = Al max - (sin (cot - Kz) - sin (cot + Kz)) 

1( 

A: =A~ =Ac =AŒ =)% 
c 

Signification des deux fonctions. lmax(sin(cot - Kz) et l maxsin(cot+Kz)). 

Le premier terme correspond à une onde « directe » se propageant dans le sens des z 
croissants et le second terme à une onde « réfléchie » se propageant dans le sens inverse 
(des z décroissants). 

Troisième partie : Étude énergétique 

En statique, on a démontré l'expression de l'induction électrique D, à partir du théorème de 
Gauss. En régime variable, la loi de Maxwell-Gauss est inchangée. Lexpression de D et 
conjointement celle de E peuvent être reprises sans modification. 

La charge électrique du câble est maintenant une fonction de l'espace (z) et du temps (t). Il 
en est de m ême de la densité d 'énergie électrique dans le diélectrique. Si 15.z est la longueur du 
tronçon câble et r la variable distance entre l'axe et le point où l'on calcule le champ, q la 
charge électrique du tronçon de câble, les expressions de l'induction électrique D et du champ 
électrique E sont : 

D( ) = q(z, t) . E = D 
r,z, t , E 

27trl5.z 
E( )

- q(z, t) 
r,z, t - ---

2 7tr .15.z.E 
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Les champs D et E sont de direction radiale (dirigés suivant un rayon du câble cylindrique). 

En statique, on a démontré l'expression de l'excitation magnétique, à partir du théorème 
d'Ampère. En régime variable, la loi de Maxwell-Ampère est modifiée. Les lignes de champ 
sont des cercles centrés sur l'axe de l'âme et restent inchangées. Dans le domaine de la propa­
gation, les variations du champ deviennent si rapides que l'on ne peut plus négliger les 

courants de déplacement. Leur densité est é)D . Ils sont eux aussi de direction radiale. La 
dt 

circulation de H sur une ligne de champ circulaire centrée sur l'axe du câble n'enlace aucun 
de ces courants de déplacement. On peut donc conserver l'expression de l'excitation magné­
tique issue du calcul statique. Le courant i dans le câble dépend de z et de t. 

I..:expression de H devient donc : H (r, z, t) = i(r, z, t). H est orthoradial, donc orthogonal en 
27tr 

tout point à E. Dans le câble coaxial, les champs E et H sont orthogonaux entre eux et ortho­
gonaux à l'axe du câble. 

On appelle « vecteur de Poynting » le vecteur défini par : JÏ = Ë AH (2.48) 

Le vecteur de Poynting est dirigé selon l'axe Oz, car il est simultanément orthogonal à E 
(radial) et à H (orthoradial). On constate donc déjà que son sens est celui de la propagation 
de lénergie, que londe soit directe ou réfléchie. 

Sa coordonnée le long de l'axe zz' vérifie : 

TI -- E.H -- q(z2, t2) .i(z, t) li pour R 1 < r < R 2 ; TI = 0 ai eurs. 
4n r .ôz.E 

(c) Relier le flux de TI à travers la section du tronçon de câble à v(t) et i(t). 

Correction : 

(c) À travers une section du câble : soit une couronne comprise entre les cylindres de rayon 
R1 et R2 (Figure 2.59). I..:élément de surface pour l'intégration est l'aire comprise entre 
deux cercles de rayons r et r + dr (dr << r). Dépliée, cette surface est un « rectangle» de 
surface dS = (27tr).dr. 

r + dr 

Figure 2.59 Couronne élémentaire pour le calcul intégral du flux 

R1 R1 ( ) .( ) ( ) f d f ( ) d f q z, t .1 z, t d 
<I> TI = TI. S = TI r .27tr. r = 2 2 .27tr. r 

s R R 47t r .Ôz.E 
1 1 

<l>(TI) = q(z, t).i(z, t) ln(R2 J= q(z, t)i(z, t) 
27t ÔzE R1 C 

<l>(TI) = v(z, t).i(z, t) = p(z, t) 
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Le flux du vecteur de Poynting traversant la section du câble apparaît comme la puissance 
transmise à travers cette surface. 

Les résultats de cet exercice sont transposables au cas des ondes électromagnétiques se propa­
geant dans l'espace à trois dimensions. 

Une antenne est un fil rectiligne parcouru par un courant i variable. Autour d'elle, dans l'air 
par exemple, l'antenne rayonne une onde électromagnétique à la célérité c0, c'est-à-dire un 
champ magnétique et un champ électrique orthogonaux dont la direction de propagation est 
matérialisée par le vecteur de Poynting, « le rayon d'énergie». 

La réaction des systèmes aux ondes électromagnétiques constitue la compatibilité électroma­
gnétique aux rayonnements. 

2.6.5.2 Élément de cours : Compatibilité électromagnétique (C.E.M.) 

C'est l'aptitude d'un dispositif à fonctionner dans les champs électromagnétiques sans 
produire lui-même de perturbations électromagnétiques autour de lui. 

Les perturbations en basse fréquence ( < 5 000 Hz) sont principalement conduites dans les 
câbles. Elles sont de longue durée (quelques millisecondes) et ont une énergie généralement 
importante, entraînant des risques de destruction. Nous les verrons plus loin en électronique 
de puissance (Tome 2, chapitre 1, § 5-2). 

Les perturbations en haute fréquence (> 5 000 Hz) sont principalement sous forme « rayon­
nées » dans l'air. Elles sont de courte durée (quelques nanosecondes) et mettent en jeu de 
faibles énergies, causes de dysfonctionnement des systèmes. Elles entrent dans le cadre de ce 
chapitre. 

On appelle « couplage » l'action d'une source de perturbation sur le circuit victime de la 
perturbation. Un conducteur parcouru par un courant à haute fréquence est un émetteur 
d'ondes électromagnétiques. Le couplage peut être inductif si le champ perturbateur est 
plutôt le champ magnétique de l'onde, ou capacirif si le champ perturbateur est plutôt le 
champ électrique de l'onde. 

pert_u~b_a~1:: _ '_ _ _ _ _ ~â~le 
Antenne_ t . Q Boucle de 

' - _ _ _ _ _ _ _ _ _ __. (v1ct1me) 
H 

La boucle de câble subit l'action d'un 
champ H variable. Une f.e.m. y est 
induite. 
Il faut éviter les boucles de circuit au profit 
de « tresses » par exemple 

Figure 2.60 Couplage par champ magnétique 

Entre les deux circuits existe une 
capacité parasite. Cette capacité diminue 
avec l'éloignement des deux circuits. 

Figure 2.61 Couplage par champ électrique 
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CHAPITRE 3-1 

Régimes alternatifs 
sinusoïdaux 

Depuis le début de l'ère industrielle de l'énergie électrique, celle-ci est distribuée sous forme 
de tensions et courants alternatifs sinusoïdaux, en monophasé et en triphasé. 

Produire du courant alternatif sinusoïdal ne présente pas de difficultés particulières. Le 
courant alternatif se module, grâce aux transformateurs, et se transporte en haute tension avec 
moins de pertes que le courant continu. Cette situation évolue actuellement. Les progrès de 
l'électronique de puissance (redresseurs et onduleurs) commencent à rendre intéressant le 
transport en haute tension et en continu (HVDC), en particulier sous la mer (pour éviter les 
effets capacitifs), sous la terre et pour des distances dépassant 5 000 km, avec moins de pertes 
qu'en alternatif sinusoïdal. L'étude des régimes alternatifs sinusoïdaux nécessite des méthodes 
de calcul différentes de ceux du courant continu et de ceux relatifs aux transitoires (transfor­
mation de Laplace) . Nous commençons par l'analyse de la notion de puissance en régime 
alternatif sinusoïdal monophasé avant de généraliser au régime alternatif sinusoïdal triphasé. 

3.1 Puissances en régime alternatif sinusoïdal 

Objectifs 
• Valeur moyenne et valeur efficace d' une grandeur électrique . 

Comportem ent d 'une charge en régime sinusoïdal : déphasage, impédance, puissance 
active et réactive. 

• Puissance apparente et puissance complexe. 

• Facteur de puissance. 

• Mesure des puissances. 

Résolution d 'un problème par les nombres complexes ou par le bilan des puissances 
(théorème de Boucherot) . 

• Résonance, surtension. 
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172 1 Régimes alternatifs sinusoidaux 

3.1.1 Les grandeurs électriques intensité et tension 
en régime variable 

3.1.1.1 Les grandeurs i(t) et u(t) 

Les grandeurs électriques usuelles sont l'intensité (on dit souvent aussi par abus de langage 
simplement« courant»), la tension et la puissance. 

Les lettres minuscules i(t), u (t), p (t) représenteront toujours des valeurs instantanées et on 
omettra dorénavant, le plus souvent, le temps t entre les parenthèses. 

Ces grandeurs instantanées peuvent, en général, être visualisées à l'oscilloscope. 

Dans quelle mesure les lois de l'électricité, issues de l'étude du régime continu, peuvent-elles 
être généralisées aux régimes variables et aux régimes alternatifs sinusoïdaux ? 

• Les lois des branches, des nœuds, des mailles, de Kirchoff, de Thévenin et de Norton sont 
généralisables avec les intensités et tensions instantanées. 

• Cela est vrai, néanmoins, seulement dans l'approximation des régimes lentement variables, 

en particulier les régimes sinusoïdaux jusqu'à une fréquence de quelques dizaines de 
milliers de hertz. 

3.1.1.2 Puissance instantanée 

La puissance électrique instantanée s'exprime par le produit de la tension instantanée u et de 

l'intensité instantanée i. 

Quel que soit le régime électrique (continu, transitoire, alternatif sinusoïdal ... ), la relation 

p(t) = u(t).i(t) est toujours vraie. 

3.1.1.3 Valeur moyenne d'une grandeur électrique instantanée périodique 

Les grandeurs électriques sont souvent des grandeurs périodiques du temps de période T et 

de fréquence f. 

Pour toute grandeur périodique (période T) x(t), on définit la valeur moyenne notée Xmoy ou 
x(t) ou encore <x(t)> par l'expression: 

T 
- 1 f 

xmoy = x(t) = - x(t).dt 
T u 

(3. 1) 

Une grandeur est dite alternative si sa valeur moyenne est nulle (Figure 3.1). 

Intensité alternative Intensité non alternative 

n n n . 
LJ LJ [] 

Figure 3.1 Chronogramme d'une grandeur alternative ou non alternative 

Une grandeur m oyenne, intensité ou tension, se mesure avec un appareil en position DC 
(direct current). 
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Puissances en régime alternatif sinusoidal 1 173 

3.1.1.4 Effet thermique d'un courant. Valeur efficace d'une grandeur électrique 

Un courant i quelconque passant dans un résistor (R) donne la puissance thermique instan­
tanée Pch = Ri2. La puissance moyenne résultante est donnée par : 

pchmoy = [R(i
2 

)Jmoy = R(i
2 

)moy = Rl
2 

La valeur moyenne du carré de l' intensité instantanée du courant i(t) 2 est égale au carré de la 
valeur efficace de cette intensité 12. 

X=J:2W= _!_Jx2(t).dt (3.2) 
T o 

L'expression 3.2 est la relation de définition de la valeur efficace, racine carrée de la valeur 
moyenne du carré. 

Remarque 

La valeur efficace est toujours liée directement à l'effet « thermique », donc à l'effet Joule, 
donc aux pertes Joule. 

Une grandeur efficace, intensité ou tension, se mesure avec un appareil en posi tion AC (alter­
native current), quel que soit le régime. Seul un appareil spécifié« TRMS » donnera la valeur 
exacte quel que soit le régime. 

3.1.2 Grandeurs instantanées sinusoïdales, vocabulaire, 
étude mathématique 

Soit x(t) une grandeur instantanée sinusoïdale. L'expression générale de la fonction 

x(t) = Xsin(ffit+<p). C'est une fonction périodique du temps. 

• X est l'amplitude, ou valeur crête. L'amplitude est toujours positive. 

• Le paramètre (1) est la pulsation en rd/s. 

• La période T et la fréquence f sont reliées à la pulsation par T = 27t 
(1) 

(1) 
. f =­
' 27t. 

L'expression ffit + <p est appelée phase (à l' instant t) , terme issu de l'étude des ondes. La 
constante <p est la phase à l'origine des temps. 

3.1.2.1 Valeur crête, valeur efficace 

Le calcul de la valeur efficace X donne : 

T 

X= ~x2 (t) = _!_ J x2(t).dt 
To 
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174 1 Régim es alternatifs sinusoidaux 

x 
=>X= -

J2 
(3.3) 

Cerre relation 13-3 ne doit pas être généralisée, sans vérification, aux autres régimes 
périodiques (Tome 2, chapitre 1). 

3.1.2.2 Dérivation et intégration d'une grandeur, fonction sinusoïdale du temps 
• ~ • • n 

x(t) = Xsin(ffit+cp) => - = Xffi(cos(ffit+cp)) = ffiXsin(ffit+cp+ - ) (3.4) 
dt 2 

La dérivée d' une grandeur sinusoïdale par rapport au temps est déphasée de+ 90°. La fonc­
tion dérivée est en avance de 90° ou n/2 rd par rapport à la grandeur origine. Lavance de 
«phase» est 90°. La fonction dérivée est décalée d'un quart de période, en avance sur la fonc­
tion de base. . . 

· J X X n x( t) =X sin(ffit + cp) => x(t) dt= - (-cos(ffit + cp )) = - sin(ffit + cp- - ) 
(l) (l) 2 

(3.5) 

La primitive d'une grandeur sinusoïdale (par rapport au temps) est déphasée de 90° en retard 
par rapport à la grandeur origine. Le retard de phase est de 90°. La primitive est décalée d'un 
quart de période, en retard sur la fonction de base. 

Exemple : on trace, grâce au tableur Excel, la dérivée et la primitive d'une fonction sinusoï­
dale d'amplitude 1 et de pulsation 2 rd/s (Figure 3.2) . 

x(t) = Xsin(ffit) ; X =l ; ffi= 2rd /s; T=3,14s 

J x(t)dt = _!_sin(2t- n) et ~ / dt =2sin(ffit+ n) 
2 2 2 

2,5 

2,0 

1,5 

1,0 

0,5 

0,0 

- 0,5 

- 1,0 

- 1,5 

--.... 1 1 1 1 1 ---
' --x(t) ---- dx/dt -----intégrale -' /' 

~. / 

' 
, 

\ / 
/ 

' / \ 

~ ~ 
/ 

/ 
Il -

/ -~ 
-- . . / 

\ ___ .. .... .... · -. / 
\ 

. . 
\ .-· .. . / . . , 

~é 
-

1 , ~,E ga/ ·2;• 2-6~1 ) O,' 14 • .O,E \0,C 42 1,. 56 84 2, 1 12. 2,E -- -. \ / .. .. .. .... ---- , 
\ ~ ~ ' 

' / 
' / 

' / 

' ' 

4 

- 2,0 
' / 

/ 

' -.... _ ,, 

- 2,5 

Figure 3.2 Déphasage d'une fonction sinus avec sa dérivée et sa primitive 

Si l'on décrit les courbes de la Figure 3.2, en partant de la gauche, on constate qu' à t = 0, la 
fonction dérivée est maximale, alors que la fonction de base x(t) est maximale un quart de 
période plus tard (t = T/4 = 0,785 s). La fonction primitive de x est maximale à t = T/2 
= 1,57 S. 
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Remarque 

On réserve le terme de« déphasage» à l'écart angulaire entre deux signaux sinusoïdaux. Pour 
des signaux non sinusoïdaux, on emploie le terme de « décalage ». 

3.1 .2.3 Exercice corrigé 3-1 : Introduction de la problématique du régime 
alternatif sinusoïdal 

On considère une charge résistive et inductive (R/L), comme un petit moteur électrique 
d'inductance L = 0,05 H et de résistance R = 10 Q , alimentée sous tension sinusoïdale de 
valeur efficace U = 230 V et de pulsation 314 rd/s. L'intensité efficace du courant est mesurée 
et vaut I = 12,4 A. 

On donne l'expression de i(t) sous la forme i(t) = Î sin rot= I.J2 sin rot= 17, 5 sin 314 t. 

Première partie : Amplitude de la tension et déphasage 

(a) Donner l'expression de la tension instantanée aux bornes de la résistance R, notée uR. 
Donner l'expression de la tension instantanée aux bornes de l'inductance L, notée uL. 

(b) Donner l'expression de la tension u(t). 

La loi d'addition des tensions dans une branche s' applique en régime alternatif sinusoïdal 
avec les valeurs des tensions instantanées. 

L'expression obtenue n'est pas réductible immédiatement à une expression sinusoïdale. 
La méthode qui le permet, sera étudiée plus loin. 

Dans ce premier exemple, nous allons opérer par une méthode graphique, comme le 
ferait l'oscilloscope. Par un tracé point par point, à la calculatrice ou au moyen d'un 
tableur informatique de l'addition uR + uL (chronogramme de u(t)), montrer que u(t) est 
sinusoïdale de même pulsation que i(t). Montrer que les deux fonctions i et u sont 
déphasées l'une par rapport à l'autre. 

(c) Mesurer le déphasage <p de u par rapport à i sur le chronogramme. 

(d) Mesurer l'amplitude de u(t) et donner sa valeur efficace U. Comparer U et UR+ UL. 

(e) Comparer le rapport Z = U/I , appelé « impédance », aux valeurs de ZL = UL/I et ZR = 
UR/I. Montrer numériquement que arctan <p = L/R. Le terme d'impédance rappelle, 
dans un contexte un peu différent, l'impédance de Laplace (Chapitre 2, § 5-2). 

Correction : 

(a) uR = Ri ~ uR = RÎsinffit = ÛRsinffit; ÛR = RÎ = l75V; UR = RI = l24V. 

La tension uR(t) est en phase avec l'intensité i(t). 

di A A 

uL = L - ~ uL = Lrolsin(rot+7t / 2) = UL sin(rot+ 7t 12) 
dt 

A A 

UL = Lrol = 275V; UL = Lrol = 195V 

La tension uL présente une avance de phase de 90° sur l' intensité i. L'expression Lro est 
appelée « réactance de la bobine » et se mesure en ohms. 

di 
(b) u = u R + u L = Ri+ L-

dt 

u = RÎ sin rot+ LroÎ sin(rot+ 7t / 2) = 175 sin 3 l 4t + 275 sin(3 l 4t + 7t / 2) 
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176 1 Régimes alternatifs sinusoidaux 

Cette expression n'est pas simplifiable. On peut seulement en proposer une représenta­
tion graphique (à la calculatrice graphique) ou une expression numérique au tableur 
informatique. 

Les courbes représentatives des deux tensions u et uR sont représentées pour deux 
périodes, donc 47t rd ou 720°. 

Lorsque l'on excite une charge R/L (linéaire R et L constants) par un courant sinusoïdal, 
elle répond par une tension, elle-même sinusoïdale de même fréquence, mais intensité et 
tension sont déphasées. 

(c) La tension u(t) passe à son maximum avant uR(t). 

On dit que u(t) est en avance de phase sur uR(t). Lintensité i(t), elle-même en phase avec 
uR, est donc en retard de phase par rapport à u(t). Le déphasage, ou différence de phase, 
gagne à être mesuré sur l'axe des angles lorsque les courbes de u et uR (i) passent par zéro, 
en variant dans le même sens de décroissance, par exemple. Avec une lecture précise, on 
obtient un déphasage de 57° (Figure 3.3). 

On noce le déphasage par la lettre <p et on écrira <pv/i = +57° ou <pi/v = -57°. 

(d) Lamplitude de u(t) est de 326 V La valeur efficace est : U = 230 V 

On remarque que U est différente de UR+ Uv La loi d'addition des tensions dans une 
branche, en régime alternatif sinusoïdal, ne s'applique pas avec les grandeurs maximales 
(crêtes) ou efficaces. 

(e) Z=230 / 12,4= 18,55 Q ; ZR =R= lOQ ; ZL =275/12,4= 15,7 Q ; Z;t:ZR +Z 

Le déphasage entre v et i ne dépend que des caractéristiques de la charge R et Let de la 
pulsation, pas de la valeur de 1 ; Arctan(Lro/R) = 57°. 

Limpédance et le déphasage sont des caractéristiques de la charge et dépendent de la 
pulsation. 

350~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

300 + + + + if --uR --u 

~~g f î f f f f 
100 
50 
o ---~~~_..._~--.~~~~---~--~~~-+~__...~~~~------.. 

- 50 
- 100 
- 150 

~m~ __ u 1_1 l _li l _IL_~ 
Figure 3.3 Déphasage entre tension et courant 

Deuxième partie : Puissance 

La puissance instantanée est donnée par le produit p(t) = u(t)i(t). 

(a) Tracer point par point, sur la même courbe, le produit ui, le produit PR = uRi = Ri2 et, 
par différence, la puissance PL = p - PR· 

(b) Calculer numériquement les valeurs moyennes de ces trois puissances. 
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Correction: 

(a) Les trois puissances instantanées sont sinusoïdales à la pulsation 2ro. Elles sont dites 

fluctuantes (Figure 3 .4) . 

La puissance dans la résistance est positive. La puissance instantanée dans l'inductance 

est de valeur moyenne nulle. La puissance rotale est successivement positive et négative, 
mais de valeur moyenne positive. 

(b) Par le calcul de la valeur moyenne, donnée par le tableur, fonction « moyenne », on 
montre que la puissance moyenne totale est égale à la puissance moyenne dans la 
résistance. Elle vaut 1 470 W (précision obtenue avec un pas de calcul de 30°). 

La partie inductance échange continuellement de la puissance avec le réseau, mais la 

puissance est nulle en valeur moyenne. 

5000 

4000 

3000 

2000 

1000 

0 

- 1000 

- 2000 
' _, ' _, 

-3000 

Figure 3.4 Puissances instantanées dans une charge résistive et inductive 

3.1.3 Le comportement des charges linéaires en régime 
alternatif sinusoïdal. Conventions pour u(t) et i(t) 

0 

... ~ , 

Le plus souvent, le régime sinusoïdal est imposé à une charge par le réseau de distribution 

industriel, qui, de par le niveau de puissance t rès élevée produit par les générateurs industriels, 
est une source de tension parfaite. 

Par convention, la charge est soumise à une tension sinusoïdale fournie par un réseau, dont 
Û est l'amplitude ou valeur crête, U la valeur efficace et ro la pulsation. 

La charge, excitée par le réseau, réagit en appelant sur le réseau un courant i(t) sinusoïdal, 
lorsqu'elle est linéaire (résistance et inductance constantes) . Le courant est en général 
« déphasé » par rapport à la tension. La charge résistive et inductive R/L étant la plus fréquente, 
on pose par convention : 

u = U J2 sin( rot) ; i = 1 J2 sin( rot - <p) (3.6) 

Ainsi, dans une charge inductive, i est en retard sur u, mais <p est positif. 

Notre étude va porter sur des charges constituées d 'association en série et/ou en parallèle à 
partir de trois composants linéaires : la résistance R , l' inductance L et la capacité C. 

Les lois de l'électricité du régime continu sont transposables aux autres régimes avec les 

grandeurs tension et intensité instantanées. 
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• La tension aux bornes d 'une charge résistive pure vérifie u =Ri. 

u =Ri ::::} U .J2 sin( Wt) =RI .J2 sin( Wt - <p) 

U = R.I et <p = 0; i = I.J2 cos(Wt) 

Pour une résistance pure, intensité et tension sont en phase. Limpédance est égale à la 
résistance R. 

• La tension aux bornes d'une charge inductive pure (convention récepteur) vérifie u = L di . 
d' ~ 

u = L~ = Liw.J2 sin(Wt-<p+ 1t) = u.J2 sin(Wt) 
dt 2 

U = Lw! et 7t / 2 - q> = 0; i = h'2 sin( Wt - ~ ) 
Pour une inductance pure, l'intensité est en retard de phase de 90° sur la tension. 

Limpédance est égale à la réactance Lw. 

Lintensité du courant dans une charge capacitive pure (convention récepteur) vérifie 

i=Cdu. 
dt 

i = C du = CwU .J2 cos(wt + 1t )= I .J2 cos( Wt - <p) 
dt 2 

1 = CwU et q> =-7t I 2; i = hl2 cos( rot-(-~)= hl2 cos( rot+~) 
Pour une capacité pure, l'intensité est en avance de phase de 90° sur la tension. Limpédance 
est égale à la réactance 1/Cw. 

Dans la plupart des cas, la charge n'a pas un comportement pur. Une bobine a toujours une 
résistance. Le déphasage <p est compris entre 0 et 90°. Un condensateur présente toujours une 

certaine résistance de fuite. Le déphasage <p est compris entre 0 et - 90°. 

En résumé: 
• Une charge a un comportement résistif si, soumise à la tension u, elle est traversée par un 

courant d ' intensité en phase avec u. Le déphasage <p est nul. 

Une charge a un comportement globalement inductif si, soumise à la tension u, elle est 
parcourue par un courant d ' intensité en retard de phase de <p sur u. D 'après la convention 

choisie, le déphasage (de u par rapport à i) <p est positif. 

• Une charge a un comportement globalement capacitif si, soumise à la tension u, elle est 
parcourue par un courant d 'intensité en avance de phase de <p sur u. D 'après la convention 

choisie, le déphasage (de u par rapport à i) <p est négatif . 

~ 3.1.4 Puissances en régime sinusoïdal 
u 

3.1.4.1 Les deux expressions de la puissance instantanée 

On transforme de deux façons l'expression mathématique de la puissance instantanée en 

convention récépteur : 

p(t)=uAB.iAB =u.i.=U.J2sinWt. I.J2sin(Wt - <p). (3.7) 
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Après transformation de produit de sinus, 

p(t) = 2U.I. sin rot. sin(ffit -cp):::::} p(t) = UI cos cp + UI cos(2rot + cp ). 

Lexpression Ulcos(2rot+cp) est appelée« puissance fluctuante ». C'est une grandeur alterna­
tive sinusoïdale dont la pulsation est 2ro et qui est de valeur moyenne nulle. 

La puissance Ulcoscp est la valeur moyenne de p(t). Elle est appelée« puissance active» (ou 
moyenne) et notée P. La valeur du déphasage étant comprise entre - 90° et + 90°, elle est 
toujours positive, en convention récepteur, ce qui signifie qu'elle est reçue par la charge, 
quelle que soit sa nature. L expression coscp est appelée« facteur de puissance». 

Remarque 

La puissance instantanée oscille autour d'une valeur moyenne (la puissance active), qui est 
toujours positive. La charge reçoit donc globalement de l'énergie, sauf si elle est inductive 
pure ou capacitive pure. C'est cette puissance active qui est facturée par le distributeur 
d'énergie électrique. Elle est donnée en watts. 

Une deuxième transformation de la relation donnera : 

p( t) = 2U.I. sin ffit. sin( ffit - cp) 

sin( ffit - cp) = sin ffit. cos cp -cos ffit. sin cp 

p( t) = 2 U .I. sin 2 ffit. cos cp - 2 U .1. cos ffit. sin ffit. sin cp 

2 1-cos( 2rot) 
sin ffit= ; 2cos ffit.sinffit =sin(2rot) 

2 
p( t) = UI cos cp- UI cos 2rot - UI sin cp sin 2rot = P(l - cos 2rot)-Q sin 2rot 

On appelle « puissance réactive » l'expression : 

Q = U.lsin cp (3.8) 

On donne une unité spéciale à la puissance réactive pour ne pas confondre cette grandeur 
avec la puissance active P, même si P et Q sont des grandeurs homogènes. 

C'est le volt-ampère réactif, dont le symbole est en écriture normalisée des unités« var ». On 
trouvera néanmoins beaucoup de graphies différentes : Var, VAR .. . 

Dans ce modèle, la puissance réactive apparaît comme une composante de la puissance 
instantanée. 

En particulier, si la charge est inductive pure, sincp est positive, Q est alors positive. Une 
inductance absorbe de la puissance réactive. Il en est de même de toutes les charges globale­
ment inductives, si fréquentes en électrotechnique. 

Si la charge est capacitive pure ou au moins globalement capacitive, sincp est négative, Q est 
alors négative. La charge fournit de la puissance réactive au réseau. 

Nous retrouverons abondamment ce problème dans l'étude de la distribution d'énergie 
électrique. 

3.1.4.2 Puissance complexe et apparente 

À partir de P = Ulcoscp et Q = Ulsincp, on construit arbitrairement le nombre appelé « puis­
sance complexe S », tel que S = P + jQ (avec j, le nombre complexe, dont le carré est - 1 
j2 =-1). - -
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180 1 Régimes alternatifs sinusoidaux 

On appelle« puissance apparente» le module S de la puissance complexe~· S s'exprime en 
volts-ampères (symbole normalisé : V.A.). En fait, on rencontre le plus souvent« VA ». On en 
déduit un ensemble de relations : 

~2 2 p . Q s =P + Q ; cos <p = - ; Stn <p = -. 
s s 

(3.9) 

La grandeur PIS est appelée « facteur de puissance ». En régime sinusoïdal pur, elle est égale 
à cos <p. 

La phase <p est l'argument de~· 

On rappelle les deux écritures d'un nombre complexe A: 

Partie réelle X et imaginaire Y ; Module r et argument 8 : 

A= X+ jY = 9\(A)+S(A); A= [r; 8]; A= rcos8 + jrsin 8. 

Pour la puissance complexe~, 

• P est la partie réelle 

• Q la partie imaginaire. 

• La puissance apparente S = UI est le module de ~, <p son argument. 

3.1 .4.3 Théorème de Boucherot 

Dans un circuit, en alternatif sinusoïdal, il y a conservation de la puissance complexe : la 
puissance active et la puissance réactive absorbées au total sont égales respectivement à la 
somme des puissances actives et puissances réactives consommées dans chacune des branches. 
Boucherot a ainsi généralisé le principe de conservation de la puissance à la puissance réactive. 

Le théorème de Boucherot s'applique aux puissances complexes, mais pas à la puissance appa­
rente. En effet, le module de la somme de deux complexes n'est pas égal à la somme des 
modules des complexes séparés. 

3.1.4.4 Exercice corrigé 3-2 : Bilans de puissances actives, réactives et apparentes 

Une charge A globalement inductive de puissance apparente S1 = 15 kVA, de facteur de puis­
sance cos<p1 = 0,6, et une charge B de puissance apparente S2 = 12 kVA, globalement induc­
tive de facteur de puissance cos<p2 = 0,9, sont en parallèle sur une source de tension U = 200 V, 
50 Hz alternative sinusoïdale monophasée. 

(a) Calculer la valeur efficace du courant dans chaque charge. 

(b) Calculer la puissance active P, la puissance réactive Q et la puissance apparente S de 
l'ensemble, par le théorème de Boucherot. 

(c) Calculer le facteur de puissance de l'installation et le courant total. 

(d) En parallèle sur la source, on ajoute une charge capacitive pure de puissance apparente 
S3 = 5 kVA. Calculer le courant dans cette charge. Faire le bilan global des puissances, 
déterminer le facteur de puissance global et le courant appelé sur le réseau. 

Correction : 

(a) 11 = S1 / U = 75 A ; 12 = S2 / U = 60 A 

(b) Pr = P1 + P2 = 15.0,6 + 12.0, 9 = 19,8 kW 
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sin<j)1 > O; sin<j)2 > 0 ; Q 1 > O; Q 2 > 0 

sin<j)1 = 0,8 => Q 1 = 15.0,8=12 kvar 

sin <j)2 = 0,44 Q 2 = 12.0,43 = 5,3 kvar 

Qr =Q1 +Q2 =1 7,3 kvar 

Sr= ~P/ +Q/ = ~19,82 +1 7,22 = 26,3 kVA 

p 19,8 s 
COS <j) r =t=

263
=0,75; lr=J=131A 

r ' 

Remarquer que l r-:t l 1+I2 ; Sr -:tS1 +S2. La loi des nœuds ne s'applique pas aux valeurs 
efficaces du courant, et le théorème de Boucherot ne s'applique pas aux puissances apparentes. 

S3 
(c) 13 = - = 25 A 

u 
P = P1 +P2 +P3 =19,8 kW (P3 = O); Q = Q 1 +Q2 + Q 3 =12,3 kvar 

Q 3 = -5 kvar= S3 

I 2 2 S 
S=\fl 9,8 +12,3 =23,3 kvar ; l= - =116, 5 A; cos<j)=0,85 

u 
Le facteur de puissance est augmenté. On dit qu'il a été corrigé. Pour la même puissance 
active consommée, le courant appelé sur la ligne est plus faible. 

Remarquer que I -:t I1 + I2 + I3 ; Sr -:t S1 + S2 + S3. 

3.1.4.5 Exercice corrigé 3-3 : La signification du facteur de puissance 

Un exemple numérique permet de comprendre la signification du facteur de puissance. 
Ce facteur est considéré comme bon lorsqu'il s'approche de 1. 

Le réseau délivre une tension U = 230 V à une charge, demandant une puissance active 
P = 10 kW, par l'intermédiaire d'une ligne de résistance r = 0,1 O. 

Comparons deux situations : le facteur de puissance de la charge est 0,6, puis 0,9. 

On calcule dans les deux cas indicés 1 et 2 : 

(a) le courant I dans la ligne et la puissance dissipée dans celle-ci rl2 ; 

(b) la puissance active Pres et la puissance réactive ~es données par le réseau; 

(c) la puissance apparente de la charge S. 

Correction : 
p 

(a) P = Uicos<j) ; l = --­
U COS <j) 

Ii = P 10000 
U COS <j)I 230.0,6 

72,5 A ; 1
2 

= p = lOOOO = 48,3 A 
U cos<j)2 230.0,9 

rl~ = 525 w rl ~ = 233 w 

(b) Presl = 10000+ 525 ~ 10,5 kW; Pres2= 10000 + 233 ~ 10,2 kW 

Q = Ul sin<j); Q 1 = Ul1 sin<j)1 = 13,3 kvar; Q 2 = Ul 2 sin <j)2 = 5 kvar 

(c) S=Ul S1 =Ul 1 = 16,7kVA; S2 =Ul 2 = 11, l kVA 
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182 1 Régimes alternatifs sinusoidaux 

Pour une puissance de charge donnée, les pertes en ligne sont d'autant plus grandes que le 
facteur de puissance est faible. La puissance réactive fournie par le réseau est d'autant plus 
grande aussi. Ces deux aspects sont négatifs, car les pertes en ligne grèvent le rendement du 
transfert d'énergie. La consommation de puissance réactive par les charges nécessite, de plus, 
que celle-ci soit produire par les alternateurs, les conditionnant à un réglage spécial (Tome 2, 
chapitre 2-3, § 14-4). 

Pour une même puissance P, la puissance apparente de la charge est aussi plus grande lorsque 
le facteur de puissance est faible. Or c'est la puissance apparente qui est directement reliée à 
la taille (volume et masse) de la charge. S est également appelée « puissance de dimensionne­
ment ». 

Le facteur de puissance d'une charge doit être le plus près possible de 1. Si la charge est 
inductive, le facteur de puissance doit être corrigé. 

On estime à entre 5 et 10 % !'énergie perdue dans les lignes électriques. On voit donc l'impact 
sur les économies d'énergie d'une amélioration du facteur de puissance des charges. 

3.1.4.6 Exercice corrigé 3-4 : Résolution d'un problème par les nombres complexes 

Un moteur est équivalent à une charge de résistance R = 5 Q en série avec une réactance 
inductive Lm = 30 Q. Il est alimenté sous une tension efficace de 230 V et de pulsation 
314 rd/s. 

À la tension u (t) = u.J2 sinmt, on associe le nombre complexe noté U = [U; 0°]. 

Le module du complexe U est la valeur efficace U et l'argument est 0°. 

Au courant i(t ) = I.J2 sin mt - <p),onassocielenombrecomplexe noté I = I exp(- j<p) = [I ; - cp]. 
Avec j = [ 1 ;90°] ; j2 = [l ; 180°] = -1. 

Remarquer que le module du complexe est la valeur efficace U ou I et non la valeur crête. 

On doit traduire en nombres complexes l'équation : 

U sin( mt) =RI sin( mt - <p) + Lml sin( mt + 7t - <p) 
2 

U = [U, 0°] = RI[l; -cp] + Lml[l ; 90° -cp] = R[I ; -cp]+ Lm [l ; 90°].[1; -<p] 

U = R! + jLm! = (R + jLm)! 

Première partie 

(a) Exprimer le nombre complexe Z, rapport des complexes U et I. 
(b) Exprimer le module de Z et son argument. 

(c) Calculer les valeurs numériques de Z et de l'argument. Calculer le facteur de puissance . 

(d) Exprimer le complexe 1. 
Correction : 

(a) U = R! + jLm! = (R + jLm)! ==? Z = ~ = R + jLm. 

(b) Le complexe Z a pour partie réelle la résistance et partie imaginaire, la réactance X= Lm. 

IZI = Z = ~ = ~R 2 + [Lm] 2 
; Cjl = arg f, = arccan(':). 
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La phase <p est directement l'argument de Z avec la convention : 

u = U.J2 sin(Wt); i = I.J2 sin(Wt -<p) 

(c) Z = 30,4 Q; <p = 80,5° ; cos<p = 0, 16. 

(d) I= U = [230; 00] =[7 6A. -80 50] 
- z [30,4; 80,5°] ' ' ' 

Deuxième partie: On ajoute un condensateur en parallèle sur le moteur. Le condensateur 
a une capacité de 50 µF, soit une impédance (1/Cw) de 65 Q environ. 

(e) Déterminer l'impédance complexe du condensateur. 

(f) Déterminer la valeur complexe du courant dans le condensateur et la valeur complexe du 
courant total Ir· 

(g) Le formalisme complexe permet d'uriliser la notion de puissance apparente complexe. 
On note 9\ la partie réelle et 3 la partie imaginaire d'un complexe. 

~ = P+ jQ = U.1.cos<p+ U.l.sin <p 

U = U ; I = [I; -<p] ; ( = conjugué(D = [I ;+<p] 

~ = U.( ==} P = 9\(~) et Q =3(~) S = l~I 

La puissance apparente complexe est égale au produit du nombre complexe lié à la 
tension et du conjugué du nombre complexe lié au courant. 

Faire le bilan des puissances et calculer le facteur de puissance corrigé cos<peor· 

Correction : 

(a) Dans un condensateur, le courant est en avance de phase de 90° par rapport au courant 
ic . La phase de ic est donc - 90°, dans la convention de l'électrotechnique. 
Ze = [65Q; -90°], si U = [U; 0°] et si Je = [le ; + 90°]. Ue = ZJc-

(b) le =U /Ze = [
23

0;0o] =[3,5;+90°]; Ir=I+le =[7,6A;-80,5°]+[3,5A;+90°] 
- - - [65 ;- 90°] - - -

Pour calculer cette somme, ce qu'il ne faut pas faire, c'est additionner les modules et les 
arguments. On doit utiliser les potentialités des calculatrices, même simples : la fonction 
« Rec » qui donne les parties réelle et imaginaire d'un complexe quand on entre le module 
et !'argument, et « Pol » qui donne le module et !'argument quand on entre les parties 
réelle et imaginaire. Seules les parties réelles et imaginaires des complexes peuvent 
s'ajouter ou se soustraire. 

Exemple : Rec[8, 30°] = 6,92 + 4j ; Pol(2,4) = [4,47; 63,4°]. 

l e = [3,5A; +90°]; Rec([3,5; +90°J) = 3,5j 

! = [7,6A; - 80,5°] = l, 25 -7,48j; Ir = le +! = 3,5j+l,25 -7,48j = 1,25 - 3, 98j 
- -

~ =Pol{(l,32; -3,98J)=[4,2A ;- 71,6°] 

(c) ( = [I ;+ <p]= [ 4,2A; + 71,6°] 

~ = u.1; = [230.4,2; o + 71,6] = [966VA;71,6°]; s =1~1=966 VA 

p 
P=9\(~); Q = 3(~); P = 305W ; Q = 9 17 var; cos<pcor = 5= 0,32 
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Remarque 

En raison des conventions choisies, la phase du courant par rapport à la tension - <p, la puis­
sance apparente complexe est égale à S = U.I*. 

3.1.4.7 Exercice corrigé 3-5 : Calcul d'une intensité 
par les composantes active et réactive 

Par analogie avec la puissance, on appelle « intensité active » la = I cos <p ; « intensité réactive » 

I r= I sin <p. 

Soit le nombre complexe I = la + jlr construit à partir de la et Ir 

Une charge A inductive, de puissance apparente S1 = 15 kVA et de facteur de puissance cos<p1 

= 0,6, et une charge B capacitive, de puissance apparente S2 = 12 kVA et de facteur de puis­
sance cos<p2 = 0,9 sont câblées en parallèle sur une source de tension U = 200 V, 50 Hz 
alternative sinusoïdale monophasée. 

(a) Calculer les composantes active et réactive de l' intensité dans chaque charge. 

(b) Calculer les composantes active et réactive du courant total. 

(c) Calculer le courant total. 

Correction : 

(a) Charge 1 : 
s1 

S1 = U.I1 ; 11 = - = 75 A ; I1a = 11 .cos<p1 = 45 A; I1r = 11 .sin<p1 = 0,8.75 = 60 A 
u 

Charge 2 : 
S2 . 

S2 = U.I2 ; 12 = - = 60 A; I2a = I2.cos<p2 = 54 A ; I2r =I2.sm<p2 = - 26,5 A 
u 

(b) Les composantes actives (respectivement réactives) des courants 11 et 12 s'ajoutent comme 
les parties réelles (respectivement imaginaires) de deux complexes : 

la = Ila + I2a = 45+54 = 99A; I r= I lr +I2r = 60-26,5 = 33,5Ar 

I = ~1; + 1; = 104, 5 A. 

3.1.5 Bilan des relations utiles 

Excitée par une tension U, une charge quelconque appelle un courant I. 

On appelle « impédance complexe de la charge » le nombre complexe Z = R + jX, tel que : 

R=9\(Z); X=S(Z); P=R12; Q =XI2. 

R est la partie réelle de l'impédance et X sa partie imaginaire. R est la résistance (interne) de 

la charge, toujours positive, et X sa réactance positive ou négative. z = ~R 2 + X2 est le 
module du complexe Z. Z vérifie : Z.I = U. 

Des relations de puissance P = U.I. cos <p = Rl2 ; Q = U.T. sin <p = XI2, on tire : 

R . X X 
cos <p = - ; sm <p = - ; tan <p = -

Z Z R 
(3. 10) 

La puissance complexe est donnée par : 

~ = p + jQ = u.r. (3. 11) 



Vl 
<lJ 

0 
1.... 

>­w 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
O'l 

·;:::: 
>­a. 
0 
u 

Puissances en régime alternatif sinusoidal 1 185 

La phase <p (rappel fondamental i = IJ2 sin(Wt - <p)) est à la fois: 

• !'argument de la puissance complexe~ ; 

• !'argument de Z. 

Cas particuliers : 

Limpédance complexe d 'une résistance pure est un nombre réel. Pour une inductance pure 
ou une capacité pure, l' impédance est un imaginaire pur. 

Pour une charge globalement inductive, la réactance X est positive ; pour une charge globale­
ment capacitive X, la réactance est négative. 

Pour une inductance pure : 

X=Lw; Z= jLw. (3. 12) 

Pour une capacité pure : 
1 . 1 

X - --. z- __ J __ _ - ) - - . 
Cw - Cw j Cw 

(3.13) 

La loi d 'Ohm, les théorèmes de Thévenin, de Norton, de Kirchoff, de Millman, s'appliquent 
sans restriction au régime alternatif sinusoïdal avec les grandeurs complexes. 

• La méthode complexe est particulièrement adaptée à la résolution de réseaux en alternatif 
avec beaucoup de composants. 

• Pour les problèmes les plus compliqués, la simulation informatique est une méthode que 
nous verrons plus loin sur un exemple. 

Remarques 

Rappelons que ces lois de !'électricité ne s'appliquent pas avec les grandeurs crêtes ou effi­
caces. 

Rappelons aussi que le module du produit (respectivement quotient) de deux complexes est 
le produit (respectivement quotient) des modules. Largument du produit (respectivement 
quotient) de deux complexes est la somme (respectivement la différence) des arguments. 

3.1.6 Mesure de la puissance active : le wattmètre 

La mesure de la puissance active s'effectue au warrmèrre (Figure 3.5) . 

U n wattmètre analogique ou, aujourd'hui, le plus souvent numérique, contient toujours deux 
branches: 

la branche des intensités entre les deux bornes 1 et I*, placée en série dans le montage; 

la branche des tensions entre les deux bornes U et U*, placée en parallèle. Le warrmètre 

réalise physiquement et mesure le produit scalaire Û.Ï = U.l cos <p . 

Montage: 

De plus en plus souvent, le circuit courant est constitué d'une pince ampèremétrique. Les 
appareils de mesure de puissance actuels peuvent facilement fournir, en plus, les fonctions 
suivantes: 

• mesure de puissance réactive et apparente ; 

• analyse de réseau: facteur de puissance ... 
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réseau z 

Figure 3.5 Wattmètre monophasé en situation de mesure (en monophasé) 

3.1.7 Facteur de qualité et facteur de résonance et 
d'un circuit RLC série 

Considérons le circuit classique (R-L-C) de la Figure 3.6. On désire étudier successivement 
l'amplitude de uR, donc dei, puis celle de u0 en fonction de la pulsation m du signal d'exci­
tation imposé par le générateur de tension (U) . 

UR 

Figure 3.6 Circuit RLC excité par une tension de pulsation variable 

Par le calcul complexe, on obtient aisément les résultats suivants (loi d'Ohm et diviseur de 
tension) : 

R 
UR =RI= .U et - - 1 -

R + j(Lm--) 
Cm 

- j 

U = Cm U 
- C 1 ·-

R + j(Lm--) 
Cm 

Considérons les variations de UR, donc del avec m, ainsi que les variations de Uc­

O n introduit ici les notations de l'électronique et de l'automatique: 

• la pulsation propre du circuit m
11 

et la pulsation réduite x : 

1 m 
~ mn = .JLC, ; X = mn . 
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• le facteur de qualité Q du circuit, défini par : 

Q = Lm11 = 1 
R RCm

11 

(3.14) 

• ainsi que son facteur d'amortissement, défini par : 

(3.15) 

On relie ensuite Q et z: 

(3 .16) 

La courbe de réponse donne, en coordonnés réduites, la valeur de UR/U fonction de 
x = m I m

11 
(Figure 3.7). À la résonance, m = mn, (x = 1), UR est maximale, quelles que soient 

les valeurs de Q ou z. 
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u u 

UR = RI = ~R' +( Un- droJ ~l+Q' (x-~J 

0,5 

~ 
,.,.....- j ~ -- --Q= 0,5·-

UR V ,1 1'. ---- ---- Q = 5 / ~' 1 

,_ 
~ :--. ..... 

--Q= 20 I 1 \ 
~ 

1 ~---, 
1 \ ~ -....... --I 

/ I 1 1 ' 
J I . 

I , ' ... ... 1/ ' -- . ( ,,. ..... -... --
-- ..... -- -- - - - r -- ., -i- -- -- · - ..... - --- --~ 0 

0 0,5 1,5 2 2,5 3 3,5 4 

Figure 3.7 Courbe de réponse de la tension UR en fonction de x 

u 
Calculons maintenant la tension aux bornes du condensateur : U c = ----;:====== 

2 

~+(1 - x 2 )2 
Q 2 

L'étude de cette fonction (Figure 3.8) montre que le maximum de Uc est obtenu pour une 

valeur de x, un peu inférieure à !. l:abscisse du maximum xm vérifie ' x m = ~1 - 2~ 2 • 

L'écart avec 1 est d'autant plus faible que le circuit est plus amorti, c'est-à-dire que z ou R sont 
plus faibles, Q plus grand. 

6,00 

5,00 

4,00 

3,00 

2,00 

1,00 

0,00 
0,9 

-~ 

0,99; 5,03 Au maximum 

--~ --r-- ~ --- Uc/U 

0,95 1,05 1, 1 

Figure 3.8 Uc/U en fonction de x pour Q = 5 

On appelle facteur de résonance (ou de surtension) le rapport 

M = [Uc] 
U max 

(3 .1 7) 

M = [Uc] 
U max 

1 
---;====

1
==== Q (3. 18) 

1 1 1 CI 
Q 2 - 2Q 4 + 4Q4 vl-40: _1-_ -_2Q=l =2 + [1 - 1 + - 1- ]2 

Q 2 2Q 2 

Après réarrangem ent des termes de cette équation, on arrive à l'expression terminale 

M = 1/ (2z.Jl- z2 ). Les deux facteurs M et Q ne diffèrent vraiment que pour z supérieur à 0,6 
(Figure 3.9). 
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12 

10 

8 

6 

4 

2 

0 
0 

Q 

0,2 0,4 

M 

-- -

0,6 0,8 z 1 

Figure 3.9 Facteur de qualité Q et facteur de résonance M (surtension) 

3.1.7.1 Exercice corrigé 3-6 : Résonance 

Soit un circuit comprenant une bobine de résistance R et d'inductance L en série avec un 
condensateur de capacité C, alimenté par une source de tension alternative sinusoïdale de 
pulsation ro et dont la valeur efficace est U = 250 V 

Limpédance complexe de la charge est donnée par Z = R + jLro-(j / Cro). 

Son module est donné par 1 ZI = ~R 2 + [Lro- (1 I Cro)] 
2 

• 

(
Lro 1 J Son argument est donné par arg.Z =arctan R - RCro . 

Pour les applications numériques, R = 0, 1 Q ; L = 10 mH et C = 680 µF. 
(a) Représenter le tableau de variation des fonctions IZI et arg Z, lorsque la pulsation ro varie 

de 0 à l' infini. Quelle est la relation entre L, Cet ro, lorsque IZI est minimale ? Quelles 
sont alors les valeurs de IZI et arg '!;___? 

(b) Lorsque Let C sont données, la pulsation correspondant au minimum de IZI est appelée 
« pulsation de résonance du circuit ». Lintensité efficace 1 dans le circuit passe par une 
valeur maximale. On dit que le circuit est à sa résonance série. Exprimer la valeur de 1 à 
la résonance. 

(c) En électrotechnique, la résistance du circuit est faible devant les impédances Lro et 1/Cro, 
la valeur de 1 est élevée. Calculer numériquement la pulsation et la fréquence de réso­
nance. Comparer la valeur de 1 à la résonance avec la valeur de 1 à 50 Hz et à 70 Hz. 
Comparer la phase du courant aux deux fréquences 50 et 70 Hz ainsi qu'à la fréquence 
de résonance. 

(d) En électrotechnique, la fréquence est le plus souvent imposée par le secteur. Elle vaut ici 
50 Hz. Quelle est la capacité du condensateur qui met le circuit en résonance à cette 
fréquence, les valeurs de R et de L restant inchangées ? Exprimer et calculer la tension 
efficace aux bornes du condensateur Uc . Quelle est la valeur du coefficient de surtension 
M =UcfU? 

Correction : 

{a) I~ = JR 2 
+ [Lro - {1 /C',ro)]

2
• argZ, = arcran(1: - R~ro J 

Lorsque ro varie de 0 à l' infini, IZI varie aussi d'une valeur infinie (lorsque ro = 0, le 
condensateur est d'impédance infinie) à une valeur infinie (lorsque ro est très grande, la 
self est de très grande impédance). 

Il existe a priori une valeur de la pulsation qui minimalise la valeur de IZI. Une dérivation 
de la fonction IZ(mll montre qu'il n'y a qu'une seule valeur de ro noté~ ron. 
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De même, la tangente de l'argument varie entre -oo lorsque CO= 0 et +oo lorsque CO 
tend vers l' infini. Largument de Z varie entre- 90° et+ 90°. Lorsque CO= co0 , l'argument 
de Z est alors nul. 

La valeur de la pulsation qui minimalise IZI et qui annule argZ, C0
11

, vérifie LCco11 
2 = 1. 

(û 0 IIJLC OO 

l~I OO ------...R - ____.. OO 

arg~ no - +90° - 90° ~ 

La pulsation co0 est la pulsation de résonance du circuit RLC série. 

(b) ! = U / Z.; à la résonance Z = R; 1 = U/Rà la résonance. 

De même, 1 tend vers 0 à pulsation nulle et pour les grandes pulsations. 

(c) 1=U/R=2 500 A; co
11

= 1/.JLC=383,5rd / s; f
11 

=61Hz. 

À 50 Hz, 1=162 A; à 70 H z, 1=236 A. 

La résonance est très aiguë. Entre 50 et 70 H z, de part et d'autre de la valeur de résonance 
61 Hz, la valeur de 1 varie dans un rapport de 10,6 à 15,4. 

Pour les phases : 

U = (U ;0°] ;! = (1 ;-cp] ; Z. = [Z; argZ.J; 

U = Z.! => arg U = argZ. + arg l ; 0 = argZ.-cp => argZ. = cp 

En très basse fréquence, cp tend vers - 90° ; i est en avance sur u de 90°. 

En très haute fréquence, cp tend vers+ 90°; i est en retard sur u de 90°. 

À 50 Hz, cp = - 82,3°; à 70 H z, cp = + 84,6°. 

1 
( d) C 0 = - 2 ; C 0 = 1 014 µF. 

Lco 
- U c 1 
A la résonance, U =RI; M =- = ; Uc = 7 850 V; M = 31,4. 

U RC0co 

La résonance « série » est, en général, à éviter, en raison des surtensions qu'elle engendre 
aux bornes du condensateur. 

3.2 Le régime alternatif sinusoïdal triphasé 

Depuis le début du x:xe siècle, les systèmes industriels sont alimentés par des tensions 
triphasées. Les raisons qui ont conduit à choisir ce mode de distribution, sont de deux ordres : 

• une économie de conducteur pour les lignes, pour une puissance installée donnée ; 

• les machines tournantes polyphasées, donc en particulier triphasées, sont plus perfor­
mantes que leurs homologues monophasées. Les premières machines tournantes tripha­
sées ont été construites dès 1880, dix ans à peine après la naissance des machines à courant 
continu. Elles sont aujourd'hui prépondérantes dans la production d'énergie électrique et 
dans la transformation d'énergie électromécanique. 
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190 1 Régimes alternatifs sinusoidaux 

Objectifs 
• Tensions et courants triphasés équilibrés. 

• Couplage étoile avec ou sans neutre, couplage triangle. 

• Puissance en triphasé. 

• Mesure de la puissance en triphasé par la méthode des trois wattmètres. 

• Équivalence triangle-étoile. 

• Exemples de circuits déséquilibrés. Introduction de la simulation informatique. 

3.2.1 Lignes triphasées 
Lobservation des lignes électriques aériennes montre l'existence de deux types de lignes 
triphasées : les lignes à trois conducteurs (ou multiples de 3), en particulier pour le transport 
des tensions élevées (Figure 3.1 O), et les lignes à quatre conducteurs pour la basse tension. 

Chaque conducteur est appelé « phase », de manière impropre. Entre deux phases, il existe 
une tension, dite tension composée ou tension de ligne, notée pour les trois valeurs instanta­
nées : u12, u23, u31• 

Phasel 

j.!.b1 t.u.12 
Phase 2 --.....lj-----

-
_______ + .U.23 

Phase 3 J 

Figure 3.10 Tensions composées 

On appelle « ligne équilibrée en tension » une ligne pour laquelle : 

• les valeurs efficaces des trois tensions composées U12> U23, U31 sont égales; 

• les tensions instantanées sont déphasées de 120° ; 

• le système triphasé de tensions est direct si : 

ll12 = U.J2 sin( Olt) ; U 23 = U .J2 sin( Olt -
2
; l U31 = U.J2 sin (Olt - ~7t) (3. J 9) 

• le système triphasé de tensions est inverse si : 

ll 12 = U.J2 sin( Olt ) ; U 23 = U .J2 sin( Olt+ 
2
; l U31 = U.J2 sin (Olt + 

4

3
" ) (3.20) 

Pour le réseau basse tension européen, la tension composée efficace vaut 400 V 

3.2.2 Couplages sur la ligne triphasée de récepteurs 
ou générateurs identiques 

Un récepteur ou générateur triphasé est un ensemble de trois charges, une par ligne, trois 
dipôles placés entre les trois bornes d'entrée Ut>Vt>W1 et les bornes de sortie U2,V2,W2• 

Son branchement sur la ligne est appelé « couplage ». Il existe deux couplages fondamentaux. 

3.2.2.1 Le couplage étoile (noté Y) 

Les trois bornes de sortie des trois charges sont réunies au nœud N , point commun de l'étoile 
(Figure 3.11). Aux bornes d'un des trois dipôles existe une tension appelée« tension simple » v1 (t) , 
par exemple, de valeur efficace V Dans un dipôle circule le courant de ligne, de valeur efficace 1. 
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V1 

il 

U12 V2 
Point commun de 

U3 1 l'étoile N 
U23 

V Bornes U2, V2, W2 

Figure 3.11 Le couplage étoile 

Si les trois impédances de charge sont identiques, le système des trois tensions simples est 
triphasé équilibré. 

On exprime u12 par différence de v1 et v2. 

Remarque 

Il ne faudrait pas écrire U 12 = V1 - V2, car les tensions ne se composent pas en valeurs efficaces 
mais en valeurs complexes (ou instantanées). 

La représentation complexe de chaque tension a pour module la valeur efficace et pour 
argument, la phase. 

U 12 = V1N - v2N = V1 - v2 

VI = [V; 0°] = V; Y2 =[V; - 120°] = V(-0,5-0,87j) 

U 12 = V(l,5+0,87j) = [V J3; 30°] = [U ; 30°] 

Alors ll 12 = u,/2 sin( ùlt+:) 
La tension ui2 est en avance de phase de 30° sur vi. De même, u23 est en avance de phase de 
30° par rapport à v2 et u3l' en avance de phase de 30°par rapport à v3. 

Pour un système triphasé inverse, la tension u i2 est en retard de phase de 30° sur vi. 

U=V.J3 (3.21) 

En Europe, à une tension composée de valeur efficace 400 V correspond une tension simple 
de valeur efficace 230 V 

Les expressions des valeurs instantanées ont surtout de l'importance dans l'étude des circuits 
déséquilibrés et en électronique de puissance, lorsqu'on analyse, par exemple, les chrono­
grammes des tensions redressées. 

Sur la Figure 3.1 2, on a représenté les chronogrammes des trois tensions composées et des 
trois tensions simples . 

En régime équilibré, le potentiel du point N est nul, car les trois courants forment un système 
équilibré, et leur somme vectorielle est nulle. Supposons que le montage soit accidentelle­
ment déséquilibré. I.:intensité du courant au nœud N s'annule nécessairement, mais les 
tensions aux bornes des dipôles diffèrent. Le système de tensions simples est déséquilibré. 
Pour parer à ce risque de déséquilibre, on relie le point commun de l'étoile N à un quatrième 
fil de ligne, appelé « fil neutre », pouvant supporter la somme (vectorielle) des trois courants 
(Figure 3 .13) . 
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1 carreau pour rc/6 rd 

--u12 ---u23 --u31 

Figure 3.12 Système de tensions simples et co mposées direct 

il (t) v1(t) 
1 1 

U1 2(t) t 1 1 

vi(t) 
1 1 Point commun 
1 1 

de l'étoi le N 
1 1 
1 1 

Neutre 

Figure 3.13 Couplage étoi le avec fil neutre 

Le neutre est le quatrième fil des lignes« à quatre fils». Le couplage étoile avec neutre« sorti » 
est noté Yn. 

3.2.2.2 Le couplage triangle noté b. 

Aux bornes de chaque impédance Z (Figure 3. 14) se trouve une tension composée, de valeur 
efficace U. Dans une impédance circule le courant« composé» de valeur efficace J. 

Bornes U 1 et W2 

Bornes Vl et U2 Bornes Wl et V2 

Figure 3.14 Schéma du couplage triangle 

Les courants composés vérifient en valeur instantanée ou complexe une loi des nœuds. 

I - J - J · I - J - J · I - J - J - 1 - - 12 -31' - 2 - - 23 - 12' - 3 - - 31 - 23 
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Par le même calcul que précédemment, en régime triphasé équilibré, Z, U et J vérifient : 

U = Z.J etl = h /3. (3.22) 

Dans un couplage triangle, il n'y a pas de neutre. Ce montage est inadapté en cas de risque de 
déséquilibre. 

3.2.3 Puissances en régime alternatif sinusoïdal 
triphasé équilibré 

3.2.3.1 Relations donnant les puissances active, réactive, apparente 

La puissance active ou réactive dans l'association des trois phases couplées est la somme des 
puissances actives ou réactives de chaque phase (théorème de Boucherot) . 

En cas d 'équilibre en tension et en courant, la puissance dans les trois phases est trois fois celle 
d'une phase. Lexpression de la puissance dans une phase est l'expression d'une puissance 
monophasée (active ou réactive). 

• La charge est couplée en étoile : 

P = 3 VI cos cp ; Q = 3 VI sin cp ; S = 3 VI 

or V= ~ ; P = J}UJ cos cp ; Q = J}UT sin cp ; S = J}UJ 

• La charge est couplée en triangle : 

P = 3UJ coscp Q = 3UJ sincp S = 3UJ 

1 
or J = J3; P = J}Ui cos cp; Q = J}UJsincp ; S = J}UI 

On obtient ainsi les relations générales indépendantes du couplage : 

P = J}Ulcoscp; Q = J}Ui sincp ; S = J}UI 

Remarque 

(3 .23) 

Ces dernières relations ne nécessitent de connaître que la tension composée, le courant de 
ligne et le facteur de puissance. La tension composée et le courant de ligne peuvent être 
mesurés sans connaître le couplage . 

3.2.3.2 Mesure de la puissance en triphasé équilibré 

Un wattmètre analogique ou numérique triphasé contient toujours quatre circuits : le circuit 
des intensités entre les deux bornes 1 et I*, placé en série dans le montage, et les trois circuits 
des tensions entre les deux bornes U*, U2 et U3, placés en parallèle. Le wattmètre réalise et 
mesure le produit J}.U.l. cos cp. 

Montage: 

En pratique, on peut faire la mesure avec un simple wattmètre monophasé. Le circuit des 
intensités est une simple pince ampèremétrique que l'on déplace successivement sur les trois 
phases, tout en commutant simul tanément le circuit des tensions sur les trois phases. 
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La mesure de la puissance est la somme des trois indications. C'est la méthode des trois watt­
mètres (Figure 3. 16, à gauche) . 

~u~ ~a~ 
triphasée triphasée 

1--~~~~=====---~~-----=-~~~-----l 

Figure 3.15 Wattmètre triphasé en situation de mesure 

Pour la lecrure, numérique le plus souvent, il faur bien vérifier que, pour les trois mesures 
successives, le circuit de l'intensité et le circuit de la tension sont bien connectés successive­
ment à la même phase. 

Si le réseau ne présente pas de neutre sorti, on adopte la méthode du neutre artificiel. Trois 
grandes résistances égales (pour ne pas consommer de puissance inutilement, 10 kQ , par 
exemple) son t couplées en étoile et réalisent un point neurre (Figure 3. 16, à droite). 

N 

Source 
triphasée 

Charge 
triphasée 

Source 
triphasée 

sans 
neutre 

Neutre artificiel 

Figure 3.16 Montages pratiques avec neutre réel (à gauche) ou artificiel (à droite) 

Avec un organe spécial, appelé « commutateur de phase », la méthode des trois wattmètres est 
réalisée avec un seul wattmètre, placé successivement sur chaque phase. 

3.2.3.3 Couplage et plaque à bornes 

Un moteur triphasé absorbe la puissance active P 10 kW Son facteur de puissance 
cos<p = 0,75 . 

Les deux solutions de couplage de la Figure 3.17 sont équivalentes. 

Couplage étoile 
1 

Couplage triangle 
1 

U1 v1 w1 U1 v1 w1 

0 0 0 -
1 ~ ~ ~ 1 

@-0-E) Barrette de 
couplage 

W2 U2 V2 W2 U2 V2 

Figure 3.17 Couplages pratiques 
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• Couplé en étoile sur une ligne « U = 400 V », le courant en ligne est 1 = P I U.-J3.cos cp, 
1 = 19,2 A et la tension « simple» aux bornes d'un enroulement est V= 230 V. 

• Couplé en triangle sur une ligne triphasée « U' = 230 V », il appelle en ligne : 

I' = P I U'.)3.cos cp, I' = 33 A. 

Les enroulements sont sous U' = 230 V et le courant J dans un enroulement est J' = 19 ,2 A. 

Les bornes d'entrée de la ligne sont U1>V1>W1 et celles de couplage U 2,V2,W2 • 

Le constructeur dispose les bornes pour que le couplage soit aisé et machinal. 

3.2.3.4 Exercice avec réponses 3-7 : Amélioration du facteur de puissance 

Un moteur (asynchrone) fonctionnant sur un réseau alternatif triphasé industriel (660 V 
entre phases, 50 Hz) absorbe un courant d'intensité 1 = 14 A. La puissance active absorbée P 
est égale à 12 kW 

(a) Calculer le facteur de puissance, la puissance réactive et la puissance apparente relatives à 
cette charge. 

(b) Afin de porter le facteur de puissance du dispositif à la valeur normalisée 0,95, on place 
sur la ligne une batterie de trois condensateurs identiques de capacité C. Calculer la 
capacité des condensateurs dans les cas où ils sont couplés en étoile puis en triangle. 

Ce problème très classique se traite par le théorème de Boucherot. 

Réponses: 

(a) 0,75 ; 16 kVA; 10,6 kvar. 

(b) En étoile : C = 50 µ F; en triangle: C = 16,5 µF. 

3.2.3.5 Exercice corrigé 3-8 : Transformation d'un montage triangle en montage étoile 

Soit deux circuits équilibrés: l'un couplé en triangle et l'autre en étoile. Ils appellent la même 
puissance active et la même puissance réactive lorsqu'ils sont sous la même tension U. Ils ont 
même puissance apparente (Figure 3.18). 

ly 

u 

Figure 3.18 Impédances équivalentes 

(a) Exprimer dans les deux cas la puissance apparente. 

Lorsque les deux montages sont équivalents, montrer que 

(3 .24) 

Cette relation permet de transformer un montage triangle équilibré en un montage 
étoile. 

(b) Montrer que les deux impédances complexes ont même argument. 
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Correction : 

(a) S 3u J 3Vl . I _ :!__ . J _ _Q_ z _ V _ U / J3 _ Z /:; 
= . /:; = y ' y - Zy ' /:; - Z1:; ~ y - ly - J.J3 - 3 

(b) L'argument de l'impédance est la phase de la tension monophasée aux bornes d'une 
charge par rapport au courant qui la traverse. 

S=J3U.I1:; =J3Uly ~I1:; =ly =I 

p = ./3UI cos cp /:; = ./3UI cos <py et Q = ./3UI sin cp /:; = ./3UI sin <py ~ <py = cp /:; 

3.2.4 Schéma équivalent monophasé 

On donne le schéma d'une charge en triphasé équilibrée couplée en triangle sous la tension 
U. Par l'équivalence triangle-étoile, on construit le « schéma équivalent monophasé » de cette 
charge (Figure 3. 19). 

Le schéma réel en triangle et le schéma équivalent monophasé doivent conduire aux mêmes 
puissances. 

u 

Figure 3.1 9 Passage au schéma équivalent monophasé« étoilé» 

Vérification de la validité del' équivalence par l'expression de la puissance apparente : 

2 

S=3U.J=3 u
2 =~= (J3v) =3 v

2 

Z1:; Z1:; Z Z 
3 

Le montage en triangle peut être représenté par un (triple) schéma équivalent monophasé, 
dont les modules d'impédance sont divisés par trois, et la tension d'entrée est la tension U 
divisée par °'13 . La puissance totale est alors le triple de la puissance donnée par le schéma 
équivalent monophasé. 

3.2.4. l Exercice avec réponses 3-9 : Plan de charge triphasé 

Sur un réseau triphasé (U = 400 V, f = 50 Hz), on couple en étoile une charge résistive 
variable (plan de charge) de puissance active maximale 8 kW et un plan de charge purement 
inductif (réactance variable) de puissance réactive maximale 4 kvar. Le réseau est une source 
de tension. 

(a) Exprimer la puissance active en fonction de U et R, et calculer la valeur ~in minimale 
d'une résistance du plan de charge résistif et le courant IR dans cette résistance. 

(b) Exprimer la puissance réactive en fonction de U et X, et calculer ~in la valeur minimale 
de X (réactance) d'une self du plan de charge inductif et le courant lx dans cette self. 

(c) Calculer le courant total en ligne I et le facteur de puissance global coscp. 
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(d) Afin d'augmenter le facteur de puissance, on couple, en triangle, trois condensateurs de 
C = 20 µF sur le réseau précédent. 

- Calculer la réactance d'un condensateur et la puissance réactive (fournie) par ces 
condensateurs. 

- Calculer la puissance réactive de l'ensemble. 

- Calculer la puissance apparente, le courant total en ligne et le facteur de puissance 
corrigé. 

(e) Donner le schéma équivalent monophasé du montage corrigé avec les condensateurs 
(Figure 3.20). 

Figure 3.20 Schéma du montage réel 

Réponses: 

(a) P = 3 V2/R; P max= 3 V2/~in; Rmin = 20 Q ; IR = 11,5 A. La valeur de Rmin correspond 
à une puissance maximale. Le réseau est une source de tension et non une source de 
courant. 

(b) Q = 3 V2/X; ~ax = 3 V2/Xmin; ~in= 40 Q ; lx = 5,7 A. 

(c) 12,9 A; cos<p = 0,89. 

(d) IXcl = 158 Q ; Q = - 3 kvar ; ~ = 4 - 3 = 1 kvar ; St= 8,06 kVA ; le = 11 ,6 A; 
cos<pcor = 0,99. 

(e) Schéma équivalent monophasé étoilé (Figure 3.21) : 

V = 230 V 

R' = 20 Q 
L' = 127 mH 
C' = 60 µF 

Figure 3.21 Schéma équivalent monophasé quantifié 

3.2.5 Circuits triphasés déséquilibrés 

On considère maintenant des circuits en régime alternatif sinusoïdal triphasé en déséquilibre. 

H ypothèse : on considère une charge déséquilibrée (au moins deux impédances différentes) 
alimentée par une source de tensions alternatives sinusoïdales triphasées équilibrée en tension. 

3.2.5.1 Exercice corrigé 3-1 O : Montages déséquilibrés couplés en étoile 

Première partie : Avec fil neutre 

Une source triphasée, de forte puissance, est équilibrée en tension. Les trois f. e.m. ~a' ~b, ~c 
sont les tensions simples de cette source. Elles forment un système triphasé direct. Le point 
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N'est le point commun de l' étoile de la source. C'est le point neutre de la source (Figure 3.22). 

La source alimente trois impédances Za, Zb, Zc différentes . Le circuit est donc déséquilibré en 
courant. 

la la la Za 
UA lj_a 

lb UAB N' lb N lj_a 

N' lb lb N 

le le 

le 
VN 

- c 
lNN' ZNN' lj_NN' 

Figure 3.22 Montage étoile déséquilibré avec neutre ou sans neutre 

Lim pédance Za (respectivement Zb, Zc) regroupe en série l'impédance de la charge propre­
ment dite, l' impédance de la ligne et l' impédance entre la charge et le point N. 

L'impédance entre les points communs des étoiles N et N ' est Z NN" Elle est généralement 
faible en module. Le fil NN' est le fil neutre de l' installation . 

La résolution des lois de Kirchoff donne, pour la phase A, puis respectivement pour les phases 
B et C: 

J =~a -f;NN'!NN ' . J = ~b -f;NN' !NN' 
- a Z ' - b Z 

- a - b 

J = ~c - ZNN' !NN' 
- C z 

- C 

V a = Za L ; V b = Zdb ; V c = Z c !c 

Questions : 

Le réseau industriel constitue une source de tension triphasée, équilibrée en tension . La valeur 
efficace de chaque f.e.m. est égale à 230 V Le système des trois f.e.m. est supposé direct. 

~a =[230; 0°], ~b =[230; - 120°], ~c =[230; + 120°] 

On considère une charge résistive et inductive, initialement équilibrée. Mais, à cause d 'un 
incident, la phase A est coupée, son impédance résistive passe à 5 MQ. 

On détermine le nouvel état de régime permanent : I NN ' et les courants dans les trois phases . 

Correction : 

Afin de diversifier les méthodes de résolution du problème, l'application des relations ci-dessus 
est remplacée par une simulation informatique grâce au logiciel psim_demo(version 9.1). 

Ce logiciel présente une version démonstration libre d 'accès, déjà très complète pour résoudre 
les problèmes les plus simples. 

Données concernant ce logiciel : 

La Figure 3.23 donne la fenêtre de travail, où l'on trace le schéma du montage. 

En haut et en bas : les icônes pour tracer les composants et pour les différen tes fonctions, ainsi 
que la barre d 'outils. Le fichier est sauvegardé sous l'extensio n PSIM Document. 
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D l~lgl 1 __._........__._"""""'·lfJ=-1 ~ ;,lr·tl' 1 /ls~ Al.QI~ D. Wlnl • l<l!!I ~ /l:t:I 
1 

N' 

i_nn'(t) 

R = 1 ohm; L = 0,04 H 

N 

C9 
Paramètres utiles de simulation 
lime step: 1 E-S(s) (pas du calcul numérique) 
Total time: 0, 12 s ; duree totale de simulation 
lrint time 0, 1 s (instant initial de prise des résultats) 
Soit 5 périodes après le temps O 

'------~ A 1----------' 

Figure 3.23 Le schém a du montage simulé (déséquilibre avec neutre) 

La Figure 3.24 donne les résultats de simulation (fichier sauvegardé sous l'extension Simwiew 
Document). 

La barre d'outils du haut donne les icônes pour traiter l'image, les axes, les échelles ; celle du 
bas permet d'accéder aux calculs (puissances, valeurs moyennes, efficaces, curseurs, etc.). 

La Figure 3.25 donne les résultats des calculs demandés. Ici, ce sont des valeurs efficaces. 

30 

20 

10 

0 

- 10 

- 20 

-30 

400 

200 

0 

- 200 

A f'e • 

lb le ln 

Va Vb Ve 
1 1 1 1 1 ---------r--------- r ---------r ---------r---------r---------

: Vc(t) 
- --- r- ---------

1 
1 

~~-~-- , 1 1 1 1 

- 400 --------- ~ ---------~---------~--------- ~ --------- ~ ---------

0.103333 0 .106667 0.11 
lime (s) 

0.113333 0.116667 0.12 

31\i fi'IMV\r. X-~ ~~ Pr p s Tl() ....__ ______ ___........,== ............ =--= 

Figure 3.24 Les résultats de simulation, sous forme de chronogrammes 
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MS Value 

Time From 

Time To 

12 

13 

ln 

Vl 

V2 

V3 

1.0002000e-001 

1.2ooooooe-001 

l .8407042e+001 

1.8254598e+001 

1.8394305e+001 

2.3099786e+002 

2.3091092e+002 

2.3091152e+002 

Figure 3.25 Les résultats de simulation numérique 

Le déséquilibre ne déforme pas les grandeurs électriques, qui restent sinusoïdales. Le système 
des tensions simples aux bornes de la charge reste équilibré. Mais il existe un courant dans le 
fil neutre. Le logiciel donne des résultats comportant trop de chiffres significatifs (c'est un 
calcul purement mathématique) par rapport aux incertitudes sur la valeur de L, Rou U. La 
valeur 18,3 A est suffisante. 

Le système de curseur adjoint au logiciel permet d'atteindre les décalages temporels entre les 
fonctions, donc les déphasages angulaires : 0,05 s correspond à 90°, etc. 

Partie 2 : Sans fil neutre 

La source triphasée, de forte puissance, est toujours équilibrée en tension. Les trois f. e.m. §.a, 
§.b, §.e sont les tensions simples de cette source. Elles forment un système triphasé direct. Le 
point N' est le point commun de l'étoile de la source. C'est le point neutre de la source. 

Les trois tensions composées ~8, U80 UcA constituent un système triphasé équilibré direct. 

La source alimente trois impédances Za, Zb, Ze différentes. Le circuit est donc déséquilibré en 
courant. 

La loi des nœuds s'écrit au point N : L + h + !e = 0 

La résolution des lois de Kirchoff donne pour la phase A, puis respectivement pour les phases 
B et C, puis pour la valeur de V NN ' : 

ga -gb =ZaL-Zbh; gb-ge =Zbh-ZJe ; ge-ga =Ze!c -ZJa 
V N N' = ga - Za L = gb - zb h = ge - Zc!e 

1 =ma - gb)Ze +ma -gJzb 
-a Za Zb + Za Ze + Ze Zb 

1 = mb - ga)Ze +mb - gJza . 1 =me -gJzb +me -gb)Za 
-b ZaZb + ZaZe + ZeZb '-e ZaZb + ZaZe + ZeZb 

Le potentiel du point N n'est pas fixé par le point N', comme dans le cas précédent. Même si 
les tensions de phases forment un système triphasé équilibré, les tensions simples aux bornes 
de la charge sont inconnues a priori, car elles dépendent du potentiel du point N. 

Questions: 

On reprend l'exemple précédent. Mais le fil neutre est absent. 

(a) Déterminer les trois courants dans les phases. 

(b) Déterminer les tensions simples Vb et Ve aux bornes de la charge. 
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(c) Déterminer la tension V NN '· 

(d) Déterminer Va. 

Correction : 

Tension composée : 400 V 
fréquence 50 Hz 

ia(t) 

i_nn'(t) 
'--------1 V !-----------' 

Le régime alternatif sinusoidal triphasé 1 201 

R = 1 ohm ; L = 0,04 H 

N 

C9 
Paramètres utiles de simulation 
Time step: 1 E-5(s) (pas du ca lcul numérique) 
Total time: 0, 12 s; duree totale de simulation 
Trint time 0 , 1 s ( instant initial de prise des résultats) 
Soit 5 périodes après le temps 0 

Figure 3.26 Le schéma du montage simulé (déséquilibre sans neutre) 

Le schéma est tracé sous psim-demo (Figure 3.26). 

(a) La Figure 3.27 donne les chronogrammes des deux courants dans les phases b et c. La 
figure 3.28 donne les valeurs efficaces. 

(b) Le système des tensions simples aux bornes de la charge n'est plus équilibré. La partie 
«a » de la charge est en surtension (345 V, au lieu de 230 V). Les parties« b » et « c »sont 
en sous-tension (199 V, au lieu de 230 V). 

(c) Le « déplacement » du point neutre, tension V NN" est de 11 5 V. 

(d) La Figure 3.28 donne la tension Va. 

lb le 
1 j 1 1 ! 

30 ------------------t ------------------~ ------------------t ------------------t------------------t ------------------

20 

10 

0 

- 10 

-20 

- 30 

600 

400 

200 

0 

- 200 

-400 

- 600 

' ' ' ' -~-- - ---- -- - ---- --- -~ --- - -- ------- --- --------------' ' ' ' 1 1 1 1 t ----- -----------r ------------------r ------- ---------; ----- -----------; ------------------, ------- ---------
1 ! + 1 ! 
1 j 1 1 • 

-- --------------- -L----- ------- ------L---------------- - ------------------L------------------L-- --------------1 1 1 j 
1 1 1 1 t 
1 ! ! 1 ! 

----- -----------~ ------------------~ -------- ---------~ ----- -----------~ ------------------~------- ---------
: ib(t) : i i : ------------- -r------------------r---------------- --------------
1 1 t 1 
1 ! ! 1 ! 

------------------~ ------------------~ ------------------~ ------------------~ ------------------~ ------------------
! 1 j 1 ! 

va vb vc vn 

---L ------------------~--
: vnn'(t) 1 

1 1 
• 

------------------r ------------------r------------------r--------------- - ------------------
! • 1 1 j 
1 1 1 1 1 

------------------~------------------L------------------~------------------~ ------------------L------------------
1 1 1 1 1 

0.103333 0.106667 0.11 
Time (s) 

0.113333 0.116667 

Figure 3.27 Les résultats de simulation, sous forme de chronogrammes 

0.12 
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lime From 

lime To 

lb 

le 

Va 

Vb 

Ve 

Vn 

1.0002oooe-001 

l .2000000e-001 

1.5856804e+001 

1.5856734e+001 

3.4649675e+001 

1.9995040e+002 

1.9994953e+002 

1. 1549889e+002 

Figure 3.28 Les résultats de simulation numériques 

3.2.5.2 Exercice avec réponses 3-11 : Circuit déséquilibré couplé en triangle 

On considère une charge dont on ne connaît pas a p riori le couplage. Les deux connexions 
étoile et triangle sont alors envisageables et lon peut passer de l'une à l'autre par le théorème 
de Kennelly, dont les relations sont données (3.26). 

Soit un système déséquilibré d'impédances Zab• Zbc• Zca couplé en triangle. Il est équivalent à 
un système déséquilibré d'impédances Za, Zb, Zc, couplé en étoile (Figure 3.29). 

Figure 3.29 Équivalence triangle-étoile 

z = __ -_Z~ac~Z_b~c __ 
- c Zab + Zbc + Zac 

(3 .26) 

La source triphasée est équilibrée en tension, valeur efficace EaN' = 230 V, système direct. La 
phase ab est coupée, Zab est infinie. On donne Zbc = Zac = 11 , 5j (Q) (Figure 3.30). 

Remplacer le montage triangle par un montage étoile et déterminer les courants de ligne L· .. 
et les courants composés lab· .. 

N' 

Figure 3.30 Montage triangle déséquilibré 

Réponses: 

Za = Zb = 11 ,5j (Q) ; zc = o 
la= - l 7,3-30j (A) ; lb= - 34,6 (A) ; le= 51,9 + 30j (A). La somme des courants est nulle. 

l ab = 19, l - 30j . . . 
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CHAPITRE 3-2 

Circuits magnétiques en régime 
dynamique. Transformateurs 

3.3 Bobine d'induction en régime dynamique 

En régime dynamique ou variable, le changement le plus important vient du fait que le maté­
riau magnétique n'a plus un point de fonctionnement unique (H ,B), mais qu'il décrit la 
courbe B(H) et, plus exactement, un cycle d'hystérésis. Il en résulte une dégradation du 
rendement. 

Objectifs 

• Loi de Boucherot en régime alternatif sinusoïdal. 

Cycle d'hystérésis. 

Pertes magnétiques. 

3.3.1 Exercice corrigé 3-12 : Évolution de l'énergie dans 
une bobine en régime transitoire 

On désire évaluer l'énergie stockée dans une bobine en régime transitoire. On réalise pour 
cela un transfert d'énergie. Les bornes de la bobine sont reliées à une source de tension 
constante E. Le courant i(t) augmente lentement dans la bobine, en raison de l'inductance 
qui s'oppose à la croissance instantanée du courant i(t). La bobine oppose une f e.m. d'auto-

di 
induction: e(t) = - L- . 

dt 

On donne la géométrie de la bobine : longueur moyenne f, = 70 cm, surface des spires 
S = 10 cm2 , la perméabilité absolue du noyauµ et le nombre de spires N = 800. 
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204 1 Circuits magnétiques en régime dynamique. transformateurs 

D'après la loi d'Ohm généralisée : v(t) = ri(t)- e(t) =ri( t) - L di. 
dt 

Si l'on suppose que ri est négligeable, ce qui est une hypothèse fréquente en électrotechnique, 
di 

v(t) = L-. 

(a) On ~:ppelle l'expression de l'inductance L = N 2 µS. 
e 

Exprimer v(t) en fonction de S, N et de la dérivée temporelle de B. 

(b) Pendant dt, l'énergie dW = p.dt fournie par la source (travail électrique) est reçue et 
stockée par la bobine. Exprimer l'énergie électromagnétique élémentaire stockée dWem 
lorsque l'induction B varie de dB. 

(c) Donner l'expression de la densité d'énergie élémentaire dwem· 

(d) Premier cas:µ est constant. Calculer numériquement la variation de la densité d'énergie 
stockée si B varie entre 1 T et 1,4 T. µ = 800 µ 0. 

(e) Deuxième cas : le matériau n'est pas linéaire et 

H = 60B+ 200B4 +10 B6 +1 5 B10 

Même question qu'au d). 

Correction : 

d(µNi) 
(a) v(c) = Ldi=µN2 ~di = µ NS.Ndi = N.S. e => v(t)=NS.dB 

dt e dt e dt de dt 

. dB. . dB 
(b) p(c) = v(c)1(t ) => dWem = p.dt = NS-1dc = N 1.S-dt 

de dt 
Ni= He ; dWem = (H.dB).(S.e) 

(c) se esc le volume de la bobine. La densité d'énergie magnétique (libre ou utilisable) 
élémentaire stockée dans le solénoïde - en fait, dans l'espace champ magnétique - est 
donnée par dwem : 

(d) 

(e) 

dwem =H.dB 

La densité d'énergie totale stockée pendant la montée du courant est donc donnée par 
intégration de la relation précédente. Pour une variation de B = 0, où par définition on 
prend wem = 0, à la valeur B, la densité d'énergie apparaît comme l'intégrale: 

B 

Wem = J H.dB 
0 

Si la linéarité est assurée, 

J 
H (H 2 - H 2) (B 2 - B 2) 

B=µH · dB=µdH · !iw = 2 HµdH=>liw = µ 2 1 = 2 
1 ' ' em H em 

1 2 2µ 
A.N. : !iwem = 476 J/m3, soit une variation d'énergie stockée dans un volume t'} = 
700 cm3, 0,33 J. 

H = 60 B+200 B4 +10 B6 +1 5 B10 

J B2 J B, 4 6 10 B = µH; dB = µdH; !iwem = H dB = (60B+200B + lOB + 15B ) dB 
B, B, 

[ 
B2 B5 B7 Bn J.4 

=> liwem= 60 - +200 - + 10- + 15- = 271J / m3 

2 5 7 11 1 
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La variation d'énergie est de 0, 19 J. 
En présence de saturation magnétique l'énergie stockée, ou la variation d'énergie stockée, 
est plus petite que si le noyau est linéaire. 

On obtient l'énergie par intégration (graphique ou autre) par la relation intégrale : 

wem = f o'P id\j/ 

Sur la Figure 3.31, on peut comparer le résultat de l'intégrale J 
0
'f' id\jf, l'aire hachurée, à 

l'expression l\j/ / 2, matérialisée par l'aire grise. La relation LI 2 
/ 2 = l\j/ / 2 ne s'applique 

que si le circuit magnétique est linéaire ou peu saturé. 

Figure 3.31 Représentation graphique de l'énergie magnétique stockée 

3.3. 1.1 Exercice corrigé 3-13 : Bobine non saturée en régime sinusoïdal. 
Relation de Boucherot 

Une bobine est excitée par une tension alternative sinusoïdale v(t). Elle est le siège d'un 
courant id' auto-induction variable. Soit \jf, le flux propre totalisé de l' induction B dans les N 
spires. Ce flux généré pari est variable. Si le matériau reste linéairement magnétique pendant 
la variation de i(t), les inductances magnétisante Lm et de fuites Lf sont simultanément 
constantes. On néglige la résistance r des spires. 

\j/(t) = N<p(t) = Li(t) =(Lm+ Lr) i(t); v(t) = - e(t) = N d<p 
dt 

On dit alors que la bobine fonctionne à flux forcé. Le Aux magnétique est directement imposé 
par la tension v(t) . 

La tension engendre un Aux sinusoïdal. 

(a) Poser l'équation différentielle reliant v et <p. 

(b) Exprimer l'équation en nombres complexes reliant V et <p. 

(c) En déduire la relation liant la valeur efficace de V (ou de E) au flux maximal <pmax' connue 
sous le nom de « relation de Boucherot ». 

Correction : 

(a) v = V .J2 sincot = - e(t) = N dcp 
dt 

(b) <!>=_!_ f V.J2sincotdt= -
1
- V.J2sin(cot-7t/2) 

N Nco 

<!> = -
1-v .J2(-j); - j = [l ; -90°] 

- Nco 
N 

Emax = N co<p max :::::} E = .J2 co<p max 
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206 1 Circuits magnétiques en régime dynamique. transformateurs 

Ce résultat est connu sous le nom de« loi de Boucherot »,valable avec les hypothèses que 
nous rappelons. 

- Tension sinusoïdale, de valeur efficace V. 

- Flux forcé, chute de tension ohmique faible devant la tension V. 

27t 
V"'" E = J2 N f<p max = 4,44Nf<pmax (3.26) 

N désigne le nombre de spires. <?max désigne l'amplitude du flux dans sa variation tempo­
relle et fla fréquence de la tension. Le courant est alors de forme sinusoïdale et déphasé 
en retard de 90° par rapport à la tension. 

Dans le cas général, le matériau du noyau est saturable et soumis à l'hystérésis magné­
tique. Nous allons nous pencher sur ce problème et obtenir, par simulation informa­
tique, la forme du courant en régime transitoire, à l'établissement de la tension et en 
régime établi. 

3.3.2 Bobine saturable et hystérétique en régime variable 

3.3.2.1 Phénomène d'hystérésis magnétique 

Ce phénomène trouve sa source au niveau atomique. Pour une valeur de H donnée, la valeur 
de B n'est pas la même selon que H est croissant ou décroissant (Figure 3 .32). 

De plus, on a également pu montrer que le cycle d'hystérésis dépendait fortement des condi­
tions d'excitation du matériau. Il est usuel de représenter l'hystérésis sous la forme d'un cycle 
parfaitement symétrique. C'est le cas si !'excitation ou l' induction sont sinusoïdales. On 
montre, expérimentalement, que le cycle d'hystérésis dépend de la fréquence. 

1,50 B(T) 

- 1,50 

Figure 3.32 Cycles d'hystérésis symétriques 

On appellera« cycle statique » un cycle décrit à très basse fréquence, et on appellera « cycle 
dynamique » un cycle parcouru à fréquence usuelle (par exemple, 50 H z) . Sur la Figure 
ci-dessus, on a enregistré pour un matériau m agnétique doux usuel (alliage fer-silicium) le 
cycle obtenu en excitant une bobine dont le noyau est constitué de cet alliage par une tension 
parfaitement sinusoïdale soit à 1 H z soit à 50 Hz (Figure 3.32). 

Le cycle statique est plus maigre que le cycle dynamique. C hamp coercitif et induction 
rémanente dépendent sensiblement de la fréquence. 
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Lorigine de cet élargissement du cycle est à rechercher dans les courants induits (courants de 
Foucault) qui prennent naissance dans les tôles du noyau magnétique, excitées par un champ 
B variable. Conformément à la loi de Lenz, ces courants s'opposent à la cause qui les génère. 
La croissance ou la décroissance de l'induction dans le noyau est retardée lorsque H varie. Ces 
courants induirs engendrent aussi des pertes (par effet Joule). Comme nous allons le montrer 
maintenant, les pertes de puissance engendrées par l'hystérésis dépendent de la fréquence. 

3.3.2.2 Pertes magnétiques et hystérésis 

Montrons que l'hystérésis (dynamique ou statique) engendre des pertes d 'énergie. On saie 
B, 

qu'un noyau magnétique de volume ~ stocke l'énergie magnétique W eml = f H.dB.~ 
0 

lorsque l' induction varie de 0 à BI. Lénergie stockée varie de weml à w em2 lorsque B varie de BI 

à B2. Si l'hystérésis n'existait pas, le trajet« de montée » de B 1 à B2 serait le même que le trajet de 
descente de B2 à B1• Lénergie stockée à la montée serait déstockée de la même quantité à la 
descente. 

Mais à cause de l'hystérésis, les trajets de montée et de descente sont différents. 

Il en résulte, pour le noyau, des pertes proportionnelles à l'aire du cycle d'hystérésis et à la 
fréquence de balayage du cycle, fréquence de la tension excitatrice. 

On trouvera de nombreuses formules empiriques tentant de prédire ces pertes dans un cas 
toujours particulier. On peut seulement affirmer que les pertes dépendent directement du 
carré de l'induction magnétique maximale, Bmax· 

On tente - le plus souvent, vainement - de séparer les pertes dues à l'hystérésis statique et aux 
courants de Foucault. La seule certitude est que l'aire du cycle d'hystérésis est la meilleure 
image des pertes m agnétiques globales dans un matériau. 

La partie des pertes, due aux courants de Foucault, dépend de la section du noyau perpendi­
culairement au champ B. Pour réduire cette fraction des pertes, on découpe le noyau en 
parties de faible section, isolées électriquement entre elles. 

Dans les noyaux à section rectangulaire, cette opération est appelée « feuilletage ». 

Le feuilletage se fait dans le sens de B. Les feuilles de matériau, en forme de tôles, ont une 
faible largeur, perpendiculairement à B (0,35 mm, par exemple). Les courants de Foucault se 
développent en spires dont le plan est orthogonal aux plans des rôles. Ces spires sont limitées 
par le feuilletage et les courants ne peuvent pas prendre une grande intensité (Figure 3.33) . 

q> 1 Noyau à section 

~=====~===~====~ rectangulaire feuilleté 

Figure 3.33 Sens du feuilletage et direction de l'induction 

Pour un circuit magnétique, les pertes magnétiques sont données: 

• pour une certaine fréquence (50 Hz, habituellement) ; 

• pour une certaine épaisseur des rôles ; 

• et pour une induction maximale Bmax· 

Exemple de tôle fer-silicium à 3 % : Bsac = 1,8 T ; épaisseur : 0,35 mm ; pertes : 3 W/kg à 
50 Hz et 1,5 T. 
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3.3.3 Simulation d'une bobine en régime variable 

On étudie en simulation (logiciel Pacte, voir bibliographie) le comportement d'une bobine 
en régime variable. Le logiciel de simulation prend en compte : 

• la géométrie du noyau de la bobine et le nombre de spires ; 

• l'hystérésis dynamique du matériau. Le noyau est feuilleté. 

La tension imposée par le réseau est sinusoïdale (230 V, 50 Hz) (Figure 3.34). 

v(t) = V ..f2 sin cot 

~ 
i(t) r ----+-

e(t) = - Ndqi/dt 

Figure 3.34 Modèle de la bobine pour la simulation 

La réponse de la bobine est très différente selon les conditions initiales, selon la valeur initiale 
de la tension lorsque l'on ferme l' interrupteur. 

Dans une première situation, v(t = O) = 0 (Figure 3.35). 

Dans la deuxième situation, v(t = O) =V min (Figure 3.36). 

L'intégration de l'équation de maille v(t ) = ri(t)-e(t) = ri(t)+ N d<p ne se fait donc pas avec 
dt 

les mêmes conditions initiales à t = 0 dans chacune des situations. 

La simulation permet d'introduire ici des hypothèses plus réalistes que ne le permet la 

résolution manuelle de l'équation v( t) = ri( t ) + L di. 
dt 

1 . n R Champ H(t) 
(KA/ m) 2i 

o~A~A~A_._A__..A_A__..A_A___..A_A~A._......A_A__..A_A_._.....A_A~A._......A_A._._..A_A_._.....A_A~A 
- 1- - ~ ~ ~ 4~00 50' 0 0 100 200 300 

t(ms) 

(v) 400 Tension v(t) 

2~~ {\ {\ 0 0 {\ 0 {\ 0 0 ~ {\ 0 0 0 ~ 0 Q 0 0 ~ {\ 0 0 0 
=~~

0 

V \TV V ~V V V V \[VlJ V V Vy V V V V V V V V Y 
0 100 200 300 400 500 

t (ms) 

(A) _o~l f · n /\~ /\ Courant i(t) _B A A A A A A A A A A A A A A A A A A -- - A A /\ A 

~ ~ ~ o 100 200 300 400 560 
t (ms) 

(Tesla) 2 Induction B(t) 

-~r[J[J[J~ 
0 100 200 300 400 500 

t (ms) 

~"'')_] t 1 1 
- 0.5 0.0 0.5 1.0 

Hysteresis dynamique: B(H) 

1'.5 2'.o 
H (KA/ m) 

Figure 3.35 Simulation d'un régime transitoire de bobine. Situation n° 1 : v(O) = 0 
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O~·~ /\ ~ ~ 
(A/ m) 1 oob Champ H(t) 

- 100 :;;=s;; :;; ": 
0 W ~ ~ M 

t (ms) 
M~ ~~~ 

20~eL:'\ L:'\ L:'\ L:'\ 
=~~~ S2 S2 S2 s 

0 W ~ ~ M 
t (ms) 

(mA) 100 Courant i(t) 

-10: 
0 W ~ ~ M 

t (ms) 
(Tesla) 1 Induction B(t) OT C"\ C"\ C"\ 

- 1~ S2 S2 S2 1 

0 20 40 60 80 
t (ms) 

~·'''] 
Hysteresis dynamique: B(H) 

~ ~= 1 1 

-100 - 50 0 50 100 
H (A/m) 

Figure 3.36 Simulation d'un régime transitoire de bobine. Situation n° 2 : v(O) = Vmin 

D ans la première situation (Figure 3.35), la surintensité à la mise sous tension est très impor­

tante: 1,5 A en crête pour quelques dizaines de milliampères en régime permanent. Ce courant 
transitoire peut faire déclencher les dispositifs de protection du réseau contre la surintensité. 
La tension initiale ri (t) est élevée, donc v(t) est très différente de la f.e.m. e. 

Le matériau est très excité, et il est fortement saturé. H vaut plusieurs centaines d 'ampères par 
mètre. 

• Le champ d 'excitation n'est pas sinusoïdal et présente une composante continue. 
L induction est sinusoïdale avec une composante continue. 

• Le cycle d'hystérésis présente une forme très dissymétrique. 

Dans la deuxième situation (Figure 3.36), le courant i(t) et la tension ri(t) sont faibles. La 
différence initiale entre la f. e.m. et la tension est faible. Le régime permanent est rapidement 
atteint. 

• La composante continue du courant s'annule rapidement. 

• Le cycle d'hystérésis se referme après quelques périodes et il a sa forme classique. 

• Le courant et le champ H ne sont pas sinusoïdaux. 

On ne peut donc pas avoir, simultanément, les champs d'excitation H et d ' induction B sinu­

soïdaux. 
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3.3.3.1 Exercice corrigé 3-14 : Schéma équivalent d'une bobine 
en régime variable monophasé 

Une bobine, à noyau de fer feuilleté, est alimentée sous une tension alternative sinusoïdale de 
valeur efficace V = 1 OO V et de fréquence 50 H z. On suppose le courant sinusoïdal. 

On réalise les mesures suivantes : 

• au wattmètre, la puissance active absorbée P = 4 1 W ; 

• au varmètre, la puissance réactive absorbée Q = 536 var ; 

• ainsi que le courant absorbé 1 = 5,4 A. 

On réalise la mesure de la résistance à l'ohmmètre r = 0,23 Q , en continu. 

(a) De la mesure de P et de r, déduire les perces Joule et les perces magnétiques de la bobine. 

(b) On propose un schéma équivalent de la bobine, valable seulement en régime sinusoïdal. 
Tension, intensité et f.e.m. sont des grandeurs complexes. 

Par ces mesures, on propose donc un schéma équivalent de la bobine prenant en compte 
la résistance r des conducteurs, la réactance due à l'inductance de fuites Xf (qui n'a pas été 
mesurée ici, mais que l'on évalue à quelques dixièmes d 'ohm). La réactance Xm est la 
réactance magnétisante ou réactance principale. La résistance, notée RF> est une résistance 
fictive qui matérialise, sous forme d'une puissance électrique, les perces magnétiques. 
Dans la plupart des cas, seules RF et Xm one une valeur significative. 

Figure 3.37 Schéma équivalent d'une bobine à noyau de fer 

En négligeant, dans un premier temps, la chute de tension aux bornes der et jXf, déter­
miner RF et Xm. 

(c) Vérifier a posteriori que la chute de tension aux bornes de r est négligeable. 

(d) Influence du nombre de spires. 

Pour une section du circuit magnétique donnée, choisir une induction maximale élevée 
limiterait le nombre de spires à bobiner ; mais on serait alors pénalisé par les pertes qui 
sont plus élevées du fait d 'un cycle d 'hystérésis allongé. Pour obtenir une induction maxi­
male - placée au coude de saturation, par exemple-, le nombre de spires n'est pas quel­
conque et il est imposé pour satisfaire la relation de Boucherot. 

Comparer les nombres de spires nécessaires pour obtenir Bmax = 0,8 Tou 1,2 T, dans une 
section de 20 cm2 

. 

Correction : 

(a) P1 = rl 2 = 6, 7W. 

Une inductance pure, sans fer et sans résistance n'absorbe pas de puissance active. Le reste 
de la puissance active mesurée, soit 4 1 - 6, 7 = 34,3 W, correspond donc à d'autres perces. 
Ce sont les perces magnétiques, dues au matériau du noyau. 

y 2 y 2 
(b) P- P1 = PF = -; Q = -;RF =290Q; X m = 18,6Q; Lm = 59mH 

RF xm 
(c) rl = l ,2 V 
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On obtient ainsi le schéma équivalent usuel, valable en toute rigueur sous tension sinu­
soïdale et avec un courant sinusoïdal. Ce qui exclut de pouvoir prendre en compte les 
non-linéarités existantes dues au matériau magnétique. Le schéma équivalent n'est 
valable que pour un point de fonctionnement (généralement, le point nominal) , car les 
inductances sont variables avec la non-linéarité du noyau. On le détermine alors au point 
nominal. Aux bornes de la réactance magnétisante se trouve la f.e.m. d ' induction de 
Boucherot. 

(d) Bmax = 0,8 T: V;::: E = 
2~2 N.f.S.Brnax ==> N = 

100[2 = 281 
'1 L 50.2.10- 0,8.2.7t 

Pour Bmax = 1,2 T, N = 188 spires. 

Remarque : Entrefers résiduels 

Si l'on veur augmenter la puissance réactive consommée par une bobine Q z V 2 
/ Xm, on ne 

peut agir que sur l'inductance magnétisante, en la diminuant, c'est-à-dire en augmentant les 
largeurs des entrefers résiduels existant entre les jointures des tôles en « T » et en « U » ou en « E ». 

Dans les transformateurs, au contraire, on limite la puissance réactive consommée en rédui­
sant les entrefers résiduels dans les joints de rôles et en alternant les formes des tôles en « E » 

(ou en « U ») et en « T » (Figure 3.38). 

Figure 3.38 Entrefers résiduels dans une inductance (à gauche), 
tôles en E et en 1 alternées dans un transformateur (à droite et au centre) 

3.3.3.2 Exercice avec réponses 3-15 : Calcul des pertes magnétiques 

On considère une bobine constituée d'un circuit magnétique fermé (longueur moyenne : 
50 cm, section : 5 cm 2 ) et de N spires. 

Cette bobine est reliée à une source de tension monophasée sinusoïdale de valeur efficace 
V= 48 V et de fréquence f = 50 Hz (pulsation Cù = 314 rd/s) . On néglige la chute de tension 
due à sa résistance. La bobine fonctionne donc à flux forcé par la tension . 

• Calculer la valeur maximale de l' induction Bmax par la loi de Boucherot, pour N valant 
successivement 500 spires et 1 000 spires. 

• Les tôles du circuit magnétique ont les caractéristiques suivantes : pertes magnétiques massiques 
de 1,2 W/kg de fer, pour une fréquence de 50 Hz et une induction maximale de 1,5 T 

D éterminer les pertes magnétiques massiques pour l' induction maximale calculée précé­
demment et les pertes magnétiques totales de la bobine alimentée sous 48 V, dans le cas 
N = 500 spires. 

On considère (hypothèse usuelle) que les pertes magnétiques sont proportionnelles au carré 
de l' induction maximale. On donne la masse volumique du ferµ = 7 800 kg/m3. 
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Réponses: 

0,86 T avec 500 spires et 0,43 T avec 1 000 spires ; pertes massiques : 0,39 W/kg ; pertes 
totales: 0,77 W 

3.4 Transformateurs 

Objectifs 

• Développer un modèle de transformateur donc l'excitation soie non sinusoïdale, en vue 

d 'applications comme, par exemple, les alimentations électroniques à découpage ou l'étude 
d 'un transformateur en régime transitoire. 

• Reprendre les développements classiques sur les transformateurs en régime alternatif 

sinusoïdal, en monophasé et en triphasé. 

• Analyser les hypothèses sous-tendues par les modèles classiques de transformateur et 
utiliser la simulation informatique pour s'affranchir de ces hypothèses restrictives. 

Un transformateur assure le transfert d 'énergie électrique et son adaptation entre (au moins) 
deux circuits électriques bobinés sur un même circuit magnétique. Les deux bobinages, 

appelés« primaire» et « secondaire», excitent le circuit magnétique, créant un champ H et, 
en conséquence, un champ B et un flux magnétique. 

Les deux bobinages sont couplés par inductance mutuelle. 

• Le transfert d'énergie encre les deux bobinages se fait par induction électromagnétique. Un 
transformateur ne fonctionne qu'en régime variable. 

• "Lénergie magnétique est stockée et localisée dans un circuit magnétique, de couplage encre 
les enroulements, feuilleté le plus souvent. 

• Les tôles du transformateur sont faites d'un matériau doux. 

• Le rendement du transfert d'énergie d'un bobinage à l'autre est affecté par les pertes par 
effet Joule, dans les enroulem ents, et les pertes, dans le circuit magnétique. 

• La structure est réversible : les rôles du primaire et du secondaire peuvent être inversés. 

Les deux bobinages possèdent a priori une résistance généralement faible, une inductance 
propre, comprenant une partie magnétisante et une partie« fuites ». Les inductances de fuite 
sont faibles. 

Lapplication traditionnelle des transformateurs est l'adaptation de l'énergie électrique entre un 

enroulement primaire et un enroulement secondaire, en régime alternatif sinusoïdal. Mais il existe 
d'autres applications dans lesquelles le régime alternatif sinusoïdal n'est pas requis absolument. 

8 3.4.1 La structure de base d'un transformateur à deux 
enroulements et la réalité technologique 

Lorsque l'on enroule un fil sur un noyau ferromagnétique pour constituer un bobinage, on 
décrit une courbe m athématique en 3D : l'hélice. 

Dans la structure de base que nous utilisons d'abord, l'hélice de l'enroulement primaire et 
celle de l'enroulement secondaire sont bobinées dans le même sens. On peut définir 
(Figure 3.39, à gauche) : 
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une borne 1 et une borne 2 de l'enroulement en hélice primaire; 

• une borne 1' et une borne 2' de l'enroulement en hélice secondaire ; 

• un sens de parcours positif sur les hélices, de telle façon que le tire-bouchon progresse de 
la borne 1 à la borne 2 (respectivement 1' et 2 ') en tournant dans le sens positif choisi. 

• On pointe alors les bornes 1 et 1 ' . Ces deux bornes sont dites homologues. 

Si le bobinage secondaire est enroulé dans l'autre sens, la Figure 3.39, à droite, montre que la 
borne homologue de 1 est la borne 2'. En tournant dans le sens positif défini comme sur la 
Figure de gauche, le tire-bouchon progresse de 2' à 1 ' . 

Enroulements 
primaire en noir, 
secondaire en gris 

Figure 3.39 Structure de base d'un transformateur monophasé et bornes homologues 

Afin de ne pas avoir à dessiner les enroulements hélicoïdaux, on adopte une représentation 
schématique, sur laquelle sont pointées les bornes homologues. Entre les deux enroulements, 
on fait figurer le noyau ferromagnétique sous la forme de trois traits parallèles et verticaux 
(Figure 3.40). 

Figure 3.40 Symbole d'un transformateur à deux enroulements 

La structure de base est purement théorique. La plupart du temps, le circuit magnétique est 
cuirassé. Les enroulements sont portés par une colonne centrale du circuit magnétique, et 
celui-ci est fermé par deux colonnes latérales. 

Les deux enroulements sont soir coaxiaux (Figure 3.41, à gauche) soir en galettes (Figure 3.41, 
à droite). Ces structures permettent une optimisation du transformateur vis-à-vis des fuites 
m agnétiques. 

3.4.1.1 

Bobinages primaire en noir, secondaire en gris 

D 
1 

Figure 3.41 Structure cuirassée à enroulements coaxiaux ou en galettes 

Exercice corrigé 3-16 : Équations électriques d'un transformateur 
à deux enroulements 

Cet exercice nous permet d' introduire les conventions et les équations d 'un transformateur à 
deux enroulements. Rien n'est précisé, pour l' instant, quant au régime électrique, sinon qu'il 
est variable, afin que l'induction électromagnétique ou le couplage par inductance mutuelle 

. ' pmssent s exercer. 
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Sur un noyau magnétique supposé linéaire et sans entrefer, sont bobinés deux enroulements 
à N 1 = 500 spires (primaire) et N 2 = 50 spires (secondaire). 

Conventions de signe pour les bobines 

À chaque bobine est attribuée une convention de signe« électrique ». Dans le cas le plus fréquent, 
le primaire est traité en convention récepteur et le secondaire, en convention générateur. La 
tension et le courant primaires sont affectés de l'indice 1, les grandeurs secondaires de l'indice 2. 

Sur les Figures 3.42, on a fait figurer ces conventions. 

Sur chacune des deux figures, on donne les deux possibilités pour le sens algébrique du 
courant secondaire. 

Soit le courant secondaire i2 entre par la borne indexée (ce cas est référencé A), soit il sore par 
cette borne (ce cas est référencé B). Dans le premier cas, le sens de fléchage de la tension 
secondaire a été modifié pour rester en convention générateur. 

il (t) i2(t) il (t) i2(t) 

··<'o D·,(1) .. (Io D·,(1) 
Cas A Cas B 

Figure 3.42 Conventions de signe des grandeurs électriques 

On écrit pour chaque enroulement les lois d'Ohm généralisées en valeurs instantanées. Les 
fe.m. d'induction algébriques e1 et e2 sont fléchées dans le sens du courant. Les résistances 
des bobinages sont r1 et r2. 

Conventions de signe pour le circuit magnétique 

Les courants algébriques primaire et secondaire créent les flux algébriques cp 1 et cp2 dans 
chaque spire des bobinages, excitant le circuit magnétique. Le sens du courant i2 engendre 
deux cas. 

La règle du tire-bouchon est appliquée aux bobinages, représentés avec leur hélice d' enroule­
ment réelle (enroulements ici dans le même sens) et le sens des courants à un instant donné. 
Les flux cp 1 et cp2 algébriques sont soit dans le même sens (cas A, à gauche de la Figure 3.43) 
soit en sens contraire (cas B, à droite de la Figure 3.43) . 

Figure 3.43 Conventions magnétiques 

Réseau de réluctances 

Le circuit magnétique n'est pas parfait. Il présente des fuites que l'on peut considérer comme 
principalement localisées vers les bobinages. On obtient ainsi deux schémas équivalents 
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magnétiques selon le sens de i2. Chacun des bobinages crée une f.m.m, E1 = N 1i1 et E2 = N 2i2 
qui excite une réluctance de couplage 9\m entre les deux enroulements et deux réluctances de 
fuites 9\fl et 9\f2. Sur le schéma référencé A, les flux principaux sont dans le même sens, et sur 
le schéma référencé B, ils sont en sens contraire (Figures 3.44). 

+ ~ + 
1 9'11 9'12 1 

1 1 

9\m 

--~Flux principal <p 1 ou <p2 
---~ Flux de fuites 
--- Flux de couplage: <Jlm 

Figure 3.44 Réseau de perrnéances du transformateur 

Questions: 

Le circuit magnétique présence, supposées localisées au niveau des deux bobines, deux réluc­
tances de fuites de valeurs 9\fl =2.107H- 1 et 9\f2 =4.107H - 1

• La réluctance du tube de 

couplage entre les deux bobinages est 9\m = 105H - 1
• 

(a) Déterminer les valeurs des inductances propres des deux bobines. 

Déterminer les valeurs des inductances de fuites des deux bobines. 

En déduire les valeurs des inductances principales (ou magnétisantes). 

(b) Quel est le signe de la mutuelle dans chacun des cas? Calculer sa valeur absolue. Calculer 
le coefficient de couplage K. 

(c) Si les flux <p1 et <p2 sont les flux principaux, <rn et <pf2 les flux de fuites et <pm le flux de 
couplage, écrire les lois du circuit magnétique (Ampère, flux conservatif) dans les cas A et B. 

Correction: 

(a) Lorsque le bobinage 2 n'est pas excité, le réseau de réluctances, vu du bobinage 1, se 
réduit à 9\n et 9\m en parallèle. Lorsque le bobinage 1 n'est pas excité, le réseau de réluc­
tances, vu du bobinage 2, se réduit à 9\f2 et 9\m en parallèle. 

N1 N 1 N1 
L =-1. L =-1 ·L =-1 

1 m ' f l m ' m l m 
.J\l .J\fl .J\m 

1 1 1 5 -1 
-=-+-; 9\1 =0,995.10 H ; L1 =2,513H; Lfl =0,013H; Lm1 =2,5 H 
9\l 9\f 9\m 

1 

-
1
-=-

1
-+-

1
-· 9\ = 0 9975.105H-1

• 
9\ 9\ 9\' 2' ' 

2 f, m 

(b) M > 0 dans le cas A; M < 0 dans le cas B. 

IMI = N 1.N2 = 0,25H; L1m.L2m = 0,0625H 2 = M 2 

9\m 

L1.L2 =0,0630 H 2
; K=IMI / ~L1.L2 =0,996 
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(c) Si le courant i2 entre par la borne indexée (cas A), 

ê1 +ê2 = Nl il+ N 2i2 = 9\m <pm ; <pl = <pm + <pfl <p2 = <pm + <pf2 · 

Si le courant i2 sort par la borne indexée (cas B), 

ê1-ê2 = N1 i1-N2i2 =9\m<pm; <pl=<pm+<pfl; <p2 =-<pm+<pf2 

Le sens de i2 par rapport à la borne homologue a donc une grande importance dans l'écriture 
des équations magnétiques. 

' dcp dcp 
Equations électriques : e1 = - N 1 --1 ; e2 = -N2 --2 

dt dt 
On résume les relations correspondant au cas B : 

i 1 (t) i2(t) 

v,(tD Dv,(t) 
Soit en remplaçant : 

v =r i + N d<pl = ri + N d<pfl + N d<pm · 
1 1 1 1 dt 1 1 1 dt 1 dt ' 

- N dcp2 . - . N dcpf2 N dcpm N. N . _ m V2 - - 2--- r212 - - r212- 2--+ 2-- 111- 212 -.;.rim<pm 
~ ~ ~ 

Les équations électriques peuvent enfin être écrites : 

V = ri + N d<pfl +N d<pm = ri +L dil+N d<pm 
1 1 1 1 dt 1 dt 1 1 fi dt 1 dt 

d<pm . d<pf2 . di2 
N2-- = r212 + N 2--+ v2 = r212 + Lf2- + v2 

dt dt dt 

em1 = N1 d<pm ; em2 = N 2 d<pm 
dt dt 

~ Ces équations correspondent au schéma équivalent électrique suivant (Figure 3.45) : 
0 
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Figure 3.45 Schéma équivalent électrique (cas B) 

Ce schéma, établi avec les grandeurs instantanées, est valable quel que soit le régime variable. 

Il permet de montrer la première loi du transformateur: 

em1 = N 2 = m 
em2 N1 

(3.27) 

Le coefficient m est le rapport de transformation. 
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3.4.1.2 Exercice corrigé 3-17 : Transformateur parfait 

Il est souvent pratique de considérer le modèle du transformateur parfait, qui s'appuie sur un 
ensemble d'hypothèses très simplificatrices (Figure 3.46). 

• Les résistances des enroulements primaire et secondaire sont nulles. 

• Les inductances de fuites sont nulles au primaire et au secondaire. 

• La réluctance de couplage du circuit magnétique est nulle (perméabilité infinie). 

Figure 3.46 Schéma électrique du transformateur parfait 

Malgré le caractère extrême de ces hypothèses, le modèle de transformateur parfait est très 
utilisé lorsque l'on veut une solution rapide à un problème. Il est bon de connaître ses lois de 
fonctionnement, qui servent alors de référence. 

(a) Écrire la loi de transformation des tensions et des courants en valeurs instantanées. 

(b) Montrer que le transformateur parfait conserve la puissance instantanée. 

(c) Impédance ramenée. 

Pour un transformateur parfait, il est possible de déplacer une impédance du primaire au 
secondaire, et réciproquement. Soit Z2(s) une impédance branchée au secondaire. Elle 
vérifie la loi d'Ohm écrite, ici, avec les grandeurs opérationnelles de Laplace. 

V2 (s) = Z 2 (s)l2 (s) 

En introduisant le rapport m, relier V1 (s), 11 (s), Z2 et m. 

Correction : 

(a) La loi de transformation est très simple. 

. . v2 e2 e 1 N 2 ii N 111 = N 212 et -=-=~=-=-:--= m 
V1 el em 2 Ni 12 

(3.28) 

(b) En grandeurs instantanées, v1i1 = v2i2. 

Le transformateur parfait (symbole sur la Figure 3.47) conserve la puissance instantanée. 
Son rendement est de 100 %. 

Figure 3.47 Symbole du transformateur parfait 

) 11(s) ) 11(s) Z2 (c) V2(s)= mV1(s =Z2- ; V1(s =Z2 - 2 =-2 11(s) 
m m m 

Tour se passe comme si au primaire, en série, se trouvait l'impédance secondaire ramenée au 
primaire: Z2ramenée = Z2/m

2. Cette impédance est dite ramenée au primaire. 

Par raison de symétrie du transformateur parfait, une impédance Z 1 peut être déplacée au 
secondaire. Pour cela, on doit la multiplier par le carré du rapport de transformation : Z1 ramenée 

= (m2Z 1)· 
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3.4.2 Le transformateur en régime sinusoïdal et en monophasé 

Dans cerce section, on étudie le fonctionnement du transformateur en régime alternatif sinu­
soïdal, qui esr le régime de fonctionnement le plus courant. Dès les débuts de l'ère industrielle 
de l'énergie électrique, on a compris l'intérêt de moduler la tension électrique pour améliorer 
le rendement du rransporr de cerre énergie. 

Dans cette étude, sur un sujet rrès classique, largement développé dans la lircérarure, nous 
donnons rapidement les résulrars de la théorie classique du rransformareur de tension : 

• analyse du schéma équivalent monophasé en vue de prévoir le comportement en charge er 
le rendement ; 

• apport des simulations informatiques. 

3.4.2.1 Schémas équivalents, bilan de puissance, rendement 

La première donnée relative à un rransformareur de tension esr sa puissance apparente nomi­
nale Sn , directement liée à son volume. La puissance apparente nominale du rransformareur 
Sn esr la puissance apparente de la charge que l'on peur brancher au secondaire. Cerre donnée 
apparaît explicitement sur la plaque signalétique du transformateur. 

Norarions : on appelle V 1, 11, V2, 12, les valeurs efficaces des tension er courant primaires 
(indice 1) er des tension er courant secondaires (indice 2). 

Nomenclature des régimes de fonctionnement : 

• Régime nominal : le primaire esr sous tension nominale V 1n er le secondaire esr connecté 
à une charge dire nominale. Il esr sous tension V 2n er il débite le courant I2n. Sa puissance 
apparente esr S2n = V2n.I2n. Le courant appelé au primaire er fourni par le réseau esr: li n· 

Sin= V1n.I1n· 
• À vide : le primaire esr sous tension nominale V1 n er le secondaire esr en circuit ouvert : 

12 =O. Le primaire du transformateur appelle le courant 110 généralement faible. La tension 
secondaire à vide esr V20 légèrement différente de V2n. 

S20 = V20.I20 = 0, car 120 = 0 ; S10 = V1n.I10. 

Le courant 110 esr faible, mais non nul, car, même à vide, le transformateur appelle un 
courant au primaire, en raison de ses pertes. La puissance apparente S10 est très faible 

devant s in' 

Dans un générateur de tension, la tension en charge est inférieure à la tension à vide. Le 
transformateur n'échappe généralement pas à cerce règle. La tension en charge est diffé­
rente (inférieure lorsque la charge est inductive ou résistive, parfois supérieure lorsque la 
charge est capacitive) de la tension à vide . 

• En courr-circuir : ce régime esr destructif pour le transformateur comme pour rour géné­
rateur de tension non protégé, mis en court-circuit. Dans des candirions très particulières 
vice <<vin' à préciser plus loin, ce régime est utilisé pour déterminer le schéma équivalent 
du transformateur. 

Il résulte de tout cela que la définition de la puissance apparente nominale d 'un transforma­
teur monophasé doit être précisée. 
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La norme européenne impose la définition : 

(Norme NFC 52-13) (3.29) 

3.4.2.2 Les schémas équivalents usuels. Hypothèse de Kapp 

Si l'on repart du schéma équivalent d'une bobine sous tension V alternative sinusoïdale 
monophasée, on obtient le schéma équivalent du transformateur monophasé en lui adjoi­
gnant un transformateur parfait et un enroulement secondaire avec ses pertes et sa réactance 
de fuite (Figure 3.48). 

Figure 3.48 À gauche, schéma équivalent d'une bobine en régime sinusoïdal ; et à droite, 
schéma équivalent général d'un transformateur en régime quelconque 

Au schéma de la Figure 3.48 à gauche, on ajoute le transformateur parfait. 

Sur la Figure 3.49, pour le régime alternatif sinusoïdal, on transforme les inductances en 
réactances, et les valeurs instantanées en valeurs complexes. 

'12 

Figure 3.49 Schéma équivalent de base du transformateur monophasé en régime sinusoïdal 

Ce schéma équivalent est généralement simplifié avec une hypothèse très réaliste, connue 
sous le nom d'hypothèse de Kapp (Figure 3 .50). La résistance r1 et la réactance X1 sont 
faibles, de même que le courant 10• La chute de tension (r1 + jX1)I10 est faible. On déplace la 
résistance r1 et la réactance X1 à droite de l'ensemble en parallèle RF> ~' puis on ramène 
l'ensemble au secondaire (Figure 3. 51). 

1, -1,0~ 
(m) 

Figure 3.50 Transformation du schéma équivalent de base 

Figure 3.51 Schéma équivalent du transformateur monophasé dans l'hypothèse de Kapp 
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R'2 et X'2 sont respectivement les résistance et réactance de fuite totales ramenées à 
l'enroulement secondaire. 

R '2= r2+m2.r1; X'2=X2+m2.X1 

En pratique, dans les cas les plus fréquents, seules les valeurs de R'2 et X'2 sont utiles, et ce sont 
elles qui sont déterminées par les essais normalisés du transformateur. Avant d'étudier les 
essais, on analyse quelques résultats de simulation du transformateur. 

3.4.2.3 Analyse du schéma équivalent 

Le schéma équivalent traduit les lois électriques et magnétiques du transformateur. Il permet 
de prévoir la variation de tension entre un transformateur chargé et un transformateur à vide, 
et de calculer le rendement du transformateur. 

La f.e.m. _g_1 engendre un flux cp tel que g 1 = N1œ~(loi de Boucherot, relation 15-1) . 

N 
Loi des f.e.m. (relation 3-28) : g1 = N 2W~m = N 2 g 1 = m.g1 

1 
Loi des courants: 

N 
11 - 110 = m.!2 = N 2 !2 :::::} N 1I10 =N1 L -N2I2 

1 

(3.30) 

La loi des courants traduit le théorème d'Ampère ou la loi d'Hopkinson. Elle porte aussi le 
nom de « loi de compensation des ampères-tours, ou des f.m.m. » . 

La résistance RF, qui n'a aucune réalité matérielle, dissipe les pertes magnétiques du transfor­
mateur, R' 2 l'ensemble de ses pertes Joule. ~ absorbe la puissance réactive de magnétisation 
du circuit magnétique, X' 2 la puissance réactive des fuites magnétiques. 

La loi de maille au secondaire permet de connaître la variation de tension entre fonctionne­
ment à vide et fonctionnement en charge li V2, lorsque la charge échange la puissance active 
P 2 et la puissance réactive Qi. 

g1 =V2+ (R'2+ jX'2H2 =mg 1 =mV1 

V 20 - V 2 = li V 2 

AV -(R' ·x' )I _R'2Ii.Y2+ jX'2I2Y 2 _R'2cos<p2V212+ X'2sincp2V212 
Ll _2 - 2 + J 2 -2 - V - V 

-2 -2 

R '2P2+X'2Q2 , , . 
liV2 "" =R 2cos cp212+X 2smcp212 

V20 
(3.31) 

On a p u écrire : IV 201-IV 21""I liV21 (module de la différence considérée comme égale à la 

différence des modules), car la différence de tension est faible devant V20 et V2. 

3.4.2.4 Exercice corrigé 3-18 : Essais normalisés d'un transformateur 

Il s'agit de déterminer expérimentalement par deux essais m ettant en jeu le minimum de 
consommation d'énergie : 
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• les éléments du schéma équivalent, le coefficient m, R' 2, X' 2 en vue de prédéterminer la 
chute de tension entre fonctionnement à vide et en charge ; 

• les valeurs des pertes en vue d'obtenir le rendement. 

On considère un petit transformateur de puissance apparente nominale S11 = 250 VA, sous 
50 Hz. Sa tension primaire efficace nominale est U 111 = 230 V, sa tension secondaire efficace 
nominale est U 211 = 46 V 

Le premier essai effectué est !'essai à vide du transformateur, sous tension nominale. À vide, 

le transformateur ne transmet aucune puissance à son secondaire. 

On mesure les tensions au primaire et au secondaire: U 111 = 230 V . 

Le voltmètre V2 mesure la tension secondaire à vide: U 20 = 50 V. 

On mesure au warrmètre la puissance moyenne reçue par le transformateur à vide: P0 = lOW. 

La puissance moyenne mesurée correspond à des pertes. Dans ce cas, ces pertes sont princi­
palement les pertes magnétiques du transformateur. 

En effet, un calcul rapide des pertes Joule du transformateur à vide peut être effectué, après 
mesure à l'ohmmètre de la résistance au primaire, r1 =3,5 Q, et du courant à vide au primaire, 

110 = 0,14 A. P10 =r11~0 =69 mW. Les pertes à vide mesurées sont essentiellement 
magnétiques. 

(a) Déduire de cet essai le rapport de transformation met les courants nominaux au primaire 
et au secondaire. 

Le second essai est l'essai en court-circuit. Dans celui-ci, la tension aux bornes du secon­
daire est nulle, le transformateur ne transmet aucune puissance. La mise en court-circuit 

du transformateur conduirait à la destruction du transformateur, si celui-ci était alimenté 
au primaire sous sa tension nominale. 

L'essai est réalisé sous tension primaire réduite, contrôlée de telle façon que le secondaire 
débite son courant nominal, soit 5 A, mesuré à la pince ampèremétrique. 

On mesure la tension primaire réduite U1cc = 15 V et la puissance reçue par le transfor­
mateur Pcc = 14 W. 

Pcc indique la valeur des pertes Joule nominales. En effet, sous tension réduite 12 V, les 
pertes magnétiques, proportionnelles au carré de la tension, sont négligeables. 

(b) D éduire de cet essai la résistance R' 2 et la réactance X' 2• 

(c) Prédétermination des résultats. 

Le transformateur, sous tension primaire nominale, débite son courant nominal sur une 
charge résistive. Déterminer la chute de tension, la tension secondaire et le rendement. 

Correction : 

(a) Le rapport des tensions secondaire et primaire permet d'obtenir le rapport de 
transformation. 

(b) 

u 
m=__1Q_=0,21 7 ; 

uln 

s 250 
1 =-11-=--=l,lA ; 
ln U 230 

ln 

pcc = R' 2 l~cc = R' 2 l~ n ::::} R' 2 = l ! = 0, 56 Q 
5 

Sec = U1ccl 1cc = U 1cc·ml2cc = 16,3 VA. 

1 =~= 250 =5A 
2

n U 50 20 

Q cc = ~S~ - Pc~ = 8,3var =X' 2 1~cc =X' 2 1~cn ::::} X' 2 = 
7

'2
2 

= 0,33 Q 
5 
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(c) ~U2 = R212n = 2,8 V; U2 = 50 - 2,8 = 47,2 V: 

11= U2I2., =0,91 
U 2I2., +Po+ pcc 

3.4.2.5 Exercice avec réponses 3-19 : Chute de tension 

Un transformateur monophasé a pour paramètres : R' 2 = 1 OO mQ et X' 2 = 200 mn. 
Sa tension nominale primaire est : V 1 = 230 V ; sa tension secondaire à vide : V20 = 50 V. 
Sa puissance apparente nominale est: S

11 
= 400 VA. 

(a) Calculer le courant nominal secondaire. 

(b) Calculer la variation de tension qui est, ici, une chute de tension si la charge nominale 
appelle P 2 = 320 W avec un facteur de puissance coscp2 = 0,8 et sincp2 = 0,6. 

(c) Représenter graphiquement ~ V2 en fonction de Qi comprise entre - 300 var et + 
300 var, avec P 2 = 320 W Quelle devrait être la valeur de Qi pour que la variation de 
tension soit nulle lorsque P2 = 320 W? 

Réponses: 

(a) 8 A. 

(b) 1,6 V. 

(c) ~V2 = R '2P2 + X'2Q2 

V20 

·t t 0 

Figure 3.52 Variation de tension en fonction de la puissance réactive consommée ou fournie 

Pour une charge à comportement capacitif de puissance réactive inférieure à -160 var, la 
tension V2 est supérieure à la tension V20. Sinon, et en particulier pour les charges résistives 
et inductives les plus usuelles, la tension V2 est inférieure à V20. La variation de tension est 
bien une chute de tension. 

3.4.2.6 Simulations : chronogrammes de fonctionnement 
d'un transformateur monophasé 

On étudie, en simulation info rmatique (logiciel Pacte) , un transfo rmateur monophasé dont 
les caractéristiques, relatives au régime sinusoïdal à 50 Hz, sont : 

• puissance apparente : 400 VA; 

• tensions primaire et secondaire efficaces identiques: 220 V (transformateur d'isolement) ; 

. . . d . 1 4oo 1 8 A • courants nominaux: pnmau e et secon aire: 
11 

= --= , . 
220 
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Le transformateur est simulé à vide, en charge et en court-circuit. D ans les trois cas, la tension 
efficace est de 200 V au primaire. 

En charge, le transformateur débite sur une résistance de 100 Q . 

La tension de 200 V appliquée au transformateur dont le secondaire est en court-circuit, le 

détruirait rapidement. Ce n'est pas le moindre intérêt de la simulation que de pouvoir tester 
ces situations extrêmes. 

Pour la simulation, on considère le transformateur avec ses deux enroulements résistifs, dont 
l'inductance de fuite est négligée. Ces enroulem ents excitent un circuit m agnétique, consi­

déré comme un tube d ' induction unique dont on connaît les caractéristiques magnétiques à 
50 H z. Seuls les points correspondant au régime permanent ont été conservés. La tension du 
réseau est sinusoïdale. 

• Simulation des grandeurs m agnétiques (Figure 3.53) 

(Tesla) l .O - /test/Tl .B - /test/Tl .B - /test/Tl .B 

0.5 

0.0 

- 0.5 

Cycle 

A vide et en 
charge nominale 

-1.0+-----~~------+-----~----~ 

- 100 -50 0 
/test/Tl .H (A/m) 

50 100 

(A/m)
100 

- /test/Tl.H - /test/Tl.H - /test/Tl.H Excitation H en A/m 

50 

- 50 

- 100 

-150+-----~~----~-----~----~ 

0 10 20 30 40 
t (ms) 

(Tesla) l .O - /test/Tl .B - /test/Tl .B - /test/Tl .B Induction en tesla 

À vide et en __ ._, 
0.5 

- 0.5 

-1.0+-----~~----~-----~----~ 

0 10 20 30 40 
t (ms) 

Figure 3.53 Simulation des grandeurs magnétiques (régime sinusoïdal) 

Les courbes du fonctionnement à vide et celles du fonctionnement en charge nominale sont 

confondues aux approximations du calcul numérique près. 
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Le flux est imposé par la force électromotrice d ' induction au primaire, très voisine de la 
tension d'alimentation du primaire (situation de flux forcé). 

La réponse hystérétique du matériau impose le champ d'excitation qui présente une distor­
sion caractéristique. 

Dans un matériau hystérétique ou même seulement saturé, il ne peut coexister simultané­
m ent un champ d'excitation sinusoïdal et un champ d'induction sinusoïdal. Ici, la tension 
sinusoïdale impose l' induction sinusoïdale, car on peut assimiler tension et f. e.m ., la chute de 
tension ohmique étant négligeable. 

En court-circuit, le primaire sous tension nominale appelle un courant élevé. La chute de 
tension ohmique est grande. On ne peut plus confondre f. e.m. et tension. C'est la f. e.m. qui 
impose l'induction. Celle-ci ai nsi que l'excitation H ont une moindre amplitude. Le cycle 
d 'hystérésis est plus petit. Le matériau n'est pratiquement pas saturé. 

• Simulation des grandeurs électriques (Figure 3.54) 

Les courbes de tension et de f. e.m. confirment ce qui a été dit plus haut. Il y a confusion entre 
tension primaire et f.e.m., sauf en court-circuit. Les tensions et f. e.m. sont sinusoïdales. Le 
rapport de transformation étant ici égal à 1, les tensions primaire et secondaire sont égales. 

(V) 300 
200 

Tension secondaire en V (mA) 150 

100 
Courant primaire à vide 

100 50 
0 0 

-100 - 50 
- 200 - 100 
- 300 - 150 

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 
t (ms) t (ms) 

(V) 300 f.e.m. en V (A) 75 Courant en A, en court-circuit 

200 50 
100 25 

0 0 
- 100 - 25 
- 200 - 50 
- 300 - 75 

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40 
t (ms) t (ms) 

(V) 300 Tension primaire en V (A) 3 Courants en A, charge nominale 

200 2 
100 1 

0 0 
- 100 - 1 
- 200 - 2 
- 300 

0 
- 3 

10 20 30 40 0 10 20 30 40 
t (ms) t (ms) 

Figure 3.54 Simulation des grandeurs électriques dans un transformateur 

À vide, la distorsion du courant est directement liée à celle du champ d'excitation H . .e = N 1i10 • 

En toute rigueur, ce courant n'étant pas sinusoïdal, il doit être mesuré avec un appareil adapté 
(TRMS). On note aussi la valeur faible de l'amplitude du courant à vide. On se résoud, pour 
simplifier, à négliger ce courant (hypothèse de Kapp) devant le courant primaire en charge. 
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En charge ou en court-circuit, on retrouve une forme quasi sinusoïdale pour les courants 
primaire et secondaire. Ce résultat de simulation, confirmé par l'expérimentation, justifie que 
lon puisse utiliser, en régime permanent, les lois des régimes sinusoïdaux et, en particulier, se 
servir des notions d'impédance, de facteur de puissance, de puissances actives et réactives. 

On note enfin le courant très élevé (destructif) en régime de court-circuit. 

3.4.2.7 Exercice corrigé 3-20: Dimensionnement d'un transformateur monophasé 
(d'après un problème de C.A.P.E.T.) 

Nous allons montrer, dans cet exercice, que la valeur de la puissance apparente est liée direc­
tement aux dimensions géométriques du transformateur. 

Données: puissance apparente nominale: 5
11 

= 1 000 VA; tensions V 1 et V2 : 230 V/160 V; 

valeur maximale admissible de la densité de courant efficace dans les bobinages: j = 3 A/mm2 ; 

fréquence f = 50 H z. 

- Circuit magnétique (Figure 3.55). 

Le circuit magnétique est cuirassé. Le noyau central est de section A et les noyaux latéraux 

sont de section A/2. Le circuit magnétique est donc équivalent à un circuit de section A, sans 
dérivation. 

La longueur a (voir figure) est la longueur de référence qui sera déterminée pendant les 

calculs. La longueur moyenne du circuit magnétique est .f. = 12a. Le côté du noyau central est 
de longueur c = 2a. Donc, la section est A= 4a2

. 

L'induction maximale dans le circuit magnétique est: Bmax = 1,2 T, au coude de saturation. 

Ligne de 
champ--~ 

moyenne 
Longueur 

12a 

a Épaisseur c = 2a 

__. _ _,__,__ Une fenêtre 
de bobinage 

Figure 3.55 Géométrie du circuit magnétique 

- Circuit électrique. 

On désigne par : 

• <J, la surface d 'une fenêtre de bobinage: a = 3a2
; 

• .f.5 =12a, la longueur moyenne d'une spire bobinée sur le noyau central; 

• s1 et s2, les sections des fils des spires primaires et secondaires, telles que le courant efficace 

dans une spire soit 1 = j.s; 

• N 1 et N 2, nombres de spires au primaire et au secondaire; 

• K, coefficient de remplissage des fenêtres : K = cr/(section totale de cuivre)= 3 ; 

• p = 2.1 o-8 n.m, la résistivité du cuivre. 

Questions: 

Première partie : Détermination de a 

(a) En négligeant la chute de tension ohmique au primaire, relier V 1 à N 1, A, f et Bmax' par 
la relation de Boucherot. 
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(b) Établir la relation reliant a à K, N 1,11 et 8 (la loi de conservation des ampères-tours est 
ici simplifiée en N 111 = N 212). 

(c) Montrer que le produit A.a est proportionnel à la puissance apparente S,,. 

(d) Déterminer la relation numérique entre 5
11 

et a, ainsi que le nombre de tôles n empilées 
dans le sens de l'épaisseur. Lépaisseur d'une tôle est: e = 0,35 mm (le vernis isolant des 
tôles est compris dans cette épaisseur) . Calculer a. 

(e) En déduire les nombres de spires au primaire et au secondaire. 

Deuxième partie : Pertes Joule et pertes magnétiques 

(f) Exprimer les pertes Joule en fonction de j, R 5, a, K et p. Calculer numériquement. 

(g) Évaluer les pertes magnétiques. 

Masse volumique des rôles: 7 800 kg/m3. 

Qualité des tôles : pertes magnétiques massiques : 1 W/kg pour une induction maximale 
Bmax = 1 T et à 50 Hz. On suppose que les pertes sont proportionnelles au carré de 
l'induction B maximale. Il faut corriger ces pertes pour 1,2 T. 

Correction : 

Première partie 

(a) V1 = E1 = 4, 44.N 1.f .A.B111ax 

(b) a= K.(SCuivre) ; Scuivre = Nlsl + N zs2; 11 = jsl ; 12 = jsz. 

a= K.(N~11 + N :12 ) = 2.K.~11 1 
) ) ) 

(c) 511 = V1.11 = 4,44.N 1.f.A.B111ax .11 = 4,44.N1.f.A.B 111ax .a. J = 2,22.f.A.a.Bmax ·_l_ 
2K.N1 K 

A.a= K.S ,, 
2, 22.f.Bmax .j 

( d) A = 4a 2 ; a = 3a 2 

12a4 = K.Sn :::::} a= 4 K.S,, 
2, 22.f.Bmax .j 26,64.f.Bmax .j 

3.1000 2 2 
a= 4 

6 
=2,8 cm ; A=31,4cm ; a=23,5cm 

26, 64.50.1, 2.3.10 

Le paramètre a, relié à la section du noyau magnétique central et à la surface des fenêtres 
de bobinages, est directement lié à la puissance apparente, appelée aussi « puissance de 
dimensionnement ». 

(e) V1 = 4,44.Nl .f.A.Bmax 

N - V1 
1-

4,44.f.A.Bmax 
230 = 275 

4, 44.50.31, 4.1o-4.1,2 

D euxième partie 

(f) Pi = R11~ + R21~ 
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N f 12 N f 12 
R = pN f / s . R = pN f / s . p. = p i s i + p 2 s 2 

1 1 s 1, 2 2 s 2 > ) 

1 _J.S . 1 _ J.S . ~- 2·K.N111 . N 1 -N 1 
1 - l > 2- 2, v - . ' Il- 22 

J 

N f 12 N f 12 a 
p. = p 1 s 1 +P 2 s 2 = pNf 1J·+pNf 1 J·= pf - J· 2 = 47W ) 1 1 J s l 2s2 s K 

_l _1_ 

j 

(g) Volume de fer (il faut enlever la matière des fenêtres de bobinage) : 

((6a.5a) - (2.3a2
) ) c = 24a2 .2a = 48a3• 

Masse : M = 7 800.48a3 = 8,2 kg. 
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Correction des pertes m assiques. Ell es sont proportionnelles au carré de Bmax : pertes fer 
massiques corrigées 1 W /kg à 1 T donnent 1.1 ,22 = 1,44 W /kg à 1,2 T d 'induction 
maximale. 

Pertes fer : 11 ,8 W 

3.4.2.8 Exercice avec réponses 3-21 : Étude thermique d'un transformateur 
(d'après un problème de C.A.P.E.T.) 

La Figure 3.56 représente un transformateur monophasé vu en coupe, le ci rcuit magnétique 
cuirassé et les bobinages dans leur fenêtre. Le ci rcuit magnétique est le siège de pertes magné­
tiques Pf et constitue une source de chaleur réparti e sur tout le volume du noyau de fer. Les 
bobinages sont le siège de pertes Joule Pj et constituent aussi des sources de chaleur répartie. 

On se place en régime permanent thermique. Les capacités thermiques ne jouent aucun rôle. 
Elles sont « chargées ». Les résistances thermiques sont réparties, elles aussi, sur toute la struc­
ture. Les sources de puissance et les résistances thermiques, en parallèle, sont regroupées. La 
culasse magnétique échange de la chaleur avec l'extérieur et avec les bobinages. La première 
résistance thermique équivalente est placée entre le circuit magnétique et l'extérieur (Rfe) . Les 
bobinages échangent de la chaleur avec l'extérieur et avec la culasse. La deuxième résistance 
thermique se situe entre le bobinage et le circuit magnétique Rbe· La troisième résistance 
thermique est placée entre le bobinage et la culasse Rbf-

Sur la Figure 3.56, on a représenté le schém a équivalent thermique en régime permanent. On 
a regroupé les sources, capacités et résistances réparties. O n reconnaît les deux sources de 
puissance thermique, qui sont des sources de Norton, et les résistances thermiques. D e plus, 
on fait figurer : 

• la masse thermique que constitue l'air ambiant ; 

• les échauffements aux nœ uds du réseau ef et e. 

Figure 3.56 Schéma équivalent thermique du transformateur en régime permanent 



Vl 
<lJ 

0 
1.... 

>­w 
'<j" 
..-t 
0 
N 

@ 
...... 
..c 
O'l 

·;:::: 
>­a. 
0 
u 

228 1 Circuits magnétiques en régime dynamique. transformateurs 

Le problème de la détermination des échauffements 8 r et 8b est une résolution classique de 
réseau électrique équivalent. 

Données: Ri,c = 9 °C/W; Rrc = 6 °C/W ; Rbr = 4 °C/W Pr= 3 W; Pi= 15 W 

Déterminer les échauffements (supposés uniformes) de la culasse et des bobinages. 

Éléments de correction : 

Transformation des générateurs de Norton en générateurs de Thévenin (Figure 3.57) : 

t R î Rie 
Pt R r= R.P R, •. P, 

~-----------~~ 

Figure 3.57 Schéma équivalent avec sources de Thévenin 

Après traitement du « circuit » thermique, on obtient : 8r = 55°C ; 8b = 80°C. 

Les valeurs obtenues sont des échauffements par rapport à la masse thermique, l'air ambiant, 
et non pas des températures brutes. Si l'air ambiant est à 40° (environnement industriel), la 
culasse est à 95 °C et le bobinage à 120 °C. 

3.4.3 Autotransformateur 

La particularité de l' autotransformateur est de ne pas avoir d 'isolation (galvanique) entre les 
enroulements primaire et secondaire (Figure 3.58). Le secondaire est une partie de l'enroule­

ment primaire. Le courant alimentant le transformateur parcourt toutes les spires du primaire. 
En un point du primaire, un contact glissant détermine un nœud de courant, et la tension 
secondaire variable est prise entre ce nœ ud et une des deux bornes de l'unique bobinage. 

À rendement égal, un autotransformateur occupe moins de place qu'un transformateur, mais 
l'absence d ' isolation est un inconvénient. 

v,Ü:tv, 
Figure 3.58 Autotransformateur monophasé 

L'autotransformateur est très utilisé comme diviseur de tension, mais il faut prendre garde à 
la situation suivante fréquente (Figure 3.59). On utilise un autotransformateur pour abaisser 
la tension aux bornes d 'un montage et visualiser à l'oscilloscope la tension au secondaire . 

neutre: ~ ~--___,Oscilloscope 
- . o ? masse 

phasec-...... io-_ __:L_ ___ ~v~or~e~AL_ _ _J_ 

Figure 3.59 Un montage incorrect utilisant l'autotransformateur 

Ce montage, tel quel, va faire disjoncter l' installation par un court-circuit entre la phase du 
secteur et la masse de l'oscilloscope, le plus souvent reliée à la prise de terre de l'installation. 

Le problème vient du fait que le plus souvent, on ne sait pas, a p riori, si la borne commune 
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entre primaire et secondaire est reliée à la phase ou au neutre. Il faudrait, au minimum, 
repérer les bornes du primaire, afin de relier la borne d'entrée de l'auto transformateur à la 
phase, et la borne commune au neutre de l'installation. L'emploi d'une sonde différentielle, 
isolant !'oscilloscope du réseau, est une réponse à ce problème. 

3.4.4 Le transformateur en régime alternatif sinusoïdal triphasé 

La plus grande demande industrielle concerne les transformateurs triphasés de distribution 
d'énergie. Ce qui a été vu pour le transformateur monophasé est encore vrai, notamment 
pour les essais, le rendement et la variation de tension. 

Il y a lieu d'apporter des compléments au sujet de la structure du ci rcuit magnétique, des 
modes de couplage, et de dérailler les caractéristiques technologiques de ces transformateurs. 

En sortie des centrales électriques se trouvent des transformateurs élévateurs de tension 
20 kV/400 kV Le transport est effectué en très haute tension pour réduire les pertes par effet 
Joule dans les lignes et, sur le réseau, la tension est abaissée progressivement par des transfor­
mateurs. La norme UTE C 18 510 définir les domaines de tensions : 

Domaine Sigle Valeurs extrêmes 

Haute tension B HTB > 50 kV 

Haute tension A HTA 1 kVà50 kV 

Basse tension B BTB 500 V à l 000 V 

Basse tension A BTA 50 à 500 V 

3.4.4.1 Notations 

On adoptera pour le transformateur triphasé les notations suivantes. Ce qui concerne les 
phases primaires est affecté des indices A, B, C, en particulier le nombre de spires NA(= N 8 
=Ne), et ce qui concerne les phases secondaires est affecté des indices a, b, c, en particulier le 
nombre de spires Na (= Nb = NJ 

3.4.4.2 Circuit magnétique 

Il est toujours possible d'imaginer un transformateur triphasé constitué de trois transforma­
teurs monophasés dont les circuits magnétiques seraient indépendants. Cette solution est 
coûteuse, mais présente des avantages pour la maintenance, lors du remplacement d'une 
phase, par exemple. 

Il est plus usuel, néanmoins, de construire le transformateur à partir d'un seul circuit magné­
tique commun. Le circuit magnétique le plus courant est à trois noyaux cylindriques 
(Figure 3.60). Les flux sont dissymétriques. À vide, le circuit est légèrement déséquilibré. 
L'enroulement sur le noyau central est parcouru par un courant plus faible. 

Chacun des trois noyaux porte les enroulements primaire et secondaire d'une phase. Ces 
enroulements créent un flux magnétique triphasé. Le flux triphasé s'annule dans les culasses 
supérieures et inférieures. La somme des flux instantanés est nulle et ceux-ci forment un 
système triphasé équilibré. 



(/) 
Q) 

0 
'­
>­w 

"<j" 
r-4 
0 
N 

@ 
.µ 
..c 
Ol 
ï::: 
>­
Q. 
0 
u 

230 1 Circuits magnétiques en régime dynamique. transformateurs 

[] [] 
Les flèches indiquent le trajet des flux 

Figure 3.60 Enroulements sur les trois colonnes d'un transformateur triphasé 

On améliore la structure en ajoutant deux colonnes supplémentaires de parc et d'autre, ne 
portant pas d'enroulements (Figure 3.61). 

1 
1 [] [] 1 

1 
Figure 3.61 Circuit magnétique à cinq colonnes 

Les matériaux magnétiques utilisés sont à grains orientés (force perméabilité dans une seule 
direction). Les tôles sont minces: 0,3 mm ou moins, pour limiter les perces. 

Pour une puissance apparente très élevée (> 50 MVA), les transformateurs sont cuirassés 
(Figure 3.62). Le circuit magnétique, de section rectangulaire, entoure les bobines. Celles-ci 
sont en galette de fo rme rectangulai re, alternées primaire/secondaire. La structure cuirassée 
permet, comme en monophasé, de refermer les lignes de Aux dans les culasses extérieures. 

Figure 3.62 Structure cuirassée triphasée : en gris, les fenêtres de bobinage 

Pour les très forces puissances, on utilise fréquemment l'autotransformateur triphasé, en 
raison de son encombrement réduit. 

3.4.4.3 Couplages. Indice horaire 

Partons du couplage le plus simple, Yy. Le grand Y signifie que l'enroulement haute tension 
est couplé en étoile, et le petit y que l'enroulement basse tension est couplé également en 
étoile. Les deux points communs des étoiles N et n sont évidemment indépendants. 

Représentons les bobinages HT (admettons, pour clarifier les idées, qu'ils constituent 
l'enroulement primaire) et BT (admettons qu' ils constituent l'enroulement secondaire) 
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proches l'un de l'autre pour visualiser les bobinages, en couplage électromagnétique par 
mutuelle inductance, sur la même colonne du circuit magnétique. 

Il n'y a que deux solutions : soit les bornes homologues sont en regard l'une de l'autre, soit 
elles ne le sont pas. Afin de simplifier les figures, les bobinages sont représentés comme des 
rectangles (noir pour le primaire HT, gris pour le secondaire BT). Les bornes homologues 
sont pointées. La f.e.m. ~ d'induction, produite par le flux <p et donnée par la relation de 
Boucherot, est ajoutée sur la Figure 3.63. Pour les raisonnements qui suivent, on confond les 
tensions et les f.e.m. 

Ae_;;+~!!!!!!!!!!~= + 
a ~!!!!!!!!!!~= 

Figure 3.63 Notation des enroulements triphasés 

Lenroulement «A» et l'enroulement« a » sont en relation d'induction électromagnétique 
directe. 

Soit m = N/NA. Pour le cas représenté sur la Figure 3.64 à gauche, VAN= m~an· Ces deux 
tensions simples sont en phase. Pour le cas représenté sur la Figure 3.64 à droite, ~N = 
-m van' ces deux tensions simples sont en opposition de phase. 

N n N n 

1~ 
+ + + +Il 0 +4 u 

4t a b 4t c 

+ + + 

r~ 
u + • + • l t a 0 b 1 • c + + 

A B C A B C 

1 .EA = 'ilAN ; .Ea = - 'ilan 1 

Figure 3.64 Les deux couplages Yy 

Le déphasage des tensions est un multiple de 30°. Le nombre multiplicateur est compris entre 
0 et 11. Le couplage est ainsi défini par son « indice horaire» égal au coefficient multiplicateur. 
Les couplages précédents sont notés YyO (à gauche de la Figure 3.63) et Yy6 (à droite sur la 
Figure 3.63). 

Il existe, bien sûr, d'autres couplages possibles, et chacun possède son propre indice horaire. 

Lorsque des transformateurs sont mis en parallèle, on peut montrer qu'ils doivent avoir le 
même indice horaire. 

• Quel est l'intérêt de cette multiplicité de couplages ? 

Il peut être intéressant de disposer d 'un conducteur neutre, ne serait-ce que pour l'alimen­
tation en basse tension sous la tension simple de 230 V 

Certains couplages sont plus économiques en matériau conducteur que d'autres. 

Afin d 'éviter de transmettre de part et d'autre du transformateur un éventuel déséquilibre, il 
est intéressant d'utiliser des couplages différents au primaire et au secondaire. 

• Les deux rapports de transformation. 
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Le rapport m, égal au rapport de nombres de spires, donne le rapport des f. e.m. 

E N 
m 
__ a __ a_ 
- -

EA NA 
(3.32) 

Il diffère du rapport des tensions (composées) à vide lorsque le couplage est différent au 
primaire et au secondaire, dans l'hypothèse d'un transformateur quasi parfait. On appelle m; 
ce rapport: 

u 
m . = ______f!QQ_ 

1 

U ABO 
(3 .33) 

Exemple: le couplage Yd (Figure 3.65). Le primaire (HT) est couplé en étoile. Chaque phase 
primaire comprend NA spires, et chaque phase secondaire Na spires. On désire connaître 
l'indice horaire et le rapport m; en fonction de m. 

N 

A B 

Figure 3.65 Transformateur Yd 

Ce sont les tens ions~= ~Net ;g_a = uab qui sont en phase. La tension uab est en avance de 
30° sur la tension simple (fictive) ~an· 

+ + 
A B 

+ 
c 

L'indice horaire est 1. Le nom du couplage est donc Ydl. 

ffi . = UabO = UabO m 
1 

U ABO J3.VANO J3 

m ·, = U abO = J3.Van0 = /,;3.m Pour le couplage Dy, très courant, l'indice horaire est 11. '\/ :J 
UABO UABO 

3.4.4.4 Un nouveau couplage : le couplage zigzag, noté Z ou z 

Les trois bobines de l'enroulement (primaire, par exemple) sont divisées en deux demi­
bobines (Figure 3.66) . 
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On réalise chaque phase en connectant en série une demi-bobine et une autre demi-bobine, 
prise sur un noyau différent et enroulée en inverse (voir « Position des bornes homologues»). 

gA = V ANO = V' AO +V" BO 

V' AO = [Vo ; oo] ; 

V' Bo = [V0 ; -120°); 

V' co = [V0 ; + 120°) 

V" Ao =-V' Ao = [V0 ; 180°); 

V" Bo = - V' BO = [Vo ; + 600) 

V" co = - V' co = [Vu ; - 60°) 

gA = V ANO = V0 (1 + (cos(60°)+ j(sin(60°)) 

gA =V ANo = V0 (+1,5+ j0,866) = [./3.V0 ; 30°) 

NA -V0 = - w<p 
2 

N 

lV" - AO + lV" - BO + lV" ."-{;0 

+ 

+ 
A B c 

Figure 3.66 Le couplage zigzag 

3.4.4.5 Exercice avec réponses 3-22 : Indice horaire et rapport de transformation 
mi du couplage Zy 

Déterminer l'indice horaire et le rapport de transformation mi du couplage Zy (Figure 3 .67) . 

Réponses: 

~ =~No en avance de 30° sur V ' Aü' elle-m ême en phase avec É:a = ~anü : indice horaire 1. 

V - NA r;;3r1v?-i · V - N rnfn · ANO - l '>./ J 'w't'' anO - a w't', 

U ABO = J3 V ANO; UabO = J3 VanO 

_ U abO _ V anO _ 2 Na 
ffi. ---------

! U ABO V ANO J3 NA 
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A B c 
n 

A B c 

Figure 3.67 Transformateur Zy 

3.4.4.6 Tableau général des couplages usuels : Yy ; Dd ; Yd ; Dy ; Yz ; Zy 

Couplage Indice horaire 
Rapport m; en fonction 

de m = N2/N1 

Yy e t Dd 0 m 

Yd 1 m!J3 

Dy 11 J3.m 

Yz 11 (J312).m 

Zy 1 (2/J3).m 

3.4.4.7 Données principales relatives à un transformateur triphasé 

• Tensions et puissance apparente : la plaque signalétique donne les tensions composées 
pour la haute tension U ABn et la basse tension U abn' ainsi que la puissance apparente 
nominale. 

Par exemple, pour un transformateur abaisseur de tension. 

Sn= .J3u AB .IAn = .J3uabo.lan 
• Tension de court-circuit en valeur réduite : rapport (ou pourcentage) de la tension V ABcc et 

de la tension VABn pour l'essai en court-circuit . 

• Pertes: la notice du transformateur donne les pertes à vide essentiellement magnétiques et 
les pertes « dues à la charge », qui sont les pertes Joule. 

3.4.4.8 Données technologiques complémentaires 

• Refro idissement : nature du fluide refroidissant l'intérieur de la cuve dans laquelle se 
trouve le transformateur (air, huile, hexafluorure de soufre .. . ). Ce fluide est un isolant 
électrique. 

• Puissance acoustique : terme impropre. On devrait dire « intensité sonore ». Cette indica­
tion donne, en décibels, le niveau sonore du transformateur (intensité sonore). On précise 
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ici que l' intensité est une grandeur logarithmique. Si un transformateur fournit 60 dB à 3 m 
de distance, deux transformateurs ne fournissent pas 120 dB, mais 63 dB (60 + 10 log2) . 

Les vibrations du circuit magnétique sont à l'origine du bruit généré par un transformateur. 

• Prises de réglage : elles permettent de compenser les chutes de tension en agissant sur le 
rapport de transformation par l' intermédiaire du nombre de spires au primaire, dans une 
plage de 2,5 % par exemple. 

Par exemple : 25 kV, 23 kV pour un transformateur 24 kV 

• Courant de court-circuit secondaire : courant théorique lorsque le secondaire est en court­
circuit. Cette valeur est destructive. 

N iveau d' isolement : tension que le transformateur peut supporter dans un régime 
transitoire. Il est relié à la qualité des isolants des conducteurs. 

• Marche en parallèle : mettre en parallèle deux transformateurs permet d'augmenter la 
puissance de sortie, mais aussi d'assurer la continuité du service pendant les opérations de 
maintenance. 

Trois conditions sont requises vis-à-vis des deux (ou plus) transformateurs en parallèle : même 
rapport de transformation, m ême couplage et même indice horaire, m ême tension de court­
circuit. 

3.4.4.9 Exercice avec réponses 3-23 : Données d'un constructeur 
et schéma équivalent monophasé 

La notice et la plaque signalétique du transformateur permettent de connaître le schéma 
équivalent monophasé qui est identique, dans sa forme, à celui d'un transformateur mono­
phasé, mais qui ne représente qu'une phase. Il permet le calcul des pertes, du rendement et de 
la chute de tension. Mais il faut se souvenir que pour les calculs de puissance, il ne représente 
qu'un tiers du transformateur complet. 

La Figure 3.68 donne le schém a équivalent pour une phase, la phase « A» au primaire et « a » 
au secondaire avec les notations adaptées au transformateur triphasé. 

Figure 3.68 Schéma équivalent monophasé d'un transformateur triphasé 

Pour le transformateur équilibré, les paramètres sont les mêmes pour les trois phases. On 
simplifie les notations ainsi : 

RFA =RFB =Rpc =Rp ;Xma = ... = ; R'a = ... =R' ;X'a = .. . = X' 

On donne les caractéristiques fournies par le constructeur d'un transformateur triphasé telles 
qu'elles sont présentées sur la notice. 

Tension primaire nominale UAbn = 24 kV et de tension secondaire à vide uabO = 410 V 

Puissance apparente nominale (ou assignée) : 5
11 

= 100 kVA. 



(/) 

<lJ 

0 
'­
>­w 
<;j" 
T"-l 
0 
N 

@ 
.µ 
..c 
Ol 
ï::: 
>­
Cl. 
0 
u 

236 1 Circuits magnétiques en régime dynamique. transformateurs 

Données constructeur Noté Interprétations et commentaires 

Couranc de coure-ci rcuit: 3 520 A Icc Permet le calcul de Z 'a 

Tension de coure-circuit : 0,04 p.u. (no tation 
U lcc(p.u.) Rapport (ou pourcencage) de la tension VABcc 

anglo-saxonne) ou 4 % (notation française) 
ou et de la cension YABn pour l'essai en coure-

U1cç(%) circuit 

IAo 
Rapport (ou pourcencage) du 

Couranc à vide : 0,025 p.u. ou 2,5 % (valeur primaire à vide et du courant 
réduire) (p.u. ou %) nominal 

Perces à vide 210 W Po 
Perces magnétiques essenciellemenc. 

Permet de calculer RF 

Pertes dues à la charge : 2 1 OO W 
Perces Joule totales essenciellemenc. 

PCC= P1 Permet le calcul de R' 

Couranc secondaire nominal: 140,8 A [an Rappel: Sn= J3.Uzo.l2n 

Puissance réactive à compenser à vide : 2,49 kvar Qo Permet de calculer X,
11 

Puissance réacti ve à compenser en charge : 
Q Permet de calculer X' 

5,89 kvar 

Établissement du schéma équivalent monophasé à parcir des données constructeur. 

(a) Déterminer le courant primaire nominal, ainsi que le courant à vide en A. 

courant 
primaire 

(b) Déterminer la résistance RF à partir des pertes à vide et la réactance magnétisante ~ à 
partir de la puissance réactive à compenser à vide. 

(c) Déterminer la résistance R' à parcir des perces dues à la charge, et la réactance magnéti­
sante X' à parcir de la puissance réactive à compenser en charge. 

(d) Exprimer la relation numérique entre la chute de tension et le facteur de puissance de la 
charge cos<p, pour la charge nominale, résistive pure ou résistive-inductive. 

(e) Exprimer la relation numérique entre le rendement f1, le coefficient x (x = S/Sn) et le 
facteur de puissance cos<p. 

Indication : les perces Joule dépendent aussi de x. P1 = 3R'la2 = 3R'.x2.lan 2 = x2.P;n· 

(f) Donner les courbes l1 en fonction de x pour cos<p = l , puis cos<p = 0,8. Pour x compris 
entre 0,5 et 1. 

(g) Donner les courbes l1 en fonction de cos<p (compris entre 0,4 et 1) pour x = 1. 

Réponses: 

(a) 1111 = 2, 4 A ; 110 = 60 mA ; 

(b) RF = 2, 7 MQ; xm = 230 kQ ; xm << RF; 

(c) R ' = 35 mO ; X' = 57 mO 

(d) !iVa = (R' cos <p+ X' sin <p)Ian = 4, 92. cos <p+8,02)1- cos2 <p ; 

Par exemple, pour cos<p = 0,8, la chute de tension est de 9 V environ, soit 4 % de la 
tension v an environ. 

5 
(e) l1 = x. 10 .cos <p 

x.105 cos <p+ 210+ 2100.x2 
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(g) Figure 3.70 
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!'-. 
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1 1 1 1 1 1 1 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 X= S/Sn 1 

Figure 3.69 Rendement en fonction de la charge 
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Figure 3.70 Rendement en fonction du facteur de puissance 

0,977 

0,972 

0,977 

3.4.4.1 O Exercice corrigé 3-24 : Transformateur Dy. Schéma équivalent monophasé 

Nous considérons un transformateur de puissance apparente nominale Sn= 6 kVA. Tension 
primaire composée et nominale U Abn = 400 V. Fréquence 50 Hz. Couplage Dy 11. Le neutre 
du secondaire est sorti. 

Il y a problème puisque primaire et secondaire ne sont pas couplés de la même façon. Par la 
transformation triangle étoile, il est possible de donner un schéma équivalent monophasé. 

À partir des essais sur le transformateur couplé au primaire en triangle, nous allons déter­
miner les éléments du schéma équivalent monophasé. 

Calcul préliminaire : courant en ligne, primaire, nominal : 1 An = S11 I ( .J3.u ABn) = 8, 7 A 

• Mesures à vide: 

Vao = 195V; Uabo = 340 V. 

Courant à vide« en ligne » IAo = 0,7 A, donc JABO = 0,4 A. Puissance absorbée à vide (totale, 
sur les trois phases) : P0 = 135 W 

Puissance réactive absorbée à vide (totale, sur les crois phases) : Qu= 506 var. 

• Mesures en court-circuit sous tension réduire : 

UAbcc = 7,6 V; lace = 10,3 A; PCC = 100 w ; Q c = 100 var. 
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(a) Déduire de l'essai à vide : les rapports de transformation m et mi, le courant à vide en 
valeur réduite, la résistance « magnétique » RFt. et la réactance magnétisante Xmt.· Déduire 
de cet essai le courant secondaire nominal lan· 

(b) Donner les valeurs de R'a et X'a· 

(c) Établir le schéma équivalent monophasé. 

Correction : 

(b) vacc = mU ABcc = 3, 7 V 

Pcc =3R'al;cc ::::}R'a =0,310; Qcc =3X'al;cc ::::}X'a =0,310; 

(c) Schéma équivalent monophasé (Figure 3.71). 

jX'.a 

Figure 3.71 Schéma équivalent monophasé 

Pour déterminer les composantes du schéma équivalent monophasé, il faut, dans cet exemple, 
appliquer aux impédances du primaire la transformation triangle-étoile. Les grandeurs 
électriques sont alors, pour la tension, la tension U AB/'13, notée VA, et, pour le courant, le 
courant en ligne. 

RFt. = 3 Rfy ; xmt. = 3 xmY 

RFY = 1, 2 kO; xmY = 317 0 

On vérifie que les valeurs de P0 et Qo sont inchangées. 

u v2 v2 
VA= ____M.; P0 =3~ = 132 W; Q 0 = 3_A_ = 504 var 

~ RR X~ 
Aux erreurs d'arrondis près, les résultats sont les mêmes. Quels que soient les couplages au 
primaire et au secondaire, il est toujours possible de construire un schéma équivalent mono­
phasé (Figure 3.72). 

230 V l,2k .Q 

lA 

0,7 A 

311 n 

Figure 3.72 Schéma équivalent monophasé, paramétré 
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3.4.4.11 Exercice avec réponses 3-25 : Grandeurs réduites d'un transformateur triphasé 

Les professionnels de la distribution d'énergie donnent très souvent les grandeurs relatives à 
un transformateur sous « forme réduite », notées en pourcentage (notation française) ou en 
décimal (p.u. , « per unit », notation anglo-saxonne). 

Le tableau ci-dessous regroupe les données industrielles relatives à un transformateur de 
distribution électrique. Couplage Dy. Fréquence 50 Hz. 

Sn= 100 MVA; u ABn = 220 kV; uabnU = 20 kV ; u ABcc (o/o) = 10 % ; PJn = 1 000 kW 

(a) Déterminer les rapports de transformation mi et m. Calculer les courants nominaux 

primaire et secondaire IAn et l an «en ligne ». 

(b) Calculer l' impédance définie par Za = Vau / l an· 

(c) On appelle Z ' l' impédance totale ramenée au secondaire. On appelle U ABcc la tension 
sous laquelle on alimenterait le primaire pour un essai en court-circuit à intensité secon­
daire nominale. 

Z'= mUABcc . 
l an 

La tension de court-circuit en valeur réduite U ABcc (%)est définie par : 

U ABcc(o/o) = 100.(U ABcc/U ABn)· 

En système « per unit », U ABcc (p.u.) = (U ABcc / U ABn ). 

Montrer que U ABcc(o/o) = 100.(Z'/Za ) = Z'(o/o). Calculer Z'. 

Les deux grandeurs réduites« tension de court-circuit réduite » UAbcc (%)et« impédance de 
court-circuit réduite » Z' (%)sont égales. 

Correction : 

(a) IA = 262 A; la= 2 887 A; mi= 0,091; m = 00,53 

(b) za =4 Q. 

u u u (c) U ABcc (p.u.) = ABcc = ABcc = m ABcc ; 
U ABn U abU Vau 

Z '( ) = Z'/Z = mU ABcc _1_ = U ABcc p.u. a • V m 
lan __2Q_ Vau 

lan 

Z'(p.u.) = 0,1 ou Z'(%) = 10 % ; Z' = 0,4 Q. 

3.4.5 Pour aller plus loin : Transformateurs triphasés et régimes 
déséquilibrés 

3.4.5.1 Éléments de la théorie des composantes symétriques 

Cette théorie s'applique aux grandeurs vectorielles v et i. Introduite dans la première moitié 
du xxe siècle, elle permet le calcul des circuits déséquilibrés. C'est une méthode de calcul 
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matriciel, type de calcul qui a le mérite de pouvoir entrer dans un logiciel. À ce niveau, nous 
utiliserons ce formalisme pour introduire le vocabulaire, désormais usuel, qui lui est adjoint, 
et pour présenter le rôle des couplages de transformateurs en régime déséquilibré. Le théo­
rème de Fortescue, à la base de la méthode, est ici admis sans démonstration. 

Théorème de Fortescue, système homopolaire 

Un ensemble de trois grandeurs (tensions, intensités .. . ) triphasé, non équilibré, est équiva­
lent à la superposition de trois systèmes de grandeurs, appelées « composantes symétriques du 
système déséquilibré». 

Les trois composantes symétriques sont : 

• un système triphasé équilibré direct. Les vecteurs consécutifs du système sont de même 
module et sont déphasés de 120° dans le sens des aiguilles d'une montre ; 

• un système triphasé équilibré inverse. Les vecteurs consécutifs du système sont de même 
module et sont déphasés de 120° dans le sens trigonométrique ; 

• un système de trois vecteurs de même module, de même direction et de même sens appelé 
«système homopolaire ». Il s'agit, en fait, d'un système monophasé. 

N otations : les indices a, b, c caractérisent les phases, les indices d, i, h les composantes symé­
triques. Vbi désigne, par exemple, la composante symétrique inverse de la tension simple Vb. 

On appelle ~ le nombre complexe~= [1 ; 120°) = - 0,5 + 0,866 j. 

Propriétésde~: !!2 = !!* =[1,- 120°), !!3 =1, !!4 = !!, 1+!!+ !!2 =0 

Système direct : V ad ' V bd' V cd ; Vbd = !! 2 V ad ; V cd =!!V ad 

Système inverse : V ai, V bi, V ci ; V bi =!! V ai ; V ci = !! 
2 

V ai 

Système homo polaire : V ah, V bh, V ch ; V ah =V bh =V ch 

Le théorème de Fortescue se traduit, pour chaque phase, par: 

:Ya = :Yad + :Yai + Vah; Vb = Vbd + Vb; + Vbh; Ve = Vcd + Vci + Vch· 

Transformations matricielles : 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

Elles traduisent le passage réciproque des composantes symétriques aux tensions triphasées 
déséquilibrées et l'inverse. Elles résultent du théorème de Fortescue et nous les donnons sans 
démonstration. 

[ ~: H :2 :, : 
1 

(3.39) 

Remarques 

Va, Vb et Ve s'expriment en fonction du complexe a, de son carré et des composantes symé­
triques relatives à la phase « a » seulement. 

La composante homopolaire est le tiers de la somme des composantes de base a, b, c. 

Le système des tensions composées, en valeur complexe, même déséquilibré en module, a une 
somme nulle. Une tension composée n'a donc pas de composante homopolaire. Ce qui n'est 
pas forcément le cas des tensions simples associées. 
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(3.40) 

Remarques 

Dans le cas d'un circuit déséquilibré, couplé en triangle, ou en étoile sans neutre, la somme 
des courants est nulle. Il n'y a donc pas de composante homopolaire des courants en ligne : 

1 
L +h +L =O =:::} Lh =3(L +h +Ic) =O (=hh =Lh ) 

Dans un montage triangle déséquilibré, les courants composés ont une composante 
homo polaire. 

Dans le cas d'un circuit déséquilibré couplé en étoile avec neutre relié, il n'y a que la 
composante homopolaire du courant qui circule dans le fil neutre, car les composantes 
directes et inverses, elles-mêmes triphasées équilibrées, s'annulent dans le neutre. 

! neurre = Lh + hh + Lh = 3.Lh 

3.4.5.2 Exercice corrigé 3-26 : Illustration expérimentale du théorème de Fortescue 

Ce qui suit n'est pas une démonstration rigoureuse, mais une illustration du théorème de 
Forcescue. 

Soit un système de tensions triphasées dont on donne, a priori, les composantes directe, 
inverse et homopolaire de la tension relative à la phase a : Va. 

vad = [10, 0°) ; vai = [20, 60°) ; vah = [15, 45°). 

(a) Donner les composantes Vbd' Ved' Vbi et Vci, Vbh et Veh· 

(b) Exprimer ~a' Vb, Ve 

(c) Montrer que le système de base Va, Vb, Ve est un système triphasé déséquilibré, et déter­
miner l'amplitude et le déphasage des tensions Vb et Ve par rapport à ~a· 

Correction : 

(a) vbd = [10, - 120°) ; ved = [10, + 120°) ; vbi = [20, 180°) ; vei = [20, - 60°) ; 

~ah= [15, 45°) = vbh = v eh· 

15 30 ----vcd --vai --vbi ----vci 
10 20 

5 10 

0 0 

-5 - 10 

- 10 -20 

- 30 
- 15 

Figure 3.73 Les sytèmes direct et inverse 
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(b) ~a = ~ad + ~ai + ~ah ; V b = V bd + V bi + V bh ; V c = V cd + V ci + V ch· 

(c) Nous proposons une solution calcul par un tableur, sur les valeurs instantanées sur une 
période. Le tracé des courbes permet de connaître les déphasages (Figure 3.74). 

angle(rd) vad vbd vcd vai vbi vci vh angle va vb 

0,00 0,00 -8,66 8,66 17,32 0,00 - 17,32 10,60 0,00 27,92 1,94 

0,31 3,09 -9,78 6,69 19,56 -6,18 -13,38 13,36 0,31 36,01 -2,60 

0,63 5,88 -9,94 4,07 19,89 - 11,76 -8, 13 14,81 0,63 40,58 -6,89 

0,94 8,09 -9,13 1,05 18,27 - 16,18 -2,09 14,82 0,94 41, 18 -10,50 

1,26 9,51 -7,43 -2,08 14,87 -19,02 4,16 13,37 1,26 37,74 -13,08 

1,57 10,00 -5,00 -5,00 10,00 -20,00 10,00 10,61 1,57 30,61 - 14,39 

1,88 9,51 -2,08 -7,43 4,16 - 19,02 14,87 6,82 1,88 20,49 -14,28 

2,20 8,09 1,05 - 9,13 - 2,09 -16,18 18,27 2,35 2,20 8,36 -1 2,78 

2,51 5,88 4,07 -9,94 -8,13 - 11,76 19,89 -2,34 2,51 -4,59 - 10,03 

2,83 3,09 6,69 -9,78 -13,38 -6,18 19,56 -6,80 2,83 -17,09 -6,29 

3,14 0,00 8,66 - 8,66 -17,32 0,00 17,32 -10,60 3,14 - 27,92 -1 ,94 

3,46 -3,09 9,78 -6,69 -19,56 6,18 13,38 - 13,36 3,46 -36,01 2,60 

3,77 - 5,88 9,94 -4,07 -19,89 11,76 8,13 -14,81 3,77 -40,58 6,89 

4,08 - 8,09 9,13 - 1,05 - 18,27 16,18 2,09 - 14,82 4,08 -41,18 10,50 

4,40 -9,51 7,43 2,08 -14,87 19,02 -4,16 - 13,37 4,40 -37,74 13,08 

4,71 -10,00 5,00 5,00 -10,00 20,00 -10,00 -10,61 4,71 - 30,61 14,39 

5,03 -9,51 2,08 7,43 -4,16 19,02 -14,87 -6,82 5,03 -20,49 14,28 

5,34 -8,09 -1,05 9,13 2,09 16,18 -18,27 -2,35 5,34 -8,36 12,78 

5,65 - 5,88 -4,07 9,94 8,13 11,76 - 19,89 2,34 5,65 4,59 10,03 

5,97 -3,09 -6,69 9,78 13,38 6,18 - 19,56 6,80 5,97 17,09 6,29 

6,28 0,00 - 8,66 8,66 17,32 0,00 - 17,32 10,60 6,28 27,92 1,94 

50 

40 -
30 I 

>----+---+--+--+--+--+--+----+-- , - -+--+--+-1 --va --vb - - - - vc 1-+---+----+---+-+-A---+--+-+---1 

20 I 

10 .... 

0 ~ 

- 10 

- 20 

- 30 

- 40 

- 50 

Figure 3.74 Le système de base déséquilibré 

vc 

1,95 

6,68 

10,75 

13,78 

15,45 

15,62 

14,25 

11,49 

7,61 

2,98 

-1 ,95 

-6,68 

- 10,75 

- 13,78 

-15,45 

-15,62 

-14,25 

-11 ,49 

- 7,61 

- 2,98 

1,95 
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Les fonctions sont tracées avec leur valeur efficace en amplitude. 

Va = 41,2 V; Vb = 14,5 V; Ve= 16 V. Vb est en avance de 2,27 rd, soit 130°par rapport à :Ya 
et Ve est en retard de 0,6rd soit 34° par rapport à :Ya· 

3.4.5.3 Exercice corrigé 3-27 : Régime déséquilibré et puissances 

Une source de tension triphasée de f.e.m. alimente, par une ligne équilibrée purement résis­
tive, une charge, elle-même, purement résistive et déséquilibrée. La charge est couplée en 
étoile, sans neutre. 

Pour la source, les f.e.m. équilibrées sont données en volts : 

Ea = [230; 0°] =230; Eb= [230; - 120°J=-11 5-199j ; Ee= [230; +120°J =-115+199j 
La ligne est équilibrée et chaque résistance vaut r = 1 Q . 

Charge : ~ = 9 Q ; Rb = 19 Q ; Re = 29 Q . 

Charge + ligne : Za = 1 O Q ; Zb = 20 Q ; Ze = 30 Q . 

Première partie : Calcul classique 

(a) Calculer les courants dans les trois phases et les tensions simples par le calcul classique. 

(b) Calculer la tension V NN'· 

(c) Calculer les valeurs des tensions aux bornes de la charge. 

(d) Faire le bilan numérique des puissances actives : 

- puissance active fournie par la source ; 

- pertes de puissance active en ligne ; 

- puissance active de la charge. 

Correction : 

Par calcul direct. Voir les relations au paragraphe « Circuits triphasés déséquilibrés » de la 
section 14. 

(a) 

la= Œa -Eb)Ze +Œa -EJZb = 15, 7 + l ,81j (A) = [1 5,8 ; 6,60] 
- ZaZb + ZaZe + Z eZb 

h = Œb -Ea)Ze +Œb -EJZa - 9,41-9,04j (A)= [13,04; -136,1°] 
ZaZb +ZaZe + ZeZb 

le = Œe-Ea)Zb+Œe-Eb)Za = - 6,27+7,24j (A)=[9,58 ; 130,9°] 
- ZaZb + ZaZe + Z eZb 

Puis le calcul des tensions simples aux bornes de l'ensemble charge + ligne donne : 

va = ZaL = 157+ 18, lj (V); V b = Zdb = - 188,2-180,8j (V); V e= Z e!e - 188,1 

+ 217 ,2j (V) 

(b) O n calcule enfin la tension entre les points N et N ' : 

V NN' = Ea - v a= 230 - 158- 18j = 72- 18j = [74V; - 14°]; VNN' = 74 V 
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(c) Aux bornes de la charge seule, chaque tension est obtenue par la relation du diviseur de 
tension : 

V' =.2_.zala =141,2+16,3J. (V); 
-a 10 - -

V'b = _!2_ Vb =-l 78,5-l 71,8J. (V); V'c = 
29 

Ve =-181,9+ 210J. (V) 
- 20- - 30-

V'a = (142,2 V;6,6°]; V' b = (247,8 V; -136,1°] ; V'c = [277,8 V; 130,9°] 

(d) Bilan de puissance: 

Puissance active fournie par la source : (r + R.)1/ + (r + Rb)lb2 + (r + RJI/ = 8 651 W 

Pertes de puissance active en ligne : r(la 2 + lb 2 + le 2) = 511 W 

Puissance active reçue par la charge : 8 6 51 - 511 = 8 140 W 

Deuxième partie : Utilisation des composantes symétriques 

(a) Déterminer les composantes homopolaires du courant en ligne la. 

(b) Calculer la composante homopolaire de ~a (ou~b ou~J à partir des résultats de la 
première partie. 

(c) Calculer les composantes symétriques de la tension V' a· 

Correction : 

(a) Le système déséquilibré des intensités L, Ib, Lest équivalent à un système de composantes 
symétriques dont on obtient les valeurs pour la phase « a» par les équations matricielles 
et leur traduction algébrique: Ld' Li Lh· 

[ t: ] = ~[: : ' ~
2 

]x t: ; , = [1, 120°]; , '= [1,-120°] 

Ld= ~(L+~h+~2IJ;Li= ~(L+~2h+~IJ;Iah= ~(L+h+IJ 

Ld = ~ ((15,8A; 6,6°]+ ([1, 120°]. (1 3,04A ;-136, 1°])+([1,-1 20°][9,58A; l 30,9°])) 

Ld = ~((15,8A; 6,6°]+[13,04;-16,1 °]+[9,58A;l0,9°]) 

Ld = ~ (15, 7+1,81j+ 12,53-3,61j+9,62+ 1,85j) = [12,6A;0°] 

Li = ~ ([l 5,8A; 6,6°] +([1, - 120°]. (13,04A; - 136, 1°])+([1, 120°][9, 58A; 130, 9°])) 

Li= ~((15,8A; 6,6°]+[13,04;-256,1 °]+[9,58A;250,9°]) 

L = ~ (15,7+l,8lj-3,13+12,65j-3,13-9,05j) = 3, 147 + l,80j = [3,62A ;29,8°] 

Lh = ~ (L + h + IJ = o 

lad = [12,6A;0°]; Li =3, 147+ 180j= [3,62A;29,8°]; Iah = O 
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La composante homopolaire des courants Ia, h, !c est nulle, ce qui était attendu, car le 
couplage de la charge est un couplage étoile sans neutre. 

(b) Vah =V bh = V ch =~ (Va + V b +V J = ~ (157 + 18j - 188 - 181j - 188+217j) 

Vah =Vbh =Vch =-73+18j::::} Vah =75V 

Remarque 

La valeur efficace de la composante homopolaire de la tension simple Va (ou Vb ou Ve) est la 
tension entre Net N' (VN'N). Démontrée sur un exemple, aux erreurs d'arrondis près, cette 
remarque est générale. 

(c) Pour les composantes symétriques de la tension Y..a' : 

[142,2V; 6,6°] 

(247,8V; -136, 1°] 

[277,8V; 130,9°] 

V'ad =(217,4V; 0°] ;V'ai =-3,06j-1,90j=(3,6V ;-148°]; V 'ah =-73+18j 

Troisième partie : Bilan des puissances et composantes symétriques 

Lutilisation des composantes symétriques permet d'affiner le bilan de puissance. 

Expression de la puissance apparente complexe dans la charge, notée S', avec les composantes 
sym étriques : 

S' = V ' r * +V' r * +V' r * - -a - a -b- b - c- c 

L = Ia .... etc 

1 

a 

2 a 

Soit, après avoir exprimé les conjugués des intensités et après réorganisation des vingt-sept 
termes, l'expression finale et générale est assez simple : 

~, = 3V'ad!':d + 3V'aX : +3V'ad'~ = ~'ad + ~'ai + ~'ah 

La puissance apparente complexe globale se calcule avec les composantes symétriques de la 
phase a seulement . 

(a) Calculer ~'ad > ~'ai' ~ 'ah· 

(b) Faire le bilan des puissances. 

Correction : 

~'ad =3V'ad!:d =3[217,4 ; 0°].[12,6 ; 0°]= 82 18 VA 

(a) ~'ai = 3V 'ai !:i = 3 [3,6; -148°]. [3,62 ;- 29,8°]=[39, 1; -177,8] = - 39 -1 ,5j ~ - 39 VA 

~,ah = 3V'ah !~ = O 
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246 1 Circuits magnétiques en régime dynamique. transformateurs 

La charge et la ligne sont résistives, et les puissances apparentes sont numériquement égales 
aux puissances actives : 8 218 W sont utilisés effectivement par la charge par le système direct. 
Le système inverse ne peut pas céder de la puissance active à la source qui est équilibrée et 
triphasée directe. Les 39 W sont cédés à la ligne par le système inverse. C'est ce que traduit le 
signe « - » obtenu par le calcul. 

(b) Terminons les calculs par le bilan des puissances. 

Rappel des résultats du calcul classique : 

- puissance active fournie par la source : 8 651 W; 

- pertes de puissance active en ligne : 511 W ; 

- puissance active reçue par la charge : 8 140 W 

On cherche la puissance apparente ~ed du système direct seulement. 

0 * * ~ 12 2 V ae<l =r!ad =[l2,6V;O]; ~e<l =3Vae<lLad =3r(L<l.La<l)=3r~ L<l )=3(12,6 )=476W 

Bilan des pertes en ligne : 476 + 39 = 515 W On retrouve, aux erreurs d'arrondis près, la 
puissance perdue dans la ligne calculée dans la première partie. 

Remarques 

Lorsqu'une source équilibrée (système direct) alimente une charge déséquilibrée, c'est la 
charge qui est la source de puissance des régimes inverse et homopolaire. Pour la même puis­
sance, la charge déséquilibrée provoque plus de pertes en ligne que la charge équilibrée. 

Il en résulte que lon doit atténuer les effets des régimes déséquilibrés et, en particulier, homo­
polaires. Ce rôle va être dévolu aux transformateurs. 

3.4.5.4 Quelques données concernant les transformateurs en régime déséquilibré 

Un transformateur est en régime déséquilibré s' il alimente une charge déséquilibrée ou s'il 
existe un défaut, en amont, au primaire. Les régimes déséquilibrés s'étudient par la méthode 
de Fortescue et les composantes symétriques. Le problème concerne surtout les composantes 
homopolaires, car vis-à-vis des composantes directes et inverses, le transformateur triphasé a 
un comportement identique à un transformateur équilibré. La composante homopolaire du 
courant est un courant alternatif monophasé, et le transformateur triphasé n'est pas conçu 
pour fonctionner en monophasé. 

Certains modes de couplage des enroulements transmettent la composante homopolaire du 
courant, et d'autres larrêtent. 

Un couplage triangle ne transmet pas les courants homopolaires . Un système de composantes 
homopolaires de courant ne peut exister dans une portion de réseau que si celle-ci est comprise 
entre deux points neutres reliés entre eux. 

Le choix d'un type de circuit magnétique à trois ou cinq colonnes permet de donner une 
valeur plus ou moins importante à la réactance magnétisante que le transformateur va opposer 
aux composantes homopolaires. 
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3.4.5.5 Étude expérimentale d'un transformateur Yy déséquilibré 

Commençons par quelques mesures simples sur un transformateur triphasé, de puissance 
apparente nominale 2 000 VA, couplé en étoile au primaire (VAn = 230 V) neutre non relié, 
et au secondaire (Vau = 272 V) , neutre relié. Le circuit magnétique est à trois colonnes. La 
phase B, au primaire, et la phase b, au secondaire, excitent le noyau central. Les autres phases 
excitent les noyaux latéraux. 

Une mesure du courant à vide, sur les trois phases primaires, donne : 

IAo = 0,3 A ; IBo = 0,27 A ; leu = 0,3 A. 

La dissymétrie des courants magnétisants (à vide) est due à la structure en trois colonnes du 
circuit magnétique, elle-même dissymétrique. 

Sur charge nominale (résistive) équilibrée, la mesure des courants en charge au primaire 
donne : IA = 2,9 A; 18 = 2,8 A; le= 2,9 A. 

La dissymétrie existe encore, mais elle est moindre, en valeur relative. La puissance active 
consommée au primaire est de 1 990 W (mesure par la méthode des trois wattmètres) et au 
secondaire de 1 8 10 W (Vb = 262 V, lb= 2, 3 A). Le rendement est donc de 91 %, valeur 
usuelle, pour un appareil de cette gamme de puissance. 

On rend la charge fortement déséquilibrée, en laissant les phases secondaires a et c à vide 
(la= 0, le= O) et en chargeant la phase secondaire b par une résistance. Celle-ci appelle l b = 
2,3 A sous une tension Vb = 259 V, entre la borne b et le point commun de l'étoile de la 
charge n , valeur plus faible qu'en triphasé équilibré (262 V). 

Les courants au primaire sont IA = 1 A; IB = 2,3 A; le = 1 A; la puissance appelée au primaire 
m esurée est de 820 W La puissance mesurée au secondaire est de 725 W Le rendem ent est 
de 88,4 %. Le déséquilibre fait diminuer le rendement. 

Le courant l b nécessite l'appel sur le réseau d 'un courant IB par compensation des forces 
magnétomotrices (ou des ampères-tours) NBIBo = NBIB-Nblb (relation 3-16). Comme le 
neutre du primaire n'est pas relié à l'extérieur, des courants doivent aussi circuler dans les 
enroulements primaires des phases A et C (pour satisfaire la loi des nœuds en N), et ces 
courants ne sont pas des courants de charge, puisque les enroulements a et c sont à vide. Ce 
ne sont que des courants magnétisants qui s'ajoutent aux courants à vide existant naturelle­
ment, expliquant les valeurs élevées des courants des phases A et C , à vide, lors du déséqui­
libre (Figure 3.75). 

NAIAo =NAJA et N eleo = N e le 
• Ils modifient les tensions simples aux bornes des enroulements, ce qui explique la diminu­

tion de vb. 
• Ils déplacent le point neutre du primaire . 

• Ils déplacent le point de fonctionnement magnétique des noyaux magnétiques vers la 
saturation. 

Si, maintenant, le point commun de l'étoile au primaire est relié au neutre du réseau, les 
courants sont IA = 0,3 A ; IB = 2,8 A ; l e = 0,3 A ; la puissance appelée au primaire mesurée 
est de 813 W Pour une puissance au secondaire de 725 W, le rendement calculé est de 
89,2 %. La compensation des forces magnétomotrices peut se faire phase par phase. On 
retrouve pour les phases A et C les courants à vide du transformateur triphasé, comme en 
régime équilibré. 
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n 

Figure 3.75 Courants au primaire et au secondaire (neutre du primaire non sorti) 

Ica c--__, 

n 

Figure 3.76 Courants au primaire et au secondaire (neutre du primaire sorti et relié au réseau) 

Rôle du circuit magnétique : pour un circuit à cinq noyaux, les flux magnétiques directs et 
inverses empruntent les trois noyaux centraux (au nœud du circuit magnétique, q>Ad + q>Bd + 

q>Cd = 0 et q>Ai + q>Bi + q>Ci = O) alors que le flux homopolaire emprunte aussi les noyaux laté­
raux, jouant le rôle, pour le circuit magnétique, du fil neutre pour le circuit électrique. Les 
trajets plus longs engendrent une réluctance plus grande pour le flux homopolaire que pour 
les flux magnétisants direct et inverse. La réactance magnétisante homopolaire Xmh est infé­
rieure à la réactance magnétisante ~. 

Pour un circuit magnétique à trois noyaux, les lignes de champ correspondant au flux homo­
polaire ne peuvent plus se refermer que dans l'air, autour du transformateur. La réluctance 
opposée à ce flux est alors très grande. Xmh est très inférieure à Xm. 
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CHAPITRE 3-3 

Technologie 
de la distribution 

Introduction et limites de l'étude : 

Lobjet de ce chapitre concerne une partie de l'électrotechnique abondamment traitée dans les 
ouvrages de !'Enseignement Technique et Professionnel Secondaire. De plus, la technologie 
de la distribution est fortement soumise à la norme, et de nombreux logiciels, ainsi que les 
catalogues des constructeurs, permettent d 'aider le concepteur à réaliser l'installation de 
distribution. 

Si les lois physiques sous-tendent tout cela, il n'en est pas moins vrai que le concepteur et le 
technicien vont rapidement laisser de côté ces lois pour se concentrer sur l'usage des logiciels, 
des abaques et de la normalisation (norme NFC-15 100, NFC-14 100). Le développement 
de ce sujet, dans ce chapitre, sera donc modeste. 

Pour pouvoir construire une installation de distribution, il faut connaître : 

• la puissance à distribuer; 

• les types de récepteurs à alimenter avec leurs environnements et services. 

Il faut alors déterminer les condui ts de câbles, les câbles, les tableaux et les protections 
adaptées. 

La distribution d'énergie électrique doit assurer, en premier lieu, la sécurité électrique : 
protection des biens et protection des personnes. Ces deux actions sont réalisées par une 
installation normalisée et un appareillage de protection adéquat. 

Une installation de distribution d'énergie est donc pourvue d'un ensemble de composants de 
commande et de sécurité. 

Pour limiter les conséquences d'un défaut à un seul circuit, facil iter sa détection et sa répara­
tion, on adopte une architecture du réseau en arborescence. Chaque circuit est protégé indi­
viduellement. 
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250 1 Technologie de Io distribution 

3.5 Protection des biens 

Les surintensités et les surtensions sont les risques encourus par les biens matériels qui consti­
tuent l'installation de l'utilisateur industriel ou du particulier. 

Une surintensité peut résulter soit d'un court-circuit soit d 'une surcharge. 

La surcharge peut être temporaire, comme au démarrage d 'un moteur, à son freinage, lors 
d 'un blocage ou à la mise sous tension d'un transformateur. Le risque est relativement faible 
pour l'équipement et ne nécessite pas de coupure immédiate du circuit. 

La surcharge peut être de plus longue durée, comme en cas de coupure accidentelle d 'une 
phase, d 'un dépassement de la charge mécanique nominale d'un moteur, ou lorsque trop 
d'appareils sont branchés simultanément. Le risque est un échauffement excessif, en particu­
lier des vernis et isolants des conducteurs des machines, qui abrège la durée de vie de celles-ci. 
Une coupure temporisée de l' installation est nécessaire. Elle est assurée par les relais ther­
miques et les disjoncteurs magnétothermiques. 

Le court-circuit entre phases ou entre phase et neutre, dû à un défaut d ' isolation, conduit à 
un échauffement très important et , à ce titre, il est la cause de très nombreux incendies. Il 
s'accompagne aussi d 'effets électromécaniques violents. Les courants sont intenses et, en 
présence des inévitables champs magnétiques des systèmes électrotechniques, les forces de 
Laplace sont très grandes. Le court-circuit doit être supprimé dans un délai très court. C'est 
le rôle des cartouches fusibles rapides et des disjoncteurs magnétothermiques. 

Une surtension peut provenir, par exemple, d 'un coup porté par la foudre en un point de 
l'installation . 

Objectifs 

• Appareillage de protection et de commande. 

• Courbes de réponse d 'un relais thermique, d'un disjoncteur magnétothermique et d 'un 
fusible. 

• Éléments de physique relatifs à l'arc électrique. 

• Sélectivité. 

3.5.1 Appareillage électrique. Définition et symbolisation 

3.5.1.1 La définition d'un appareil de protection ou d'établissement/coupure 
d'un courant 

Appareil Symbole Définition 

Sectionneur Appareil mécanique de connexion qui n'est pas fait pour 

-y- établir ou interrompre un courant dans les conditions 
normales de fonctionnement. 

Isole les manipulateurs du réseau 

Interrupteur Appareil mécanique de connexion capable d 'établir, de 

-0------- supporter ou d 'interrompre un courant dans les conditions 
normales de fonctionnement. 
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Appareil Symbole Définition 

Contacteur ----u~ Appareil électromécanique de connexion capable d'établir, 
de maintenir ou d'interrompre un courant dans les condi-
tians normales de fonctionnem ent, commandé électrique-
ment. 

Disjoncteur -~ Appareil électromécanique de connexion capable d'établir, 
de maintenir ou d'interrompre un courant dans les condi-
tians normales de fonctionnement et, en plus, anormale-
ment élevées, commandé électriquement. 

Fusible E3 Appareil capable d'ouvrir un circuit, lorsque l'intensité 
dépasse une certaine valeur pendant un temps donné. 

3.5.1 .2 Les contacts électriques et la coupure d'un courant par l'arc électrique 

Deux pièces métalliques déplacées mécaniquement pour établir ou couper un courant, quelle 
que soit son intensité, constituent un contact électrique. Lorsque les courants sont forts, il y 
a un risque de souder, par effet Joule, les métaux constituant les contacts. Il faut donc utiliser 
des matériaux adéquats, qui fondent à une température élevée, sans avoir une résistivité trop 
grande. 

Lorsqu'un contact s'ouvre ou se ferme, deux électrodes s'approchent ou s'écartent l'une de 
!'autre. Elles sont soumises à une tension suffisante pour que jaillisse, entre elles, une étincelle, 
appelée« arc électrique», qui correspond au passage d 'un courant électrique dans un milieu 
isolant gazeux, comme l'air par exemple. 

Lare électrique se crée par l'ionisation des molécules du gaz, qui engendre les charges élec­
triques libres et susceptibles de se déplacer entre les électrodes. 

Il faut au moins 30 kV, entre deux électrodes écartées de 1 cm, pour déclencher un arc dans 
l'air sec, soit un champ électrique« disruptif » de trois millions de voles par mètre. Mais dans 
un appareil de coupure de courant, les distances entre les électrodes sont très faibles. Le 
champ dépend fortement de l'humidité de l'air et de sa pression, ainsi que de la forme des 
électrodes (plaques ou pointes). 

Pour éteindre un arc, il faut que la tension nécessaire à son entretien soit plus grande que la 
tension régnant entre les électrodes. 

Le phénomène d 'arc électrique est présent dans coures les structures de coupure d 'un courant. 

3.5.1.3 Relais thermiques et disjoncteurs magnétothermiques 

Calibre 
réglé à 

13A 

Réarmement ,le 
9w~ 

~~~ i 
Figure 3.77 Relais thermique (à gauche) et disjoncteur magnétothermique (à droite) 
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Un relais thermique (Figure 3.77, à gauche) contient un bilame, c'est-à-dire deux parties 
métalliques constituées de matériaux différents, qui, en se dilatant différemment sous l'effet 
de la chaleur produite par la surintensité, déforment la structure en entraînant simultané­
ment un dispositif mécanique de coupure du courant. 

Le réarmem ent n'est possible qu'après une durée de refroidissement, augmentant avec l'inten­
sité de la surcharge. 

Temps de déclenchement Temps de déclenchement 

Durée 
avant 

ouverture 

Zone dans 
laquelle, 
le relais 

ne s'ouvre 
jamais 

(surcharge Intensité (thermique 

P.d.C. 
pouvoir de 
coupure 

(magnétique Intensité 

Figure 3.78 Courbe de réponse (temps-intensité) d'un relais thermique (à gauche) et d'un disjoncteur 
magnétothermique (à droite) 

Un disjoncteur magnérothermique (Figure 3.77, à droite) est un dispositif électromécanique 
qui permet la protection contre les deux origines des surintensités (surcharge et court-ci rcuit). 
Une bobine, parcourue par le courant en surintensité, attire un noyau ferromagnétique, soli­
daire d'un dispositif mécanique qui, par son mouvement, ouvre l'interrupteur et interrompt 
le courant. 

Ces deux dispositifs sont caractérisés par une courbe temps de coupure en fonction du 
courant, exprimé en multiples du courant nominal du relais (Figure 3.78). 

En fait, il s'agit d 'un faisceau de courbes entre deux valeurs limites : une valeur basse et une 
valeur haute du courant. 

Selon la norme : la forme de la courbe est repérée par un code-lettre, selon la valeur du 
courant magnétique de déclenchement, réglé, par exemple, à: 

3 à 5.ln : courbe B : faibles courants de court-circuit; 

5 à 10.ln: courbe C: applications usuelles. 

Exemples: 

Un disjoncteur magnétothermique, calibré pour un certain In, tolérera 1,5 In pendant 6 min 
(surcharge), 2 In pendant 60 s, 4 In pendant 6 s. Lélément magnétique peut couper 10 In au 
bout de 20 ms et 15 In en 10 ms (court-circuit). 

Si la charge est un moteur dont le courant nominal est de 10 A, le relais thermique tolère un 
sur-couple et donc un courant de 15 A pendant 6 min. La partie magnétique du dispositif 
couperait 1 OO A en 20 ms (court-circuit). 
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3.5.1.4 Les fusibles 

Une cartouche fusible contient un fil, fait d'un alliage, fondant sous l'effet de la chaleur 
produite lors du passage d'une intensité supérieure à son intensité nominale (Figure 3.79, à 
gauche). 

On considère la courbe de réponse temps-intensité de court-circuit, hyperbole d'équation 12.t 
= K (Figure 3.79, à droite) . La constante K, appelée « contrainte thermique » (en A2.s), 
dépend de la catégorie et du calibre du fusible. Le temps d'échauffement est très court. Toute 
la chaleur produite reste confinée dans l'enveloppe du fusible, et aucune énergie thermique 
n'est dissipée à !'extérieur (transformation « adiabatique » du fusible) . 

Les fusibles peuvent être temporisés (Am), rapides (gG ou gl) ou ultrarapides. 

Exemple : une cartouche fusible 10 A supporte un courant inférieur à 10 A indéfiniment ou 
1 OO A pendant 30 ms. Sa contrainte thermique est de 300 A 2s. 

-- Type gG: calibre lOA 
Temps en (s) -- Type aM: calibre lOA 

• ' + ' . ' . . 10000 __________ ,_ -- ---- --- ~ --- ---- ---1 -- ---- --- - ~----------- :- --- -- --- · 

1 ooo --- ---- ---~ --- - ---- - ~ - ---- - - -- - ~ - - -- -- -- - - 1- - -- -- - -- --r · - - ------

100 -·········r· ······-·t·· -------1----------1---------··r···-····· 
10 ··········~ ·-· ······ ~ -- ······· ~ ··········~- --········ ~ ········· 

1 
0,1 

10 100 1000 104 105 

lntensite en A 

Figure 3.79 Exemples de fusibles, et courbe temporelle de fusion « adiabatique » d'un fusible 

Le fusible gG coupe un court-circuit de 100 A en 0,05 s. Le fusible aM, de même calibre, 
temporisé, ne le coupera pas. La donnée aM est l'abréviation d'« accompagnement moteur ». 

Remarque 

Les fusibles et les disjoncteurs ont, à première vue, le même comportement et le même 
domaine d'utilisation. Mais le fusible protège mal contre les surcharges. En cas de panne sur 
une phase, le fusible coupe seulement cette phase, déséquilibrant le montage, alors que le 
disjoncteur va couper l'ensemble des trois phases simultanément. 

3.5.1.5 Sélectivité 

Une protection est sélective si elle assure la coupure d'une branche d'un circuit en arbores­
cence, où se produit un incident, sans couper pour autant toutes les branches en amont. 

Le problème (Figure 3.80) : une installation contient plusieurs disjoncteurs en cascade: Dl 
et D2. Dl protège la charge 1 et la charge 2. D2 ne protège que la charge 2. On veut qu'un 
incident sur la charge 2 (protégé par D2) n'affecte pas le circuit de la charge 1. 
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----r 
D~ 

D2~ ~ 
Charge 1 l 

Charge 2 

D2 
I 

Les courbes de réponse 
des deux appareils sont 
décalées. D2 disjoncte 
d'abord. 

Multiples 
de 10 

Figure 3.80 Disjoncteurs en cascade 

La sélectivité est assurée dès que le choix de deux paramètres est bien fait : la valeur du 
courant de déclenchement (sélectivité ampèremétrique, Figure 3.81 à gauche) et le temps de 
déclenchem ent (sélectivité chronométrique, Figure 3.81 à droite). 

La sélectivé ampèremétrique est 
d'autant plus grande que l'écart des 

calibres est grand 

La sélectivé chronométrique s'obtient en 
échelonnant les temps de déclenchement. 

Figure 3.81 Sélectivité ampèremétrique et chronométrique 

3.5. l .6 Les contacteurs 

Un contacteur est un électroaimant (Figures 3.82 et 3.83) . Une bobine électromagnétique de 
commande exci te un circuit magnétique dont une moitié est fixe et l'autre mobile. La partie 
mobile entraîne, par son mouvement, un équipage m écanique qui est, lui-m ême, lié à un jeu 

de contacts d'un circuit de puissance. Le mouvement ouvre ou ferm e le circuit de puissance. 
Un ressort, en se comprimant, empêche le contact franc entre les deux parties du circuit 

magnétique, pour éviter une déformation et une usure prématurée du contacteur, ainsi qu'un 
bruit excessif. 

Un contacteur coupe un circuit principal en triphasé, monophasé ou en continu. Il peur être 
équipé de relais complémentaires, appelés « contacts auxiliaires ». Les contacts principaux et 
auxiliaires du contacteur sont appelés aussi « pôles » (Figure 3.85) . 

Le contacteur est caractérisé par son calibre In courant m aximum en fonctionnement normal 

sous sa tension nominale et son pouvoir de coupure ultime (maximum) sous court-circuit 

triphasé lcc. 

Il existe des contacteurs réservés au courant continu et des contacteurs réservés au courant 
alternatif (norme C EI 947-4) . Des catégories sont définies en fonction de la nature de la 

charge à commander et des conditions dans lesquelles se font les fermetures et ouvertures de 
circuit. 



(/) 
Q) 

0 
'­
>­w 
'<j" 
r-4 
0 
N 

@ 
.µ 
..c 
Ol 
ï::: 
>­
Q. 
0 
u 

Protection des biens 1 255 

Par exemple : 

ACl : pour récepteur dont le facteur de puissance est au moins 0,95. 

AC3 : pour moteur asynchrone à cage. Il doit supporter le courant de démarrage élevé. 

Bornes de câblage 

Figure 3.82 Contacteur de calibre 10 A pour installation triphasée (face avant) 

Contact du circuit 
de puissance 
Demi-circuit 

magnétique en 
«E» mobile 

Demi-circuit 
magnétique 
en «E» fixe 
et spire de 

Frager 

~.-...;Y 
Figure 3.83 Contacteur démonté 

Les spires de Frager (Figure 3.83), dont le rôle sera étudié plus précisément dans le tome 2 
(Chapitre 2, § 18), sont indispensables pour pouvoir exciter la bobine du contacteur en 
courant alternatif. 

La coupure et la fermeture par arc électrique de circuits commandés par contacteur affectent 
la durée de vie d'un contacteur. Les hautes températures atteintes au passage de l'arc dégradent 
les contacts. Le constructeur définit une durabilité donnée par des abaques (courant coupé en 
abscisse - nombre de manœuvres). Par exemple, tel contacteur peut couper ou établir 
200 000 fois un courant de 600 A, soit le courant de démarrage d'un moteur asynchrone (six 
fois la valeur nominale en moyenne, ici 100 A). La durabilité peut être améliorée en groupant 
les pôles en parallèle (Figure 3.84). 

Exemple: 

Figure 3.84 Groupement de trois contacts en parallèle 
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---$----~ ~~--------~------ ~ 
Bobine de 
commande 

Pôles de Pôle auxiliaire Pôle auxiliaire 
puissance ouvert au repos fermé au repos 

Figure 3.85 Schématisation de la bobine et des contacts 

3.5. l .7 Exercice corrigé 3-28 : Distribution de l'énergie électrique 
et protection des biens 

(d'après agrégation de Génie électrique) 

On considère une installation alimentée par un poste de transformation , l'étude de sa 
protection par disjoncteur et l'étude de la sélectivité des disjoncteurs. 

Première partie : Poste de transformation 

Deux transformateurs triphasés 20 kV/410 V, couplés YyO, identiques sont montés en 
parallèle. 

Données constructeur: elles reprennent les notations du transformateur triphasé (Chapitre 3, 
§ 16-4). Tout est référé à une seule phase primaire (notée« A ») et à une seule phase secondaire 
(notée « a») . 

Puissance apparente nominale : S
0 

= 400 kVA. Fréquence de 50 Hz 

Tensions composées : UAbn = 20 kV; uabO = 410 V. Courant nominal secondaire : Ian = 
563 A. Courant primaire à vide: IAo = 0,01 9.IAn· 

Pertes à vide: P0 = 850 W 

Tension de court-circuit réduire : U Abcc (p.u .) = VAcc (p.u.) = 0,04 p.u. 

Pertes dues à la charge (= pertes Joule nominales) : P1 = 4 850 W 

On appelle ~ la réactance magnétisante, R' la résistance des enroulements ramenée au 
secondaire, X' la réactance de fuite des enroulements ramenée au secondaire. On adopte ainsi 
le schéma équivalent référé à la phase A mais valable, en régime équilibré pour les trois phases 
(Figure 3. 86). 

Figure 3.86 Schéma équivalent utilisé 

(a) Donner la valeur de m (Va0/VA,J 

(b) Calculer IAn et IAo· 

(c) Estimer les valeurs de xm et de RF. 

(d) Calculer R' et X' en exploitant la valeur réduite de U ABcc (ou VAcc), données ici en système 
per unit. 

u ABcc (p.u.) = (Z'/Za) = Z'(p.u.) avec za = Vao/Ian 
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Les deux grandeurs réduites « tension de court-circuit réduite » UAbcc (%)ou« impédance de 
court-circuit réduite » Z' (%) sont égales. 

Correction : 

(a) M = 0,02. 

(b) IAn = 11,5 A; TAO= 0,22 A. 

3y2 u 2 
(c) RF=~=~=4,7MQ ; 

~ ~ 2 

So =J3.uAn .IAo =7,6 kVA; Qo =~S6-Pg =7,6 kvar; xm = U An =53kQ; 
Qo 

Lm= 168H. 

(d) Za = 420 mQ; Z' = 0,04. 0,42 = 16,8 mQ; 

R' = P/3I2an = 5, 1 mQ; X'= -Jz' :::;-R':::; = 16mQ. 

Deuxième partie : Schémas équivalents 

Réseau 20 kV, câble HTA 25 mm2
, puissance en amont 500 kVA Xa 

Transformateur [1 ], 
400 kVA 

Transformateur [2], 
400 kVA; 

----_ J~~~ct~u: ~o~ ~~~LE~ 
Jeu de barres 

Figure 3.87 Amont du jeu de barres 

On désire caractériser le générateur équivalent à l'alimentation vu du « jeu de barres», pour 
une phase (Figure 3.87). 

Entre un secondaire de transformateur et le disjoncteur associé DO, le câble de longueur 5 m 
présente trois fils de phase de section 300 mm2 et un fil neutre de section 120 mm2

. Les 
disjoncteurs tétrapolaires DO ont une intensité nominale de 800 A et leur courbe tc(I) est du 
type C. Les interrupteurs 1 et 2 sont de type « condamnable » et pourvus de fusibles 43 A. 

(a) Calculer R,; et~' la résistance et la réactance de fuites du générateur équivalent aux deux 
transformateurs en parallèle. 

(b) On suppose que le circuit, en amont, est de puissance apparente Sec = 500 MVA et 
inductif. Déterminer sa réactance Xa. 

(c) Déterminer la résistance Ru et la réactance Xo des tronçons de câble notés « 0 » . 

La résistivité du cuivre est p = 1, 9 .10-8 Q.m. La réactance linéique des câbles vaut 
x = 0,08 mQ/m. 

(d) Caractériser le générateur équivalent de Thévenin, vu du jeu de barres, en amont de 
celui-ci. 
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Correction : 

(a) Re= R 5 I 2 = 2,6 mQ; Xe = X 5 I 2 = 8 mQ. 

(b) Sec = 3. Viu = U~o 
Xa Xa 

Xa = U~o = 4102 6 =0,34 m!1. 
Sec 500.10 

( ) f 0 -8 5 
c R 0 =p - =1,9.10 . _

6 
=0,32mQ; X0 = x.f 0 = 0,08.5 = 0,4 m!1. 

s 120. 
(d) Schéma équivalent (Figure 3.88) : 

Rt + (Ro/2) + j(l<i + Xa + X0/2)) = [2,8 + j(8,5)]10-3 

v,î 

Figure 3.88 Générateur équivalent en amont du jeu de barres 

On caractérise maintenant la charge, au-delà du jeu de barres (Figure 3.88). 

Données : 

- D 14 : disjoncteur tétrapolaire : 63 A, courbe tc(I) de type C ; 

- câble alimentation bâtiment 3 : 120 m ; 240 mm2 ; 

Câble alimentation bâtiment 4: 200 m; 10 mm2
• 

- câbles alimentant les bâtiments 1 et 2 : résistance et réactance négligées. 

(e) Calculer la résistance et la réactance des câbles 3 et 4. La résistivité du cUtvre est 
p = 1,9.10- 8!1.m. La réactance linéique des câbles vaut x = 0,08 m!1/m. 

(f) Exprimer les impédances complexes des installations des bâtiments. 

(g) Donner le schéma équivalent (monophasé) de l'installation vue du jeu de barres, les 
tensions aux bornes de chaque bâtiment et le courant dans chaque bâtiment. 

1 Jeu de barres 1 

Disjoncteur Disjoncteur 1 Disjoncteur \ Disjoncteu 
Dll D12 D23 D14 

/1 ï !J '1/ /J 1/ 
lb1 ~lb2 lb3 l b4 

1 ,, ,~ 

D34 ~ Bâtiment [l ], Bâtiment (2], Bâtiment [3], 
Contrôle ~b2 Production ~b3 Production ~b4 
51 = 150 kVA 52 = 150 kVA; 53 = 400 kVA; 

Bâtiment [4], 
Bureaux 

400V 400V 400V 
54 = 16 kVA; 

P.F. : 0,9 P.F.: 1 P.F.: 0,8 
(inductif) (résistif) (inductif) 

400V 
P.F. : 0,707 

~be 

~b l 

(inductif) 
1 

Figure 3.89 Installation vue du jeu de barres 
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Réponses: 

f. 
(h) R=p-; X=x.f. ; r3 = 9,5mQ ; x3 =9,6mQ;r4 =380mQ;x4 =16mQ 

s 
(f) Relations à utiliser : 

Les données relatives aux quatre bâtiments (k = 1, 2, 3, 4) sont des puissances apparentes 
et des facteurs de puissance PF. 

Pk = 3Rkl~k = Sk cos <pk ; Qk = 3Xkl~k = Sk sin <pk ; Sk = .J3.U.Ibk 

u2 u2 2 u2 
Rk =-cos<pk; Xk =-~1-cos <pk Zk =-

Sk sk sk 

(g) (Figure 3.90) 

Bâtiment Caractéristiques Rk(Q) Xk(Q) Zk(Q) 

1 150 kVA, 400 V, PF: 0,9 0,96 0,47 1,07 

2 150 kVA, 400 V, PF: 1 1,07 0 1,07 

3 400 kVA, 400 V, PF : 0,8 0,32 0,24 0,4 

4 16 kVA, 400 V, PF: 0,707 7,07 7,07 10 

[2,8 + j(8,S)]10-3 1--r------------1R1 + jX1 = 0,96 + j0,47(il) 

1-------------j R2 = 1,07 n 1----------j 

r3 + jx3 = 9,5 + j9,6(mn) R3 + jX3 = 0,32 + j0,24(n) 

Ve= U20/ f3 = 237 V Vbe4 

Figure 3.90 Schéma équivalent (monophasé) de l'installation vue du jeu de barres 

Le schéma équivalent (Figure 3.90) permet de connaître les valeurs efficaces des tensions aux 
bornes des bâtiments V bek et des courants dans les impédances des bâtiments Ibk· 

1Bâ~=~nt 1 1 2 3 4 

230 230 222 223 

Vb=230V 

1 Bât::ent 1 

1 2 3 4 

215 215 556 22 

Conclusion : Calcul d'un court-circuit 

Le court-circuit est à l'entrée du bâtiment 4. 

Lensemble des tensions est modifié. L impédance du bâtiment 4 est la plus élevée, comme le 
montre la valeur de Ib4, sans le court-circuit. La valeur de Vbe varie peu et reste égale à 230 V 
Ib4 est égale à 230/0,38 = 600 A environ (Figure 3.91). 
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(2,8+j(8,S)]10-3 n t----.-------------1 Ri + jXl = 0,96 + j0,47(n) 

>--------------< R2 = 1,07 Q >--------< 

vbe4 = 0 
R4 + jX4 = 380 + j16(mil)1-------------1 

Figure 3.91 Schéma équivalent (monophasé) de l'installation vue du jeu de barres avec le court-circuit 

Choix du disjoncteur magnétothermique D34. Sa courbe de déclenchement est de type C 
(Figure 3.92) . Pour des valeurs élevées de court-circuit, la partie magnétique du disjoncteur 
est active. Pour une valeur plus faible du court-circuit (par exemple, deux fois le courant 
nominal choisi à 25 A, soit 50 A), c'est la partie thermique qui est active. 

Temps de coupure en s En noir : déclenchement 
certain 

100 
En gris : limite de '\. 
déclenchement 

' 
10 ' l'o.. 

' ~ 

' r-.... .!U 

lu 
0,1 

0,01 Multiple du courant nom inal 

1 1 

0,001 

Figure 3.92 Courbe C d'un disjoncteur en coordonnées logarithmiques 

Le courant nominal (normal, sans court-circuit) qui traverse le disjoncteur est d'environ 
22 A. Il doit couper, en cas de court-circuit à l'entrée du bâtiment 4 , un courant de 600 A. 
Le choix se portera sur un appareil de valeur nominale 25 A. Le courant de court-circuit est 
porté sur la caractéristique. 600 A est égal à 24 fois 25 A. La coupure « magnétique » a lieu en 
moins de 10 ms. 

Le disjoncteur D14 en amont du D34 a une intensité nominale de 63 A. 

Le point de fonctionnement en court-circuit est tel que Iccfl11 = 600/63, soit 9,5 pour 
simplifier. 

D 14 peut disjoncter par sa partie « thermique » entre 600 ms et 3 s ou magnétiquement en 
10 ms. Il y aura sélectivité, c'est-à-dire que D34 disjonctera seul si le point de fonctionne­
ment de D 14 est dans la zone de déclenchement thermique pour la valeur du courant de 
court-circuit. À cette fin, on doit donc temporiser le déclenchement magnétique de D 14 de 
quelques dizaines de millisecondes. 
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3.6 Protection des personnes physiques 

Le danger d'un courant électrique et le risque d'électrocution viennent de la durée de l'expo­
sition et de l'intensité. 

Par application de la simple loi d'Ohm, l' intensité du courant dépend de la tension de contact 
et de la résistance du corps humain. 

Ce paramètre biologique est très variable, selon les individus, l'humidité de la peau, le stress ... 

En pratique, on considère qu'une tension supérieure à 50 V est potentiellement dangereuse 
en l'absence d'humidité. On doit se limiter à 25 V en milieu humide et à 12 V dans l'eau. 

Objectifs 

• Évaluer le risque électrique pour les personnes. 

• Donner le rôle de la prise de terre et des liaisons éventuelles entre neutre et terre dans la 
protection contre les contacts indirects encre une personne et une phase. 

• Régimes de neutre ou systèmes de liaison à la terre de type IT, TT et T N . 

3.6.1 Les dangers du courant électrique 

3.6.1.1 Contact direct et indirect 

Il y a contact direct quand une personne est sous la tension phase neutre, comme un enfant, 
par exemple, portant à sa bouche un prolongateur électrique. 

Il y a contact indirect lorsqu'une personne est en contact avec une phase, par l' intermédiaire 
d'une carcasse conductrice mal isolée. 

Pour la protection contre les contacts directs, il est préconisé d'utiliser, si possible, la plus 
basse tension, soit moins de 50 V en lieu sec et moins de 25 V en lieu humide, et de soigner 
l'isolation. 

3.6.1.2 Protection contre les contacts indirects 

Considérons d'abord l'exemple suivant (Figure 3.93). 

Linstallation représentée sous la forme d'un rectangle est isolée du réseau par un transforma­
teur dont la tension composée secondaire est de 400 V Une des phases est en contact avec la 
carcasse métallique conductrice en raison, par exemple, de l'usure de l' isolant d'un câble. On 
dit alors que l'installation présente un défaut. 

--------mJl-------+-1 ""--td'~:,:~;~" 
Transformateur . . 

Figure 3.93 Défaut simple 

Si un utilisateur touche la carcasse, il ne risque rien , car son corps ne ferme aucun circuit. 



Vl 
<lJ 

0 
1.... 

>­w 
'<j" 
.-t 
0 
N 

@ 
....... 
..c 
O'l 

·;:::: 
>­a. 
0 
u 

262 1 Technologie de Io distribution 

Supposons qu'il y ait maintenant un second défaut d ' isolation (Figure 3.94), sur une seconde 
carcasse conductrice. Si l'utilisateur touche les deux carcasses simultanément, il est électro­
cuté, car il se trouve sous la tension composée (400 V), ici entre les phases 1 et 3. 

--~.--,..'""'-_.... __ --+-"~---L Défaut 

Transformateur 

d'isolation 1 

Défaut 
d'isolation 2 

Figure 3.94 Double défaut 

Cet exemple illustre, sur un cas très particulier, le risque potentiel d 'un contact indirect. 

3.6. l .3 Exercice corrigé 3-29 : Installation basse tension. Régime TT 

L'installation est reliée au transformateur d 'alimentation par une ligne quatre fils (trois phases 
et un neutre) . Toutes les carcasses conductrices de l'utilisateur sont reliées à une prise de terre. 

Une bonne prise de terre, de résistance minimale, est constituée de piquets conducteurs, 
enfoncés dans le sol autour de la maison , ou d'une boucle conductrice sous les fondations. Au 
transformateur d'alimentation, le neutre et la terre sont reliés, mais le distributeur d'énergie 
interdit une telle liaison au niveau de l'installation de l'utilisateur. La résistance de la liaison 
entre les deux prises de terre est très élevée, car la distance entre le transformateur et l'instal­
lation peut être grande, mais la liaison est néanmoins capacitive. Un tel montage caractérise 
un système de liaison à la terre (appelé aussi « régime de neutre ») référencé TT. Le premier 
« T » signifie « liaison directe du neutre à la terre » ; le deuxième « T » signifie « interconnexion 
des masses et liaison à une prise de terre distincte de celle du neutre ». Il s'agit du régime le 
plus courant dans un bureau, un magasin, chez un particulier, mais aussi à l'atelier 
(Figure 3.95). 

Utilisateur 

Transformateur 
d'alimentation 

Fil neutre 

Liaison capacitive 

Terre de 
l'utilisateur 

Figure 3.95 Régime de neutre TI 

Câble de 
terre ou de 
protection 

(P.E.) 

Soit ~' la résistance de la terre du neutre, et ~' la résistance de terre de l'utilisateur. Entre 
phase et neutre se trouve la tension simple V. Soit Re, la résistance (faible) du câble de phase. 
En fonctionnement normal, aucun courant ne circule dans le câble de protection. 
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Supposons qu'il existe un contact accidentel entre une carcasse métallique dans l' installation 
et une phase. Un courant va circuler dans la résistance de terre Rm, dans la liaison capacitive 
entre les terres et dans la terre du neutre. Ce courant est un courant de défaut, noté Id. Le 
schéma équivalent de l'installation en défaut est le suivant (Figure 3.96) : 

Figure 3.96 Schéma équivalent du régime TT 

Il apparaît alors une tension Ue, appelée « tension de contact », aux bornes de cette résistance. 
Un calcul simple va montrer le danger potentiel de cette tension de contact. On suppose que 
Rrn = 20 Q , Rn = 10 Q , Re est négligeable, V = 230 V. 

(a) Calculer le courant Id. 

(b) Calculer la tension Ue. 

Réponses: 

V 
(a) Id=-----

Rm + Rn + Re 

Le courant Id vaut 7,7 A. Il n'est pas suffisant pour déclencher assez rapidement le 
disjoncteur magnérothermique (de protection des biens) réglé, par exemple, sur 9 A. 

(b) U e = Rmld ; la tension de contact vaut 154 V. Cerre tension est dangereuse pour l'utili­
sateur qui se placerait en parallèle sur~' en couchant à la fois la carcasse de l'appareil en 
défaut et la terre. 

Le régime TT est potentiellement dangereux : 

• par la présence de la liaison à la « terre » chez le particulier ; 

• par le fait même que le neutre et la terre soient reliés au transformateur. 

Il est nécessaire qu'un dispositif spécial coupe l' installation dès le premier défaut, si le courant 
de défaut dépasse un certain seuil de dangerosité. 

L appareillage de coupure est appelé « dispositif de protection à courant différentiel résiduel 
de haute sensibilité DDR.HS » ou, plus simplement,« disjoncteur différentiel » (Figure 3.95) . 

Lorsqu'un courant de défaut existe, le courant de phase diffère du courant de neutre. Le 
disjoncteur différentiel détecte cette différence de courant et coupe l'alimentation, si cette 
différence atteint une valeur limite préréglée (à 30 mA, par exemple) . 

Remarquons que, dans notre exemple, un courant de 30 mA dans la résistance de 10 Q (~) 

créerait une tension de contact de 30 V, a priori non dangereuse. 

Remarque de conclusion 

Le régime TT nécessite donc une bonne prise de terre pour l'utilisateur (faible résistance) et 
un disjoncteur différentiel sensible. Relier, au niveau de l'utilisateur, le neutre et la terre est 
interdit. 
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~ ~ -- -----o 
1 

1 

1 ___ J 

Figure 3.97 Disjoncteur différentiel monophasé de calibre 10 A et son symbole. Le courant de fuite déclenchant 
la coupure vaut ici 30 mA 

Soit UC-lim la tension de contact limite (50 V ou 25 V) et Rm, la résistance de la prise de terre 
de l'utilisateur, la sensibilité l diff du disjoncteur différentiel doit vérifier : 

1 < UC- lim 
dïff R 

m 

Pour Idiff = 30 mA, qui est une valeur usuelle pour les particuliers, la valeur maximale de la 
résistance de terre est de 1 660 Q , si l'on désire UC-lim = 50 V Il est facile d'obtenir une résis­
tance de terre inférieure à cette valeur limite. 

3.6.2 Régimes de neutre ou système de liaison à la terre S.L.T. 

On appelle régime de neutre, ou système de liaison à la terre, ['ensemble des méthodes 
permettant : 

• de réaliser la liaison entre le neutre et la terre ; 

• de reli er la terre et les masses. 

Les régimes usuels sont les régimes IT et TT et les régimes TNS et TNC. 

3.62.1 Le régime IT 

Dans ce mode de liaison (Figure 3.98) à la terre, le neutre du transformateur est relié à la terre 
par une force impédance (1 000 à 2 000 Q) ou il n'est même pas relié. 

La première lettre « I » signifie neutre isolé ou impédant. La deuxième lettre « T » signifie 
interconnexion des masses et liaison à une prise de terre. 

Terre 
«du neutre» 

Transformateur 

Forte impédance 

Utilisateur 

Neutre 

Figure 3.98 Régime de neutre IT 

Terre de 
l'utilisateur 

Si un premier défaut survient, une phase est en contact avec la carcasse. Un utilisateur touche 
la carcasse. Il est alors porté au potentiel de la phase, mais aucun courant ne le traverse, car il 
ne ferme aucun circuit. Il est en parallèle sur la résistance de terre, faible, de l'utilisateur. 
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Il n'en est pas de même si un deuxième défaut survient. L'utilisateur peut se trouver sous la 
tension composée et fermer un circuit. Le régime IT est potentiellement dangereux, en cas de 
deuxième défaut. 

Le montage en régime S.L.T. « IT » 

• permet la continuité du service en cas d'un seul défaut; 

• doit signaler la présence de ce défaut, sans couper l'alimentation, afin qu'il y soit remédié, 
avant que ne survienne un deuxième défaut, potentiellement dangereux. 

L'installation doit être équipée d'un dispositif signalant la présence du premier défaut. C'est 
le rôle du « contrôleur permanent d'isolation, ou C.P.I. ». 

Le régime IT est préconisé dès que la continuité du service est primordiale (hôpital, exploita­
tion minière, par exemple) et lorsque l'entretien et le suivi de l'installation sont le fait de 
personnels qualifiés. 

3.62.2 Les régimes TNC et TNS 

Le premier « T » signifie liaison directe du neutre à la terre ; le « N », liaison des masses au 
neutre. 

Pour le TNC, câble de neutre et conducteur de protection PE sont confondus (notation 
PEN). 

Pour le TNS, câble de neutre et conducteur de protection PE sont distincts. 

Le conducteur de protection PE est régulièrement relié à une terre le long de son trajet. 

Le SLT TNC (Figure 3.99) économise un pôle de disjoncteur et un câble. Il est interdit par 
la norme pour des conducteurs de cuivre de section inférieure à 10 mm 2 et pour des conduc­
teurs d'aluminium de section inférieure à 16 mm2• 

Transformateur 
d'alimentation 

Terre du 
neutre 

Utilisateur 

Fil neutre = PE 

Figure 3.99 S.L.T. : TNC 

L'exercice corrigé suivant permettra de préciser les caractéristiques de ce système de liaison à 
la terre et de montrer que, bien calibrés, les appareillages de protection des biens permettent 
d'assurer, conjointement, la protection des personnes. 

3.62.3 Exercice corrigé 3-30: Régime TNC 

Une installation est reliée au réseau basse tension par un transformateur triphasé qui délivre 
une tension composée U = 4 10 V à vide. L'installation est protégée par un disjoncteur magné­
tothermique, donc le courant Imag est de 36 A. Le câble d 'une phase a pour longueur 
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R = 200 met il est en aluminium. La section est sph = 6 mm2
• Ce câble peut être modélisé par 

une simple résistance : R ph = pO sph· On donne la résistivité de l'aluminium p = 2,7 .10-8 

n.m. 
On suppose que le défaut est un court-circuit résistif de valeur Rn négligeable entre la phase 
1 et la terre. 

(a) Donner le schéma équivalent monophasé du montage avec le défaut, en calculant les 
différentes impédances. On considère que le conducteur de protection est en aluminium 
de section sPE = 16 mm2. On considère aussi que les différentes chutes de tension font 
que la tension simple aux bornes d'une phase est à 80 % de la valeur à vide 237 V, soit 
190V 

(b) Calculer la valeur de la tension de contact. Cette tension est-elle dangereuse ? 

(c) Déterminer la valeur du courant de défaut In. Le disjoncteur magnétothermique va-t-il 
déclencher rapidement ? 

(d) Montrer que la longueur des câbles permettant un bon fonctionnement des protections 
présente une limite supérieure que l'on exprimera. 

(e) Calculer alors la longueur maximale de câble autorisée par cette installation. 

Correction : 

Calculs préliminaires. 

R , d' h R -- _R -- 2, 7.10-8.200 --0 9 " esistance une p ase : h p ::. .!: 
p 6 10- 6 ' . sph . 

Tension prise en compte pour tenir compte de la chute de tension interne du transformateur 

(approximation habituelle) : 0,8.V = 0,8.410 IJ3= 190 V . 

R ,. d d d . R R 2, 7 .10-8.200 4" es1stance u con ucreur e protecuon : PE = p- = _6 = 0, ::..!: 

SpE 16.10 

(a) Le schéma équivalent est donné par la Figure 3.100. 

(b) 

0,8 V = 190 V 
----+- Rph + R0 = 0,9 n 

Figure 3.100 Schéma équivalent du régime TNC 

Tension de contact: U 'c = 0,3 V.RPE = 58 V, soit plus de 50 V, mêm e avec l'hypothèse 
R ph +RrE 

optimiste de 20 % de chute de tension . 

(c) Courant de défaut: I'd = U 'JRPE = 146 A. Ce courant est suffisant pour déclencher le 
disjoncteur magnétothermique Imag = 36 A en m oins de 1/100 s. 
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(d) Il suffit de construire l' inégalité 

0,8.V. RrE 

U, R 
1, - c - ph 
d--- -

R ph R ph +RrE 

Protection des personnes physiques 1 267 

0,8.V · sph 
=> Lmax = ----~­

Sph 
P · (1 + - )lmagn 

SpE 

(e) Dans cette installation, la longueur maximale du câble de phase est de 850 m. 

Pour le régime T N, c'est la longueur des câbles qui détermine le courant de réglage du 
disjoncteur magnérothermique de protection. 
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Impédance de Laplace 68 
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moteur 43 

Inertie ramenée, 29 
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électrique 26 
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Levage 28 
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Lignes triphasées 190 
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Pulsation propre 74 

R 
Rayon de giration 23 
Régime de neutre 262, 264 
Régime IT 265 
Régime Sl 62 
Régime S2 62 
Régime S3 62 
Régime thermique 

adiabatique 74 
Régime TT 263 
Régimes électriques IO 
Régimes TN 264 
Règle du tire-bouchon 25 
Réguler 77 
Relais thermique 251 
Relation de Newton en 

rotation autour d'un 
axe 40 

Relation de Newton en 
translation rectiligne 35 

Relation de Newton 
généralisée 44 

Relation entre Inductance 
propre, réluctance 
et perméance 146 

Relations énergie-
puissance 8 

Réluctance 14 1 
Réluctance d'entrefer 143 
Rémanence 110 
Réponse impulsionnelle 90 
Réponse indicielle 81 
Résistance thermique 59 
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