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Preface 

LA DEMARCHE reductionniste de la physique est connue de taus; pourtant, si l'ana­

lyse de la matiere en molecules, atomes, noyaux, etc., a eu bien des succes, elle est 

loin de repondre a elle seule aux questions que nous nous posons sur son comporte­

ment. Imaginons qu'armes d'un ordinateur superpuissant, nous suivions l'evolution 

temporelle d'un grand nombre de molecules comme on le fait des planetes du systeme 

solaire; comment deduirions-nous de ce calcul s'il s'agit d'un conducteur ou d'un 

isolant, d'un gaz ou d'un liquide, la temperature de fusion, etc? 

Pour reconstruire la matiere a partir de ses constituants il a fallu developper une 

autre approche, mains connue du grand public que la recherche de l'elementaire, 

mais pourtant essentielle, qui est la physique statistique. C'est en 1872 que Ludwig 

Boltzmann a Vienne comprit que l' entropie, concept macroscopique, resultait de 

la distribution statistique des configurations moleculaires microscopiques. Moment 

historique ou le lien entre la constitution et le comportement s'etablissait. 

Etrange demarche en definitive, ou l'on remplace un calcul detaille par des pro­

babilites; les predictions de la physique devenaient-elles aussi aleatoires que celles 

de la meteorologie? En fait c'est precisement le gigantisme du nombre de particules 

qui constituent le moindre grain de matiere, qui vint ici a l'aide. Car, si le calcul des 

probabilites n' est que de peu de secours pour le joueur, il permet au proprietaire de 

casino d'operer avec une probabilite de gain d'autant plus grande que le nombre de 

joueurs est plus eleve. Les fluctuations statistiques sont en pratique eliminees par 

ce nombre colossal auquel Jean Perrin, apres l'avoir mesure en 1909, donna le nom 

d' Avogadro. 

Les principes de cette physique sont simples et universels et les etudiants n' ant a 

priori aucune difficulte a les comprendre. Pourtant on constate invariablement a quel 

point leur mise en ceuvre clans une situation concrete pose probleme au debutant. Car 

il est bien vrai, ici peut-etre encore plus qu'ailleurs, que la veritable comprehension, 

c'est la capacite de se servir des principes clans une situation determinee. Rien n'est 

done plus necessaire que de fournir aux etudiants des problemes de qualite qui leur 

permettront, face a eux-memes, de savoir s'ils maitrisent reellement les concepts de 
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base. Ce nouveau livre de « problemes » que nous proposent Hubert Krivine et Jacques 

Treiner, est en n~alite un vrai cours de physique statistique, prolongement moderne du 

classique de R. Kubo, Statistical mechanics : « an advanced course with problems and 

solutions», qui date de 1965 et est plutot destine au niveau Master II. Cette comparaison 

avec le passe montre d'ailleurs a quel point la physique statistique d'aujourd'hui a 

envahi de nouveaux domaines de la science, bien au-dela de la matiere condensee. 

Ce livre combine des exercices classiques indispensables bien sur, et d'autres fort 

originaux qui feront reflechir l'etudiant; citons clans cette deuxieme classe l'etude de 

I' elasticite de l' ADN telle qu' elle est aujourd'hui etudiee clans des laboratoires de pointe, 

!'introduction a la percolation avec un exemple simple de renormalisation, l'etude des 

resonances de neutrons clans les noyaux, l'etude (quantique) du melange des isotopes 

3 et 4 de l'Helium, I' etude de l' equilibre radiatif de la terre, ainsi que tout un chapitre 

fort bien venu sur I' energie des etoiles. Des appendices mathematiques viennent au 

secours de ceux qui peinent avec la surface de la sphere a n dimensions ou le calcul des 

variations. 

Les auteurs ont done apporte a ce livre toute la richesse issue de leur experience de 

chercheur mais, forts de leur connaissance approfondie des difficultes que rencontrent 

les etudiants clans cette discipline, ils ont choisi d'ecrire un traite de physique abordee 

par des problemes. C' est la une attitude face a la science bien plus proche de la fai;:on 

dont elle se fait clans les laboratoires : le chercheur confronte a une situation concrete 

se doit de trouver comment la modeliser et quels sont les outils a mettre en reuvre. Je 

suis done certain que ce livre sera une introduction fort utile a l'apprentissage de la 

physique statistique et qu'il donnera a ceux qui le liront le gout d'en savoir plus. 

Edouard Brezin 

Professeur emerite, 

Membre de l'Institut (Academic des Sciences) 



Introduction 

L)APPRENTISSAGE de la mecanique statistique, comme celui de la mecanique quan­

tique, est deroutant : l'intuition heritee de l'experience quotidienne et des 

connaissances de physique du lycee n'est pas bonne conseillere, elle doit etre reeduquee. 

De meme que le comportement quantique de la matiere echappe a notre perception 

usuelle du monde, ou ce comportement ne se manifeste pas directement, la mecanique 

statistique est celle de systemes dont le nombre de constituants, de l'ordre du nombre 

d' Avogadro 6 x 1023 , defie toute imagination. C' est une physique des ( tres) grands 

nombres. Elle a sa propre culture: il s'agit de l'acquerir. L'affaire devient encore plus 

complexe si a cette culture nouvelle on doit ajouter celle de la mecanique quantique. 

On peut parler sa langue maternelle - pas tres bien - sans connaitre la theorie : la 

grammaire. On s'habitue, c'est tout. .. En revanche, on ne peut pas faire de mecanique 

quantique ou de mecanique statistique sans theorie. Mais ceci ne signifie pas que 

son utilisation clans des situations physiques concretes doive attendre que la theorie 

soit assimilee. Ce serait d'ailleurs tout simplement impossible. Plus encore que clans 

d'autres domaines, la pratique est une condition sine qua non de la comprehension. 

Ce livre, principalement adresse aux etudiants de troisieme annee de licence et 

en master de physique - mais aussi aux chercheurs qui voudraient rafrakhir leur 

memoire - ne cherche pas a remplacer un cours de mecanique statistique. Mais il a 

l'ambition d'etre un peu plus qu'un recueil d'exercices avec solutions. Il vise, a l'aide 

d'une progression de problemes, a faire comprendre comment ra marche. Ces pro­

blemes sont longuement corriges et commentes. La correction sera d'ailleurs d'autant 

plus detaillee que le probleme sera simple. Les plus difficiles (indiques comme tels), 

ne pouvant etre abordes sans un minimum de connaissances, auront une correction 

complete, mais plus synthetique. Plusieurs solutions seront souvent proposees. Meme 

s'il n'y a pas de mecanique statistique purement classique (l'indiscernabilite des par­

ticules et le denombrement des etats sont essentiellement des notions quantiques), 

nous avons juge plus clair de mettre en seconde partie seulement la mecanique statis­

tique quantique, celle qui utilise explicitement les statistiques de Fermi-Dirac et de 

Bose-Einstein. 



4 INTRODUCTION 

Au lieu de suivre l'itineraire habituel qui considere les differents ensembles, micro­

canonique, canonique et grand canonique, nous commencerons par des remarques 

sur les mathematiques des grands nombres et leurs aspects contre-intuitifs. Apres 

des rappels de cours, nous proposons des exercices portant sur differents themes. 

Beaucoup sont classiques, issus du fonds de problemes de differents enseignements. 

Nous insistons sur un des modeles-clef de la physique statistique, le modele d'Ising, 

souvent peu considere clans les cours de ce niveau; il permet de faire comprendre la 

notion delicate de transition de phase et d'illustrer les developpements en basse et 

haute temperatures. La percolation permet aussi d'illustrer la notion de transition 

de phase et d'introduire tres simplement le concept de renormalisation. Quelques 

exercices lui sont consacres. 

La partie quantique commence par l'etude des gaz parfaits de fermions et de bosons. 

Les effets de statistique fermionique ou bosonique fournissent deja une variete de 

comportements indispensables a explorer, surtout lorsqu'on les couple aux contraintes 

apportees par la dimensionalite de l'espace clans lequel se deroulent les phenomenes. 

Ces idees sont illustrees a l'aide de donnees empiriques concernant divers systemes 

physiques. 

On verra par exemple que la physique statistique permet de decrire de fa~on 

satisfaisante certaines proprietes des noyaux atomiques, qui contiennent pourtant 

moins de trois cents nucleons. 

Le comportement quantique de la matiere ne se manifeste pas qu'a l'echelle de 

l'infiniment petit. La matiere presente parfois des comportements quantiques macro­

scopiques, comme par exemple la superfluidite de !'helium liquide. En realite, le fait 

que !'helium demeure liquide jusqu'au zero absolu est en lui-meme un effet quantique 

macroscopique. Nous verrons comment certaines proprietes thermodynamiques de 

!'helium liquide peuvent etre decrites en considerant les excitations elementaires de 

basse energie comme des quasi-particules independantes. D'autres exemples sont pris 

en physique nucleaire. 

Les effets des interactions entre constituants sont abordes en considerant les 

condensats de Bose-Einstein d'atomes froids clans des pieges harmoniques. 

Le domaine privilegie clans lequel physique quantique, physique statistique, infini­

ment petit et infiniment grand se rejoignent est certainement l'astrophysique stellaire. 

Une promenade parmi quelques aspects de cette physique (structures stellaires, nu­

cleosynthese) cloture cette derniere partie de l'ouvrage. 

Enfin, !'annexe rappelle, avec des demonstrations simples, quelques resultats 

mathematiques de base. 

Le lecteur pourra commencer directement les exercices et ne recourir aux rappels 

ou a l'appendice qu'en cas de necessite. Comme les randonnees en montagne, mais 
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peut-etre de fas:on plus subjective, les exercices ou les questions d'exercice seront 

annotes [PD] (peu difficile), [ADJ (assez difficile), [DJ (difficile) et [TD] (tres 

difficile). Les faciles ne sont pas annotes. 

Ce livre, fruit d'un enseignement commun a l'Universite Pierre et Marie Curie et 

a l'Ecole Normale Superieure de Cachan (PHYTEM), doit beaucoup aux etudiants 

qui l'ont experimente, tant il est vrai qu'on peut inverser le celebre aphorisme If 

you can't learn, teach en Si tu veux apprendre, enseigne. 11 doit egalement beaucoup a 
!'ambiance du Laboratoire de Physique Theorique et Modeles Statistiques d'Orsay, qui 

a toujours permis la socialisation de nos doutes et de nos interrogations. Nous avons 

particulierement beneficie des apports de Marc Mezard, Nicolas Pavloff, Olivier Martin, 

Patricio Leboeuf et Nicolas Sator. Merci a Alice Sinatra pour son aide concernant la 

condensation de Bose-Einstein d'atomes froids, a Roland Lehoucq pour sa lecture de 

la partie Le nez dans les etoiles, merci egalement a Amaury Mouchet pour la precision 

de ses corrections, a Jean-Louis Basdevant pour ses suggestions d'ordre pedagogique. 

Une pensee a Guy Mayer qui aura jadis initie l'un de nous (HK) aux beautes de la 

mecanique statistique. Entin, Edouard Brezin a bien voulu rediger la preface de ce 

livre : qu'il en soit remercie. 

Paris, le 16 mai 2008 

H. Krivine 

J. Treiner 

P.S. : Frans:oise Gicquel, qui a affronte, avec beaucoup de resultat, l'epreuve de la 

relecture du manuscrit, n'a pas souhaitee etre remerciee. Nous respectons ce souhait. 





Notations 

Le nombre d'Avogadro sera note NA. C'est, par definition, le nombre d'atomes 

contenus clans 12g de 12 C. 

NA"" 6.02 X 1023 . 

On notera kb la constante de Boltzmann, mais on fera intervenir le plus souvent la 

constante des gaz parfaits R = NA kb 

R"" 8.32 JK-1 mo1-1. 

Selon l'usage on utilisera systematiquement 

ou Test la temperature. La longueur d'onde thermique est donnee par 

ou h est la constante de Planck. On utilisera souvent la constante reduite 

h 
fl= - "" 1.054 X 10-34 Js. 

2;,r 

Sauf indication contraire, on notera Z la fonction de partition canonique, E 

l'energie, F l'energie libre, et M la magnetisation. Les petites lettres designeront ces 

memes quantites par particule (ou par site). 

Les vecteurs sont generalement notes en caractere gras. 

Quand il n'y a pas d'ambigui:te les integrales multiples sont notees simplement J. 
La valeur moyenne ( ou esperance mathematique) de la variable aleatoire X est 

notee X OU (X). 

On utilisera l'ecriture internationale (;) pour le nombre de combinaisons de p 

objets parmi n, anciennement note en France cfi. 
Enfin la fonction de Heaviside qui vaut O pour x < 0 et 1 ailleurs est notee Y(x). 





Premiere partie 

, 

Enonces 





CHAPITRE I 

Mise en jambes 

AVANT o' ABORDER les exercices illustrant les notions de base de la mecanique statis­

tique, il nous a paru utile, clans ce chapitre demise en jambes, de (re)familiariser 

le lecteur avec quelques proprietes non intuitives des tres grands nombres et de rappeler 

le theoreme de la limite centrale. 

1.1 Les grands nombres 

La mecanique statistique etudie essentiellement les « grands » systemes, et le plus 

souvent elle etudie ceux dont on peut negliger les effets de surface. Plus precisement 

on appellera «grand», un systeme a N constituants (molecules, sites, spins, ... ) dont 

les effets de surface sont en Ni, done negligeables devant les effets de volume qui, a la 

limite thermodynamique ( quand N ~ oo ), sont en N. Ced implique non seulement 
2 

N grand, pour que ~ soit petit, mais aussi que les potentiels d'interaction soient 

de courte portee. Les potentiels de Coulomb (non ecrante) et de Newton sont done 

exclus. Ence sens, les systemes de galaxies regis par }'interaction gravitationnelle ne 

sont pas des « grands » systemes : ils ne sont pas extensifs, leur energie potentielle varie 

plutot en N(N -1) /2, nombre de paires de constituants en interaction. On en verra 

des exemples aux chapitres 3 et 12. Dans les «grands» systemes, les grandeurs comme 

le volume V, l'energie E, l'energie libre F ou l'entropie S sont des grandeurs extensives: 

elles sont proportionnelles a N. 

La mecanique statistique considere souvent des nombres au-dela de toute repre­

sentation: a titre d'exemple nous calculons ci-apres le nombre de microetats d'un mg 

d'eau a 300 K, en utilisant la formule de base de la mecanique statistique S = kb IogZµ, 

ou S est l' entropie du systeme et Zµ le nombre de microetats. 

Exercice 1.1. [Nombre de microetats] Sachant qu'aux conditions normales, S, l'en­

tropie de l'eau vaut 70 J mo1-1 K-1, evaluer le nombre de microetats correspondant 

a 1 mg d'eau. 

Exercice 1.2. [Nombre de molecules] Evaluer le nombre N de molecules contenues 

clans quelques grammes de matiere. Dire pourquoi logN est de l'ordre de la 

cinquantaine quelle que soit sa composition chimique. 



12 CHAPITRE I. MISE EN JAMBES 

1.1.1 Remarques sur le logarithme 

Quand un nombre Nest gigantesque, ii n'est evidemment pas equivalent a son double 

ou a son triple, mais son logarithme !'est. En effet 

log2N log2 
--=l+--~1. 
logN logN 

Si, par exemple, N = ( 10) 1020 , ceci revient a ecrire ( en prenant les logarithmes a base 10 

pour simplifier) : 

log2N = log2(10) 1020 = 1020 (1 + logl)"" 1020 = logN. 
1020 

Mathematiquement, ceci signifie qu'on peut avoir logx ~ logy sans que x ~ y. 

Une remarque d'ordre pratique: prenons par exemple la fonction de partition 

microcanonique d'un gaz parfait 

1 N 3N 3N/2 
Zµ(N, V,E)"" N!h3N V <Y3N2 (2mE) , 

ou a3N est une constante. 11 est tres facile de prendre la derivee de son logarithme par 

rapport a l'energie, c'est simplement 

BlogZµ 3N 
= 

BE 2E 

On a utilise le fait que logKEn = logK + nlogE, ou K ne depend pas de E. 

1.1.2 Formule de Stirling 

Elle est demontree en appendice. Elle s'ecrit: 

1. n! 
Jill = 1. 

n-><X> nlle-n Y27rn 

Elle sera presque toujours appliquee en se limitant au terme dominant pour le 

logarithme 
n 

logn! ""nlog- = n(logn- l). 
e 
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1.1.3 Theoreme de la limite centrale 

Commern;:ons par rappeler « la loi des grands nombres ». Elle peut s'enoncer ainsi: si 

N variables aleatoires Xi independantes ont meme valeur moyenne (esperance) X et 

meme ecart quadratique cr2, alors la nouvelle variable aleatoire 1 X =~Li Xi a meme 

valeur moyenne (esperance) et cri- = ~ comme ecart quadratique. Cet ecart tend done 

vers O avec 1/N. 

Le theoreme de la limite centrale (TLC) va au-dela: il donne en plus (a la limite 

N ~ oo) la loi de probabilite de X, et ce, quelle que soit celle des Xi, 11 affirme que 

X, variable continue, a une densite de distribution gaussienne. Cette gaussienne est 

evidemment centree en X et a cri- pour ecart quadratique, soit : 

l (X-XJ2 

P(X) = ---e - 20'1 

~2rrcri-

C'est un theoreme asymptotique, c'est-a-dire d'autant mieux verifie que Nest grand 

(et aussi que X n'est trap loin de X). Quand N ~ oo, cri- ~ 0, P(X) tend vers la 

distribution de Dirac o(X - X) et X devient certainement egal a X. 

Attention: Le TLC ne s'applique que si les variables aleatoires Xi sont independantes 

et ont une valeur moyenne et un er finis. 11 ne s'appliquerait pas par exemple pour des 

distributions de Lorenz (de Cauchy pour les mathematiciens), qui ont une densite de 

b b.1. , a 1 
pro a 1 1te - - 2--2 • 

7r X +a 

Exercice 1.3. [Theoreme de la Limite centrale J On considere un volume V. On 

suppose que les N molecules de gaz qui le remplissent ont la meme probabilite 

d'etre clans ses moities gauche et droite. Soit n le nombre de molecules clans la 

moitie droite. 

1. Calculer exactement la loi de probabilite de n. 

2. Montrer qu'on peut appliquer le theoreme de la limite centrale (TLC). Que 

donne-t-il? [AD] Montrer que la formule de Stirling appliquee au resultat 

de la question 1 permet de retrouver clans ce cas particulier le TLC. 

1 X est la moyenne arithmetique, a ne pas confondre avec la moyenne probabiliste ou esperance mathema­

tique. Le theoreme stipule que la premiere tend vers la seconde. 
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Exercice 1.4. [PD] [Dilution homeopathique] On considere un litre d'eau conte­

nant n = 1023 molecules d'un solute 2• On melange ce litre a 99 litres d' eau pure. 

On agite vigoureusement. Combien reste-il de molecules de solute clans un litre 

extrait de ce melange dilue? On le dilue de la meme fai;:on une fois encore. Soit 

52 cette nouvelle dilution. Plus generalement on appellera Sr la solution 3 ainsi 

diluee r fois de suite a 1 %. Combien de molecules reste-t-il clans 512 ? Et clans 520 ? 

Montrer pourquoi les probabilites doivent s'introduire. 

1.1 .4 Volume et surface de !'hypersphere 

Les calculs sont indiques clans l'appendice. Il est impossible de se faire une idee intuitive 

de la notion de volume clans un espace a N dimensions pour N grand. Par exemple, a 

R fixe, VN ---t O quand N ---too (Vair l'appendice mathematique). 

Exercice 1.5. [PD J [Hypersphere J Dessiner, clans l'intervalle [ 0, 1], la fonction 

y = t 11 pour n = 1, 2, 10 et 100. On considere une hypersphere de rayon R. Montrer 

que, si la sphere est remplie d'une matiere de densite uniforme, l'essentiel de la 

masse se trouve a la surface des que n est suffisamment grand. 

1.2 Le passage a la limite thermodynamique 

En general, en physique, le nombre de constituants N peut etre tres grand mais il n'est 

pas infini. On fait les calculs «ala limite thermodynamique » parce qu'ils permettent 

des formules analytiques, tout en donnant des resultats voisins et meme infiniment 

voisins des calculs a N grands. Par exemple, la fonction 

( ) -IN sin(2n + l)x 
SN X - ) 

n=O 2n + 1 

est d'autant plus difficile a etudier que Nest grand. Par contre il est facile de montrer 

qu'a la limite N ---t oo, elle est egale a la fonction creneau discontinue qui est impaire, 

periodique de periode 2rr et qui vaut ;f clans l'intervalle ]O,rr[. 

Exercice 1.6. [ Serie de Fourier] Verifier ce resultat. 

2 Ce qui correspond typiquement a quelques grammes de produit quel qu'il soit (cf. !'Ex. 1.2). 
3 C'est une dilution que !es homeopathes appellent CH r. 
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Remarque: La fonction SN(x) est continue et meme derivable pour tout N. Mais sa 

limite thermodynamique ne l'est pas. C'est un «accident» mathematique de ce type 

qui rend compte des discontinuites des grandeurs physiques ( densite, magnetisation 

etc.) advenant lors des transitions de phase. 

1.2.1 Un exemple de passage a la limite : le filtre passe-bas 

Cet exercice n' est pas a proprement parler un exercice de mecanique statistique, mais 

il concerne le passage a la limite thermodynamique : on analyse !'impedance z11 (r) 

d'un circuit electrique « en echelle » comportant n cellules identiques dependant d'une 

resistance ohmique r, lorsque n - oo. On montrera que, a la limite ou r - 0, le circuit 

presente tout de meme une partie dissipative, alors que si I' on prend d' emblee r = 0, 

cette partie dissipative n'est evidemment pas presente. Autrement dit, 

lim limz11 (r) -:f::. lim lim z,i(r). 
11---><x, r--+0 r--+0 n--+oo 

Le parallele avec la magnetisation m 11 (T) du modele d'Ising est frappant. Son interet 

est de montrer, avec des moyens elementaires, comment un traitement mathematique 

convenable permet de resoudre un paradoxe physique. Dans le cas du modele de Ising, 

il ne devrait pas y avoir d'aimantation spontanee a champ magnetique exterieur nul; 

ici, il ne devrait pas avoir y de partie dissipative dans !'impedance d'un circuit compose 

uniquement d'impedances imaginaires pures. 

Exercice 1.7. [AD] [Circuit en echelle] 

1. On considere le circuit electrique de la Fig. 1.1. 11 est compose de n cellules 

identiques. Soit Zn !'impedance de la neme cellule. Montrer que 

z,i+ I = Z1 + 1 1 , 

-+­
Z2 Zn 

ou Z1 et Z2 sont les impedances composant les cellules. 

FIGURE I.I. Circuit compose den sections. 

Calculer z*, le point fixe de la suite ( 1.1 ). 

(1.1) 
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2. On particularise d'abord le circuit precedent comme indique sur la Fig. 1.2. 

Montrer qu'il existe une frequence We (frequence de coupure) telle que si 

w < w0 le point fixe a une partie reelle non nulle. Montrer pourquoi alors le 

point fixe ne saurait etre limite de la suite, et ce aussi bien du point de vue 

mathematique que physique. 

L L L L 

-1D~~mrmr-1- -- ------- -- -JCTOOffiJ\---1 

C I CI C J ____________________ ~_T 

FIGURE 1.2. Circuit compose de selfs et de capacites pures. 

Pourtant Feynman 4 affirme qu'on doit bien considerer z* comme limite de 

la suite pour toutes les valeurs dew. Nous allons montrer clans la suite du 

probleme comment on peut justifier une telle proposition. 

3. [DJ En fait, il n'existe pas de capacite ou de self« pures », et un circuit 

elementaire plus realiste pourrait etre represente par la Fig. 1.3, avec r « r0• 

L r 

JU 
r' 0 

r 

FIGURE 1.3. Circuit elementaire compose d'impedances imparfaites. 

Calculer le point fixe z*(r) du nouveau circuit en echelle. Montrer, par un 

calcul au premier ordre en r, que ce point fixe est stable pour tout w < We et 

pour tout r -:f- 0. Faire tendre r vers O et commenter le resultat obtenu. 

4. Dessiner les fonctions ~[z*(w)], pour diverses valeurs de r, ou ~ signifie 

partie reelle. 

1.3 Les differents ensembles 

Nous en considererons essentiellement trois, avec volume V fixe : 

4 R. P. Feynman, The Feynman Lectures on Physics (Addison-Wesley, Reading, MA, 1964), Vol. II, p. 22-12. 
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1. Le microcanonique ou le nombre de particules N et l' energie E sont fixes 5 . 

2. Le canonique ou le nombre de particules et la temperature T sont fixes. 

3. Le grand-canonique ou le potentiel chimique µ et la temperature sont fixes. 

1.3.1 Espace de phase et comptage des microetats 

Au creur de la physique statistique de l' equilibre se trouve l'idee qu'un etat macro­

scopique peut etre realise par une multitude d'etats microscopiques. L'hypothese 

ergodique, que nous ne discuterons pas ici, ajoute que, pour un systeme isole a l'equi­

libre, ces etats sont equiprobables. Des lors, la physique statistique releve de la theorie 

des probabilites, avec, pour Jes systemes a energie fixee, une loi de probabilite des etats 

microscopiques la plus simple qui soit, la densite uniforme. 

La nature des etats microscopiques depend de la dynamique sous-jacente. Cette 

dynamique est en general representee par une equation d' evolution ( equations de 

Hamilton dans le cas classique, de Schrodinger dans le cas quantique) qui permet en 

principe, a partir d'un etat initial, de calculer l'etat du systeme aux instants ulterieurs. 

En mecanique classique, un etat microscopique est defini par la donnee des 

positions et vitesses de chaque constituant du systeme ( voir le rappel de mecanique 

analytique clans l'appendice). 

En mecanique quantique, un etat est defini par la donnee de sa fonction d'onde. 

Une base privilegiee de I' espace de Hilbert est celle des eta ts propres de l'hamiltonien 

du systeme (etats stationnaires). 

Dans certains cas (gaz parfait), les interactions sont negligeables, l'hamiltonien 

global se decompose en une somme d'hamiltoniens a une particule. En mecanique 

classique les particules sont alors decorrelees. En mecanique quantique, meme en 

!'absence d'interaction, les correlations entre particules imposees par la statistique 

fermionique ou bosonique des constituants est toujours a l'oeuvre. Le cas general, 

comme par exemple Jes liquides quantiques en interaction et a temperature finie, sort 

du cadre de cet ouvrage. Mais on dispose d'outils relativement puissants pour certains 

systemes en interaction, comme les systemes de spins qui ont des hamiltoniens tres 

simples. Dans ce cas, c'est la reduction du nombre de degres de liberte aux seules 

variables de spin qui permet ce traitement. Par exemple, le nombre de configurations 

d'un reseau de N spins er= ± 1 est egal a 2N. 

Quelles questions cherche-t-on a resoudre? 

5 En fait, l'energie sera generalement comprise clans un intervalle [B,B + dB] et on verra qu'a la limite 

thermodynamique, la valeur de dB, pourvu qu'elle soit « raisonnable », est sans importance. 
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On peut s'interroger par exemple sur l'homogeneite d'un systeme. Est-il constitue 

d'une seule phase, ou de plusieurs phases en equilibre? Dans quelles conditions ont 

lieu les transitions de phase? S'il est homogene, on s'interrogera sur son equation 

d'etat, c'est-a-dire sur la relation existant entre les variables d'etat macroscopiques 

(PV = NRT est l'exemple le plus simple d'une telle equation d'etat). 

De fa<;:on generale, le calcul des etats macroscopiques s'effectue par moyenne proba­

biliste sur les eta ts microscopiques. La densite de probabilite des etats microscopiques 

depend des contraintes globales que l'on exerce sur le systeme. Comme on l'a precise 

plus haut, ces contraintes different suivant !'ensemble considere. 

I. Dans !'ensemble microcanonique, l'hypothese d'equiprobabilite des microetats 

revient a leur denombrement. 

Dans le cas discret, cela ne pose pas de probleme conceptuel, meme si le comptage 

explicite peut se reveler difficile a faire. 

Dans le cas continu, qui est celui de la mecanique classique, l'hypothese de la 

densite uniforme revient a ecrire comme densite de probabilite normalisee de ces 

microetats 

p(p, q) dp dq = dp dq 

JH(p,q)E(E,E+dE) dp dq 

ou {p, q} est un vecteur appartenant a l' es pace de phase a 6N dimensions ( voir 

l'appendice). Mais comme nous savons que la mecanique quantique, via les inegalites 

de Heisenberg, impose une limite inferieure au produit dp dq, il est naturel de paver 

l'espace de phase d'hypervolumes elementaires unite h3N, ou h designe la constante de 

Planck 6 . Par exemple pour une particule se mouvant clans un espace a une dimension, 

le volume elementaire est une surface d'aire h. Le nombre de microetats classiques est 

egal au nombre de telles surfaces incluses clans la surface totale de l'espace de phase 

accessible a la particule. II s'ecrit done: 

z = IH(p,q)E(E,E+dE) dp dq 
µ h . 

Zµ s'appelle la fonction de partition microcanonique du systeme. 

6 Ce nombre de microetats classiques est bien sur inversement proportionnel ah, mais comme on !'a vu 

dans la partie « Mise en jambes », si ce nombre est gigantesque (ce qui sera pratiquement toujours le 

cas), le choix de h, pourvu qu'il soit « raisonnablement » petit devant Jes actions en jeu dans le probleme 

considere, est sans importance des !ors qu' on s'interesse a son logarithme ( cf. Jes Ex. 1.11 et 1.12 ). 
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Montrons sur un exemple simple comment on la calcule. Pour une particule a une 

dimension soumise a un potentiel V(q) on a 

2 

H(p, q) = p_ + V(q). 
2m 

Pour illustrer le comptage des microetats, prenons l'exemple de l'oscillateur har­

monique (OH) ou V(q) = !mw2q2• 11 faut done calculer 

11 Zµ = - 2 dpdq. 
h t;;+V(q)E(E,E+dE) 

Le domaine d'integration represente la surface de la« peau de !'ellipse» 

p2 1 
--+-mw2q2-1 =O 
2mE 2E 

d'epaisseur proportionnelle a dB. 

Du point de vue pratique, on calcule plutot 

11 <I>= - 2 dpdq 
h t;;+V(q)<E 

( 1.2) 

qui est, clans le cas de l'OH par exemple, l'aire de !'ellipse (voir Eq. 1.2). Puis on 

differencie par rapport a E. On trouve alors, clans cet exemple ( cf. Ex. 1.11 et 1.12) : 

A 3d, pour une particule, on a : 

11 Zµ= 3 2 dpdq. 
h t;;+V(q)E(E,E+dE) 

Enfin pour N particules clans un espace a 3d : 

1 1 L Zµ = - 3N 2 dp dq. 
N! h t;;+V(q)e(E,E+dE) 

(1.3) 

L'apparition du N! est lie a l'indiscernabilite eventuelle des particules. Il n'a pas lieu 

d'etre dans un cristal ou les sites sont discernables. Le V(q) clans l'Eq. 1.3 a generalement 

la forme Li<j v(lr;-rjl). L'integrale est a 6N dimensions. 



20 CHAPITRE I. MISE EN JAMBES 

Remarque importante: Le calcul de Zµ par l'Eq. 1.3 represente le volume d'une peau 

d'hypersurface (hyperellipsoi'de clans le cas de l'oscillateur harmonique). Ce volume 

est bien entendu proportionnel a dB. Mais on a vu ( cf. la remarque sur le logarithme 

des grands nombres) que pour N ~ oo, le logarithme de cette quantite etait equivalent 

au logarithme de tout le volume, et ce, quel que soit dB« raisonnable ». En pratique 

done, on calculera 

1 1 L <!> = - 3N 2 dpdq, 
N! h f,;;+V(q)<E 

qui est plus facile a obtenir. 

On definit la densite d'etats 
8<!> 

g(E) =BE. 

Elle ales dimensions de [E]-1 et on peut ecrire Zµ(E) = g(E)dE. A la limite thermody­

namique, on prendra indifferemment le logarithme de Zµ, de <I> ou de g(E). 

Exercice 1.8. [Espace de phases I] 

1. Soit une particule ponctuelle classique de masse m qui se deplace librement 

clans une « boite » a une dimension de longueur L, en rebondissant elas­

tiquement a chaque extremite. Quelle est sa trajectoire clans I' espace des 

phases? 

2. Meme question pour un objet de masse m soumis au champ de pesanteur 

uniforme g lache sans vitesse initiale d'une hauteur h et qui rebondit elasti­

quement sur le sol. 

3. Meme question pour un oscillateur harmonique (classique) a une dimension 

(de masse m). 

Exercice 1.9. [PD] [Espace de phases II] Pourquoi deux trajectoires clans l'espace 

des phases ne peuvent-elles pas se couper? 

Exercice 1.10. [Periode de la trajectoire] Supposons que clans un espace de phases 

a deux dimensions la trajectoire correspondant a une energie E soit une courbe 

fermee simple. 

1. [AD] Montrer que le mouvement est periodique. Soit .JI I' aire de cette courbe 

de phase fermee. Montrer que la periode du mouvement sur cette courbe 

est: 

T = d.Jl 
dB 
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2. [TD] Montrer que si le potentiel V(x) est un polynome du quatrieme degre 

avec deux minima asymetriques, les periodes associees a chaque minimum 

sont egales 7• 

Exercice 1.11. [OH quantique et dassique a ld] Calculer le nombre de microetats 

d'energie inferieure a E clans les cas dassique et quantique. 

Exercice 1.12. [Particule libre quantique et dassique clans une boite a Id] Memes 

questions que l'Ex. 1.11. 

On peut generaliser les resultats precedents. La densite de niveaux peut s'ecrire 

g(E) = Lo(E-En), 

ou En sont les niveaux d'energie du systeme. Montrons qu'a l'approximation dassique, 

on peut evaluer cette somme sans connaitre explicitement les niveaux d'energie, avec 

la seule connaissance du potentiel V(q). 

Exercice 1.13. [PD] [Formule de Weyl] Dans l'espace ad dimensions, on se donne 

une particule soumise a l'hamiltonien classique 

2 

H(p,q) = L + V(q). 
2m 

1. Ecrire sa densite de niveaux comme transformee de Laplace inverse de sa 

fonction de partition canonique. 

2. Apres integration par rapport a p, ecrire g(E) comme une integrale sur q. 

3. Faire successivement d = 1,2,3, puis examiner le cas du billard pour lequel 

V(q) = 0 clans un domaine borne et infini ailleurs. 

II. Dans I' ensemble canonique, I' energie n' est fixee qu' en moyenne par la temperature 

du bain thermique avec lequel le systeme est en contact. On montre alors que la densite 

de probabilite des microetats n'est plus uniforme. Elle est proportionnelle au facteur 

de Boltzmann qui, clans le cas dassique, s' ecrit e-/3H{p,q). La probabilite de trouver un 

microetat determine {p, q} clans un domaine d' extension { dp, dq} s' ecrit : 

1 1 
p(p, q) dp dq = z h3N N! e-f3H{p,q) dp dq, 

7 Cette question suppose la maitrise de !'integration dans le plan complexe. 
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ou le facteur de normalisation 

Z = - 1-Je-f3H(p,q)dp dq 
h3NN! 

est la fonction de partition canonique du systeme. 

(1.4) 

Attention : Dans l'integrale 1.4, on peut integrer sur {p, q} par tranche d' energie 

clans la bande E, E + dB. Comme g(E) est le nombre de microetats correspondant 

(c'est aussi ce qu'on appelle.la degenerescence du niveau d'energie E), on a aussi 

bien 

Z = J g(E) e-f3E dB. 

De la meme fa<;:on pour le cas discret, par exemple un systeme de spins, on pourra 

ecrire 

(T n 

ou les En sont les energies indicees par n. La premiere somme porte sur les etats de 

spin, la seconde sur les energies. 

La fonction de partition canonique est done la transformee de Laplace de la 

densite d'etats. 

III. Dans l'ensemble grand canonique, le systeme echange non seulement de l'energie 

avec le bain ( comme clans I' ensemble canonique) mais egalement des particules. En 

mecanique classique, la densite normalisee de microetats s'ecrit 

1 1 
P(p q) = _ --e-f3[HN(p,q)-µN] 

' Zgc h3NN! , 

ou la grande fonction de partition a pour expression 

Z = ~ _l_ J3µN I e-f3HN(p,q) dp dq. 
gc 41 h3NN! 

(1.5) 

Dans ces formules, µ est le potentiel chimique du bain (ii est determine par la 

conservation en moyenne du nombre de particules N) et HN est l'hamiltonien du 

systeme de N particules. 
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Distribution des vitesses 

LA DISTRIBUTION des vitesses des molecules d'un fluide est une quantite fonda­

mentale. On peut l'etablir simplement a partir des principes de la mecanique 

statistique (Ex. 2.3 et 2.4). Maxwell, par un raisonnement general sur les invariances, 

avait propose une derivation plus simple encore, mais elle etait mal fondee. 

2.1 Par un raisonnement general 

Exercice 2.1. [ADJ [Demonstration de Maxwell, 1860.] On considere un fluide a 
l'equilibre. Soit P(u, v, w) du dv dw la probabilite que l'extremite du vecteur vitesse 

d'une molecule (supposee ponctuelle) soit clans le domaine (u, u + du), ( v, v + 
dv), (w, w + dw). On suppose les variables aleatoires u, v et w independantes. 

Montrer qu'on peut ainsi determiner la forme de P(u, v, w) a l'aide des seules 

considerations de symetries et d'isotropie de I' espace. 

Indication. On montrera que P(u, v, w) peut aussi bien s'ecrire comme fonction 

f(u 2 +v2 + w2 ), que comme produit F(u)F(v)F(w). 

On montrera ensuite que seule l'exponentielle satisfait une equation de type 

( + ) - g(x)g(y) 
g X y - g(O) . 

Remarque : Le raisonnement precedent est du a Maxwell. II n' est neanmoins pas 

convaincant (comme Maxwell le reconnaitra en 1867). Voyez-vous quelle hypothese 

du modele peut etre mise en cause? 

Exercice 2.2. [PD] [Maxwellienne I.] Montrer, en s'aidant de l'Ex. 2.1, que la 

probabilite pour que le module de la vitesse c d'une molecule de fluide soit compris 

entre e et e + de est : 
4 3 2 b 2 

W(e) de= -{ii bz e e- c de, 



24 CHAPITRE 2. DISTRIBUTION DES VITESSES 

ou best une constante. Calculer c0 , c1 et c2 respectivement la valeur la plus probable 

de c, sa valeur moyenne, puis sa valeur quadratique moyenne. Dessiner W(c). C'est 

une « maxwellienne ». 

2.2 Dans !'ensemble microcanonique 

II est assez extraordinaire qu'avec une hypothese aussi simple: l'equiprobabilite des 

microetats (compatibles avec la conservation de l'energie), on retrouve, a la limite 

thermodynamique, la Joi de Maxwell de distribution des vitesses. C'est le but de 

l'exercice suivant. 

Exercice 2.3. [Maxwellienne II.] On considere un gaz parfait clans !'ensemble 

microcanonique. Montrer que : 

1. quand N - oo, E = 1NkT, 

2. [ADJ a cette meme limite, la distribution des vitesses tend vers la distribution 

de Maxwell. 

2.3 Dans !'ensemble canonique 

Les calculs sont infiniment plus simples clans !'ensemble canonique, a cause de la 

propriete de factorisation de la fonction de partition ( quand le systeme est constitue 

de sous-systemes independants) 

Exercice 2.4. [Maxwellienne III.) Memes questions qu'a l'exercice precedent, mais 

clans I' ensemble canonique. 

Exercice 2.5. [PD] [Vitesse relative.] On considere deux particules independantes 

respectivement de masse m1 et m2, ayant une distribution maxwellienne des vi­

tesses pour une meme temperature. Montrer que la particule relative de coordon­

nees r 2 - r 1 a encore une distribution maxwellienne de sa vitesse pour une masse 

m appelee masse reduite m = m,+1112 • 
m1 m2 
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Surprises microcanoniques 

D ANS LES couRs ELEMENTAIRES, on definit souvent la temperature (absolue) 

comme une grandeur essentiellement positive. Du point de vue microscopique, 

ceci est doublement justifie car : 

- la temperature, dans les fluides, est proportionnelle a l'energie cinetique 

moyenne des molecules, 

- dans l'ensemble microcanonique, la temperature n'est pas fixee, comme dans 

l'ensemble canonique, par un bain exterieur; elle est definie par 

1 as 
T oE; 

(3.1) 

et comme dans l'immense majorite des cas, la fonction S(E) est croissante, les 

temperatures sont positives. 

De la meme fac;:on, la chaleur specifique Cv = i~ est positive: lorsqu'on apporte une 

energie (dB> 0) au systeme, on s'attend ace que sa temperature augmente (dT > O). 

Ced est encore justifie microscopiquement par le fait qu' on peut montrer que, dans 

l' ensemble canonique, Cv est proportionnelle a l' ecart quadratique moyen (E2 )-(E)2, 

done necessairement positive. 

Toutes ces considerations tombent en defaut si l'entropie n'est pas fonction crois­

sante de l'energie ou des que les ensembles cessent d'etre equivalents (cas des« petits» 

systemes, ce qui inclut les systemes gravitationnels). C'est l'objet des deux exercices 

suivants. 

3.1 Temperatures negatives 

Dans certains systemes a energie bornee, l'entropie n'est pas toujours fonction crois­

sante de l'energie: cela donne naissance a des temperatures negatives. Elles ant ete 

observees au debut des annees 1950 dans un cristal de fluorure de lithium. Dans ce 

systeme, le temps de relaxation pour l'interaction mutuelle entre les spins nucleaires 

(t1 ~ 10-5 s) est tres court devant le temps de relaxation pour l'interaction entre les 

spins et le reseau (t2 ~ 5 mn). On peut done rapidement arriver (sur une echelle t1) 

a un equilibre thermodynamique du systeme de spins dont le spectre en energie est 
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borne, avant que ce systeme ne se thermalise avec les vibrations du reseau (le bain). 

L' experience consiste alors a placer le cristal clans un champ magnetique et a tres 

brutalement inverser ce champ. On est alors, pendant un temps de l'ordre de t2 , clans 

un etat de temperature negative. 

Exercice 3.1. [PD] [Spins independants.] On considere un reseau de N spins en 
qu'on peut imaginer comme des moments magnetiques qui, en unites convenables, 

ne peuvent valoir que + 1 ou -1. On suppose qu'ils sont independants et taus 

plonges clans un champ magnetique uniforme B. On ecrit I' energie totale du 

systeme 
N 

E=-B Icr;. 
i=I 

Calculer la fonction de partition microcanonique Zµ de ce systeme, puis, a l'aide de 

la formule de Stirling, son entropie et sa temperature. Montrer que cette derniere 

peut etre negative. 

Remarque importante. Cet exemple illustre bien que la notion de temperature d'un 

systeme peut etre ambigiie. II faut preciser quels degres de liberte sont concernes et 

quelle est l' echelle de temps consideree. lei, ii ya la temperature de spins ( qui peut etre 

negative) et celle du reseau. Spins et reseau peuvent etre chacun a l'equilibre sans que, 

pendant un certain temps, le systeme soit globalement thermalise. Par exemple, une 

tasse de cafe a 60° C clans une piece a 20° C peut etre consideree comme a l'equilibre 

pendant quelques minutes. 

3.2 Chaleurs specifiques negatives 

On sait que, pour les «grands» systemes, taus Jes ensembles (microcanonique, cano­

nique, grand-canonique ... ) sont equivalents. II est interessant de voir comment se 

comporte un petit systeme, regi par des forces de courte portee, en fonction de sa taille; 

ici on va etudier la chaleur specifique d'un fluide de Lennard-Jones a N particules. 

Dans !'ensemble canonique, on sait qu'elle est proportionnelle aux fluctuations de 

l'energie, done necessairement positive. Nous allons montrer que clans !'ensemble 

microcanonique et pour de« petits» systemes, elle peut etre negative 1• 

1 Les noyaux atomiques sont typiquement constitues d'une centaine de nucleons en interaction avec une 

force de courte portee. On sait par ailleurs fabriquer des agregats atomiques d'une centaine d'atomes de 

sodium, par exemple. Experimentalement, cette chaleur specifique negative a ete observee. II faut souligner 
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On suppose E, V et N fixes. L'exercice suivant demontre que si l'entropie mi­

crocanonique comme fonction de E,N, Vest extensive 2 («grand» systeme), elle est 

necessairement concave 3 • Si pour un « grand » systeme, un calcul (par exemple fait 

a !'approximation du champ moyen) donnait une entropie convexe clans uncertain 

domaine, il y aurait contradiction (question 3 de l'Ex. 3.2). La question 4 indique un 

moyen de lever cette contradiction. 

Exercice 3.2. [DJ [Construction de Maxwell.] On va raisonner par l'absurde. 

Supposons que S(E), fonction croissante de E, ait une partie convexe (voir la 

Fig. 3.1). Appelons E1 et E2 les abscisses des deux points ou Schange de concavite. 

Appelons E1 et Eg les abscisses des points de contact de la droite bitangente a la 

courbe S(E). 

1. Dessiner sur le meme graphe les courbes S(E), T(E) et cv(E). 

2. Montrer qu'entre E1 et E2 on a cv(E) < 0. 

3. Montrer qu'un tel systeme ne peut pas etre extensif. 

4. Montrer qu'en donnant a S(E) les valeurs prises sur la bitangente entre Eget 

E1 (construction de Maxwell), on retrouve l'extensivite. 

3.3 Calculs dans !'ensemble microcanonique 

Les calculs qui suivent sont inspires d'un article de la revue Physical Review 4 . Ils 

etablissent les relations entre T, E et Cv clans un systeme fini. Ils montrent en par­

ticulier de fa<;:on explicite comment on retrouve les resultats canoniques a la limite 

thermodynamique. 

que, dans le premier cas surtout, temperature et energie sont loin d'etre des donnees experimentales, 

mais resultent de modeles. L'interpretation des resultats est done delicate. On pourra consulter le livre de 

Dieter H.E. Gross Microcanonical Thermodynamics, World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd. 
2 Ce qui veut dire que 

S(,1E,,1V,,!N) = ,!S(E, V,N). 

3 Une fonction/(x) est concave sur un intervalle I si, quels que soient le nombre ,1 > 0 et Jes points x1 et x2 

de I, on a 

f (,!x1 + (l-,1)x2) ~ ,!f (x1) + (1-,1)/ (x2). 

Geometriquement ceci signifie que la courbe est au-dessus de toute secante. Si elle est derivable, la 

concavite signifie que f" (x) :<, 0. Typiquement la parabole y = ax2 est concave si a< 0, convexe sin on. 
4 "Laplace-transform technique for deriving thermodynamic equations from the classical microcanonical 

ensemble" by Eric M. Pearson, Timur Halicioglu, and William A. Tiller, Phys. Rev. A32 (1985) 3030. 
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s 

E 

FIGURE 3.1. Dessin schematique de la fonction S(E). 

On note la fonction de partition microcanonique classique d'un fluide 

1 1 I Zµ(E,N, V) = N! h3N dqdpo(E-H), (3.2) 

ou, com me d'habitude, dq = dx1 dx2 · · · dx3N, dp = dp1 dp2 · · · dp3N et o(E - H) est la 

distribution de Dirac qui assure la conservation de I' energie ; on ecrit 

2 3N 

H(p,q) = L + V(q) avec p2 = 'IPT et V(q) = I V(ri,rj), 
2m . . . 

1=1 l<J 

On note egalement 

1 1 I 1 1 1 <l>µ(E,N, V) = - 1 h3N dpdq Y(E-H) = - 1 h3N dqdp, 
N. N. H(p,q)<E 

(3.3) 

la somme cumulee du nombre de microetats d'energie H(p,q) < E. Dans l'Eq. 3.3, 

Y(x) est la fonction de Heaviside, nulle pour x < 0 et valant 1 ailleurs. On a 

o<I>µ(E, V,N) 

Zµ = oE ' (3.4) 

puisque Y' = o. 

Exercice 3.3. [DJ 

1. Integrer, en utilisant l'appendice (volume de !'hypersphere), l'Eq. 3.3 par 

rapport a p. En deduire une expression de Zµ(E,N, V). 
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2. Soit A une fonction qui ne depend que de q; par definition on a 

1 1 1 I 
(A)= Zµ N! h3N dqdpA(q)o(E-H), (3.5) 

Montrer, comme pour la question 1, qu'on peut integrer dans !'expression 

(3.5) par rapport a p. 

3. En observant que dans !'ensemble microcanonique l'energie cinetique K = 
E-V(q) peut s'ecrire comme fonction de q seul, calculer (K), puis plus gene­

ralement (K-1) oil l peut etre positif ou negatif (sous reserve de convergence). 

4. Relier (K-1) et la Zeme derivee partielle de Zµ par rapport a E. Faire l = 1 et en 

deduire que 
-1 1 1 

(K )=-y~· 
T-1 

(3.6) 

5. Montrer comment apparait le theoreme d'equipartition de l'energie a la 

limite thermodynamique. On developpera l'identite K-1 = [ (K) + K -(K) r 1 

par rapport au petit parametre K -(K). 

6. Etablir une relation entre Cv et (K-1) et (K-2). Pour ce faire on pourra deriver 

par rapport a T la relation 

Deduire la possibilite d'avoir cv < 0. 





CHAPITRE 4 

L'oscillateur harmonique 

L)rMPORTANCE de l'oscillateur harmonique (OH) tient ace qu'il donne la reponse 

de tout systeme faiblement excite a partir de son etat d' equilibre stable. C' est ce 

qu'on appelle une description a !'approximation harmonique. De plus il a l'avantage 

de permettre souvent des calculs analytiques. 

En mecanique classique, l'energie est une fonction continue de pet q qui s'ecrit, a 

une dimension 
p2 1 

H = - + -mw2q2. 
2m 2 

En mecanique quantique, la solution de !'equation de Schrodinger correspondante 

conduit a des energies de la forme 

ou n est un entier 2:: 0. 

4.1 Calculs classiques 

1 
En = nw(n + - ), 

2 

Exercice 4.1. [OH classique.J On considere d'abord un oscillateur harmonique a 

une dimension. 

1. Calculer dans !'ensemble microcanonique, le nombre de microetats d'energie 

inferieure a E. Calculer ensuite sa fonction de partition canonique. 

2. [PD) On considere maintenant un systeme compose de N oscillateurs har­

moniques classiques independants et discernables. Calculer ses fonctions de 

partition microcanonique et canonique. 

4.2 Calculs quantiques 

On considere maintenant le probleme quantique. 
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Exercice 4.2. [AD] [OH quantique.] Repondre aux questions de l'Ex. 4.1. On 

donne le resultat suivant : le nombre de manieres de decomposer un entier donne 

M comme somme de N entiers positifs ou nuls 1 est (Nt~-1). 
On s'interessera aux diverses limites N --t 00,/3--t 0. 

Le calcul de la fonction de partition canonique Z de N oscillateurs, a cause de la 

factorisation, etait rapide; celui de la fonction de partition microcanonique a necessite 

une astuce. Le probleme suivant permet d'eviter l'astuce en calculant la fonction de 

partition microcanonique comme transformee de Laplace inverse de Z. 

Exercice 4.3. [DJ [Laplace inverse.] En definissant correctement le contour d'inte­

gration dans le plan complexe, calculer la transformee de Laplace inverse de Z. 

Le theoreme d'equipartition de l'energie justifie aisement la loi de Dulong et Petit 

qui stipule que la chaleur specifique des solides vaut 3kbN, Elle suppose un hamiltonien 

classique, somme d'une partie cinetique et potentielle harmonique. Notons que ce 

resultat reste vrai quelles que soient les frequences d'oscillation des atomes. Mais 

!'experience prouve qu'a basse temperature, Cv --t 0. Dans un article fameux de 

1907, A. Einstein, va proposer un modele non classique ou tousles N atomes vibrent 

harmoniquement avec une energie par a tome donnee par 2 

( 4.1) 

ou le 3 tient a la dimension de l'espace. 

Exercice 4.4. [Modele d'Einstein] Calculer, avec le modele d'Einstein, la chaleur 

specifique par atome deduite de l'Eq. 4.1. Comparer au resultat original d'Einstein 

de la Fig. 4.1. Expliciter les limites a haute et basse temperature. 

1 Pour montrer cette formule, l'astuce consiste a identifier ce denombrement a celui des fa;:ons de combiner 

N - 1 barres parmi N - 1 + M objets composes des barres et de M points. 
2 En verite, Einstein n'avait pas le facteur 1/2, correspondant a l'energie de point zero. Mais ceci ne change 

presque rien aux calculs qui suivent. 
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o/ I i , , 
, ,' I I 

0,1 O.i 113 -··o,~ 0,$ ~6 47 ~s (),11 ,,u 

FIGURE 4.1. Comparaison des valeurs experimentales a la courbe theorique. 

Figure originale de !'article d'Einstein in Ann. Physik 22, 180 (1907). En 

abscisses est porte T /TE avec TE = 1300 K, en ordonnees !'unite est en 

cal.mole-• .K-1• 
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CHAPITRE 5 

Petits problemes, jolis resultats 

Un article souvent cite de Rolf Landauer 1 a pour titre « The noise is the signal» ( « Le 

signal, c' est le bruit »). Dans beaucoup de situations, en effet, ce sont les fluctuations, 

et non les valeurs moyennes, qui contiennent !'information interessante. Les deux 

premiers problemes qui portent sur le « bruit thermique » illustrent cette situation. 

Cette question sera reprise au chapitre sur le mouvement brownien. 

5.1 Experience de Kappler 

Cet exercice decrit une tres jolie experience faite en 1931 par Kappler. Elle permet d'at­

teindre la constante de Boltzmann a I' aide d'un dispositif macroscopique elementaire. 

Exercice 5.1. [Experience de Kappler.] Kappler a mesure les fluctuations angulaires 

d'un petit miroir suspendu verticalement a un fil de torsion et place clans une en­

ceinte maintenue a temperature constante. II enregistra pendant un long intervalle 

de temps la moyenne temporelle ((J2) ou () est !'angle que fait le miroir avec sa 

position d' equilibre. 

II a trouve ((P) = 4,178 x 10-6 (en radians carre). Sachant que l'enceinte 

etait maintenue a 278, 1 K et que la constante de rappel du fil de torsion valait 

9,428 x 10-9gcm2 s-2, quelle valeur a-t-il trouvee pour kb? L'experience serait-elle 

plus probante si l'enceinte etait sous vide? 

5.2 Balance ultra-sensible 

Exercice 5.2. [Bruit thermique d'un ressort.] Une balance tres sensible est consti­

tuee par un ressort de raideur a = mw2 (force de rappel en -az). Elle est en 

equilibre thermique avec une enceinte a la temperature T; g designe !'acceleration 

de la pesanteur. 

1 Nature, Volume 392, (1998). 
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1. Une petite masse m est suspendue au ressort. Soit 

p2 1 
H = - + mgz+ -mw2z2 

2m 2 

l'hamiltonien du systeme. A quel choix de l'origine (z = O) correspond cet 

hamiltonien? 

2. Ecrire la fonction de partition canonique du systeme. 

3. Quelle est !'elongation moyenne (z) du ressort. Ce resultat etait-il previsible? 

4. Calculer l'ecart type de z. 

5. Pensez-vous qu'on puisse construire un ressort permettant ainsi de mesurer 

la constante de Boltzmann? 

5.3 Cristal d'Hydrogene 

Exercice 5.3. Une molecule de dihydrogene H2, au repos, peut se trouver clans l'un 

des quatre etats electroniques suivants : 

- un etat note (1) d'energie t:1 = 0, appele « parahydrogene », 

- trois etats notes (2), (3), (4) d'energie t:2 = t:3 = t:4 = 11. > 0, appeles 

« orthohydrogene ». 

1. Avez-vous une idee de l'origine de ces quatre etats? 

On considere un cristal compose de N molecules de dihydrogene. On les 

suppose done discernables et on neglige leur energie cinetique et leur energie 

d'interaction. 

2. On appelle E l'energie du cristal isole et on note ni le nombre de molecules 

clans l'etat (i). Montrer que n1 est alors fixe. Calculer la fonction de partition 

microcanonique du cristal. 

3. En deduire sa fonction de partition canonique Z. Y avait-il une fac;:on plus 

rapide de calculer Z? 

4. On suppose toujours que le systeme est immerge clans un bain thermique 

a temperature T fixee. Peut-on prevoir la valeur moyenne de l'energie (E) 

a tres basse et tres haute temperature? Verifier votre intuition par le calcul 

de (E). 

5. Calculer les valeurs moyennes (ni), 
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5.4 Un exemple pedagogique 

Cet exercice est un peu academique, mais il est simple et fait bien comprendre le role 

de la temperature et des interactions 2. 

Exercice 5.4. [PD] On considere une boite divisee en deux parties et occupee par 

deux particules discernables. L'etat microscopique du systeme est specifie par les 

deux variables de« position» r 1 et r2• On prendra r; = -1 (i = 1,2) si la particule 

correspondante est dans la partie de gauche et r; = 1 si elle est dans la partie droite. 

Le nombre total de microetats est done 2 x 2 = 4. L'hamiltonien du systeme s'ecrit 

(5.1) 

ou Or1,r2 est le symbole de Kronecker (qui vaut 1 si r1 = r2 et O sinon). On supposera 

K»A > 0. 

1. Ecrire le tableau des energies du systeme suivant les « positions » des particules 

dans la boite. Pouvez-vous interpreter la signification physique de A et de K? 

On suppose maintenant le systeme dans un bain a la temperature T. Decrire 

sans calcul les positions des particules quand T croit de O a l'infini. 

2. Ecrire la fonction de partition canonique du systeme. Calculer l' energie 

moyenne (E) et (Or1,r2 ). Retrouver ainsi plus quantitativement les resultats de 

la question precedente. 

3. Pour calculer la fonction de correlation, on doit calculer (r;), puis C = (r1 r2). 

Pour faire ces calculs, la methode usuelle est de modifier l'hamiltonien (5.1) 

en 

(5.2) 

(a) Ecrire la nouvelle fonction de partition canonique Z' et montrer que 

Que vaut (rf)? 

(b) Calculer C en utilisant la derivee seconde mixte de la fonction de parti­

tion relative a l'hamiltonien (5.2). 

2 Tire de The theory of critical phenomena, J. J. Binney et al., Oxford science publications ( 1992). 
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(c) Pouvez-vous commenter tousles resultats en donnant les echelles de 

temperature de ce systeme. 

(d) II se trouve qu'ici on pouvait obtenir (plus rapidement) les resultats a) 

et b) a l'aide du seul hamiltonien initial (5.1). Montrez-le. 

5.5 Poussee d'Archimede 

Voici une derivation microscopique de la poussee d' Archimede 3 • 

Exercice 5.5. [PD] On considere un cylindre droit de base L x Let de hauteur 

arbitrairement grande occupe par un gaz parfait compose de N molecules soumises 

a leur seul poids mg. Dans ce type de probleme, la bonne definition de la limite 

thermodynamique est N / L 2 = n 1, fixe quand N - oo et L - oo. 

1. Montrer que la probabilite qu'une molecule soit a une hauteur comprise 

entre z et z + dz est proportionnelle a e-f3mgzdz. On en deduit l'equation 

barometrique pour la densite volumique : 

n(z) = n(O)e-f3mgz. 

En utilisant la conservation du nombre de molecules, montrer que n1f3mg = 
n(O). Ce resultat est-il coherent du point de vue dimensionnel? 

2. Calculer la fonction de partition canonique Zgp du systeme, puis son energie 

libre Fgp· 

3. On place maintenant a l'interieur du cylindre une tres petite particule macro­

scopique, spherique de rayon a, impenetrable aux molecules du gaz parfait. 

On l'imagine fixee a la hauteur z0• Calculer la nouvelle fonction de partition 

canonique Z du gaz; faire apparaitre clans Z la difference de deux integrales 

avec un terme dominant et un terme correctif. En faisant une approximation 

sur ce dernier, montrer que l'energie libre peut s'ecrire 

F = Fgp + f (zo). 

4. Calculer 8
8F qui ales dimensions d'une force. De quelle force s'agit-il? 

Zo 

3 Ce probleme est du a Guy Mayer. 
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5.6 Desordre 

On considere un gaz parfait dont les molecules interagissent avec des impuretes dont 

on connait le nombre mais pas la distribution spatiale. On va montrer qu' on peut 

connaitre la fonction de partition d'un tel gaz, soit a la limite des faibles densites 

d'impuretes, soit en « moyennant sur le desordre » clans l' ensemble grand canonique 4• 

Exercice 5.6. On considere un gaz parfait de N particules classiques interagissant 

avec p impuretes fixes situees en R1, • • • Rp, L'hamiltonien s'ecrit 

1. Calculer sa fonction de partition canonique. 

2. Calculer sa fonction de partition grand canonique Zgc· 

3. [AD] Supposons Jes impuretes reparties clans le volume. On moyenne IogZgc 

sur le desordre en integrant sur Jes impuretes clans le volume avec un facteur 

1/V. Montrer qu'on obtient ainsi 

ou f = J dR ( e-f3V(R) - 1) et a= /3µ, µ etant le potentiel chimique. Sip = p / V 

est la densite d'impuretes qu'on suppose finie a la limite thermodynamique, 

deduire que 

4. Calculer I' equation d'etat de ce gaz parfait avec impuretes, calculer son 

energie. 

5. [PD] Pourquoi a-t-on du se placer clans !'ensemble grand canonique? 

6. [PD] On considere le cas d'un potentiel carre repulsif de hauteur V0 et 

de portee r0• Montrer qu'a la limite des faibles densites d'impuretes, on 

peut prevoir les limites haute et basse temperature de l'energie du systeme 

clans !'ensemble canonique ou les Ra sont fixes. Calculer l'energie a toute 

temperature. 

4 Ce probleme nous a ete suggere par E. Brezin. 
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7. [DJ Ce meme puits est maintenant attractif. Repondre aux memes questions 

que precedemment. L' energie obtenue a pres moyenne sur le desordre a 

un comportement pathologique a la limite T - 0. Pouvez-vous expliquer 

pourquoi la methode employee tombe dans ce cas en defaut? 

5. 7 Fibre elastique 

La plupart des substances se dilatent lorsque la temperature augmente. 11 existe 

cependant une large classe de systemes qui, dans les memes conditions, se contractent : 

il s'agit de fibres constituees de longues molecules (caoutchouc, fibres polymeriques). 

A basse temperature, les molecules sont alignees; lorsque la temperature augmente, le 

mouvement lateral des noeuds de la chaine diminue sa longueur effective totale. On 

parle alors d'elasticite entropique 5 . 

Nous allons considerer deux modeles simples decrivant une fibre elastique polyme­

rique. Une extremite est fixee au point O et l'autre est soumise a une force X constante 

dirigee selon l'axe ( Ox). Le systeme est maintenu a la temperature T. Dans le premier 

exercice, l'espace de phase est discret; il est continu dans le second. 

Exercice 5.7. 

1. [La chaine de Keratine] On considere une chaine unidimensionnelle consti­

tuee par N > > 1 molecules identiques asymetriques de longueur a et de 

largeur b (b < a). Chaque molecule peut se trouver dans deux positions: soit 

dans l'axe de la chaine, soit perpendiculaire (voir Fig. 5.1). Ces deux positions 

contribuent a l' energie de la chaine via l'hamiltonien 

N 

H=-XL=-x Iz;, 
i=l 

ou Lest la longueur (inconnue) de la chaine qui est determinee par la donnee 

des microetats l; = a ou b, ( i = 1 · · · N). 

(a) Calculer la fonction de partition canonique de configuration 6 de la 

5 Une montage amusant illustre ce phenomene : une roue de bicyclette dont !es rayons ont ete remplaces 

par des elastiques est montee sur un axe. Un chauffage local deforme les fibres qui, en se contractant, 

desequilibrent la roue : elle se met a tourner. Si !es fibres se dilataient, le mouvement de rotation serait 

inverse. Le montage est visible notamment a l'Espace des Sciences Pierre-Gilles de Gennes de l'ESPCI a 
Paris. 

6 C'est-a-dire qu'on ne considerera pas la contribution de l'energie cinetique. 
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~M· • ~ X X 

a ·; 

FIGURE 5.1. Dessin de la fibre. 

chaine et I' energie moyenne E. Verifier les limites haute et basse tempe· 

rature. 

(b) En deduire la longueur moyenne L de la chaine a I' equilibre en fonction 

de X et T. Donner !'allure de la courbe 1 = ~ = f(X/T). Commenter le 

cas des grandes forces (f3Xb » 1). 

(c) Montrer que clans le domaine des foibles forces (f3Xa « 1), la chaine 

verifie la loi suivante : 

x(T)(L-Lo) =X 

Determiner x(T) et Lo et interpreter ces deux quantites. Savez-vous 

comment s'appelle cette loi? Peut-on en conclure quelque chose sur 

le lavage des vetements en laine ( dont la keratine est le composant 

principal)? 

(d) Calculer l'energie libre de la chaine et donner son expression en fonction 

de T et L clans le domaine des faibles forces. 

2. [Le caoutchouc.J Une macromolecule de caoutchouc est un polymere lineaire 

d'hydrocarbure formant une longue chaine articulee de N monomeres de 

formule (C5Hs)N, ou N varie entre 103 et 104• On suppose que chaque 

monomere a une longueur fixe a, (voir Fig. 5.2) et soit x; sa projection sur 

I' axe des x. On appellera L = L x;, «longueur» de la chaine. 

FIGURE 5.2. Dessin du fil de caoutchouc. 
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(a) On suppose que l'hamiltonien de la chaine soumise a la tension X s'ecrit 

avecxi E [-a,+a]. 

(b) En deduire la valeur moyenne de l'energie E et la valeur moyenne de L. 

(c) Tracer la fonction L(T). Etudier son comportement clans les cas limites 

ouf3Xa - 0 etf3Xa - oo. Commenter ces resultats. 

(d) Calculer en une ligne la valeur de l'ecart quadratique moyen de crf clans 

les deux cas limite. 

( e) Quell es critiques peut-on faire a ces model es? 

Exercice 5.8. Un cristal cubique contient N ions possedant un moment dipo­

laire electrique p. On suppose que ce moment ne peut prendre que l'une des 6 

orientations : ±i, ±j, ±k. Ce cristal est a la temperature T. On neglige !'interaction 

dipole-dipole. 11 est soumis a un champ electrique exterieur 8 dirige suivant Oz. 

L'energie d'interaction d'un dipole avec le champ est donnee par E = -8p (produit 

scalaire). On ne considerera pas de terme d'energie cinetique. 

1. Calculer l'energie et la valeur moyenne (p). Calculer (p) au premier ordre en 

p8/kbT. 

2. Memes questions en supposant maintenant que p peut s'orienter conti­

nument clans l'espace. Pouvez-vous commenter le resultat? 

3. [PD] On tient compte a present de l'energie cinetique. Soit l la longueur du 

dipole et 2m sa masse. 11 faut maintenant prendre pour q le doublet {B,¢}. 

Calculer {pe,pq;} en s'aidant de l'appendice, puis la fonction de partition 

canonique. En deduire (E). Pouvait-on directement prevoir ce resultat a 
l'aide de la question 2? 
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Gaz 

A' LA DIFFERENCE du gaz parfait compose de particules ponctuelles sans interaction, 

les gaz reels sont constitues d'atomes ou de molecules interagissants. De plus les 

constituants peuvent avoir des excitations internes (rotation et vibration des molecules). 

Les exercices qui suivent portent sur le traitement des gaz reels a partir de celui des gaz 

parfaits. 

6.1 Gaz de spheres dures 

La premiere fa<yon de prendre en compte la taille des composants est le gaz de spheres 

<lures. A Id son traitement est analytique, c'est l'objet de l'Ex. 1. Un gaz parfait de 

spheres <lures est compose de spheres impenetrables de rayon r0 • On peut alternati­

vement le considerer comme un gaz de particules ponctuelles interagissant avec le 

po ten ti el 

V(r;-r·)={ oo s~ lr;-rjl<ro 
1 0 s1 lr;-rjl>ro. 

(6.1) 

A 3d c' est un modele tres idealise, mais souvent utile comme premiere approximation 

pour la description d'un gaz reel. 

Exercice 6.1. [ Calcul a 1 d.] 

1. Calculer la fonction de partition Zcp d'un gaz parfait a une dimension, 

contenu a la temperature T clans une enceinte de longueur L. 

2. [DJ Calculer la fonction de partition Z du gaz de spheres <lures correspon­

dant. 

On montre a l'Ex. 2 comment traiter !'interaction entre composants comme petit 

parametre. La difficulte est qu'on ne peut jamais considerer !'interaction comme une 

« petite fonction », meme quand on cherche un developpement a partir du gaz parfait, 

puisqu'a courte distance elle est infinie (creur dur). En revanche, la fonction de Mayer 

!12 = f (r1 - r2) = e-f3V(r,-rz) -1 qui intervient clans le calcul de la fonction de partition, 

est toujours finie et tend vers zero quand f3 ~ 0. C' est done le petit parametre d'un 

developpement a haute temperature. 
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Exercice 6.2. [Developpement du viriel.J 

1. Montrer que la fonction de partition canonique de tout gaz reel peut prendre 

la forme 

Z= ~-1-Jn(l ++-·) dr1dr2 .. ,drN, 
N! ,1_3N . . )I] 

I<] 

2. [PD) Calculer l'energie libre avec les hypotheses suivantes i) En negligeant 

les termes qui font intervenir les produits de [ij clans le developpement de 

Il;<j(l + [ij), ii) en utilisant explicitement la forme du potentiel donnee par 

l'Eq. 6.1 et iii) en faisant une approximation de basse densite qu'on precisera. 

Donner !'equation d'etat du gaz de spheres <lures. On pourra introduire les 

quantites correspondantes pour le gaz parfait ponctuel: Pep (energie libre) 

et PGP (pression). 

6.2 Gaz parfait complexe 

Les molecules, dont on neglige le volume propre, ont maintenant une structure. Outre 

leur mouvement de translation (t), on considerera leur mouvement de vibration 

( v) et de rotation (r) (rotateur rigide) de la molecule. On suppose ces mouvements 

independants. Comme pour le gaz simple Z = zN /N! avec 

Exercice 6.3. [PD) [Calcul des fonction de partition.] Donner successivement les 

trois z; classiques et quantiques. Commenter vos resultats. 

6.3 Separation isotopique 

L'uranium nature! est un melange isotopique d' 238 U et d' 235 U. C' est ce dernier qui 

est fissile et done interesse industriels et militaires. Les proprietes chimiques etant 

identiques, la separation se fait en utilisant la (foible) difference de masse. Deux 

procedes principaux sont utilises 

- !'ultracentrifugation 

- l' effusion gazeuse 
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6.3. I Ultracentrifugation 

Exercice 6.4. [PD] On considere un gaz parfait classique a l'equilibre clans un 

cylindre de rayon R et de volume V, tournant a grande vitesse angulaire w autour 

de son axe. On pourra considerer que la force centrifuge mw2r exercee sur une 

molecule situee a la distance r de l'axe est associee a une energie potentielle 4mw2r2• 

1. Ecrire sa fonction de partition canonique. 

2. Calculer la probabilite de trouver une particule a la distance r de l' axe. 

3. Que se passe-t-il pour un melange de gaz? Application a l'enrichissement en 
235 UF6 du melange (238 UF6 , 235 UF6 ). Comment varie le rapport des concen­

trations en fonction de la distance a l' axe ? 

Application numerique : calculer ce rapport pour w = 10 000 tours/minute, r = 20 

cm et T = 300 K. 

6.3.2 Effusion 

11 s'agit de l'ecoulement d'un gaz par un orifice etroit. Dans tout le probleme on 

considere que !'evolution du systeme est quasi statique, de telle sorte que la notion 

de temperature ait toujours un sens. Dans la premiere partie !'effusion est isotherme, 

ce qui implique echange d'energie avec l'exterieur; clans la seconde, !'effusion est 

adiabatique, done la temperature peut varier. 

Exercice 6.5. Un gaz parfait de N molecules est contenu clans un recipient de 

volume V. Un trou de surface oS est fait clans la paroi. 

1. Si toutes Jes molecules avaient la meme vitesse Vx perpendiculaire a la paroi 

contenant le trou, quel serait le nombre de molecules dN sortant pendant le 

temps dt? 

Effusion isotherme 

Le trou est suffisamment petit pour que, bien que des molecules s'echappent, 

on puisse supposer !'existence d'une temperature T clans le systeme (ce qui 

implique, a chaque instant, une distribution de Maxwell des vitesses). 

2. On suppose maintenant que la temperature Test maintenue constante. 

(a) Calculer a nouveau dN, puis N(t). 

(b) Application numerique a 1 litre d'helium, initialement aux conditions 

normales de pression et de temperature. Pour un trou de surface oS = 
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1 µm 2, au bout de combien de temps le recipient aura-t-il perdu la 

moitie de ses atomes? 

Enrichissement de !'uranium en isotope 235 U 

[PD] On considere un gaz d'hexafluorure d'uranium UF6 contenu clans 

le recipient de volume V perce d'un trou. Les deux isotopes de !'uranium 

nature! sont I' 238 U et I' 235 U ( clans les proportions 99, 3% et 0, 7% ). On 

suppose qu'il ya N1 molecules de 238 U et N2 molecules de 235 U. 

3. (a) Calculer la composition isotopique du gaz ayant quitte l'enceinte. 

(b) Imaginer un processus plus industriel pour faire cette separation. 

Effusion depuis une enceinte adiabatique 

[AD] On fait maintenant l'hypothese que les parois sont adiabatiques. On se 

place clans l'hypothese d'un gaz monoatomique et de faible densite. 

4. (a) Calculer l'energie perdue par le gaz pendant l'intervalle dt. 

(b) Ecrire deux equations differentielles pour Net T, les integrer. On pourra 

poser 

Pouvez-vous commenter les resultats, en particulier comprenez-vous 

pourquoi, a la difference de la detente de Joule d'un gaz parfait, la 

temperature va baisser? Comparer les valeurs de N(t) a grand temps 

avec celles de I' effusion isotherme de la question 2. 

6.4 Sublimation 

La sublimation est le changement d'etat qui correspond a la transformation d'un corps 

pur, de sa forme solide en sa forme gazeuse. 

6.4.1 Un modele simple 

L'Ex. 6.6 en donne une theorie simple. On se propose de determiner la relation entre 

la temperature et la pression du gaz en equilibre thermique avec le solide ( equation de 

la courbe de sublimation P(T)) dont on negligera le volume. 
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Exercice 6.6. 

1. [Calcul du potentiel chimique du gaz] On considere tout d'abord la phase 

gazeuse qu'on assimilera a un gaz parfait classique, compose de N1 atomes 

indiscernables, de masse m, avec pour hamiltonien : 

3N1 Pt 
H1=~-. 

. 2m 
1=! 

Le gaz est contenu clans une enceinte de volume fixe V, a parois rigides. Soit 

T la temperature supposee constante de l' enceinte. 

(a) Rappeler !'expression de la fonction de partition canonique du gaz. 

(b) Ecrire son potentiel chimique µ(T,N,A.), ou A est la longueur d'onde 

thermique A= ~ 21r,:;kbT; kb est la constante de Boltzmann et h celle de 

Planck. 

2. [Calcul du potentiel chimique du solide] Le solide cristallin est assimile a 
un ensemble de N2 oscillateurs harmoniques, discernables du fait de leur 

localisation au voisinage des nceuds du reseau. L'hamiltonien du solide est : 

3
N

2 
( Pt 1 2 2 ) H2= ~ -+-mw qi-Eo, 

i=I 2m 2 

ou qi decrit l'ecart de la particule i a sa position d'equilibre. L'energie 

constante Eo > 0 que l'on retranche a chaque oscillateur (a une dimension) 

decrit l'effet des forces attractives maintenant la cohesion du cristal. On 

suppose ce solide a la meme temperature que le gaz. 

(a) Ecrire la fonction de partition canonique du solide. 

(b) Ecrire son potentiel chimique µ. 

(c) En egalisant les deux expressions du potentiel chimique, exprimer la 

pression d' equilibre comme fonction def), A, T, avec f) = 1~. Pouvez-vous 

faire une critique de ce modele ? 

6.4.2 Perturbation d'un equilibre vapeur-solide 

Ce probleme traite de l'equilibre solide-vapeur d'un corps Ben presence d'un gazA. 

Dans les phases gazeuses on neglige les interactions A-A et B-B, mais pas !'interaction 

A- B. La fonction de partition de la vapeur B en est modifiee et le calcul de cette 

modification permet d'atteindre a l'aide de donnees experimentales des proprietes de 

!'interaction A-B. 
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Exercice 6.7. On considere I une enceinte spherique de rayon macroscopique R, 

remplie de NA molecules d'une meme espece A, a la temperature T, qu'on traitera 

a !'approximation du gaz parfait classique. Imaginons qu'on dispose au centre de 

l'enceinte une molecule d'une espece differente Bet qu'il existe entre molecule Bet 

molecules Aun potentiel d'interaction v(r) fonction de la seule distance r entre 

molecules A et molecule centrale B. 

1. [PD] Soit ZA et Z1 Ies fonctions de partition du systeme des NA molecules 

respectivement avec et sans la molecule B. Expliciter Zi . En conclure que 
ZA 

1ogZA-IogZ1 ~ NA roo (e-.Bv(r)_l)4nr2dr, 
V Jo 

ou V designe le volume de l'enceinte. 

(6.2) 

Indications. Retrancher et ajouter le terme dominant clans ZA, puis utiliser 

le fait que 

J/ ( e-.Bv(r) - 1) 4nr2 dr 
R « 1, 

fo 4nr2dr 

et que la portee du potentiel intermoleculaire v(r) est petite devant R. 

11 parait raisonnable de dire qu'une molecule B placee n'importe ou clans 

l'enceinte produirait la meme variation de l'energie libre (nous l'avons placee 

au centre d'une enceinte spherique pour la commodite du calcul). 

On suppose main tenant nn molecules de gaz presentes clans I' enceinte. A 
quelle condition peut-on ecrire que la variation de IogZA due a !'interaction 

A - B est donnee par 
nnNA 

L'llogZA = ~B(/3), 

ou B(/3) est l'integrale intervenant clans la formule 6.2. 

(6.3) 

2. [AD] On s'interesse maintenant a l'equilibre solide-vapeur de la substance B 

en presence d'une atmosphere gazeuse de molecules A de densite ~. 

(a) En !'absence de A, rappeler pourquoi l'equilibre du solide B avec sa 

vapeur implique 

( aJogZ) (aJogZ) 

a;;;- solide = a;;;- vapeur . 
(6.4) 

1 Cet exercice est du a Guy Mayer. 
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Montrer que si la vapeur est peu dense (gaz parfait), on a: 

( aiogZ) =log.:!_, 
OnB vapeur nB 

ou z1 designe la fonction de partition d'une particule B libre clans le 

volume V. 

(b) La phase gazeuse est main tenant constituee de molecules de A et de 

B en equilibre avec le solide B. La presence des molecules A modifie 

la repartition des molecules B entre phases solide et gazeuse, mais on 

neglige !'influence de la pression gazeuse du corps A sur les fonctions 

thermodynamiques du solide B, ce qui signifie qu' en presence de A on 

aura encore 

( aiogZ) = log z~, 
OnB solide nB 

ou ni est le nombre de molecules gazeuses de B en I' absence de A. 

Reecrire la condition d'equilibre (6.4) en ajoutant le terme d'interaction 

(6.3). En tirer !'expression de nB (quand NA-:/= 0) en fonction de ni, B(/3) 

et NA/V. 

Application numerique : 

Evaporation du naphtalene C10H8 a 21 ° C. 

Valeurs experimentales 
0 

- pas d'autres molecules: NA= 0, 1J = 3 x 1015 /cm3 

- en presence de methane CH4 , ~ = 1.35 x 1021 /cm3 , ~ = 2 x 1016 /cm3 

- en presence d'ethylene C2H6 , ~ = 1.35 x 1021 /cm3, ~ = 1.1 x 1017 /cm3 

Calculer B(/3) en cm3 /mol pour les interactions Naphtalene-Methane et 

Naphtalene-Ethylene. 





CHAPITRE 7 

Modele d'lsing 

« Le feu detruit les vertus magnetiques d'un aimant, non parce qu'il lui 

enleverait telle partie specialement attractive, mais parce que la force 

consumante de la flamme, en deconstruisant ( demolishing) le materiau 

affecte la forme de !'ensemble [ ... ] car de meme que du fait de la rigueur 

de l'air ambiant l'eau se change en glace, le fer, rougeoyant clans le feu, est 

detruit par une chaleur violente, et voit sa nature perturbee et confuse; 

ainsi il n'est plus attire par l'aimant, il perd ce pouvoir d'attraction, 

independamment de la fac;:on dont il a ete acquis, et acquiert une autre 

aimantation quand, a nouveau solidifie (born again), il est impregne par 

un aimant ou par la terre, ou quand sa forme est revivifiee, forme qui 

n'etait pas morte mais (seulement) derangee, confuse.» 

William Gilbert ( 1544-1603) 

in De Magnete, cite clans La Recherche, 

341, (avril 2001). 

CETTE REFLEXION de W. Gilbert est premonitoire de ce qui sera finalement compris 

plus de trois siecles plus tard, notamment par Pierre Curie. Il ya une similitude 

profonde entre deux phenomenes apparemment distincts: la glace qui fond au-dela 

de 0° C et la magnetisation qui cesse au-dela de la temperature de Curie. En termes 

modernes, on dit que, sous l'effet de la chaleur, on passe d'une phase ordonnee (basse 

energie, faible entropie) a une phase desordonnee (grande energie, grande entropie). 

L'etude systematique des transitions de phase est en dehors des limites de ce livre, 

nous voulons seulement familiariser le lecteur avec un modele ultra simplifie, mais qui 

contient l'essentiel du processus physique. 

7. I Presentation 

Le modele d'Ising (et ses variantes) est certainement le modele le plus utilise de la 

physique statistique. Son hamiltonien, tout en etant tres simple, possede les proprietes 

essentielles de !'interaction a deux corps de courte portee avec creur repulsif Aussi, bien 

que cree pour expliquer le probleme de la magnetisation spontanee, il sera utilise bien 
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au-dela, clans les fluides de Lennard-Jones, les alliages binaires, la gelation, voire en 

sciences humaines (avec ou sans precaution). Onsager, en 1944, a reussi le tour de 

force mathematique de donner une expression analytique compacte de sa fonction de 

partition 1• 

11 s'agit d'un modele de N spins disposes sur un reseau. Chaque spin <r; peut 

prendre les valeurs ± 1. 11 y a done 2N microetats possibles. L'hamiltonien s' ecrit 

H({cr}) =-! r<Ti<Tj-B Icr;. 
(i,j) 

(7.1) 

Dans l'Eq. 7.1 et par la suite, le symbole L(i,j) signifie que la somme est etendue aux 

seuls couples i,j qui sont plus proches voisins. Generalement on prend B ;:: 0. Si J > 0 le 

modele est dit ferromagnetique, si J < 0, antiferromagnetique. On appellera M = L er; 

sa magnetisation. Noter que J et B ont la dimension d'une energie. 

Exercice 7.1. [Limites a basse et haute temperature.] On considere un modele 

d'Ising sur un reseau carre ou cubique simple, avec J > 0. On appelle q sa coor­

dinence, c'est-a-dire le nombre de plus proches voisins d'un site (sur un reseau 

carre, q = 4, sur un reseau cubique simple, q = 6). En negligeant les effets de bord, 

calculer les limites T - 0 et T - oo de son energie et de sa magnetisation. 

7.1.1 La magnetisation spontanee 

Certaines substances presentent une magnetisation spontanee: meme en l'absence de 

champ exterieur, elles presentent en-dessous d'une temperature critique, Tc, appelee 

temperature de Curie,une magnetisation non nulle. L'Eq. 7.1 a priori ne peut pas 

expliquer cette magnetisation quand B = 0. En effet si M = L er;, on a 

avec 

(M) = ~ r(Icr/llL(i,j)<Ti<Tj], 

z l<T) i 

z = I ( e8f L(i,j) <Tj<Tj) . 

{<T) 

(7.2) 

1 En tout cas a 2d et sans champ magnetique. On ne sait toujours pas faire mieux aujourd'hui (en 2008). 



7.1 PRESENTATION 

Attention. II faut bien distinguer deux types de sommes : 

- des sommes de nature geometrique : L;IT; (somme sur les sites) ou 

L(i,j)ITilTj (somme sur les paires de sites voisins) 

une somme sur les configurations: L(CT} (somme portant sur taus les etats 

a-= ±1 de spin). 

Ainsi L; a-; contient N termes, L(i,j) a-;a-j en contient Nq/2, aux effets de bard pres, 

tandis que L(CT} en contient 2N. 
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Comme manifestement-(M) = (-M) et que par ailleurs (-M) = (M) (on change 

taus les a-; en -a-;, ce qui laisse a-;a-j invariant) on conclut que (M) = 0. Bien st'.ir 

si B t 0, !'argument de symetrie valable pour l'Eq. 7.2 tombe en defaut: le terme 

additionnel enf3BL;a-; dans !'argument de l'exponentielle brise cette invariance et on 

comprend que (M) t 0. Mais que se passe-t-il quand B -t O? Si la fonction definie en 

(7.2) (avec le terme additionnel du au champ magnetique) etait une fonction continue 

de B, on s'attendrait encore a (M) -t 0. Mais ce n'est pas le cas a T = 0 ou la fonction 

est singuliere. C'est l'objet de l'Ex. 7.3. 

La magnetisation spontanee n'a pas lieu seulement pour T = 0, mais dans toute 

une gamme de temperatures. Elle s'explique par le fait que quand N -too, la fonction 

M(B,N)/N cesse d'etre continue au voisinage de B = 0. Ce qu'on devra considerer ce 

n' est pas, pour tout N ( et T t O) 

lim M(B,N) = M(O,N). 

B---->0 N N 

Cette quantite est nulle, comme on l'a vu, ce qui implique que 

lim lim M(B,N) = lim O = 0. 
N---->ooB---->O N N---->oo 

En revanche il faut considerer 

1. 1. M(B,N) 
1m 1m . 

B---->ON---->oo N 

On montre, ce qui est loin d'etre trivial, que si d 2 2, il existe une temperature critique 

en-dessous de laquelle cette limite n'est pas nulle. C'est le phenomene de transition 

de phase. Du point de vue de la physique c'est bien dans cet ordre qu'il faut prendre 

les limites : il existe toujours dans la nature un champ magnetique residuel qui leve la 

degenerescence, et dont la contribution a l'energie est negligeable. 
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Remarque: L'exemple le plus simple d'inversion de limite est celui-ci. Soit x E [O, 1 ]. 

On a clairement 

lim lim :II t lim lim :II, 
N-HX>X-->l x-->l N-->oo 

puisque 1 t 0. L'Ex. 1.7 est une excellente illustration de !'implication en physique de 

ce qui pouvait apparaitre comme une « subtilite » pour mathematiciens. 

Nous montrerons a la fin de ce chapitre, avec !'approximation du champ moyen, 

comment se produit cette transition de phase. Commern;:ons d'abord par des exercices 

qui nous familiariseront avec le modele d'Ising. 

7.1.2 Calculs de la fonction de partition 

Void l' exercice le plus simple, mais qui apprend deja quelque chose sur la compe­

tition entre temperature et champ exterieur, le cas J = 0. C' est un modele a spins 

independants soumis a un champ exterieur B. Son hamiltonien est 

H({cr}) = I h(cri) avec h(cr) = -Ber. 

Exercice 7.2. Calculer la fonction de partition canonique, l'energie et la magnetisa­

tion de ce systeme. 

Remarque: On a deja traite le cas microcanonique clans l'Ex. 7.1. 

L'exercice qui suit permet de se faire les dents sur le modele d'Ising clans le cas le 

plus simple. 

Exercice 7.3. [Sur un carre 2 x 2.] On considere le modele d'Ising sur un carre de 4 

spins. Son hamiltonien s' ecrit : 

H =-!I <Ti<Tj, 

(ij} 

ou J > 0 et <Ti = ± 1. On rappelle que la somme L(ij} porte sur les plus proches 

vo1sms. 

1. Combien y-a-t-il de microetats? Quels sont les niveaux d'energie accessibles 

et quelle est leur degenerescence? 
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On fixe clans ce qui suit la temperature du systeme. Donner a priori les limites 

a haute et basse temperature de I' energie. Calculer la fonction de partition 

canonique du systeme, puis son energie moyenne. 

2. Soit M = L CTi la magnetisation du systeme. Quelles sont ses valeurs possibles 

et avec quelle probabilite? Calculer sa valeur moyenne (M). Le resultat est­

il surprenant? Calculer son ecart quadratique moyen cr2 = (M2) - (M)2• 

Commenter. Calculer (IMI). 

3. Expliquer pourquoi on pouvait s'attendre a priori aux resultats de la question 

2 a la limite OU r - 0 et r - 00, 

4. Sachant qu'a la limite thermodynamique J /Tc= 0.5 log( 1 + Y2) et que 2 

( 
1 )1/8 

M=Nl- , 
sinh4 2/3! 

(7.3) 

dessiner schematiquement sur le meme graphe l'Eq. 7.3 et la moyenne de 

la valeur absolue de la magnetisation par spin pour N = 4. Pour ce faire on 

devra ajouter un champ magnetique exterieur B puis faire B - 0. Expliquer 

le role de ce champ. 

7.2 Une dimension 

lei, les resultats sont analytiques. Mais malheureusement la dimension d = 1 donne 

des resultats non generiques: il n'y a pas de magnetisation spontanee (Cfles Ex. 7.6 

et 7.7). 

7.2.1 Sans champ magnetique 

Exercice 7.4. [PD] [Fonction de partition.] On considere le modele non periodique 

compose de N spins et sans champ magnetique. 

1. Ecrire sa fonction de partition Z(N), puis en faisant explicitement la somme 

sur les deux valeurs possibles de cr1, montrer qu' on a la relation de recurrence 

Z(N) = 2Z(N -1) cosh/3/. 

2 Fonnule due a Lars Onsager en 1944. 
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2. En deduire que 

Z(N) = 2N coshN-l /JJ. 

Une fa<;on d'evaluer !'influence d'un spin i sur un spin i +jest de calculer (cncn+j), 

En effet s'ils sont alignes, en moyenne cette quantite vaut 1. Elle vaut O si les spins sont 

independants puisque (cr;cT;+j) = (cr;)(cn+j) = 0. Calculons maintenant cette quantite. 

Exercice 7.5. [ADJ [Fonction de correlation.] On cherche a calculer la fonction de 

correlation (cr;cn+j), Pour ce faire on generalise l'hamiltonien du modele 

1. Montrer que 

N-1 

H = - 'I.hcriCTi+I· 

i=I 

puis plus generalement que 

1 1 &z I (CTiCTi+j) = --:-------
/Jl z 8];8h+ I ... Bh+j-1 !,=! 

2. En s'inspirant du calcul de l'Ex. 4 pour le calcul de la fonction de partition, 

demontrer que 

(criCTi+j) = (tanhfJJi 

3. Soit r = ja la distance de deux sites (i, i + j) (a est la longueur de maille du 

reseau), montrer que la fonction de correlation peut se mettre sous la forme 

canonique 

(criCTi+j) = e-i. 

Exprimer la longueur de correlation I; en fonction de a et fJJ. Peut-elle 

diverger? 

Exercice 7.6. On considere le modele d'Ising a une dimension d'hamiltonien 

N-1 

H =-]I CTiCTi+ 1, 

i=I 

avec J > 0 et CTi = ±1. On a vu a l'Ex. 7.4 que la fonction de partition canonique 

s'ecrivait 

Z = 2(2coshf3J)N-l. (7.4) 
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1. Quelle est l'energie moyenne du systeme a temperature T fixee? 

2. On considere clans cette question l'etat fondamental (T = O) ou taus les 

spins valent + 1 (il yen a un autre ou taus les spins valent -1 ). Quelle est son 

energie E0 ? Montrer que l' energie Er des etats excites depend seulement du 

nombre r de frontieres des domaines de spins -1. Ecrire Er comme fonction 

de r,N,J. Calculer le nombre de microetats correspondant a une energie 

donnee (fonction de partition microcanonique ou degenerescence). 

3. Retrouver la formule (7.4). 

4. [PD] On supposer (et done N) assez grand pour qu'on puisse appliquer 

la formule de Stirling, calculer la temperature microcanonique du systeme. 

Expliquer comment on retrouve alors le resultat de la question 1. 

5. [AD] AT~ 0 se creent quelques frontieres (resultant de fluctuations); on 

posera r = (N - l)x avec x « l, mais Nx » 1. Calculer le gain en energie et 

la perte en entropie a partir du fondamental. Que peut-on en deduire sur la 

magnetisation spontanee d'un reseau d'Ising a une dimension? 

Remarque : On a pu ici faire le calcul de la fonction de partition clans l' ensemble 

microcanonique, puis ensuite obtenir simplement la fonction de partition canonique. 

Ce cas est plutot exceptionnel. 

7.2.2 Avec champ magnetique 

Exercice 7.7. [DJ [Fonction de partition.] On suppose maintenant qu'existe un 

champ magnetique exterieur B ::f:. 0. La methode employee, <lite des matrices de 

transfert, est assez generale. On place les sites sur un cercle, ce qui implique que 

<TN+I = cr1 (periodisation du reseau). La fonction de partition peut alors prendre 

la forme plus symetrique 

z = I e8I~, ]<T;<Ti+l +f B(<T;+<T;+il. 

{<T) 

Ce qui peut encore s' ecrire 

OU 

Z = I T <T1 <Tz T <Tz<T3 • • • T <TN<T1 ' 

{<T} 

T = T/3<T;<T;+1 +ff3B(<T;+<T;+1) 
CT;<T;+l e'' • 
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On peut representer les 4 valeurs possibles de T a-;a-;+i par la matrice 

( 
JJU+B) 

T = -/31 e 

-/31 ) 
;(J-B) 

appelee matrice de transfert. 

1. Verifier que 

I Ta-, a-2 T <T2<T3 ••• T erlWI = I ( yN) er, er, = Tr ( T)N. 
(er} er, 

En conclure que 

ou les A± sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de 

T. 

2. En deduire que 

lim !_ = -kb T log ( e81 coshf3B + W), 
N-HXJ N 

ou F est I' energie libre et f..' = e2f31 sinh2 f3B + e-2/31, et enfin que 

1. M 
m= 1m -

N-HXJ N 

sinh/JB 

~ sinh2 /3B + e-4/31 

3. En deduire qu'il n'y a pas de magnetisation spontanee a ld. 

7.3 Deux dimensions 

Meme si les calculs exacts sont impossibles (ou tres difficiles) pour d > l, il est 

souvent possible d'obtenir des developpements simples dans les cas de haute et basse 

temperature. 
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7.3.1 Developpement a haute temperature 

Exercice 7.8. On considere le modele d'Ising sur un reseau de N spins dont 

l'hamiltonien s' ecrit 

ou J > 0 et les spins er;= ±1. 

H =-]I erw"j, 
(i,j) 

1. Ecrire sa fonction de partition canonique Z(/3). Que vaut-elle a la limite 

T ~ oo ? Montrer que ce resultat etait evident a priori. 

2. Sur ce reseau, a quelles conditions peut-on dire que le nombre de paires de 

sites« plus proches voisins » est 13 = Nq/2, ou q est la coordinence du reseau? 

On prendra clans la suite un reseau plan carre ou q = 4. 

3. [PD] Montrer qu'on a l'identite 

/Jfcr;cri = cosh,BJ(l + ver;erj), 

avec v = tanh,BJ. En deduire un developpement de Z(/3) en puissance de v. 

4. [DJ Montrer que les termes en vet v2 sont nuls. Pour ce faire on pourra 

montrer plus generalement que 

~ ern; er11i ... er~" = 2N si tous les nz sont pairs 
LJ I ] 

{crl 

0 clans le cas contraire. 

5. Calculer l'energie libre jusqu'au terme en v4 (on remplacera le cosh2 ,BJ par 

son expression en fonction de v). 

7.3.2 Developpement a basse temperature 

Exercice 7.9. On considere le modele d'Ising sur un reseau carre de N spins, de 

coordinence q = 4. Son hamiltonien s' ecrit : 

ou J > 0 et er;=± 1. 

H=-J Ier;erj, 
(ij) 
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1. Calculer E0, energie du fondamental. Montrer que sa degenerescence g(E0 ) 

vaut 2. 

2. Calculer L').£1 = E1 - E0, energie du premier etat excite par rapport au fonda­

mental. Calculer sa degenerescence g(E1 ). 

3. [PD] Calculer L').£2, energie du second etat excite par rapport au fondamental. 

Calculer sa degenerescence g(E2 ). Attention: L').£2 * 2!).E1 ! 

4. [PD] Ecrire la fonction de partition comme fonction des quantites ,B, Bo, 
!).Em et g(Em), m = 0, 1, 2 · · · supposees connues. 

5. Montrer pourquoi c'est un developpement a basse temperature. Calculer les 

premiers term es de l' energie moyenne. 

6. [ADJ Calculer explicitement !).Em etg(Em) pour m = 3. 

7.3.3 Un modele antiferromagnetique 

L'hamiltonien prend la forme 

N 

H = 1 r<Ti<Tj-B r<T;, 
(i,j) i= I 

ou J,B > 0. On voit que, sur un reseau carre par exemple, pour B = T = 0, le 

fondamental est obtenu avec tous les spins alternes et done M = 0. Et pourtant le 

systeme est ordonne. On distingue alors deux sous-reseaux imbriques (1) et (2) ou 

tousles spins sont paralleles. Le« bon » parametre d'ordre est Mstag = M 1 -M2 («stag» 

pour« staggered»: alterne). 

Remarque importante : lei la geometrie du reseau joue un role de. Sur un reseau 

triangulaire par exemple, il ya frustration c'est-a-dire qu'il est impossible d'alterner 

taus les spins plus proches voisins. Comme il existe un grand nombre de fa<;:ons de 

disposer ces frustrations sans changer l'energie totale, le fondamental est tres degenere; 

on comprend egalement qu'a basse energie coexiste une multitude d'etats metastables 

qui sont autant de pieges ralentissant la thermalisation du systeme. Si de plus il y a du 

desordre clans !'interaction], on a affaire a la physique des verres de spin, physique qui 

connait un developpement important aujourd'hui, mais qui sort du cadre de ce livre. 
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Exercice 7.10. [PD] 

1. Donner le developpement au premier ordre a basse temperature de l'energie 

et de la magnetisation du modele d'Ising antiferromagnetique. On distin­

guera les cas B < Jq et B > Jq. On prendra un reseau carre ou cubique simple. 

2. Pour simplifier on fera B = 0, calculer les deux termes suivants du developpe­

ment de l'energie a basse temperature. 

7.4 Un modele bi-couche 

,K 
; 

FIGURE 7.1. Modele de bi-couche magnetique. 

Le modele theorique que nous allons decrire peut etre utilise clans la conception 

de memoires d'ordinateurs. Deux reseaux carres d'Ising identiques 1 et 2, situes sur 

deux plans paralleles sont soumis au meme champ magnetique exterieur B. Soit J 
!'interaction entre spins du meme reseau. On ajoute une interaction K repulsive entre 

spins correspondants des deux plans. L'hamiltonien s'ecrit done 

N N 

H = -! 'v (a-' a-' + a-? o-2) + K 'v a-! a-? - B 'v (0-1 + o-2 ), 
LJI) I] LJII LJI l 

(i,j) i= 1 i= I 

ou J,K,B > 0. 11 ya N spins par couche (done 2N spins en tout). 

Bien qu'extremement simple, ce modele se revele d'une richesse etonnante: l'etude 

de ses transitions de phases est objet de recherches actuelles. lei, nous nous limiterons 

au cas J = 0, qui est deja riche. Le cas J t- 0 sera seulement evoque. Nous effectuerons 

ensuite (Ex. 7.18) un calcul en champ moyen qui revelera la parente de ce modele avec 

le modele d'Ising antiferromagnetique. 
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Exercice 7.11. [Developpement a basse temperature] 

1. [PD] Cas J = 0. Sans calcul, pouvez-vous decrire qualitativement la distri­

bution des spins ? Calculer la fonction de partition exacte Z et donner une 

reponse plus quantitative sur l'etat du systeme. Donner un developpement a 

basse temperature de I' energie libre. 

2. [DJ Quel est l'effet qualitatif du branchement de !'interaction J? 

Indication. Distinguer les cas suivant le signe de B-K. 

7.5 Approximation du champ moyen 

Dans cette approximation, on remplace la somme des interactions entre particules 

par un champ moyen qui agit sur les particules alors independantes. lei, la dimension 

de l'espace n'intervient pas, seule la coordinence, c'est-a-dire le nombre de particules 

en interaction, compte. L'approximation du champ moyen sera d'autant meilleure 

que la coordinence sera grande. Comme cette derniere augmente en general avec la 

dimension d de l'espace, on comprend pourquoi les calculs en champ moyen seront 

d'autant meilleurs que d est grand. Etant donne son importance pour la physique et 

son inten~t pedagogique, nous allons presenter plusieurs derivations du champ moyen. 

Exercice 7.12. [AD] [Champ Moyen I.] C'est le terme d'interaction a deux corps 

L<i,j> CTiCJ"j qui empeche de factoriser la fonction de partition: l'hamiltonien n'est 

pas somme d'hamiltoniens independants. Pour obtenir un hamiltonien approche 

qui le soit, on part de l'identite 

cr;crj = (cr;-m)(crj-m) + m(cri + crj)- m2, 

valable quel que soit m et on choisit m = (er), quantite bien sur inconnue mais 

qu'on calculera par la suite. 

1. A quelle condition peut-on negliger L<i,j>(cr;-m)(crj-m)? 

2. Montrer qu'alors l'hamiltonien H peut s'ecrire comme une somme d'hamil­

toniens h(m,cr;) independants. 

3. En minimisant l'energie libre par rapport am, calculer la fonction de parti­

tion approchee, et en deduire !'equation implicite qui determine m. 

4. Resoudre graphiquement cette equation. Examiner soigneusement le cas 

B=O. 

5. Ecrire un programme calculant numeriquement la fonction m(T). On pourra 

prendre J = 1, q = 6 et B = 10-6 . 
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Exercice 7.13. [ADJ [Champ Moyen II.] La derivation precedente, intuitive, ne 

donne pas de borne inferieure a I' erreur commise sur l' energie libre. La derivation 

qui suit est de ce point de vue plus precise. On ecrit H =Ho+ (H-H0), ou Ho est 

un hamiltonien de particules independantes que I' on determine par une procedure 

variationnelle de minimisation de l'energie libre du systeme. On etablit d'abord 

un lemme mathematique, puis on derive le « meilleur » champ moyen au sens que 

l'on vient de definir. 

1. Montrer a l'aide d'un dessin que si une fonction g(x) est convexe (c'est-a-dire 

toujours situee au-dessous de ses secantes), alors 

(g(x)) 2::g((x)). 

En deduire 

(7.5) 

2. On pose H 1 = H - Ho et I' on ecrit H = Ho + H 1• Soit Z0 et Z les fonctions de 

partition correspondantes. Montrer que 

z 
Zo = (e-f3H1)0 2:: e-f3(H1>0. 

11 faut comprendre (X)0 , comme la valeur moyenne de l'observable X avec 

l'hamiltonien H0. En deduire 

3. On choisit Ho = -A L7=I <Ti, Montrer que la recherche du ;i qui rend mini­

mum la quantite F(;L) =Po+ (H1) 0 permet de retrouver les resultats de l'Ex. 

12. 

La methode qui suit est probablement la plus elegante. Elle demande un peu de 

reflexion sur ce qu' est une moyenne. 

Exercice 7.14. [ADJ [Champ Moyen III.] On considere le modele d'Ising habituel 

d'hamiltonien 

H({<r}) =-] Lcr;<Tj-B Lcr;. 

(i,j} i 

1. Montrer que si taus les spins sont fixes sauf le ieme, alors la valeur moyenne de 

<r; (qui ne peut prendre que les valeurs ±1) est donnee par 

ir; = tanh [/3 J L <Tj(i) +Bl, 
j(i) 
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ou j(i) represente les q indices plus proches voisins de i. (q est la coordinence 

du reseau). 

2. En prenant la moyenne statistique sur toutes les configurations de spins et 

en assimilant la valeur moyenne d'une fonction a la fonction de sa valeur 

moyenne, deduire !'equation classique d'auto-coherence de la theorie du 

champ moyen 

(er) = tanh,B( (cr)qJ + B). 

Nous allons enfin montrer clans l'exercice suivant 3 qu'on retrouve l'energie libre 

du champ moyen clans un modele d'Ising a coordinence infinie ( ou tous les spins 

« sentent » taus les spins). L'hamiltonien 4 s'ecrit 

ou on aura utilise le fait que cr2 = 1. 

Cette methode est un peu plus longue. Elle a l'interc~t d'utiliser des procedes de 

calcul tres courants en physique theorique. 

Exercice 7.15. [AD] [Champ Mayen IV.] 

1. Demontrer l'identite mathematique 

a2 1 Id _ly2+ Ylay e = -- ye 2 • 

V2rr 
2. En utilisant cette identite, ecrire la fonction de partition Z. En interchangeant 

la somme sur Jes spins et !'integration sur y, effectuer cette somme. 

3. Appliquer la methode du col a l'integrale qui donne Z. 

Exercice 7.16. [AD] [Chaleur specifique.J 

1. Dans !'approximation du champ moyen, exprimer la chaleur specifique par 

spin, c, en fonction de m, magnetisation moyenne par spin. 

2. Montrer que pour une temperature T legerement inferieure a la temperature 

critique Tc, on a 

3. Examiner la limite de c quand r- r;. Donner l'allure de c(T) 

3 Tire de The theory of critical phenomena, J. J. Binney et al., Oxford science publications (1992). 
4 On a divise !'interaction par N pour que l'energie reste finie a la limite thermodynamique. 
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Exercice 7.17. [DJ [Antiferromagnetisme.] Faire, a l'image de ce qui a ete fait 

pour le modele ferromagnetique, une theorie de champ moyen pour le modele 

antiferromagnetique sur un reseau cubique simple. La magnetisation n' est plus ici 

le bon parametre d' ordre : a temperature nulle, le systeme est ordonne, tous les 

spins sont alternes et la magnetisation est nulle. II faut distinguer deux sous-reseaux 

1 et 2 imbriques et le bon parametre de contr6le devient m 51ag = m 1 - m 2• 

Tracer clans le plan {B, T} le lieu des points ou mstag = 0 (ligne critique). 

Exercice 7.18. [AD] [Bi-couche.] Traiter le probleme 7.11 a !'approximation du 

champ moyen. 

7.6 Exemples d'application 

7.6.1 Gaz sur reseau 

Le calcul de la fonction de partition de configuration d'un fluide peut etre approche 

de bien des manieres. Nous allons expliquer, en nous appuyant sur le modele d'Ising, 

la methode du gaz sur reseau 5 (lattice-gas). 

On place les molecules du fluide aux nreuds d'un reseau, et on suppose : i) qu'un 

site ne peut avoir qu'une ou zero molecule, ce qui simule le creur dur de !'interaction, 

ii) que !'interaction attractive, -E, ne s'exerce qu'entre plus proches voisins (ce qui 

simule la courte portee de !'interaction). L'hamiltonien s'ecrit 

HLc =-EI ninj, 

<i,j> 

(7.6) 

ou le nombre d'occupation du ieme site ni vaut O ou 1, suivant que le site est vide ou 

occupe. On ne peut pas passer simplement au modele d'Ising par la transformation : 

(7.7) 

parce qu'on doit avoir un nombre de particules A= I,~ ni constant, ce qui reviendrait, 

suivant l'Eq. 7.7, a fixer la magnetisation totale. 

5 C.N. Yang and T.D. Lee, Phys. Rev. 87 (1952) 404. Ce papier de Yang et Lee est un papier celebre de la 

physique mathematique. II montre pour la premiere fois qu'en effectuant correctement Jes passages a la 

limite clans des series infinies on peut obtenir Jes transitions de phase liquide-gaz ou liquide-solide avec 

!es seules hypotheses de la mecanique statistique. Pour avoir pris quelques libertes avec ces passages a la 

limite, de grands physiciens, comme Jes Mayer, avaient echoue. 
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Exercice 7.19. [Gaz sur reseau] Montrer qu'on peut mettre en bijection la fonction 

de partition grand canonique du gaz sur reseau avec la fonction de partition 

canonique du modele d'Ising avec champ magnetique. 

Remarque sur la transition de phase liquide-gaz: On a vu que, dans le modele d'Ising, 

le seul point delicat etait pour T < Tc et B = 0. A quoi correspond ici la magnetisation 

spontanee? Faisons done ~ + ~ = 0 et T < Tc, Avec le dictionnaire etabli dans le corrige, 

la traduction donne 

et deux densites au choix 

€ 
µ=-q-

2 

1-mo(T) 
ng = 

2 

1 + mo(T) 
n1=--2--

ou m0 (T) represente la partie droite de la fonction m dessinee Fig. 7.2. On remarque 

que n1 + ng = 1. Il est naturel d' associer la phase de haute densite a la phase liquide (la 

phase « spin up ») et la phase de foible densite a la phase gazeuse. Done quand T < Tc, 

si la densite n est comprise entre ng et n1, le systeme se separe spontanement en deux 

sous-systemes homogenes de densite n1 et ng, 

Exercice 7.20. [AD] [ Champ moyen] Calculer, al' approximation du champ moyen, 

!'equation d'etat du gaz sur reseau. 

Remarque sur la comparaison des resultats du gaz sur reseau en champ moyen et 

I' equation de Van der Waals : L' exercice 7 .20 montre qu' en coordonnees universelles 

(P = Pl Pc, V = V /Ve et T = T /Tc), !'equation d'etat prend la forme 

- - 1 1 
P = c[Tlog (1- 2v) + 2v2 l (7.8) 

avec c = 2/(1-2log2) pour q = 6. Ila suffit de porter kbTc = qE/4, nc = 1/2 dans 

!'equation 7.28. Pour un gaz de Van der Waals, on sait que 

- 81.' 3 
Pvdw = 3V-1 - y2. (7.9) 

Les deux courbes sont tres voisines (voir Fig. 7.2). 

Numeriquement, a foible densite, on peut voir que Pre V ~ 2.591.' alors que 

Pvdw V ~ 2.671.'. C'est un petit miracle (du ace que -c/2 ~ 8/3) qui n'a rien a voir avec 

la limite du gaz parfait: le changement d'echelle n'a en effet aucun sens dans ce cas. 
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FIGURE 7.2. Equation d'etat en coordonnees universelles : a droite, dans 

!'approximation de Van der Waals (et construction de Maxwell), a gauche 

avec le gaz sur reseau. 

7.6.2 « Le probleme des philosophes » 

67 

-

Dans cette exemple propose par Edsger Dijkstra (informaticien hollandais, prix Turing 

en 1972) pour modeliser un probleme informatique de gestion de ressources partagees, 

n philosophes chinois sont places autour d'une table. Chaque philosophe peut decider 

de manger (etat 1) ou bien de penser (etat O). Mais il ne peut manger que s'il peut 

prendre les baguettes disposees a sa droite et a sa gauche. Comme les philosophes sont 

pauvres, chaque baguette est partagee entre philosophes voisins; ainsi le philosophe 

assis en position i partage sa baguette de gauche avec le philosophe en position i- l et 

sa baguette de droite avec le philosophe en position i + 1. La table etant circulaire, les 

positions sont numerotees modulo n. Un etat du diner des philosophes peut done etre 

represente par un ensemble de (p1, •• • , p11 ) ou chaque Pi prend une valeur clans { 0, 1}, et 

tel que pour tout i, si Pi= 1 (le ieme philosophe mange) alors Pi-I = Pi+I = 0 (ses voisins 

jeunent). On realise un programme qui simule le comportement des philosophes et 

qui peut afficher a tout moment l'etat du systeme. La question est la suivante: combien 

d'etats differents possede le systeme? 

Exercice 7.21. [AD] Le probleme informatique peut se ramener a l'enonce suivant: 

on considere n sites sur un cercle avec deux eta ts possibles (par ex. ± 1) chacun. Le 

nombre total d'etats est done 211 • On veut calculer le nombre total d'etats Z 11 quand 

on exclut toutes les configurations contenant deux etats + 1 voisins. 

1. Calculer Z,1 pour n = 2, 3, 4 et 5. 

2. Une solution generale possible est la suivante. On considere le modele d'Ising 
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a ld avec champ magnetique 

11 ll 

H=-J ICTj(Ti+1-B I(Ti, 
i=l i=l 

On le prendra cyclique, c'est-a-dire que CT11 +1 = cr1, On a vu dans l'Ex. 7 que 

sa fonction de partition canonique s' ecrivait 

Q (/3) = ,,in + ,,in 
ll - +> 

avec 

A± = 131 cosh,BB ± W et "1' = e2f31 sinh2 ,BB+ e-2/31. 

(a) L'energie du systeme peut etre consideree comme somme des energies 

des paires de spins voisins : 

ll 1 
H= IEi, avec Ei=-JcriCTi+1- 2B(cri+CTi+d· 

i=l 

On pose desormais J = -1 et B = -2. Quels sont les etats d'energie 

possibles de ces paires ? Quels sont done les microetats qui assurent la 

plus basse energie du systeme? Calculer E0 , l'energie de ce fondamental. 

(b) Dans le developpement a basse temperature de la fonction de partition 

canonique 

Qn (/3) = g(Eo)e-f3Eo + g(Ei )e-f3Ei + · · · , 

que represente les g(Ei)? 

En se limitant a l'ordre le plus haut en,B, montrer que 

(c) Effectuer ce calcul. Verifier que les Z,1 sont entiers . .Ecrire explicitement 

Z1,Z2 · .. zs. 

3. Recherche d'une solution plus directe. 

(a) Verifier que le Z11 calcule precedemment est solution de !'equation 

On reconnait la suite de Fibonacci. 
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(b) On cherche un raisonnement direct par recurrence. Pour ce faire on 

appelle Z11 (1) (resp. Z11 (-l)) le nombre de microetats avec la contrainte 

que <r n = 1 ( <r11 = -1 ). Manifestement 

Evaluer Z11 (-l) en fonction de Zn-I et de Z11_z(l), puis Z11 (1). Conclure. 
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Mouvement brownien et ADN 

LE MOUVEMENT BROWNIEN a ete decouvert en 1827 par le botaniste anglais Robert 

Brown pour des grains de pollen en suspension clans l'eau. II fit l'objet d'etudes 

qualitatives au cours du x1xe siecle, notamment par Louis-Georges Gouy en France, 

qui decrivit correctement !'influence de la temperature, de la viscosite du fluide, de 

la taille des particules observees etc. Mais ce n' est qu' en 1905 qu'une theorie en fut 

donnee, simultanement et independamment, par Albert Einstein et William Suther­

land. Pour Einstein, I' enjeu est I' existence des a tomes et des molecules. En effet, en 

observant le mouvement de particules de taille micronique, on se situe a !'interface du 

monde microscopique et du monde macroscopique : les particules browniennes sont 

suffisamment grosses pour etre observees au microscope, et suffisamment petites pour 

etre sensibles aux fluctuations des chocs des molecules sous-jacentes, inobservables di­

rectement. La mesure de la diffusion des particules doit permettre d'obtenir le nombre 

d' Avogadro, et contribuer ainsi a fonder la theorie atomiste de la matiere. Peu a pres, 

Paul Langevin introduit la notion de force aleatoire et jette les bases de ce qui deviendra 

le calcul stochastique. Marian Smoluchovski introduit la notion de marche aleatoire, 

ou marche au hasard : le contexte physique clans lequel le mouvement brownien se 

deroule est remplace par un simple processus iteratif aleatoire, sans memoire, clans 

lequel chaque pas est independant du pas precedent 1• Aujourd'hui, le mouvement 

brownien et ses variantes se retrouvent clans beaucoup de domaines de la connaissance : 

physique, chimie, biologie, mathematiques, economie. 

Les premiers exercices de ce chapitre explorent le lien entre marche aleatoire, 

processus discret, et diffusion, phenomene continu. Le dernier probleme est une 

adaptation d'un travail de recherche recent en biologie ou le mouvement brownien est 

utilise comme instrument de mesure. 

1 Le mot alea vient du latin a/ea qui veut dire« jeu de des», puis, par extension, hasard (qui vient de l'arabe 

az-zahr qui signifie aussi «des»). Stochastique est un mot plus savant venu du grec crroxacrriKoi; qui, 

curieusement, ne signifie pas le hasard, mais plutot « qui tend vers un but», puis « habile a conjecturer». 

II est amusant de voir que le mot crroxacrTT/', signifie « le devin » ; quel rapport avec le hasard? 
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8.1 Marche aleatoire 

Beaucoup de suites sont definies par des processus iteratifs: on se donne x0 , puis une 

loi x11+1 = f(x 11 ). Interessons-nous au cas ou f depend non seulement de la variable 

x, mais aussi d'une variable aleatoire, par exemple du resultat d'un tirage a pile ou 

face. On comprend que tout ce qu'on peut esperer prevoir clans ce cas sont des valeurs 

moyennes : moyennes prises sur un grand nombre d'experiences et/ou moyennes 

temporelles pour des grands temps (n - oo). C'est l'exemple de la marche aleatoire 

( encore appelee marche de l'ivrogne - quand elle a lieu sur les rn~uds d'un reseau - ou 

de la fourmi saoule ou mouvement brownien). Imaginons un ivrogne qui se deplace 

sur une route. II fait un pas en avant ou en arriere avec, a chaque fois, la meme 

probabilite p = 1/2. S'il est completement ivre, les directions de chacun de ses pas sont 

independantes. Supposons qu'il fasse des pas de meme longueur (1 m, par exemple) 

que nous prendrons comme unite de longueur. Soit x 11 son abscisse au bout de n pas. 

Clairement : 

Xn+I = Xn + En, 

ou En vaut 1 ou -1 suivant le resultat d'un tirage a pile ou face. 

Exercice 8.1. [PD] Calculer la limite de la valeur moyenne (x11 ) quand n - oo. 

Calculer ensuite la valeur moyenne de x~. En deduire que l'ivrogne, en moyenne, 

s'eloignera infiniment de son point de depart. 

Pouvez-vous generaliser a deux et trois dimensions? 

Indication. Considerer la valeur moyenne de x~. 

Exercice 8.2. [PD] 

1. Appliquer le theoreme de la limite centrale a la variable aleatoire 

II 

Xn =xo+ IEj. 
j=I 

Retrouver les resultats precedents ainsi que la loi de distribution asympto­

tique de x11 • 

2. Memes questions si on suppose que la probabilite de tirer 1 et-1 est respecti­

vement pet q. 
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8.1.1 Passage a la limite continue 

On pose t = nr et on suppose que la longueur du pas elementaire n'est plus 1, mais h; 

h est le pas en distance et T le pas en temps. On Jes fait tendre tous les deux vers 0. On 

posera 
(p-q)h h2 

c= et D= -
T 2T 

Exercice 8.3. Montrer que, pour passer a la limite continue, il faut supposer que h 

et T tendent vers 0, mais de telle sorte que D reste fini et que p-q ~ h. 

On peut maintenant deriver autrement la Joi de probabilite continue precedente. 

Ecrivons que l'evenement « la particule se trouve en x a !'instant t + r » resulte de deux 

evenements disjoints : « elle se trouvait en x-h ou en x + h a !'instant t ». On a, avec 

des notations evidentes 

P(x, t+r) = pP(x-h, t) + qP(x+ h, t). (8.1) 

Exercice 8.4. [PD] 

1. Montrer que si on se limite aux termes en T et h2 , l'Eq. 8.1 peut se ramener a 

!'equation differentielle aux derivees partielles 

(8.2) 

2. En prenant la transformee de Fourier par rapport ax, integrer cette equation. 

8.2 Micromecanique de l'ADN 

Ce probleme a ete propose par Marc Mezard aux etudiants de l'Ecole Polytechnique 2. 

II est a la limite d'un compte rendu de travail de recherche sur un sujet tout a fait 

d'actualite. Nous l'avons tres legerement remanie. 

II s'agit de determiner la caracteristique force-elongation d'un brin d'ADN au-dela 

du regime lineaire. On fixe une des extremites a un support, et on attache a l'autre 

extremite une petite bille magnetique qui va jouer le role de particule brownienne : 

suffisamment grande pour etre observable, suffisamment petite pour etre sensible aux 

fluctuations thermiques. En !'absence de champ magnetique, cette bille est soumise au 

2 Probleme de Physique Statistique Voie C, 28 juin 2000. 
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FIGURE 8.1. Geometrie du batonnet et de la force appliquee, et choix du 

referentiel. 

mouvement brownien naturel isotrope lie a la temperature du milieu. Lorsqu' on 

applique un champ magnetique, la bille magnetique s' oriente dans le champ et 

exerce une force sur le brin. L'amplitude du mouvement brownien de la bille s'en 

trouve modifiee, et sa mesure permet de remonter, via differentes modelisations, a 

la caracteristique force-elongation cherchee. L' exercice 8.5 explore des modelisations 

de plus en plus detaillees du brin d'ADN. La difficulte va done croissant au cours des 

questions, depuis [PD] jusqu'a [TD] . 

Exercice 8.5. Le probleme comporte 5 parties. 11 est conseille de les traiter dans 

l'ordre. La partie I est necessaire pour l'ensemble du probleme. Les parties II, III, 

et IV sont pour l'essentiel independantes les unes des autres. La partie V utilise les 

resultats de la partie IV. 

Toutes les mesures experimentales ant ete faites a la temperature ambiante 

de 293K. On rappelle quelques unites utilisees ici: 1 nm= 10-9m, 1 pN = 10-12 N. 

La constante de Boltzmann vaut k = 1.38 x 10-23J/K. La fonction coth(u) possede 

les developpements asymptotiques suivants: coth(u) - 1/u + u/3 pour u ~ 0, et 

coth(u) - 1 + 2e-211 pour u ~ oo. 

I. Generalites et ordres de grandeur 

On s'interesse ici aux proprietes physiques de chaines d'ADN double brin en 

solution. 

A cause de sa structure en double helice, la molecule d'ADN est assez rigide: 

sur des echelles de distance inferieures a quelques dizaines de nanometres, elle se 

comporte comme un batonnet rigide. On considere tout d'abord un seul batonnet 

de longueur b dont une extremite est fixee al' origine 0, tan dis que l' autre extremite, 
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FIGURE 8.2. Geometrie de I' experience : la force exterieure appliquee it la bille 

de verre est la force verticale F, la force exercee par la molecule est la force 

radiale F,. 
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appelee M, est soumise a une force F dirigee suivant l'axe Oz (voir Fig. 8.1). Le 

point M se deplace done sur une sphere de rayon b, on repere sa position par les 

angles e et¢ en coordonnees spheriques. L'energie de ce systeme s'ecrit: 

E =-F.r=-Fbcose. (8.3) 

Ce batonnet est a l'equilibre thermique, a la temperature T, et on neglige clans tout 

ce probleme les effets quantiques. 

1. Lorsque la force Fest nulle, montrer que la densite de probabilite pour que 

les coordonnees de M soient e et ¢ est : 

1 . 
Po(e,¢) = - sme. 

47!' 
(8.4) 

2. Exprimer en fonction de b et Tl' ordre de grandeur de la force caracteristique 

necessaire pour orienter le batonnet malgre !'agitation thermique. Pour un 

systeme a temperature ambiante, calculer l'ordre de grandeur correspondant 

lorsque le batonnet est 

- un fragment d'ADN de longueur b = 50 nm 

- une epingle de longueur b = 3 cm. 

3. En presence de la force F non nulle, montrer que la densite de probabilite 

pour que les coordonnees de M soient e et ¢ devient : 

PF(e,</)) = ~ sinee8Fbcos8. (8.5) 
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Que vaut la constante de normalisation Z? Montrer qu' elle ne differe de la 

fonction de partition canonique que par un facteur multiplicatif independant 

de la force, et qu'on ne cherchera pas a calculer. C'est ce qu'on appelle la 

fonction de partition de configuration, qu' on nommera tout simplement 

fonction de partition clans la suite. 

4. Comment peut on deduire la valeur moyenne < cos() > de la dependance de 

Z clans la force F? Calculer !'altitude moyenne < z >= b <cos()> du point 

M. Donner !'allure qualitative des courbes < z > en fonction de F pour deux 

temperatures T, < T2. 

II. Mesures de forces : mouvement brownien 

[PD] On s'interesse maintenant a une chaine de plusieurs µm de long, qui 

n'est plus un batonnet rigide, mais se comporte maintenant comme un objet 

elastique, dont on va chercher a mesurer l' elasticite. Pour ce faire, on ancre la 

chaine d'ADN d'un cote a une plaque de verre, sur un point origine 0, l'autre cote 

etant attache a une petite bille magnetique sur laquelle on peut tirer a l'aide d'un 

gradient de champ magnetique. Celui-ci cree sur la bille une force verticale F = Fz 
(Fig. 8.2), que nous supposerons constante clans le domaine ou se deplace la bille. 

Le probleme est alors de mesurer cette force, ce que l'on peut effectuer en pratique 

en etudiant le mouvement Brownien de la bille, comme nous allons le voir ici. 

La molecule d'ADN cree une force de rappel radiale Fr(d) qui depend de son 

elongation d de maniere en general non lineaire. La courbe F,.(d), <lite caracteris­

tique force-elongation, est la quantite que l'on cherche a mesurer. On repere la 

position de la bille parses coordonnees r= (x,y,z), comme indique Fig. 8.2. La 

position d'equilibre se situe au point req = (O, O,f) ou e est tel que F = Fr(e). 

1. On s'interesse a des deplacements de la bille de faible amplitude au voisinage 

de cette position d'equilibre. Lorsque la bille est en r = (x,y, e + h), quelle est 

I' expression de la force to tale F101 s' exen;:ant sur elle, au premier ordre clans 

chacun des rapports x/e,y;e,z;e, a l'aide de la fonction Fr(d)? 

2. Montrer que Frot derive d'un potentiel U (Frot = -VU), ou U est un potentiel 

harmonique anisotrope : 

1 2 1 2 2 
U=2k11h +2k1.(X +y ). (8.6) 

Que valent les constantes elastiques k11 et k-1.? 

3. Ce systeme etant a l'equilibre a la temperature T, quelle est la densite de 

probabilite des fluctuations de position r-req = (x,y,h) autour de la position 

d'equilibre? 



8.2 MICROMECANIQUE DE L'ADN 

38µm 40µm 42µm 44µm 46µm 48µm 

0 50 100 150 200 

FIGURE 8.3. Enregistrements de la position de la bille clans !'experience (en 

horizontal : coordonnees x, dont l'echelle se lit en haut de la figure; en 

vertical: coordonnee z, dont l'echelle se lit a droite de la figure), pour cinq 

valeurs differentes de la force appliquee. 

77 

4. Al' aide d'une camera, on enregistre les positions de la bille tous les 1 I 50 s. La 

figure 8.3 montre les nuages de points obtenus pour cinq valeurs de la force 

(de bas en haut: F1 < F2 < F3 < F4 < Fs). Que peut-on dire qualitativement 

de !'evolution des constantes elastiques k11 et k1.? Quelle information cette 

observation nous fournit-elle sur la caracteristique Fr(d)? 

5. Pour chacune de ces forces, on mesure la valeur moyenne du deplace­

ment carre < x2 >. On trouve respectivement, exprime en µm2, < x2 >= 

.63,.30,.11,.025,.008 (pour chacun des nuages de points precedents, de bas 

en haut). Quelles sont les valeurs, en pN, de chacune des forces F1,F2,F3,F4 , 

F5 exercees sur la bille? 
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FIGURE 8.4. Caracteristique force-elongation d'une molecule d'ADN : !es 

points sont les resultats experimentaux obtenus avec differentes molecules. 

Les courbes sont Jes trois courbes theoriques obtenues dans la chaine avec 

maillons independants (voir paragraphed). La figure inseree est un agran­

dissement du regime de basse force. 

III. Un modele simple d'elasticite de l'ADN 

[PD] Les mesures experimentales de la figure 8.4 montrent la caracteristique 

force-elongation mesuree pour une molecule d'ADN contenant 97 000 paires de 

base. La distance entre deux paires de bases consecutives dans cette molecule etant 

de 3.37 A, la longueur maximale de la molecule, lorsqu'elle est completement 

etiree, est Lo= 32.7 µm. 

On modelise cette molecule par un ensemble de N batonnets rigides de 

longueur b, identiques a celui etudie clans la partie I, et librement articules les uns 

aux autres. La chaine est done caracterisee par les N vecteurs r1, . . . , rN, de norme 

egale a b, qui donnent les orientations de chacun des batonnets. Comme clans la 

premiere partie, on choisit un referentiel tel que l'axe Oz soit oriente suivant la 

force, et le vecteur r; est caracterise par les angles e;, </J; en coordonnees spheriques, 

l'angle () etant mesure par rapport a la direction de la force F. L'energie de ce 

systeme en presence de la force exterieure F vaut : 

(8.7) 
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Le systeme est toujours a l'equilibre thermique a la temperature T. 

1. Quelle est la distribution de probabilite de l'ensemble des 2N angles {8;,¢;}? 

2. Calculer les valeurs moyennes des trois composantes r., 1., r. du vecteur r;. 
I I I 

3. Tracer qualitativement la courbe de !'elongation moyenne d de la chaine en 

fonction de la force P appliquee. Montrer que d/ Lo se comporte, a petite 

force, comme 
d 1 Pb 

(8.8) -~--
Lo 3 kT 

et, a grande force, comme : 

d kT 
-c::el--. 
Lo Pb 

(8.9) 

4. D'apres les donnees experimentales a petite force (Fig. 8.4) quelle valeur de 

b devrait-on adopter pour rendre compte correctement de ce regime des 

petites forces ? La Fig. 8.4 montre en traits pleins le resultat de ce modele 

pour trois valeurs de b, respectivement b = 500 A, 1 000 A, 2 000 A ( de haut 

en bas). Qu' en pensez vous ? 

5. Calculer les valeurs moyennes ((r.)2), ((1.) 2), ((r.)2), ainsi que les correla-
' I I 

tions (r.r.), (1. 1.), (r.r.). En deduire, clans ce modele, les fluctuations de la 
I ] I ] I ] 

bille autour de sa position d'equilibre. Comparer aux resultats de la partie II. 

IV. Un modele plus realiste : maillons correles 

[AD] Nous etudions clans cette partie un modele un peu plus realiste de la 

molecule. Celle-ci est toujours representee par une suite de N batonnets rigides, 

reperes par les vecteurs r; tels que lril = b, comme clans la partie III dont nous 

conservons toutes les notations. En revanche l'articulation entre deux maillons 

successifs n'est plus libre : il y a un cout energetique associe au fait que deux 

maillons successifs ne sont pas alignes. L' energie de la chaine en presence de la 

force exterieure F est done : 

[ 
N l N-1 

E = -fl. it r; - ~ it r;.r;+, , (8.10) 

ou K est une energie caracteristique associee a la courbure entre maillons successifs. 

Nous cherchons toujours a calculer l'elongation moyenne de la chaine, d = I,~1 < 

r; >, et nous allons etudier son comportement clans les deux regimes de faible 

force et de grande force. 
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A. Regime de faible force 

1. On regarde tout d'abord le cas ou la force exterieure F est nulle, et on 

denote par (0)0 la valeur moyenne de !'observable O consideree a l'equilibre 

thermique a la temperature T, lorsque F = 0. En utilisant la symetrie de 

l'energie (8.10) par rotation globale de toute la chaine, montrer les identites 

suivantes: 

(r.)o = (l.)o = (r.)o = 0 , 
I I 1 

(8.11) 

et 

(r.r)o = (11.)o = (r.r.)o . 
1 } 1 ] 1 } 

(8.12) 

2. Ecrire I' elongation moyenne. On pourra introduire la partie dominante de 

l'energie Bo = -fz L~11 ~-~+1 qui est independante de la force appliquee. 

Montrer alors en utilisant la question a) que !'elongation moyenne d est 

lineaire en F a petite force, et que 

(!d) = f!_ I<ri.ij)o. 
p F=O 3 i,j 

( 8.13) 

3. On considere deux maillons i et j, avec i < j, et on cherche a calculer la valeur 

moyenne (ri.ij)0 • Montrer d'abord que 

1 I /3K,1,1 b2 d[ij] eb2rj·'j-1 = V(f3K), (8.14) 

ou V(f3K) est une fonction de f3K seulement, independante de fj-J, dont 

on donnera !'expression. L'integrale d[r] denote toujours une integrale sur 

la sphere 11'1 = b, qui s'exprime en fonction des angles (), </J donnant r en 

coordonnees spheriques sous la forme d[r] = b2 sin ()d()d<jJ. 

Montrer que 
· PK "j-1 r, ct 

f IT} · d[r, ] f,·,f,· C b2 L,p=i p,lp+I 
p=t p 1 J 

(ri.fj)O = . pK j-1 

f IT~=i d[rp] eh2 Ip=/p,i'p+I 

( 8.15) 

On regarde maintenant, clans le rapport (8.15), chacune des integrales sur ij 

apparaissant au denominateur et au numerateur. 

On considere l'integrale correspondante N apparaissant au numerateur de 

(8.15): 

1 I d[-:t]-:t -:t IES.t.r.·_1 
N = b2 TJ ri.Tj e bz ' ' • (8.16) 



8.2 MICROMECANIQUE DE L'ADN 

Montrer que cette integrale s'ecrit: 

dV 
N = D-fj-1 d(/JK) 
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(8.17) 

Pour ce faire, on pourra par exemple se placer clans un referentiel ou l'axe 

numero 3 est pris selon la direction de fj-J, et representer fj parses angles en 

coordonnees spheriques clans ce nouveau referentiel ( de sorte que, clans ce 

referentiel, fj = (bsinacos,jt,bsinasin,jt,bcosa), et 0·0-J = b2 cosa). 

En deduire la relation de recurrence reliant la fonction de correlation entre 

maillons i et j ( avec j- i ~ 1) a celle entre maillons i et j-1 : 

(r;.fj)o = (D,fj-1 )o g(/JK) , (8.18) 

ou g(u) = coth(u)- l/u. 

4. Montrer que la fonction de correlation a force nulle, (r;.fj)o, decroit expo­

nentiellement avec la distance entre les maillons. On definit la longueur de 

persistance g par 

(8.19) 

Quelle est l'interpretation physique deg? Donner l' expression generale deg, 

ainsi que son comportement a K grand. 

5. En utilisant les resultats des questions b) et d), calculer le coefficient de 

proportionnalite entre elongation et force a petite force, 8d/8FIF=o, pour une 

grande chaine (N >> 1). Montrer que, lorsque,BK >> 1, l'elongation vaut, 

clans le regime de petites forces : 

B. Regime de grande force 

2 
d c::e -,BF{Lo. 

3 
(8.20) 

[TD] Dans ce regime la molecule est proche de son etat entierement etire, une 

configuration limite caracterisee par r; = ( 0, 0, b). Pour des petites fluctuations 

autour de cette configuration, on ecrit r; = (bx;, ~b2(l -x;)), OU Xi est un vecteur 

transverse sans dimension a deux composantes donnant les fluctuations clans le 

plan orthogonal a la force appliquee F. 

1. Donner l' expression de l' energie de la chaine en term es des coordonnees 

transverses Xi, developpee a l'ordre deux clans les Xi. 
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2. On s'interesse a un morceau de la chaine contenant seulement les maillons 

numerates de 1 a p (la chaine est done coupee apres le maillon p : les maillons 

p + 1 a N n'existent pas), et on fixe le vecteur transverse Xp, alors que taus les 

autres fluctuent, a l'equilibre avec un bain thermique a la temperature T. La 

fonction de partition canonique de ce systeme est appelee Zp(xp). Montrer 

!'equation de recurrence reliant la fonction de partition Zp(Xp) a celle d'un 

morceau de longueur p-1, appelee Zp-1 (xp-1) : 

(8.21) 

ou C est une constante, independante de Xp, qu'on ne cherchera pas a calculer. 

3. On considere la limite ou /JK est grand et f]Fb est petit. En changeant de 

variable d'integration, de Xp-l ail= (xp-Xp-l) {iJK, montrer que !'equation 

de recurrence s'ecrit, a l'ordre dominant, y compris pour Zp-l (xp-l) clans les 

quantites 1 / (/JK) et f]Fb x; supposees petites, sous la forme : 

(8.22) 

ou C' est une constante, independante de Xp, qu'on ne cherchera pas a 
calculer. 

4. Montrer que !'equation de recurrence (8.22) possede une solution de la forme 

Z (_,) -AP _rr.12 
p X - e 2 • (8.23) 

Que vaut a? 

5. On considere clans la chaine complete, comportant done N maillons, le 

maillon numero p (avec 1 < p < N). Pour etudier Xp on integre sur toutes les 

autres variables x 1, ••• ,Xp-i,Xp+I, ... ,xN. Montrer que la densite de probabilite 

de xp s'ecrit: 

_, Zp(xp)ZN-p(xp) 
P(xp) = ------

f dilZp(il)ZN-p(il) 
(8.24) 

Calculer (x;), et en deduire la valeur de !'elongation d/Lo en fonction de la 

force clans ce regime de grande force. Comment la dependance de d/ Lo en 

fonction de F se compare-t-elle au resultat du modele simple etudie clans la 

partie III? 



8.2 MICROMECANIQUE DE L'ADN 83 

6. Supposant toujoursfiK >> 1, montrer que l'elongation dans ce regime s'ecrit 

en term es de la longueur de persistance g definie en ( 8.19) comme : 

d 1 
-=l----
Lo 2~ 

(8.25) 

V. Comparaison avec la courbe experimentale 

On cherche a comparer la courbe experimentale (Fig. 8.5) avec les resultats 

du modele d'une chaine a maillons correles etudiee dans la partie IV. On suppose 

toujours que b est petit, K est grand, mais la longueur de persistance g reste finie. 

1. D'apres les resultats experimentaux obtenus a basse force, quelle valeur deg 

doit on adopter dans le modele ? 

2. La courbe de la figure 8.5 montre la force Fen fonction de l'elongation d/Lo, 
ainsi que, en traits pleins, la courbe 

(8.26) 

avec Po= .078pN. Qu'en pensez vous? Comment ce resultat se compare-t-il 

a l'analyse du modele a grande force et a petite force de la partie IV? 

3. Experimentalement, on peut etirer la molecule a des longueurs d superieures 

a L0 • Dans le regime d - Lo (pour des forces comprises entre 1 et 50 pN), 

on voit sur la courbe experimentale de la Fig. 8.5 que l'elongation varie 

lineairement avec la force. Comment faudrait-il modifier notre approche 

pour rendre compte de ce regime? 
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FIGURE 8.5. Caracteristique force-elongation, en diagramme semi­

logarithmique : !es points sont !es resultats experimentaux obtenus avec diffe­

rentes molecules, la courbe est le trace de la fonction (8.26) avec F0 = .078pN. 
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Percolation 

LE MODELE de percolation 1 est relativement peu enseigne; comme c'est regrettable 

au vu de son inten~t theorique et pratique, nous allons en presenter une breve 

introduction. La percolation est un exemple de transition de phase purement geome­

trique. Donnons deux exemples typiques : 

- On considere un reseau metallique plus ou mains rouille. Soit p la probabilite 

qu'une maille soit conductrice, 1-p qu' elle ne le soit plus. Si le reseau est infini, 

il existe une probabilite critique, p0 telle que sip > Pc, le reseau entier devient 

conducteur. En d'autres termes des que p devient inferieur a Pc (meme de tres 

peu) il ya un changement dramatique: de conducteur, le reseau passe a isolant. 

On considere un melange de limaille de fer et de sucre. Soit q la probabilite 

qu'un grain de matiere soit du fer. Des que q est superieur a un certain qc, ce 

melange devient conducteur. 

Le premier exemple est celui d'une percolation de liens. 11 yen a bien d'autres : 

liaisons telephoniques, approvisionnements, gelification, appartiennent a cette ca­

tegorie. Le deuxieme exemple est une percolation de sites (apparition d'iles en cas 

d'inondations). La distinction n'est pas toujours evidente (propagation d'epidemies, 

de feux de forets ... ). La percolation definit des amas, ensembles de liens actifs (genera­

lement) entre plus proches voisins ou de sites (plus proches voisins) occupes. Dans 

tousles cas on peut definir un parametre de controle (p ou q) et un parametre d'ordre, 

qui est generalement le quotient de la taille du plus gros amas Sm et de la taille du 

systeme S. Dans un systeme infini, le parametre d'ordre croit brusquement de zero a 

des valeurs finies des que le parametre de controle depasse une valeur critique. Des 

que Sm/ S devient non nul, le plus gros amas devient percolant 2, c'est-a-dire qu'il passe 

d'un bord a l'autre du systeme. Juste au seuil de percolation, cet amas a une structure 

fractale: le nombre de sites (ou de liens actifs) de cet amas contenus clans une boite de 

cote R croit comme Rd', ou d' -:f:. d, dimension de l'espace. Par exemple d' = 91/48 a 2 

dimensions et :::, 2.3 a 3 dimensions. On montre egalement que pour la valeur critique 

1 L'ouvrage de base est Introduction to percolation theory, par D. Stauffer et A. Aharony, Taylor and Francis, 

Londres 1994. 
2 On peut montrer qu'il est unique. 
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du parametre de controle, la distribution en taille des fragments obeit a une loi de 

pmssance 
1 

n(s) - ~, 
s 

ou T (comme d') ne depend pas du reseau, mais seulement de la dimension de l'espace: 

T = 187 /91 pour d = 2 et T ~ 2.18 pour d = 3. C'est un exposant universe!, comme 

d'. L' exercice qui suit definit la notion de loi d' echelle et perm et de voir qu'une loi de 

puissance n'a pas d'echelle (voir l'Ex. 9.1). 

Exercice 9.1. On dit d'une loi de distribution p(x) qu' elle n' a pas de loi d' echelle si 

pour tout b il existe une fonction g( b) telle que 

p(bx) = g(b)p(x). (9.1) 

Montrer que seule la loi de puissance verifie cette condition. 

Indication. Faire successivement b = 1 clans l'Eq. 9.1, puis clans sa derivee par 

rapport ab. 

La percolation ne releve pas a proprement parler d'un probleme de mecanique 

statistique (il n'y a pas d'hamiltonien), mais c'est un probleme de physique statistique: 

on ne sait repondre qu'en terme de valeurs moyennes (par exemple combien y a-t-il 

d'amas, ou d'amas de taille donnee s, etc.) quand on effectue (en principe) une infinite 

d' epreuves. 

L'analogue avec le modele d'Ising a champ magnetique nul est frappant: quand,B 

(parametre de controle) devient inferieur a/30 la magnetisation moyenne (parametre 

d'ordre) m s'annule; ici c'est Sm/S qui passe brusquement a O quand p < Pc· Ces 

« accidents » font partie d'une classe generale de phenomenes appeles « transition de 

phase» 3• 

II y a peu de resultats exacts en percolation, sauf bien sur a une dimension. La 

percolation a generalement lieu sur un reseau. On appellera ici z sa coordinence ( elle 

est notee q clans le modele d'Ising), c'est-a-dire le nombre de plus proches voisins d'un 

site donne. 

Exercice 9.2. Percolation de sites sur la droite avec N sites. On negligera les effets 

de bords. 

1. Calculer la probabilite pour qu'un site pris au hasard soit extremite gauche 

d'un amas de taille s. 

3 Du second ordre, pour Jes connaisseurs. 
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2. Calculer la probabilite pour qu'un site pris au hasard soit element d'un amas 

de taille s. 

3. Commenter la somme des probabilites des questions 1 et 2. 

4. Calculer la probabilite qu'un amas tire au hasard ait une taille s. Que vaut s? 

Y-a-t-il un p critique, Pc? (Par« au hasard » on signifie ici qu' on a choisi de 

fa<;:on equiprobable un amas parmi tous les amas, independamment de sa 

taille par exemple. Ce ne serait pas le cas si on avait choisi l'amas en tirant au 

hasard un de ses sites.) 

9.1 Modele de Bethe 

Ce qui rend les calculs de percolation compliques sont les boucles qui apparaissent des 

que p est suffisamment grand. Le modele de Bethe utilise un reseau en arbre de Caley 

dessine sur la Fig. 9.1 les evite. C'est une generalisation de la percolation a ld. 

FIGURE 9.1. Arbre de Caley avec une coordinence z = 4 et un nombre de 

generations n = 3. 

11 est facile de montrer (Cf. Ex. 9.3) que le nombre de sites total de ce reseau est 

z(z-1) 11- 1-2 
N= , 

z-2 
(9.2) 

si n est le nombre de generations ( cette formule est encore vraie, par continuite, pour 

z = 2). Le nombre de sites a la surface Ns est z(z-1) 11- 2, done a la limite N - oo 

(qui implique n - oo ), le quotient du nombre de sites en surface et en volume est 

Ns/N - (z-2)/(z- l), independant de N. 

Dans un reseau lineaire, carre ou cubique de dimension caracteristique R, ce 

rapport depend de la dimension d de l' espace. En effet, le nombre de sites total est 

proportionnel au volume V, lui-meme proportionnel a Rd, le nombre de sites de 

surface est en Rd-I, et l'on a done: 

Ns v-1 
-- d 
N 
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A la limited~ oo, Ns devient proportionnel a N, comme clans l'arbre de Caley. Voila 

pourquoi l'arbre de Caley est qualifie de modele ad infini. 

Exercice 9.3. Demontrer l'Eq. 9.2. 

Exercice 9.4. [AD] On cherche a calculer la probabilite critique Pc de percolation 

de sites clans le modele de Bethe. 

1. Calculer le nombre moyen de chemins reliant un site deja occupe a un site 

de la generation suivante. 

2. En deduire le nombre moyen de chemins reliant un site deja occupe a un site 

de la nieme generation suivante. 

3 E "d' I 1· . 1 . n cons1 erant a 1m1te n ~ oo, montrer que Pc = --. 
z-1 

9.2 Percolation en champ moyen 

Considerons une percolation de liens de parametre p. On veut calculer la probabilite Pi 

qu'un lien issu du site k fasse partie de l'amas percolant. Nous allons calculer de deux 

fac;:ons differentes la probabilite qu'un lien issu d'un site i arbitraire ne fasse pas partie 

de l'amas percolant. D'une part, c'est evidemment I-Pi. D'autre part, ce lien ne fait 

pas partie de l'amas percolant si et si seulement il n'est relie a aucun site faisant partie 

de cet amas. Soit j(i) les indices des sites voisins du site i. La probabilite pour qu'il 

en soit ainsi est 1-pPj pour tousles sites j(i). Et done si on suppose ces probabilites 

independantes (approximation du champ moyen) 

I-Pi= n (1-pPJ 
j(i) 

Les sites jouant des roles equivalents, Pi ne depend pas de i et done on peut ecrire 

1-P = (l-pP)2, (9.3) 

ou z (la coordinence) est le nombre de plus proches voisins de chaque site. L'Eq. 9.3 est 

une equation auto-coherente (selfconsistent, en anglais) 4 . 

4 C'est !'analogue de !'equation du modele d'Ising en champ moyen (voir !'Ex. 7.12 ) qui donne la 

magnetisation : 

m = tanhj3(Jqm + B). 
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Exercice 9.5. 

1. Donner une solution graphique de l'Eq. 9.3. En deduire Pc· 

2. Dessiner pour z = 3 la courbe P(p) 

3. Montrer que la courbe P(p) est d'autant plus raide que zest grand. 

9.3 Exemple de renormalisation 

L'universalite et l'invariance d'echelle (notions qui s'appliquent a bien d'autres sys­

temes physiques que la percolation) vont donner naissance a la theorie du groupe 

de renormalisation developpee par Kenneth Wilson, qui a partir des annees 1970 va 

bouleverser la physique theorique. L'invariance d'echelle, qui n'existe que pour p = Pc, 
signifie que si l'on considere une fraction seulement de l'amas percolant et qu'on 

l'agrandit pour retrouver les dimensions de l'image originale, les deux figures sont 

similaires (les plus gros amas percolent et leur dimension fractale est la meme). La 

theorie de la renormalisation fournit une procedure pour evaluer Pc· Elle sort du cadre 

de cet ouvrage. Nous nous contenterons d'une illustration intuitive. 

RF=l 
LJ~ 
R~~ 
~~~ 

~ 
~ 

p' (l-p/ 

FIGURE 9.2. «Decimation» d'un quarteron de sites de probabilite d'occupa­

tion p. 

On considere une percolation de sites sur un reseau carre et l' on choisit une 

probabilite p d'occupation des sites. On <lira que le reseau percole s'il existe un chemin 

forme de sites voisins passant du cote gauche au cote droit. L'idee est alors de regrouper 

les sites par paquets, et de remplacer chaque paquet par un supersite occupe avec une 

probabilite egale a la probabilite que le paquet soit percolant. Considerons par exemple 

des paquets de 4 sites formant carre. La probabilite p1 qu'un paquet soit percolant de 

gauche a droite s'obtient en considerant tousles cas favorables, cf. Fig. 9.2. On a done: 

p, = 2p2(1-p)2 +4p3(1-p) + p4 = p2(1-p)2 = f(p) 

On considere maintenant un nouveau reseau carre compose de supersites occupes 

avec cette nouvelle probabilite p1• Ce reseau contient evidemment 4 fois moins de sites 
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que le reseau initial : on <lit qu' on a procede a une "decimation". On peut reiterer la 

procedure sur ce nouveau reseau, car il est semblable au reseau initial. Les nouveaux 

supersites auront une probabilite d'occupation P2 obtenue par la meme equation (9.5) 

en changeant pen Pi et Pi en p2• En poursuivant la procedure de decimation, on 

trouve: 

Pn+i = f(Pn) 

avec, au bout d'un certain nombre de decimations, un seul supersite occupe ou pas 

(puisque qu'on part d'un reseau fini), cf. Fig. 9.3 . 

. • . . . . . • 
0 0 0 0 

• • • • • • • • 
• . • • • • • • 0 0 0 0 

0 0 0 0 . . . . . . . . . . 0 0 0 0 

-----. . . . . . . . 0 0 0 0 
0 0 0 0 • • 

• • • • • • • • 0 0 0 0 

• • • . . . . . 
0 0 0 0 . . . . . . . . 

FIGURE 9.3. Sur ce reseau carre, chaque decimation divise le nombre de sites 

par 4. On est parti d'un reseau de 64 sites noirs a un reseau de 16 supersites 

blancs, puis 4 supersites (noirs) et finalement un seul supersite. 

Nous allons voir a present que l'un des points fixes de cette transformation 

donne une approximation de Pc· En effet, ces points fixes sont solutions de !'equation 

p* = f(p*). Les valeurs p; = 0 et p; = 1 sont des points fixes stables, et p; = 0, 5( VS-1)"" 

0, 618 est un point fixe instable 5. Cela signifie que si l' on demarre avec une valeur de p 

legerement inferieure a p;, les decimations successives vont conduire a un supersite 

unique non occupe, done non-percolant, alors que si l'on demarre avec une valeur de 

p legerement superieure a p;, elles conduiront a un supersite occupe, done percolant. 

On voit que p; est une valeur critique qu'on peut penser proche de Pc· En fait, la 

valeur 0,618 approche a 4% le resultat de simulations sur des reseaux gigantesques 

(Pc= 0,59275). On aurait ameliore le resultat (0,609) en groupant !es sites 9 par 9 (en 

groupant taus les sites, on obtient le resultat exact!). 

On comprend pourquoi on trouve p; > Pc : la procedure choisie exige que chaque 

paquet soit percolant de gauche a droite. Or l'amas percolant exact peut tres bien 

contenir des paquets qui percolent vers le haut ou vers le bas avant de reprendre la 

direction gauche-droite. 

5 On calcule la position de lf'(p')I par rapport al, voir l'appendice mathematique. 
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Exercice 9.6. Percolation de sites sur un reseau triangulaire. On considere un 

reseau plan dont les sites sont disposes sur des triangles equilateraux. Faire la 

decimation en rempla<;:ant chaque triangle par son centre de gravite. Quelle valeur 

de Pc trouve-t-on? 
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Matrices aleatoires 

H ISTORIQUEMENT, les matrices aleatoires ont ete introduites en 1955 par Eugene 

Wigner pour rendre compte de la distribution statistique des niveaux d'energie 

de noyaux atomiques. Par diffusion de neutrons on met en evidence des millions 

d'etats excites qu'il est illusoire (et sans interet) de vouloir decrire un par un. On 

s'interesse plutot aux proprietes statistiques du spectre. L'idee est de remplacer la 

matrice hamiltonienne (inconnue) decrivant ces etats par un ensemble de matrices 

dont les elements sont des variables aleatoires. Les proprietes statistiques des niveaux 

d'energie seront alors celles des valeurs propres de ces matrices. Cette demarche est 

analogue a celle de la mecanique statistique traditionnelle ou on renonce egalement a 
la description detaillee des microetats au profit d'hypotheses probabilistes generales. 

De meme qu'en mecanique statistique, ces hypotheses doivent verifier les lois de 

conservation, de meme les matrices aleatoires doivent, suivant les problemes, respecter 

des symetries. Le parallele avec l'Ex. 2.1, ou l'on a derive la distribution maxwellienne 

des vitesses a partir des seules considerations de symetrie et d'homogenei:te est frappant. 

Dans ce qui suit, nous considererons des matrices reelles symetriques 1, invariantes par 

rotation. Nous nous limiterons meme au cas de matrices 2 x 2 qui permet un calcul 

explicite et donne une image de la situation a dimension superieure. 

Exercice 10.1. [ADJ On considere l'ensemble des matrices 2 x 2 reelles et symet­

riques 

H=(: : ) 
ou on suppose que a, b et c sont des variables aleatoires independantes dont on va 

determiner les lois de probabilite, Pa(a), Pb(b) et P,(c). On appelle P(H) la densite 

de probabilite conjointe de tirer a, b et c. L'independance implique 

P(H) = Pa(a) Pb (b) Pc(c). ( 10.1) 

1 Pour que l'energie soit reelle. 
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0.4 
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FIGURE 10.1. Distribution integree de Wigner. 

1. Montrer en calculant lim11_, 00 R11 que la matrice 

R=( ~ 7) 
e 

definit une rotation elementaire. On pourra poser E = - . 
n 

2. Ecrire la nouvelle matrice H' obtenue apres une rotation elementaire. De 

l'egalite P(H) = P(H'), deduire la forme des lois de distribution de a, bet c. 

3. On appelle ,1± les deux valeurs propres de H, et s leur difference. De la 

connaissance de la loi de distribution de H, deduire celle des. 

4. La Fig. 10.1 presente des resultats experimentaux relatifs a la statistique 

des niveaux d'energie du spectre de Rydberg d'atomes de Rubidium sous 

fort champ magnetique (H. Held et al., Europhys. Lett. 43, p. 392, 1998). 

Plutot que la distribution des ecarts, les auteurs ont represente la distribution 

integree, c'est-a-dire is P(s') ds' (en effet la croissance lineaire a petits qui 

differencie la distribution de Wigner de la Maxwellienne se voit beaucoup 

mieux sur l'integrale). Montrer que les resultats de la question 3 permettent 

de retrouver le comportement des donnees experimentales. 
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Fluides quantiques 

DANS LE CADRE de la mecanique classique, le gaz parfait est un systeme modele 

qui rend assez bien compte des gaz reels a haute temperature et/ou a basse 

densite. 11 a de plus la vertu de permettre de construire analytiquement les variables 

thermodynamiques macroscopiques a partir des variables microscopiques. Les gaz 

parfaits quantiques ont une richesse supplementaire, car les particules quantiques, des 

!ors qu'elles sont identiques, ne s'ignorent jamais tout a fait: le principe de Pauli induit 

des correlations inexistantes clans le cas classique. La pression qui s'exerce clans un 

gaz de fermions a temperature nulle est un exemple de cette richesse, qui a frappe les 

physiciens des la mise au point de la nouvelle mecanique en 1925. Ainsi R.H. Fowler, 

en 1926, anticipe que cette pression quantique peut contrebalancer la tendance a 
l'effondrement gravitationnel et stabiliser certaines etoiles. La condensation de Bose­

Einstein fournit un autre exemple remarquable, puisqu'il s'agit d'une transition de 

phase en !'absence de toute interaction entre bosons. 

Nous allons considerer divers types de constituants : fermions, bosons, photons et 

gaz d'excitations elementaires clans !'helium liquide. Ce dernier cas est representatif 

d'une demarche generale clans la physique de la matiere condensee : remplacer des 

particules en interaction par un gaz de quasi-particules (Ies excitations elementaires du 

systeme) independantes. 

Les photons et les excitations elementaires ont ceci en commun qu'il s'agit de 

bosons dont le nombre n'est pas fixe et leur potentiel chimique est nu!. Formellement, 

le traitement mathematique des deux cas est semblable, si ce n' est I' existence de deux 

etats de polarisation pour les photons. 

Nous nous placerons clans le cas ou le spectre des etats accessibles aux particules 

est fixe. Rappelons que les nombres moyens d'occupation des etats s'ecrivent: 

n; 

n; 

1 
clans le cas des fermions 

ef3(E;-µ) + 1 
1 

clans le cas des bosons, 
ef3(E;-µ) -1 

ou /3 = 1 / kb T, E; designe I' energie d'un etat a une particule etµ le po ten ti el chimique. 

Souvent, les particules seront confinees clans une boite de volume fixe. Les condi­

tions de continuite des fonctions propres de l'hamiltonien imposent alors qu' elles 
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s'annulent sur les bards de la boite. Mais il est aussi interessant d'identifier les bards 

opposes: on impose alors que les fonctions d'onde y reprennent les memes valeurs. 

Du coup, l'hamiltonien commute avec l'operateur impulsion, generateur des transla­

tions, et les fonctions propres sont de simples exponentielles imaginaires, beaucoup 

plus simples a manipuler. On montre que les deux types de conditions aux limites 

conduisent, pour le systeme a N particules, a des proprietes de surface differentes, mais 

a des proprietes de volume identiques, a la limite ou N est grand. 

Nous nous interesserons particulierement, clans cette premiere partie, aux effets de 

dimensionalite, en illustrant les resultats theoriques par des analyses de donnees expe­

rimentales prises clans des champs varies de la physique : physique nucleaire, physique 

de l'helium liquide, condensats de Bose d'atomes froids, geophysique, astrophysique. 

Exercice 11.1. [Eta ts clans une boite J On considere une boite de potentiel a murs 

infinis. Autrement <lit, le potentiel auquel sont soumises les particules est infini en 

dehors de la region : 

ou il est nul. 

O<x<a 

O<y<b 

0 < z < c, 

1. Donner I' expression des fonctions prop res normalisees de l'hamiltonien 

correspondant. On pourra poser V = abc. 

2. Au lieu d'imposer que les fonctions d'onde s'annulent aux bards, exigeons 

a present une condition de periodicite. Cela revient a refermer I' espace sur 

lui-meme: identifier l'abscisse x = 0 avec l'abscisse x = a, l'ordonnee y = 0 

avec l'ordonnee y = b, la cote z = 0 avec la cote z = c. 

Comment s'ecrivent clans ces conditions les fonctions d'onde individuelles? 

Qu'en resulte-t-il pour la quantification des etats? 

I 1.1 Gaz de Fermi a temperature nulle 

Exercice 11.2. [PD] [Gaz de Fermi a temperature nulle.J 

1. On place N fermions clans la boite et l'on s'interesse a l'etat fondamental du 

systeme. Comment s'ecrit la densite de matiere p(x,y,z)? Comment s'ecrit la 

densite d'energie r(x,y,z)? On designera par g la degenerescence eventuelle 

des niveaux (spin et/ou isospin). 
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2. En utilisant Jes identites 

sin2 x = ~ [ 1 - cos 2x], 
2 
1 

COS2 X = - [ 1 + COS 2X), 
2 

97 

donner !'expression de la partie non fluctuante de p(x,y,z) et de r(x,y,z), 

soit respectivement p et T. 

3. En rempla<;:ant Jes sommes discretes sur Jes nombres quantiques par des 

integrales clans l'espace des moments, montrer que l'on a: 

p = _f_k3 et T = ~pep, 
6JT2 F 5 

n2 
ou ep = -k} designe l'energie de Fermi, c'est-a-dire l'energie maximum des 

2m 
etats occupes; kp est le moment de Fermi correspondant. 

4. On peut retrouver Jes expressions ci-dessus en partant des fonctions d'onde 

obtenues en imposant des conditions periodiques aux limites de la boite. 

Montrer qu'on obtient bien, pour la densite et la densite d'energie du systeme, 

Jes memes relations que precedemment. 

5. Determiner !'expression de la pression qui regne au sein de la boite. 

6. Calculer le moment de Fermi des electrons clans un metal, et des nucleons 

clans la matiere nucleaire. 

On rappelle que la densite du cuivre est de 8,9 et que sa masse atomique est 

environ 64. En moyenne, un electron par atome participe a la conduction 

electrique. 

On rappelle egalement que la densite de la matiere nucleaire est d'environ 

2, 7 x 1014 g.cm-3, et que I' energie de masse d'un nucleon est d' environ 940 

MeV. 

7. Decrire qualitativement, en terme d'occupation des etats individuels, un etat 

excite du systeme. On introduira la densite de niveaux individuels a l'energie 

de Fermi: ·· 

dN' d(ep) = -
de E=Ep 

(11.1) 

On va etudier Jes effets de taille finie clans la distribution de matiere et de vitesse 

pour un gaz parfait clans le cas le plus simple: celui d'un gaz parfait de fermions a ld 

et a temperature nulle. 
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Exercice 11.3. [AD] On considere un systeme de fermions non interagissant et 

a temperature nulle clans une boite a ld de longueur a. On s'interesse a la fa<yon 

dont la densite de matiere p(x) et la distribution des moments n(k) tendent vers 

leur limite thermodynamique. 

Soit N le nombre d' etats occupes et v la degenerescence de spin et d'isospin 

(par exemple 2 pour les electrons, 4 pour les nucleons clans les noyaux atomiques). 

1. Ecrire les fonctions d'onde </Jz(x) et calculer la densite de matiere 

N 

p(x) = v I<Pf(x). 

I=! 

Que se passe-t-il a la limite N - oo? 

2. Calculer la transformee de Fourier des fonctions d' onde 

Verifier leur continuite. Ecrire 

a l' aide des fonctions 

N 

n(k) = v I l¢1(k)l2 

I=! 

. N z2 
ft'l-"-­

N - LJ (12- a2k2 )2' 
1=1 n2 

ou p (respectivement i) signifie que la somme est eventuellement limitee aux 

valeurs paires (respectivement impaires) de l. 

3. Calculer 
CX) l2 

f (x)= "-­
LJ(l2-~)2· 
I= I n2 

Indication. On pourra s'aider du developpement suivant 

(11.2) 
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4. On posera kp = rrN, moment de Fermi qui correspond a l'energie de la 
a 

derniere particule ajoutee a la boite. On posera K = fi. Donner les developpe-

ments de fN(ak) pour K « 1 et K » 1. 

1 
5. En remarquant que Jt(x) = ·;/~ (x), ecrire les developpements de n(K) clans 

les deux cas limites. Commenter ces resultats. 

11.2 Gaz de Fermi a temperature finie 

Nous avons anticipe, a la fin de l' exercice sur le gaz de Fermi a temperature nulle, 

que la thermodynamique de basse temperature devait etre gouvernee par la densite de 

niveaux individuels a l'energie de Fermi. 

Le but de ce qui suit permet de montrer qu'il en est bien ainsi, et de mettre l'accent 

sur les effets de dimensionalite : la densite de niveaux ne se comporte pas de la meme 

fayon, en fonction de l'energie, a deux et a trois dimensions. Cela a des consequences 

qualitatives surprenantes ... et mesurables. 

Pour illustrer la pertinence des resultats obtenus ici, nous analyserons les donnees 

empiriques relatives a deux systemes physiques : les resonances de neutrons clans les 

noyaux atomiques, comme exemple de systeme a 3 dimensions; les etats de surface 

de l'helium-3 a la surface de l'helium-4 liquide, comme exemple de systeme a deux 

dimensions. 

Mais clans un premier temps, nous allons etablir une expression utile de l'entropie 

en fonction des nombres d'occupation, et determiner les proprietes thermodynamiques 

a basse temperature. 

11.2.1 Trois dimensions 

Exercice ll.4. [AD] [Gaz parfait de fermions] On rappelle que clans !'ensemble 

grand-canonique, le grand potentiel, ou potentiel de Gibbs, s'ecrit 

avec 

Zg = IT; [ 1 + !(µ-€;)], 

et que l'entropie est definie comme 

an 
S=-­ar· 

( 11.3) 

(11.4) 
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1. En deduire que pour des fermions sans interaction 

S =-k .L [n; log n; + (1-n;) log(l-n;)], (11.5) 

OU 
1 

n·=----
1 1 + d3(E;-µ)' 

(11.6) 

2. Inversement, la coherence de la physique statistique et de la thermodyna­

mique macroscopique peut se verifier en prenant l'Eq. 11.5 comme definition 

de l' entropie d'un ensemble de fermions. Montrer que la maximisation de S, 

sous contrainte d'une energie et d'un nombre de particules fixe en moyenne, 

conduit bien a la distribution de Fermi-Dirac pour les nombres d'occupation. 

3. Ecrire les relations implicites qui lient le potentiel chimique et l'energie d'un 

gaz parfait de fermions a sa temperature. 

4. Deduire la relation : 
SE µN 

S=----
3T T' 

(11.7) 

5. On se place desormais a basse temperature. A l'aide du lemme de Sommerfeld, 

donner les developpements au second ordre du potentiel chimique et de 

l' energie du gaz. 

6. Determiner l'expression de la chaleur specifique a volume constant en fonc-

. d 1 d . 'd . ' . 1 'l'' . d F · d( ) dN t10n e a ens1te e mveaux a une partlcu e a energ1e e erm1 Ep = -d • 
Ep 

7. En deduire les developpements a basse temperature de l'entropie du gaz, de 

son energie et de son energie libre. Verifier que l' on obtient le meme resultat, 

pour l' entropie, en partant de la relation etablie a la deuxieme question. 

8. En deduire egalement l'expression de la densite d'etats a N particules. 

I 1.2.2 Deux dimensions 

Exercice 11.5. [PD] Un ensemble de fermions identiques sans interaction sont 

confines clans une boite de dimension 2, a la temperature T. 

1. Determiner la densite de particules, et montrer que le potentiel chimique est 

independant de la temperature. Donner l'expression de la densite de niveaux 

individuels a l' energie de Fermi. 
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2. Determiner l' expression de la densite d' energie cinetique, et effectuer le 

developpement de basse temperature. 

3. En deduire les developpements de basse temperature de la chaleur specifique, 

de l'energie et de l'energie libre du systeme. 

4. En deduire l'expression de la densite d'etats a N particules. 

11.3 Magnetisme de Pauli 

Exercice 11.6. [PD] On considere un ensemble de fermions de spin 1/2 possedant 

un moment magnetique M associe a leur spin. Ces particules, sans interaction, 

sont soumises a un champ magnetique B. Chaque etat se trouve dedouble selon 

que le moment magnetique s'oriente de fa<;:on parallele ou opposee au champ. 

1. Calculer la magnetisation du systeme a la temperature T en fonction du 

champ applique, lorsque les particules sont confinees clans une botte a trois 

dimensions. 

2. Meme question lorsque les particules sont confinees clans un espace de 

dimension 2. 

I 1.4 Condensation de Bose-Einstein 

Un gaz parfait de bosons de masse non nulle, confines clans une boite, subit a basse 

temperature le phenomene de condensation. A une temperature donnee, si l' on 

augmente le nombre de particules clans la boite, au-dela d'une certaine densite, 

ces particules s'accumulent clans l'etat fondamental. De fa<;:on equivalente, a densite 

constante, mais au-dessous d'une temperature critique, les particules s'accumulent 

clans l'etat fondamental: c'est la condensation de Bose-Einstein. Elle fut proposee pour 

la premiere fois par Albert Einstein en 1925, apres que le physicien indien Satyendra 

Nath Bose lui eut fait parvenir un article clans lequel il developpait une nouvelle fa<;:on 

de calculer la loi de rayonnement d'un corps noir. Einstein, en generalisant a toute 

particule materielle le traitement statistique que Bose avait utilise pour les photons , 

mit en evidence le phenomene de condensation. Le terme est introduit par analogie 

avec la liquefaction obtenue par compression isotherme d'un gaz classique : « il se 

produit une separation, ecrit Einstein clans l'article original 1, une partie se condense, 

1 Albert Einstein, physique, philosophie, politique, textes choisis et commentes par F. Dalibar, p. 434, Ed. 

Seuil. 
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le reste demeure un gaz parfait sature ». Dans cet article, Einstein discute la possibilite 

d'appliquer sa theorie du gaz sature aux electrons des metaux. On ne savait pas encore 

que les electrons n'obeissent pas a la statistique de Bose-Einstein, mais a celle de Fermi­

Dirac, laquelle ne fut proposee que deux ans plus tard, apres que Pauli eut formule son 

principe d' exclusion. 

La possibilite de cette condensation s'explique ainsi. Soit n0 le nombre d'occupation 

de l'etat fondamental qu'on peut toujours prendre comme origine de l'energie. On sait 

qu'alors 
1 

n ----o - e-f3µ _ 1) 

ou le potentiel chimique µ est determine par une equation exprimant la conservation 

du nombre de particules. Si cette equation admet une solutionµ = 0, alors no diverge. 

C'est le cas de bosons pieges dans une boite a 3d. On verra que c'est aussi le cas dans 

un piege harmonique a deux et trois dimensions. 

II faut noter que la condensation n'a pas lieu avec les photons, car leur nombre 

n' est pas fixe : si, a temperature constante, on change le volume d'un gaz de photons, 

leur nombre diminue en proportion. 

La premiere realisation de la condensation de Bose-Einstein a ete obtenue en 

1995, 70 ans apres sa prediction theorique, avec des atomes de rubidium et de sodium 

refroidis dans un piege magnetique 2. 

Dans le cas d'un gaz parfait, on s'attend ace que des comportements quantiques 

apparaissent lorsque la longueur thermique : 

h 
Ath = ---;:=== 

..,/2nmkbT 

devient comparable a la distance moyenne entre particules. La longueur d'onde Ath 

augmente lorsque la temperature diminue, et la distance moyenne est reliee a la densite 

de particules n. La condition s'ecrit done n,l;h ~ 1. La theorie precise indique que la 

condensation d'un gaz parfait de bosons a lieu lorsque : 

n,l;h ~ ((1,5) ~ 2,612, 

ou ( designe la fonction de Riemann. 

Experimentalement, la condensation de Bose-Einstein n'est pas realisee dans une 

boite : les bosons sont confines par des champs magnetiques. Les progres decisifs 

2 Elle a valu a Eric Cornell et Carl Wieman (Boulder, Colorado), d'une part, et Wolgang Ketterle (MIT), 

d'autre part, le prix Nobel de physique en 2001. 
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effectues clans les techniques de refroidissement 3 permettent depuis 1995 d'obtenir 

des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux clans des potentiels harmoniques 

anisotropes. Dans l'exercice qui suit, nous analysons le phenomene de condensation 

clans un tel environnement. Les donnees experimentales permettent de plus de mettre 

en evidence des effets d'interaction entre atomes clans la phase condensee. L'equation 

de Gross-Pitaevskii (GP) fournit un outil a la fois simple et precis pour aller au-dela 

du modele du gaz parfait et tenir compte de ces effets. Il s'agit d'un domaine tres actif 

de la physique. 

Exercice 11.7. [DJ [Condensation de Bose-Einstein d'atomes froids] On considere 

un gaz de particules materielles bosoniques indiscernables non relativistes clans un 

potentiel de piegeage harmonique anisotrope : 

1 '"' 2 Vext = -m LJ w;r;. 
2 . 

1=1,2,3 

Le gaz est a l'equilibre thermodynamique, et l'on se place clans l'ensemble grand­

canonique pour le decrire. On designera par T la temperature etµ le potentiel 

chimique. 

I. Cas du gaz parfait 

Dans un premier temps, on neglige toute interaction entre les particules. 

1. Rappeler l'expression des energies des etats accessibles. 

2. Donner, sous la forme d'une somme discrete, l'expression du nombre N' de 

particules clans les eta ts excites, c' est-a-dire en dehors de l' etat fondamental 

du piege qu' on prendra comme origine des energies. Montrer que N' est 

majore par l'expression obtenue en fixant le potentiel chimique a 0, soit N;nax· 

3. Que se passe-t-il lorsque N devient plus grand que N;,zax? 

4. Dans la limite kb T > > nw;, on peut calculer approximativement N;nax en 

remplai;:ant les sommes discretes sur les nombres quantiques par des inte­

grales. 

(a) Exprimer le resultat en fonction de T et dew, moyenne geometrique 

des trois pulsations. 

3 !ls ont valu a Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji et William D. Phillips le prix Nobel de physique en 

1997. 
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TABLE 11.1. Fraction d'atomes clans le condensat en fonction de T /T,(N). 

T /Tc(N) No/N 

0,52 0,84 

0,63 0,70 

0,65 0,58 

0,69 0,52 

0,78 0,42 

0,84 0,30 

0,90 0,16 

0,93 0,06 

0,99 0,01 

On montrera (ou on admettra) que: 

l oo loo loo 1 du1 du2 du3 + + ={(3)=1,202 ... 
o o o eu, u2 113 - 1 

(b) En deduire !'expression de la temperature critique de la formation d'un 

condensat, Tc(N), pour N fixe. 

A.N. : Calculer Tc pour un gaz de 106 atomes clans un piege avec 

w1 = w2 = 2rr x 100 Hz et W3 = 2rr x 20 Hz. 

(c) On se place a une temperature inferieure a la temperature critique. 

Donner !'expression de la fraction N 0 /N d'atomes dans le condensat en 

fonction de T/Tc(N). 

(d) Une equipe americaine a Boulder (Colorado), en utilisant des atomes de 
23 Na, a mesure la fraction clans le condensat, cf. Table 11.1. Comparer 

avec la prediction theorique. 

II. Les interactions sont-elles negligeables? 

Dans la suite, on considere le cas des tres basses temperatures ou la fraction 

d'atomes hors du condensat peut etre negligee. Dans ces conditions on peut se 

placer a T = 0 et admettre que le nombre total de particules N coi:ncide avec le 

nombre de particules clans le condensat N0 • 

1. On coupe brutalement le potentiel de piegeage, on laisse le gaz se detendre et 

on mesure son energie cinetique d'expansion Eexp· 

Calculer Eexp pour un gaz parfait a T = 0 en fonction de N et des frequences 

Wi, i = 1,2,3 du piege harmonique. 
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TABLE 11.2. Energie d'expansion par particule E,xp/N, en Joule, en fonction 

deN. 

N 

0,67x 105 

0,13X 106 

0,1 lx 107 

0,13X 107 

0,28x 107 

0,33X 107 

0,39x 107 

0,43x 107 

0,33X 10-3o 

0,46x 10-30 

0,1 lx 10-29 

O,llx 10-29 

0,17x 10-29 

0,18x 10-29 

0,19X 10-29 

0,20x 10-29 

105 

2. Une equipe du MIT (Boston) a mesure Eexp/N en fonction de N, cf. Table 

11.2. Comparer avec la prediction du gaz parfait. 

III. L'equation de Gross-Pitaevskii (GP) 

On sait que !'interaction entre deux atomes de sodium, a basse energie, est 

repulsive. La vitesse relative de deux atomes etant petite, seule la diffusion en 

onde s intervient, et celle-ci est caracterisee par une longueur de diffusion a. Dans 

ces conditions, on peut representer le potentiel d'interaction par un potentiel de 

contact, 

( I ) ( I) 47f'n2 
Vlr-rl =gor-r avecg=--a. 

m 

Une bonne approximation des effets des interactions peut etre obtenue en conside­

rant une fonction d'onde factorisee (comme clans le cas d'un gaz parfait): 

ou ¢ et I{! sont normalises a l'unite. On peut montrer alors que l'energie totale 

s'ecrit comme une fonctionnelle de¢: 

1. En minimisant cette fonctionnelle par rapport a ¢, montrer que la fonction 

¢(r) est solution d'une equation de Schrodinger non lineaire: 

[-:: /',,. + Vexr + (N - l)gl¢(r)l2] ¢(r) = A¢(r), 
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ou ,l designe le multiplicateur de Lagrange associe a la contrainte de nor­

malisation de la fonction ¢. On pourra se limiter au cas ou ¢ est reel. Cette 

equation a ete proposee en 1959 par Eugene P. Gross et Lev Pitaevskii clans le 

cadre de la physique de l'helium superfluide. 

Montrer que ,l s'identifie au potentiel chimique du condensat µ. 

Lorsqu'on coupe le potentiel de piegeage, l'energie cinetique d'expansion du 

gaz a deux origines: l'energie cinetique de localisation quantique, associee a 

la taille du condensat et deja consideree clans le cas du gaz parfait, et l'energie 

potentielle liee aux interactions repulsives entre atomes, Eint· La premiere 

est proportionnelle a N, la seconde, comme on va le voir, a une puissance 

de N plus grande que un. Pour un condensat comportant un grand nombre 

d'atomes, c'est done le terme d'interaction qui domine. 

Pour evaluer ce terme, on peut partir de l'approximation de¢ obtenue en 

negligeant le terme cinetique clans l'equation GP (approximation <lite de 

Thomas-Fermi). 

2. Montrer que, clans cette approximation, la densite volumique du gaz p(r) = 

Nl¢(r)l2 s'ecrit: 

p(r)=f::..(1- I rt] 
g i=t,2,3 Ri 

ou R; s'exprime en fonction deµ, met w;. 

r; 
avec - < l, 

R; 

3. Quelle est la forme geometrique du condensat? 

4. Determiner la relation entre N etµ. On pourra effectuer le changement de 

variables: 
r; 

u;=-. 
R; 

5. Determiner l'expression de l'energie d'interaction par atome en fonction de 

µ, puis en fonction de N. Comparer cette dependance a celle extraite des 

donnees experimentales. Conclusion? 

I 1.5 Gaz de Bose a deux dimensions 

Dans une boite a deux dimensions, la condensation de Bose-Einstein n'a pas lieu. En 

revanche, clans un piege harmonique a deux dimensions, elle a bien lieu. C'est ainsi que 

la transition de Kosterlitz-Thouless, c'est-a-dire l'apparition de la superfluidite, a pu 

etre observee en 2006 avec des condensats d'atomes froids clans des pieges harmoniques 

bi-dimensionnels. 
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Exercice 11.8. [DJ [Gaz de Bose a 2 dimensions] 

1. On considere un ensemble de N bosons de masse m confines clans une boite 

a deux dimensions de surface S. 

(a) Donner, sous forme d'une integrale, !'expression de N en fonction du 

potentiel chimique µ. On posera z = e-/Jµ. 

(b) L'integrale obtenue est analytique, ce qui perm et d' exp rimer N en fonc­

tion de z. Montrer graphiquement qu'a chaque valeur de N correspond 

une valeur de z, done deµ, bien definie. En deduire que la condensation 

de Bose-Einstein n' a pas lieu. 

2. Ces N bosons sont maintenant pieges clans un potentiel harmonique a deux 

dimensions : 
1 '\' 22 

Vext = -m L..i wi ri. 
2 . 

1=1,2 

Montrer, en calquant le raisonnement sur le cas a trois dimensions, que la 

condensation a lieu pour une temperature critique donnee par : 

2 k2y2 
N= 1!.___b_c_ 

6 (1iw) 2 ' 

ou w designe la moyenne geometrique des pulsations w 1 et w2• 

11.6 Un peu de lumiere sur le rayonnement fossile 

Exercice 11.9. [AD] [Rayonnement fossile] On considere un gaz de photons a 

la temperature T, contenu clans une boite cubique d'arete L. On rappelle qu'un 

photons de nombre d'onde k et de pulsation w a une energie 1ikc = 1iw = lplc, et 

que les photons ant deux eta ts de polarisation possibles. On posera f3 = 1 / kb T. 

1. Rappeler pourquoi le potentiel chimique d'un gaz de photon a l'equilibre 

thermique est nul. 

2. Ecrire la densite d' eta tsp( w) comme fonction de w, L et c. 

On designe par dN(L,w) le nombre de photons contenus clans la boite, dont 

la pulsation est comprise entre w et w + dw. Montrer que I' on a al ors 

L3 w2 dw 
dN(L,w) = - 2 3 ef3ti . 

7r C IW_ l 
(11.8) 
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3. L'expansion de l'Univers induit une dilatation de toutes les distances. On 

admettra qu'il en est de meme des longueurs d' onde. Ainsi, on a une loi 

d'echelle avec L - L' = aL (a > O), et les longueurs d'onde evoluant 

suivant la meme loi, on aw - w' = w/a. Comme le nombre de photons 

se conserve avec la dilatation, le nombre dN(L, w) est egal au nombre de 

photons contenus clans la boite de cote L' avec une pulsation comprise entre 

w' et w' + dw' ( dN ne change pas lors de la dilatation car il n'y a plus de 

creation ou d'absorption des photons par la matiere). La vitesse de la lumiere 

reste egalement constante. Montrer alors que dN(L',w') obeit toujours a la 

loi (11.8) avec une temperature T' = TI a. 

On peut done considerer (ce que !'on fera desormais) que le rayonnement, 

bien qu'isole, evolue en restant clans des conditions d'equilibre thermique, 

avec une temperature qui decroit. 

4. Donner !'expression de la chaleur specifique a volume constant du gaz de 

photon Cv = dE/dT, puis celle de l'entropie du gaz, a partir de la relation 

dS= Cv dT/T. 

On rappelle que ~ = h = ~ (voir l'appendice mathematique). l oo 3 d 4 

o eX-1 15 

5. En deduire que l'entropie du gaz demeure constante lors de !'expansion. 

6. On designe par u(w) l'energie par unite de volume et par unite de pulsation 

du gaz de photon. 

Donner l'allure du graphe de la fonction u(w) a une temperature donnee. 

Determiner !'equation qui donne, sous forme implicite, la valeur Wm dew 

correspondant au maximum de u(w). 

7. La solution de I' equation implicite e-0 = 1 - o /3 est o ~ 2, 82 .... Donner 

!'expression de Wm en fonction de kbT et o. 

8. Le spectre de ce rayonnement est tres bien connu experimentalement. Les 

mesures donnent Wm= 1,01 x 1012 Hz. En deduire la temperature actuelle 

du rayonnement fossile. 

On donne kb = 1, 38 x 10-23 J.K-1 et 1i = 1, 05 x 10-34 J.s. 

9. Le volume de l'Univers varie comme t2, ou t designe le temps ecoule depuis 

le Big bang (estime a 15 milliards d'annees). Sachant que le decouplage de la 

matiere et du rayonnement a eu lieu lorsque la temperature etait de l' ordre 

de 3 000 K, calculer !'age de l'Univers au moment de ce decouplage. 
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11.7 Analyse de donnees experimentales 

11.7.1 Densites de resonance de neutron dans les noyaux 

Exercice 11.10. La Fig. 11.1 montre les sections efficaces de neutron pour le noyau 

de thorium-232. De telles donnees existent pour un grand nombre de noyaux. 
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Figure 2-8 The figure gives the total cross section for the reaction n + " 2 Th as a function 

Jf the neutron 'energy,£,,. in electron volts; the data are taken from the compilation Ne111ro11 

,,.., •. , s,•r.tim,., (1964). 

FIGURE 11.1. Resonances du Thorium. Voir texte. 

1. Ces resonances du Thorium-233 (Th-232 + 1 neutron) sont tres etroites, et 

correspondent a des etats a longue duree de vie, comparee aux echelles de 

temps nucleaires. En utilisant l'inegalite de Heisenberg duree-largeur, estimer 

la duree de vie typique d'un de ces etats. 
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2. Estimer le nombre d'etats 4 par MeV. 

3. Lorsqu'on analyse les donnees relatives aux resonances de neutron pour un 

grand nombre de noyaux a l'aide de !'expression que nous avons obtenue 

dans le cas tridimensionnel (voir Ex. 11.5), on determine pour chaque noyau 

son parametre de densite de niveau 

30 

10 

50 100 150 

A 
200 

.. . 
++ Jft. .... 
., • ., + ,,,.. 

250 300 

FIGURE 11.2. Parametre de densite de niveau a en fonction du numero 

atomique A. Tire de http: I /www-nds. iaea. or. at/ripl2/. 

(11.9) 

L' ensemble des donnees concernant a est reproduit Fig. 11.2, en fonction du 

numero atomique A. Discuter ces donnees, et en particulier le fait qu' on pen;:oit une 

tendance moyenne, sur laquelle se surimpose une modulation quasi periodique. 

11.7.2 Coefficient de dilatation thermique de l'helium liquide 

Parmi les proprietes singulieres de l'helium liquide a basse temperature, son coefficient 

de dilatation thermique o:(T) = t ~r Ip merite qu'on s'y arrete. Lorsque la temperature 

4 II n'existe pas d'autre systeme physique pour lequel on connaisse une telle statistique de niveaux ! 
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augmente, la masse volumique du liquide commence par decroitre : le liquide se dilate, 

a(T) est positif. Puis vers 1,1 K, la masse volumique augmente: a(T) devient negatif. A 
Ja temperature de la transition superfluide, a(T) il subit une discontinuite, ii redevient 

positif et croissant avec la temperature. Nous allons voir que la comprehension de ce 

phenomene met en jeu toute la thermodynamique de !'helium superfluide. 

I . • • I . . . 0- . . 
-IO-

"7~ -20-

1:1 

-30-

-40-

-500 
I I I 

0,5 I 1,5 2 
T [K] 

FIGURE 11.3. Coefficient de dilatation thermique de !'helium liquide a(T). 

D'apres J. Wilks, The properties of liquid and solid helium, Oxford: Clarendon 

Press, 1967. 

Comment comprendre le comportement non monotone de a(T) vers 1 K? 

A basse temperature, on peut esperer pouvoir decrire la thermodynamique a partir 

du spectre des excitations determine a temperature nulle. 

II se trouve que l'une des relations macroscopiques de Maxwell permet de relier 

a(T) a la variation de l'entropie avec la pression. Or l'entropie peut se calculer 

directement a partir du spectre des excitations, et de son evolution avec la pression. La 

superfluidite de l'helium n'intervient pas directement dans l'approche, sinon qu'elle 

permet que se propagent dans le liquide des excitations de tres petites longueurs d' onde. 

Dans un fluide classique, celles-ci sont amorties par viscosite. 

Les excitations elementaires du fluide sont des phonons. Ils sont traites de fas:on 

analogue aux photons lumineux, c'est-a-dire comme des bosons dont le nombre n'est 

pas fixe. Leur potentiel chimique est nu!. 

Exercice 11.11. [DJ 

1. Exprimer la differentielle de I' energie libre de Gibbs d'un systeme, et en 

deduire la relation 
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15 

25 30 

FIGURE 11.4. Spectre des excitations elementaires de l'helium-4 liquide. 

D'apres D. G. Henshaw et A. D. B. Woods, Phys. Rev. 121, 1266 (1961). 

2. On traite d'abord la contribution a l'energie du fluide de la branche lineaire 

des phonons E = fikc, ou c designe la vitesse du son dans le fluide (239 m.s-1 ). 

Calculer, pour une temperature T, la contribution a l' energie des phonons. 

En deduire leur contribution a la chaleur specifique, puis a l'entropie. 

3. Les excitations proches du minimum de la relation de dispersion sont denom­

mees rotons. On modelise la relation de dispersion au voisinage du minimum 

en ko = 1,91 A-1 par: 

E(k) =f1+ t,,2(k-ko)2 
2m* ' 

ou L1 represente le gap au minimum (8,65 K), m* caracterise la courbure de 

la branche rotonique au voisinage du minimum (environ 10-27 kg). Calculer 

la contribution de cette partie du spectre a la chaleur specifique du liquide. 

4. Comment, a votre avis, se deforme la relation de dispersion lorsqu'on aug­

mente la pression. En deduire, qualitativement, le comportement du coeffi­

cient de dilatation thermique. 

11.7.3 Etats de surface de 1'3He a la surface de 1'4He liquide 

L'helium existe dans la nature sous deux varietes isotopiques : l'helium-3, qui est 

un fermion (nombre impair de fermions constituants), et l'helium-4, qui est un 

boson (nombre pair de fermions constituants). Les interactions de deux atomes 

d'helium-3, ou de deux helium-4, ou d'un atome d'helium-3 avec un atome d'helium-

4 sont identiques, puisqu'elles sont d'origine electromagnetique, done insensibles a 
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la presence ou !'absence d'un neutron clans le noyau. L'atome d'helium etant l'atome 

le mains polarisable de tous les a tomes de la nature ( deux electrons fortement lies 

au noyau), le potentiel d'interaction entre deux atomes d'helium est le plus faible 

connu. L'allure est de type Lennard-Jones, avec une distance de creur dur er de 2,5 A, 
et un minimum du potentiel de-10,22 K (on rappelle que 1 eV correspond a environ 

12 000 K). Les caracteristiques du melange liquide 3He-4He reposent done sur l'energie 

cinetique qui, a temperature nulle, est d'origine purement quantique. Nous examinons 

cette question clans l'exercice qui suit. 
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FIGURE 11.5. Densite de l'helium-4 liquide, en A-3, et potentiel vu par un 

atome d'helium-3, en K, en fonction de la coordonnee perpendiculaire a la 

surface du liquide. 

Exercice 11.12. [TD) 

1. Comparer les energies de point zero d'un atome d'helium-3 et d'un atome 

d'helium-4 lorsqu'ils se trouvent pieges clans la cage constituee par les autres 

atomes. Cette energie de localisation quantique peut s'estimer a partir des 

inegalites de Heisenberg, en considerant leur limite inferieure. 

2. Les valeurs experimentales des energies de liaison d'un atome clans l'helium-4 

liquide, extrapolees a temperature nulle, sont respectivement 7,15 K pour 

un atome d'helium-4, et 2,49 K pour un atome d'helium-3. Cette difference 

est precisement attribuable a l' energie de point zero. Soit z la coordonnee 

perpendiculaire a la surface du liquide. La Fig. 11.5 montre le profil de 
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densite de l'helium-4 liquide ainsi que le potentiel vu par un atome d'helium-

3. Voyez-vous par quel mecanisme peut se former une poche de potentiel a la 

surface du liquide? 

3. Montrer que la fonction d'onde d'un etat lie d'un atome d'helium-3 a la 

surface de l'helium-4 se factorise, et ecrire !'equation de Schrodinger qui 

determine l' energie d'un tel etat lie. 

4. La Fig. 11.6 montre des resultats de magnetisation d'atomes d'helium-3 

a la surface de l'helium-4 liquide. Proposer une interpretation des deux 

«marches» observees. 
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FIGURE 11.6. Magnetisation d'atomes d'helium-3 a la surface de l'helium-4 

liquide. Une couche atomique correspond a 0,065 atomes angstrom carre. 

D'apres R. Hallock in Physics Today 51, 30 (1998) 

11.7.4 Equilibre radiatif de la Terre 

Le corps noir tient une place particuliere clans l'histoire de la physique, puisqu'il est a 
l'origine de !'introduction de la constante de Planck. 

Une enceinte fermee est portee a la temperature T, et l'on observe le spectre de 

son rayonnement. L'un des aspects le plus surprenant de ce rayonnement est que 

sa distribution spectrale est independante de la nature des parois de l'enceinte. Or 

une espece chimique est caracterisee par un spectre de raies bien defini, qui en est 

sa signature. Comment, clans ces conditions, le rayonnement d'une paroi peut-il ne 

pas dependre de la nature des atomes et molecules qui la constituent et posseder ce 

caractere universe! ? 
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FIGURE 11.7. Spectre du fond de rayonnement cosmologique. D'apres Astro. 

Phys. J. 473,576 (1996). 
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En realite, le spectre d'absorption ou d'emission d'une espece chimique est consti­

tue de raies qui possedent chacune une certaine largeur, liee a la duree de vie de l' etat 

excite. Lorsqu'on dispose d'un ensemble d'atomes ou de molecules, divers processus, 

collisions, effets thermiques, effet Doppler, contribuent a elargir ces raies, qui finissent 

parse recouvrir et former un spectre continu. On peut ainsi concevoir que toutes les 

frequences deviennent accessibles, c'est-a-dire que la paroi soit susceptible d'absorber 

et d'emettre toute frequence: elle est devenue un corps noir ideal. 

Rappelons que le gaz de photons dont la distribution spectrale est en meilleur 

accord avec la theorie est celui du fonds cosmologique a 2,7 K, (Cf. Fig. 11.7). L'equi­

libre date de l'histoire primordiale de l'Univers ou, la temperature ayant baisse jusqu'a 

quelques milliers de degres, electrons et ions se combinent pour former des atomes, 

la densite de la matiere diminue, si bien que matiere et rayonnement se decouplent. 

L'expansion de l'Univers se fait ensuite a entropie constante, la temperature du gaz de 

photons decroit, mais la distribution spectrale demeure celle d'un equilibre thermique. 

Le Soleil constitue un assez hon corps noir. Dans ce cas, l'enceinte ou matiere et 

rayonnement s'equilibrent est le volume de l'etoile, et !'orifice par lequel le rayonne­

ment s'echappe en est ... sa surface! Notons qu'il s'agit d'un equilibre local qui varie 

entre le centre du Soleil, a une temperature d'environ 15 millions de degres, et la 

surface. La temperature de cette derniere s'obtient en ajustant la courbe theorique 

du rayonnement emis aux donnees experimentales. On trouve une temperature de 

5780 K. 
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Exercice ll.13. [PD] [Gaz de photons] 

La puissance emise par unite de surface d'un corps noir a la temperature T suit 

la loi de Stefan-Boltzmann P = crT4. Calculer !'expression analytique puis la valeur 

numerique de er. On s'aidera des resultats de la question 6 de l'Ex. 11.9. 

Exercice 11.14. [PD] [Equilibre radiatif de la Terre] 

On prendra maintenant L = 3, 87 x 1026 W comme valeur plus precise de la 

puissance totale emise par le Soleil. 

1. En deduire la puissance S rec;:ue par unite de surface perpendiculaire au 

rayonnement solaire, a la distance Terre-Soleil (ISO millions de km). 

2. Dire pourquoi la puissance moyenne rec;:ue par unite de surface de Terre est 

en fait 5/4. 

3. L'albedo actuel de la Terre, A, est actuellement de 0,3 (rapport de l'energie 

reflechie a l'energie rec;:ue par unite de surface). 

Determiner, en !'absence d'atmosphere, la temperature moyenne d'equilibre 

de la surface de la Terre, Tt, en supposant qu' elle constitue un corps noir 

parfait. 

4. L'atmosphere est pour l'essentiel transparente au rayonnement solaire, et 

absorbe en partie le rayonnement infrarouge reemis par la Terre. C'est ce 

qu'indique l'examen de la Fig. 11.8. 

Supposons, pour simplifier, qu'elle soit i) totalement transparente au rayon­

nement solaire, ii) totalement opaque au rayonnement de la Terre, et iii) 

qu'elle rayonne elle-meme comme un corps noir parfait a sa temperature 

moyenne d' equilibre Ta. Ecrire l' equation representant l' equilibre radiatif 

Soleil-atmosphere-Terre en se plac;:ant au-dela de !'atmosphere, puis l'equi­

libre radiatif de la Terre. En deduire la temperature moyenne de !'atmosphere 

et celle de la Terre. 

5. La temperature moyenne de la Terre est actuellement de 15° C. Le modele 

precedent est trap grassier en ce qu'il considere notamment que !'atmosphere 

est un corps noir avec une temperature uniforme, alors qu'elle est plus 

froide en haute altitude et plus chaude a basse altitude. Une fac;:on alternative 

d'effectuer le bilan radiatif de la Terre consiste alors a faire l'hypothese qu'une 

fraction Edu rayonnement emis par la Terre lui revient sous forme d'effet 

de serre, le reste s'echappant clans l'espace. En mesurant le flux emis par la 

surface et le flux s' echappant vers l' espace, on trauve que E ~ 0, 4. Calculer 

clans ces conditions la temperature moyenne de la Terre. 
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FIGURE 11.8. Spectre du rayonnement rec;:u par la Terre. 
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6. L'albedo de la Terre depend en realite de la temperature. II augmente lorsque 

la temperature diminue, car la masse de glace qui recouvre la planete aug­

mente; il diminue lorsque la temperature augmente, par fonte des glaces. 

Discuter qualitativement la stabilite de la solution obtenue en 4 ou 5. 

Exercice 11.15. [PD] [Le corps humain comme un corps noir] On s'interesse a 
la fraction du metabolisme de base dedie, en moyenne, a maintenir le corps a la 

temperature Tc= 37° C. 

La surface de peau S d'un adulte est de I' ordre de 2 m2• On fait l'hypothese 

que le corps humain emet un rayonnement de corps noir a la temperature T0 avec 

une emissivite Ede l'ordre de 0,7 (fraction du rayonnement de corps noir emis 

ou w ;:u), et qu'il rei;oit de l'environnement un rayonnement de corps noir a la 

temperature Te, On pose t,.T = Tc-Te, et l'on a: t,.T « Te. 

Determiner l'energie depensee en une journee pour maintenir la temperature 

constante. La comparer a l'energie correspondant au metabolisme de base, qui est 

d'environ 11 x 106 J. 





CHAPITRE 12 

Le nez dans les etoiles 

CE CHAPITRE concerne quelques aspects du fonctionnem~nt des etoiles. Quelle est 

l' origine de l' energie lumineuse emise par les etoiles? A l' origine de l' energie se 

trouvent toujours les interactions fondamentales de la matiere : electromagnetisme, 

gravitation, interactions nucleaires forte et faible. Nous examinerons successivement: la 

formation de structures chimiques, l'effondrement gravitationnel, la fusion nucleaire. 

Le destin d'une etoile depend de sa masse. L'existence de structures stellaires stables 

(au mains pendant une certaine echelle de temps) depend de processus susceptibles de 

s'opposer a la gravitation, laquelle tend a provoquer un collapse de la matiere. Trois 

mecanismes existent, qui conduisent a trois types d'etoiles bien distinctes: etoiles de la 

sequence principale, naines blanches, etoiles a neutrons. 

Une etoile se forme lorsque l' effondrement gravitationnel initial d'une certaine 

masse de gaz et de poussieres au sein d'une galaxie conduit a une temperature centrale 

telle que des reactions de fusion peuvent s'enclencher. II faut pour cela que !'agitation 

thermique des protons permette de surmonter la repulsion electrostatique, et nous 

verrons qu'il s'agit d'un processus quantique de traversee de barriere par effet tunnel. 

La sequence principale est constituee d' etoiles ou les reactions de fusion nucleaire 

de l'hydrogene en helium liberent une energie thermique susceptible de maintenir 

l'equilibre hydrostatique de l'etoile. 

Lorsque cette phase est achevee, l'effondrement reprend et la temperature aug­

mente a nouveau. La temperature atteinte depend de la masse de l'etoile, c'est-a-dire 

de la reserve d' energie gravitationnelle dont elle dispose. Si la masse de l' etoile est 

insuffisante pour que la fusion des noyaux d'helium en noyaux plus lourds s' enclenche, 

l' etoile se contractera jusqu' a ce que la pression ( d' origine quantique) des electrons la 

stabilise. Mais si les electrons deviennent relativistes, leur pression ne peut s'opposer a 

la pression gravitationnelle que si la masse de l' etoile est plus petite qu'une certaine 

limite appelee masse de Chandrasekhar 1. 

Les etoiles dont la masse est superieure a une dizaine de masses solaires voient les 

reactions de fusion nucleaire progresser jusqu'au Fer-56, qui est le noyau dont l'energie 

1 Cette limite avait ete obtenue auparavant par E.C. Stoner, Phyl. Mag. 9, 944 (1930). 



120 CHAPITRE 12. LE NEZ DANS LES ETOILES 

de liaison par nucleon est la plus grande. Au dela, les reactions nucleaires deviennent 

endothermiques, et aucun mecanisme ne peut plus empecher la contraction de l'etoile. 

Cet effondrement genere au centre de l'etoile un creur qui ne se stabilise que lorsqu'il 

atteint la densite de la matiere nucleaire. Au bout du processus, les couches externes de 

l'etoile rebondissent de fa~on explosive sur ce creur, qui par neutronisation progressive, 

devient une etoile a neutrons. La pression quantique des neutrons est susceptible alors 

de compenser la gravitation, et la structure est stable clans un certain intervalle de 

masse. Lorsque la masse de l'etoile a neutrons atteint environ trois masses solaires, la 

vitesse de liberation a la surface de l'etoile a neutrons atteint la vitesse de la lumiere: 

l'etoile a neutrons devient trou noir. 

Les exercices suivant illustrent ces idees mais ils sont evidemment loin d'epuiser 

la variete et la dynamique des objets stellaires. Ils en donnent cependant un premier 

classement. Remarquons que le sujet fait appel a de nombreux domaines de la physique: 

physique statistique, mecanique quantique appliquee a des objets macroscopiques, 

gravitation 2• 

Remarque : Nous traitons ici de systemes gouvernes par une force a longue portee, 

la gravitation. Comme indique clans l'introduction, ces systemes sont non extensifs, 

et leur thermodynamique peut etre contre-intuitive. Par exemple, l'expression de 

l'energie d'une etoile montre qu'il s'agit d'un systeme a chaleur specifique negative, cf. 

solution de l'Ex. 12.3. Le fait que les structures gravitationnelles a grande echelle aient 

des chaleurs specifiques negatives est fondamental pour l' evolution a long terme de 

l'univers observable: il contredit l'idee classique, mais fausse, de mort thermique de 

l'univers par uniformisation des temperatures. En effet, le contact entre deux systemes 

initialement a des temperatures differentes ne conduit a une egalisation que si leurs 

chaleurs specifiques sont positives. 

12.1 Quelques donnees numeriques utiles 

On prendra pour les masses du proton, du neutron, de l'helium et de l' electron 

mp= 1,67265 X 10-27 kg OU 938,27Mev 

m11 =1,67495xl0-27 kg ou 939,57Mev 

2 Ceux qui voudraient approfondir leur connaissance peuvent se reporter a !'article synthetique de 

Roger Balian et Jean-Paul Blaizot clans Am. J. Phys. 12, december 1999, et aux references qu'il contient, 

notamment le livre de Chandrasekhar An introduction to the study of stellar structure, Dover. 
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mHe = 6, 64 72 X 10-27 kg OU 3 734, 3 Mev 

me= 9, 10955 X 10-31 kg ou 0, 511 Mev. 

La charge electrique de e- est q = -1, 602 x 10-19 Coulomb. On posera 

2 

e2 = _q_ = 2,305 X 10-23 SI. 
47rEo 
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Il est souvent pratique, pour les calculs numeriques, d'introduire la constante de 

structure fine, sans dimension : 

q2 1 
a--------

- 47TEorlC - 137,036. 

Le« contenu energetique » d'une temperature absolue est obtenu a l'aide de la constante 

de Boltzmann : 

leVc:e 12000Kc:e l,602xl0-19 J. 

Pour le Soleil, on prendra comme masse et rayon 

M 0 = 2 x 1030 kg, R = 700000 km. 

Il emet, sous forme de rayonnement electromagnetique, une puissance 

L = 3, 87 X 1026 w, 

que l'on pourra arrondir a 4 x 1026 W. Enfin pour la constante de gravitation on 

prendra la valeur 

G = 6,67 X 10-tl SI. 

12.2 Origine de l'energie solaire 

rorigine de l'energie rayonnee par le Soleil a ete une question recurrente clans l'histoire 

de la physique. Avant que la radioactivite soit decouverte, en 1896, les deux sources 

possibles de l' energie solaire etaient l' energie chimique et l' energie gravitationnelle. 

Examinons ces deux possibilites. 
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Exercice 12.1. [Energie chimique.] L'energie chimique envisageable correspond a 
la recombinaison des protons et des electrons pour former des atomes d'hydrogene, 

ce qui libere une energie de 13,6 eV par atome forme. Supposons que toute la 

masse du Soleil soit composee de protons (la masse des electrons est environ 2000 

fois plus petite). Quelle serait, a rayonnement constant, la duree de vie T du Soleil? 

On admettra que le taux de recombinaison correspond a la puissance L observee. 

Voyons a present si la gravitation peut etre une source d' energie suffisante 3• 

L'effondrement d'une masse de gaz interstellaire, sous l'effet de !'attraction mutuelle 

des constituants, s'accompagne d'une augmentation de temperature, et par consequent 

d'une emission de lumiere. L'etat initial (tousles constituants a l'infini avec une vitesse 

nulle) est pris comme zero de l'energie. 

Pour un ensemble de particules en equilibre soumises a une loi de force en 1 / r2, le 

theoreme du viriel permet d'etablir que l'energie cinetique est egale, au signe pres, a 
la moitie de l' energie potentielle, si bien que l' energie mecanique to tale est egale a la 

moitie de l'energie potentielle: 

avec 
3GM'Ji 

Ep=----. 
5 R 

Exercice 12.2. [Energie gravitationnelle.] 

1. Donner une estimation de l'age du Soleil, en supposant qu'il a toujours 

rayonne comme il le fait aujourd'hui. 

2. En supposant encore L constant, calculer le temps qu'il faut pour que le rayon 

du Soleil diminue de moitie. 

Remarque: En ecrivant que l'energie de l'etoile est purement gravitationnelle, on 

ne prend pas en compte l' energie coulombienne entre les charges. Si celles-ci sont 

reparties uniformement, les charges positives et negatives s'annulent en chaque point, 

et l'hypothese est justifiee. On neglige done les effets de polarisation du milieu ( chaque 

ion pouvant s'entourer d'une distribution de charge negative) 

3 C'etait l'hypothese adoptee par Kelvin pour estimer !'age du Soleil, et par consequent une borne superieure 

de !'age de la Terre, necessairement plus jeune. Elle conduit, comme on vale voir, a un age de quelques 

dizaines de millions d'annees. Cette estimation fut jugee beaucoup trop courte, a juste titre, par C. Darwin 

et Jes geologues de la deuxieme moitie du xix' siecle. 
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Exercice 12.3. [Une estimation de la temperature du soleil.] On suppose que la 

matiere du Soleil est sous forme d'un plasma compose essentiellement de protons 

et d'electrons libres, en nombre egal. Estimer a l'aide des resultats precedents 

la temperature de ce plasma a partir de la relation d'equipartition de l'energie 

cinetique. 

12.J Nucleosynthese stellaire : pie de Gamow 

Nous savons depuis les annees 1930 que la source de l'energie solaire reside dans les 

reactions de fusion qui se deroulent en son centre. Chaque seconde, 624,5 millions de 

tonnes d'hydrogene se transforment en 620 millions de tonnes d'helium, la difference 

de masse m etant convertie en energie lumineuse selon la loi : E = mc2• On retrouve la 

valeur de L mentionnee plus haut. 

12.3.1 Conditions physiques de la nucleosynthese 

Exercice 12.4. [Une estimation de la duree de vie du soleil.] L'energie de liaison 

du noyau d'helium est de 26,7 MeV. Si tout l'hydrogene du Soleil se transformait 

en helium, quelle serait sa duree de vie, en supposant qu'il emette toujours la 

puissance actuelle. 

La sequence de reactions de fusion conduisant a la synthese d'un noyau d'helium 

clans le soleil 4 est la suivante : 

p+p - d+e+ +v+0,4 MeV 
e+ +e- - y+ 1,0 MeV 

d+p - 3He+5,5 MeV 
3He+ 3 He - 4He+2p+ 12,9 MeV, 

dont le bilan total ( on multiplie les trois premieres relations par 2 et on ajoute la 

troisieme) est la conversion de quatre protons en deux noyaux d'helium: 

4p+ 2e- - 4 He+ 2v+ 26, 7 MeV. 

Les neutrinos, qui interagissent tres peu avec la matiere, s'echappent de l'etoile, mais 

emportent peu d'energie. L'energie liberee apparait sous forme d'energie cinetique des 

particules produites, lesquelles thermalisent a travers les collisions. 

4 Notons que ce n'est pas celle du projet « International Thermonuclear Experimental Reactor» (ITER) qui 

vise la reaction de fusion deuterium + tritium. 
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Pour que la premiere de ces reactions ait lieu, il faut, d'une part, que les deux 

protons s'approchent a une distance telle que !'interaction nucleaire, attractive, puisse 

jouer, soit environ 2 fm, d'autre part qu'un proton se transforme en neutron. Cette 

transformation procede par interaction faible, elle est done tres peu probable: c'est elle 

qui limite le taux de production de l'energie clans cette phase d'existence d'une etoile. 

On posera e2 = q2 / ( 4rrs0 ), q designant la charge elementaire et s0 la permittivite 

electrique du vide. La hauteur de la barriere coulombienne pour deux protons distants 

de r = 2 fm est done VB= e2 Jr~ 0, 7 MeV. Elle est evidemment plus grande pour des 

noyaux plus charges. Une energie cinetique moyenne de l'ordre du keV (Cf !'Ex. 12.3) 

ne permet pas de la franchir. 

12.3.2 Taux de reaction nucleaire et production d'energie 

La barriere coulombienne ne peut etre franchie thermiquement, elle est franchie 

par effet tunnel. Trois effets doivent etre pris en compte pour calculer le taux de 

reactions : i) la probabilite quantique de franchissement de la barriere ( effet tunnel), ii) 

la section efficace de collision et iii) la distribution des vitesses des noyaux susceptibles 

de fusionner. 

I. Eff et tunnel 

Nous allons traiter le cas de la fusion d'un noyau de masse m1 et de charge Z1 

avec un noyau de masse m2 et de charge Z2 . II servira pour la fusion (p,p ), mais aussi 

(He,He) et pour les noyaux plus lourds. Le potentiel inter-noyaux est coulombien a 
partir d'une distance minimale r* ou !'interaction forte prend le dessus : 

V(r) < 

V(r) = 

0 pour r < r* 

Z1Z2e2 
--- pour r> r*. 

r 

(12.1) 

(12.2) 

On rappelle que le coefficient de transmission T d'une barriere rectangulaire de 

largeur a et de hauteur V0 par une particule de masse m et d' energie E est donnee par: 

r= exp(-{J), 

ou le facteur de Gamow g vaut : 

r- _ /2m(Vo-E) 
1::1 - 2 '/ t,,z a. 

On se place clans un referentiel lie au centre de masse des deux noyaux. Soit 

µ = m1m2/(m1 + m2) la masse reduite et E = fµ(v 1 -v2 )2 l'energie cinetique de la 

particule relative. 
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Exercice 12.5. [AD] [Calcul du facteur de Gamow.] En considerant la barriere 

coulombienne comme une succession de barrieres elementaires de hauteur variable, 

montrer que le facteur g se generalise en une integrale. 

1. Ecrire et calculer cette integrale. On designera par VB la valeur maximum de 

la barriere: VB= Z 1Z2e2 /r*. 

2. Montrer que, compte tenu des ordres de grandeur des valeurs de E et de VB, 

!'expression de G peut se mettre sous la forme: 

II. Section efficace de collision 

2µ,r2 z2 z2 e4 
1 2 

avec EB= n2 (12.3) 

Pour des objets regis par la mecanique classique, la section efficace de collision est 

proportionnelle a leur section droite : s'ils sont compacts, de dimension caracteristique 

R, la section efficace sera en R2• lei, les noyaux sont des objets quantiques, et il convient 

de comparer leur longueur d'onde de de Broglie a leur taille. Montrons que, aux 

temperatures considerees ici, la longueur d'onde de de Broglie est tres superieure a la 

taille des noyaux. On en deduira que l'on peut ecrire la section efficace de collision 

sous la forme : 
S(E) 

cr=T, 

ou S(E) est une fonction qui incorpore l'effet de !'interaction nucleaire; elle doit etre, 

hors phenomenes de resonance, une fonction lentement variable de l'energie. 

En effet, la longueur de de Broglie d'une particule de masse m et d'energie E 

est donnee par la relation tl = h/p = -,J4rr2n2 /2mE. Nous avons vu que les energies 

cinetiques clans le Soleil sont de l'ordre du keV. La longueur d'onde associee est done 

superieure a 1000 fm, c'est-a-dire bien plus grande que la taille d'un noyau. C'est done 

elle qui determine la section efficace. Lors d'une collision, le mouvement relatif des 

noyaux est decrit par une fonction d'onde dont !'extension spatiale est de l'ordre de 

la longueur d'onde associee, et la section efficace de collision sera proportionnelle au 

carre tl2, done en 1/E. On pourra done bien ecrire er= S(E)/E. 

III. Taux de collisions 

Lorsqu'un faisceau de particules est envoye sur une cible, la section efficace de 

reaction est definie par : 

nombre de collisions par centre et par unite de temps 
cr=--------------------------

nombre de particules incidentes par unite de surface et unite de temps· 
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Exercice 12.6. [D] [ Calcul du taux de collisions.] Soient n1 et n2 les nombres 

de noyaux de chaque espece par unite de volume. On suppose que l'equilibre 

thermique est atteint. Calculer le taux de collisions (nombre de collisions par unite 

de temps et par unite de volume) pour une energie relative !µv 2 comprise entre E 

et E+dE. 

IV. Taux de reaction 

Exercice 12.7. [DJ [Calcul du taux de reaction.] En tenant compte de l'effet tunnel, 

determiner, sous forme d'une integrale sur l'energie, !'expression du taux de 

reaction w, c'est-a-dire le nombre de reactions de fusion par unite de temps et de 

volume. Montrer que !'integrand est tres pique autour d'une valeur Eg (appelee 

pie de Gamow) que l'on determinera, et en deduire une expression approchee de 

w utilisant la methode du col. 

V. Production d'energie 

La reaction qui conduit a la formation d'un noyau de deuterium procede par inter­

action faible. Elle est considerablement moins probable que les autres, qui procedent 

par interaction forte. Les valeurs du facteur S(E) qui intervient clans la section efficace 

de collision sont S ~ 3, 8 x 10-so m2 keV pour la reaction de fusion de deux protons 

en deuterium, et S ~ 5 x 10-25 m2 keV pour la reaction de fusion de deux noyaux 

d'helium-3. C'est done la premiere qui limite le taux de production d'energie stellaire. 

Exercice 12.8. [ Calcul de la production d' energie. J 

1. En utilisant les resultats des trois exercices precedents, calculer clans la 

reaction de fusion (p-p), l'energie produite par unite de temps et par unite 

de volume, puis par unite de temps et unite de masse. On prendra, pour la 

valeur de la densite de protons celle qui regne au centre du Soleil, c'est-a-dire 

100 fois leur densite moyenne clans tout le soleil. On prendra une valeur de la 

temperature de 12 x 106 K. 

2. Quelle fraction du volume total du Soleil doit etre le siege de ces reactions 

nucleaires, compte tenu de la puissance totale emise par celui-ci? 

3. Comparer a l' energie produite par unite de temps et de masse du corps 

humain qui est d'environ 107 Joule par jour. 

12.4 Naines blanches 

Pendant toute la phase de synthese de l'helium, l'energie liberee genere une pression 

du plasma capable de compenser la tendance a l'effondrement gravitationnel: c'est la 
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phase d'equilibre hydrostatique de l'etoile. Lorsque l'hydrogene a ete brule, !'emission 

de lumiere ne peut prendre sa source que clans I' energie gravitationnelle, et I' etoile 

se contracte a nouveau. Le sort ulterieur de l'etoile depend de sa masse. Lorsque 

cette masse est de l'ordre de celle du Soleil, !'augmentation de temperature qui 

accompagne la contraction n'est pas suffisante pour que s'enclenchent des reactions 

thermonucleaires de fusion des noyaux d'helium-4 formes clans la premiere phase de 

Ia vie de l'etoile: la barriere coulombienne est trap grande. On peut montrer (mais 

nous ne l'aborderons pas ici) que lors de la contraction, la temperature passe par un 

maximum puis diminue. L'etoile vase refroidir petit a petit. L'energie des electrons 

augmente avec la densite. La pression que ce gaz quantique est susceptible d'exercer 

augmente egalement, et vient un moment ou cette pression est capable de compenser 

la pression gravitationnelle: il s'agit de la phase naine blanche. Mais ceci n'est possible 

que si la masse de l'etoile ne depasse pas une limite, appelee masse de Chandrasekhar. 

L'existence de cette limite, on va le voir, est due a ce que les electrons deviennent 

relativistes. 

Le but de l'exercice est de calculer cette limite, clans un modele simple. L'approxi­

mation essentielle du modele consiste a considerer que les grandeurs physiques sont 

uniformes clans tout le volume de l'etoile. 

On se place a temperature nulle, condition qui sera justifiee a la fin de I' exercice 

par la coherence des resultats obtenus. On designe par R le rayon de l'etoile, et par M 

sa masse. 

Exercice 12.9. [Calcul de la densite d'electron.J On admet que l'etoile est constituee 

entierement de noyaux d'helium-4 et d'electrons. Determiner !'expression de la 

densite electronique p (nombre d'electrons par unite de volume), et celle de leur 

moment de Fermi kp. 

Note : on remarquera que la masse de I' etoile est determinee essentiellement par 

celle des noyaux, les electrons y contribuant de fa<;:on negligeable. 

Puisqu'il faut traiter le cas ou les electrons deviennent relativistes, on utilisera 

d'emblee les expressions correspondantes entre energie et moment. Dans ces conditions 

I' energie de Fermi est definie par : 

Ep = ~n2k~c2 + m2c4 -mc2• 

L'energie totale des electrons, Ee (incluant leur energie de masse), est donnee par 

!'expression (V = volume de l'etoile) : 

Vm4cs lxF 
Ee= - 2- 3- x2dx-YI +x2, 

rr ti o 
(12.4) 
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ou Xp = 1ikp/(mc). 

En effet, I' energie se calcule par integration clans la sphere de Fermi, en tenant 

compte d'un facteur de degenerescence de spin egal a 2 : 

E = -- 4rrk2dk V1i2k2c2 + m2c4 
2V lt:F 

e (2rr1i)3 o ' 

ce qui conduit au resultat propose. 

L'integrale 12.4 se calcule analytiquement. Le resultat est le suivant: 

LxF x2dxVl +x2 = Hxp ~l +xi(l + 2xi)-log(xp + ~l +xi)]. 

A l'aide d'un developpement clans la limite Xp >> 1 (limite relativiste), l'energie des 

electrons s' ecrit : 

Ee=::~ (31r2p(3 
[ 1 + m;t (3:2p r/3

], (12.5) 

ou on a tenu compte de la relation ki = 3rr2p. L'energie totale Ede l'etoile s'ecrit 

comme la somme de l'energie des electrons et de l'energie gravitationnelle des ions 

(a temperature nulle, l'energie cinetique des ions est nulle). On rappelle que l'energie 

gravitationnelle d'une sphere homogene de masse M et de rayon R a pour expression : 

3GM2 

Ee=----. 
5 R 

Exercice 12.10. [Calcul de l'energie de l'etoile.] Montrer a l'aide de l'Eq. 12.5 que, 

pour une masse donnee M, l'energie de l'etoile a la forme suivante: 

a:M2 {3M4f3 
E = --- + --+ yM2/ 3 R 

R R ' 

ou le premier terme provient de l'energie gravitationnelle et les deux autres termes 

de I' energie des electrons. Donner I' expression des coefficients a,{3 et y. 

Exercice 12.11. [ Calcul du rayon de I' etoile.] Ecrire l' equation qui determine la 

valeur du rayon Rm pour lequel E est minimum. Montrer que cette equation n'a 

de solution que si la masse de l'etoile est inferieure a une valeur limite Mc dont on 

donnera l'expressiori. Calculer le rayon d'equilibre pour M < Mc. 

Validation des hypotheses faites 

On se place clans le cas d'une etoile de masse egale a celle du Soleil, dont la temperature 

en fin de nucleosynthese de !'helium est de I' ordre de 107 K. 
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Exercice 12.12. [Ordres de grandeur.] 

1. Limite relativiste pour les electrons : calculer le rayon d'une naine blanche 

dont la masse est M = 2 x 1030 kg. En deduire la densite electronique, le 

moment de Fermi et comparer la valeur de nkpc a I' energie de masse d'un 

electron. 

2. Temperature nulle : Calculer I' energie de Fermi des electrons et comparer a 
leur energie thermique. 

3. Contribution des ions a la pression totale : Calculer la pression des ions, 

consideres comme un gaz parfait. Comparer a la pression quantique du gaz 

d' electrons. 

Remarques finales 

I. La valeur trouvee pour la masse de Chandrasekhar (1,7 masse solaire) est un 

peu plus grande que celle qu'on trouve si l'on ne fait pas l'approximation d'une 

densite et d'une temperature uniforme clans tout le volume de l'etoile, soit 1,4 

masse solaire. 

2. Le mecanisme par lequel une masse limite apparait tient a la nature de la relation 

energie-quantite de mouvement pour un gaz ultra relativiste: s = nkc (alors que 

pour un gaz classique, on a: s = tz2k2 /2m). II en resulte que la dependance de 

l' energie to tale par rapport au rayon de l' etoile comporte deux term es en 1 / R de 

signes opposes. Necessairement, pour un masse suffisamment grande, l'energie 

cinetique ne peut plus contrebalancer l'energie potentielle de gravitation, d'ou 

l'instabilite. 

12.S Etoiles a neutrons 

Des la decouverte du neutron par Chadwick en 1932, l'idee que des etoiles a neutrons 

puissent exister a ete proposee. Mais il fallut attendre 1967 pour qu'une etoile a 
neutrons soit identifiee. Ce travail est du a Jocelyn Bell, etudiante, travaillant a sa these 

a Cambridge sous la direction d'Anthony Hewish 5 

5 Anthony Hewish et Martin Ryle re~urent seuls en 1974 le prix Nobel pour cette decouverte. Jocelyn Bell 

fut faite «Dame» (equivalent feminin de Sir). II est amusant de noter qu'au debut, A. Hewish a cru qu'il 

s'agissait de signaux radio provenant d'extra-terrestres: ii avait meme nomme ce premier pulsar LGM-1 

(Little Green Men 1). L'abandon de cette hypothese hardie conduira a une nouvelle denomination, plus 

administrative, de I'objet: PSR 1914+21. 



130 CHAPITRE 12. LE NEZ DANS LES ETOILES 

Ainsi que nous l'avons indique clans !'introduction de ce chapitre, clans les etoiles 

massives (disons, au-dela d'une dizaine de masses solaires), la reserve d'energie 

gravitationnelle est suffisante pour que la nucleosynthese continue au-dela de l'helium, 

malgre les barrieres coulombiennes de plus en plus grandes entre les noyaux produits. 

Le processus se poursuit mais atteint une limite naturelle avec la synthese du Fer-56, qui 

est le noyau le plus stable de taus. Les reactions nucleaires qui peuvent encore avoir lieu 

sont toutes endothermiques, qu'il s'agisse de la dissociation du Fer ou de la synthese 

d'elements plus lourds. La temperature de l'etoile ne peut done plus etre maintenue, et 

sa contraction s'enclenche de fac;:on extremement rapide: l'etoile s'effondre sur elle­

meme en chute libre. Au cours de ce processus, l'energie de Fermi des electrons (qui 

suivent l'effondrement) augmente, et lorsqu'elle devient superieure a la difference de 

masse neutron-proton, les electrons sont captures par les protons (p+e- ~ n+v): c'est 

l'origine de la neutronisation de la matiere. Pour l'essentiel, les neutrinos s'echappent 

de l'etoile, emportant de l'energie, ce qui contribue a accelerer son effondrement, et 

le processus ne s'arrete que lorsque la matiere atteint la densite nucleaire. Celle-ci 

etant peu compressible, un cceur dur se constitue peu a peu, sur lequel la matiere qui 

s'effondre va rebondir et conduire a un supernova: l'etoile explose, et laisse au centre, 

suivant la masse, une etoile a neutrons ou un trou noir. 

Ce scenario est confirme par les quelques estimations qui suivent. Nous allons 

supposer que la densite de l'etoile est telle que les neutrons doivent etre traites 

quantiquement, c'est-a-dire comme un gaz de fermions. La validite de l'hypothese 

sera confirmee par la coherence des resultats obtenus. On designera par M la masse de 

l'etoile, R son rayon, et mn la masse du neutron. 

Exercice 12.13. [Energie cinetique des neutrons.] Donner !'expression de l'energie 

cinetique des neutrons. 

Exercice 12.14. [Calcul du rayon de l'etoile a neutrons.] En utilisant !'expression 

de l' energie gravitationnelle de l' etoile et les resultats de l'Ex. 12.13, determiner la 

relation masse-rayon de l'etoile qui minimise cette energie. 

Exercice 12.15. [Validation des hypotheses] Calculer le rayon de l'etoile pour 

une masse egale a celle du Soleil. En deduire l'energie de Fermi des neutrons et 

comparer a la temperature initiale de l' etoile, soit environ 107 K. 

Exercice 12.16. [Trou noir] Rappeler !'expression de la vitesse de liberation d'un 

objet de masse m soumis a !'attraction d'une etoile de masse Met de rayon R. Pour 

quelle masse la vitesse de liberation est-elle egale a la vitesse de la lumiere? 



CHAPITRE 13 

Appendice Mathematique 

13.1 Fonctions d'Euler r(x) et B(p, q) 

Cette integrale joue un role permanent en meeanique statistique : 

I = J e-rrx2 dx = 1. 

Demonstration. On ealcule 12 par une integrale double en eartesiennes, puis on passe 

en polaires. 

Done: 

(13.1) 

On definit pour x > O 

(13.2) 

Clairement 

r(l) = 1 et f(l/2) = -yn, 
et par integration par parties 

r(x+ 1) = xr(x). 

Done 

n!=r(n+l). (13.3) 

Les fonetions B(p, q) sont ainsi definies 

B(p,q)= fo1
tP-1(1-t)q-ldt p>O,q>O (13.4) 

Manifestement 

B(p,q) = B(q,p). 

On montre aussi que 

B( , ) = r(p )r(q) 
p q r(p+q) 

(13.5) 
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Demonstration. On ecrit le produit r(p)r(q) comme une integrale double en carte­

siennes, puis on passe en polaires. Reste a poser cos2B = t pour achever la demons­

tration 1• 

13.2 Methode du col (vision tres sommaire) 

Soit a evaluer 

J = J e-f(t)dt, 

quand f(t) est une fonction tres grande > 0, sauf autour d'un minimum to. Utilisons le 

fait que !'integrand ne prendra de valeurs notables qu'autour de t0 ou f(t) se comporte 

(generalement) comme une parabole. Comme f' (t0 ) = 0, le developpement de Taylor 

donne 

f(t) = f(to) + l/2!(t-to)2f"(to) + ... 

Portons dans l'integrale les deux premiers termes, il vient 

J ~ e- to e--2,- to dt, f( ) J (t-10)2!"( ) 

ouf"(t0 ) > 0. Soit, avec l'aide de l'Eq. 13.1 

2,r 

f"(to) 
(13.6) 

Remarque : Ce qui precede donne seulement une vision intuitive de la methode. Les 

demonstrations mathematiques correspondantes ne sont pas simples et font appel a 
des series asymptotiques qui sont en general divergentes mais dont les premiers termes 

donnent souvent une excellente approximation. 

13.3 Formule de Stirling 

C'est une approximation den! d'autant meilleure que nest grand. On peut la deriver 

par la methode du col. On part de (13.3) pour l'ecriture de f(x+ 1). La fonctionf(t) 

est alors 

f(t) = t-xlogt 

1 Ce qui fournit, en passant, Jes formules de Wallis donnant l'integrale de cos111 Bsin" e entre O et Jr /2. 
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et son minimum to = x. L'application de (13.4) donne directement la formule de 

Stirling 

(13.7) 

13.4 Volume et surface de !'hypersphere 

Dans l'espace a N dimensions, <f?.N, pour des raisons d'homogenei:te, le volume de la 

sphere de rayon R est 

(13.8) 

ou aN est le volume de la sphere de rayon 1. 

ou encore 

ou la seconde integrale est la mesure du volume de la sphere de rayon ~1-xf de <J?.N-1• 

Done (voir Eq. 13.8) : 

(' 2 N-1 

aN = 2aN-I Jo (l-x) 2 dx 

En posant x2 = t, le calcul de l'integrale se ramene a celui d'une fonction B(N + !, ! ) 
(voir Eq. 13.4) qu'on exprime a l'aide des fonctions r. Finalement on trouve en 

resolvant la relation de recurrence : 

(13.9) 

L'expression (13.9) sera generalement evaluee a l'aide de la formule de Stirling. 

Remarque: On peut donner une autre demonstration de la formule 13.9. Elle est plus 

rapide, mais necessite une astuce. 

Soit f (x) une fonction integrable sur <f?.N ne dependant que de r = .jv;, al ors 

l'integrale multiple se ramene a une integrale simple 

(13.10) 
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En effet dx = dVN = NaN,-N-1dr. 

Considerons maintenant la fonction f(x) = eI.x; = CT~;. Comme l'integrale 

multiple se separe, on a 

If (x) dx = n I e-x; dx; = (I e-x2 dx r = ( yrr)N. 

Appliquons alors l'Eq. 13.10, il vient 

( yrr)N = NaN e-r ~-I dr = NaN-[(-). 100 2 1 N 

o 2 2 

D'ou, comme ~f( ~) = f( ~ + 1), une autre demonstration la formule 13.9. 

13.5 Transformation de Laplace 

(Un peu) analogue a la transformation de Fourier, la transformation de Laplace est 

definie ainsi : sous reserve de convergence, on appellera F(/3) = L(f) la transformee de 

Laplace de la fonctionf(E) 

(13.11) 

La transformee de Laplace inverse ,£,-1 (F) redonne f. On utilisera deux proprietes qu'il 

est facile de verifier : 

- En prenant la definition de la fonction r, 

1 l Eµ 
.C (/JJi+I) = f(µ + 1) Y(E) avec µ >-1. 

- Comme pour la transformee de Fourier, en passant par l'integrale double 

L(f * g) = L(f)L(g). 

Transformee de Laplace inverse 

On peut montrer qu' elle est donnee par 

f(E)=L- 1(F)=~ ( /EF(/3)df3, 
2trr Jti. 

( 13.12) 

(13.13) 

ou 11 represente une droite parallele a l'axe des ordonnees, et situee n'importe ou a 
droite des singularites de F 
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Remarque: La formule (13.11) se prete bien a son evaluation par la methode du 

col. On trouve ainsi souvent une approximation simple def en calculant ensuite la 

transformee de Laplace inverse. 

13,6 Methode des multiplicateurs de Lagrange 

Soitf(x1,x2, • • • ,xn) une fonction den variables, ou fest de classe C 1 clans un domaine 

1). Pour que f soit extremale a l'interieur de 'D, il faut que 

af . 
-a = 0, t = 1 · · · n. 

Xi 

On cherche maintenant les extrema def lies par la condition 

g(X1>X2, · · · ,Xn) = 0. 

C'est-a-dire qu'on cherche des Xi tels que 

L!:/Xj=O, 
ou les dx; ne sont plus independants, mais lies par 

L!! dx;=O. 

Adoptons un point de vue geometrique. Considerons les 3 vecteurs: F = { %( }, G = { %! }, 
dx = {dx;}. On cherche les solutions de 

F.dx= 0, (13.14) 

avec 

G.dx=O. (13.15) 

Ce qui veut dire que Gest orthogonal au sous-espace orthogonal a F et done 2 qu'il 

sont colineaires. Il existe alors un nombre A tel que F + tlG = 0. On devra done resoudre 

le systeme den equations an+ 1 inconnues (x; et tl) 

at +tl ag =O, 
ax; ax; 

complete par 

2 Ceci est clair dans 'R3 : Jes dx sont dans le plan perpendiculaire a F, mais on peut generaliser. 
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13.6.1 Application 

Soit n nombres positifs Pi tels que LiPi = 1 (on peut penser a des probabilites). 

On appelle S = - I,p; logpi l'entropie. Montrons que l'entropie maximum implique 

l'egalite de tousles Pi a 1/n. On introduit le multiplicateur de Lagrange A pour tenir 

compte de la contrainte Li Pi= 1. Il faut done rechercher l'extremum de 

L'annulation des derivees partielles par rapport a Pi donne logpi = -( 1 + A), pour tout 

l. 

On suppose qu'on se donne n reels Bi et qu'on veut assurer en plus que LiPiEi = E 
(On veut conserver par exemple une energie moyenne). On ajoutera alors un second 

multiplicateur de Lagrange et on cherchera l'extremum de 

L'annulation des derivees partielles par rapport a Pi donnera 

logpi = -(1 + A)-/3Ei, 

soit 

avec Z = e1 +,i = I, e-f3E; et 

13.7 Calcul des variations. Equations d'Euler 

On se donne une fonction f (x(t),x(t), t), ou x et x sont elles-memes des fonctions 

(inconnues) de t. On considere la fonctionnelle 

f t2 

L (x(t),x(t), t) = f (x(t),x(t), t) dt. 
t, 

Un exemple est l'action mecanique donnee par 

(13.16) 
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Le probleme est le suivant: comment choisir la fonction x(t) (et sa derivee) pour que 

L soit extremum, sachant que x(t1) et x(t2 ) sont donnes. 

Supposons qu'on ait trouve une solution, ecrivons la variation oL induite par une 

petite variation ox et ox autour de la solution x(t). 

oL= t 2
f(x(t)+ox,x(t)+ox,t) dt- t 2

f(x(t),x(t),t) dt. 
J~ J~ 

La condition L extremale ou stationnaire signifie que oL doit etre nul au premier ordre 

Vox. 
Comme au premier ordre en o 

on tire que 

af . af 
f (x(t) + ox,x(t) + ox, t):,; f (x(t),x(t), t) + ox ax+ ox ax' 

I.12 af J.12 . af 
oL(x(t),x(t),t)= ox-;;-dt+ ox-;;:dt. 

~ uX ~ uX 

Integrer par partie la derniere integrale permet de mettre en facteur ox sous le signe 

somme: 

oL(x(t),x(t),t) = £12 
ox[f- :tf] dt=O. 

En effet, la partie tout integree qui s'ecrit 

ox af 112 
ox ti 

vaut O puisque ox(ti) = ox(t2 ) = 0 (x(ti) et x(t2 ) sont fixes). 

Comme on veut l'egalite (13.17) a zero V ox, il reste l'equation 

af d af 
ax - dt ax= o, 

appelee equation d'Euler. 

(13.17) 

On verifiera qu'on retrouve bien l'equation fondamentale de la dynamique F = ma 

en minimisant l'action mecanique (13.16). 

Si on avait, de plus, une condition de type 

I. t2 

g(x(t),x(t),t) dt=O 
t1 

(13.18) 

(extrema lies), on opererait avec la methode des multiplicateurs de Lagrange. C'est-a­

dire qu'on ecrirait l'equation d'Euler appliquee a la fonction 

f (x(t),x(t), t) + Jg (x(t),x(t), t). 

11 faudra ensuite utiliser la condition 13.18. 
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Exercice 13.1. [PD] [Chainette] On considere un fil pesant, clans le plan vertical, 

de longueur l donnee et attache en deux points sur l'axe des x en x = 0 et x == a. 

Calculer sa forme d'equilibre. 

Indication. Soit y(x) !'equation de cette forme. On ales conditions aux limites 

y(O) == y(a) == 0 et la contrainte 

(13.19) 

L'equilibre sera atteint quand le centre de gravite sera le plus bas possible, soit 

quand 

( 13.20) 

sera m1mmum. 

13.8 Rappels succincts de mecanique analytique 

13.8.1 Equations de Lagrange 

On utilise q, coordonnees generalisees a la place de x. Par exemple a 3d, q peut signifier 

{x,y,z) ou {r,8,¢). Avec N particules, c'est un vecteur d'un espace a 3N dimensions et 

en cartesiennes on aura 

On introduit le Lagrangien 

L(q,q) = K-V, 

ou K est l' energie cinetique et V l' energie potentielle. On se limitera au cas ou K a la 

forme K = I, a;iJ} ou a et V sont des fonctions de q seulement (et pas de q ou de t). 11 

s'agit d'un mouvement conservatif 

Sur la droite a ld: 

L = l/2mx2 - V(x). (13.21) 

11 faut comprendre par exemple que clans le cas a 3N dimensions 

~ BL BL BL BL 
dL = LJ B----:dq;+-B .. diJ; note -B dq+ -B. dq. 

1 q, qi q q 
(13.22) 
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La trajectoire q(t) (par ex. x(t),y(t),z(t)) est solution de la minimisation de l'action 

I. t2 

S= L(q,q)dt. 
t1 

n faut alors integrer les equations de Euler-Lagrange 

ai d ai 
----=0. 
aq dt aq 

(13.23) 

A Id l'Eq.I3.23 redonne evidemment 

dV 
mx=- dx =F(x). 

lntroduisons l'hamiltonien et pour simplifier l'ecriture mettons-nous a Id. On a 

d ai ai 
d/(q,iJ.) = aq iJ.+ a/i.· 

Soit avec l'Eq.I3.23 

d d (aL ) 
d/(q,iJ.) = dt aq iJ. ' 

OU 
8L 
aq q-L(q,q) = Cte = E. 

On definira l'hamiltonien par : 

8L 
H(q,q) = aq q-L(q,q). (13.24) 

A cause de la definition de L et de la dependance quadratique de K en iJ. 

d'ou une autre ecriture de l'hamiltonien 

H(q,q) = 2K-L = K + V(q). 

C'est done l'energie totale du systeme. 



140 CHAPITRE 13. APPENDICE MATHEMATIQUE 

13.8.2 Equations de Hamilton 

On definit maintenant les moments conjugues 

(13.25) 

A Id on aura, a cause de l'Eq. 13.21 

p=mx. 

Derivons le moment conjugue, a l'aide des Eqs. 13.23 d'Euler-Lagrange on obtient 

Etcomme 

on a 

. BL 
p= Bq· 

H = pq-L(q,q), 

BL BL 
dH = pdiJ.+ qdp- Bq dq- BiJ. diJ.. 

(13.26) 

Par definition de p le terme en dq s'annule. Maintenant par definition de l'hamiltonien 

(Eq. 13.23) on a egalement 

BH BH 
dH = 8qdq+ Bp dp, 

on deduit les equations de Hamilton 

BH . 
Bq =-p 

BH 
Bp =iJ.. 

Ce qui, pour l'exemple donne est une fa<;:on savante d'ecrire 

ma=F=-BqV. 

Taus les calculs precedents restent vrais pour d quelconque (voir la remarque 

precedant l'Eq. 13.22). 
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Attention a l'abus d'ecriture: la fonction mathematique H(p,q) n'est evidemment 

pas la fonction H(q,q). 

Les equations de Lagrange ou de Hamilton, equivalentes au fameux ma = F 

permettent d'ecrire des equations differentielles (couplees) qui donneront en principe 

aussi q(t) et p(t). L'interet de cette nouvelle formulation va venir plus loin. 

L'espace de phase pour un fluide est l'espace des {p,q}. C'est un espace qui a 

generalement de l'ordre de 6 x 1023 dimensions, qui n'est done pas l'espace ordinaire 

qui en a generalement trois. 

Donnons un exemple important de !'utilisation de ces coordonnees generalisees 

qui sera utile clans l'etude des mouvements de rotation. 

13.8.3 Coordonnees spheriques 

On ecrit {x,y,z} en spheriques, on derive par rapport au temps, puis on calcule 

Ensuite de 

on tire 

Soit 

8L . 2 
Pe=----:-= mer ae 

8L 2 .. 2 
P<fJ=-. =mr ¢,sm (} 

8¢, 

8L 
Pr= ar = mr. 

1 p~ 1 p~ p; 
H(p,q) = - . 2 + 2m r2 + 2m + V(r,e,¢,). 

2m r2 sm (} 

13.9 Theoreme du point fixe 

Considerons la suite definie par recurrence 

(13.27) 

(13.28) 

(13.29) 
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ou fest une fonction derivable. L' exemple le plus fameux est la suite geometrique 

(13.30) 

QuandN -oo 
- elle diverge si Jill > 1 en tendant vers l'infini 

- elle tend vers O si JAi < 1 

- elle est constante et vaut xo si il = 1 

elle diverge sans tendre vers l'infini si Jill= 1 avec tU i= 0. 

Prenons deux autres exemples que nous considererons plus tard : 

Xn+ I = ~ (xn + !!:_), 
2 Xn 

(13.31) 

(13.32) 

Sauf pour la suite geometrique (x11 = il 11x0 ) et quelques cas rares on ne sait pas exprimer 

de fa<;:on compacte x 11 en fonction de Xo, On peut neanmoins etudier la suite avec la 

methode suivante. Soit x* un point fixe de cette suite, c'est-a-dire une solution de 

!'equation 

x* =f(x*). (13.33) 

Si la suite definie par l'Eq. 13.29 converge et a pour limite l, alors X 11+1 et x11 tendent 

vers let par passage a la limite clans l'Eq. 13.29, on obtient bien l'Eq. 13.33. Mais ceci 

ne signifie pas la reciproque: tout point fixe n'est pas necessairement 3 limite. Bien sur si 

on part exactement de x0 = x*, la suite reste constante. Mais que se passe-t-il si on part 

d'une valeur voisine? Reecrivons l'Eq. 13.29 

X11+1 -x* = f(x11)-x* = f(x11)-f(x*). 

Faisons un developpement autour de x*, il reste 

X11+1-x*=(x11-x*)A avec il=f'(x*). 

Posons X11 = x11 -x*, on se ramene a la suite geometrique (13.30). Conclusion, si 

la fonction est derivable, il faut la condition lf' (x* )I < 1 pour que le point fixe soit 

egalement limite de la suite. 

Exercice 13.2. Calculer la limite de la suite (13.31). Y-a-t-il sensibilite aux condi­

tions initiales? 

3 Et d'ailleurs ii peut y avoir plusieurs points fixes, alors que la limite est unique. 
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Exercice 13.3. [PD] [Equation logistique.] Calculer le point fixe de la suite (13.32). 

A quelle condition sur A est-ii stable? Regarder numeriquement ce qui se passe 

pour A= 4. 

1 J. IO lntegrales de Fermi 

Ce sont des integrales du type 

I Ev 

Iv= ef3( ) de, 1 + f-µ 

qu'on voudra evaluer a la limite de haute et basse temperature. 

1. Pour f3 petit (T grand). 

On pose x = /3E et z = tf3µ et on sait que z - 0 (µ doit etre < 0 pour que la densite 

reste finie). 

Iv= -- dx = -- dx 
1 I xv 1 I xv ze-x 

13v+ I 1 + z-1 eX 13v+I 1 + ze-x 

et comme ze-x < 1, on peut faire le developpement en serie: 

I = _l_ ~Jxv(-t+lzne-nxdx. 
v 13v+I LJ 

n=I 

Posant nx = t et isolant la fonction r qui apparait : 

Soit 
vn z2 

Ii12 = 2/33/2 [z- 23/2 + ... ] 

3 vn z2 

h12 = 2 213s12 [z- 2s/2 + ... ] 

2. pour /3 grand (T petit). Montrons le lemme de Sommerfeld. 

A la limite T = 0, il est clair que pour tout c.p( E) : 

lµ c.p(E) lµ 
ef3( _ ) de= c.p(c)dc. 

0 l+ fµ 0 
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Soit en terme de distribution : 

lim ;( J = Y(µ-E). 
T-,0 1 + E-µ 

Cherchons un developpement systematique au-dela de la fonction de Heaviside 

Y. Pour cela, 6tons de l'integrale sa partie dominante. Soit a evaluer 

l +oo ~(E) lµ 
A= ef3(E-µ) dE- ~(E)dE. 

00 1 + -00 

Posons j3(E-µ) = x et separons !'integration pour x > 0 et x < 0. 

1 lo ~(µ + ~) 1 lo x 1 loo ~(µ + ~) 
A=- dx-- ~(µ+-)dx+- dx, 

J3 -00 e-"+l J3 -00 J3 J3 0 e-"+l 

ou encore en regroupant et en changeant x en -x pour les valeurs negatives de x 

A=~ (
00 

dx-1-(~(µ+:::_)-~(µ-:::_)) 
/3 Jo eX + 1 /3 /3 

qui peut s'approcher (au second ordre) par: 

l l 00 1 X A ::,e - dx--- 2~'(µ). 
J3 0 e-"+1/3 

Or 
roo X 7f2 

Jo eX+ 1 dx= 12 

On le demontre par un procede tout a fait analogue au calcul precedent (on 

multiplie par e-x haut et bas !'integrand, puis on fait un developpement en serie). 

II reste alors que 

1 n2 o' 
ef3( ) ::,e Y(µ-E)- --2 (E-µ) + ... 

1 + E-µ 6 /3 

En effet si V¢, la distribution Test telle que < T,¢ >= -¢'(µ), alors T = o'(x-µ). 

Ceci justifie les developpements utilises a basse temperature. 

On aura egalement besoin de connaitre des integrales de type 

la= (
00 

~dx, avec a>O. 
Jo e-"-1 

En multipliant encore par e-x et en developpant on trouve immediatement que 

la= f(a+ l)(a+ 1), 

ou ( (a) = L n-a est la fonction de Riemann. En particulier h = ~ et h = fs. 
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CHAPITRE I 

Mise en jambes 

Solution 1.1 On aura en unites MKSA 

___ 70 ___ c::e 3 X 1020 
18000xl,3810-23 ' 

parce que isx~ooo est la fraction de mole contenue clans 1 mg d'eau. Soit 

Z 3x1020 1020 
µ = e c::e 20 . 

Solution 1.2 Prenons 10 g de matiere et deux cas de composition chimique extremes : 

du plomb 208 Pb et du dihydrogene H2• Dans le premier cas il faudrait 208 get clans le 

second 2g pour obtenir NA c::e 6 x 1023 molecules. Done, clans lOg de dihydrogene il ya 

~ x 6 x 1023 molecules, al ors qu'il ya }i8 x 6 x 1023 a tomes de 208 Pb. Le logarithme de 

Nest done compris entre 52 et 56. 11 baisserait de log 10 c::e 2.3 si on avait pris seulement 

1 g de matiere. 

Solution 1.3 

1. C'est une loi binomiale: on repete N evenements independants de probabilite 

p = ! et on cherche la probabilite de n succes, done 

P(n) = (N)( ! t(l-! )N-n = _1 (N)· 
n 2 2 2N n 

(1.1) 

On a ii = Np = ~, ce qui etait attendu et cr2 = Np( 1-p) = ~. On voit que l' ecart 

relatif er/ii= 1/ YN c::e 10-12 , si Nest le nombre d'Avogadro. 

2. La variable aleatoire n est la somme de N variables aleatoires independantes 

valant O ou 1 avec la meme probabilite, suivant que la molecule est a gauche ou 

a droite. Cette variable aleatoire possede un ecart quadratique moyen fini ; on 

peut done, pour n grand, appliquer le TLC. Le TLC, qui traite n comme une 

variable continue, donne 

(11-~)2 
1 --N-

Q(n)dn = Me 24 dn. 
21r!::!.. 

4 

(1.2) 
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C'est la probabilite que le nombre de molecules a droite soit compris entre n 

et n + dn. Comparer avec le resultat exact, Eq. 1.1, n'a de sens qu'autour de 

n = ~, aussi est-il naturel de poser n = N;5 et de chercher un developpement 

de l'Eq. 1.1 en puissance du petit parametre s. On a, a l'aide de la formule de 

Stirling complete : 

( N) N! NN2N 

N;s = ( N{5)!( N;-5)! ~ (N + stt (N -sti' 2rr(N+s~(N-s). 

N 

D'ou: 

On ecrit alors que 

( 
1 s2 ) S 1- .l. 

logP(s) ~ N logN- -logN2(1- - 2 ) + -log---4 
2 N 2 l+N 

+~ (1og2N-logrr-logN2(1-l_ )) . 
2 N2 

Et par un developpement limite en -f:J, 

1 s2 1 2 
logP(s) ~ -- - + - log-. 

2 N 2 rrN 

Done asymptotiquement on obtient 

P(s) ~ ~e-fu. ( 1.3) 

Or la formule (1.2) donne 1 pour la loi de la variable aleatoire s = 2n-N 

1 1 s2 1 
R(s)ds = --- e-m ds = -P(s)ds. 2M 2 

D' ou vient 2 ce facteur ! ? Lorsqu' on a applique la formule de Stirling a ( ~' ), on 

n'a pas tenu compte de ce que N + s devait etre pair (n, le nombre de molecules a 
droite doit etre un entier); sinon la probabilite est nulle (evenement impossible). 

Done, clans un cas sur deux, il faut prendre P(s) = 0. D'ou le facteur ! a la limite 

continue. 

1 Comme R(s)ds = Q(n)dn et dn = ds/2, R(s) = f Q(n(s)). 
2 Qui met en evidence que la limite continue de P(s) n'est pas normalisee. 
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Remarque : En fait, nous avons traite un probleme beaucoup plus general, celui de 

trouver la loi de distribution d'une variable aleatoire n qui est somme de N variables 

aleatoires independantes valant a ou b avec la meme probabilite. Par exemple, pour 

a= 1 et b = -1, c' est le probleme de la marche al ea to ire sur une droite ou du mouvement 

brownien a une dimension ou celui du gain clans un jeu equitable. En considerant 

que la valeur d'un actif en bourse est la somme de ses variations, c'est aussi le modele 

financier qui va inspirer Bachelier 3 . 

Solution 1.4 La reponse elementaire est qu'il ya n x 10-2 molecules clans S 1, n x 10-4 

dans S2, etc. Mais que signifierait n x 10-24 = 1/10 clans S12 , la molecule ne pouvant se 

couper en 10? Manifestement, qu'il ya une molecule (en moyenne) tousles 10 flacons 

de l litre. 

Dans ce probleme de dilution tout se passe comme si, a la rieme dilution, on 

extrayait un volume v de 1 litre d'un volume V de 10or litres contenant exactement n 

molecules. Si le melange est homogene, la probabilite pour qu'une molecule donnee 

soit dans le volume vest p = v/V = 10-2r. La probabilite que ce volume en contienne 

exactement k est donnee par la loi binomiale : 

P(k) = (;)l(l-p )'1-k. 

Cette equation suppose l'independance des probabilites, c'est-a-dire que les particules 

de solute n'interagissent pas entre ell es 4 . C' est une approximation (justifiee) de faible 

densite. On trouve al ors que c' est bien la valeur moyenne : 

<k) - __!!_ 
- 102r' 

qui coi:ncide avec la reponse elementaire de la « regle de trois ». 

Des qu'on a 102r '.::,!non peut considerer la loi binomiale comme une loi de Poisson 

de variance : 

(}" = -Im = ...jn. 
1or 

Pour r = 12, on a (k) = 1/10 et done O" '.::,! 0.33, et pour r = 15, (k) = 10-7 , ce qui veut 

dire qu'il y aurait en moyenne une molecule tous les dix millions flacons de 1 litre 5 . 

3 Auteur d'une these en 1900 consideree comme point de depart des mathematiques financieres modernes. 
4 En effet, si elles interagissent, la probabilite de trouver une particule a un endroit depend de la presence 

des autres au tour d' ell es. 
5 L'homeopathie utilise souvent des dilutions plus fortes que celle-ci (15 CH) ; en fait des dilutions de 
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Solution 1.5 Soit 

x=(it 
la fraction de points de la sphere a une distance < r. Prenons N = 1023 • 

n=I 

0,8 n=2 

n=IO 

n=IOO 

0,6 

C -
0,4 

0,2 

---
00 

---
0,2 0,4 0,6 0,8 

FIGURE 1.1. Grap he des fonctions y = t", respectivement pour n = l, 2, 10 et 

100. Pour n = 104, le graphe ne se distingue pas de !'angle droit en (1,0) a 
cette echelle. 

( 1.4) 

On voit que x passe brutalement de la valeur c,, 0 pour r < R a 1 pour r = R. Et 

comme 

ox=N(i(-1 o(i), 
on a, en prenant le logarithme (a base 10) de l'Eq. 1.4: 

tandis que: 

log ox = ( 1023 - 1) log i + 23 + log 6 ( i). 
On voit que log ox c,, logx. Du point de vue du logarithme il ya done presque autant de 

matiere sur la « peau » de !'hypersphere de dimension elevee que clans tout le volume. 

Ce resultat est evidemment faux a 2 ou 3 dimensions ! 

30 CH existent. Ses effets eventuels sont done a rechercher ailleurs que clans la presence de molecules 

survivantes de la solution mere. 



SOLUTIONS DES EXERCICES 151 

Solution 1.6 11 suffit de considerer le developpement en serie de Fourier de la fonction 

impaire de periode 21r et qui vaut a clans l'intervalle ouvert ]O,rr[. On sait que 

an=~ ( f(x)dx et, a cause de la parite bn = 0. 
TJm 

lei, done, 

4 lrr . 4a 2 
an = -a sm nx dx = - - si n impair et O sinon, 

21r O 21r n 

ce qui verifie le resultat a = ~. 

I ~ 1 1 1 

11,1,' '+"1 
,..,,,.,,, ~-Tr'", ,,., -'""-'""="-"..-' ",<,' ...,, ':.:,.'_,;.,/ ~11--, --nl 4 

I ' I 
I I 
I I 

0,5 .!... l 

-o,s~ --- N=10 

- N=100 

-rr/4 

I 

-10 
1 

I 

2 

I 

3 

I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I " 

PY1 " '.! 
I 

4 5 

FIGURE 1.2. Dessin des fonctions 510 (x) et de 5100 (x) comparees a Ia Iimite 

thermodynamique 

Solution 1. 7 

1. Le circuit a n + 1 cellules peut etre vu comme un circuit compose d'une impe­

dance Z1 montee en serie avec les impedances Z2 et Zn elles-memes montees en 

parallele. D'ou la formule proposee. Mathematiquement le probleme est bien 

pose : trouver la limite de la suite Zn definie par la relation de recurrence ( 1.1) de 

l'enonce, qu'on ecrira Zn+I = f(zn), avec la condition initiale z1 = Z1 + Z2. On a 

vu (Cf le theoreme du point fixe clans l'appendice mathematique) que la limite, 

si elle existe, est solution de !'equation z = f(z). Soit, ici 

( 1.5) 
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qui admet les solutions : 

(1.6) 

La suite z11 convergera vers le point fixe z* seulement si !'application f est 

contractante (voir l'appendice mathematique), ce qui implique que lf'(z)I < 1 

au voisinage de z*. 11 faut done etudier le module de 

f'(z*) = (~)2 
z*+Z2 

(1.7) 

2. On a main tenant Z1 = iLw et Z2 = l / iCw, ou w est la frequence du courant. 

L'Eq. 1.6 montre qu'il ya deux situations separees par une frequence critique 

We= 2/ -vfc. 
- w > We, Dans ce cas, les racines donnees par 

* .Lw( ~1 z =12 1± v1-Z; (1.8) 

sont purement imaginaires. 

- w < We, Dans le second cas, z* est donne par 

* Lw(· ~1 z =2 l± vZ;-1, ( 1.9) 

qui contient une partie reelle non nulle. 

11 est facile de montrer par recurrence que Zn est necessairement imaginaire 

pour tout n, done z* ne peut a priori etre limite de Zn pour w < We, Dans ce cas 

d'ailleurs, lf'(z*)I = 1, ce qui confirme la non convergence de la suite. 

Si w > We, on obtient 

2 

f'(z*)= 

1 - 2w2 ( 1 ± ~ 1 - w~ ) 
w~ w2 

( 1.10) 

L' etude de la fonction y = 2x( 1 ± ,Vl -1 / x) avec x > 1 montre que lf' (z*) I est 

toujours < 1. Le point fixe est bien alors limite de la suite z11 • 
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Revenons au cas w < We, ou la suite diverge. Feynman affirme que la partie 

n~elle (dissipative) de z*, qu'il considere bien comme la limite physique de la 

suite, provient du fait que dans un reseau infini « l'energie du generateur peut 

etre absorbee et dissipee en permanence clans le reseau ». Comment justifier 

convenablement ce paradoxe? 

3. A la limite r ---t O la nouvelle cellule elementaire est identique a l'ancienne. 

lnteressons-nous au cas w <We.Un calcul facile (mais un peu ennuyeux) conduit 

r Lw +r2Cw 
lf'(z*)l=l--2 e o e+O(r2). 

2ro ~l-w2 
w2 

C 

(1.11) 

Ce qui signifie que pour tout r i= 0, !'application fest contractante et que le 

point fixe 

* iLw+ r 
z =---+ 

2 

(iLw+r) 2 iLw+r 
----+. r· 

4 1Cw+ 2 
ro 

(1.12) 

donne comme solution de l'Eq. 1.6 est bien limite de la suite z11 • Cette limite 

contient bien sur une partie reelle ( un terme dissipatif) qui depend de r. Mais ce 

qui est remarquable, c'est qu'elle ne s'annule pas a la limiter ---t 0. On retrouve 

ainsi la valeur don nee par Feynman L!f [ i + ~ :~ - 1]. 

En d'autres termes, on retrouve le resultat physique en prenant 

lim lim z11 (r) et pas lim limz11 (r), 
r->0 n->oo 11-->oo r->0 

cette derniere limite n'ayant aucun sens. 

4. A l'aide de l'ordinateur, il est facile de dessiner la partie reelle de z* (Eq. 1.12) 

comme fonction de w pour differentes valeurs de r. Pour r = 0, on obtient 

exactement un demi-cercle. 

Commentaire: On peut comparer la Fig. 1.3 avec la Fig. 7.5 qui est le diagramme de 

phase { T, m} d'un modele d'Ising. Le parametre d' ordre x* et le parametre de controle 

w correspondent respectivement a m, magnetisation moyenne, et T, temperature. Cette 

analogie est plus profonde que la forme des courbes : on sait que pour obtenir une 

magnetisation spontanee, il faut un petit champ magnetique exterieur B, briseur de 

symetrie, qu'on fera tendre vers O apres passage a la limite thermodynamique. lei il faut 

introduire r, faire tendre n vers l'infini, puis r vers 0. De meme que la magnetisation 

spontanee existe parce qu'il existe toujours un champ magnetique residue! non nul, le 
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FIGURE 1.3. Partie reelle x• des points fixes z' de l'Eq. (1.1) fonction de la 

frequence w pour L = 1, C = l, r0 = 1 et differentes valeurs de r. On a pris 

deux valeurs de r > 0, r = 0.1 et r = 0.2 (lignes fines) avec le cas limiter= 0 

(ligne epaisse). Les lignes pointillees correspondent aux branches instables. 

Les branches sont a derivee continue pour tout r > 0, tandis qu'il ya une 

bifurcation en w, = 2 quand r = 0. 

circuit infini peut avoir une partie ohmique parce qu'il n'y a ni bobine ni condensateur 

parfaits. 

Solution 1.8 
2 

1. On a H = fm = E et -fr sq s fr. On en tire que p = ± -Y2mE. D'ou la trajectoire 

clans l'espace des phases indiquee Fig. 1.4 (a gauche). 
2 2 

2. lei H = f m + mgq = mgh; soit q = h- 2~ 2g avec O < q < h represente par la branche 

de parabole (au milieu). 

P! 
I 
I 

- 1 

! 

q 

p 

q 

FIGURE 1.4. Trajectoires clans l'espace de phase. Voir texte. 

p 

q 
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3. On sait que 
p2 1 

--+-mw2q2 = 1. 
2mE 2E 
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(1.13) 

C'est l'equation d'une ellipse de demi-grands axes Y2mE et ~2E/mw2, voir la 

Fig. 1.4 (a droite). 

On voit sur ces exemples que les trajectoires clans l'espace de phase ne sont pas 

les trajectoires au sens habituel (c'est-a-dire clans l'espace geometrique). 

Solution 1.9 Si deux trajectoires distinctes de l' espace des phases avaient un point 

commun {q0,p0}, cela signifierait qu'on pourrait obtenir deux solutions distinctes pour 

Jes memes conditions initiales 6 . 

Solution 1.10 

1. La trajectoire etant fermee, on repassera apres un tour par !es memes points 

{p,q} de l'espace des phases, c'est-a-dire par Jes memes points de l'espace reel et 

avec les memes vitesses. On a 

.Jl(E) = I I dp dq, 

ou l'integrale double est etendue a l'interieur de la courbe fermee H(p, q) = E 

clans le plan de phase. Soit 

.Jl(E) = lqmax dq L2 dp = 2 iqmax ~2m(E- V(q)) dq. 
q,,111, z,;;<E-V(q) q111111 

Par derivation sous le signe somme 

Par ailleurs comme 

O.Jl lqmax dq 
a=2m . 

E q,,,;,, ~2m(E- V(q)) 

1 
-mv2 + V(q) = E, 
2 

6 Pour certains systemes bornes, une variation infinitesimale des conditions initiales (dans une large gamme 

de ces conditions et pas seulement autour d'un point isole instable) peut engendrer tres rapidement des 

trajectoires tres differentes. Comme on ne peut jamais connaitre avec une precision infinie ces conditions 

initiales, le mouvement devient impredictible, bien qu'on en connaisse la loi. C'est le phenomene du 

chaos deterministe. 



156 CHAPITRE I. MISE EN JAMBES 

v= ±2_ ..J2m(E-V(q)) = ddq' 
m t 

De cette derniere relation on tire par integration 

T = 2 (q"'ax dq = 8.Jl. 

Jaq.. V aE mm 

2. Moyennant des changements de variables evidents, ce probleme revient a de­

montrer que, si : 

J - rt3 -;::===d=x==== 
Ja ..J(x-o:)(x-f3)(x-y)(x-o) 

et: 

J- r5 dx 
- Jr ..J(x-o:)(x-f3)(x-y)(x-o)' 

alors I=]. On va integrer la fonction 

1 
f (z) = ---;======= 

..J(z-o:) (z-/3) (z-y)(z-o) 

sur le contour dessine a la figure 1.5. 

R 

FIGURE 1.5. Contour d'integration r. 

Les integrales sur les segments verticaux s'annulent (on ne tourne autour d'aucun 

point critique), l'integrale sur le grand cercle tend vers O quand R - oo (lemme de 

Jordan). Par consequent, la somme de l'integrale curviligne autour de [o:/3] et de 
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l'integrale curviligne au tour de [ yo] est nulle. La premiere est egale a ±21 et la seconde 

a ~2/, le signe dependant de la determination des logarithmes consideres pour calculer 

les racines carrees. Dans tousles cas on a I-!= 0. 

Solution 1.11 Soit <I> ce nombre de microetats. Pour le calcul classique, on a vu que 

Done <I> represente (at pres) l'aire de l'ellipse d'equation 

p2 1 
-+-mw2 =E 
2m 2 ' 

de demi-axes a= V2mE et b = ~. Comme cette aire vaut '\/ mw2 

on deduit que 

2E 
1rab=1r-, 

w 

E 
<I> Clas = nw • 

Quantiquement, on sait que les etats sont donnes par 

Done, le nombre de microetats d' energie < E 

E 1 
<I>quallt = nw - 2· 

Remarque : On voit que les deux quantites sont equivalentes a haute energie. Mais 

si on se souvient que [x], partie entiere de x est plus proche de x- f que de x, la 

quantification brutale de <I>c1as donne le resultat exact. 

Solution 1.12 Le calcul classique est immediat: 

1 L Liv'imE L <I>c1as = h 2 dpdq = h dp = 2h V2mE. 
f,;;<E -v'fmE 
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Les valeurs propres de l'equation de Schrodinger sont quantifiees par 

rrn 2 2mE 
kn = L avec k = ~. 

Done le nombre de microetats d'energie < E est 

ce qui est egal a <l>c1as• 

L 
n=-Y2mE, 

nrr 

On voit sur ces deux exemples que la valeur de h, arbitraire en mecanique classique, 

est imposee par la mecanique quantique. 

Solution 1.13 

1. On peut ecrire 

g(E) = .£,-1 Z(/3), 

avec 

2. Apres integration sur p, 

Z(/3) = ;d f e-,BV(q) dq, 

ou A = ~ est la longueur d' onde thermique. En prenant la transformee 

inverse de Laplace (voir l'appendice mathematique) et en permutant les integra­

tions, il vient 

( 2nm) 1 f [ ( e-.BV(q) )] 
g(E) = --,;z dq £:I {31 . 

11 est facile de montrer que 

ou Yest la fonction de Heaviside. La phase e-.BV(q) correspond a la translation 

-V(q). Finalement on obtient la formule de Weyl: 

( 2rrm)1 1 f d 
g(E) = --,;z r(~) dq (E-V(q))2-1Y(E-V(q)). 
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3. Pour d = 3, on a 

1 (2m)~ I g(E) = 4rr2 h2 d3q .,/E- V(q)Y(E- V(q)). 

Pour d= 2, 

En fin pour d = 1, 

g(E) = m 2 Jd2q Y(E- V(q)). 
2rrn 

-fErz I 1 g(E) = -h- dq Y(E- V(q)). 
~E-V(q) 

159 

On verifie qu'on retrouve bien la densite de niveaux du puits carre ou de 

l'oscillateur harmonique. 

Pour le billard, il reste seulement 

ou n represente L, Sou V suivant que d = 1,2,3. Noter que pour d = 2, g(E) est 

independant de l'energie. 

Remarque : En fait, parce que nous sommes partis de la formule classique, nous 

avons calcule le terme dominant de la densite de niveaux du calcul quantique; voir les 

Eqs. 11.5 et 11.17. 





CHAPITRE 2 

Distribution des vitesses 

Solution 2.1 Soit F(u) la loi de probabilite (inconnue) de u. A cause de la propriete 

d'isotropie de l'espace, les deux autres variables aleatoires vet w obeissent a la meme 

loi. A cause de l'independance des probabilites, on aura de plus 

P(u, v, w) dudvdw = F(u)F(v)F(w) dudvdw. (2.1) 

L'isotropie impose de plus 

P(u, v, w) = F(u)F(v)F(w) = f(u2 + v2 + w2), (2.2) 

ou f est la fonction qu' on cherche a determiner. On a : 

P(u,0,0) = F(u)F(0) 2 = f(u2 ). (2.3) 

Reutilisons l'Eq. 2.2 avec w = 0, puis l'Eq. 2.3. 11 vient : 

Soit encore, a l'aide de l'Eq. 2.2 avec u = v = w = 0, 

!( 2 2) _ f(u2 )f(v2 ) 

u +v - f(O) . (2.4) 

Verifions que seule l'exponentielle satisfait une equation de type 

( ) - g(x)g(y) 
g x+y - g(O) . 

En effet 
g(x+h)-g(x) g(x) g(h)-g(O) 

= 
h g(O) h 

Soit, en prenant la limh---->O des deux membres : 

I g' (O) 
g (x) = g(x) g(O) , 
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dont la solution generale est Ae-bx, ou A et b sont des constantes arbitraires. 

Il reste done 

(2.5) 

ou A et b sont > 0. 

La normalisation entraine A = ( ~ )312• On ecrira, puisque P ne depend que du 

module c de la vitesse : 

( b)3
/
2 2 

P(c) = ;. e-bc . 

Il ne reste plus qu'un parametre, b. On verra a l'Ex. 2.3 que 

m 

b = 2kbT' 

ou T est la temperature et kb la constante de Boltzmann. 

Remarque: L'hypothese a la base de la demonstration precedente n'est pas du tout 

evidente I : on n'a pas demontre que les trois variables aleatoires U, V, W etaient inde­

pendantes. Et ce n'est pas le cas a priori: les vitesses resultent de collisions elastiques 

ou l' energie cinetique se conserve. 

Solution 2.2 W(c) de sera obtenue en integrant P(c) dcxdcydc2 sur les angles clans le 

domaine (c, c+ de). La symetrie spherique donne alors 

Le maximum c0 de W(c) est racine de W'(c) = 0, soit 2c-2c3b = 0, ou encore 

1 
Co= -yb, 

1 Cette demonstration avait ete formulee par Maxwell en janvier 1860 clans le Philosophical Magazine. A la 

fin de sa vie ii ecrira clans le meme journal en 1866: "As this assumption may appear precarious, I shall 

now determine the form of the function in a different manner" [ Comme cette hypothese ( d'independance 

des coordonnees) peut paraitre incertaine, je vais a present determiner la forme de cette fonction d'une 

fa~on differente]. 
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1.0 ~---~-----------~ 

FIGURE 2.1. Distribution maxwellienne des vitesses. On a choisi ici b = 1. 

Pour calculer CJ on peut partir du calcul de 

I(b) = ce-bc de= - e-bc dc2 = -, l oo 2 ll00 
2 1 

o 2 o 2b 

puis deriver sous le signe somme par rapport a b : 

D'ou finalement 
2 1 

CJ = yn •./EJ° 

Pour le calcul de c2 , on partira de la connaissance de 

roo 2 1 0 
G(b) = Jo e-bc de= 2 '/ b' 

(voir l'appendice mathematique sur la fonction r), que l'on derive par rapport ab: 

oG - loo 2 -b,2 d - 1 • cb-3/2 
--- Ce C--- y7f • 
ab o 4 
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On retrouve bien sur que fo00 W(e) de= 1 et en derivant a nouveau, que 

fJ2G -loo 4 -bc2 d - 1 3 • r=b-5/2 --- e e e--- ylf . 
8b2 0 4 2 

D'ou 
3 

e2 = 2b' 

Comme on peut le constater sur la figure 2.1, valeur moyenne, valeur la plus 

probable et racine de la valeur quadratique moyenne ne coi:ncident pas. 

En rempla~ant b par sa valeur on trouve alors que 

1 2 3 
(-me)= -kbT, 
2 2 

resultat tres general qu'on verra plus tard sous le nom de« theoreme de !'equipartition 

de l'energie ». 

Solution 2.3 

1. Soit S l'entropie microcanonique. Par definition de T 

1 as 
T 8E' 

ou S = kb logZµ-

Plutot que de calculer Zµ, la fonction de partition microcanonique du gaz, on 

va calculer le nombre cumule de microetats, c'est-a-dire 

<I>= ~ h:N r dq, · .. dq3N r dp, ... dp3N 
N. Jq;EV Jr.;(pf /2m)<E 

= _1 _l_ VN a (2mE)3N /2 
N! h3N 3N 

ou a 3N= volume de la sphere unite (voir appendice mathematique). On ob­

tiendrait Zµ par derivation par rapport a E. On voit que E intervient de fa~on 

multiplicative clans Zµ, Done seule compte la puissance de E clans le calcul de 

la derivee du logarithme de <I> (voir les remarques clans le chapitre « Mise en 

jambes » ). Cette puissance est 3f -1 '.::c'. 3f. D'ou 

3N 1 
= 

kbT 2 E 

et 

(2.6) 
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2. Rappel de probabilite. Quand uncouple de variables aleatoires X, Ya une densite 

de probabilite f(x,y), la probabilite que XE (x,x+ dx), quelle que soit la valeur y 

de Y, est donnee par 

Pr[X E (x,x+dx)] = dx J f(x,y)dy. 

Dans le cas qui nous interesse, il ya 6N variables aleatoires de densite de probabilite 

1 1 
f(p,q) = N! h3N dpdqc5(H(p,q)-E). 

Comme pour le cas a deux variables, la loi de probabilite de P1,x = Pi est proportionnelle 

a l'integrale (integree sur toutes les variables sauf p1) 

I f(p, q)dq dp2dp3 '' 'dp3N, 

etendue au domaine 2 de !'hypersphere 

3N P7 Pi 
~-<E--. 
?,J 2m 2m 
1=2 

L'integration sur q donne yN. Pour calculer l'integrale restante, on calcule le volume 

de !'hypersphere de rayon ~2mE-pf clans un espace de dimension 3N -1. Reste 

finalement pour l'integrale donnant la loi de probabilite une quantite proportionnelle 

a: 
2 3N-I 

(2mE-p 1)-2 . 

2 En principe ii faudrait parler du domaine 

3N 2 2 2 

~ !!.i.._ E (E-!J....,E+dE-!J....). 
LJ 2m 2m 2m 
1=2 

Mais on a vu qu'en prenant le logarithme, a la limite thermodynamique, on pouvait indifferemment 

considerer ce domaine ou le domaine 
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2 

Asymptotiquement en N, la dependance en Pi est done en ( 1- 2~£) 3~-i. Par application 

de l'Eq. 2.6, asymptotiquement encore, on aura 

On a utilise le fait que 

lim (1- ~)N = e-x 
N-HXJ N 

Remarque : Dans ce qui precede, on n' a calcule que la dependance de la probabilite en 

p1, ignorant tous les facteurs multiplicatifs compliques. Bien sur, on les recuperera en 

normalisant, a la fin, le resultat. 

Solution 2.4 

1. Ce gaz est constitue de molecules ponctuelles sans interaction (parfait) et sans 

structure interne (simple). Sa fonction de partition canonique s'ecrit 

avec 

qui est la longueur d'onde thermique. 

On peut remarquer que z = ,i3 est la fonction de partition d'une seule particule. 

On aurait pu effectuer ce calcul plus rapidement en utilisant la propriete de 

factorisation de la fonction de partition canonique 

1 
Z=-~ N! . 

C E- ologZ d'd · l'"' 2 6 ( E- b' ' E · · · omme = -7p, on en e mt tq. . pour , 1en sur et pas qm, lCl, 

fluctue). 
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2. Comme clans le cas microcanonique, on va calculer la seule dependance en p 1 

de la distribution de probabilite de p 1• On peut de plus supposer !'existence d'un 

potentiel V(q). On integre sur toutes les variables sauf p 1 : 

-f3 Pi + ,_,3N P; + V( ) ( 
2 2 ) 

- 2m LJ2 2m q 
P(pi )dpi ~ dpi I dp2 · · · dp3N I dq e . 

L'integration sur q et P2,p3 · · · ,P3N donne une constante multiplicative. Reste 

done 
Pt 

P(pi)dpi ~ dpi e-f32m, 

qu'il suffira de normaliser pour avoir la densite de probabilite de p 1• 

Remarque: Lorsqu'il s'agit de calculer une probabilite, on ne s'embarrasse pas des 

prefacteurs, qu'on calcule a la fin, en normalisant. 

Solution 2.5 Soit P;(v;) les densites de distribution de vitesse des particules (i = 1, 2). 

Ona 
3 1 v2 

P ( ) ( m;/3) 2 _lf3m-v2 ( 1 ) 2 - 2;2 
i v; = - e 2 ' ' = -- e ' ' 

2,r 21rcr2 
I 

avec er; = ni;/3. La vitesse relative est v = V2 - v 1. Soit Q( v) sa densite de distribution, 

c'est-a-dire que Q(v) dv est la probabilite de trouver une vitesse relative (v2 -vi) E 

[ v + dv, v]. Puisque les particules sont independantes, on peut ecrire 

Q(v) dv = L Pi (vi)P2(v2) dv1dv2, 

ou 1) est le domaine (v2 -v1) E [ v + dv, v]. Soit, en explicitant 

Q(v) dv = ( Pi (vi) dv1 { ( P2(V2) dv2}. 
Jv1 Jv2E[v+v1,v+v1 +dv] 

Si dv est petit, on peut remplacer l'integrale entre accolades par la valeur de !'integrand 

en un point quelconque du (petit) domaine multiplie par son volume. C'est le theoreme 

de la moyenne (a 3d). Il reste 

Q(v)dv={l
1 
P1(vi)P2(v1 +v)dv1}dv. 

On peut bien sur faire le calcul, mais il est plus elegant de remarquer que Q(v) apparait 

comme le produit de convolution de P1 avec P2• Pour le voir ii suffit de changer, clans 
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l'integrale, v1 en -v1, ce qui fait apparaitre, en utilisant la parite de la gaussienne, 

f P1 (vi)P2(v-vi)dv1• On sait que le produit de convolution de deux gaussiennes est 

encore une gaussienne dont l'ecart quadratique er est la somme des ecarts quadratiques. 

On definit m par : 
2 1 1 1 

(T =--+--=-
m,/3 m2/3 m/3 

Done Q(v) correspond encore a une maxwellienne de meme temperature et de masse 

qu' on appelle la masse reduite. 
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Surprises microcanoniques 

Solution 3.1 Posons 

M=N+-N-, 

ou N+ et N- sont respectivement le nombre de spins+ («up») et de spins - («down»). 

Clairement E =-BM.Fixer E c'est done fixer M, ou N+ (ou N-, puisque Nest fixe). 

Le nombre de microetats est par consequent le nombre de choix de N+ objets parmi 

N, soit: 

(On a remplace n! par n11 e-11 ). D'ou l'entropie 

Comme 
aN+ 1 iJM 1 aN-

oE = 2 oE = - 2B = - oE ' 

on tire, en derivant Sµ par rapport a N+ et N-

On en conclut 

et comme E = -BM : 

E = -NB tanh,BB. 

Etudions la fonction Sµ(E) a l'aide de l'Eq. 3.1. A l'energie minimum, -BN, 

Sµ(E) = 0 : il n'y a qu'un seul microetat, tousles spins sont +. Puis Sµ(E) croit avec 

E jusqu'a un maximum Nln2 pour E = 0, avec N+ = N-. Ensuite, la fonction etant 

symetrique, Sµ(E) decroit jusqu'a l'etat de plus grande energie BN ou tousles spins 
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N 12 

6 1'>() T<fi 

a~~~----,--~~~~~~~~~ 

-10 -5 0 10 

E 

FIGURE 3.1. Entropic d'un systeme de N = 10 spins sans interaction soumis 

au champ magnetique B. 

sont -. En examinant la pente de Sµ(B), on voit que la temperature T croit de O a 

l'infini, puis devient negative pour B = 0, passe a -oo et croit jusqu'a 0. Les temperatures 

negatives sont associees aux etats les plus excites l ! 

Cette situation rare est due au fait que Sµ n'est pas, ici, une fonction croissante de B. 

Experimentalement on sait realiser approximativement de telles situations pendant des 

temps brefs, quand les degres de liberte lies a l'energie cinetique peuvent etre negliges. 

Solution 3.2 On va montrer que S(B) ne peut pas simultanement etre i) extensive, ii) 

convexe. 

1. Si S(B, V,N) avait une partie convexe, on aurait la situation de la Fig. 3.2, ou B1 

et B2 marquent les deux changements de concavite et B1 et Bg les points de la 

bi-tangente. L'allure des fonctions T(B) et cv(B) decoule de leur definition: 

1 as aB 
T = aB et Cv = ar. 

2. A volume constant Cv = dQ/ dT = dB/ dT. 

Conclusion : dT / dB < 0 ~ Cv < 0. 

De la definition 1 / T = dS / dB ( a V et N constant) on tire 

d2S d 1 1 dT 1 

dB2 = dB T = - T2 dB = - Cv T2 • 

1 Notons que le maximum de S1,(E) est surestime par !'approximation utilisee pour N ! En effet, si 

Sµ(O) = NLn2, le nombre de microetats correspondant est 2N, qui est en realite le nombre total de 

microetats. 
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s 

E 

! I I I 
I I I • 

liqu~ide j : : : gaz 

. 
' . 

! ! 

T 

E 

E 

n 
FIGURE 3.2. Pour E1 < E < E2 on a 1/cv < 0 : le systeme est instable. Pour 
E1 < E < E1 et E2 < E < Eg, le systeme est metastable: c'est ce qu'on appelle la 
zone spinodale. 

171 
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Conclusion : S(E) convexe ~ Cv < 0. 

3. Le fait que la bi-tangente soit au-dessus de la courbe S(E) (convexite) entraine 

pour E1 < E < Eg que 

avec 

S(E, V,N) < AS(E1, V,N) + (1-A)S(Eg, V,N), 

E-Eg 
A=-­

E1-Eg 

4. Si on suppose S extensif, alors 

AS(E1, V,N) + (l-A)S(Eg, V,N) = S(E', V',N') +S(E", V",N"), 

avec 

E' = AEt, V' = AV, N' =AN, 

E" = (1-A)Eg, V" = (l-A)V, N" = (1-A)N. 

On a, evidemment, E' + E" = E, V' + V" = V et N' + N" = N. 

(3.2) 

Cela signifie que si on ne contraint plus le systeme total a etre homogene (hypothese 

implicitement faite), le systeme scinde en deux sous-systemes homogenes, et de 

densites differentes f: (foible) et f:; (forte) aura une entropie plus grande (voir 

l'inegalite 3.2). C'est la construction de Maxwell, ou l'on remplace la fonction 

S(E) par sa bi-tangente entre E1 et Eg. 

Conclusion : Tout changement de concavite implique une chaleur specifique (microca­

nonique) negative clans le domaine considere. Des lors: 

- soit on retablit l'extensivite par la construction de Maxwell, si on la croit 

necessaire ( cas de la limite thermodynamique avec des forces de courte portee, 

ce qui exclut !'interaction de Coulomb ou la gravite); 

- soit on croit ace changement de concavite qu'on attribue a une entropie de 

surface non negligeable. Une chaleur specifique microcanonique negative clans 

un certain domaine serait alors la signature d'une espece de transition de phase 

( du premier ordre) clans un systeme fini. 

Solution 3.3 

1. L'integration se ramene au calcul de l'hypervolume de rayon 

R = [ .../2m(E-V(q))] 3N, 
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dans l'espace a 3N dimensions. Comme on sait (voir l'appendice mathematique) 

que dans l' espace a n dimensions ce volume vaut 

,rn/2 

V - R11 

11 
- r(n/2+ 1) ' 

il vient 

3N 

1 1 (2m,r)T I lli 
<l>µ = -h3N 3N dq (E- V(q)) 2 Y(E- V(q)). 

N! r( 2 + 1) 
(3.3) 

Par derivation par rapport a E (voir l'Eq. 3.4), on tire 

3N 

1 1 (2m,r)T I 3N 

Zµ= N!h3N f(~) dq(E-V(q))T-1 Y(E-V(q)) (3.4) 

2. Comme precedemment, apres integration sur p, il reste au second ordre 

3N 

1 1 1 (2m,r)T I 3N 

(A)= Zµ N! h3N f(~) dqA(q)(E-V(q))T-1 Y(E-V(q)). (3.5) 

3. D'ou 

(K)=(E-V)=--- dq(E-V(q)) 2, 1 'YN l lli 

Zµ r(3f) V(q)<E 

(3.6) 

avec 
3N 

1 (2m,r)T 

YN= N! h3N 

Et plus generalement 

(K-1) = _!_ y; ( dq (E- V(q))~-l-l, (3.7) 
Zµ r( 2 ) Jv(q)<E 

ou, ici, l peut etre positif ou negatif (sous reserve de convergence). 

4. De 

a1Zµ YN 3N 3N 3N l lli-1-1 
-=--(--1)(--2)···(--l) dq(E-V(q))2 , 
a Et r(3f) 2 2 2 V(q)<E 

on deduit 

(3.8) 
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Etpourl= 1, 

(3.9) 

ce qui est une formule exacte. 

5. Si maintenant on developpe au second ordre l'identite 

(3.10) 

et qu'on prend la moyenne, il reste 

-1 1 (J"K 
( 

2 ) 
(K ) = (K) 1 + (K)2 . 

En reportant clans (3.9) et toujours au second ordre 2 

2 ( 2 (J"k ) kbT=-(K) 1+--- . 
3N 3N (K)2 

A la limite thermodynamique, on obtient le theoreme d'equipartition de l'ener­

gie: 

6. Le calcul de cv est analogue, on derive par rapport a EI' equation 

soit 

1 1 1 ar 1 a2zµ 1 (azµ) 2 

kbT2 Cv = kbT2 oE = Zµ oE2 zt oE 

En utilisant (3.8), on obtient 

1 oT 3N 3N ~ 1 
--- = (--1)(--2)(K )--. 

kbT2 oE 2 2 k2T2 
b 

2 On a utilise le fait que CTi( varie en N tandis que (K)2 en N2• Ce qui peut etre faux a la transition de phase. 
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A l'aide de la relation (3.9), on obtient la formule exacte 

kb (K-2) 3f -2 
-=l-----
Cv (K-1 )2 3N -1. 

2 

(3.11) 

2 

On peut, comme clans le calcul precedent, developper en petit parametre <;>2 • 

On part encore de l'Eq. 3.10 qu'on eleve au carre. En prenant la moyenne, on a: 

et on trouve finalement : 
kb 2 er} 
Cv "" 3N - (K)2 . 

(3.12) 

Note sur la validite des calculs. La formule (3.11) est exacte. Elle autorise des valeurs 
2 

negatives de cv. En revanche, la formule (3.12) suppose <;>2 « 1. Cette inegalite peut 

etre violee en cas de transition de phase. 





CHAPITRE 4 

L'oscillateur harmonique 

Solution 4.1 

Microcanonique, un oscillateur classique. Soit a calculer 

IL ¢= - 2 dpdq. 
h f...+!mw2q2~E 

Le domaine d'integration pouvant s'ecrire 

p2 q2 
--+2E < l, 
2mB -

mw2 

c' est - a 1 / h pres - la surface (:rrab) de l' ellipse de demi grands axes a = V2mB et 

bH!;B ,, 
= --2 .Dou 

mw 
2:rrB B 

<p=:rrab= - =-. 
hw nw 

La densite d' etats donnee par g(B) = ~~ vaut done tz~. 

(4.1) 

La fonction de partition microcanonique, c'est-a-dire le nombre de microetats 

assurant une energie du systeme comprise entre Bet B + dB, vaut 

z _ 8(J)(B) d _ dB 
µ - BB B- tzw· 

On voit qu'ici, on ne peut evidemment pas identifier g(B), (J)(B) et Zµ(B) pour 

le calcul de l'entropie. Ce sera le cas seulement avec N oscillateurs a la limite 

N-oo. 

Canonique, un oscillateur classique. Pour le calcul canonique, !'application repetee 

de la formule (13.1) aux integrales sur pet q permet d'ecrire 
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On aurait aussi bien pu utiliser le resultat microcanonique en ecrivant que 

= I 8¢ -f3EdE z 8Ee . 

Microcanonique, N oscillateurs classiques. 11 faut maintenant evaluer 

IL <l> = N 2 dpdq. 
h ~+! 111w2q2<E 

2m 2 -

Pour calculer cette integrale effectuons le changement de variables 

{
Pi= -.fimx; i = l, ... N 

q; = .j;l;x; i = N + 1, .. . 2N 

qui transforme l'hyperellipsoi:de en hypersphere de rayon VB. On aura 

ou J est le jacobien de la transformation. Par definition 

ap1 BpN Bq1 BqN 
ax1 ax1 ax1 ax1 

]= 
ap1 BpN Bq1 BqN 
BxN BxN BxN BxN 

ap1 BpN Bq1 BqN 
ax2N ax2N ax2N ax2N 

Comme il est diagonal, son calcul est immediat : 

Done 

N 

Comme a2N = ~! (voir l'Eq. 13.9), reste alors simplement 

( E )N 1 
<l> = tzw N! ' 
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soit 

( B )N-I 1 dB 
Zµ= tzw (N-l)!tzw' 

Utilisant la definition de la temperature microcanonique (Eq. 3.1) on obtient 

(4.2) 

Remarque: Le theoreme d'equipartition de l'energie aurait donne 

(l/2kb T par degre de liberte quadratique). Mais il ne s'applique qu'a l'ensemble 

canonique. Les deux resultats coi:ncident a la limite thermodynamique. 

Canonique, N oscillateurs classiques. A cause de l'independance des oscillateurs: 

On aurait pu egalement, ce qui est inutilement complique, ecrire que Z est la 

transformee de Laplace de Zµ, soit 

Z- e-f3E - -1 I ( B )N-I dB 
- (N-1)! tzw tzw' 

puis conclure en utilisant la fonction r (voir l'Eq. 13.2). 

Solution 4.2 

Microcanonique, un oscillateur quantique. L'energie est quantifiee par 

ou nest un entier ~ 0. On en deduit la densite de niveaux 

g(B) = Ic5[B-nw(n+ t)], 
n 

et par integration 

I 1 I B 1 B 1 
¢(B)= Y[B-nw(n+-)]= Y(----n)=[---], 

2 tzw 2 nw 2 
n n 
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ou [X] designe la partie entiere de X. C' est le nombre ( discret) possible d' etats 

d' energie inferieure a E. On observera que sa traduction continue correspond 

au cas classique (Eq. 4.1 ). En effet, la fonction continue qui approche au mieux 

la fonction [x] est y = x-1/2 et non y = x. 

Canonique, un oscillateur quantique. L' obtention de z est immediat, c' est la somme 

d'une serie geometrique convergente 

00 
l 1 

z = I e-,Bliw(n+:z) = . 

n=O 2 sinh,Blif 

On en deduit par exemple que 

(E) = _ 81n z = nw 1 ' 
a,a 2 tanh,Blif 

qui tend vers kb T quand ,B -+ 0. 

Remarque : La limite haute temperature est classique : c'est celle qu'aurait 

donnee le theoreme d' equipartition de l' energie, soit 1 /2kb T par degre de liberte 

quadratique (ici, il ya l'energie cinetique et l'energie potentielle). 

Microcanonique, N oscillateurs quantiques. L'energie totale du systeme de N oscil­

lateurs s'ecrit 
N 

E = nw(n1 + n2 + · · · + nN + - ). 
2 

Fixer E c'est fixer L~, ni = M. La fonction de partition microcanonique sera 

done egale au nombre de choix possibles 1 de N entiers ni, tous positifs ou nuls 

et de somme donnee egale a M. Ce calcul necessite une astuce. Pour fixer les 

idees, prenons M = 6 et N = 4. Sur la Fig. 4.1 on a porte les ni boules separees par 

N -1 traits. lei n1 = 2, n2 = 0, n3 = 3 et n4 = 1. II ya 3 traits. Toutes les partitions 

de 6 peuvent etre obtenues en melangeant clans un sac les M = 6 boules et les 

N -1 = 3 traits, soit M + N -1 objets. On trace ensuite 9 points sur la droite et on 

en baptise de toutes les fa<;:ons possibles 3 comme «barres», le reste en « boules ». 

On voit que de cette maniere on ecrit une fois et une seule toutes les partitions. 

Voila pourquoi on aura bien 

-(N-l+M) Zµ- . 
N-1 

1 En arithmetique, ceci s'appelle une partition de Men N entiers. 
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n, 

• • • • • • 

FIGURE 4.1. Calcul de 21, 

Remarque: On a 

Cette relation se montre par recurrence sur M avec la formule du triangle de Pascal 

(;!D = (;) + (P: 1). On remarque, en explicitant l'ecriture des combinaisons, que 

<l>(E) = ( 1 + ~ )Zµ et done, quand N - oo, que tout le volume de phase est pratiquement 

contenu clans la surface. 

Pour comparer au cas classique on va supposer N fixe et M - oo (haute energie). 

On approche done seulement M! et (N + M-1)! par la formule de Stirling, soit 

1 (N + M- l)N+M-I 
Z c::e e-N+I. 

µ (N-1)! MM 

( N-l)M 
On remplace 1 + M par ~-I, il reste comme terme dominant 

z - MN-I- -
1 1 ( E )N-1 

µ- (N-1)! - (N-1)! nw 

Ce qui donne pour la temperature microcanonique, toujours a la limite des hautes 

energies, (N - l)kb T = E. Resultat a comparer au cas classique (Eq. 4.2). 

[ Canonique, N oscillateurs quantiques.] Les calculs sont, comme toujours, beau­

coup plus simples. 

Z=~=( 1 )N 
2 sinh,Bfif 

(4.3) 

On constate que la limite a haute temperature 2 ,B - 0 redonne le cas classique. On 

obtient encore que (E) = Nkb T. 

2 Ou limite quand n---) 0, ce qui est, bien sur, une image de theoricien : n valant ce qu'il vaut ! 
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Remarque : Ce qui precede met en evidence un resultat tres general. 

- A la limite thermodynamique (N - oo) les valeurs des observables ( energie, 

chaleur specifique, compressibilite, etc.) coi'ncident quel que soit l'ensemble ou 

elles ont ete calculees. 

- A la limite des hautes temperatures (!3- 0), ou des hautes energies, les resultats 

des calculs quantiques et classiques sont les memes. 

Solution 4.3 Soit g(E) la densite de niveaux. On sait que la fonction de partition 

canonique est sa transformee de Laplace : 

Z(/3) = J g(E)e-f3EdE. 

Verifions qu'en prenant la transformee de Laplace inverse on retrouve g(E). On peut 

reecrire l'Eq. 4.3 
-f]~N e 2 

Z=----­
(I-e-f31iw)N' 

Calculons sa transformee de Laplace inverse par la formule classique d'inversion 

1 e-f3!lfNJJE 
1:,-Iz= - r d/3 

2i1r J!l. (I-e-f31iw)N , 

ou 11 est une droite parallele a l'axe imaginaire d'abscisse quelconque positive a (les 

poles sont sur l'axe imaginaire). Si E < Nnw/2 ii faut fermer le contour d'integration 

par un demi-cercle a droite qui n'entoure aucun pole, et done l'integrale est nulle. Si 

E > Nnw/2, plutot que d'utiliser la methode des residus, on ecrit que 3 

(I-e-f31iwfN = f (N + R- l)e-f31iwR. 

R=O R 

Apres inversion de la sommation et de l'integrale (justifiee par le theoreme de Le­

besgue), on a: 

.£:iz = ~ f (N +R-1) ( rf3(E-1iw(N/2+R))df3. 

2m R=O R )!l. 

3 II est facile de calculer le developpement de Taylor 

(1-xtN = I +Nx+ ~N(N-1) + ... + (N + R-l)K' + .. · 
2! R 
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posons /3 = a+ iy, on peut reecrire 

£-1 z = _!_ f (N + R- l)lr(E-nw(N /2+R)) lim ('1 
eiy(E-nw(N /2+R)) dy. 

2rr R=O R ,1---->oo ) _,1 

L'integrale est un sinus cardinal. On sait par ailleurs que 

1. sin At 
1m -- =rro, 

,l-,oo t 

ou o est la distribution de Dirac a l'origine. On en deduit que 

fi(N+R-1) N i:-• Z = Li o(E-tiw(- + R)) = g(E). 
R=O R 2 

On retrouve bien que les energies possibles sont de la forme 

N 
ER = tiw(R + l ), 

(N +R-1) 
avec la degenerescence R . 
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Solution 4.4 Comme a l'Ex. 4.2, on montre que l'energie par atome est donnee par 

tiw cash n~/3 
e=3----

2 sinh n~/3 · 

D' ou on tire la chaleur specifique 

ae ( tiw )2 1 
Cy = ar = 3kb 2kb T sinh2 _fu;!_ • 

2kvT 

Posant Te= tiwf kb, on obtient la dependance de Cy en T donnee par Eisntein. A haute 

temperature on retrouve bien la limite classique Cy = 3kb, Einstein obtient une valeur 

limite de l'ordre de 6, qui correspond a 3Nkb!l ou Nkb = 'R = 8,32 JK-1mo1-1 et 

J = 4, 18 cal. A basse temperature maintenant: 

c ""-3kb(tiw)
2

e-[~~ 
y kbT ' 

qui tend exponentiellement vers 0. 

Remarque : En fait, la chaleur specifique tend vers O comme T 3• Debye obtiendra 

ce resultat en generalisant l'approche d'Einstein a une distribution de frequences de 

vibration. 





CHAPITRE 5 

Petits problemes, jolis resultats 

Solution 5.1 L'hamiltonien du pendule de torsion s'ecrit 

H=K+~oP, 
2 

ou K est l'energie cinetique de rotation qu'on n'a pas besoin d'expliciter. Comme e 
n'intervient que quadratiquement dans l'hamiltonien, le theoreme d'equipartition de 

l' energie perm et d' ecrire 
1 2 1 

(-Ce)= -kBT, 
2 2 

Soit 

C(e2) 4 178 X 10-6 X 9 428 X 10-9 X 10-3 X 10-4 
kB = -- = ) ) = 1,416 X 10-23J/K, 

T 278, 1 

qui n'est pas si loin de la valeur plus precise 1,38 x 10-23 J/K. 

Operer sous vide aurait evidemment l'avantage d'eviter les courants d'air, mais 

l'enorme inconvenient de rendre la thermalisation tres longue, si ce n'est impossible 

(par le fil de torsion, par exemple). Du point de vue microscopique, ici, la therma­

lisation est causee par les chocs desordonnes de milliards de molecules d'air sur le 

pendule 1• C'est le processus de thermalisation qui permet de court-circuiter cette ana­

lyse microscopique compliquee qui y conduit, et d'utiliser le theoreme d'equipartition de 

l'energie. 

Solution 5.2 

1. Le choix de l' origine correspond a la position du ressort sans tension et non pas 

la position d'equilibre de la masse compte tenu de son poids. 

2. La fonction de partition (du systeme a ld) s'ecrit 

1 I /3( p
2 

I 2 2 ) z = h e- 2m+zmw z +mgz dzdp. 

1 C'est en fait un mouvement brownien limite a la seule rotation. 
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3. Apres simplification, il est clair que 

Manifestement 

soit 

1 oZr 
Num=(--)-, 

m/3 og 

1 ologZ,. 
(z) =-- . 

m/3 og 

Calculons Zn en nous ramenant a la formule (13.1) 

D, ' ologZr [3mg ( ) g C . , . d , l" 'l'b l . d ou !l = - 2 et z = - 2 . ec1 eta1t atten u : a eqm 1 re a tension u 
ug w W 

ressort compense le poids : mg= -mw2zeq, soit (z) = Zeq· 

4. On aura, comme pour le calcul de (z) : 

2 1 1 o2Zr 
(z ) = m2/32 Zr ag2 . 

On verifie que 

2 = ( 2)-( )2 = _l_o2logZr = 
(T z z m2f32 og2 mf3w2. 

5. Aux temperatures ordinaires a- c:e 10-10 /ya.On voit done que pour obtenir un 

a- de l'ordre du dixieme de mm, il fatidrait une raideur de ressort de l'ordre de 

10-10 gramme/mm. Ce qui est irrealisable, au moins mecaniquement. 

Solution 5.3 

1. Il s'agit de l'etat singlet et des trois etats triplets de spin. 

2. Comme E = (n2 + n3 + n4)~ et N = n1 + n2 + n3 + n4, on a 

E= (N-ni)~. (5.1) 
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Done fixer l' energie E, c' est fixer n1• II ya(~) choix possibles pour une energie 

donnee. Mais a chaque fois que n1 etats singlets ont ete choisis, il reste N - n1 

etats triplets avec trois sous-etats de spin (-1,0,1). Le nombre total de microetats 

correspondant au choix de n1 est done 

Soit, en appliquant la formule de Stirling : 

S = kblogZµ = kb[NlogN + (N-ni)(log3-log(N-n 1))-n1 logni]. 

Et done, avec I' aide de l'.Eq. 5.1 : 

D'ou 

et 
3Ne-f3t:,_ 

E=f:..--­
l + 3e-f31::,_. 

3. Comme Z = LEZµe-f3E, des formules 5.1 et 5.2 on deduit 

(5.2) 

Par application de la formule du binome ( 1 + x )N = I,~ =O (~)xri 1 , on en tire que 

II etait evidemment plus rapide d'observer que Jes molecules etant indepen­

dantes, la fonction de partition canonique se factorisait. II suffisait done de 

calculer la fonction de partition d'une molecule qui vaut z = 1 + 3e-f3t:,_, puis 

d'elever a la puissance N. 
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4. A temperature nulle, le systeme est clans son niveau d'energie le plus bas, soit 

E = 0 (parahydrogene). Quand T """7 oo tousles etats sont equiprobables et done 

E = io + it1N. A toute temperature on a 

- alogZ 3e-f311 

E=---=NL1---
8{3 1 + 3e-f311 • 

5. Pour une molecule, la probabilite d'etre clans l'etat 1 est proportionnelle au 
e-/JO 1 

facteur de Boltzmann correspondant, soit - = - . Les probabilites que les etats 
z z 

e-/311 
2, 3 et 4 soient occupes sont egales a --. Pour les N molecules on aura done 

z 

N N Ne/311 

n1 = - = et ri2 = ri3 = ri4 = . 
z 1 + 3e-f311 1 + 3e-/311 

Solution 5.4 

1. Les valeurs possibles de l'energie H(r1,r2) suivant les valeurs de r1 et r2 sont 

donnees clans le tableau suivant : 

r1 -1 

r2 

-1 -2A-K 0 

0 2A-K 

On peut considerer le terme en A comme du a un potentiel exterieur et le terme 

en K comme une interaction (attractive) entre particules. 

A temperature nulle le systeme sera clans son etat d' energie minimum, soit 

E = -2A-K (les deux particules clans la boite de gauche). Pour T """7 oo, tous 

les etats seront equiprobables et l' energie moyenne sera done donnee par la 

moyenne arithmetique 

- 1 K 
E= -(-2A-K+0+0+2A-K) =--. 

4 2 

Quand la temperature croit, on peut s'attendre a ce que les deux particules 

restent d'abord collees (K >> A) et fassent des incursions clans la boite de droite. 

Elles se dissocieront seulement a haute temperature. 
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2. La fonction de partition canonique du systeme s'ecrit 

z = 2>-,BH(r1,r2) = e-.B(-2A-K) + 2e° + e-.B(2A-K) = 2(1 + e8K cosh2,BA). 

r1,r2 

L'energie moyenne (E) est donnee par 

(E) = _ 8logZ = -e8KKCOsh2,BA + 2Asinh2,BA. 

a,a 1 + ef3K cosh 2,BA 

On retrouve bien les limites T --t O et T --t oo. Quand les particules sont collees, 

o(r1,r2) = 1 eto(r1,r2) = 0 quand elles sont separees. Doncla valeurde (o(r1,r2)) 

donnera une mesure de leur dissociation. Par definition 

(o(r1,r2)) = ~ Io(r1,r2)e-.B(r1+r2)A+,8Kc5(r1,r2). 

r1 .rz 

Effectuons le calcul : 

(o(ri,rz)) = _!_~ az = ~ aiogZ = __ l __ 
Z ,8 8K ,8 8K 1 + _e--f3_•_ • 

cosh2,BA 

On verifie bien qu'a haute temperature les particules sont separees ou collees 

avec la meme probabilite, alors qu'elles sont associees quand T --t 0. 

3. On a maintenant 

z' = I e-.BH'(r1,r2) = e-.B(-A1-A2-K) + e-.B(-Ai +A2) + e-.B(A1-A2) + e-.B(A1 +Az-K) 

r1 ,r2 

(a) Le fait que 

(r1) = -~ aiogZ' I 
,8 8A1 A1=A2=A 

decoule de la definition de (r1): 

(r,) =~I r,e-.BH'(r1,r2). 

r1,r2 

On trouve finalement que 

e8K sinh 2,BA 
(r,) = 

1 + ef3K cosh 2,BA · 
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Comme prevu, (r1) passe de -1 a O quand T croit de O a l'infini. 

On pourrait calculer (rf) comme precedemment en derivant deux fois Z' 

par rapport a A1• Mais il est quand meme plus rapide d'observer que 

comme la variable aleatoire r1 ne peut valoir que ±1, necessairement 

(rf) = 1. Ce qui donne que 

2 2 1 + e2/3K + 2JJK cosh 2f3A 

cr,.1 = l -(r1) = (1 + #K cosh 2{3A)2 ' 

qui varie de O (a T = 0 quand la position est certaine) a 1 (pour T infini) 

quand la variable aleatoire r1 vaut ± 1 avec la meme probabilite. 

(b) Comme precedemment on montre que 

On calcule alors 

D'ou on tire 
2 

(rir2) = l- 1 + #K cosh2f3A · 

Ce qui donnera comme coefficient de correlation 

e2/JK -1 

(r1r2)-(r1)(r2) = (e2f3Kcosh2f3A + 1)2. 

(c) On voit sur la Fig. 5.1 que les particules commencent a quitter la boite 

de gauche des que kb T > A, en revanche elles ne se dissocient que vers 

kbT"" K. 

(d) On a manifestement 

puisque (r1) = (r2). On en deduit (r1). 

Par ailleurs 
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0,75 ---------

0,5 

0,25 

4 12 

FIGURE 5.1. (c5(r1,r2)) (tirete) et-(r1) (trait epais) comme fonction de kuT. 

AvecA= 1 etK= 10. 

qui peut se calculer ainsi : 

Tous ces calculs ne necessitent que la connaissance de Z. 

Solution 5.5 

191 

1. Le gaz etant parfait, la densite est N fois egale a la densite de probabilite de 

presence d'une molecule. La dependance en z de cette densite est celle de son 

facteur de Boltzmann, soit e-f3mgz. D'ou !'equation barometrique 

n(z) = n(O)e-f3mgz. (5.3) 

En integrant sur x,y puis sur z on obtient 

N = n(O)L2 e-f3mgzdz = --. l oo n(O)L2 

o mg/3 

Compte tenu de la definition de n1, on demontre bien que 

n1f3mg = n(O). (5.4) 
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2. La fonction de partition canonique d'une molecule est 

1 I i. ZGP = h3 e-/3( 2111 +mgz)dp dr. 

Apres integration sur p, x et y, il reste 

1 2 loo -f3mgzd 1 L 2 
ZGP = - L e z = - --. 

,-13 o ,-13 mg/3 
(5.5) 

ZN 

La fonction de partition totale est ZGP = i~, ce qui par application de la formule 

de Stirling donne l' energie lib re 

fcp = -kbTN(log 3 L
2 + 1). 

"1 mg/JN 

3. La nouvelle fonction de partition Znouv d'une molecule se calcule avec la meme 

integrale que clans l'Eq. 5.5, etendue au domaine du meme cylindre, mais prive 

de la petite sphere. Si cette derniere est petite il suffira alors de retrancher a ZGP 

le produit de la valeur de !'integrand au centre de la sphere par le volume de la 

sphere. C' est en quelque sorte le theoreme de la moyenne pour une integrale a 
3d. 11 en resulte 

1 4 
z = z - - -1ra3 e-f3mgzo 

nouv GP A3 3 

En utilisant les Eqs. 5.4 et 5.5, on a 

Znouv = ZGP ( l -!rra3 n~o)). 

On a alors 

1 N ( 4 3n(zo))N 
Znouv = N! ~GP 1-31ra N 

Utilisant le fait que lim (l-x/N)N = e-x, il reste, a la limite thermodynamique 
N-->oo 

Et comme n(z) est l'exponentielle (5.3): 

8F,wuv 4 3 ( ) -- = --1ra mg n zo 
azo 3 
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C'est, au signe pres, le poids d'une masse d'air contenue dans un volume egal a 
celui de la petite sphere. C'est la poussee d'Archimede, ou plus precisement son 

opposee : la force exercee par la petite sphere sur le systeme. 

Solution 5.6 

1. L'hamiltonien HN est somme de N hamiltoniens independants 

dont la fonction de partition vaut 

D' ou la fonction de partition canonique : 

2. Comme 

il reste 

3. Puisque les impuretes sont reparties aleatoirement dans le volume, on moyenne 

logZ sur le desordre en integrant simplement sur les impuretes dans le volume 

avec un facteur 1/V. 

ea: 1 I p 
(logZgc) = ,l3 VP dr dR1 dR2 .. · dRp n e-f3V(r-Ral. 

a=I 

(5.6) 

Cette integrale se factorise en prenant comme variables r et r-R3 . Le jacobien 

est egal a 1. Done 

p p I dr n dRae-f3V(Ra-r) = V Jn dYae-f3V(Ynl. 

a=I a=I 
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Les p integrales sont identiques. D'ou la premiere formule recherchee 

Ensuite, on ecrit : 

J dR e-f3V(R) = V + J dR [ e-f3V(R) -1] 

et l'on obtient: 

La derniere formule 
ea 

(logZg,) = ,l3 VePf. (5.7) 

decoule immediatement du fait que 

lim (1 +x/Vl = £!. 
V--->oo 

(5.8) 

4. De fac;on generale on peut ecrire 

d'ou l'on tire 

et 

Zg, = L>aN J e-f3H(p,q) dp dq, 

N 

ologZg, 
--=(N) aa 

8IogZg, 
a/3 la = -(E), 

ou la derivee a ete prise a a constant. Dans ce qui suit on va, pour simplifier, 

ecrire logZg, au lieu de (logZg,). En fait, il ya deux moyennes clans ces calculs 

de valeurs moyennes de N ou E: l'une sur le desordre et l'autre, statistique. Pour 

simplifier on les notera simplement N et E. lei, done 

_ ea f _ 8IogZg, _ 
logZg, - - Ve° - - N. 

,P aa 

Comme par ailleurs, on sait que clans l' ensemble grand canonique p V = 

kb TlogZg,, on retrouve la formule des gaz parfaits p V = Nkb T. 
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Calculons maintenant E. On a 

8 log Zgc of d,1-3 

o/3 la = log Zgc [p 8/3 + ,1-J d/3]. 

Or 
d,1-3 d,l 3 d/3 
-=-3-=---
,l-3 ,l 2 /3 ) 

puisque ,l ~ [3112• On aura 

3 8f 
E = N[ -kbT-p- ]. 

2 8/3 
(5.9) 

Il ya done un terme correctif a celui du gaz parfait. 

5. Les observables physiques extensives sont calculees a partir du logarithme des 

fonctions de partition; c'est done la moyenne sur le desordre du logarithme 

qu'il faut considerer, et cette moyenne n'est pas egale au logarithme de la 

moyenne. Ilse trouve qu'on sait faire explicitement ce calcul clans l'ensemble 

grand canonique. 

6. Avec le potentiel repulsif propose, le calcul est immediat a la limite des petits p, 

c'est-a-dire s'il n'y a pas de recouvrement des boules centrees en Ra et de rayon 

r0 • Ced suppose pwo « l, si w0 est le volume d'une boule. Il est facile de prevoir 

les deux cas limites : 

- A kb T « Vo, aucune particule ne sera clans les spheres de potentiel; c' est un 

gaz parfait habituel clans un volume V - pw0 et 

- A kb T » Vo, les potentiels ne jouent plus de role clans la repartition des 

particules; chaque se trouve clans leur zone d'interaction avec une probabilite 

p'tJ = pwo, ou w0 = 4/3rrrg. On prevoit done 

Faisons maintenant le calcul explicite clans ce cas du potentiel carre. 
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En effet !'integrand vaut toujours 1 quand rest exterieur aux boules de potentiel 

et e-f3Vo sinon. On voit que, pourvu qu'il n'y ait pas de recouvrement, le resultat 

ne depend pas des p positions Ra des impuretes. La moyenne sur le desordre est 

done inutile. On en deduit : 

E al 3 -f3Vo 
- = - og z = -kb T + Vo wope . 
N 0/3 2 1 + w0p(e-f3Vo -1) 

On verifie qu' on retrouve bien les valeurs prevues precedemment. 

On retrouve encore - evidemment - ce resultat en faisant les calculs clans 

!'ensemble grand canonique. 

Maintenant si on applique la formule generale 5.9, on trouve 

E = N(1kbT +wopVoe-f3Vo ). 

Resultat qui coi:ncide avec le precedent a basse densite et haute temperature. 

7. Avec le potentiel attractif propose, le calcul est analogue. Reprenons les deux cas 

limites: 

- A kbT « Vo, toutes les particules seront piegees clans les puits et l'energie sera 

celle d'un gaz parfait diminuee de la profondeur des puits, soit 

3 
E = N[-kbT-Vo]. 

2 

- A kb T » V0 , comme precedemment on prevoit 

3 
E = N [ -kb T - Vopwo]. 

2 

Le calcul explicite est analogue; il suffit de changer le signe de V0 • 

z = __!_ f e-f3L~=I V(r-Ra)dr = __!_ [V -pwo + pwoe8Vo) = V [ 1 + pwo(e8Vo -1) ). 
,-13 ,l3 ,l3 

Et finalement 

On verifie qu'on retrouve bien les deux cas limites. 

11 ya maintenant un probleme: si on applique la formule generale 5.9, ii vient 
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Resultat qui, certes, cofacide avec le precedent a basse densite et haute tempera­

ture, mais qui est manifestement pathologique a temperature nulle. 

Comme cette fois-ci f ~ oo, on pourrait songer a revenir a la formule 

_ ea [ f ]PV _ log Zg, - - 3 V 1 + - - N 
,l V 

et ne pas utiliser l'Eq. 5.8. Le calcul direct de la derivee par rapport a f3 donne 

al ors 

E = N[ ~kb T -p Bf _I_]. 
2 8/3 1 + i 

V 

11 apparait un terme correctif a l'Eq. 5.9. Dans le cas du potentiel carre : 

E 3 w0pJ3Vo 

N = 2 kb T - Vo 1 + ~ ( ef3Vo - 1 )' 

La difference avec le calcul precedent est qu'a T = 0, 

E 3 
- = -kbT-pVo. 
N 2 

(5.10) 

Mais cette quantite n' est finie qu' en apparence : sip reste fini non nul, p croit 

comme N, et on retrouve la meme pathologie. 

Tout se passe comme si, a temperature nulle, et quand on moyenne sur le 

desordre, les p puits se logent au meme endroit ( ce qui etait interdit clans le 

calcul canonique que nous avons fait), attirant toutes les particules. 

En fait il faut revenir a l'Eq. 5.6. Certes, clans la moyenne, les cas ou les puits 

de potentiel se superposent sont rares, mais quand f3 ~ oo, leur poids JJVo tend 

vers l'infini. Ce sont done eux qui vont determiner la moyenne. Un modele plus 

physique serait d'introduire entre les impuretes un potentiel repulsif de courte 

portee interdisant le recouvrement, mais les calculs deviennent complexes. 

Solution 5.7 

1. [La chaine de keratine] 

(a) L'hamiltonien H({ld) est la somme de N hamiltoniens independants et 

discernables H = L h(l;), avec h(l;) = -Xl;. Done Z = zN avec 
I 

z; = I 13x1; = 13xa + l3Xb. 
I; 
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Et on aura 
- ologZ aef3Xa + bef3Xb 
E=---=-NX . 

0/3 ef3Xa + ef3Xb 

Comme on pouvait s'y attendre, a haute temperature, les deux positions 

sont equiprobables et done E = -Nxa;b, tandis qu'a temperature nulle le 

systeme est a son etat d'energie la plus basse avec E = -NXa. 

(b) Comme E =-XL, on a L = -J. Soit 

- L aef3Xa + bef3Xb 
[--------
- N - ef3Xa + ef3Xb . (5.11) 

1,65 

·- 1,6 

2 3 4 5 
px 

FIGURE 5.2. 7 comme fonction de f3X, avec X = 1, a = 2 et b = 1. 

Dans le cas de grande force (et de temperature pas trop elevee), on voit 

que 

I= a-(a-b)e-(a-b)f3X, 

c'est-a-dire que lest exponentiellement proche de sa valeur maximum. 

(c) Un developpement limite des exponentielles au premier ordre clans 

l'Eq. 5.11 donne 

Ou encore 

I= a+ b+f3X(a2 + b2 ). 

2 +/3X(a + b) 

-1 _ a+ b ( [ a2 + b2 a+ bi) -- l+/3X ---- . 
2 a+b 2 
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Multiplions par Net posons Lo= Na;b = Nl0 , il vient 

ou encore 

avec 

L = Lo (1 +f3XN(a-b)2 ), 
4Lo 

x(T)(L-Lo) =X, 

kbT 
x(T) = 4 N(a-b)2. 

199 

(5.12) 

(5.13) 

L'Eq. 5.13 est la loi de Hooke: l'elongation est proportionnelle a la force 

(tant que la force reste foible). 

Pour une tension donnee, l'elongation sera done d'autant plus petite que la 

temperature sera elevee. Voila pourquoi les vetements de laine retrecissent 

s'ils sont laves a haute temperature. 

(d) On va developper 

Soit 

132x2 
z = 13xa + rf3Xb "" 2 + f3X (a+ b) + --( a2 + b2). 

2 

Et comme log(l + t-) ""E-f E2, on obtient facilement 

x2 
logz"" log2 +f3Xl0 +[328 (a-b)2. 

Soit, en reecrivant l'Eq. 5.12 sous la forme 

on conclut 

- X 2 
l-lo =/3-(a-b) , 

4 
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Remarque: Meme s'il s'agit d'une physique differente, ce probleme est formel­

lement le meme que celui des spins magnetiques (Ex. 3.1) ; c' est un systeme a 
deux niveaux. On le verra explicitement en posant 

2. [Le caoutchouc] 

1 
er;= -b [2x;-(a+ b)]. 

a-

(a) L'hamiltonien est encore somme d'hamiltoniens independants 

H = I h; avec h; = -Xx;. 

On aura alors Z = zN, avec 

z~ e- x=2 . l a RXxd sinh,BXa 

a ,BX 

D'ou 

E=-8IogZ=-NX( a )+N. 
8,B tanh,BXa ,B 

a la limite T - 0 (,B - oo ), E = E = -NaX. Maintenant 

I. a a 
lill ::, = 

/J-->O tanh,BXa ,BXa- (/J~a) 3 ,BX 1 _ (/J~a) 2 • 

1 1 

Ce qui donnera 

. . -N(Xa)2 

hm E= hm k =O. 
T ..... oo T_.oo 3 bT 

Comme precedemment, ces resultats etaient attendus. 

(b) Comme E = -XL, on aura 

- ( a ) N 
L = N tanh,BXa - ,BX' 

qui tendra vers aN et O respectivement quand r- 0 et r- oo. 

(5.15) 

(c) Aux foibles forces, un developpement limite de !'equation precedente 

donne X = L NJa 2 , qui est encore la loi de Hooke. 
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0,75 

I~ 0,5 

0,25 

00 2 3 4 5 
~x 

FIGURE 5.3. I/N comme fonction de /3X, avec a= 1. 

(d) Quand T = 0, la valeur x; = a est certaine, done er;;= 0. Quand r - oo, la 

valeur des x; est uniformement repartie clans [-a, a], done 

1 l a 2 
2 2 2 a 

(x;) = 0 et er x = (X; ) = - x dx = - . 
' 2a -a 3 

Comme L = Lx;, a T = 0, crz = 0 et a T - oo, la loi des grands nombres 
2 

donne crz = N't-. 

(e) Ce modele est une extension continue du modele 1. Ce sont des modeles 

a fibres independantes, ce qui est une approximation assez grossiere. En 

effet on devrait considerer le cout en energie dependant de l'angle entre 

deux monomeres consecutifs. Mais on perd alors la simplicite du modele a 
fibres independantes. 

Solution 5.8 C'est un probleme ou les sites sont independants (et discernables). Done 

il suffit de calculer z la fonction de partition d'un site et on aura Z = zN. 

1. On a 

z = Ig(E)e-.BE, 

E 

ou g(E) est la degenerescence du niveau d' energie E ( ou encore la fonction de 

partition microcanonique). L'energie peut prendre 3 valeurs 

E l-8p O 8p 
g(E) 1 4 1 
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Done 

et 
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z = Lg(E)e-.BE = 2(cosh,B8p + 2), 

E 

(E) = _ alnz = -8 sinh,B8p . 
IJ,B p cosh,B8p + 2 

Nous nous limiterons encore par la suite a un seul site, il suffit de multiplier par 

N pour avoir l' energie du systeme. On voit que pour T = 0, (E) = -8p ( energie 

minimum) et que a temperature infinie, (E) = 0 (l'orientation est aleatoire). Plus 

precisement le developpement a haute temperature donne 

1 2 1 6 s 
(E)- --(8p) ,B+ -(8p) ,B + · · · 

3 540 

Maintenant on a 
peo-peo 

(Px) = (py) = = 0, 
z 

(evident par raison de symetrie) et 

p<f38P - pe-.B8P sinh,B8p 

(Pz) = z = p cosh,B8p + 2 

( on aurait pu plus rapidement ecrire (E) = -(8p) = -8(p2 ) ). Au premier ordre 

en,B (developpement de haute temperature) 

2. On a maintenant 

soit 
sinh,B8p 

z----
,B8p 

et 
alnz 8p 1 

(E) =- IJ,B = tanh8,Bp + p' 
dont le developpement a haute temperature est 

1 2 1 4 3 
(E) - --(8p) ,B+ -(8p) ,B + · · · 

3 45 
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On constate que seul le premier terme du developpement a haute temperature 

f3p2 82 .. "d 1 d. --- comc1 e avec e cas 1scret. 
3 

3. On aura (voir l'Eq. 13.27 de l'appendice) 

D'ou 

et 

Soit 

1nl2 ·2 2 ·2 
L = T- v = -(¢ sin e+e ) + p8cose. 

4 

aL 1n12 . 
Po=----:-=-e ae 2 

aL 1n12 . . 2 
P¢ = -. = -¢sm e. 

0¢ 2 

( P~ Pt ) 1 I -/3 --+--p8cos0 
z= h2 dptpdpod()dcpe m/2s;n2o ,,,,2 • 

11 est facile d'integrer sur <p, Pt/J et Po ( on applique 3 fois l'Eq. 13.1 ). 11 reste 

1 f¥1nl2 I z= -2,r -- de 
h2 /3 

12 · 2() 
7r1Yl sm r!3p8cosO 

/3 ) 

qui s'integre en posant cos()= u. Soit 

On en tire 

2,r 1r1nl2 sinhf3p8 
z= h2 /32 f3p8 . 

p8 2 
(E) = + -. 

tanhf3p8 f3 

Ce resultat etait previsible : on a ajoute a l'Hamitonien de la question b) deux 

degres de liberte quadratiques en p0 et Pt/J, done 2 fois f kbT (theoreme de 

!'equipartition de l'energie). Cette fois-ci on voit que (E)---+ oo avec T. 





CHAPITRE 6 

Gaz 

Solution 6.1 

1. La fonction de partition du gaz parfait a ld est 

2. Apres integration sur p, la fonction de partition du gaz de spheres <lures s'ecrit 

(6.1) 

11 n'y a plus de N! parce que les particules sont maintenant discernables : a 
cause du potentiel infini qui les separe, une fois placees elles restent ordonnees 1• 

Comme le potentiel est infini ou nul, on a 

e-/JU = { 0, ~es qu'il existe uncouple (i,j) tel que lxi-Xjl < r0 

1, smon. 

L'integrale n ieme de l'Eq. 6.1 peut s'ecrire 

En effet la premiere particule (la plus a gauche) peut se deplacer entre l'origine 

et l'abscisse de la seconde particule diminuee du creur dur, la seconde ne peut 

approcher l'origine que de r0 (quand la premiere est a l'origine), etc. Moyennant 

les changements de variables y11 = x 11 -(n- l)r0, l'integrale precedente peut se 

reecrire 

rL-(N-l)ro (1N (14 (13 (12 
Jo dyn Jo dyN-1 ···Jo dy3 Jo dy2 Jo dy1. 

1 C' est une situation un peu analogue a celle du cristal. 
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Cette integrale se calcule aisement de proche en proche; elle vaut 

Finalement 

[L-(N-l)ro]N 

N! 

1 [L-(N-l)r0 ]N 
Z=-------

N! ,iN 
(6.2) 

C'est la meme formule que celle du gaz parfait en 6tant du« volume», le volume 

exclu 2• On en deduit, en negligeant 1 devant N, que 

Z = Zcp ( 1- ~ ro r 
Soit, apres developpement limite du logarithme : 

F =Pep+ kb TNnr0 , 

OU n = ~ est la (( densite ». 

Remarque : Cet exercice - classique - est souvent traite differemment. On maintient, 

comme clans le gaz parfait, le facteur ~!, mais quand on calcule l'integrale sur les 

Xi on doit considerer toutes les permutations des N particules clans les intervalles 

d'integration et done faire intervenir un N! multiplicatif, ce qui conduira au meme 

resultat. Le ~! apparaissant clans l'Eq. 6.2 est necessaire pour eviter le paradoxe de 

Gibbs: l'entropie du melange de deux gaz identiques doit etre additive, c'est-a-dire 

qu'on doit avoir S(2N,2V) = 2S(N, V). 

Solution 6.2 

1. La fonction de partition canonique de N molecules en interaction s'ecrit de 

fa<;on condensee 

Z= ~-1-Je-fl(f.;+v(q)) dqdp 
N! h3N . 

Apres integration sur p, reste, en explicitant q 

Z = --- e-flL<1 V(r,-r,) dr1dr2 · · ·drN = --z ,r 
1 1 I . . . . 1 1 

N! ,l3N N! ,i3N con,' 

2 Comme dans !'equation de Van der Waals. 
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ou ;i = 21r}:kbT est la longueur d'onde thermique (clans le cas du gaz parfait, 

Zconf = VN). Introduisons la fonction de Mayer 

Zconf= Jne-/3V(r;-rJ)dr1dr2· 00 drN= Jn[l+/;j]dr1dr2 .. ·drN, 
iq iq 

2. Developpons maintenant : 

n [ 1 + /;j 1 = 1 + I1;j + I f;lk, + ... 
i<j i<j i<j,k<l 

Integrons par rapport aux r;, le premier terme, 1, donne yN; quant au second 

toutes les N(N-1)/2 integrales etant identiques a la premiere par exemple. On 

obtient a pres integration sur r3, · · · , rN 

On a fait le changement de variables r 1 - r2 = r et r 1 + r2 = 2R, dont le jacobien 

vaut 1. L'integration sur R mettra encore un Ven facteur. Reste done finalement 

a calculer J [ e-f3V(r) - 1 J dr qui, clans le cas de spheres <lures se reduit a -17rr6 
(on a separe de domaine d'integration en r < r0 et r > r0 ). Finalement, en 

rempla<;:ant N(N-1) par N 2 

Et 

N( 2N2 3) Zconf = V 1 - 3 V ,rr O • 

2N2 

F =-kbTlogZ = Fcp-kbTlog(l- -nr6), 
3V 

Sous la condition p = ~ « N~o, ou v0 est le volume de la sphere d' exclusion, on 

peut utiliser !'approximation log(l-x) ~ -x, soit 
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D'ou on deduit de 

que 

8F 
p=-­av 

2N2 3 Nkb T ( N 2 3) 
p =pep+ kbT--2 1rr0 = -- 1 + - -1rr0 . 

3V V V3 

CHAPITRE 6. GAZ 

Remarque : Ce resultat correspond au developpement de la formule de Van der 

Waals (Cfla formule 7.9 de la partie enonces) au premier ordre en densite. II ne 

donne aucune indication de transition de phase. 

Solution 6.3 [ Calcul de z1 J 

Calcul classique. 

On a deja vu que 

Calcul quantique. 

Zt = - dpdqe-f32m = -1 I p
2 V 

h3 ,p· 

On suppose les particules clans une boite carree de cote L. Alors 

avec 

Zt = I e-f3€11xllyllz ) 

eta ts 

-1.2 2 
n 7T 2 2 2 

Enxnyn, = 2m L2 (nx + ny + nz), 

ou les n sont des en tiers positifs (Vair l'Ex. 11.1 du chapitre « Fluides quantiques » ). 

On a alors 

puisque les sommes sur nx, ny et nz sont independantes. II est facile de voir que des 

que T n'est pas nul 3 , on peut remplacer la somme par l'integrale. En ecrivant que 

'\' -an2 loo -ax2 d 1 l L..ie ~ e x=- -, 
o 2 a n 

on retrouve le resultat classique. 

3 Plus precisement : des que kv Test superieur a l'espacement entre niveaux f,;; f,. 



SOLUTIONS DES EXERCICES 209 

Conclusion : sauf a !'extreme voisinage du zero absolu, on peut faire un calcul 

classique de l'energie de translation d'un gaz de molecules. 

[ Calcul de Zr] 

Calcul classique. 

Si le rotateur est rigide, on sait (Eq. 13.28) que l'hamiltonien s'ecrit (I designe le 

moment d'inertie du rotateur) 

D'ou 
2 2 

1 I {J(Pe+ P</> ) 
z,. = h2 d8d¢dpodpt/Je- 2i 2/sin2B. 

Cette integrale quatrieme se calcule facilement (Eq. 13.1): on commence par integrer 

par rapport a¢, puis par rapport a p0, P¢ et enfin par rapport a e. On trouve 

2IknT T 
Z - -
,.-~-T,.' 

avec Tr= n2 / (21kb), Par consequent Er = - 81~f' = kb T. Resultat conforme au theoreme 

d'equipartition de l'energie (l'hamiltonien hr depend quadratiquement de Po et P¢), 

Calcul quantique. 

L'hamiltonien s'exprime en fonction du carre du moment cinetique, dont les valeurs 

propres sont de la forme j(j + 1 )n2 et sont degenerees 2j + 1 fois : 

On a done 

h t,,2 '(j ) ,.=-; +1, 
21 

00 

z,. = })2j+ l)e-fJfij(i+l). 

0 

Pour T petit (voir le tableau 6.1), il suffit de considerer les deux premiers termes de la 

somme et 
-{Ju3.. 

Zr'.:::'. 1 + 3e I , 

A haute temperature, il faut considerer tous les termes : 
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TABLE 6.1. Temperatures caracteristiques de vibration et de rotation pour 

des molecules diatomiques simples. 

J~M-o-le-cu-le-Jn-J -Tv----,----[K----,,J--.J-T------,r [-K.,......,] J 

H2 6215 85,3 

Cl2 808 0,35 

N2 3374 2,9 

02 2256 2,1 

co 3103 2,8 

HCl 4227 15,0 

ce qui est le resultat classique. 

On voit, clans le tableau 6.1, la temperature Tr en de<;:a de laquelle le calcul 

quantique est necessaire. 

[ Calcul de Zv) 

Calcul classique. 

Z = - e- 2m+zmW X dpdX 1 I /3( P
2 

l 2 2) 

V h > 

qui s'integre immediatement en 

Calcul quantique. 

On doit sommer une serie geometrique de raison e-f31iw 

oo i e-f31iw/2 1 
Zv = ~ e-f31iw(n+2) = = ----

L.i 1 - e-f31iw 2 sinh/31iw · 
0 2 

Ce qui redonne la limite classique quand T » Tv. 

On voit qu'aux temperatures ordinaires, les modes de vibration peuvent etre 

negliges, ou traites classiquement. 



SOLUTIONS DES EXERCICES 

Solution 6.4 

1. L'hamiltonien d'une molecule s' ecrit 4 

p2 1 
h= ---mw2r2. 

2m 2 

La fonction de partition (en coordonnees polaires) s'ecrit: 

1 I .aci. I 2 2) z = h3 e-,., 2,,,-imw r dOdzrdrdp, 

ce qui, apres integration sur p, (} et z donne 

21rL LR Blmw2r2 d 2V ( Rmw2B: ) z=- e-2 r r= e- 2-1 
,.i3 o ,l3 R2f3mw2 . 

Et comme les molecules sont independantes, on a : 

ZN 
Z=­

N!' 

211 

2. La quantite e-f3hdp r dr dz dB est proportionnelle a la probabilite de trouver 

la molecule clans le domaine [r,r+dr], [O,O+de, [z,z+dz] et [p,p+dp]. La 

probabilite de trouver une molecule clans le domaine [ r, r + dr], quels que soient 

(}, z et p s' obtiendra en integrant le facteur de Boltzmann e-f3h par rapport a 

toutes les variables, sauf r. 11 est inutile de faire cette integration puisqu'on ne 

s'interesse qu'a la dependance en r de cette probabilite qui est ref3f mw2
r
2 dr. Soit 

en normalisant 
ef3 f mw2 r2 f3mw2 

P(r)dr= 1 rdr. (6.3) 
ef3imw2R2 -1 

Quand il ya N molecules independantes, la concentration a la distance r de l'axe 

est simplement NP(r). 

3. Soient N1 et N2 les nombres de molecules des deux especes. On aura, en vertu 

de l'Eq. 6.3 
2 

( ) N ef3m1w2't- 1 
n2 r = ---3.eff3w2r2(mi-md m2 - . 

n1 (r) N1 m1 ef3m2w2J¥- -1 

Et pour la concentration relative il restera : 

n2 (r) n1 (O) = eff3w2r2(m2-mi). 

n1 (r) n2 (O) 

4 Attention : la partie potentielle est de signe oppose au cas de l'oscillateur harmonique. 
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Application numerique: Pour 10 000 tours par minute, on aw= 2:b04 rad/s. La diffe­

rence des masses est donnee par m2 - mi = 3 Jv:3 kg, ou N.:A est le nombre d' Avogadro. 

En introduisant la constante des gaz parfaits 'R = kbN.:A:,, 8.31 JK-1mo1-1, on trouve: 

soit 

1 1 108 4rr2 1 3 10-3 2rr2 
-{3w2r2(m2-mi) = - -410-2 -- = = 0,02639, 
2 2 36 102 300 8, 31 10 X 9 X 8, 31 

n2(R) n1(0) = l, 027_ 

n1 (R) n2(0) 

On voit que le gain d'une centrifugeuse est faible. 

Solution 6.5 

1. On aurait alors 
N 

dN =-VOS dt Vx. 

2. (a) 11 faut maintenant remplacer Vx par Vx (N doit aussi etre compris comme 

une valeur moyenne). D' ou 

N loo dN = --OS dt VxP( vx)dvx, 
V o 

ou p( vx) est la gaussienne normalisee 

Un calcul elementaire donne alors 

N jgbT dN=--oSdt -. 
V 2nm 

On en tire, puisque T est fixe 

(b) Numeriquement 

10-3 
t1 = rlog2 = 

2 10-12 

2 x4x 10-3rr 
----log 2 :,, 500 heures. 

8.3 X 300 

(6.4) 

(6.5) 
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3. (a) A cause de la conservation de la masse, le nombre de molecules (1) ayant 

quitte l' enceinte au temps t est llN1 = N1 - N1 ( t). Done la composition 

isotopique du gaz exterieur vaut 

Cette composition varie tres peu en une seule effusion. 

(b) Au bout de n operations consecutives le gain isotopique sera de 

On pourra encore ecrire 

/1N1 !! ,, 

Ni (m1 +m2-m1) 2 
( 6m)2 n 3 _3 

!1N = = 1 + - :,, 1 + - = 1 + 5, 8 10 n. 
_2 m1 m 2238+19 
N2 

Il faut done disposer de centaines de separateurs en serie pour obtenir un 

gain appreciable. 

4. (a) Quand une molecule quitte l'enceinte, elle emporte l'energie 

Le nombre de molecules qui partent avec les 3 composantes de la vitesse 

clans les domaines ( Vx, Vx+dvx), ( Vy, Vy+dvy), ( Vz, v2 +dv2 ) pendant le temps 

dt est 

avec v; = Vx si Vx > 0 et O sinon. L'energie correspondante perdue est done 

Soit, par definition de la moyenne 

Nl 
dB= -65 V 2m dt[ (v;3) + (v;v;) + (v;v;) ], 
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ou v;, v1 , Vz sont des variables aleatoires independantes; done les valeurs 

moyennes des produits se factorisent. Avec le theoreme d'equipartition de 

l' energie on obtiendra 

(6.6) 

Le calcul direct de (v;) donne 

(6.7) 

Finalement 

3 
~

'/3100 
3 1/3 2 ~'/3 4 loo 3 2 (v+) = - v e-2 mv dv= --- s e-s ds. 

X 21( 0 21( /J2m2 0 

L'integrale vaut !r(2) = 4. D'ou 

3 

! ( +3) _ (kbT)2 
m vx - -~· 

2 v21(m 
(6.8) 

Combinant les Eqs. 6.6, 6.7 et 6.8 on obtient 

dE N (kbT)i N fg;bT dN 
- =-oS-2-- =-2kbToS- - =2kbT-. 
dt V y21(m V 2m1( dt 

La derniere equation vient de la relation 6.4. On en tire 

(6.9) 

(b) On peut aussi differencier par rapport a N l' equation 

et obtenir 

Ce qui implique 
dT 1 dN 

= r 3N' 
( 6.10) 
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soit la dependance 
I 

T= To(~r (6.11) 

Reecrivons l'Eq. 6.4 a l'aide de 6.11 

- =-aNVT=-aT 2 - N=-CN6 dN 1 ( N )i 7 

dt O No ' 

ou C est une constante facile a expliciter. L'integration est immediate 

t= ~[~-~J-c Nr, N6 
0 

Inversons cette relation, il vient 

N(t) = [ ;J ~ ~ r- ,, 
0 

Cette decroissance du nombre de molecules est tres differente de la de­

croissance exponentielle isotherme ( Cf. Eq. 6.5). A cause de la relation 6.11 

on voit que la temperature, proportionnelle a Ni decroitra en ~. Cette 

chute de la temperature vient du fait que ce sont les molecules les plus 

rapides qui partent les premieres. Dans la detente de Joule par contre, N se 

conserve. 

Solution 6.6 

1. (a) On sait que 
1 vN1 

Z=-­
g N,! ,1_3N1' 

(b) Soit, avec la formule de Stirling 

et done, puisque loge = 1, 
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2. (a) On aura Zs= zi"2 , avec 

Soit, apres integration (Cf. Eq. 13.1) 

Zs = ( ~:) 
3

N
2 

e3N2fiEo. 

(b) On en tire 

et done 

( c) L' egalite des po ten ti els chimiques assure que 

En utilisant I' equation des gaz parfaits p V = N 1 kb T, il reste 

hw 
avecB= 4 . 

Critique du modele. On voit que pour T = 0, p = 0, puis p croit avec la temperature 

jusqu'a un maximum kbT = 3/2Eo, puis decroit vers 0. Cette derniere partie est 

clairement non physique. En effet des que kb Test de I' ordre de Eo, il n'y a plus cohesion 

du cristal. 

En fait ce modele n'explique pas la transition de phase solide-gaz a partir d'une seule 

interaction molecule-molecule, il la suppose en se donnant a priori des hamiltoniens 

differents pour chaque phase. 
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Solution 6.7 

1. Soit ZA et Z1 les fonctions de partition du systeme respectivement avec et sans 

la molecule B. 

tandis que 

On en tire 

= ( 1 + ~ f (e-f3v(r) _ l)d3rf A 

Utilisant le fait que log(l + E) ~ E, on en deduit 

On pourra ecrire que 

(6.12) 

si les nB molecules de B sont essentiellement entourees de molecules de A ; 

c'est-a-dire si nB << NA, 

2. (a) La relation proposee implique l'egalite des potentiels chimiques des deux 

phases en presence. En effet si Z~ et Z1 representent les fonctions de 

partition respectivement des phases vapeur et solide de B, la fonction de 

partition du systeme B compose du solide en presence de sa vapeur est 

lei et clans ce qui suit, pour simplifier les ecritures, nB (sans exposant v) 

designe le nombre de molecules de la phase vapeur de B. A l'equilibre 

l'energie libre -kbTlogZB doit etre minimum par rapport a nB, Comme 
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nB + n~ est constant (conservation du nombre de molecules B), ceci im­

plique que 

soit 
ologZB ologz; ologZ1 

anB =O= OnB an~ . 

D' ou la relation proposee. 

Pour un gaz parfait, avec l'aide de la formule de Stirling, on a: 

ou encore 
ZJ 

logZi == nB(log - + 1), 
nB 

d'ou, apres derivation par rapport a nB, la formule demandee. 

(b) La fonction de partition du systeme A+ B peut encore se factoriser 

Ou encore 

logZ = logZ1 + !1,. logZA + logZi + logZ1. 

Ecrivons encore que la derivee par rapport a nB est nulle, il vient 

NA Z1 ZJ 
0= -B(/J)+log--log-. 

V nB ni 

Ce qui donne 

Remarque : En fait, la phase solide de B fonctionne comme un reservoir infini de 

molecules qui impose son potentiel chimique. 

Application numerique 

Pour le Naphtalene-Methane on trouve B(/3) = 846cm3 /mol et pour le Naphtalene­

Ethylene B(/3) = 1617cm3 /mol. 
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Modele d'lsing 

Solution 7.1 A haute temperature, !'interaction ne joue aucune role et les spins sont 

distribues en ± 1 avec la meme probabilite. En moyenne, on aura done H = M = 0. 

A la limite T ~ 0, le systeme est dans son etat d' energie le plus bas (le fondamental), 

celui qui minimise l'energie libre F = E-TS. 11 faut distinguer deux cas: 

- B > 0, le fondamental est atteint avec <Ti= 1, Vi. On <lit que les spins sont «up». 

Soit 

H=-Jil-BN. 
(i,j) 

Evaluons la somme des interactions 

ou j(i) represente les q indices j plus proches voisins de i. En negligeant les effets 

de bord, 

1 N N I 1=-Iq=-2. 
(. ') 2 . 2 
I,} 1=J 

Le facteur 1 /2 evite le double comptage. Finalement H = -l~q -BN et M = -BN. 

- B < 0, alors pour avoir l'energie minimum il faut prendre tousles spins egaux a 

-1 (spins« down»). D'ou H = -l~q + BN et M = BN 

Remarque : Comment sont les spins pour T = 0 et B = 0? Les deux etats « tous 

les spins up» ou « tous les spins down» minimisent l'energie. Ils sont done tous 

les deux possibles. Et on verra qu'il suffit d'un tout petit champ magnetique B > 0 

(respectivement < O) exterieur pour assurer tousles spins up (respectivement down). 

On peut deja prevoir que la fonction M(B) est discontinue en B = 0 a temperature 

nulle. 
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Solution 7.2 Comme les spins sont independants, la fonction de partition se factorise 

Et 

Z = /" avec z = I !3Ber = /JB + e-f3B = 2 coshfiB. 

(er} 

ologZ 
(E) =--- =-NBtanhfiB ap . 

Enfin comme 

on a (M) = -N tanhfiB. 

Comme toujours, il faut verifier que les limites a haute et basse temperature 

correspondent ace qu'on attend. 11 est facile de voir que quand r - 0 (c'est-a- dire 

fi - oo ), on a (E) = -NB et (M) = N : tous les spins sont alignes avec le champ 

magnetique. Quand T - oo, (E) = (M) = 0 : les spins sont up ou down avec la meme 

probabilite. 

Remarque: On aurait pu utiliser l'Ex. 7.1, ecrire 

Z= re-f3H(er) = I!3Bl:;er;, 

(er} {er} 

et regrouper les termes qui ont meme nombre de spins+, 

z = f (:+)13B(2N+-N) = e-f3N (1 + e2f3B)N = (e-f3B + /JB)N. 

N+=o 

On a applique la formule du binome de Newton: LZ=o (~)xk = ( 1 +x)M. Comme presque 

toujours, cette fac;:on de calculer Z en partant de Zµ est inutilement longue. 

Solution 7 .3 

1. 11 ya 24 microetats. A temperature nulle, les 4 spins sont paralleles, done E = -4]; 

pour r - oo, tousles spins sont equiprobables done E = 0. La table 7.1 resume 

clans ses trois premieres colonnes les configurations possibles de spin avec leur 

degenerescence g. 

On en deduit 

Z= Ie-f3H(er) = Ig(E)e-f3E = 2e-4f3! + 12+2e4f31 = 4(3+cosh4fiJ). 

(er) E 
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TABLE 7.1. Pour les 16 configurations du systeme, la degenerescence g, 

l'energie E, la magnetisation M. La derniere colonne donne l'energie du 

systeme avec un champ magnetique exterieur B. 

g E M EB 
++ 

-4/ -4J-4B 1 4 
++ 

++ 
4 0 2 -2B 

+-

++ 
4 0 0 0 

-

-
1 -4/ -4 4J+4B 

-
-

4 0 -2 2B 
-+ 

+-
2 4/ 0 4/ 

-+ 

Et done 
- ologZ sinh4,8/ 
E=--- =-4/ . 

8,8 3 + cosh 4,8 J 

On verifie que E - 0 quand T - oo et que E = -4/ quand T = 0. 
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2. La valeur moyenne de M est egale a la somme de toutes les valeurs possibles 

de M ponderees par leur probabilite d'occurrence, c'est-a-dire par le facteur de 
g(E)e-f3E 

Boltzmann (normalise) correspondant Z . On a done 

4 x e4/3l + 2 x 4 x e0 + 0 - 4 x 1 x e4/3l - 2 X 4 X e0 + 0 
(M) = =0 z 

Ceci etait attendu pour raison de symetrie. Mais 

2 16 X e4/3l + 4 X 4 X e0 + 0 + 16 X 1 X e4/3l + 4 X 4 X e0 + 0 
(M )= z ' 

soit 
e4/3l + 1 

(M2 ) = 8 , 
3 +cosh4,8/ 
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dont la limite a basse et haute temperature est respectivement 16 et 4. Comme 

ici, l'ecart quadratique cr2 vaut (M2), l'ecart type est de l'ordre de grandeur de 

la plus grande valeur possible de M. En particulier il vaut 4 pour T = 0. On aura 

de maniere analogue : 

4e4/31 + 8 + 0 + 4e4f31 + 8 + 0 e4f3! + 2 

(JMJ)= z = 23+cosh4,8/ 

3. A temperature nulle, M = ±4 avec une probabilite 1/2, tandis que M 2 = 16 ou 

JMJ = 4 a coup sur. 

4. Le champ magnetique (> O), meme petit, leve la degenerescence ± de la magne­

tisation, et done JMJ = M. 

On peut le comprendre ainsi. Les memes calculs, mais avec champ magnetique 

non nul, donnent 1 

e4f31 sinh 4,BB + 2 sinh 2,BB 
(M)=4 . 

e4/31 cosh 4,BB + 4 cosh 2,BB + 2 + e-4/3! 

11 est al ors facile de voir qu' a la limite ,8 --t oo, la fonction (M) n' est pas continue 

en B = 0. En effet, en se limitant au terme dominant, et quand B --to± : 

tandis que 

le4f3(J+B) 

(M) ::,e 4 t4f3U+B) = 4 si B > 0, 
2 

_l e4f3(!-B) 

(M) ::,e 4 1
2e4f3(J-B) = -4 si B < 0, 

2 

Schematiquement on devine deja l'allure de la limite thermodynamique sur la 

Fig. 7.1. 

1 II aurait ete plus rapide de calculer 

(M) = ! atogZ. 
f3 8B 



SOLUTIONS DES EXERCICES 

' 
' 

0,8 

0,6 

~ 
0,4 

0,2 

' ' ' ' ' ' ' 

2 

-- N=4 
- Ninfini 

' ' ', -------------

4 6 8 10 

FIGURE 7.1. Comparaison de l'aimantation par site <l~ll pour N = 4 et 
N ~ oo (calcul theorique de Onsager sur un reseau carre), pour B = o+. 
On a¥= 2,2692. 

Solution 7.4 

1. Sans champ magnetique, l'Hamitonien s'ecrit: 

N-1 

H=-],LO'iO'i+I• 

i=I 

La fonction de partition s' ecrit 

Z(N) = I 131If:1117;0';+1. 

(17) 

On explicite la somme sur {a-} pour o-1 = ±1 seulement, reste 

Z(N) = I ,!3!172+Pl I;:'.;1 l7jl7j+J + e-Pf0"2+Pl r;:;1 l7;0'i+I 

(17'} 

= ,L2cosh,8Ja-2131I;:'.;'17;17;+1, 

(17'} 
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(7.1) 

ou {a-'} court sur tous les indices sauf le premier. Comme le cosh est une fonction 

paire, il n'est pas affecte par la valeur de o-2, et 

Z(N) = 2Z(N -1) cosh,BJ. 
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2. Comme, manifestement Z(2) = 4cosh,BJ, on en tire, par recurrence: 

Solution 7.5 

I. Comme 

ona 

Z(N) = 2 (2cosh,BJ)N-I. 

Z(N) = I>BI~,1/;0';0';+1, 

{O') 

L{O') lTjlTi+1 e8I~11 lwiO'i+I 1 1 az 
(lTilTi+I) = z = {J Z B/i. 

On aura de meme 

puisque lTf+ 1 = I. Et plus generalement 

1 1 EYZ I 
(lTilTi+j> = --:-------

/31 z 8h8h+1 .. ·8/i+j-l !,=! 

2. Le calcul de Z se fait comme a l'Ex. 7.4 en isolant lTJ : 

Soit 

Z(N) = I e8I~21 /;0';0';+12cosh,8/ilT2 = 2Z(N- l)cosh,Bfi. 

{O'') 

N-1 

Z(N) = 2N n cosh,8/i. 

i=I 

La formule (7.2) donne alors 

(lTilTi+j> = (tanh,BJY, 

3. Comme :J = Jlogx et I tanh,BJ ~ 11, on peut reecrire la formule precedente 

<(T·(T· ·)- e-~llogtanh,8/1 _ e-f 
l 1+; - - > 

avec 
a 

q= I . 

log tanh,8/ 

q s'appelle la longueur de correlation. Ellene diverge que pour T - 0. 

(7.2) 
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Solution 7.6 

1. On a 

225 

ologZ 
E =-8/3 =-(N-l)Jtanh/3]. 

2. Pour f3 ~ oo, on obtient Ea = -(N - I)]. A ehaque frontiere de ehangement de 

spin il ya un gain en energie de 2]. Soit 

E =Ea+ 2r] = ](2r-N + 1). (7.3) 

Fixer E, e'est fixer r E [0,N-1). 11 ya (N;1) ehoix possibles (degenereseenee). 

C'est la fonetion de partition microeanonique Zµ-

3. La fonetion de partition eanonique s'eerit done 

z = t ( N; 1 ), --/J/(2,-N+ I) = ,'f(N-1) (1 + ,-2/31 t-1 = ( 2 cosh,BJ)N-1. 

(On a applique la formule du binome de Newton). Comme on aurait pu aussi 

bien partir de l' etat ou tous les spins valaient -1, il faut multiplier encore par 2 

pour retrouver le resultat de l'Ex. 7.4. 

4. Appliquons la formule de Stirling 

z - (N-1)! "" (N-l)N-1 

µ- r!(N-1-r)! rr(N-I-r)N-1-r· 
(7.4) 

Et a l'aide de l'Eq. 7.3: 

I ologZµ ologZµ dr I 
-=k =k -=k[-logr+log(N-I-r)]-. 
T ~ & ~ U 

D'ou on tire 
2] (N-1 ) 
kT =log -r--I . 

Soit, en tirant r puis E, le resultat de la question 1. C'est une autre methode de 

ealcul de la fonetion de partition du modele d'Ising a Id. 

5. Le gain en energie est f,,.E = 2r] = 2(N - l)x], tandis qu'un petit ealcul donne un 

gain entropique 

kbTlogZµ = Tt,,.S ""-kT(N-l)xlogx. 

(On a developpe au premier ordre en x l'Eq. 7.4). Done l'energie libre deeroit. 

Ceci signifie que si l' on part de la situation ou tous les spins sont align es ( a 
T = O), le moindre apport d'energie rend le systeme instable. 11 n'y a done pas de 

magnetisation spontanee. Le bilan est different a 2d. 
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Solution 7.7 

1. Il suffit de verifier que 

Puisque CTN+I = cr1, on aura 

I T <r1 <r2 T <r2<r3 ••• T <TN<r1 = I ( TN) <r1 <r1 = Tr ( T)N . 
{<rl <T1 

La trace d'une matrice est invariante par changement de repere orthonorme. Si 

done on peut diagonaliser la matrice T (2 x 2), on pourra ecrire que 

L'equation aux valeurs propres est 

;i2 -2,;i/Jl cosh,BB + 2sinh2,BJ = 0. 

Le discriminant reduit peut s'ecrire 

11' = e2f31 sinh2 ,BB+ e-2/31, 

d'ou 

;i± = 131 cosh,BB ± W. 

On a alors 

quand N - oo. Et done 

lim F = -kb Tlog ( /31 cosh,BB + -viJ). 
N-Hx,N 

Le calcul de la magnetisation M = -i; est facile, mais un peu fastidieux. On 

trouve bien la formule proposee. 

2. Il etait clair, pour raison de symetrie que pour tout N (et T * O) 

. M(B,N) M(O,N) 
hm = =O, 
B->0 N N 
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et done que 

lim lim M(B,N) = lim O = 0. 
N->ooB->O N N->oo 

Mais il n' etait pas evident qu' on obtiendrait le meme resultat en inversant les 

limites, c'est-a-dire en calculant, ce qu'on a fait 

r r M(B,N) 
i~°tJN~ N . 

Et d'ailleurs si d > 2 les deux limites sont differentes : il ya bien clans ce cas 

magnetisation spontanee. 

Solution 7.8 

1. Quand ,B = 0, la fonction de partition canonique Z = L{er) rfl I,<i,i> er;eri se reduit a 

L{erl 1 = 2N. C'est le nombre total de microetats possibles a toutes les energies. 

C'est un resultat general: il suffit d'ecrire Z = I:g(E)e-f3E qui se deduit pour 

E 

T = o a LEg(E). 

2. 13 represente le nombre de liens entre plus proches voisins. Si on neglige les 

effets de surface, 13 = Nq/2. La division par 2 evite le double comptage. 

3. L'identite 

rfler;eri = (1 +V<Ti<Tj)cosh,BJ, 

avec v = tanh,BJ est immediate: il suffit de la verifier pour les deux seules valeurs 

possibles de <Ti<Tj = ± 1. On a alors 

qu'on developpe en 

Z = I: n ( 1 + V<Ti<Tj) COSh/3] 

{er} (i,j) 

Z=(cosh,BJ)13 l::[l+v I:<Ti<Tj+v2 I: <Ti<Tj<Tk<r1+ .. ,],. (7.5) 

{er} (i,j) (i,j)ic(k,I) 

Repetons-le: la premiere somme porte sur les etats de spin (±1), les suivantes 

sur les sites. Si T t= 0, vest inferieur a un et d'autant plus petit que Test grand. 

C'est bien un developpement de haute temperature. 

Dans le terme en v2 par exemple, j peut etre egal a k, mais alors on aura l * i. 
Plus generalement le terme en v 11 contient n paires distinctes de spins, mais les 

spins individuels peuvent se retrouver plusieurs fois, comme on va le voir clans 

des paires differentes. 
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4. On permute l'ordre des sommations. On effectue d'abord la somme L{cr) a 
l'interieur du crochet. On effectue ensuite les sommations sur les sites. Les 

sommes 
~ n; 11j n,,, n11 

L.i <Ti <Tj ···<Tm <T n 

(er) 

pour des sites i,j · · · , m, n fixes valent toujours O sauf si taus les ni, nj··· sont pairs, 

auquel cas elles valent 2N. En effet si, par exemple, ni est impair, on effectue 

d'abord la somme pour <Ti= 1, puis pour <Ti= -1. 11 ya compensation. 

Pour le reseau carre, la Fig. 7.2 donne une representation en terme de graphes. 

Le couple de spins <Ti<Tj est represente par un lien (graphe {v,J) ou {v,II) ). Le 

produit <Tj<Ti<Tk<T/ ou i * j * l * k par le graphe {v2,I}, tandis que le produit 

<Tj<Ti<Ti<Tk est represente par le graphe {v2,JJ). Par exemple le graphe {v8,J) 

correspond a 

Plus generalement, les seuls cycles survivants sont les boucles fermees parcourues 

une fois (en grise sur les exemples de la Fig. 7.2). La boucle la plus petite est un 

carre. Les termes en v, v2 et v3 donnent done O et la premiere contribution est 

en v4• Dans un reseau infini (sans effet de bard) il ya N telles boucles. Puis il y 

aura les 2N rectangles ([1,2] et (2,1]) en v6• Les termes en v7 ne contribuent pas. 

En v8 il y aura 

- les N carres de cote 2, 

- les 2N rectangles ([1,3] et (3,1]), 

- les 4N carres [2,2] prives d'un carre d'angle (1,1] 

- les N(N-5)/2 paires 2 de petits carres [l,l]. 

Tout calcul fait, on trouve 

1 
Z = (coshf3!) 132N (1 + Nv4 + 2Nv6 + -N(N + 13)v8 + · · · ). (7.6) 

2 

5. Portons le developpement en v de cosh2 /31 = ( l -v2t 1 clans l'Eq. 7.6 et utilisons 

le fait que log(l + x) ~ x- f + · · ·. 11 vient 

F = -NkTiog(Z) ~ -NkT(ln2 + v2 + 3/2v4 + 7 /3v6 + 27 /4v8 + ... ). 

2 Une fois un des N carres choisi, on doit en choisir N-1 parmi ceux qui n'ont pas de cote commun avec 

le premier, soit N-5 possibilites. II faut ensuite eviter le double comptage. 
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FIGURE 7.2. Deux exemples de contributions des graphes au cakul de Z . Les 

seules contributions non nulles dessinees ici sont en grise. Voir texte. 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

l k 
I 
I 
I 
I 
I 

t 
l 

I 

II 0 

111 

j 

Remarque 1 : On voit que les termes en NP avec p > 1 disparaissent clans l'ecriture de 

F, ce qui est normal: F doit etre une fonction extensive. C'est une (petite) verification 

des calculs. 

Remarque 2: On retrouve bien sur le cas Id. Si le reseau est non periodique, la relation 

7.5 a tous ses termes nuls saufle premier et 13 = N -1; s'il est periodique, 13 = N, et 

restent seulement le premier et le dernier terme, soit 

Z = 2N coshN {3]( 1 + tanhN {3]). 

Solution 7.9 

1. Tousles spins sont « up » ou « down» done H = -] I(ij} 1 = -]Nq/2 = Eo = -2/N 

et la degenerescence g(E0 ) vaut 2. 

2. Un spin seulement bascule, modifiant l' energie de 2q] = tiE1• Done E1 = Eo + 8]. 

La degenerescence g(E1) = 2 x N: il ya N spins possibles a basculer et on peut 

partir de tousles spins « up», ou «down». 
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3. Deux spins voisins basculent. liB2 = 4(q- l)J, et done B2 =Bo+ 12/ et g(B2) == 

2xfN. 

4. On a ici 

Z(/3) = Ig(Bm)e-f3E,,, = 2e-f3Eo + 2Ne-f3(Eo+BJ) + 4Ne-f3(Eo+l2!) + .... 

Soit 

Z(/3) = 2e-f3Eo ( 1 + Ne-Bf3J + 2Ne-12PJ + · · ·). 

, - a~z 
5. C est un developpement de basse temperature quand,8--+ oo. Comme B = -ifi] 

et log( 1 + 1:) ~ 1:, 

E =Bo+ BNJe-B/3! ( 1 + 3e-4PJ + ... ). 

6. 11 ya quatre configurations qui assurent /1B3 = 4qJ, a savoir le basculement de : 

(a) deux spins non voisins; il ya N fa1yons de retourner le premier, et N-5 

fa1yons de retourner le deuxieme, d' ou g = N (N - 5), 

(b) trois spins voisins alignes, avec g = 2N x 2 

( c) trois spins voisins a angle droit g = 4N x 2 

( d) un carre de 4 spins voisins g = N x 2 

Done au total g(B3 ) = N(N + 9). On pourra verifier i) que le nombre total 

de basculements de deux spins est N(N -1), ii) que les termes en N 2,N3 • · • 

disparaissent dans l' expression de B, comme il se doit, a cause de l' extensivite de 

l'energie. Dans le calcul deg on a tenu compte des eventuels doubles comptages 

de la degenerescence du fondamental. 

Solution 7.10 Si Bo represente l'energie de l'etat fondamental et B; ceux des etats 

excites, la fonction de partition s' ecrit 

ou les g(B;) represente les degenerescences des etats correspondants. 

1. 11 ya deux cas a considerer suivant l'intensite du champ magnetique. 

(a) B < Jq, alors le fondamental est obtenu quand tousles spins sont alternes. 

q 
Bo=-NJ-2· 
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Le premier etat excite sera obtenu en retournant un des q spins -, avec 

comme gain en energie 

f..E1 = 2(/q-B). 

Le deuxieme etat sera obtenu en retournant un spin+, avec le gain 

f..E2 = 2(/q + B). 

A cet ordre la fonction de partition s'ecrit 

Soit 

z = 2e-,BE0 [ 1 + N ( e-2,B(Jq-B) + e-2,B(Jq+B)) J. 
2 

Z = 2e-,BEo ( 1 + Ne-2.BJq cosh 2f3B). 

Utilisant I' approximation log( 1 + x) ~ x, on aura 

log Z ~ log 2 -f3E0 + Ne-2.BJq cosh 2f3B. 

En derivant par rapport a/3 ou Bon peut obtenir l'energie ou la magneti­

sation. 

(b) B > Jq, le fondamental est obtenu quand tousles spins sont «up», et 

q 
Eo =NJ--NB. 

2 

Le premier etat excite sera obtenu en retournant un spin (necessairement 

+), on aura 

f..E1 = -2(/q-B), 

et au premier ordre 

Soit 
logZ ~ -f3E0 + Ne-2.B(B-q!). 

2. Le tableau suivant resume la situation. 

E g retournements 

Eo =-N]q/2 1 

E, =Eo+2q] N I spin 

E2 = Eo + 4(q- l)J Nq/2 2 spins voisins 

E; =Eo+4q] N(N/2-1)/2 2 spins identiques distants 

E;' = Eo +4q] N(N/2-q)/2 2 spins differents distants 
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11 ya plusieurs remarques a faire. 

- On a neglige Jes effets de bord 

CHAPITRE 7. MODELE D'ISING 

- 11 faudrait multiplier toute Jes degenerescences par 2 (a cause de la permuta-

tion toujours possible spins up, spin down) 

- Les facteurs 1 /2 des trois dernieres lignes evitent le double comptage 

- On doit verifier que g(E2) + g(E;) + g(En = N(N-1)/2: c'est le nombre de 

combinaisons de 2 objets parmi N. 

- 11 faut egalement verifier que clans le developpement de logZ, Jes termes en 

N 2 disparaissent: l'energie libre doit etre une fonction additive 

- Pour q = 4, ii faudrait ajouter le basculement de 3 spins voisins parce qu'il 

correspond a une excitation 2J(3q- 4) qui se trouve valoir 4qJ. C'est une 

degenerescence accidentelle. 

On a done aux premiers ordres, si q -:f::. 4 

Z = 2e-f3Eo [ 1 + Ne-2f3qf + Nie-4f3(q-l)J + ! N(N - l -q)e-4f3qf]. 
2 2 

Soit en utilisant le developpement log( 1 + x) ~ x-x2 /2 + · · · 

q 1 1 
logZ ~ log 2-f3Eo + Ne-2f3qf + N-e-4/J(q-l)J + -N(N -q- l)e-4f3qf - -N2e-4f3ql 

2 2 2 

D'ou on tire 

E = - ologZ ~ NJ[-i + 2qe-2f3qf + 2q(q- l )e-4/J(q-l)J -2q(q + l)e-4f3qf] 
8/3 2 

Solution 7.11 

1. [Sans interaction] 

Si J = 0, le systeme est en fait compose de N paires de spins { 1, 2} independants. 

A basse temperature, si K » B , Jes spins correspondants seront opposes, par 

contre si B domine, ils s'aligneront suivant le champ. 

La fonction de partition se factorise en 

(7.7) 

Avec 
E 1 8 log z K _213K K cosh 2f3B - B sinh 2f3B 
-=----=--+e 
2N 2 8/3 2 1 + e-2/3K cosh 2/JB · 
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Comme 

et (c:r1) = (c:r2), on trouve aussi 

(c:r1) = (c:r2) = e-2JJK sinh 2j3B . 

1 + e-2J3K cash 2j3B 

11 est egalement instructif de calculer 

(c:r1c:r2) = _ ologz = 1 _ 2 , 
oK 1 + e-2f3K cosh2j3B 

qui donnera la tendance des spins correspondants 1 et 2 a s'aligner. 

A basse temperature, il faudra done distinguer 3 cas. 

1 er cas : B < K, 

233 

(7.8) 

(7.9) 

Le fondamental d' energie Eo = -KN est 2N fois degenere. On peut le voir en 

developpant l'Eq. 7.7 autour de T = 0. On obtient Z = 2N JJKN +···.Par ailleurs 

on sait que Z = g(E0 )e-f3Eo + · · ·. Soit g(E0) = 2N. On pouvait s'en douter: si B 

est petit, on peut choisir arbitrairement taus les spins de la plaquette (1) et alors 

ceux de la plaquette (2) sont determines (c:rf = -c:rf) a cause de l'interaction K. 

Les resultats 7.8 et 7.9 ne sont pas contradictoires : en moyenne il ya autant de 

spins + que -, mais les spins correspondants sur les deux plaquettes sont a chaque 

fois opposes. 

A l'ordre suivant 

d'ou 

2e cas: B > K, 

1 1 
- logZ = log 2 + j3K + -e-2f3(K-B) + · · · 
N 2 

E 1 1 -2,B(K-B) 
-=--K+-e (K-B)+ .. ·. 
2N 2 2 

(c:rl) = (c:r2) ~ 1 _ 2e-2f3(B-K) ~ l, 

(c:rlc:r2) ~ 1_ 4e-2f3(B-K) ~ 1. 

(7.10) 
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Ce qui veut dire que tousles spins s'alignent sur le champ magnetique (fort). 

On a aussi 

et 

1 
- log Z :::e /3( 2B- K) + 2e-Zf3(B-K) 
N 

~ :::e ~K-B+2(B-K)e-Zf3(B-K). 
2N 2 

Le fondamental n'est pas degenere. 

Enfin, 3eme cas : B = K, 

1 4 1 
(crl) = (cr2) :::e 3 - 9I4/3K - 3' 

1 4 1 
(cr1cr2) :::e-- + -e-4f3K - --. 

3 9 3 

Avec 
1 1 

- logZ :::e log 3 + {3K + -e-4f3K 
N 3 

et 

~ ::e-~K+~Ke-4/JK. 
2N 2 3 

(7.11) 

On voit alors que la degenerescence du fondamental est 3N. C' etait evident a 

priori puisque qu'on avait la meme energie pour les trois possibilites {+,-}, {+, +} 

{-,+}des spins correspondants des deux plaquettes. 

2. [Avec interaction.] 

Comme precedemment, B tend a aligner les spins sur sa direction, K tend a 
opposer les signes des spins des deux plaquettes, mais il y a un phenomene 

nouveau: }'interaction ferromagnetique J va tendre a aligner entre eux les spins 

d'une meme plaquette. Ce n'est plus un systeme de paires de spins independants. 

Le fondamental n' est plus degenere. 

11 y a encore deux situations pour le fondamental : 

1e• cas: B s K 

Alors Eo = -(Jq + K)N. 

ze cas: B ~ K 

Alors E0 =-(Jq-K + 2B)N 

Au dela, le probleme devient nettement plus complexe. On peut en faire une 

etude par un developpement en basse temperature. Le premier ordre est simple, 

ensuite le calcul des degenerescences devient complique. Plus generalement, on 

montre, comme clans le modele d'Ising antiferromagnetique qu'il existe une 

ligne de points critiques. 
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Solution 7.12 

1. Evaluons 

.Z:(cri-m)(crj-m) = .Z:(cri-m)(.Z:(crj-m)], 
<i,j> i j(i) 

235 

ou j(i) represente taus les sites j plus proches voisins de i. Soit q ( coordinence) 

le nombre de plus proches voisins d'un site ( 4 sur reseau carre simple, 6 sur 

un reseau cubique simple). Si la coordinence etait infinie, la somme sur j(i) 

serait etendue a tout l'espace et serait nulle par definition de la moyenne. 

Notre approximation est de la considerer nulle meme pour q fini 3. A la limite 

thermodynamique, elle sera done d'autant meilleure que la coordinence sera 

grande. 

2. Les deux autres termes (a un site) peuvent se calculer exactement, si on neglige 

les effets de bard : 

I m(cri+crj) = ~2m .Z:.Z:cri = m .Z:cri I 1. 

<i,j> 2 i j(i) i j(i) 

La division par 2 evite le double comptage clans L-<i,j>· Comme L-j(i) 1 = q, 

I m(cri+CTj) = mq.Z:cri, 

<i,j> 

En fin 

I m2 = m2 I 1 = ~qNm2. 
. . . . 2 

<t,]> <t,]> 

En resume, }'approximation de champ moyen permet d'ecrire l'hamiltonien 

comme somme de N hamiltoniens independants 

1 
hi= -(lqm + B) CTi + J 2qm2. 

3. La fonction de partition canonique se calcule comme clans l'Ex. 7.2. II suffit d'y 

rem placer B par B + Jqm et d' ajouter le terme constant. On obtient 

Zi = I l3Uqm+B)cr;e-/JV1112 = z. 

cr;=±l 

(7.12) 

3 On dit souvent que !'approximation du champ moyen « neglige » Jes fluctuations; c'est peu precis. II Jes 

neglige a cet endroit du calcul, pour aboutir a un modele a spins independants dans un champ moyen 

coherent, mais on verra que (cr2)-(a-)2 * 0. 
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Soit 

z = 2 coshf3(Jqm + B)e-Pilm2
• (7.13) 

Et 

Z=z!v. 

II y a deux fas;ons de calculer m : 

(a) On minimise l'energie libre par rapport am, ce qui revient a resoudre 

oinz 
-=O om 

(b) On prend la derivee logarithmique de (7.12). II vient 

a;;z = /3(0-). 

Ces deux methodes conduisent a I' equation auto-coherente 4 

m = tanh/J(B+ Jmq). (7.14) 

4. On peut voir graphiquement que si B * 0, ii ya une solution seulement a cette 

equation qui assure le minimum de l'energie libre, mais si B = 0, la Fig. 7.3 

montre qu'il ya deux cas. 

- /3/q > 1, ii ya 2 solutions (symetriques) en plus de m = 0 (courbe en traits 

plein) 

- /3/q < 1, la seule solution est m = 0 (courbe en tirete). 

II est instructif de voir ou sont les minima de f(m) pour diverses temperatures. 

On voit (Fig. 7.4) que pour kbT < kbT, = Jq les solutions m * 0 sont les 

minima de f(m) (tandis que m = 0 correspond a un maximum relatif). Done, a 
I' equilibre, la theorie du champ moyen prevoit une magnetisation spontanee 

(detruite des que T > Tc). On verifie que les abscisses des minimums def 

(Fig. 7.4) coi:ncident avec ceux des points d'intersection de la bissectrice avec la 

fonction tanh de la Fig. 7.3. 

Cette « brisure de symetrie » est etonnante, puisque si B = 0, aucune direction 

n' est privilegiee clans l'hamiltonien. Elle est bien verifiee experimentalement : 

certaines substances presentent une aimantation permanente (en !'absence de 

4 En anglais, self consistent. 
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-- T<T0 

--- T=T 

--- T>T: 

i g O _____________ ,___ ___________ _, 
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FIGURE 7.3. Resolution graphique de !'equation (7.14), avec J = l, q = 6 et 

B=O. 
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FIGURE 7.4. Energie libre comme fonction de m aux trois memes valeurs de 

la temperature que la figure 7.3. 
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{

-0 

B- ···· 0.1 
- --- 0.01 

- 0.001 

0,5 

'•,, 

-0,5 

2 4 6 8 
T 

FIGURE 7.5. Solutions de !'equation (7.14) pour T <Tc./= 1, q = 6 avec 

successivement B = 0 (trait epais), 0.1, 0.01 et 0,001. La ligne pointillee est la 

solution instable. 

champ magnetique) en-dessous de la temperature de Curie. Elle est egalement 

verifiee en simulation numerique : pour T < T,, un tout petit champ B > O 

conduit a un m > 0 et inversement pour B < 0. Nous donnons ci-apres un 

programme en Fortran permettant de calculer la magnetisation m. 

real "'8 J, q,m,mt9, T, B, ctr, Tmin, Tmax 
integer i 
B=l.d-6 
q=4.d(9 
J=l. d(S) 
m=l.dt9 
dT=l.d-3 
Tmin=dT 
Tmax=J'''q-dT 
do T=Tmin,Tmax,dT 

i=t9 
1 continue 

i=i+l 
if (i.gt.1(9(9(9(9(9) stop 'diverge' 
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ml\l=m 
m=tanh( (J '''q'''m+B) /T) 

if (dabs(m-ml\l).gt.1.d-7) then 
goto 1 
else 
wri te(12, "') T ,m 

end if 
enddo 
end 

La Fig. 7.5 presente les deux solutions (symetriques), m(T), de l'Eq. 7.14 pour 

B = 0 (numeriquement B = 10-6 ) et T < T,. 

Solution 7.13 

g(x) 

<g{x)> 

g(<x>) -------_--""---------

<x> X 

FIGURE 7.6. Illustration graphique de l'inegalite (g(x)) :2:: g((x) ). 

1. L'inegalite est illustree sur la Fig.7.6. L'inegalite demandee en decoule: il suffit 

de considerer la fonction g(x) = ef(x). 

2. Ona 

Z " -f3(Ho+H1) "(er} (e-f3Hi)e-f3Ho - -fJH1 Li(cr) e Li 

Z = " fJH = " -/JH - (e )o, 
O Li(cr) e- 0 Li(cr) e 0 

La notation (X)o signifie qu' on a pris la valeur moyenne de la variable aleatoire 
-/JHo 

X munie de la densite de probabilite _e -. De l'inegalite obtenue a la question 
Zo 

1 on deduit 
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Prenons les logarithmes et multiplions par kb T, il vient 

3. Avec le choix propose de Ho, le calcul de Zo est immediat (Cfl'Ex. 2): 

Zo = ,L 13;1.I,;er; = 2N (cosh/U)N. 

er=±l 

D'ou 

F0 = -NkbTlog(2cosh/U). 

Et comme H1 = H -Ho, en prenant la moyenne 5 

(H1 )o = -! ,L (cn<rj)o + (11-B) ,L (<r;)o. 

(i,j} j 

Le point important est qu'ici (avec l'hamiltonien H0) les variables <r; sont 

independantes, et done 6 

Maintenant (<r;)0 = tanh/U. En effet, calculons par exemple 

I:rer} <T113;1. I,f er; 

(<r1)0= _R;!.'[,Ner ; 
I:(er} fr I I 

on explicite ensuite la somme sur <r1 = ± 1 et on simplifie par 13;1. I,f er;. En 

reportant on obtient 

1 
(H1 ) 0 = --JNq tanh2 /311 + (11-B)N tanh/311. 

2 

Finalement, on pose 

5 On pourrait ecrire 

mais c' est inutile d' expliciter ici. 
6 Bien st'.ir pour it- j; n'oublions pas que (aJ = I t- (a.Y. 
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Ecrivons que F(,i) est minimum : F' (,i) = 0 implique, apres calcul 

A-B = qJ tanh,811. (7.16) 

Calculons maintenant m = (cr)0 avec le« hon choix» de A (Eq. 7.16): 

A= qJ(cr)o + B. 

En multipliant les deux membres par ,B et en prenant la tanh, on trouve 

m = tanh(,B]qm + B). 

Solution 7.14 

1. On suppose d' abord que tous les spins CTi sont fixes, sauf pour une valeur de i 
qu' on peut toujours prendre egale a 1. On va calculer dans ce cas &1. On aura 

- Lcr,=±1 cr1e-/JH(cri) 
CT]= , 

'<;""' e-/JH(cr,) 
L,cr, =±I 

(7.17) 

avec 

H(cri) =-Jcr1 Icrj(l)-Bcr, +K. 

j(I) 

Dans !'equation precedente K est une constante puisque tousles CTi, sauf cr1 

sont fixes 7 et j( 1) represente tous les indices plus proches voisins de 1. Apres 

simplification par e-/JK, l'Eq. 7.17 s' ecrit 

&, = = tanh,B [J ~ cr·o) + BJ . 
e8[lZ:jo)crj,1)+Bl _e-/J!lLjolcrjo)+BJ [ l 
e8[l Ljol crjo)+BJ + e-/J[J Lj,1J crjo)+BJ 7o J 

2. Si on laisse maintenant tousles spins libres d'evoluer avec leur poids de Boltz­

mann on aura alors comme moyenne sur toutes les configurations 

(cr1) = (tanh,B[J I CTj(I) + BJ). 
j(l) 

7 C'est sans inten~t pour la suite, mais on peut expliciter K: 

K=-l I: O";(J')-B IO";. 

(itl,j) it! 

(7.18) 
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La formule 7.18 est exacte, mais ne permet pas de calculs. Si on neglige les effets 

de surface, on peut remplacer l'indice 1 par n'importe quel i. Si on convient 

enfin de remplacer (J(x)) par f( (x) ), on tire 

(er) = tanh,B( (cr)q/ + B), 

ou q est la coordinence du reseau (nombre de plus proches voisins d'un site). 

C'est !'equation demandee. 

Remarque : Revenons sur !'approximation (J(x)) ~ f( (x) ). Soit f(x) une fonction 

reguliere de la variable aleatoire x de moyenne (x) et de variance cr2 (rien a voir avec le 

spin ! ) . On peut ecrire 

1 
f (x) = f ( (x)) + (x-(x) )J' ( (x)) + 2 (x-(x) )2f" ( (x)) + · · · 

En prenant la moyenne des deux membres de cette equation, il reste 

(J(x)) = f((x)) + 1cr2J"((x)) + · · ·. 

L'approximation utilisee sera d'autant meilleure que les fluctuations de la magne­

tisation seront foibles. C'est une propriete generale de !'approximation du champ 

moyen. 

Solution 7.15 

1. II suffit d'ecrire l'identite 

1 2 _,,; 1 _r;;z 2 -2y + v2ay=-2(y-av2) +a, 

puis de faire le changement de variable x = y-a V2 dans l'Eq. 13.1 de I' Appendice 

pour obtenir le resultat demande. 

2. Par definition 

qui peut encore s'ecrire 

avec 

z = l>!~J( i!J(I;cr;l2-1), 

{er} 

Z = e-!~J Iea~, 
{er} 
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A l'aide de l'identite de la question 1-, 

Rempla<;:ons a<T par sa valeur et permutons sommation et integration. 

La somme de la grande parenthese est facile a calculer et vaut zN coshN y .J'iJ. 
Posant y = x vN, on est finalement ramene a 

A la limite N ~ oo, on peut appliquer la methode du col. Avec les notations de 

l'appendice mathematique 

x2 
f(x) = N(- -log(2cosh {ffix)). 

2 

Le minimum de cette fonction est atteint pour 

xo = {fff tanh -/ffixo. 

On voit alors que le terme dominant de F s'ecrit 

N N 
F =--log(2cosh -/ffixo) + -x6. 

/3 2/3 

On retrouve, pour B = 0, les Eqs. 7.13 et 7.14 obtenues a l'approximation du 

champ moyen en posant x0 = m yfJJ. Pour l'identification formelle il aurait 

fallu considerer ici non pas l'interaction J, mais Jq. On comprend pourquoi : 

clans l'approximation standard du champ moyen , chaque spin connait une 

interaction J avec ses q voisins, ici chaque spin connait une interaction J / N avec 

taus les N -1 autres. 

Solution 7.16 Cet exercice utilise les resultats de l'Ex. 7.12, qu'il est recommande de 

voir avant. 
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1. 11 faut calculer e = E/N, puis sa derivee par rapport a T. De l'Eq. 7.13 on tire 
. alogz 

logz, pms e =-~.On a 

alogz q 2 alogz am 
-- = Jqmtanh(j3Jqm)- -Jm +-- --. 

8{3 2 am 8{3 

L' energie lib re (f = -kb Tlog z) etant stationnaire par rapport a m, le second 

terme de la somme est nul. De plus l'Eq. 7.14 permet d'eliminer la tanh, il reste 

al ors 

Done 

q 2 
e=--Jm. 

2 

(7.19) 

2. Au voisinage de T = T,, m est petit, on peut done porter le developpement 

tanhx ::e x-f clans l'Eq. 7.14, ce qui donne au premier ordre en T-T, 

{3Jq-l T T 
m2 ::e 3-- ::e 3( ~ -1) ::e 3(1- - ), 

(f3Jq)3 T T, 

puisque{3Jq = T,/T. 

3. En portant clans l'Eq. 7.19, on voit que pour T = T,, 

Bien st'.ir si T > T,, c = 0. La Fig. 7.5 montre que 8/l est une fonction decroissante 

de T. L'Eq. 7.19 montre que c croit de O a 3kb/2 pour T = T; et s'annule de fa<;:on 

discontinue a partir de T7. 

Remarque: Dans un calcul exact (cf. Onsager), au voisinage de T0 on aurait m ~ 

(T,-T)f3 avec/3 = 1/8 au lieu de 1/2 trouve en champ moyen et la chaleur specifique 

divergerait logarithmiquement au lieu de connaitre seulement une discontinuite. On 

peut montrer que ces proprietes 8 sont tres generales; elles ne dependent pas de 

8 II ne faut pas confondre ici,8 avec !'inverse de la temperature. C'est la notation standard de cet exposant 

appele exposant critique. II yen a d'autres, par exemple y, lie a la divergence de la susceptibilite magnetique 

(ou de la compressibilite pour un fluide). Ils ont le meme caractere universe!. 
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FIGURE 7.7. Chaleur specifique a !'approximation du champ moyen clans le 

modele d'Ising. 
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!'interaction (pourvu qu'elle soit a courte portee), elles s'appliquent done aussi bien 

aux fluides. Dans le calcul exact, elles ne dependent que de la dimension de I' espace 

(dimension qui n'intervient pas a !'approximation du champ moyen). 

Solution 7.17 Si m1 est la magnetisation moyenne des spins« pairs» et m2 celle des 

spins« impairs», on a, en s'inspirant des calculs de l'Ex. 7.12, 

I q I 
N logZ = log2 +{3J2m1m2 + 2[logcoshf3(Jqm2 -B) + logcoshf3(Jqm1 -B)]. 

En ecrivant que l'energie libre est stationnaire en m1 et m2 : 

Ce qui permet d' ecrire 

-tanhf3(Jqm1 -B) 

tanhf3(-Jqm2 + B) 

E q I 
- =J-m1m2--B(m1 +m2), 
N 2 2 

Developpement de basse temperature 

- SiB <Jq, de 
m1 ~ I-2e-2f3Uq+B) 

m2 ~ -1 + 2e-2f3Uq-B) 

on tire le developpement (au premier ordre) de basse temperature: 

mstag = mi -m2 = I-2e-2f3ql cosh2{3B ~ I-e-2f3(ql-Bl, 

2 

(7.20) 
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m ==mi+ m2 = e-2/Jqf sinh2,BB '.:e e-2/J(qf-Bl. 

2 

On remarquera que ce resultat est aussi celui du calcul exact de l'Ex. 7.10. 

- Si B > Jq, on tire 

m = 1-2e-2f3(B-q]), 

mais 

mstag = 0. 

Des equations du champ moyen on tire : 

b = !!_ = m1 tanh-1 m1 -m2 tanh-1 m2 

qJ tanh-1 m1 -tanh-1 m2 

T m1-m2 
t - - - --------
- qJ - tanh-1 m1 -tanh-1 m2 

A la limite ou mstag tend vers 0, on trouve 

b = ~ + ttanh-1 ~- (7.21) 

Le programme suivant, ecrit en Fortran, calcule x = -m2 et y = m1 a !'approxima­

tion du champ moyen. On part de valeurs initiales xo et Yo, puis on itere le systeme 

Xn+l = tanh,B(Jqyn + B) 

Yn+I = tanh,B(Jqxn-B), 

pour trouver son point fixe. II est solution du systeme 7.20. Numeriquement, la stabilite 

de l'algorithme est assuree en iterant le systeme equivalent: 

Xn+I = tanh,B(Jqyn + B) 

Yn+I = tanh,B(Jqxn+I -B). 

Voila pourquoi, clans le programme cette iteration est ecrite 

x=tanh(beta''' (J'''qt'y+B)) 

y=tanh(beta''' (J '''q'''x-B)) 
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FIGURE 7.8. Lieu des points {b, t) ou m,rag = 0. Mean field est la traduction 

anglaise de champ moyen et Monte Carlo le resultat d'un calcul qui utilise 

une methode statistique permettant d'approcher tres precisement le resultat 

exact. 

c Calcul de ml et m2 en champ moyen 
implicit none 
real x,xp,y,yp,beta,q,J,T,dT,Tmax,Tmin,B,e,f 
integer i,itm 
write(*,*) 'x©,y©,B' 
read(''','°') x,y,B 

J=l. 
q=6. 
dT=©.©1 
Tmax=7. 
Tmin=©.©5 
itm=l©©©© 

15 format(lH#,SH Jq=,f7.3,4H B=,£7.3) 
write(l©,15) J*q,B 
write(l©,'(lH#,A)') ' T m/N 

& i' 

do T=Tmin,Tmax,dT 
beta=l. /T 
do i=l,itm 

mstag/N 

247 

E/N F/N 
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xp=x 
yp=y 
x=tanh(beta~' (J ,·,q1'y+B)) 

y=tanh(beta'~ (J '''q'~x-B)) 

if (abs(x-xp).lt.le-8.and.abs(y-yp).lt.le-8) goto l© 

enddo 
stop 'non convergence apres itm iterations' 

ll'l) continue 

e=-J*q/2.*x*y-B*(x-y)/2 
f=-T"'log (2. )+J '~q/2. ,·,x~'y-T/2. ,., (log (cosh( (J '''q'''y+B) /T) )+ 

&log(cosh((J*q*x-B)/T))) 
write(!©, '(5(f7.3,2x),i6)') T,©.S*(x-y),©.S*(x+y),e,f,i 

enddo 

end 

Solution 7.18 On peut soit rem placer a)a} par <rf m2 + <rf m1 -m1 m2 en negligeant 

L-i=1..N(<rf-mi)(<rf-m2), soit le laisser tel quel, variante plus compliquee que nous 

ne developperons pas. 

On a (Cfl'Ex. 7.12) 

= -J3[l~(mf +m~)-Km1m2] +2log2 
2 

+ logcoshf3(Jqm1 -Km2 + B) + logcoshf3(Jqm2 -Km1 + B). 

On minimise l'energie libre par rapport a m1 et m2, et l'on obtient le systeme d'equa­

tions couplees : 

Pour l' energie, on a : 

{ 
m2 = tanhf3(Jqm2 - Km1 + B) 

m1 = tanhf3(Jqm1 -Km2 + B) 

A la limite m1 = m2 + E, E - 0 on trouve avec t = q)~~' 

. b B 
et Sl = K+qf' 

b= ttanh-1 ~+ K-ql ~. 
K+qJ 

(7.22) 

(7.23) 
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On remarquera la similitude avec l'Eq. 7.21. Cette equation donne le lieu des points ou 

la magnetisation alternee s'annule en fonction de la temperature. On peut montrer 

que c' est une ligne de transitions de phase. 

Nous donnons un programme en Fortran pour resoudre ce systeme d'equations. 

Pour la stabilite de l' algorithme, on pro cede comme a l'Ex. 7 .17. 

15 

implicit none 
real x,xp,y,yp,beta,q,J,T,dT,Tmax,Tmin,B,K,e,fl,f2,f 

integer i,itm 
write(*,*) 'x©,y©,B,K' 

read(*,*) x,y,B,K 

]=1. 

q=4. 
dT=©.©1 

Tmax=7. 
Tmin=©.©5 

itm=l©©©© 
format(lH#,5H Jq=,f7.3,4H B=,f7.3,4H K=,£7.3) 
write(l©,15) J*q,B,K 
write(l©, '(lH#,A)') ' T (ml+m2)/N (ml-m2)/N 

do T=Tmin,Tmax,dT 

beta=l ./T 
do i=l,itm 

xp=x 

yp=y 
x=tanh(beta"' (J '''q"'x-K'''y+B)) 
y=tanh(beta'~ (J "'q"'y-K"'x+B)) 

E/N i' 

if (abs(x-xp).lt.le-8.and.abs(y-yp).lt.le-8) goto 1© 

enddo 
stop 'non convergence apres itm iterations' 

rn continue 
e=-J*q/2.*(x**2+y**2)+K*x*y-B*(x+y) 
fl=-T*log(2.)+J*q/2*x**2-K*x*y/2-T*log(cosh((J*q*x-K*y+B)/T)) 

f2=-T*log(2.)+J*q/2*y**2-K*x*y/2-T*log(cosh((J*q*y-K*x+B)/T)) 

f=fl+f2 
write (1©, '(5 (£7. 3, 2x) , i6) ') T, ©. 5"' (x+y), ©. 5 ,., (x-y), e/2, f/2, i 

enddo 
end 
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FIGURE 7.9. msrag pour un double reseau carre N = 2002. lei B = 0, 6, K = 1 et 

Jq=4. 

On peut comparer sur la Fig. 7.9 la magnetisation alternee obtenue par simulation 

numerique (MC) 9 avec le debut du developpement a basse temperature et enfin avec le 

calcul en champ moyen. On constate clairement !'existence d'une temperature critique 

ou mstag s'annule. En champ moyen, elle est solution du systeme d'equation 

{ m: tanh/3[(/q-~)+B] 

m - ~ 1- /3(qJ+K) 

(On a combine les Eqs. 7.22 et 7.23, ou m 1 = m2 = m.) 

Solution 7.19 Portons l'Eq.(7.7) clans (7.6), on obtient pour un syteme infini ou 

periodique (q constant) : 

1 ~ 1 ~ 1 
H(cr) =--EL.. CTjCTj- -qE L.. er;- -NqE. 

4 .. 4 . 8 
(7.24) 

<I,]> I 

La fonction de partition canonique pour A particules s'ecrit 

Z(A) = I e-f3H(a\5(Icr;-2A+N), 

cr=±l 

9 On a utilise une methode <lite de Monte Carlo, on voit clans ce calcul que !es fluctuations de msrag sont 

tres grandes au voisinage de la temperature critique. 
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FIGURE 7.10. 1N clans !es memes conditions qu'a la Fig. 7.9. 
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ou o est la distribution de Dirac qui assure la conservation du nombre de particules. 

En effet, on doit restreindre la somme sur les spins avec la contrainte A = L ni = 
!(N + L (Ti) est fixe. Cette contrainte rend le calcul difficile. II est alors naturel de 

s'en affranchir en considerant l'ensemble grand canonique ou la fonction de partition 

s'ecrit 
00 

Zgc = I !µA Z(A). 

A=O 

A cause de la distribution de Dirac, la somme sur A de l'equation precedente peut 

s'effectuer: il ne reste que le terme avecA = !(N + L(Ti), soit 

Zgc= I e-,B[H(cr)+1(N+Icr;)J. 

er=±! 

(7.25) 

Si on se souvient que la fonction de partition canonique du modele de Ising avec 

champ magnetique est 

zi = I e-,B[-JL(i,j)CTjCTj-BL;CT;), 

CT=±! 

l'identification a l'Eq. 7.25 est immediate (a un facteur multiplicatif constant pres 
_f/N( <) 

£TT µ+q-;r ). II suffit de poser 
E qE 

J= - et B= -. 
4 4 

Le volume V du gaz sur reseau est v0N ou v0 = b3 est le volume de la maille 

elementaire du reseau (cubique). La densite locale est (ni). 
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Solution 7.20 On pourrait repartir de ce que nous avons montre avec le modele 

d'Ising, mais il est aussi rapide de calquer ce que nous avons fait. On remplace ninj 

clans l'hamiltonien par (ni-n)(nj-n)-n2 + n(ni + nj), on choisit n = (ni), on neglige le 

premier produit et enfin on ecrit 

avec 
1 

hi= -Eqn ni + 2Eqn2. 

La fonction de partition grand canonique reduite au« volume» de un site s'ecrit done 

Zg = L 13µn; c!3h(n;) = e-!f3qrn2 ( 1 + l3(<'qn+µ)). 

n;=O,I 

Soit, pour le grand potentiel, 

1 
Wg = 2 qEn2 -kb Tln ( 1 + l3(<'qn+µ)). 

On tire la relation d'autocoherence du fait que 

Ce qui donne 

awg JJkqn+µ) 

n = (n;) = - aµ = 1 + ef3(€qn+µ). 

1 + l3(€q11+µ) = _1 __ 
1-n 

(7.26) 

(7.27) 

On voit comment le potentiel chimique determine la densite moyenne 10. D'ou !'equa­

tion d'etat 
1 2 

-wg = --qrn -kbTin(I-n) = pvo. 
2 

Et aussi, bien sur, Qg = Nwg. 

A faible densite et pour E = 0 on retrouve !'equation des gaz parfaits. 

(7.28) 

On peut voir facilement qu'avec µ = -¥ et T < T0 !'equation 7.26 reste invariante 

clans le changement n- 1-n (il faut utiliser !'equation d'autocoherence 7.27). Ce qui 

signifie que sur une isotherme a T < Tc la pression de vapeur est egale a celle du gaz. 

C'est le plateau de coexistence liquide-vapeur. On l'obtient, comme avec !'equation de 

Van der Waals, par une construction de Maxwell. 

10 Sauf si µ = -7 ( qui correspond a B = 0 dans le modele d'Ising), auquel cas ii ya deux solutions ng et n,. 
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Solution 7.21 

1. On a manifestement Zn = 3, 4, 7, 11 pour n = 2, 3, 4, 5. 

2. (a) L'energie d'une paire de sites voisins vaut +3 si <Ti= <Ti+I = 1 et -1 clans les 

trois autres cas. Ce qui fait que Eo = -n pour l'energie du fondamental. 

(b) Le developpement de basse temperature de la fonction de partition s'ecrit 

Qn(/3) = g(Eo)e-f3Eo + g(Ei )e-f3Ei + · · ·, 

ou g(E) represente la fonction de partition microcanonique a l'energie E; 

les Ei vont croissant. lei on a vu que E0 = -n. L' etat de plus basse energie 

exclut la succession de spin + 1 voisin, sa degenerescence coi:ncide done 

avec Z11 • On en conclut bien que 

(c) A l'ordre le plus haut en/3 

Et done, a ce meme ordre : 

D' ou le resultat 

Zn= ( 1 \VS)n + ( l-2VS)n 

On retrouve (avec plaisir) les resultats de la question 1. Les Z 11 sont des 

entiers, car les puissances impaires de VS s'annulent. 

3. (a) 11 est immediat que 

En effet 

(1 \ vsr = (1 \ vst (1 \ vsr-2 = (1 \vs+ 1) (1 \ vsr-2 
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Done Zn est une solution de l'equation 

Zn = Z,1-I + Zn-2, 

qui definit les nombres de Fibonacci. On cherche classiquement les solu­

tions de cette equation sous la forme Zn = xn. On trouve que x doit etre 

une des racines (x±) de l'equation 

x2-x-1=0. 

(b) Au reseau de n-1 sites on peut toujours ajouter un nieme site de spin -1. 

On ne peut pas conclure que Zn (-1) = Zn-I parce que clans la configuration 

a n sites, le nieme site peut etre entoure de deux sites de spin 1 qui ne 

pouvaient pas faire partie de la configuration a n -1 sites precedente. Il ya 

Zn-z ( 1) microetats de ce type. Pour le voir, il suffit de superposer les deux 

etats de spin 1. Soit 

Z11(-l) =Zn-I+ Zn_z(l). 

De la meme fa<;:on on montre que 

En effet on ne peut raj outer un site de spin 1 qu' entre deux spins -1 du 

systeme a n-1 sites. Par superposition encore, on montre que le nombre 

de microetats correspondant est Z11_2(-l). Il suffit alors d'additionner les 

deux equations precedentes. 
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Mouvement brownien et AON 

Solution 8.1 On peut toujours prendre x0 = 0 et alors 

Xn = Eo + EJ + · · · + Em 

ou les E; sont n variables aleatoires independantes prenant les valeurs (±1) avec la 

probabilite 1/2. Une somme de variables aleatoires de moyenne nulle est encore une 

variable aleatoire de moyenne nulle, done (x11 ) = 0. 

Calculons le carre de la distance a I' origine : 

x~ = l:: Ei + l:: E;Ej, 

i,tj 

Comme Ef = 1 et (E;Ej) = (E;)(Ej) = 0 (tirages independants), ii vient (x~) = n. Et done 

la distance a l'origine croit comme yn. 

Remarque: La distance moyenne a l'origine est en fait ( {Zf,), alors que nous avons 

considere {<;({S, plus simple a calculer. Dans le cas d'une distribution gaussienne, le 

rapport des deux est vi[n. 

La generalisation a plusieurs dimensions est evidente : on ecrit vectoriellement 

OM0 = EJ + · · · + En, 

on eleve au carre scalaire et comme IEI = 1 et que toutes les orientations de E sont 

equiprobables 1, on a encore une valeur moyenne des produits scalaires nulle ( (E;.Ej) = 
(cosO)) et done (IOM0 12) = n. 

1 Ced est vrai aussi bien sur un reseau cam~ (4 orientations) ou cubique (6 orientations) que dans le cas 

continu. 
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Remarque: Contrairement au mouvement balistique (mouvement d'un projectile) ou 

l' on voit la distance croitre proportionnellement au temps, le mouvement brownien 

est caracterise par une distance qui croit comme la racine carree du temps, et done 

une vitesse qui tend vers 0. Asymptotiquement, l'ivrogne s'eloignera indefiniment de 

l'origine, de plus en plus lentement. II le fera avec une probabilite egale dans toutes les 

directions. 

Solution 8.2 

1. Calculons valeur moyenne et ecart quadratique moyen de En, On a 

_ 1 1 21 21 2 
En = - X 1 + - X (-1) = 0, En = - X 1 + - X (-1) = 1 

2 2 2 2 

done er;,, = 1. La loi des grands nombres indique que 

Xn = nEn = 0 et que er x = ncr: = n. 
ti c,i 

Le theoreme de la limite centrale donne de plus la loi de probabilite de xn 

devenue variable continue x 

1 x2 

P(x) dx = --e-Iii dx. 
V2im 

2. Le calcul se fait de fa~on analogue. et on obtient 

1 1 (X-ll(p--q))2 

P(x)=-- e-~ 
V2ic ..J4npq 

(8.1) 

Le centroi:de de la gaussienne est donne par (x) = n(p-q) i= 0; il se deplace avec 

n. 

Solution 8.3 

1. Si ht= l, l'Eq. 8.1 se reecrit 

1 1 (x-ll(p-q)/1)2 

P(x) = -- e s .. pq1i2 

V2rc ..J4npqh2 

Pour le passage a la limite continue, on remplace n par ~. L'argument de 

l'exponentielle s'ecrit alors: 

(x-ct) 2 

2h2J.. ( 1- T2c2 ) , 
T h2 

ce qui implique que le centroi:de se deplace a la vitesse c. 
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2. Pour 3ue le denominateur ait un sens quand h et T tendent vers zero, il faut que 

D = ~ reste fini. Done T - h2 et pour que c reste fini, il faut que (p- q) - h. 
2 2 

Notons que \~ est alors en h2 et peut etre neglige devant 1. On trouve alors la 

densite de probabilite 

1 1 (x-ct) 2 

f(x) ~ -- ---e-4i5"t, 
Y2n vwi 

(8.2) 

On verifie que Iimt--->of(x) = o(x), comme il se doit: a !'instant initial le mobile 

est eertainement a l'origine. 

Solution 8.4 Eerivons que l'evenement « la particule se trouve en x a !'instant t + T » 

resulte des deux evenements disjoints : « elle se trouvait en x-h ou en x + h a !'instant 

t ».Ona, avee des notations evidentes 

P(x, t +r) = pP(x-h, t) + qP(x+ h, t). 

Soit, en retranehant P(x, t) aux deux membres 

P(x, t + r)-P(x, t) = p(P(x-h, t)-P(x, t)) + q(P(x + h, t)-P(x, t)). 

Si on se limite a l'ordre le plus bas en T et h dans le developpement limite, il reste 

7 aP =p(-haP + h2a2P)+q(haP + h2a2P)· 
at ax 2 ax2 ax 2 ax2 

Done 
BP h aP h2 82P 
8t =-:;: a)q-p) + 2T 8x2. 

Et avee les notations preeedentes 

BP BP 82P 
-=-c-+D-. 
at ax ax2 

(8.3) 

On peut verifier que !'equation (8.2) est une solution de eette equation differentielle. 

On peut aussi le demontrer direetement de la fa<;on suivante. On introduit la 

fonetion earaeteristique 

</)(u, t) = f eiuxP(x, t)dx. 

L' equation differentielle ( 8.3) devient ( voir le theoreme sur la derivee de la transformee 

de Fourier). 

;; = icu</)(u,t)-Du2¢(u, t), 
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qui s'integre en t immediatement: 

¢( u, t) = ¢( u, 0) e(icu-D112 )t. 

Done, en prenant la transformee de Fourier inverse du produit ordinaire des transfor­

mees de Fourier, on obtient le produit de convolution 

P(x, t) = P(x, 0) * _..!:_ f e(icu-D112)te-i11xdu. 
21f 

L'integration sur u est immediate et on retrouve !'equation (8.2) si P(x, O) = o(x), 

c'est-a-dire si la particule est a l'origine a l'instant t = 0. 

Solution 8.5 

I. Generalites et ordres de grandeur 

1. Lorsque la force F est nulle, l'energie est independante de !'orientation du 

batonnet, la densite de probabilite est done la densite uniforme sur la sphere : 

sine sine 

Po(e,¢) = f sineded¢ = 41r 
(8.4) 

I -b) La force typique necessaire pour orienter le batonnet est donnee par 

Fb/kT ~ 1. Pour le fragment d'ADN on trouve F ~ 10-13N, et pour l'epingle 

on obtient F ~ 10-19N. Dans ce deuxieme cas les fluctuations thermiques sont 

tres faibles et, en consequence, la force necessaire pour les vaincre est tres petite 

egalement. 

1-c) La probabilite est donnee par la mesure de Boltzmann. La densite de 

probabilite pour trouver le point M en un point donne r de la sphere est done 

proportionnelle a JJFJ'. Exprimee en coordonnees spheriques, cette densite vaut : 

Pp(e,¢) = 1 sineJJFbcosll. (8.5) 

La constante de normalisation Z vaut : 

Z = sinede d¢<f3Fbcosll = - sinh(.,BFb) l Tr 12,r 47r 

o o fiFb 
(8.6) 
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FIGURE 8.1. Allure de la courbe < z > en fonction deb pour deux tempera­

tures T1 < T2 : la courbe it temperature T2 est en traits pleins. 
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La fonction de partition canonique est le produit de ce nombre Z par une 

integrale portant sur les impulsions, done sur le moment cinetique du batonnet. 

Cette integrale est independante de la force exterieure. 

1-d) On a 

I 1 81nZ 1 
< cose >= dBd<fJPp(B,<fJ)cose = f3b ~ = coth(u)- ~, (8.7) 

ou u = /3Fb. l'altitude moyenne < z >= b < cose > vaut done< z >= b(coth(u)-

1/u). La figure 8.1 donne !'allure de la courbe < z > en fonction de b pour 

deux temperatures T1 < T2• On remarque que sa pente a l'origine varie comme 

!'inverse de la temperature: a plus basse temperature, une force plus faible suffit 

a orienter le batonnet. 

II. Mesures de forces : mouvement brownien 

1. La force totale F101 = (-F,.(d) sinecos¢,-F,.(d) sin0sin¢,F-F,.(d) cose) develop­

pee au premier ordre, vaut : 

(8.8) 
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2. Cette force derive du potentiel U = !k11h2 + !k_j_(x2 +y2), ou: 

dFr k _ Fr(f) _ F 
k11 = de ( e) ) _j_ - -e- - e. (8.9) 

II-c) A l'equilibre a la temperature T, la densite de probabilite de presence est 

donnee par la mesure de Boltzmann : 

(8.10) 

3. D'apres !'expression (8.10), les fluctuations de x2 decroissent lorsque k_j_ aug­

mente, et celles de h2 decroissent lorsque k11 augmente. Au vu de la figure, on 

trouve done que k_j_ et k11 augmentent avec la force, ainsi qu'avec !'elongation 

d'equilibre e. Done Fr(e)/f et dFr/de croissent avec e: la caracteristique Fr(f) 

est une fonction convexe. On voit aussi que Fr(l) devient tres grande pour 

e- ISµm. 

4. Les fluctuations de x sont reliees a la force F par 

2 kT kTe 
<x >=-=-k_j_ F 

(8.11) 

Les cinq forces de l' experience sont done, en pN : F = .035, .13, .44, 2.4, 8.0. 

III. Un modele simple d'elasticite de I' ADN 

1. L'energie etant la somme des energies de chacun des maillons, les vecteurs r; 
sont des variables aleatoires independantes. La densite de probabilite des angles 

B;, ,p;, est done : 

Pp({B;,¢>d) =:kn [sinB;e8Fbcose;] . (8.12) 

l 

2. La mesure de Boltzmann etant symetrique par rotation autour de l'axe z, 

on a : (cos¢;) = (sin¢;) = 0, done : (7) = (r;) = 0. En ce qui concerne la 

composante z, le calcul de sa valeur moyenne a deja ete fait clans la partie I : 

(rf) = b(cosB;) = b(coth u-1/u), ou u = f3Fb. 

3. L'elongation totale moyenne vaut 
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Son allure qualitative est donnee clans la figure 8.4 de l' en once. En utilisant les 

comportements asymptotiques de la fonction coth, on trouve les comportements 

asymptotiques suivants : la longueur obtenue clans la limite de grandes forces est 

d = Lo, avec une correction en -f!; :::e 1 - tr, et son comportement a petite force 

est: 

(8.14) 

4. L'examen des donnees experimentales, en particulier des donnees a petite force 

de la figure inseree, montre une pente a l'origine F / d ~ .12 10-12 /35 10-6 Nim. 

En comparant avec la formule (8.14) predite par notre modele, on deduit que 

nous devons adopter, clans ce modele, une longueur de maillon b :::e 1100 A, 
la contrainte Lo= Nb= 32.7µm fixant alors le nombre de maillons. Au vu des 

courbes en traits pleins tracees sur la Fig. 8.5 de l'enonce, on voit qu'en effet la 

courbe avec d = 1000 A rend assez bien compte des donnees experimentales 

a petite force. En revanche les donnees s'ecartent notablement de cette courbe 

lorsque la force augmente : notre modele a maillons independants est trop 

simple pour fournir une explication quantitative de ces donnees. 

5. A partir de la fonction de partition d'un maillon, Z, calculee en 8.6, on deduit 

que 

2 1 d2 Z coth u 2 
(cos B;)= -- = 1-2--+-, 

Z du2 u u2 
(8.15) 

ou l'on utilise toujours la notation u = {3Fb. Utilisant l'independance des 

maillons differents, les fluctuations sont done : 

On en deduit done les fluctuations de longueur de la cha1ne : 

(8.17) 

Les resultats de la partie II nous disent que ces fluctuations devraient etre egales a 
(h2) = l/(/3k11) = l/(/38Fr/8d). En utilisant notre resultat pour la caracteristique 

(Eq. 8.13), on verifie que 

8d ( 1 ) 
oFr = {3Nb2 l -coth2 u + u2 , (8.18) 
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ce qui montre que le resultat du calcul explicite des fluctuations clans ce modele a 
maillons independants est bien en accord avec la theorie generale des fluctuations 

de la partie II. En ce qui concerne les fluctuations transverses, puisque b2 = 
(r) 2 + (rY)2 + (r2)2 on a 

(rf rj + r; 1> = Oijb2 ( l -(cos2 B;)) , (8.19) 

done les fluctuations transverses de la chaine sont : 

(8.20) 

Ce resultat est bien identique a celui de la partie II ou nous trouvions des 

fluctuations en 

(8.21) 

IV. Un modele plus realiste : maillons correles 

A. Regime de faible force 

1. Lorsque la force Fest nulle, l'energie est invariante par rotation globale de la 

molecule : EU'1, ... , rN) = E('Rr1, ... , 'RrN ), pour n'importe quelle rotation 'R. La 

mesure de Boltzmann possede done cette meme invariance par rotation. On en 

deduit que 

(r.)o = (?.')o = (r)o = o , 
l l l 

(8.22) 

et en utilisant une rotation 'R qui transforme par exemple l'axe x en axe y, on 

obtient: 

(r.r.)o = (?.' ?.')o = (rr)o . 
l J l J l J 

(8.23) 

2. L'elongation moyenne vaut: 

J d[ri] ... d[rN ]rf e-f3Eo+f3F.(L;r;) 

d= I<r>= I , 
i l i J d[ri] ... d[rNJe-f3Eo+f3F.(~;r;) 

(8.24) 

En developpant (8.24) au premier ordre en F, et en utilisant le fait que (r;)o = 0, 

on trouve: 

d- I<rff3F.(I ~))o =j3F I<rf1>o = f3F I<r;.~)o · 
.. . .. 3 .. 

(8.25) 

I,] ] I,] I,] 
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3. L'integrale 'D(f3K) a deja ete calculee clans la partie I, ou I' on a trouve 

'[)(/3 ) sinh(/3K) 
K = 4rr . 

{3K 
(8.26) 

La factorisation autorisee par la question precedente permet d'ecrire: 

, /JK ,:,i-l r, r, 
f nJ . d[r.] r.·.r.· e&i .L,p=i P· p+1 

p=t p I } 

(f;.fj)O = . fJK j-l ct 

f CT~=i d[rp] e&i .z:;p=/P·'p+1 

(8.27) 

En effet, !'expression (8.27) ne differe de !'expression generale de la correla­

tion calculee avec la mesure de Boltzmann que par le fait que les integrales sur 

les variables rp, avec p < i et avec p > j ont ete faites. Ces integrales donnent 

une contribution egale au numerateur et au denominateur, ce qui donne bien 

l'Eq. 8.27. 

Pour calculer l'integrale N, nous utilisons les variables angulaires proposees 

clans l'enonce: 

N = f sinada f d!/fe8Kcosab(rl sinacos!/f + rf sinasin!/f + r; cos a) (8.28) 

3 d'[) 

= hr; d(/3K)' 

ou r;1, rf, r; sont les composantes de r; clans le referentiel ou I' axe 3 correspond a 

la direction de 0-,, de sorte que r; = r;.fj-i/b. 11 en resulte que 

(r;.fj)o = (fi.fj-1 )o g(/3K) , (8.29) 

OU 
1 d'[) 

g(u) = 'D(u) du= coth(u)-1/u. (8.30) 

4. La fonction de correlation vaut done en general : 

(r;.fj)o = (r;.r;)og(/3K)l/-il = b2g(f3K)H = b2 e-~t, (8.31) 

avec g = -bl Ing(/3K). Pour {3K grand ceci se comporte comme g - f3Kb. 

La longueur g mesure la distance sur laquelle les orientations des maillons sont 

correlees : deux points de la chaine distants de moins deg ont des orientations 

tres voisines, alors que, lorsque leur distance est tres grande devant g, leurs 

orientations sont des variables independantes. 
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5. A petite force, I' extension vaut 

b2 N N 

d~L rrg(f3K)u-il. 
3 . . 

i=I ;=I 

(8.32) 

On somme facilement la double serie geometrique, et le resultat, pour N >> 1, 

est: 

d ~ Nb/3b2 1 + g(f3K) . 
3 l-g(f3K) 

Pour /JK >> l, on a g(f3K) - l- l/(/3K), et done 

2 
d ~ 3{3F(Lo. 

B. Regime de grande force 

1. En developpant a l'ordre deux clans les x;, l'energie de la chaine vaut: 

b N N-1 
F ~ _,z K ~ _, _, z 

E=-N(Fb+K)+- L.Jxi +- LJ(x;-X;+i) . 
2 . 2 . 

1=! 1=! 

(8.33) 

(8.34) 

(8.35) 

2. L'energie, et done aussi le poids de Boltzmann, ne depend de Xp que par les 

deux termes (Fb/2) xt et (K/2)(xp-Xp_1)2. L'equation de recurrence en decoule 

immediatement. 

3. Le changement de variable propose clans l'enonce, joint au developpement a 
I' ordre dominant clans les quantites 1 / (f3K) et f3Fb xt supposees petites, conduit 

a: 

(=t) C ( b _,2)Id_, -f/2;2 ( (_,) 1 I µ v d2Zp-1 (_, )] Zp xp =- 1-/JF-xp ue Zp-1 Xp +- u u d d Xp 
fJK 2 2/JK uµ uv 

µ,v 

(8.36) 

et l'integration sur les variables gaussiennes u1, u2 demontre l'equation de 

recurrence : 

4. En injectant clans (8.37) la solution proposee, on trouve que c'est bien la solution, 

a condition d'avoir 

a= ~/3Kf3Fb. (8.38) 
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5. Le maillon p est l' extremite de deux chain es, l'une allant de 1 a p, l' autre de p a 
N. La densite de probabilite de xp est done bien 

(8.39) 

Lorsque pest loin des bords (1 << p << N), on peut utiliser la forme Zp(xp) ex 

e-ax~/2• On en deduit que (x;) = 1/a (attention, on est a 2d). Pour N >> 1, 

!'elongation moyenne est done donnee par 

!!_ = b ~ (1-x: /2) == Nb ( 1 - -1 ) = Nb ( 1 - l ) . 
Lo ~ 2a 2 ~f3Kf3Fb 

(8.40) 

A grandes forces, !'elongation s'approche de sa valeur asymptotique Lo = Nb 

avec une correction en 1/ vF beaucoup plus grande que la correction en 1/F 

que nous avions trouvee clans le cas des maillons independants. 

6. Pour f3K > > 1, on a g - f3Kb,, et done 

d 1 
-= 1- . 
Lo 2 yjJFg 

V. Comparaison avec la courbe experimentale 

1. Le comportement a basse force, pour la chaine a maillons correles, est 

2 
d == -f3(LoF . 

3 

(8.41) 

(8.42) 

Ce comportement est similaire a celui obtenu clans la chaine a maillons indepen­

dants, si l'on identifie g = b/2. Nous avions vu clans la partie III que les donnees 

experimentales a petite force suggerent une valeur b - 1100 A, on trouve done 

ici g - 550 A= 55nm. 

2. La courbe de la figure 8.5 de l' en once rend bien compte des donnees 

experimentales clans le regime d/ Lo> .95. Or cette courbe, 

p-p --+-( 1 1 d) 
- 0 4(1-d/L0 )2 4 Lo ' 

(8.43) 

possede exactement les deux comportements asymptotiques que nous avons 

calcules clans le modele a maillons correles: d/Lo = 1-1/2 yjJFg a grande force, 
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et d/ Lo :::e 2/3j3Pg a petite force. Cette double identification vaut a condition 

d'identifier Po avec Po = 1/ (f3g). En fait cette courbe est une formule interpolante 

entre ces deux regimes. Une solution complete du modele a maillons correles 

dans le cas d'une force quelconque est possible. Elle montre en fait que cette 

formule interpolante est tres precise. L'accord avec !'experience nous montre 

done que le modele de la chaine avec maillons correles, dans la limite f3K >> 

1, f3Pb << 1 fournit une bonne description de la molecule d'ADN. Ce modele, 

appele « modele du ver » rend en effet bien compte de l'elasticite de cette 

molecule. 11 ne depend que d'un seul parametre qui est la longueur de persistance 

g. De la valeur de Po obtenue avec le fit des donnees experimentales on tire la 

valeur de cette longueur de persistance : g :::e 53nm. 

3. Dans le regime d proche de Lo, on doit tenir compte du fait que les maillons 

ne sont plus rigides mais peuvent etre etires. Une bonne modelisation de ce 

probleme consiste a introduire une energie potentielle U(r) qui depend de 

la longueur r d'un maillon. Ce potentiel est minimum en r = b, et pour de 

foibles distorsions on peut considerer le developpement quadratique U(r) :::e 

µ/2 (r- b )2 • En premiere approximation, a grande force, on peut considerer 

que les maillons sont alignes suivant z et done on a simplement une suite de 

maillons harmoniques. Dans ce regime, !'elongation se comporte alors comme 

d - Nb+ N(P / µ). La courbe permet d' estimer un ordre de grandeur grassier de 

µ, qui se trouve d'ordre de quelques 103 pN/µm. 

Notons sur cette courbe qu'il apparait a P = 70 pN un plateau dans la caracte­

ristique, lie a !'apparition d'un nouveau type de DNA, avec un changement de 

conformation de !'arrangement entre les bases. Cette transition s'analyse aussi 

par la mecanique statistique, mais c' est une autre histoire ... 

Quelques references sur l' elongation des molecules d' AON : 

- S.B. Smith, L. Finzi and C. Bustamante, Science 258, 1122 ( 1992) ; C. Bustamante, 

J.F. Marko, E.D. Siggia and S. Smith, Science 265, 1599 (1994). 

- T.R. Strick, J.-F. Allemand, D. Bensimon, A. Bensimon and V. Croquette, Science 

271, 1835 (1996). 
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Percolation 

p(b) 
Solution 9.1 Comme g(b) = p(l), 

p(b) 
p(bx) = p(l/(x). 

D'ou on tire apres derivation par rapport ab, puis en faisant b = 1, 

p'(x) p'(l) 1 
= 

p(x) p(l) X. 

L'integration est immediate et donne 

p(x) = p(l)x-r 

Solution 9.2 

avec 
p'(l) 

T = p(l). 

1. Cette probabilite vaut p5 ( l -p )2• En effet, l'evenement « un site est extremite 

gauche d'un amas )) resulte de la realisation des evenements independants 

suivants: 

- le site immediatement a gauche est vide (probabilite 1-p) 

- les s sites suivant a droite sont occupes (probabilite p5) 

- le s + 1 eme site est vide (probabilite 1-p ). 

2. La probabilite pour que le site soit n'importe ou sur l'amas de taille s est 

manifestement s fois la probabilite precedente, soit sp5 ( l -p )2 , s * 0. 

3. Ona 
00 

Ip50-p)2 = o-p)p. 

I 

On comprend pourquoi: l'evenement « un site arbitraire est extremite gauche 

d'un amas de taille quelconque »ala meme probabilite que l'evenement « le site 
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est occupe et le site immediatement a sa gauche est vide ». De meme 

00 

represente 1 la probabilite que le site soit occupe. 

4. La probabilite qu'un amas ait une taille s est evidemment proportionnelle a 

p5 • Comme cette probabilite doit etre normalisee (un amas tire au hasard a 

necessairement une taille s > O), cette probabilite vaut 

Pr(S=s) = ___t_ =p5- 1(1-p). 
I,'(' ps 

De la on tire que 
00 1 

s = "\1 sps-1 (1-p) = - . 
~ l-p 

A Id, le seul amas percolant est la droite tout entiere. Pour cela il faut que taus 

les sites soient occupes. Done Pc = 1. 

Remarque : La percolation a ld est un cas pathologique puisqu'on ne peut pas 

approcher Pc par valeurs superieures. 

Solution 9.3 Si n est le nombre de generations, on a 

n-2 

N = 1 +z+z(z-1) +z(z-1)2 + · · · +z(z-1)11-2 = 1 +z I(z- IY 
r=O 

1- (z- l)n-1 
=l+z , 

l-(z-1) 

ce qui demontre la relation demandee. 

Solution 9.4 

1. Considerons un site occupe A d'une generation. 11 ya z-1 chemins conduisant 

de ce site a un des sites B de la generation suivante, occupe avec la probabilite p. 

Le nombre moyen de chemins reliant A et Best done p(z-1). 

1 Pour calculer L sp', on derive terme a terme l'identite LP'= ( 1-p t 1 par rapport a p, puis on multiplie 

par p. 
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2. De Bil ya a nouveau p(z-1) chemins en moyenne qui conduisent a un site C de 

la generation suivante. Or le nombre de chemins conduisant de la premiere 

generation consideree a la troisieme est le produit du nombre de chemins 

conduisant de la premiere a la seconde par le nombre de chemins conduisant 

de la seconde a la troisieme (il n'y a pas de boucle possible clans ce modele). 

Comme les tirages sont independants, le nombre moyen de chemins allant de A 

a C est done de p2 (z-1)2• On generalise facilement : au bout de n generations, 

ce nombre moyen vaut p11 (z- 1 )11. 

3. Pour que le nombre moyen de chemins parcourant n generations ne s'annulle 

pas, il faut que la limite de p 11 (z-1) 11, quand n ~ oo, ne soit pas nulle. Il faut 

done que p(z- l) > 1. D'ou le resultat annonce Pc= l/(z-1). 

On voit que pour z > 2, il ya une « vraie » probabilite critique, c'est-a-dire Pc< 1. 

Remarque: 

1. Cette valeur exacte est a comparer avec la valeur donnee par le champ moyen 

(Cfl'Ex. 9.5) ou Pc= z-1. Elles sont equivalentes a la limite z ~ oo. 

2. La simplicite du calcul tient au fait qu'il ne peut pas y avoir de boucle. Dans 

une percolation sur reseau ordinaire, a faible valeur de p, les boucles sont peu 

probables. Ainsi les calculs sur l'arbre de Caley, qui n'en a pas, peuvent donner 

des idees sur les comportements de reseaux clans ces conditions. 

Solution 9.5 La Fig. 9.1 indique une resolution graphique de cette equation autocohe­

rente. Il faut chercher l'intersection de la droite l-P avec la courbe d'equation ( 1-pP)Z. 

Comme en p ~ 0 elle est equivalente a 1-zpP, l'Eq. 9.3 de l'enonce admet une solution 

autre que la solution triviale P = 0 si et si seulement p > Pc = 1 I z. Le courbe de la Fig. 

9.2, calculee numeriquement, indique alors la dependance de Pen p. 

Remarque: Les calculs de champ moyen comme ceux sur l'arbre de Caley excluent 

tous deux les boucles. Ils donnent pourtant des valeurs de Pc differentes parce que le 

calcul de champ moyen suppose que Pi est independant de i, ce qui est faux sur l' arbre 

de Caley. 

Solution 9.6 On va remplacer chaque triangle par son centre de gravite, de telle sorte 

que chaque site soit pris une fois et une fois seulement. On voit qu'on obtient un 

nouveau reseau semblable au reseau initial (de rapport V3 et tourne d'un angle i). 
On occupe le super site avec la regle de la majorite, ce qui veut dire qu'il est occupe si 
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CHAPITRE 9. PERCOLATION 

FIGURE 9.1. Resolution graphique de l'Eq. 9.3 pour deux valeurs p < p, et 

p > p,. lei z = 3. 

CL 0.5 

oo 0.5 

FIGURE 9.2. Probabilite (Eq. 9.3) pour qu'un lien arbitraire fasse partie de 

l'amas percolant. on a encore z = 3. 

et si seulement deux ou trois sommets du triangle initial le sont. Done 

Les points fixes de la transformation Pn+l = 3p~(l - p11 ) + p~ sont les solutions de 

!'equation 

p=3p2(1-p)+p3, 

qui sont p = 0, p = 1 et p = f. Les deux premiers point fixes etaient attendus, on verifie 

qu'ils sont stables, le dernier, instable donne la valeur Pc= f. 11 se trouve que c'est aussi 

la valeur exacte ! 
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FIGURE 9.3. Decimation sur le reseau triangulaire. Les croix representent le 

reseau initial, Jes gros points : la premiere decimation, le petit cercle : un site 

de la seconde decimation. 
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CHAPITRE 10 

Matrices aleatoires 

Solution 10.1 

1. II est facile de voir pourquoi R est une transformation unitaire elementaire. 

Posons E = ~' calculons Rn (en diagonalisant R). On voit que 

lim Rn= ( c?se -sine), 
n->oo Sill e COS e 

qui est une matrice de rotation d'angle e. On a utilise le fait que 

ie ·e 
lim (1 + - )'1 = e' . 

11->oo n 

2. La nouvelle matrice s'ecrira 

H' =R-1HR, 

avec les elements 

a' a+2Eb 

b' b+E(c-a) 

c' c-2Eb, 

d'ou, par un developpement limite 

8Pa 
Pa(a) + 2Eb aa 

8Pb 
= Pb(b)+E(c-a) ab 

8P, 
= P,(c)-2Ebac, 

De l'Eq. 10.1 de l'enonce, on tire en multipliant les trois equations precedentes 

et en se limitant au terme en E 
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L'egalite P(H) = P(H') implique la nullite du terme en E, soit 

Le fait que le terme entre crochets ne depende que de b incite a ecrire 

1 oPb 1 2 8Pa 1 2 oP, 1 
----=-------+----=K, 
b ob Pb(b) c-a oa Pa(a) c-a oa P,(c) 

ou K est une constante. De la on tire, par integration de la premiere equation 

On a normalise la solution. De meme on aura egalement 

8Pa 2 8P,(c) 2 
----+ ---- = -K(c-a). 

oa Pa(a) oc P,(c) 

D'ou 
8Pa 2 8P, 2 

Ka+---;---(-)= Kc+~-(-)= Cte. 
ua Pa a uc P, c 

Si on veut que les gaussiennes, solutions de cette equation, soient centrees a 
l'origine, il faut prendre la constante nulle et on aura 

3. Les valeurs propres ,1± de l'hamiltonien sont racines de !'equation 

(a-A)(c-A)-b2 = 0. 

Posons f:... = ( c-a )2 + 4b2, on aura ,1+ - ,1- = -vi,.. La probabilite pour que ,1+ - ,1-

soit dans l'intervalle s,s + ds est done 

P(s)ds= LP(a)P(b)P(c)dadbdc, 

ou 1) est le domaine tel que -vi,. E (s,s + ds), ou encore, en elevant au carre et ne 

conservant que le terme du premier ordre en ds, le domaine ou 

(c-a) 2 + 4b2 E (s2 ,s2 + 2s ds). 
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FIGURE 10.1. Distribution de Wigner en trait plein avec (s2) = 1. Distribution 

integree en tirete. 

Soit en resolvant en b, 

1 sds 
b E 2(A,A +A), avec A2 = s2-(c-a)2. 
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Explicitons, en appliquant la formule de la moyenne a !'integration par rapport 

ab: 

P s s- - --e 4 2 • ( )d _ sds I dcda _K[a2+c2+l(s2-(c-a)2)) 

2 A 

Done P(s)ds est proportionnel a 

I e-~[(a+c)2+s2) 

s ds de da --;:==== 
-,Js2 -(c-a)2 

L'integrale double se calcule en faisant le changement de variables 

dont le jacobien vaut 1. 

Reste 

{ 
a+c=2x 

a-c=y 

K 2 I e-fx2 

P(s)ds-se-s 5 dxdy ~· 
-ys2-y2 

L'integrale etant independante des, on peut, apres normalisation, ecrire 

K K 2 

P(s) = -se-s 5 • 

4 
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Comme 

(s) = l"" sP(s) ds = ~' 

on obtient la formule canonique 

rr _!!L 
P(s) = --se 4 <,> 2 • 

2(s)2 

On a dessine Fig. 10.1 la distribution de Wigner. On voit le phenomene caracte­

ristique de« repulsion de niveaux »: la probabilite que l'ecart entre deux valeurs 

propres soit petit est petite. 

4. La comparaison est immediate. 11 suffit d'integrer la fonction P(s) entre O et s. 



CHAPITRE I I 

Fluides quantiques 

Solution 11.1 

1. Dans la boite, ou le potentiel est nul, !'equation de Schrodinger s'ecrit 

n2 
--11</}(x,y,z) = E</)(x,y,z). 

2m 

La geometrie de la boite perm et de facto riser les fonctions d' onde, et de resoudre, 

pour chaque dimension, une equation de Schrodinger pour une particule libre, 

avec condition d'annulation de la fonction aux bords. Cela conduit a: 

. lnx . mny . nnz 
</Jimn(x,y,z) = sm-sm-b-sm-, ' a C 

avec les conditions de quantification : 

kx 
ln 

avecl= 1,2,3, ... -
a 

ky 
mn 

b 
avec m = 1,2,3, ... 

kz 
nn 

avec n = 1,2,3, ... 
C 

2. Si l'on impose des conditions de periodicite aux bords de la boite, les fonctions 

propres normalisees sont : 

A, (x y z) = _l_ei(kxx+kyy+kzz) = _l_eik.r 
'l'l,m,n , , yV yV , 

avec les conditions de quantification : 

2ln 
- avec l = 0, ± l, ±2, ... 
a 

2mn 
-b- avec m = 0,±1,±2, ... 

2nn 
avec n = 0,±1,±2, ... 

C 
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Solution 11.2 

1. L'etat fondamental d'un ensemble de N fermions identiques s'obtient en oc­

cupant les etats de plus basse energie (g particules par etat). Dans l'espace des 

moments, ces etats forment un reseau de points de coordonnees ~, ";,", :" se 

trouvant clans le huitieme d'espace defini par la condition selon laquelle les 

entiers l, m et n doivent etre plus grands que 1. Les energies des etats individuels 

sont proportionnelles au carre du module du vecteur qui joint l'origine a l'un 

des points du reseau, et le remplissage se fait done avec une symetrie spherique. 

Les homes de l, m et n sont determinees par le nombre total de particules. On a 

done: 

I 2 8 I . 2 l7rx . 2 m1ry . 2 n:,rz 
p(x,y,z)=g 1¢>Imnl =g- sm -sm -b-sm -. 

" V a c 
l,m,n l,m,n 

Pour la densite d' energie cinetique, on a : 

soit 

r(x,y,z) 

+ 

T(x,y,z) = g I IV¢>1,m,nl2, 

l,m,n 

n2 8 I [ l1r]2 
2 l1rx . 2 m1ry . 2 n1rz g-- - cos -sm --sm -

2m V 1 a a b C 
,m,n 

[ 
m:,r]2 . 2 l:,rx 2 m:,ry . 2 n:,rz 
- sm -cos --sm -
b a b C 

[ 
n1r]2 . 2 l1rx . 2 m:,ry 2 n:,rz 

+ - sm -sm --cos-, 
C a b C 

la somme etant etendue aux memes etats quantiques que pour p. 

2. En utilisant les identites proposees, on peut mettre }'expression de la densite de 

matiere sous la forme : 

p(x,y,z) = t I 1 + (termes oscillants) 

l,m,n 

et 

r(x,y,z) :: t ,~[(~)' +(7)' +(";)'] 
+ ( term es oscillants). 
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3. Considerons les termes non oscillants. La somme sur les etats fluctue avec N, 

mais elle comporte une composante lisse qu'on obtient en remplac;:ant la somme 

discrete par une integrale. Cette integrale est prise sur le huitieme de sphere 

defini par l, m, n positifs. Le passage de la somme a l'integrale se fait suivant la 

regle: 

En effet, considerons d'abord le cas a une dimension. On a, par definition de 

l'integrale avec les sommes de Riemann pour toute fonctionf continue: 

lim h ~ f(nh) = f!(k) dk. 
h---->0 LJ 

11 

lei, h = ~ et pour a grand 1, on peut done ecrire : 

It(n~) ~ ; J f(k) dk. 
11 

La generalisation a trois dimensions est immediate : 

On peut alors integrer la partie lisse de la densite, laquelle est constante dans le 

volume. L'integrale s' etend au huitieme de sphere dont le rayon kp est determine 

par l'etat d'energie la plus elevee 

On trouve: 

et pour l' energie 

t,,2 
- k2 €p- - p• 

2m 

N g 3 

p = V = 61r2 kp, 

g 1i2 1 47r 5 3 
T=----k = -p€p. 

1r3 2m 8 5 F 5 

(11.1) 

(11.2) 

1 Ce qui signifie que f est sensiblement constant sur tout intervalle d' amplitude ,r / a. Com me on le verra, 

cette condition n'est pas necessairement remplie dans le cas du peuplement de l'etat fondamental pour 

Jes bosons. 
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4. La densite, qui n'a plus de termes oscillants, s'obtient directement sous la forme: 

et la densite d'energie cinetique 

p= t .I> 
/,111,11 

T= !£_ ~ k2 
2m LJ ' 

/,111,11 

les sommes etant etendues cette fois a !'ensemble de la sphere de Fermi, puisque 

les nombres quantiques l, m, n peuvent prendre toute valeur, negative, positive 

ou nulle. 

Compte tenu de la quantification des etats, le passage de la somme discrete a 
l'integrale dans l'espace des moments s'effectue maintenant selon la regle: 

(11.3) 

d'ou: 

On retrouve bien le resultat precedemment obtenu a partir des conditions 

d'annulation des fonctions d'onde aux bords de la boite. 

11 en est de meme pour la densite d' energie cinetique. 

Remarque : 11 est clair que les conditions aux limites periodiques ne permettent 

pas d'avoir acces aux proprietes de surface du systeme. Mais pour les proprietes 

de volume, elles conduisent a la meme physique que les conditions d'annulation 

des fonctions d'onde aux bords. 

5. La pression peut etre obtenue a partir de la relation 

P=- aEI =_a(rV)I . 
av N av N 

Comme T depend de V, nous allons tout exprimer en fonction de kp. Puisque 

3 3 
TV= -pEpV= -NEp, 

5 5 
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on ecrira 

De l'Eq. 11.2 on tire 

et de l'Eq. 11.1 : 

3 dEF dkF 
P=--N--. 

5 dkF dV 

dV dkF 
--=3-

V2 kF, 

dEF n2 

dkF = 22m kf. 

En regroupant, on trouve finalement : 

2E 
P=--. 

3V 

281 

Remarque : Il est interessant de noter que, pour un gaz parfait classique, cette 

relation est egalement valable. L'analogie s'arrete la, bien sur : a temperature 

nulle, la pression d'un gaz parfait classique, proportionnelle a sa temperature 

est nulle. Dans le cas quantique, comme on l'a vu, elle ne l'est pas. Cela a des 

consequences bien reelles ! 

6. Le nombre d'electrons par unite de volume clans le cuivre est: 

P = 8' 9 6 02 x 1023 cm-3 

64 ' ' 

soit environ 8,3xl022 cm-3 ou 0,083 A-3 . Comme g = 2 (deux electrons par 

etat), le moment de Fermi est donne par 

(11.4) 

L'energie de Fermi est donnee par: 

fi2 n2c2 

EF = -k} = --k}. 
2m 2mc2 

Avec nc,::: 2000 eV.A et mc2 = 0.5 MeV, on trouve Ef,::: 7.3 eV. 

Dans le cas nucleaire, g = 4 ( 4 nucleons par etat). La masse d'un nucleon est de 

l,66xl0-27 kg. On trouve, pour le nombre de nucleons par unite de volume: 

p = 0, 163 fm-3 , 
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d'ou le moment de Fermi 

L'energie de Fermi correspondante est d'environ 36 MeV. 

7. L'etat fondamental est caracterise par l'occupation de tousles etats de la sphere 

de Fermi. Un etat excite est done obtenu par promotion d'une particule vers un 

etat hors de cette sphere. Exciter thermiquement le systeme revient a effectuer ces 

promotions de fac;:on equiprobable a la surface de la sphere de Fermi. C'est done 

la densite de niveaux au voisinage de la surface de Fermi, d( Ep ), qui va determiner 

la thermodynamique de basse temperature : 

d(Ep) = dN = d(pV) dkp = gV (2m)312 "/EF· 
dEp dkp dEp 4rr2 f:i2 

(11.S) 

Solution 11.3 

1. Les fonctions d'onde sont les solutions de !'equation de Schrodinger 

tt2 d2 
---</J(x) = E</J(x), 

2mdx2 

avec les conditions aux limites </J(x) = 0 pour x s O et x ::::: a. Posons 2;E = k2, 

les solutions de type sin(kx + ¢) quantifiees par les conditions aux limites et 

normalisees s'ecrivent 

¢,(x) = { 

.JI sinrr£x pour Os x s a 

0 ailleurs 

ou l = 1, 2 .. ·. On en tire 

N 2 N l 
p(x) = v I l</J1(x)l2 = : I sin2 rr;x, 0 s x s a. 

l=l l=l 

On ecrit que sin2rr~x= ~[1-l}t(e2inl~)] et on somme la serie geometrique 
a 2 
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correspondante 2• II vient 

vN ( 1 1 sin 21r(N + f) ~) 
p(x) = - 1 + - - - ----"--_;.;.. 

a 2N 2N sin1r~ · 

Bien entendu f p(x)dx = vN; on voit que la densite locale oscille autour d'une 

valeur legerement superieure a la densite moyenne p = v~. On supposera cette 

densite constante quand N - oo. 

2. Le calcul de la transformee de Fourier de ,PI(x) est immediat en ecrivant le sinus 

sous forme d'exponentielles. On obtient 

(11.6) 

Comme attendu, cette fonction est continue Vk puisque 

lim l~1(k)l2 = a r.. 
k--+ !!l 47rn 

a 

La distribution des moments est done donnee par 

(11.7) 

3. Multiplions par x le developpement propose (11.2 de l'enonce) et derivons, il 

vient 

d ( cosx) d (2x2 f, 1 l 
dx x sinx =-dx -;z LJ zi_x2 • 

I=! ,r2 

D'ou 

f(x) = 1r
2 (-1--~ c~sx). 

4 sin2x x smx 

4. La quantite K est sans dimension et on a 

( 11.8) 

2 ~(z) signifie partie reelle de z. 
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On ne peut qu'approcher cette somme finie. 11 ya manifestement deux cas. 

Si K « 1, il faut prendre beaucoup de termes clans la somme (11.8) et on ecrira 

done 
"" z2 

!N(K)=f(K)- I (l2-N2K2)2' 
l=N+I 

Puis on evaluera la somme discrete (le terme correctif) par l'integrale 

r"" t2 1 I"" y2 
JN -(t_2 ___ N_2_K_2)-2 dt = N I (y2-K2)2 dy. 

Le developpement 3 de cette integrale pour K < 1 donne 

2 2 3 4 
1 +-K + -K + ·· ·. 

3 S 

Si K » 1, on peut appliquer directement l'approximation integrale a la somme 

(11.8) 

Soit, en changeant t en KtN 

I 

1 1· t2 
1 K -- dt+-[N( )- NK O (l-t2)2 2N2 (l-K2)2" 

Le developpement en 1/N et l/K est lentement convergeant 

1 ( 61 91 3 2 ) 
[N (K) c,'. -- 1 + - - + - - + · · · + -(1 + - + · · , ) + ·.. . 

3N K4 s K2 7 K4 2N K2 

5. De l'egalite ft(x) = 1t~ (x), on tire que 

. 1 
ffv(x) = [N(x)- ·;/~ (x). 

3 On aurait pu calculer cette integrale qui vaut 

1 ( 2 1 1 + K) - --+-log-
4 l-K2 K 1-K ' 

puis en faire un developpement limite. 
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En regroupant tousles resultats precedents et en se limitant a l'ordre le plus bas, 

on peut alors conclure que 

1,5 

),5 

n(K) = { 
no 

" ,, 
: ; /\ .. , 
I I I \ I\ 

1- - 4-(1 + '2:.K2) pour K « 1 
N,r2 3 

" If 

,"\ ,' ~ 
f \ I 1 

l)L__ __ ___,__ __ __J_ ______ ___.1__ _ ____::,==~_,J 

0 

FIGURE 11.1. Distributions normalisees en taille p(x)/p0 et en moments 

n(K)/n0 comparees a leur limite thermodynamique. En abscisses K = k/kr et 

x/ a. La limite thermodynamique est, dans !es deux cas, le carre de cote 1. II y 

a N = 10 etats. 

Dans cette formule, n0 = av est le coefficient de normalisation. On retrouve bien 
2rrn 

les limites thermodynamiques n(k)/n0 = 1 pour k < kt et O sinon. 

Reste a examiner le cas K ::,: 1. On part de l'Eq. 11.6 et si on suppose N pair, la 

somme sur l donne 

qui vaut sensiblement 0.74 des que Nest grand. 

On voit sur la Fig. 11.1 qu'a la difference de la densite de matiere, les termes 

oscillants de l'Eq. 11. 7 se compensent et que la courbe resultante est plate. 

Remarque : La distribution des moments d'un systeme fini de fermions sans interac­

tion et a temperature nulle differe de la fonction porte. 11 en est de meme pour un 
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systeme infini de fermions en interaction, ou bien pour un systeme infini a temperature 

non nulle. Le cas a 3d est un peu plus complique 4 • 

Solution 11.4 

1. De l'Eq. 11.6 on tire : 

1 n· 
1 + ,!3(µ-E;) = -- et {3(µ-E;) = log-1-. 

1-n; 1-n; 

Combinant les Eqs. 11.3 et 11.4, on obtient 

Or 

1 ologZg 
S=kblogZg-T o/3 

ologZg JJ(µ-E;) 

0/3 = })µ - E;) 1 + ef3(J1-Ei l · 
I 

Utilisant les Eqs. 11.9, on deduit 

ologZg = ~ In;log~. 
0/3 f3 . l-n 1 

l 

(11.9) 

(11.10) 

Apres avoir remplace logZg par - L; log( 1- n;), on reporte clans l'Eq. 11.4 de 

l' enonce et on retrouve le resultat demande. 

2. Nous voulons montrer que la distribution de Fermi-Dirac maximise l'entropie 5, 

compte tenu des contraintes sur I' energie moyenne et le nombre moyen de 

particules : 

E= In;E; et N= In;. 
. . 
I I 

On introduit deux parametres de Lagrange ;t1 et ;t2, et l'on minimise, par rapport 

a chaque n;, la quantite : 

I~ -k, ~ [n; log n; + (1-n;)Ln(l-n;)]-A1 [ ~ n;-N]-A, [ ~ n;<;-El 

4 Voir par exemple « Finite size effects on the momentum distribution of non interacting fermions », Nucl. 

Phys. A457 (1986), 125. 
5 Voir dans l'appendice !'analogue de ce calcul dans le cas classique. 
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En ecrivant pour chaque i 

on obtient les N equations 

Soit 

81 
-a =O, 

n; 

n; = --,1-,+-,I-z,-; • 

l+e~ 

287 

On obtient bien la distribution de Fermi-Dirac en effectuant les identifications : 

D'ou la distribution d'equilibre 6 : 

11 

0,8 

0.6 

0.4 

0,2 

n; = --,-;--µ . 

1 +err 

i-----~-~------~ 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

0oL----'--~o,-,-~-_J_,-~--====,~.,-~-_J 
k/kf 

FIGURE I L2. Distributions de Fermi, a temperature finie (trait continu), a 
temperature nulle (trait discontinu). 

6 Qu'on devrait noter (n;). 
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3. Les energies a une particule s'ecrivent: 

L d . , d . 1 N I,; n; , , . 
a ens1te e particu e, p = V = V's ecnt 

g I dk 
p = (27!')3 1 + ef3(Ek-µ) > 

ou g designe la degenerescence des niveaux, comme a l'Ex. 11.2. On a remplace 

les sommes discretes par des integrales (Voir l'Eq. 11.3) et pris, pour les fonctions 

d' onde, les conditions aux limites periodiques. En posant 

il vient 

tz2 
x=f3-k2 et a=/3µ, 

2m 

= _L ( 2m )3/2 (oo x'/2 dx 
p 41r2 n2f3 Jo 1 + eX-cr · 

Pour une densite fixee, cette relation etablit implicitement la dependance en 

temperature du potentiel chimique contenu clans a. Voir les integrales de Fermi 

clans l'appendice mathematique. 

On trouve de fayon similaire, pour la densite d' energie, l' expression : 

T = I,; n;E; = _L !£_ ( 2m )s/2 (oo x3/2 dx. 

V 41r2 2m n2f3 Jo 1 + eX-cr 
(11.11) 

4. Reecrivons l'Eq. 11.10 

Le deuxieme terme vaut simplement-~(µN-E). Le calcul explicite du premier 

terme n'est possible qu'a la limite thermodynamique. On remplace la somme 

discrete sur les i par l'integration continue sur k, ce qui permet par integration 

par partie de se debarrasser du logarithme. On trouve alors grace a l'Eq. 11.11 

qu'il vaut if3kbE, ce qui demontre la formule proposee. 
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5. Le lemme de Sommerfeld (Voir l'appendice mathematique) permet d'ecrire, au 

sens des distributions : 

1 rr2 

--- = Y(x-a)- -o'(x-a) + ... , 
1 + eX-a 6 

ou Y(x-a) designe la distribution de Heaviside. On en deduit le developpement 

de basse temperature de la densite sous la forme : 

p= __L(2mµ)3/2[1+ rr2 (kbT)2]· 
6rr2 n2 8 µ2 

(11.12) 

Or, a temperature nulle, nous avons obtenu : 

(11.13) 

En comparant ces deux expressions (la densite ne change pas avec la temperatu­

re), on obtient, au second ordre en T: 

µ=Eprl- rr2 (kbT)2]· 
12 E2 

F 

Pour la densite d'energie r = E/V, on obtient: 

T = __J__}£_ (2mµ)5/2 [1 + 5rr2 (kbT)2]. 
10rr2 2m n2 8 µ2 

Compte tenu du developpement deµ, il vient : 

r= __J__}£_(2mEp)s/2[1+ 5rr2 (kbT)2]· 
10rr2 2m n2 12 E2 

F 

(11.14) 

6. La chaleur specifique a volume constant caracterise la variation d'energie asso­

ciee a une variation de temperature: dB= CvdT. On trouve ici, en derivant l'Eq. 

11.14 et en utilisant l'Eq. 11.5 : 

7. L'entropie du gaz peut maintenant etre calculee: 

S(T) = (T Cv(t)dt = rr2 d(Ep)klT, 
Jo t 3 
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ainsi que l'energie: 

LT 7r2 

E(T) = E(O) + Cv(t)dt = E(O) + -d(t:p)ktT2• 
o 6 

Cette derniere expression est evidemment identique ace que donne !'equation 

( 11.14). Pour I' energie lib re, on trouve : 

Remarque: Le calcul de l'entropie a basse temperature aurait pu etre fait a partir 

d'un developpement a basse temperature de la relation 11.7 

SE µN 
5=----

3 T T' 

en introduisant les developpements trouves pour l'energie et le potentiel chi­

mique. 

8. Ces expressions permettent de calculer la densite de niveaux a N particules pour 

I' energie E( T) : 
.l. n2 d( k 

D[E(T)] = ekb = eT cf) bT, 

soit, en fonction de l'energie d'excitation E* = E(T)-E(O): 

Note: On verifie, apres quelques calculs directs mais un peu longs, que si l'on 

part de !'expression de l'entropie en fonction des nombres d'occupation de 

Fermi-Dirac, on retrouve bien, clans la limite des basses temperatures, le meme 

resultat. 

Solution 11.5 Nous reprenons implicitement des notations analogues a celles utilisees 

pour le cas a trois dimensions. 

Pour une boite a deux dimensions d'aire A, en considerant des conditions aux 

limites periodiques, Jes etats a une particule s'ecrivent: 

,I., (x y) = _l_ei(kxx+k,.y) 
'l'l,m , vX , 
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avec les conditions de quantification 

2ln 

a 
2mn 

avec l = 0, ± l, ±2 ... 

-b- avec m = 0, ± 1, ±2 ... 

Le passage d'une somme discrete a une integrale se fait suivant la regle : 

ou A designe l' aire de la surface. 

1. Pour la densite de matiere, on a done : 

ou encore: 

avec a=/3µ. 

g I 21rkdk p-
- ( 27T) 2 R( r,2 k2 -µ) ' 

1 + e-- 2111 

g 2m ( 00 dx 

p = 41r n2f3 Jo 1 + eX-a' 
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(11.15) 

Il se trouve que l'integrale est analytique (faire le changement de variable 

tr-a= u); elle vaut log(l +ea)= Iogea(l + e-a) ""a+ e-a. A basse temperature 

a» 1, la correction est exponentiellement petite 7 et l'on trouve finalement 

g 2mµ 
p= 41r~· (11.16) 

Or, a temperature nulle, la densite s' exprime en fonction du moment de Fermi 

(Cf Eq. 11.15) sous la forme: 

g 2 k} 
p= -1Tkp=g-. 

4n2 47T 

On en deduit que le potentiel chimique egal a l'energie de Fermi est independant 

de la temperature, a un terme exponentiellement petit pres. On pourra comparer 

au cas a 3d de l'Ex. 11.4. 

7 Ce qui n'est pas le cas des que d t- 2. 
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De: 
N k} 

p= A =g 4n' 

on deduit pour la densite de niveaux individuels: 

dN gA2m 
d(Ep) = - = --. 

d€p 4n ti2 
(11.17) 

Cette densite est independante de l'energie de Fermi; nous la designerons 

simplement par la lettre d. 

Pour la densite d'energie, on obtient de fayon analogue: 

g 2m ( 00 xdx 

T = 47T fi2{32 Jo 1 + e,X-a, 

avec a = {3µ. Le developpement de basse temperature ( Cf le lemme de Sommer­

feld clans l'appendice mathematique) donne: 

T = _f_ !£_k4 [1 + 7T2 (kb T)2 J. 
8n 2m F 3 E; (11.18) 

L'energie du systeme etant donnee par E = TA, la chaleur specifique a surface 

constante s'ecrit: 
dr 2n2 

2 

Cs =A dT = 3 d kbT. 

II est remarquable que cette chaleur specifique ne depende pas de la densite de 

matiere. Pour l'entropie, nous obtenons: 

l T dt 2n2 

S= Cs-= -d ktT; 
o t 3 

pour I' energie : 

l T 7T2 
E(T) = E(O) + Cs(t)dt = E(O) + -d (kbT) 2, 

o 3 

et pour I' energie lib re : 

7T2 
F= E-TS = E(O)- -d (kbT)2. 

3 
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La densite d'etats a N particules s'obtient a partir de l'entropie 

ou encore, en fonction de I' energie d' excitation E* = E( T) - E( 0) : 

D(E*) = e2~~dE'. 

Solution 11.6 

1. Les energies a une particule, en presence du champ, deviennent : 

Les nombres moyens d'occupation des etats s'ecrivent done 

n± = ---"2-k2--, 

1 + JJ( Tin-µ±) 

avec µ± =µ±MB. Formellement, ii suffit, par rapport aux resultats sans champ, 

de modifier le potentiel chimique pour obtenir la densite de chaque type de 

particules. Au total, pour la densite, on trouve done (voir l'Eq. 11.12), a basse 

temperature: 

~ _L(2m)3
/
2

[ 312 ( rr2 ktT2
) 312 ( rr2 ktT2

)] p - 2 r.2 µ+ 1 + 2 + µ_ 1 + 2 . 
61r n 8 µ+ 8 µ_ 

(Le facteur de degenerescence g a ici la valeur 2.) Cette expression est paire par 

rapport au champ. Dans la limite de champ faible, MB« Ef, on ne conserve 

que Jes termes quadratiques par rapport a B, d'ou: 

p ~ _L (2m)3
1
2 
µ 312 [l + rr2 (kbT) 2 + ~ (MB) 2

]. 

3rr2 tz2 8 µ 8 µ 

Par comparaison avec !'expression obtenue en !'absence de champ et a tempera­

ture nulle (Eq. 11.13 ), on obtient : 

µ ~ EF [l- 1r2 (kbT)2 
_ ! (MB) 2

]. 

12 Ef 4 Ef 
(11.19) 
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La magnetisation se calcule a partir de la difference des densites de populations 

de particules : 

M VM(2m) 312[ 312 [ rr2kbT
2

) 312 [ rr2klT
2

)] ""g- - µ I+----µ 1+--- . 
6;r2 t,,2 + 8 µi - 8 µ~ 

(11.20) 

Cette expression est impaire par rapport au champ. En ne conservant que les 

termes lineaires clans le developpement en champ faible, on trouve : 

~ VM2 B (2m )3/2 I/2 [ - ;r2 klT2 l 
M - g 21r2 t,,2 µ 1 24 µ2 , (11.21) 

ce qui, compte tenu de l'expression deµ, donne finalement 

M 

(11.22) 

ou d(Ep) designe la densite de niveaux individuels a l'energie de Fermi (voir 

Eq. 11.s). 

2. Considerons a present le cas a deux dimensions. Pour la densite, on a 

1 2m 1 2m 
p = g 4;r fiZ(µ+ + µ_) = g 2;r fiZµ, 

comme en l'absence de champ. Ceci montre que, a deux dimensions, le potentiel 

chimique est independant du champ et de la temperature, et demeure par 

consequent egal a l'energie de Fermi. La magnetisation du systeme s'ecrit 

AM2m 
M - g 4rr fiZ(µ+-µ_) 

= 2M2Bd (11.23) 

ou d designe la densite de niveaux individuels (Eq. 11.17). Remarquons que, par 

rapport au cas tridimensionnel, la magnetisation ne depend ni de la temperature, 

ni de la densite de particules. 
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Solution 11.7 

I. Cas du gaz parfait 

1. Les valeurs propres de l'oscillateur harmonique sont: 

oi:des entiers n1, n2, n3 prennent les valeurs 0,1,2, ... Noter que E(O, 0,0) = 1(1iw1 + 
1iw2 + 1iw3). 

2. Avec le choix propose de l'origine des energies, le nombre d'atomes clans les 

etats excites est donne par : 

00 

1 
N'= I 

ef3(1i(w1111 +w2112w31J3)-µ) -1' 
n1 ,112,113 

ou les n1, n2, n3 ne sont pas simultanement nuls, tandis que le nombre d'occupa­

tion du fondamental est donne par 

1 
No=--­

e-/3µ -1 
(11.24) 

Ce dernier etant positif ou nul, µ est necessairement negatif ou nul. La fonction 

N'(µ) est monotone croissante. Sa valeur maximale est atteinte pourµ= 0. 

3. Lorsqu'on augmente N au-dela de N;,wx> les atomes s'accumulent clans l'etat 

fondamental du piege, voir l'Eq. 11.24. 

4. (a) Dans la limite consideree, une expression approchee peut etre obtenue 

en rempla<;:ant la somme sur les entiers par une integrale triple. Le calcul 

portant sur la somme des etats clans le puits harmonique se calque sur 

celui fait clans une boite ( Cfl'Ex. 11.2). A la limite ,B1iw - 0, par definition 

de l'integrale de Riemann a une dimension 

,B1iw I/(n,B1iw) = l 00 

f(u) du. 
n=O O 

Que veut dire« a la limite »? II signifie qu'on peut negliger les variations 

def sur tout intervalle d'amplitude ,B1iw. 

A 3d, encore a la limite, on a 
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avec la meme condition. Condition qui est satisfaite parce que clans la 

somme on n'accepte pas le point singulier n1 = n2 = n3 = 0 (qui est le 

fondamental) aµ = 0. Done le passage a la limite continue de 

est legitime et permet d'ecrire 

Et pourµ= 0, 

N' = du du du . 1 loo loo loo 1 
max f33tz3w3 0 1 0 2 0 3 ellt +112+113 -1 

Cette derniere integrale est analytique. En effet on utilise le developpement 

en serie 

L'integrale triple se factorise, ii reste 

Et finalement 

(b) A nombre N de particules fixe, si l' on diminue la temperature, on atteint 

la valeur pour laquelle N represente le nombre maximum de particules 

pouvant occuper les etats excites: c'est alors la temperature critique de la 

condensation Tc : 

T = tzw l!!_ll/3 
C kb ((3) 

Numeriquement, pour les valeurs indiquees, on trouve Tc= 2,63 x 10-7 K. 
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(c) AT et N fixes, le nombre d'atomes condenses No est donne par: 

ou encore 

No N~iaiT) 
-=1- . 
N N 

La temperature critique T, associee au nombre d'atomes Nest telle que: 

On a done, compte tenu de la loi en T3 trouvee plus haut : 

No= 1-(!_)3 
N T, 

( d) La comparaison theorie-experience 8, Fig. 11.3, est assez satisfaisante. 

+ 

0,6 + 
+ 

~ 
Z 0,4 + 

+ 

0,2 
+ 

+ 

i.s 0,6 0,7 0,8 0,9 
TIT 

C 

FIGURE 11.3. Fraction condensee N0 /N en fonction de la temperature. Ligne 

continue : gaz parfait; croix: experience. 

8 Voir Ensher et al., Phys. Rev. Lett. 77, 4984, ( 1996). 
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II. Effet des interactions 

1. Lorsqu'on coupe le piege, l'energie disponible se reduit a l'energie cinetique ini­

tiale des atomes clans le piege. Dans le cas d'un oscillateur harmonique, la valeur 

moyenne de l'hamiltonien clans un etat propre se decompose a parts egales en 

energie cinetique et energie potentielle. Pour chaque atome, l'energie disponible 

pour !'expansion est done egale a la moitie de l'energie du fondamental du piege. 

Au total, on a done : 

1 N 
Eexp = -NE(0,0,0) = -(nw1 +nw2 +nw3). 

2 4 

2. L'energie par atome est done independante du nombre total d'atomes, on 

contradiction manifeste avec les donnees experimentales. 

III. Equation de Gross-Pitaevskii 

1. C'est une application des equations d'Euler avec un multiplicateur de Lagrange 

du a la conservation du nombre de particules N = f l</>1 2dr. Si on reprend les 

notations du chapitre « Calcul des variations. Equations d'Euler » de l'appendice 

mathematique, on remplaceraf(x(t),x(t),t) par 

n2 N(N-1) 
f(<f>(r), V<f>(r)) = N-IV¢(r)l2 + NVextl<f>(r)l2 + gl¢(r)i4. 

2m 2 

Comme, on se limite a </> reel, on a 

et 

of 3 
- = 2NVext<f>+2N(N-I)g</> 
o<f> 

of n2 of n2 

-=2N-V<f> soit V-=2N-!'!.¢. 
oV<f> 2m oV<f> 2m 

Les equations d'Euler avec contrainte 

of of 
--V--2NJ¢=0 
o<f> oV<f> 

redonnent alors I' equation GP, a pres simplification par 2N. 

Montrons que ;J. s'identifie au potentiel chimique du condensat : 

µ = E(N + 1)-E(N). 
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Designons par ¢N la solution de l'equation GP correspondant a N bosons. On a, 

en tenant compte du fait que f depend aussi explicitement de N : 

E(N + l)-E(N) = I f(N + l,¢N+1, V¢N+dd3r-I f(N,</JN, V¢N)d3r. 

Si Nest grand, la fonction ¢N+l est voisine de la fonction <PN· On pose 8¢ = 
<PN+ 1 -</JN, et l' on developpe la fonctionnelle f au voisinage de N et de ¢N. Le 

developpement fait apparaitre le membre de gauche de l'equation GP, et l'on 

trouve finalement : 

E(N+l)-E(N) = Af[</Ji+2N¢No¢]d3r 

= A, 

car l'integrand n' est autre que la variation de la densite p = N ¢2 lorsqu' on passe 

de N a N + 1 bosons : son integrale est done egale a 1. 

2. Si l'on neglige le terme en gradient dans l'equation GP, la densite s'ecrit imme­

diatement: 

p(r) = Nl¢(r)l2 
1 
- (µ- Vext) 

~ (l-I mwfrf l 
g . 2µ 

l 

= 1::_(1-Ir~], 
g . R. 

I l 

Remarque: Si l'on tient compte du terme en gradient clans l'equation GP, 

la densite ne s'annule pas brutalement en Ri, mais tend vers O comme une 

gaussienne. En comparant la solution exacte, numerique, a la solution de 

Thomas-Fermi, on montre que l'approximation est justifiee. 

3. Le condensat a la forme d'un ellipsoi:de de demi-axes Ri, 

4. On integre la densite dans l'ellipsoi:de. Les variables se separent, et en effectuant 

le changement de variable propose on se ramene a une integrale clans la sphere 

de rayon unite. On trouve : 

81r µ 81r ( 2 )3/2 
N = --R1R2R3 = - -_- µ 512 . 

15 g lSg mw2 
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5. L'energie d'interaction s'ecrit: 

ou l'integrale est etendue a l'ellipsoi:de. En effectuant le meme changement de 

variable que precedemment, on trouve : 

1 µ 2 LI 2 2 2 
E;m = -g2 R1R2R3 (1-u) 4rru du. 

2 g o 

Tous calculs faits ii reste : 
E;m 2 
-=-µ. 
N 7 

L'energie par atome varie done comme N 215• Lorsqu'on coupe le piege, l'energie 

disponible pour !'expansion du gaz est precisement egale a l'energie d'interac­

tion. 

La figure (11.4) montre, en coordonnees log-log, un graphe representatif de 

donnees experimentales obtenues au MIT. Le meilleur ajustement donne une 

pente de 0,43, voisine de la valeur theorique de 2/5. 

-68,5 

+ -69 

-69,5 

-70 

II 12 13 14 15 16 
LogN 

FIGURE 11.4. Energie d'expansion par particule en echelle log-log. 

Solution 11.8 

1. (a) Le nombre de bosons est relie au potentiel chimique par !'equation: 

S ( 00 2rrkdk 

N= (2rr)2 Jo e'3(r.:.~.2-µ)_1 · 
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On pose: 

d'ou: 
S 2m ( 00 dx 

N = 4;rr 1i2/3 Jo zeX-1 

301 

L'integrale se calcule en prenant comme variable auxiliaire u = ff=. On 

trouve: 

N=-~ 2m log(1-~); 
4;rr 1i2f3 z 

ou encore: 

log(1-~)=-41rN1i2/3. 
z S 2m 

Cette equation possede une solution en z, done enµ, pour toute valeur 

de N, car la fonction deµ du membre de gauche, monotone decroissante, 

prend toutes les valeurs entre O (lorsque µ est grand et negatif) et -oo 

(lorsque µ tend vers O). Le potentiel chimique ne s'annule jamais, et il n'y 

a done pas de condensation de particules clans l'etat k = 0. 

(b) On peut remarquer que cette propriete vient de ce que l'integrale donnant 

le nombre de particules N diverge en 0. Dans le cas de la boite a trois 

dimensions, l'integrale correspondante converge, si bien que le nombre 

de particules pouvant occuper les etats k t- 0 sature a la valeur obtenue 

pourµ = 0. Si l'on augmente le nombre de particules clans la boite, 

necessairement elles s'accumulent clans l'etat fondamental. 

2. Dans le cas du piege harmonique, les energies des etats du piege sont donnees 

par 
1 1 

1:(n1,n2) = 1iw1(n1 + -) +1iw2(n2 +-), 
2 2 

ou les nombres quantiques n1, n2 prennent les valeurs 0,1,2,3 ... Le nombre de 

bosons occupant les etats excites du piege, a la limite ou la somme sur les etats 

est remplacee par une integrale, est donne par : 

La valeur maximale N~ax est obtenue pourµ= 0, et l'on a alors: 

N' = du du . 1 loo loo 1 
max (/31iw )2 0 1 0 2 ell} +u2 - 1 
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1[2 

Comme a l'Ex. 11.7, on montre que l'integrale est egale a {(2) = - ""1,645 ... 
6 

La temperature critique de condensation pour N bosons est obtenue lorsque 

2 k2y2 
N = 7!__ _b _c_ 

6 (hw) 2 • 

Solution 11.9 

I. Les photons ne se conservent pas. Leur nombre, a une temperature donnee et 

clans un volume donne, est une variable dynamique qui resulte de la minimi­

sation de l'energie libre : Jt = 0. Cette equation exprime precisement que le 

potentiel chimique des photons est nul. 

2. A l'approximation continue (semi classique) le nombre de micro etats clans 

l'intervalle d'energie considere est donne par la fonction de partition micro 

canonique, soit 

p(w)dw = 2 X h\ ( dpdq = 2h~ 47r ( p2 dp, 
Jwe[w,w+dw] Jwe[w,w+dw] 

ou le facteur 2 tient compte de la polarisation et comme ici IPI = hw, il reste 
C 

V w2 

p(w)dw = 23dw. 
7r C 

Le nombre de photons dN(L,w) sera obtenu en multipliant cette densite par 

le nombre d'occupation des photons a l'energie correspondante; ce qui donne 

bien l'Eq. 11.8 proposee. 

3. Le decouplage de la matiere et du rayonnement implique que dN(L',w') = 
dN(L, w). La loi d' echelle sur L et w montre que la fonction ne change pas, avec 

une temperature T' = T/a. 

4. On trouve pour l'energie l'expression: 

l oo rr2L3 
E= hwdN(L,w) = ~(kbT)4, 

o lSn C 

d'ou 

et 
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5. Les lois d'echelles sur Let T impliquent que l'entropie demeure constante au 

cours de l' expansion. 

6. On obtient u(w) en multipliant dN(w,L) par nw, ce qu'on a fait pour calculer 

l'energie: 

fl w3 

u(w)----­
- ,r2 c3 ef31iw _ 1 

Cette fonction presente un maximum pour une valeur Wm solution de !'equa­

tion: 

7. On en deduit : 

e-f31iw,,, = I -/3nw111. 
3 

8. On trouve numeriquement T = 2, 725 K. 

9. Si L3 varie comme t2, alors la temperature T varie comme I/t213 , puisque le 

produit LT demeure constant au cours de !'expansion. Si td designe l'age de 

l'Univers au moment du decouplage et t l'age actuel, Td la temperature au 

moment du decouplage et T la temperature actuelle, on a done : 

( 
T )1,s 

td=t -
Td , 

soit td '.::e 400 000 ans. 

Solution 11.10 

1. L'estimation de la duree de vie s'ecrit: 

(11.25) 

pour !iE '.::e leV. Rappelons qu'un nucleon traverse le noyau en environ 10-22 s. 

A l'echelle de la dynamique nucleaire, ces resonances ont une duree de vie tres 

longue. 

2. On a plusieurs dizaines de milliers de resonances par MeV. 
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3. Il est surprenant que les donnees puissent etre analysees a l'aide d'un modele de 

gaz de Fermi: la matiere est un liquide, dont on pourrait penser que ses consti­

tuants sont fortement interagissants. En fait, !'interaction nucleaire est prise en 

compte clans l'etablissement d'un champ moyen, clans lequel les particules se 

deplacent quasi librement. Cette image, qui doit etre affinee pour tenir compte 

de !'interaction residuelle (essentiellement une interaction d'appariement qui 

conduit a la superfluidite nucleaire), est a la base du modele en couche nucleaire, 

et perm et de comprendre l' existence des nombres magiques 9 . 

Le parametre de densite de niveaux est directement relie a la densite d' etats 

individuels a l'energie de Fermi. Or, justement, cette densite d'etats n'est pas constante 

a travers la table de masse. Les couches sont constituees de groupes d'etats separes par 

des ecarts (gaps). Les noyaux magiques correspondent a des fermetures de couche 

pour lesquelles la densite de niveau diminue brutalement: c'est ce qui explique les 

fluctuations de a, qui ont lieu precisement pour les noyaux magiques. 

Solution 11.11 

1. L'energie libre de Gibbs s'ecrit: 

G=E-TS+PV 

et sa differentielle : 

dG=dE-T dS-S dT+PdV + V dP. 

Or 

dB= T dS-P dV, 

d'ou 

dG = -S dT + V dP. 

On en deduit : 

s = - ac I et v = ac I . 
ar p aP r 

En ecrivant que les derivees croisees ne dependent pas de l' ordre clans lequel 

elles sont prises, on obtient : 

avl asl 
ar p =-aP r· 

9 On pourra consulter a ce sujet Le Monde Subatomique, Luc Valentin, Hermann. 
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D'ou 

cr(T) = 2_ avl =-2_ asl . 
V oT p V oP T 

On est done ramene, pour etudier cr(T), a etudier la variation de l'entropie avec 

la pression. 

2. La contribution des phonons a l'energie est donnee par 

V I E(k) 
Eph = (271' )3 ef3E(k) - 1 dk. ( 11.26) 

Dans le cas des grandes longueurs d' onde, le calcul se calque sur celui des 

photons (sans l'effet de polarisation). On a alors, en designant par c la vitesse du 

son 

E = ~ (oo nkc47l'k2 dk= ~ (kbT)4 (oo ~dx 
ph (271' )3 Jo ef31ikc - 1 271'2 (nc )3 Jo eX -1 . 

4 

L'integrale vaut Ts (voir l'appendice mathematique), d'ou finalement 10 : 

La chaleur specifique s'obtient a partir de la definition dB= Cp1idT. lei: 

C = 2V7l'2 ktT3 
ph 15 n3c3 . 

D' ou l' entropie : 

3. La contribution de la branche rotonique s'obtient en approximant la relation de 

dispersion par une parabole au voisinage du minimum. L'approximation sera 

aussi valable a basse temperature. 

On remarque egalement que !'argument de l'exponentiel clans le facteur d'occu­

pation des bosons (Eq. 11.26) est superieur a !).f kT, soit environ 8 a 1 K, et plus 

IO On a etendu la partie lineaire phonon du spectre a l'infini, alors qu'il aurait fallu la couper au moment 

ou elle s'inflechit vers la branche rotonique, ce qui correspond a des energies de l'ordre de 10 K. A basse 

temperature, !'approximation est justifiee. 
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a temperature inferieure. On peut done negliger le facteur 1 au denominateur 

de l'integrale donnant Er Dans ces conditions : 

Er 

Une bonne approximation peut etre obtenue en remarquant qu'on peut etendre 

la borne inferieure de l'integrale a moins l'infini. L'integrale est alors analytique 

et vaut 

-/3ti ~ (k2 m* ) 
e ~ h2J3 o + f3fi2 • 

Par derivation on obtient alors que 

Comme ktr reste, meme a basse temperature, de l'ordre de l'unite; on peut 

negliger le terme en T2 de cette expression. 

La contribution de la branche roton a la chaleur specifique se calcule a partir de 

la relation : 

dEr = CrdT. 

En ne conservant que les termes dominants de E,., on obtient : 

d'ou l'entropie, qu'il faut calculer numeriquement: S(T) = J/ Cr(t)1, 

4. Une augmentation de pression produit deux effets : 

- le liquide devient plus rigide, la vitesse du son augmente, done Cph - l/c3 

diminue, 

- le gap rotonique diminue (tendance a la solidification), done Cr augmente a 
cause du terme exponentiel. 
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La variation de l'entropie avec la temperature en decoule: 

- a basse temperature, !es excitations au voisinage du gap ne sont pas peuplees, 

a cause du facteur exponentiel exp(-ktT ), seuls comptent Jes phonons. A 
temperature constante, l'entropie diminue avec la pression (comme Cph), et 

par consequent le coefficient de dilatation thermique est positif; 

- quand la temperature augmente, le gap rotonique diminuant, sa contribution 

a l'entropie augmente (comme Cr), et cette tendance devient meme domi­

nante: dS/dP devient positif. II en resulte que a(T) change de signe et devient 

negatif. 

Solution 11.12 

1. Pla<;:ons-nous au voisinage du zero absolu. L'energie cinetique est alors d'origine 

purement quantique : elle resulte de la localisation des atomes. Les atomes en 

phase condensee se trouvent a une distance les uns des autres de l'ordre du 

coeur dur CT. La largeur en impulsion se confond avec la racine de !'impulsion 

quadratique moyenne, puisque la valeur moyenne de !'impulsion est nulle. 

D'ou: 
h 

!).p = (p2)1/2 ~ -. 
2CT 

L'energie cinetique, pour une particule de masse m, s'ecrit: 

p2 

2m 

(nc)2 1T2 

2mc2 CT2 • 

(11.27) 

(11.28) 

Pour un atome d'helium-4, dont l'energie de masse m4c2 est d'environ 4000 

MeV, on trouve une valeur: 
2 

L ~ 10K. 
2m4 

(11.29) 

L'energie de point zero est done du meme ordre de grandeur que l'energie 

potentielle: on con<;:oit que l'helium-4 au zero absolu ne solidifie pas. Pour un 

atome d'helium-3, l'energie cinetique est clans le rapport 4/3. Ceci se reflete clans 

le fait qu'un atome d'helium-3 clans l'helium-4 n'est lie que par 2,49 K, au lieu 

de 7,15 K pour un atome d'helium-4. 

2. A la surface du liquide, la densite est plus faible, le confinement egalement, ce 

qui diminue l'energie de point zero. Une poche de potentiel peut ainsi se former. 

3. Soit A l'aire de la surface du liquide. Pla<;:ons Jes axes x,y parallelement a la 

surface, !'axe z perpendiculaire a celle-ci. En prenant des conditions aux limites 
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periodiques sur les bords de la surface, les fonctions d'onde individuelles ont la 

forme: 

,1, (x y z) = _l_ ,h(z) ei(kx.x+kr·Y) 
'f'[,m , , VA. 'I' , (11.30) 

avec les conditions de quantification sur les composantes du moment a deux 

dimensions k : 

2br 
kx - avecf=0,±1,±2 ... (11.31) 

a 
2m,r 

ky = -b- avec m = 0,±1,±2 ... (11.32) 

La fonction !/f(z) designe la fonction d'onde de l'etat lie de surface, normalise a 

l'unite, solution de l'equation: 

(11.33) 

et les energies individuelles sont de la forme : 

(11.34) 

L'image est done la suivante : les etats forment un disque de Fermi a deux 

dimensions, base sur l'etat lie clans la direction z. La 3eme dimension du systeme 

est limitee a la largeur de la fonction d'onde !/f(z). 

4. Les donnees experimentales montrent deux plateaux, suivis par une evolution 

lineaire en fonction de la couverture en helium-3. 

A basse temperature, la structure en plateaux depend peu de celle-ci. A 250 mK, 

elle est completement lissee. On interprete ces plateaux comme etant la signature 

d'etats de surface bi-dimensionnels. 

La pente de chaque plateau s'interprete comme un effet de masse effective : clans 

leur mouvement, les atomes d'helium-3 mettent en mouvement les atomes 

d'helium-4 de la surface (ou, si l'on prefere, generent des ondes de surface), et 

cet effet est equivalent a une augmentation de la masse de l'atome d'helium-3. 

Le fait qu'on observe deux plateaux indique que le potentiel de surface est assez 

attractif pour contenir deux eta ts lies. Sur chaque etat lie ( clans la direction z) se 

constitue un disque de Fermi, et lorsque la densite augmente (au-dela de~ 0,7 

couche atomique), les deux disques de Fermi sont occupes: a basse temperature, 
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la magnetisation subit alors une quasi-discontinuite, correspondant au fait que 

la densite de niveau a 2d, idealement, ne depend pas de la densite. 

Le fait que la magnetisation augmente regulierement, au-dela d'environ 1,4 

couche atomique d'helium-3, correspond au fait que les etats de surface sont 

satures, et que les nouveaux etats occupes par les atomes s'etendent clans tout le 

film d'helium-4 : le systeme devient tri-dimensionnel. 

Cette interpretation est confirmee par les donnees concernant la contribution 

des fermions a la chaleur specifique du systeme 11 • 

Solution I 1.13 Considerons un gaz de photons contenu clans une enceinte munie d'un 

petit trou de surface dS. Les photons d'energie nck s'echappant de l'enceinte pendant 

l'intervalle de temps dt, avec un angle e par rapport a la normale, se trouvent clans un 

volume delimite par l'angle solide 2:rrsinede s'appuyant sur !'element de surface, et a 

la distance c dtcose de la surface. L'energie emise par ces photons pendant dt s'ecrit 

done, compte tenu des deux etats de polarisation possibles et de la distribution de 

Bose-Einstein : 

d C dt COS B 2;rr sin B dBdS nck 
E = 2-----------

(2;rr)3 ef31lck_I· 

D'ou la puissance emise par unite de surface, en integrant sur toutes les valeurs 

possibles de k : 

1 loo nc2 kk2 dk l1f 12 

P= - 2 ef31l k sinecosede. 
2;rr O C - I 0 

En utilisant la valeur de h (Voir l'appendice mathematique), cette expression se met 

sous la forme : 

P= crT4 , 

avec 
2 k4 ;rr b 

cr=---
60 n3c2 · 

Numeriquement, on trouve CT= 5, 67 X 1 o-8 wm-2 K-4. 

11 On pourra se reporter a !'article de revue de R.B. Hallock: The Properties of Multilayer 3He - 4He Mixture 

Films, Prog. Low Temp. Phys., ed. W.P. Halperin, (North Holland, Amsterdam), vol. XIV, ch. 5, 321-443, 

1995. 
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Solution 11.14 

1. La Terre se trouve a une distance d = 150 millions de kilometres du Soleil. A 

cette distance, chaque metre-carre rec;:oit une puissance S donnee par : 

soit, numeriquement, S = 1368 W. 

2. Designons par R le rayon de la Terre. Elle intercepte l'energie solaire propor­

tionnellement a 1rR2 et repartit en moyenne cette energie sur toute sa surface. 

Chaque metre-carre de Terre rec;:oit done une puissance egale a : 

soit 342 W. 

1rR2 S 
S-=-

41rR2 4' 

3. En !'absence d'atmosphere, l'equilibre radiatif de la Terre s'obtient en ecrivant 

que la puissance rec;:ue par la Terre est egale a celle qu'elle rayonne, compte tenu 

de l' albedo de sa surface : 
s 4 

(1-A):1 = lTT1 • 

On trouve ainsi une temperature T1 = 255 K, ou-18° C. 

4. Dans le modele considere, aucun rayonnement emis par la Terre ne traverse 

l'atmosphere. Vu depuis l'espace, il n'y a que l'atmosphere qui emette vers 

l'exterieur. Un premier bilan d'equilibre s'obtient en ecrivant que ce que le 

systeme rec;:oit du Soleil est egal a ce qu'il emet : 

s 4 
(l-A) 4 =lTTa. 

La temperature d'equilibre de l'atmosphere est la meme que la temperature 

trouvee a la question 1 pour la Terre. La Terre, pour sa part, rec;:oit le rayonnement 

solaire, non filtre par !'atmosphere, et le rayonnement de l'atmosphere, qui 

rayonne non seulement vers l'espace, mais aussi vers le sol. On a done: 

s 
(l-A)- + lTTd = lTTi-

4 

11 en resulte que la nouvelle temperature d'equilibre de la Terre est donnee par 

l'equation: 
s 

2(1-A)- = lTTf. 
4 
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Elle est done 21/ 4 plus grande que precedemment, et vaut maintenant 255x2 1/ 4 

= 303 K, OU 30° C. 

5. Le modele propose se traduit par !'equation: 

Avec E = 0,4 on trouve T = 289,6 K, soit 16, s0c. Ce modele, encore tres grassier, 

est en meilleur accord avec la valeur empirique. 

6. Imaginons que le rayonnement incident augmente un peu. La fonte des surfaces 

enneigees ou glacees diminue !'albedo de la planete, ce qui entraine une plus 

grande absorption, et done une fonte accrue. Dans le cas d'une diminution du 

rayonnement incident, c'est !'inverse: !'augmentation de !'albedo implique une 

diminution accrue du rayonnement absorbe. On voit que I' equilibre radiatif de 

la planete est instable. II existe deux situations stables : une Terre completement 

recouverte de glaces, et une Terre depourvue de toute glace. 

Solution 11.15 La puissance emise Pe s'ecrit, sous les hypotheses faites: 

Pe= EcrT;. 

La puissance res:ue de l'environnement est: 

Le bilan s'ecrit done, pour une surface de peau S: 

P = EScr(T;-Ti) ~ 4EScrT; 11T. 

Pour une temperature ambiante de 300 Ket un 11T de 10 K, on trouve, pour E = 0, 7, 

P = 86 W. Le metabolisme de base correspond a 11 millions de J par jour, soit une 

puissance d'environ 130 W. Les trois quarts de cette puissance sont done utilises pour 

maintenir le corps a temperature constante. 

Si la temperature de l'environnement diminue, l'energie depensee augmente et peut 

devenir comparable au metabolisme de base. C' est ce qui explique qu'une personne 

tombee a l'eau en pleine mer ne puisse survivre que quelques minutes. 





CHAPITRE 12 

Le nez dans les etoiles 

Solution 12.1 Le nombre de recombinaisons est egal au nombre de protons, soit 

2x 1030 

----2-7 ~ l, 2 X 1057. 
1,67 X 10-

L'energie disponible est done 

E = 1, 2 X 1057 X 13,6 ~ 1,6 X 1058 eV, 

soit 2, 6 x 1039 J. Comme L = E/'T, on peut calculer 

2,6xl039 12 5 
'T = 4 x 1026 = 6, S x 10 s = 2, 2 x 10 ans. 

Cette valeur est incompatible avec l'age de la Terre, dont les geologues et les paleon­

tologues, a la fin du 19eme siecle, fixaient deja a une borne inferieure a plusieurs 

centaines de millions d'annees (erosion, depots sedimentaires, evolution des especes). 

Solution 12.2 

1. La masse de gaz qui a donne naissance au Soleil peut etre consideree comme 

isolee, done son energie se conserve. Si E est son energie actuelle, une energie 

-Ea done ete rayonnee. L'age de l'etoile est de l'ordre de: 

E r~-r· 
Numeriquement, on trouve E ~ -1, 14 x 1041 J, et 'T ~ 9 millions d'annees. 

2. Si le rayon diminue de moitie, l' energie mecanique a varie de : 

3 2 ( 1 1 ) 3 GMi 
8..E= 10 GMo Ro - 2Ro = 20 Ro. 

L'intervalle de temps ecoule est done donne par: 

3 GM2 
8..'T= _ __2 

20 RoL' 

soit 4,5 millions d'annees. C'est bien court! 
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Solution 12.3 Les protons et les electrons sont consideres comme des gaz parfaits. 

A une temperature donnee, leurs energies cinetiques sont egales, I' energie cinetique 

totale est egale au double de l'energie cinetique des protons, soit -E. La temperature 

est alors obtenue a partir de la relation : 

ou Np designe le nombre de protons calcule a l'Ex. 12.1 et El' energie obtenue a l'Ex. 

12.2. Numeriquement, on obtient: 

1 14 X 1041 

T= ' =2,3x 106 K. 
3 X 1,2 X 1057 X 1,38 X 10-23 

11 s'agit la d'une temperature moyenne sur tout le volume de l'etoile. Au centre, la 

temperature est plut6t de l'ordre de 10 a 15 millions de degres. A cette temperature, les 

protons ont une energie de l'ordre du keV. 

Remarques: 

1. Cette energie, bien superieure a l'energie de liaison de l'atome d'hydrogene, est 

done coherente avec l'hypothese du plasma. 

2. Notons que si l'energie de l'etoile augmente, son rayon augmente egalement, et 

cette augmentation adiabatique de volume tend a refroidir le gaz. Autrement <lit, 

le rapport dE/dT (la chaleur specifique) est negatif! L'equilibre gravitationnel 

d'une etoile est done stable. Si, localement, les reactions nucleaires s'emballent, 

la thermalisation de l'energie produite va engendrer une dilatation de l'etoile 

qui s'oppose a cet emballement. 

Solution 12.4 On peut faire le calcul comme a l'Ex. 12.1. Mais il est plus simple de 

remarquer qu'on a quatre fois moins de noyaux d'helium que de protons, et qu'ils ont 

fi . 26.7 X 106 fi . 1 d' . 1 b h' . ourm 01s p us energ1e. Le temps trouve pour a com ustion c 1m1que 
13,6 

doit done etre multiplie par~ 0.5 x 106 . Soit 100 milliards d'annees. En realite, les 

reactions de fusion n'affectent que la partie centrale du Soleil, et l'on estime qu'environ 

10 pour cent seulement de l'hydrogene sera transforme en helium. D'ou une duree de 

vie de l'ordre de 10 milliards d'annees. Le Soleil actuel serait done a mi-course. 
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Solution 12.5 

1. Dans le referentiel lie au centre de masse des deux noyaux, la particule fic­

tive qui franchit la barriere par effet tunnel est affectee de la masse reduite 

µ = m1m2/(m 1 + m2), Designons par rE la distance des noyaux pour laquelle 

l' energie E relative est egale au potentiel coulombien. En discretisant la barriere 

coulombienne, le coefficient de transmission s'ecrit comme un produit de fac­

teurs elementaires, done comme l'exponentielle de la somme (l'integrale) des 

facteurs de Gamow elementaires, soit : 

L'integrale est analytique et l' on trouve : 

2. Le rapport E/VB est tres petit devant l, puisque, comme nous l'avons vu, E est 

de l'ordre du keV et VB de l'ordre du MeV. Le crochet est done proche de n/2, 

d'ou le resultat annonce. 

Solution 12.6 Considerons une particule de type 2, de vitesse Vz. Le flux relatif de 

particules de type 1 avec une vitesse comprise dans un volume dv1 autour de v1 est 

donne, compte tenu de la distribution de Maxwell des vitesses, par : 

Le taux de collisions w(E)dE pour une energie relative comprise entre E et E + dB 

s'obtient en tenant compte de la section efficace de collision er et en integrant sur 

toutes les vitesses des particules 1 et 2 dans le domaine D defini par 

Soit 

1 2 
-µ(vz-v,) E (E,E+dE). 
2 

(12.1) 
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On fera le changement de variables qui introduit la vitesse du centre de masse des deux 

noyaux et celle de la particule relative, 

ou M = m1 + m2. Soit Ill le jacobien de cette transformation. Son determinant vaut 1. 

L'integrale se calcule alors aisement en remarquant que 

et que 

2 2 
_m_1_v_1 _+_m_2v_2 = E + ~ MV2 

2 2 

2E 
v3dv= 2 dE. 

µ 

On trouve alors apres integration sur V et simplification : 

Solution 12.7 11 suffit de multiplier le taux de collision par la probabilite de franchis­

sement de la barriere tunnel, et d'integrer sur toutes les valeurs de l'energie relative 

E: 

4n1n2 f S(E) -fi.-_x_ d 
w = (21rµ)If2(kBT)3/2 e E kBT E. 

Le franchissement de la barriere augmente rapidement avec l'energie, mais le facteur 

de Boltzmann l'emporte quand l'energie augmente. En consequence, l'exponentielle 

presente un maximum tres prononce pour la valeur qui annule la derivee de l'exposant. 

Cette energie Ee a pour expression : 

( )
2/3 

Ee= k~T Et. 

Sa valeur est intermediaire entre l'energie thermique et la barriere coulombienne. 

La methode du col est indiquee paragraphe 13.2 de l'appendice mathematique. La 

fonctionf(E) a ici la forme: 
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et une valeur approchee de l'integrale : 

I e-f(E)dE 

est donnee par : 

En negligeant la variation de S(E) autour de Ee, on obtient, tous calculs faits : 

4(2E ) 1/6 -3(...!.!L)113 
_ B S(E ) 4knT 

w - (3µ) lf2(kB T)2/3 n, n2 G e 

Solution 12.8 

1. Pour la reaction de fusion de deux protons, on a Z1 = Z2 = 1, µ = mp/2. 

Calculons EB par la formule 12.3 de l'enonce. Le plus simple est de la reecrire 

pour utiliser la constante de structure fine. On obtient done 

2 1 
EB = 938, 3 X 1r ( ) 2 = 0.493 MeV. 

137,036 

Les deux protons etant indiscernables, un facteur 1/2 doit etre introduit clans 

l' expression de w. La densite moyenne de protons clans le Soleil est de 1030 m-3 

( obtenu en faisant le rapport de la masse du Soleil a celle d'un proton et au 

volume de la sphere solaire). Au centre du Soleil, on prendra done cent fois plus: 

n1 = n2 = 1032 m-3• Compte tenu de la valeur de S, en prenant kB T = 1 keV et en 

exprimant masse et energie en keV, on trouve w = 1, 93 x 1014 m-3 s-1. Comme 

a chaque paire de protons correspond une liberation d'energie de 13 MeV, la 

puissance produite est d'environ 400 W m-3, ou encore 5 x 10-3 W kg-1. 

2. Le volume V' = 4/3nR'3 ou ont lieu ces reactions nucleaires est tel que 400x V' = 
L = 4 x 1026 . Le rapport des volumes V' / V vaut environ 0, 57 x 10-3, soit une 

sphere de rayon 1/11 du rayon de l'etoile. 
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3. Le metabolisme de base d'un adulte est, en proportion, beaucoup plus conside­

rable ! En effet, le bol alimentaire journalier de 2800 kcal correspond a environ 

11 millions de Joules, soit une puissance de 130 W. Pour un individu de 80 kg, 

cela fait environ 1,5 W kg-1• 

Solution 12.9 Le nombre de noyaux N He est donne par le rapport M / mHe· Le nombre 

d'electrons est le double de ce nombre (l'etoile est electriquement neutre). D'ou la 

densite electronique : 

et le moment de Fermi : 

3 M 
p=2----

4rrR3 mHe 

( 2 )1/3 kp = 37T p . 

(12.2) 

Solution 12.10 L'energie gravitationnelle est en 1/ R. La dependance en R de l'energie 

des electrons se lit clans les term es V p413 et V p213• Comme p est en 1 / V, ces deux 

termes sont en 1 / R et R respectivement. Tous calculs faits, on trouve : 

a = 

/3 

y = 

~G c::e 4 x 10-11 SI, 
s 
nc ( 3 )'/3 ( 61r2 )4/3 

- 2 - - c::e 9,2x 109 SI, 
41r 41r mHe 

m2c3 ( 91r )2/3 
-- --- ::,, 3, 7 X 1016 SI, 
37rn 2mHe 

ou l'on a utilise l'Eq. 12.2 pour pet m est la masse de l'electron. 

Solution 12.11 La minimisation de l'energie par rapport a R donne: 

/JM4/3_aM2 R2 _____ _ 
- yM2/3 ' 

qui n' a de solution que si {3M413 > aM2• En explicitant toutes les constantes, on 

obtient: 

(/3 )3/2 
M <Mo= -; 

Numeriquement, on trouve Mo= 3, S x 1030 kg, soit environ 1,7 masse solaire. 

Pour M < Mo, le rayon d'equilibre se met alors sous la forme: 

[ 
2/3] l/2 

R= t(M0M) 1/ 3 1-C:) 
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Solution 12.12 

1. Pour une masse M egale a celle du Soleil, on trouve un rayon de 3, 5 x 106 m, un 

nombre d'electrons de 6 x 1056 (le double du nombre d'atomes d'helium) et une 

densite electronique de 3,37 x 1036 m-3 • Le moment de Fermi correspondant 

est de 4, 64 x 1012 m-1, d'ou nkpc = 1,46 x 10-13 Jou 0.91 MeV. C'est environ le 

double de l'energie de masse d'un electron. 

2. L'energie de Fermi Ep = ~1i2k~c2 + m2c4 est de 1 MeV, ce qui correspond a une 

temperature de l, 2 x 101° K, bien superieure a la temperature de l' etoile en fin 

de nucleosynthese. 

3. Le nombre d'ions est egal a _M_ soit environ 3 x 1056 . Leur pression, donnee 
Ill He 

par pV = NkBT a une temperature de 107 K, est de 2,3 x 1020 Pa. Calculons la 

pression quantique du gaz d'electrons lorsqu'ils sont ultrarelativistes. Dans ce 

P _ I E _ lie ( 2 )4/3 ( · , ) · · 23 cas, on a e - 3 v - 4JT2 3rr p v01r Eq. 12.5 , s01t environ 3, 7 X 10 Pa. La 

pression des electrons est plus de cent fois plus grande que celle des ions. 

Solution 12.13 La densite neutronique est donnee par p = MV' avec V = i3 rrR3. m,, 

Le moment de Fermi des neutrons s'en deduit: kp = (3rr2p) 113, ainsi que l'energie 

. , . E 3 V , 112 k2 
cmetlque C = sPEF , OU Ep = -- p· 

2m 11 

Solution 12.14 L' energie to tale est la somme de l' energie cinetique quantique et de 

l' energie potentielle gravitationnelle : 

3 112 3 GM2 

E= 5 2mpk~V-sT· 

Le premier terme est en 1 / R2, le second est en 1 / R. Soit 

M2 M5/3 
E=-a-+o--

R R2 ' 

avec 

a= ~ GM2 et c5 = ~ ___!£_ (~rr)2/3 
5 R 5 2mB/3 4 

11 

L'energie est done minimale pour un rayon obtenu en minimisant !'expression de 

l' energie par rapport a R. Tous calculs faits, on obtient : 

( 
9rr )2/3 1i2 1 

R= 4 G 8/3 Afl/3' 
m11 



320 CHAPITRE 12. LE NEZ DANS LES ETOILES 

Il est remarquable que le rayon de l' etoile a neutrons soit d' autant plus petit que l' etoile 

est massive. 

Solution 12.15 Pour T = 107 K, on trouve R = 12, 3 km, p = 0, 15 fm-3 et Ep ~ 55 MeV. 

On a done kT / Ep ~ 1.5 10-5, et l' approximation de temperature nulle est done 

amplement justifiee. 

S l · 12 16 L'' · ' · d l' b. 1 2 GmM d · ' 11 D' ' o utton . energ1e mecamque e o Jet, 2 mv - -R- 01t etre nu e. ou 

v= f2GM 
'IT· 

Compte tenu de la relation trouvee pour Ren fonction de M, on trouve numeriquement 

que la vitesse de liberation atteint la vitesse de la lumiere pour une masse d'environ 3,4 

fois la masse du Soleil. Les etoiles a neutrons de masse superieure finissent done en 

trou noir, d'ou rien, pas meme la lumiere, ne peut s'echapper. 

Remarque: Il ne s'agit la que d'un ordre de grandeur. En effet nous avons neglige les 

effets de relativite, restreinte et generale. Il se trouve qu'une approche plus rigoureuse 

confirme le resultat obtenu ici. 



CHAPITRE 13 

Append ice 

Solution 13.1 

Appliquons les regles precedentes (ou x(t) est maintenant remplace par y(x)) ; il 

faut ecrire !'equation d'Euler pour la fonction 

y ~ 1 + y'2 + A ~ 1 + y'2• 

Soit 

(!__ _ ~~)((y+,l) ~l + y12) = 0. 
oy dxoy' 

Soit a resoudre !'equation differentielle 

~ = ~((y+,l) y' )· 
dx -,jl + 1,2 

(13.1) 

11 est (assez) naturel de chercher une solution de la forme 

X-Xo 
y+ k= Ccosh---z-, 

En effet comme -,jl + y'2 = cosh x?o, on voit que l'Eq. 13.1 est automatiquement 

satisfaite des que A= k. D'ou 

X-Xo 
y = C cosh ---z- -A. 

Ecrivons maintenant les conditions aux limites : 

Xo 
Ccosh C -A= 0, 

a-xo 
Ccosh -- -A= 0. 

C 

On en tire que 2xo = a et finalement que 

( x-a/2 a/2) 
y= C cosh-C--cosh-z . 

On a done obtenu !'equation d'une chainette. 
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On determinera C par la contrainte (13.19). Ce qui donne !'equation implicite 

pour C: 

l = 2Csinh 2~. 

Solution 13.2 

Le point fixe x* est solution de !'equation 

X = }(x+ ~), 

soit x* = -{a. Com me f' (x*) = 0, ce point fixe est stable, il est done limite de la suite Xn 

quel que soit xo, 

C'est un moyen de calcul extremement rapide de -{a. Par exemple, pour a= 2, 

en partant de x0 = 2, en trois iterations seulement, on a deja V2 avec une excellente 

precision. 

Solution 13.3 Pour que les Xn restent clans l'intervalle [ 0, l], on prendra O < ;i :::; 4. Le 

point fixe x* est solution de }'equation 

x= ,lx(l-x). 

Soit x* = 1-}. On voit facilement en calculant f' (x*) qu'il est stable si ;i < 3. Si 

3 < ;i < 1 + Yf,, la suite n'est plus convergente, mais les suites paires et impaires le 

sont. II suffit d'etudier la suite Xn+2 = flf(x11 )] = [l2l(x11 ); on cherche ses points fixes 

et on etudie leur stabilite. Pour des valeurs de ;i superieures, apparaissent ensuite des 

periodes 4, 8, ... '2 11 • 

Pour ;i = 4, il se trouve qu'on peut, par une astuce, exprimer x 11 comme fonction 

de n et x0 et exhiber le chaos. En effet, posons 

Xn = sin2 1r811 avec O < Bn < 1, 

I'Eq. 13.32 s'ecrit 

· 2 f} 4 · 2 f} 2 f} · 22 f} Slll 7r 11+ I = Slll 7r 11 COS 7r n = Slll 7r 11 

qui se resout, a cause des limites de 811 en 

Bn+ 1 = 2811 mod 1. 
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Soit 

Si on ecrit e en base 2, le passage n ---t n + 1 revient a decaler de un cran vers la gauche 

l'ecriture en base 2 de 811 • D'ou la sensibilite extreme aux conditions initiales: une 

modification de la nieme decimale change completement la nieme iteration 1• 

Une autre fa<;:on de voir est d'ecrire 

puis de tenter de dessiner la fonction x 11 (00 ) pour n grand. L'extreme dependance en 

00 est evidente. 

Commentaire: Cette situation est caracteristique du chaos. Le systeme est regi par une 

loi tres simple 2 (l'Eq. 13.32), mais comme il est humainement impossible de connaitre, 

clans un probleme reel, toutes les decimales de la condition initiale, on ne peut rien 

prevoir a partir d'un certain rang. 

1 II en serait evidemment de meme dans une ecriture a base 10. 
2 Voir !'article original « Simple mathematical models with very complicated dynamics», Robert May in 

Nature, Vol. 261,june 10, 1976 
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« Une introduction fort utile a l'apprentissage de la physique statistique 

qui donnera le gout d'en savoir plus » 

Preface d'Edouard Brezin 

HUBERT KRIVINE & JACQ1JES TREINER 

LA PHYSIQlJE STATISTIQlJE 

EN EXERCICES 

« Si !'analyse de la matiere en molecules, atomes, noyaux, etc., a eu bien des succes, 

elle est loin de repondre a elle seu le aux questions que nous nous posons sur son 

comportement. Pour la reconstruire a partir de ses constituants, ii a fallu developper 

une autre approche. En 1872 Ludwig Boltzmann comprit que l'entropie - concept 

macroscopique - etait le resultat de la distribution statistique des configurations 

moleculaires microscopiques. Moment historique ou le lien entre la constitution et le 

comportement s'etablissait. 

Le gigantisme du nombre de particules qui constituent le moindre grain de matiere 

venant a notre aide, on remplace un calcul detaille par des probabilites. 

Les fluctuations statistiques sont, en pratique, eliminees par ce nombre colossal auquel 

Jean Perrin, apres l' avoir mesure en 1909, donna le nom d'Avogadro. 

Ce livre de problemes est en realite un vrai cours de physique statistique. II combine 

des exercices classiques indispensables et d'autres fort originaux. Des appendices 

rnathematiques viennent au secours de ceux qui peinent avec la surface de la sphere a 
n dimensions ou le calcul des variations. 

Les auteurs ont apporte toute la richesse issue de leur experience de chercheurs mais, 

forts de leur connaissance approfondie des difficultes que rencontrent les etudiants 

dans cette discipline, ils ont choisi d'ecrire un traite ou la physique est abordee par des 

problemes. » 

Edouard Brezin, de l'Academie des sciences (extraits de la preface) 

En faisant comprendre par des problemes soigneusement corriges et longuement 

commentes comment marche la physique statistique, les auteurs s'adressent 

principalement aux etudiants qui sont en troisieme annee de Licence et en Master de 

physique. 

Hubert Krivine et Jacques Treiner ont effectue leurs travaux de recherche dans le cadre du 
Laboratoire de physique theorique et modeles statistiques de l'universite d'Orsay et leur 

enseignement a l'universite Pierre et Marie Curie, a Paris. 

WW\ I VU I BERT R 


