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Préface

A DEMARCHE réductionniste de la physique est connue de tous ; pourtant, si 'ana-

lyse de la mati¢re ert molécules, atomes, noyaux, etc., a eu bien des succes, elle est

loin de répondre a elle seule aux questions que nous nous posons sur son comporte-

ment. Imaginons quarmés d’un ordinateur superpuissant, nous suivions I'évolution

temporelle d’un grand nombre de molécules comme on le fait des planétes du systeme

solaire ; comment déduirions-nous de ce calcul §°il s’agit d’'un conducteur ou d’un
isolant, d’un gaz ou d’un liquide, la température de fusion, etc?

Pour reconstruire la matiére a partir de ses constituants il a fallu développer une
autre approche, moins connue du grand public que la recherche de I'élémentaire,
mais pourtant essentielle, qui est la physique statistique. C’est en 1872 que Ludwig
Boltzmann & Vienne comprit que 'entropie, concept macroscopique, résultait de
la distribution statistique des configurations moléculaires microscopiques. Moment
historique ot le lien entre la constitution et le comportement s’établissait.

Etrange démarche en définitive, o1 'on remplace un calcul détaillé par des pro-
babilités; les prédictions de la physique devenaient-elles aussi aléatoires que celles
de la météorologie ? En fait ¢’est précisément le gigantisme du nombre de particules
qui constituent le moindre grain de matiére, qui vint ici 4 ’aide. Car, si le calcul des
probabilités n’est que de peu de secours pour le joueur, il permet au propriétaire de
casino d’opérer avec une probabilité de gain d’autant plus grande que le nombre de
joueurs est plus élevé. Les fluctuations statistiques sont en pratique éliminées par
ce nombre colossal auquel Jean Perrin, apres 'avoir mesuré en 1969, donna le nom
d’Avogadro.

Les principes de cette physique sont simples ef universels et les étudiants n'ont a
priori aucune difficulté a les comprendre. Pourtant on constate invariablement a quel
point leur mise en ceuvre dans une situation concréte pose probléeme au débutant. Car
il est bien vrai, ici peut-étre encore plus qu'ailleurs, que la véritable compréhension,
C’est la capacité de se servir des principes dans une situation déterminée. Rien n’est
donc plus nécessaire que de fournir aux étudiants des problemes de qualité qui leur
permettront, face a eux-mémes, de savoir s’ils maitrisent réetlement les concepts de
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base. Ce nouveau livre de « problemes » que nons proposent Hubert Krivine et Jacques
Treiner, est en réalité un vrai cours de physique statistique, prolongement moderne du
classique de R. Kubo, Statistical mechanics : « an advanced course with problems and
solutions », qui date de 1965 et est plutdt desting au niveau Master 1. Cette comparaison
avec le passé montre d’ailleurs & quel point la physique statistique d’aujourd’hui a
envahi de nouveaux domaines de la science, bien au-dela de la mati¢re condensée.

Ce livre combine des exercices classiques indispensables bien siir, et d’autres fort
originaux qui feront réfléchir étudiant ; citons dans cette deuxieme classe I'étude de
I'élasticité de TADN telle quielle est aujourd’hui étudiée dans des laboratoires de pointe,
introduction a |a percolation avec un exemple simple de renormalisation, I'étude des
résonances de neutrons dans les noyaux, I'étude (quantique) du mélange des isotopes
3 et 4 de ’'Hélium, I'étude de 'équilibre radiatif de la terre, ainsi que tout un chapitre
fort bien venu sur I'énergie des étoiles. Des appendices mathématiques viennent au
secours de ceux qui peinent avec la surface de la sphere a # dimensions ou le calcul des
variations.

Les auteurs ont donc apporté a ce livre toute la richesse issue de leur expérience de
chercheur mais, forts de leur connaissance approfondie des difficultés que rencontrent
les étudiants dans cette discipline, ils ont choisi d’écrire un traité de physique abordée
par des problemes. C’est 1a une attitude face a la science bien plus proche de la fagon
dont elle se fait dans les laboratoires : le chercheur confronté & une situation concréte
se doit de trouver comment la modéliser et quels sont les outils & mettre en ceuvre. Je
suis donc certain que ce livre sera une introduction fort utile a apprentissage de la
physique statistique et qu’il donnera a ceux qui le liront le goiit ¢’en savoir plus.

Edouard Brézin
Professeur émérite,
Membre de UlInstitut (Académie des Sciences)



Introduction

> APPRENTISSAGE de la mécanique statistique, comme celui de la mécanique quan-
L tique, est déroutant : lintuition héritée de I'expérience quotidienne et des
connaissances de physique du lycée n’est pas bonne conseillére, elle doit étre rééduquée.
De méme que le comportement quantique de la matiére échappe a notre perception
usuelle du monde, oli ce comportement ne se manifeste pas directement, la mécanique
statistique est celle de systémes dont le nombre de constituants, de 'ordre du nombre
d’Avogadro 6 X 10, défie toute imagination. C’est une physique des (trés) grands
nombres. Elle a sa propre culture : il s’agit de 'acquérir. L'affaire devient encore plus
complexe si a cette culture nouvelle on doit ajouter celle de la mécanique quantique.
On peut parler sa langue maternelle — pas trés bien — sans connaitre la théorie : la
grammaire. On s’habitue, c’est tout. .. En revanche, on ne peut pas faire de mécanique
quantique ou de mécanique statistique sans théorie. Mais ceci ne signifie pas que
son utilisation dans des situations physiques concretes doive attendre que la théorie
soit assimilée. Ce serait d’ailleurs tout simplement impossible. Plus encore que dans
d’autres domaines, la pratique est une condition sine qua tion de la compréhension.
Ce livre, principalement adressé aux étudiants de troisieme année de licence et
en master de physique — mais aussi aux chercheurs qui voudraient rafraichir leur
mémoire — ne cherche pas 4 remplacer un cours de mécanique statistique. Mais il a
ambition d’étre un peu plus qu'un recueil d’exercices avec solutions. I vise, a l'aide
d’une progression de problemes, a faire comprendre comment ¢a marche. Ces pro-
blémes sont longuement corrigés et commentés, La correction sera d’ailleurs d’autant
plus détaillée que le probleme sera simple. Les plus difficiles (indiqués comme tels),
ne pouvant étre abordés sans un minimum de connaissances, auront une correction
compléte, mais plus synthétique. Plusieurs solutions seront souvent proposées. Méme
s'il n'y a pas de mécanique statistique purement classique (I"indiscernabilité des par-
ticules et le dénombrement des états sont essentiellement des notions quantiques),
nous avons jugé plus clair de mettre en seconde partie seulement la mécanique statis-
tique quantique, celle qui utilise explicitement les statistiques de Fermi-Dirac et de
Bose-Einstein.



4 INTRODUCTION

Au lieu de suivre l'itinéraire habituel qui considére les différents ensembles, micro-
canonique, canonique et grand canonique, nous commencerons par des remarques
sur les mathématiques des grands nombres et leurs aspects contre-intuitifs. Aprés
des rappels de cours, nous proposons des exercices portant sur différents themes.
Beaucoup sont classiques, issus du fonds de problemes de différents enseignements.
Nous insistons sur un des modeles-clef de la physique statistique, le modele d’Ising,
souvent peu considéré dans les cours de ce niveau ; il permet de faire comprendre la
notion délicate de transition de phase et d’illustrer les développements en basse et
haute températures. La percolation permet aussi d’illustrer la notion de transition
de phase et d’introduire trés simplement le concept de renormalisation. Quelques
exercices lui sont consacrés.

La partie quantique commence par I’étude des gaz parfaits de fermions et de bosons.
Les effets de statistique fermionique ou bosonique fournissent déja une variété de
comportements indispensables a explorer, surtout lorsqu’on les couple aux contraintes
apportées par la dimensionalité de {’espace dans lequel se déroulent les phénomenes,
Ces idées sont illustrées a I'aide de données empiriques concernant divers systemes
physiques.

On verra par exemple que la physique statistique permet de décrire de fagon
satisfaisante certaines propriétés des noyaux atomiques, qui contiennent pourtant
moins de trois cents nucléons,

Le comportement quantique de la matiére ne se manifeste pas qu’a I’échelle de
Pinfiniment petit. La matiére présente parfois des comportements quantiques macro-
scopiques, comme par exemple la superfluidité de Phélium liquide. En réalité, le fait
que Phélium demeure liquide jusquau zéro absolu est en lui-méme un effet quantique
macroscopique. Nous verrons comment certaines propriétés thermodynamiques de
Phélium liquide peuvent étre décrites en considérant les excitations élémentaires de
basse énergie comme des quasi-particules indépendantes. D’autres exemples sont pris
en physique nucléaire.

Les effets des interactions entre constititants sont abordés en considérant les
condensats de Bose-Einstein d’atomes froids dans des pigges harmoniques.

Le domaine privilégi¢ dans lequel physique quantique, physique statistique, infini-
ment petit et infiniment grand se rejoignent est certainement 'astrophysique stellaire,
Une promenade parmi quelques aspects de cette physique (structures stellaires, nu-
cléosynthese) cléture cette derniere partie de Fouvrage.

Enfin, 'annexe rappelle, avec des démonstrations simples, quelques résultats
mathématiques de base.

Le lecteur pourra commencer directement les exercices et ne recourir aux rappels
ou a 'appendice qu’en cas de nécessité. Comnme les randonnées en montagne, mais
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peut-étre de facon plus subjective, les exercices ou les questions d’exercice seront
annotés [PD] (peu difficile), [AD] (assez difficile), [D] (difficile) et [TD] (trés
difficile). Les faciles ne sont pas annotés.

Ce livre, fruit d’un enseignement commun a I'Université Pierre et Marie Curie et
a I'Ecole Normale Supérieure de Cachan (PHYTEM), doit beaucoup aux étudiants
qui 'ont expérimenté, tant il est vrai quon peut inverser le célebre aphorisme If
vou can’t learn, teach en Si tu veux apprendre, enseigne. 11 doit également beaucoup a
ambiance du Laboratoire de Physique Théorique et Modeles Statistiques d’Orsay, qui
a toujours permis la socialisation de nos doutes et de nos interrogations. Nous avons
particulierement bénéficié des apports de Marc Mézard, Nicolas Pavloff, Olivier Martin,
Patricio Leboeuf et Nicolas Sator. Merci & Alice Sinatra pour son aide concernant la
condensation de Bose-Einstein d’atomes froids, a Roland Lehoucq pour sa lecture de
la partie Le nez dans les étoiles, merci également 4 Amaury Mouchet pour la précision
de ses corrections, 4 Jean-Louis Basdevant pour ses suggestions d’ordre pédagogique.
Une pensée & Guy Mayer qui aura jadis initié I'un de nous (HK) aux beautés de la
mécanique statistique. Enfin, Edouard Brézin a bien voulu rédiger la préface de ce
livre : qu’il en soit remercié.

Paris, le 16 mai 2008
H. Krivine
J. Treiner

PS. : Frangoise Gicquel, qui a affronté, avec beaucoup de résultat, 'épreuve de la
relecture du manuscrit, n’a pas souhaitée étre remerciée. Nous respectons ce souhait.






Notations

Le nombre d’Avogadro sera noté Nj. Clest, par définition, le nombre d’atomes

contenus dans 12 ¢ de 12C.
Ny ~6.02x 107,

On notera ky la constante de Boltzmann, mais on fera intervenir le plus souvent la
constante des gaz parfaits R = Nk,

R = 8.32TK 'mol™.

Selon 'usage on utilisera systématiquement

1
B= P
ol T est la température. La longueur d’onde thermique est donnée par
h

- \;f?.m?rka,

ol } est la constante de Planck. On utilisera souvent la constante réduite
h —34
h=—~1.054x107" ]s.
2T

Sauf indication contraire, on notera Z la fonction de partition canonique, E
’énergie, F Iénergie libre, et M la magnétisation. Les petites lettres désigneront ces
mémes quantités par particule {ou par site).

Les vecteurs sont généralement notés en caractére gras.

Quand il n'y a pas d’ambiguité les intégrales multiples sont notées simplement f

La valeur moyenne (ou espérance mathématique) de la variable aléatoire X est
notée X ou (X).

On utilisera I'écriture internationale (;) pour le nombre de combinaisons de p
objets parmi 1, anciennement noté en France C,

Enfin la fonction de Heaviside qui vaut 0 pour x < 0 et 1 ailleurs est notée Y{x).
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CHAPITRE |

Mise en jambes

VANT D’ABORDER les exercices illustrant les notions de base de la mécanique statis-

tique, il nous a paru utile, dans ce chapitre de mise en jambes, de (re)familiariser

le lecteur avec quelques propriétés non intuitives des trés grands nombres et de rappeler
le théoréme de la limite centrale.

I.1 Les grands nombres

La mécanique statistique étudie essentiellement les « grands » systémes, et le plus
souvent elle étudie ceux dont on peut négliger les effets de surface. Plus précisément
on appellera « grand », un systéme a N constituants (molécules, sites, spins,...) dont
les effets de surface sont en N3, donc négligeables devant les effets de volume qui, a la
limite thermodynamiczlue (quand N — o0), sont en N. Ceci implique non seulement

N grand, pour que Hﬁj' s0it petit, mais aussi que les potentiels d’interaction soient
de courte portée. Les potentiels de Coulomb {non écranté) et de Newton sont donc
exclus. En ce sens, les systémes de galaxies régis par 'interaction gravitationnelle ne
sont pas des « grands » systemes : ils ne sont pas extensifs, leur énergie potentielle varie
plutdt en N(N—1)/2, nombre de paires de constituants en interaction. On en verra
des exemples aux chapitres 3 et 12. Dans les « grands » systémes, les grandeurs comme
le volume V, I'énergic E, 'énergie libre F ou I'entropie S sont des grandeurs extensives :
elles sont proportionnelles a N.

La mécanique statistique considére souvent des nombres au-dela de toute repré-
sentation : a titre d’exemple nous calculons ci-aprés le nombre de microétats d’'un mg
d’eau & 300K, en utilisant la formule de base de la mécanique statistique § = ky log Z,,,
ol S est I'entropie du systéme et Z, le nombre de microétats.

Exercice 1.1. [Nombre de microétats] Sachant qwaux conditions normales, S, I'en-
tropie de I'eau vaut 70 J mol™ K-, évaluer le nombre de microétats correspondant
4 1 mg d’eau.

Exercice 1.2. [Nombre de molécules] Evaluer le nombre N de molécules contennes
dans quelques grammes de matigre. Dire pourquoi logN est de I'ordre de la
cinquantaine quelle que soit sa composition chimique.
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I.1.I' Remarques sur le logarithme

Quand un nombre N est gigantesque, il n’est évidemment pas équivalent 4 son double
ou a son triple, mais son logarithme 'est. En effet

— 1,

log2N “14 log2
logN  logN

8, par exemple, N = (10)19% ceci revient & écrire (en prenant les logarithmes a base 10
pour simplifier) :

2
log 2N = log 2(10)"*" = 10% (1 + 1100%) ~10% = 1ogN.

Mathématiquement, cect signifie qu'on peut avoir logx ~ logy sans que x ~ y.
Une remarque d’ordre pratique : prenons par exemple la fonction de partition
microcanonique d'un gaz parfait

1 3N

~ N INS2
Zu(N, V,E)= Wv GfaN*z—*(sz) ’

oll a3y est une constante. Il est trés facile de prendre la dérivée de son logarithme par
rapport 4 'énergie, c’est simplement

8logZ, 3N
8E  2E’

On a utilisé le fait que log KE” = log K + nlog E, ol1 K ne dépend pas de E.

[.1.2 Formule de Stirling
Elle est démontrée en appendice. Elle s’écrit :

n!
lim ————=1.
o0 n!le'“" \Hzﬂ-n
Elle sera presque toujours appliquée en se limitant au terme dominant pour le
logarithme

logn! = nlog§= n(logn-1).
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1.1.3 Théocréme de la limite centrale

Commengons par rappeler « la loi des grands nombres ». Elle peut s’énoncer ainsi : si
N variables aléatoires X; indépendantes ont méme valeur moyenne (espérance) X et
méme écart quadratique o, alors la nouvelle variable aléatoire ! X = ﬁ 2 X; a méme
valeur moyenne (espérance) et oy, = %z comme écart quadratique. Cet écart tend donc
vers 0 avec 1/N,

Le théoréme de la limite centrale {TLC} va au-dela : il donne en plus (2 la limite
N — oo} la loi de probabilité de X, et ce, quelle que soit celle des X;. 1] affirme que
X, variable continue, a une densité de distribution gaussienne. Cette gaussienne est
évidemment centrée en X et a 0% pour écart quadratique, soit :

-
(XK)
1 el

PX)= ———e ¥k

/ 2
2JT(TX

C’est un théorgme asymptotique, c’est-a-dire d’autant mieux vérifié que N est grand
(et aussi que X n'est trop loin de X). Quand N — oo, o'i — 0, P{X} tend vers la
distribution de Dirac (X - X) et X devient certainement égal a X.

Attention : Le TLC ne s’applique que si les variables aléatoires X; sont indépendantes
et ont une valeur moyenne et un o finis. Il ne s’appliquerait pas par exemple pour des
distributions de Lorenz {de Cauchy pour les mathématiciens), qui ont une densité de
a 1
robabilité — ————-:.
P axt+a?
Exercice 1.3. [Théoréme de la Limite centrale] On considére un volume V. On
suppose que les N molécules de gaz qui le remplissent ont la méme probabilité
d’étre dans ses moitiés gauche et droite. Soit # le nombre de molécules dans la
moitié droite.

1. Calculer exactement la loi de probabilité de #.

2. Montrer qu'on peut applquer le théoreme de la limite centrale (TLC). Que
donne-t-il? [AD] Montrer que la formule de Stirling appliquée au résultat
de la question 1 permet de retrouver dans ce cas particulier le TLC.

' X est la moyenne arithmétique, 4 ne pas confondre avec la moyenne probabiliste ou espérance mathéma-
tigue. Le théoréme stipule que la premigre tend vers la seconde.



14 CHAPITRE |. MISE EN JAMBES

Exercice 1.4. [PD] [Dilution homéopathique] On considére un litre d’eau conte-
nant # = 102 molécules d’un soluté 2. On mélange ce litre 4 99 litres d’eau pure.
On agite vigoureusement. Combien reste-il de molécules de soluté dans un litre
extrait de ce mélange dilué? On le dilue de la méme fagon une fois encore, Soit
S; cette nouvelle dilution. Plus généralement on appellera S, la solution * ainsi
diluée r fois de suite a 1 %. Combien de molécules reste-t-il dans Sy; ? Et dans Sz ¢
Montrer pourquoi les probabilités doivent s'introduire.

I.I.4 Volume et surface de I'hypersphére

Les calculs sont indiqués dans 'appendice. Il est impossible de se faire une idée intuitive
de la notion de volume dans un espace 4 N dimensions pour N grand. Par exemple, &
R fixé, Vy — 0 quand N — oo (Voir I'appendice mathématique).

Exercice 1.5. [PD] [Hyperspheére] Dessiner, dans U'intervalle [0,1], la fonction
y=1t" pour n=1,2,10 et 100. On considére une hypersphere de rayon R. Montrer
que, si la sphére est remplie d'une matié¢re de densité uniforme, I'essentiel de la
masse se trouve a la surface dés que n est suffisamment grand.

1.2 Le passage a la limite thermodynamique

En général, en physique, le nombre de constituants N peut étre trés grand mais il n’est
pas infini. On fait les calculs « 2 la limite thermodynamique » parce qu’ils permettent
des formules analytiques, tout en donnant des résultats voisins et méme infiniment
voisins des calculs & N grands. Par exemple, la fonction

N .
SN(X)=Z 51n(2n+1)x’

por 21+ 1

est d’autant plus difficile a étudier que N est grand. Par contre il est facile de montrer
qu’a la limite N — oo, elle est égale 4 la fonction créneau discontinue qui est impaire,
périodique de période 2 et qui vaut § dans I'intervalle ]0,7(.

Exercice 1.6, [Série de Fourier] Vérifier ce résultat.

2 Ce qui correspond typiquement A quelques grammes de produit quel qu'il soit (cf. 'Ex. 1.2).
3 ('est une dilution que les homéopathes appellent CH r.
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Remarque : La fonction Sy{x) est continue et méme dérivable pour tout N. Mais sa
limite thermodynamique ne I'est pas. Cest un « accident » mathématique de ce type
qui rend compte des discontinuités des grandeurs physiques {densité, magnétisation
ete.) advenant lors des transitions de phase.

[.2.]  Un exemple de passage a la limite : le filtre passe-bas

Cet exercice n’est pas a proprement parler un exercice de mécanique statistique, mais
il concerne le passage 2 la limite thermodynamique : on analyse Pimpédance z,(r)
d’un circuit électrique « en échelle » comportant » cellules identiques dépendant d’une
résistance ohmique r, lorsque # — oo, On montrera que, a la limite oi1 r — 0, le circuit
présente tout de méme une partie dissipative, alors que si 'on prend d’emblée r = 0,
cette partie dissipative n’est évidemment pas présente. Autrement dit,

lim limz,(r} # lim lim z,(r).

R =) = h—m
Le parallele avec la magnétisation m,,(T) du modele d'Ising est frappant. Son intérét
est de montrer, avec des moyens ¢lémentaires, comment un traitement mathématique
convenable permet de résoudre un paradoxe physique. Dans le cas du modéle de Ising,
il ne devrait pas y avoir d’aimantation spontanée 4 champ magnétique extérieur nul;
ici, il ne devrait pas avoir y de partie dissipative dans I'impédance d’un circuit composé
uniquement d’impédances imaginaires pures.

Exercice 1.7. [AD] [Circuit en échelle]

1. On considére le circuit électrique de la Fig. 1.1. I est composé de # cellules
identiques. Soit z,, 'impédance de la neme cellule. Montrer que

Zy1 =21+ 1 1 (1.1

—
Zy oz

olt Z; et Z, sont les impédances composant les cellules.

Ficure 1.1. Circuit composé de # sections.

Calculer z*, le point fixe de ia suite (1.1).
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2. On particularise d’abord le circnit précédent comme indiqué sur la Fig. 1.2.
Montrer qu'il existe une fréquence w, (fréquence de coupure) telle que si
w < w, le point fixe a une partie réelle non nulle. Montrer pourquoi alors le
point fixe ne saurait &tre limite de la suite, et ce aussi bien du point de vue
mathématique que physique.

JUWOOUWUUGOL -------------- 00

Figure 1.2, Circuit composé de selfs et de capacités pures.

Pourtant Feynman * affirme qu’on doit bien considérer z* comme limite de
la suite pour toutes les valeurs de w. Nous allons montrer dans la suite du
probléme comment on peut justifier une telle proposition.

3. [D] En fait, il n'existe pas de capacité ou de self « pures », et un circuit
élémentaire plus réaliste pourrait étre représenté par la Fig. 1.3, avec r < 1.

f@ﬂﬁ@ﬂ\wm—

2
C—=="

Figure 1.3, Circuit élémentaire composé d'impédances imparfaites.

Calculer le point fixe z*(r) du nouveau circuit en échelle. Montrer, par un
calcul au premier ordre en r, que ce point fixe est stable pour tout w < w, et
pour tout r # 0. Faire tendre r vers 0 et commenter le résultat obtenu.

4, Dessiner les fonctions R [z*(w)], pour diverses valeurs de r, ou R signifie
partie réelle.
1.3 Les différents ensembles

Nous en considérerons essentiellement trois, avec volume V fixé :

* R. P. Feynman, The Feynman Lectures on Physics (Addison-Wesley, Reading, MA, 1964}, Vol. I1, p. 22-12.
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1. Le microcanonique ot le nombre de particules N et énergie E sont fixés °.
2. Le canonique ol le nombre de particules et Ja température T sont fixés.

3. Le grand-canonique ol le potentiel chimique g et la température sont fixés.

[.3.1 Espace de phase et comptage des microétats

Au cceur de la physique statistique de P’équilibre se trouve 'idée qu'un état macro-
scopique peut étre réalisé par une multitude d’états microscopiques. Lhypothése
ergodique, que nous ne discuterons pas ici, ajoute que, pour un systeme isolé i ’équi-
libre, ces états sont équiprobables. Dés lors, la physique statistique releve de la théorie
des probabilités, avec, pour les systémes a énergie fixée, une loi de probabilité des états
microscopiques la plus simple qui soit, la densité uniforme.

La nature des états microscopiques dépend de la dynamique sous-jacente. Cette
dynamique est en général représentée par une équation d’évolution {équations de
Hamilton dans le cas classique, de Schrédinger dans le cas quantique) qui permet en
principe, a partir d’un état initial, de calculer I'état du systéme aux instants ultérieurs.

En mécanique classique, un état microscopique est défini par la donnée des
positions et vitesses de chaque constituant du systéme (voir le rappel de mécanique
analytique dans I'appendice)}.

En mécanique quantique, un état est défini par la donnée de sa fonction d’onde.
Une base privilégi¢e de 'espace de Hilbert est celle des états propres de I’hamiltonien
du systéme (états stationnaires). _

Dans certains cas {gaz parfait}, les interactions sont négligeables, 'hamiltonien
global se décompose en une somme d’hamiltoniens & une particule. En mécanique
classique les particules sont alors décorrélées. En mécanique quantique, méme en
'absence d’interaction, les corrélations entre particules imposées par la statistique
fermionique ou bosonique des constituants est toujours a 'oeuvre. Le cas général,
comme par exemple les liquides quantiques en interaction et 4 température finie, sort
du cadre de cet ouvrage. Mais on dispose d’outils relativement puissants pour certains
systdmes en interaction, comme les systémes de spins qui ont des hamiltoniens tras
simples. Dans ce cas, c’est la réduction du nombre de degrés de liberté aux seules
variables de spin qui permet ce traitement. Par exemple, le nombre de configurations
d’un réseau de N spins o = +1 est égal 3 2V,

Quelles questions cherche-t-on a résoudre ?

En fait, I'énergie sera généralement comprise dans un intervalle [E, E + dE] et on verra qu'a la limite
thermodynamique, la valeur de dE, pourvu qu'elle soit « raisonnable », est sans importance.
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On peut s’interroger par exemple sur ’homogénéité d’un systéme. Est-il constitué
d’une seule phase, ou de plusieurs phases en équilibre ? Dans quelles conditions ont
lieu les transitions de phase? il est homogene, on s'interrogera sur son équation
d’état, c’est-a-dire sur la relation existant entre les variables d’état macroscopiques
(PV = NRT est 'exemple le plus simple d’une telle équation d’état).

De¢ fagon générale, le calcul des états macroscopiques s'effectue par moyenne proba-
biliste sur les états microscopiques. La densité de probabilité des états microscopiques
dépend des contraintes globales que I'on exerce sur le systeme. Comme on I’a précisé
plus haut, ces contraintes different suivant 'ensemble considéré.

I. Dans 'ensemble microcanonique, 'hypotheése d’équiprobabilité des microétats
revient 4 leur dénombrement.

Dans le cas discret, cela ne pose pas de probleme conceptuel, méme si le comptage
explicite peut se révéler difficile a faire.

Dans le cas continu, qui est celui de la mécanique classique, 'hypothese de la
densité uniforme revient 4 écrire comme densité de probabilité normalisée de ces
microétats
dpdq
(E.E+dE) dpdq

p(p,q)dpdq =
fH(p,q)e

ou {p,q} est un vecteur appartenant a I'espace de phase 3 6N dimensions {voir
'appendice). Mais comme nous savens que la mécanique quantique, via les inégalités
de Heisenberg, impose une limite inférieure au produit dp dq, il est naturel de paver
I'espace de phase d’hypervolumes élémentaires unité #°N, ot k désigne la constante de
Planck ®. Par exemple pour une particule se mouvant dans un espace a une dimension,
le volume élémentaire est une surface d’aire ». Le nombre de microétats classiques est
égal au nombre de telles surfaces incluses dans la surface totale de 'espace de phase
accessible & la particule. Il s’écrit donc:

- fH(P»fI)E(E,E-rdE) dp dq

Zy 0

Z,, s'appelle la fonction de partition microcanonique du systeme.

Ce nombre de microétats classiques est bien stir inversement proportionnel a i, mais comme on I'a vu
dans la partie « Mise en jambes », si ce nombre est gigantesque {cc qui sera pratiquement toujours le
cas), le choix de A, pourvu qu'il soit « raisonnablement » petit devant les actions cn jeu dans le probléme
considéré, est sans importance dés lors qu'on s'intéresse 4 son logarithme (cf. les Ex, 1,11 et 1,12},
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Montrons sur un exemple simple comment on la calcule. Pour une particule  une
dimension soumise & un potentiel V(g) on a

2
Hip,q}=—— ot Vig).

Pour illustrer le comptage des microétats, prenons I'exemple de 'oscillateur har-
monique (OH) ot V{g) = %ma)zqz. Il faut donc calculer

1
Z, ==
“h L+V(q)e(E,E+dE)

pa

dpdg.
Le domaine d’intégration représente la surface de la « peau de lellipse »

2
P

— mewtat~1=0 1.2
2mE ZEqu (1.2)

d’épaisseur proportionnelle a dE.
Du point de vue pratique, on calcule plutdt

1
(Dz—f dp d
PRI

qui est, dans le cas de 'OH par exemple, I'aire de Pellipse (voir Eq. 1.2). Puis on
différencie par rapport a E. On trouve alors, dans cet exemple (¢f. Ex. 1.11 et 1,12} :

dE
Z,=db=—,
H B

A 3d, pour une particule, ona:

1
7 = f dpdq.
B3 Y\ v(q)e(E,E+dE)

I

Enfin pour N particules dans un espace a 3d :

L f dpdq. (1.3)

“ T NN P L y(q)e(EE+dE)

2t

Lapparition du N! est 1i¢ & 'indiscernabilité éventuelle des particules. I/ #'a pas lieu
d’étre dans un cristal oit les sites sont discernables. Le V(q) dans 'Eq. 1.3 a généralement
la forme Y, v(|ri—rjl}. Lintégrale est & 6N dimensions.
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Remarque importante : Le calcul de Z, par ’Eq. 1.3 représente le volume d’une peau
d’hypersurface (hyperellipsoide dans le cas de 'oscillateur harmonique). Ce volume
est bien entendu proportionnel & 4E. Mais on a vu (cf. la remarque sur le logarithme
des grands nombres) que pour N — o0, le logarithme de cette quantité était équivalent
au logarithme de tout le volume, et ce, quel que soit dE « raisonnable ». En pratique
dong, on calculera
I 1
o= NI h3N .[P;+V(q)<_E dp an

m

qui est plus facile & obtenir,

On définit la densité d’états 30
E)=—-.
g(E) T

Elle a les dimensions de [E]™! et on peut écrire Z,{E) = g(E)dE. A la limite thermody-
namique, on prendra indifféremment le logarithme de Z,, de @ ou de g(E).

Exercice 1.8. [Espace de phases I)

1. Soit une particule ponctuelle classique de masse m qui se déplace librement
dans une « boite » a une dimension de longueur L, en rebondissant élas-
tiquement a chaque extrémité. Quelle est sa trajectoire dans I'espace des
phases?

2. Méme question pour un objet de masse # soumis au champ de pesanteur
uniforme g laché sans vitesse initiale d’une hauteur 4 et qui rebondit élasti-
quement sur le sol.

3. Méme question pour un oscillateur harmonique (classique) & une dimension
{de masse m}.

Exercice 1.9, [PD] [Espace de phases II} Pourquoi deux trajectoires dans ’espace
des phases ne peuvent-elles pas se couper ?

Exercice 1.10. [Période de la trajectoire] Supposons que dans un espace de phases
a deux dimensions la trajectoire correspondant 4 une énergie E soit une courbe
fermée simple.

1. [AD] Montrer que le mouvement est périodique. Soit A l'aire de cette courbe
de phase fermée. Montrer que la période du mouvement sur cette courbe
est:

dA

7=
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2. [TD] Montrer que si le potentiel V(x) est un polynéme du quatriéme degré
avec deux minima asymétriques, les périodes associées a chague minimum
sont égales”’.

Exercice 1.11. [OH quantique et classique a 1d] Calculer le nombre de microétats
d’énergie inférieure a E dans les cas classique et quantique.

Exercice 1.12. [Particule libre quantique et classique dans une boite a 1d] Mémes
questions que I'Ex. 1.11.

On peut généraliser les résultats précédents. La densité de niveaux peut s’écrire

g(E)= > S(E-Ey),

ol E,, sont les niveaux d’énergie du syst2me. Montrons qu’a 'approximation classique,
on peut évaluer cette somme sans connaitre explicitement les niveaux d’énergie, avec
la seule connaissance du potentiel V{g).

Exercice 1.13. [PD] [Formule de Weyl] Dans 'espace a d dimensions, on se donne
une particule soumise 4 'hamiltonien classique

p2

H(p.q)=-—+V(g).
2m
1. Ecrire sa densité de niveaux comme transformée de Laplace inverse de sa

fonction de partition canonique.
2. Aprés intégration par rapport a p, écrire g(E) comme une intégrale sur q.

3. Faire successivement d = 1,2, 3, puis examiner le cas du billard pour lequel
V(q) =0 dans un domaine borné et infini ailleurs.

IL. Dans ’ensemble canonique, I'énergie n’est fixée qu'en moyenne par la température
du bain thermique avec lequel le systéme est en contact. On montre alors que la densité
de probabilité des microétats n’est plus uniforme. Elle est proportionnelle au facteur
de Boltzmann qui, dans le cas classique, s’écrit e P79 La probabilité de trouver un
microétat déterminé {p, q} dans un domaine d’extension {dp, dq} s'écrit :

1

p(p,a)dpdq=—

Z NN e dp dg,

7 Cette question suppose la maitrise de Pintégration dans le plan complexe.
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ol le facteur de normalisation

1
Z fe‘ﬁH("’Q)dp dq (1.4)

T INNL

est la fonction de partition canonique du systéme.

Attention : Dans l'intégrale 1.4, on peut intégrer sur {p,q} par tranche d’énergie
dans la bande E, E+ dE. Comme g(E} est le nombre de microétats correspondant
(c’est aussi ce qu'on appelle la dégénérescence du niveau d’énergie E), on a aussi

bien
Z= f g(E)ePEdE.

De la méme fagon pour le cas discret, par exemple un systeme de spins, on pourra
écrire
Z=Y PO =N (B )PP,
L= 1

ol tes E, sont les énergies indicées par #. La premi¢re somme porte sur les états de
spin, la seconde sur les énergies.

La fonction de partition canonique est donc la transformée de Laplace de la
densité d’états.

IIL. Dans I'ensemble grand canenique, le systéme échange non seulement de I'énergie
avec le bain (comme dans I'ensemble canonique) mais également des particules. En
mécanique classique, la densité normalisée de microétats s’écrit

PPN,

pp.q) = Z PR

olt la grande fonction de partition a pour expression

Zg=Y. L v f PN dp g, (1.5)
N

NN

Dans ces formules, u est le potentiel chimique du bain (il est déterminé par la
conservation en moyenne du nombre de particules N) et Hy est 'hamiltonien du
systerme de N particules.
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Distribution des vitesses

A DISTRIBUTION des vitesses des molécules d’un fluide est une quantité fonda-

mentale. On peut I'établir simplement a partir des principes de la mécanique

statistique (Ex. 2.3 et 2.4). Maxwell, par un raisonnement général sur les invariances,
avait proposé une dérivation plus simple encore, mais elle était mal fondée.

2.1 Par un raisonnement général

Exercice 2.1. [AD] [Démonstration de Maxwell, 1860.] On considere un fluide a
I'équilibre. Soit P(u, v, w) du dv dw la probabilité que Pextrémité du vecteur vitesse
d’une molécule (supposée ponctuelle) soit dans le domaine (i, u + du),(v,v +
dv),(w,w + dw). On suppose les variables aléatoires u, v et w indépendantes.
Montrer qu'on peut ainsi déterminer la forme de P(u,v,w) a l'aide des seules
considérations de symétries et d’isotropie de I'espace.

Indication. On montrera que P{u, v, w) peut aussi bien s’écrire comme fonction
G2 +v? +w?), que comme produit F(u) F(v}F(w).
On montrera ensuite que seule I'exponentielle satisfait une équation de type

glxig(y)
(x+y)= .
EET 0
Remarque : Le raisonnement précédent est dit 2 Maxwell. Il n’est néanmoins pas
convaincant (comme Maxwell le reconnaitra en 1867). Voyez-vous quelle hypothése
du modele peut étre mise en cause ?

Exercice 2.2, [PD] [Maxwellienne 1.] Montrer, en s’aidant de ’Ex. 2.1, que la
probabilité pour que le module de la vitesse ¢ d’une molécule de fluide soit compris
entre ¢ et ¢ +dc est ;

4 3 2
W(c)de= —== bicte de,
(c) V=
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ol b est une constante. Calculer cg, ¢ et ¢; respectivement la valeur la plus probable
de ¢, sa valeur moyenne, puis sa valeur quadratique moyenne. Dessiner W{c). Cest
une « maxwellienne »,

2.2 Dans I'ensemble microcanonique

Il est assez extraordinaire qu'avec une hypothése aussi simple : 'équiprobabilité des
microétats (compatibles avec la conservation de I’énergie), on retrouve, a la limite
thermodynamique, la loi de Maxwell de distribution des vitesses. C’est le but de
Iexercice suivant.

Exercice 2.3. [Maxwellienne II.] On consideére un gaz parfait dans 'ensemble
microcanonique. Montrer que :

i. quand N -5 o0, E= %NkT,

2. [AD] a cette méme limite, la distribution des vitesses tend vers la distribution
de Maxwell.

2.3 Dans I'ensemble canonique

Les calculs sont infiniment plus simples dans P'ensemble canonique, a cause de la
propriété de factorisation de la fonction de partition (quand le systéme est constitué
de sous-systemes indépendants)

Exercice 2.4. [Maxwellienne II1.} Mémes questions qu’a 'exercice précédent, mais
dans Pensemble canonique.

Exercice 2.5, [PD] [Vitesse relative.] On considére deux particules indépendantes
respectivement de masse #1; et 3, ayant une distribution maxwellienne des vi-
tesses pour une méme température. Montrer que la particule relative de coordon-
nées r; —r; a encore une distribution maxwellienne de sa vitesse pour une masse

A . _ HLNg
m appelée masse réduite m = 2oL,
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Surprises microcanoniques

ANS LES COURS ELEMENTAIRES, on définit souvent la température (absolue)
D comme une grandeur essentiellement positive. Du point de vue microscopique,
ceci est doublement justifié car :

— la température, dans les fluides, est proportionnelle a I'énergie cinétique
moyenne des molécules,

— dans 'ensemble microcanonique, la température n’est pas fixée, comme dans
'ensemble canonique, par un bain extérieur; elle est définie par

1 45
=2, 3.1
T OE (3.1)
et comme dans I'immense majorité des cas, la fonction S(E) est croissante, les

températures sont positives.

JE .
De la méme fagon, la chaleur spécifique ¢, = 3T est positive : lorsqu’on apporte une

énergie {dE > 0) au systéme, on s’attend & ce que sa température augmente (47T > 0).
Ceci est encore justifié microscopiquement par le fait qu'on peut montrer que, dans
I'ensemble canonique, ¢, est proportionnelle 4 'écart quadratique moyen (E2) —(E)?,
donc nécessairement positive.

Toutes ces considérations tombent en défaut si 'entropie r’est pas fonction crois-
sante de I'énergie ou dés que les ensembles cessent d’étre équivalents (cas des « petits »
systémes, ce qui inclut les systémes gravitationnels). C'est 'objet des deux exercices
suivants.

3.1 Températures négatives

Dans certains systémes a énergie bornée, 'entropie n'est pas toujours fonction crois-
sante de 'énergie : cela donne naissance a des températures négatives. Elles ont été
observées au début des années 1950 dans un cristal de fluorure de lithium. Dans ce
systéme, le temps de relaxation pour I'interaction mutuelle entre les spins nucléaires
() ~ 107 s) est trés court devant le temps de relaxation pour U'interaction entre les
spins et le réseau (f; ~ 5 mn). On peut donc rapidement arriver {(sur une échelle # )
a un équilibre thermodynamique du systéme de spins dont le spectre en énergie est
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borné, avant que ce systéme ne se thermalise avec les vibrations du réseau (le bain).
Lexpérience consiste alors & placer le cristal dans un champ magnétique et a trés
brutalement inverser ce champ. On est alors, pendant un temps de U'ordre de #;, dans
un état de température négative.

Exercice 3.1. [PD] [Spins indépendants.] On considere un réseau de N spins o
gu’on peut imaginer comme des moments magnétiques qui, en unités convenables,
ne peuvent valoir que +1 ou —1. On suppose qu’ils sont indépendants et tous
plongés dans un champ magnétique uniforme B. On écrit I'énergie totale du
systeme

Calculer la fonction de partition microcanonique Z, de ce systéme, puis, 4 'aide de
la formule de Stirling, son entropie et sa température. Montrer que cette derniere
peut étre négative.

Remarque importante. Cet exemple illustre bien que la notion de température d’'un
systéme peut étre ambiglie. Il faut préciser quels degrés de liberté sont concernés et
quelle est Péchelle de temps considérée. Ici, 1l y a la température de spins (qui peut étre
négative} et celle du réseau. Spins et réseau peuvent &tre chacun a I'équilibre sans que,
pendant un certain temps, le systéme soit globalement thermalisé. Par exemple, une
tasse de café 2 60° C dans une piece 4 20° C peut étre considérée comme & I'équilibre
pendant quelques minutes.

3.2 Chaleurs spécifiques négatives

On sait que, pour les « grands » systémes, tous les ensembles {microcanonique, cano-
nique, grand-canonique. ..} sont équivalents. Il est intéressant de voir comment se
comporte un petit systéme, régi par des forces de courte portée, en fonction de sa taille;
ici on va étudier la chaleur spécifique d’un fluide de Lennard-Jones 4 N particules.
Dans I'ensemble canonique, on sait qu'elle est proportionnelle aux fluctuations de
I'énergie, donc nécessairement positive. Nous allons montrer que dans 'ensemble
microcanonique et pour de « petits » systémes, elle peut étre négative L.

Les noyaux atomiques sont typiquement constitués d'une centaine de nucléons en interaction avec une
force de courte portée, On sait par ailleurs fabriquer des agrégats atomiques d’une centaine d’atemes de
sodium, par exemple, Expérimentalement, cette chaleur spécifique négative a été observée. [l faut souligner
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On suppose E, V et N fixés. Lexercice suivant démontre que si I'entropie mi-
crocanonique comme fonction de E,N, V est extensive 2 (« grand » systéme), elle est
nécessairement concave >, Si pour un « grand » systémne, un calcul (par exemple fait
a I'approximation du champ moyen) donnait une entropie convexe dans un certain
domaine, il y aurait contradiction {question 3 de 'Ex. 3.2). La question 4 indique un
moyen de lever cette contradiction.

Exercice 3.2. [D] [Construction de Maxwell.] On va raisonner par I'absurde.
Supposons que S(E), fonction croissante de E, ait une partie convexe (voir la
Fig. 3.1). Appelons E; et E; les abscisses des deux points o1 S change de concavité.
Appelons E; et E; les abscisses des points de contact de la droite bitangente a la
courbe S(E).

1. Dessiner sur le méme graphe les courbes S(E), T(E) et ¢, (E).
2. Montrer qu'entre E; et E; on a ¢,{E) <0.
3. Montrer qu'un tel systéme ne peut pas étre extensif.

4, Montrer qu'en donnant a S(E) les valeurs prises sur la bitangente entre Eg et
E; (construction de Maxwell), on retrouve 'extensivité,

3.3 Calcuis dans I'ensemble microcanonique

Les calculs qui suivent sont inspirés d’un article de la revue Physical Review*. lls
établissent les relations entre T, E et ¢, dans un systeme fini. lls montrent en par-
ticulier de facon explicite comment on retrouve les résultats canoniques & la Iimite

thermodynamique.

que, dans le premier cas surtout, température et énergie sont loin d’étre des données expérimentales,
mais résultent de modeles, Linterprétation des résultats est donc délicate. On pourra consulier le livre de
Dicter H.E. Gross Microcanonical Thermodynarics, World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd.

Ce qui veut dire que
S(AE, AV, AN} = AS(E, V., N).

Une fonction f{x) est cancave sur un intervalle I si, quels que soient le nombre 2 > 0 et les points x| et x;
del,ona

Sl +(1=Ax) 2 A (xi) + (1~ Af (xa),
Géométriquement ceci signifie que la courbe est an-dessus de toute sécante. 5i elle est dérivable, la
concavité signifie que f"(x) < 0. Typiquement la parabole y = ax” est concave si a4 < 0, convexe sinon.
“Laplace-transform technigque for deriving thermodynamic equations from the classical microcanonical
ensemble” by Eric M. Pearson, Timur Halicioglu, and William A. Tiller, Phys. Rev. A32 (1985) 3030.
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E

Figure 3.1. Dessin schématique de la fonction S(E).

On note la fonction de partition microcanonique classique d'un fluide

Zy(E,N, V)= qudpé(E H), (3.2)

Nt hSN

ol, comme d’habitude, dq = dxydx; - -diay, dp = dp1dps---dpsn et S(E-H) est la
distribution de Dirac qui assure la conservation de I’énergie ; on écrit

2

H(p,q) = 2—+V(q) avec p* = ZP= et V(g)= ) V(r,m).

i=1 i<j
On note également

11 11

la somme cumulée du nombre de microétats d’énergie H(p,q) < E. Dans I'Eq. 3.3,
Y{(x) est la fonction de Heaviside, nulle pour x < 0 et valant 1 ailleurs. On a

00,(E,V,N)
4= T’ (3.4)
puisque Y = 4.

Exercice 3.3, [D]

L. Intégrer, en utilisant 'appendice (volume de 'hypersphére}, I'Eq. 3.3 par
rapport 4 p. En déduire une expression de Z,(E,N, V).
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2. Soit A une fonction qui ne dépend que de q ; par définition on a

1

A= Z N' m3N

w [ dadp a@ace-m, (5)
Montrer, comme pour la question 1, qu'on peut intégrer dans I'expression
(3.5) par rapport a p.

3. En observant que dans I'ensemble microcanonique I'énergie cinétique K =
E-V{q) peut s’écrire comme fonction de q seul, calculer {K}, puis plus géné-
ralement {K~*) ol I peut étre positif ou négatif (sous réserve de convergence).

4. Relier (K) et la léme dérivée partielle de Z, par rapport a E. Faire =l eten

déduire que

K ly=L

T (3.6)

5. Montrer comment apparait le théoréme d’équipartition de I'énergie a la
limite thermodynamique. On développera I'identité K™ = [{K) + K (K 3
par rapport au petit parametre K - (K}.

6. Etablir une relation entre ¢, et {K~') et (K-?). Pour ce faire on pourra dériver
par rapport & T la relation

1192
T Z, 9E

Déduire la possibilité d’avoir ¢, < 0.






CHAPITRE 4

Loscillateur harmonique

¥1MpoORTANCE de oscillateur harmonique (OH) tient  ce qi’il donne la réponse
de tout systéme faiblement excité a partir de son état d’équilibre stable. C’est ce
qu’on appelle une description a l'approximation harmonique. De plus il a I'avantage

de permettre souvent des calculs analytiques.
En mécanique classique, 'énergie est une fonction continue de p et g qui s’écrit, a

une dimension
2
1
H= P + —mwq .

2m 2

En mécanique quantique, la solution de I'équation de Schrédinger correspondante

conduit a des énergies de la forme
|
E,= kw(n + E ),

ol » est un entier > 0.

4.t Calculs classiques

Exercice 4.1. [OH classique.] On considére d’abord un oscillateur harmonique a
une dimension.

1. Calculer dans I'ensemble microcanonique, le nombre de microétats d’énergie
inférieure & E. Calculer ensuite sa fonction de partition canonique.

2. [PD] On considére maintenant un systéme composé de N oscillateurs har-
moniques classiques indépendants et discernables. Calculer ses fonctions de
partition microcanonique et canonique.

4.2 Calculs quantiques

On considére maintenant le probléme quantique.
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Exercice 4.2. [AD] [OH quantique.] Répondre aux questions de I'Ex. 4.1. On
donne le résultat suivant : le nombre de maniéres de décomposer un entier donné
M comme somme de N entiexs positifs ou nuls * est (NL{’II_I).

On §’intéressera anx diverses limites N — oo, § — 0.

Le calcul de la fonction de partition canonique Z de N oscillateurs, a cause de la
factorisation, était rapide ; celui de la fonction de partition microcanonique a nécessité
une astuce. Le probleme suivant permet d’éviter 'astuce en calculant la fonction de
partition microcanonique comme transformée de Laplace inverse de Z,

Exercice 4.3. [D) [Laplace inverse.] En définissant correctement le contour d’inté-
gration dans le plan complexe, calculer la transformée de Laplace inverse de Z.

Le théoreme d’équipartition de 'énergie justifie aisément la loi de Dulong et Petit
qui stipule que la chaleur spécifique des solides vaut 3k, N. Elle suppose un hamiltonien
classique, somme d’une partie cinétique et potentielle harmonique. Notons que ce
résultat reste vrai quelles que soient les fréquences d’oscillation des atomes. Mais
I'expérience prouve qu'a basse température, C, — 0. Dans un article fameux de
1907, A. Einstein, va proposer un modele non classigue ol1 tous les N atomes vibrent
harmoniquement avec une énergie par atome donnée par 2

en:3hw(n+%), {4.1)

olt le 3 tient a la dimension de I'espace.

Exercice 4.4, [Modéle d’Einstein] Calculer, avec le modéle d’Einstein, la chaleur
spécifique par atome déduite de I'Eq. 4.1. Comparer au résultat original d’Einstein
de la Fig. 4.1. Expliciter les limites a haute et basse température.

Pour montrer cette formule, 'astuce consiste 3 identifier ce dénombrement a celui des fagons de combiner
N -1 barres parmi N -1+ M objets composés des barres et de M points.

En vérité, Einstein n'avait pas le facteur 1/2, correspondant 2 I'énergie de point zéro. Mais ceci ne change
presque rien aux caleuls qui suivent.
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Figure 4,1, Comparaison des valeurs expérimentales 4 la courbe théorique.
Figure originale de article d’Einstein in Ann. Physik 22, 186 (1907), En
abscisses est porté T/Tp avec Ty = 1300 K, en ordonnées P'unité est en
cal.mole™ K.






CHAPITRE 5

Petits problémes, jolis résultats

Un article souvent cité de Rolf Landauer ! a pour titre « The noise is the signal » (« Le
signal, C’est le bruit »), Dans beaucoup de situations, en effet, ce sont les fluctuations,
et non les valeurs moyennes, qui contiennent I'information intéressante. Les deux
premiers problémes qui portent sur le « bruit thermique » illustrent cette situation.
Cette question sera reprise au chapitre sur le mouvement brownien.

5.1 Expérience de Kappler

Cet exercice décrit une trés jolie expérience faite en 1931 par Kappler. Elle permet d’at-
teindre la constante de Boltzmann & I’aide d’un dispositif macroscopique élémentaire.

Exercice 5.1. [Expérience de Kappler.] Kappler a mesuré les fluctuations angulaires
d'un petit miroir suspendu verticalement a un fil de torsion et placé dans une en-
ceinte maintenue a température constante. Il enregistra pendant un long intervalle
de temps la moyenne temporelle {#°) ot1 8 est I'angle que fait le miroir avec sa
position d'équilibre.

Il a trouvé (#*) = 4,178 X 107® (en radians carré). Sachant que Ienceinte
était maintenue a 278,1 K et que la constante de rappel du fil de torsion valait
9,428 x 10%gem? 572, quelle valeur a-t-il trouvée pour &, ? Lexpérience serait-elle
plus probante si 'enceinte était sous vide ?

5.2 Balance ultra-sensible

Exercice 5.2. [Bruit thermique d’un ressort.] Une balance trés sensible est consti-
tuée par un ressort de raideur & = mew?* (force de rappel en —wz). Elle est en
quilibre thermique avec une enceinte 4 la température T'; g désigne 'accélération
de la pesantenr.

' Natire, Volume 392, (1998),
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1. Une petite masse m est suspendue au ressort. Soit

2
1
H= ’f_m +mgz + -Z-mmzz2
I'hamiltonien du systeme. A quel choix de I'origine (z = 0) correspond cet
hamiltonien ?

2. Ecrire la fonction de partition canonique du systéme.
3. Quelle est I'élongation moyenne {z} du ressort. Ce résultat était-il prévisible ?
4. Calculer I'écart type de z.

5. Pensez-vous qu'on puisse construire un ressort permettant ainsi de mesurer

la constante de Boltzmann ?

5.3 Cristal d'Hydrogene

Exercice 5.3. Une molécule de dihydrogéne H,, au repos, peut se trouver dans l'un
des quatre états électroniques suivants :

— un état noté {1} d’énergie e =0, appelé « parahydrogéne »,
- trois états notés (2), (3}, (4) d'énergie &3 = & = & = A > 0, appelés
« orthohydrogéne ».

. Avez-vous une idée de Porigine de ces quatre états ?
On considere un cristal composé de N molécules de dihydrogéne. On les
suppose donc discernables et on néglige leur énergie cinétique et leur énergie
d’interaction.

. On appelle E I'énergie du cristal isolé et on note #; le nombre de molécules

dans Pétat (7}. Montrer que #; est alors fixé. Calculer la fonction de partition
microcanonique du cristal.

. En déduire sa fonction de partition canonique Z. Y avait-il une fagon plus

rapide de calculer Z?

. On suppose toujours que le systéme est immergé dans un bain thermique

a température T fixée. Peut-on prévoir la valeur moyenne de I'énergic (E)
a trés basse et trés haute température ? Vérifier votre intuition par le calcul
de (E}.

. Calculer les valeurs moyennes {n;).
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5.4 Un exemple pédagogique

Cet exercice est un peu académique, mais il est simple et fait bien comprendre le réle

de la température et des interactions 2,

Exercice 5.4. [PD] On considere une boite divisée en deux parties et occupée par
deux particules discernables. L'état microscopique du systéme est spécifié par les
deux variables de « position » r; et r,. On prendra r; = -1 (i = 1,2) si la particule
correspondante est dans la partie de gauche et r; = 1 si elle est dans la partie droite.
Le nombre total de microétats est donc 2 X 2 = 4. Chamiltonien du systéme s’écrit

H{ry,r2) =(r) + 1) A=k, 4,5 (5.1)

ol 6y, est le symbole de Kronecker (qui vaut 1 sir; = r; et 8 sinon}). On supposera
k3 A>0.

1. Ecrire le tableau des énergies du systéme suivant les « positions » des particules
dans la boite. Pouvez-vous interpréter la signification physique de A et de x?
On suppose maintenant le systéme dans un bain a la température T. Décrire
sans calcul les positions des particules quand T croit de G a Uinfini.

2. Ecrire la fonction de partition canonique du systeme. Calculer I'énergie
moyenne {E} et {&,, ,,). Retrouver ainsi plus quantitativement les résultats de
la question précédente.

3. Pour caiculer la fonction de corrélation, on doit calculer {r;}, puis C = {rr2).
Pour faire ces calculs, la méthode usuelle est de modifier ’hamiltonien (5.1)

en
H!:A1T1+A2T’2—K§r“r2. (52)

(a) Ecrire la nouvelle fonction de partition canonique Z’ et montrer que

1 dlogZ’
(rn)=-, .
1 B OAL lg—ap-n

Que vaut {r7)?

(b) Calculer C en utilisant la dérivée seconde mixte de la fonction de parti-
tion relative 4 ’hamiltonien (5.2).

* Tiré de The theory of critical phenomena, J. |. Binney et al., Oxford science publications (1992).
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{(c) Pouvez-vous commenter tous les résultats en donnant les échelles de
température de ce systéme.

(d) Il se trouve qu’ici on pouvait obtenir (plus rapidement) les résultats a)
et b) a I'aide du seul hamiltonien initial (5.1). Montrez-le,

5.5 Poussée d'Archiméde

Voici une dérivation microscopique de la poussée d’Archimede >.

Exercice 5.5. [PD] On considére un cylindre droit de base L X L et de hauteur
arbitrairement grande occupé par un gaz parfait composé de N molécules soumises
a leur seul poids mg. Dans ce type de probléme, la bonne définition de la limite
thermodynamique est N/L? = n}, fixé quand N — o0 et L — co.

1. Montrer que la probabilité gu'une molécule soit a une hauteur comprise
entre z et z+ dz est proportionnelle 2 ¢#"$2dz, On en déduit I'équation
barométrique pour la densité volumique :

nz) = n(0)e £,

En utilisant la conservation du nombre de molécules, montrer que 1 8mg =
n(0). Ce résultat est-il cohérent du point de vue dimensionnel ¢

2. Calculer la fonction de partition canonique Zg, du systeme, puis son énergie

libre Fgp.

3. On place maintenant a intérieur du cylindre une trés petite particule macro-
scopique, sphérique de rayon a, impénétrable aux molécules du gaz parfait.
On l'imagine fixée & la hauteur zy. Calculer la nouvelle fonction de partition
canonique Z du gaz ; faire apparaitre dans Z la différence de deux intégrales
avec un terme dominant et un terme correctif. En faisant une approximation
sur ce dernier, montrer que 'énergie libre peut s’écrire

F=Fppt flzo).

F
4. Calculer :;7 qui a les dimensions d’une force. De quelle force s’agit-il ?
0

* Ce probleme est di & Guy Mayer.
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5.6 Désordre

On considére un gaz parfait dont les molécules interagissent avec des impuretés dont
on connalt le nombre mais pas la distribution spatiale. On va montrer qu’'on peut
connaitre la fonction de partition d’un tel gaz, soit & la limite des faibles densités
d’impuretés, soit en « moyennant sur le désordre » dans 'ensemble grand canonique .

Exercice 5.6. On considére un gaz parfait de N particules classiques interagissant
avec p impuretés fixes situées en Ry,- - R,. Lhamiltonien s’écrit

N2 NP
HN:Z—I-I' ZV(?}'_Ra)-
i=l i=1 a=
I. Calculer sa fonction de partition canonique.
2. Calculer sa fonction de partition grand canonique Z.

3. [AD] Supposons les impuretés réparties dans le volume. On moyenne log Zg,
sur le désordre en intégrant sur les impuretés dans le volume avec un facteur
1/V. Montrer qu’on obtient ainsi

_ &l BV(R)|p
(logZg) = =V [Vde AV = FVIi+ f]P
ouf= de (ePVIR) _1) et @ = Bu, p étant le potentiel chimique. Sip=p/V
est la densité d'impuretés qu’on suppose finie a la limite thermodynamique,
déduire que

e
(log Zy.) = yE Vet

4. Calculer I'équation d’état de ce gaz parfait avec impuretés, calculer son
énergie.
5. [PD] Pourquoi a-t-on di se placer dans 'ensemble grand canonique ?

6. [PD] On considére le cas d’un potentiel carré répulsif de hauteur Vj et
de portée rg. Montrer qu'a la limite des faibles densités d’impuretés, on
peut prévoir les limites haute et basse température de I'énergie du systéme
dans ensemble canonique ou les R, sont fixés. Calculer I'énergie a toute
température,

* Ce probleme nous a été suggéré par E, Brézin,
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7. [D] Ce méme puits est maintenant attractif. Répondre aux mémes questions
que précédemment. L'énergie obtenue aprés moyenne sur le désordre a
un comportement pathologique a la limite T — 0. Pouvez-vous expliquer
pourquoi la méthode employée tombe dans ce cas en défaut ?

5.7 Fibre élastique

La plupart des substances se dilatent lorsque la température augmente, 11 existe
cependant une large classe de systémes qui, dans les mémes conditions, se contractent :
il s’agit de fibres constituées de longues molécules (caoutchouc, fibres polymériques).
A basse température, les molécules sont alignées ; lorsque la température augmente, le
mouvement latéral des noeuds de la chaine diminue sa longueur effective totale. On
parle alors d’élasticité entropique”.

Nous allons considérer deux modeles simples décrivant une fibre élastique polymé-
rique. Une extrémité est fixée au point O et I'autre est soumise a une force X constante
dirigée selon I'axe (Ox). Le systéme est maintenu a la température T. Dans le premier
exercice, I'espace de phase est discret ; il est continu dans le second.

Exercice 5.7.

1. [La chaine de Kératine] On considére une chaine unidimensionnelle consti-
tuée par N >> 1 molécules identiques asymétriques de longueur a et de
largeur & (b < a). Chaque molécule peut se trouver dans deux positions : soit
dans 'axe de la chaine, soit perpendiculaire (voir Fig. 5.1}, Ces deux positions
contribuent & ’énergie de la chaine via ’hamiltonien

N
H=-XL =—XZ A
i=1

ot L est la longueur {inconnue) de la chaine qui est déterminée par la donnée
des microétats ; =aou b, (i=1---N).

(a) Calculer la fonction de partition canonique de configuration ® de la

* Une mentage amusant itlustre ce phénomeéne : une roue de bicyclette dont les rayons ont été remplacés
par des élastiques est montée sur un axe. Un chauffage local déforme les fibres qui, en se contractant,
déséquilibrent la roue : elle se met & tourner. Si les fibres se dilatalent, le mouvement de rotation serait
inversé. Le montage est visible notamment 4 'Espace des Sciences Pierre-Gilles de Gennes de I'ESPCI &
Paris.

& Clest-3-dire qu'on ne considérera pas la contribution de I'énergie cinétique.



5.7 FIBRE ELASTIQUE 4l

(b}

(c)

(d)

FiGure 5.1, Dessin de la fibre,

chaine et I'énergie moyenne E. Vérifier les limites haute et basse tempé-
rature.

En déduire la longueur moyenne L de la chaine a ’équilibre en fonction
de X et T. Donner l'allure de la courbe 1 = ﬁ = f(X/T). Commenter le
cas des grandes forces (8Xb > 1).

Montrer que dans le domaine des faibles forces (8Xa <« 1), la chaine
vérifie la loi suivante :

X(THL-Lo)=X

Déterminer (T} et Ly et interpréter ces deux quantités. Savez-vous
comment s’appelle cette loi? Peut-on en conclure quelque chose sur
le lavage des vétements en laine (dont la kératine est le composant
principal} ?

Calculer I'énergie libre de la chaine et donner son expression en fonction
de T et L dans le domaine des faibles forces.

2. [Le caoutchouc.] Une macromolécule de caoutchouc est un polymeére linéaire
d’hydrocarbure formant une longue chaine articulée de N monomeres de
formule (CsHg)y, ott N varie entre 10 et 104, On suppose que chaque
monomere a une longueur fixe g, {voir Fig. 5.2) et soit x; sa projection sur
Iaxe des x. On appellera L = 3 x;, « longueur » de la chaine.

Frcure 5.2. Dessin du fil de cacutchouc.
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{a) On suppose que ’hamiltonien de la chaine soumise 2 la tension ¥ s'écrit
H=-XL=-X) x,

avec x; € [—a, +4].
(b) En déduire la valeur moyenne de I’énergie E et la valeur moyenne de L.

(c) Tracer la fonction L(T). Etudier son comportement dans les cas limites
olt fXa — 0 et fXa — oo. Commenter ces résultats.

(d) Calculer en une ligne la valeur de I'écart quadratique moyen de 0':?1 dans
les deux cas limite.

(e} Quelles critiques peut-on faire & ces modéles ?

Exercice 5.8. Un cristal cubique contient N ions possédant un moment dipo-
laire électrique p. On suppose que ce moment ne peut prendre que 'une des 6
orientations : +i, +j, k. Ce cristal est a la température 7. On néglige I'interaction
dipdle-dipole. Il est soumis a un champ électrique extérieur & dirigé suivant Oz.
L'énergie d’interaction d’un dipéle avec le champ est donnée par € = -Ep (produit
scalaire). On ne considérera pas de terme d’énergie cinétique.

1. Calculer I'énergie et la valeur moyenne {p}. Calculer {p) au premier ordre en
pS/ka.

2. Mémes questions en supposant maintenant que p peut s’orienter conti-
nGment dans I'espace. Pouvez-vous commenter le résultat ?

3. [PD] On tient compte & présent de I’énergie cinétique. Scit ! la longueur du
dipéle et 2m sa masse. Il faut maintenant prendre pour q le doublet {8, ¢}.
Calculer {pg,ps} en s’aidant de appendice, puis la fonction de partition
canonique. En déduire (E). Pouvait-on directement prévoir ce résultat a
'aide de la question 2?
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Gaz

A LA DIFFERENCE du gaz parfait composé de particules ponctuelles sans interaction,
les gaz réels sont constitués d’atomes ou de molécules interagissants. De plus les
constituants peuvent avoir des excitations internes (rotation et vibration des molécules).
Les exercices qui suivent portent sur le traitement des gaz réels 4 partir de celui des gaz
parfaits.

6.1 Gaz de sphéres dures

La premiére fagon de prendre en compte la taille des composants est le gaz de spheres
dures. A 1d son traitement est analytique, c’est objet de 'Ex. 1. Un gaz parfait de
spheéres dures est composé de spheres impénétrables de rayon rg. On peut alternati-
vement le considérer comme un gaz de particules ponctuelles interagissant avec le
potentiel

co 81 |rj—1j[ <rg

0 si [ri—rl>re. (6.1)

V(r,-—rj—) = {
A 3d Cest un modzle trés idéalisé, mais souvent utile comme premiére approximation
P pPp
pour la description d’un gaz réel.

Exercice 6.1, [Calcul a 14.]

1. Calculer la fonction de partition Zgp d’un gaz parfait 3 une dimension,
contenu 4 la température T dans une enceinte de longueur L.

2. [D] Calculer la fonction de partition Z du gaz de sphéres dures correspon-
dant.

On montre 4 'Ex. 2 comment traiter I'interaction entre composants conmme petit
parametre, La difficulté est quon ne peut jamais considérer I'interaction comme une
« petite fonction », méme quand on cherche un développement & partir du gaz parfait,
puisqu’a courte distance elle est infinie (cceur dur). En revanche, la fonction de Mayer
f=fle;-r) = AVn-Ta) qui intervient dans le calcul de la fonction de partition,
est toujours finie et tend vers zéro quand 8 — 0. C’est donc le petit paramétre d’un
développement & haute température.
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Exercice 6.2. [Développement du viriel.]

1. Montrer que la fonction de partition canonique de tout gaz réel peut prendre
la forme

11
zzﬁ/p_Nf]_[(uf,j) drydry - dry.

2}

2. [PD] Calculer I'énergie libre avec les hypotheses suivantes i) En négligeant
les termes qui font intervenir les produits de f; dans le développement de
[T (1 +f£;), ii) en utilisant explicitement la forme du potentiel donnée par
I'Eq. 6.1 etiii} en faisant une approximation de basse densité qu'on précisera.
Donner I'équatien d’état du gaz de spheres dures. On pourra introduire les
quantités correspondantes pour le gaz parfait ponctuel : Fgp (énergie libre)
et pap (pression).

6.2 Gaz parfait complexe

Les molécules, dont on néglige le volume propre, ont maintenant une structure, Qutre
leur mouvement de translation (#), on considérera leur mouvement de vibration
(v) et de rotation (r} (rotateur rigide) de la molécule. On suppose ces mouvements
indépendants, Comme pour le gaz simple Z = z/N! avec

Z = 2422,

Exercice 6.3. {PD] [Calcul des fonction de partition.] Donner successivement les
trois z; classiques et quantiques. Commenter vos résultats.

6.3 Séparation isotopigue

L’uranium naturel est un mélange isotopique d’23*U et &2 U, Cest ce dernier qui
est fissile et donc intéresse industriels et militaires. Les propriétés chimiques étant
identiques, la séparation se fait en utilisant la (faible) différence de masse. Deux
procédés principaux sont utilisés

— l'ultracentrifugation

— leffusion gazeuse
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6.3.1 Ultracentrifugation

Exercice 6.4. [PD}] On considére un gaz parfait classique a Iéquilibre dans un
cylindre de rayon R et de volume V, tournant a grande vitesse angulaire w autour
de son axe. On pourra considérer que la force centrifuge mw?r exercée sur une
molécule située 2 la distance r de 'axe est associée 2 une énergie potentietle 3 mw?r?.

1. Ecrire sa fonction de partition canonique.
2. Calculer 1a probabilité de trouver une particule 4 la distance r de I'axe.
3. Que se passe-t-il pour un mélange de gaz ? Application a I'enrichissement en

B351JF, du mélange (**® UF;,%* UF,). Comment varie le rapport des concen-
trations en fonction de la distance a axe ?

Application numérique : calculer ce rapport pour w = 10000 tours/minute, r = 20
cmet T=300K.

6.3.2 Effusion

Il s’agit de 'écoulement d’un gaz par un orifice étroit. Dans tout le probléme on
considére que I'évolution du systéme est quasi statique, de telle sorte que la notion
de température ait toujours un sens. Dans la premiere partie 'effusion est isotherme,
ce qui implique échange d’énergie avec U'extérieur; dans la seconde, I'effusion est
adiabatique, donc la température peut varier.

Exercice 6.5. Un gaz parfait de N molécules est contenu dans un récipient de
volume V. Un trou de surface 8§ est fait dans la paroi.

1. Si toutes les molécules avaient la méme vitesse v, perpendiculaire 2 la paroi
contenant le trou, quel serzait le nombre de molécules dN sortant pendant le
temps dt ?

Effusion isotherme

Le trou est suffisamment petit pour que, bien que des molécules s’échappent,
on puisse supposer I'existence d’une température T dans le systéme (ce qui
implique, a chaque instant, une distribution de Maxwell des vitesses).

2. On suppose maintenant que la température T est maintenue constante.

{(a) Calculer a nouveau dN, puis N(¢).

(b) Application numérique a 1 litre d’hélium, initialement aux conditions
normales de pression et de température. Pour un trou de surface 65 =
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1 um?, au bout de combien de temps le récipient aura-t-il perdu la
moitié de ses atomes ?

Enrichissement de I'uranium en isotope 2> U

[PD] On consideére un gaz d’hexafluorure d’uranium UFg contenu dans
le récipient de volume V percé d’un trou. Les deux isotopes de 'uranium
naturel sont I’ #*®U et I’ #* U (dans les proportions 99,3% et 0,7%). On
suppose qu'il y a N| molécules de 28U et N; molécules de 2°U.

(a) Calculer la composition isotopique du gaz ayant quitté 'enceinte.

{b) Imaginer un processus plus industriel pour faire cette séparation.

Effusion depuis une enceinte adiabatique

[AD] On fait maintenant 'hypothese que les parois sont adiabatiques. On se
place dans I'hypothése d’un gaz monoatomnique et de faible densité.

(a) Calculer I’énergie perdue par le gaz pendant l'intervalle dt.

(b) Ecrire deux équations différentielles pour N et T, les intégrer. On pourra
poser
65 |k

YV Nom

Pouvez-vous commenter les résultats, en particulier comprenez-vous
pourquoi, & la différence de la détente de Joule d’un gaz parfait, la
température va baisser ? Comparer les valeurs de N(t) a grand temps
avec celles de I'effusion isotherme de la question 2.

6.4 Sublimation

La sublimation est le changement d’état qui correspond a la transformation d’un corps
pur, de sa forme solide en sa forme gazeuse.

6.4.1

Un modéle simple

L’Ex. 6.6 en donne une théorie simple. On se propose de déterminer la relation entre
la température et la pression du gaz en équilibre thermique avec le solide (équation de
la courbe de sublimation P(T}) dont on négligera le volume.
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Exercice 6.6.
1. [Calcul du potentiel chimique du gaz] On considére tout d’abord la phase
gazeuse qu’on assimilera a un gaz parfait classique, composé de N| atomes
indiscernables, de masse m, avec pour hamiltonien :

i

H]_: .
] 2m

=
Le gaz est contenu dans une enceinte de volume fixe V, a parois rigides. Soit
T la température supposée constante de I'enceinte.

(a) Rappeler I'expression de la fonction de partition canonique du gaz.
(b) Ecrire son potentiel chimique u(T, N, 1), olt A est la longueur d’onde

thermique A = /T:ﬁk‘ﬁ s kp est la constante de Boltzmann et & celle de
Planck,

2. [Calcul du potentiel chimique du solide] Le solide cristallin est assimilé &
un ensemble de N, oscillateurs harmoniques, discernables du fait de leur
localisation au voisinage des nceuds du réseau. Lhamiltonien du solide est :

3N

H, = Zz (fi + lmwzq?—e{)],
— 2m 2 !

ol ¢; décrit I'écart de la particule 7 & sa position d’équilibre. U'énergie

constante e > 0 que I'on retranche a chaque oscillateur (2 une dimension)

décrit I'effet des forces attractives maintenant la cohésion du cristal. On

suppose ce solide a la méme température que le gaz.

(a) Ecrire la fonction de partition canonique du solide.

(b) Ecrire son potentiel chimique y.

{c) En égalisant les deux expressions du potentiel chimique, exprimer la
pression d’équilibre comme fonction de 8,4, T, avec 8 = %‘f Pouvez-vous
faire une critique de ce modele ?

64.2 Perturbation d'un équilibre vapeur-solide

Ce probléme traite de I’équilibre solide-vapeur d’un corps B en présence d’un gaz A.
Dans les phases gazeuses on néglige les interactions A—A et B—B, mais pas 'interaction
A-B. La fonction de partition de la vapeur B en est modifide et le calcul de cette
modification permet d’atteindre a I'aide de données expérimentales des propriétés de
Pinteraction A—B.
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Exercice 6.7. On considére ! une enceinte sphérique de rayon macroscopique R,
remplie de N4 molécules d'une méme espéce A, a la température T, qu'on traitera
a Papproximation du gaz parfait classique. Imaginons quon dispose au centre de
I'enceinte une molécule d’une espéce différente B et qu'il existe entre molécule B et
molécules A un potentiel d’interaction ¥(r) fonction de la seule distance r entre
molécules A et molécule centrale B.

1. [PD] Soit Z4 et Zg les fonctions de partition du systeme des Ny molécules

. ] N
respectivement avec et sans la molécule B. Expliciter Z_ﬁ' En conclure que
A

N o .
log Z, —logZﬁ o~ -f/‘i f (e‘ﬁ"(') - 1)4ﬂr2dr, (6.2)
0

ol V désigne le volume de Penceinte.
Indications. Retrancher et ajouter le terme dominant dans Zu, puis utiliser
le fait que

fOR (61'9"“) - 1)4}rr2dr

LR drridr

et que la portée du potentiel intermoléculaire v(r) est petite devant R.

<« 1,

Il parait raisonnable de dire qu'une molécule B placée n'importe o1 dans
Penceinte produirait la méme variation de énergie libre (nous I'avons placée
au centre d’une enceinte sphérique pour la commodité du caleul).

On suppose maintenant ng molécules de gaz présentes dans 'enceinte. A
quelle condition peut-on écrire que la variation de log Z4 due a I'interaction

A —B est donnée par
npN,

v 5 (6.3)

olt B(8) est 'intégrale intervenant dans la formule 6.2,

2. [AD] On s’intéresse maintenant 4 I’équilibre solide-vapeur de la substance B
en présence d une atmospheére gazeuse de molécules A de densité N—"}‘

AlogZs =

(a) En l'absence de A, rappeler pourquoi I'équilibre du solide B avec sa

vapeur implique
(c’ilogZ) _(810gZ) (6.4)
dng solide dnp vapenr ' .

! Cet exercice est di 3 Guy Mayer.
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(b)

Montrer que si la vapeur est peu dense (gaz parfait),ona:

2]

(8]0g2) log &
N S T

oll z; désigne la fonction de partition d’une particule B libre dans le
volume V.

La phase gazeuse est maintenant constituée de molécules de A et de
B en équilibre avec le solide B. La présence des molécules A modifie
la répartition des molécules B entre phases solide et gazeuse, mais on
néglige 'influence de la pression gazeuse du corps A sur les fonctions
thermodynamiques du solide B, ce qui signifie qu’en présence de A on

aura encore
dlog”Z -1 Z
an T
B [solide ”B

ot 1y est le nombre de molécules gazeuses de B en I'absence de A.
Réécrire la condition d’équilibre {6.4) en ajoutant le terme d'interaction
{6.3}. En tirer expression de #g {quand Ny # 0) en fonction de ng, B{B)
et Na/V.

Application numérique :

Evaporation du naphtaléne CigHg 2 21° C.

Valeurs expérimentales

— pas d’autres molécules : Ny =0,
— en présence de méthane CHy, %
A

0
"va =3x10% /cm?
= 1.35x10% /em?, 2 = 2% 10’6 /cm?

N,

— en présence & éthylene Cy Hg, + = 1.35x 102! /(:1‘[13,%ﬂ =1.1%10"7/cm?
Calculer B(8) en cm®/mol pour les interactions Naphtaléne-Méthane et
Naphtalene-Ethyléne.






CHAPITRE 7

Modéle d’lIsing

« Le feu détruit les vertus magnétiques d’un aimant, non parce qu’il lui
enleverait telle partie spécialement attractive, mais parce que la force
consumante de la flamme, en déconstruisant {demolishing) le matériau
affecte la forme de I'ensemble [...] car de méme que du fait de la rigueur
de I'air ambiant 'eau se change en glace, le fer, rougeoyant dans le feu, est
détruit par une chaleur violente, et voit sa nature perturbée et confuse;
ainsi il n’est plus attiré par 'aimant, it perd ce pouvoir d’attraction,
indépendamment de la facon dont il a été acquis, et acquiert une autre
aimantation quand, & nouveau solidifié (born again), il est imprégné par
un aimant ou par la terre, ou quand sa forme est revivifiée, forme qui
n’'était pas morte mais {seulement) dérangée, confuse. »

William Gilbert (1544-1603)
in De Magnete, cité dans La Recherche,
341, (avril 2001).

ETTE REFLEXION de W. Gilbert est prémonitoire de ce qui sera finalement compris
C plus de trois siécles plus tard, notamment par Pierre Curie. Il y a une similitude
profonde entre deux phénomenes apparemment distincts : la glace qui fond au-dela
de 0° C et la magnétisation qui cesse au-deld de la température de Curie. En termes
modernes, on dit que, sous 'effet de la chaleur, on passe d’une phase ordonnée (basse
énergie, faible entropie) a une phase désordonnée {grande énergie, grande entropie).
Létude systématique des transitions de phase est en dehors des limites de ce livre,
nous voulons seulement familiariser le lecteur avec un modéle ultra simplifié, mais qui
contient I'essentiel du processus physique.

7.1 Présentation

Le modele d’Ising (et ses variantes) est certainement le modele le plus utilisé de la
physique statistique. Son hamiltonien, tout en étant trés simple, posséde les propriétés
essentielles de interaction a deux corps de courte portée avec ceeur répulsif. Aussi, bien
que créé pour expliquer le probleme de la magnétisation spontanée, il sera utilisé bien
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au-dela, dans les fluides de Lennard-Jones, les alliages binaires, la gélation, voire en
sciences humaines {avec ou sans précaution). Onsager, en 1944, a réussi le tour de
force mathématique de donner une expression analytique compacte de sa fonction de
partition .

Il s’agit d’'un modele de N spins disposés sur un réseau. Chaque spin o; peut
prendre les valeurs 1. Il y a donc 2V microétats possibles. Uhamiltonien s'écrit

H((oh) =] ) ,cioy-B ) i (7.1)
i) i

Dans I'Eq. 7.1 et par la suite, le symbole Y ; signifie que la somme est étendue aux
seuls couples 1,7 qui sont plus proches voisins. Généralementon prend B> 0.S5i [ > 0le
modele est dit ferromagnétique, si J < 0, antiferromagnétique. On appellera M = } ;7
sa magnétisation. Noter que [ et B ont la dimension d’une énergie.

Exercice 7.1, [Limites 2 basse et haute température.] On considére un modéle
d'Ising sur un réseau carré ou cubique simple, avec J > 0. On appelle g sa coor-
dinence, c’est-a-dire le nombre de plus proches voisins d’un site (sur un réseau
carré, g = 4, sur un réseau cubique simple, g = 6). En négligeant les effets de bord,
calculer les limites T'— 0 et T'— oo de son énergie et de sa magnétisation.

7.1.1 La magnétisation spontanée

Certaines substances présentent une magnétisation spontanée : méme en 'absence de
champ extérieur, elles présentent en-dessous d’une température critique, T,, appelée
température de Curie,une magnétisation non nulle. U'Eq. 7.1 a priori ne peut pas
expliquer cette magnétisation quand B=0. En effet siM =3 ;0, ona

(M) = é {;{Z o i “r‘"f], (7.2)

avec

7= Z (gﬁf&mo'a""i)_

{er}

' En tout cas & 2d et sans champ magnétique, On ne sait toujours pas faire mieux aujourd’hui (en 2008).
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Attention. Il faut bien distinguer deux types de sommes :
— des sommes de nature géométrique : ) ;o; (somme sur les sites) ou
Y,y oy (somme sur les paires de sites voisins)
— une somme sur les configurations : 3,4 (somme portant sur tous les états
o = =1 de spin).
Ainsi };07; contient N termes, 3%, 0507 en contient Ng/2, aux effets de bord pres,
tandis que ¥, en contient 2V,

Comme manifestement —(M} = (—M) et que par ailleurs (-M) = (M) {on change
tous les o; en —oy, ce qui laisse oo invariant) on conclut que (M) = 0. Bien sir
si B # 0, 'argument de syméirie valable pour I'Eq. 7.2 tombe en défaut : le terme
additionnel en 883, o; dans argument de I'exponentielle brise cette invariance et on
comprend que (M} # 0. Mais que se passe-t-il quand B — 0 ? §i ]a fonction définie en
(7.2) {avec le terme additionnel d& au champ magnétique) éfait une fonction continue
de B, on s’attendrait encore a {M) — 0. Mais ce n’est pas le cas 4 T = 0 ou1 la fonction
est singuliere. Cest objet de 'Ex. 7.3.

La magnétisation spontanée n'a pas lieu seulement pour T = 0, mais dans toute
une gamme de températures. Elle s’'explique par le fait que quand N — oo, la fonction
M(B,N)/N cesse d’étre continue au voisinage de B = 0. Ce qu’on devra considérer ce
n'est pas, pour tout N (et T # 0)

y M(B,N) M(0,N)
B N N

Cette quantité est nulle, comme on I'a vu, ce qui implique que

lim Hm M = lim 0=0.
Noo Bl N N-—soa
En revanche il faut considérer
. .. M(B/N)
lim lim ———=.

B—ON—ow N

On montre, ce qui est loin d’étre trivial, que si d > 2, il existe une température critique
en-dessous de laquelle cette limite n’est pas nulle. C'est le phénoméne de transition
de phase. Du point de vue de la physique c’est bien dans cet ordre qu'il faut prendre
les limites : il existe toujours dans la nature un champ magnétique résiduel qui l2ve la
dégénérescence, et dont la contribution a I'énergie est négligeable.
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Remarque : L'exemple le plus simple d’inversion de limite est celui-ci. Soit x € [0,1].

On a clairement

lim limx™ # lim lim xV,

N—oox—1 x=1 N—ca

puisque ! # 0. LEx. 1.7 est une excellente illustration de I'implication en physique de
ce qui pouvait apparaitre comme une « subtilité » pour mathématiciens.

Nous montrerons a la fin de ce chapitre, avec I'approximation du champ moyen,
comment se produit cette transition de phase. Commengons d’abord par des exercices
qui nous familiariseront avec le modele d’Ising.

7.1.2  Calculs de la fonction de partition

Voici I'exercice le plus simple, mais qui apprend déja quelque chose sur la compé-
tition entre température et champ extérieur, le cas J = 0. C'est un modele a spins
indépendants soumis & un champ extérieur B. Son hamiltonien est

H({O’})=Zh(0’,') avec h{(o) =-Bo.

Exercice 7.2. Calculer la fonction de partition canonique, I'énergie et la magnétisa-
tion de ce systéme.
Remarque : On a déja traité le cas microcanonique dans I'Ex. 7.1.

Lexercice qui suit permet de se faire les dents sur le modeéle d’Ising dans le cas le
plus simple.

Exercice 7.3. [Sur un carré 2 X 2.] On considére le modéle d’Ising sur un carré de 4
spins. Son hamiltonien §’écrit
H= —)7 Z O‘,'O"j,

(i)
olt ] > 0 et o; = +1. On rappelle que la somme ¥, porte sur les plus proches
voisins.

1. Combien y-a-t-il de microétats ? Quels sont les niveaux d’énergie accessibles
et quelle est leur dégénerescence ?
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On fixe dans ce qui suit la température du systéme. Donner g priori les limites
a haute et basse température de I'énergie. Calculer la fonction de partition
canonique du systéme, puis son énergie moyenne.

2. Soit M = };o; lamagnétisation du systéme, Quelles sont ses valeurs possibles
et avec quelle probabilité ? Calculer sa valeur moyenne (M). Le résultat est-
il surprenant? Calculer son écart quadratique moyen o = {(M?) — (M)%.
Commenter. Calculer {|A{).

3. Expliquer pourquoi on pouvait sattendre a priori aux résultats de la question
2alalimiteol T > 0et T — oo,

4, Sachant qu’a la limite thermodynamique J/ T, = 0.5log(1 + V2) et que?
1 1/8
MZN(l——4) 3 (73)
sinh® 28]

dessiner schématiquement sur le méme graphe I’Eq. 7.3 et la moyenne de
la valeur absolue de la magnétisation par spin pour N = 4. Pour ce faire on
devra ajouter un champ magnétique extérieur B puis faire B — 0. Expliquer
le role de ce charnp.

7.2 Une dimension

Ici, les résultats sont analytiques. Mais malheureusement la dimension 4 = 1 donne
des résultats non génériques : il n'y a pas de magnétisation spontanée (Cf les Ex. 7.6
et7.7).

7.2.1  Sans champ magnétique

Exercice 7.4. [PD] [Fonction de partition.] On considere le modele non périodique
composé de N spins et sans champ magnétique.

1. Ecrire sa fonction de partition Z{N'), puis en faisant explicitement la somme
sur Jes denx valeurs possibles de ;, montrer qu’on a la relation de récurrence

Z(N) =2Z(N-1) coshg].

? Formule diie 4 Lars Onsager en 1944,
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2. En déduire que
Z(NY =2 cosh™ ' .

Une fagon d’évaluer l'influence d™un spin i sur un spin i +j est de calculer (ojoiy).
En effet §’ils sont alignés, en moyenne cette quantité vaut 1. Elle vaut 0 si les spins sont
indépendants puisque {0701} = {040 = 0. Calculons maintenant cette quantité.

Exercice 7.5. [AD] [Fonction de corrélation.] On cherche 4 calculer la fonction de
corrélation (o). Pour ce faire on généralise 'hamiltonien du modéle

N-1
H=—Zfi0'f0'f+1-
i=1

1. Montrer que

(i1 = 110z
TiTir1} = BZ 8];
puis plus généralement que
11 vz

(TiTi) = B}-E 0Ji0fi1 -+ Oisj1 L=! .

2. En s’inspirant du calcul de I'Ex. 4 pour le calcul de la fonction de partition,

démontrer que
{(oiojsjy = (tanh 8] Y.

3. Soit r = ja la distance de deux sites {7, i +j) {a est la longueur de maiile du
réseau), montrer que la fonction de corrélation peut se mettre sous la forme
canonique )

(OiTij) =€ €.
Exprimer la longueur de corrélation £ en fonction de a et 8]. Peut-elle

diverger?

Exercice 7.6. On considére le modele d’Ising 2 une dimension d’hamiltonien
N-1
H= —IZ TiTit1>
=1

avec J > O et o = £1. On a vu 4 Ex. 7.4 que la fonction de partition canonique
s’écrivait
Z=2(2coshgnN"1, (7.4)
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Quelle est I'énergie moyenne du systéme a température T fixée ?

On considére dans cette question I'état fondamental (T = 0) ol tous les
spins valent +1 (il y en a un antre ol tous les spins valent —1). Quelle est son
énergie Ey ? Montrer que I’énergie E, des états excités dépend seulement du
nombre r de frontieres des domaines de spins —1. Ecrire E, comme fonction
de r,N,J. Calculer le nombre de microétats correspondant 4 une énergie
donnée (fonction de partition microcanonique ou dégénérescence).

Retrouver la formule (7.4).

[PD] On suppose r (et donc N) assez grand pour quon puisse appliquer
la formule de Stirling, calculer la température microcanonique du systéme.
Expliquer comment on retrouve alors le résultat de la question 1.

[AD] A T = 0 se créent quelques frontieres (résultant de fluctuations); on
posera r = (N —1)x avec x <« I, mais Nx > 1. Calculer le gain en énergie et
la perte en entropie a partir du fondamental. Que peut-on en déduire sur la
magnétisation spontanée d'un réseau d’Ising & une dimension ?

Remarque : On a pu ici faire le calcul de la fonction de partition dans I'ensemble
microcanonique, puis ensuite obtenir simplement la fonction de partition canonique.
Ce cas est plutdt exceptionnel.

7.2.2  Avec champ magnétique

Exercice 7.7. [D] [Fonction de partition.] On suppose maintenant qu’existe un
champ magnétique extérieur B # 0. La méthode employée, dite des matrices de
transfert, est assez générale. On place les sites sur un cercle, ce qui implique que
on+ =0 (périodisation du réseau). La fonction de partition peut alors prendre
la forme plus symétrique

7= Z LEL Frioint }Bo o)
{r}

Ce qui peut encore s'écrire

Z= Z T0'|0'2 Tﬂ'z('-"j T TO"NO'l ’
(o}

T, = P77 3BBETin),
it
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On peut représenter les 4 valeurs possibles de T, par la matrice

SUB) A
Bl BU-B)

appelée matrice de transfert.

1. Vérifier que

Z Torlnn Trr;of; T To—N(r] = Z (TN)EII{J_[ = TI'(T)N .

{e} Ty

En conclure que

Z=a" 4N,

ot les 1. sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de
T,

2. En déduire que

F
lim N =-k,Tlog (ew coshfSB+ \/TA—’),

N—oo
ol1 F est I'énergie libre et A’ = & ginh? 8B+ ¢/, et enfin que

= lim M: sinh3B

Noe N \/sinh?BB+ ¢=48/

3. En déduire qu’il '’y a pas de magnétisation spontanée 2 1d.

7.3 Deux dimensions

Méme si les calculs exacts sont impossibles {ou trés difficiles) pour d > 1, il est
souvent possible d’obtenir des développements simples dans les cas de haute et basse
température,



7.3 DEUX DIMENSIONS 59

7.3.1 Développement a haute température

Exercice 7.8. On considére le modele d’Ising sur un réseau de N spins dont
I’hamiltonien s’écrit
H= —] ZU‘,‘O‘;‘,
(i}
ol ] > O et les spins o; = +1.

1. Ecrire sa fonction de partition canonique Z{5). Que vaut-elle 2 la limite
T — oo ? Montrer que ce résultat était évident a priori.

2. Sur ce réseau, & quelles conditions peut-on dire que le nombre de paires de
sites « plus proches voisins » est B = Ng/2, o1 q est la coordinence du réseau ?
On prendra dans la suite un réseau plan carré ot1 g = 4.

3. [PD] Montrer qu'on a I'identité
179 = cosh By (1 + VO i0}),

avec v = tanh B8]. En déduire un développement de Z(8) en puissance de v.

4. [D] Montrer que les termes en v et v? sont nuls. Pour ce faire on pourra
montrer plus généralement que

. n; . .
ZJI’.” o-jJ o = 2N sitous les my sont pairs
tol

= 0 dans le cas contraire.

5. Calculer énergie libre jusqu’au terme en v* (on remplacera le cosh® 87 par
son expression en fonction de v).

7.3.2 Développemenit a basse température

Exercice 7.9. On considére le modele d’Ising sur un réseau carré de N spins, de
coordinence g = 4. Son hamiltonien s’écrit :

H= ~}Zo-,'0'}-,

Gp

ouj>0eto;==l1,
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1. Calculer Ey, énergie du fondamental. Montrer que sa dégénérescence g(Eg)
vaut 2.

2. Calculer AE| = E| — Ep, énergie du premier état excité par rapport au fonda-
mental. Calculer sa dégénérescence g(E }.

3. [PD] Calculer AE5, énergie du second état excité par rapport au fondamental,
Calculer sa dégénérescence g(E,). Attention : AE; # 2AE; !

4, [PD] Ecrire la fonction de partition comme fonction des quantités 3, Eg,
AE, et g(Ep), m=0,1,2.+ supposées connues.

5. Montrer pourquoi c’est un développement a basse température. Calculer les
premiers termes de I'énergie moyenne.

6. [AD] Calculer explicitement AE,, et g(E,,) pour m =3,

7.3.3  Un modéle antiferromagnétique

Lhamiltonien prend la forme

N
H 2120',-0'}'—320',',
=1

) i=

ot J,B > 0. On voit que, sur un réseau carré par exemple, pour B = T = 0, le
fondamental est obtenu avec tous les spins alternés et donc M = 0. Et pourtant le
systéme est ordonné. On distingue alors deux sous-réseaux imbriqués {1) et (2} otz
tous les spins sont paralléles. Le « bon » parametre d’ordre est M, = M — M («stag»
pour « staggered » : alterné),

Remarque importante : Ici la géométrie du réseau joue un réle clé. Sur un réseau
triangulaire par exemple, il y a frustration c’est-a-dire qu'il est impossible d’alterner
tous les spins plus proches voisins. Comme il existe un grand nombre de fagons de
disposer ces frustrations sans changer I'énergie totale, Je fondamental est trés dégénéré;
on comprend également qu'a basse énergie coexiste une multitude d’états métastables
qui sont autant de piéges ralentissant la thermalisation du systéme. Si de plus il y a du
désordre dans l'interaction J, on a affaire 4 la physique des verres de spin, physique qui
connait un développement important aujourd’hui, mais qui sort du cadre de ce livre.
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Exercice 7.10. [PD]

1. Donner le développement au premier ordre & basse température de I'énergie
et de la magnétisation du modele d’Ising antiferromagnétique. On distin-
guera les cas B < Jg et B > Jq. On prendra un réseau carré ou cubique simple.

2. Pour simplifier on fera B =0, calculer les deux termes suivants du développe-
ment de I'énergie a basse température.

7.4 Un modéle bi-couche

Figure 7.1. Modele de bi-couche magnétique.

Le modele théorique que nous allons décrire peut étre utilisé dans la conception
de mémoires d’ordinateurs. Deux réseaux carrés d’Ising identiques 1 et 2, situés sur
deux plans paralléles sont soumis au méme champ magnétique extérieur B, Soit J
Pinteraction entre spins du méme réseau. On ajoute une interaction K répulsive entre
spins correspondants des deux plans. Lhamiltonien s’écrit donc

N N
H=-] Z(cr}a} +0'fr3'}-2) +KZ o'ilof _BZ(U} +‘T:'2)’
{iofd i=1 i=1

ol /,K,B > 0.1l ya N spins par couche (donc 2N spins en tout),

Bien quextrémement simple, ce modele se révéle d’une richesse étonnante : 'étude
de ses transitions de phases est objet de recherches actuelles. Ici, nous nous limiterons
au cas J = 0, qui est déja riche, Le cas J # 0 sera seulement évoqué. Nous effectuerons
ensuite (Ex. 7.18) un calcul en champ moyen qui révélera la parenté de ce modele avec
le modgle d’Ising antiferromagnétique.
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Exercice 7.11. [Développement & basse température]

L

2,

{PD] Cas J = 0. Sans calcul, pouvez-vous décrire qualitativement la distri-
bution des spins ? Calculer la fonctien de partition exacte Z et donner une
réponse plus quantitative sur I'état du systeme. Donner un développement a
basse température de I'énergie libre.

[D] Quel est effet qualitatif du branchement de I'interaction j?

Indication. Distinguer les cas suivant le signe de B—K.

7.5 Approximation du champ moyen

Dans cette approximation, on remplace la somme des interactions entre particules
par un champ moyen qui agit sur les particules alors mdépendantes. Ici, la dimension
de Pespace n'intervient pas, seule la coordinence, c’est-a-dire le nombre de particules
en interaction, compte. Uapproximation du champ moyen sera d’autant meilleure
que la coordinence sera grande. Comme cette derniére augmente en général avec la
dimension d de I’espace, on comprend pourquoi les calculs en champ moyen seront
d’autant meilleurs que d est grand. Etant donné son importance pour la physique et
son intérét pédagogique, nous allons présenter plusieurs dérivations du champ moyen.

Exercice 7.12. [AD] [Champ Moyen I1.] C’est le terme d’interaction & deux corps
Z<ij> 07 qui empéche de factoriser la fonction de partition : 'hamiltonien n’est
pas somme d’hamiltoniens indépendants. Pour obtenir un hamiltonien approché
qui le soit, on part de I'identité

oi0j = (oi-m)aj~m) + m(o; + ;) - m?,

valable quel que soit m et on choisit m = (o), quantité bien sir inconnue mais
gqu'on calculera par la suite.

L.
2.

A quelle condition peut-on négliger Zeiploi-m)(ogj—m)?

Montrer qu'alors '’hamiltonien H peut s’écrire comme une somme d’hamil-
toniens h(m,o;} indépendants.

En minimisant 'énergie libre par rapport a m, calculer la fonction de parti-
tion approchée, et en déduire I'équation implicite qui détermine .
Résoudre graphiquement cette équation. Examiner soignensement le cas
B=0.

Ecrire un programme calculant numériquement la fonction m(T). On pourra
prendre J=1,g=6et B=107°,
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Exercice 7.13. [AD] [Champ Moyen II.] La dérivation précédente, intuitive, ne
donne pas de borne inférieure a 'erreur commise sur I'énergie libre. La dérivation
qui suit est de ce point de vue plus précise. On écrit H = Hy +{H —Hy), ot Hy est
un hamiltonien de particules indépendantes que I'on détermine par une procédure
variationnelle de minimisation de I’énergie libre du systéme. On établit d’abord
un lemme mathématique, puis on dérive le « meilleur » champ moyen au sens que
I'on vient de définir.

1. Montrer a {’aide d’un dessin que si une fonction g{x) est convexe {c’est-a-dire

toujours située au-dessous de ses sécantes), alors

{g(x)) = g({x)).

En déduire _
(ey> e, (7.5)

2. On pose Hy = H-Hy et 'on écrit H = Hy + H;. Soit Zj et Z les fonctions de

partition correspondantes. Montrer que

Zﬁ _ (e Py, > A,
0

Il faut comprendre {X})g, comme la valeur moyenne de I'observable X avec
I’hamiltonien Hy. En déduire

F$P0+(H1>O.

3. On choisit Hy = -4}, ;. Montrer que la recherche du A qui rend mini-
mum la quantité F(2) = Fy + {H} o permet de retrouver les résultats de 'Ex.
12.

La méthode qui suit est probablement la plus élégante. Elle demande un peu de
réflexion sur ce qu’est une moyenne.

Exercice 7.14. [AD| [Champ Moyen IIL.] On considére le modeéle d'Ising habituel
d’hamiltonien
H(io)) =] ) oioj-B Za,-.
{Lp i
1. Montrer que s7 tous les spins sont fixés sauf le iéme, alors la valeur moyenne de
7 (qui ne peut prendre que les valeurs +1) est donnée par

ﬁ'j:tanh[ﬁIZO}(,‘)+B],

i)
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ol j(} représente les g indices plus proches voisins de i. (g est la coordinence
du réseau).

2. En prenant la moyenne statistique sur tfoutes les configurations de spins et
en assimilant la valeur moyenne d’une fonction i la fonction de sa valeur
moyenne, déduire I'équation classique d’auto-cohérence de la théorie du

champ moyen
{cy =tanhB({T)g] + B).

Nous allons enfin montrer dans I'exercice suivant > quwon retrouve 'énergie libre
du champ moyen dans un modele d’Ising & coordinence infinie {ol tous les spins
« sentent » tous les spins). Uhamiltonien * s’écrit

J J
H=-s ;crfaj:—-j—N-[(Zaf)z—N],

oi1 on aura utilisé le fait que 2 =1,

Cette méthode est un peu plus longue. Elle a 'intérét d’utiliser des procédés de
calcul trés courants en physique théorique.

Exercice 7.15. [AD] [Champ Moyen 1V.]

1. Démontrer U'identité mathématique

3 1 1.2
¢ = | dye V2,
\!erf

2, En utilisant cette identité, écrire la fonction de partition Z. En interchangeant
la somme sur les spins et I'intégration sur y, effectuer cette somme.

3. Appliquer la méthode du col a I'intégrale qui donne Z.

Exercice 7.16. [AD] [Chaleur spécifique.]

1. Dans approximation du champ moyen, exprimer la chaleur spécifique par
spin, ¢, en fonction de 2, magnétisation moyenne par spin.
2. Montrer que pour une température T légérement inférieure A la température

Cl‘itiqlle lc, on a
m- =31
1c .

3. Examiner la limite de ¢ quand T — T, Donner l'allure de ¢(T}

* Tivé de The theory of critical phenomena, ]. ]. Binney et al., Oxford science publications (1992).
* On a divisé 'interaction par N pour que I'énergie reste finie a la limite thermodynamique.
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Exercice 7.17. [D] [Antiferromagnétisme.] Faire, a I'image de ce qui a été fait
pour le modéle ferromagnétique, une théorie de champ moyen pour le modele
antiferromagnétique sur un réseau cubique simple. La magnétisation n’est plus ici
le bon paramétre d’ordre : a température nulle, le systeme est ordonné, tous les
spins sont alternés et la magnétisation est nulle. I faut distinguer deux sous-réseaux
1 et 2 imbriqués et le bon paramétre de contréle devient mg,, = 1y —m;.

Tracer dans le plan {B, T} le lieu des points olt ity = 0 (ligne critique).

Exercice 7.18. [AD] [Bi-couche.] Traiter le probléeme 7.11 a I'approximation du
champ moyen.

7.6 Exemples d'application

7.6.1 (Gaz surréseau

Le calcul de la fonction de partition de configuration d'un fluide peut étre approché
de bien des manigres. Nous allens expliquer, en nous appuyant sur le modéle d'Ising,
la méthode du gaz sur réseau (lattice-gas).

On place les molécules du fluide aux nceuds d’un réseau, et on suppose : i) qu'un
site ne peut avoir qu'une ou zéro molécule, ce qui simule le cceur dur de I'interaction,
ii) que l'interaction attractive, —¢, ne s’exerce quentre plus proches voisins {ce qui
simule la courte portée de I'interaction). Lhamilionien s’écrit

HLG:—EZ ninj, (7.6)

<o

oil le nombre d’occupation du iéme site #; vaut 0 ou 1, suivant que le site est vide ou
occupé. On ne peut pas passer simplement au modele d’Ising par la transformation :

"= %(1 +oi} (7.7)

parce qu'on doit avoir un nombre de particules A = Zf-\f #; constant, ce qui reviendrait,
suivant I'Eq. 7.7, & fixer la magnétisation totale.

C.N. Yang and T.D. Lee, Phys. Rev. 87 (1952) 404, Cc papier de Yang et Lee est un papier célébre de la
physique mathématique. Il montre pour la premidre fois qu'en effectuant correctement les passages i la
limite dans des séries infinies on peut obtenir les transitions de phase liquide-gaz ou liquide-solide avec
les seudes hypothéses de la mécanique statistique. Pour avoir pris quelques libertés avec ces passages i la
limite, de grands physiciens, comme les Mayer, avaient échoué.
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Exercice 7.19. {Gaz sur réseau] Montrer qu'on peut mettre en bijection la fonction
de partition grand canonique du gaz sur réseau avec la fonction de partition
canonique du modele d’Tsing avec champ magnétique.

Remarque sur la transition de phase liquide-gaz : On a vu que, dans le modele d'Ising,
le seul point délicat était pour T < T, et B=0. A quoi correspond ici la magnétisation
spontanée ? Faisons donc ¥+% =0et T < T,. Avec le dictionnaire établi dans le corrigé,
la traduction donne

€
a= qz
et deux densités au choix

1—my(T)
Hy= ————=

& 2
1+ mo(T)
m=——

2

ol mp(T) représente la partie droite de la fonction m dessinée Fig. 7.2. On remarque
que n;+n, = 1. Il est naturel d’associer la phase de haute densité a la phase liquide (la
phase « spin up ») et la phase de faible densité & la phase gazeuse. Donc quand T < T,
si la densité n est comprise entre #, et n;, le systéme se sépare spontanément en deux
sous-systéemes homogénes de densité r; et n,.

Exercice 7.20. [AD] [Champ moyen] Calculer, a I'approximation du champ moyen,
PPéquation d’état du gaz sur réseau.

Remarque sur la comparaison des résultats du gaz sur résean en champ moyen et
I'équation de Van der Waals: L'exercice 7.20 montre qu’en coordonnées universelles
(P=p/p, V=V/V, et T=T[T), ]’équation d’état prend la forme
1
P=¢[Tlo 1— —=)+ = 7.8

(Flog(1- =)+ =] (7.8)
avec ¢ = 2/(1-2log2) pourg=6.1la sufﬁt de porter k, T, = gef4, n. = 1/2 dans
I'équation 7.28. Pour un gaz de Van der Waals, on sait que

8T 3

b = ——— 7.9
L (7.9)

Les deux courbes sont trés voisines (voir Fig. 7.2).
Numériquement, a faible densité, on peut voir que P;gV ~ 2.59T alors que

PyawV = 2.67T. Cest un petit miracle (dt a ce que —¢/2 = 8/3) qui n’a rien & voir avec
la limite du gaz parfait : le changement d’échelle n'a en effet aucun sens dans ce cas.
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i —-= T
'\ ——- TT.=1.25
R [ — TT=0E75

PR,
e
i

1} -

|
.
' — -

1] o 2 3
v,

k/__ﬁﬁ B

AP,

——- TTa125
'y —-— TT.=
! e —— TT=0875

Figure 7.2. Equation d’état en coordonnées universelles : 3 droite, dans
'approximation de Van der Waals (et construction de Maxwell}, 4 gauche

avec le gaz sur réseau,

7.6.2 «Le probléme des philosophes »

&7

Dans cette exemple proposé par Edsger Dijkstra (informaticien hollandais, prix Turing
en 1972} pour modéliser un probléme informatique de gestion de ressources partagées,
n philosophes chinois sont placés autour d’une table. Chaque philosophe peut décider
de manger (état 1) ou bien de penser (état 0). Mais il ne peut manger que s’il peut
prendre les baguettes disposées & sa droite et a sa gauche. Comine les philosophes sont
pauvres, chaque baguette est partagée entre philosophes voisins ; ainsi le philosophe
assis en position i partage sa baguette de gauche avec le philosophe en position i—1 et
sa baguette de droite avec le philosophe en position i+ 1. La table étant circulaire, les
positions sont numérotées modulo n. Un état du diner des philosophes peut donc étre
représenté par un ensemble de {p,,...,p, ) oit chaque p; prend une valeur dans {0, 1}, et
tel que pour tout 4, si p; = 1 (le i¢me philosophe mange) alors p; 1 = piy1 = 0 {ses voisins
jetinent). On réalise un programme qui simule le comportement des philosophes et
qui peut afficher a tout moment I’état du systeme, La question est la suivante : combien

d’états différents posséde le systéme ?

Exercice 7.21. [AD] Le probléme informatique peut se ramener & I'énoncé suivant :
on considére # sites sur un cercle avec deux états possibles (par ex. £1) chacun. Le
nombre total d’états est donc 2”. On veut calculer le nombre total d’états Z,, quand
on exclut toutes les configurations contenant deux états +1 voisins,

1. Calculer Z, pour n=2,3,4 et 5.

2. Une solution générale possible est la suivante, On considére le modéle d’Ising
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a 1d avec champ magnétique

n H
H-= —]ZO‘,‘O‘,‘H —BZO‘,‘.
i=1 =1

On le prendra cyclique, c’est-a-dire que 041 =01, On a vu dans I'Ex. 7 que
sa fonction de partition canonique s’écrivait

Qu(B) =2+ A%,
avec
Ao = coshBB & VA et A= sinh® 8B +¢ 7.

(a) L'énergie du syst2me peut &tre considérée comme somme des énergies
des paires de spins voisins :

ft
1
H:ZE,-, avec Ei:—fo'i0'£+l—53(0'i+0'£+l)-
i=1

On pose désormais J = -1 et B = -2. Quels sont les états d’énergie
possibles de ces paires ? Quels sont donc les microétats qui assurent la
plus basse énergie du systeme ? Calculer Ey, I'énergie de ce fondamental.

(b) Dans le développement a basse température de la fonction de partition
canonique

Qu(B) = g(Eo)e P + g(Ey ) PEt + ...

que représente les g(E;) ?
En se limitant a Pordre le plus haut en 8, montrer que

Zy= lim e Qu(B).
{c) Effectuer ce calcul. Vérifier que les Z, sont entiers. Ecrire explicitement
21,2y Zs.
3. Recherche d’une solution plus directe.

{(a) Vérifier que le Z, calculé précédemment est solution de I'équation
Zn=Zly1+Zy 2.

On reconnait la suite de Fibonaccl.
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(b) On cherche un raisonnement direct par récurrence. Pour ce faire on
appelle Z,(1) (resp. Z,,(—1}) le nombre de microétats avec la contrainte
que o, = 1 (&, =—1). Manifestement

Zy=Zy(1)+ Z,(-1).

Evaluer Z,(~1) en fonction de Z,. et de Z,_,(1), puis Z,(1). Conclure.






CHAPITRE 8

Mouvement brownien et ADN

E MOUVEMENT BROWNIEN a été découvert en 1827 par le botaniste anglais Robert
Brown pour des grains de pollen en suspension dans 'eau. Il fit 'objet d’études
qualitatives au cours du x1x* siécle, notamment par Louis-Georges Gouy en France,
qui décrivit correctement I'influence de la température, de la viscosité du fluide, de
la taille des particules observées etc. Mais ce n'est qu'en 1905 qu'une théorie en fut
donnée, simultanément et indépendamment, par Albert Einstein et William Suther-
land. Pour Einstein, ’enjeu est 'existence des atomes et des molécules. En effet, en
observant le mouvement de particules de taille micronique, on se situe a I'interface du
monde microscopique et du monde macroscopique : les particules browniennes sont
suffisamment grosses pour étre observées au microscope, et suffisamment petites pour
étre sensibles aux fluctuations des chocs des molécnles sous-jacentes, inobservables di-
rectement. La mesure de la diffusion des particules doit permettre d’obtenir le nombre
d’Avogadro, et contribuer ainsi a fonder la théorie atomiste de la matiére. Peu apres,
Paul Langevin introduit la notion de force aléatoire et jette les bases de ce qui deviendra
le calcul stochastique. Marian Smoluchovski introduit la notion de marche aléatoire,
ou marche au hasard : le contexte physique dans lequel le mouvement brownien se
déroule est remplacé par un simple processus itératif aléatoire, sans mémoire, dans
lequel chaque pas est indépendant du pas précédent . Aujourd’hui, le mouvement
brownien et ses variantes se retrouvent dans beaucoup de domaines de la connaissance :
physique, chimie, biologie, mathématiques, économie.

Les premiers exercices de ce chapitre explorent le lien entre marche aléatoire,
processus discret, et diffusion, phénomeéne continu. Le dernier probléeme est une
adaptation d’un travail de recherche récent en biologie ol le mouvement brownien est
utilisé comme instrument de mesure.

Le mot aléa vient du latin alea qui veut dive « jen de dés », puls, par extension, hasard (qui vient de I'arabe
az-zahr qui signifie aussi « dés »). Stochastique est un mot plus savant venu du grec oroyev Tikog qui,
curieusement, ne signifie pas le hasard, mais plutdt « qui tend vers un but », puis « habile & conjecturer ».
I est amusant de voir que le mot oroywo g signifie « le devin » ; quel rapport avec le hasard ?
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8.1 Marche aléatoire

Beaucoup de suites sont définies par des processus itératifs : on se donne xg, puis une
loi x,41 = f(x,). Intéressons-nous au cas out { dépend non seulement de la variable
x, mais aussi d'une variable aléatoire, par exemple du résultat d’un tirage a pile ou
face. On comprend que tout ce quon peut espérer prévoir dans ce cas sont des valeurs
moyennes : moyennes prises sur un grand nembre d’expériences et/ou moyennes
temporelles pour des grands temps (# — o0}, C'est 'exemple de la marche aléatoire
(encore appelée marche de l'ivrogne — quand elle a lieu sur les noeuds d’un résean — on
de Ja fourmi saoule on mouvement brownien). Imaginons un ivrogne qui se déplace
sur une route. Il fait un pas en avant ou en arriére avec, a chaque fois, la méme
probabilité p = 1/2. §'il est complétement ivre, les directions de chacun de ses pas sont
indépendantes. Supposons qu'il fasse des pas de méme longueur (1 m, par exemple)
que nous prendrons comme unité de longueur. Seit x,, son abscisse au bout de # pas.
Clairement :

Xypl] =Xy T Epy
ol €, vaut 1 ou -1 suivant le résultat d'un tirage a pile ou face.

Exercice 8.1. [PD] Calculer la limite de la valeur moyenne {x,) quand n — co,
Calculer ensuite la valeur moyenne de x2. En déduire que 'ivrogne, en moyenne,
s’¢loignera infiniment de son point de départ.

Pouvez-vous généraliser & deux et trois dimensions ?

Indication. Considérer la valeur moyenne de x2.

Exercice 8.2. [PD]

1. Appliquer le théoréme de la limite centrale A la variable aléatoire

N
xn = xU + Z Gj.
=1

Retrouver les résultats précédents ainsi que la loi de distribution asympto-
tique de x,,.

2. Mémes questions si on suppose que la probabilité de tirer I et —1 est respecti-
vement p et q.
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8.1.1 Passage 3 la limite continue

On pose t = n7 et on suppose que la longueur du pas €lémentaire n’est plus 1, mais 4;
h est le pas en distance et 7 le pas en temps. On les fait tendre tous les deux vers 0. On

posera 5
—q)h h
€= —(p 9 et D= —
T 2T
Exercice 8.3. Montrer que, pour passer a la limite continue, il faut supposer que k

et T tendent vers 0, mais de telle sorte que D reste fini et que p—gq ~ h.

On peut maintenant dériver autrement la loi de probabilité continue précédente,
Berivons que 'événement « la particule se trouve en x a I'instant ¢ + 1 » résulte de deux
événements disjoints : « elle se trouvait en x—h ou en x+h a l'instant £ ». On a, avec
des nofations évidentes

Plx,t+7) =pP{x—h,t) + qP(x + h,1). (8.1)

Exercice 8.4. [PD)

1. Montrer que si on se limite aux termes en 7 et #%, 'Eq, 8.1 peut se ramener 2
I’équation différentielle aux dérivées partielles
ap _ op 9P

= +D@. (8.2)

2. En prenant la transformée de Fourier par rapport a x, intégrer cette équation,

8.2 Micromécanique de TADN

Ce probléme a été proposé par Marc Mézard aux étudiants de I'Ecole Polytechnique 2.
Il est a la limite d’un compte rendu de travail de recherche sur un sujet tout 2 fait
d’actualité. Nous I'avons trés légerement remanié.

Il s’agit de déterminer la caractéristique force-élongation d’un brin ’ADN au-del
du régime linéaire. On fixe une des extrémités & un support, et on attache a l'autre
extrémité une petite bille magnétique qui va jouer le réle de particule brownienne :
suffisamment grande pour étre observable, suffisamment petite pour étre sensible aux
fluctuations thermiques. En I'absence de champ magnétique, cette bille est soumise au

* Probleme de Physique Statistique Voie C, 28 juin 2000.
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X

Ficure 8.1. Géométrie du biatonnet et de la force appliquée, et choix du
référentiel,

mouvement brownien naturel isotrope lié a la température du milieu. Lorsqu’on
applique un champ magnétique, la bille magnétique s’oriente dans le champ et
exerce une force sur le brin. Uamplitude du mouvement brownien de la bille s’en
trouve modifiée, et sa mesure permet de remonter, via différentes modélisations, a
la caractéristique force-élongation cherchée. Lexercice 8.5 explore des modélisations
de plus en plus détaillées du brin I’ADN. La difficulié va donc croissant au cours des
questions, depuis [PD] jusqu’a [TD].

Exercice 8.5. Le probléme comporte 5 parties. 1l est conseillé de les traiter dans
Pordre. La partie I est nécessaire pour I'ensemble du probléeme. Les parties I1, I1I,
et IV sont pour I'essentiel indépendantes les unes des autres. La partie V utilise les
résultats de la partie IV,

Toutes les mesures expérimentales ont été faites a la température ambiante
de 293K. On rappelle quelques unités utilisées ici : 1 e = 10°m, 1 pN = 107N,
La constante de Boltzmann vaut k = 1,38 X 10-2J/K. La fonction coth{u) possede
les développements asymptotiques suivants : coth{u) ~ 1/u + u/3 pour u — 0, et
coth{u) ~ 1 +2¢7** pour u — oo,

L. Généralités et ordres de grandeur

On s’intéresse ici aux propriétés physiques de chaines d’ADN double brin en
solution.

A cause de sa structure en double hélice, la molécule I’ADN est assez rigide :
sur des échelles de distance inférieures a quelques dizaines de nanomatres, elle se
comporte comme un bitonnet rigide. On considére tout d’abord un seul batonnet
de longueur b dont une extrémité est fixée a 'origine O, tandis que I'autre extrémité,
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X

FrGure 8.2. Géométrie de U'expérience : a force extérieure appliquée a la bille
de verre est la force verticale F, la force exercée par la molécule est la force
radiale F,.

appelée M, est soumise a une force F dirigée suivant I'axe Oz (voir Fig. 8.1). Le
point M se déplace donc sur une sphére de rayon b, on repére sa position par les
angles 8 et ¢ en coordonnées sphériques. L'énergie de ce systéme s’écrit :

E=_E7=_Fbcos§. (8.3)

Ce batonnet est a I'équilibre thermique, a la température T, et on néglige dans tout
ce probléme les effets quantiques.

1. Lorsque la force F est nulle, montrer que la densité de probabilité pour que
les coordonnées de M soient & et ¢ est :

Py(0,¢) = isim?. (8.4)
dr
2. Exprimer en fonction de b et T 'ordre de grandeur de la force caractéristique
nécessaire pour crienter le batonnet malgré I'agitation thermique. Pour un
systéme a température ambiante, calculer 'ordre de grandeur correspondant
lorsque le batonnet est
— un fragment d’ADN de longueur & =50 nm
— une épingle de longneur b= 3 cm.

3. En présence de la force F non nulle, montrer que la densité de probabilité
pour que les coordonnées de M soient & et ¢ devient :

Pr(6,¢) = %sinﬁemmsg . (8.5)
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Que vaut la constante de normalisation Z ? Montrer qu’elle ne differe de la
fonction de partition canonique que par un facteur multiplicatif indépendant
de la force, et qu'on ne cherchera pas 4 calculer. C’est ce qu'on appelle la
fonction de partition de configuration, qu'on nommera tout simplement
fonction de partition dans la suite.

4, Comment peut on déduire la valeur moyenne < cosf > de la dépendance de
Z dans la force F? Calculer l'altitude moyenne < z >= b < cosf > du point
M. Donner I’allure qualitative des courbes < z > en fonction de F pour deux
températures T) < T5.

I1. Mesures de forces : meuvement brownien

[PD] On s’intéresse maintenant 4 une chaine de plusieurs ym de long, qui
n’est plus un batonnet rigide, mais se comporte maintenant comme un objet
élastique, dont on va chercher & mesurer élasticité. Pour ce faire, on ancre la
chaine ’ADN d’un cété a une plaque de verre, sur un point origine O, 'autre cté
étant attaché a une petite bille magnétique sur laquelle on peut tirer a 'aide d’un
gradient de champ magnétique. Celui-ci crée sur la bille une force verticale F = F2
(Fig. 8.2), que nous supposerons constante dans le domaine ot se déplace la bille.
Le probleme est alors de mesurer cette force, ce que I'on peut effectuer en pratique
en étudiant le mouvement Brownien de la bille, comme nous allons le voir ici.

La molécule ’ADN crée une force de rappel radiale F.{(d) qui dépend de son
élongation d de maniére en général non linéaire. La courbe F,(d), dite caractéris-
tique force-élongation, est la quantité que P'on cherche & mesurer. On repére la
position de la bille par ses coordonnées 7= (x,¥,z}, comme indiqué Fig. 8.2. La
position d’équilibre se situe au point 7, = (0,0,€) o1 £ est tel que F = F,(£).

1. On s'intéresse & des déplacements de la bille de faible amplitude au voisinage
de cette position d’équilibre. Lorsque la bille est en 7 = (x,y,{ + k), quelle est
Pexpression de la force totale By S’exercant sur elle, au premier ordre dans
chacun des rapports x/€,y/£,2/£, a laide de la fonction F,{d) ¢

2. Montrer que E.p; dérive dun potentiel U (B = -V U}, olt U est un potentiel
harmonique anisotrope :

U:%knh%%kﬂx%ﬁ. (8.6)

Que valent les constantes €élastiques &y et k; ¢

3. Ce systeme étant a 'équilibre a la température T, quelle est la densité de
probabilité des fluctuations de position 7—7,; = (x,y, /) autour de la position
d’équilibre?
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Figure 8.3, Enregistrements de la position de la bille dans 'expérience (en
horizontal : coordonnées x, dont I'échelle se lit en haut de la figure; en
vertical : coordonnée z, dont I’échelle se lit 4 droite de la figure), pour cing
valeurs différentes de la force appliquée.

4. ATlaide d’une caméra, on enregistre les positions de la bille tous les 1/50 s. La
figure 8.3 montre les nuages de points obtenus pour cinq valeurs de la force
(de bas en haut : F; < F, < F3 < F4 < Fs). Que peut-on dire qualitativement
de I'évolution des constantes élastiques ky et k; ? Quelle information cette
observation nous fournit-elle sur la caractéristique F,(d) ?

5. Pour chacune de ces forces, on mesure la valeur moyenne du déplace-
ment carré < x* >. On trouve respectivement, exprimé en um?, < x* >=
.63,.30,.11,.025,.008 (pour chacun des nuages de points précédents, de bas
en haut). Quelles sont les valeurs, en pN, de chacune des forces Fy, F,, F3, Fy,
Fs exercées sur la bille ?
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FIGURE 8.4. Caractéristique force-élongation d’une molécule ’ADN : les
points sont les résultats expérimentaux obtenus avec différentes molécules.
Les courbes sont les trois courbes théoriques obtenues dans la chaine avec
maillons indépendants (voir paragraphe d). La figure insérée est un agran-
dissement du régime de basse force.

III. Un modéle simple d’élasticité de ’TADN

[PD] Les mesures expérimentales de la figure 8.4 montrent la caractéristique
force-élongation mesurée pour une molécule d’ADN contenant 97 000 paires de
base. La distance entre deux paires de bases consécutives dans cette molécule étant
de 3.37 A, la longueur maximale de la molécule, lorsqu’elle est complétement
étirée, est Lo = 32.7 um.

On modélise cette molécule par un ensemble de N batonnets rigides de
longueur b, identiques a celui étudié dans la partie I, et librement articulés les uns
aux autres. La chaine est donc caractérisée par les N vecteurs 7,..., 7y, de norme
égale a b, qui donnent les orientations de chacun des batonnets. Comme dans la
premiére partie, on choisit un référentiel tel que ’axe Oz soit orienté suivant la
force, et le vecteur 7 est caractérisé par les angles 8;, ¢; en coordonnées sphériques,
I’angle 6 étant mesuré par rapport 2 la direction de la force F. Uénergie de ce
systéme en présence de la force extérieure F vaut :

N N
E=-E[} i".-] = —Fb [Z cosﬁ',-]. (8.7)
i=1 1

=
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Le systeme est toujours a I'équilibre thermique 4 la température T.
1. Quelle est la distribution de probabilité de 'ensemble des 2N angles {6;, ¢;} ?
2. Calculer les valeurs moyennes des trois composantes 17, r{, 17 du vecteur 7;.

3. Tracer qualitativement la courbe de I'élongation moyenne 4 de la chaine en
fonction de la force F appliquée. Montrer que d/Lg se comporte, a petite
force, comme

d 1 Fb (8.8)
Lo 3kT '
et, 4 grande force, comme :
d kT
— =] =, 8.9
Ly Fh (89)

4. D’apres les données expérimentales a petite force (Fig. 8.4) quelle valeur de
b devrait-on adepter pour rendre compte correctement de ce régime des
petites forces ? La Fig. 8.4 montre en traits pleins le résultat de ce modéle
pour trois valeurs de b, respectivement b =500 A, 1 000 A, 2000 A (de haut
en bas). Qu’en pensez vous?

5. Calculer les valeurs moyennes {(r)%), ((r:.’)z), {(r%y*), ainsi que les corréla-
tions (rfrj?‘), (r?rj.’), (ri.zf}z). En déduire, dans ce modéle, les fluctuations de la

bille autour de sa position d’équilibre. Comparer aux résultats de la partie II.

IV. Un modéle plus réaliste : maillons corrélés

[AD] Nous étudions dans cette partie un modéle un peu plus réaliste de la
molécule. Celle-ci est toujours représentée par une suite de N batonnets rigides,
repérés par les vecteurs 7; tels que || = b, comme dans la partie I1I dont nous
conservons toutes les notations. En revanche l'articulation entre deux maillons
successifs n’est plus libre : il y a un cofit énergétique associé au fait que deux
maillons successifs ne sont pas alignés. L'énergie de la chaine en présence de la
force extérieure F est done :

N

o =
E=-F|>'F, —b—zzlja.m, (8.10)

i=1

ot K est une énergie caractéristique associée a la courbure entre maillons successifs.
Nous cherchons toujours a calculer I'élongation moyenne de la chaine, d = Zfi | <
r; >, et nous allons étudier son comportement dans les deux régimes de faible
force et de grande force.
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A. Régime de faible force

1. On regarde tout d’abord le cas ot la force extérieure F est nulle, et on
dénote par () la valeur moyenne de 'observable O considérée a I'équilibre
thermique 2 la température T, lorsque F = 0. En utilisant la symétrie de
Pénergie (8.10) par rotation globale de toute la chaine, montrer les identités
suivantes :

(?’,-t)l):(?{)o:(ff)o:O: (8.11)

et

{riri)o= (T{If)o ={ritho. (8.12)

2. Ecrire ]’élongation movyenne. On pourra introduire la partie dominante de
I'énergie Ey = _b2 N'l #.F;+1 qui est indépendante de la force appliquée.
Montrer alors en utlllsant la question a) que I'élongation moyenne d est
linéaire en F a petite force, et que

ady B -
(a—P)M =5 2. (8.13)

f.f

3. On considere deux maillons et j, avec i < §, et on cherche 2 calculer la valeur
moyenne (7.7). Montrer d’abord que

5 f dI7] %7 = DBK), (8.1

ot D(BK) est une fonction de K seulement, indépendante de #;_;, dont
on donnera I'expression. L'intégrale d[¥] dénote toujours une intégrale sur
la sphére |7} = b, qui s'exprime en fonction des angles 6, ¢ donnant 7 en
coordonnées sphériques sous la forme d[7] = b2 sin 40d¢.
Montrer que
JT0_ diz) 77 7t T
(7o = . (8.15)
ST, dify) 8 D

On regarde maintenant, dans le rapport (8.15), chacune des intégrales sur 7
apparaissant au dénominateur et au numérateur.

On considére I'intégrale correspondante AV apparaissant au numérateur de
(8.15);

Nséfﬁﬂ? 7o B (8.16)
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Montrer que cette intégrale s’écrit :

dD

m (8.17)

N= Fi-?:j—l
Pour ce faire, on pourra par exemple se placer dans un référentiel ot I'axe
numéro 3 est pris selon la direction de 75, et représenter 7; par ses angles en
coordonnées sphériques dans ce nouveau référentiel (de sorte que, dans ce
référentiel, 7; = (bsinacosy, bsina sinyg, beosa), et .7y = b cosa).
En déduire la relation de récurrence reliant la fonction de corrélation entre
maillons 7 et j (avec j—7 > 1) a celle entre maillonsietj—1:

(Fiido = {Fifi-1)0 g(BK) (8.18)

ot g(u) =coth(u)-1/u.

4. Montrer que la fonction de corrélation 2 force nulle, (7.7}, décroit expo-
nentiellement avec la distance entre les maillons. On définit la longueur de
persistance & par

(7P =1 e (8.19)

Quelle est I'interprétation physique de £ ? Donner 'expression générale de £,
ainsi que son comportement a K grand.

5. En utilisant les résultats des questions b} et d), calculer le coefficient de
proportionnalité entre élongation et force 4 petite force, 8d/8F|p_y, pour une
grande chaine (N >> 1}. Montrer que, lorsque 8K >> 1, Pélongation vaut,
dans le régime de petites forces :

d = %ﬁFng . (8.20)

B. Régime de grande force

[TD] Dans ce régime la molécule est proche de son état entiérement étiré, une
configuration limite caractérisée par #; = (0,0,5). Pour des petites fluctuations
autour de cette configuration, on écrit 7 = (b%;, ,fb3(1 —ff)), ol % est un vecteur
transverse sans dimension a deux composantes donnant les fluctuations dans le
plan orthogonal A Ia force appliquée F.

1. Donner I'expression de Fénergie de la chaine en termes des coordonnées
transverses %;, développée a 'ordre deux dans les X;.
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2. On s'intéresse 3 un morcean de la chalne contenant seulement les maillons

numérotés de 1 a p (la chaine est donc coupée apres le maillon p : les maillons
p+1aN nexistent pas), et on fixe le vecteur transverse ¥,, alors que tous les
autres fluctuent, a I’équilibre avec un bain thermique a la température T, La
fonction de partition canonique de ce systéme est appelée Z,(%,). Montrer
équation de récurrence reliant la fonction de partition Z,(%,) a celle dun
morceau de longueur p-1, appelée Z, (%51} :

-+ IS 2
zp(fp)=cw9F%X§ f %, e—”?“’ﬁ—xﬂ-ﬂzzp_l(fp_l), (8.21)

ou C est une constante, indépendante de %, qu'on ne cherchera pas a calculer.

. On considére la limite ot 8K est grand et SFb est petit. En changeant de

variable d’intégration, de %1 & # = (%, -%,_|) VK, montrer que I'équation
de récurrence s’écrit, 4 'ordre dominant, y compris pour Z,_;(%p-1) dans les
quantités 1/{BK) et BFb :E}% supposées petites, sous la forme :

b 1
Zp(@)=C Zﬁl(a‘c’p)-ﬁﬁifﬁzw(fpn m—KAZP_I(fp) , (8.22)

olt C' est une constante, indépendante de X,, qu'on ne cherchera pas a
calculer.

. Montrer que I'équation de récurrence (8.22) posséde une solution de la forme

Z,(®) = AP ¢ 57, (8.23)

Que vaut o'?

. On considére dans la chaine compléte, comportant donc N maillons, le

maillon numeéro p (avec 1 < p < N). Pour étudier ¥, on intégre sur toutes les
autres variables X,...,Xp_1, Xp11,.. ., X Montrer que la densité de probabilité
de X, s'écrit :

Zp (fp)ZN—p (fp)
| dit Z, (D Zn_y (i)

P(&,) = (8.24)

Calculer (R’g), et en déduire la valeur de ’élongation d/Ly en fonction de la
force dans ce régime de grande force. Comment la dépendance de d/Ly en
fonction de F se compare-t-elle au résultat du modele simple étudié dans la
partie ITI ?
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6. Supposant toujours SK >> 1, montrer que I'élongation dans ce régime s’écrit
en termes de la longueur de persistance £ définie en (8.19) comme :

41 (8.25)
L 2 \pFE '
V. Comparaison avec la courbe expérimentale

On cherche a comparer la courbe expérimentale (Fig. 8.5) avec les résultats
du modele d’une chalne & maillons corrélés étudiée dans la partie IV. On suppose
toujours que b est petit, K est grand, mais la longueur de persistance £ reste finie.

1. D’apres les résultats expérimentaux obtenus a basse force, quelle valeur de &
doit on adopter dans le modele ?

2. La courbe de la figure 8.5 montre la force F en fonction de 'élongation d/ Ly,
ainsi que, en traits pleins, la courbe

F=F (————1 1+ﬁ) (8.26)
B VIR TV A :

avec Fy = .078pN. Qu'en pensez vous ? Comment ce résultat se compare-t-il
a I'analyse du modgle a grande force et a petite force de la partie IV ?

3. Expérimentalement, on peut étirer la molécule a des longueurs d supérieures
a Ly, Dans le régime d ~ Ly (pour des forces comprises entre 1 et 50 pN),
on voit sur la courbe expérimentale de la Fig. 8.5 que 'élongation varie
linéairement avec la force. Comment faudrait-il modifier notre approche
pour rendre compte de ce régime?
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Superposition of o= 0 data.

N T
10%] ; .
. Exact WLC model @ © &
" £= 53nm ]
10" E
g 0% E
w 1 ]
4]
i [
= 107 E
107% 3
—af, A
10 4 0.5 1 1.3

Rélative Extension

Figure 8.5, Caractéristique force-élongation, en diagramme semi-
logarithmique ; les points sont les résultats expérimentaux obtenus avec diffé-
rentes molécules, la courbe est le tracé de la fonction (8.28) avec Fy = .078pN.



CHAPITRE 9

Percolation

£ MODELE de percolation ! est relativement peu enseigné ; comme c’est regrettable
L au vu de son intérét théorique et pratique, nous allons en présenter une bréve
introduction, La percolation est un exemple de transition de phase purement géomé-
trique. Donnons deux exemples typiques :

— On considere un réseau métallique plus ou moins rouillé. Soit p la probabilité

qu'une maille soit conductrice, 1—p qu'elle ne le soit plus. Sile réseau est infini,
il existe une probabilité critique, p,, telle que si p > p,, le réseau entier devient
conducteur. En d’autres termes dés que p devient inférieur a p, {(méme de trés
peu) il y a un changement dramatique : de conducteur, le réseau passe & isolant.
— On considére un mélange de limaille de fer et de sucre. Soit g la probabilité
qu'un grain de matiére soit du fer. Dés que g est supérieur a un certain g, ce
mélange devient conducteur.

Le premier exemple est celui d’une percolation de liens. Il y en a bien d’autres :
liaisons téléphoniques, approvisionnements, gélification, appartiennent & cette ca-
tégorie. Le deuxi¢éme exemple est une percolation de sites (apparition d’iles en cas
d’inondations). La distinction n'est pas toujours évidente {propagation d’épidémies,
de feux de foréts...). La percolation définit des amas, ensembles de liens actifs {généra-
lement) entre plus proches voisins ou de sites (plus proches voisins) occupés. Dans
tous les cas on peut définir un parameétre de contréle (p ou g) et un parameétre d’ordre,
qui est généralement le quotient de la taille du plus gros amas S, et de la taille du
systeme S. Dans un systéme infini, le parametre d’ordre croit brusquement de zéro a
des valeurs finies dés que le parametre de contréle dépasse une valeur critique. Dés
gue $,,/S devient non nul, le plus gros amas devient percolant 2, c’est-a-dire qu’il passe
d’un bord a I'autre du systéme. Juste au seuil de percolation, cet amas a une structure
fractale ; le nombre de sites (ou de liens actifs) de cet amas contenus dans une boite de
cdté R croit comme RY, ot 4’ # d, dimension de espace. Par exemple d' =91/482a 2
dimensions et ~ 2.3 & 3 dimensions. On montre également que pour la valeur critique

Louvrage de base est Fntroduction to percolation theory, par D, Stauffer et A, Aharony, Taylor and Francis,
Londres 1994.
! On peut montrer qu'il est unique.
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du paramétre de contréle, la distribution en taille des fragments obéit & une loi de

puissance
n(s) ~ 1
sT
ou T (comme d’) ne dépend pas du réseau, mais seulement de la dimension de I'espace :
7 = 187/91 pour d = 2 et T = 2.18 pour d = 3. C’est un exposant universel, comme
d'. Uexercice qui suit définit la notion de loi d’échelle et permet de voir qu'une loi de
puissance n'a pas d’échelle (voir 'Ex. 9.1).

Exercice 9.1. On dit d’une loi de distribution p(x) qu’elle n’a pas de loi d’échelle si
pour tout b il existe une fonction g(#) telle que

plbx) = g(b)p(x). (9.1)

Montrer que seule la loi de puissance vérifie cette condition.

Indication. Faire successivement b = 1 dans I'Eq. 9.1, puis dans sa dérivée par
rapporta b.

La percolation ne releve pas & proprement parler d’un probleme de mécanique
statistique (il n’y a pas d’hamiltonien), mais c’est un probleme de physique statistique :
on ne sait répondre qu'en terme de valeurs moyennes (par exemple combien y a-t-il
d’amas, ou d’amas de taille donnée s, etc.) quand on effectue (en principe) une infinité
d’épreuves.

L'analogue avec le modele d’Ising & champ magnétique nul est frappant : quand 3
{paramétre de contréle) devient inférieur a §;, la magnétisation moyenne (parametre
d’ordre) m s’annule; ici Cest S,,,/S qui passe brusquement a 0 quand p < p,. Ces
« accidents » font partie d’une classe générale de phénomenes appelés « transition de

phase » .

Il y a pen de résultats exacts en percolation, sauf bien sfir 2 une dimension. La
percolation a généralement lieu sur un réseau. On appellera ici z sa coordinence (elle
est notée g dans le modéle d'Ising), c’est-a-dire le nombre de plus proches voisins d’un
site donné.

Exercice 9.2. Percolation de sites sur la droite avec N sites. On négligera les effets
de bords.

1. Calculer la probabilité pour qu'un site pris au hasard soit extrémité gauche
d’un amas de taille s.

¥ Du second ordre, pour les connaisseurs.
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2. Calculer la probabilité pour qu’un site pris au hasard soit élément d’un amas
de taille 5.

3. Commenter la somme des probabilités des questions 1 et 2.

4. Calculer la probabilité qu'un amas tiré au hasard ait une taille s. Que vaut 5?2
Y-a-t-il un p critique, p, ? (Par « au hasard » on signifie ici qu'on a choisi de
fagon équiprobable un amas parmi tous les amas, indépendamment de sa
taille par exemple. Ce ne serait pas le cas si on avait choisi ['Tamas en tirant au
hasard un de ses sites.)

9.1 Modéle de Bethe

Ce qui rend les calculs de percolation compliqués sont les boucles qui apparaissent dés
que p est suffisamment grand. Le modele de Bethe utilise un réseau en arbre de Caley
dessiné sur la Fig. 9.1 les évite. Cest une généralisation de la percolation a 1d.

4
-

SHES

—»

Figure 9.1. Arbre de Caley avec une coordinence z = 4 et un nombre de
générations n=3.

1l est facile de montrer {Cf. Ex. 9.3} que le nombre de sites total de ce réseau est

_z(z— nel_2
B z—2

N , {9.2)
si 1 est le nombre de générations (cette formule est encore vraie, par continuité, pour
z = 2). Le nombre de sites 2 la surface Ng est z(z— 1)"2, donc a la limite N — oo
(qui implique # — oo}, le quotient du nombre de sites en surface et en volume est
Ng/N ~{z-2)/(z-1), indépendant de N,

Dans un réseau linéaire, carré ou cubique de dimension caractéristique R, ce
rapport dépend de la dimension d de I'espace. En effet, le nombre de sites total est
proportionnet au volume V, lui-méme proportionnel 2 RY, le nombre de sites de
surface est en R*, et 'on a donc :
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A la limite d — oo, Ns devient proportionnel a4 N, comme dans 'arbre de Caley. Voila
pourquoi 'arbre de Caley est qualifié de modéle & 4 infini.

Exercice 9.3. Démontrer 'Eq. 9.2.

Exercice 9.4. [AD] On cherche a calculer la probabilité critique p, de percolation
de sites dans le modeéle de Bethe,

1. Calculer le nombre moyen de chemins reliant un site déja occupé a un site
de la génération suivante,

2. En déduire le nombre moyen de chemins reliant un site déja occupé & un site
de la niéme génération suivante.

. - 1
3, En considérant la limite n — o0, montrer que p, = 1
z_

9.2 Percolation en champ moyen

Considérons une percolation de liens de parameétre p. On veut calculer la probabilité P;
qu’un lien issu du site k fasse partie de 'amas percolant. Nous allons calcuier de deux
fagons différentes la probabilité qu'un lien issu d'un site 7 arbitraire ne fasse pas partie
de 'amas percolant. D’une part, c’est évidemment 1-P;. DPautre part, ce lien ne fait
pas partie de ’'amas percolant si et si seulement il n’est relié 4 aucun site faisant partie
de cet amas. Soit (7} les indices des sites voisins du site i. La probabilité pour qu’il
en soit ainsi est 1 — pP; pour tous les sites j(7). Et donc si on suppose ces probabilités
indépendantes (approximation du champ moyen)

1-p;=| [(1-pB).

Hi
Les sites jouant des roles équivalents, P; ne dépend pas de i et donc on peut écrire
1-P=(1-pP), (9.3)

ol1 z (la coordinence) est le nombre de plus proches voisins de chaque site. UEq. 9.3 est
une équation auto-cohérente (selfconsistent, en anglais) 4,

(est I'analogue de I'équation du modéle d'Ising en champ moyen (voir I'Ex. 7.12 )} qui donne la

magnétisation :
nt = tanhB{fgm + B),
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Exercice 9.5.
1. Donner une solution graphique de I'Eq. 9.3. En déduire p,.
2. Dessiner pour z =3 la courbe P{p)
3. Montrer que la courbe P(p) est d’autant plus raide que z est grand.

9.3 Exemnple de renormalisation

L'universalité et 'invariance d’échelle {notions qui s’appliquent a bien d’autres sys-
témes physiques que la percolation) vont donner naissance a la théorie du groupe
de renormalisation développée par Kenneth Wilson, qui a partir des années 1970 va
bouleverser la physique théorique. L'invariance d’échelle, qui n’existe que pour p = p,,
signifie que si 'on considere une fraction seulement de I'amas percolant et qu’on
Pagrandit pour retrouver les dimensions de I'image originale, les deux figures sont
similaires (les plus gros amas percolent et leur dimension fractale est la méme). La
théorie de la renormalisation fournit une procédure pour évaluer p,. Elle sort du cadre
de cet ouvrage. Nous nous contenterons d'une illustration intuitive.

+ + - - F’ZH—PJZ
- = + +

T p-p)

7

Froure 9.2. « Décimation » d'un quarteron de sites de probabilité d’occupa-
tion p.

On considére une percolation de sites sur un réseau carré et 'on choisit une
probabilité p d’occupation des sites. On dira que le réseau percole §'il existe un chemin
formé de sites voisins passant du c6té gauche au coté droit. L'idée est alors de regrouper
les sites par paquets, et de remplacer chaque paquet par un supersite occupé avec une
probabilité égale a la probabilité que le paquet soit percolant. Considérons par exemple
des paquets de 4 sites formant carré. La probabilité py qu'un paquet soit percolant de
gauche & droite s’obtient en considérant tous les cas favorables, cf. Fig. 9.2. On a donc:

pr =29 (1-p)? +4p’(L-p) +p* = p*(1-p)* =f(p)

On considére maintenant un nouveau réseau carré composé de supersites occupés
avec cette nouvelle probabilité p,. Ce réseau contient éviderniment 4 fois moins de sites
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que le réseau initial : on dit qu'on a procédé & une “décimation”. On peut réitérer la
procédure sur ce nouveau réseau, car il est semblable au résean initial. Les nouveaux
supersites auront une probabilité d’occupation p; obtenue par la méme équation (9.5)
en changeant p en p; et p; en p;. En poursuivant fa procédure de décimation, on
trouve :

Putl :f(Pn]

avec, au bout d’un certain nombre de décimations, un seul supersite occupé ou pas
(puisque qu'on part d’un réseau fini}, cf. Fig. 9.3.

Ficure 9.3. Sur ce réseau carré, chaque décimation divise le nombre de sites
par 4, On est parti d’'un réseau de 64 sites noirs 4 un réseau de 16 supersites
blancs, puis 4 supersites (noirs) et finalement un seul supersite,

Nous allons voir & présent que I'un des points fixes de cette transformation
donne une approximation de p.. En effet, ces points fixes sont solutions de I'équation
p" =f(p"). Les valeurs p; = O et p; = 1 sont des points fixes stables, et p7 = 0, 5( V5-1) =~
0,618 est un point fixe instable *, Cela signifie que si 'on démarre avec une valeur de p
légerement inférieure 4 p7, les décimations successives vont conduire a un supersite
unique non occupé, donc non-percolant, alors que si’on démarre avec une valeur de
p légérement supérieure a p;, elles conduiront a un supersite occupé, donc percolant.
On voit que p] est une valeur critique quon peut penser proche de p.. En fait, la
valeur 0,618 approche a 4% le résultat de simulations sur des réseaux gigantesques
{pc = 0,59275). On aurait amélioré le résultat (0,609) en groupant les sites 9 par 9 {en
groupant tous les sites, on obtient le résultat exact!).

On comprend pourquoi on trouve p? > p, : la procédure choisie exige que chaque
paquet soit percolant de gauche & droite. Or 'amas percolant exact peut trés bien
contenir des paquets qui percolent vers le haut ou vers le bas avant de reprendre la
direction gauche-droite.

* On caleule la position de [ (p*)| par rapport 4 1, voir l'appendice mathématique.
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Exercice 9.6. Percolation de sites sur un réseau triangulaire. On considére un
réseau plan dont les sites sont disposés sur des triangles équilatéraux. Faire la

décimation en remplagant chaque triangle par son centre de gravité. Quelle valeur
de p. trouve-t-on?
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Matrices aléatoires

ISTORIQUEMENT, les matrices aléatoires ont été introduites en 1955 par Eugene
Wigner pour rendre compte de la distribution statistique des niveaux d’énergie
de noyaux atomiques. Par diffusion de neutrons on met en évidence des millions
d’états excités qu’il est itlusoire {et sans intérét) de vouloir décrire un par un. On
s'intéresse plutdt aux propriétés statistiques du spectre. Lidée est de remplacer la
matrice hamiltonienne {(inconnue) décrivant ces états par un ensemble de matrices
dont les éléments sont des variables aléatoires. Les propriétés statistiques des niveaux
d’énergie seront alors celles des valeurs propres de ces matrices. Cette démarche est
analogue a celle de la mécanique statistique traditionnelle olt on renonce également a
la description détaillée des microétats au profit d’hypotheses probabilistes générales,
De méme qu'en mécanique statistique, ces hypothéses doivent vérifier les lois de
conservation, de méme les matrices aléatoires doivent, suivant les problemes, respecter
des symétries. Le parallele avec 'Ex. 2.1, oii 'on a dérivé la distribution maxwellienne
des vitesses a partir des seules considérations de symétrie et d’homogénéité est frappant.
Dans ce qui suit, nous considérerons des matrices réelles symétriques !, invariantes par
rotation. Nous nous limiterons méme au cas de matrices 2 x 2 qui permet un calcul
explicite et donne une image de la situation 4 dimension supérieure.

Exercice 10.1. [AD] On considére 'ensemble des matrices 2 X 2 réelles et symét-
riques
a b
i-(3 )

oil on suppose que 4, b et ¢ sont des variables aléatoires indépendantes dont on va
déterminer les lois de probabilité, P,{a)}, P,(b) et P.(c}. On appelie P(H) la densité
de probabilité conjointe de tirer 4, b et ¢. Uindépendance implique

P(H) = Pala) Py (b) Pc(c). (10.1)

' Pour que énergie soit réelle.
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Frgure 10.1. Distribution intégrée de Wigner.

1. Montrer en calculant lim,_,., R" que la matrice

g

définit une rotation élémentaire. On pourra poser € = —.
n

2. Ecrire la nouvelle matrice H’' obtenue aprés une rotation élémentaire. De
Iégalité P(H) = P(H’), déduire la forme des lois de distribution de a, b et c.

3. On appelle A* les deux valeurs propres de H, et s leur différence. De la
connaissance de la loi de distribution de H, déduire celle de s.

4. La Fig. 10.1 présente des résultats expérimentaux relatifs a la statistique
des niveaux d’énergie du spectre de Rydberg d’atomes de Rubidium sous
fort champ magnétique (H. Held et al., Europhys. Lett. 43, p. 392, 1998).

Plutét que la distribution des écarts, les auteurs ont représenté la distribution
~3

intégrée, c’est-a-dire f P(s") ds’ (en effet la croissance linéaire 4 petit s qui
0

différencie la distribution de Wigner de la Maxwellienne se voit beaucoup

mieux sur 'intégrale). Montrer que les résultats de la question 3 permettent

de retrouver le comportement des données expérimentales.
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Fluides quantiques

ANS LE CADRE de la mécanique classique, le gaz parfait est un systtme modele
qui rend assez bien compte des gaz réels a haute température et/ou a basse
densité. Il a de plus la vertu de permettre de construire analytiquement les variables
thermodynamiques macroscopiques a partir des variables microscopiques. Les gaz
parfaits quantiques ont une richesse supplémentaire, car les particules quantiques, dés
lors quelles sont identiques, ne s’ignorent jamais tout a fait : le principe de Pauli induit
des corrélations inexistantes dans le cas classique, La pression qui s’exerce dans un
gaz de fermions a température nulle est un exemple de cette richesse, qui a frappé les
physiciens dés la mise au point de la nouvelle mécanique en 1925. Ainsi R.H. Fowler,
en 1926, anticipe que cette pression quantique peut contrebalancer la tendance a
I'effondrement gravitationnel et stabiliser certaines étoiles. La condensation de Bose-
Einstein fournit un autre exemple remarquable, puisqu’il s’agit d’une transition de
phase en I'absence de toute interaction entre bosons.

Nous allons considérer divers types de constitnants : fermions, bosons, photons et
gaz d’excitations élémentaires dans I'hélium liquide. Ce dernier cas est représentatif
d’une démarche générale dans la physique de la matiére condensée : remplacer des
particules en interaction par un gaz de quasi-particules (les excitations élémentaires du
systeme) indépendantes.

Les photons et les excitations élémentaires ont ceci en commun qu’il s’agit de
bosons dont le nombre n’est pas fixé et leur potentiel chimique est nul. Formellement,
le traitement mathématique des deux cas est semblable, si ce n’est I'existence de deux
états de polarisation pour les photons,

Nous nous placerons dans le cas o le spectre des états accessibles aux particules
est fixe. Rappelons que les nombres moyens d’occupation des états s’écrivent :

1 .
o = preEn dans le cas des fermions
o o= e dans le cas des bosons,

ou S =1/kT, € désigne 'énergie d’un état & une particule et i le potentiel chimique.
Souvent, les particules seront confinées dans une boite de volume fixe. Les condi-
tions de continuité des fonctions propres de 'hamiltonien imposent alors qu’elles
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s’annulent sur les bords de la boite. Mais il est aussi intéressant d’identifier les bords
opposés : on impose alors que les fonctions d’onde y reprennent les mémes valeurs,
Du coup, 'hamiltonien commute avec I'opérateur impulsion, générateur des transla-
tions, et les fonctions propres sont de simples exponentielles imaginaires, beaucoup
plus simples & manipuler. On montre que les deux types de conditions aux limites
conduisent, pour le systéme a N particules, & des propriétés de surface différentes, mais
a des propriétés de volume identiques, a la limite o1 N est grand.

Nous nous intéresserons particulierement, dans cette premiére partie, aux effets de
dimenstonalité, en illustrant les résultats théoriques par des analyses de données expé-
rimentales prises dans des champs variés de la physique : physique nucléaire, physique
de I'hélium liquide, condensats de Bose d’atomes froids, géophysique, astrophysique.

Exercice 11.1. [Etats dans une boite} On considere une boite de potentiel 3 murs
infinis. Antrement dit, le potentiel auquel sont soumises les particules est infini en
dehors de la région :

O<x<a
O<y<b
0<z<c,

ot il est nul.

1. Donner Pexpression des fonctions propres normalisées de ’hamiltonien
correspondant. On pourra poser V = abc.

2. Aulieu d’imposer que les fonctions d’onde s’annulent aux bords, exigeons
a présent une condition de périodicité. Cela revient 4 refermer Uespace sur
lui-méme : identifier 'abscisse x = 0 avec 'abscisse x = g, l'ordonnée y = 0
avec I'ordonnée y = b, la cote z=0 avec lacote z =c.

Comment s’écrivent dans ces conditions les fonctions d’onde individuelles ?
Qu’en résulte-t-il pour la quantification des états ?

1.1 Gaz de Fermi a température nulle

Exercice 11.2. [PD] [Gaz de Fermi a température nulle.]

1. On place N fermions dans la boite et 'on s’intéresse 4 I'état fondamental du
systtme. Comment s’écrit la densité de matiere p(x, y,z) ? Comment s’écrit la
densité d’énergie T(x,y,2)  On désignera par g la dégénérescence éventuelle
des niveaux (spin et/ou isospin).
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2, En utilisant les identités

—

sin?‘xzi[l-—cost],

2 ].

COs % = E[l +cos2x],

donner Pexpression de la partie non fluctuante de p(x,y,z) et de t(x,¥,2),
§0it respectivement p et 7.

3. En remplagant les sommes discrétes sur les nombres quantiques par des
intégrales dans I'espace des moments, montrer que 'on a:
p= 6‘%@ et T= %pfp,
12
ollep= %k% désigne I'énergie de Fermi, c’est-a-dire 'énergie maximum des
états occupés ; kr est le moment de Fermi correspondant,

4. On peut retrouver les expressions ci-dessus en partant des fonctions d’onde
obtenues en imposant des conditions périodiques aux limites de la boite.
Montrer qu'on obtient bien, pour la densité et la densité d’énergie du systeme,
les mémes relations que précédemment.

5. Déterminer 'expression de la pression qui régne au sein de la befte,

6. Calculer le moment de Fermi des électrons dans un métal, et des nucléons
dans la mati¢re nucléaire.
On rappelle que la densité du cuivre est de 8,9 et que sa masse atomique est
environ 64. En moyenne, un électron par atome participe a la conduction
électrique.
On rappelle également que la densité de la matiere nucléaire est d’environ
2,7 X% 10" g.em™, et que Iénergie de masse d’un nucléon est d’environ 940
MeV.

7. Décrire qualitativement, en terme &’ occupation des états individuels, un état
excité du systeme. On introduira la densité de niveaux individuels i I'énergic

de Fermi N N
dlep) = ——

de E=€;-:d_tff" (111)

On va étudier les effets de taille finie dans la distribution de mati¢re et de vitesse
pour un gaz parfait dans le cas le plus simple : celni d'un gaz parfait de fermions a 14
et a température nuile.
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Exercice 11.3. [AD] On considére un systéme de fermions non interagissant et
a température nulle dans une boite a 1d de longueur a. On s’intéresse a la fagon
dont la densité de matiére p{x) et la distribution des moments n(k) tendent vers
leur limite thermodynamique.

Soit N le nombre d’états occupés et v la dégénérescence de spin et d’isospin
(par exemple 2 pour les électrons, 4 pour les nucléons dans les noyaux atomiques}.

1. Ecrire les fonctions d’onde ¢{x) et calculer la densité de matiere

N

plx) =v ) #Hx).

=1

Que se passe-t-il a lalimite N - o0 ?

2. Calculer la transformée de Fourier des fonctions d’onde

. 1 s
k= f d.
@i(k) \/ﬁfe dr{x)dx

Vérifier leur continuité. Ecrire
N
n(k)=v ) ki)’
=1

a laide des fonctions
N 1.2

f;lzz (Iz 2k2)2

=1

ol p (respectivement 1) signifie que la somme est éventuellement limitée aux
valeurs paires (respectivement impaires) de [.

3. Calculer

foy=> —— TR

=1

Indication. On pourra s’aider du développement suivant

oo

ran(x) x Z (11.2)

=1
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aN oo Ty .
4. On posera ky = —-> moment de Fermi qui correspond a I'énergie de la
derniere particule ajoutée a la boite. On posera x = % Donner les développe-
ments de fyy(ak) pourx < Letix>> 1.

l
5. En remarquant que f;; (x)= ng (x}, écrire les développements de n{x) dans

les deux cas limites. Commenter ces résultats,

11.2 Gaz de Fermi a température finie

Nous avons anticipé, a la fin de I’exercice sur le gaz de Fermi 2 température nulle,
que la thermodynamique de basse température devait &tre gouvernée par la densité de
niveaux individuels a Uénergie de Fermi.

Le but de ce qui suit permet de montrer qu'il en est bien ainsi, et de mettre 'accent
sur les effets de dimensionalité : la densité de niveaux ne se comporte pas de la méme
fagon, en fonction de I'énergie, a deux et a trois dimensions. Cela a des conséquences
qualitatives surprenantes. . . et mesurables,

Pour illustrer la pertinence des résultats obtenus ici, nous analyserons les données
empiriques relatives 2 deux systémes physiques : les résonances de neutrons dans les
noyaux atomiques, comme exemple de systéme a 3 dimensions ; les états de surface
de I'hélium-3 a la surface de 'hélium-4 liquide, comme exemple de systeme & deux
dimensions.

Mais dans un premier temps, nous allons établir une expression utile de 'entropie
en fonction des nombres d’occupation, et déterminer les propriétés thermodynamiques
a basse température.

11.2.1 Trois dimensions

Exercice 11.4. [AD] [Gaz parfait de fermions] On rappelle que dans 'ecnsemble
grand-canonique, le grand potentiel, ou potentiel de Gibbs, s'écrit

Q=—k,TlogZ,, (11.3)

avec
Zy =1L [1+ 49,

et que Pentropie est définie comme

o0
-2 11.4
§=-7= (11.4)
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. En déduire que pour des fermions sans interaction

S:—kZ[n;lognﬁ—(l—n,-)log(l—nf)], (11.5)
oll
N S (11.6)
B '

. Inversement, la cohérence de la physique statistique et de la thermodyna-

mique macroscopique peut se vétifier en prenant 'Eq. 11,5 comme définition
de I'entropie d’un ensemble de fermions. Montrer que la maximisation de §,
sous contrainte d’une énergie et d’un nombre de particules fixé en moyenne,
conduit bien 2 la distribution de Fermi-Dirac pour les nombres d’occupation,

. Berire les relations implicites qui lient le potentiel chimique et I'énergie d’un

gaz parfait de fermions a sa température.

., Déduire la relation :

§=22 K1 (11.7)

. On se place désormais a basse température. A I'aide dulemme de Sommerfeld,

donner les développements au second ordre du potentiel chimique et de
I'énergie du gaz.

. Déterminer 'expression de la chaleur spécifique 4 volume constant en fonc-

dN

tion de la densité de niveaux & une particule a I'énergie de Fermi diez) = e
€5

. En déduire les développements & basse température de 'entropie du gaz, de

son énergie et de son énergie libre. Vérifier que I'on obtient le méme résultat,
pour I'entropie, en partant de la relation établie 4 la deuxidme question.

. En déduire également 'expression de la densité d’états & N particules.

11.2.2 Deux dimensions

Exercice 11.5. [PD] Un ensemble de fermions identiques sans interaction sont
confinés dans une boite de dimension 2, a la température 7.

1. Déterminer la densité de particules, et montrer que le potentiel chimique est

indépendant de la température. Donner 'expression de la densité de niveaux
individuels & énergie de Fermi.
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2. Déterminer Pexpression de la densité d’énergie cinétique, et effectuer le
développement de basse température.

3. En déduire les développements de basse température de la chaleur spécifique,
de I"énergie et de I'énergie libre du systéme.

4. En déduire Pexpression de la densité d’états a N particules.
1.3 Magnétisme de Pauli

Exercice 11.6. [PD] On considére un ensemble de fermions de spin 1/2 possédant
un moment magnétique M associé 4 leur spin. Ces particules, sans interaction,
sont soumises 2 un champ magnétique B. Chaque état se trouve dédoublé selon
que le moment magnétique s'oriente de fagon paralléle ou opposée au champ.

1. Calculer la magnétisation du systéme a la température T en fonction du
champ appliqué, lorsque les particules sont confinées dans une boite a trois
dimensions.

2. Méme question lorsque les particules sont confinées dans un espace de
dimension 2.

11.4 Condensation de Bose-Einstein

Un gaz parfait de bosons de masse non nulle, confinés dans une boite, subit a basse
température le phénomeéne de condensation. A une température donnée, si Pon
augmente le nombre de particules dans la boite, au-dela d'une certaine densité,
ces particules s'accumulent dans I'état fondamental. De fagon équivalente, 4 densité
constante, mais au-dessous d’une température critique, les particules s’accumulent
dans I'état fondamental : c’est la condensation de Bose-Einstein. Elle fut proposée pour
la premiére fois par Albert Einstein en 1925, apres que le physicien indien Satyendra
Nath Bose lui efit fait parvenir un article dans lequel il développait une nouvelle fagon
de calculer la loi de rayonnement d’un corps noir. Einstein, en généralisant a toute
particule matérielle le traitement statistique que Bose avait utilisé pour les photons,
mit en évidence le phénomeéne de condensation. Le terme est introduit par analogie
avec la liquéfaction obtenue par compression isotherme d'un gaz classique : « il se
produit une séparation, écrit Binstein dans I'article original !, une partie se condense,

! Albert Einstein, physique, philosophie, politique, textes choisis et commentés par E. Dalibar, p. 434, Ed.
Seuil.
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le reste demeure un gaz parfait saturé ». Dans cet article, Einstein discute [z possibilité
d’appliquer sa théorie du gaz saturé aux électrons des métaux. On ne savait pas encore
que les électrons n’obéissent pas a la statistique de Bose-Einstein, mais a celle de Fermi-
Dirac, laquelle ne fut proposée que deux ans plus tard, apres que Pauli etit formulé son
principe d’exclusion.

La possibilité de cette condensation s'explique ainsi. Soit #1p le nombre d’occupation
de I'état fondamental qu’on peut toujours prendre comme origine de énergie. On sait

qu’alors
1

TPl
ol le potentiel chimique g est déterminé par une équation exprimant la conservation
du nombre de particules, Si cette équation admet une solution g = 0, alors n; diverge.
C'est le cas de bosons piégés dans une boite a 3d. On verra que c’est aussi le cas dans
un piége harmonique a deux et trois dimensions.

Il faut noter que la condensation n’a pas lieu avec les photons, car leur nombre
nest pas fixé : si, & température constante, on change le volume d’un gaz de photons,
leur nombre diminue en proportion.

La premiere réalisation de la condensation de Bose-Einstein a été obtenue en
1995, 70 ans apres sa prédiction théorique, avec des atomes de rubidium et de sodium
refroidis dans un piege magnétique 2.

Dans le cas d’un gaz parfait, on s’attend a ce que des comportements quantiques
apparaissent lorsque la longueur thermique :

h
\;"Z?kabT

devient comparable 4 la distance moyenne entre particules. La longueur d’onde Ay,
augmente lorsque la température diminue, et la distance moyenne est reliée a la densité
de particules #. La condition s’écrit donc ml?h = 1. La théorie précise indique que la
condensation d’un gaz parfait de bosons a lieu lorsque :

iy

A=

ndy, = £(1,5) = 2,612,

ol1 /' désigne la fonction de Riemann.
Expérimentalement, la condensation de Bose-Einstein n’est pas réalisée dans une
boite : les bosons sont confinés par des champs magnétiques. Les progres décisifs

Elle a valu a Eric Cornell et Carl Wieman (Boulder, Colorade), d’une part, et Wolgang Ketterle (MIT},
d'autre part, le prix Nobel de physique en 2001,
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effectués dans les techniques de refroidissement * permettent depuis 1995 d’obtenir
des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux dans des potentiels harmoniques
anisotropes. Dans I'exercice qui suit, nous analysons le phénomeéne de condensation
dans un tel environnement. Les données expérimentales permettent de plus de mettre
en évidence des effets d'interaction entre atomes dans la phase condensée. L'équation
de Gross-Pitaevskii (GP) fournit un outil a la fois simple et précis pour aller au-dela
du modele du gaz parfait et tenir compte de ces effets. Il s’agit d'un domaine treés actif

de la physique.

Exercice 11.7, [D] [Condensation de Bose-Einstein d’atomes froids] On considére
un gaz de particules matérielles bosoniques indiscernables non relativistes dans un
potentiel de piégeage harmonique anisotrope :

L 2
Vm:Em Z Wity

i=1.2,3

Le gaz est a I'équilibre thermodynamique, et 'on se place dans ’ensemble grand-
canonique pour le décrire. On désignera par T la température et u le potentiel
chimique.

L. Cas du gaz parfait
Dans un premier temps, on néglige toute interaction entre les particules.

1. Rappeler 'expression des énergies des états accessibles.

2. Donner, sous la forme d’une somme discréte, I'expression du nombre N* de
particules dans les états excités, ¢’est-2-dire en dehors de I'état fondamental
du pi¢ge qu'on prendra comme origine des énergies. Montrer que N est
majoré par I'expression obtenue en fixant le potentiel chimique 4 0, soit Ny, ..

3. Que se passe-t-il lorsque N devient plus grand que N, ?

4. Dans la limite k3T >> hw;, on peut calculer approximativement N, en
remplacant les sommes discrétes sur les nombres quantiques par des inté-
grales.

{a) Exprimer le résultat en fonction de T et de @, moyenne géométrique
des trois pulsations,

* Usontvalua Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji ot William D. Phillips le prix Nobel de physique en
1997,
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‘TapLE 11.1. Fraction d’atomes dans le condensat en fonction de T/T,(N},

T/T(N) | No/N
0,52 0,84
0,63 0,70
0,65 0,58
0,69 0,52
0,78 0,42
0,84 0,30
0,90 0,16
0,93 0,06
0,99 0,01

On montrera (ou on admettra) que :

o0 =] 0 1
L‘ duLL de\f{; diﬂm = 4(3) =1,202...

{b) En déduire 'expression de la température critique de la formation d’un
condensat, T.(N), pour N fixé.
AN. : Calculer T, pour un gaz de 10° atomes dans un piege avec
=ty =27 X 100 Hz et wy = 2 > 20 Hz.

(c) On se place 2 une température inférieure a la température critique.
Donner expression de la fraction Ny /N d’atomes dans le condensat en
fonction de T/ T (N).

{d) Une équipe américaine a Boulder (Colorado), en utilisant des atomes de
23Na, a mesuré la fraction dans le condensat, cf. Table 11.1. Comparer
avec la prédiction théorique.

IL. Les interactions sont-elles négligeables ¢

Dans la suite, on consideére le cas des trés basses températures ot la fraction
d’atomes hors du condensat peut étre négligée. Dans ces conditions on peut se
placer & T = 0 et admettre que e nombre total de particules N coincide avec le
nombre de particules dans le condensat N.

1. On coupe brutalement le potentiel de piégeage, on laisse le gaz se détendre et
on mesute son énergie cinétique d’expansion E,,.
Calculer By, pour un gaz parfaita T = 0 en fonction de N et des fréquences
wj, i=1,2,3 du piege harmonique.
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TasLk 11.2. Energie d’expansion par particule F.,, /N, en Joule, cn fonction
de N.

N Eewy/N
0,67x 10° | 0,33x 107V
0,13x 105 | 0,46% 1673°
0,11x 107 | 0,11x 1072°
0,13% 107 | 0,11x 1072°
0,28x 107 | 0,17x 107%
0,33x 107 | 0,18x 107%°
0,39% 107 | 0,19x 10-%
0,43x 107 | 0,20% 107%°

2. Une équipe du MIT (Boston} a mesuré E,,/N en fonction de N, cf. Table
11.2. Comparer avec la prédiction du gaz parfait.

I11. ’équation de Gross-Pitaevskii (GP)

On sait que l'interaction entre deux atomes de sodium, a basse énergie, est
répulsive. La vitesse relative de deux atomes étant petite, seule la diffusion en
onde s intervient, et celle-ci est caractérisée par une longueur de diffusion a. Dans
ces conditions, on peut représenter le potentiel d’interaction par un potentiel de

contact,

47hi?

V{r—r']) =gd(r—r') avecg=

Une bonne approximation des effets des interactions peut étre obtenue en considé-
rant une fonction d’onde factorisée (comme dans le cas d’un gaz parfait) :

Wiry, .. 0n) = ¢lr)e(ra). .. élrn),

ou ¢ ety sont normalisés a I'unité, On peut montrer alors que I'énergie totale
s'écrit comme une fonctionnelle de ¢ :

E= N- f V(r)*dr + N f Vel P+ YA Y, f () dr.

1. En minimisant cette fonctionnelle par rapport a ¢, montrer que la fonction
#(r) est solution d’une équation de Schrédinger non linéaire :

hZ
[—Z—,A + Vi +(N- l)glqﬁ(r)lz] ¢(r) = A4(r),
nt
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ou A désigne le multiplicateur de Lagrange associé 4 la contrainte de nor-
malisation de la fonction ¢. On pourra se limiter au cas ot1 ¢ est réel. Cette
équation a été proposée en 1959 par Eugene P. Gross et Lev Pitaevskii dans le
cadre de la physique de ’hélium superfluide.
Montrer que 4 5’identifie au potentiel chimique du condensat .
Lorsqu’on coupe le potentiel de piégeage, I'énergie cinétique d’expansion du
gaz a deux origines : 'énergie cinétique de localisation quantique, associée a
la taille du condensat et déja considérée dans le cas du gaz parfait, et 'énergie
potentielle liée aux interactions répulsives entre atomes, Ej,;. La premiére
est proportionnelle 4 N, la seconde, comme on va le voir, a une puissance
de N plus grande que un. Pour un condensat comportant un grand nombre
d’atomes, c’est donc le terme d’interaction qui domine.
Pour évaluer ce terme, on peut partir de 'approximation de ¢ obtenue en
négligeant le terme cinétique dans ’équation GP (approximation dite de
Thomas-Fermi).

2. Montrer que, dans cette approximation, la densité volumique du gaz p(r) =

Nlg(r}|? s'écrit :

2
H " ¥
plry==|1- — | avec = <1,
g i=lZ,2:,3 Ri R
oll R; s'exprime en fonction de g, m et w;.
3. Quelle est la forme géoméirique du condensat ?

4. Déterminer la relation entre N et ;. On pourra effectuer le changement de
variables :
=
= R
5. Déterminer I'expression de I’énergie d’interaction par atome en fonction de
M, puis en fonction de N. Comparer cette dépendance a celle extraite des

données expérimentales. Conclusion ?

11.5 Gaz de Bose a deux dimensions

Dans une boite 4 deux dimensions, la condensation de Bose-Einstein n’a pas lieu. En
revanche, dans un piege harmonique 4 deux dimensions, elle a bien lieu. C’est ainsi que
la transition de Kosterlitz-Thouless, c’est-a-dire Papparition de la superfluidité, a pu
&tre observée en 2006 avec des condensats d’atomes froids dans des pieges harmoniques
bi-dimensionnels.
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Exercice 11.8. [D] [Gaz de Bose 4 2 dimensions]

1. On considere un ensemble de N bosons de masse # confinés dans une boite
3 deux dimensions de surface S,

(a) Donner, sous forme d’une intégrale, I'expression de N en fonction du
potentiel chimique u. On posera z = e #¥,

(b) Lintégrale obtenue est analytique, ce qui permet d’exprimer N en fonc-
tion de z. Montrer graphiquement qu'a chaque valeur de N correspond
une valeur de z, donc de g, bien définie. En déduire que la condensation
de Bose-Einstein n’a pas lieu.

2. Ces N bosons sont maintenant piégés dans un potentiel harmonique a deux

dimensions :
1
— 2.2
for_ Emzwl P
i=1,2
Montrer, en calquant le raisonnement sur le cas a trois dimensions, que la
condensation a lieu pour une température critique donnée par :

_ﬁ@ﬁ
6 (h@)?’

ol @ désigne la moyenne géométrique des pulsations w et w;.

11.6 Un peu de lumicre sur fe rayonnement fossile

Exercice 11.9. [AD] [Rayonnement fossile] On considére un gaz de photons a
la température T, contenu dans une boite cubique d’aréte L. On rappelle qu'un
photons de nombre d’onde k et de pulsation w a une énergie fike = fiw = |p|c, et
que les photons ont deux états de polarisation possibles. On posera 8= 1/k;,T.

1. Rappeler pourquoi le potentiel chimique d’un gaz de photon a I’équilibre
thermique est nul.

2. Ecrire la densité d’états p{w) comme fonction de w, L et c.

On désigne par dN(L,w) le nombre de photons contenus dans la boite, dont
la pulsation est comprise entre w et w +dw. Montrer que I'on a alors

I} ot dw

AN(L,w) =
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. L'expansion de I"Univers induit une dilatation de toutes les distances. On

admettra qu’il en est de méme des longueurs d’onde. Ainsi, on a une loi
d’échelle avec L — L' = «lL (a@ > 0), et les longueurs d’onde évoluant
suivant la méme loi, on a w — @’ = w/e. Comme le nombre de photons
se conserve avec la dilatation, le nombre dN{L,w) est égal au nombre de
photons contenus dans la boite de ¢6té L’ avec une pulsation comprise entre
' et ' +dw’ (AN ne change pas lors de la dilatation car il 0’y a plus de
création ou d’absorption des photons par la matiére). La vitesse de la lumiére
reste également constante. Montrer alors que AN(L’, ") obéit toujours i la
loi (11.8) avec une température T’ = T/e.

On peut done considérer (ce que 'on fera désormais} que le rayonnement,
bien qu’isolé, évolue en restant dans des conditions d’équilibre thermique,
avec une température qui décroit.

. Donner I'expression de la chaleur spécifique a volume constant du gaz de

photon C, = dE/dT, puis celle de I'entropie du gaz, a partir de la relation

dS=C,dT/T.
*x? dx S . L
On rappelle que =1 3= G (voir Pappendice mathématique),
0 €

. En déduire que I'entropie du gaz demeure constante lors de expansion.

. On désigne par u{w) I'énergie par unité de volume et par unité de pulsation

du gaz de photon.
Donner allure du graphe de la fonction #{cw) a une température donnée.

Déterminer P'équation qui donne, sous forme implicite, la valeur w,, de w
correspondant au maximum de u(ew).

. La solution de I'équation implicite €% = 1-6/3 est § =~ 2,82.... Donner

I’expression de wp, en fonction de kT et 6.

. Le spectre de ce rayonnement est trés bien connu expérimentalement. Les

mesures donnent wy, = 1,01 x 10'2 Hz, En déduire la température actuelle
du rayonnement fossile.

On donne k, =1,38x 1072 J.K et =1,05%x 1073 J.s.

. Le volume de I'Univers varie comme t2, ot1 ¢ désigne le temps écoulé depuis

le Big bang {estimé 4 15 milliards d’années). Sachant que le découplage de la
matiere et du rayonnement a eu lieu lorsque la température était de I’ordre
de 3000 K, calculer I'age de I'Univers au moment de ce découplage.
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11.7 Analyse de données expérimentales

11.7.1 Densités de résonance de neutron dans les noyaux

Exercice 11.10. La Fig. 11.1 montre les sections efficaces de neutron pour le noyau
de thorium-232. De telles données existent pour un grand nombre de noyaux.

1 1 1 L 1 n L 1 1 1 1 1 [ ool L 1 1 1
0 EL] 40 1] &0 7 8d E ] 100 na 129
E,— sV

1 1 1 1 1. 1 L 1 1 1
120 130 140 160 160 170 180 190 200 20
E,- eV
Figure 2-8  The hgurc gives the total cross scetion far the reaction #n 4 ***Thas @ function
»f the neutron ewoergy, E.. in eleclron volts; the data are taken Frora the compilation Nemiron
Cross Searions (1964),

Ficune 11.1. Résonances du Thorium. Voir texte.

1. Ces résonances du Thorium-233 {Th-232 + 1 neutron) sont trés étroites, et
correspondent a des états 4 longue durée de vie, comparée aux échelles de
temps nucléaires. En utilisant 'inégalité de Heisenberg durée-largeur, estimer
la durée de vie typique d’un de ces états.
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2. Estimer le nombre d’états* par MeV,

3. Lorsqu’on analyse les données relatives aux résonances de neutron pour un
grand nombre de noyaux a I'aide de 'expression que nous avons obtenue
dans le cas tridimensionnel (voir Ex. 11.5}, on détermine pour chaque noyau
son paramétre de densité de niveau

2
T
= gd(fp) (119)
40 T T T T T [ T
*'0‘.3;*.
L » _|
n "’-’;“"
i”. h g
" "! t‘ .
w20 . fars # P |
* -
“* .» e at -
| oy‘;a’?‘f» N |
sﬁ"? I3 ‘:
4
10 - S . -
s
"
o
[’} 1 [ 'l i 1 | 1 l i | 1
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A

Ficure 11.2. Parameétre de densité de niveau a en fonction du numéro
atomique A. Tiré de http: //www-nds. iaea.or.at/ripl2/.

Lensemble des données concernant a est reproduit Fig. 11.2, en fonction du
numéro atomique A. Discuter ces données, et en particulier le fait qu’on pergoit une
tendance moyenne, sur laquelle se surimpose une modulation quasi périodique.

11.7.2  Coefficient de dilatation thermique de I'hélium liquide

Parmi les propriétés singulieres de I'hélium liquide a basse température, son coefficient

de dilatation thermique a(T) = %% , mérite qu'on s’y arréte, Lorsque la température

* 1l n’existe pas d’autre systéme physique pour lequel on connaisse une telle statistique de niveaux!
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augmente, la masse volumique du liquide commence par décroitre : le liquide se dilate,
a{T) est positif. Puis vers 1,1 K, la masse volumique augmente : @(T) devient négatif. A
la température de la transition superfluide, @(T) il subit une discontinuité, il redevient
positif et croissant avec la température. Nous allons voir que la compréhension de ce
phénomene met en jeu toute la thermodynamique de I’hélium superfluide.

Figuge 11.3. Coefficient de ditatation thermique de ’hélium liquide a{T}.
D’apres ] Wilks, The properties of liquid and solid helium, Oxford : Clarendon
Press, 1967.

Comment comprendre le comportement non monotone de a(T) vers 1 K ?

A basse température, on peut espérer pouvoir décrire la thermodynamique 2 partir
du spectre des excitations déterminé 4 température nulle.

11 se trouve que I'une des relations macroscopiques de Maxwell permet de relier
a(T) 4 la variation de entropie avec la pression. Or Ientropie peut se calculer
directement a partir du spectre des excitations, et de son évolution avec la pression. La
superfluidité de 'hélium n’intervient pas directement dans 'approche, sinon quelle
permet que se propagent dans le liquide des excitations de trés petites longueurs d’onde.
Dans un fluide classique, celles-ci sont amorties par viscosité.

Les excitations élémentaires du fluide sont des phonons. Ils sont traités de fagon
analogue aux photons lumineuy, c’est-a-dire comme des bosons dont le nombre n’est
pas fixé. Leur potentiel chimique est nul.

Exercice 11.11. [D]

1. Exprimer la différentielle de I'énergie libre de Gibbs d’un systéme, et en

déduire la relation
_1jes
vier/,
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Freure 11.4. Spectre des excitations élémentaires de I'hélium-4 liquide.
D’aprés D. G. Henshaw et A. D. B. Woods, Phys, Rev. 121, 1266 {1961).

2. On traite d’abord la contribution a I'énergie du fluide de la branche linéaire
des phonons € = fike, ol ¢ désigne la vitesse du son dans le fluide (239 m.s7),
Calculer, pour une température T, la contribution a Iénergie des phonons.
En déduire leur contribution a la chaleur spécifique, puis a ’entropie.

3. Les excitations proches du minimum de la relation de dispersion sont dénom-
mées rotons. On modélise la relation de dispersion an voisinage du minimum
enko=1,91 A~ par:

B2 (k—ko)?
e(k)=A+ A (k—ko)”
2m*

olt A représente le gap au minimum (8,65 K), m* caractérise la courbure de
la branche rotonigue au voisinage du minimum (environ 1077 kg). Calculer
la contribution de cette partie du spectre a la chaleur spécifique du liquide.

4. Comment, a votre avis, se déforme la relation de dispersion lorsqu’on aug-
mente la pression. En déduire, qualitativement, le comportement du coeffi-
cient de dilatation thermique.

11.7.3  Etats de surface de I*He 3 la surface de I*He liquide

L'hélium existe dans la nature sous deux variétés isotopiques : ’hélium-3, qui est
un fermion (nombre impair de fermions constituants), et 'hélium-4, qui est un
boson {nombre pair de fermions constituants). Les interactions de deux atomes
d’hélium-3, oun de deux hélium-4, ou d’'un atome d’hélium-3 avec un atome d’hélium-
4 sont identiques, puisqu’elles sont d’origine électromagnétique, donc insensibles a
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la présence ou I'absence d’un neutron dans le noyau. L'atome d’hélium étant 'atome
le moins polarisable de tous les atomes de la nature {deux électrons fortement liés
au noyau), le potentiel d’interaction entre deux atomes d’hélium est le plus faible
connu. Lallure est de type Lennard-Jones, avec une distance de cceur dur o de 2,5 A,
et un minimum du potentiel de —10,22 K (on rappelle que 1 eV correspond a environ
12000 K). Les caractéristiques du mélange liquide *He-*He reposent donc sux I'énergie
cinétique qui, & température nulle, est d’origine purement quantique. Nous examinons
cette question dans I'exercice qui suit.
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Ficure 11.5. Densité de I'hélium-4 liquide, en A~ et potentiel vu par un
atome d’hélium-3, en K, en fonction de la coordonnée perpendiculaire a la
surface du liquide.

Exercice 11,12, [TD)

1. Comparer les énergies de point zéro d’un atome d’hélium-3 et d’'un atome
d’hélium-4 lorsqu’ils se trouvent piégés dans la cage constituée par les autres
atomes. Cette énergie de localisation quantique peut s’estimer a partir des
inégalités de Heisenberg, en considérant leur limite inférieure.

2. Les valeurs expérimentales des énergies de liaison d'un atome dans I'hélium-4
liquide, extrapolées a température nulle, sont respectivement 7,15 K pour
un atome d’hélium-4, et 2,49 K pour un atome d’hélium-3. Cette différence
est précisément attribuable a I'énergie de point zéro, Seit z la coordonnée
perpendiculaire 2 la surface du liquide. La Fig. 11.5 montre le profil de
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densité de I'’hélium-4 liquide ainsi que le potentiel vu par un atome d’hélium-
3. Voyez-vous par quel mécanisme peut se former une poche de potentiel 4 la
surface du liquide ?

3. Montrer que la fonction d’onde d’un état li¢ d’un atome d’hélium-3 a la
surface de I’hélium-4 se factorise, et écrire 'équation de Schrodinger qui
détermine I'énergie d’un tel état lié,

4. La Fig. 11.6 montre des résultats de magnétisation d’atomes d’hélium-3
a Ia surface de ’hélium-4 liquide. Proposer une interprétation des deux
« marches » observées,
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Figurr 11.6, Magnétisation d’atomes d’hélium-3 a la surface de Phélium-4
liquide, Une couche atomique correspond a 0,065 atomes angstrom carré,
D’apres R. Hallock in Physics Teday 51, 30 (1998)

11.7.4  Equilibre radiatif de la Terre

Le corps noir tient une place particuliere dans I'histoire de la physique, puisqu’il est a
Porigine de l'introduction de la constante de Planck.

Une enceinte fermée est portée a la température T, et 'on observe le spectre de
son rayonnement, Lun des aspects le plus surprenant de ce rayonnement est que
sa distribution spectrale est indépendante de la nature des parois de I'enceinte. Or
une espece chimique est caractérisée par un spectre de raies bien défini, qui en est
sa signature, Comment, dans ces conditions, le rayonnement d’une paroi peut-il ne
pas dépendre de la nature des atomes et molécules qui la constituent et posséder ce
caractére universel ¢
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Frgure 11,7. Spectre du fond de rayonnement cosmologique. D’aprés Astro.
Phys. J. 473, 576 (1996).

En réalité, le spectre d’absorption ou d’émission d’une espéce chimique est consti-
tué de raies qui posseédent chacune une certaine largeur, liée a la durée de vie de P'état
excité. Lorsqu’on dispose d’un ensemble d’atomes ou de molécules, divers processus,
collisions, effets thermiques, effet Doppler, contribuent 4 élargir ces raies, qui finissent
par se recouvrir et former un spectre continu. On peut ainsi concevoir que toutes les
fréquences deviennent accessibles, C’est-a-dire que la paroi soit susceptible d’absorber
et d’émettre toute fréquence : elle est devenue un corps noir idéal.

Rappelons que le gaz de photons dont la distribution spectrale est en meilleur
accord avec la théorie est celui du fonds cosmologique a 2,7 K, (Cf. Fig. 11.7}. L'équi-
libre date de I'histoire primordiale de I'Univers oll, la température ayant baissé jusqu’a
quelques milliers de degrés, électrons et ions se combinent pour former des atomes,
la densité de la mati¢re diminue, si bien que mati¢re et rayonnement se découplent.
Lexpansion de I'Untvers se fait ensuite a entropie constante, la température du gaz de
photons décroit, mais la distribution spectrale demeure celle d’un équilibre thermique.

Le Soleil constitue un assez bon corps noir. Dans ce cas, I'enceinte oli matiére et
rayonnement s'équilibrent est le volume de I’étoile, et I'orifice par lequel le rayonne-
ment s’échappe en est ... sa surface ! Notons qu'il s’agit d’un équilibre local qui varie
entre le centre du Soleil, a une température d’environ 15 millions de degrés, et la
surface. La température de cette derniere s’obtient en ajustant la courbe théorique
du rayonnement émis aux données expérimentales. On trouve une température de
5780 K.
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Exercice 11.13. [PD] [Gaz de photons]

La puissance émise par unité de surface d’un corps noir a la température T suit

la loi de Stefan-Boltzmann P = o T*. Calculer 'expression analytique puis la valeur
numérique de 0. On s’aidera des résultats de la question 6 de 'Ex. 11.9,

Exercice 11.14. [PD] {Equilibre radiatif de la Terre]

On prendra maintenant L = 3,87 X |

0% W comme valeur plus précise de la

puissance totale émise par le Soleil.

L.

En déduire la puissance S recue par unité de surface perpendiculaire au
rayonnement solaire, & la distance Terre-Soleil (150 millions de km).

Dire pourquoi la puissance moyenne regue par unité de surface de Terre est
en fait S/4.

Lalbedo actuel de la Terre, A, est actuellement de 0,3 (rapport de I'énergie
réfléchie a I'énergie regue par unité de surface).

Déterminer, en 'absence d’atmosphere, la température moyenne d’équilibre
de la surface de la Terre, T}, en supposant qu’elle constitue un corps noir
parfait.

Latmospheére est pour |'essentiel transparente au rayonnement solaire, et
absorbe en partie le rayonnement infrarouge réémis par la Terre. Clest ce
quindique 'examen de la Fig. 11.8.

Supposons, pour simplifier, qu'elle soit i) totalement transparente au rayon-
nement solaire, ii) totalement opaque au rayonnement de la Terre, et iii)
qu'elle rayonne elle-méme comme un corps noir parfait 4 sa température
moyenne d’équilibre T,. Ecrire 'équation représentant I’équilibre radiatif
Soleil-atmosphére-Terre en se plagant au-dela de atmosphére, puis I'équi-
libre radiatif de la Terre. En déduire la température moyenne de 'atmosphere
et celle de la Terre.

La température moyenne de la Terre est actuellement de 15° C. Le modele
précédent est trop grossier en ce qU'il considére notamment que 'atmosphére
est un corps noir avec une température uniforme, alors qu’elle est plus
froide en haute altitude et plus chaude 4 basse altitude. Une fagon alternative
d’effectuer le bilan radiatif de la Terre consiste alors a faire I’hypothése qu’une
fraction € du rayonnement émis par la Terre lui revient sous forme d’effet
de serre, le reste s'échappant dans 'espace. En mesurant le flux émis par la
surface et le flux s’échappant vers 'espace, on trouve que € = 0,4. Calculer
dans ces conditions la température moyenne de la Terre,
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6. L'albédo de la Terre dépend en réalité de la température. Il augmente lorsque
la température diminue, car la masse de glace qui recouvre la planéte aug-
mente; il diminue lorsque la température augmente, par fonte des glaces.

Discuter qualitativement la stabilité de la solution obtenue en 4 ou 5.

Exercice 11.15. [PD] [Le corps humain comme un corps noir] On s’intéresse a
la fraction du métabolisme de base dédié, en moyenne, 2 maintenir le corps a la
température T, = 37° C.

La surface de peau S d’un adulte est de 'ordre de 2 m?. On fait ’hypothése
que le corps humain émet un rayonnement de corps noir a la température T, avec
une émissivité E de 'ordre de 0,7 (fraction du rayonnement de corps noir émis
ou regu), et qu’il regoit de 'environnement un rayonnement de corps noir a la
température T,. On pose AT = T~ T,, etl'ona: AT < T,.

Déterminer I'énergie dépensée en une journée pour maintenir la température
constante. La comparer a I'énergie correspondant au métabolisme de base, qui est
d’environ 11x 10° J.






CHAPITRE 12

Le nez dans les étoiles

E CHAPITRE concerne quelques aspects du fonctionnement des étoiles. Quelle est
Porigine de ’énergie lumineuse émise par les étoiles ? A Iorigine de I'énergie se
trouvent toujours les interactions fondamentales de la matizre : électromagnétisme,
gravitation, interactions nucléaires forte et faible. Nous examinerons successivement : la
formation de structures chimiques, effondrement gravitationnel, la fusion nucléaire.
Le destin d’une étoile dépend de sa masse. Lexistence de structures stellaires stables
(au moins pendant une certaine échelle de temps) dépend de processus susceptibles de
gopposer a la gravitation, laquelle tend & provoquer un collapse de la matiére. Trois
mécanismes existent, qui conduisent a trois types d’étoiles bien distinctes : étoiles de la
séquence principale, naines blanches, étoiles 2 neutrons.

Une étoile se forme lorsque Peffondrement gravitationnel initial d’une certaine
masse de gaz et de poussiéres au sein d’'une galaxie conduit 4 une température centrale
telle que des réactions de fusion peuvent s’enclencher. Il faut pour cela que I'agitation
thermique des protons permette de surmonter la répulsion électrostatique, et nous
verrons qUil s’agit d’un processus quantique de traversée de barriére par effet tunnel.
La séquence principale est constituée d’étoiles oli les réactions de fusion nucléaire
de I'hydrogene en hélium libérent une énergie thermique susceptible de maintenir
équilibre hydrostatique de I'étoile.

Lorsque cette phase est achevée, 'effondrement reprend et la température aug-
mente & nouveau. La température atteinte dépend de la masse de étoile, c’est-a-dire
de la réserve d’énergie gravitationnelle dont elle dispose. Si la masse de I'étoile est
insuffisante pour que la fusion des noyaux d’hélium en noyaux plus lourds s’enclenche,
I'étoile se contractera jusqu’a ce que la pression (d’origine quantique) des électrons la
stabilise. Mais si les électrons deviennent relativistes, leur pression ne peut s’opposer a
la pression gravitationnelle que si la masse de 1'étoile est plus petite qu'une certaine
limite appelée masse de Chandrasekhar !

Les étoiles dont la masse est supérieure a une dizaine de masses solaires voient les
réactions de fusion nucléaire progresser jusqu’au Fer-56, qui est le noyan dont Pénergie

! Cette limite avait été obtenue auparavant par E.C. Stoner, Phyl. Mag. 9, 944 {1930}
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de liaison par nucléon est la plus grande. Au dela, les réactions nucléaires deviennent
endothermiques, et aucun mécanisme ne peut plus empécher la contraction de I'étoile,
Cet effondrement génére au centre de I'étoile un coeur qui ne se stabilise que lorsqu’il
atteint la densité de la matiére nucléaire. Au bout du processus, les couches externes de
I’étoile rebondissent de fagon explosive sur ce coeur, qui par neutronisation progressive,
devient une étoile & neutrons. La pression quantique des neutrons est susceptible alors
de compenser la gravitation, et la structure est stable dans un certain intervalle de
masse. Lorsque la masse de I'étoile a neutrons atteint environ trois masses solaires, la
vitesse de libération a la surface de I'étoile a neutrons atteint la vitesse de la lumiére
I'étoile a neutrons devient trou noir.

Les exercices suivant illustrent ces idées mais ils sont évidemment loin d’épuiser
la variété et la dynamique des objets stellaires. Ils en donnent cependant un premier
classement. Remarquons que le sujet fait appel a de nombreux domaines de la physique:
physique statistique, mécanique quantique appliquée a des objets macroscopiques,

gravitation 2,

Remarque : Nous traitons ici de systémes gouvernés par une force a longue portée,
la gravitation. Comme indiqué dans I'introduction, ces systémes sont non extensifs,
et leur thermodynamique peut étre contre-intuitive. Par exemple, I'expression de
Iénergie d’une étoile montre qu'il s’agit d’un systéme a chaleur spécifique négative, <f.
solution de 'Ex. 12.3. Le fait que les structures gravitationnelles & grande échelle aient
des chaleurs spécifiques négatives est fondamental pour I'évolution & long terme de
I'univers observable : il contredit I'idée classique, mais fausse, de mort thermique de
Punivers par uniformisation des températures. En effet, le contact entre deux systéemes
initialement a des températures différentes ne conduit a une égalisation que si leurs
chaleurs spécifiques sont positives.

12.1 Quelques données numérigues utiles
On prendra pour les masses du proton, du neutron, de ’hélium et de I'électron

mp = 1,67265 X lO_Z?kg ou 938,27 Mev

my, =1,67495x 1077 kg ou 939,57 Mev

Ceux qui voudraient approfondir leur connaissance peuvent se reporter A 'article synthétique de
Roger Balian et Jean-Paul Blaizot dans Am. [. Phys. 12, december 1999, et aux références qu'il contient,
notamment le livee de Chandrasekhar An introduction to the study of stellar structure, Dover.
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My, =6,6472x 107 kg ou 3734,3Mev

m,=9,10955 x10~'kg ou 0,511 Mev.

La charge électrique de ™ est g =~1,602 x 107" Coulomb. On posera
e* = ——=2,305x 107" SL.

Il est souvent pratique, pour les calculs numériques, d’introduire la constante de
structure fine, sans dimension :

_ ¢ 1
dreghe 137,036

Le « contenu énergétique » d’une température absolue est obtenu a I'aide de la constante
de Boltzmann :

1eV ~ 12000K =~ 1,602 x 10717,

Pour le Soleil, on prendra comme masse et rayon
Mg=2x10""kg, R =700000km.
Il émet, sous forme de rayonnement électromagnétique, une puissance
L=3,87x10% W,

que I'on pourra arrondir & 4 X 10?® W. Enfin pour la constante de gravitation on
prendra la valeur

G=6,67x 107118

2.2 Origine de I'énergie solaire

Lorigine de 1'énergie rayonnée par le Soleil a été une question récurrente dans ’histoire
de la physique. Avant que la radioactivité soit découverte, en 1896, les deux sources
possibles de I'énergie solaire étajent I'énergie chimique et I'énergie gravitationnelle.
Examinons ces deux possibilités,
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Exercice 12.1. [Energie chimique.] L'énergie chimique envisageable correspond 3
la recombinaison des protons et des électrons pour former des atomes d’hydrogéne,
ce qui libére une énergie de 13,6 eV par atome formé. Supposons que toute [a
masse du Soleil soit composée de protons (la masse des électrons est environ 2000
fois plus petite}. Quelle serait, & rayonnement constant, la durée de vie  du Soleil ¢
On admettra que le taux de recombinaison correspond a la puissance L observée,

Voyons & présent si la gravitation peut étre une source d’énergie suffisante?,
Leffondrement d’une masse de gaz interstellaire, sous 'effet de I'attraction mutuelle
des constituants, s'accompagne d’'une augmentation de température, et par conséquent
d’une émission de lumiere. L'état initial (tous les constituants & 'infini avec une vitesse
nulle) est pris comme zéro de ’énergie.

Pour un ensemble de particules en équilibre soumises a une loi de force en 1/¢%, le
théoréme du viriel permet d’établir que ’énergie cinétique est égale, au signe pres, a
la moitié de I'énergie potentielle, st bien que I'énergie mécanique totale est égale 2 la
moitié de I’énergie potentielle :

avec

Exercice 12.2. [Energie gravitationnelle.]

1. Donner une estimation de 1'age du Soleil, en supposant qu’il a toujours
rayonné comme il le fait aujourd’hui.

2. Ensupposant encore L constant, calculer le temps qu’il faut pour que le rayon
du Soleil diminue de moitié.

Remargue : En écrivant que 'énergie de I’étoile est purement gravitationnelle, on
ne prend pas en compte 'énergie coulombienne entre les charges. Si celles-ci sont
réparties uniformément, les charges positives et négatives s’annulent en chaque point,
et Chypothese est justifiée. On néglige donc les effets de polarisation du milieu (chaque
ion pouvant s’entourer d'une distribution de charge négative)

Cétait I'hypothése adoptée par Kelvin pour estimer I'ge du Soleil, et par conséquent une borne supérieure
de I'age de la Terre, nécessairement plus jeune. Elle conduit, comime on va le voir, & un 4ge de quelques
dizaines de millions d’années. Cette estimation fut jugée beaucoup trop courte, 2 juste titre, par C, Darwin
et les géologues de la deuxiéme moitié du x1x° sigcle.
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Exercice 12.3. [Une estimation de la température du soleil.] On suppose que la
matiére du Soleil est sous forme d’un plasma composé essentiellement de protons
et d’électrons libres, en nombre égal. Estimer a I'aide des résultats précédents
la température de ce plasma a partir de la relation d’équipartition de I’énergie
cinétique,

12.3 Nucléosynthese stellaire ; pic de Gamow

Nous savons depuis les années 1930 que Ja source de 1'énergie solaire réside dans les
réactions de fusion qui se déroulent en son centre. Chaque seconde, 624,5 millions de
tonnes d’hydrogéne se transforment en 620 millions de tonnes d’hélium, la différence
de masse m étant convertie en énergie lumineuse selon la loi : E = mc?, On retrouve la
valeur de L mentionnée plus haut.

12.3.1 Conditions physiaues de la nucléosynthése

Exercice 12.4. [Une estimation de la durée de vie du soleil.] I'énergie de liaison
du noyau d’hélium est de 26,7 MeV. §i tout ’hydrogéne du Soleil se transformait
en hélium, quelle serait sa durée de vie, en supposant qu’il émette toujours la
puissance actuelle.

La séquence de réactions de fusion conduisant a la synthése d'un noyau d’hélium
dans le soleil ? est la suivante :

d+e" +v+0,4 MeV

prp —

e +e — y+1,0 MeV

d+p — °He+5,5MeV
‘He+’He — *He+2p+12,9 MeV,

dont le bilan total (on multiplie les trois premieres relations par 2 et on ajoute la
troisieme) est la conversion de quatre protons en deux noyaux d’hélium :

dp+2¢ —* He+2v+26,7 MeV.,

Les neutrinos, qui interagissent tras peu avec la matiére, s’échappent de I’étoile, mais
emportent peu d’énergie. L'énergie libérée apparait sous forme d’énergie cinétique des
particules produites, lesquelles thermalisent a travers les collisions.

Notons que ce nest pas celle du projet « International Thermonuclear Experimental Reactor » (ITER) qui
vise la réaction de fusion deuterium + tritium.
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Pour que la premiere de ces réactions ait liey, il faut, d’une part, que les deux
protons s'approchent & une distance telle que I'interaction nucléaire, attractive, puisse
jouer, soit environ 2 fm, d’autre part qu’un proton se transforme en neutron. Cette
transformation procéde par interaction faible, elle est donc trés peu probable ; c’est elle
qui limite le taux de preduction de P'énergie dans cette phase d’existence d’une étoile,

On posera e = ¢* /(4rey), g désignant la charge élémentaire et £y la permittivité
électrique du vide. La hauteur de la barriére conlombienne pour deux protons distants
de r = 2 fm est donc Vg = &*/r = 0,7 MeV. Elle est évidemment plus grande pour des
noyaux plus chargés. Une énergie cinétique moyenne de 'ordre du keV (Cf'Ex. 12.3)
ne permet pas de la franchir.

12.3.2 Taux de réaction nucléaire et production d'énergie

La barriére coulombienne ne peut étre franchie thermiquement, elle est franchie
par effet tunnel. Trois effets doivent étre pris en compte pour calculer le taux de
réactions : 1} la probabilité quantique de franchissement de la barriére (effet tunnel}, ii)
la section efficace de collision et iii) la distribution des vitesses des noyaux susceptibles
de fusionner.

I. Effet tunnel

Nous allons traiter le cas de la fusion d’un noyau de masse m; et de charge 7,
avec un noyau de masse m; et de charge Z,. 1l servira pour la fusion (p, p), mais aussi
(He, He} et pour les noyaux plus lourds. Le potentiel inter-noyaux est coulombien a
partir d’'une distance minimale r* o1 I'interaction forte prend le dessus

Vir) < 0 pourr<r” (12.1}
Z1Z,€*
Viry = 1226 pour r> ", (12.2)
¥

On rappelle que le coefficient de transmission 7 d’une barriére rectangulaire de
largeur a et de hauteur Vj par une particule de masse m et d’énergie E est donnée par:

T =exp(~G),

ou le facteur de Gamow F vaut :

2m(Vo—E)
g=2 %D,

On se place dans un référentiel lié au centre de masse des deux noyaux. Soit
u = myntzf/(my + my) la masse réduite et E = %,u(vl ~v2)? Pénergie cinétique de la
particule relative,
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Exercice 12.5. [AD] [Calcul du facteur de Gamow.] En considérant la barriére
coulombienne comme une succession de barriéres élémentaires de hauteur variable,
montrer que le facteur G se généralise en une intégrale.

1. Ecrire et calculer cette intégrale. On désignera par Vg la valeur maximum de
la barritre : Vg = Z, Zye% /1.

2. Montrer que, compte tenu des ordres de grandeur des valeurs de E et de V5,
I'expression de G peut se mettre sous la forme :

un* 7272t

- (12.3)

Ey
o —, Ep=
G T avec Ep

11 Section efficace de collision

Pour des objets régis par la mécanique classique, la section efficace de collision est
proportionnelle 4 leur section droite : 5'ils sont compacts, de dimension caractéristique
R, la section efficace sera en R2. Ici, les noyaux sont des objets quantiques, et il convient
de comparer leur longueur d’onde de de Broglie a leur taille. Montrons que, aux
températures considérées ici, la longueur d’onde de de Broglie est trés supérieure i la
taille des noyaux. On en déduira que I'on peut écrire la section efficace de collision

o=

E
ol S(E) est une fonction qui incorpore effet de 'interaction nucléaire ; elle doit étre,
hors phénomenes de résonance, une fonction lentement variable de I'énergie.

En effet, la longueur de de Broglie d’une particule de masse m: et d’énergie E
est donnée par la relation A = hfp = +f4x2h?/2mE. Nous avons vu que les énergies
cinétiques dans le Soleil sont de Pordre du keV. La longueur d’onde associée est donc
supérieure & 1000 fm, c’est-a-dire bien plus grande que la taille d’un noyau. Cest donc
elle qui détermine la section efficace. Lors d’une collision, le mouvement relatif des
noyaux est décrit par une fonction d’onde dont I'extension spatiale est de ordre de
lalongueur d’onde associée, et la section efficace de collision sera proportionnelle au
carré A%, donc en 1/E. On pourra donc bien écrire o = S(E)/E.

3

IT1. Taux de collisions
Lorsqu’un faisceau de particules est envoyé sur une cible, la section efficace de
réaction est définie par :

B nombre de collisions par centre et par unité de temps
nombre de particules incidentes par unité de surface et unité de temps’
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Exercice 12.6. [D] [Calcul du taux de collisions.] Soient #; et #; les nombres
de noyaux de chaque esp&ce par unité de volume. On suppose que I'équilibre
thermique est atteint. Calculer le taux de collisions (nombre de collisions par unité
de temps et par unité de volume) pour une énergie relative 3zv* comprise entre E
et E+dE.

IV. Taux de réaction

Exercice 12.7. [D] [Calcul du taux de réaction.| En tenant compte de Ueffet tunnel,
déterminer, sous forme d’une intégrale sur I'énergie, l'expression du taux de
réaction w, c’est-a-dire le nombre de réactions de fusion par unité de temps et de
volume. Montrer que 'intégrand est trés piqué autour d’une valeur Eg (appelée
pic de Gamow) que 'on déterminera, et en déduire une expression approchée de
w utilisant la méthode du col.

V. Production d’énergie

La réaction qui conduit 3 la formation d’un noyau de deuterium procéde par inter-
action faible. Elle est considérablement moins probable que les autres, qui procédent
par interaction forte. Les valeurs du facteur S(E) qui intervient dans la section efficace
de collision sont S = 3,8 x 107°° m? keV pour la réaction de fusion de deux protons
en deuterium, et $ =~ 5x 10725 m? keV pour la réaction de fusion de deux noyaux
d’hélium-3. C’est donc la premiére qui limite le taux de production d’énergie stellaire.

Exercice 12.8. [Calcul de la production d’énergie.)

1. En utilisant les résultats des trois exercices précédents, calculer dans la
réaction de fusion {p—p), I'énergie produite par unité de temps et par unité
de volume, puis par unité de temps et unité de masse. On prendra, pour la
valeur de la densité de protons celle qui regne au centre du Soleil, c’est-a-dire
100 fois leur densité moyenne dans tout le soleil. On prendra une valeur de la
ternpérature de 12 x 10° K.

2. Quelle fraction du volume total du Soleil doit étre le siege de ces réactions
nucléaires, compte tenu de la puissance totale émise par cetui-ci?

3. Comparer a 'énergie produite par unité de temps et de masse du corps
humain qui est d’environ 107 Joule par jour.

12.4 Naines blanches

Pendant toute la phase de synthése de ’hélium, I'énergie libérée génére une pression
du plasma capable de compenser la tendance a 'effondrement gravitationnel : c’est la
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phase d’équilibre hydrostatique de I'étoile. Lorsque ’hydrogéne a été brilé, émission
de lumiere ne peut prendre sa source que dans I'énergie gravitationnelle, et I'étoile
se contracte 4 nouveau. Le sort ultérieur de I'étoile dépend de sa masse. Lorsque
cette masse est de I'ordre de celle du Soleil, 'augmentation de température qui
accompagne la contraction n’est pas suffisante pour que s’enclenchent des réactions
thermonucléaires de fusion des noyaux d’hélium-4 formés dans la premiére phase de
la vie de I'étoile : la barriere coulombienne est trop grande. On peut montrer (mais
nous ne I'aborderons pas ici} que lors de la contraction, la température passe par un
maximum puis diminue. I'étoile va se refroidir petit a petit. Pénergie des électrons
augmente avec la densité, La pression que ce gaz quantique est susceptible d’exercer
augmente également, et vient un moment ot cette pression est capable de compenser
la pression gravitationnelle : il sagit de la phase naine blanche. Mais ceci n’est possible
que si la masse de I'étoile ne dépasse pas une limite, appelée masse de Chandrasekhar,
Lexistennce de cette limite, on va le voir, est due & ce que les électrons deviennent
relativistes.

Le but de Yexercice est de calculer cette limite, dans un modele simple. Lapproxi-
mation essentielle du modéle consiste a considérer que les grandeurs physiques sont
uniformes dans tout le volume de I’étoile.

On se place 4 température nulle, condition qui sera justifiée 4 la fin de 'exercice
par la cohérence des résuitats obtenus. On désigne par R le rayon de I'étoile, et par M
sa masse.

Exercice 12.9. [Calcul de la densité d’électron.] On admet que I'étoile est constituée
entierement de noyaux d’hélium-4 et d’électrons. Déterminer |'expression de la
densité électronique p (nombre d’électrons par unité de volume), et celle de leur
moment de Fermi kg.

Note : on remarquera que la masse de ’étoile est déterminée essentiellement par
celle des noyaux, les électrons y contribuant de fagon négligeable.

Puisqu’il faut traiter le cas ot les électrons deviennent relativistes, on utilisera
d’emblée les expressions correspondantes entre énergie et moment. Dans ces conditions
I'énergie de Fermi est définie par :

EF= 4 H‘izkicz +mict —mc?,

L'énergie totale des électrons, E, (incluant leur énergie de masse), est donnée par
Pexpression (V = volume de 'étoile) :

V 4.5 LF
Bczlc-f e V142, (12.4)
Q

m2h3
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ol Xp= hkp/(mc}.
En effet, 'énergie se calcule par intégration dans la sphére de Fermi, en tenant
compte d’un facteur de dégénérescence de spin égal a 2 :

cx
—Z-K—f Ark? dk VE2K? 2 + mPcl,
0

¢~ (2nh)?

ce qui conduit au résultat proposé.
L'intégrale 12.4 se calcule analytiquement. Le résultat est le suivant :

=¥ 1
f dx V1+x2 = 3 [xp 1 +x§.(1 + 2x§)—log(xp+ 1 +x§)].
0
A Paide d’un développement dans la limite xp >> 1 (limite relativiste), I'énergie des

électrons §'écrit 2/3
heV 443 mict{ 1
s or | 5 (55
Jol

PP 7 ) | (125)

oll on a tenu compte de la relation k. = 37%p. L'énergie totale E de I'étoile 5°écrit
comme la somme de 'énergie des électrons et de 'énergie gravitationnelle des ions
(a température nulle, I'énergie cinétique des ions est nulle). On rappelle que 'énergie
gravitationnelle d’une sphére homogene de masse M et de rayon R a pour expression :

G=—C 5

5 R

Exercice 12.10. [Calcul de I'énergie de I'étoile.] Montrer a I'aide de I’Eq. 12.5 que,
pour une masse donnée M, I'énergie de I’étoile a la forme suivante :
Q’M2 ﬁM‘l,J'.a

E=———+——+yM*’R,
R R

ol le premier terme provient de 'énergie gravitationnelie et les deux autres termes
de I'énergie des électrons. Donner 'expression des coefficients o, 5 et y.

Exercice 12.11. [Calcul du rayon de I'étoile.] Ecrire I'équation qui détermine la
valeur du rayon R,, pour lequel E est minimum, Montrer que cette équation n'a
de solution que si la masse de Iétoile est inférieure a une valeur limite M dont on
donnera I'expression. Calculer le rayon d’équilibre pour M < Mc.

Validation des hypothéses faites

On se place dans le cas d’'une étoile de masse égale a celle du Soleil, dont la température
en fin de nucléosynthese de I’hélium est de 'ordre de 107 K.
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Exercice 12.12. [Ordres de grandeur. |

1, Limite relativiste pour les électrons : calculer le rayon d’une naine blanche
dont la masse est M = 2 x 10% kg. En déduire la densité électronique, le
moment de Fermi et comparer la valeur de fikpe & I'énergie de masse d’un
électromn.

2. Température nulle : Calculer I'énergie de Fermi des électrons et comparer 3
leur énergie thermique.

3, Contribution des ions & la pression totale : Calculer la pression des ions,
considérés comme un gaz parfait. Comparer a la pression quantique du gaz
d’électrons.

Rernarques finales

1. La valeur trouvée pour la masse de Chandrasekhar (1,7 masse solaire} est un
peu plus grande que celle qu'on trouve si 'on ne fait pas 'approximation d'une
densité et d’une température uniforme dans tout le volume de P’étoile, soit 1,4
masse solaire.

2. Le mécanisme par lequel une masse limite apparait tient a la nature de la relation
énergie-quantité de mouvement pour un gaz ultra relativiste : & = Bkc (alors que
pour un gaz classique, on a : £ = #*k*/2m). Il en résulte que la dépendance de
Iénergie totale par rapport au rayon de I'étoile comporte deux termes en 1/R de
signes opposés. Nécessairement, pour un masse suffisamment grande, ’énergie
cinétique ne peut plus contrebalancer I'énergie potentielle de gravitation, d’oul
Pinstabilité.

12.5 Etoiles A neutrons

Dés la découverte du neutron par Chadwick en 1932, I'idée que des étoiles & neutrons
puissent exister a été proposée. Mais il fallut attendre 1967 pour qu’une étoile a
neutrons soit identifiée. Ce travail est dii 4 Jocelyn Bell, étudiante, travaillant a sa theése
a Cambridge sous la direction d’Anthony Hewish *

Anthony Hewish et Martin Ryle recurent seuls en 1974 le prix Nobel pour celte découverte. Jocelyn Bell
fut faite « Dame » {¢quivalent féminin de Sir). 1] est amusant de noter qu'au début, A. Hewish a cru qu'il
s'agissait de signaux radio provenant d’extra-terrestres : il avait méme nommé ce premier pulsar LGM-1
(Little Green Men 1). Uabandon de cette hypothése hardie conduira A une nouvelle dénomination, plus
administrative, de Fobjet : PSR 1514+21.
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Ainsi que nous 'avons indiqué dans I'introduction de ce chapitre, dans les étoiles
massives (disons, au-deld d’'une dizaine de masses solaires), la réserve d’énergie
gravitationnelle est suffisante pour que la nucléosynthese continue au-dela de Phélium,
malgré les barrieres coulombiennes de plus en plus grandes entre les noyaux produits.
Le processus se poursuit mais atteint une limite naturelle avec la synthese du Fer-56, qui
est le noyau le plus stable de tous. Les réactions nucléaires qui peuvent encore avoir lieu
sont toutes endothermiques, qu’il s"agisse de la dissociation du Fer ou de la synthese
d’éléments plus lourds, La température de Iétoile ne peut donc plus étre maintenue, et
sa contraction s’enclenche de fagon extrémement rapide : étoile s’effondre sur elle-
méme en chute libre. Au cours de ce processus, I'énergie de Fermi des électrons {qui
suivent 'effondrement) augmente, et lorsqu’elle devient supérieure a la différence de
masse neutron-proton, les électrons sont capturés par les protons (p+¢~ — n+v) : C’est
Porigine de la neutronisation de la matiére. Pour 'essentiel, les neutrinos s’échappent
de ’étoile, emportant de ’énergie, ce qui contribue & accélérer son effondrement, et
le processus ne s’arréte que lorsque la matiere atteint la densité nucléaire. Celle-ci
étant peu compressible, un cceur dur se constitue peu a peu, sur lequel la matiére qui
seffondre va rebondir et conduire a4 un supernova : 'étoile explose, et laisse au centre,
suivant la masse, une étoile & neutrons ou un trou noir.

Ce scénario est confirmé par les quelques estimations qui suivent. Nous allons
supposer que la densité de 1'étoile est telle que les neutrons doivent étre traités
quantiquement, c’est-a-dire comme un gaz de fermions. La validité de ’hypothése
sera confirmée par la cohérence des résultats obtenus. On désignera par M la masse de
I'étoile, R son rayon, et m,, la masse du neutron.

Exercice 12.13. [Energie cinétique des neutrons.] Donner expression de I'énergie
cinétique des neutrons.

Exercice 12.14, [Calcul du rayon de I'étoile 4 neutrons.] En utilisant I'expression
de I'énergie gravitationnelle de I'étoile et les résultats de 'Ex. 12.13, déterminer la
relation masse-rayon de I'étoile qui minimise cette énergie.

Exercice 12,15. [Validation des hypotheses] Calculer le rayon de I'étoile pour
une masse égale a celle du Soleil. En déduire 'énergie de Fermi des neutrons et
comparer 4 la température initiale de I'étoile, soit environ 107 K,

Exercice 12.16. [Trou noir} Rappeler Pexpression de la vitesse de libération d'un
objet de masse # soumis a I'attraction dune étoile de masse M et de rayon R. Pour
quelle masse la vitesse de libération est-¢lle égale a la vitesse de la lumiere ?



CHAPITRE (3

Appendice Mathématique

13.1 Fonctions d'Euler I'(x) et B(p,q)

Cette intégrale joue un rdle permanent en mécanique statistique :

I= fe“"”‘zdx: 1,

Démonstration. On calcule I? par une intégrale double en cartésiennes, puis on passe

en polaires.
femzdxz \/E (13.1)
74
Iix)= f et ldr =2 f“’“ e sl g, {13.2)
0 0

M)=1 et T(1/2)= 7,

et par intégration par parties

Donc:

On définit pour x > 0

Clairement

IMx+1) =x[(x).
Donc
al=T(n+1). (13.3)

Les fonctions B(p,q) sont ainsi définies

1
B(p,q)zft*’“(l—t)‘f“dt p>0,q>0 (13.4)
¢

Manifestement

B(p,q) = B(g,p).
On montre aussi que
_Tp)ig)

"~ Tp+g) (133)

B(p,g)




132 CHAPITRE 13. APPENDICE MATHEMATIQUE

Démonstration. On écrit le produit ['{p)I"(g) comme une intégrale double en carté-

siennes, puis on passe en polaires. Reste 4 poser cos’@ = t pour achever la démons-
.

tration .

13.2 Méthode du col {visicn trés sommaire)

= [0,

quand f(t) est une fonction trés grande > 0, sauf autour d’un minimum #. Utilisons le
fait que 'intégrand ne prendra de valeurs notables qu'autour de # o1 f(#) se comporte
{généralement) comme une parabole. Comme f'(#) = 0, le développement de Taylor
donne

Soit a évaluer

() =f(to) + 1721t —to)* " (o) + ...

Portons dans intégrale les deux premiers termes, il vient
Ize—f(fu}fe—{:ﬁ!ﬁf"(fo)dt,
ol f(tg) > 0. Soit, avec I'aide de 'Eq. 13.1

2r

~ g flin)
J Fitin)

(13.6}

Remarque : Ce qui précede donne seulement une vision intuitive de la méthode. Les
démonstrations mathématiques correspondantes ne sont pas simples et font appel a
des séries asymptotiques qui sont en général divergentes mais dont les premiers termes
donnent souvent une excellente approximation.

13.3 Formule de Stirling

C’est une approximation de n! d’autant meilleure que # est grand. On peut la dériver
par la méthode du col. On part de (13.3) pour I'écriture de I'(x + 1}, La fonction f{)
est alors

flt)y=t—xlogt

! Ce qui fournit, en passant, les formules de Wallis donnant 'intégrale de cos™ @sin” @ entre O et s/ 2.
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et son minimum # = x. L'application de (13.4) donne directement la formule de
Stirling

xl~x* e Vinx. (13.7)
13.4 Volume et surface de I'hypersphére

Dans Pespace 4 N dimensions, RY, pour des raisons d’homogénéits, le volume de la
sphere de rayon R est
Vi =aynRY, (13.8)

olt @y est le volume de la sphére de rayon 1.

&sz dx=f duydxy .. dxy;
[IxP<1 k.4 <1

L
O:N:f dxlf dx;gdx;a‘..de,
-1 abtxde Axh g1l

oll la seconde intégrale est la mesure du volume de la sphére de rayon /1 —-x% de RN-1,
Donc (voir £q. 13.8) :

ou £ncore

1
G’N=2G’N_1f (l—xz)ﬂz_—ldx
0

En posant x2 =1, le calcul de Iintégrale se rameéne a celui d’une fonction B(N + %, -é-
(voir Eq. 13.4) qu'on exprime a I’aide des fonctions I'. Finalement on trouve en

résolvant la relation de récurrence :
N2

- oN_ N
_T(N/2+1)R R, (13.9)

Vi

Lexpression {13.9) sera généralement évaluée A I’aide de la formule de Stirling,

Remarque : On peut donner une autre démonstration de la formule 13.9. Elle est plus
rapide, mais nécessite une astuce.

Soit f(x) une fonction intégrable sur RN ne dépendant que de r = /Y, x%, alors
lintégrale multiple se raméne A une intégrale simple

ff(x)dx:Na:Nfomf(r)rNhldr. {13.10)
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En effet dx = dVyy = Nayr™1dr.
2 2
Considérons maintenant la fonction f(x} = e2% = [[e%. Comme Iintégrale

multiple se sépare, on a

ff(x)dx=ﬂfe‘xfdx;=(fe_x2 dx)N=(\/J?)N.

Appliquons alors 'Eq. 13.10, il vient

(V)N = Nay j:o e AN dr = NQN%F(g).

D’oil, comme %1"(%) = F(% + 1), une autre démonstration la formule 13.9.

13.5 Transformation de Laplace

(Un peu) analogue 2 la transformation de Fourier, la transformation de Laplace est
définie ainsi : sous réserve de convergence, on appellera F(8} = .£(f) la transformée de
Laplace de la fonction f{E)

F(B) = f e PEF(E) dE. (13.11)
0
La transformée de Laplace inverse £~ (F) redonne f. On utilisera deux propriétés qu'il

est facile de vérifier :
— En prenant la définition de la fonction I,

EH
1
——Y(E) avec u>-1l
L (ﬁ"”) T+ D) (E) avec u
— Comme pour la transformée de Fourier, en passant par Pintégrale double

Lif+g)=L(f)L(g). (13.12)

Transformée de Laplace inverse

On peut montrer qu'elle est donnée par

f(E)ZL"(F)=ﬁ£¥EFw)dﬁ, (13.13)

oll A représente une droite paralléle 4 'axe des ordonnées, et située n'importe oi1 2
droite des singularités de F
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Remarque : La formule (13.11) se préte bien a son évaluation par la méthode du
col. On trouve ainsi souvent une approximation simple de f en calculant ensuite la
transformée de Laplace inverse.

13.6 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Soit f(x1,%z,+++ ,%,) une fonction de n variables, ot f est de classe C' dans un domaine
P. Pour que f soit extremale a I'intérieur de 23, il faut que

of
('J’x,

On cherche maintenant les extrema de f liés par la condition

=0, i=1-n

g(x11x23"' 3xn) =0

Cest-a-dire qu'on cherche des x; tels que

Z o dx; =

ol les dx; ne sont plus indépendants, mais liés par
og
Z o —dx; =

Adoptons un point de vue géométrique. Considérons les 3 vecteurs: F = { } G= { -},
dx = {dx;}. On cherche les solutions de

F.dx=0, (13.14)

avec
G.dx=0. (13.15)
Ce qui veut dire que G est orthogonal au sous-espace orthogonal a F et donc? qu'il

sont colinéaires. Il existe alors un nombre A tel que F+AG = 0. On devra donc résoudre
le systéme de n équations a n + 1 inconnues (x; et 1)

of | 0%

=0,
(:?x; 8x,

complété par
glxi X2, %a) =0

! Ceci est clair dans ®? : les dx sont dans le plan perpendiculaire 3 F, mais on peut généraliser.
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13.6.1 Application

Soit # nombres positifs p; tels que ¥ p; = 1 {on peut penser a des probabilités).
On appelle § = -3} p;log p; 'entropie. Montrons que Pentropie maximum impligue
Iégalité de tous les p; & 1/#. On introduit le multiplicateur de Lagrange 2 pour tenir
compte de la contrainte 3, p; = 1. Il faut donc rechercher I'extremum de

> pilogpi-A(D pi-1).

Lannulation des dérivées partielles par rapport 4 p; donne logp; =~(1 + ), pour tout
i

On suppose qu'on se donne # réels E; et qu'on veut assurer en plus que >, p,E; = E
(On veut conserver par exemple une énergie moyenne). On ajontera alors un second
multiplicateur de Lagrange et on cherchera 'extremum de

~Zpslogps—/1(ZPs" 1) ~ﬁ(ZP£Ef -E)-

L'annulation des dérivées partielles par rapport a p; donnera

logp; =—(1+A)-BE;,

soit
e"ﬁE!-
pi= o
avec Z= el ™ = 3 e Phi et
. 2 Eie_ﬁEi ‘
Z

13.7 Calcul des variations. Equations d'Euler

On se donne une fonction f{x(t),%(¢),¢), olt x et % sont elles-mémes des fonctions
{incennues} de ¢. On considére la fonctionnelle

f2
L0, = [ F(xt500),0)
]
Un exemple est I'action mécanique donnée par

szz[%mxz—wx)]dx (13.16)

3]
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Le probléme est le suivant : comment choisir Ia fonction x() (et sa dérivée) pour que
I, soit extremum, sachant que x(#;) et x(£;) sont donnés,

Supposons qu'on ait trouvé une solution, écrivons la variation 61 induite par une
petite variation éx et §x autour de la solution x(£).

f2 t2
L= | fx(t)+dx,%(e)+6x,¢) dr—f f(x(2),&(£), 1) dt.
] fi

3
La condition L extremale ou stationnaire signifie que 6L doit étre nul au premier ordre

Yéx.
Comme au premier ordre en d

A . . o . of
f (xe(8) + 0, %(8) + 65, 8) = f (x(8),%(2),8) + 6x6_x + 6x3_5c’
on tire que
ta 13 f
8L (x(t),%(t), 1) :f 6x§£ dt+f c'S;ncia-JTr dt.
y o Ox gy 0%
Intégrer par partie la derniére intégrale permet de mettre en facteur dx sous le signe
$OMMme ; 5 lof dof
OL(x(t),x(t),t) = | x| ————-1dr=0. 13.17
0.0 | -] (13.17)
En effet, la partie tout intégrée qui s’écrit
of |2
(5.365 "

vaut 0 puisque 8x{1) = dx(tz) =0 (x{t) et x(f,) sont fixés).
Comme on veut 'égalité (13.17) a zéro ¥ éx, il reste I'équation

appelée équation d’Euler.

On vérifiera qu’on retrouve bien I'équation fondamentale de la dynamique F = ma
en minimisant I’action mécanique (13.16).

Sion avait, de plus, une condition de type

fzg(x(ﬂ,a‘c(t),t) dt=0 (13.18)

f1
(extrema liés}), on opérerait avec la méthode des muitiplicateurs de Lagrange. C'est-a-
dire qu'on écrirait I'équation d’Euler appliquée 4 la fonction
Flx(0),x(e), £) + Ag (x(2), (1), 1).

Il faudra ensuite utiliser la condition 13.18.
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Exercice 13.1. [PD] [Chainette] On considére un fil pesant, dans le plan vertical,
de longueur ! donnée et attaché en deux points sur 'axe des x en x =0 et x = g,
Calculer sa forme d’équilibre.

Indication. Soit y{x) 'équation de cette forme. On a les conditions aux limites
¥(0) = v(a) =0 et la contrainte

I:f 1+y%dx. (13.19)
0

Léquilibre sera atteint quand le centre de gravité sera le plus bas possible, soit
quand

yngay I+ y2dx (13.20)
0

sera minimuin.

13.8 Rappels succincts de mécanique analytique

13.8.1 Equations de Lagrange

On utilise g, coordonnées généralisées a la place de x. Par exemple a 3d, q peut signifier
{x, 3,2} ou {r,6,$}. Avec N particules, c’est un vecteur d’un espace a 3N dimensions et
en cartésiennes on aura

Q1 =X = Y143 = 21,44 = X2, 43N = 2N,
On introduit le Lagrangien
L{g,q) = K-V,

oit K est 'énergie cinétique et V ’énergie potentielle. On se limitera au cas ot K a la
forme K = 3 ;47 ot @ et V sont des fonctions de q seulement (et pas de § ou de ¢). Il
s’agit d’'un mouvement conservatif,

Surladroite 2 1d:
L=1/2mx* -V (x). (13.21)

Il faut comprendre par exemple que dans le cas 4 3N dimensions

dL = Z dq, dq, noté —dq+ {g—dq (13.22)
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La trajectoire () (par ex. x(1),¥(1),z(¢)) est solution de la minimisation de I'action
t2
§= f L{q,q)dt.
f1
11 faut alors ntégrer les équations de Euler-Lagrange

oL ddL

=22y 13.23
3 dtog D (13.23)

A 1d'Eq.13.23 redonne évidemment

mx= _d_V = F(x).

dx

Introduisons ’hamiltonien et pour simplifier ’écriture mettons-nous a 1d. On a

JL

d . _OL OL_
EL(q,q)— an+ aqq'

Soit avec I'Eq.13.23
d d {81
—Lig,q} = -—(f'),

a0t dr\9g
ou 5L

—i—L(g,i) = Cte=E.

aqq (g.9) = Cre

On définira ’hamiltonien par :
oL
Hlg,q) = a—QQ—L(q,QJ. (13.24)

A cause de la définition de L et de la dépendance quadratique de K en g

oL 0K
==k,
3q1 " gt

d’ou une autre écriture de ’hamiltonien
H(g,q)=2K-L=K+V(q).

Clest donc I’énergie totale du systéme.
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13.8.2 Equations de Hamilton

On définit maintenant les moments conjugués

= @ (13.25
p_ aq' ' )
A 1d on aura, 4 cause de 'Eq. 13.21
p=mk.

Dérivons le moment conjugué, a 'aide des Eqs. 13.23 d’Euler-Lagrange on obtient

oL

Et comme
H:PQ—L(-"I: '&');
one oL AL
dH = pdg + gdp— —da— —di.

Par définition de p le terme en di s’annule. Maintenant par définition de ’hamiltonien
(Eq. 13.23) on a également

dH = Eﬁdqw a—Hdp,
dq "~ 0Op
on déduit les équations de Hamilton
oH .
dq P
oH
op T

Ce qui, pour 'exemple donné est une facon savante d’écrire

ma=F=-0,V.

Tous les calculs précédents restent vrais pour d quelconque (voir la remarque
précédant Eq. 13.22).
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Attention a I'abus d’écriture : la fonction mathématique H(p,q) n’est évidemment
pas la fonction H{g,4).

Les équations de Lagrange ou de Hamilton, équivalentes au fameux ma = F
ermettent d’écrire des équations différentielles {couplées) qui donneront en principe
aussi g(t) et p(t). Uintérét de cette nouvelle formulation va venir plus loin.

Lespace de phase pour un fluide est I'espace des {p,q}. C’est un espace qui a
généralement de ordre de 6 x 10% dimensions, qui n’est donc pas I’espace ordinaire
qui en a généralement trois.

Donnons un exemple important de utilisation de ces coordonnées généralisées
qui sera utile dans I'étude des mouvements de rotation.

13.8.3 Coordonnées sphériques

On écrit {x,,z} en sphériques, on dérive par rapport au temps, puis on calcule

42+t = (P sin? 04 67) + 57

Ensuite de |
L= Em[rz(q'bzsin29+92)+%2]~V(r,9,¢), (13.27)
on tire 5
L ;
= — = 2
Ps %0 T
aL 3y .2
- —0 = ! 9
Pg % g sin
_oL
pe= P wif.
Soit

2 2 2
H{p,q) = L _Pe P P

+ V(r,8,¢). 13.28
2m¢2gintg 2me:  2Zm (r ¢) ( )

13.9 Théoréme du point fixe
Considérons la suite définie par récurrence

Zut1 = [ (%), (13.29)
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ou f est une fonction dérivable. Uexemple le plus fameux est la suite géométrique
Kpp1 = Axp. (13.30)

Quand N —
— elle diverge si |4] > 1 en tendant vers I'infini
elle tend vers 0 si|d| <1
elle est constante et vaut xp sid=1
elle diverge sans tendre vers I'infini si|A] = 1 avec 34 # 0.
Prenons deux autres exemples que nous considérerons plus tard :

1 a
Kppl = 3 Xn+ x—ﬂ ) (13.31)
Xpr1 = AXp(1 =), {13.32}

Sauf pour la suite géométrique (x,, = A"xp} et quelques cas rares on ne sait pas exprimer
de fagon compacte x,, en fonction de xo. On peut néanmoins étudier la suite avec la
méthode suivante. Soit x* un point fixe de cette suite, c’est-a-dire une solution de
I’équation

x'=f(x"). (13.33)
Si la suite définie par 'Eq. 13.29 converge et a pour limite /, alors x| et x,, tendent
vers | et par passage  la limite dans I’Eq. 13.29, on obtient bien I'Eq. 13.33. Mais ceci
ne signifie pas la réciproque : tout point fixe n’est pas nécessairement > limite. Bien str si
on part exactement de xp = x*, la suite reste constante. Mais que se passe-t-il si on part
d’une valeur voisine ? Réécrivons I'Eq. 13.29

K+t -x" :f(xﬂ)_X* :f(xn)_f(x*)-
Faisons un développement autour de x*, il reste
Xpp1 =% = (x,—x")A avec A= f{x").

Posons X, = x, —x", on se raméne a la suite géométrique (13.30). Conclusion, si
la fonction est dérivable, il faut la condition {f’(x*}| < 1 pour que le point fixe soit
également limite de la suite.

Exercice 13.2. Calculer [a limite de la suite {13.31). Y-a-t-il sensibilité aux condi-
tions initiales ¢

3 Et d’ailleurs il peut y avoir plusieurs points fixes, alors que la limite est unique.
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Fxercice 13.3. [PD] [Equation logistique.] Calculer le point fixe de la suite (13.32).
A quelle condition sur A est-il stable? Regarder numériquement ce qui se passe
pour 4 =4.

13,10 Intégrales de Fermi

Ce sont des intégrales du type

ey
= f T3 P

quon voudra évaluer a la limite de haute et basse température.

1. Pour S petit (T grand).
On pose x = Be et z = e et on sait que z — 0 (¢ doit étre < 0 pour que la densité

reste finie),
] v 1 Vg3
I = f X k= f 2
gt 1zl T4ze®

et comme ze * < 1, on peut faire le développement en série :

i Zf X (= )n+1 X g

=1

V

Posant nx = t et isolant la fonction I" qui apparait :

T'(v+1) ol
L= ﬁvﬂ Z( ) nv+1

Soit ,
a2

11;2—2‘33!2[Z—m+...]
3 m z

Iafz—zm[z—ﬁﬂt -

2. pour § grand (T petit). Montrons le lemme de Sommerfeld.
A la limite T =0, il est clair que pour tout ¢(e) :

H o ple) [
j; Trofem df—j; ple)de.
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Soit en terme de distribution :

W e~ =€)

Cherchons un développement systématique au-dela de Ja fonction de Heaviside
Y. Pour cela, 6tons de I'intégrale sa partie dominante. Soit 4 évaluer

+oa it
A:f luf;(;(—z_mde—f wle)de.

Posons B(e—u) = x et séparons l’mtegratmn pour x> 0etx < 0.

w(mﬁ) 1 ~plut3)
ﬁf o1 P gl "0{‘“ )dx+ﬁf FrL

ou encore en regroupant et en changeant x en —x pour les valeurs négatives de x

1 1 X x
A_Bfo dxexﬂ(so(mﬁ)—sp(ﬂ—ﬁ))

qui peut s’approcher (au second ordre) par:

A= — fdxmﬁ 29" ().

® x 2
de=".
fo 11T 12

On le démontre par un procédé tout a fait analogue au calcul précédent (on
multiplie par £ haut et bas I'intégrand, puis on fait un développement en série),
11 reste alors que

Or

1 2 5
T3 e Y- E)_sﬁz

En effet si V¢, la distribution T est telle que < T, ¢ »>= —¢’(u), alors T = §"(x—pu).
Cect justifie les développements utilisés & basse température.

(e—p)+..

On aura également besoin de connaitre des intégrales de type

= dx, avec a>0,
Io fo -

En multipliant encore par & et en développant on trouve immédiatement que

Je=Tla+1)la+1),
ot {{a) =3, n ¥ est la fonction de Riemann. En particulier J; = ”7: et fz= ’T'l



Deuxiéme partie

Solutions
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Solution 1.1 On aura en unités MKSA
5 70

== ~3%10%,
kp  18000x1,3810°2

parce que Txigo; st la fraction de mole contenue dans 1 mg d’eau. Soit

20 20

Solution 1.2 Prenons 10¢ de matiére et deux cas de composition chimique extrémes :
du plomb 2®Pp et du dihydrogene H,. Dans le premier cas il faudrait 208 ¢ et dans le
second 2g pour obtenir N4 ~ 6 x 10% molécules. Donc, dans 10g de dihydrogéne il ya
0% 6 x 10%* molécules, alors qu'il y a 3% X6 X 10%* atomes de ***Pb. Le logarithme de
N est donc compris entre 52 et 56. It baisserait de log 10 ~ 2.3 si on avait pris seulement

1g de matiere.

Solution 1.3

1. Clest une loi binomiale : on répéte N évenements indépendants de probabilité
p =5 et on cherche la probabilité de # succes, donc

P(n) :(f )(%)”(1—%)”-" - ziN(f ) (L1)

Ona#=Np="Y, ce qui était attendu et o = Np(1-p) = &. On voit que I'écart
relatif o/ =1/ VN = 10712, 5i N est le nombre d’Avogadro.
2. La variable aléatoire n est la somme de N variables aléatoires indépendantes
valant 0 ou | avec la méme probabilité, suivant que la molécule est & gauche ou
a droite. Cette variable aléatoire posséde un écart quadratique moyen fini; on
peut donc, pour # grand, appliquer le TLC. Le TLC, qui traite # comme vune
variable continue, donne
1 w2
Q(n)dn= ———=e *i dn. (1.2)
2T

.
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C’est la probabilité que le nombre de molécules a droite soit compris entre »
et 1+ dn. Comparer avec le résultat exact, Eq. 1.1, n'a de sens qu’antour de
n= %, aussi est-il naturel de poser n = “—rz‘”—’ et de chercher un développement
de I’Eq. 1.1 en puissance du petit paramétre s. On a,  l’aide de la formule de

Stirling complete :

(N)* NL NV N N
BE) (N (V45 F (N5 Y 2 D

pon: NN (N-sy2 IN
P> ——— (5] s
(N2—s2)> \N+s A{N?—5%)
On écrit alors que
Ic:gP(s)zN(logN—llogNz(l—i )+ilog N
2 NY)T 21

2
+% (]0g2N—iogn—logN2(1 - ;?))

Et par un développement limité en &,

15 1 2
lOgP(S) 2_E§+510gﬁ.

Donc asymptotiquement on obtient

P(s} = 1/%5%. {1.3)

Or la formule (1.2) donne ! pour la loi de la variable aléatoire s = 2n—N

R(s)ds = -;- e s = %P(s)ds.

2??%
Dol vient ? ce facteur % ? Lorsqu’on a appliqué la formule de Stirling & (%), on
n'a pas tenu compte de ce que N +s devait étre pair (#, le nombre de molécules 2
droite doit &tre un entier); sinon la probabilité est nulle (événement impossible).
Donc, dans un cas sur deux, il faut prendre P(s) =0. D’ol le facteur % 3 la limite
continue,

' Comme Ris)ds= Q{r)dn et dn =ds}2, Rls) = %Q(ﬁ(s)).

¥ Qui met en évidence que la limite continue de P(s) n’est pas normalisée.
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Remarque : En fait, nous avons traité un probléme beaucoup plus général, celui de
trouver la loi de distribution d’une variable aléatoire # qui est somme de N variables
aléatoires indépendantes valant @ ou b avec la méme probabilité. Par exemple, pour
a=1etbh=-1, c'estle probléme de la marche aléatoire sur une droite ou du mouvement
brownien & une dimension ou celui du gain dans un jeu équitable. En considérant
que la valeur d’un actif en bourse est la somme de ses variations, ¢’est anssi le modgle
financier qui va inspirer Bachelier *,

Solution 1.4 La réponse élémentaire est qu'il y a 72 x 1072 molécules dans Sy, nx 1074
dans Sy, etc. Mais que signifierait nx 1072* = 1/10 dans Sy, la molécule ne pouvant se
couper en 10 ? Manifesternent, qu'il y a une molécule (en moyenne) tous les 10 flacons
de 1 litre.

Dans ce probleme de dilution tout se passe comme si, a la rigme dilution, on
extrayait un volume v de 1 litre d’un volume V de 1007 litres contenant exactement #
molécules. Si le mélange est homogene, la probabilité pour qu'une molécule donnée
soit dans le volume v est p = v/V = 107%, La probabilité que ce volume en contienne
exactement & est donnée par la loi binomiale :

P(k) — (z)pk( 1 _p)n—k_

Cette équation suppose Pindépendance des probabilités, c’est-a-dire que les particules
de soluté n’interagissent pas entre elles . C’est une approximation (justifiée) de faible
densité. On trouve alors que c’est bien la valeur moyenne :
. n
- 102], *
qui coincide avec la réponse élémentaire de la « régle de trois ».

Dés qu'on a 10% = # on peut considérer Ia loi binomiale comme une loi de Poisson
de variance :

\n

10

Pour r = 12, on a (k) = 1/10 et donc o = 0.33, et pour r = 15, (k) = 1077, ce qui veut
dire qu’'il y aurait en moyenne une molécule tous les dix millions flacons de 1 litre °.

k>

o= (k=

w

Auteur d’une thése en 1900 considéréc comme point de départ des mathématiques financizres modernes.
En effet, si elles interagissent, la probabilité de trauver une particule & un endroit dépend de la présence
. des autres autour d’elles.

Lhoméopathie wtilise souvent des dilutions plus fortes que celle-ci (15 CH); en fait des dilutions de

-~
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Solution 1.5 Soit

N
x= (ﬁ) (14)
la fraction de points de la sphére 4 une distance < r. Prenons N = 102,
i T T T T T T T 7
)’ I.PIII
03| S0
/’ ']
s i
061 =
= s 2o
— i ’ 1
. Lo
04k o E
s foo
IJ’ .'.‘I r
o2k LT K !_
» /’,' 'Il f
e 7 |
0 A L . oo T ) i
o 02 04 04 08 j

Figure 1.1. Graphe des fonctions y = t", respectivement pourn=1,2,10 et
100. Pour # = 107, le graphe ne se distingue pas de 'angle droit en (1,0) &
cette échelle.

On voit que x passe brutalement de la valeur = 0 pour r <R 4 1 pour r = R. Et
comme
ry¥-l g
se=N(z) o(z),

=R R

on a, en prenant le logarithme (4 base 10) de I'Eq. 1.4 :
logx=10"1log L
R,

tandis que :

logdx = (102~ 1)log = +23+1 (i)

ogdx = Ylog R ogd M

On voit que log&x =~ logx. Du point de vue du logarithme il y a donc presque autant de
matiére sur la « peau » de ’hypersphére de dimension élevée que dans tout le volume.
Ce résultat est évidemment faux & 2 ou 3 dimensions !

30 CH existent. Ses effets éventuels sont donc A rechercher ailleurs que dans la présence de molécules
survivantes de la solution mere.
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Solution 1.6 Il suffit de considérer le développement en série de Fourier de la fonction
impaire de période 2x et qui vaut o dans l'intervalle ouvert ]0,77[. On sait que

2z
Ay =— f{x)dx et, a cause de la parité b, = 0.
T Jry
Ici, donc,

4 . a2 . .
ay=—a sinnxdx =—— sinimpair et0sinon,
2 Jo 2rn

ce qui vérifie le résultar @ = §.

1—— . — —
r\
ios PR
v s T S /4
I! 1
i :
051 ! =
I‘ I
b
O’JZ 0 I
05 "7 N=T0 | .
— N=100 !
[ II .“L PRI ~ - -
-mi4 b raar
L1
1 ; ! N . [ | .
1] 1 2 3 4 5

Figurs 1.2. Dessin des fonctions $;5(x) et de Sgof{x} comparées & la limite
thermodynamigue

Solution 1.7

1. Lecircuit & #+ 1 cellules peut étre v comme un circuit composé d’une impé-
dance Z, montée en série avec les impédances Z; et z, elles-mémes montées en
parallele. D’oli la formule proposée. Mathématiquement le probléme est bien
posé : trouver la limite de la suite z, définie par la relation de récurrence {1.1) de
I'énoncé, qu'on écrira z,,,| = f{z,), avec la condition initiale z; = Z; + Z;. On a
vu (Cf le théoréme du point fixe dans I'appendice mathématique) que la limite,
si elle existe, est solution de I'équation z = f{z). Soit, ici

2 -Zz-7,7, =0, (1.5)
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qui admet les solutions :

Z |4

& 1

' =—x\|—+212,. L.

5 1 T4 (1.6)
La suite z, convergera vers le point fixe z* seulement si Papplication f est
contractante (voir 'appendice mathématique), ce qui implique que |f"{z)| < 1
au voisinage de z*. Il faut donc étudier le module de

2
f’(z"‘)=( Z ) (1.7)

"+ Z;

. On a maintenant Z; = iLw et Z; = 1/iCw, ol w est la fréquence du courant.

L'Eq. 1.6 montre qu’il y a deux situations séparées par une fréquence critique

w, =2/ VLC.

— w > w,. Dans ce cas, les racines données par

Lew w?
Z=i—|lx3|l-— 1.8
3 7 (1.8)
sont purement imaginaires.
— w < w,. Dans le second cas, z* est donné par
Lo|. |w?
Z'= — i =1, (1.9)
)

qui contient une partie réelle non nulle.
Il est facile de montrer par récurrence que z, est nécessairement imaginaire
pour tout #, donc z° ne peut a priori étre limite de z, pour w < w,. Dans ce cas
d’ailleurs, |f*(2*)] = 1, ce qui confirme la non convergence de la suite.

Si tw > tw,, on obtient

2

!
I—ZE—"Z(li N —‘*’—3)
tu? w?

Létude de la fonction y = 2x{1 £ ¥1~1/x) avec x > 1 montre que |f'(z")] est
toujours < 1. Le point fixe est bien alors limite de la suite z,,.

f(z) = (1.10)
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Revenons au cas @ < @, oll la suite diverge. Feynman affirme que la partie
réelle (dissipative} de z*, qu’il considére bien comme la limite physique de la
suite, provient du fait que dans un réseau infini « I'énergie du générateur peut
étre absorbée et dissipée en permanence dans le résean ». Comment justifier
convenablement ce paradoxe ?

3. A la limite r — 0 la nouvelle cellule élémentaire est identique a 'ancienne.
Intéressons-nous au cas w < w,. Un calcul facile (mais un peu ennuyeux) conduit

a
r Lwc+r§ch

2 Z
2 rD 1- a.-_z
W

If'(z*)=1- +O(r?), (1.11)

Ce qui signifie que pour tout r # 0, 'application f est contractante et que le
point fixe

iLew + iLw+r)  ilw+
z*:xw r+ (iLw+r) +.1w r; (1.12)
2 4 z(',‘au+r—2
4]

donné comme solution de I’Eq. 1.6 est bien limite de la suite z,. Cette limite
contient bien stir une partie réelle {un terme dissipatif) qui dépend de r. Mais ce
qui est remarquable, c’est qu'elle ne s’annule pas 4 la limite r — 0. On retrouve

2
ainsi [a valeur donnée par Feynman [1 + :j; 1].

En d’autres termes, on retrouve le résultat physique en prenant

lim Ilm z,,(r) et pas llm hmzn(r)
r—0#n fI—reo r—0

cette derniére limite #’ayant aucun sens.

4. A l'aide de Uordinateur, il est facile de dessiner la partie réelle de z* (Eq. 1.12)
comme fonction de w pour différentes valeurs de r. Pour r = 0, on obtient
exactement un demi-cercle,

Commentaire : On peut comparer la Fig. 1.3 avec la Fig. 7.5 qui est le diagramme de
phase { T, m} d’un modele d’Ising. Le paramétre d’ordre x* et le paramétre de controle
w correspondent respectivement a m, magnétisation moyenne, et T, température. Cette
analogie est plus profonde que la forme des courbes : on sait que pour obtenir une
magnétisation spontanée, il faut un petit champ magnétique extérieur B, briseur de
symétrie, qu'on fera tendre vers 0 apres passage a la limite thermodynamique. Ici il faut
introduire r, faire tendre n vers Uinfini, puis r vers 0. De méme que la magnétisation
spontanée existe parce qu'il existe tonjours un champ magnétique résiduel non nul, le
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oo —————=w=

FIGURE 1.3. Partie réelle x* des points fixes z* de I'Eq. {1.1) fonction de la
fréquence w pour L =1, C= 1, ry = | et différentes valeurs de r. On a pris
deux valeurs de r > 0, r = 0.1 et r = 0.2 {lignes fines) avec le cas limite r = 0
{higne épaisse). Les lignes pointillées correspondent aux branches instables.
Les branches sont & dérivée continue pour tout r > 0, tandis qu’il y a une
bifurcation en w, =2 quand r = 0.

circuit infini peut avoir une partie ohmique parce qu’il n’y a ni bobine ni condensateur
parfaits.

Solution 1.8

l, OnaH= ~— =Eet —5 <g= On en tire que p = + ¥2mE. D’ou la trajectoire
dans !’ espace des phases mdlquee Flg 1.4 (a gauche).

2. IcddH = 2m
de parabole (au rmlleu)

A -
1 _ q / q \

Fraure 1.4. Trajectoires dans I'espace de phase. Voir texte.

..,\
-/‘q
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3. On sait que
1
P—+—ma)2q2: . (1.13)

C’est I'équation d’une ellipse de demi-grands axes V2mE et v2E/mw?, voir la
Fig. 1.4 (a droite).

On voit sur ces exemples que les trajectoires dans I'espace de phase ne sont pas
les trajectoires au sens habituel (c’est-a-dire dans 'espace géométrique).

Solution 1.9 Si deux trajectoires distinctes de I'espace des phases avaient un point
commun {gg, o}, cela signifierait qu'on pourrait obtenir deux solutions distinctes pour
Jes mémes conditions initiales ®.

Solution 1.10

1. La trajectoire étant fermée, on repassera aprés un tour par les mémes points
{p»q} de 'espace des phases, c’est-a-dire par les mémes points de I'espace réel et
avec les mémes vitesses, On a

»ﬂ(E) = ffdp d‘}:

ol 'intégrale double est étendue & Pintérieur de la courbe fermée H(p,q} = E
dans le plan de phase. Soit

Jranx Franx
A(E) = f dq f2 dp=2 \2m{E-V(g}) dq.
q

%;{E_V{q) ’ Amiin

T
Par dérivation sous le signe somme

6 \?I ax d q

— =2m .
JE Qi \fzm(E_ V(Q))

Par ailleurs comme

1
Emvz +V(g) =E,

® Pour certains systémes bornés, une variation infinitésimale des conditions initiales (dans une large gamme
de ces conditions et pas seulement autour d’un point isolé instable) peut engendrer trés rapidement des
trajectoires trés différentes. Comme on ne peut jamais connaitre avec une précision infinie ces conditions
initiales, le mouvement devient imprédictible, bien qu'on en connaisse la loi, C'est Je phénoméne du
chaos déterministe.
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y= :I:;L-— VIR E=V(D) = %.

De cette derniére relation on tire par intégration

"Foner dq aﬂ
T_ z‘f'q::ri:: 7 - 5_5“

2, Moyennant des changements de variables évidents, ce probleme revient a dé-
montrer que, si:

X

d
[
¢ Voo B a0

et:

f dx
J= )
v x-a)x—p)(x-y)(x-6)
alors I = J. On va intégrer la fonction

1
V(z-a)(z-B)(z-1)(z-9)

sur le contour dessiné a la figure 1.5.

flo)=

Figuxe 1.5. Contour d’intégration .

Les intégrales sur les segments verticaux s’annulent (on ne tourne autour d’aucun
point critique), l'intégrale sur le grand cercle tend vers 0 quand R — oo (lemme de
Jordan). Par conséquent, la somme de I'intégrale curviligne autour de [af] et de
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Pintégrale curviligne autour de [yd] est nulle, La premiére est égale & £21 et la seconde
3 72/, le signe dépendant de la détermination des logarithmes considérés pour calculer
les racines carrées. Dans tous les casona I-J =0,

Solution 1.11 Soit ® ce nombre de microétats. Pour le calcul classique, on a vu que

1
Depe = - .
Cias = 7 j;; s dp dg

m 2

Donc @ représente {& % pres) laire de I’ellipse d’équation

2
£—+—mm2 =FE,

de demi-axesa= V2mEet b= fa% Comme cette aire vaut

2E
aab=n—,
W

on déduit que
E
Dlas = —-
Clas ho

Quantiquement, on sait que les états sont donnés par
1
E,=hwin+ 2 ).

Donc, le nombre de microétats d’énergie < E

E 1
D gy = — — =
quait w2

Remarque : On voit que les deux quantités sont équivalentes 4 haute énergie. Mais

si on se souvient que [x], partie entiére de x est plus proche de x ~ % que de x, la
quantification brutale de ®,,, donne le résultat exact.

Solution 1,12 Le calcul classique est immédiat :

1 L(vmE
q:’cl'las_ghfv2 dpdq—z\[mdp—Zg 2mE.
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Les valeurs propres de I’équation de Schrodinger sent quantifiées par

mh 2mE
ko= — K="
7 avec 5
Donc le nombre de microétats d’énergie < E est
L
n=— V2mE,
hre

ce qui est égal & @,
On voit sur ces deux exemples que In valeur de h, arbitraire en mécanique classique,

est imposée par la mécanigue quantique.

Solution 1.13

1. On peut écrire

By =L1zB),

aved

1 2
z20) = f PtV D dgp.

2. Apres intégration sur p,
1 »
Z(3) = pr f A9 g,

ol A = Zm‘i est la longueur d’onde thermique. En prenant la transformée

inverse de Laplace (voir I'appendice mathématique) et en permutant les intégra-

tions, il vient
g BV
a5 Sl (57

Il est facile de montrer que

1 git

L' =——Y(E
PrRES (E),

ol Y est la fonction de Heaviside. La phase ¢ #¥(® correspond 2 la translation
—V{q). Finalement on obtient la formule de Weyl :

( 2}rm

o(B) = f da (E- V(@) Y (E-V(q)).
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3, Pourd=3,0na

28z (37 [ #avE-vi@veE-via.

Pourd=2,
88 = 5 [ PaviE-via)

Enfin pourd =1,

2m 1
E)= d Y(E-V(q)).
=" [ v-via)

On vérifie qu’on retrouve bien la densité de niveaux du puits carré ou de
Poscillateur harmonique.

Pour le billard, il reste seulement

g(E)= (2::1)2 E::Z )1

ol € représente L, S ou V suivant que d = 1,2,3. Noter que pour d = 2, g(E) est
indépendant de I'énergie.

¥

Remarque : En fait, parce que nous sommes partis de la formule classique, nous
avons calculé le terme dominant de la densité de niveaux du calcul guantique ; voir les
Egs. 11.5et 11.17.






CHAPITRE 2

Distribution des vitesses

Solution 2.1 Soit F(u) laloi de probabilité (inconnue) de . A cause de la propriété
d’isotropie de 'espace, les deux autres variables aléatoires v et w obéissent a la méme

loi, A cause de I'indépendance des probabilités, on aura de plus

Plu,v,w) dudyvdw = F(u)F(v)F(w) du dv dw.

Lisotropie impose de plus
P(u,v,w) = F)F(")F(w) = f (4 +v* +w?),
ot f est la fonction qu’on cherche a déterminer. On a:
P(1,0,0) = F()F(0)? = f(:1%).
Réutilisons I'Bq. 2.2 avec w = 0, puis 'Eq. 2.3. Il vient :

fERf 6

f? +v*) = F()F(v)F(0) = 0y

Soit encore, 4 'aide de ’Eq. 2.2 avec u=v=w =0,

FGAf ()
floy -

Vérifions que seule Uexponentielle satisfait une équation de type

flu?++%) =

8080

glxty)= 2(0)

En effet
glx+h)—glx) glx) glh}—g(0) '

h ~ g(0) h
Soit, en prenant la lisny,_,o des deux membres

g0
2(0)’

g(x)=glx)

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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dont la solution générale est Ae™?*, ol1 A et b sont des constantes arbitraires.
Il reste donc
Plu,v,w) =Ae~b(uz+vz+w2). ¥ 5)

ol A et b sont > 0.
La normalisation entraine A = (?—?)3‘{ 2, On écrira, puisque P ne dépend que dy

module ¢ de la vitesse :
A
P(c) = (—) e,
T

Il ne reste plus qu'un parametre, b. On verra a 'Ex. 2.3 que
m
b=——+,
2k T
ou T est la température et k; la constante de Boltzmann.

Remarque : Lhypothése 4 la base de la démonstration précédente n'est pas du tout
évidente ! : on ’a pas démontré que les trois variables aléatoires u, v, w étaient indé-
pendantes. Et ce n’est pas le cas a priori : les vitesses résultent de collisions élastiques
oll 'énergie cinétique se conserve.

Solution 2.2 W{c) dc sera obtenue en intégrant P(c) deydcyde, sur les angles dans le
domaine (¢, ¢ +de). La symétrie sphérique donne alors

W{c}dc= 4?TP(C)(:2 dc = i Czb%e—bcz de.
vr

Le maximum ¢ de W(c) est racine de W'{¢) =0, soit 2c—2¢°b = 0, ou encore

=

&l

Onac = ch(c) deetg = fcz W({c) de.

Cetic démonstration avait été formulée par Maxwell en janvier 1860 dans le Philosophical Magazine. Ala
fin de sa vie il écrira dans le méme journal en 1866 : “As this assumption may appear precarious, I shall
now determine the form of the function in a different manner” [Comme cette hypothése {d’indépendance
des coordonnées) peut paralitre incertaine, je vais 3 présent déterminer la forme de cette fonction d'une
facon différente].
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1.0

08 |

06

W(c)

0.4

02|

0.0

Figurs 2.1, Distribution maxwellienne des vitesses. Om a choisi ici b= 1.

Pour calculer ¢; on peut partir du calcul de

Tn sl {4+ 1
i(b) = fo ce e dcz% fo b df:z:%,

puis dériver sous le signe somme par rapporta b :

31'_ o 3_bc2 _ L
ab——J; e de= Tk

-2
Vi Vb

Pour le calcul de ¢;, on partira de la connaissance de

_ * ~be? _l\/&
G(b)—f; € dC-z x

(voir 'appendice mathématique sur la fonction I'), que 'on dérive par rapport a b :

9G 2 bet 1 —3/2
T de == g3
3 L e c 1 Vr

D’ol finalement

€
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+ ” o e 4
On retrouve bien siir que _j{; Wic)dc=1 et en dérivant 2 nouveau, que

BG4 e 13 .~
—— = T de = — = b2,
b2 fgce A

Dol
3
=35
Comme on peut le constater sur la figure 2.1, valeur moyenne, valeur la plus
probable et racine de la valeur quadratique moyenne ne coincident pas.
En remplagant b par sa valeur on trouve alors que

2

1, 3
(5mc y= 2ka’

résultat trés général qu'on verra plus tard sous le nom de « théoréme de ’équipartition
de I'énergie ».

Solution 2.3
1. Soit S I'entropie microcanonique. Par définition de T
1 68
T OF

ouS=kylogZ,.
Plutdt que de calculer Zy, la fonction de partition microcanonique du gaz, on
va calculer le nombre cumulé de microétats, ¢’est-a-dire

1 1
‘I’:——f dm...d f dpy...d
NI B3N giev 1 N Zi{p?2mi<E P PN

= %FFLNVNmN(ZmE)SMZ
olt @3y= volume de la sphére unité (voir appendice mathématique). On ob-
tiendrait Z, par dérivation par rapport 4 E. On voit que E intervient de fagon
multiplicative dans Z,. Donc seule compte la puissance de E dans le calcul de
la dérivée du logarithme de @ (voir les remarques dans le chapitre « Mise en

jambes »), Cette puissance est 2¥ — 1 ~ 3 Don

I 3N1

kT 2 E
et 3
E=>NKT. (2.6)
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2. Rappel de probabilité. Quand un couple de variables aléatoires X, Y a une densité
de probabilité f (x,y), la probabilité que X € (x,x + dx), quelle que soit la valeur y
de Y, est donnée par

PriXe(x,x+dx)] = dxff(x,y)dy.

Dans le cas qui nous intéresse, il y a 6N variables aléatoires de densité de probabilité

11

f(p)‘:I) = NN

dpdqo(H(p,q)-E).

Comme pour le cas 2 deux variables, Ia loi de probabilité de p, « = p; est proportionnelle
a Pintégrale (intégrée sur toutes les variables sauf p; }

f F(p,@)dqdpadps--- dp,

étendue au domaine 2 de ’hypersphere

AN L2 2
— 2m 2m

Lintégration sur g donne V¥, Pour calculer intégrale restante, on calcule le volume

de ’hypersphére de rayon ﬂZmE—pf dans un espace de dimension 3N — 1. Reste
finalement pour I'intégrale donnant la loi de probabilité une quantité proportionnelle
a:
3N-1

2

(2mE—-p})

® En principe it faudrait parler du domaine

L 2 2
b b g
—e{E——,E+dE-—).
; 2m ( 2m 2m)
Mais on a vu qu'en prenant le logarithme, 4 la limite thermodynamique, on pouvait indifféremment
considérer ce domaine ou le dormaine
Z i —F- P_%
i 2m 2m’
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. ; I aN-1 L
Asymptotiqguement en N, la dépendance en p, est doncen (l—ﬁg) . Par application
de ’Eq. 2.6, asymptotiquement encore, on aura

PZ

ET _gh
)7 donc ~éePm,

n

Plp) ~ (-3 e NT

On a utilisé le fait que

x N
I (1——) =
NoL\ TN T

Remarque : Dans ce qui précede, on n’a calculé que la dépendance de la probabilité en
P1» ignorant tous les facteurs multiplicatifs compliqués. Bien siir, on les récupérera en
normalisant, 2 la fin, le résultat.

Solution 2.4

1. Ce gaz est constitué de molécules ponctuelles sans interaction {parfait) et sans
structure interne {simple). Sa fonction de partition canonique s’écrit

1 _avan B
= Wf qul ...dque BLii 7 dpl . ..dp3N
i€

1w 2\ 1 v
BN B “ﬁ( )

avec

h
v erkaT

qui est la longueur d’onde thermique.

A=

On peut remarquer que z = ,1_‘; est Ia fonction de partition d’une seule particule.
On aurait pu effectuer ce calcul plus rapidement en utilisant la propriété de
factorisation de la fonction de partition canonique

1
ZZEZN

(fi.omm)e E= —m;—"'—'éz, on en déduit I'Eq. 2.6 (pour E, bien sir et pas E qui, ici,
uctue).
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2. Comme dans le cas microcanonique, on va calculer la seule dépendance en p;
de la distribution de probabilité de p;. On peut de plus supposer 'existence d’un
potentiel V{q). On intégre sur toutes les variables sauf p; :

2 2
Iy By
Py g 2—,1,+wq))

_ﬁ T
P(p,)dpy ~ dpy f dpy -~ dpsw f dage (

Lintégration sur q et py, p3-- -, p3y donne une constante multiplicative. Reste
donc

PZ
P(py)dp, ~ dp, 75,

qu’il suffira de normaliser pour avoir la densité de probabilité de p.

Remarque : Lorsqu’il s’agit de calculer une probabilité, on ne s'embarrasse pas des
préfacteurs, qu'on calcule 2 la fin, en normalisant.

Solution 2.5 Soit P;(v;) les densités de distribution de vitesse des particules {i=1,2).

Ona ;
3 & ¥
NI _1p. 02 1 ‘-
Piv) = (—) é IBmiv; e ! i,
I( l) 2}1’ 2}]’0‘{2

¥z,

avec G'I-z = ﬁ La vitesse relative est v = v; —v;. Soit Q(v) sa densité de distribution,

Cest-a-dire que Q{v) dv est la probabilité de trouver une vitesse relative (v, —v;) €
(v +dv, v]. Puisque les particules sont indépendantes, on peut écrire

Q) dv = f@ PV )P (v) dvidvy,

ou D est le domaine (v, —~v) € [v+dv,¥]. Soit, en explicitant

Qv) dv = f Py(v1)dv, { f Pz(\’z)d"z}-
v viE[ vy, ¥y +¥]

Si dv est petit, on peut remplacer I'intégrale entre accolades par la valeur de I'intégrand
en un point quelconque du {petit) domaine multiplié par son volume. C’est le théoréme
de la moyenne (& 3d). I reste

(Hv)dv= {f Pi{v)P:(vi+v) dvl}dv.

On peut bien str faire le calcul, mais il est plus élégant de remarquer que Q(v) apparait
comme le produit de convolution de Py avec P;. Pour le voir il suffit de changer, dans
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Pintégrale, v| en —v;, ce qui fait apparaitre, en utilisant la parité de la gaussienne,
f Py (v1)P2{v—vy)dvy. On sait que le produit de conveolution de deux gaussiennes est
encore une gaussienne dont Pécart quadratique o est la somme des écarts quadratiques.
On définit m par :

o 1,11
g =—t——=—
mf  mff  mf
Donc Q{v) correspond encore a une maxwellienne de méme température et de masse
L ARLE]
m=—,
FH1 T #H2

qu'on appelle la masse réduite.
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Surprises microcanoniques

Solution 3,1 Posons
N=N"+N"
M=NT=-N",
ol N* et N sont respectivement le nombre de spins + (« up ») et de spins — (« down »}.

Clairement E = —BM. Fixer E c’est donc fixer M, ou N* (ou N7, puisque N est fixé).
Le nombre de microétats est par conséquent le nombre de choix de N* objets parmi

N, soit :
g (NN NN N
AN _N+!N—!_(F) (F)

(On a remplacé n! par n*e”"). D’ot1 'entropie
Su=ky(NInN-N"InN"-N"InN").

Comme
6N+ 16M 1 6N

0E 20E 2B OE’
o tire, en dérivant S, par rapport a N* et N~

05, 1 ky, Nt
—L === 2(1+InN" ——1+1 N)=—Iln— 3.1
OE T 23( T )= 3R N (3-1)
On en conclut
um N+M
ebI:-—-———-—-,
N-M
et comme E=—-BM :
E =—-NBtanhfB.

Etudions la fonction S,(E) a laide de I'Eq. 3.1. A I'énergie minimum, —BN,
S{E} = 0 : il 'y a qu’un seul microétat, tous les spins sont +. Puis §,(E) croit avec
E jusqu’a un maximum N1n2 pour E = 0, avec N* = N™. Ensuite, la fonction étant
symétrique, S, (E) décroit jusqu'a I'état de plus grande énergie BN ot tous les spins
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NEnl2

w4

Q
E

Figuge 3.1, Entropie d’un systéme de N = 10 spins sans interaction soumis
au champ magnétique B.

sont — En examinant la pente de S,(E), on voit que la température T croit de 0 &
Pinfini, puis devient négative pour E = 0, passe & —co et croit jusqu'a 0. Les températures
négatives sont associées aux états les plus excités ! !

Cette situation rare est due au fait que S, n’est pas, ici, une fonction croissante de E,
Expérimentalement on sait réaliser approximativement de telles situations pendant des
temps brefs, quand les degrés de liberté liés & I’énergie cinétique peuvent étre négligés.

Solution 3.2 On va montrer que S(E) ne peut pas simultanément étre i) extensive, ii)
CONVEXE,
1. Si S(E, V,N) avait une partie convexe, on aurait la situation de la Fig. 3.2, ot E,
et E; marquent les deux changements de concavité et E; et E, les points de la
bi-tangente. U'allure des fonctions T{E) et ¢,(E) découle de leur définition :

a7
2. A volume constant ¢, = dQ/dT = dE/dT.
Conclusion : dT/dE <0 = ¢, <0.
De la définition 1/ T =dS/dE (3 V et N constant) on tire
#S d1_ 14T 1
dE2 dET T’dE 1%

! Notons que le maximum de S,(E) est surestimé par I'approximation utilisée pour N1 En effet, si
5,{0) = NLn2, le nombre de microétats correspondant est 2V, qui est en réalité le nombre total de
microétats.
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Ficure 3.2. Pour E, < E < E, on a 1/¢, < 0 le systéme est instable. Pour
E; < E< E, et E; < E < E,, le systéme est métastable : C’est ce qu'on appelle la

zone spinodale.
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Conclusion : S(E) convexe = ¢, < (.

3. Le fait que la bi-tangente soit au-dessus de la courbe S{E) (convexité) entraine
pour E; < E < E; que

S(E, V,N) < AS(E, V,N) + (1-A)S(E;, V,N), (3.2)

avecd

CE-E

4. Sion suppose S extensif, alors
AS(E, V,N)+ (1-)S(E,, V,N) =S(E", V', N") + S(E", V",N"'},
avec

E’Z/IEJ) V’:AV; N’:/IN’
E'=(1-1)E, V’'=(1-4V, N’"=({1-2)N.

Ona, évidemment, F'+E' =E, V' + V"=V et N +N” =N.

Cela signifie que si on ne contraint plus le systéme total & étre homogeéne (hypothése
implicitement faite}), le systéme scindé en deux sous-systémes homogenes, et de
densités différentes % (faible) et {‘,L (forte) aura une entropie plus grande (voir
Finégalité 3.2}, C’est la construction de Maxwell, ot 'on remplace la fonction
S(E) par sa bi-tangente entre E; et Eg,

Conclusion : Tout changement de concavité implique une chaleur spécifique (snicroca-
nonique) négative dans le domaine considéré. Dés lors :

— soit on rétablit I'extensivité par la construction de Maxwell, si on la croit
nécessaire (cas de la limite thermedynamique avec des forces de courte portée,
ce qui exclut I'interaction de Coulomb ou la gravité) ;

— soit on croit 4 ce changement de concavité quon attribue 4 une entropie de
surface non négligeable. Une chaleur spécifique microcanonique négative dans
un certain domaine serait alors la signature d’une espece de transition de phase
{du premier ordre) dans un systéme fini.

Solution 3.3

1. Lintégration se ramene au calcul de ’hypervolume de rayon

R=[V2m(E-V(Q)*",
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dans Pespace 4 3N dimensions. Comme on sait (voir I'appendice mathématique)
que dans I'espace 4 n dimensions ce volume vaut

ﬂnﬂ .
Vn:m
il vient
1 (2 Y
“T NTIBN ﬁ(?;ﬂ) f dq(E-V()* Y(E-V(g)). (3.3)

Par dérivation par rapport a E (voir 'Eq. 3.4), on tire

1 1 2mo¥

“ENIE TN dq(E-V(q)? " Y(E-V{q)) (3.4)

2. Comme précédemment, aprés intégration sur p, il reste au second ordre

11 1 2mn¥

A= Sian ) 4aA@ (E-V(@)? " Y(E-V(@).  (35)
2
3. D'on
w

(K)=(E-V) = & F(”;}{,) s -V, (3.6)

aved N

1 (@mm)T

YN = ﬁ -—“'—hm

Et plus généralement

Ky = N dq (B- Vi) 3=, (37)

Zu T3 Jvig)<e

oil, ici, ! peut étre positif ou négatif (sous réserve de convergence).
4, De

aIZ# YN 3
—£ = —nz ——1 dq (E-viq)):
9E 1ﬂ(w)( > -1)( JRERY ) vaes q( q)}
on déduit i
Z
S ! (3.8)

Zu OB (B y(Z ) (=)
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Et pour /=1,
11
K=", .
(K™ WT 2] (3.9)
ce qui est une formule exacte.

5. Simaintenant on développe au second ordre identité

LR N (3.10)
= KKy’ '
K (K> +

et qu'on prend la moyenne, il reste

no Ly, ok
{K~ )_(K)[1+{K)2)'

En reportant dans (3.9) et toujours au second ordre 2

2 2 of
kT = S—N(K)[l + E_W]'

A la limite thermodynamique, on obtient le théoreme d’équipartition de ’éner-
gle:
3
(Ky= ENkb T.

6. Le calcul de ¢, est analogue, on dérive par rapport & E 'équation

1102,

RT 7, 9
s0it

kT?¢, GT2OE  Z, 0B 72

1 1 1.8r 182z 1 {3z,
OF |

En utilisant (3.8), on obtient

1 8T 3N 3N a1
wrar - (3 DG s

? On a utilisé le fait que % varie en N tandis que {(K)? en N?. Ce qui peut étre faux a la transition de phase.
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175
A l'aide de la relation (3.9), on obtient la formule exacte
LR e B (3.11)
Cy ) ' '
?.
On peut, comme dans le calcul précédent, développer en petit parameétre (—K;%

On part encore de I'Eq. 3.10 qu'on éléve au carré. En prenant la moyenne, on a:

o2
Khy=&» ! 1+3 % +..
(K77 =<K% [ )
et on trouve finalement : )
kb 2 O-K
— 3.12
¢, 3N (KO (3.12)
Note sur la validité des calculs. La formule (3.11) est exacte Elle autorise des valeurs

négatives de ¢,. En revanche, la formule (3.12) suppose (K)2 <« 1. Cette inégalité peut
étre violée en cas de transition de phase.






CHAPITRE 4

Loscillateur harmonique

Selution 4.1

Microcanonique, un oscillateur classique. Soit a calculer

f dp dg.
h 2m+ ! muwlq?<E

Le domaine d’intégration pouvant s'écrire

P 7
mE 4 E <1,
i

c’est —a 1/h pres — la surface (mab) de Iellipse de demi grands axes 2 = V2mE et

[ 2E
b= —Z.D’Oil
mw
1

La densité d’états donnée par g(E) = % vaut donc P

La fonction de partition microcanonique, ¢’est-a-dire le nombre de microétats
assurant une énergie du systéme comprise entre E et E+ dE, vaut

ID(E) dE

—dE=—.

JE hw
On voit qu'ici, on ne peut évidemment pas identifier g(E), ©(E) et Z,(E) pour

le calcul de 'entropie. Ce sera le cas seulement avec N oscillateurs a la limite

N — oo,

2xE  E
¢:ﬂab:E:%. (41)

Zy=

Canonique, un oscillateur classique. Pour le calcul canonique, l'application répétée

de la formule (13.1) aux intégrales sur p et g permet d’écrire

2“1 '|'§m'ﬂ) q
Tk fdpdqe V \l 1w ﬂ hwﬁ
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On aurait aussi bien pu utiliser le résultat microcanonique en écrivant que

_ (0% g
e= | 2p¢ dE.

Microcanonique, N oscillateurs classiques. 1l faut maintenant évaluer

1
o= f dp da.
hN g%+%mw2q2£E paa

Pour calculer cette intégrale effectuons le changement de variables

{Pi: \J'me,' i=],...N

gi= of-Lsx; i=N+1,...2N

¥

qui transforme I’hyperellipsoide en hypersphere de rayon VE. On aura

f‘* dpdqu 7] dx,
2t dmetqisE [xj*<E

olr J est le jacobien de la transformation. Par définition

an don  Om dan
%, &) g%, x|
J=| & dpy P gy
ax,\r BxN é‘xN 6‘xN
ap1 dpy g Ban
r?sz 6xw 6’x2N (3}.‘21\[

Comme il est diagonal, son calcul est immédiat :

23N 2N N
ool [ el e
hw Bxi<E X hw awE

N

s e .
Comme gy = N (voir V'Eq. 13.9), reste alors simplement

EW 1
‘D—(a) N

Donc
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soit
E )N—l 1 dE

2~(r) T

Utilisant la définition de la température microcanonique (Eq. 3.1) on obtient

hw

(N-1)k, T =E. (4.2)

Remarque : Le théoréme d’équipartition de I'énergie aurait donné
E=NkT,

(1/2ky T par degré de liberté quadratique}. Mais il ne s’applique qu'a I'ensemble
canonique. Les deux résultats coincident 4 la limite thermodynamique.

Canonique, N oscillateurs classiques. A cause de I'indépendance des oscillateurs :

-2 (itg)

On aurait pu également, ce qui est inutilement compliqué, écrire que Z est la
transformée de Laplace de Z,,, soit

N-1
:(Nil)!f_ﬁ(m) hdf)

puis conclure en utilisant la fonction I' (voir I'Eq. 13.2).

Solution 4.2

Microcanonique, un oscillateur quantique. L'énergie est quantifiée par
1
E,=hwin+ =),
2
oil # est un entier > 0. On en déduit la densité de niveaux

¢(E) =;6[E—hw(n+%)1,

et par intégration

) = 3V (Bt SIE ) e !
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ou [X] désigne la partie entiere de X. C’est le nombre {discret) possible d’états
d’énergie inférieure 4 E. On observera que sa traduction continue correspond
au cas classique (Eq. 4.1). En effet, la fonction continue qui approche au mieuy
la fonction [x] esty =x-1/2 etnon y = x.
Canonique, un oscillateur quantique. Lobtention de z est immédiat, C’est la somme
d’une série géométrique convergente
- L

_ E : —Bhw{ar i) _
z = e = —_—
: h
poor 2sinh 3%

On en déduit par exemple que
dlnz  fiw 1

B 2 tanh 8w

(=~

qui tend vers k, T quand S — 0.

Remarque : La limite haute température est classique : c’est celle qu'aurait
donnée le théoreme d’équipartition de I'énergie, soit 1/2k, T par degré de liberté
quadratique (ici, il y a I’énergie cinétique et I'énergie potentielle).

Microcanonique, N oscillateurs quantiques. Lénergie totale du systéme de N oscil-
lateurs s’écrit N
E=hw(n +ny+ --+ny+ E)'

Fixer E C’est fixer Z}il n; = M. La fonction de partition microcanonique sera
donc égale au nombre de choix possibles ' de N entiers #;, tous positifs ou nuls
et de somme donnée égale & M. Ce calcul nécessite une astuce. Pour fixer les
idées, prenons M = 6 et N = 4, Sur la Fig. 4.1 on a porté les 1; boules séparées par
N—1traits. Iciny = 2, 1, =0, 13 = 3 et ny = 1. Il y a 3 traits. Toutes les partitions
de 6 peuvent étre obtenues en mélangeant dans un sac les M = 6 boules et les
N -1 = 3 traits, soit M+ N -1 objets. On trace ensuite 9 points sur la droite et on
en baptise de toutes les facons possibles 3 comme « barres », le reste en « bonles ».
On voit que de cette maniére on écrit une fois et une seule toutes les partitions.

Voila pourquoi on aura bien
-1+
z-(" )

N-1

' En arithmétique, ceci s’appelle une partition de M en N entiers.
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, y " 1,

Figure 4.1. Calcul de Z,

Remargue: On a

M
(D(E)=Z(N_;+k):

(N + M)
k=0 M
Cette relation se montre par récurrence sur M avec la formule du triangle de Pascal

sty . [n I P > : s
(p +1) = (P) + (P +1)' On remarque, en explicitant I'écriture des combinaisons, que

(E} = (1+2)Z, et donc, quand N — oo, que tout le volume de phase est pratiquement
contenu dans la surface.

Pour comparer au cas classique on va supposer N fixé et M — co (haute énergie).
On approche donc seulement M! et (N + M —1)! par la formule de Stirling, soit

J (N+M—1)”*“‘”-’—16_1,\”1
HTA(N=1)! MM ’

N-1\™
On remplace (1 + T) par ¥, il reste comme terme dominant

_ 1 N1 1 (_E_)N—l
5 (N—l)!M TUN-D\Bw/

Ce qui donne pour la température microcanonique, toujours 2 la limite des hautes
énergies, (N -1}k, T = E. Résultat 2 comparer au cas classique (Eq. 4.2).
[Canonique, N oscillateurs quantigues.] Les calculs sont, comme toujours, beau-

coup plus simples.
N
z=N-|—|. (43)
2sinh B¢

On constate que la limite & haute température 2 8 — 0 redonne le cas classique. On
obtient encore que {E) = Nk, T.

? Ou limite quand % — 0, ce qui est, bien stir, une image de théoricien : 7 valant ce qu'il vaut!
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Remarque : Ce qui précéde met en évidence un résultat trés général.

- A la limite thermodynamique (N — o0) les valeurs des observables (énergie,
chaleur spécifique, compressibilité, etc.) coincident quel que soit Pensemble oy
elles ont été calculées.

~ Ala limite des hautes températures {8 — 0), ou des hautes énergies, les résultats
des calculs quantiques et classiques sont les mémes.

Solution 4.3 Soit g(E) la densité de niveaux. On sait que la fonction de partition
canonique est sa transformée de Laplace :

Zwﬁi[ﬂmfﬂﬂi

Vérifions qu'en prenant la transformée de Laplace inverse on retrouve g(E). On peut
réécrire 'Eq. 4.3
rad HTNN

= (1 _e—ﬂfim)N ’
Calculons sa transformée de Laplace inverse par la formule classique d’inversion
B
1 g PN SHE
el [,
21 Jp (1 - Phe)N

ol A est une droite paralléle a 'axe imaginaire d’abscisse quelconque positive o (les
pbles sont sur P'axe imaginaire). S5i E < NAw/2 il faut fermer le contour d’intégration
par un demi-cercle a droite qui n’entoure aucun péle, et donc l'intégrale est nulle. Si
E > Nhw/2, plutdt que d'utiliser la méthode des résidus, on écrit que >

S (N+R-1
_ BN _ —f3fiesR
(1-¢*") REZO( R )e .

Apres inversion de la sommation et de 'intégrale (justifiée par le théoréme de Le-
besgue), ona:

1 —(N+R-1
1y _— f PERWNIHR) 3
L 2in Z R A ﬁ

R=0

1l est facile de calculer le développement de Taylor

(1-x)™ = 1+Nx+ Ell-N(N—l)+---+(N+§hl)xR+
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§

Posons 3 = a+ iy, on peut réécrire

00 2
7= LS (NFR=D) optotviaem) 1 [ girB-hotN24R) d.
2 £ R

A= J_,

Pintégrale est un sinus cardinal. On sait par ailleurs que

sin A¢
lim =78,

A—oo

ol1 & est la distribution de Dirac & 'origine. On en déduit que

1y (N+R-1\_ . N _
rz_é( X )6(}5 ol = +R)) = g(E).

On retrouve bien que les énergies possibles sont de la forme
N
Ep=hw(R+ ?),

N+R—l)

avec la dégénérescence ( R

Solution 4.4 Comme 4 I'Ex. 4.2, on montre que I'énergie par atome est donnée par

Fieu cosh%
e=3—— |
2 sinh@

D’ou1 on tire la chaleur spécifique

a o V1
CV=—e=3kb( w)

io1.2 R
oT 2k,T ] sinh? jte

Posant T, = fiw/ky, on obtient la dépendance de ¢, en T donnée par Eisntein. A haute
température on retrouve bien la limite classique ¢, = 3k;. Einstein obtient une valeur
limite de P'ordre de 6, qui correspond a 3Nky/J olt Nk, = R = 8,32 JK'mol™! et
J=4,18 cal. A basse température maintenant :

2
ke _ b
¢ =3kl =] e BT,
qui tend exponentiellement vers 0.

Remarque : En fait, la chaleur spécifique tend vers 0 comme T°. Debye obtiendra
ce résultat en généralisant Papproche d’Einstein a une distribution de fréquences de
vibration.






CHAPITRE 5

Petits problémes, jolis résultats

Solution 5.1 Lhamiltonien du pendule de torsion s’écrit
|
H=K+- Ce*,

ot1 K est I'énergie cinétique de rotation qu’on n’a pas besoin d’expliciter. Comme 8
n’intervient que quadratiquement dans ’hamiltonien, le théoréme d’équipartition de
I'énergie permet d’écrire

1 1

~C8#*y = —ksT.

(2 ) 5 KB

Soit
" 4,178x107°x 9,428 x 107 x 107 x 107*

k
B 278,1

= 1,416 x 107 J/K,

qui n'est pas si loin de la valeur plus précise 1,38 x 1072 J/K.

Opérer sous vide aurait évidemment 'avantage d’éviter les courants d’air, mais
I’énorme inconvénient de rendre la thermalisation trés longue, si ce n’est impossible
(par le fil de torsion, par exemple}. Du point de vue microscopique, ici, la therma-
lisation est causée par les chocs désordonnés de milliards de molécules d’air sur le
pendule !. C'est le processus de thermalisation qui permet de court-circuiter cette ana-
lyse microscopique compliquée qui y conduit, et d’utiliser le théoréme d’équipartition de
Pénergie,

Solution 5.2

1. Le choix de lorigine correspond a la position du ressort sans tension et non pas
la position d’équilibre de la masse compte tenu de son poids.

2. Lafonction de partition {du systéme a 1d) s’écrit

7= %f —ﬂ(%+%mwzzz+m‘gz)dz dp

1 ' . . .
Cest en fait un mouvement brownien limité a la seule rotation.
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3. Apres simplification, il est clair que

fze mm z +mgz)dz Num

<z> f e—,&'{jrrlo)zzz+rugz)dz N Zy )
Manifestement oz,
Num“(——)v—-—
mB’ og’
soit | Bloez
og Z
(@) = 8
mB g

Calculons Z,, en nous ramenant 4 la formule (13.1)

1 4 £ 42 grg’
Z, = e—‘BEmw (z+m—2) +,82mw “dz— EEL 2 )
Buwim

8logZ

D’ol /3 et {z} = —%. Ceci était attendu : & 'équilibre la tension du
w

ressort compense le poids : mg = —mwzzgq, $0it {2} = Zgg.
4. On aura, comme pour le calcul de (z} :

1 182z,

2y J—
()= M3l Z, g%

On vérifie que

1 dlogz, 1
np? dgl B mPw?’

o’ =(2)~(2)" =

5. Aux températures ordinaires o ~ 107!%/ 4/&. On voit donc que pour obtenir un
o de l'ordre du dixigme de mm, il faudrait une raideur de ressort de I'ordre de
107'% gramme/mm. Ce qui est irréalisable, au moins mécaniquement.

Solution 5.3
1. Il s’agit de I'état singlet et des trois états triplets de spin.

2. Comme E=({nmy+m+m)AetN=nm+n,+n3+ng,0na

E=(N-m)A. (5.1}
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Donc fixer I'énergie E, c’est fixer n. Il ya (::) choix possibles pour une énergie
donnée. Mais a chaque fois que n; états singlets ont été choisis, il reste N -,
états triplets avec trois sous-états de spin (-1,0,1). Le nombre total de microétats
correspondant au choix de 1 est donc

_ N N N! N—n;
Z, = (nl)xs = N (5.2)
Soit, en appliquant la formule de Stirling :

S=kplogZ, = kp[NlogN + (N—n;)(log3-log(N —n;))—n logn].

Ft dong, avec I'aide de ’'Eq. 5.1 :

1 a5 a5 dﬂ] Fq,( N-ﬂl)
= — =—|log .

T 8E om dE A 30,
Dol
3m  3AN-3F’
et
. 3NePt
T+ 388

3. Comme Z=7>f Zpe‘ﬁE, des formules 5.1 et 5.2 on déduit

N N Hy
_ NY.Nom ~p(N-n)A _ 2N _—8NA N\{e*
Z_Z(m)s ¢ -3V Z NICo

=0 H1=0

N

M H
”])x , o1 en tire que

Par application de la formule du bindme (1 +x)N = ZHNFO(

AV
Z= 3”@3”*5(1 + 5';—) = (1+3eP4)Y,

11 était évidemment plus rapide d’observer que les molécules étant indépen-
dantes, la fonction de partition canonique se factorisait. Il suffisait donc de
calculer la fonction de partition d’une molécule qui vaut z = 1+ 322, puis
d’élever a la puissance N.
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4. A température nulle, le systéme est dans son niveau d’énergie le plus bas, soit
E =0 (parahydrogéne). Quand T — oo tous les états sont équiprobables et donc
E= 30+ 2AN. A toute température on a

dlogZ 3g7P2
88 143¢PN

E=-

5. Pour une molécule, la probabilité d’étre dans I’état 1 est proportionnelle ay
30
. € 1 L
facteur de Boltzmann correspondant, soit - =7 Les probabilités que les états
Z

_‘8&
r .r by e
2, 3 et 4 soient occupés sont égales a - Pour les N molécules on aura donc

Solution 5.4

1. Les valeurs possibles de I'énergie H(ry,r;) suivant les valeurs de r| et r, sont
données dans le tableau suivant :

g} -1 1
2
-1 —2A-k 0
1 ‘ 0 2A-«k

On peut considérer le terme en A comme d & un potentiel extérieur et le terme
en K comme une interaction (attractive) entre particules.

A température nulle le sysieme sera dans son état d’énergie minimum, soit
E = -2A —« (les deux particules dans la boite de gauche). Pour T — oo, tous
les états seront équiprabables et I'énergie moyenne sera donc donnée par la
moyenne arithmétique

_ 1
E= —(2A—x+04+0424—k) = .
4 2

Quand la température croit, on peut s'attendre a ce que les deux particules
restent d’abord collées (x >> A) et fassent des incursions dans la boite de droite.
Elles se dissocieront seulement a haute température.
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2. La fonction de partition canonique du systéme s’écrit
Z= ) ePHIm) = P20 4 g0 4 PRAN) = (1 4 ¥ cosh JA).
T1a.fz
L'énergie moyenne (E) est donnée par

dlogZ S kcosh2BA+2Asinh28A
B 1 + e cosh 284

(Ey=-

On retrouve bien les limites T — 0 et T — oo. Quand les particules sont collées,
&(ry,r2) = L et 6(ri,r2) = 0 quand elles sont séparées. Donc la valeur de {§{r, 1))
donnera une mesure de leur dissociation. Par définition

1 |
(6rna)y = ) 8(r,ry)e raAthielng),

[aNis]
Effectuons le calcul :
118Z 18logZ 1
5 R = - — = — = .
(6(ri,m2)) ZBok B ox [ &

cosh28A

On vérifie bien qu'a haute température les particules sont séparées ou collées
avec la méme probabilité, alors qu’elles sont associées quand T — 0.

3. On a maintenant
7= Z g BH (rr) = o Bl-A1-Ark) | ~Bl-Ai+hz) 4 BlA1-A2) | ~BlAs+Ar—+)
2
= 2[coshfB(As—A)) + € coshB(A; +A,)].
(a) Le fait que

1dlogZz’

=554,

découle de la définition de {r)) :

1 ’
- = BH (r1.r2)
{ry 7 E re :

1.2

Al=Ar=4

On trouve fmalement que

% sinh 26A
1+ cosh2BA

(riy=
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(b)

(c)

(d)
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Comme prévu, {r)) passe de —1 a ¢ quand T croit de 0 & I'infini.

On pourrait calculer (rf) comme précédemment en dérivant deux fois 2/
par rapport & A;. Mais il est quand méme plus rapide d’observer que
comme la variable aléatoire r; ne peut valoir que 1, nécessairement
(r'f) = 1. Ce qui donne que

1+e 4 2¢% cosh 284
(1+ &P cosh284)?

¥

U'I.l.l = 1—(?‘1)2 =

qui varie de 0 (4 T = 0 quand la position est certaine) & 1 (pour T infini)
quand la variable aléatoire r; vaut +1 avec la méme probabilité.

Comme précédemment on montre que

1 - 11 &z
- ~SH{rn) — 2
{rir2) 7 Zf‘lfsz 7 B oA aA,
AL

=Ay=A

Fl.fe
On calcule alors
&Fz 5
=28 + 28 cosh 28A.
84184, Ay=AymA A A
Yo on tire 5
nhy=l—-—m,
(nrz) 1+ e cosh28A
Ce qui donnera comme coefficient de corrélation
(rvr2)— () st
riray—{rXr) = .
12 17472 (e®P*cosh2BA +1)2

On voit sur la Fig. 5.1 que les particules commencent a quitter la bofte
de gauche dés que kT > A, en revanche elles ne se dissocient que vers
kT =«

On a manifestement
(B) =2A0r1}—k(6(r1,12)),

puisque {r;) = {r2). On en déduit {r, ).
Par ailleurs
((r1+12)%) =24 2nm),
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0,75

0.5k

0251

Frgure 5.1. {6(r, 12 }} (tireté) et —{r } (trait épais) comme fonction de & T.
AvecA=letx=10

qui peut se calculer ainsi :

116%2

({r1 +?‘2)2): ZE@

Tous ces calculs ne nécessitent que la connaissance de Z.

Solution 5.5

1. Le gaz étant parfait, la densité est N fois égale & la densité de probabilité de
présence d'une molécule. La dépendance en z de cette densité est celle de son
facteur de Boltzmann, soit e "%, D’our I'équation barométrique

n(z) = n(0)e P, (5.3)
En intégrant sur x, ¥ puis sur z on obtient

n(0)L?
mgB

N-= n(O)sz P g =
0

Compte tenu de la définition de a1, on démontre bien que
n1Smg = n(0). (5.4)

Ona [mBmg] = [L 2] [(MLET2) " [MLT 2] = [L7], cqfd.
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2. La fonction de partition canonique d’une molécule est

z
Zep = }3—3 f PE ey gy

Apres intégration sur p, x et y, il reste

zgp=—1? f P = — (5.5)
]

La fonction de partition totale est Zgp = F}:, ce qui par application de la formule

de Stirling donne I'énergie libre

LZ
FGp = —kaN(lOgm—gﬁ—N + 1)

. La nouvelle fonction de partition z,,,,, d'une molécule se calcule avec la méme

intégrale que dans I’Eq. 5.5, étendue au domaine du méme cylindre, mais privé
de la petite sphére, Si cette derniére est petite il suffira alors de retrancher a z¢gp
le produit de ta valeur de I'intégrand au centre de la sphére par le volume de la
sphere. Clest en quelque sorte le théoreme de la moyenne pour une intégrale a
3d. 1l en résulte

14
3 _—fn
znouv—zGP"F—?m g g

En utilisant les Eqs. 5.4 et 5.5, on a

z =z l—imw(z(])
Houy GP 3 N .

On a alors

1 4 .nlzg) N
me,-: ngp(]—gﬂﬂ‘%To) .

Utilisant le fait que J\%im (1—x/NYN =&, il reste, 4 la limite thermodynamique

4
Frouy =k T108 Z oy = —kpTlog Zgp + kagimsn(zo).

Et comme n{z) est 'exponentielle (5.3) :

OF nou :—Eﬂﬂz'm n(zo)
Oz 3 o
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Cest, au signe pres, le poids d’une masse d’air contenue dans un volume égal &
celui de la petite sphére. C'est la poussée d’Archimeéde, ou plus précisément son
opposée : la force exercée par la petite sphére sur le systéme.,

Solution 5.6

1. Lhamiltonien Hy est somme de N hamiltoniens indépendants

p P
b= Z;V(r, ~R,)

dont la fonction de partition vaut

z= };]3f eidy;dp; = 1f€—ﬁzi=1 Vir-Ra gy,

D’ol la fonction de partition canonique :

N
Z
ZN:E.
2. Comme
N
e 3= S
il reste

e” ,
longc = Zeﬂ' = F fdr e'"ﬂz!: V{f_Ra}.

3. Puisque les impuretés sont réparties aléatoirement dans le volume, on moyenne
log Z sur le désordre en intégrant simplement sur les impuretés dans le volume
avec un facteur 1/V,

4
(log Zy) = ;% f drdRy dRy - dRy | [PV, (5.6)

a=1

Cette intégrale se factorise en prenant comme variables r et r—R,,. Le jacobien
est égal a 1. Donc

14 P
f dr | [dRye V5 =y f [ [aYae?"
=1 a=1
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Les p intégrales sont identiques. D’ol la premiere formule recherchée

£

€ 1 _
(logZ) = VI dee AV,
Ensuite, on écrit :

f dRePVR =y 4 f AR [PV R _1)

et 'on obtient :

e f v
IOngC = FV[1+ ?}’0
La derniére formule o
4
(logZg:) = FVef’f : (5.7)
découle immédiatement du fait que
Jim (1+x/V)V = ¢, (5.8)

. De fagon générale on peut écrire

Zy = Z e f P00 dp dg,

N

d’ol on tire

dlogZy,
={N
Eramiail
“ dlogZ
OF Lgc
:—E’
o e =B

ou la dérivée a été prise & @ constant. Dans ce qui suit on va, pour simplifier,
écrire log Zy, au lieu de {log Z,.}. En fait, il y a deux moyennes dans ces calculs
de valeurs moyennes de N ou E : 'une sur le désordre et I'autre, statistique. Pour

simplifier on les notera simplement N et E. Ici, donc
e dlog Z,
— of _ B _
log Zg. = /13‘.@0 o =N

Comme par ailleurs, on sait que dans 'ensemble grand canonique pV =
kyT'log Z,., on retrouve la formule des gaz parfaits pV = Nk, T.
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Calculons maintenant E. On a

dlog Zy of  da?
=logZ,lp—=+——I.
R le %ym%+kwg
Or
i 3ds
AT 2R’
puisque A ~ /2, On aura
af
E= k T- 59
NI>ke “Pap (5.9)

I1'y a donc un terme correctif 4 celui du gaz parfait.

. Les observables physiques extensives sont calculées a partir du logarithme des
fonctions de partition ; c’est donc la moyenne sur le désordre du logarithme
qu’il faut considérer, et cette moyenne n’est pas égale au logarithme de la
moyenne. Il se trouve qu’on sait faire explicitement ce calcul dans ensemble
grand canonique.

. Avec le potentiel répulsif proposé, le calcul est immédiat 2 la limite des petits p,

C’est-a-dire §’il n’y a pas de recouvrement des boules centrées en R, et de rayon

ro. Ceci suppose pwy << 1, si wy est le volume d’une boule. Il est facile de prévoir

les deux cas limites :

— A kT <« Vj, ancune particule ne sera dans les spheres de potentiel ; c’est un
gaz parfait habituel dans un volume V ~pey et

3
BE=NZk,T.
2

~ A k,T >» Vj, les potentiels ne jouent plus de réle dans la répartition des
particules ; chague se trouve dans leur zone d’interaction avec une probabilité
48 = pag, ol wy = 4/3m‘ On prévoit donc

Pv
3
E= N[*z“ka'l' Vop(;)g].

Faisons maintenant le calcul explicite dans ce cas du potentiel carré.

1

/13

v

= };[V—Pwo +puoe®Ve) = F[l +pun(e PV —1)].

BT VIR g

]
|
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En effet I'intégrand vaut toujours 1 quand r est extérieur aux boules de potentie]
et €Y% sinon, On voit que, pourvu qu'il ry ait pas de recouvrement, le résultat
ne dépend pas des p positions R, des impuretés. La moyenne sur le désordre est
donc inutile. On en déduit :

E dlogz 3 wope‘ﬁvf’

= ==k, T+V .
N~ a8 27 liwgpePno1)

On vérifie qu'on retrouve bien les valeurs prévues précédemment,

On retrouve encore — évidemment — ce résultat en faisant les calculs dans
I'ensemble grand canonique.

Maintenant si on applique la formule générale 5.9, on trouve

E= N(%ka+wopVge‘ﬁV”).

Résultat qui coincide avec le précédent a basse densité et haute température,

. Avec le potentiel attractif proposé, le calcul est analogue. Reprenons les deux cas

limites :
- Ak T < Vy, toutes les particules seront piégées dans les puits et I'énergie sera
celle d'un gaz parfait diminuée de Ja profondeur des puits, soit

3
E ZN[Eka—Vgl.
— A kT > Vo, comme précédemment on prévoit

3
E= N[ Eka— VQ,O(U{}].

Le calcul explicite est analogue; il suffit de changer le signe de V.

1 e 1 V
z= I ¢ P Lan VIR gy — A—S[V—pwg +pwgew°] = E[ltowg(ew" -1].
Et finalement
Vo
E _ _E}logz _ gka—Vu wope® '
N aB 2 1 +wgp(efYo 1)

On vérifie qu’on retrouve bien les deux cas limites.
11 y a maintenant un probléme : si on applique la formule générale 5.9, il vient

E= N(%ka—wnggeﬁvu).
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Résultat qui, certes, coincide avec le précédent a basse densité et haute tempéra-
ture, mais qui est manifestement pathologique a température nulle.

Comme cette fois-ci f — oo, on pourrait songer & revenir a la formule
e fov
_ oV _
logZye = V[1+ 57V =N

et ne pas utiliser 'Eq. 5.8. Le calcul direct de la dérivée par rapport 4 8 donne
alors 5 1
E=N .
hT-pgs 7 (5.10)
Il apparait un terme correctif  P'Eq. 5.9. Dans le cas du potentiel carré :

E wope ¥
= —ka w—.
N 2 1+ ?D(QBVD—I)

La différence avec le calcul précédent est qua T =0,

E

kTV
sz PVvo.

Mais cette quantité n’est finie qu'en apparence : si p reste fini non nul, p croit
comme N, et on retrouve la méme pathologie.

Tout se passe comme si, & température nulle, et quand on moyenne sur le
désordre, les p puits se logent au méme endroit (ce qui était interdit dans le
calcul canonique que nous avons fait), attirant toutes les particules.

En fait il faut revenir a I'Eq. 5.6. Certes, dans la moyenne, les cas ot les puits
de potentiel se superposent sont rares, mais quand 8 — oo, leur poids &#¥% tend
vers I'infini. Ce sont donc eux qui vont déterminer la moyenne. Un modele plus
physique serait d’introduire entre les impuretés un potentiel répulsif de courte
portée interdisant ie recouvrement, mais les calculs deviennent complexes.

Solution 5.7
1. [Lachaine de kératine]

(a) L'hamiltonien H({};}) est la somme de N hamiltoniens indépendants et
discernables H = 3, h(L), avec h(l;) = -XI;. Donc Z =z avec

zi= Z egxr,- = FXa eﬂXb.
L
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Et on aura
dlogZ aePXe + pefXb

B eBXa 4 ofXb

Comme on pouvait s’y attendre, a haute température, les deux positions
sont équiprobables et donc E=-NX%2, tandis qu'a température nuile le
systeme est & son état d’énergie la plus basse avec E = -NXa.

(b) Comme E=-XL,onal= —% Soit

E=_

- T (5.11)

1,65

1,55

Bx

FiGurk 5.2, | comme fonction de 8X, avec X = l,a=2etb=1,

Dans le cas de grande force (et de température pas trop élevée), on voit
que
T=a—(a—belebbX

c’est-a-dire que ! est exponentiellement proche de sa valeur maximum.

(c) Un développement limité des exponentielles au premier ordre dans
I'Eq. 5.11 donne
a+b+8X(a%+b%)

= i AX(at )

Ou encore

1= azj(nﬁ)([

a + b2 a+b]
atb v
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(d)

Multiplions par N et posons Lg = N“zib = Nio, il vient

F_ (a—b)?
L_Lg(l +BXN= ) (5.12)
ou encore
X(M(L-Ly} =X, (5.13)
avec k
_a T
X = o

L’Eq. 5.13 est la loi de Hooke : I’¢longation est proportionnelle 2 1a force
(tant que la force reste faible).

Pour une tension donnée, I'élongation sera donc d’autant plus petite que la
température sera élevée. Voild pourquoi les vétements de laine rétrécissent
s’ils sont lavés 4 haute température.

On va développer

ﬁz X?.

2= P 2 BX(a+b) + T(a2+b2).

Soit
2
logz= 10g2+10g(1 +ﬂ)2—{(a+ b) +ﬁ2‘%(a2 + bz)).

Et comme log(1 +€) =~ e— €%, on obtient facilement

X2
logz~log2+p8Xl +ﬂ2?(a—b)2.
Soit, en réécrivant 'Eq. 5.12 sous la forme
- X
I-lh=B=(a-b)%,
0=p 2 (a—b)
on conclut

NX -
F=—ksTNlogz =k TNlog2-—=(I+1). (5.14)
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Remarque : Méme s’il s’agit d’une physique différente, ce probléme est formel-
lement le méme que celui des spins magnétiques (Ex. 3.1); c’est un systéme
deux niveaux. On le verra explicitement en posant

1
o= ;:E[Zx,-u(a+b)].

2. [Le caoutchouc]

(a) Thamiltonien est encore somme d’hamiltoniens indépendants
H= th avec h; =—Xx;.

On aura alors Z =2V, avec

”e f“ g 2sinh;ﬁ’Xa
—i

BX
D’oul
., dlogZ a N
== =-NX{————+—. .
E a8 (tanhﬁXa)+ Jij (5.15)

ala limite T — 0 (8 — o), E = E=—NaX. Maintenant

a a 1 1
li S = .
ﬁl—I}{l) tanhBXa BXa— @;033 BXq_ w};a)z

Ce qui donnera

. =N{Xa)*
lim E= lim ———— =0.
Tose e 3kT

Comme précédemment, ces résultats étaient attendus.

(b} Comme E=-XIL, on aura

on{—" )N
tanhgXa; pX
qui tendra vers aN et 0 respectivement quand T — Q et T — oo,
(c) Aux faibles forces, un développement limité de I'équation précédente

donne X = iﬁ, qui est encore la loi de Hooke.
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(d)

(e)

. I . 1 . | . | .
UO 1 2 3 4 5

px

Figure 5.3. LfN comme fonction de 8X, aveca = 1,

Quand T =0, la valeur x; = a est certaine, donc o-i_ =0.Quand T — oo, la
valeur des x; est uniformément répartie dans [-a,4a], donc

2 2 1, a’
{xy=0 et o5 = {x] =—f xdn = —,
i) = 550 %) 3
Comme L=Yx,aT=0, o‘i =0eta T — oo, la loi des grands nombres
P
donne o} =N¥%.
Ce modele est une extension continue du modele 1. Ce sont des modeles
a fibres indépendantes, ce qui est une approximation assez grossiére. En
effet on devrait considérer le colit en énergie dépendant de I’angle entre
deux monomeres consécutifs. Mais on perd alors la simplicité du modeéle a
fibres indépendantes.

Solution 5.8 C’est un probléme ot les sites sont indépendants (et discernables). Donc
il suffit de calculer z la fonction de partition d’un site et on aura Z = 2.

1. Ona

z= ) gB)e?™,
E

ol g(E) est la dégénérescence du niveau d’énergie E (ou encore ia fonction de
partition microcanonique). L'énergie peut prendre 3 valeurs

E |-6p 0 &p
gBY| 1 4 1
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Donc
2= g(E)e™ = 2(coshEp-+2),
E

et
dlnz P sinh BEp

ag pcoshﬁ&p +2°

Nous nous limiterons encore par la suite & un seul site, il suffit de multiplier par
N pour avoir 'énergie du systéme. On voit que pour T = 0, (£} = -Ep (énergie
minimum) et que & température infinie, (E) = 0 ('orientation est aléatoire). Plus
précisément le développement 2 haute température donne

(Ey=

Lovp, b oo vens
(E>~—§(8P) B+ 540(5{3) A+

Maintenant on a

0 0

pe® —pe

Z

(Px) = <Py> = =1,

(évident par raison de symétrie) et

per—peP sinhBEp
z ~ PcoshpEp+2

{p2)=

(on aurait pu plus rapidement écrire {E) = ~(Ep) = -E(p,)). Au premier ordre
en 3 (développement de haute température)

2
&
(poy =1t f .
. On a maintenant )
Z~ f - dp,,
-
soit
sinthf&p
Z T e—
pEp
et

dlnz Ep +1
08 tanh&EBp B

dont le développement a haute température est

(E)=-

~Liepgs Ligpigte. ..
(B)~—5(Ep)f+ 5= (Ep) 6" +
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On constate que seul le premier terme du développement a haute température

;sz 82

coincide avec le cas discret.

3. On aura (voir I'Eq. 13.27 de I'appendice)
mi2 .,
L=T-V= T(¢ sin? @ + &%) + p&cosh.

D’oli

aL mi?
P~ 2
et
aL  mi* .
Py = §=T¢'l
Soit

2
Py
o slnz @ ml’z _Pb co‘;ﬂ)

h2 fdp¢dp9d9 d(,ﬁ e [ '

Il est facile d’intégrer sur ¢, ps et pg (on applique 3 fois 'Eq. 13.1). Il reste

1 ’nmlz {rmi? sin’ @
— 2 eBpBl:os@,
z = v I fdG 7

qui s’intégre en posant cos @ = u. Soit

_ 2z aml mml sinhBp&
WB T B

Om en tire & 2
By=——L2

tanh8p&E ,8
Ce résultat était prévisible : on a ajouté & I'Hamitonien de la question b) deux
degrés de liberté quadratiques en py et py, donc 2 fois 3k, T (théoréme de
’équipartition de I'énergie). Cette fois-ci on voit que (E) — coavec T.






CHAPITRE 6

Gaz

Solution 6.1

1. Lafonction de partition du gaz parfait 4 1d est

Zep = NI :IK"
2. Aprés intégration sur p, la fonction de partition du gaz de sphéres dures s’écrit

\

Zrtl—Nfe_‘Bdeldxg---de. (6.1)

Il n’y a plus de N! parce que les particules sont maintenant discernables : a
cause du potentiel infini qui les sépare, une fois placées elles restent ordonnées ..
Comme le potentiel est infini ou nul, on a

AU = 0, deés qu’il existe un couple (3,7) tel que |x;—x;f < g
1, sinon.

Lintégrale n ieme de 'Eq. 6.1 peut s’écrire

L XN—Fg X5~ X3—F A—ig
f de f de—I s dJC3 f dX2 f dx 1+
(N-l)ru (N-2)r0 ng ta 0

En effet la premiére particule (la plus a gauche) peut se déplacer entre I'origine
et 'abscisse de la seconde particule diminuée du cceur dur, la seconde ne peut
approcher l'origine que de 7y {quand la premiére est a Porigine), etc. Moyennant
les changements de variables y, = x, — {n—1)rp, I'intégrale précédente peut se

réécrire
L—(N—1}ry YN ¥ Vs V2
[ [ [ [ [T
0 0 0 0 0

' Clest une situation un peu analogue 4 celle du cristal.
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Cette intégrale se calcule aisément de proche en proche ; elle vaut

[L-N-Dro]™
N! '
Finalement
Z_1[L4N—nmw
Y AN '
Cest la méme formule que celle du gaz parfait en 6tant du « volume », le volume
exclu?. On en déduit, en négligeant 1 devant N, que

(6.2)

z:ay@-%mf.
Soit, aprés développement limité du logarithme :

F = Fgp+kyTNnry,
olin= % est la « densité ».

Remarque : Cet exercice — classique — est souvent traité différemment. On maintient,
comme dans le gaz parfait, le facteur 3;, mais quand on calcule Pintégrale sur les
x; on doit considérer toutes les permutations des N particules dans les intervalles
d’intégration et donc faire intervenir un N1 multiplicatif, ce qui conduira au méme
résultat. Le 5 apparaissant dans 'Eq. 6.2 est nécessaire pour éviter le paradoxe de
Gibbs : Pentropie du mélange de deux gaz identiques doit étre additive, c’est-a-dire
qu'on doit avoir S(2N,2V) = 25(N, V).

Solution 6.2

1. La fonction de partition canonigue de N molécules en interaction s’écrit de
facon condensée

1 1 p?
= ~Bl 3, +V(q)}
Z= [ N fe H dq dp.

Aprés intégration sur p, reste, en explicitant q

11

1 1
EP_NZcmaf,-

= _I\-ﬁ-/im E_‘Bz'kj V(I‘,-—rj) dl’l dl'g v dl‘N =

? Comme dans I'équation de Van der Waals.
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N - I
ou 4 = 2k, T

Zoonf = VM), Introduisons la fonction de Mayer

Zeonf = fl_le-ﬁwr"_rj) dridry .- dry = fl_[[l +fij] drydry - drey.

i<j ij

est la longueur d’onde thermique (dans le cas du gaz parfait,

2. Développons maintenant :

[[ueil=1+> fi+ D fifute

i< i<f i<kl

Intégrons par rapport aux r;, le premier terme, 1, donne V¥ ; quant au second

Z ffij drydry - dry = Ii(%r:i) fflz drdry - dry,

i<j

toutes les N{N —1)/2 intégrales étant identiques a la premiére par exemple. On
obtient aprés intégration sur I's,« -, Iy

f fiz drydry - dry = VN2 f f(r)—r) dridry = VN2 f f(r) dr dR.

On a fait le changement de variables ¥y —r; =r et r) +r; = 2R, dont le jacobien
vaut 1. Dintégration sur R mettra encore un V en facteur. Reste donc finalement

a calculer | [¢®Y) —1] dr qui, dans le cas de sphéres dures se réduit a —%m‘g

{(on a séparé de domaine d’intégration en r < ry et r > rp). Finalement, en
remplagant N(N—1) par N?

Et
2

2N
F=-k;TlogZ = Fgp—kyTlog(1 - 3—Vm'3).
Sous la condition p = % <« NLVD, ol vy est le volume de la sphére d’exclusion, on
peut utiliser 'approximation log(1 —x) =~ —x, soit
2N?
F=Fqp+ kawﬂ'?‘s.
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D’oi1 on déduit de
OF

v

que
2N? 5 NkT( N2 ,
p=part T3 = = (14 55m3).
Remarque : Ce résultat correspond au développement de la formule de Van dey
Waals (Cf la formule 7.9 de la partie énoncés) au premier ordre en densité. Il ne
donne aucune indication de transition de phase.

Solution 6.3 [Calcul de z,]
Caleul classique.
On a déja vu que

1 Yy
zt=ﬁ§fdpdqe‘ﬁipﬁ=§§.

Calcul quantique.
On suppose les particules dans une boite carrée de cdté L. Alors
Z = Z e‘ﬁfrr‘\-uyuz,
elats
avec ) s
Rt 5 s s
Enenyn, = 2 (g + 1y, + 1),

ol les # sont des entiers positifs (Voir UEx. 11.1 du chapitre « Fluides quantiques »}.

On a alors ,
8 g2 o
= {Ze_ﬁm%” ) X
1

puisque les sommes sur #y, #, et 1, sont indépendantes. Il est facile de voir que dés
que T n'est pas nul ®, on peut remplacer la somme par I'intégrale. En écrivant que

[}
o 2 1 =
Zecm zf e—axdx:_\/i‘
0 2 &
i
on retrouve le résultat classique.

P . 4 2 42
? Plus précisément : dés que k, T est supérieur A I'espacement entre niveaux % o
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Conclusion : sauf & 'extréme voisinage du zéro absolu, on peut faire un calcul
classique de 'énergie de translation d’un gaz de molécules.

[Calcul de z,]

Calcul classique.

Si le rotateur est rigide, on sait (Eq. 13.28) que 'hamiltonien s’écrit (I désigne le
moment d'inertie du rotateur)

2
?ﬁ Py
"2l 2rsin*g’

Dol o
1 B,
= E fd@ d¢ dpg dpée_ﬁ( 2? * Zfsinzﬂ) .

Cette intégrale quatrieme se calcule facilement (Eq. 13.1) : on commence par intégrer
par rapport 4 ¢, puis par rapport a pg, py et enfin par rapport a 6. On trouve

kT T
2= ==,
TR,
avec T, = h* {21k ). Par conséquent E, = —algg # =k, T. Résultat conforme au théoréme

d’équipartition de I'énergie (I’hamiltonien h, dépend quadratiquement de pg et py).

Caleul quantique.
Lhamiltonien s’exprime en fonction du carré du moment cinétique, dont les valeurs
propres sont de la forme j(j+ 1)4% et sont dégénérées 2j+ 1 fois :

e = 213(”1)

On adenc

Z, = Z(2j+ l)e_ﬁgj(jﬂ).
0

Pour T petit {voir le tableau 6.1), il suffit de considérer les deux premiers termes de la
somme et
ﬂ2
zr =1 +36PT.

A haute température, il faut considérer tous les termes :

o o 2 T
= [Canesing= [Tt 2oL
zf \L(J )e 2 } 0 x ﬁh T;-
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TABLE 6.1. Températures caractéristiques de vibration et de rotation pour
des molécules diatomiques simples.

[ Molécule || T,[K] [ T,[KT |

H, 6215 | 853
Ch 808 | 0,35
N, 3374 | 29
02 2256 | 2,1
CO 3103 | 28

HCl 4227 | 15,0

ce qui est le résultat classique.
On voit, dans le tableau 6.1, la température T, en deca de laquelle le calcul
quantique est nécessaire.

[Caleul de z,]
Calcul classique.

2
zy= fe'ﬁ(%+%mw2x2)dp dx,

= =

qui s’ intégre immédiatement en

kT _T

2 e TS

avec T, = hw/ky.

Calcul quantique,

On doit sommer une série géométrique de raison e

o0 ~Bhewf2
ZVZZe_‘Gﬁw{”Jr%): ¢ = ] .
5 1~ g Ao ZSinhﬁr’T“‘

Ce qui redonne la limite classique quand T>» T,.

On voit qu'aux températures ordinaires, les modes de vibration peuvent étre
négligés, ou traités classiquement.
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Solution 6.4
1. Thamiltonien d’une molécule s’écrit *

2
1
P s
2m 2
La fonction de partition (en coordonnées polaires) §"écrit :
1
2= B g gz e dr dp,
ce qui, aprés intégration sur p, 6 et z donne
ZﬂLf eﬁzmw e rdr=— "' (Eﬁmw
,{3R2ﬁ
Et comme les molécules sont indépendantes, on a:
=5

2. La quantité e#dp r dr dz d6 est proportionnelle 4 la probabilité de trouver
la molécule dans le domaine {r,r +dr], [6,6+ d8, [z,z+ dz] et [p,p+dp]. La
probabilité de trouver une molécule dans le domaine [r,r +dr], quels que soient
8, z et p s'obtiendra en intégrant le facteur de Boltzmann ¢#* par rapport a
toutes les variables, sauf r. I! est inutile de faire cette intégration puisqu’on ne
s'intéresse qu'a la dépendance en r de cette probabilité qui est ré®2™<°"" dr. Soit
en normalisant

P’ By

PR
Quand il y a N molécules indépendantes, la concentration a la distance r de 'axe
est simplement NP(r}.

3. Soient Ny et N, les nombres de molécules des deux especes. On aura, en vertu
deI'Eq. 6.3

Plr)dr= rdr. (6.3)

nz(r) Ng 1,8w2r2(mz_m|) # eBquJ -1
mn N my et
Et pour la concentration relative il restera :
ny{r) n{0) — e%ﬁwzrz(mz—ml)'
ny (1) 12(0)

! Attention :la partie potentielle est de signe opposé au cas de l'oscillatewr harmonique.
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Application numérique : Pour 10000 tours par minute, ona w = 2’f—m’iradfs La diffé.
rence des masses est donnée par my—m = 3 102 kg, oll Nz est le nombre d’Avogadre,
En introduisant la constante des gaz parfa1ts 72 kyNa ~8.31 JK 'mol™}, on trouve :

Lo s 110%4n% 1 3107 2n’
L i) = 3 4107 = = 0,0263
Zﬁw (my—my) 2 36102 300 8,31 10x9x831 >
soit R 1:(0
raR) mil0) ) og7,

n1(R) n2(0)

On voit que le gain d’une centrifugeuse est faible.

Solution 6.5

1. On aurait alors N
dN = —?55 dt V.

2. (a) Ilfaut maintenant remplacer v, par v, (N doit aussi étre compris comme
une valeur moyenne). D’ol

dN = —563 dtf vep(ve)diy,
14 0
ol p(v,) est la gaussienne normalisée

= B
plye) = 5¢ .

Un calcul élémentaire donne alors

kT

N
dN = —?68 dt Y- (6.4)
On en tire, puisque T est fixé
t 14 2
N =Ny, ==/ 6.5
0€ T, avec T= SVLT (6.5)

(b) Numériquement

107 [2x4x 1077
b = Tlog2 = 012 835300 log2 = 500 heures.
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3. (a) A cause de la conservation de la masse, le nombre de molécules (1) ayant
quitté l'enceinte au temps f est AN] = N| —~ N, (1). Donc la composition
isotopique du gaz extérieur vaut

.&Nl _N[ ]~6_# _le Tz_N] ’mz
ANE N2 l_e—?lz‘ Nz T1 Ng m{

Cette composition varie trés peu en une seule effusion,

{(b) Au bout de # opérations consécutives le gain isotopique sera de
AN] _ N] a2 !

ANQ Ng 431 ’

On pourra encore écrire

AN,

+ - : om\z? 3
N _fmtmy—m 2(1+_’”)221+f =1+5,8107n.
iy - m 7238+ 19
b3

11 faut donc disposer de centaines de séparateurs en série pour obtenir un
gain appréciable.

4. (a) Quand une molécule quitte 'enceinte, elle emporte I'énergie

b o2 2,2
Em(vxﬂl—vy +v;)

Le nombre de molécules qui partent avec les 3 composantes de la vitesse

dans les domaines (vx, v +dvy), (v, v, +dv, ), (v2, v, +dv,) pendant le temps
dt est

v;rdv:dvydvzéis% dt p(v)p(v,)p(v2),

avec vi = vy sl ¥ > 0 et 0 sinon. L'énergie correspondante perdue est donc
dE-—&SElm dt mdv de mv+dv+(v+2+v2+v2) (v )p(v)p(v,)

- ) _m}’_mzoxxx YTV DWWV Py )pive).
Soit, par définition de la moyenne

_ N1 3 2 2
dE——ﬁS?Em dt[(v; >+(V:V},>+<v;vz>]a
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(b)
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ol1 Vi, v, v, sont des variables aléatoires indépendantes ; donc les valeurs
moyennes des produits se factorisent. Avec le théoréme d’équipartition de
I'énergie on obtiendra

1 i 1
Em@;vﬁ) = Em(v:)(vg y= <v;)§k;, T. (6.6)

Le calcul direct de {v} ) donne

f T
+) f ve —E,Bmv d kb . (6.7)
Finalement
= mv m —S
(i = \f f 3¢ ih =/ > Zmzf S ds,

Lintégrale vaut T(2) = 1. D’ott

13y (kbil")2

1
—mlv, —_— (6.8)
2 Y2rm
Combinant les Eqgs. 6.6, 6.7 et 6.8 on obtient
dE N (ka) ky T dN
—= — =-2k TﬁS— — =2k, T—.
dt _68 \/2;1- VN 2 K dt
La derniére équation vient de la relation 6.4. On en tire
dE
— =2k, T. 6.9
N 2k (6.9)
On peut aussi différencier par rapport a N I’équation
3
= ENka’
et obtenir JE 3 .
— ==k T+= Nk =2k,T.
AN "2 baN 2k
Ce qui implique
ar _1dN (6.10)

T 3N’
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soit la dépendance

T= To(i;;)j. (6.11)

Réécrivons I'Eq. 6.4 2 Paide de 6.11

i
dN LINAS 7
_ = - _ 2 = H
” aNNT =—aT; (No) N=-CNgs,

ol C est une constante facile a expliciter. L'intégration est immédiate

_6[ 1 1
ol Ty
Ns& N(;"
Inversons cette relation, il vient
6
1 1
N(f) = 1« E

Cette décroissance du nombre de molécules est trés différente de la dé-
croissance exponentielle isotherme (Cf. Eq. 6.5). A cause de la relation 6.11
on voit que la température, proportionnelle 8 N 3 décroitra en xli Cette
chute de la température vient du fait que ce sont les molécules les plus
rapides qui partent les premiéres. Dans la détente de Joule par contre, N se

conserve.
Solution 6.6
1. (a) On saitque
1 v
% = "'N"l? PN

(b) Soit, avec la formule de Stirling
Fg = —kalOg Zg = "kaNl lOg ﬁ

et dong, puisque loge =1,

oF,
He = BN,

=k, Tlog N
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N
2. (a) OnauraZ, =z, avec

1 2 3
7= Iﬁ(f Erﬁ%%m”z"l‘s‘”dpd‘f) '

Soit, apres intégration (Cf. Eq. 13.1)

3N

7 - (-‘CbT) 263Nzﬁ€u

s - -
Few

(b) On en tire
k,T
Fs = -—3N2kal()g b - 3N2€0,
hew

et donc

_an,
=

=-3k,Tlog %}: -3g.
3]

(¢} Légalité des potentiels chimigues assure que

3eg o vV [ hw\
LT PN \eT!
En utilisant 'équation des gaz parfaits pV = Nk, T, il reste

:@(

g\ o
A3 _)

ki, T
e b
T

7

avecd = k_w
b

Critigue du modéle. On voit que pour T =0, p = 0, puis p croit avec la température
jusqu’a un maximum kT = 3/2¢;, puis décroit vers 0. Cette derniére partie est
clairement non physique. En effet dés que &3 T est de l'ordre de €, il 0’y a plus cohésion
du cristal.

En fait ce modele nexplique pas la transition de phase solide-gaz & partir d’une seule
interaction molécule-molécule, il la suppose en se donnant a priori des hamiltoniens
différents pour chaque phase.
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Solution 6.7

1. Soit Zy et Z3 les fonctions de partition du systeme respectivement avec et sans
la molécule B.

Zoo b L[ o et ey e, L] s g
" N ¢ p =g )

tandis que

1 yha
A :N—AI/pNA'

On en tire

zy ([ePORN (Vs [0 _ndr)"
2 v )T v

1 N
=(1+?f(e_‘3"(r)—l)d3r) :

Utilisant le fait que log(1 + €) ~ ¢, on en déduit

N Q0
logZs—logZ =~ —= | (¢ -1)anrdr. (6.12)
Vi Jo
On pourra écrire que
N
AlogZ, = nBV AB(B),

si les ng molécules de B sont essentiellement entourées de molécules de A;
c’est-a-dire §i np << Ny.

2. (a) Larelation proposée implique 'égalité des potentiels chimiques des deux
phases en présence. En effet si Z} et Zj représentent les fonctions de
partition respectivement des phases vapeur et solide de B, la fonction de
partition du systéme B composé du solide en présence de sa vapeur est

Zy = Z4(np) Zj ().

Ici et dans ce qui suit, pour simplifier les écritures, ng (sans exposant v}
désigne le nombre de molécules de la phase vapeur de B. A I'équilibre
I'énergie libre -k, Tlog Zp doit étre minimum par rapport a #g. Comme
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ng + 1, est constant (conservation du nombre de molécules B), ceci im-

plique que
dlogZ} _ dlog Z;,

3

ong 3n§
soit . .
dlogZp _ 0= HogZy _6logZB
an}g 5?13 3?1; ’

D’ol la relation proposée.
Pour un gaz parfait, avec I'aide de la formule de Stirling, on a :

Hp HE
ZV = £ ~ | A€
B = s
iy
Oou encore

log Zy == ng(log ;—L +1),

d’oly, aprés dérivation par rapport a g, la formule demandée.

La fonction de partition du systéme A + B peut encore se factoriser
Z=ZalyZp.
QOu encore
log Z =log Z% + Alog Zs +log Z + log Z5,.
Ecrivons encore que la dérivée par rapport a np est nulle, il vient
N,
0="2B(8) +log 2L —log 2L,
Vv ng g,

Ce qui donne
B _ BB,

l‘.‘:ﬁ:! [=3]

Remarque : En fait, la phase solide de B fonctionne comme un réservoir infini de
molécules qui impose son potentiel chimique.

Application numérique
Pour le Naphtaléne-Méthane on trouve B(f) = 846¢m’ /mol et pour le Naphtaléne-
Ethylene B{g) = 1617cm?/mol.
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Modele d’'Ising

Solution 7.1 A haute température, 'interaction ne joue aucune réle et les spins sont
distribués en +1 avec la méme probabilité. En moyenne, on aura donc H=M = 0.
Alalimite T — 0, le systéme est dans son état d’énergie le plus bas (le fondamental),
celui qui minimise I'énergie libre F = E—TS. Il faut distinguer deux cas:
— B> 0,le fondamental est atteint avec o-; = 1, ¥i. On dit que les spins sont « up ».
Soit

Evaluons la somme des interactions

1313

{h) =1 4 ()

o j(i) représente les g indices j plus proches voisins de i. En négligeant les effets

de bord,
N

I _Ng
2l=324=5

(i) =]

Le facteur 1/2 évite le double comptage. Finalement H = —J %Q—BN et M = -BN.
— B <0, alors pour avoir I'énergie minimum il faut prendre tous les spins égaux a

~1 (spins « down »). Dot H = —J 3 + BN et M = BN

Remarque : Comment sont les spins pour T = 0 et B = 0? Les deux états « tous
les spins up » ou « tous les spins down » minimisent I’énergie. Ils sont donc tous
les deux possibles. Et on verra qu’il suffit d’'un tout petit champ magnétique B > 0
(respectivement < Q) extérieur pour assurer tous les spins up (respectivement down).
On pent déja prévoir que la fonction M(B) est discontinue en B = 0 a température
nulle,
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Solution 7.2 Comme les spins sont indépendants, la fonction de partition se factorise

Z=z" avec z= Zeﬁg" = & + 6P = 2cosh8B.

{o)
) {Ey= —M = _NBtanh3B.
oB
Enfin comme (B
{M) = _'E"’

on a (M) =—-NtanhfB.

Comme toujours, il faut vérifier que les limites 4 haute et basse température
correspondent a ce quwon attend. Il est facile de voir que quand T — 0 (c’est-a- dire
B — co), on a (E) = —-NB et (M) = N : tous les spins sont alignés avec le champ
magnétique. Quand T — oo, (E) = (M) = 0 : les spins sont up ou down avec la méme
probabilité.

Remarque : On aurait pu utiliser 'Ex. 7.1, écrire
2= =3 p3e
le] (e}

et regrouper les termes qui ont méme nombre de spins +,
SN
7= Z (N+)eaﬁ(2N -N) _ e_‘BN(I ¥ ez;s'B)N - (e~BB+eBB)N.
N*=0

On a appliqué la formule du bindme de Newton: 2 (E)xk = (1+x)". Comme presque
toujours, cette fagon de calculer Z en partant de Z, est inutilement longue.

Solution 7.3
1. Ilya2* microétats. A température nulle, les 4 spins sont paralleles, donc E = —4];
pour T — oo, tous les spins sont équiprobables donc E = 0. La table 7.1 résume
dans ses trois premieres colonnes les configurations possibles de spin avec leur
dégénérescence g.
On en déduit

Z= Z gPHO) - Z g(E)ePF = 26 + 12+ 2¢% = 4(3 + cosh 48)).
{er} E
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Tasre 7.1. Pour les 16 configurations du systéme, la dégénérescence g,
I'énergie E, la magnétisation M. La dernitre colonne donne I'énergie du
systéme avec un champ magnétique extérieur B,

g| E |M| BEp
++
o —4f | 4 | —4J-4B
a4l o2 2B
+_
Tlalo|o] o
|| 4| y+4B
|4 0 t-2| 2B
—+
+—
4
L2y o J
Et donc .
B dlogZ A sinh 48/

8 " 3+coshdf]’
On vérifie que E — 0 quand T — oo et que E=—4] quand T =0.

2. La valeur moyenne de M est égale a la somme de toutes les valeurs possibles
de M pondérées par leur probabilité d’occurrence, ¢’est-a-dire par le facteur de

g(Eye?®

Boltzmann (normalisé) correspondant .On adonc

4xe¥ +2x4x+0-4x1xe® -2x4x+0 o

(My= .

Ceci était attendu pour raison de symétrie. Mais

M) = 16 xe¥ +4x4x L +0+16X I xe¥ +4x4xe®+0
- > ,

soit
4]

2\ _
(M5 = 3+cosh4[3}’
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dont Ia limite a basse et haute température est respectivement 16 et 4. Comme
ici, Pécart quadratique o2 vaut {M?), Iécart type est de Vordre de grandeur de
la plus grande valeur possible de M. En particulier il vaut 4 pour T =0. On aura
de maniere analogue :

46 +8+0+4e% +8+0 L, e +2
Z - “3+cosh4s]’

(Ml =

3. A température nulle, M = +4 avec une probabilité 1/2, tandis que M? = 16 on
M| =4 a coup siir.

4. Le champ magnétique (> 0), méme petit, l¢ve la dégénérescence + de la magné-
tisation, et donc |M| =M.
On peut le comprendre ainsi. Les mémes calculs, mais avec champ magnétique
non nul, donnent !

¢/ sinh 488 + 2sinh 23B
¢ cosh48B +4cosh28B + 2 + ¢ 467"

(My=4

11 est alors facile de voir qu’a la limite 8 — oo, la fonction (M} n’est pas continue
en B = 0. En effet, en se limitant au terme dominant, et quand B — 0+ :

%8413(;”3)
(M)E“-lw:‘l— st B>0,
tandis que
v N R 1 <0,
(M) =4 %94180‘3) 4 si B<0

Schématiquement on devine déja I'allure de la limite thermodynamique sur la
Fig. 7.1

! 1] aurait été plus rapide de calculer
18iogZ

M) = 5 =
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FiGure 7.1. Comparaison de 'aimantation par site % pour N = 4 et

N — co (calcul théorique de Cnsager sur un réseau carré), pour B = 0%,

Ona %% =2,2692,

Solution 7.4

1. Sans champ magnétique, 'Hamitonien s'écrit
N-1
H= —]Z TiT i1
i=1

La fonction de partition §’écrit

2= Y Izt
{o}

On explicite la somme sur {&} pour o} = +1 seulement, reste

Z(N) = Z P8 5 e | BlortBl B oo

G

= Z 2coshBfo Fopriey TiTi

e

223

(7.1)

o1 {o'} court sur tous les indices sauf le premier. Comme le cosh est une fonction

paire, il n'est pas affecté par la valeur de o, et

Z(N)=2Z(N-1)coshf].
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2. Comme, manifestement Z(2) = 4coshf], on en tire, par récurrence :

Z(N)=2(2¢coshg)N1,

Solution 7.5
1. Comme Z .
Z(N) = B Licy ]:‘G—FO'HI’
la}

ona o

(s = 2T FL=Umon 1 9z

TiTis1) = = =

i1 7 [32:3L
On aura de méme
11 &2
(0i0412) = (1T i1 Tie1 Tin2) = 250,
puisque o”fH = 1. Et plus généralement
11 §z

(TiTij) =

E Z 8Jdint - Ofirin L.z;'

2. Le calcul de Z se fait comme a 'Ex. 7.4 en isolant oy :
Z(N)=> & I o101y coshB oy = 2Z(N = 1) coshT,.
{o'}
Soit
N-1
Z(Ny=2N ]—[ coshgJ..
=1

La formule (7.2) donne alors

{oioi4j) = (tanh BT Y.

3. Comme &' = ¢/'°8% et |tanh 8] < 1|, on peut réécrire la formule précédente

(i) = e IoB Al = 6,

avecd
4]

3

= ——1-—_
log {anh]

¢ s'appelle la longueur de corrélation. Elle ne diverge que pour T — 0.

(7.2)
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Solution 7.6

1. Ona
_6logZ

op
2. Pour 8 — 0, on obtient Ey = —~{N-1)]. A chaque frontiere de changement de
spin il y a un gain en énergie de 2J. Soit

E=FEy+2]=J(2r-N+1). (7.3)

E=

=—(N-1)Jtanhg].

Fixer E, C’est fixer re [O,N—1]. Il ya (Nr'l) choix possibles {(dégénérescence).
C’est la fonction de partition microcanonique Z,,.

3. La fonction de partition canonique s’écrit donc
Ny
7= Z( - )e—ﬁ’nzr—mn = FINN( 4 BN 2 (2c0sh BN
"
r=0

(On a appliqué la formule du bindme de Newton). Comme on aurait pu aussi
bien partir de I'état oli tous les spins valaient -1, il faut multiplier encore par 2
pour retrouver le résultat de 'Fx. 7.4.

4. Appliquons la formule de Stirling
_ (N-1p (NN
HUAN=1=1) " #(N=-1—pN-1
Et a Paide de 'Eq. 7.3
1 _kfilogZH _OlogZ, dr
T ~ 8E @ dE
D’ol on tire
J =lo (N——-_1 1)
kT BT '
Soit, en tirant r puis E, le résultat de la question 1. C’est une autre méthode de
calcul de la fonction de partition du modele d’Ising a 1d.

5. Le gain en énergie est AE = 2r] = 2(N - 1)x/, tandis qu'un petit calcul donne un
gain entropique

(7.4}

k[~logr+log(N—=1—7)] 2_1;

kyTlogZ, = TAS ~ —kT(N - 1)xlog .

(On a développé au premier ordre en x 'Eq. 7.4). Donc I'énergie libre décroit.
Ceci signifie que si 'on part de Ia situation ol tous les spins sont alignés (2
T =0), le moindre apport d’énergie rend le systéme instable. Il n'y a donc pas de
magnétisation spontanée. Le bilan est différent a 2d.
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Solution 7.7
1. Il suffit de vérifier que

{ora}

Puisque oy = &, on aura

Z To_"TZ T‘TZ‘U .“ TD’NW = Z (TN)O‘HJ'I =T (T)N )

{o} 71

La trace d’une matrice est invariante par changement de repére orthonormé, Si
donc en peut diagonaliser la matrice T (2 X 2), on pourra écrire que

Z=W 1Y
[’équation aux valeurs propres est
A2 =216 coshB + 2sinh 28] = 0.
Le discriminant réduit peut s’écrire
A = sinh? 8B+ e
d’otr
A= Pl coshfB+ VA’
On a alors
LW
z:z"f(u—) — AV,
A+

quand N — oo. Et donc

lim % =—k,Tlog (eﬁJr cosh3B+ \/E)

N—oo

Le calcul de la magnétisation M = —g—g est facile, mais un peu fastidieux. On
trouve bien la formule proposée.

2. 11 était clair, pour raison de symétrie que pour tout N (et T # 0)

T M(B,N) M({O,N)
lm jasad fd
B-s0 N N

0,
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et donc que
M(B,N :
lim lim g = lim 0=0,

N—o B0 N N—oa
Mais il n’était pas évident qu'on obtiendrait le méme résultat en inversant les
limites, c’est-a-dire en calculant, ce qu'on a fait

. ... M(B,N)
lim lim ————.
B=(N=—coo
Et d’ailleurs si d > 2 les deux limites sont différentes : il y a bien dans ce cas

magnétisation spontanée.

Solution 7.8
1. Quand g = 0, la fonction de partition canonique Z = 3, & LiinTic; se réduit 2
Siot L =28, Cest le nombre total de microétats possibles & toutes les énergies.
C’est un résultat général : il suffit d’écrire Z = Z:g(li)e‘ﬁE qui se déduit pour
E

T=04 Tpg(E).
2. B représente le nombre de liens entre plus proches voisins. Si on néglige les
effets de surface, B = Ng/2. La division par 2 évite le double comptage.
3. Lidentité
flrT = (14 vor o Yeoshp],
avec v = tanh ] est immédiate : il suffit de la vérifier pour les deux seules valeurs
possibles de o;0; = £1. On a alors

Z= Z ]_I(l +vo;o;)cosh ]
{or} <ip

qu'on développe en

Z= (coshﬁ})ﬂ Z[l + ‘VZO',‘O'}' +v° Z oiTioait ], (7.5)
o) {7} {Lfy#Ekh

Répétons-le : 12 premiere somme porte sur les états de spin (£1}, les suivantes
sur les sites. Si T # 0, v est inférieur & un et d’autant plus petit que T est grand.
C’est bien un développement de haute température,

Dans le terme en ¥ par exemple, j peut étre égal 4 k, mais alors on aura ! # 7.
Plus généralement le terme en v* contient n paires distinctes de spins, mais les
spins individuels peuvent se retrouver plusieurs fois, comme on va le voir dans
des paires différentes.
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4. On permute 'ordre des sommations. On effectue d’abord la somme 3, 3
Pintérieur du crochet. On effectue ensuite les sommations sur les sites. Leg

somimes
Z 0':"'0';" g
{er}
pour des sites 7,j--- ,m, n fixés valent toujours 0 sauf si tous les n;, n;... sont pairs,
auquel cas elles valent 2. En effet si, par exemple, n; est impair, on effectue
d’abord la somme pour g = 1, puis pour o; = ~1. Il y a compensation.
Pour le réseau carré, Ia Fig. 7.2 donne une représentation en terme de graphes.
Le couple de spins oo est représenté par un lien (graphe {v,I} ou {v,1I} ). Le
produit ajoriooy ol i # j # [ # k par le graphe {+*,1}, tandis que le produit
o000y est représenté par le graphe {v},II}. Par exemple le graphe {+3,1}
correspond A

TT T (TN T T iy T T o Ty T g T W O :o'fa)?(r?o',zno‘ﬁo“f,oi =1.

Plus généralement, les seuls cycles survivants sont les boucles fermées parcourues
une fois (en grisé sur les exemples de la Fig. 7.2). La boucle la plus petite est un
carré, Les termes en v,v2 et v* donnent donc 0 et la premiere contribution est
en v*. Dans un réseau infini (sans effet de bord) il y a N telles boucles. Puis il y
aura les 2N rectangles ([1,2] et [2,1]} en v°. Les termes en v” ne contribuent pas.
Env®ilyaura

les N carrés de coté 2,

les 2N rectangles ([1,3] et {3,1}),

— les 4N carrés [2,2] privés d’'un carré d’angle {1,1]

les N(N ~5)/2 paires? de petits carrés [1,1].

Tout calcul fait, on trouve

1
Z={coshg)Z2N(1 + Nv* +2Nv° + EN(N+ 13)9% +-.0). (7.6)

5. Portons le développement en v de cosh? 8] = (1—+2)~! dans I'Eq. 7.6 et utilisons
2
le fait que log(1+x) ~x—3 +---. Il vient

F=-NkTlog(Z) =~ —-NkT(In2 +v* +3/2v* + 7/3/° +27/48 + .- ),

? Une fois un des N carrés choisi, on doit en choisir N—1 parmi ceux qui n’ont pas de ¢6té commun avec
le premier, soit N ~5 possibilités, Il faut ensuite éviter le double comptage.
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B Y

Figure 7.2. Deux exemples de contributions des graphes au calcul de Z. Les
seules contributions non nulles dessinées ici sont en grisé. Voir texte.

Remarque 1: On voit que les termes en N¥ avec p > 1 disparaissent dans I'écriture de
F, ce qui est normal : F doit étre une fonction extensive. Cest une (petite) vérification
des calculs.

Remarque 2: On retrouve bien sr le cas 1d. Si le réseau est non périodique, la relation
7.5 a tous ses termes nuls sauf le premier et B = N—1; s'il est périodique, B= N, et
restent seulement le premier et le dernier terme, soit

Z =2Ncosh™gJ(1 +tanh® gJ).

Solution 7.9

1. Tous les spins sont « up » ou « down » donc H = -] 3 ;5 1 =-JNg/2 = Eg = -2JN
et la dégénérescence g(Ep) vaut 2.

2. Un spin seulement bascule, modifiant I'énergie de 2q] = AE;. Donc E; = Ey+ 8].
La dégénérescence g(E;) =2x N : il y a N spins possibles a basculer et on peut
partir de tous les spins « up », ou « down ».
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. C’est un développement de basse température quand g — eo. Comme E = 7
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. Deux spins voisins basculent. AE; = 4{q~ 1)/, et donc E; = Eg + 12] et g{Ey) =

q
ZXEN

. Onaici

Z@B) = Zg(Em yeFEm — 26 PF 4 INe B EAB) L yNgBEHI2D 4 L

Soit
Z(B) =27 (14 N + 2N 4.},

_dlogZ

etlog{l+e€)=¢,
E=Ey+8NJe ¥ (1 43¢ 1.0,

. Il'y a quatre configurations qui assurent AE3 = 4g], a savoir le basculement de :

(a) deux spins non voisins; il y a N fagons de retourner le premier, et N-5
facons de retourner le deuxieéme, d'oir g = N(N -5),

(b) trois spins voisins alignés, avec g =2N x 2

(c) trois spins voisins 3 angle droit g = 4N x2

(d) un carré de 4 spins voisins g = N X 2

Donc au total g(E;) = N(N +9). On pourra vérifier 1) que le nombre total
de basculements de deux spins est N(N — 1), ii) que les termes en N2, N°...
disparaissent dans I'expression de E, comme il se doit, & cause de I'extensivité de
’énergie. Dans le calcul de g on a tenu compte des éventuels doubles comptages
de la dégénérescence du fondamental.

Solution 7.10 Si Ey représente I'énergie de I’état fondamental et E; ceux des états
excités, la fonction de partition s’écrit

Z = g(E)e PR + g(B)ePP + g(By)e e+

ol les g(E;) représente les dégénérescences des états correspondants.

1. 11y a deux cas a considérer suivant I'intensité du champ magnétique.

(a) B < Jg, alorsle fondamental est obtenu quand tous les spins sont alternés.

Ey= N}g.
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Le premier état excité sera obtenu en retournant un des % spins —, avec
comme gain en énergie
AE) =2(Jg-B).

Le deuxieme état sera obtenu en retournant un spin +, avec le gain
AE; = 2{Jg+ B).
A cet ordre la fonction de partition s’écrit
7= 2P 4 1Y (28U B) | 280arBYy)
2
Soit
Z =2¢P5(1+ Ne % cosh 28B).
Utilisant 'approximation log(1 + x) = x, on aura
log Z =~ log 2 —BEy + Ne ¥ cosh 2B.

En dérivant par rapport a 5 ou B on peut obtenir I'énergie ou la magnéti-
sation.

(b) B> Jg, le fondamental est obtenu quand tous les spins sont « up », et
Fo = NJ3~NB.

Le premier état excité sera obtenu en retournant un spin (nécessairement
+), on aura

AEI = —ZUI&'—B):
et au premier ordre

7= —1350(1 + Ne—zﬁ(B—qn)'

Soit
log Z =~ —BEq+ Ne P84,

2. Le tableau suivant résume la situation.

E ‘ g ‘ retournements
Bo=—NJg/2 1
E =E +2q} N 1 spin
Ey=Ey+4(g-1)] Ng/2 2 spins voisins

E) = Ey+44] N(N/2-1}/2 | Zspinsidentiques distants
E) =Ep+4q] N(N/2-g)/2 | 2spins différents distants
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'y a plusieurs remarques a faire,

On a négligé les effets de bord

— Il faudrait multiplier toute les dégénérescences par 2 (2 cause de la permuta-
tion toujours possible spins up, spin down)

— Les facteurs 1/2 des trois dernieres lignes évitent le double comptage

— On doit vérifier que g{E;) + g{E}) + g(EY) = N(N-1)/2: c’est le nombre de
combinaisons de 2 objets parmi N.

— 1l faut également vérifier que dans le développement de log Z, les termes en
N? disparaissent : I'énergie libre doit étre une fonction additive

— Pour g = 4, il faudrait ajouter le basculement de 3 spins voisins parce qu'il
correspond a une excitation 2J(3g~4) qui se trouve valoir 4gJ. C’est une
dégénérescence accidentelle.

On a donc aux premiers ordres, si g # 4

. 1
Z =26Ff1 + N9 + Ng o 4 NN -1-g)e 9],

Soit en utilisant le développement log(1 + x) =~ x—x%/2 +---

i L
logZ = log2—BEy+ Ne %% + Nge—“ﬁ‘q—‘” +N(N-q- 1)e Pl _ 5f\r%r‘)-’“ﬂ

D’ou on tire
dlogZ

E= 3

=~ NJ [—g +2q¢ P + 2q(q-1)e PV 2505+ 1) ¥V

Solution 7.11

. [Sans interaction]

8iJ =0, le systeme est en fait composé de N paires de spins {1,2} indépendants.
A basse température, si K » B, les spins correspondants seront opposés, par
contre si B domine, ils s’aligneront suivant le champ.

La fonction de partition se factorise en
Z=2N =268 (14 X cosh 28B)V. (7.7)

Avec
E  18lgz K +B_Z§KKcosh2ﬁB—BsinhZﬁB

2N~ 2 88 2 1+ ¢ 28K cosh 23B
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Comme
_1dlogz

5 8B

{c'+o?
et (o1} = (%), on trouve aussi

e 2K 5inh 268
1+e 2K cosh28B

(ehy=(c"=

11 est également instructif de calculer

dlogz 2
K  1+¢¥Kcosh28B’

(olo?)=-

qui donnera la tendance des spins correspondants 1 et 2 a ’aligner.
A basse température, il faudra donc distinguer 3 cas.
Ior¢cas: B< K,

1
(e =(cH =~ Ee‘%"”“‘” -0, (7.8)

(' oy = 142K,y (7.9)

Le fondamental d’énergie Eg = —KN est 2V fois dégénéré. On peut le voir en
développant I'Eq. 7.7 autour de T = 0. On obtient Z = 2N ... Par ailleurs
on sait que Z = g(By)ePH + ..., Soit g(Ey) = 2. On pouvait s'en douter : si B
est petit, on peut choisir arbitrairement tous les spins de la plaquette (1) et alors
ceux de la plaquette (2) sont déterminés (“;'2 = —0'3 } 4 cause de 'interaction K.
Les résultats 7.8 et 7.9 ne sont pas contradictoires : en moyenne il y a autant de
spins + que —, mais les spins correspondants sur les deux plaquettes sont a chaque
fois opposés.

A l'ordre suivant

1 1
—logZ =log2+8K + —¢ PEB ...
N logZ = log2HpRt oe

d’olr 5 . )
v =Kt Ee'zﬁ“‘"ﬁl (K—B)+---. (7.10)
2%cas: B> K,

(@h= (o) = 120 5

(o' o?) = [—4eBEK) 5,
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Ce qui veut dire que tous les spins s'alignent sur le champ magnétique (fort),

On a aussi :

ﬁ logZ ~B(2B-K)+ Ze_zﬂ(B_K}
et

E 1 ~2B(B-K)

Le fondamental n’est pas dégénéré.
Enfin, 3" cas: B=K,

1 4 1
why=(ohy=g—ze¥ 5

3 9 3
1 4 1
12y _ABK
N~ ———,
(oo =-3+5e 3
Avec ; !
—logZ = log3 +BK + —¢ X
Nog og3+f 33
el

Lo I I

2N 2 3
On voit alors que la dégénérescence du fondamental est 3%, Cétait évident a
priori puisque qu'on avait la méme énergie pour les trois possibilités {+,-}, {+,+}
{~,+} des spins correspondants des deux plaquettes.

2. [Avec interaction.]

Comme précédemment, B tend a aligner les spins sur sa direction, K tend a
opposer les signes des spins des deux plaquettes, mais il y a un phénomene
nouveau : ['interaction ferromagnétique J va tendre 4 aligner entre eux les spins
d’une méme plaquette. Ce n’est plus un systéme de paires de spins indépendants.
Le fondamental n’est plus dégénéré.
Il y a encore deux situations pour le fondamental :
l*cas: B<K
Alors Ey =—(Jg+ K)N.

2fcas:B>K

Alors Ey = —(Jg—K+2B)N

Au dela, le probleme devient nettement plus complexe. On peut en faire une
étude par un développement en basse température. Le premier ordre est simple,
ensuite le calcul des dégénérescences devient compliqué. Plus généralement, on
montre, comme dans le modele d’Ising antiferromagnétique qu'il existe une
ligne de points critiques.
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Solution 7.12
1. Evaluons

2 (Timmj=m) = 3 (ei=m)| D (oj-m)|

<iyf> i f163!
ol j{i) représente tous les sites j plus proches voisins de 1. Soit g (coordinence)
le nombre de plus proches voisins d’un site (4 sur réseau carré simple, 6 sur
un réseau cubique simple). Si la coordinence était infinie, la somme sur j(i)
serait étendue & tout 'espace et serait nulle par définition de la moyenne.
Notre approximation est de la considérer nulle méme pour g fini 3. A la limite
thermodynamigue, elle sera donc d’autant meilleure que la coordinence sera

grande.
2. Les deux autres termes (& un site) peuvent se calculer exactement, si on néglige
les effets de bord :
1
Z m{oi+0;) = EZmZZa',- = mZO',-Z‘ 1.
< f> i) ! it

La division par 2 évite le double comptage dans 3, ;.. Comme } ;31 =g,

Z m{o;+o;) = mqu‘;.

<iyf>
Enfin )
2_ .2 _ 2 2
Zm =m Z‘l—qum.
<hj= <If>

En résumé, 'approximation de champ moyen permet d’écrire hamiltonien
comme somme de N hamiltoniens indépendants

hi =—(Jgm + B) o; +I%qm2.

3. La fonction de partition canonique se calcule comme dans I'Ex. 7.2. Il suffit &’y
remplacer B par B+ Jgm et d’ajouter le terme constant. On obtient

g= Y SO p =, (7.12)

ai==+1

* On dit souvent que Papproximation du champ moyen « néglige » les fluctuations; C’est peu précis. Il les
néglige 4 cet endroit du caleul, pour aboutir & un modele 4 spins indépendants dans un champ moyen
cohérent, mais on verra que {2} —{o)? # 0.



236 CHAPITRE 7. MODELE D'ISING

Soit
z= 2coshﬁ(fqm+8)e"sg}m2. (7.13)

Et
z=27".

Iy a deux fagons de calculer m :

(a) On minimise I'énergie libre par rapport & m, ce qui revient a résoudre

dlnz
— -0
dm

{b) On prend la dérivée logarithmique de (7.12). 1l vient

dlnz

5B =p{0).

Ces deux méthodes conduisent a 'équation auto-cohérente

m = tanhB(B+ Jmg). (7.14)

4. On peut voir graphiquement que si B # 0, il y a une solution seulement a cette
équation qui assure le minimum de I'énergie libre, mais si B = 0, la Fig. 7.3
montre quil y a deux cas.

- BJg > 1, il y a 2 solutions (symétriques) en plus de m = 0 (courbe en traits

plein}

- Blg < 1, la seule solution est m = { {courbe en tireté).

Il est instructif de voir out sont les minima de f(m) pour diverses températures.
On voit (Fig. 7.4) que pour kT < kT, = Jgq les solutions m # 0 sont les
minima de f{m) (tandis que m = 0 correspond & un maximum relatif). Dong, 4
Iéquilibre, la théorie du champ moyen prévoit une magnétisation spontanée
(détruite dés que T > T,). On vérifie que les abscisses des minimums de f
(Fig. 7.4) coincident avec ceux des points d’intersection de la bissectrice avec la
fonction tanh de la Fig. 7.3.

Cette « brisure de symétrie » est étonnante, puisque si B = 0, aucune direction
nest privilégiée dans lhamiltonien. Elle est bien vérifiée expérimentalement :
certaines substances présentent une aimantation permanente (en Pabsence de

* En anglals, self consistent.
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tantifi{)meg)

Figure 7.3, Résolution graphique de I'équation (7.14), avec J=1,9 =6 et
B=1qQ,

energie libre

) .
-2 -1 0 1 2

Ficurg 7.4. Energie libre comme fonction de m aux trois mémes valeurs de
la température que la figure 7.3,
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Ficure 7.3. Solutions de I'équation (7.14) pour T < T.. J = 1, g = 6 avec
successivement B = 0 (trait épais), 0.1, 0.01 et 0,001. La ligne pointiliée ¢si la
solution instable.

champ magnétique) en-dessous de la température de Curie. Elle est également
vérifie en simulation numérique : pour T < T, un tout petit champ B > 0
conduit 2 un m > 0 et inversement pour B < 0. Nous donnons ci-aprés un
programme en Fortran permettant de calculer la magnétisation .

real*8 J1,q,m,m®,T,B,dT,Tmin, Tmax
integer i
B=1.d-6
g=4.d6
1=1.40
m=1.d0
dT=1.d-3
Tmin=dT
Tmax=1%q-dT
do T=Tmin,Tmax,dT
i=6
1 continue
i=i+1
if (i.gt.100080) stop 'diverge’
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me=m
m=tanh{ (J*q*m+B) /T)
if (dabs{m-m8).gt.1.d-7) then
goto 1
else
write(12,*) T,m
endif
enddo
end

La Fig. 7.5 présente les deux solutions (symétriques), m(T), de 'Eq. 7.14 pour
B =0 (numériquement B= i0%) et T < T...
Solution 7.13

alx) 4

<glxs [
gi<x>) fpom-m- s

]
'
]
]
b

¥

x> X

Frgure 7.6. Ilustration graphique de Pinégalité {g{x)} = g({x}}.

1. Linégalité est illustrée sur la Fig.7.6. 'inégalité demandée en découle : il suffit
de considérer la fonction g(x) = &/,

2, Ona
Z D¢t Y (EjBHl)e_ﬁHD (P
— = = e .
Zo Sy e P Do e P °
La notation {X)¢ signifie qu’on a pris la valeur moyenne de la variable aléatoire

-fHg

e . .
X munie de la densité de probabilité . De T'inégalité obtenue a la question

1 on déduit
Z o, B
2y
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Prenons les logarithmes et multiplions par kT, il vient
F < Fy+{(Hi).

3. Avecle choix proposé de Hy, le calcul de Z; est immédiat (CfI'Ex. 2)
Zy= )" 2% = 2N (coshp)Y,
=zl

D’on
Fy = =Nk, Tlog(2coshBa).

Et comme H, = H — Hy, en prenant la moyenne 5

(Hijo = —IZ(O'fO'j)o +{A-B) Z(O’;)o-
{1} i
Le point important est qu’ici {(avec 'hamiltonien Hy) les variables o; sont
indépendantes, et donc®
{oioj = {Tidolodo = (o).
Maintenant {o;); = tanhSA4. En effet, calculons par exemple
Yo} oM o
E{cr} 93112‘?[ 7’

(Tryo=

. . o N
on explicite ensuite la somme sur o = x1 et on simplifie par &#21 ¢, En
reportant on obtient

1
(Hi)o=—5/Ng tanh? A + (1—B)NtanhpA.
Finalement, on pose

F(A) = Fo+{H) Yo = ~N{kalog2czoshﬁ/1+% Jqtanh? BA—(A-B)tanh ). (7.15)

* On pourrait écrire
1 .
(Hido =5 D (-] D dioy+(1-B) Y oje2,
2R i
mais Cest inutile d’expliciter ici.
6 Rien sr pour i # j; "oublions pas que (g2} = 1 # {o;}*.
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Ecrivons que F(A) est minimum : F'(1) = 0 implique, aprés calcul
A—B=gJtanh 4. (7.16)
Calculons maintenant m = {¢)y avec le « bon choix» de 2 (Eq. 7.16) :
A=gl{och+B.
En multipliant les deux membres par £ et en prenant la tanh, on trouve

m = tanh(8fgm + B).

Solution 7.14

1. On suppose d’abord que tous les spins o; sont fixés, sauf pour une valeur de i
qu’en peut toujours prendre égale & 1. On va calculer dans ce cas &. On aura

ZO’]Zi]. O-l e—ﬂH[gl]

6-1 - ZU’|::{:I e_ﬁH{o-]) ’ (7.17)

avec
Hio)=-Jr ZO}'(])—BUI +K.
im
Dans I’équation précédente K est une constante puisque tous les ¢, sauf o
sont fixés ’ et j{1) représente tous les indices plus proches voisins de 1. Apres
simplification par X, I'Rq. 7.17 s'écrit

. SU Zgnau+Bl _ BU Zj 7+ 8] [
g

B CEUE)‘-[])G-J'[I)-i'B] +e_‘BUZj(I}‘Tj{1J+B] = tanhﬁ

UZO}'U)JrB]]-

1)

2. Sion laisse maintenant tous les spins libres d’évoluer avec leur poids de Boltz-
mann on aura alors comme moyenne sur foufes les configurations

(o) = (tanhﬁ{fzvjuﬁB]). (7.18)

1)

7 C'est sans intérét pour la suite, mais on peut expliciter K :

K=-j O','G'j—BZU','.

iEl
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La formule 7.18 est exacte, mais ne permet pas de calculs. Si on néglige les effets
de surface, on peut remplacer I'indice 1 par n'importe quel i. Si on convient
enfin de remplacer {f(x)} par f{{x}), on tire

(o) =tanhB{{o)q] + B},

olt g est la coordinence du réseau (nombre de plus proches voisins d’un site),
Clest 'équation demandée.

Remarque : Revenons sur 'approximation (f(x)) = f({x)). Soit f(x} une fonction

réguliere de la variable aléatoire x de moyenne {x) et de variance o* (rien a voir avec le
spin 1}. On peut écrire

flx) =fln) + (x= ) () + %(x—(x»zf”((x)) LI

En prenant la moyenne des deux membres de cette équation, il reste

(0N =F + 50 () 4o

Lapproximation utilisée sera d’autant meilleure que les fluctuations de la magné-
tisation seront faibles. C’est une propriété générale de 'approximation du champ
movyen,

Solution 7.15
1. 1l suffit d’écrire I'identité

1
~%y2 + \/an = —E(y—a \/5)2 +a,

puis de faire le changement de variable x = y-a V2 dans 'q. 13.1 de I’ Appendice
pour obtenir le résultat demandé.

2. Par définition
2= GG,

la}
7 = 38 Z &,
(o}

2 1,1 A2
ag = Eﬁfﬁ(zgm) :

qui peut encore s’écrire

avec
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A l'aide de I'identité de la question 1-,
o1 Yor
Remplagons a, par sa valeur et permutons sommation et intégration.

Z=% dyet [Zey\/—}:,m]

lot

La somme de la grande parenthése est facile a calculer et vaut 2% cosh® y 4 H%.

Posant ¥ = x VYN, on est finalement ramené &

r2
Z= —%ﬁf,/%fdx(ze-?cosh VBN,

A la limite N — oo, on peut appliquer la méthode du col. Avec les notations de
I'appendice mathématique

2
X
flx) = N(5-~log(2cosh \BI%).
Le minimum de cette fonction est atteint pour

Xp = \/ﬁ?tanh \/,B_fxn.

On voit alors que le terme dominant de F s’écrit

N N

F= —E log{2cosh \/ﬁ_fxo) + Z,_Bxé
On retrouve, pour B =0, les Egs. 7.13 et 7.14 obtenues a I'approximation du
champ moyen en posant x, = m BJ. Pour I'identification formelle il aurait
fallu considérer ici non pas I'interaction J, mais Jg. On comprend pourquoi :
dans 'approximation standard du champ moyen , chaque spin connait une
interaction ] avec ses ¢ voisins, ici chaque spin connait une interaction J/N avec
tous les N—1 autres.

Solution 7.16 Cet exercice utilise les résultats de I'Ex. 7.12, qu’il est recommandé de
voir avant.
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1. 1l faut calculer e = E/N, puis sa dérivée par rapport a T. De I'Eq. 7.13 on tire

al
logz, puise =~ ;;z. Ona
dlogz g ., Ologzdm
= h -= —_— .
38 Jgmtanh(Bjqm) 2}m + T

L'énergie libre (f = —k;Tlogz) étant stationnaire par rapport 4 m, le second
terme de la somme est nul. De plus I'Eq. 7.14 permet d’éliminer la tanh, il reste

alors
fz:—g,‘rm2
Donc ,
__9,0m
=~ (7.19)

2. Au voisinage de T = T, m est petit, on peut donc porter le développement
tanhx = x— "3—3 dans I'Eq. 7.14, ce qui donne au premier ordre en T T,

Tc T
o~ A e ) -—1,
(T )=~ 3(1 Tc)

Blg—1
(B]9)°

m 3

puisque 8fq=T,./T.
3. En portant dans ’Eq. 7.19, on voit que pour T =T,

Ja\{-3\_3
c{-=|| —|= —kp
( 2\ ) 2"
Bienstirsi T > T, ¢ =0, La Fig. 7.5 montre que % est une fonction décroissante

de T. UEq. 7.19 montre que ¢ croit de 0 2 3k,/2 pour T = T7 et s’annule de fagon
discontinue a partir de T,

Remarque : Dans un calcul exact (cf. Onsager), au voisinage de T,, on aurait m ~
(T.—T)P avec = 1/8 au lieu de 1/2 trouvé en champ moyen et la chaleur spécifique
divergerait logarithmiquement au lieu de connaitre seulement une discontinuité. On
peut montrer que ces propriétés® sont trés générales; elles ne dépendent pas de

g 1l ne faut pas confondre ici 8 avec l'inverse de la température, C'est la notation standard de cet exposant
appelé exposant critique. Iy en a dautres, par exemple , 1ié 2 la divergence de la susceptibilité magnétique
{ou de la compressibilité pour un fluide}. Ils ont le méme caractére universel.
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i 05 ] 15
T

C

Figure 7.7, Chaleur spécifique 4 Papproximation du champ moyen dans le
modzle d’Tsing,

Iinteraction (pourvu qu'elle soit a courte portée), elles s’appliquent donc aussi bien
aux fluides. Dans le calcul exact, elles ne dépendent que de la dimension de I'espace
(dimension qui n’intervient pas a 'approximation du champ moyen).

Solution 7.17 Si m; est la magnétisation moyenne des spins « pairs » et #1; celle des
spins « impairs », on a, en s'inspirant des calculs de 'Ex. 7.12,

1 1
N logZ =log2 +B}gm1m2 + —[logcosh8(Jgmy — B) + log coshB(Jqm, —B) ).

2
En écrivant que I'énergie libre est stationnaire en m et my :
my = —tanhB(Jqm; —B)
{ my; = tanhB{—Jqm, + B) (7.20)

Ce qui permet d’écrire

E 1
N Igml my— EB(ml +n13).
Développement de basse température

— SiB<Jg,de

My = 1—2¢ (fg+B)

i1y = —1 + 2¢~ BV
on tire le développement (au premier ordre) de basse température :

ny -1
2

Mstag = =1-2¢ 24 cosh2BB = 1 - ¢ P,
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e
2

On remarquera que ce résultat est aussi celui du calcul exact de 'Ex. 7.10.
- SiB > Jgq, ontire

m = ¢ sinh 2B =~ ¢ PE)

m=1—2¢ BB

mais

Des équations du champ moyen on tire :

B m tanh ™! 1y — iz tanh™
ql tanh™! m; —tanh! s,

f= T _ ¥ — s
q]  tanh™ m, —tanh ' my

A la limite olt m1,4 tend vers 0, on trouve

nny = V]—t
b= VI-t+ttanh™ VIt (7.21)

Le programme suivant, écrit en Fortran, calcule x = —m1, et y = m; a 'approxima-
tion du champ moyen. On part de valeurs initiales xp et ¥, puis on itére le systéme

Xnt+1 = tanhﬁ(fqyn + B}

Va1 = tanhﬁ(qun ~B),

pour trouver son point fixe. Il est solution du systéme 7.20. Numériquement, la stabilité
de Palgorithme est assurée en itérant le systéme équivalent :

xp+1 = tanh3(Jgy, + B)
Yn+1 = tanhB(Jgx,1 - B).
Voila pourquoi, dans le programme cette itération est écrite

x=tanh(beta*(J¥*g*y+B)})
y=tanh(beta*(J*q*x-B))
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Figurr 7.8, Lieu des points {b,t} ol m,, = 0. Mean field est la traduction
anglaise de champ moyen et Monte Carlo le résultat d'un calcul qui utilise
une méthode statistique permettant d’approcher trés précisément le résultat
exact.

Calcul de ml et m2 en champ moyen
implicit none
real x,xp,y,yp,beta,q,3,T,dT,Tmax,Tmin,B,e,f
integer i,itm
write(*,*) 'x68,y9,B’
read(*,*) x,vy,B
J=1.
q=6.
dT=0.81
Tmax=7.
Tmin=0.05
itm=10000
format(1H#,5H Jg=,£7.3,40 B=,£7.3)
write(16,15) J*q,B
write(1@,’ (1H#,4)’') °’ T
& i’
do T=Tmin, Tmax,dT
beta=1./T
do i=1,itm

m/N mstag/N  E/N

247

F/N
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Xp=x
yp=y
x=tanh(beta*{J*q*y+B))
y=tanh(beta*{J*q%x-B))
if C(abs(x-xp).1t.le-8.and.abs(y-yp).lt.1e-8) goto 18
enddo
stop 'non convergence apres itm iterations'
18 continhue
e=-1*q/2.%x%y-B*(x-y)/2
f=-T*log(2.)+)*q/2.*x%y-T/2.*(Log{cosh((I*q*y+B)/T) )+
&rog(cosh((1*q*x-B)/T)))
write{1®, ' (5(£7.3,2x),i6)") T,0.5%(x-y),0.5%(x+y),e,f,1i
enddo
end

Solution 7.18 On peut soit remplacer o} 0§ par o} my + o2my — mymy en négligeant

ZI-ZL‘N(O‘} —my )(crl.2 —my), soit le laisser tel quel, variante plus compliquée que nous
ne développerons pas.

Ona (Cf'Ex. 7.12)

1
ﬁlogZ = —ﬁ[]%(m%er%)—-Kmlmz]+210g2
+ logcoshg(Jgm) — Kmy + B) +logcoshB(Jgm, — Kmy + B).

On minimise 'énergie libre par rapport a m, et m;, et 'on obtient le systéme d’équa-
tions couplées :

my = tanhfB(Jqmy - Kmy + B) (722)
my = tanhpB(Jgm, — K, + B) )
Pour I'énergie, on a :
E fq 1??12 my -+
— = +K -B
N =g ) 7
A lalimite #1, = 115 + €, € — 0 on trouve avec t = E’}%,
My = V11—t (7.23)

t = _B
EtSlb—m,

b=ttanh™! V1- + q)r \r‘l—
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On remarquera la similitude avec 'Eq. 7.21. Cette équation donne le lieu des points o
la magnétisation alternée s’annule en fonction de la température. On peut montrer
que c’est une ligne de transitions de phase.

Nous donnons un programme en Fortran pour résoudre ce systéme d’équations.
Pour la stabilité de I'algorithme, on procéde comme a 'Ex. 7.17.

implicit none
real x,xp,y,yp,beta,q,],T,dT,Tmax, Tmin,B,K,e,f1,f2,f
integer i,itm
write(*,*) 'x8,y9,B,K’
read(*,*) x,v,B,K
J=1.
gq=4.
dT=0.81
Tmax=7.
Tmin=@.85
itm=10000
15  format (1H#,5H Jqg=,f7.3,4H B=,f7.3,4H K=,£7.3)
write(10,15) J*q,B,K
write(16,’ (1H#,4)') T (ml+m2) /N (ml-m2)/N E/N i’
do T=Tmin, Tmax,dT
beta=1./T
do i=1,itm
Xp=x
yp=y
x=tanh(beta* (1*g*x-K*y+B))
y=tanh{(beta* (J*q*y-K*x+B))
if (abs{x-xp).lt.le-8.and.abs{y-yp).1lt.le-8) goto 10
enddo
stop 'non convergence apres itm iterations’
10  continue
e=-1%q/2. % (X 24y * )+ Xy -B* (x+y)
f1=-T*log(2.)+1%q/2%x**2-K¥x*y/2-T*log(cosh((J*q*x-K*y+B) /T))
f2=-T*log(2.)+1%q/2*y**2 -K¥x¥y/2-T*log{cosh({{J*q*y-K*x+B) /1))
f=F1+£2
write(l®, '(5(£7.3,2x),i6)") T,0.5%(x+y),8.5%(x-v),e/2,£/2,1
enddo
end
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. — MC !
s — - {hamp Moyen q
—-- Dev. basse temp, a

FIGURE 7.9. #14qe pour un double réseau carré N =200%, [ci B=0,6, K =1 et
Jg=4.

On peut comparer sur la Fig. 7.9 la magnétisation alternée obtenue par simulation
numérique (MC)® avec le début du développement 4 basse température et enfin avec le
calcul en champ moyen. On constate clairement I'existence d’une température critique
ol Mypqg $'annule. En champ moyen, elle est solution du systéme d’équation

m= tanhf8[{Jg~K)+ B]

_ 1
m= -

(On a combiné les Eqs. 7.22 et 7.23, ot 1y = mp = m.)

Solution 7.19 Portons I'Eq.(7.7) dans (7.6), on obtient pour un sytéme infini ou
périodique {g constant) :

1 1 1
H(O')=—ZE;j>0'f0'j—ZqEZ‘J;—§qu. (7.24)

La fonction de partition canonigue pour A particules s’écrit

Z(A) = Z eﬂGH(‘”a(Z i-2A+N),

o=l ]

® On a utilisé une méthode dite de Monte Carlo, on voit dans ce calcul que les fluctuations de s,y sont
trés grandes au voisinage de la température critique.
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o—————F—— 71— 17—

osf TME g
== Champ moyen !

-=+ Dev. bassa temp. 4 7

Figure 7.10. £

s dans les mémes conditions qu’a la Fig. 7.9.

ol & est la distribution de Dirac qui assure la conservation du nombre de particules.
En effet, on doit restreindre la somme sur les spins avec la contrainte A = },n; =
%(N+ > o) est fixé. Cette contrainte rend le calcul difficile, Il est alors naturel de
s'en affranchir en considérant Pensemble grand canonique ot la fonction de partition
gécrit

Ze= > i z(A),
A=0

A cause de la distribution de Dirac, la somme sur A de I’équation précédente peut
s effectuer : il ne reste que le terme avec A = %(N+ > o), soit

Zoe = Z g BUHIO)t5 (N4 T )] (7.25)

o=+1

Si on se souvient que la fonction de partition canonique du modele de Ising avec
champ magnétique est
Z;= Z e—ﬁ[—fz(g}ﬂ'iﬂ'j—BZfﬂ'f]’

=21

Iidentification & I'Eq. 7.25 est immédiate (3 un facteur multiplicatif constant prés
AHeay 1l suffit de poser

j=< et =L

T4 T4

Le volume V du gaz sur réseau est voN olt vg = b* est le volume de la maille
élémentaire du réseau (cubique). La densité locale est {n;).
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Solution 7.20 On pourrait repartir de ce que nous avons montré avec le modele
d’Ising, mais il est aussi xapide de calquer ce que nous avons fait. On remplace n;n;
dans 'hamiltonien par (1;—n){n;-n) -n?+nln+ n;), on choisit # = {(n;}, on néglige le
premier produit et enfin on écrit

i

avec )
by =—eqnn; + Eeqnz.

La fonction de partition grand canonique réduite au « volume » de un site s’écrit donc

zg= Z Dt S e—%ﬁqf"z (1 + eﬁ(fqﬂﬂf)) .

II,'=0,1

Soit, pour le grand potentiel,

1
W, = iqenz—kaln(l +eﬁ(eq”+'”}). (7.26)

On tire la relation d’autocohérence du fait que

B ~ awg B eﬁ(fqnﬂ;)
e = T Ty e

Ce qui donne
1

1+t = (7.27)
1-n
On voit comment le potentiel chimique détermine la densité moyenne '°. D’oit 'équa-
tion d’état
~tyg :—%qenz—kb’f]n(l—n) = pvp. (7.28)

Et aussi, bien stir, £, = Newg.

A faible densité et pour € = 0 on retrouve I'équation des gaz parfaits.

On peut voir facilement qu'avec u =-7 et T < T¢, I'équation 7.26 reste invariante
dans le changement # — 1-# (il faut utiliser 'équation d’autocohérence 7.27). Ce qui
signifie que sur une isotherme a4 T < T, la pression de vapeur est égale a celle du gaz.
C’est le plateau de coexistence liquide-vapeur. On I'obtient, comme avec I'équation de
Van der Waals, par une construction de Maxwell.

1" Sauf si g = -% (qui correspond a B = 0 dans le modele d'Ising}, auquel cas il y a deux solutions n, et 7
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Solution 7.21
1. On a manifestement Z, = 3,4,7,11 pour n=2,3,4,5.

2. (a) Lénergie d’une paire de sites voisins vaut 43 si ;= 0 = 1 et -1 dans les
trois autres cas. Ce qui fait que Ey = —n pour I'énergie du fondamental.

(b) Le développement de basse température de la fonction de partition s’écrit
Qn(B) = g(Eo)e‘ﬁEﬂ +¢(E )e‘ﬁEl FR

oli g(E) représente la fonction de partition microcanonique a 'énergie E;
les E; vont croissant. Ici on a vu que Ey = —n, L'état de plus basse énergie
exclut la succession de spin +1 voisin, sa dégénérescence coincide donc
avec Z;. On en conclut bien que

Zy = Jim ¢ "Qu(B).
{c) ATlordrele plus haut en 8

5¢28

1
/.{:t:_gi
2 4

Et dong, 4 ce méme ordre

(l+2\/§)n+(1_ \/g)n)‘

" n_ nf
AL+Al=¢ ( 5

Dol le résultat

Zy={

l+'\/§n 1—\/.5-“
Y ()

On retrouve {avec plaisir) les résultats de la question 1. Les Z, sont des
entiers, car les puissances impaires de V5 s’annulent.
3. (a) Hestimmédiat que

(u vﬁ)*’z(liz\/ﬁ)”‘l+(1i \/5)

H—2

2 2

En effet

R [ e

=2

2 2 2 2
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Donc Z,, est une solution de I’équation
Zy=Zp 1+ 2y,

qui définit les nombres de Fibonacci. On cherche classiquement les solu-
tions de cette équation sous la forme Z, = x". On trouve que x doit étre
une des racines (x. ) de 'équation

Au réseau de n— 1 sites on peut toujours ajouter un #iéme site de spin -1,
On ne peut pas conclure que Z,(—1) = Z,_; parce que dans la configuration
a n sites, le niéme site peut étre entouré de deux sites de spin 1 qui ne
pouvaient pas faire partie de la configuration a r— 1 sites précédente. ll y a
Z,-2{1) microétats de ce type. Pour le voir, il suffit de superposer les deux
états de spin 1. Soit

Zp(-1) = Zpoy + Zya(1).

De la méme facon on montre que
Zy(1) = Zy 5(-1).

En effet on ne peut rajouter un site de spin 1 qu’entre deux spins -1 du
systeme a #— 1 sites. Par superposition encore, on montre que le nombre
de microétats correspondant est Z,,_,(~1). Il suffit alors d’additionner les
deux équations précédentes.
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Mouvement brownien et ADN

Solution 8.1 On peut toujours prendre x; = 0 et alors
Xp=€te + - +ey,

ol les g sont n variables aléatoires indépendantes prenant les valeurs (+1) avec la
probabilité 1/2. Une somme de variables aléatoires de moyenne nulle est encore une
variable aléatoire de moyenne nulle, donc {x,) = 0.

Calculons le carré de la distance 4 l'origine :

2 _ 2 e
- S+ Y es
i

i
Comme € = 1 et {€;¢;) = (&;){(;) = O (tirages indépendants), il vient {x2) = n. Et donc
la distance a I’origine croit comme /1.

Remarque : La distance moyenne i I'origine est en fait { y/x2), alors que nous avons
considéré +/(x2}, plus simple a calculer. Dans le cas d’une distribution gaussienne, le
rapport des deux est 2/

La généralisation 3 plusieurs dimensions est évidente : on écrit vectoriellement
OM, =€+ +¢,,

on éléve au carré scalaire et comme €] = 1 et que toutes les orientations de € sont
équiprobables ', on a encore une valeur moyenne des produits scalaires nulle ({¢;.€;) =
{cos@)) et donc ({OM,|%} = n.

Ceci est vrat aussi bien sur un réseau carré (4 orientations) ou cubique (6 orientations) que dans le cas
continu.
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Remarque : Contrairement au mouvement balistique {mouvement d’un projectile) oy
I'on voit la distance croitre proportionnellement au temps, le mouvement brownien
est caractérisé par une distance qui croit comme la racine carrée du temps, et dong
une vitesse qui tend vers 0. Asymptotiquement, 'ivrogne s’éloignera indéfiniment de
Porigine, de plus en plus lentement. 1l le fera avec une probabilité égale dans toutes les
directions.

Solution 8.2
1. Calculons valeur moyenne et écart quadratique moyen de e,. On a

1 1 - 1 1
g, =—X1+-x{-1)=0, e2=-x12+-x(-1)?>=1
€= 3 -1 € =7 5 (-1)

donc a'gn = 1. La loi des grands nombres indique que

X, =ng; =0 etque o = n(;rg =n.

#

Le théoreme de la limite centrale donne de plus la loi de probabilité de x,
devenue variable continue x

Plx}Ydx = e‘ix'lﬁ dx.

2mn
2. Le calcul se fait de fagon analogue. et on obtient

1 1 _ [x=n{p-q))°
Plx)= — ¢ P, (8.1}

Le centroide de la gaussienne est donné par {x) = n{p—g) + 0; il se déplace avec
.

Solution 8.3
1. Sih#1,Eq. 8.1 se réécrit
La-nip-g)i?
P(x) = ¢
'\/2_?1' \,‘4npqh2

Pour le passage 4 la limite continue, on remplace n par 1. Dargument de
I'exponentietle s'écrit alors

(x—ct)?
22E(1-ZF )

ce qui implique que le centroide se déplace a la vitesse ¢.
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2. Pour ue le dénominateur ait un sens quand # et T tendent vers zéro, il faut que
D = 2 reste fini. Donc 7 ~ h* et pour que c reste fini, il faut que (p—q) ~

Notons que ; 2 est alors en k2 et peut étre négligé devant 1. On trouve alors la
densité de probabilité
1 !J{—rr!2

- 8.2
m@ (®.2)

On vérifie que limy_,q f (x) = 6(x), comme il se doit : a V'instant initial le mobile
est certainement a l'origine.

Solution 8.4 Ecrivons que ’événement « la particule se trouve en x a I'instant £+ 7 »
résulte des deux événements disjoints : « elle se trouvait en x—h ou en x+h & 'instant
t ». On a, avec des notations évidentes

Plx,t+71) = pP(x—h,t) + qP(x+h,t).
Soit, en retranchant P(x, ) aux deux membres
Plx,t+1)—P(x,t) = p(P{x—h, t} - P(x, t}) + q(P{x+ I, ) — P(x, 1)).
Si on se limite a I'ordre le plus bas en 7 et k dans le développement limité, il reste

oP ( apP hzazp) (haP hZaZP)

o P\ o) N T e/
Donc
w_hor, R
5t rox 27 9xt’

Et avec les notations précédentes

P aP 3P
E ——Ca'fD@u (8.3)

On peut vérifier que 'équation (8.2) est une solution de cette équation différentieile.

On peut aussi le démontrer directement de la fagon suivante. On introduit la
fonction caractéristique

B(u, ) = f &Y P(x, r)dx.

Léquation diftérentielle (8.3) devient (voir le théoréme sur la dérivée de la transformée
de Fourier).

e . )
” icu (i, t) — Dud(u, t),
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qui s’intégre en ¢ immédiatement ;
¢(1{, t) _ ¢(u’0) e({'cu—Duz)!"

Dong, en prenant la transformée de Fourier inverse du produit ordinaire des transfor-
mées de Fourier, on obtient le produit de convolution

1 . .
Pty =Pl 0)2 5 [ elr i,

Lintégration sur u est immédiate et on retrouve P'équation (8.2) si P(x,0) = &{x),
C’est-a-dire si la particule est & 'origine a 'instant ¢ = 0.

Solution 8.5

I. Généralités et ordres de grandeur

1. Lorsque la force F est nulle, Pénergie est indépendante de L'orientation du
batonnet, la densité de probabilité est donc la densité uniforme sur la sphére :

smf  sind

=, 8.4
[sinododsy  4n 8.4)

Po(8,¢) =

I-b) La force typique nécessaire pour orienter le batonnet est donnée par
Fb/kT ~ 1. Pour le fragment d’ADN on trouve F ~ 103N, et pour I’épingle
on obtient F ~ 107’ N, Dans ce deuxieéme cas les fluctuations thermiques sont
tres faibles et, en conséquence, la force nécessaire pour les vaincre est trés petite
également.

I-c} La probabilité est donnée par la mesure de Boltzmann. La densité de

probabilité pour trouver le point M en un point donné 7 de la spheére est donc
proportionnelle & HF7. Exprimée en coordonnées sphériques, cette densité vaut :

i .
Pp(6,¢) = sin g Procose (8.5)
La constante de normalisation Z vaut :

v 2 At
Z= f sinddo f dep PFE°%0 = §inh(BFb) (8.6)
0 0 BFb
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Figurs 8.1. Allure de la courbe < z > en fonction de b pour deux tempéra-
tures Ty < T :la courbe & température T; est en traits pleins.

La fonction de partition canonique est le produit de ce nombre Z par une
intégrale portant sur les impulsions, donc sur le moment cinétique du bitonnet,
Cette intégrale est indépendante de la force extérieure.

[-d})On a

1 dInZ
pb OF

<cos6'>=fd9d¢Pp(9 P)cosf=— —coth(u)—i, (8.7
o u = SBFb. I'altitude moyenne < z >= b < cos > vaut donc < z >= b(coth(u) -
1/u). La figure 8.1 donne I'allure de la courbe < z > en fonction de b pour
deux températures T} < T;. On remarque que sa pente a ['origine varie comme
Pinverse de la température : a plus basse température, une force plus faible suffit
a orienter le bitonnet.

II. Mesures de forces : mouvement brownien

1. La force totale Fyy; = (~F,(d) sin@cos ¢,—F.(d)sin@sing, F-F.(d) cos ) dévelop-
pée au premier ordre, vaut :

(8.8)

B y dF,
ﬁm—(—ﬂ(f) ~F{6)3, d{,]
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2. Cette force dérive du potentiel U = Hhyh? + 3k, (x> +¥%), olr:

F(f) F
R (8.9

dF,
k":_d?(f) y k=

II-¢) A I’équilibre 4 la température T, la densité de probabilité de présence est
donnée par la mesure de Boltzmann :

P(x’y’ h) = Ce—g[kuhz’rh(x?ﬂz)]- (810)

3. D’aprés I'expression (8.10), les fluctuations de x* décroissent lorsque k. aug-
mente, et celles de h? décroissent lorsque kj augmente. Au vu de la figure, on
trouve donc que k; et k) augmentent avec la force, ainsi qu'avec I’élongation
d’équilibre £. Donc F,({)/{ et dF,/df croissent avec £ : la caractéristique F,(£)
est une fonction convexe. On voit aussi que F,(€) devient trés grande pour
£~ 15um.

4. Les fluctuations de x sont reliées 4 la force F par

kT kT¢

<x2>=E:—F~ (811)

Les cinq forces de P'expérience sont donc, en pN : F = 035,.13,.44,2.4,8.0.

I11. Un modele simple d’élasticité de FADN

1. D'énergie étant la somme des énergies de chacun des maillons, les vecteurs 7
sont des variables aléatoires indépendantes. La densité de probabilité des angles
8;, &, est done

Pr({6;¢i)) = ]_I [sing;#oeosei] (8.12)

2. La mesure de Boltzmann étant symétrique par rotation autour de axe z,
on a: {cos@;) = (sing;) = 0, donc : (rf) = {r/) = 0. En ce qui concerne la
composante z, le calcul de sa valeur moyenne a déja été fait dans la partie I :
(r}) = b{cosd;) = b{cothu—1/u), ol u = BFb.

3. L'élongation totale moyenne vaut

N

d= Z:‘(rf) Nb(coth(ﬁFb)— ﬁPb) Lo(coth(BFb)—ﬁ?) (8.13)
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Son allure qualitative est donnée dans la figure 8.4 de I'énoncé. En utilisant les
comportements asymptotiques de la fonction coth, on trouve les comportements
asymptotiques suivants : la longueur obtenue dans la limite de grandes forces est

d = Ly, avec une correction en % =1 %, et son comportement a petite force
est:
d 1Fb (8.14)
Ly 3kT° '

4. Lexamen des données expérimentales, en particulier des données 4 petite force
de la figure insérée, montre une pente & Vorigine F/d ~ .12 10712/35 107 N/m.
En comparant avec la formule (8.14) prédite par notre modéle, on déduit que
nous devons adopter, dans ce modele, une longueur de maillon b = 1100 A,
la contrainte Ly = Nb = 32.7um fixant alors le nombre de maillons. Au vu des
courbes en traits pleins tracées sur la Fig. 8.5 de I'énoncé, on voit qu'en effet la
courbe avec d = 1000 A rend assez bien compte des données expérimentales
a petite force. En revanche les données s’écartent notablement de cette courbe
lorsque la force augmente : notre modéle a maillons indépendants est trop
simple pour fournir une explication quantitative de ces données.

5. A partir de la fonction de partition d’un maillon, Z, calculée en 8.6, on déduit

que
1 d2Z cothu 2
2
gy=—--""=1-2 + =, 8.15
{(eos™6n Z du? u 1? (8.15)
ol 'on utilise toujours la notation u = GFb. Utilisant 'indépendance des
maillons différents, les fluctuations sont donc :

(Y =)y = 63 ((cos™ B — (cos ) ) y = b (1 —coth?u+ u—lg) (8.16)

On en déduit donc les fluctuations de longueur de la chaine :

2
([Z rf] )—([Z rf])2 =Nb2(1—coth2u+ 5) . (8.17)

i i

Les résultats de la partie II nous disent que ces fluctuations devraient étre égales a
{h?y = 1/(Bk)) = 1/{BAF,/4d). En utilisant notre résultat pour la caractéristique
(Eq. 8.13), on vérifie que

ad
dF;

1
=ﬁNb2(]—-c0th2u+;), (8.18)
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ce qui montre que le résultat du calcul explicite des fluctuations dans ce modéle 3
maillons indépendants est bien en accord avec la théorie générale des fluctuations
de la partie II. En ce qui concerne les fluctuations transverses, puisque 5% =
P+ @)Y+ () ?ona

(rfrf +711)

85b”(1-(cos?6)) , (8.19)

donc les fluctuations transverses de la chatne sont :

2
<[Z r}] y= Nb? (Cc’:’” - %) . (8.20)

Ce résultat est bien identique a celui de la partie II ol nous trouvions des

fluctuations en ,
1 d
<[Zr’f] )= S AR (8.21)

r

IV. Un modele plus réaliste : maillons corrélés

A, Régime de faible force

1. Lorsque la force F est nulle, énergie est invariante par rotation globale de la

molécule : E(A,...,Pn) = E(RP,...,R¥xn), pour n’importe quelle rotation R. La
mesure de Boltzmann poss¢éde donc cette méme invariance par rotation. On en
déduit que

(o =(r =) =0, {8.22)
et en utilisant une rotation R qui transforme par exemple ’axe x en axe ¥, on
obtient :

(= (7‘:??)0 ={rit)ho. (8.23)

. L'élongation moyenne vaut :

d ( )— fd[?l] d[?N]rze_jBEn+ﬁﬁ_(Z‘ﬂ)
Z Z fd[?l d[?N]e—ﬁEwﬁP' T

(8.24)

En développant (8.24) au premier ordre en E, et en utilisant le fait que (%) =0,
on trouve :

d~ Z(rzﬁ?(z?’))a—ﬁFZ(rzr") = Z«' Ao (8.25)

b
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3. Lintégrale D{BK) a déja été calculée dans la partie I, ol1 'on a trouvé

sinh(8K)
DEK)=dn——. 8.26
(Bi) = 4= (8.26)
La factorisation autorisée par la question précédente permet d’écrire :
JiLy
[ T0, i) iy o 5
(FF)o = — (8.27)
_2 :fpfpﬂ

ST, di7y]e

En effet, I'expression (8.27) ne differe de I'expression générale de la corréla-
tion calculée avec la mesure de Boltzmann que par le fait que les intégrales sur
les variables 7,, avec p < i et avec p > j ont été faites. Ces intégrales donnent
une contribution égale au numérateur et au dénominateur, ce qui donne bien
I'Eq. 8.27.

Pour calculer I'intégrale N, nous utilisons les variables angulaires proposées
dans énoncé :

N-= \fsimm’afa'(,lffs‘m{m’;"b(rt-I sin(:zfcosawfrf2 sina sing + r? cosa:) (8.28)

i ap
i d(ﬁK)
oll rt.l, rZ, rf sont les composantes de 7 dans le référentiel ot 'axe 3 correspond 4
la direction de 7._;, de sorte que rf =7.7:21/b. 1l en résulte que

(7o = (FiFi)o g(BK) (8.29)
ol 5
glu )_bﬁ - = coth(u)-1/u. (8.30)

4, La fonction de corrélation vaut donc en général :

e

(#Fy0 = (770 (B = Hg(BK)V = (8.31)

avec & = -b/Ing{(BK). Pour SK grand ceci se comporte comme & ~ SKb.

La longueur & mesure la distance sur laquelle les orientations des maillons sont
corrélées : deux points de la chaine distants de moins de & ont des orientations
trés voisines, alors que, lorsque leur distance est trés grande devant £, leurs
orientations sont des variables indépendantes.



264 CHAPITRE 8, MOUVEMENT BROWNIEN ET ADN

5. A petite force, 'extension vaut

b N N
d= “3—22 ROV (8.32)
=1 j=
On somme facilement la double série géométrique, et le résultat, pour N >> 1,
est:
pb* 1+g(BK)
d=Nb— 3 1-gBK) (8.33)
Pour 8K >> 1, on a g(5K) ~ 1-1/(8K), et donc
2
= gﬁF«ng : (8.34)
B. Régime de grande force
1. En développant a 'ordre deux dans les &;, I'énergie de la chaine vaut :
E= N(Fb+K)+— KZ(J? —Fu1) (8.35
— P X; 3 i+1 . )

i=

2. Lénergie, et donc aussi le poids de Boltzmann, ne dépend de X, que par les
deux termes (Fb/2) ﬁ}% et (K/2)(%p—Zp ). Léquation de récurrence en découle
immédiatement.

3. Le changement de variable proposé dans I'énoncé, joint au développement a
I'ordre dominant dans les quantités 1/{8K) et 8Fb J'c's supposées petites, conduit

a:
C b—bﬁ _ﬁ' i2 ] dzép_
&)= ﬁK( —ﬁFixp)fd” “- ‘(xp)+2ﬁf<z”‘” dw“du"( )
(8.36}
et I'intégration sur les variables gaussiennes #;,u; démontre I’équation de
récurrence :

4. Eninjectant dans {8.37) la solution proposée, on trouve que ¢’est bien la solution,

3 condition d’avoir
= \BKBFb . (8.38)
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5. Le maillon p est 'extrémité de deux chaines, 'une allant de 1 a p, l'autre de pa
N. La densité de probabilité de X, est donc bien

P(fp) » Zp (fp)ZN—p (fp)

AR zZy (@) Zn (@) (8.39)

Lorsque p est loin des bords (1 << p << N), on peut utiliser la forme Z,(X,)

%2, On en déduit que <5€’§) = 1/a (attention, on est & 2d4). Pour N >> 1,
I'élongation moyenne est donc donnée par

d 1 1
—=b Y (1-2/2y=Nb{1-—|=Nb|1- ———{ . 8.40
Ly ;( o/? ( 2a) [ 2 ﬁKﬁPb] (840

A grandes forces, 'élongation s'approche de sa valeur asymptotique Ly = Nb
avec une correction en 1/ VF beaucoup plus grande que la correction en 1/F
que nous avions trouvée dans le cas des maillons indépendants.

6. Pour K >>1,0onaé ~ BKb, et donc

d 1
2o . (8.41)
Ly 2 \PFE
V. Comparaison avec la courbe expérimentale
1. Le comportement 4 basse force, pour la chaine a maillons corrélés, est
2
d= E,B&EOF . (8.42)

Ce comportement est similaire & celui obtenu dans la chaine & maillons indépen-
dants, si Pon identifie £ = &/2. Nous avions vu dans la partie IIT que les données
expérimentales 4 petite force suggérent une valeur b ~ 1100 A, on trouve donc
ici & ~ 550 A= 55nm.

2. La courbe de la figure 8.5 de I'énoncé rend bien compte des données
expérimentales dans le régime d/Lg > .95. Or cette courbe,

F:PD(wl——1+i), (8.43)
4(1-d/LeP 4 L

posséde exactement les deux comportements asymptotiques que nous avons
calculés dans le modele 4 maillons corrélés : dfLy = 1 - 1/2 /BFE 4 grande force,
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et d/Ly ~ 2/3BF¢ a petite force. Cette double identification vaut & condition
d’identifier Fp avec Fo = 1/{8£). En fait cette courbe est une formule interpolante
entre ces deux régimes. Une solution compléte du modéle & maillons corrélés
dans le cas d’une force quelconque est possible. Elle montre en fait que cette
formule interpolante est trés précise. L'accord avec I'expérience nous montre
donc que le modele de la chaine avec maillons corrélés, dans la limite 8K >>
1, BFb << | fournit une bonne description de la molécule ’ADN. Ce modele,
appelé « modele du ver » rend en effet bien compte de I'élasticité de cette
molécule. Il ne dépend que d’un seul parametre qui est la longueur de persistance
£. De la valeur de Fy obtenue avec le fit des données expérimentales on tire la
valeur de cette longueur de persistance : &€ ~ 53nm.

. Dans le régime d proche de Ly, on doit tenir compte du fait que les maillons

ne sont plus rigides mais peuvent étre étirés. Une bonne modélisation de ce
probléme consiste & introduire une énergie potentielle U{r) qui dépend de
la longueur r d’un maillon. Ce potentiel est minimum en r = b, et pour de
faibles distorsions on peut considérer le développement quadratique U{r) =~
/2 (r—b)%. En premiére approximation, 4 grande force, on peut considérer
que les maillons sont alignés suivant z et donc on a simplement une suite de
maillons harmoniques. Dans ce régime, 'élongation se comporte alors comme
d ~ Nb+N(F/u). La courbe permet d’estimer un ordre de grandeur grossier de
4, qui se trouve d’ordre de quelques 1¢° pN/um,

Notons sur cette courbe qu’il apparait a F =70 pN un plateau dans la caracté-
ristique, lié a apparition d’un nouveau type de DNA, avec un changement de
conformation de 'arrangement entre les bases. Cette transition s’analyse aussi
par la mécanique statistique, mais c’est une autre histoire...

Quelques références sur I'élongation des molécules d’ADN :
— S§.B. Smith, L. Finzi and C. Bustamante, Science 258, 1122 (1992) ; C. Bustamante,

J.E. Marko, E.D. Siggia and 8. Smith, Science 265, 1599 (1994}

- T.R. Strick, J.-E Allemand, D. Bensimon, A. Bensimon and V. Croquette, Science

271, 1835 (1996).



CHAPITRE 9

Percolation
Solution 9.1 Comme g(b} = i%,
_p)
plbx) = p(l)P(x)'

D’oil on tire apres dérivation par rapport A b, puis en faisant b= 1,

P _pol
plxy  p(1) x

L'intégration est immédiate et donne

pix}=p(1)x™" avec T—p(l).

Solution 9.2

1. Cette probabilité vaut p*(t —p)?. En effet, 'événement « un site est extrémité
gauche d’un amas » résulte de la réalisation des événements indépendants
suivants :

— le site immédiatement a gauche est vide (probabilité 1—p)
— les s sites suivant a droite sont occupés (probabilité p°)
— le s+ 1 éme site est vide (probabilité 1~ p).

2. La probabilité pour que le site soit n’importe ou sur 'amas de taille s est
manifestement s fois la probabilité précédente, soit sp*(1—p)?, s £ 0.

3 Ona -
D P -p?=(0-pp.
1

On comprend pourquoi : 'événement « un site arbitraire est extrémité gauche
d’un amas de taille quelconque » a la méme probabilité que I'événement «le site
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est occupé et le site immédiatement a sa gauche est vide ». De méme

Ll

> s -p) =p,

1

représente ! la probabilité que le site soit occupé.

4. La probabilité qu'un amas ait une taille s est évidemment proportionnelle 3
p’. Comme cette probabilité doit étre normalisée {un amas tiré au hasard a
nécessairement une taille s > 0), cette probabilité vaut

P -1
Pr{S=s)= e =p" (1-p).

1

De la on tire que

1-p
A 14, le seul amas percolant est la droite tout entigre. Pour cela il faut que tous
les sites soient occupés. Donc p, = 1.

- 1
=) " (1p)= —
1

Remarque : La percolation & 1d est un cas pathologique puisqu’on ne peut pas
approcher p, par valeurs supérieures.

Solation 9.3 Si n est le nombre de générations, on a

-2
N=l+z+z{z-D+2(z=1P+--+2(z-1)"? =1 +zZ(z— 1"
=0
1—(z—1)y*}
R Al A
TECD
ce qui démontre la relation demandée.

Solution 9.4
1. Considérons un site occupé A d’une génération. Il y a z— 1 chemins conduisant
de ce site a un des sites B de la génération suivante, occupé avec la probabilité p.
Le nombre moyen de chemins reliant A et B est donc p(z—1).

' Pour calculer ¥, sp*, on dérive terme 4 terme Pidentité 3, p° = (1 —p)~! par rapport 4 p, puis on multiplie
par p.
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2. De Bily a a nouvean p(z—1) chemins en moyenne qui conduisent a un site C de
la génération suivante., Or le nombre de chemins conduisant de la premigre
génération considérée a la troisieme est le produit du nombre de chemins
conduisant de la premiére a la seconde par le nombre de chemins conduisant
de la seconde a la troisieme (il n’y a pas de boucle possible dans ce modele).
Comme les tirages sont indépendants, le nombre moyen de chemins allant de A
4 Cest donc de p(z—1)2. On généralise facilement : au bout de # générations,
ce nombre moyen vaut p*(z—1}".

3. Pour que le nombre moyen de chemins parcourant # générations ne s’annulle
pas, il faut que la limite de p"(z-1)", quand n — oo, ne soit pas nulle. Il faut
donc que p(z-1) > 1, D’oil le résuitat annoncé p. = 1/(z—-1).

On voit que pour z>> 2, il y a une « vraie » probabilité critique, c’est-a-dire p, < 1.

Remarque :

1. Cette valeur exacte est a comparer avec la valeur donnée par le champ moyen
(CfI’Ex. 9.5) ol p. =z"!. Elles sont équivalentes 2 la limite z — co.

2. La simplicité du calcul tient au fait qu’il ne peut pas y avoir de boucle. Dans
une percolation sur réseau ordinaire, a faible valeur de p, les boucles sont peu
probables. Ainsi les calculs sur 'arbre de Caley, qui n'en a pas, peuvent donner
des idées sur les comportements de réseaux dans ces conditions.

Solution 9.5 La Fig. 9.1 indique une résolution graphique de cette équation autocohé-
rente. Il faut chercher I'intersection de la droite 1—P avec la courbe d’équation (1-pP)*.
Comme en p = 0 elle est équivalente a 1-zpP, 'Eq. 9.3 de I'énoncé admet une solution
autre que la solution triviale P =0 si et si seulement p > p. = 1/z. Le courbe de la Fig.
9.2, calculée numériquement, indique alors la dépendance de P en p.

Remarque : Les calculs de champ moyen comme ceux sur I'arbre de Caley excluent
tous deux les boucles. Ils donnent pourtant des valeurs de p, différentes parce que le
calcul de champ moyen suppose que P; est indépendant de 1, ce qui est faux sur I'arbre
de Caley.

Solution 9.6 On va remplacer chaque triangle par son centre de gravité, de telle sorte
que chaque site soit pris une fois et une fois seulement. On voit qu'on obtient un
nouveau réseau semblable au réseau initial (de rapport V3 et tourné d’un angle ).
On occupe le super site avec la régle de la majorité, ce qui veut dire qu'il est occupé si
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[+%:]

[
{1-0.a P
—— {1045 P

Ficure 9.1. Résolution graphique de I'Eq. 9.3 pour deux vaieurs p < p, et
prpeleiz=3

o [+1] 1
P

F1GURE 9.2. Probabilité (Eq. 9.3) pour qu'un lien arbitraire fasse partie de
Famas percolant. on a encore z=3.

et si seulement deux ou trois sommets du triangle initial le sont. Donc
pr=3p*(1-p)+p’.

Les points fixes de la transformation p,.1 = 3p2(1—p,) + p) sont les solutions de
I'équation

p=3p"(1-p)+p°,
quisont p=0, p=1etp =4, Les deux premiers point fixes étaient attendus, on vérifie
qu'ils sont stables, le dernier, instable donne la valeur p. = 1. Il se trouve que c’est aussi
la valeur exacte!
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Frcure 9.3. Décimation sur le réseau triangulaire. Les croix représentent le

réseau initial, les gros points : la premigre décimation, le petit cercle : un site
de Ia seconde décimation.

+ + +
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CHAPITRE 10

Matrices aléatoires

Solution 10.1

1. I est facile de voir pourquoi R est une transformation unitaire élémentaire.
Posons € = g, calculons R” (en diagonalisant R). On voit que

lim R" =

H—0

cosf —sinfd
sinf cos@ |}’

qui est une matrice de rotation d’angle 6. On a utilisé le fait que

0 ‘
lim (1 + L)” = e,

n—soo )

2. La nouveile matrice s'écrira
H' =R'HR,

avec les éléments

a = a+2eb
B = btelc—a)

¢ = ¢-2eb,

d’ol, par un développement limité

P,
da
Py

. Py
BE) = PB®)+ele-a) S

aP,

e’

DeI’Eq. 10.1 de I'énoncé, on tire en multipliant les trois équations précédentes
et en se limitant au terme en ¢

) OP P 9P, PU) OP. PO)
P(H"Y=P(H) + 2eb % Pa(a)+6(c a) 3% Py(b) 2eb % P0)’

P,(a") P.(a)+2eb

P.() = P.c)-2¢b
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Dégalité P(H} = P(H’) implique la nullité du terme en ¢, soit

o]
 da Pula)

OB, 1\ ok
b 0b Py(b) 8¢ Plc)

+(c—a)[

Le fait que le terme entre crochets ne dépende que de b incite & écrire

1oR, 1 _ 2 0P 1 2 0P 1 _p
b 8b Py(b)  c¢-a da Pu(a) c—a da Plc)

ol K est une constante. De I on tire, par intégration de la premigre équation

K _w
Py(b) = Jae T,

On a normalisé la solution. De méme on aura également

0P, 2 AP(c) 2

2 P o B Klemak

D’on

op, 2 __ O 2 _
Yo P Kt e T

Si on veut que les gaussiennes, solutions de cette équation, soient centrées i
Iorigine, il faut prendre la constante nulle et on aura

K _k? K g2
P.fa)= 1(5917 et P.(b)= \fae‘KT.

. Les valeurs propres A* de ’hamiltonien sont racines de I’équation

(a—){c—A)—b*=0.

Posons A = (c—a)? + 412, on aura A* — A~ = VA, La probabilité pour que A¥ —A~
soit dans Pintervalle 5,5+ ds est donc

P(s)ds = f P(a)P(b)P(c)dadbdr,
D

ol D est le domaine tel que VA € (5,5 + ds), ou encore, en élevant au carré et ne
conservant que le terme du premier ordre en ds, le domaine ot

(c—a) +4b* € (%, + 2sds).
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Figure 10.1. Distribution de Wigner en trait plein avec ¢{s*) = 1. Distributien
intégrée en tireté.

Soit en résolvanten b,
[ d
be E(A’A+ S‘TS), avec A’ =s*—(c—a)’.

Explicitons, en appliquant la formule de la moyenne a 'intégration par rapport

ab:
P(s)ds = s_dsfdc da e laHCH(E el
2 A

Dong P(s)ds est proportionnel &

6_5[(”5 52
sds f deda ——

Vi -(c~a)?

L'intégrale double se calcule en faisant le changement de variables

a+c=2x
a-c=y

dont le jacobien vaut 1.
Reste

P(s)ds ~se™ % §s fdx dy—
szﬂy

L'intégrale étant indépendante de s, on peut, aprés normalisation, écrire

K ka2
P — “ES.
(s)—4se
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4, La comparaison est immédiate. Il suffit d’intégrer la fonction P(s) entre O et s.
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Comme
o I2n
{s) —j; sP(s)ds= i
on obtient la formule canonique

2
moo_rs
17

On a dessiné Fig, 10.1 la distribution de Wigner. On voit le phénoméne caracté-
ristique de « répulsion de niveaux » : la probabilité que Iécart entre deux valeurs

propres soit petit est petite.
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Fluides quantiques

Solution 11.1
1. Dans la boite, ol le potentiel est nul, 'équation de Schrédinger s’écrit
ﬁ?.
~5 Abxy2) = Ef(x,y,2).

La géométrie de la boite permet de factoriser les fonctions d’onde, et de résoudre,
pour chaque dimension, une équation de Schrddinger pour une particule libre,
avec condition d’annulation de la fonction aux bords. Cela conduit a

8 | Inx , mmy | nmz
Bl (X,152) = 4 5 Sin—=sin —=sin—

c

avec [es conditions de quantification :

!
k, = i avec1=1,2,3,..
i

mn
k, = 5 avecm=1,2,3,...
k, = e avec n=1,2,3,...
I

2. SiYon impose des conditions de périodicité aux bords de la boite, les fonctions
propres normalisées sont :

U itkestiyrk) _ 1 ik

1
¢t’,m,n (x,y, z)= W W s

avec les conditions de quantification :

2!

k, = o avec i=0,+1,%2,..
a
2

k, = % avecm =0,+1,+2,..,
2nr

ke = — avecn=0,zx1,%2,...
¢
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Solution 11.2

1. L'état fondamental d’un ensemble de N fermions identiques s’obtient en oc-
cupant les états de plus basse énergie (g particules par état). Dans I'espace des
moments, ces états forment un réseau de points de coordonnées ”f, T se
trouvant dans le huititme d’espace défini par la condition selon laquelle les
entiers [, m et n doivent étre plus grands que 1. Les énergies des états individuels
sont proportionnelles au carré du module du vecteur qui joint I'origine a Pun
des points du réseau, et le remplissage se fait donc avec une symétrie sphérique,
Les bornes de I, m et n sont déterminées par le nombre total de particules. On a

donc:

, o NZ
SlI'l2 —.

[

8 Lo dmx | omm
PP =g ) Wbimal =g ), sin® = =sin® =

Lin,n L

Pour la densité d’énergie cinétique, ona:

T(xs,'V: z)= g Z Iv¢’l,m,n

Lmnn

2

soit

2 i 2
T(%,p,2) = SB—E Z [E] cos? ? sin’ %s‘in2 oz

2mV a c
L
2 In
mrls . x mRy |, ANz
+ [—] sin? == cos? Yy $in® —=
b a b
2 I
nnlé | L lmx |, mmy naz
+ [w] sin — sin® —= cos? _
c a b c

la somme étant étendue aux mémes états quantiques que pour p.

2. En utilisant les identités proposées, on peut mettre Pexpression de la densité de
matiére sous la forme :

plx,y,2} = % ,;, 1+ {termes oscillants)
et
" og

(%, = —=
( yz} 2mVl'mn

(5] () ]

+  (termes oscillants).
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3. Considérons les termes non oscillants. La somme sur les états fluctue avec N,
mais elle comporte une composante lisse qu'on obtient en remplagant la somme
discrete par une intégrale. Cette intégrale est prise sur le huitieme de sphere
défini par [, m, n positifs. Le passage de la somme a I'intégrale se fait suivant la

regle :
Zﬁ%fﬂ
T

IR

En effet, considérons d’abord le cas & une dimension. On a, par définition de
Iintégrale avec les sommes de Riemann pour toute fonction f continue :

Eghzymm=J}wnm

Ici, h = £ et pour a grand ', on peut donc écrire :

finZy=2 | fia
- 73 e

La généralisation a trois dimensions est immédiate :

o m v

- m=—n=-)=~— k) dk.
DA % [ a0

On peut alors intégrer la partie lisse de la densité, laquelle est constante dans le
volume. L'intégrale s’étend an huitiéme de sphére dont le rayon kg est déterminé
par 'état d’énergie la plus élevée

ﬁi
eF%k,%. (11.1)
On trouve ; N
pZ?Zé%E, (11.2)
et pour I'énergie
R 14 3
-2 ﬂks = —per.

T—""_'-"'_' -
m2m8s5 5

' Ce qui signifie que f est sensiblement constant sur tout intervalle d’amplitude 7/a. Comme on le verra,
cette condition n’est pas nécessaivement remplie dans le cas du peuplement de |'état fondamental pour
les bosons.
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4, La densité, qui n’a plus de termes oscillants, s’obtient directement sous la forme :

p=%zl

{unn

et la densité d’énergie cinétique

T:%Zkz,

fm,n

les sommes étant étendues cette fois & ensemble de la sphére de Fermi, puisque
les nombres quantiques /,#1, n peuvent prendre toute valeur, négative, positive
ou nulle.

Compte tenu de la quantification des états, le passage de la somme discréte 3
Iintégrale dans 'espace des moments s’effectue maintenant selon la régle :

Z_’%f”’k; (11.3)

[

g Vv 4ﬂ'k3_i

p=E—=—ki= -2k
Vviay 3°F ext F

On retrouve bien le résultat précédemment obtenu & partir des conditions
d’annulation des fonctions d’onde aux bords de la boite.

Il en est de méme pour la densité d’énergie cinétique.

Remarque: Il est clair que les conditions aux limites périodiques ne permettent
pas d’avoir acces aux propriétés de surface du systéme. Mais pour les propriétés
de volume, elles conduisent 4 la méme physique que les conditions d’annulation
des fonctions d’onde aux bords.

. La pression peut étre obtenue a partir de la relation

aE.| V)
aviy — av Iy

P=
Comme 7 dépend de V, nous allons tout exprimer en fonction de kg. Puisque

14 ] v 3N
= E = 3
T 5,0 T 5 5
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on écrira
p= 3 dEF dkp
T 5 dkp dV
De I'Eq. 11.2 on tire
dv 3 dikr
Ve ke
etdel’Eq. 11.1:
dep 1
dkg 2m
En regroupant, on trouve finalement :
2 E
p=22
3V

Remarque : Il est intéressant de noter que, pour un gaz parfait classique, cette
relation est également valable. Lanalogie s'arréte 1a, bien stir : 4 température
nulle, la pression d’un gaz parfait classique, proportionnelle a sa température
est nulle. Dans le cas quantique, comme on Ia vu, elle ne I'est pas. Cela a des
conséquences bien réelles !

6. Le nombre d’électrons par unité de volume dans le cuivre est :
8,9 23 3
=— 6,02x 10 cm™,
P~ 64

soit environ 8,3x10%% cm™ ou 0,083 A=, Comme g = 2 (deux électrons par
état), le moment de Fermi est donné par

ke = (3m%p)V% ~ 1,35 AL, (11.4)
Lénergie de Fermi est donnée par :

2 2.2
_izzhc 2

C 2m 2mc

Avec fic ~ 2000 eV A et mc? = 0.5 MeV, on trouve eg ~ 7.3 V.

Dans le cas nucléaire, ¢ = 4 (4 nucléons par état). La masse d’un nucléon est de
1,66x107% kg. On trouve, pour le nombre de nucléons par unité de volume :

£=0,163 fm~,
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d’oi1 le moment de Fermi
2 A 1f3
kp=(%p) ~ 1,34 fm.

L'énergie de Fermi correspondante est d’environ 36 MeV.

7. L'état fondamental est caractérisé par 'occupation de tous les états de la sphére
de Fermi. Un état excité est donc obtenu par promotion d’une particule vers un
état hors de cette sphere. Exciter thermiquement le systéme revient a effectuer ces
promotions de fagon équiprobable a la surface de la sphere de Fermi. C'est donc
la densité de niveaux au voisinage de la surface de Fermi, d(eg), qui va déterminer
la thermodynamique de basse température :

dN dlpV) dk V2
dep)= N TPV £ (2

32
dkp dEp 472 52) \/a (11.5)

Solution 11.3
1. Les fonctions d’onde sont les solutions de I'équation de Schrodinger
B 42
— — — = E 3
o e ¢{x) = Ep(x)

. . 2mE
avec les conditions aux limites ¢(x) = 0 pour x < 0 et x > 4. Posons 7 =k,

les solutions de type sin{kx + ¢) quantifiées par les conditions aux limites et
normalisées s’écrivent

foio ol
\gsmﬂ;x pour 0<x<a
@1(1?) = ’

0 ailleurs

oul=1,2---.Onen tire

N N
p(;w«c)=vZ[4b;(x)I2 :Zsm a-x 0<x<a
1=1

=1

. ., 1 e . s
On écrit que sin7—x= 5 [1—‘}’»(62’”")] et on somme la série géométrique
a
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correspondante 2. Il vient

vN 1 1 sin2a(N+3)%
plx)=—Il+ —— e
2N 2N San‘TE

Bien entendu f,o(x )dx = vN ; on voit que la densité locale oscille autour d'une
valeur légérement supérieure a la densité moyenne p = v . On supposera cette
densité constante quand N — co,

2. Le calcul de la transformée de Fourier de ¢(x) est immédiat en écrivant le sinus
sous forme d’exponentielles. On obtient

. 4g 12 ak+In
B” = = -~ sin? . (11.6)
kl
TR (]2 - EET )2 2
Comme attendu, cette fonction est continue Yk puisque
lim ()P = —.
h Ln% i)l =
La distribution des moments est donc donnée par
4av 2 ak
nlk) = N(ak) +cos’ —fN(aJc) (11.7}
3. Multiplions par x le développement proposé (11.2 de I'énoncé) et dérivons, il
vient
d { cosx d2ax o 1
&(xsinx)—_gzz[ 72 Z 12_x_2]'
=1 72
Dot

7 1 1 cosx
@)= ( - “‘—)
4, La quantité x est sans dimension et on a
N lz
fN(x)=;m. (11.8)

! R(z) signifie partie réelle de z.
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On ne peut qu’approcher cette somme finie. Il y a manifestement deux cas.
Si k < 1, il faut prendre beaucoup de termes dans la somme (11.8) et on écrira

donc )
= !

Puis on évaluera la somme discréte (le terme correctif) par I'intégrale
[t (2
v (F2-NZ%2)2 N 2-x22
Le développement ? de cette intégrale pour « < 1 donne
2 3
| R
3 5

Si«x > 1, on peut appliquer directement 'approximation intégrale 4 la somme
(11.8)

fN £ i % 1 N?
o (P—N222 " - (P=N2x2)2 2 (N2 N2
Soit, en changeant t en xtN

1
I « 12 | 1
~ dr + .
Il Nxfo (1-12)2 2N2 (1-42)2

Le développement en 1/N et 1/x est lentement convergeant

1 61 91 3 2
(1 - +---+—(1+—2+---)+---).
K

~ ol
=g a\ltsat7a IN

1
5. De l’égalitéflf, {x} = Zf% {x), on tire que

Fi) =)= (o).

? On aurait pu calculer cette intégrale qui vaut

1( 2 +11 l+!()
[ —0 N
40— & gl—:(

puis en faire un développement limité,
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En regroupant tous les résultats précédents et en se limitant a l'ordre le plus bas,
on peut alors conclure que

1-2-(1+%&%) pourk <1
n(k) AR LR ¢
g

%%%(1+%%) pour > 1

[}

T
A

J'I_“,

= —

Figure 11,1, Distributions normalisées en taille p(x)/pe et en moments
n{«) /1y comparées 2 leur limite thermodynamique. Fn abscisses x = k/kr et

x/a. La limite thermodynamique est, dans les deux cas, le carré de coté 1 ILy
a N = 10 états.

av _ . )
Dans cette formule, 7 = ok est le coefficient de normalisation. On retrouve bien
7
les limites thermodynamiques n(k)/#p = 1 pour k < k¢ et 0 sinon.

Reste & examiner le cas k > 1. On part de 'Eq. 11.6 et si on suppose N pair, la
somme sur ! donne '

N-1
) 1 8 3
M = =4 — Z —_—
mp 2 m & (P-N?)?
qui vaut sensiblement 0.74 dés que N est grand.
On voit sur la Fig. 11.1 qu'a la différence de la densité de matiére, les termes

oscillants de 'Eq. 11.7 se compensent et que la courbe résultante est plate.

Remarque : La distribution des moments d’un systéme fini de fermions sans interac-
tion et a température nulle differe de la fonction porte. Il en est de méme pour un
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systéme infini de fermions en interaction, ou bien pour un systeéme infini & température
non nulle. Le cas 3 3d est un peu plus compliqué?.

Solution 11.4
1. Del’Eq. 11.6 on tire :

l .
1 + flu-s) = — et B{u—g) =log %. {11.9)

=1y i

Combinant les Eqs. 11.3 et 11.4, on obtient

Szkblong—%m—;ggZ—g. (11.10)
or dlogZ, Pl
5 £ Z(u—a)m.
Utilisant les Eqgs. 11.9, on déduit
dlogZ, 1 1;
52 2 :Ezi:n,-log —

Apres avoir remplacé log Z, par — 3;log(1-n;), on reporte dans P'Eq. 11.4 de
I'énoncé et on retrouve le résultat demandé.

2. Nous voulons montrer que la distribution de Fermi-Dirac maximise 'entropie >,
compte tenu des contraintes sur I'énergie moyenne et le nombre moyen de

particules :
E= Zn,-e; et N= Zn;.

On introduit deux parametres de Lagrange A; et A3, et 'on minimise, par rapport
a chaque #;, la quantité :

-2

]

i

IZ—JQ,Z [nilogn; + (1-n))Lu(l —n)]— A4 [ZII,'—N

Zn;f;—E .

* Voir par exemple « Tinite size effects on the momentum distribution of nen interacting fermions », Necl
Phys. A457 (1986), 125,
® Voir dans Pappendice 'analogue de ce calcul dans le cas classique.



SOLUTIONS DES EXERCICES 287

En écrivant pour chaque i

oI
—— =0,
Iny
on obtient les N équations
kplog[ —— |~ 1) - dye; = 0
p108 l—ﬂj 1 26 .
Soit
1
nj= Aptdye
l+e %

On obtient bien la distribution de Fermi-Dirac en effectuant les identifications :
ﬂ . e E ] .
ky kT k, kT

Dot ta distribution d’équilibre © :

;=

T

1+e7Tm

ik,

Ficure 11.2. Distributions de Fermi, 4 températurc finie (trait continu}, a
température nulle (trait discontinu}.

¢ Qu'on devrait noter {1n;}.
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3. Les énergies a une particule s'écrivent :

Rk

€= .
2m

N _ Yim ,, .
— = , § ecrit
1% Vv

Y f dk
=0y J 1+ e

ou g désigne la dégénérescence des niveaux, comme a I'Ex. 11.2. On a remplacé
les sommes discrétes par des intégrales (Voir I'Eq. 11.3) et pris, pour les fonctions
d’onde, les conditions aux limites périodiques. En posant

La densité de particule, p =

hi
x=f—K et a=pu,
2m

g [2m "’”fw x}72 i
P=wi\mg) Jy l+ee

Pour une densité fixée, cette relation établit implicitement la dépendance en
température du potentiel chimique contenu dans a. Voir les intégrales de Fermi
dans 'appendice mathématique.

il vient

On trouve de fagon similaire, pour la densité d’énergie, I'expression :

; 136 m (2m\? e OR
o El = g d (11 11)
TV T amam\mg)  Jy 1ree™r ‘

. Réécrivons 'Eq. 11.10

(- EJ
S= fq,Zlog(lJreB Z(u €) 1+98{€I_p)

Le deuxiéme terme vaut simplement — (N — E). Le calcul explicite du premier
terme n'est possible qu’a la limite thermodynamique. On remplace la somme
discréte sur les i par I'intégration continue sur k, ce qui permet par intégration
par partie de se débarrasser du logarithme. On trouve alors grace a1'Eq. 11.11
quil vaut %ﬁ’kbE, ce qui démontre la formule proposée.
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5. Le lemme de Sommerfeld (Voir lappendice mathématique) permet d’écrire, au
sens des distributions :

1
1+ev

72
:Y(x—af)—gé"(x—a)w&..,

ol Y{x—a} désigne la distribution de Heaviside. On en déduit le développement
de basse température de la densité sous la forme :

g (2 (T
il w) [PEo | (12)
H
Or, a température nulle, nous avons obtenu :
¢ (2mep\*?
Pl ) (113)

En comparant ces deux expressions (la densité ne change pas avec la températu-
re), on obtient, au second ordre en T':

72 (kyT)?

=ep|l-— .
H F[ 12 Ef; J

Pour la densité d’énergie T = E/V, on obtient :

_ g ® (Zmp)‘:‘” 14 57 T
T o am \ 8 2 |

Compte tenu du développement de y, il vient :

g K (2??16;:)5;2[1_1_?_@(‘!(11?‘)2]

1072 2m \ H2 12 e

(11.14)

6. La chaleur spécifique a volume constant caractérise la variation d’énergie asso-
ciée A une variation de température : dE = C,dT. On trouve ici, en dérivant ’Eq,
11.14 et en utilisant I'Eq. 11.5:

2
Co= %d(eF)kﬁT.

7. Lentropie du gaz peut maintenant étre calculée :

T 2
S(T)=f C,(t)dt =H—d(€p)k§T,
.t 3
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ainsi que énergie :
T -
E(T) = E(®) +f C,(t)dt = E(0) + Ed(.sjc)kgzr?
0

Cette derniere expression est évidemment identique a ce que donne I'équation
(11.14). Pour I'énergie libre, on trouve :

2
F=E-TS=EO)- - d(enkT".

Remarque: Le calcul de I'entropie & basse température aurait pu étre fait a partir
d’un développement & basse température de la relation 11.7

en introduisant les développements trouvés pour I'énergie et le potentiel chi-
mique.

. Ces expressions permettent de calculer la densité de niveaux a N particules pour

Iénergie E(T) :
)

DIE(T)] = el = ¢ KerT,

soit, en fonction de I'énergie d’excitation E* = E(T) - E(0) :
D(E*) — 82. \H%J(EF)E‘ ]

Note : On vérifie, apres quelques calculs directs mais un peu longs, que sil’'on
part de 'expression de I'entropie en fonction des nombres d’occupation de
Fermi-Dirac, on retrouve bien, dans la limite des basses températures, le méme
résultat.

Solution 11.5 Nous reprenons implicitement des notations analogues a celles utilisées
pour le cas a trois dimensions.

Pour une boite 3 denx dimensions d’aire A, en considérant des conditions aux

limites périodiques, les états a une particule s’écrivent :

1 (ke tk,r)
qbl' " (x;}/) = u—-—-e‘( oty :
| VA
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avec les conditions de quantification

2l
k., = — avecl=0,+1,22...
a

2mn
ky = —— aveem=0,+1,%+2..

b

Le passage d’'une somme discréte a une intégrale se fait suivant la regle :

A
Z > G f dk,

3]

oi1 A désigne 'aire de la surface.

1. Pour la densité de matiére, on a donc :

2mkdk
o= (zg)z f o (11.15)
NS R

g 2m (T dx
p_4nh2ﬁ g l+ere’

Ou €ncore !

avec @ = .

Il se trouve que l'intégrale est analytique (faire le changement de variable
& = u); elle vaut log(1 +¢*) = loge®(1 +e™) ~ @ + ¢ . A basse température
@ » 1, la correction est exponentiellement petite ” et 'on trouve finalement

_ & 2mu

Or, & température nulle, la densité s’exprime en fonction du moment de Fermi
(Cf Eq. 11.15) sous la forme :

ke

a.

§ ;2
£ 4:“_2 =K
On en déduit que le potentiel chimique égal a I'énergie de Fermi est indépendant
de la température, a un terme exponentiellement petit prés. On pourra comparer

aucasa 3d de'Ex. 11.4.

7 Ce qui nest pas le cas dés que d # 2.
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_N_ K
P—X—SE:

on déduit pour la densité de niveaux individuels :

dN_(me

d(EF)Ed_Ej:_‘lﬂ'ﬁ_z. (11.17)

Cette densité est indépendante de I'énergie de Fermi; nous la désignerons
simplement par la lettre 4.

Pour la densité d’énergie, on obtient de fagon analogue :

g 2m f‘” X dx
Tamng )y, 1ve
avec & = fBu. Le développement de basse température {Cf le lemme de Sommer-
feld dans 'appendice mathématique) donne :

2 2 2
T:ih_k;[u‘l("‘b? ] (11.18)
87 2m 3 €g

L'énergie du systéme étant donnée par E = 74, la chaleur spécifique a surface

constante s’écrit :

dr  2x% .,

[l est remarquable que cette chaleur spécifique ne dépende pas de la densité de
matiére. Pour I'entropie, nous obtenons :

T _dt 2n?
= — = 2 :
S [) Cs e k, T

pour I'énergie :

T 2

E(T)zE(0)+f Cs(t)dt=E(0)+?d(ka)2,

0

et pour I'énergie libre :

ﬂ,z
F=E-TS=E(0)- ?d (ky T
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La densité d’états 8 N particules s’obtient a partir de 'entropie

5 rr2
D[E(T)] = % =TT,

ou encore, en fonction de 'énergie d’excitation E* = E(1T)—E(0) :

D(E") = N5

Solution 11.6

1. Les énergies & une particule, en présence du champ, deviennent :

21.2
e (k) = Eq;MJ_a
2m

Les nombres moyens d’ occupation des états s écrivent donc

1

(242

Ry = —:
]-I—eﬁ N 1)

avec pi, = g + MB. Formellement, il suffit, par rapport aux résultats sans champ,
de modifier le potentiel chimique pour obtenir la densité de chaque type de
particules. Au total, pour la densité, on trouve donc (voir 'Eq. 11.12), & basse

température :
' 272
-‘_g—(z_m)ﬂz #3},2 ]+ﬂ' ka +#3!2 ?—ka
672 \ 2 - 8 12 M p )l

{Le facteur de dégénérescence ¢ a ici la valeur 2.) Cette expression est paire par
rapport au champ. Dans la limite de champ faible, MB < €g, on ne conserve
que les termes quadratiques par rapport a B, d’our :

7 {k, T\ 3 ({MB\
+ == +={—] |

8\ u 8\ u
Par comparaison avec expression obtenue en ["absence de champ et a tempéra-
ture nulle (Eq. 11.13), on obtient :

2 2 2
1_“_("1’_"”) _é(@” (11.19)

€F

’0:

o 8 (2" anl
Tap\pr) H
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La magnétisation se calcule A partir de la différence des densités de populations
de particules :

VM 3’{2 342 - kiz,Tz 32 ”2 kETZ

+ —

Cette expression est impaire par rapport au champ. En ne conservant que les
termes linéaires dans le développement en champ faible, on {rouve :
272
gw;/arvf%%z(2m)3f’2 2| kT (11.21)
272 \ A2 24 42

ce qui, compte tenu de ’expression de i, donne finalement
M- gszB(2:?1)3”2 anl,_x 2k2T?
a? \m2) F | T2 &
) 2T2

k
2M23d(EF)l1—”—”— ) (11.22)

I

12 €

ol d{ep) désigne la densité de niveaux individuels 3 'énergie de Fermi (voir
Eq. 11.5).

. Considérons 4 présent le cas a denx dimensions. Pour la densité, on a

2 i) =g 2

comme en I’absence de champ. Ceci montre que, 4 deux dimensions, le potentiel
chimique est indépendant du champ et de la température, et demeure par
conséquent égal a I’énergie de Fermi. La magnétisation du systeme s’écrit

AM 2m
8 ar 72 —7 (e =4 )

= 2M*Bd {11.23)

M

ol1 d désigne la densité de niveaux individuels (Eq. 11.17). Remarquons que, par
rapport au cas tridimensionnel, la magnétisation ne dépend ni de la température,
ni de la densité de particules.
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Solution 11.7
1. Cas du gaz parfait

1. Les valeurs propres de ['oscillateur harmonique sont :
i 1 1
e(m, 1z,13) = ey (n + 5) +hw;(n + E) +hws(ns + 5),

ol les entiers n), 1y, 13 prennent les valeurs 8,1,2,... Noter que €(0,0,0) = %(ﬁwl +
Ficws + freos ).

2. Avec le choix proposé de I'origine des énergies, le nombre d’atomes dans les
états excités est donné par :

1
-
N'= Z Bl mrenmpwymy)—) 1’

. 10y,H3

ol les 1,1z, n3 nie sont pas simultanément nuls, tandis que le nombre d’occupa-
tion du fondamental est donné par

1

Ny

Ce dernier étant positif ou nul, i est nécessairement négatif ou nul. La fonction
N’{1) est monotone croissante. Sa valeur maximale est atteinte pour y = 0.

3. Lorsqu'on augmente N au-dela de N, les atomes s'accumulent dans I’état
fondamental du piege, voir 'Eq. 11.24.

4. (a) Dans la limite considérée, une expression approchée peut étre obtenue
en remplagant la somme sur les entiers par une intégrale triple. Le calcul
portant sur la somme des états dans le puits harmonique se calque sur
celui fait dans une boite (CfI’Ex. 11.2). A la limite Sfiw — 0, par définition
de I'intégrale de Riemann & une dimension

i hes) = du.
B w;f(nﬁ ) fo F(u) du

Que veut dire « a la limite » ? Il signifie gu’on peut négliger les variations
de f sur tout intervalle d’amplitude Sfiw.
A 3d, encore a la limite, on a

FRG Y flmfhoor, nlin, nsfhess) = f [ [ i duads,
Q 4] 0

#1,112.H3
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avec la méme condition. Condition qui est satisfaite parce que dans la
somme on n'accepte pas le point singulier #; = n; = 13 = 0 {qui est le
fondamental) & ¢t = 0. Donc le passage a la limite continue de

oD
1
343—3
Frw Z PUlenmtarnwsin)-p} |

My Ha s

est légitime et permet d’écrire

) 1 L] o oo 1
N —m\fo dulj[; duﬁﬁ dug,m'

Et pour u =10,

]_ o (2] lea) 1
r -
Nmax - ﬁ3h353 j{)\ dul ‘fuv dug ﬁ du3 ettt '

Cette derniére intégrale est analytique. En effet on utilise le développement
en série

— . [+]
1 . PatUBY i3 - Ze—k((;1+[;z+g[3)
gli+itus _ 1 | — gl vsatiss) !
k=1
Lintégrale triple se factorise, il reste
o oo 3 s 1 3
Z(f e‘k”du) = Z(E) =/(3).
k=1 W90 k=1
Et finalement
g1
4 —
Nnmx - §(3) W

{b) A nombre N de particules fixé, si 'on diminue la température, on atteint

la valeur pour laguelle N représente le nombre maximum de particules
pouvant occuper les états excités : C'est alors la température critique de la
condensation T, :
_ho| N l” ’
f ok [£03)

Numériquement, pour les valeurs indiquées, on trouve T, = 2,63 x 107 K.
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(c) A T et N fixés, le nombre d’atomes condensés Ny est donné par :
Ny = NmN;,ax(T),
ou encore

No . Now(T)
N N

La température critique T, associée au nombre d’atomes N est telle que :
N = N:ﬂ("x( TC)'

On a donc, compte tenu de laloi en T° trouvée plus haut :

05 N _

N,/N

L i " | L | 1 L L
83 06 0,7 0,8 0.9 1
TIT.

&

Figure 11.3. Fraction condensée Ny /N en fonction de la température. Ligne
continue : gaz parfait; croix : expérience.

¥ Voir Ensher et al,, Phys. Rev., Lett, 77, 4984, (1996),
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I1. Effet des interactions

1. Lorsqu’on coupe le piege, I'énergie disponible se réduit a I'énergie cinétique ini-
tiale des atomes dans le piége. Dans le cas d'un oscillateur harmonique, la valeur
movyenne de ’hamiltonien dans un état propre se décompose  parts égales en
énergie cinétique et énergie potentielle. Pour chaque atome, I'énergie disponible
pour expansion est donc égale a la moitié de I'énergie du fondamental du piege,
Au total, on a donc:

1 N
Epp = iN,E(o,(},o) = I(hwl + Ficwy + Fian ).

2. L'énergie par atome est donc indépendante du nombre total d’atomes, on
contradiction manifeste avec les données expérimentales.
I11. Equation de Gross-Pitaevskii
1. Clest une application des équations d’Euler avec un multiplicateur de Lagrange
dii & la conservation du nombre de particules N = | |#|*dr. Si on reprend les

notations du chapitre « Calcul des variations. Equations d’Euler » de 'appendice
mathématique, on remplacera f(x(#),x(t),t) par

N(N-
%gkﬁ(r)r‘.

r?.
f(6(1), V(x)) = N2 [V + NVeselg () +

Comme, on se limite a ¢ réel, on a

A = INV+ 2N(N - 1)g¢°

o
® af h* af h?
—= = 2N V it V—=2N-—-—A
ave ¢ soit Vo~ Naai?
Les équations d’Euler avec contrainte
o o of
~-V—-2NAp=0
a6 Vave N

redonnent alors 'équation GP, aprés simplification par 2N.
Montrons que A s’identifie au potentiel chimique du condensat :

1=E(N+1)-E(N).
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Désignons par ¢y la solution de I'équation GP correspondant a N bosons. On a,
en tenant compte du fait que f dépend aussi explicitement de N :

E(N+1)—E(N) = f FON+ L1, Vet Jdr— f FN, by, Vo).

Si N est grand, la fonction ¢4 est voisine de la fonction ¢y. On pose é¢ =
@n+1— s et Pon développe la fonctionnelle f au voisinage de N et de ¢, Le
développement fait apparaitre le membre de gauche de 'équation GP, et 'on
trouve finalement :

EIN+1)-E(N) = 2 f [¢fv+2N¢N5¢]d3r
_ /L

car 'intégrand n’est autre que la variation de la densité p = N¢? lorsqu’on passe
de N a N + | bosons : son intégrale est donc égale 4 1.
2. Silon néglige le terme en gradient dans 'équation GP, la densité s'écrit immé-

diatement :
1
p(r)=Nlp(m} = E(ﬂ_vext)
mw?r?
- H 1_24
4 — 2u
= —Z|i-Yy L
2 1
8 i R:‘
2
avec R; = -—‘ui
mwf.

Remarque : Si I'on tient compte du terme en gradient dans I'équation GP,
la densité ne s"annule pas brutalement en R;, mais tend vers 0 comme une
gaussienne. En comparant la solution exacte, numérique, a la solution de
Thomas-Fermi, on montre que 'approximation est justifiée.

3. Le condensat a la forme d’un ellipsoide de demi-axes R;.

4. On integre la densité dans I'ellipsoide. Les variables se séparent, et en effectuant
le changement de variable proposé on se ramene a une intégrale dans la sphére
de rayon unité. On trouve :

& 8r ( 2 )3"2 572

N=ZERRR = — (==
155 47 7T 15g \map?
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5. L'énergie d’interaction s'écrit :

1 1
By = =N'g f pl'd’r = ¢ f prd’r,

olt intégrale est étendue a ellipsoide. En effectuant le méme changement de
variable que précédemment, on trouve :

By == 'U—ER R:R 1(1 22 47u%d
fnt = zggz 148203 . —u T .
Tous calculs faits il reste :
Eiw _2
N 7"

Lénergie par atome varie donc comme N2/5. Lorsqu'on coupe Je piege, I'énergie
disponible pour 'expansion du gaz est précisément égale a I'énergie d’interac-
tion.

La figure (11.4) montre, en coordonnées log-log, un graphe représentatif de
données expérimentales obtenues au MIT. Le meilleur ajustement donne une
pente de 0,43, voisine de la valeur théorique de 2/5.

1 v I T T T T
J.685
5 4-69
w' f
en
3 1-69.5
0
1 16

Figunre 11.4. Energie d’expansion par particule en échelle log-log,

Solution 11.8

{a) Le nombre de bosons est relié au potentiel chimique par I'équation :

N Szf ilzﬂ;kdk '
2m):Jo B0
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On pose : -
Ik
X :ﬁm',

dou:

_ S 2m 7 dx

T anhB )y 7 -1
Lintégrale se calcule en prenant comme variable auxiliaire # = ¢*. On
trouve :

S 2m ( 1).
Oou encore !

Cette équation posséde une solution en z, donc en g, pour toute valeur
de N, car la fonction de i du membre de gauche, monotone décroissante,
prend toutes les valeurs entre 0 {(lorsque y est grand et négatif) et —oco
(lorsque u tend vers 0). Le potentiel chimique ne s’annule jamais, et il n’y
a donc pas de condensation de particules dans I'état k=0,

(b) On peut remarquer que cette propriété vient de ce que I'intégrale donnant
le nombre de particules N diverge en 0. Dans le cas de la boite a trois
dimensions, I'intégrale correspondante converge, si bien que le nombre
de particules pouvant occuper les états k # 0 sature a la valeur obtenue
pour i = 0. Si 'on augmente le nombre de particules dans la boite,
nécessairement elles s’accumulent dans I'état fondamental.

2. Dans le cas du piege harmonique, les énergies des états du piége sont données
par

1 |
e{ny, ny) =hwi(n) + E)Jrﬁwz(ﬂz + 5),

ol les nombres quantiques 7, 1, prennent les valeurs 0,1,2,3... Le nombre de
bosons occupant les états excités du piege, a la limite oli la somme sur les états
est remplacée par une intégrale, est donné par :

’ |
N —fdﬂlfdm@e(hwmﬁﬁwz”z‘”)—1.

La valeur maximale N, . est obtenue pour =0, et'on a alors :

, 1 o e 1
Nmax_m‘[o‘ duth; duzm.
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72

Comme a I’Ex. 11.7, on montre que I'intégrale est égale 4 £(2) = o =~ 1,645.,,
La température critique de condensation pour N bosons est obtenue lorsque
N =N, ., soit:
2 K12
6 (@)

Solution 11.9
1. Les photons ne se conservent pas. Leur nombre, a une température donnée et

dans un volume donné, est une variable dynamique qui résulte de la minimi-
sation .cle l’é.ne_rgie libre ; g—; = 0. Cette équation exprime précisément que le
potenticl chimique des photons est nul.

2. A l'approximation continue (semi classique) le nombre de micro états dans
I'intervalle d’énergie considéré est donné par la fonction de partition micro

canonique, soit

1 Vv
p(w)dw=2><-§f dpdq=2~§4;rf p*dp,
h e et h We| e

N . _— . how
ol le facteur 2 tient compte de la polarisation et comme ici [p| = —, il reste
C

V w?
plw)dw = ;?dw.

Le nombre de photons dN(L,w) sera obtenu en multipliant cette densité par
le nombre d’occupation des photons 2 'énergie correspondante ; ce qui donne
bien I’Eq. 11.8 proposée.

3. Le découplage de la matiére et du rayonnement implique que dN(L',w’) =
dAN(L,w). Laloi d’échelle sur L et w montre que la fonction ne change pas, avec
une température 7" = T/ .

4. On trouve pour I'énergie I'expression :

mir?

— _ 4
E_fo fiwdN{L,w) = T5h {k, TY7,
d’on .
C.— 4rL” 4. 3
TR
et 23
- Ar L’ 4. 3

T 45R33 T T
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5. Les lois d’échelles sur L et T impliquent que 'entropie demeure constante au
cours de 'expansion.

6. On obtient u{w) en multipliant dN{w, L} par Aw, ce quWon a fait pour calculer

I’énergie :
3
w
ww)=————.
(w) 7203 fhw _ ]
Cette fonction présente un maximum pour une valeur w,, solution de I'équa-
tion :
~Phitsy, _ ﬁﬁwm
€ =l
3
7. On en déduit :
kT
Wy =0——.
i ﬁ

8. On trouve numériquement T = 2,725 K.

9. Si L? varie comme £2, alors la température T varie comme 1/¢2, puisque le
produit LT demeure constant au cours de I'expansion. Si t; désigne I'dge de
I'Univers au moment du découplage et t I'age actuel, T; la température au
moment du découplage et T la température actuelle, on a donc :

ti=1t T v
qd= Td H
soit t; = 400000 ans.

Solution 11.10

1. Lestimation de la durée de vie s’écrit :

i
At
~107%s. (11.25)

pour AE = leV, Rappelons qu'un nucléon traverse le noyau en environ 10722 s,
ATéchelle de la dynamique nucléaire, ces résonances ont une durée de vie treés
longue.

2. On a plusieurs dizaines de milliers de résonances par MeV.
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3. Il est surprenant que les données puissent étre analysées 4 I'aide d’'un modele de
gaz de Fermi : la matiere est un liquide, dont on pourrait penser que ses consti-
tuants sont fortement interagissants. En fait, 'interaction nucléaire est prise en
compte dans I'établissement d’un champ moyen, dans lequel les particules se
déplacent quasi librement. Cette image, qui doit étre affinée pour tenir compte
de I'interaction résiduelle (essentiellement une interaction d’appariement qui
conduit 2 la superfluidité nucléaire), est a la base du modele en couche nucléaire,
et permet de comprendre 'existence des nombres magiques®,

Le parametre de densité de niveaux est directement reli¢ a la densité d’états
individuels a I'énergie de Fermi. Or, justement, cette densité d’états n’est pas constante
a travers la table de masse. Les couches sont constituées de groupes d’états séparés par
des écarts {gaps). Les noyaux magiques correspondent & des fermetures de couche
pour lesquelles la densité de niveau diminue brutalement : c’est ce qui explique les
fluctuations de 4, qui ont lieu précisément pour les noyaux magiques.

Solution 11.11
1. L'énergie libre de Gibbs s’écrit :

G=E-TS+PV
et sa différentielle :

dG=dE-TdS-SdT+PdV+V dP.

Or
dE=TdS—PdvV,
d’ou
dG=-5dT+V dP.
On en déduit ;
oo )y 06
“Tarl VT ply

En écrivant que les dérivées croisées ne dépendent pas de I'ordre dans lequel
elles sont prises, on obtient :

@
arlr’

ov
Z}?LD

® On pourra consulter 4 ce sujet Le Monde Subatomique, Luc Valentin, Hermann.
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Dol av
1

Ty= -2 .

o) V@T‘P VapIT

On est donc ramené, pour étudier &(T), 4 étudier la variation de I’entropie avec
la pression.

1485

2. La contribution des phonons a I'énergie est donnée par

v e(k)
Eph—(zn)afeﬁe(k)_ldk. (11.26)

Dans le cas des grandes longueurs d’onde, le calcul se calque sur celui des
photons (sans ['effet de polarisation). On a alors, en désignant par c la vitesse du
son

E, = =
TR )y R 1 (ho)? s

gr—1

1% * hke 4mk? i(kb]”)‘1 f"" %
0

Lintégrale vaut % {voir 'appendice mathématique), d’oli finalement 1° :
vl kT
Epn = 30 B33
La chaleur spécifique s’obtient & partir de la définition dE = CypdT. Ici :

2vrt kT
T

D’oli 'entropie :

s _ITC dt 2vet kT
P TV T Tas me

3. La contribution de la branche rotonique s’obtient en approximant la relation de
dispersion par une parabole au voisinage du minimum. Lapproximation sera
aussi valable a basse température.

On remarque également que I'argument de 'exponentiel dans le facteur d’occu-
pation des bosons (Eq. 11.26) est supérieur 2 A/kT, soit environ 8 2 1 K, et plus

1% On a étendu la partie linéaire phonon du spectre a Iinfini, alors qu'il aurait fallu la couper au moment
ol elle s’infléchit vers la branche rotonique, ce qui correspond 4 des énergies de I'ordre de 10 K. A basse
température, approximation est justifice.
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a température inférieure. On peut donc négliger le facteur 1 au dénominateur
de l'intégrale donnant E, Dans ces conditions :

oo B20k— ke )2\ _gf o it Gkel?
E;— = v f A4 u_ e ’Bl&-'— Znr ]4ﬂk2dk
(2r) 2m*

co 12 (ki 12
_122( [ Rk o J),
2 6‘,6’ 0

il

Une bonne approximation peut étre obtenue en remarquant qu’on peut étendre
la borne inférieure de I'intégrale & moins I'infini. L'intégrale est alors analytique

et vaut
’Zm*?r m*
A 2
e B ?__ (kﬂ + —F)

Par dérivation on obtient alors que

kT m* k%r
At [rﬁkz] (T)’ l(kT 2)Je ‘

Comme ;{fj—, reste, méme a basse température, de 'ordre de unité, on peut

Via  [2rmtk,T
i h?

1"

négliger le terme en T2 de cette expression.

La contribution de la branche roton a la chaleur spécifique se calcule a partir de
la relation :
dE, = C,dT.

En ne conservant que les termes dominants de E,, on obtient :

Vikiky [2rmk,T[ A? A 3} s
C(T)=—22 ./ Fo— Sl BT,
(1= 2 [(kb:r)z ka"LJe '

d’oti 'entropie, qu'il faut calculer numériquement : $(T) = J(;T C,(t)%—t.

. Une augmentation de pression produit deux effets :

— le liquide devient plus rigide, la vitesse du son augmente, donc Cpy, ~ 1/¢3
diminue,

— le gap rotonique diminue (tendance a la solidification), donc C, augmente a
cause du terme exponentiel.
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La variation de I'entropie avec la température en découle :

— & basse température, les excitations au voisinage du gap ne sont pas peuplées,
a cause du facteur exponentiel exp(—-h%,), seuls comptent les phonons. A
température constante, 'entropie diminue avec la pression (comme Cyy,), et
par conséquent le coefficient de dilatation thermique est positif;

— quand la température augmente, le gap rotonique diminuant, sa contribution
a 'entropie augmente (comme C,), et cette tendance devient méme domi-
nante : d5/dP devient positif, Il en résulte que a(T) change de signe et devient
négatif.

Solution 11.12

1. Plagons-nous au voisinage du zéro absolu. L'énergie cinétique est alors d’origine
purement quantique : elle résulte de la localisation des atomes. Les atomes en
phase condensée se trouvent & une distance les uns des autres de 'ordre du
coeur dur o La largeur en impulsion se confond avec la racine de I'impulsion
quadratique moyenne, puisque la valeur moyenne de I'impulsion est nulle.
Dol :

h
Ap= ()= . (11.27)

L’énergie cinétique, pour une particule de masse 1, s’écrit :

PR At ()i a?

A —_ 11.28
2m  2mac?  2mct ol ( )

Pour un atome d’hélium-4, dont I'énergie de masse mact est d’environ 4000

MeV, on trouve une valeur :
2

LENNYN'S (11.29)
2my

L'énergie de point zéro est donc du méme ordre de grandeur que I'énergie
potentielle : on congoit que I’hélium-4 au zéro absolu ne solidifie pas. Pour un
atome d’hélium-3, Iénergie cinétique est dans le rapport 4/3, Ceci se reflete dans
le fait qu'un atome d’hélium-3 dans ’hélium-4 n’est lié que par 2,49 K, au lien
de 7,15 K pour un atome d’hélium-4,

2. Ala surface du liquide, la densité est plus faible, le confinement également, ce
qui diminue I'énergie de point zéro. Une poche de potentiel peut ainsi se former.

3. Soit A l'aire de la surface du liquide. Plagons les axes x,y parallelement & la
surface, 'axe z perpendiculaire a celle-ci. En prenant des conditions aux limites



308

CHAPITRE |1, FLUIDES QUANTIQUES

périodiques sur les bords de la surface, les fonctions d’onde individuelles ont la
forme : :
_ (kg Koy )
e y,2) = —=(z) & Y, (11.30)
VA
avec les conditions de quantification sur les composantes du moment a deux
dimensions k :

2f

ke = 2T avec£=0,+1,42. (11.31)
73
2mm

k, = 5 avecm =0, x1,x2... (11.32)

La fonction (z) désigne la fonction d’onde de I'état lié de surface, normalisé &
l'unité, solution de I’équation :
W Ay

" V3(2h(z) = g (z) (11.33)

et les énergies individuelles sont de la forme :

Ep = £0+ —K°. (11.34)
2??13
Limage est donc la suivante : les états forment un disque de Fermi a deux
dimensions, basé sur I'état lié dans la direction z. La 3¢me dimension du systeme
est limitée a la largeur de la fonction d’onde ¥(z).

. Les données expérimentales montrent deux plateaux, suivis par une évolution

linéaire en fonction de la couverture en hélium-3.

A basse température, la structure en plateaux dépend peu de celle-ci. A 250 mK,
elle est completement lissée. On interpréte ces plateaux comme étant la signature
d’états de surface bi-dimensionnels.

La pente de chaque plateau s’interpréte comme un effet de masse effective : dans
leur mouvement, les atomes d’hélium-3 mettent en mouvement les atomes
d’hélium-4 de la surface (ou, si 'on préfere, géneérent des ondes de surface), et
cet effet est équivalent 4 une augmentation de la masse de 'atome d’hélium-3.

Le fait qu'on observe deux plateanx indique que le potentiel de surface est assez
attractif pour contenir deux états liés. Sur chaque état lié (dans la direction z) se
constitue un disque de Fermi, et lorsque la densité augmente (au-dela de ~ 0,7
couche atomique), les deux disques de Fermi sont occupés : a basse température,
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la magnétisation subit alors une quasi-discontinuité, correspondant au fait que
la densité de niveau a 2d, idéalement, ne dépend pas de la densité.

Le fait que la magnétisation augmente régulierement, au-dela d’environ 1,4
couche atomique d’hélium-3, correspond au fait que les états de surface sont
saturés, et que les nouveaux états occupés par les atomes s’étendent dans tout le
film d’hélium-4 : le systéme devient tri-dimensionnel.

Cette interprétation est confirmée par les données concernant la contribution

des fermions 4 Ia chaleur spécifique du systeme !,

Solution 11.13 Considérons un gaz de photons contenu dans une enceinte munie d’'un
petit trou de surface dS. Les photons d’énergie fick s’échappant de 'enceinte pendant
Iintervalle de temps df, avec un angle 8 par rapport a la normale, se trouvent dans un
volume délimité par I'angle solide 27 sin 848 s’appuyant sur I'élément de surface, et a
la distance ¢ dt cos @ de la surface. Lénergie émise par ces photons pendant dt s’écrit
donc, compte tenu des deux états de polarisation possibles et de la distribution de
Bose-Einstein :

_,¢ dtcosg2nsin@dedS  hick

dE .
(27) 3 PRk _

D’ou la puissance émise par unité de surface, en intégrant sur toutes les valeurs

possibles de k :
1 (™ hkk*dk (2
=— —_— in#cos 6d6.
2:r2_£ o L sinfcos

En utilisant la valeur de /3 (Voir 'appendice mathématique), cette expression se met
sous la forme :

P=oT4

avec
n? kg
F=——=.
60 B3 c?

Numériquement, on trouve o = 5,67 x 1078 Wm™ K™.

1 On pourra se reporter a 'article de revue de R.B. Hallock : The Properties of Multilayer 3He - 4He Mixture
Films, Prog, Low Temp. Phys., ed. W.P. Halperin, (North Holland, Amsterdam), vol. XIV, ch. 5, 321-443,
1995,



310 CHAPITRE | ], FLUIDES QUANTIQUES

Solution 11,14

1. La Terre se trouve & une distance d = 150 millions de kilomeétres du Soleil. A
cette distance, chaque meétre-carré re¢oit une puissance S donnée par :

Ps

S= 4rd?’

s0it, numériquement, $ = 1368 W.

2. Désignons par R le rayon de la Terre. Elle intercepte I'énergie solaire propor-
tionnellement 4 7R? et répartit en moyenne cette énergie sur toute sa surface.
Chaque meétre-carré de Terre recoit donc une puissance égale 4 :

xR* 8

pe s
soit 342°'W.,

3. Enlabsence d’atmosphére, 'équilibre radiatif de la Terre s’obtient en écrivant
que la puissance reque par la Terre est égale a celle qu'elle rayonne, compte tenu

de 'albedo de sa surface : s

4
On trouve ainsi une température T; = 255 K, ou-18°C.

(1-A)==0oT:

4. Dans le modele considéré, aucun rayonnement émis par la Terre ne traverse
Patmosphere. Vu depuis I'espace, il n’y a que 'atmosphere qui émette vers
Pextérieur. Un premier bilan &’équilibre s’obtient en écrivant que ce que le
systéme recoit du Soleil est égal a ce qu'il émet :

(1-A)§=0T3.

La température d’équilibre de ’atmospheére est la méme que la température
trouvée i la question 1 pourla Terre. La Terre, pour sa part, recoit le rayonnement
solaire, non filtré par I'atmosphére, et le rayonnement de I’atmosphére, qui
rayonne non seulement vers I'espace, mais aussi vers le sol. On a donc:

(1-—A)§+0'Tj:o-Tf.

Il en résulte que la nouvelle température d’équilibre de la Terre est donnée par
I’équation :
S
2(1 _A)Z =T}
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Elle est donc 2'/* plus grande que précédemment, et vaut maintenant 255x2'/4
=303 K, ou 30°C.

5. Le modeéle proposé se traduit par I'équation :
S 4 4
(I—A)Z +edT*=0cT".

Avec € =0,4 on trouve T = 289,6 K, soit 16,5°C. Ce modele, encore trés grossier,
est en meilleur accord avec la valeur empirique.

6. Imaginons que le rayonnement incident augmente un peu. La fonte des surfaces
enneigées ou glacées diminue 'albedo de la planéte, ce qui entraine une plus
grande absorption, et donc une fonte accrue. Dans le cas d’une dimination du
rayonnement incident, c’est I'inverse : I'augmentation de albedo implique une
diminution accrue du rayonnement absorbé. On voit que I’équilibre radiatif de
la planéte est instable. Il existe denx situations stables : une Terre completement
recouverte de glaces, et une Terre dépourvue de toute glace.

Solution 11.15 La puissance émise P, s’écrit, sous les hypothéses faites :
P.=EoT!
La puissance recue de 'environnement est :
P, =EcT,.
Le bilan s’écrit donc, pour une surface de peaun S:
P=ESo(T!-T?}) ~ AESoTAT.

Pour une température ambiante de 300 K et un AT de 10 K, on trouve, pour £=10,7,
P = 86 W. Le métabolisme de base correspond a 11 millions de | par jour, soit une
puissance d’environ 130 W. Les trois quarts de cette puissance sont donc utilisés pour
maintenir le corps a température constante.

Sila température de environnement diminue, I'énergie dépensée augmente et peut
devenir comparable au métabolisme de base. C’est ce qui explique qu'une personne
tombée 4 'eau en pleine mer ne puisse survivre que quelques minutes.
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Le nez dans les étoiles

Solutien 12,1 Le nombre de recombinaisons est égal au nombre de protons, soit

30
% ~1,2%10%,
L'énergie disponible est donc

BE=1,2x10"7x13,6 = 1,6 x 10°% &V,
soit 2,6 X 10%° . Comme L = E/7", on peut calculer

_2,6x10%”

W =6,5% ]012522,2X1053DS.

Cette valeur est incompatible avec I4ge de la Terre, dont les géologues et les paléon-
tologues, a la fin du 19¢me siécle, fixaient déja a une borne inférieure a plusieurs
centaines de millions d’années (érosion, dépdts sédimentaires, évolution des especes).

Solution 12.2

1. La masse de gaz qui a donné naissance au Soleil peut étre considérée comme
isolée, donc son énergie se conserve. Si E est son énergie actuelle, une énergie

—E a donc été rayonnée. L'age de I’étoile est de 'ordre de :
E
T s,
L
Numériquement, on trouve E ~—1,14 x 10*! ], et 7= 9 millions d’années.

2. Sile rayon diminue de moitié, 'énergie mécanique a varié de :

2
AE= f—OGMé(RiO - 1%) = 23_0(;2;{0.
L'intervalle de temps écoulé est donc donné par :
3 GM}
20 RoL’

soit 4,5 millions d’années. Cest bien court!
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Solution 12,3 Les protons et les électrons sont considérés comme des gaz parfaits,
A une température donnée, leurs énergies cinétiques sont égales, ’énergie cinétique
totale est égale au double de I'énergie cinétique des protons, soit —E. La température
est alors obtenue 4 partir de la relation :

B.=-E=>
T2

(2N T,
olt Np désigne le nombre de protons calculé a 'Ex. 12.1 et E Iénergie obtenue a I'Ex.
12.2. Numériquement, on obtient :

1,14 % 104!

= =2,3x10° K.
3x1,2% 1057 x 1,38 x 10-23

Il s’agit 1a d’une température moyenne sur tout le volume de I’étoile. Au centre, la
température est plutdt de ordre de 10 & 15 millions de degrés. A cette température, les
protons ont une énergie de I'ordre du keV.

Remarques:

1. Cette énergie, bien supérieure a 'énergie de liaison de 'atome d’hydrogene, est
donc cohérente avec ’hypothése du plasma.

2. Notons que si 'énergie de I'étoile augmente, son rayon augmente également, et
cette augmentation adiabatique de volume tend a refroidir le gaz. Autrement dit,
le rapport dE/4T (la chaleur spécifique) est négatif! Uéquilibre gravitationnel
d’une étoile est donc stable, §i, localement, les réactions nucléaires s’emballent,
la thermalisation de I’énergie produite va engendrer une dilatation de I’étoile
qui Soppose A cet emballement.

Solution 12.4 On peut faire le calcul comme a I'Ex. 12.1. Mais il est plus simple de
remarquer qu'on a quatre fois moins de noyaux d’hélium que de protons, et qu'ils ont

26.7 % 108 _
fourni STV fois plus d’énergie. Le temps trouvé pour la combustion chimique

doit donc étre multiplié par ~ 0.5 X 10°. Soit 100 milliards d’années. En réalité, les
réactions de fusion n'affectent que la partie centrale du Soleil, et 'on estime qu'environ
10 pour cent seulement de Phydrogéne sera transformé en hélium. D’olt une durée de
vie de I'ordre de 10 milliards d’années. Le Soleil actuel serait donc & mi-course.
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Solution 12.5

1. Dans le référentiel lié an centre de masse des deux noyaux, la particule fic-
tive qui franchit la barriére par effet tunnel est affectée de la masse réduite
i = mymyf(my + my). Désignons par rg la distance des noyaux pour laquelle
I’énergie E relative est égale au potentiel coulombien. En discrétisant la barriére
coulombienne, le coefficient de transmission s'écrit comme un produit de fac-
teurs élémentaires, donc comme ’exponentielle de la somme (Uintégrale) des
facteurs de Gamow élémentaires, soit :

/2
i (2,2, |\
G=2 ﬁ_zj: (_r —E) dr.

Lintégrale est analytique et Pon trouve :

24 E E E
=277 21/— Je=—af={1-=
G 1258 WE arccos Vs VB( VB)

2. Lerapport E/ Vy est trés petit devant 1, puisque, comme nous I'avons vu, E est
de Pordre du keV et Vg de I'ordre du MeV. Le crochet est donc proche de 7/2,
d’ot1 le résultat annoncé.

Solution 12,6 Considérons une particule de type 2, de vitesse v;. Le flux relatif de
particules de type 1 avec une vitesse comprise dans un volume dv; autour de v; est
donné, compte tenu de la distribution de Maxwell des vitesses, par :

32
ny|vy - v;| ™ e‘”‘s}dv
Wvr=val{o e T 1

Le taux de collisions w(E)dE pour une énergie relative comprise entre E et E + dE
s'obtient en tenant compte de la section efficace de collision o et en intégrant sur
toutes les vitesses des particules 1 et 2 dans le domaine D défini par

%,u(vg —-v)? e (E E+dE).
Soit

3)"2 3;{2 a2 myvd
el 11y S(E)J’ g
_ _ : . (121
w(E)dE nlnz(ZﬂkgT) (ZJTFCBT) X 7 Dlvl vale T dvidvs, (12.1)
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On fera le changement de variables qui introduit la vitesse du centre de masse des deux
noyaux et celle de la particule relative,

V=¥V2—V¥V,

MV = 1V + Vs,

ot M = m) + my. Soit || le jacobien de cette transformation. Son déterminant vaut I,
E'intégrale se calcule alors aisément en remarquant que

miv: + myv2 1
O By M2
2 2
et que
2E
1/3d‘lr'= —2dE
i

On trouve alors apres intégration sur V et simplification :

4?’11?‘12

£
G Ty D 9

w(E)dE =

Solution 12.7 Il suffit de multiplier le taux de collision par la probabilité de franchis-
sement de la barriére tunnel, et d’intégrer sur toutes les valeurs de Iénergie relative

E:

w= T f sEyeVE g,
(2m) 12 (kpT)3/?

Le franchissement de la barriere augmente rapidement avec I'énergie, mais le facteur

de Boltzmann I'emporte quand I'énergie augmente. En conséquence, 'exponentielle

présente un maximuum trés prononcé pour la valeur qui annule la dérivée de 'exposant.

Cette énergie Eg a pour expression :

23
Eg= (kBTT) E3

Sa valeur est intermédiaire entre I'énergie thermique et la barriére coulombienne.
La méthode du col est indiquée paragraphe 13.2 de 'appendice mathématique. La
fonction f(E) a icila forme :

E
fB) =\ + o logS®
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et une valeur approchée de I'intégrale :
f B 4p

2T f(EG),

f7(Eg)

En négligeant la variation de S(E) autour de Eg, on obtient, tous calculs faits :

est donnée par:

e A(2ER)V/®
© Gw' e T)

B Y
mmS(Ea)e 3(‘”‘31')

Solution 12.8

1. Pour la réaction de fusion de deux protons, on a Z; = Z = 1, u = mp/2.
Calculons Ep par la formule 12.3 de I’énoncé. Le plus simple est de la réécrire

342
EB = chzsrzleZ% (;—)
C

pour utiliser 1a constante de structure fine. On obtient donc

1
Ep=938,3x71°————— =0.493MeV.
(137,036)2

Les deux protons étant indiscernables, un facteur 1/2 doit étre introduit dans
Pexpression de w. La densité moyenne de protons dans le Soleil est de 10%° m™
{obtenu en faisant le rapport de la masse du Soleil a celle d’'un proton et au
volume de la sphere solaire). Au centre du Soleil, on prendra donc cent fois plus :
1) = ny = 10°2 m™. Compte tenu de la valeur de S, en prenant k3T = 1 keV et en
exprimant masse et énergie en keV, on trouve w= 1,93 x 10'* m= s~'. Comme
4 chaque paire de protons correspond une libération d’énergie de 13 MeV, la
puissance produite est d’environ 400 W m™, ou encore 5X 10~ W kg,

2. Levolume V' = 4/37R" oi1 ont lieu ces réactions nucléaires est tel que 400XV’ =
L =4 x10%. Le rapport des volumes V’/V vaut environ 0,57 X 107, soit une
sphere de rayon 1/11 du rayon de I'étoile.
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3. Le métabolisme de base d’un adulte est, en proportion, beaucoup plus considé-
rable ! En effet, le bol alimentaire journalier de 2800 kcal correspond 4 environ
11 millions de Joules, soit une putssance de 130 W. Pour un individu de 80 kg,
cela fait environ 1,5 W kg™,

Solution 12.9 Le nombre de noyaux Ny, est donné par le rapport M /#1p,. Le nombre
d’électrons est le double de ce nombre (I’étoile est électriquement neutre}. D’ou la

densité électronique ;
=2 oM (12.2}
O™ 4n e '

et le moment de Fermi :
5 \1/3
kp = (3?1' ,0) .

Solution 12.10 Uénergie gravitationnelle est en 1/R. La dépendance en R de I'énergie
des ¢lectrons se lit dans les termes Vp*/? et Vp?2. Comme p est en 1/V, ces deux
termes sont en 1/R et R respectivement. Tous calculs faits, on trouve :

3
@ = ~5-Gz4><10—“51,
he (33 6m2 \M?
= 22 ~9,2%10° §I,
B 4;12(4:1) (mHe)
m*c { 9n
3nh

243
y = ) 3,7 x 1018 SI,
21mpe

ou l'on a utilisé 'Eq. 12.2 pour p et m est la masse de I'électron.

Solution 12,11 La minimisation de 'énergie par rapport a R donne :

. BM*? — aM*
- yM2/3 ’

qui n’a de solution que si BM** > aM?. En explicitant toutes les constantes, on

obtient :
ﬁ 3/2
M<Mg Z(—) .
5

Numériquement, on trouve My = 3,5 X 10°® kg, soit environ 1,7 masse solaire.
Pour M < My, le rayon d’équilibre se met alors sous la forme :

2/374/2
_ e sy (M
R‘\/;(M"M) [l (Mo) ‘
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Solution 12.12
1. Pour une masse M égale a celle du Soleil, on trouve un rayon de 3,5 x 10° m, un
nombre d’électrons de 6 x 10°¢ (le double du nombre d’atomes d’hélium) et une
densité glectronique de 3,37 x 10 m™. Le moment de Fermi correspondant
est de 4,64 % 102 m™', d’ott fkpe = 1,46 X 10712 T ou 0.91 MeV. C’est environ le
double de I'énergie de masse d’un électron.

2. Lénergie de Fermi ep = (fR*k2c? + m?c* est de 1 MeV, ce qui correspond & une
température de 1,2 X 10'° K, bien supérieure i la température de Pétoile en fin

de nucléosynthese.

3. Le nombre d’ions est égal a T soit environ 3 x 10°°. Leur pression, donnée

par pV = NkgT 4 une température de 107 K, est de 2,3 x 10% Pa. Calculons la
pression quantique du gaz d’électrons lorsqu’ils sont ultrarelativistes. Dans ce

4/3 )
cas,ona P, =1 f, = 4’::2 (3?r2p) / (voir Eq. 12.5), soit environ 3,7 X 10% Pa. La

pression des électrons est plus de cent fois plus grande que celle des ions.
Solution 12.13 La densité neutronique est donnée par p = niwv’ avec V = JrR3.

Le moment de Fermi des neutrons s'en déduit : kp = (37%p)!/3, ainsi que I’ energie
2

o f
cinétique E, = %pEFV, ol ep = z—k%
n
Solution 12,14 L'énergie totale est la somme de I'énergie cinétique quantique et de
I'énergie potentielle gravitationnelle :
3R, 3GM?

E=gamfV 57

Le premier terme est en 1/R?, le second est en 1/R, Soit

ﬂdz h{ﬂB
E=—oo 46—,
R TR

aved

3 GM* P n (9ﬂ)2f’3
- — e == .
8/3
5 R 5 2m®® \4
L'énergie est donc minimale pour un rayon cbtenu en minimisant Uexpression de
I'énergie par rapport & R. Tous calculs faits, on obtient :

(9n)2f3 |

4 Gmg!a M3
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11 est remarquable que le rayon de I'étoile a nentrons soit d’autant plus petit que étoile
est massive.

Solution 12.15 Pour T =10’ K, on trouve R = 12,3 km, p=0,15 fm™ et ep = 55 MeV,
On a donc kT/er ~ 1.5 107, et I'approximation de température nulle est donc
amplement justifiée.

1
Solution 12.16 L'énergie mécanique de 'objet, Eﬂw2 -

L [2oM
_1/_R ,

Compte tenu de la relation trouvée pour R en fonction de M, on trouve numériquement
que la vitesse de libération atteint la vitesse de la Jumiére pour une masse d’environ 3,4
fois la masse du Soleil. Les étoiles & neutrons de masse supérieure finissent donc en
trou noir, d’oil rien, pas méme la lumiére, ne peut s’échapper.

doit étre nulle. Dol

Remarque : Il ne s’agit 1a que d’un ordre de grandeur. En effet nous avons négligé les
effets de relativité, restreinte et générale. Il se trouve qu'une approche plus rigoureuse
confirme le résultat obtenu ici.
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Appendice

Solution 13.1
Appliquons les régles précédentes (ol x(¢) est maintenant remplacé par y(x)) ; il
faut écrire I'équation d’Euler pour la fonction

y\/1+y’2+,1\/1+y'2.
Soit P
- _ - = 1 :2): .
(Eiy dx@y’)((y-'-/n 4 0

Soit a résoudre I'équation différentielle

d ¥
l+y?=— +4 . 13.1
A1ty dx((y )W] (13.1)

11 est (assez) naturel de chercher une selution de la forme

y+k=Ccosh Ay

En effet comme +/1+y2 = cosh™z*%, on voit que I'Eq. 13.1 est automatiquement
satisfaite dés que A =k. D’oll

X—Xp
-4

y = Ccosh

Ecrivons maintenant les conditions aux limites :
X
Ccosh vl —~A=0,

a—xn

Ccosh -A=0,

On en tire gue 2xy = a et finalement que

x—af2 hE-/}-
= COS oI

y=C (cosh

On a donc obtenu I'équation ¢’une chainette.
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On déterminera C par la contrainte (13.19). Ce qui donne I’équation implicite
pour C:

.. a
I =2Csinh Yok

Solution 13.2
Le point fixe x* est solution de I'équation

>3]
x=—{x+-]
2 X

soit x* = v/a. Comme f'(x*) = 0, ce point fixe est stable, il est donc limite de la suite x,
quel que soit xg.

C’est un moyen de calcul extrémement rapide de +/a. Par exemple, pour a = 2,
en partant de xp = 2, en trois itérations seulement, on a déja V2 avec une excellente
précision.

Solution 13.3 Pour que les x,, restent dans I'intervalle [0, 1], on prendra 0 < 2 <4. Le
point fixe x* est solution de I’équation

x= Ax{l—-x}.

1
Soit x* = l_'j' On voit facilement en calculant f/{x*) qu’il est stable si 4 < 3. Si

3 < A < 14 V6, la suite n’est plus convergente, mais les suites paires et impaires le
sont. Il suffit d’étudier la suite x,12 = fIf ()] = f?{x,) ; on cherche ses points fixes
et on étudie leur stabilité. Pour des valeurs de A supérieures, apparaissent ensuite des
périodes 4,8,--+,2",

Pour A =4, il se trouve qu'on peut, par une astuce, exprimer x,, comme fonction
de n et xp et exhiber le chaos. En effet, posons

X.= sin’ A, avec 0«8, <1,
I’Eq. 13.32 s’écrit
sin? 0y =4 sin’ 70, cos’ 76, = sin” 276,
qui se résout, a cause des limites de 8, en

8,1 =28, mod 1.
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Soit
8, =270, mod 1.

Si on écrit # en base 2, le passage n — 1+ 1 revient a décaler de un cran vers la gauche
I’écriture en base 2 de 8,,. I’oi la sensibilité extréme aux conditions initiales : une
modification de la ni¢me décimale change completement la nieme itération !.

Une autre fagon de voir est d’écrire

x, = sin?(2"méy),

puis de tenter de dessiner la fonction x,{8) pour n grand. Uextréme dépendance en
By est évidente,

Commentaire : Cette situation est caractéristique du chaos. Le systéme est régi par une
loi trés simple  (I'Eq. 13.32), mais comme il est humainement impossible de connaitre,
dans un probleme réel, toutes les décimales de la condition initiale, on ne peut rien
prévoir & partir d’un certain rang.

' 1l en serait évidemiment de méme dans une écriture 2 base 10,
? Voir Varticle original « Simple mathematical models with very complicated dynamics », Robert May in
Nature, Vol. 261, june 10, 1576
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« Une introduction fort utile a Papprentissage de la physique statistique
qui donnera le gotit d’en savoir plus »

Préface d’Edouard Brézin

HUBERT KRIVINE & JACQUES TREINER
LA PHYSIQUE STATISTIQUE
EN EXERCICES

« Si I’analyse de la matiére en molécules, atomes, noyaux, etc., a eu bien des succes,
elle est loin de répondre a elle seule aux questions que nous nous posons sur son
comportement. Pour la reconstruire a partir de ses constituants, il a fallu développer
une autre approche. En 1872 Ludwig Boltzmann comprit que Ientropie — concept
macroscopique — était le résultat de la distribution statistique des configurations
moléculaires microscopiques. Moment historique ou le lien entre la constitution et le
comportement s’établissait.

Le gigantisme du nombre de particules qui constituent le moindre grain de matiere
venant a notre aide, on remplace un calcul détaillé par des probabilités.

Les fluctuations statistiques sont, en pratique, éliminées par ce nombre colossal auquel
Jean Perrin, aprés avoir mesuré en 1909, donna le nom d’Avogadro.

Ce livre de problémes est en réalité un vrai cours de physique statistique. Il combine
des exercices classiques indispensables et d’autres fort originaux. Des appendices
mathématiques viennent au secours de ceux qui peinent avec la surface de la sphére a
n dimensions ou le calcul des variations.

Les auteurs ont apporté toute la richesse issue de leur expérience de chercheurs mais,
forts de leur connaissance approfondie des difficultés que rencontrent les étudiants
dans cette discipline, ils ont choisi d’écrire un traité ou la physique est abordée par des
problémes. »

Edouard Brézin, de ’Académie des sciences (extraits de la préface)

En faisant comprendre par des problemes soigneusement corrigés et longuement
commentés comment marche la physique statistique, les auteurs s’adressent
principalement aux étudiants qui sont en troisieme année de Licence et en Master de
physique.

Hubert Krivine et Jacques Treiner ont effectué leurs travaux de recherche dans le cadre du
Laboratoire de physique théorique et modéles statistiques de I'université d’Orsay et leur
enseignement a université Pierre et Marie Curie, a Paris.
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En couverture : Pierre Bruegel I'Ancien, La danse de la mariée en plein air,

1566, huile sur bois, 119 x 157 cm, The Detroit Institute of Arts, Erars-Unis.



