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AVERTISSEMENT

Le présent ouvrage est le quatriéme des cing tomes d’'un Cours de Mathémati-
ques écrit a I'intention des éléves des classes de Mathématiques Supérieures et de
Mathématiques Spéciales (types M, M'; P, P' et T). Il est conforme dux
programmes actuellement en vigueur; en particulier, ia bréve étude des séries
trigonométriques et des séries de FOURIER qui figurait dans les éditions precédentes
a été renforcée.

Au prix de quelques compléments, nous avons fait en sorte que l'ouvrage soit
utilisable par les étudiants du premier cycle scientifique des Universités et par les
candidats aux concours de recrutement des professeurs de mathématiques.

Conscients du fait qu'un cours de mathématiques peut s'organiser de bien des
Jagons, et désireux de respecter le choix des professeurs — auxquels nous n'avons,
naturellement, pas Fintention de nous substituer — nous avons groupé duns chacun
des cing tomes un ensemble cohérent auquel le lecteur pourra se reporter sans
hésitation.

Les deux premiers tomes sont consacrés a {'Algébre et 4 ses applications a la
Géométrie. L’Analyse fait Fobjet desTomes 3 et 4. Tome 3 : Topologie et éléments
d'analyse; Tome 4 : Séries, équations différentielles et intégrales multiples. Le
dernier tome traite des Applications de I'Analyse 4 la Géomeétrie.

o Nous nous sommes efforcés de respecter au maximum lesprit des program-
mes; il nous est toutefois arrivé de traiter certaines questions sous un angle plus
général que celui qui y figure explicitement. Nous l'avons fait avec modération ; ¢est
ainsi que nous avons étudié quelques généralités sur les modules, cependant suns
aller jusqu'a la notion de module de type fini.

e Nous avons apporté le plus grand sein au choix des notutions. La
terminologie utilisée est en général celle des programmes et de leurs commentaires.

C'est ainsi que !

— pour nous, tout anneau posséde un élement-unité, ce qui dispense de parier
d'anneau unitaire ( ou unifére),
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— nous imposons d tcut morphisme d'anneaux de transformer 'élément-unité
de robjet en celui de Pimage, ce qui évite lintroduction de la notion de
représentation,

~ nhous impasons a tout anneau intégre d'étre commutatif.

— nous convenons que les formes sesquilinéaires sont semi-linéaires & gauche.

e Afin de nous adapter aux exigences des divers utilisateurs de notre ouvrage,
nous avons utilisé deux corps de caractéres, les plus petits étant consucres:

— d'une part g des remargues, exemples et contre-exemples qui doivent étre
considérés comme formant un tout avec le texte imprimé en caractéres normaux,

— d'autre part g des compléments réservés ad une « seconde lecture » et qui, en
fait, Sadressent aux éléves des classes M’ et éventuellement d ceux des classes T.

o Nous avons utilisé le signe [, qui peut se lire : « la proposition en résulte »,
pour matérialiser la fin d'une démonstration et annoncer lintroduction d'une idée
nouvelle.

e Le double astérisque, * ..., permet d'isoler un résultat fuisant intervenir des
notions qui n'ont pas encore été étudiées dans le Cours, mais qui sont connues du
lecteur ( a charge pour celui-ci de s'assurer qu'il v’y a pas de cercle vicieux).

e Le systéme de repérage est simple : le numéro du tome est indigué en chiffres
romains, ceux du chapitre, du sous-chapitre et du paragraphe en chiffres arabes.
Cest ainsi que 1.5.6.2 renvoie au second paragraphe du sixiéme sous-chapitre du
cinquiéme chapitre du tome 1,( le numéro de tome wétant pas spécifié lorsqu’il 'y a
pas d'ambiguité ).

Des exercices sont adjoints a chaque chapitre. Bien qu'ils soient de difficulté
inégale, nous n’avons pas jugé bon de les repérer par des lettres avertissant le lecteur
de leur difficulté croissante. En principe, les plus fuciles sont en téte de chague série.

LES AUTEURS
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SERIES

Dans tout le chagitre. K désigne R ou C, E désigne un
K-e.v.n.. et le plus souvent un espace de Banach.

Nous avons appris (L2.1.1, 3°) 4 associer a toute
Jamille presque nulle (a;),, d'éiéments de E un élément de

E, noté Y a,. Nous allons essayer de donner un sens au

el
symbole ¥ a;, alors méme que la famille n'est pas presque
ief
nulle. Nous commencerons par le cas ou [ est dénombrable
(dans la pratique I = N) qui sera le cas des séries. Nous
généraliserons au 1.8, par Pétude des familles sommables.

1.1. SERIE. SOMME D'UNE SERIE

1.1.1. L’espace vectoriel des séries 2 termes dans un ev.n,

1" DeEriNnITION. — Soit {@,),, une suite d'éléments de I'ev.n. £. On appelle
n
série de terme général a_, et on note Za,, la suite ((a,,, Y a,‘)) d’éléments de
k=0 neN
I'evn. E x E,

L'élément Z a, de E sera noté A, et appelé somme des (n + 1) premiers

k=0
termes de la série Xa,; on dira que (A4,),.» est la suite associée a la série Za,,
Il nous arrivera d’écrire 1y + ¢, + ... + a, + ... pour Za,.

Une série atermes dans R {resp. C) est dite série réelle (resp. série complexe).

2° L'espace vectoriel #(E). — En utilisant I'égalité :

aiak'l'ﬂibk:i(aak'l'ﬂbk)

k=0
valable pour tous ne N, (2, B) € K2 et (a,, b,) € E2, on constate que :
o) L'application de Pespace vectoriel EN dans lui-méme définie par:

(an]uel\l H(AH)MN'! avec A'n = Z ak
k=0
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est un automorphisme, |'automorphisme réciproque s'écrivant:

{An)ne‘\l — {an)neN avec aU = AO’
et a, = A, — A,_, pour ne N¥

ce qui montre qu'une série est déterminée par la donnée de la suite associée;
4 . . + . - " . L]
B) L'application de lespace vectoriel EM dans lespace vectoriel (E x E)
définie par :

(an)nel\l — ((am AH))HEN avec An = z 4y,
k=0

est lindaire. Il en résulte que, au titre d’image de cette application, 'ensemble des
séries d termes dans Pev.n. E est un sous-espace vectoriel de (E x E), que I'on
désigne par #(E).

3° Troncature d'une série. — Sinous ne disposons que d'une suite de la
forme(a,), ., . avec no € N*, cest-a-dire d’une application de N\{0, ..., ny — 1}
dans E, nous pouvons prolonger cette application en une suite (b,). €D
convenant que b, = Opourn < ngetqueb, = a,pourn 2= n, Nous disposons

ainsi d'une série £b, qui sera désignée par le symbole £ a,.
=31

Inversement, a la série Za, et au naturel r,, nous pouvons associer une

nouvelle série X a,, qui est dite série déduite de Za, par troncature,

A2y

1.1.2. Convergence et somme d’une série

I' DeFINITION. — Soit Za, une série 4 termes dans 'e.v.n. £, Désignons par
(A e avec A, = Z a,, la suite associée. Selon que cette snite est convergente ou

k=
divergente, on dit que la série Za, est convergente ou divergente. En cas de
* o
convergence, 'élément lim A, de E est appelé somme de la sétie et noté 3 a,
=0

Un e.v.n. étant un espace topologique séparé, I'unicité de la limite d'une suite
assure I'unicité de la somme d'une série.

REMARQUES. — g} La nature (convergence ou divergence]), et éventuellernent la somme d*une
série 3 termes dans I'e.v.n. E ne changent pas si 'on remplace [a norme par une norme équivalente.

h) Une séric Lu, et une série ¥ ¢, qui s'en déduitl par troncature sont de méme nature. En

nzm,
te ny |1
cus de convergence, la somme de la seconde séric est visiblement ¥ a, — ¥, nous la naterons
+
S

H=Hj,

»=u k=
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Plus généralement soient La, et Th, deux séries auxquelles on peut associer n, € N tel que
a, = b, pour tout n 2 ny, Alors les séries sont de méme nature et, en cas de convergence, les sommes

n, -l

difftrent de Y, (g, — by).

k=0
) Si {a,),.p, est une suite presque nuelle déléments de Pev.n. E, alors la série Zg, est

convergente et sa somme n’est autre que I'élément 3 g, introduit au tome 1.
HeR

2° PREMIERS EXEMPLES — Au point ol nous en sommes, 'étude d'une série nest pas autre
chose que I'étude de la suite associée. Voici deux exemples dans lesquels on peut obtenit une
expression simple du terme général de cette suite,

a) Etude de la série réelle T Log (1 + 1/n}.
azl

Pour ne N* : Log(l + I/m} = Login + 1) — Logn.

Dou: ¥ Log{l + 1/k) = Log{n + 1).
=1
La série étudiée est donc divergente.

b) Etude de la série réelle T .
nz1nn + i)

1 1 1
Pour ne N* =-— .
nn + 1) n n+1

" 1 1
Doy : =1 - .
;E, kik + 1) n+1
+ 2. ]
La série étudiée est donc convergente, de somme E =]
noa nln+ 1)

REMARQUE. — L'intérét de la notion de série napparaitra que plus tard, lorsque nous
montrerons qu'il existe des procédés permettant &étudier une série indépendamment de lu suite
associée, et donc de ramener Métude d'une suite d celle dune série.

3° Propriétés des séries convergentes. — Prorosimon I — L'ensemble
des séries a4 termes dans un e.v.n. E qui sont convergentes est un sous-espace de
I'espace vectoriel des séries 4 termes dans E; Papplication qui 4 une série
convergente associe sa somme est une application linéaire de ce sous-espace dans E.

Simple conséquence des théorémes sur les limites de suites. ]

REMARGUE. — Soient Za, et b, deux séries i termes dans E. Si elles sont de natures différeates,
la série somme L(a, + b,}est divergente; mais la série Z{a, + b,) peut converger alors que chacune
des séries considérées diverge (penser 4 b, = — q,); des précautions s'imposent donc lorsque Fon
veut « scinder » une série.

ProrosiTion 1I. — Soient E et F des e.v.n. et u une application linéaire
continue de E dans F. Si Za, est une série convergente & termes dans E, alors la série

+ x
Tu(a,), 4 termes dans F, est convergente et a pour somme u| > a,,).
=0

Simple conséquence des théorémes sur la composition des limites. O
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ProrosiTioN III. — Soit E = [] E;, un produit dev.n.; on note p, la

k=1
projection canonique de E damns E,, et g, I'injection canonique de E, dans E. La série
Xa,, i termes dans E, converge si, et seulement si, pour tout & € N_, la série Zp, («,),

a termes dans E,, converge. On a alors:

Z an = Z Qk(z pk{an})
n=0

n=0 k=1

Se déduit des propositions | et I, compte tenu de a, = Y 4dpla,) O
k=1

COROLLAIRE, — Saient E un e.v.n. de dimension finie, (¢}, ., ., ine base de E,

L]
et Za, une série 4 termes dans E. On pose a, = >, a,,e,
K=

La série Za, converge si, et seulement si, pour tout k € N, 1a série Zqa,,, 2
termes dans (<, converge. On a alors :

+w

=0 #=10

Cas ParTICULIER. — La série complexe Xa, converge si, et seulement si les
deux séries réelles Z#e (a,) et ZFm (a,) convergent. On a alors :

+ oo

z: a, = z:'%e{aJ +i z:‘;”‘(aﬂ
r=10 a=0 r=0

1.1.3. Notion de série absolument convergente

1° Lecritére de Cauchy. — DEefFiNmioN. — On dit que la série 2q,, 4
termes dans l'e.v.n. E, vérifie le critére de Cauchy si, et seulement si:
B
Ve e R% INeN ¥nz N YpelN Y oa]ise 1)
k=1
En utilisant la notation habituelle A, = Z a,, (1) s'écrit:
k=0
Ye e R IN =R ¥z N Ype N fApe, — Adl S €

Le critére de Cauchy pour la série Za, n’est donc pas autre chose que le critére de
Cauchy pour la suite associée (A,},.n. Il en résulte :

THEOREME. — Une condition nécessaire pour qu'une série i termes dans un
e.v.. converge est qu'elle vérifie le critére de Caunchy. Si I'e.v.n. est complet (et, en
particulier, si E = R ou C) la condition est suffisante.
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En prenant p = 1 dans le critére de Cauchy, on obtient :

CoroLLaRE. — Une condition nécessaire (mais non suffisante) pour que la
série Lo, converge est que la suvite (g,),.,, admette 0 pour limite,

RemMARQUES. — a) Dans certains cas, ce corollaire suffit 4 prouver la
divergence d’une série. C'est ainsi que la série complexe La*, ot ¢ € C vérifie
la] 2 1, est divergente.

b) Enrevanche la sérieréelle L 1/n, dite série harmonigue, diverge, bien que
lim (1/n) = 0. i
n—+ oo

En effet, pour tous ne N* et ke N,,on a : 1/{n + k) 2 1/(2n).
D'ou : YneN* Y 1/n + k) = 1/2.
k=1

La série harmonique ne vérifie donc pas le critére de Cauchy., 'l

2° Séries absolument convergentes.— DEFiNiTION. — Lasérie Xa,, 4 termes
dans un e.v.n. E, est dite absolument convergente si, et senlement si la série Z|,/| 4
termes dans R, est convergente.

THiorREME. -~ Toute série absolument convergente, Za,, & termes dans un
e.v.n. complet E est convergente, et vérifie :

+ oo + oo
2 oa < X lladll
=0 r=0

Soit £ € R%. D’aprés le théoréme du 1°, il existe N e N tel que :

7
Ynz=N ¥YpelN z e +ill = &

k=1

A fortiori :

Ynz N VpelN <€

P
Z au+k
k=1

E étant complet, d'aprés le critére de Cauchy (compris comme condition
suffisante) la série Za, converge.

L’inégalité entre sommes s’obtient, par passage a la limite, & partir de :

Y 4

k=0

VnelN

< 2 Hall O
k=0

EXERCICE PROPOSE. — Soit E un e.nn. Prouver ['éguivalence des assertions :
i) E est complet;
1) Toute série & termes dans E qui est absolument convergente est convergente.
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1.2. ETUDE DE LA CONVERGENCE ABSOLUE D'UNE SERIE

les derniers résultats obtenus nous incitent d étudier d'abord une série i termes
réels positifs.

1.2.1. Convergence d’une série & termes réels positifs

1" THEOREME. — La série Za,, & termes réels positifs, est convergente si, et

seulement si la suite associée {4,),... avec A, = )« est majorée. La somme de
k=0
la série est alors la borne supérieure de {4 |ne Nj.

La série est divergente si, et seulement si: lim A4, = + w.
B o

La suite associée 4 la série étant ici croissante, on applique I 1.2.2,4.

REMARQUES. — a) Ce théoréme justific la notation, valable pour toute série Za, 4 termes réels
positifs :

+m o

Y a, < + oo sila série converge, Y d, = + oo sielle diverge.

e=0 ang

b) Pour une série réelle quelconque, une condition nécsssaire, mais non suffisante de
convergence est que la suite associte soit bornée (penser 4 L(— 1)').

2° Les critéres de comparaison. — THEoREME. — Soient Za, et Zb,
deux séries 4 termes réels positifs vérifiant :

Yne N a, € b,
i) Si la série Ib, converge, alors la série Za, converge ef:
0< Y a,< ) b, (1)
=0 n=0
ii) Si la série Za_ diverge, alors la série Zb, diverge.
I : .
YneN Y a4 Y b
k=0 =0

et i) est un corollaire du théoréme du 1°; i) s'en déduit par contraposition. [
REMARQUES. — a) Il résulte de ce théoréme que la propriété pour une série a termes dans un

e.v.n. Ed'étre absolument convergente n'est pas modifiée quand on remplace la norme par une norme
équivalente {ce n'était pas évident!).
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b) Hormis linégalité (1), le théoréme précédent reste valable sous 'hypothése mains forte :

IngeN VYrznm, a,<b,

CorOLLAIRE. — Soient Za, et Ib, deux séries 4 termes dans R% vérifiant :
yvy by+s
N ¥nz e
dng e nzn, . = b,

i) Si la série b, converge, alors la série La, converge;
ii) Si la série g, diverge, alors la série b, diverge.

En raisonnant par récurrence, on vérifie :
Vnzn, a,< kb, avec k=a,/b,.

On conclut par le théoréme et la remarque précédente, compte tenu de ce
que, puisque k # (,les séries Lb, et Zkb, sont de méme nature. O

3° Application & l'étude de la convergence absolue.~ Prorosition [ —
Une condition nécessaire et suffisante pour que la série réelle Za, soit

absolument convergente est que les deux séries a termes réels positifs Zq,” et Za_,
avec :

a; = sup(a,0), a; =sup(— 4, 0)

soient convergentes.
Ia condition est nécessaire. — Résulte du 2°, compte tenu de :
0<a, <la] e 0O0<a, <la]

La condition est suffisante. — Comptetenude|a,| = a; + a,,celarésultede
la convergence de la somme de deux séries convergentes. |

m

ProrosiTion 1. — Soit £ = [] E, un preduit d'e.v.n.; on note p, la projection
k=1
canonique de E dans E,. Une condition nécessaire et suffisante pour que la série Za,
i termes dans E soit absolument convergente est que, pour tout k € N, la série
Zp.a,), 4 termes dans E, soit absolument convergente,

Nous pouvons adopter Y. ||p(x)|| pour norme de x € E.
k=1

La condition est nécessaire. — Résulte du 2°, compte tenu de

meN |lpfa)ll < liall

m
La condition est suffisante. — Compte tenu de {ladl = 3 |[pda)l, cela
k=1
résulte de la convergence de la somme de m séries convergentes. |
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COROLLAIRE. — Soient E un e.v.n, de dimension ﬁnie, (€)1 <1 ¢ UNE base de
E, et Za, une série & termes dans E. On pose a, = Z a, ¢, La série Za, est

k=
absolument convergente si, et seulement si,pour tout k € N,,,, la série Za,, ,, d termes
dans [, est absolument convergente.

Cas PARTICULIER. — La série complexe Lg_est absolument convergente si et
seulement si les denx séries réelles T He(a) et £ Fm (g,) sont absolument
convergentes.

4° Domination et convergence. — Prorosimion 1. — Soient Zg_et Ib,
deux séries A termes réels positifs verifiant a, = O(b,), au voisinage de + 0.

i) Si la série b, converge, alors la série Za, converge.
ii) Sila série Lq_ diverge, alors la série 3b, diverge,

Compte tenu de la positivité, ['hypothése impligque (I11.5.1.2) I'existence de
noe N et de o e R* tels que:

¥n 2 ng 0<a, €<ab,
Puisque o # 0, les séries Lb, et Zuh, sont de méme nature. On applique
le 2°. 1

CoroLLAIRE |. — Soient des séries Xa, 4 termes dans un evn. £ et b, i
termes dans [, , telles que, au voisinage de + o, a4, = O{b,) et que b, converge.
Alors Za, converge absolument.

En effet, au voisinage de + oo : ||a,|]| = O(b,). O

Corouiraire II. — Soient deux séries réelles, Ta, et b, telles qu'il existe
no € N et (o, P) € (R*)? vérifiant :

¥nzn, (b, >0 A (< a/b, <p)
Alors les deux séries sont de méme nature. O

Pourn = ng,on a a, > Oet b, > 0. Au voisinage de + oo, a, = 0(b,) et

b, = Ola,). O

ProposiTioN I1. — Soient des séries Zu, 4 termes dans un ev.an. £ et Th, &
termes dans | telles qu'il existe k e E\{0} vérifiant : a, ~ kb,, au voisinage de
+ oG

i) §i Zb, converge, alors Zq, converge absolument,

ii) Si Xb, diverge, alors Xqa,_ diverge,

iii) Si E est complet (et, en particulier, si E = R ou C) les deux séries sont de
méme nature.

— L'hypothése impliquant a, = O(b,) au voisinage de + o0, i} résulte du
carollaire I précédent. O
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— Supposons ici que la série b, diverge;comme k # 0, et comme, au
voisinage de + o, a, — kb, = o(kb,), il existe ny, e N tel que:

k
Ynzn, |la, — kb |l < %b"

Soient (1, pye N2, avec n > ny,. On a ;

i (an+l - kbn-H)

1=1

d Ikl &
£ Z ”an+l - kbn-ﬂ" = T Z bn+l
=1

I=1

et a fortiori (du fait de I'inégalité triangulaire) :

L

Z an+l’

i=1

il 2
Z bn-H%_

(=1 1]

Si la série Za, convergeait, elle vérifierait le critére de Cauchy (compris comme
condition nécessaire); a fortiori la série réelle b, vérifierait le critére de Cauchy
ce qui constituerait une contradiction avec le fait que cette série diverge. [J

—. Enfin 'assertion iii) résulte de 1) et ii), compte tenu de ce que si E est
complet, la convergence absolue de Za, implique sa convergence. a

REMARQUE. ~ Il suffit, pour que la proposition II reste vraie, que Lb, soit une séric réeile
vérifiant ;

NeN ¥nz=N b, 20,
ou encore (ainsi que le lecteur le vérifiera) .
INeN ¥nz N b <0

En revanche, nous exhiberons au 1,3.3, deux séries réelles Za, et Th, qui sont de natures différentes
bien que, au voisinage de + «:a, ~ b,

§° Les séries de référence. — Nous venons de voir que dans certains cas,
Pétude de la convergence d'une série réelle Za,, ou celle de la convergence absolue
d’une série Za, 4 termes dans un e.v.n., se raméne 3 I'étude de la convergence
d'une série Tbh, a termes réels positifs.

Dol I'idée d'introduire des séries de référence, de nature connue, suscepti-
bles de jouer le réle de £b,. Nous commencerons par celles qui correspondent &
’échelle de comparaison la plus usuelle, au voisinage de + oo, 4 savoir I'échelle
des puissances.

1.2.2. Comparaison d’'une série avec une série de Riemann

1
1° Séries de Riemanr. — DEFINITION. — Toute série réelle de la forme T —,
na 1N

ob o € R est donné, est dite série de Riemann.
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1
ProPOSITION. — La série de Riémann ¥ — converge si, et seulement si

1 naln
o S

— Pour a = 1, il s'agit de la série harmonique, qui diverge (1.1.3, 1°).
— Pour a < 1, la divergence est une conséquence de la divergence de la
série harmonique, compte tenu de : ¥n e N* I/n < 1/n"

— Supposons « > 1. Etudions la séric I g, avec

nxl
— 1 1 Y
ST Tt
De :
" 1
g=1—-——— e lim {n+ 1" = + oo,
2 (n+ 17 LA

on déduit la convergence de la série X a,.
nxl

o —1

. 1 1—a
En écrivant : g, = — (1 - (l + —) ), on constate que: a, ~
n n

au voisinage de + 0.
o —1

En utilisant la proposition 11 du 1.2.1,4°, on en déduit gue la série T
nzl N

est de méme nature que la séric X g, c'est-d-dire convergente; comme
nzl

a — 1 # 0, il en est de méme pour la sénie X 1/~ O

ral

2° Régles dites « de Pordre ». — PropQsITION 1. — Seit La, une série 4 termes
dans un e.vn. E telle quil existe k € E\{0] et o e R vérifiant: a, ~ krn™7, au
voisinage de + co.

i) Si o > 1, alors la série £a, converge absolument (et converge si E est
complet);

i} Si @ < 1, alors la série Za, diverge.

On applique la proposition II du L.2.1, 4.

Prorosttion I1. — Soit Za, une série & termes dans un e.v.n. E. S'il existe
o > 1 tel que la suite (n*|la,)),., 5oit bornée, alors la série converge absolument.

1
En effet, au voisinage de + o0, a4, = 0 (—u) O
n
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Prarosirion IEL. — Seit Za, une série réelle. Sil existe o < 1 tel que:

iim n"a, = + @ (resp. lim n%a, = — )

H— R= + o

alors la série diverge.

Supposons lim n’a, = + oo.llenrésultequiiexiste n, € N telquea, > 0

H=+ e

1
dés que n > n,. De plus, au voisinage de + o, — = O{a,). O
n

3 ExeMPLES — ) Etude deTa  aveca, = \/nz +n+1-— \%tl + an® + Ba + y.Onobtient
aisément le développement Limité au sens fort, au voisinage de + oo:

1 « (3 ot ﬁ)l (1)
g =-——+l-+—-—J-+0l—].
2 3 8 9 3I/n n*

3
1°r Cas: a # S La série, dont le terme général ne tend pas vers O, diverge.

3 15 5 B\l
2 Cas: o = —, B # —. Alors, au voisinage de + w0, a, ~ (E - —)—. La série diverge.
2 B 3/n

3 15 1
JeCas:a = E'B = — Auvoisinagede + w,2, = 0 (—2) La série converge. Le lecteur noteta
B "

que le recours a un développement limité au sens fort nous a permis de nous en tenir 4 I'ordre 1, méme
dans le troisiéme cas.

1y
b) Etude de la série réelle T a,, avec a, = (cos - ) ,YeR
neEl n

Pour n 2 1, nous avons: ¢cos (1/m} > 0. Ecrivons, au voisinage de + ¢,
1

1
Log a, = n* Log (cos —) = - En"’ + o(n"
n

1er Cas:y < 2 Ici: li? (Loga,) = 0,et lim @ = 1. La série diverge.
L i1 L il ]

1 .
2¢ Cas: y =2 Ici: lim (Loga) = — -, et lim g = ¢ "2 La série diverge.
A=t 2 n=

3 Cas:y > 2.Ici: lim g = 0. Etudions n*a,, o 2 est, pour le moment, un réel quelconque.

+m

Log (n"a,) s'écrit:

1 1 2aLlogn
alogn + n*Loglcos~) = ——n"31 — ——— + ofl)
n 2 w2

Comme y > 2, nous avons, quel que soit o

2e Log n
im %% _ 4 et lim (e = 0.

FET TR W= o

Il suffit d’adopter & = 2, et d'utiliser [a proposition I1 pour constater que la série converge,
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1.2.3. Comparaison d’une série avec une série géométrique

1° Séries géométriques. — DeFinTION. - Toute série complexe de la forme
Za", ol a € C est donné, est dite série géométrique.

ProrosiTioN. — Soit la série géométrique Zg". Si |a| = 1 elle diverge. Si
l¢] < 1 elle converge et a pour somme 1/(1 — a).

— Supposons lg| = 1. La suite (a"),. n'admet pas 0 pour limite. II en
résulte que la série Za” diverge.

— Supposons |a| < 1. Daprés le caicul de la somme des termes d'une
progression géométrique dont la raison n'est pas 1, nous avons:

n a;( 1 an +1
YnelN = —
La proposition résulte de lir+n atl =0 O

2° Régle de Cauchy. — THEOREME. — Soit Za, une série 4 termes dans un

e.v.n. E. On note ) & R la limite supérieure de la suite (e ™) enes telle quelle a été
définie au 111.2,3.6, 5,

i) Sid < 1, alorsla série Za, est absolument convergente (et convergente si E
est complet);

di) §i & = 1, alors la série Ta, est divergente.

iii} Si A = 1, on ne peut pas conclure g priori,et on parle de cas doureux de lu
régle de Cauchy.

Rappelons d’abord que lorsqu’une suite (x,), .y d’éléments de ﬁ, admet une
limite dans R, celle-ci est a la fois limsup x, et lim infk, Le théoréme

s’appliquera donc dans le cas o la suite (|ja,/|'™),+ admet une limite dans R,
cette limite jouant le réle de A. Passons maintenant a la démonstration :

i) Supposons A < 1. Choisissons pe R, tel que A < p < 1. D'aprés la
définition d’une limite supérieure, il existe n,e N tel gque, pour tout
n 2 ng, llall'" <, ce qui s'éerit |a,) < p

D'aprés le théoréme du 1.2.4, 2*, la convergence de Zp® entraine celle de
Z||a,l- O

ii) Supposons & > 1. La suite{||a,||' ™).~ admet & pour valeur d'adhérence;
pour tout N € N, il existe n = N tel que [|a,||"™ 2 1, ce qui s¥éerit flu,)l = 1;la
suite (a,),, n'admet pas 0 pour jimite, O

. . 1
iii} Considérons par exemple une série de Riemann L —, aeR On
azlH

constate A = lim n~*"'= 1. Or la série converge si 2 > |, et elle diverge
siz < L. ntox ]

Netons cependant que, duns le cas ou |l ||'™ tend vers 1 par valeurs
supérieures la série {a,),., n"admet pas 0 pour limite; on peut alors affirmer que la
série La, diverge.
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EXEMPLE. - Série réelle I a,, oli a, = [ch ],m]"'a,
nzl

atn = (ch L/my " = exp (— »® Logich 1/n}).

De lim (— #* Logich Iyn)) = — 1/2, on déduit lim a!” = ¢” "% La séric considérée est

L A=t

convergenie.

3° Régle de d’Alembert. — THEOREME. - Soit Za, une série A termes dans un
ev.n, E, vérifiant:

dng Ynzn, a,#0
On note respectivement LeR et [cR la limite supérienre et la limite

inférienre de la suite (L|a,,+ 1”)
llaall /a5

i) SiL < 1, alorsla série £ a, est absolument convergente (et convergente si E
est complet);

ii} 8i ! > 1, alors la série X g, est divergente;

iii) Si! € | < [, on ne peut conclure, et on parle de cas douteux de la régle de
d' Alembert.
gl
Il |
dans R, celle-ci pouvant jouer 3 la fois le rdie de Let celui de £ En voici la
démonstration :

Le théoréme s’applique dans le cas o4 la suite ( ) admet une limite
nzam,

i} Supposons L < 1. Choisissons ke Rtel que L< k < 1. [l existe n, e N
(vérifiant r, = n,), tel que, pour tout n 2 n,,

a e . e b
2wl ) e qui seerit 19l ¢ Bos

£ , avec b, = k"
llat, ) lla,ll b,

D’aprés le corollaire du 1.2.1, 2°, la convergence de X k" entraine celle de

Z [ja,ll. O

ii) Supposons | > 1. Il existe n,e N (vérifiant n, = ng), tel que, pour tout
lletg 4 4l

Y] -
n'admet pas U pour limite. |

2 1.Onadonc|la,ll = |l,, |l pour tout n = n, Lasuite (a,),cn

iii} Dans le cas d’'une série de Riemann, on a ! = 1 = [, mais on ne peut
conclure g priori. O

Dans le cas o |la, ., ||/lla,ll tend vers 1 par valeurs supérieures, on peut
cependant affirmer que la série T q, diverge.

n!
EXEMPLE. — Série révlle L o, avec u, = —.
nzl L

-n
By . LI . ..
2= (I + ) . Dou lim -— = e . La sériec converge.
'R n LEE I
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Compléments sur le « ras douteux ». - Il existe de nombreux procédés pour étudier une série 4
termes dans B*, lorsqu’on se trouve dans le cas douteux de la régle de d’Alembert {cf. exercices | et 2).
On pourra en particulier, utiliser :

PROPOSITION. — Seit I «, une série & termes dans R i laquelle on peut associer deux réels o et i
tels que, au voisinage de + ac 3

[/ o 1
=1l—-—-+0\-) avee B>l
a, n nt

k
Alors il existe k ¢ % tel que, au voisinagede + w0 ia, ~ — (ce qui implique que La série converge
n

si, et seulement si ¢ > 1),

[l sagit de monirer que la suite (#’a,), p admet une limite dans R% cest-a-dire que la suite
(B,)enavec B, = a Log(n + 1) + Logw, . estconvergente. Il revient au méme de montrer que la
séric b, dont (B,),.y, est la suite associée, est convergente. Pour ne N* on a:

“N
b, =B, — B,_, =aLlogil + Ijn + Log 2

e,

D’oil, au voisinape de + x: h, = 0( ) avec ¥y = min {2, fi. O

n‘f
24 ... (2n - 2).42n)
35 ... (2n — 1).2n + 1)

EXEMPLE - Etude de la série I a, avec a, =

8., n+12 1 1 L
Ici = = { — — + 0| — ). La série diverge.
a, n+3 2n n?

Voici une application de la proposition précédente :

Formule de Stirling. — PROPOSITION. - Au voisinage de + oo:
nt~ J Er; ne™"

Posons @, = a ! ™" ¢" Au voisinage de + o :

[ T 1 1 1
=explt —nLlogll + =1+—+0|=)
a, n 2 2

H H

1l existe donc k € R% tel que : au voisinage de + av, @, ~ k \/ ;. ce qui s'écrit
n! ~k\/n e " (1}

— Pour déterminer k, utilisons les intégrales de Wallis :

w2
I, = j sin "t dt.

a
Au 1156.7.2, 5, b, nous avons trouvé une expression de I et I, ,, dont nous pouvons déduire :

- 24 (p 1)
L, [@n1.[@p+ 10 x

{(peN)
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Nous avons d’autre part montré :
’2 +1
lim =2 = |

aets | 2

2p
En utilisant (1), naus avons, au voisinage de + o« :

Liper 200 k0 ph gt e 2

by k. J2p2p + 1).2p)*7 (1 + 1727 e R

1., K
Comme (1 + 1/2p)#* 1 ~ e, il vient: —— ~ —,
Py pad

Compte tenu de (2), on en déduit: &k = J2u, a

4 Comparaison des régles de Cauchy et de & Alemberr. — PROPOSITION. — Soit (a, b,
une suite de réels strictement positifs telle que la suite (4, | /0,5, admette une limite [ < R,.Alorsla
suite (u! "),cr,* admet également / pour limite dans |, .

— Commengons par une remarque. Pour tout / e R vérifiant 0 </ < la série
ZF/a, converge d'aprés lu régle de d"Alembert; son terme pénéral tend vers 0; il exisie n, e N tel que,
pour tout n = ki, fijju, < 1, ce qui séerit | € a, ™

De méme, pour toul |, € [ vérihant I < [;, 14 série Za, /) canverge; il existe n, € N 1el que, pour
louln 2 ny 0 < al ™ € 1y

— Traitons maintenant le cas : { € B*. Pour tout {,, ;)e Rételque 0 < I, < { < |} il existe
id'aprés la remarque précédente) ny e ™ tel que, pour tout n 2 ny, | < ay" €1, ; dou

lim al" =1

N+

— Danslecas! = 0iresp! = + o), on utilise seulement !, (resp. {,). |

REMARQUE. — Inversement la suite (a}™) , . 5+ Peul admettre une limite & eR . »5ans que la suite
(t,, /), admette de limite. Ll en est ainsi lorsque:

dy, = d"h" et by, =&, avee O =< g <h

[ci b = \ﬁrh.

APPLICATIONS. — o] Si I'étude de la série Zu, conduit 4: lim {|{a, . (|/lle ) = 1.1 est inutile

LI
d'essayer la régle de Cauchy qui conduirait, elle aussi, au cas douteux.
b} La proposition peut permettre d*étudier certaines suites. Cest ainsi qu'ayant 4 étudier la suite

in!y

réelle de terme général w, = ., mous é&critons M, = al’®  nous constaterons

(2n + 1)

lim g_, /a, = 1/4 et nous en déduirons que la suite donnée admet 1/4 pour limite.

LR B

1.3. SERIES SEMI CONVERGENTES

1.3.1. Définition. Premiéres propriétés

1° DEFRNTION. - Une série & termes dans un e.v.h., convergente mais non
absolurnent convergente est dite semi-convergente.
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2° ProrosiTioN 1. — Si la série réelle I g, est semi-convergente, les séries
L a et T a_ sont divergentes (notations du 1.2.1,3°),

Ona:

—a, e jai=al +a.

La convergencede I a, implique que £ g, et T 4, sont de méme nature. Si
elles étaient convergentes, X |¢,| serait convergente, O

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier :

ProposiTioN II. — La série complexe X g, est semi-convergente si, et
seulement si,les deux séries réelles £ &e {a,) et Z Fm {u,) sont convergentes, ['une
d’elles au moins étant semi-convergente.

1.3.2. Régle d’Abel

1° Transformation &' Abel. — THEOREMEET DEFINITION. — Soient E un [ e.v.n.
(i = RouC), et{«,),., une suite d'éléments de E telle que: o, = o b, avecy, e K

[/ ]

et h,e E. On pose B, = > b, Alors, pour tout (n,p)e N? on a:

L=0
P P
Z Qup = Z (a'n+k - u‘n+k+1) Bn+k = Oyt ‘Bn + an+p+l Bn+p
k=1 k=1
Cette égalité est dite transformation 4’ Abel.
Draprés ) o, = 0, I'égalité est vraie lorsque (n, p)e N x [0},
LY
Soit (n, p)e ™ x N* En utilisant:
by = Byoy — Bypo1, (1 S k<),
on obtient (moyennant un changement d’'indexation dans la derniére somime) :
p=-1

» »
Z ark = Z s Boar — Z Uprgr1 Buare O
k=1 k=1 k=0

2° Régle d’'Abel. — Tutorime I. — Soit E un K-espace de Banach
(K =R ou C). Pour que la série Zaq, dans laquelle a, = ab, avec
(2t,, b,) e K x E, converge, il suffit que les trois conditions suivantes soient
satisfaites :

i) La suite (B)), .\, avec B, = ) b, est bornée;
£=0
ii) La suite (o), . admet O pour limite;

iii) La série X |, — a,,,| est convergente.
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Supposons les trois conditions satisfaites.
— D'aprés i), il existe M e B* tel que:

Yrne N IB,|} < M,

la transformation d’Abel permet d'écrire, pour tout {(n, pje N2

14
z au-ri

=1 i
— Soit £ € R%. En utilisant d'abord ii), puis iii) et le critére de Cauchy, on
constate qu'il existe N e N tel que :

nr
€ M Z |an+k - all+£+l| + lan+ll + |an+p+l|)
=1

¥nz= N lee,] < €A3M)
P
¥nz N VpeN Z [+ — Fpsnss] < EAIM)

k=1

On en déduit :

£ E

YnzN VpeN

La série  a, vérifie le critére de Cauchy.

a

TutoriMe L. — Le théoréme | reste vrai si 'on remplace la condition iii) par

ia condition :
iv) La suite (o), ., st réelle et décroissante.

En effet lorsque iv} est satisfaite on a, pour tout ne N:
n
o, — oy | =@y — Sy, et 2 o — %er] = A9 — Xpyy
k=0

Si, en outre, ii) est satisfaite, la série T |e, — o, | converge (et a, d’ailleurs,
pour somme ¢,); la condition iii) est donc satisfaite. a
@ Méme sous la forme du théoréme I1, la régle d’Abel est d'unemploi délicat;

il ne faut essayer que lorsque les régles usuelles de convergence absolue sont en

défaut.

Exemple des séries trigonométriques.— PROPOSITION. — Soit (2}, . yune suite de réels positifs.
i) Si la série X o, est convergente, alors la série I o, est absolument convergente pour tout

tel®;
ii} Silasuite(z,),  p est décroissante et admet O pour limite, alors Ia série £ o ¢™ est convergente

pour tout t € R\2nZ.
i) Résulte de: ¥ne N  |o.e™ = a,
iy PourrousneMetre B\2xf, ona:

ieﬂ]: g‘ (e")‘=

et _ g

el — 1
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et donc @
b 2 1
E,J’all = .
=0 et — 1] [sin /2|
On applique le théoréme 1. |
ine
Application a Pétude de la série T — (teR, o cBY%)
ral n®

17 Cas :a > 1. DVaprés [n~" &™| = r™% la série est absolument convergente pour tout i € R.

1
2*Cas:0 < a % 1. Lasérie n'est pas absolument convergente. Sit € 2n2, elles'écrit £ —, et

nzln*
elie est divergente, Si 1 € B\2nZ, elie est convergente d’aprés le théoréme précédent, et est done semi-
canvergente.

cos (nt) sin (i)
z

Etude des séries T et L(t € B, o € R*). 1 s'agit des parties réelie et imaginaire
rxl n* rz1 n®
eiu.r
de £ —.
nzln®

17Cas: o > 1, Les deux séries sont absolument convergentes.

1
X Cas:0<ax1.8ire2nZ il sagitde T — quidiverge, et de la série nulle qui converge
nzln®

absolument. Dans ce qui suit, nous nous Limitons & e R\2nZ; les deux séries sont alors

convergentes {d'aprés [étude de £ n=? &™),
Azl
$i t € n#, la premiére série est semi-convergente, la seconde est la série nuile.

Sit¢nflesséries T r™"et £ n~"cos{2r ) sont respectivement divergente et convergente;
nzxl nzl

leur demi-somme £ n~°cos? (nt) et leur demi-différence L n° sin? (nt) sont divergentes.
nzl nzl

Comme |cos (nt)] 3 cos? (re) et |sin st} 2sini(ar), les séries étudiges sont semi-convergentes.
Etude du cas o < 0. — Montrons d'abard que {cos nt),  n 0’2 pas O pour limite. 5i nous posons
a, = cos nt et b, = sih at, nous avons les relations :
YneN (a2 +b2=1)nla,,, = a,cost - b,sini)
Si on avait lima, = 0, il en résulterait lim (b, sint) = 0 ; comme lim &2 = 1 on aurait
nécessairement sin ¢t = 0, Mais, pour ten Z, cosnt e {— 1, 1. a

— i en résulte que les séries Em~" ¢ et & n™ " cos nf divergentes pour o < 0 car leur terme
général n'a pas O pour limite.

— Pour t e nZ, I n"?sin nt est la série nulle, donc converge. Pour 1 ¢ nZ, le lecteur vérifiera
comme ci-dessus qu'on ne peut avoir lim b, = O la série Zn ” sin ar esl alors divergente,

1.3.3. — Séries alternées

1 DernimioN. — On qualifie d’alternée toute série réelle de la forme
X(— 1y« aveca, € R, ,ainsi que toute série réelle de la forme X( — 1)"* o, avec
o, eR,.

Les secondes se raménent aux premiéres par passage 4 la série opposée,
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2 TuiorEME — Seit (,),., une suite réelle décroissante, admettant 0 pour

limite. Alors la série alternée X o, ol 4, = {— |)'x,, est convergente ; en posant
+

H
A, = Z a, et A = z d, on a, pour tout n e N:
k=0 p=u

(l) '42"+] g A "“{'- AZJ!“ et |A - ‘4»[ -.<.‘ !Ju-i‘l (2}
Pourtout ne ™, on a:

AZM - A2n+l = Uapei = 0;

A2n+2 - AZJI = — Uau4 + Say+2 < 0'!
Apss — Azprr = %3442 — Y3 2 0

Tl en résulte que (A, 1 1} e no (A22)0 e 1) €5t UN couple de suites adjacentes. En
utilisant 111.1.2.2,2 on en déduit la convergence de la série Zag, et les
inégalités (1).

En utilisant :

YreN A, ., € A4d<€A;,.; € A;,
on obtient ensuite (2). O

REMARQUES. - @) Le théoréme reste valable si on adopte a, = (— 1)**! #,, 4 condition de
changer les sens des inégalités (1).
b} Dans les conditions du théoréme, la convergence de X {— 1)" o, résulte directement de la
regle d"Abel (avec b, = (— 1), et donc |B,| < 1).
( —_ l)l +1

3° ExeMPLE. — Etude de la série aiternde T — aec@
nzl  H°

1= Cas: o > 1. La série est absclument convergeute.
2 Cas: a £ 0. La série diverge, son terme général n'admettant pas O pour limite,

3= Cas: 0 < o < 1. La séric converge d'aprés le théoréme précédent. mais elle n'est que semi-
convergente. Pour & = 1, on lappelle série harmonique alternée.

4 Mise en garde. — La monotonie d'une suite déléments de B, o'est pas conservée
par équivalence au voisinage de + x. Clest ainsi que, bien qu'au voisinage de
1 1 i
4+ W — ~ ——— ———  la sbite — est décroissante, alors que la  suile
NIYFTY

Jn Jn +{-17r
1
—) n'esl pas monatone, 4insi qu'an s'en assure en vérifiant que, pour tout pe iy ;
nzl2 -

S+

Jirtl-1</op+1<fp+2+1

(- 1r
La série X a4, dvec a, = — - ne reléve donc pas du théoréme du 2. En écrivant
e Jrre=ar
(—1r —1 . ..
a, = + b avech, = ————— on constate qu'elle est la somme de la série convergente

e n+ (= 1
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2 \[ (cl' 3°), et de la série E b qui diverge (d'aprés b, ~ — l/r au voisinage de + <c). La
HE

série ¥ g, est donc divergente.
)

Cette tude nous a permis d'exhiber deux séries de nature différente X a, et E (— 1)",-'\/_
ol

dont les termes généraux sont équivalents au voisinage de + oo,

1.4. PRODUIT DE DEUX SERIES

1.4.1. Produit de deux séries absolument convergentes

1° Cas de deux séries @ termes dans R . — Proposimion.— Soient Z a,,
etT b, deux séries 4 termes dans R, convergentes, de sommes A et B.

Pour tout ne N, posons: ¢, = 3. ab,= Y ab,

pry=n k=0
Alors la série I ¢, a termes dans R ,, est convergente et a pour somme AB.

Notons : 4, = Y, &; B, = Y b C.= 2 ¢«
¥=0 K=0 K=o

L={p @eN}p+qg<n} ; I,={p PeN*[{p<nAalg<n).

Nous constatons qu’ainsi :

C,= 3 ab, AB,= ) ayb, Cin= 3, upb,
(pgled, o gel, il

Nous avons les inclusions : I, < I, < I,, (matérialisées sur le schéma ci-
joint, dans lequel I, I, et I,, correspondent respectivement au petit triangle, au
carré, et au grand triangle).

N A

2n

o
=Y

Fic. 1.
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Compte tenu de la positivité des 4, €t des b,, il en résulte:
V" € M Cn & Aan "‘<‘- (12" (1}

En utilisant: ¥ne N (A4, € A) A {B, € A), on en déduit que la suite
{C ), est majorée par 4 B; comme elle est croissante, elle admet une limite C.On

aaussi: C = Hm (C,,). Un théoréme sur les limites de suites permet alors de
A o

déduire de (1):
C = tim (A,B,) = AB 0

2° Cas général. - THEOREME. — Soient E, F, G trois espaces de Banach sur le
corps K (RouC), T :E x F — G une application bilinéaire continue, ¥ 2, une série
absolument convergente 4 termes dans E et Ih, une série absolument convergente i
termes dans F.

Pour tout nc N, posons: ¢, = > a, T h,_,.
k=0
Alors la série £ ¢, 4 termes dans G, est absolument convergente, de somme :

(5e)(5)

a
— Notons : 4}, = |la,|, b, = 11b,ll.¢, = 2. @ b, et désignons respective-
k=0

ment par A,, B,, C,, A,, B,, C,lessommes desn + 1 premiers termes des suites de

termes généraux a,, b,, ¢, @, by, Cp
L application T étant bilinéaire et continue, il existe M € R% tel que

Yix, weE x F lIx Tyl € M|x|[[l
On en déduit :
Ynel el € Mc, (2)

— Par hypothése les séries £ a, et Z b, 4 te. .nes dans R, sont convergen-
tes. D’aprés le 1°, 1a série X ¢, est convergente. Compte tenu de (2), la série T ¢, est
absolument convergente. Les espaces &tant complets, les séries absolument
convergentes I a,, Z b,, L ¢, sont convergentes; soient 4, B, C, leurs sommes.

Draprés la continuité de T :

ATB= lim A,TB8,

D’autre part, pour tout # € N, on a, avec les notations du 1°:

A, TB,—-C,= Y a,Th, avec J, = I\,

Ipgied,

t donc :
o fone 14, TB-Cli<M % ap,

Ipgled,
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Mais :
as Y, db, = A,B, - C,
Iryied,
On en déduit ;
nljmm(A" T 'Bu_ Cn} = OG D

3° Pratigue. — A tout couple (Z a,, I b,) de séries complexes, on associe,

sous le nom de série-produit, la série complexe X ¢,, avec ¢, = 3 ab,_,. (qu'il
k=1
ne faut pas confondre avec X a b ). D'aprés le théoréme, la série produit de

deux séries absolument convergentes est une série absolument convergente,

4" On démontre (théoréme de Mertens) que le produit de deux séries convergentes, dont l'une
au moins l'est absolument, est une série convergente et que le résultat sur les sommes est conservé (cf,
exercice 40).

1.5. ASSOCIATIVITE ET COMMUTATIVITE
DE LA SOMME D'UNE SERIE

Dans ce sous-chapitre, nous nous proposons d'éten-
+

dre a la somme Y u, dune série convergente les
=0
propriétés & associativité et de commutativité de la somme

Y a; dune famille presque nulle d'éléments d'un ev.n.

iel

1.5.1. Sommation par tranches

THEOREME. — Soient Za, une série 4 termes dans unev.an. E, et ¢: N — N
une application strictement croissante. Une condition nécessaire pour que la série
Za, soit convergente est que la série Tb, définie par:

210} win}
be=Y a : b= Y a pur nzl
k=0 k=ltair— 1

soit convergente; lorsqu'elle est remplie, les deux séries ont la méme somme.
— La condition est suffisante dans chacun des deux cas suivants:

i) Lasuite{a,), ., admet 0 pour limite et I'ensemble des longueurs des iranches
est majoré, ce qui se traduit par:

IMeN* VneN o¢n+1)—gpin) s M

ii) Tousles termes d’une méme tranche sont des réels de méme signe (exemple :
les a, sont des réels positifs).
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Avec les notations habituelles:

A" = Z & et B" = Z b’t"
k=0 k=0
ping

ona:
Bn = Z a = A'DINJ
h=0

Par récurrence, on constate: Yne N @(n) 2 n. D'ot lim @(n) = + oo.
a— +

La condition est nécessaire. — Si la suite (4,),.n ©st convergente, la suite
extraite B,),.y est convergente, de méme somme. a

La condition est suffisante. — Supposons que la série b, converge;
désignons sa somme par B.

Nous constatons qu'a tout n € N, nous pouvons associer un €t un seul
naturel p(n) tel que !

elpn)} < n < ol + p(n)) (1)

S'il existait nel tel que p(n) > p(n + 1), de p(n) = 1 + p(n + 1) et de (1) on
déduirait :

n+1<o(t +pn+ ) <olph) <n
ce qui constituerait une contradiction. La suite p est donc croissante et

non majorée (sans quoi les suites n +— @{1 + p(n)) et donc n > n seraient
majorées).

D'ou: lim p(r)= +
A+ e
et : lim @-pn)= + w {2)
n= ta
Ecrivons:

A, — B=(A, — A, ) + (Byy — B).

Nous avons: lim B, , = B. Reste donc & prouver:

=+

lim (A, — Agope) = O (3)
A=+ o

— Plagons-nous d’abord dans le cas i).
En utilisant: n — @ o p(n) < @(1 + p(r)) — @(p(n)) < M on a:

4s — Appoll € L llali € Ma,
k= |+ gapin}
ol a, désigne le plus grand des [|a;)| tels que : ¢ o p(n) < k < ». Compte tenu
de lim |la,/ = 0 et de (2), on obtient aisément : lim a,=0. Dou(3). O

a—++m LI 4
— Supposens maintenant ii). £ vient :
" o1+ ptm)

= Z la] < Z lag = |bp(i|]+ N

k=1+eqopn} k=1+aqopin)

)3 @

k=1 +qopin)

IAn - Aqu(n]l =

Comme la série Zb, converge, son terme général tend vers O, d’oul (3). O
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1.5.2. Convergence commutative d’'une série

1° DermuTioN I. — On dit que deux séries Ta, et Zb,, & termes dans un e.v.a.,
ne différent que par 'ordre des termes si et seulement 5'il existe une permutation o
de N telle que :
¥neN b, = a,,:

Notons qualors: Vne N a, = b_..,; la relation entre les deux séries
est symétrique.

REMARQUES. — a} Deux séries qui ne différent que par I'ordre des termes peuvent &tre de nature

différente. Cest le cas pour la sérig £ {— 1f'*! ,i’\/; qui converge d’aprés 1.3.3, 3% et pour la série:
nzl

1 1 1 | 1 1
1+—-— ——-—+

1 I
‘/5 \/5+7§+\,/'_! ‘/ ...+Jﬁ+Jﬁ—J—£+...

qui, par application du théoréme de sommation par tranches, a la méme nature que la série L a,
1 1 1 rxl

avec g, = ——— + ———— — ——, ¢lle-méme divergente puisque, au voisinage de + wo:
-3 Jan-1 fae
a ~ (/2 = Vi /2n.

b) Deux séries qui ne différent que par I'ordre des termes peuvent &ire convergentes, de sommes

. . . — 1t
différentes. C'est le cas pour la série harmonique alternée ¥ (—)" {dont 1a somme Log 2 est non
nal n

nulle) et pour la série :
1 1 1 1 1 ! i 1
. — - + ...
2 4 3 6 8 AL M+ 1) A2+ 2)

laquelle est convergente et de méme somme que la série:

1 111 1 l T =1

———t - — =4 ... + — + ..., quiest— X .

2 4 6 8 2n + 1) 220 + 2) 2az1 n
DeérFmniTion . — On dit qu'une série Xq,, 4 termes dans un ev.n., est

commutativement convergente si, et seulement si, pour toute permutation o de N,
la série Za,,,, est convergente.

Une telle série est convergente, ainsi qu'on le constate en utilisant ¢ = Id,,

2° TufortMmE [. — Toute série absolument convergente, 4 termes dans un
espace de Banach E, est commutativement convergente, et la somme ne change pas
quand on modifie Pordre des termes.

Soit Za, une telle série, et soit ¢ une permutation de N,

— Pour tout ne N, posons @(n} = max a(k) ce qui permet d’écrire:
Oghkgn
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o) = net (al0), .., aln} < 10, ..., ¢m)]. Dou:

" nl + oo
Y ltagll € X el € X gyl
k=0 k=0 p=0

En utilisant 1.2.7,1° on en déduit que ia série Za,,, est, elle aussi,
absolument convergente et que la somme de la série X |ja,,|| est au plus égale 4
celle de la série Z|la,ll; en fait elle lui est égale, ainsi qu'on le constate en
échangeant le rdle des deux séries (en remplagant o par o~ ).

E étant un espace de Banach, les deux séries absolument convergentes Za, et
Za,, sont convergentes, et il ne reste qu'a montrer 1'égalité de leurs sommes A et
A

— Pour tout ne N, posons : L, = {0, ..., p(m}\{c(0), ..., o(n)}, ce qui
permet d'écrire :

winl "
DoG— Y G| = H Yal <€ 2 lal
A=0 k=0 kel, kel,
et encore :
wint n oin n
Y o= Y g | < T llall = 3 llag (1)
k=0 k=0 k=0 £=0
ikl n
Les suites ( )} ||a,‘|[) et Y l|a,m||) ont une limite commune, 3
k=10 neN =0 ne .
savoir la somme commune aux séries Z |ja,|| et Z ||ag.,||. Compte tenu de(1),ilen
winy n
résulte que les suites( Z a,‘) et z .4, | Qui convergent respectivement
l\_=[)_ reN =0 neN
vers 4 et A’, ont une limite commune. O

THEOREME [1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une série réelle
soit commutativement convergente est qu'elle soit absolument convergente.

R étant un espace de Banach, la condition est suffisante. Compte tenu de ce
qu'une série commutativement convergente est convergente, le fait que la
condition est nécessaire résulte du lemme suivant.

LEMME. -~ Une série réelle semi-convergente n’est pas commutativement
convergente.

Soit Za, une série réelle semi-convergente. Nous allons exhiber une
permutation ¢ de N telle que la série Za_,, diverge; le lemme en résultera.

— Draprés 1.3.1,2',les séries Ta et Ta, sont divergentes, il en résulte que
N'= {neN|a, > 0} et N" = {ne N}|a, < 0} sont des parties infinies de N et
que Pon dispose{I.1.4.3, 2' ) des bijections strictement croissantes ¢ : N — N’ et
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Y N — N définies par :

o(Q) = min N'; on) = min N{@{0), ... .,pn — 1)} pour n2z1,
et W(0) = min N”;  Y(n) = min N"\{¥(0), . . ., ¥(n — 1)} pour n 2 L

Posons b, = a,,,, [resp.c, = ay,], o qui revient & désigner par
b, (resp. ¢, )le{n + 1)-iéme élément strictement positif (resp. élément négatif) de

n L]
la suite (a,),.n. Soit B, = 3 b [resp. C, = ¥ ¢l
k=4a k=0
— Venons-en a la construction de o : intuitivement, nous allons réordon-
ner la série suivant le schéma suivant :

bﬂ + -+ b,,“ + ¢y + b,,"H + o+ b". + ¢ + b"lﬂ +
W e RN
somme supérieure a 0
—— T —
somme supérieure a |

Plus précisément, la divergence de la série Zh,, qui se traduit par
lim B, = + o0, permet de choisir n, € N, assez grand pour que B, = — ¢,.

n—++ o

On pose :

ok) = k) pour O<k<n, ; alng + 1) = Y(0)

On suppose maintenant que, étant donné p e N*, on a construit les images par o
desentiersinférieursan,_, + p ,ladivergence de la séric b, permet de choisir
n, € N, assez grand pour que n, > n,_, ¢t B,,p 2z — C, + p. On pose .

{c(k)=<p(k—p) pour A, +p<k<n,+p
aln, + p + 1) = Yp)

On dispose ainsi des images par o des entiers inférieurs a n, + (p + 1).

Ce raisonnement par récurrence fournit ainsi une application o: & — i
qui est surjective (4 cause de N w N" = N) et injective (2 cause de
N nN" = @, et des injectivités de ¢ et de §); o est donc une permutation de N.
On coustate :

"P+p+1
*
Ype N Y ay,z2p
k=0
ce qui montre que la série Xa,,, diverge. d

CoroLLAIRE. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une série a
termes dans un e.v.n. E, de dimension finie soit commutativement convergente est
qu'elle soit absolument convergente.
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En utilisant 1.1.2, 3 on constate que {¢;), ., <, désignant une buse de E, la

L4
série La, olia, = Y d,,¢ estcommutativement convergente si. et seulement si,
k=1
pour tout ke N_, la série réelle Za,, est commutativement convergente. On
applique le théoréme II et le corollaire du 1.2.4, 3 . OJ

REMARQUE. — En modifant la démonstration du lemme gui précéde, on peut montrer que, étant
donnés une série réelle Xa, semi-convergente et un réel S, on peut construire une pertnutation o de &
telle que la série Za,,,, soit convergente, de somme S {voir 1.5.2, | , remarque b}

1.6. INTEGRALES IMPROPRES ET SERIES

Le lecteur aura noté des analogies entre la théorie
des intégrales impropres (111.7.2) et celle des séries:
théorémes de comparaison, convergence absolue...

Nous allons préciser ces analogies.

1.6.1. Interprétation de la convergence d’'une série
a l'aide d’une intégrale impropre

1° Notations. — Soit Ia, une série i termes dans un espace de Banach E. On
peut lui associer I'application f: R, — E définie par:

vneN Yee[mn+ 1[ f{) =a, (1)

La restriction de fa tout intervalle [, B] = R, étant une application en escalier,
fest localement intégrable sur R . Dans ces conditions, nous allons démontrer:

+m

ProrosiTioN, — L'intégrale impropreJ. S(t) dt et 1a série Za, sont de
a

méme nature. En cas de convergence, on a:
+m + o
J‘ fdi = 3% aq,
a r=0

n a+1
— Silintégrale converge, alors ) a,, quiest aussij S{t) dt, admet une
k=0 [+]
limite quand n tend vers + oo, ¢t la série converge.
— Supposons maintenant que la sériec converge. En désignant par ¢ la

fonction partie entiére, nous avons:

x dia)=1
YxeR, .[ f([)df = Z a, + (x — e(x)) dpy

0 k=10
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Compte tenu de: 0 < x — e{x) <1, de Ilim e(x)= + 0 et de

x= 4

lim a, = 0, on obtient:

r=

x +
lim (x — e(x))a,,, =0, et lirP (I () dt) =) a, O
X+ + ¥ X= o 0 a=0

2° Application. — THEOREME. — Solent Za, et Lb, des séries 4 termes respectivement dans on
espace de Banach E et dans R,

— Si la série Lh, converge, slors, au voisinage de + oo:

i) la relation a, = O(b,) entraine:

+ + ¢
Zu*=0 Zb,);
=N k=n

ii) la relation o, = o(b,) entraive:

Y a = a( b,)

L=u k=n

iii) Ia relation ¢, ~ Ab,, avec L € £]0) entraine:
Ya~i} b

k=a A=w

— Si la série Ib, diverge, alors, au voisinage de + o0:
i) Ia relation a, = G(b,) entraine:

éﬂ o, = O(*:D h.,):

fi) la relation 2, = oib,) entraine:

iano(i o)

iii) la relation g, ~ Lb,, avec ) € E\{O} entraine:
L L
Ya~iy b
A=0 k=D
A I'application f définie par (1), on adjoint l'application ¢: R, — R, définie par:

¥nelN Yie[mn + I[ o) = b,
On utilise :
— si Ib, converge:

R m + +
.[.. fnde =% a, et J.“ olde = ¥ b,

k=n kmn

— si Eb, diverge:

r+1 n A+l n
J‘ findr =% o et j pi)di = Y b
k=0 u k=0

L]

On applique les theorémes du 111.7.2.4. O
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1 1
EXEMPLES. — a) Au voisinage de + =, — ~

+ o l +m 1 l 1 o 1 1
Or: = - — =—.Dou: — o~
‘ L=k (k k+1) o Dol ¥ gz

1 1
b) Au voisinage de + oo, - ~ Log (1 + —).
] n

n 1 a 1
Or: ¥ Log(l +—) = Log(n + 1). D'oi: ¥ - ~ Loga.
X k k=1 K

1.6.2. Comparaison des convergences
d’'une série et d’'une intégrale

1° TuforREME 1. — Soient E un espace de Banach, ¢ un réel, et
J: [a, + [ = E une application localement intégrable. Pour que lintégrale

+ s
J S1r) dr converge. il fuut et il suffit que, pour toute suite (x,), ., d'éléments de

Tn+l

[a, + oof, de limite + o0, la série X (j

X

fit) dt) converge,

H

Soit
F: [ao+ x[ 2 E X — I flr) de

R étant métrisable. il résulte du corollaire | du 111.2.3.5, 3 que F admet une
limite au point + = si, et seulement si, pour toute suile (x, )., d'éléments de
[a, + o[, de limite + o, la suite { F(x,)),.y converge. Or:

X, n—1 Xp 4
YnelN F(x)= j Jde + ¥ (I * 1f(r) dt) 0
I k=0

%

Ce théoréme peut permettre d'étudier une série, ou d'étabiir la divergence d’une intégrale. 5'il
s'agit de prouver la convergence d'une intégrale, il vaudra micux utiliser le résultat suivant.

TrEorEME Il — Soient E un espace de Bamach, « un réel, et
Sf: [a, + o[ = E une application localement intégrable. Pour que l'intégrale

+ s
J [t} dr converge, if suffit qu'il existe une suite croissante (u,),., ¢'éléments de

Ll
Hp+ 1

[a. + % [.delimite + o, telle que lasérie (j fir) dr) converge et que la

Byt
suite (I [/t dr) admette ( pour limite,

Un

A tout x 2 ug, on peut associer p(x) = max [me Nju, < x].
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QOn a ainsi:

u X {ul+p(.(|

plx)

et on constate: lim p{x) = + o0. On a:
x—++

plxy— 1 fag g

r fiyde = f finde + 3

X

f)de + J fleyde.

by, Haix)

Or:

= x gy _

flyde SI IFde < I If(e)l dr.

Up(x) 4 pix} B xy

On en déduit I'existence de :
'x u, *w U+ 1
lim J‘f(r)dt = j fode + 3 j flyde. O
roh a o k=0 iy

COROLLAIRE. - Seit f: [a, + o[ = R, localement intégrable. L'intégrale
+m
J f(t) dt converge si, et senlement s'il existe une suite croissante (u), .\
Up+ 1
d'éléments de o, + o[, de limite + x, telle que la série E(I jt:]d:)

I"‘“
cohverge.

En effet ici:

Up+ 4 g+ |
j ftrHl dt = J finde

" n

admet 0 pour limite, au titre de terme général d'une série convergente. []

*=sint
EXEMPLES. - Etude de Pintégrale _[ e dt, (xe R).

« Par rapport & I'étude du I117.2.6, 3°, nous n'ajouterons rien dans le cas a > 1 {convergence
absolue), ni dans le cas & < O (divergence). Rappelons que, dans ce dernier cas, nous avons utilisé la

série alternée I a, avec:

awl
"+ 1k gin ¢ " Eint
a, = —dt ={-1)f dt
e I St + nnJ"

— Etudions le cas: 0 < o < 1, en utilisant cette méme série.

n sin it
De: |a = j - dt, avec & > 0, on déduit : |a, ,,| < |a,|.
o {f + nxy
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1 1 *
De: —— I‘ sindt £ jo | € — J. sin dt, on déduit ;
(tn + Dm* 4y (ar)* Jo

lim o =0 et ¥ la,| diverge.

LIk N4 nxl

En utilisant |g,,,| € |a, et lim |a,| = 0, on constate (1.3.3, 2°) que la série altetnée Z a,
converge. e
sin f

r’!

dr, on déduit du théoréme H que I'inté-

a+1in
En remarquant gue |a, | n'est dutre que J

HE
grale étudiée converge.
-1

dt = ¥ |a, et en utilisant la divergence de I |a,|, on
km mel

sin ¢

X
Drautre part, en écrivant J.
n

** lsin ¢
constate que lintégrale .[ T| dt diverge.
1 I
. * gin ¢
En conclusion : pour 0 < a £ 1, lintégrale —— dr est semi-convergente.
x "
. -* o Iﬂ
by Etude de f‘inzégralej ———— dt lorsque B > 2x + 2.
11+ tPsinr
:ﬂ
L'application g : t ————-——de[1, + oo[ dans R est positive et continue. Son étude au
1 + tBsin
voisinage de + oo est délicate {g{nn} = (ax)* montre que, pour o€ R%, elle nest pas bornee).

Etudions la séric I a_, avec:
nzl

net3 e 2 (nm + 1
a, = —dt = J‘ —_———dt
-1 1+ fsin? s v 1 + (nr + Ofsin®¢
2

On constate (pour # 2 1):

El

LAY E 1
O<a £ Hnr +e— de
2 L1

LAV
1+ m:—e’; sin’ ¢

avec: &€ = sgn o, £ = sgn .

2
De : ¥t [0, n/2] —t € sint, on déduit: a, < b, avec:
r

®
AL 1
b, =2lmn + £— —— - =y dr.
2 ui+(nu—a'f) Lt
2/ =

On calcule b, et, en tenant compte de Arctg w < n/2, il vieat:

n? (am + en/2)"

b, € ———
"2 (am — & P
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Compte tenu de Fhypothése B > 2o + 2, on en déduit que I b, converge, et donc que = a,

nzl Wzl
+r

converge. Par application du corollaire, l'intégrale J g(t) dr converge.
11

Le lecteur montrera que, pour B < 2a¢ + 2, elle diverge,

2° THeoREME. - Soit f: [a. + [ — R une application positive et décrois-
sante. On pose:

a+u+1

x, = 3 fla+k)— I fir) dr.
k=0 o

Alors:

i} la suite (x,),., st convergente.
+ 7

i) la série Zf(u + n) et l'intégrale J f{r) dt sont de méme nature,

o
Décroissante, f est localement intégrable sur [a, + o[, et on a:

a+k+1

VkeN  fla+k+ 1}-<.J‘ S dt < fla + k) (1)

atk
En écrivant :

a+k+1

X, = i (,l‘{a + k) — j f() dr)
k=0 a+k

et en utilisant successivement chacune des inégalités (1), on obtient :

Vel (x,,, 2 x) A (x, <fla)—fla+n+ 1))

La suite (x,),.n €st croissante et majorée par f(a), et donc convergente. Le
dernier résuitat est immédiat (en utilisant la positivité de f). 0

REMARQUE. — Duns le théoréme précédent, on peut remplacer R par C et « application positive et
+
o0
décroissante » par « application C' telle que j‘ | (e}l dt converge ».

En effet on a (par parties) pour tout ke® ;

at+k+1 atk+1
f(a+k]—J‘ §itd] dt=.[ {t—da+k-+ 1)) dt
a+k a+k
atk+1 ath+1
et fla+ k)~ J- fl)de sf 1£{e)] de
a+k atk
et : 1%a+p — Xl $J. | f{®) de
a+n+l

ce qui fait que (x,} est une suite de Cauchy. D’ou i).

+e
® Si j. Jit) de converge, il est clair que Zf{a + n) converge.
a

atm+l

@ Supposcns que X f(a + n) converge. Ici  lim j. f(t) dt existe.
r=+m

&
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Atout xe[a + 1, + o[ on associe # = E(x — g — 1). Par parties on obtient :

x

r 1o dr|$|f{a+n+ 1]|+-[ |f ()] de

+nt1 arn+l

x + o
ce qui prouve : lim J- Jiodt=0at J. fig) dt converge. O

v He +at1

1
3° Applications. — a} Pour (=, B} e R, la série de Berirand %

conterge s, el sewlement
nz2n" Logtn

sicte>l vite=1A0p=1)
1 +a 1

Posons: y = eta, = .Ona:ae, >0, pourn 2 2.
2 n™ Log ®n

— St > |, alors lim »" ¢, = 0. Comme y > 1, la sériec converge.

N4

— Sia < 1,alors lim a#'a, = + oo. Comme y < 1, la série diverge.

— Bi(e=1) A (B < 0)alors v, > 1/n dés que n 2 3. La série diverge.
— Si (@ =1) a {p > 0) l'application f:¢ —t~* Log™ Pt est positive et décroissante sur
[2. + oo[. La nature de la série est la m&me que celle de 'intégrale de f sur [2, + <o[. En utilisant :

J‘x de Log x du
2

t Loght Log2 ot

on conslate que, pour o« = 1, lu série converge si, et seulement si f > 1.

h) Le lecteur établira de la méme fagon que fa série 5 4, avec
nx3
1

* 7 ¥ (Log n)* (Log (Log my
converge si, et seulement si:
e>hvle=DaB>hvilea=DaB=1)aly>1)
[ pourra méme généraliser.

On dispose ainsi de nouvelles séries de comparaison.

4° Constante € Euler. - PROPOSITION. — Au voisinage de + oc:

1 i
l+-+... + - —Logun=C+ il
2 n

oil C est un réel, compris entre 1/2 et I, qui porte Je nom de constante d’Euler.

— Onignore encore si ce nombre est ou non rationnel; une valeur approchéeen est : 0,57722
4 0,5 x 1073 prés par excés,

— L'application t 1/t est positive, décroissante, convexe sur [1, + oc[. Il en résulte les

inégalités :
1 *1 e 171 1
YkeN* — g —<-\-+
k+1 k t M k41

{la derniére étant due a la convexité).
Posons :

Xy = Z__L‘Og": {HEN‘}'
i=1k
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Nous avons :
1 *ldr
Kpr1 = Ay = - — =50
n+1 L] t
1 E‘ (1 j‘“ dr) 1 E 1(1 1 ) 1
et X,o= -+ - = —)lz-+ - - ==
th SN A /T B2 k41 T2
La suite {x,), ., décroissante et minorée par 1/2, admet une limite C, telle que € 2 1/2. Ona:
Cgx,avecx, =1 O

REMARQUES. — «} La convergence de (x,), 5, | aurail pli étre prouvée en remarquant qu'il s'agit

de la suite associée 4 la série X 4, avec:
azl

1 1 1
@y =%, —x,_;, =—-+ Log\l — - =01
n n n

Plus précisément : u, ~ — 1/21% De 16,7, 2 , exemple. on déduit:

l |
L,=C+-—-+0 ()
2n "

b} En reprenant notre caicul, avec ¢ — %, le lecteur montrera que :

1 E“le o
€Y —<
a—1 S a—1

- Sig>1:

1 1 n!™*®
— Si0og€a<ilexiste im [l +—+ ... 44—~ =C, C,eR
LR A wrol—-a

— Sie=—Pavecf>0:1+204 .. +nf~

1.7. CALCUL APPROCHE DE LA SOMME D'UNE SERIE

1.7.1. Position du probléme et principe du calcu)

1° Position du probléme. — Un grand nombre de fonctions sont définies au
moyen de séries, la valeur de la fonction en un point étant alors la somme d'une
série convergente; dans la plupart des cas le calcul qui va suivre constitue la
méthode utilisée dans la pratique pour obtenir la valeur de la fonction en un
point donné, avec une approximation donnée.
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2° Principe du calcul.— Soit I a, une série convergente. On note :

n +a +w
=Ya:, A=3Ya: R=4A-4,= 3 &
k=0 k=0 k=n+1

@ On suppose connu, pour tout # € N, un majorant @(n) de {|R ||
@ Avyant a calculer une valeur approchée de 4 a a prés (o € R impos€), on
scinde o en deux « parts », pas nécessairement égales, oty et o,
— On détermine n, € N, aussi petit que possible, vérifiant ¢(n,) < «
— On calcule ensuite une valeur approchée A de A, a @, pres, et on
peut affirmer : |4 — 4] € «

1.7.2. Majoration de [iR,|| dans les cas usuels

Reprenons la série convergente I a, et les notations du L7.1.

1° Série alternée. — Soit{1,),., unesuite réelle décroissante, de limite 0. On
sait (1.3.3, 2") que la série T (~ 1)%a, (resp. £ (— 1)"*! &,) est convergente et que,
pour tout neN: |4 — A,| € 2,,,. On peut donc adopter @(n) = o, . lci
sgn (A — A, )est connu, ce qui permet de savoir si A, est une valeur approchée de
A par excés ou par défaut.

Enfin, si on ne s'intéresse pas au sens de I'approximation,(A, + A4, ,)/2 est
une valeur approchée de 4 a «,, ,/2 prés.

g 1]n+1

EXEMPLES. — g} Pour 4 = ¥

, Ag est une valeur approchée par excés & 1/10 pres;

a=1
A, en est une valeur approchée par défaut a 1/10 pres; (Ag + A,,)/2 est une valeur approchée a
1/20 prés.
trog y
h)Soit A = . ——~ Pour aveir [4 — A,| € /10, il faudrait adopter # z 22027. [l existe
w=2 LOg N
done des séries « dont la convergence est trés lente ».

2° Série dont la convergence absolue a été établie par la régle de Cauchy ou
celle de &' Alembert — On suppose connu &k < 1tel que (aumoins pourn = N):

g w* Y
o Vp>n gl <k Alors RIS L Ketotn =
p=n+1 -
k
o vpxn Mty Alors R < Il z et gt = Al
a,l —

On a intérét a obtenir k aussi petit que possible.

1
ExeMpLES. — @) Lasérie T — converge d'aprés la régle de Cauchy. Pourtousn e M*etp > n,
nxz A

onata,'*=1jp < Un+ 1)
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1

nin + 1,\"‘.
Clest ainsi que A, est une valeur approchée (par défaut) de 4 4 3.107% prés.

On peut adopter : p(r) =

1

b) La séric £ — converge daprés la régle de d’Alembert.
nl

1 1

ap+l
PourtousrelNetp 2nona: — =

€ .
a, p+1l n+1l

1
On peut adopter p(n) = - {mujoration déja trouvée au HEL.1.2, 1 ).
n.n!

3° Cas du recours 4 une intégrale impropre.— On suppose connus a>1 et

k > 0 tels que (au moins pour n 2 N):¥p > n |l |l < F

En s'inspirant de 1.6.2, 4°, on constate : ||R,|| < j r de.
On adopte :
oln) = X
M= et

1
EXEMPLE. - Dans le cas de la série L —, nous avons méme,
nalN

1 1
SR, 5
n+1 n

il en résulte que A, + 14n + 1) est une valeur approchée par défaut de A, i
1 1 1

= prés
n r+1 an+1)

1.7.3. Exemple de recherche de valeur
approchée de la somme d’une série convergente

Nous nous proposons dans cet exemple d'illustrer un procédé d'accélération de convergence,
procédé dont l'utilité se manifeste dans d'autres domaines que celui du calcul approché {voir par

exemple I'étude des séries de fonctions).
+

Soit a calculer la somme A = ¥} —. L'encadrement du reste fourni en 1.7.2. ne conduirait
n=1 M

pas & un résultat trés satisfaisant. La méthode va consister A écrire le terme général a, de la série

comme somme de deux termes : a, = b, + ¢, 0l b, est équivalent a a, et est le terme général d’une

série dont la somme est connue. On sera alors ramené & calculer une valeur approchée de la

somme X¢,, série qui converge plus vite que Za, puisque par hypothése g, — b, est négligeable

devant a,.
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La difficulté principale consiste bien entendu a trouver un terme b,. Ici une solution simple

est fournie par b, = En effet, au voisinage de + wo :

nin + 1)
+ o + @ 1 1
~bet ¥ b = -——}=1
a“ " ngl " ngl ("' n+ 1)
. 1 1 1 L .
On obtient alors ¢, = — — ———— = ————, Notons C la somme de cette série :
n ar+1) wn+1)
C=C,+R,
avec :
a +m
C,=Y¢ e R=13 ¢
k=1 k=n+}

Choisissons par exemple n = 100. Pour encadrer R,,, nous utiliserons :
1 1 1

k+17 ka(k+ TR
— 1
et, par utilisation de 1.7.2, 3°; m <R = ﬁ
Pour n = 100 il vient : 48 10755 R, £5.107%

Le calcul de €, fournit : €, = 0,644 R84 390 283 (par défaut), 'erreur sur le calcul étant
négligeable. On en déduit : 0,6449328 < C < 0,644 9349, ce qui permet d'écrire ;

A=1644934 +12. 1075
REMARQUES. — a} Afin de donner un résultat simple, comportant peu de décimales non
significatives, nous avons ét€ amenés i abandonner de la précision. On pourrait donner un

encadrement plus strict.
On pourrait également améliorer 'encadrement théorique du teste :

* o df +m df
—— < R, % —_
j.n-!-l tx(t + l} h ,[| tz(t—l— 1‘)

n+2
r+1

¢est-h-dire :

1 1
- Lo R, <——Logll+-—
n+l & < "sn g( +n)

b) On comparera le résultat obtenu a la valeur exacte de A= n%/6 = 1,644 934066 848
{cl. exercice 1.7).

1.8. FAMILLES SOMMABLES

5 Ce sous-chapitre sera rdservé d une seconde lecture. ;

1.8.1, Notion de famille sommable

1° Notations. — Soient E un e.v.n., f un ensemble non vide, (d,);; une famitle d’éléments de E.
Diésignans par 2 (1) Pensemble des parties finies de f. Nous disposons d'une application de 2 (f)
dans E en associant 4 tout J € Po(i) 'élément ¥ o, qui sera noté A,
ied
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2" Base de filtre sur P,(f). — PROPOSITION. — A tout Le #,(}), on associe I'ensemble
B, = {J e #IL < J}. Alors l'ensemble:
4 = {B; Le#l)
est une base de filtre sur & ().

Vérihcation immédiate. O
Nous dirons que # est le base de filtre de @y(I).

3° Famille sommable. — Les notations étant celles du 1" et du 2, pasons:

DEFINITION. — On dit que la famille (u,),,; est sommable si, et seulement si, I'spplication
J +— A; admet une limite suivant la base de filtre .

Cette définition se traduit par I'existence d'un élément A € E tel que :
veeRY 3ILe P l) YIePl) (L cJ) = {id — Al <€}
Un e.v.n. étant un espace topologique séparé, torsqu'il existe cet élément A € E est unigue. On

Pappelle somme de la famille sommable; on I'éerit A = ¥ g,
ief
CAS PARTICULIER. — On constate qu’une famille presque nulle est sommable et que le symbole
Y @; 2 la méme signification ci-dessus et au L2.1.1, 3.
el

4° Propriétés des familles sommables. — Le lecteur £tablira que Pensemble des familles
sommables a éléments dans Fe.v.n.E, indexées par I, est un sous-espace vectoriel de E! et que Mapplication

ia);e; — 3. @, de ce sous-espace dans E est linéaire.
fef
I1 étendra les propositions du 1.1.2,3". Il montrera que si la famille («;);.; est sommable, la famille
(A))se ) €3t bornée.

1.8.2. Famille absolument sommable.

1 Le critére de Cauchy. — DEFINITION. — On dit que la famille ()., d'éléments de l'e.v.n. E
vérifie le critére de Cauchy si, et seulement si elle vérifie :

Yee Rt IXeF N Vel J nX = @) = (lidll <€) 3]

2 THEOREME. — Soit (a ), une famille d"éléments d'un ev.n. E. Une condition nécessaire pour
quelle soit sommable est qu'elle vérifie le critére de Cauchy. Si £ est complet, la condition est
suffisante.

La condition est nécessaire. — Démanstration aisée, laissée au lecteur,

la condition est suffisante. — Par hypothése, E est complet et (1) est vrai. On en deduit
{récurrence} qu'il existe une suite croissante (X ),y déléments de Py(1) telle que :

1
Yoef YWedll} (nX, =0 = ||,4J|ls___l) 2)
n+
(Ay Jyery €St une suite d'éléments de E telle que:
1
Vi p)eN? Ay = Ayl = Iy, xll € —
" ’ n+1

1l s'agit donc d'une suite de Cauchy; E étant complet, cette suite admet une limite A. Nous alions
montrer que la famille (a;},; admet A pour somme.
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Soit £ € #*%, D'aprés la définition de 4, il existe ny € M tel que
Ynzay (Lin+1)5e2 a(lld— Agll< g2 3
Paosons L= X"a' Paour tout J € (1) tel que L = J, nous avons :
A = Ayl = N4 = (Ap + Apll < l4 = Al + |14, 4)

Or d'aprés (3) : {4 — 4| € &/2, et, compte tenu de (J\ ) nL= (O, d'aprés (2) et (3) :

Azl € 1hng + 1) € &f2. o

COROLLAIRE. — Soit (a,),,, une famille sammable d'éiéments d'un e.v.n. E. Alers:
i) Nee RE X ep ) ViehX gl €

ii) Le support de la famille, {i € {|a, +# 0}, est au plus dénombrable;
ili} $i £ est complet, teute sous-famille (a,),;, {I' = I), est sommable.

i) Conséquence immeédiate de (1).
ii) Résulte de ce que, d’aprés i) :

voelN {iel | |all > 1An + 1)} est fini.

iii) Soite e BY, Il existe X € P(f) vérifiant (1). Posons X' = I' n X, ce qui implique X' € #4(1').
Pourtouwt J e Py tel que J n X' = (), nousavons : Je P ljetJ mX = pidon, daprés(l) :
4l € e La famille (a), vérifie le critére de Cauchy; puisque E est complet, elle est
sommable. ]

¥° Famille absolument sommable. — DEFINITION. — La famille (2,),., d'éléments de l'e.v.n, E est
dite absolument sommable si, et seulement si,la famille réelde (||z]),,; est sommable.

ThtortME. — Toute famille absolument sommable, (z,);.;, T'ééments d'un e..n. complet E est
sommable, et vérife:

2 a

ief

| < Y llal
el

Le lecteur étendra la démonstration du 1.1.3, 2°. O

4° Famille sommable &'éléments de R,. — Soit (a;);; une famille de réels positifs. Reprenons
Tapplicationj: J +— A de #y(f)dans R, et désignons par F son image. Au titre de partie non vide de
®., F admet une borne supérieure A € &, appartenant 4 B si F est majore, égale & + = dans le cas
contraire. A est 1a limite (dans &) de Papplication f, suivant 4, base de filtre de 9*,(f). En effet, pour
tout A’ € Rielque A" < A, ilexiste Le P(Ntel que A' < A; £ A; d'aprésa; 2 Opourtoutie f,si
Je Pl vérifie Lc J, alors: A" < A, < A,

En conclusion :

THEOREME, — La famille (g));; d'éléments de R, est sommable si, et seulement si, l'image
F = [A; e R|J e #4(D)} de Papplication f: J +— A, est majorée; la somme de la famille est alors
sup F.

Si F n'est pas majorée, ona lim f = + 0.
@
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1.8.3. Associativité de la somme d'une famille sommable

1° PROPOSITION. — Soient (a,);; une famille sommable d'éléments d'un e.v.n. £, de somme A, ef
(Firen une partition de 7. On sappose que, pour tout & € A, la sous-famille (a),,; est sommable, de
somme 5, (condition automatiquement réalisée si E est complet). Alors la famille (S, ), est sommable,
et 58 somme est A.

— Soit € € RY. On commence par choisir Le #,(/} tel que I'assertion :
(#) VIePdl) (Lo J)=ld — Al € &2)

seit vraie {ce quj est possible puisque (a,),, est sommable),
Posons A = [Le Alf, nL# @}, ce qui implique A e #,(A). i nous arrivons & prouver que
I'assertion :

Q. Yhe#h) A=T)=il4 - ¥ S,I<e
el
est vraie, la proposition sera acquise.
— Soit I' 'un quelcongque des éléments de %,(A) qui contiennent A, et soit n le cardinal de T.

Pour X el donné, {a),, étant sommable, on peut associer & £ un L,e 94(1,) tel que, pour tout
J, € Py(l,) vérifiant L, c J, on ait: ||S, — A 4]l € &/2n. On peut adopter, en particulier:

So=Lull, nh)
En adoptant ensuite: J = |J J.onconstate L J, etdone ||[A — 4]l < &/2. Mais, les |,
el

étant deux a deux disjoints, il en est de méme pour les J; et:

A, =3 A,
rel
Compte tenu de:
Vael 14, — Sl < e/2n,
il vient:
4y ~ % Sill < &/2,
hel
et:

4= Y Sl €I4— 4]l + 4, - ¥ Sl <& O
rel Ael

2° Cas d'une famille & éléments dans R,. — THEOREME. — Sofent (a)),.; ume famille de réels
positifs, et (1,); ., une partition de I. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes:

i) La famille (a,),; est sommable;
i) pour tont } € A, la famille (2);; est sommable, de somme S,, et Ia famille (S,);,., est
sommable.
Lorsque ces assertions sont vraies, on a: Y a4, = 3, (Z ai)
iet AEA \jel,
i) = ii). Etabli au 1° dans le cas d'un espace de Banach.

ii} = i), L'hypothése est: ii) est vraie. A tout Je P4(I) associons le¢ sous-ensemble fini
A ={reAlf, nJ ¥ @} del Nous avons (en utilisant ¢, 2 0}

%a‘=;§4(1 Y a()sé&-slsé\sl 0

ef, ~J

On conclut en utilisant 1.8.2, 4.
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3° Equivalence entre sommabilité et absolue sommabilité. — THEOREME — Une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une famille de réels (a,);.; soit sommable est qu'elle soit absolument
sommable.

La condition est suffisante. — Déja établi dans le cas d'une famille 4 &léments dans un espace de
Banach.

la condition est nécessaire — Soit (a);; une famille sommable de réels. Posons:
I'=liella >0} et I"={iellg, £ 0}. R ttant complet, les familles (a)ip ot (a)iy SONE
sommables, ¢t il en est de méme de la famille (— @)~ 5i I' ou I” est vide, la proposition est
démonirée. Sinon on dispose de la partition I = I' u I”, et la famiile {|a,|);; est sommable d'aprés le
théoréme du 2°, O

Le théoréme reste vrai dans le cas d*un e.v.n. de dimension finie, mais pas dans le cas général.

1.8.4. Séries et familles sommables

1° Position du probléme. — Soit (a,),cn une suite — c'est-a-dire une famille indexée par N —
d'éléments d'un e.v.n.E. Si la famiile est sommable, de somme A, pour toute permutation o de N, ia
{amille (g} qen £5t sommable, de somme 4. L'ordre sur i n'intervient pas, contrairement 4 ce qui se
passait pour es séries. Nous ailons comparer les deux points de vue.

2° THEOREME [. — Sait(a,), ., une suite d'ééments d'wn e.v.n. £, sommable, de somme 4 Alors la
série La, est convergente, de somme 4.

Soit & € RY. Il existe Le @yN) tel que;
YJ € 2¢(N) Le=(l4 - Ay €9
Posons: ny = max L. Pour a2z ng, [0, .., n} contient L, et donc:

i4 - ¥ all<e O

kmQ

La réciprogue est fausse en général. Cependant:

THEOREME 1l. — La suite (a,)
est convergente,

ey O éléments de R, est sommable si, et seulement si, la série Zu,

mux J
On utilise: ¥J e P (N) Ya < ) 4 0O
ed k=1

COROLLAIRE. — La suite (a,), . n d'éléments d'un e.vn. E est absolument sommable (et donc
sommable si dim E < + oo} si, et seulement si, la série Iz, eat absolument convergente.

1.8.5. Séries doubles

1° DEFINITION L. — On appelle suite double toute famille indexée par L.

Dervmon [1 — Si la suite double (2, pen: déléments d'un evn. E est une famille
sommable, de somme A, on dit que la série double Za_, & termes dans E est convergente et gu'elle a pour
somime A.

L'¢tude des familles sommables s'appligue, en particulier, aux séries doubles.
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2° Etude d'une série double i termes dans R,. — D'aprés 1.8.2, 4°:

ProPOSITION I — La série double Zq,, & termes dans ®,, converge si, et seulement si

= { Z amlrlJ € "!1 [Nzl}

tue, S

est une partic majorée de [

Dans cet énoncé, F peut &tre remplacé par 1'un des ensembles:

{ Zoomsen) o | E. cotnaen)
m+aEp mEpAlgy

[rautre part, d'aprés 1.8.3, 2"

ProrosiTion [I. — Seit Za,,, une série double, & termes dans R, , e2{1,); . 4 une partition de N
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes:
i} In série double est convergente;

ii) pour tout & € A, la famille (a,,.), e, est sommable, de somme S, et la famille (S,), est
sommable.

Lorsque ces assertions sont vraies, ona 3, 0, = g,\ ( )} X a,,,,,).

i, njeN? " (m. mel
On utilise le plus souvent les partitions suivantes (dans lesquelles A est R):
({m} % Npens (M x 1m)en:  (0my mhE Nipm + n = Plpen:

Il en résulte que (dans ce cas: a,, € R, ): si Fun des quatre symboles
+@ +@ + @ + @
Y (Som) E(Zomp S(5 omf Lom
m=0 ‘a=0 a=0 ‘m=4q +n=p im. mjeN?

a un sens, il en est de méme pour les trois autres, et les quatre symboles reprézentent le méme réel.
1

EXEMPLE. — Ia série double T [ ge si, et seulement si @ > 2. En effet la
(m+n+ 17 ]
convergence de cette série double est équivalente A celle de Ja série X ( y — ) qui
P20 *m+a=p(m +n + I

secrit L —m——.
pao(p + 1j°1

3° Ewude d'une sirie dowble Lo, i termes dans um espace de Bamack E de dimemsion
finie. — Avant tout, il faut établir 1a convergence, qui équivaut ici {1.8.3, 3°) & celle de la série double
I ||amall. pour laquelle on procéde comme au 2°

Si la convergence est établie, nous disposons, pour toute partition de 2, de la propriété
d’associativité du 1.8.3, 1°; on en déduit que les quatre symboles considérés ci-dessus ont un sens, el
qu'ils représentent le méme élément de E.

Notons qu'ici 'un des trois premiers de ces symboles peut avoir un sens sans que la série double
converge.

4° Produit de deux séries La, et Lb,, & termes dans C, absolument convergentes. — C étant un
cspace de Banach sur B de dimension finie, on peut appliquer le 3° 4 la série double Za_,, avec

= a.b,.
" On constate d'abord que la série double est absolurnent convergente et donc convergente. En
effet, pour n donné, tasérie T |a,b,| = |b I {a] cOnverge; la série
mz0 =0

£ ma)-(500) 5

converge aussi,
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+
La somme de la série double Za,,, est égale 4 la somme de la série X ( ¥ a,,b,,). 4 savoir
+ ¥ H20 vm=p
( ¥ a,,,) ( b3 b,). Elle est encore égale 4 la somme de la séric convergente I ¢, avec
mm =1 pai

t,= Y a,b, On retrouve, au mains dans un cas particulier, un résultat abtenu au 14.1, 27
M+nmp

1.9. PRODUITS INFINIS

1.9.1, Convergence d'un preduit infini

On rappelle que K désigne R ou C.

DEFINITION. — Soit (a,),en Une suite d'éléments non nuis de K. Pour tout n€ N, on pase

P, = [] & On appelle produit infini de terme général «,, et on note a,, la suite ({a,, Pohpen. Om dit

A=0
que le produit infini Ia, est convergent si et seulement si 1a suite (P}, ., d'éléments non nuls de K admet
*
une limite non nuile, que Fon note aloes P = [] a, et que l'on appelle valeur du produit infini.
n=0

Un produit infini non convergent est dit divergent.

De maniére analogue 4 1.1.1, 3 le produit infini I1 a, désigne le produit infini Nb, avec
nan,

b, =1pourn < myeth, = a paurn 2

1.9.2. Notion de produit infini absolument convergent

1° le critére de Cauchy. — DEFINITION. — Ondit que le produit infini Na, vérifie lecritére de
Cauchy si el seulement si:
P
VeeR% INeN Ve N VYpeN {[[ g~ 1]<¢ (n
k=1

THEOREME. — Une condition nécessaire et snffisante poor que le produit infini IT a, converge est
qu'il vérifie le critére de Cauchy.

Nous reprenons la notation: P, = ] &,
k=Q
la  condition est nécessaire. — Par hypothése: lim P, =P, avec P # 0. Soit
ce R%. Tl existe M, e N tel que:

Yoz N, |Plz= [Pl
La suite (P,), .y étant de Cauchy, il existe N, ¢ N tel que :
VrzN, ¥YpeN [P, ~ P|<ciPf2
P

En utilisant : P,, /P, = [] 0., On constate :
k=1

¥n 2z sup(N,, N} V¥YpeNl

P
Ham—l‘sa O
k=1
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La condition est suffisante. — Par hypothése, (1) est vérifié, En utilisant {1)avece = 1/2, oncons-
tate qu'il existe N, € N tel que:

Vmz N ¥YpeN P, - P.l<IPJ2

On en déduit, en fixant m = N, ¢t en posant m + p = n:

Yz N Py li2 <8, € 3Py |2 (2

2e
Soit £’ ¢ B*. En utilisant (1) avec £ = ﬁ, on constate qu'il existe N, ¢ N tef que:
Py

¥n =N, ¥peN (k]

P, 1| 23
P, [Py i

De (2) et (3); il résulte
¥n = max(N,, Nj) vpeN |P,,,— P <€,
La suite (P, o5t de Cauchy; comme i€ est complet, elle est convergente. Soit P sa limite.

Daprés (2): |P] 2 |Py |/2 > 0. O
En prenant p = 1 dans le critére de Cauchy on obtient ;

COROLLAIRE. - Ume condition nécessaire (mais nom suffisante) pour que le produit infini IT a2,
converge est que Ia suite («,), . admette 1 poar limite.

Dorénavant, nous poserons a, = 1 + u,, et nous désignerons le produit infini par [T(1 + w,),
disposant ainsi de la condition nécessaire de convergence : lim u, = 0.

2° Produit infini absolument convergent. — DEFINITION. - Le produit infini T1{1 + u,) est dit
absolument convergent si, et seulement si,le produit infini (1 + |l & termes dams R, ext
convergent.

THEOREME. — Tout produit infini absolument convergent, IT( 1 + u,), est convergent.

Se déduit du critére de Cauchy, en utilisant :

"

»
Il_[ {1+ h‘,,”] - 1! % l_l (F+ |u.+1“ -1

=1 =1

¥ Emde de TI(1 + u,), avec u,c®,, pour tout neh. — THEOREME. — Le produit infini
I1(1 + u,), avec u, € R, pour taut n e Ry, est convergent si, et seulement si, ka série Zu, & termes dans
R .. est convergente.

Nous avons: . .
¥nel Logl [T Q1 + u,}) = Y Log{l +u) (4)
=q

k=0
Comme IizP u, = 0 est une condition nécessaire de convergence aussi bien pour le produit
| Sl -]

infini que pour la série, il suffit de démontrer le théoréme dans le cas ol cette condition est remplie.
Les deux séries positives £ Log (1 + u,) et E u,, dont les termes généraux sont alors équivalents
au \rmsmage de + @ sont de méme nature. |

De r[ l+w= Z u, on déduit qu'en cas de divergence :

k=0 k=0

tim { []Q1+ u.J) = + m
=g

Ll
4° Cas général. — Supposons que le produit infini I {1 + «.} n'est pas absolument convergent,

mais que lim «, = 0. Limitons-nous 8 K = R. NexistengeNtelque:¥n2n, 1+ u, >0

A=k
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En utilisant :

Log( 1+ u‘]) = % Logil +u)
-, =,

nous nous ramenans encore a 'étude d'une série.

5§ EXEMPLES. — u) Pour taut t € B\xZ, le produit infini

¢
tnN il - —
Az ( n’uz)

est ahsolumen! convergent. Pour sa valeur, voir I'exercice 42.

-1
by Le produit infini T (l + ¢ ) ) est divergent.
LY JJ_I

En effet, au voisinage de + oo :
— Iy -1 1
€ (l | ) =2

N ‘7‘5*0(?1‘/_;)

-1
On ¢n déduit que la série L Log (l + ( }.) est divergente.
nz2 \/P-I

¢] L'ensemble P des nombres premiers est une partie infinie de R, et donc un ensemble
dénombrable. On dispose d'une bijection croissante # +— p, de M sur Pion a p,, = 2; on vérifie par
récurrence :
YnefN p,2n+ 2

1
Il en résulte que, pour tout « > 1, le produit infini I1 (1 ——;) est abgolument convergent.

REMARQUE. — Le lecteur pourra démontrer en exercice que !

® Poura > |, ﬁ(l —%):(El,)‘

T " =1 7

L ’ i
® Poura = 1,le produit infini est divergent, lim ] (I - —) = Oet, parconséquent, la série
Aty p=g P

1
Z — diverge.
pl

EXERCICES
COMPLEMENTS A LA REGLE DE DALEMBERT.

L1. — a) Soit I a, une série 4 termes dans B*, telle qu'au voisinage de + coonait :
i o 1
"—H=1+—+a(—).
4a, n #

— st < — 1, alors la série X a, est convergente;
— si o > — 1, alors Ia série X a, est divergente.

Montrer que :

b} On suppose maintenant que, au voisinage de + co,oma:

Montrer que la séric I a, est divergente.



46 SERIES

1.2. — Soient I g, une série 4 termes dans R%, ¢t ¢ : N — R, une application.

«) Montrer que si,  partir d’'un certain rang, on a:

dy

@{n) —pm+ 2V

o4

ou v est un élément de R%, alors la série Za, est convergente.

b) Montrer que si la série I 1/p(n) est divergente, et, si, 4 partir d'un certain rang
ona:

al|
Q) —— — @@ + 1) <0
n+1
alors la série X g, est divergente.
Application. — On suppose : lim % = 1; on pose "% = :
Pp . ppo '“_}er a, H a, 1 +Cl,,-

Sl existe lim nea, =, et

n=+m
i) sif = 1, alors la série £ a, est convergente;
ii} si ! = 1, alors la série ¥ q, est divergente.

EXERCICES DIVERS

1.3. — Etudier les séries de termes généraux :

o nn n 1 nt + \/n
,};::JGE’ tg r—— - CO§ —; lg;f + Log —

n 3.5 +r e — —
(5) — (Arctg my¥3; .[I e-vdx; St + 2+ 11— \;’n“ + kn;

, , b
g +rttn+l -t +a+ -
i

n
ol peZ; e—"’J e dt
L8

1]

1"+ 24+ ... + 8!
(n + p)!

h A
JLog(r + 1) — J/Logn ; (cos{n/n)™ ; Argshur) 1; eV

o Logn

In
(Argch n)® — {(Argsh n); J. t* Logt f{t) dt, S continue, f{0} # Q.
4]

[ Logn :I" 1 i 1 J"'*"Z 1 dr-
Login + )J " 1+ 17 /m" (1 + 17 /apv L JE+1

b o+ M}; n"“[(n f T - 11?];

annn
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. ) ! 1
{(nsin 1/npowe’ lin _ = L&, —— de;
-t

1-n~% /1

i _ N B T A T
n—-Logn’ (=Ayn e Lot 1)n+{—1)“’
(— "y _wsin(1/n%)
Log(l +— ) Y ST 1
sin(myn? + An?), ou w«e]0, 2];
cos (nm/3) 1!—2!+3!—...+(—1}""n!_ (— 1y

Jno n+ 1! o tpdnr L
sin (. /n? + an + b); sin n;/r_:; (- 1]"{8"""”‘/; —1); a "“?cos(2nn/3);

2 2 1

(cos a/n + x sin a/n)® — e™(1 + b/n); sin (%n); j- (1 - A" dt;
[+

l "

(Log 2 + ... + (Logn)*

os (Lo
M; sin \/Arctg (n® + 1) — sin /Arctg (n%).

n

sin {n ! me); sin{n!2nje);

n"Pl+ (— 1)

1.4. — Montrer que la série de terme général a, = Arctg(n + a) — Arctgn est
convergente. Si fla) désigne sa somme, calculer la limite de f quand a tend vers + oo,

1.5. — Trouver les sommes des séries de termes généraux:
Rl n-—-3 2 9
— Arctg—5; ————————
n {(3n + 1}3n + 4}
Logn + alogi(n + 1) + b Log(n + 2) {quand elle converge):

n!

1
sin( T l)) ,[71 X |
nin . !
1 1 s Vi } — Arctgﬁ;
cos(—)‘cos(_..) [1+\/I)(l+\/i]...(l+vfn] n‘ + 3n +
n n+1
X
27"th —.
2l
. . kn 1
1.6. — Soit p un entier naturel, on pose g, = cotg? et hy = ——
0+ 1 N 2 kn
sin
2p +1

pour k€[], p]. Former une équation algébrique de degré p admettant pour racines
» .
@;, ..., & En déduire la valeur de '} g, puis de ¥ b,

k=1 k=1
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En utilisant 'inégalité:

1 1
cotgt <« - < —— pour te]0, n/2[,
t  sint

en déduire la valeur de la somme de la série £ 1/n%
nzl

1.7. — Déterminer (o, P) e R? tel que :

" 1

Yne N* -[ (et + Pt} cosnmede = —
o n

+ l TEZ

En déduire: —_=—
,,gl nz 6

1.8. — On considére la suite (,) définie par 0 < vy < letu,,, = u, — u

Montrer que la suite u, converge. Quelle est sa limite ?

Montrer que la série de terme général u2 converge. Montrer que les séries de termes
généraux Log (u,, ,/u,) et u, divergent.

Montrer que u, < 1/{n + 1)}, et que la suite (nx,) est croissante. Soit { sa limite. On’
pose u, = (! — v )/n. Montrer que la série de terme général v, — v,,, converge. En
déduire que u, est équivalent 4 1/n.

1
Retrouver plus rapidement ce résultat en considérant ( - —) et én appliquant
ul

le théoréme de Cesaro (cf. ex. 1.15 du tome III).
. + (_ l)ﬂ
1.9. — Existence et calcul de 1 + 3 —n

B+ |

Clwr

{On pourra utiliser les intégrales de Wallis (I11.6.7.2).)
L.10. — Soit {a,},.x une suite décroissante de réels, qui admet Q pour limite. On pose :
Yne N* b, =n{a,., — a,)
Montrer que les séries Za, et . T b, sont de méme nature. En cas de convergence,
comparer les sommes. nxl

L.11. — Soient p = 2 un entier et (a,),., une suite de réels positifs, décroissante.
Montrer que les séries I g, et I p"a, sont de méme nature.

1
Application: étude de la série L ———,
nz2 n(Log n)f
1.12. — Soit {(a,). une suite de réels. Montrer que si la série T a2 est convergente
a
la série T — est convergente. Que pensez-vous de la réciproque?
rxi R
1.13. — Nature de la série de terme général :

Hn— D1+ [2.n =2+ ... + [(n — .11, (xeR)

1.14. — Sommer, lorsqu'elle est convergente, la série Zu,, 4 termes dans R, telle

- +
b2 u, {a et b donnés).
n+b

que, pour tout ne N ;
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L15. — Soit La, une série convergente, 4 termes dans R .. Etudier les séries:

1 a
Ya, % ~./a4, E-—"— Zaua,.
nal HJ_ 1+ a, 2

1.16. — Soit La, une série divergente, 4 termes dans R, Etudier les séries:

a, a, @ a,
Za;,, I , I , Z 7 =
1+ a, 1 + na, 1 + n“a, nxl Gy + &y + ...+ a,_,
{avec a, = Q).
L17. — Soit (a,), une suite décroissante d’éléments de R, , telle que la série Eq,

converge. Montrer : lim (na,) = 0. Peut-on énoncer une réciproque?
A+ ¥+,

1
1.18, — Soit o un réel tel que Pintégrale f, , = f {Arc sin r}* dt ait un sens pour
tout n e N*. 0

g) Montrer: lim [, ,=0.

n—+ +on

b) Etudier la série I I, ..
nzl

1.19. — Soient (a,),n une suite de réels strictement positifs, telle que la série Za,

u
diverge, et (u,), une suite de réels. Montrer que si (:) a pour limite /, alors:

¥ uk) / Y a,‘) admet ! pour limite.
=0 =y
Etudier la réciproque.

t
1.20. — Soitf: [0, + o[ —» R, croissante telleque:! = lim fg < 1.On définit

Pt

la suite (x,),.\ Dar x, = Oet x,,;, = fix,). Montrer que la suite {x,),. est convergente.

L21. — Soit Za,une séricd termes dans B, . On lui associe la suite (b,) .y, telle que:

by =0et2b,,, =b, + . /b2 +a, (necKN*%.

Montrer que cette suite est de méme nature que la série.
122, — On pose u, = (1 — th ayi#; { = lim u,; a, = u, — . Etudier Ela,,.

1.23. — Nature de la série déduite de la série harmonique en remplagant par 0 les
termes dont 'écriture décimale des inverses comporte un 9.

1.24. — On désigne par p le nombre des chifftes de I'écriture décimale de n e N*,

Etudier §110 — nlr:  E e

-p. -1
2l ’ ngln P

1.25. — Sommer Za,, avec: a,, =

Qypey = — 5 G3h+2 =

4n + 1’ n + 3 2n + 2
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P
1.26. — Ondonne zeC, avec |z] # 1. Sommer”); ] m.

a
1.27. — On donne a,, ..., a, Etudier gl—", ol a, = g, k€ N, lorsque n est
Azl g

congru & &k, modulo p.

2 t
1.28. — Sommer § ,Gm oug, =2n f cos (2nt). Log (2 cos 5) dt.
" 0

t—1

1.29. ~ FEtudier la fonction f: ¢ — exp e

Etudier la série L a,aveca, = fin) + a + E, (e, B)e R
n H

1.30. — Soit (z,), une suite de nombres complexes telle que, pour p = g,

|z, — z | > did € R} donné). Etudier la série Z|z,l~ " On montrera qu'elle converge pour
o> 2

1.31. — Dansla série harmonique alternée, on prend p termes positifs, puis 4 termes
négatifs, puis p termes positifs, et ainsi de suite. C'est ainsi que pour p = 3et g = 2, on
obtient :

(1 + 1 + l) 1 1 1 + 1 + I 1 1
a =l-+-+=-) a3 =—-—-1 ay3=c+-+—; a,=—--—-;
AL 3 s 2 4 7 79t 6 8
Montrer que la série § 9n converge, et calculer sa somme.
1.32. — BSoit Za, une série convergenie. On pose:
L{2 x
X, = - ka, |, b, = ——.
" ] (.g; k) n+1
Montrer que la suite {x,}, n+ converge. Etudier la série T ]b_‘
nz
ul " s{n
133. — On pose: s(n) = 3 k™" (n > 1). Etudier la série X 2, {xeR).
P LEYE
1 1

1.34. — On pose: a,, = n + ksin—; 83,4 = (k € R, s € B¥). Nature
n m

n+1

de la série T O Dans quel cas peut-on appliquer le théoréme des séries alternées ?
L]

1 + o 1

1 1

135, — Justifier l‘égalitézj _—
aog nln + 1)

Q

Calculer séparément I'intégrale et la somme de la série.
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. fy
1.36. — Soit fune permutation de N*. Montrer que la série ‘;‘. s diverge, et que
L n

I'on peut choisir f pour que la sérien);; | 1/./fin) . fin + 1) converge.

1.37. — Exhiber une série convergente Xa, a laquelle il soit impossible d’associer
o e i1} tel que la série Zja,|* converge.

1.38. — FEtudier & P'aide des séries les intégrales impropres:
+ o tﬂ o dt + o
o 1+%(sin®n o 1+ t*|sin " o

1.39. — Soient E, F des espaces de Banach. On note Isom (E, F) 'ensemble des
isomorphismes (algébriques) de E dans F qui sont des homéomorphismes. Montrer que
Isom (E, F) est un ouvert (éventuellement vide) et que u —u~' est une application

continue de Isom (E, F) dans Isom (F, E). (On utilisera ici le fait que si v € #(E) vérifie
+ 2

liwll =< 1, alors ¢ — ¢ est inversible dans #(E), en considérant Z ¢"; on comparera a
n=0

11853, 1)

1.40. Tutorime DE MEerTENS, — Soient Za, et b, deux séries complexes, la premiére
semi-convergente, la seconde absolument convergente. On pose :

+1m +w +w b
A= Z an B = E b..: B = Z |b|||; Oy = Z ahbu—k;
n=0 k=0

n=0 n=0
L] L] h
A=} a B, =} b, Co= 2 ¢
peG p=0 p=0G
1° Vérifier que:
a) Les suites (@,),en et (|4, admettent des majorants, k et K.
b) A tout € € R on peut associer N, ¢ N tet que » > N, entraine:

B lagsql Se g + a0 S8 G l8 g+ Azl €5
i) (G €85 laweyl €25 ilaml €8
i) (Byerl + lbawz) + .- bl €&

2° Montrer: lim |C,, — A,B|l=0; lim ¢;, =0
Lkl =+

3° En déduire que la série Zc, converge, et a pour somme AB.

FAMILLES SOMMABLES, PRODUITS INFINIS.

1.41. — a) Montrer que, pour t e Ret ne N* on a:

1 n-1
sinnt=2"“sinr.sin(t +—1t)...sin(£+ rc).
n n




52 SERIES

Montrer que, pour n = 2p + 1, t € R et n non multiple de n, on a:

1 n—1
cotg it = {— I)’cotg:.colg(r + —n) ... cotg (r + -n)
n n

b) En déduire que, pour # = 2p + 1, t € R et t non multiple de =, on a:
P 2ntgtin

ntgt/n + ,E, cos? kn/n.(n tg t/n)? — (nsin kn/n)?

cotgt =

¢} Montrer que, pour tout t € R, non multiple de x, on a:
| 2t

cotge = - + _—

t ,E, 2 — k*n?

{On utilisera la théorie des séries doubles.)

:2
1.42. — g) Montrer que pour t e R\nZ, le produit infini t H(l - ) est

ral Hz n?

absolument convergeht.

b) Montrer les égalités, pour n = 2p + 1:

i . sin? ¢ sin? ¢
sinnt =nsintll — — el = —
sin? n/n sin? pn/n

) tglt tglt
sinnt =cos"rmtgefl - ———4.. |1~
tg? n/n tg? pn/n

T
c) Etablir pour 0 < x < y < 2 les inégalités:

sinx x tgx x
—>— e —<=-
smy ¥ tgy y

En déduire, pour t € R\nZ :

Fo ( :2
t 1~ —) = sint.
am1 nin?
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SUITES ET SERIES
D’APPLICATIONS

2.1. GENERALITES SUR LES SUITES D'APPLICATIONS

2.1.1. Convergence simple; convergence uniforme
On considére un ensemble quelconque E et un espace métrique (F, d).

1° Derinmion I — On dit qu'une suite f = (), Tapplications de E dans F
converge simplement (sur E} si, et seulement si, pour tout x € E, la suite (f,(x)),.n
admet une limite,

En désignant cette limite — dont I'unicité est connue — par f(x), on détermine
une application f: E — F qui, du fai¢t de son unicité, peut &tre appelée la limite
simple (sur E) de la suite f; on dit que f converge simplement (sur E) vers f.

REMARQUES. — a) Les f, étant des applications admettant E pour ensemble de définition,
I'expression « f converge simplement sur Evest un pléonasme, Dans la pratique, nous aurons le plus
souvent affaire 4 une suite f = ([}, de fonctions d’'un ensemble E vers un espace métrique (F, d);
nous dirons alors qu'étant donné E' < E, fconverge simplement sur E’ si, et seulement si, les £, sont
toutes définies sur E' et sila suite des restrictions desf, 4 E' converge simplement (sur E'), au sensde la
définition I, Pour éviter toute cause d'erreur, nous accepterons le risque de commetire un pléonasme.

b) Nous écrirons f = (f),;,, lorsque nous ne disposerons que d'une application de
MO, ..., 1, — 1} dans FE

DeeinTion 11, — On dit qu'nne suite f = (f)),., d’applications de E dans F
converge uniformément sur E si, et seulement 5'il existe une application f de E dans
F telle que la suite d’éléments de R dont le terme général est:

Wy = SUP (A} ()

admet ( pour limite.

Notons qu’alors f converge simplement sur E vers f, ce qui implique Punicité
de f et permet de dire que f est la limite uniforme sur E de la suite .

REMARQUES. — 4) Les exemples du 3* montreront qu'il peut se faire qu'ung suite converge
simplement sur E sans qu'elle converge uniformément sur E.

B) Si f est limite uniforme sur E d'une suite d'applications f, toutes bornées sur E, alors f est
bornée sur E. En effet, il existe d'une part N e N tel que sup d(fy{x), f(x)) < 1, d'autre part
xeE

{a.r) e F x R% tel que sup dia, fy(x)) € r. Doi:
xeE

sup dia, fix) < r + L.
xeE



54 SUITES ET SERIES D’APPLICATIONS FAN

¢) Ne dépendant que de la nature topotogique de F, I'existence de la limite simple et la limite
simple ne sont pas modifiées si on remplace 4 par une distance topalogiquement équivalente. Par
contre, I'existence de la limite uniforme fait intervenir explicitement le choix de la distance o; il est
cependant aisé de constater qu'elle n'est pas modifiée si on remplace d par une distance équivalente, et
méme par la distance &' = inf (d, 1).

2° Formulations. — Soit f une suite d'applications de E vers F et f une
application de E vers F, Par définition:
— la convergence simple sur E de f vers f se traduit par:

i) YxcE VecR® 3INeN Vnz= N df)f0) <

— la convergence uniforme sur E de f vers f se traduit par:

VeeR%Y INeN Vnz N supd(fix)fix) <
xeE
c'est-a-dire par:
ii) YeeRt* INeN Vnz=N VxeE df(x)flx) <¢

On notera que:
— i) et ii) ne différent que par la place de (¥x e E)
— dans i), N dépend de x et de g; dans ii) N ne dépend que de <.

REMARQUE. — Dans le cas oil £ est un intervalle de Ret ol F = R, on peut considérer, dans un
plan P affine rapporté & un repére, les représentations graphiques [, C,C,, C_, desapplicationsf, f,
J+&f— & ({nel, eeR"). On constate que f converge uniformément sur E vers ['si, et seulement si,
pour tout €, I', est inclus, pour n assez grand, dans la partie du plan P qui est compriseentre C,C_,,
et éventuellement deux paralldles 3 'axe des ordonnées.

3° Plan d'étude. — Soit f = (f,), . une suite d'applications de E dans F.

@ S'il existe x, € E tel que la suite (f,(x)), . y d'éléments de F soit divergente,
alors la suite T ne converge pas simplement sur E, et a fortiori ne converge pas
uniformément sur E.

@ Supposons maintenant que nous ayons montré gue f converge simplement
sur E; désignons par fla limite simple; si f converge uniformément sur E, ce ne
peut &tre que vers f.

Il peut arriver que des considérations de continuité et d'intégrabilité
permettent de conclure 4 lanon-convergence uniforme (cf. 2.2.1), maisen général,

on se reporte 4 la définition ; on étudie la suite d’éléments de R dont le terme
général est:

M. = SUP dif(x) f(x))

ExEMPLES. — a) f,: [0,1] = R ¢ +—t".
Pour £ e [0, 1] donng, la suite réelle (f{t)),-n admet 0 ou 1 pour limite selon que € [0, 1] ou
t = 1. La suite f admet donc une limite simple sur [0, 1], & savoir 'application

£ 011-R  fin=0 si tels1f;fil)=1
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Ici: ¥n e Ny, = 1. La convergence nest pas uniforme sur [0, 1]. En revanche, pour a € [0, 1[
donné, on a:

YneN sup |fi{f) —fi)] =a"
e[, a)

Pourtout a £ [0, 1[, 1a suite f converge donc uniformément sur [0, 4] vers I'application nulle de [0, a]
dans R. Mais on notera bien qu'il n’y a pas convergence uniforme sur [0, 1[.

Bf R, =R t—n®e™, (neN* aeR,)
Pourt ¢ B, donné, la suite réelle {f,(t)), ., admet O pour limite (considérer successivement t = {

ett > 0} Lasuite f admet donc une limite simple sur B, , 4 savoir l'application nulle de R, dans R.
Pour n e M* donné, le tableau de variation de f]

t (] n! +

L) + ¢ -
Ly | o W N 0

montre qu'ici g, est f1n ') = " 'e ', On en déduit:

~ Sia < l,alors lim p, = 0;il ¥ a convergence uniforme sur B, ;

LR -1
— Sia > H(resp.ox = 1),alors lim p, = + oo{resp. lim p, = £ ');iln'y a pasconvergence

A=+ @ LI

uniforme sur B, ni d'ailleurs sur ®%. En revanche, pour a € R% donné, on a:

¥u = 1/a sup  |fff)] = nlae” "
refa, + oo

Yi

g=1pa=

Fig. 2.

Pour tout a € R, la suite f converge donc uniformément sur [a, + o[,

ne
fi: R R t—

1+ nt?
Il est aisé de voir que [ converge simplement sur B vers I'application nulle. On a:

1 1 1
Yre N f,(—) =-,etdonc:¥neN p = -
n 2 2
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Il n'y a pas convergence uniforme sur R. Le lecteur pourra montrer que pour ae R}, il y a
convergence uniforme sur By — a, + af.

REMARQUE. — Nous venons de voir que, en cas de convergence simple vers f, la non-convergence
uniforme peut se prouver par lexistence d'une suite (§,),n d'étéments de E felle que la suite
(d{f 48,0 FIEM,eny Nadmette pas 0 pour limite,

4° Convergence uniforme sur un ensemble of de parties de E.  — Derinvmion. — On dit
qu'une suite f d'applications de E dans F converge uniformément sur un ensemble «f de parties de £si, et
seulement si, pour tout A € <, la suite [ converge uniformément sur A.

Natons que f peut converger uniformément sur I'ensemble de parties .« sans converger
uniformément sur |J A. Cest le cas pour la suite f = (f),.y avec:
Acof

L0 =8 1

Cette suite converge uniformément sur l'ensemble o = {[0, 2l{a € [0, 1[} de parties de [0, 1],
mais ne converge pas uniformément sur [0, 1[.

ExempPLE. — Si E est un espace topologique, et si of est 'ensemble des parties compactes de E,
on parlera de « convergence uniforme sur lout compact »,

2.1.2. Le critére de Cauchy uniforme

Soient E un ensemble quelconque, (F, d) un espace métrique, f = (f),.n
une suite d’applications de E vers F.

Derinirion. — On dit que f est une suite d’applications uniformément de
Cauchy sur E si, et seulement si elle vérifie la condition suivante, dite critére de
Cauchy uniforme sor E:

YVeeR* INeN VYnz2 N Ymza2 N supd{f (x)f(x) €€
xeE
ProrosiTiON L. — Si f converge uniformément sur E, alors f est uniformément
de Canchy sur E.

Par hypothése, il existe f, limite uniforme de f sur E.
Soit £ € R%. 1l existe N e N tel que:

YVnz N V¥xeE d(f(x),f(x) < €2
On en déduit que, pourtousn 2 N.m 2 N, xe E:

d(f,(x), f{x)) < d(fu(x), flx) + df{x).f(x) €€ O

ProrosimonIl. — Si f est uniformément de Cauchy et converge simplement
sur E, alors f converge uniformément sur E.

Soit £ € R%. Daprés le critére de Cauchy uniforme, vérifié par hypotheése, il
existe N e N tel que:

¥nz2N Vm2N VxeE df(x), f{x)<es
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Fixons provisoirement x € E et n 2 N, Nous avons:

Vmz N d(f(x)f{x) < & (1)
Par hypothése, it existe flimite simple de f sur E et donc, pour le point x € E
considéré:
lim £, (x) = fix) (2)
Compte tenu de la continuité de la distance, de (1) et {2) on déduit:

dif(x)f(x) € ¢
En conclusion:
veeRt INeN Vrnz N V¥xeE d{/fx)fix) <e¢ O

ProposiTioN I11. — Si Pespace métrique (F, 4) est complet, alors pour que la
suite d’applications f converge uniformément sur E, il faut et il suffit qu'elle soit
uniformément de Cauchy sur E.

Compte tenu des propositions 1 et 11, il suffit de montrer que, si {F, d) est
compiet et si f est uniformément de Cauchy sur E, alors f converge simplement
sur E. Cela tient a ce que, dans ce cas, pour tout x € E, (f,(x)), . n et Une suite de
Cauchy d’éléments d'un espace métrique complet F, et donc une suite
convergente. O

2.1.3. Topologie de la convergence uniforme

Soient E un ensemble quelconque et (F, d) un espace métrique. On désigne par & l'application de
FE % FE dans &, déterminée par :

8fq) = suEp d(f(x), gtx).

Nous laissons au lecteur les démaonstrations, trés simples, des propositions suivantes:

PROPOSITION [ -~ L'application & est une pseudo-distance (111.2.3.3, 2°).

ProrosiTiON 11 ET DEFINITION. — L'application &, de FE x FE dans B, déterminée par
Bolf, g) = inf (8(f, g), 1) est une distance sur F£. L a topologie induite sur FE par cette distance est dite
topologie de lu convergence uniforme sur FE,

PROPOSITION III. — La suite { d'applications de £ dans F est uniformément convergente sur £
{resp. uniformément de Cauchy sur E) si, et seulement si la suite f d'éléments de I'espace métrique
(FE, &,) est convergente (resp. de Cauchy).

La proposition II1 du 2.1.2 peut donc se traduire par:

PROPOSITION IV, — Si I'espace métrique (F, d) est complet, alors L'espace métrique (FE, §,) est
complet.
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REMARQUE. — Soit #(E, F) 'ensemble des applications bornées de E dans F. 1] est ais¢ de
constater que la restriction de la pseudo-distance & 3 2(E, F) x 4NE, F) est une distance et d'en
déduire que si I'espace métrique (F, d) est complet, alors I'espace métrigue (4HE, F), §) est complet.

Sur @(E, F), & est appelée distance de la convergence uniforme.

2.1.4. Suites d’applications A valeurs dans un e.v.n.

1° ProrosimioNI. — Soient E et F deux espaces vectoriels sur K{R on C), F
étant normé, et soit f = (), ., une suite d’applications linéaires de E dans F,
admettant une limite simple / sur E. Alors f est linéaire.

Soient (x, y) € E2, (o, B) e 2. On a:
Slax + By) ="El;ﬁwf..(°€x +fy) = ,ETw [efi(x) + BL(V] = of(x) + BAlyy O

ProrosiTioN 11, — Soient E un ensemble, F un e.v.n. Alors 'ensemble % des
suites d’applications de E dans F qui convergent uniformément sur £ est un espace
vectoriel et Fapplication qui & un élément de %7 associe sa limite uniforme sur £ est
linéaire.

Démonstration facile,Jaissée au lecteur,

ProposimioNIIL. — Soient E un ensemble, F, G, H des e.v.n., T une application
bilinéaire continue de F x G dans H, f = (f),.n e 2 = (g,),.n des suites
d’applications de E dans F et de E dans G respectivement, admettant des limites
uniformes sur E, { et g, bornées. Alors la suiteh = (f, T g,), . d'applications de E
dans H admet f T g pour limite uniforme sur E.

Par hypothése, il existe ke R,, Ke R, et K'e R, tels que:
Viv,2)eF x G Iy T z|l < k[lylill2I];
Sﬂfllf(x}l! < K; Sugllgtx)ll <K

Posons :

My = SUD |I£6x) — S0, W, = sup llgux) — glx)l
En utilisant le fait que f, T g, — f T g sécrit:
G-NTG-9+fT@-+h-NTyg
on constate que sug“ﬁ,{x} T gdx) — fix) T g(x)l est majoré par
kMo, + 1K+ Kiy) ) O

REMARQUE. — Si f admet f (pas nécessairement bornée) pour limite uniforme sur E et si
g: E — G est bornée, alors (f, T g),.s admet /T g pour limite uniforme sur E.

2* Norme de laiconvergence sniforme. — g} Soient E un ensemble, F un e.v.n, et @E, F)l'espace
vectoriel des applications bornées de E dans F. Pour tout f & #(E, Fyon dispesede ||f)| = sup || f(x)]l.
xeE
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Le lecteur véribera aisément quef —||f}| est une norme sur B E, F), 4 laquelle est associée la distance
& de la convergence uniforme.

DEFiNiTIoN. — L'application f —sup||f(x)]| de @E, F) dans R, est sppelée norme de la
xeE
convergence uniforme.

On constate que, pour cette norme, st F est de Banach, #(E, F) est aussi de Banach,

b} Sionselimite aux applications bornées, on retrouve alors les propositions Il et 11 commea des
théorémes classiques sur les opérations sur les limites dans les €.v.n. Notons d'ailleurs que dans le cas

de la proposition 111, les suites (f.), -y €t (8,0, ¢y SODt des suites d'applications bornées, au moins &
partir d'un certain rang.

3 Retonr sur les espaces #(\E, F). — Soient E et F deux e.v.n. Nous avons muni Uespace
#(E, F) des applications linéaires continues de E duans F de la norme:

o=l = sup [luix)ll
el <1

Notons B = [x € E||ixj| € 1}. Alors une suite (u ),y d'éléments de #(E, F) converge vers
u € ¥(E, F)si, et seulement si la suite des restrictions des u, & B converge uniformément (sur B) vers
la restriction de u & B.

On vérifie aisément, par des homothéties :

PrOPOSITION. — Une suite (u,), ., converge vers u dans le.v.n. SP(E, F)si,et seulement si la suite
d'applications (&), converge uniformément vers u sur toutes les parties bornées de E.

2.1.5. Convergence d'une famille d’applications

Soient £ un ensemble, (F, d)unespace métrique, G un espace topologique, A une partie de G, &,
un point de A, et enfin £ = (f,);.4 une famille d’applications de E dans F.

DEFINITION. — On dit que la famille  converge simplement sur £ lorsque 3. tend vers 3, en
appartensnt & A si, et seulement s'il existe une application f: £ — F telle que:

¥xeE  lim  fi{x) = fix)
A i hEA

On dit que |a famille f converge uniformément sur E lorsque A tend vers A, en appartenant & A si, et
seulement 5'il existe ime application f : E — F telle que l'application

hiA =R,k vsup d(f(x) S
x¢E
admette O pour limite lorsque ) tend vers 3, en appartenant & A.

Le lecteur £tendra aisément 4 une famille d'appiications les résultats déjd acquis pour une suite
d"applications, y compris le critére de Cauchy uniforme dans le cas o0l G est métrisable et 0d (F, d)est
complet.

EXEMPLE. — G = Ri A = R;hg = + o0ify (R R ¢ e~ *'1f admet une limite simple
sur R, lorsque X tend vers + oo, & savoir application f : R — & déterminée par fi0) = letfit) = G

pout ¢ # 0. Ici, pour tout & .0, (A) = sup e—*" = 1. Il n'y a pas convergence uniforme sur R. En
ea
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revanche, pour tout ace R%, on a
2

sup Lhl) — fin)] = e~
IH2a

et il y a convergence uniforme sur Ry ]— a, + af.

2.2. CONTINUITE, DERIVABILITE, INTEGRABILITE
DE LA LIMITE D'UNE SUITE D’APPLICATIONS

Intraduction

La limite simple d’une suite d"applications posséde certaines des propriétés de ces applications,
Cest ainsi que le lecteur démontrera:

PROPOSITION. — Soit f = (f,),n Une suite d'applications d'un intervalle réel [ dans R, de limite
simple f sur I. Si pour tout r, f, est croissante (resp. décroissante; resp. convexe) sur I, alors f est
croissante (resp. décroissante; resp. convexe) sur 1.

Cependant I'étude desf, : t +—¢",de [0, 1]dans R, nous a appris que la limite simple d'une suite
d’applications continues peut ne pas étre une application continue.

Noaus allons maintenant donner des conditions suffisantes pour que sojent conservées la
continuité, la dérivabilité ou l'intégrabilité.

2.2.1. Continuité et limite

1° TutoREME. —~ Soient E un espace topologique, (F, ) un espace métrique,
@ un point de E, enfin f = (f,),., une suite d'applications de E dans F, toutes
continues en a, qui converge uniformément sur E vers une application f. Alors f est
continue en a.

Soit £ € R%. Qn peut lui associer N ¢ N tel que:

sup d{fy(x), fix)) < &/3.

xek
D’apres la continuité de f}, en q, il existe ¥, voisinage de ¢ dans E, tel que:

VxeV dfy(x), fy(a) < &/3
En utilisant:

d(f(x), fla) < dfix), fulx) + d(fy(x), fula)) + d(fyla), fla))
on obtient :

YxeV d{fix), fla)) €¢ a

CoroLLAIRE. — Si une suite d'applications continues sur E converge
uniformément sur E, sa limite est une application continue sur E.
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INTERPRETATION DU COROLLAIRE. — 4{E, F) désignant la partie de 'espace métrique (FE, 8,)
constituée par les applications continues, le carollaire dit que toute suite convergente (dans FE)
d'éléments de 9(E, F)asalimite dans $(E, F), Quiestainsi unfermé de FE (111.2..5, 2°);si,en outre,
(F, d) est complet, alors ($(E, F), &,) est complet (11E.2.4.2, 27).

REMARQUES. — a) Siune suite d"applications continues de E dans F admet une limite simple sur
E, non continue, on peut affirmer que la suite ne converge pas uniformément sur E; cette remarque est
trés utile dans la pratique.

b) Le corollaire n'est quune condition suffisante : une limite simple d'applications continues
peut étre continue sans qu'il y ait convergence uniforme (gf. exemple b) du 2.1.1.3%).

2¢ TutoriMe. — Soient (E, d,) et (F, d,) deux espaces métriques et
f = (/,).cn une suite d’applications de E dans F, toutes uniformément continues sur
E, qui converge uniformément sur £ vers une application f. Alors [ est
uniformément continue sur E.

Soit e € R¥. On peut lui associer un naturel N tel que:
sup dy(fy(x), fx)) < /3.

Dr’aprés I'uniforme continuité de f,, sur E, il existe n e R% tel que:

Yix, x)e E* di(x, x) € n = dy(fy(x), fy(x)) < &/3
En écrivant:

d,(f(x), fIxY) € dy(fix), fu(xD) + da(fylxh fux) + da(fu(x’), AXN
on obtient :
¥ix, x)e E? d,(x, x) £ n = d,(fix), (XY ¢ O

Y Cas de la convergence uniforme sur Pensemble des compacts. —
TueoréME 1. — Soient E un espace topologique meétrisable, (F, d) un espace
métrique, et f = (f,),n Une suite d’applications continues de E dans F, qui converge
uniformément sur tout compact de E. Alors f converge simplement sur E et sa
limite simple est continue sur E.

Tout point x & E est tel que {x} est une partie compacte de E; il existe donc
lim f,(x); en désignant cette limite par f(x), on dispose de l'application
R4+ x:

[+ E - F, limite simple de f sur E.

Considérons un point a € E. E étant métrisable, pour montrer que f est
continue en a, il suffit de montrer (111.2.3.5, 3°) que, pour toute suite {x,), .
d’éléments de E de limite a, la suite (f{x,)), ., admet f{a) pour limite.

Soit (x,), une telle suite, et soit X la réunion de {a} et de I'image de la suite.
Pour tout recouvrement % de K par des ouverts de E, 'un des ouverts contient 4,
et donc tous les éléments de K, sauf un nombre fini d’entre eux; on peut ainsi
extraire de & un sous-recouvrement fini; K est un compact de E. La suite des
restrictions des f, 4 K, qui sont continues sur K, converge uniformément (par
hypothése) vers la restriction de f 4 K, qui est ainsi continue; la suite (f{x,))en,
qui est aussi (f|,(x,)), admet pour limite f|.(«), qui est aussi f(u). ]

ExempLE. — On peut appliquer ce théoréme 4 f,: [0, 1[ - R | ¢t —"
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REMARQUE. — THEOREME II. — Seient E un espace topologique, (F, d) un sapace métrique,
f = {/,)pecn une suite d'applications continues de £ dans F qui converge uniformérment sur un ensemble of
de parties de E, Si de plus tout point de E admet un volsinage élément de .+, alors f converge simplement
sur E et sa limite simple est continue sur E.

Vérification laissée au lecteur, qui utilisera 111.2.2.3, 2° a). ]

Notons que le théoréme [ n'est pas en général un cas particulier du théoréme LI

A titre d'exercice, le lecteur pourra redémontrer au moyen du théoréme 1 I'assertion: 81 Festun
espace de Banach, S(E, F)est un espace de Banach (utiliser I'ensemble des parties bornées de E).

4° Cas d’une famille Sapplications. — En s'inspirany du t°, le lecteur établira sans difficulté:

THEOREME. — Soient £ un espace topologique, F un espace métrique, G um espace topologique,
AcGetige A, enfin f = ( fihies une famille d'applications continues de £ dans F, qui converge
unifermément sur E vers une application f, lorsque A € A tend vers A,. Alors [ est continue.

It reprendra, de [a méme fagon, I'ttude du 3° (convergence uniforme sur l'ensemble des compacts
de E).

5 le théoréme dinterversion des limites. — Il s'agit d'une extension du théctéme précédent.
On considére deux espaces topologiques métrisables £ e1 G, une partic A = E et un paint
xq & A, une partic A = G et un point ky€ A, un espace métrique (F, d), enfin une application
h: A x A — F.Qn dispose ainsi des deux familles d’applications f = (f,l; .5 €1 8 = (#,) g4 aVEC :

fiA=F x —hix, k); gt A= F & —hix, A)

{La donnée de l'une des familles aurait d-ailleurs déterminé k et lautre famille.) Avec ces
notations, nous allons démontrer ;

THEQREME. — On suppose que § converge uniformément sur A, lorsque A € A tend vers A, vers
une applicationf: A4 — Fonsuppose d'sutre part que g converge simplement sur A, lorsque x € A tend
vers X, vers une application g: A — F. Dans ces conditions:

i) 8'il existe lim g(A), alors il existe lim  f(x) et les deux limites soat égales;
A=y hEA Xy, ved

ii) 8i F est complet, alors il existe lim  g{&) et i) s'applique.
Xk heA

Démonstration de ii). — Soit £ € BY. La suite f étant uniformément de Cauchy, il existe un
voisinage Vde i, dans G, tel que:

Yk, AJE(V AP sup difilx), f:(x) < & (i
wEd
La famille g convergeant simplement, pour A et 1’ fixes, f, et {,. admettent respectivement g(k]) et
g(A’) pour limites en x,, suivant A.
En utilisant la continuité de la distance d, on obtient:

YL MlelV n AR diglh).gM) <& (2)

G étant métrisable, le critére de Cauchy pour les fonctions (11.2.4.2, 5°) permet de déduire de (2)
que g admet une timite en A, suivant A. a

Démanstration de 1) — Soit £ € BY, |a suite { étant uniformément convergente, il existe un
voisinage V, de i, dans G, tel que:

VeV, nA  supdlfiix)fix)} < £/3 (3
xeA
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Par ailleurs Fexistencede  |im g(k) = { permet d'associer 4 e un voisinage ¥, de &, dans G, tel
Lo ke
que:

VeV, nA  dginh € €3 4)

Choisissons un point ude ¥; n ¥; r A et écrivons que f, admet g(p) pour limite en x4 suivant
A; an peut associer 4 £ un voisinage U de x dans E, tel que:

Yxell nd  dif(x)gn) < &3 {3}

En utilisant (3], (4}, {5), et en tenant compte de:

dif(x), ) € dfix) flx)) + dUlx), glw} + digln), 1)
on constate qu'a tout £ € R% on peut associer un voisinage If de x, dans E tel que:
¥xell mAd difix), ) < &
On peut done affirmer: { = lim  f{x). a

e, vEA .
REMARQUES. — a) On peut intervertir les rdles des familles f et g.

b) Le théoréme se retient sous la forme condensée (qui justifie son nom);

lim ( lim A(x, A} = lim (lim h(x, 1))

XTE A=A, Aohg x-xg

) On [utilise souvent dans le cas o I'une des familles est une snite {par exemple 6 = R,
A=Ni =+ 2]

d) En fait I'hypothése G métrisable nesert que dans la démonstration de ii), I'hypothése E
métrisable est inutile. Dans la pratique courante, ['énoncé proposé est largement suffisant.

EXEMPLE. - E=G=R; A=A=Rt; F=R t,=3% =+ %
A

a) Adoptons dabord: kit,X) =

t A2
Ici les familles f et g convergent uniformément sur R% vers lapplication nulle; le théoréme
s'applique; on constate d'ailleurs aisément :

A
lim ( lim )= lim litn ———)
P S I LA VIR NP

Y
b) Adoptons maintenant: kit, ) = ——.
t+ A
Ici les familles et g convergent sur R% respectivement vers les applications 1 +— { et A —0,
mais le lecteur vérifie qu'il ne s"agit que de canvergences simples; d'ailleurs:

A X
lim lim — | =1; lim lim —— ] =0.
IR T S N it Mwraf 4 A

2.2.2. Applications réglées

1° Nous allons reprendre, en la complétant, une définition déja donnée au
111.4.6.2, 2°,

THEOREME ET DEFINITION. — Soient [a, b] un intervalle compact de R, F un
ev.n, & Pespace vectoriel des applications en escalier de [a, b] dans F, et
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J: [a, b] - F une application, Les assertions suivantes sont équivalentes:
i) f peut-étre approchée uniformément par des éléments de &, i.e.:
VeeRY  Jgped sup [fi—olll<e
]

tefah
ii) f est limite uniforme sur [, b] d'une suite d'éléments de &.
Toute application [ vérifiant ces denx assertions sera dite réglée sur [a, b].

|
i) = ii}. D'aprés i), pour tout ne N on peut associer a g, = 1 un
n
¢lément @, € & tel que:
su t) — ) =
,E[a.%”ﬂ ) = @, w1
S est donc limite uniforme sur [a, ] de la suite (@,),.n- O

i) = 1) Supposons qu’il existe une suite(ep,),.,, d'éléments de & qui converge
uniformément vers f sur {a, b]. A tout £ € R% on peut associer N ¢ N tel que
sup |[f{) — ozl € e a

tefu, b]

REMARQUE. — L'ensemble des applications réglées de [a, b] dans F est un sous-espace vectoriel
de F1** qui contient & et est inclus dans #([a, #], F), une application réglée sur [, h] étant bornée
au titre de limite uniforme d'une suite d’applications bornées. Ptus précisément il s'agit de 'adhérence
de & pour la topologie de la norme de 14 convergence unilorme ainsi que le lecteur le vérifiera a titre
d'exercice.

ProrosITION. — A toute application réglée, f: [«, b] — F, on peut associer un
sous-ensemble au plus dénombrable D < [«, b] tel que f soit continue en tout point
de [a, b]\D.

fest limite uniforme sur (g, b] d’une suite (@,),., d'éléments de £. Pour tout
n e N, il existe un sous-ensembile fini D, = [a, b] tel que @, soit continue en tout
point de [a, b1\D,. On pose D = {J D,. On applique le théoréme du 2,2.7, 17,
en tout point de [a, b]\D. "

2° Caractérisation des applications réglées. — THEOREME. — Soient [a, b]
un intervalle compact de B, F un eva., f: [a,b] — F une application.

i) Si en tout point de [a, b[, fadmet une limite i droite, et si en tout point de
Ja, b], f admet une limite & gauche, alors f est réglée sur [q, b].

ii} Réciproquement si F est complet, et si f est réglée sur [a, b], alors f admet
une limite 4 droite en tout poiat de [a, b[, et une limite & gauche en tout point de

1a, b].

i) Par hypothése, les limites existent. Soit £ € R* ; & tout ¢ € [a, b] on peut
associer (o, B)eR* tel que o, < t < B, et

V(‘ls tZ} € {]an f[ i [H, b])z ”.f(f]} - f(fz)” g €
¥ty 1) € (06 B [a, b)) Lfle)— [l < ¢
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étant entendu que pour t = gon prend o, = a — 1, et que pour t = b on prend
Bp=b+ 1

Du recouvrement ouvert {]a,, B,[} . » du compact [, b] on peut extraire
unsous-recouvrement fini (Jo,, B,[) ;. Désignons par ¢ = (a;)y; <, a subdivision
de [«, b} dont I'image est constituée par ¢, h, et par ceux des points 7, &, B (t € J)
qui appartiennent a Ja, b[. Considérons I'application en escalier ¢ de [a, ] dans
F qui coincide avec fen chacun des points a;, et vérifie

VieN, Vtela,._,al elr) = f(ai_lfw)

On constate

sup ||f(1) — o)l = & O
refa, ]

ii) Par hypothése F est complet et fest limite uniforme sur [a, b]d’une suite
(9,).n d'applications en escalier de [«, b] dans F. Soit 1, €[4, b[. Pour tout

ne N, il existe ]a limite & droite @,{(f, +}) = lim ¢,).
t—ig el h]
— Pour que le résultat soit acquis, il suffit que I'on démontre gu'tl existe
{= lim @Jt, +)etquel = [lim f{1).
2=+ o8 1=+, 0608, b]
Il s’agit d'une conséquence immédiate du théoréme d’interversion des
limites, qui s'applique puisque F est complet. O

(Le lecteur qui n’aurait pas encore étudié ce théoréme commencera par
vérifier que (@, {t, +)),.n €5t une suite de Cauchy; nous lui laissons le soin de
terminer la démonstration.)

CoroLLAIRE. — Toute application f continue par morceaux (resp. monotone
par morceaux) d*un intervalle compact [a, b], a < b, de R dans un e.v.n. F (resp.
dans [) est réglée.

Montrons que f vérifie la condition i) du théoréme.

1l existe une famille de réels {a, = a, 4,, .., a, = b) strictement croissante et telie que, a tout
ie R, on peut associer une application @; continue (resp. monotong) de {a,_ ,, a;] dans F {resp. B}
qui coincide avec f sur Ja,_,, a,[-

En utilisant la définition de la continuité (resp. le corollaire IT du IT1.4.3./, 3°), on constate que
P, et donc f, admet une limite 4 droite en tout point de [a;-,, a;[ <t une limite 4 gauche en tout
point de Ja;_,, a;].

Le corollaire s’applique, en particulier, si f est continue (resp. monotone; resp. i variation hornée).

REMARQUE. — Toute application réglée d'un intervalle compact de B dans un espace de
Banach est intégrable (1£1.6.4.1) mais une application intégrable peut ne pas étre réglée. Clest le cas
pour

1
£ 1] R fity=sin~ sit#0; fO)=0
t

qui est intégrable (6.4.2, 2°), mais n'admet pas de limite 4 droite au point (.
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2,2.3. Dérivabhilité et limite

1° TueoreME — Soient I un intervalle de R, F un e.vn, f = (f)), ., une suite
d'applications, toutes dérivables, de ! dans F, telle que la sviteg = (), .\ converge
uniformément sur I vers une application g. Alors:

i) Si la suvite f converge simplement sur | vers une application f, cette
convergence est uniforme sur toute partie bornée de I; fest dérivable sur I, etTon a
=g

ii) Si F est complet et s'il existe 1, € I tel que la suite (f,(t,)}, . n I’Eléments de F
converge, alors f converge simplement sur / et on peut appliquer i).

En premiére lecture, on pourra se contenter du théoréme de dérivation
moins général (en ce sens que F est supposé complet et que les f, sont supposées
de classe C') qui est énoncé et démontré au n“ 2.2.4, 2°,

Démanstration de 1), — I suffit de prouver que f converge uniformément sur toul intervalle
borné J tel que {t;}= J = [. Considérons un tel intervalle J; on peut supposer que la longueur {.J)
vérifie i{J) > 0. Soit £ e B%.

g étant uniformément de Cauchy sur I, il existe N, e N tel que:

£
Yoz N, Ymz N, suplf,¢) -l € — {1
red 2"(-”

{Fdta)hen €tant convergente, il existe N; € N tel que:

Vnz N, ¥mz Ny Ifdt) — Akl € &2 2

Posons N = max (N,, N;). Pour tous n = N, m = N, teJ, nous pouvons appliguer le
théoréme des accroissements finis 4 I'application u —sf {u) — f.(&) sur {¢, f5] ou sur [z, £], €t en
déduire

1fwlt) — 0N < Hflta) — JuCalll + | — 2ol sup L ate) — falei

Compte tenu de (1) et (2), nous avons ainsi:

¥ez2N Yma N Yred | -f0l<e

<e qui montre que fest uniformément de Cauchy sur J, et donc (puisque F est complet par hypothése}
uniformément convergente sut J O

Démonstration dei). — 1l s'agit d"abord de prouver qu'étant donné J, intervalle borné inclus dans
1, I converge uniformément sur J. Comme f converge simplement sur J par hypothése, d’aprés la
proposition IT du 2.1.2, il suffit de prouver que f est uniformément de Cauchy sur J; cela résulte du
calcul précédent, dans lequel ¢, désigne cette fois un point arbitrairement choisi de J.

® Reste & prouver gque f est dérivable sur I et que f* = g. Soit ae [. On dispose de la svite
d'applications h, avec :

t) — fila)
h,: Na} - F t —hft) ={"ﬂ——-"——
t—a
h admet pour limite simpie sur '\{a} l'application:
Jfu) — fla)

h: hel - F 1 —hi) =
i—a
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— Montrons que h est uniformément de Cauchy sur I\{a}, ce qu entrainera que h converge

uniformément vers k sur I\[a}. Soit £ € RY. Il existe N, e N tel que:

Yz N, ¥m2 N, suplifi() - Ll <E
wal

Par application de a formule des accroissements finis & uv— f,_()— f (u), on en déduit, pour
tousn = Ny, m 2 Nyettelda):

WD = fulty — (fala) — (@)l < lt — al.
et donc:

YrzN; Ymz N, sup |hi—h ()l €€

teiv]a}
— Laconvergence uniforme de h sur I'fe} étant ainsi acquise, on constate que pour toutrne N
iexiste lim k{1} = £, (a) et qu'il existe ]iT (@) = gla). Le théoréme d'interversion des limites
{2.2.1, 5:) ;e'rﬁet d'affirmer quil existe lim  Alt) et que cette limite est g(a). O

t—a .tk

REMARQUES. — a} Une limite uniforme d'applications dérivables peut ne pas étre dérivable. Clest
le cas de la suite f avec:

1
SRR t— [t +—
“2

dont la limite unifortme sur R est t —|t]. D ailleurs (cf. exercice 16) toute application continue d’'un
intervalle compact de R dans B est limite uniforme sur cet intervalle d’'une suite de fonctions
polyndmes, qui sont indéfiniment dérivables.

b) Une limite uniforme f d'une suite d'applications dérivables f, peut &tre dérivable, sans que f
soit la limite de la suite des f;.C'est le cas pour:

1
fRoR t +—— sin (nt), {nel¥)
n

¢} Le théoréme n'implique pas la convergence uniforme de f sur 1. Soit
fi: RoR t +—Arc tg (t/n), (ne ")

Le lecteur vérifiera que g converge uniformément sur R, alors que f ne converge uniformément
que sur toute partie bornée de R.

2° Extension du théoréme de dérivation. — Le lecteur constatera que,
dans I’énoncé du théoréme qui précéde, on peut remplacer 'hypothése : « la suite
g = (f:), e~ converge uniformément sur I » par « la suite g = (), . cOnverge
uniformément sur I'ensemble des intervalles compacts de R qui sontinclus dans
{ » 1i suffit en effet d’appliquer le théoréme a tout intervalle J compact, tel que
Jei, et d'invoquer 111 4.1.1 2° ¢)

¥ Ces dune famille dapplications. — En s'inspirant du 17 le lecteur établira le théoréme
suivant; il constatera ensuite que 'extension étudiée au 2° reste valable:

THEOREME. — Soient 7 unintervalle de R, F un e.vn., G un espace topologique métrisable, A= G et
ho€ A, cafin f = (f)) ;.. wne famille d'applications dérivables de [ dunx F, telle que In famille
g = (filhca converge uniformément sur 7 vers ume application g, lorsque i € A tend vers 1,. Alors:
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i)Si, lorsque A tend vers A4, Ia famille f converge simplement sur [ vers une application f, cetee
convergence est uniforme sor tonte partie bornée de [, f est dérivable sur f et 'ona /' = g

ii) 8i F est complet et s'il existe 1, € [ tel que la famille (f,(t,)),., admette une limite loraque ). € A
tend vers 3, alors f converge simplement sur [ et on peut appliquer i).

2.2.4. Intégrabilité et limite
1 THEorREME. — Soient [a, b1, ¢ < b, un intervalle compact de R, F un
espace de Banach et f = (/). une suite d’'applications, toutes intégrables, de

[a, b] dans F. Si la suite [ converge uniformément sur {«, b] vers une application J,
celle-ci est intégrable et I'on a:

b -]
_[f(t)dt = lim .[f,.(t)dr {1)

— Soit £ € R%. Puisque la suite f converge uniformément sur {a, b],il existe
N e N tel que:

nz N Sup ILf®) — L)l < &/2(b — a)

Puisque f,, est intégrable, il existe deux applications en escalier, @ et V, de
[a, b] dans F et R respectivement, telles que

b
Iy — ol < ¥ et j Vi) dt < ¢/2
Il existe donc deux applications en escalier, pet{t, = ¥ + £/2(b — g)teliesque:
b
W—oll b, et J ¥ dr < e

ce qui prouve que f est intégrable, O
— Pour tout ne N, on a alors:

b b
f flyde — f St} dt

et donc, pour n = N

b b
j fieyde — J fl)de

CoOROLLAIRE. — Seient [ un intervalle de R, F un espace de Banach et
f = (f.), c~ tme suite d’applications toutes localement intégrables de 7 dans F.Sila
suite f converge uniformément sur  vers une application f, celle-ci est localement

b
< _[ 1fte} — ALl de

< €/2  c¢e qui entraine (1) |
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t

intégrable et, pour tout a € I, application intégrale ¢ H,[ Sflu) du est la limite

¢ ]
simple sur !/ de la suite des applications intégrales ¢ — J‘ fdu) du, cette
convergence étant uniforme sur toute partie bornée de 1.

Démonstration facile; le dernier point résulte de ce que, J désignant un
intervalle compact de longueur I(J}, tel que {a}<=J<I, on a, pour tout t € I et
nely:

J"f(u) du — Ilf,,(u} du

< i) sup |t} — Sl

REMARQUES. — a) Toutes choses égales, si on suppose que f est simplement {¢t non
uniformément) convergente sur [a, b], ie théoréme peut &tre faux, soit parce que la limite simple fn'est
pas intégrable, soit parce que I'on n'a pas (1)

Le lecteur s'en assurera en étudiant les contre-exemples :

L0 1]1-R fi)=0 si te{Olm]; flo=1/ si tellm1]
g [0 11 =R g =n si tel01/ml; =0 si reli/m1] uiok

b) Le théoréme n'est pas valable dans le cadre des intégrales impropres, méme avec 'hypothése
de convergence uniforme. Le lecteur étudiera:

Soll, + o[ 8 fu)=0 si t>n  flth=1 st te[l,n]
gl +of =R gin=0 si t>n gi=1/m si rell, n]

2" Application a la dérivabilité. — Nous allons déduire du corollaire du 1°
un théoréme de dérivabilité moins général que celui du 2.2.3, 1* mais plus facile &
démontrer.

THEOREME. - Soient [ un intervalle de [, F un espace de Banach, f = (f,), .
une suite d’applications toutes continiiment dérivables, de / dans F, telle que la suite
g = (/). ¢ n converge uniformément sur / vers une application g (continue d’aprés
2.2.1). S'il existe ¢, € I tel que la suite ( f,(7,)),. admette une limite /, alors la suite f
converge simplement sur [ vers 'application

fiI-F rr—n‘+j~g(u)du
b

L]

La convergence est uniforme sur toute partie bornée de I ; fest dérivable sur /

etlonasf =g
On écrit: )
Viel  f{t) = filto) + [ fulu)du
et on applique le corollaire 4 la suite g. R O

¥ Extension. — PROPOSITION. — Soient [2, b],2 < b, un intervalle compact de R, F un espace de
Banach, I = {f,),cn une suite d'applications toutes intégrables de [q, b] dans F. Si In suite f converge
- simplement sur [, b, 5i cette convergence est uniforme sur tout intervalle compact inclus dans ] 2, 5[ et
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si toutes les applications f, sont bornées sur {a, b] par un méme réel M, alars £, limite simple sar
[a, b] de f, est intégrable et I'on a:

] L]
J‘ findt = lim Jan de (1}
Soit te[a, b]. On a:
YneN LG € M; lim fit) =0
On en déduit:
Al = M.

Ains1 f est bornée sur [a, &]. D'autre part on constate, en utilisant le 1°, que f est localement
intégrable sur Ja, 5f On en déduit (I11.6.4.2, 2°) que f est intégrable sur [a, b)].
Soit £ € R%. Il existe {o, B) & (]a, b[)* tel que:

2M(a — a) < g/3, ZM(b — P) € &/3 et o< p
b b
J‘ fl)de — J‘j;(r)dz

s
2M{a ~ a) + 2M(b — B) + J. IF4ey — fideil de

Pour tout n e N, est majoré par:

et donc par:
£ P
25 + J- [Lée) — £l de.

Reste & utiliser:
3 B
fim J‘f,,(:] di = I fir) de. O

4° CONSEQUENCE — Soient [a, b] un intervalle compact de R, F un espace de Banach. On
dispose des espaces vectoriels suivants :

— 4 espace des applications bornées de [a, ] dans F

— ¥ espace des applications intégrables de [a, ] dans F

— % espace des applications continues de [a, b] dans F

— |£ espace des applications en escalier de [a, b] dans F
On sait :

FocFfocRetdc g

— On dispose sur & de la norme de la convergence uniforme :

J —le = sup [fill;

tefa, b]

]
on dispose sur # de la semi-norme de la convergence en mayenne:f — ||f]l;, = J. |l f{eH] de. On
sait déjé que, pour cette semi-norme, £ = fF el € = F.
— Examinons ce qui se passe avec la norme de la convergence uniforme. On sait que & est
complet; nous avons vu que % est fermé danc complet, que & est l'espace des applications réglées (qui

est fermé et donc complet) et le théoréme qui précéde montre : J = #. On constate : € # ¢ et
& # # ce qui montre que les deux normes ne sont pas équivalentes.
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5°* Cas dune famille dapplications.. — Lz lecteur établira :

THEOREME. — Soient [c, d] un intervalle compact de R, F un espace de Banach, G un espace

topologique, AcG et b, € A, enfinf = {7.)5.c4 une famille d'applications intégrables de [, 4] dans F, qui
converge uniformément sor [¢, 4] vers une application f lorsque A € A tend vers A,
Alors f est intégrable et Ton a :

7 L
J: fod = tim _[ Koy

2.3. ETUDE D'UNE INTEGRALE IMPROFRE
DEPENDANT D'UN PARAMETRE

Dans ce sous-chapitre E, F et [a, b[ désignent respectivement un
ensemble, un espace de Banach et un intervalle de R el que

—wmee<hbg +®

2.3.1. Divers types de convergence
]

de lintégrale impropre | f(r, x) dt

1° Hypothése générale. — On se donne une application fde [, b x E dans F telle que, pour
tout x € E, I'application t —f{t, x) de [, b[ dans F soit localement intégrable.
On dispose ainsi de la famille @ = (Qy) (0 5y O ¢y st lapplication de E dans F telle que :

3
X — j. St x) de.

2° Convergence simple; convergence uniforme.— DEFINITION, — L'hypothése étant celle du 17,
b
ondit que lintégrale impropre | £, x) dt est simplement {resp. uniformément) convergentesur E, si, et

seulement si Ia famille ¢ converge simplement (resp. uniformément) sur E, lorsque A € [, 5[ tend
vers b.

— En d’autres termes, la convergence simple se traduit par le fait que, pour tout x € E il existe

A

o{x) = lim I Jir, x)ydt
h—sh Aefa. b ve

&

c'est-a-dire par le fait que, pour tout x € E, lintégrale impropre J. f(t, x) dr est convergente.
®

— Fétant unespace de Banach, et R étant métrisable, la convergence uniforme peut se traduire
par le fait que la famille @ est uniformément de Cauchy sur E, lorsque A € [, b[ tend vers b, c'est-a-
dire par la formulation suivante, dite critére de Cauchy uniforme pour les intégrales impropres -

5 E

"
YeeRY Jcela, b VL, me(le b[)? sup ‘ J flt, x) dt
xeE %
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b
ProPOSITION. — L'intégrale impropre ‘f £, x) dt étant simplement convergente sur E, elle est
L3

uniformément convergente si, ¢t seulement si, 'application :

]
j. fit, x) dz|
n

admet O pour limite Jorsque 1 e [a, 5[ tend vers b, ce qui s'écrit :

U f{t, x) dt

b
En effet, ¢(x) désignant I ftt, x) dt, nous avons, pour tous x € E et e [a, b :

[a 8] - R A — sup

xeE

£ E

vee BY: 3Bela b vie[B.b sup

ek

1 [ 'y
_[. f.x)dt = J. A x)dr — _[f(!, xydt = olx) — @(x)

D¥ou, pour tout A e [a, b :

b
_r fir, x}dr'

L

sup
xeE

= sup llp(x) — @yfxll 0

2.3.2. Conditions suffisantes de convergence uniforme

1° Convergence normale. — THEOREME ET DEFINITION. — Soit f: [a,b[ x E = F telle que,
pour tout x € E, I'application t ~— fit, x) de [a, b[ dans F soit localement intégrable. Sl existe une
application localement intégrable g: [a, b[ — R, vérifiant les deux conditions:

i) L'intégrale impropre de g sur [a, b[ est oon'vergeme:

i} v, x)ela bl x E |Ifis, xll < g(0)

]
alors Pintégrale impropre _[ fit, x) dt est uniformément convergente; on dit dans ce cas qu'elle est

normalement convergente.

D'aprés le critére de Cauchy (111.7.2.2, 2°) pris comme condition nécessaire, I’hypothése i) permet
d'associer 4 tout ¢ € R%un ¢ € [g, [ tel que:
W
J. gy de
L

p
U Jie, x)dr
i

Y&, phe (e, b)Y

€&

Compte tenu de ii), il vient:

YA, wie{[e, 8D sup €e
xeE

ce qui mantre que le critére de Cauchy pour les intégrales impropres ast vérifié, (|

2° Régle d'Abel. — PROPOSITION. — Soient g et i deux applications de [, 5[ x E dans Ret C
respectivement vérifiant :

i} Pour tout x € E, I'application ¢ — g(z, x} est positive, décroissante;

ii) La famille des applications x —g(t, x} converge uniformément sur E vers I'application nulle
lorsque r € {a, b tend vers b
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iii) Pour tout x ¢ E, I'application r —#(t, x) est localement intégeable sur [a, b[ ; en outre il
existe ke R, tel que:

¥(h, x)e[a,b[ x E

r
J‘ ht, x) d:| < k

]
Alors lintégrale ‘[ fit, x)de, ol f = g.h, converge uniformément sur E.

Les deux applications h et k, de [a, b[ % E dans B telles que h = h, + ik, sont locaiement
intégrables, et on a:

(i, x)e[a, b x E <k jeN, ()

i
J’ e, x) de

Pourtousx € Eet(, v e R¥telsquea < p < v < b, il existe, d’aprés la deuxiéme formule de la
moyenne (11 6.3.6), un {¢,, ¢5) £{[p, v])* tel que:

'[ g(t, x)h e, xpdt = glp, x) -[ ! hi, xydt jeN,;
u u

‘1
j. hylt, x) dt

<3

=t

Compte tenu de {1), qui entraine < 2k, ot de:

I e, x) dy J git. xih e, x} dr|

on en déduit que, pour tous xe Eet (p,vieRitelquea s p € v < b,ona:

< dkglp, x)

_[ fit, x)dt

En utilisant ii), on en déduit que le critére de Cauchy pour les intégrales impropres est
vérifié a

La régle d'Abel, d'un emploi délicat, ne doit étre essayée qu'en dernier ressort. Elle s'emploie
surtout, ainsi que nous le verrons au 2,3.4, 2° et 3°, dans le cas ol g ne dépend pas de x, et ol
hit,x) = ¢™, avec te R et x e R\[— g, al, ae R%. On a alors:

. ¢
U AL, x) dr' =
1]

2.3.3. Continuité, dérivabilité

b
et intégrabilité de l'intégrale impropre J J(t, x)de

fix 2 2
= —

£ — %
x| lat

ix

s {a, B[ continue & désigner un intervalle de R tel que —o0< a < b 4. 2

THEOREME |. — Soient E un espace topologique, fune application continue de [a, [ x E dansun
.}
espace de Banach F. Si I'intégrale impropre | f(t, x) dt est uniformément convergente sur E, alors

I'application

¢:. E-F xr——rj.ﬂt,x)dt

est continue.
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La continuité de flait que I'hypothése générale du 2.3.1, 1° est vérifiée, Ici, pour tout A € [a, b
L .
l'application ¢, : x +—{ f{t, x) dt, de E dans F, est continue d'aprés [11.8.1.8, 1°. La limite g de la

a
famille uniformément convergente ¢ = '[‘P;))LE[,,. bf o8t continue d'aprés 12.1, 4%

THEOREME I1. — Soient [ un intervalle de R, f une application continve de [a, b[ x | dans un

espace de Banach F, admettant une dérivée partielle par rapport 4 ln seconde variable, -g, continue sur
[a, 8] x 1. Si les denx conditions sniventes sont remplies: x

1]
i) l'intégrale impropre J fit, x) dt est simplernent convergente sur | :
b af
ii) Iintégrale impropre —E—(r, x) dt est uniformément convergente sur !,
a X

b
alors I'spplication ¢: x r—-»J Jit, x) dt est continiment dérivable sur § e¢:

[+
¥xef @ixp=}) —{,xpdt
e Ox

Ici @ est une famille simplement convergente d’applications g, : I — F, contindment dérivables
d'aprés 111.8.1.8,2°.On a;:

Yo
@ x— | —{x)pde
e dx
Draprés i), la famille () ;q, , converge uniformément sur I. On applique le théoréme du

223, 3. O
F étantcomplet. 2.2.3, 3° montred ailleursquei) peut étre remplacée par:

]
i'}il existe x, € 1 tel que I Flit, x) dt converge

TutorEME III. — Soient [c, 4], ¢ < d, un intervalle compact de R, / une application continue de
b

[a, [ x [c,d] dans un espace de Bsnach F telle que lintégrale impropre | fit, x)dt soit

T )
uniformément convergente sar [c, d]. Alors I'imtégrale impropre J (j. flt, x) dx) dt est convergente

_[; (ff(!, x) dx) de = Jj (-['bf{;, x) d:) du

En eifet d’aprés le théoréme du 224, 5°, on peut écrire:

J‘ (j. f[t.x)dr)dx = lim j‘ (-[ f(r,x]df)dx
€ a A—wh he[a b ~¢ &

D'autre  part, 1IL8.1.8,3° permet d'écrire, grice & la continuitt de f sur

[a, 4] x [¢ d1: I (J. f(f.x)dr)dx =J. (J. ﬂr.x]dx)d! Q

et:
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2.3.4. Exemples

1° La fonction T. — Il sagit de x ——(x} = jum et dr.
Nous savons {I11.7.2.8, 3°) qu'elle est définie sur nﬂ’; et que:

yxeR® Tix + 1) = xI(x)
Nous allons établir ;

THEOREME. — La fonction I est indéfiniment dérivable sur R* et :

+ o
YreN* ¥xeR* Tx)= j. e ' (Log )"~ gt
a

@ Onconstate que /2 ]0, + o[ x R4 > R {4, x} —e™'t""!
est une application continue, indéfiniment dérivable par rapport 4 la seconde variable; pour tout
n e N, 'application:

&f
?: 10, + o[ x RL =B (5, x) —e " {Logtyr !
x

est continue.
& Ftudions séparément

L +
| |—~J- e dt et Iix »—-j. e 'r* 1 dr
o L

— Soit[a, b] = B% un intervalle compact {ce qui implique: a > 0). Pour n € W* donné, nous
Avons:

e
¥xe[ab ¥te]o, 1 ‘—(t,x < e "|Logm!
[a. b} 10, 1] P ) |Log ¢

]

D'aprés @ > 0, 'mtégrale impropre j. e ' |Log t|"r°~? dr est convergente: 'intégrale impropre
4]

i
J‘ 2~ "{Log "¢~ dt est donc normalement convergente sur fa, b]. En utilisant le théoréme II du
(1]

2,3.3 et son extension, on en déduit, en raisonnant par récurrence, que I', est indéfiniment dérivable
sur BY et que:

YneWN* ¥xeRt I'Y(x)= L e '{Log e tde

— Reprenons [4, bjc R% intervalle compact. Nous avons, pour » € N* donné:

&f
Vxe[a bl ¥ie[l, + oof ‘—a—;(t.x] < e {Log eyt !
X

On en déduit, comme ci-dessus, que I'; est indéfiniment dérivable sur ®% et que:

+ @

vaeN* VxeR% r’f’{x}=_[ ™" (Log ffr~ ! dt )

1
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ETupE DE I surR*%.—~ Elle est laissée au lecteur qui constatera que T est convexe, qu'il existe
xg €11, 2[ tel que sur 10, x4[, T est décroissante, sur Ix, + oof, I' est croissante. Il pourra aussi

démontrer que I'{x + 1} ~ x‘e"\/ 2ntx au voisinage de + ao.

+ o eirx
1°Etud¢deq>:x|—~j dt, xel
11+
eil':
L'applicationf: [I, + o[ x R—=R (1, x) r—-l 3estc:m:tinue,déri\-ablepar rapportala
+ ¢t

seconde variable et I'application
af itet'
—i[l +[xR-R (tx)r—
dx 142

¢st continue.
Pour tout x € R fixé, chacune de ces deux applications est localement intégrable sur [1, + [,

etlona:
irx

e 1
¥xeR Vte[l, + o[ =
1L+ 1482
+ao 1 +@ e).lx
Comme '[ dr est convergente, l'intégrale imprapre J‘ df converge norma-
Vol +f? 1 1 4 ¢2
lement sur R, et ¢ est une application continue de R dans R.
+ ire‘”‘
® ftudions maintenant §f: x — J. — dt, x € R*, {0} n'étant pas défini. Considérons un
i 1+¢
mntervalle compact [a, b] (resp. [— b, — a]) inclus dans R% (resp. B*). Nous constatons que:
'
P —— est positive, décroissante sur |[1, + o[, et tend uniformément vers 0 sur {a, ¥]
L+t
lorsque ¢ tend vers + og, (puisque x ne higure pas 1), et que:
%
2
viel[l, + o[ I ie"= dt| = -,
i a
+ o “eilx
Par application de la régle d’Abel {2.3.1, 4°), l'intégrale I Py dt converge uniformément
1 +t

sur [a, b] {tesp. [ — by — a]}. Ondéduit du théoréme II du 2.3.2 que ¢ est dérivable sur R* de dérivéé

* sin t
3° Etude de i x — e ——dt, xcR,.
a t

sin ¢
Soit f: [0, + o[ x R=2R  fl0,x} =1, fit,x) = e ——si t > 0. Catte application est
t

continue, ot admet la dérivée partielle par rapport 3 la seconde variable:

&
—f: {0, + o[ xR R {t,x) ~—+—e *“sint,
ax
qui est continue,
— En posant glt, x) = e~ '*/t, h(t, x) = sin ¢, et en utilisant la régle d'Abel, on constate que
4o ) + o
Fintégrale impropre -I. fit, x)dt, et dong l'intégrale impropre e, x) de, est uniformément
1 a

convergente sur ®&,.



24.1 SERIES D'APPLICATIONS 77

— En utilisant :

VieR, VaeR% vxel[a, + o[ |e ¥ sint <e ™™,

+m
on constate que lintégrale impropre j. —a—{t, x)dt converge uniformément sur tout
o x

[a. + =] = RY.

— On en déduit que @ est continue sur R, dérivable sur RY et que, pour tout x € R :
-1

1+ x?

+a@
@(x) = '[ — e ™sintdt =
o

11 existe donc une constante C e R telle que:
¥xeRY olx)=C — Arctgx
De:

+ o
iIxeRY |ox)] < j e ™dt
1]
on déduit: lim ¢{x) = 0, et C = /2. Ainsi:
=t
te sin ¢ 7
¥x e R% e ——dt = — — Arctgx
] t 2
La continuité 4 droite de ¢ au point 0 permet d'en déduire :
*® sin ¢ n
—dr = —.
0 t 2

+ oo
REMARQUE. — Ici j. fit, x) dt converge uniformément sur B%, elle converge absolument pour
[

tout x € R ; pourtant, elle ne converge pas normalement sur ®%.

2.4, SERIES D'APPLICATIONS

2.4.1. Convergence simple ; convergence uniforme ;
critére de Cauchy uniforme

1° DERNtTION ], — Soit £ = (f)), ., une suite d’applications d'un ensemble E
dans une.v.n. E On appelle série d’applications de terme général f,, et on note Zf,. la

suite ((f,,, )} ;;‘)) d’éléments de FE x FE,
k=0

neN

L'élément ) f, de FE est noté ¢,, et on dit que @ = (@,),. est la suite
k=4Q
d’applications associée 4 la série L/,
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Avec ces notations:

DeriniTioN II. — On dit que la série d'applications Xf, converge simplement
(resp. uniformément) sur E si, et seulement si,la suite d’applications ¢ converge
simplement (resp. uniformément) sur E.

La convergence simple se traduit donc par le fait que, pour tout x e E, la
série Zf,{x) 4 termes dans F, est convergente. Lorsqu’elle est acquise, on dispose

+w

de l"application @: x +— Z f(x) de E dans F, limite simple de Ia suite ¢ sur E,

qui est dite somme de la sérle If, sur E, ainsi que de la suite d'applications
P = (Pa).n déterminée par:

VneN VYxeE p,x)= Zm LX)

k=n+1

On vérifie aisément 'équivalence des deux assertions :

i) La série d'applications Zf, converge uniformément sur E;

ii) La suite d'applications p converge uniformément sur E vers l'application
nulle,

Desnrrion 111 — On dit que Zf, est une série d applications uniformément de
Cauchy sur E, si, et seulement si,p est une suite d’applications vniformément de
Cauchy sur E, c’est-&-dire siet seulement siest vérifiée la condition suivante, qui est
dite critére de Cauchy uniforme sor E:

VeeRY INeWN Vnz N ¥YpeN sup

L): fine )| €

En utilisant 2.1.2, on en déduit:

ProprosITION. — Si une série d’applications converge uniformément sur un
ensemble E alors elle est uniformément de Cauchy sur E,

Si une série d'applications 4 valeurs dans un espace de Banach est
uniformément de Cauchy sur un ensemble E, alors elle converge uniformément sur
E.

CoroLLAIRE. — Si la série Zf, d’applications d'un ensemble E dans un ev.n. F
converge uniformément sur E, alors la suite f = (), ., converge uniformément sur
E vers Papplication nulle de E dans F.

On écrit le critére de Cauchy en sé limitant 4 p = 1. O
2° Séries uniformément absolument convergentes. - DErFINITION. — La
série Zf, d’applications d'un ensemble E dans un e.v.n.F est dite vniformément

absolument convergente si, et seulement si la série X ||f,j| d’applications de E dans
R . est uniformément convergente. (||f.|| désigne ici x — ||/ (x)]]).

On déduit de la proposition du 1° :
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ProrosiTioN, — Pour qu'une série d’applications 4 valeurs dans un espace de
Banach soit uniformément convergente, il suffit qu'elle soit uniformément
absolument convergente.

2.4.2. Conditions suffisantes de convergence uniforme

On se limite ici au cas ou F est un espace de Banach.

1° Convergence normale. — THEOREME ET DEFINITION.— Seit Zf, une série
d’applications d’un ensemble E dans un espace de Banach F. §'il existe une série Zq,
4 termes dans R, vérifiant les deux conditions :
i) La série Za, est convergente;
i) YneN  sup|lf(x)ll < 4,
xeE

alors la série X f, est uniformément convergente sur £ : on dit dans ce cas qu’elle est
normalement convergente sur E.

Ona:

L; fn+&(x)

p
¥(n, p)c N? sup € Y Gy
xek k=1
On écrit que la série convergente Xa, vérifie le critére de Cauchy, pris comme

condition nécessaire. On en déduit que la série d'applications Xf, satisfait au
critére de Cauchy uniforme sur E. 0O

REMARQUES. — a} Soit Z(E, F)l'sspace vectoriel des applications bornées de E dans F muni de

la norme v :f — sup ||f(x)|l. On censtate aisément que la convergence normale de la série Zf,, 4
xeE

termes dans NE, F) équivaut 4 la convergence de la série Zv(f,), 4 termes dans R,.

Si I'on remarque dautre part que la convergence uniforme de Zf, n'est autre que la convergence
de la série Zf, dtermesdansi’e.v.n. (@ E, F), v)on constate alors que le théoréme ci-dessus n'est qu'un
cas particulier du théoréme du 1.1.3,1°, appliqué i l'espace de Banach S(E, F).

b} Une série normalement convergente est unilormément absolument convergente. La
réciproque est fausse. Clest ainsi que la série If, avec

LR=oR fin=1m; fin=0 si t+n
est uniformément absolument convergente sur B, ainsi qu'on le constate en remarquant :
4 1
Vi, pyeN? VieR ¥ [, {0 €—
k=1 n
Dravtre patrt, on a : vif)) = 1/n ; la série ZWf,) diverge; la série Zf, m'est pas normalement

convergente.

2° Régle d'Abel. — PrOPOSITION. — Soient (g,), .\ et (h,), ., deux suites
d’applications d'un ensemble E respectivenent dans R et dans un espace de Banach
F, vérifiant :

i) Pour tout x € E, la suite (g,(x)), ., d'éléments de R est déeroissante;
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ii) La suite d’applications ¢ = (g,),.n converge uniformément sur E vers
Iapplication nulle;

iii) 11 existe M c R tel que :

): hy(x)

k=0

¥Yne M sup <M

xeE

Alors la série d’applications Xf,, ou f, = g, h,, converge uniformément sur E,

[
En notant H,(x}) = 3 hyx), la transformation d’Abel permet, pour tous
k=4

B
x € E et (n, p) e N2, décrire ¥ f,.{(x) sous la forme :
k=1

L4
z (Ga+kX) = Guars 1 XNH 43 (X) — g1 (X)H (X) + gn+p+l{x)Hn+y(x)
=1

et, compte tenu de i) qui implique en particulier g(x) = 0 pour tout

|§ fu+k(x)H par @

(n, x) e N x E, et de iii), de majorer
k=1

p
M Z {FaralX) — Gniz+ 1) + oy (X} + 9n+p+|(x}} = 2Mg, . (x)
=1

F
D'ou : sup 2 fundx)| < 2M SUP G4 1 (X}
XE k=1 AE

En utilisant ii) on voit que Zf, satisfait au critére de Cauchy uniforme
sur E. |

REMARQUES. — a) Le théoréme reste valable lorsque les hypothéses i) ii) et iii)
ne sont réalisées que pour tout n = ng, ol ny € N est fixé (indépendant de x!).

b)Soitg = (g, une suite d’applications de E dans R vérifiant i) et ii}: alors
la série d’applications X(— 1)"g, converge uniformément sur E.

Ce résultat peut d'ailieurs s'obtenir en utilisant {cf, notation du 24.1, 1%):

¥xeE le Xl < g,4,(x)

APPLICATION. — Seit (c,), . n, une suite réelle, décroissante, de limite O ; alors la
série Le '™ dapplications de R dans C converge uniformément sur tout intervalle

[Zkrx + o, 2(k + )x — «], ae]0,nl, keZ

n
Z el'kt

k=0

lcag)=c, hft)=e".Ona: € — (1.3.2, 2°).
sin a/2
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2.4.3. Continuité, dérivabilité, intégrabilité
de la somme d’une série d’applications

1° THEOREME]L — Soient E un espace topologique, F un e.v.., gun point de E,
enfin If, une série d’applications de E dans F, toutes continues en &, qui converge

+

uniformément sur £; alors I'application ¢ : x +— Z Jfi(x), somme de la série Zf,,
=0
est continue en a.
CoROLLAIRE. — Si une série d’applications continues sur E converge

uniformément sur E, sa somme est une application continue sur E..

THEOREME II. — Soient [ un intervalle de R, F un e.v.n. et If, une série
d'applications, toutes dérivables, de I dans F telle que la série 3f, converge
uniformément sur f. Alors:

i) Si la série 1f, converge simplement sur I, cette convergence est uniforme sur
toute partie bornée de I, P'application somme de cette série est dérivable sur [ et

pour pour tout t =7 on a: (Euf,,)’ (1) = Enf:. (2).
=0 =0

ii) Si F est complet et s'il existe ¢, € ! tel que la série Zf(t,) & termes dans F
soit convergente, alors la série If, converge simplement sur f et on peut appliquer i).

THEorEME III. — Soient [a, b], @ < b, un intervalle compact de R, F un
espace de Banach, et Zf, une série d’applications toutes intégrables de [, ] dans
F: si la série Tf, converge uniformément sur [q, b], I'application somme de cette
série est intégrable sur [a, 5] et I'on a:

b /+= +m b
_[ Zf,)(r)dmg FAOL

Démonstrations. — On vérifie dans chaque cas que la suite d’applications

¢ = (Q,).n aVECQ, = 3 fi,satisfait aux hypothéses des théorémes correspon-
k=0
dants pour les suites d’applications. |

ReEMarQue, — Les extensions citées au 2.2.7, 3° pour ia continuité
(convergence uniforme sur I’ensemble des compacts) et au 2.2.3, 2° pour la
dérivabilité (convergence uniforme sur I'ensemble des intervalles compacts) sont
valables pour les séries d’applications.

2 THECREME D'INTERVERSION DES LIMITES. — Soient £ un espace topologique, A=Eet x, 6 A, F
un e.v.n., If, une série d'applications de A dans F. On suppose que Zf, converge uniformément sur A et
que, pour tout n e N, il existe lim  f(x) = b, Dans ces conditions:

X—+Xg, XA

i) 5i la série b, i termes dans F, est convergente, alors la somme de la série d'applications If,

+ m
admet 3 b, pour limite en x,, smivant A;
=0

ii) 8i F est complet, alors ia série Tb, converge, et i) s'applique.
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On applique le théordme 2.2.1, 5°, dans le cas des suites (6 = R, A = N,A = m A, = + ®) ;

hix, &) est ici remplacé par 3 f(x).

k=0
ol l

3* EXEMPLES. — o) Etude de [a fonction {2 t — ¥ - L'étude des séries de Riemnann nous
=] n

apprend que Deff, = ]1, + cof. Pour ae ]l, + o[ et pe N donnés, nous constatons que
|(— Log n}"l (Log n)*

g R
sefa, + o[ ] ne
(Log ny®
et que la sériede Bertrand £ ——— converge (1.6.2, 3} Il en résuite que, pour tout p & N, la série
LED n
{— Logn)* .
d'applications L ———— converge uniformément sur tout intervalle [a, + wl,a > 1, et 4
nzl n

Jortiori sur tout intervalle compact inclus dans ], + %[
Ainsi £ est indéhniment dérivable sur 11, + oo et:

YT (- 1)"(Logn
Ype N C"'[r) = Z —}"g—}"

1
La convergence uniforme sur [u, + =f jointe 4 lim — = 0 pour n = 2, montre (théoréme
1=+ m
d'interversion des limites):
lim &) = 1.

=%

1 est facile de voir, d*autre part, que £ décroit sur J1, + [, que { ne peut pas étre majorée au

voisinage de 1 (dans le cas contraire les sommes Z — seraient majorées); d'ot  lim &r) = + <.

r=1 eI |
+ o
REMARQUES. — &) On pourrait définir £{z) = Z — avec z € C. On constaterait que § est définie
na|l H:

et continue paur #He(z) > |

1
B} La série d'applications £ — ne converge pas uniformément sur 11, + o[ car
"

. 1 " 1 1
sup 3 =5 —>=2-
el ool hay B+ K o+ k2

{ou encore parce que le théoréme d'interversion des limites serait mis en défaut en faisant tendre t
vers 1),

+ e,inl
by Eiude de Fit) = 3, ——, teR
a=q nl
et 1
En utilisant: ¥re R = on constate que la série d'applications continues
1+nr2 149

e

r 5 est normalement convergente sur B; F est donc définie et continue sur R.

1 +n
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inel'lr

La série des applications dérivées, T — diverge pour t = 2kn, avec k€ Z3 elle converge
1+n

uniformément sur tout intervalle [2kx + a, 2k + 1jx — a], avec a € ]J0, [ et k € Z. L'extension du

théoréme de dérivabilité montre que F est dérivable sur tout intervalle J2kn, 2tk + 1)el,avec ke Z,
et que:

J "E"’ ine™
) =
amol + 12

En étudiant la partie imaginaire, le lecteur pourra montrer que F est non dérivable en Q.

EXERCICES

SUITES D'APPLICATIONS.

2.1. — SoitJ,: [0, 1] — R I'application définie par:

o =

. p-1p
site . — | pour peld;: Lio)=1
P n "
1 + -
n
Montrer que (f,),.y converge simplement vers une application f: [0, 1] = R
continue; la convergence est-elle uniforme ?

2.2. — Etudier la convergence simple, puis uniforme, de la suite (f), ., d'applications
de R dans R définie par:

2

Yne i t) = si teR,,
n fn(] l + nt +
ned .
M= i teR*
1+ n?

2.3, — Mémes questions avec:

a) fit) = ncos"tsint, te [0, ;],

B0 = " LR et £0) = 0;
- n\ﬁ 1 + - 1
sinfnr
c) flt)=— si t¢n2, flkn)=0 pour keZ
nsint

24, — Soit f : R, — R, continue, qui n'est pas 'application nulle, vérifiant :

JO =0 et  lim ft)=0

t— + oo

t
@) On considére les suites (f)), et (). définies par f (1) = finr) et g,(t) = g (—)
n
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Montrer que, sur R, , ces deux suites convergent simplement vers 'application nulie, sans
converger uniformément.

b} Montrer que (f,/n),ne €t (g,/n),en+ Convergent uniformément sur R .

2.5. — a) Montrer que, pour tout te R, on a :

t\" "
lim (l +~) = lim (l +—) = ¢
n—+e n A — n

b) Soit f, : R — R définie (pour n € N*) par :
t n
fin=¢— (1 + ;) pour t> —n, ft}=¢" pour ¢t —n

.Montrer que la restriction de f,, 4 R, est croissante et en déduire que (f, ).~ COnVerge
uniformément vers ( sur tout intervalle [0, a] (a € R%).

Montrer que la restriction de f, & R _ est positive, atteint son maximum en un point x,,
et que la suite (x,) admet — 2 pour limite.

Montrer que (f,).ey+ converge uniformément sur R _.

2.6. — Etudier la convergence simple et la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite
de fonctions (f,) avec :

ity = me(l —¢f

On pose
gty = nfde) et g} = lim g/
Comparer
1 1
J. gndt et lim J. g«t) dt.
o n—+ -+, o
27. — Ondonnem + 1réelsx,, ..., x,, Ondésigne par E 'ensembie des polynémes

de R[X] dont le degré n'excéde pas m.

a) Soit i € {0, . . ., m}, lapplication de E dans R determinée par y(P) = P¥(x,).
Montrer que (Vo< €5t une base du dual de E.

b} Soit (P,)_.x une suite d'éléments de E tels que chacune des suites d'éléments de B :
(PYxNpens i € {0, . .., m} converge.

Montrer que la suite de fonctions r — P, (t) converge simplement sur R vers une
fonction t +—Q(z), ol Q est un élément de E; montrer que la convergence est uniforme
sur tout intervalle compact de R.

2.8. — Soit f: R — R une application continue, telle que : ¥r % 0 |f{8)|<|t|. On pose
Ji=f i faox1 =f ofw (n € N)*. Montrer que, pour tout g € R*, la suite de fonctions
{f)men converge uniformément sur [ — a, a] vers la fonction nulle.

2.9. - On pose :
Jolt) =2t 1 foalt) = V2 + [0 (neN)¥)

+1 ) N +1 1 _ +1fn-1(t}
I, = I 1 flnde J, = J_l j;,{_:]dt' K, = » —_f..{t) dt

et

Etudier les suites de termes généraux I J, et K.
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210. — Soient E un espace de Banach, [a, [ un intervalle de R
{(— w0 <a«<b < + o)et(f,) une suite d'applications localement intégrables de [a, b[
dans E, convergeant uniformément sur tout compact de [a, b[ vers f : [a, B[ — E.
On suppose qu'il existe g - [a, 5[ — R localement intégrable, telle gue :

YneWN veel[a b[ |f () < g(8)

b
ct telle que J. g(t} dt soit convergente.

L] b
Montrer que les intégrales impropres I JdAt)deet J Jit) dt sont convergenteset que
a a

I'ona:
b 8
lirP J i dt = J Ftyde
Application. — Soit f, : [0, + o[ — R définie par :

2N K
0<gtg/n f..(t)=(1~%)
\/;4: fJl =0

Montrer que t +— e~" est la limite de (f)},.n, 1a convergence étant uniforme sur lout
compagt de [0, + oof. ,
Montrer, en utilisant une application g judicicusement choisie :

+ \/; !2 »
J. e-’dt = lim '[ (1 - __) dt.
0 w=+ o a n

J; t: H +m
Caicu]erJ‘ (l - —) de etendéduirej e-rde,

0 n o

211. -  Etudier la suite (f), dapplications définies par
{8 = (sin at)* Log |sin at].

2.12. ~ Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites
() (3.} th,) d'applications définies sur [0, 1] par:

Ly, _ 127,
S =n*t (te I:O, ;:D, fd)= —ndt + In (re [;, ;:D,

2 1 .
fn(‘)' =0 (t E [;1 1]); g = ;!u; hn{:) =f||(£} sin® &

2.13. — Soit {f ),y une suite d'applications continues, f, : [a, ] — E. On suppose
que les f, sont dérivables sur la, b[, et qu'il existe M e R tel que :

Veela, B[ ¥YrelN | (] < M.

Montrer que si (f,),en converge simplement, alors la convergence est uniforme.
Donner un £ncncé analogue, sans supposer les f, dérivables.
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2.14. — Soit E un sous-espace vectoriel de dimension finie de I'espace des applications
continues de [0, 1] dans R. On le munit de la norme:

] 1,2
1 = (L fA) d!)

1
soit (f,),.n une suite d’éléments de E, vénfiant J‘ fndr<t
Q

Montrer qu'on peut extraire de (f,). une suite d'applications convergeant
uniformément sur [0, 1].

Moantrer gue g,(t} = * fournit un contre exemple (E n'est pas de dimension finie).

2.15. — THEOREMES DE DINL

a) Soit E un espace topologique compact et soit f = (f ), une suite d’applications
continues de E dans R qui converge simplement sur E vers une application f : E - R
continue. Montrer que si la suite f est croissante (ie. ¥n f, £ f,.,), T converge
uniformément vers f sur E.

b) Soit f = (f)nen, une suite d’applications croissantes de {0, 1] dans B qui converge
simplement sur [0, 1] vers une application f :[0, 1] > R continue. Montrer que
converge uniformément vers f sur [0, 1].

) Soit P = (P,),.y 12 suite de fonctions polynémes de [0, 1] dans R définie par :
Pty =1 Pt} = Pt} + 1/2.(t — P2(th)
Montrer que P converge uniformément sur [0, 1] vers 'application ¢t +— \/E

2.16. — THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS (démonstration par les polyndmes de
BERNSTEIN).

On désigne par C° l'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R.

On munit €° de la norme de 1a convergence uniforme ||f||, = sup |f(1)|
ref@, 1]

a) Soit P un polyndme de R[X]. On lui associe le polynéme B (P) défini par:
B(P)= Y Pk/mCX*1 — Xy~
k=0

X1 - X
Montrer que: B,(XP) = ——— B(P) + XB/(P).
n

Calculer B(1), B(X), BX?).

b) Montrer la relation:
¥k — nX)2OXH1 — XP* = nX(1 ~ X)
k=0

En déduire que, si aeBR% et si re{0, f] sont donnés, ¢n notant

A, ={ke{0,...,n}

k
— — =, ona:
n

Ol — it g

ked 4o2n
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¢) Soit fe C°. On lui fait correspondre la fonction polyndme définte sur [0, 1] par:
BN =% flkimCit1 — o
k=0

Montrer que fest la limite uniforme sur {0, 1] de la suite des fonctions polyndmes
(B,

Conclure en montrant que toute application continue d'un segment [a, b} de R dans R
est limite uniforme sur [a, b] d'une suile de fonctions polynémes.

J. St de
a

Appilication. — ||f]| = sup est une norme sur C°.
N

SERIES DE FONCTIONS.

217, — Etudier la série de fonctions £ — sin st. Pour quelles valeurs de ¢ peut-on
nzl #t
dériver la somme de cette série de fonctions? Calculer les sommes
* +o
PO AT - S W M(3N
n=1 =1

ou f,(t) désigne — sin nt.
r

218 — On posef"(f} =7
h+tn

a) Etudier Ia série de fonctions £ f, du point de vue de la convergence simple et de la
nal

+ =
convergence uniforme. En cas de convergence, on note: ¢ = 3y f,.
n=1

b) Montrer lim o{t) = 0. Trouver la partie principale de ¢, au voisinage de + oo,

1+ o
dans I'échelle puissance.

¢) Donner un développement asymptotique de @ au voisinage de 0 + (ce calcul fait
intervenir la constante d'EULER).

219. — On pose ¢{t) = E(1) + {t — E(t))>. ol E désigne la partie entiére.
a) Montrer que ¢ est 2-lipschitzienne. Est-elle k-lipschitzienne, avec k < 2?
o{nt)

b) Etudier la série de fonctions: I f,, avec f(1) = .
n1 n(n + 1)
+o

Etudier la continuité de s = 5 .

220. — On pose: fi{t) = t* Log1si 0 < < 1, et £(0) = 0. Etudier Zf,.

1 ta 1 + o [_ 1)||+I.
221 - Montrer:J x"*dx = ¥ —"et-l. *dx = Y B—
o n

r=1 0 n=1 n
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1
2.22. — Etudier la suite de terme général f, = J‘ St de,aveef () = Tro
a

@) En calculant I;
b) En étudiant f = (f),n

] +m 1 ] x sin x
2.23. — Justifier: } t"sin (ag) dt | = dx.
o x

n=10 0

+ l x
2.24. — Existence et calcul de Y (; j (Log t) dt).
L vl

=

L X . sin (nt) sin (n21)
2.25. — Etudier la série de fonctions £ ——————",
axl n
226, — Onposef(t) =th(n + ) - thn
a) Montrer que la série de fonctions Lf, converge sur R, et que sa somme s est une
fonction croissante et continue. La convergence e:.'t-elle uniforme?

b) Etudier la série de terme général u, = 1 — thn.
¢) Montrer que, pour tout t e B:

st + 1) =s{t) + 1 —tht

2 +
2.27. — On pose f,(t) = (— 1)" Log (1 + m) €ls = “‘_Z,] Je

@) Quel est I'ensemble de définition de 57
+a 2

1
b) Justifier les égalités: lim s(t) = Y {— 1y Log (1 + —) = Log—.
4+ m n=1 n m

n2t?
228 — Soit f,; B - B définie par: f(1) = W On indexe I'ensemble des
nit

rationnels en une suite (a,).. On pose alors:

+ a2 1
gl =Y ng,.(t -a)

Montrer que (g, )uen CONVerge simplement sur R, mais ne converge uniformément sur
aucun intervalle de R. Montrer que g, est indéfiniment dérivable.

INTEGRALES DEPENDANT D'UN PARAMETRE.

+ @ =1

2.29. — a) Etudier la fonction f définie par: fix) = J de,

s 1+t
Tm Im =1
b) Calculer I 1—2 dt, o0 m et n sont des entiers > 0, i impair et 2r > m. (On
0 + t*"
pourra utiliser la formule des résidus, ex. n® 111.7.29).

T

¢) En déduire fix} = (xe]0, 1[)

51N X
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2.30. — Etudier I'énsembie de définition, et la continuité en x = 1, de la fonction

Ix
x Hj Log{l + 2xcost + x%)de
1]

Comparer au résultat de I'exercice 15 du chapitre [11.7.

_ . "% sin{at)
2.31. — Etudier la convergence de I'intégrale

dt.{(a, @) € R?). On note
g (1l +1)

h{a) sa valeur lorsqu’elle existe.
Etudier h au voisinage de 0 ¢t de + oo (pour o fixé).

2.32. — Soient x € R et y € B fixés. Etudier la limite de la suite de terme général

" hFta
a,,=-[ f"“(l ——) dt.
o ]

+ = e—r
2,33 - On pose, pour xeR, ux)= j~ —cos{xt)dt et
o St
+a e-l
v(x} = J ——= sin (xt) d¢.
o t
a) Montrer que u et » sont continues et dérivables.
) Etablir: u(x) = 20'(x) — xu'(x) et o{x) = — 2('(x) + xv'(x)).
+ o At
¢) En considérant l'intégrale J. ——sintdt (x > 0} comme somme d'une série
o t

alternée, montrer qu'elle est strictement positive. En déduire v(x) > 0 pour x > 0.
d) Déduire de b) et ¢) les valeurs de u{x) et u(x). On pourra considérer

Hx) = \fuz(x} + v¥(x) et 8(x) = Arc tg % On admettra u(0) = \/; (cf. 2.10).
v(x

@ a“
2.34. — Soit (a,),.y une suite de réels positifs, telle que 3 — converge (a > 0).
n

>

. + = ﬂ.' +®
Etudier la convergence de D{s)= 3 -7, de I{s)= J e ' ldr, et de
L o

=1
+m

Py = ¥ a.e ™ Montrer:

r=1

J P@)r~ ' dt = D{(s)T'(s)
o

2.35. — Soitj: [0, 1] — R continue. Montrer:

1 +m —1 -1
jf{t)dr= lim ¥ (v—r
i)

|
= +x R=1 k

i
J. ghxi1 _"f'[t] de
o

2.36. — Soit f: R — R localement intégrable. On pose:

Jn [t
fx}y = " J- . (1 = *)f(x + ) dt

"
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a) On suppose f nulle sur [a, b], ou bornée par M sur fa, b]. Que peut-on dire de /. ?
b) Sous quelles hypothéses peut-on conclure 4 la convergence simple, a la
convergence uniforme, de la suite (f,),c?

¢) Sous quelles hypothéses f, est-clle dérivable? & dérivée continue?

+aa =1t
237. — Etudier f: R - R X HJ —e_—dr
cw 1+t —x)?

*TArctg(x + 1)
2.38. — Montrer: _—

x
dr = mArctg—
w 1+¢ £3

239, — Soit f une application continue de R, dans R telle que l'intégrale

N
j |f()| dt converge.
LH]

+ @
Etudier la continuité de g: x »—»j e—x¢ f{¢) dr.
[+

2.40. — a) Soient U un ouvert convexe d'un ev.n. E, F un espace de Banach,
f = {f.),en une suite d’applications de &/ dans F. On suppose qu'il existe a € &/ tel que la
suite (f{a)hen d'éléments de F converge. On suppose d’autre part que les f, sont
différentiables sur U et que la suite {4}, d'applications de U dans #(E, F) converge
uniformément sur U vers une application g.

Montrer que f converge uniformément vers une fonction f sur toutes les parties
bornées de U, que fest différentiable sur U et que df = g. Etendre le résultat au cas o U
est connexe.

b) Etablir un résultat analogue pour les sérigs.

¢) Application: Soit E un espace de Banach. On pose F = #(E). Pour u € 2(E) soit
+ & M

e =3 — Montrer que u +—¢ " est une application différentiable de F dans lui-méme,
=0 "

2.41. — Soienta & 0, 1[ un réel et b un entier multiple de 4, teisque ab — 1 > 2x.On
+ e
considére la fonction F définie par F{) =  a"e®™ (fonction de WEIERSTRASS).
=1
a) Montrer que F est continue et périodique de période 1/2 sur R.
b) F n'est dérivable pour ancun t € R. Pour le prouver on considére
Fit + by — F(1)
—————— Montrer gue.

h
1
Pourh = —:
hP
Fit + k) — Fit
L_T__}_“ =5,_, — 2a"hPei’w.
h .
1
Pour h = ——:

2hF

Fit + h) — F(1) _
. =

anP

2

S, —2ﬁa’b’e=’(b"f—z), ou IS, <
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En déduire que, pour I'une des deux valeurs de b, on a:

Fit + h) — F(2) n 1
Re———— > |2sin— — - Ja*p*
h 8 2

+
b} Montrer que ¢t —sf(t) = Z a" cos (mh"t) n'est dérivable en avcun point ¢;

n=1
+ =

Raisonner de méme pour t +—s g(t) = Y a"sin{nb™) et conclure.

242, — Pour tout ac R, la distance de 4 4 N est notée < «». Soit Zf, la série
d’applications de [0, |] dans R telles que:

YreN  Vie[0 1] £ = 107" ¢10%)

Montrer que Xf, converge uniformément sur [0, 1] et que sa somme (qui est appelée
fonction de VAN DER WAERDEN) est une application continue de {0, 1] dans R, qui n'est
dérivable en aucun point.

243, — a) Etendre le théoréme de dérivation d’une limite ou d’une somme de série
aux dérivées a droite.

b) Soient n +— g, une bijection de N sur [0, 1] ~ @ et f: [0, 1] — R l'application
définie par

*

fin =%, > ft — a.

=0

Etudier 1z continuité et la dérivabilité de £ sur [0, 1].



3
SERIES ENTIERES

Nous allons appliquer les résultats du chapitre
précédent essentiellement aux séries d'applications de C
dans C de la forme z +—a,z", nous réservant de les
appliguer dans un sous-chapitre complémentaire aux
séries d’applications de R dans C de la forme

t +—a,cos nt + b, sin nt.

3.1. CONVERGENCE D'UNE SERIE ENTIERE

3.1.1. Généralités sur les séries entiéres

1° DEFINITION. — On appelle série entiére de la variable complexe toute série
d’applications de la forme Xf, avec:

fii €oC 2z a2, (a, € C).

On dit que a, est le coefficient dordre n, que a, est le terme constant. Par abus
de notation, la série entiére sera notée a, z", mais, suivant le contexte, il pourra se
faire que le méme symbole désigne, pour z € C donné, une série & termes dans C.

— Il nous arrivera de parler de série entiére de la variable réelle, pour
désigner une série d’applications de la forme Xf, avec:

fi B R (resp. C) ¢ r—ayt", (a, € R (resp. C)).

Mais, sauf avis contraire, quand nous dirons: série entiére, nous enten-
drons: série entiére de la variable complexe.

2° Lalgébre des séries entiéres. — Aux deuw.: séries entiéres Xa,z" et Lb,z",
et au nombre complexe @ nous pouvons associer :
— la série entiére somme :

¥¢,2" = Za,2" + Zb,z2",
avec tpour tout ne N, ¢, =a, + b,
— la série entiére produit par un nombre complexe :
Zd " = o(Za,z"),

avec : pour tout ne N, d, = qa,,
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— la série entiére produit :

Ye " = (Za,z") (2b,2"),

a
avec :pourtoutneN, e, = ¥ ab,
k=0
Nous disposons ainsi de trois lois sur ’'ensemble des séries entiéres : deux
lois de composition interne et une loi de composition externe. Le lecteur vérifiera
sans difficulté

ProrosITION. — Muni de ces trois lois, 'ensemble des séries entiéres est une
C-algébre commutative.

Soit alors C[[X]] la C-aigébre des séries formelles 4 une indéterminée a
coefficients dans C (I, 7.4.7). Ftant donné I'élément Za X" de C[[X]], nous
pouvons lui faire correspondre la série entiére Za,z"; nous constatons sans
difficulté que I'application ainsi définie est un isomorphisme de C-algébres, qui
permet donc de transférer aux séries entiéres les notions introduites pour C[[X]]
et de définir :

— Pordre d'une série entiére ;

— la série entiére dérivée d'une série entiére ;

— la substitution d’une série entiére d’ordre strictement positif dans une autre
série entiére ;

— linverse d'une série entiére d’ordre nul,

3.1.2. Rayon de convergence, disque de convergence
d’une série entiére

1° LEMME D’ABEL. — Soient Zg,z" une série entiére, et z, un nombre
complexe tel que la suite (q,27), ., A'éléments de C soit bornée. Alors, pour tont
ze Ctelque |z] < |zg), la série Za,z", 4 termes dans C, est absolument convergente,

Par hypothése, il existe M e R, telque: Yne N |g,2f| € M.

— Sizg = 0,le résultat énoncé est trivial, puisque {z e C|{z| < 0} est vide.

— Sizg #0,0nécrit :VreN |az2" € Miz/zy|"

Compte tenu de |z/zy] < 1, le résultat provient de I'étude des séries
géométriques et du théoréme de comparaison (1.2.7, 2°) O

CoROLLAIRE. — Soient Za,2" une série entiére, et 2, € C tel que la série Za,z},
a termes dans C, soit convergente. Alors, pour tout z € C tel que |z| < |z,/, |a série
Za,z", 4 termes dans C, est absolument convergente.

En effet, puisque la série Za,zj est convergente on a : lirP la,zal = 0, ce
A=

qui entraine que la suite (a,23),. y €St bornée. O
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2° THEOREME ET DEFINITION. — A toute série entiére Ta,z" on pent associer un
et un scul élément R ¢ R, qui posséde les deux propriétés suivantes:

i) Pour tout z& C tel que |z| < R, la série Za,z", 4 termes dans C, est
absolument convergente.

i) Pour tout z € C tel que {z| > R, la série Zq,2", 4 termes dans C, est
divergente.
On dit que R est le rayon de convergence de la série entiére.

Soit A l'ensemble des réels positifs r tels que la suite (a,r"), .  s0it bornée. Cet

ensemble est non vide, car il contient 0; il admet donc¢, dans R, une borne
supérieure R.

— Soit z € C, tel que |z| < R. D'aprés la définition de R, il existe r € A tel que
|z| < r < R; lasuite(ar"), ., étant bornée, le lemme d’Abel montre que la série
Za,z", a termes dans C, est absolument convergente.

— Soit z e C, tel que |z| > R. Lasérie Xa,2", 4 termes dans C, est divergente,
sans quoi la suite (a,|z|"), . y serait borné, et on aurait |z| € A, en contradiction
avec |z| > R.

L’'unicité de R est évidente. O

REMARQUES. — @) Les notations étant celles du théoréme précédent :

— §i R = 0la série Za,2" ne converge que pour z = 0:

— St R e R%, la série Lg,2" converge absolument pour z € € tel que |z| < R et diverge pour
zeC tel que jz| > R.

— Si R = + o, la série £g,2" converge absolument pour tout z e C.
b) En un point z € C tel que |z| > R, la suite (a,2"),.y €5t non bornde.

¢) Les séries entidres La,z" et Lla.j2" ont le m&me rayon de convergence (elles définissent le méme
ensemble A). Les séries Lg,.2" et Zua, 2", o € C*, ont le méme rayon de convergence.

3° Détermination du rayon de comvergence. — ProrosITION. — Le rayon
de convergence R d’une série entiére Lg,2" vérifie 'égalité (dite formule d'Hada-
mard) :

1
- lim sup |a,/'"

étant entendu que 1/R désigne :

¢ Pinverse du réel R, si R e R\{0};
® + a0, 5iR=0;
e (,siR=+ m,

Pour tout z € C, la suite (|a,2"|'*"), d’éléments de R, admet une limite
supérieure, et l'on a (IIL.2.3.6, 5°) :

lim sup |a,z"'" = |z| lim sup |a,|'"

On applique alors la régle de Cauchy (1.2.3,2°) 4 la série Za,z", 4 termes
dans C a
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Remarquons que la formule d’Hadamard n'est pas toujours le meilleur
procédé pour obtenir R. Clest ainsi que §'if existe ny € N tel gue a, # 0 pour

nzngetsi im (a,, Mal)=4LieR.)yona: R =1/
A+ 4w

Il va de soi que la réciproque est fausse : on n'a pas toujours lim {|a.,,l/lal) = 1/R, ni méme

Lind

lim sup (a,, (|/a) = 1/R.

EXEMPLES. — a) & 2/n® (2 € R).
nazl

Iei pour tout ke R, lim |a,,,fa,| = 1etdonc R = 1.
LI
b) EZ'fn!. Ici R = + oo (d’Alembert).
¢) Enlz" lei R = 0 {d'Alembert).
d) Iz* Ici &, =0 si mn#2p et g =2 si n=2 {(pehl) On a
lim supal® = lim (27 = \f2.

At pta

D'ou: R = If J 2. Notons que la régle de d'Alembert s'applique ici {lorsque z # 0} 4 la série 2
termes dans €, Zu,, avec u, = 2°X" et X = x2.

REMARQUE. ~ il existe z, € C tel que la série Za,z} soit convergente, alors le rayon de
convergence de la série entiére Za 2" est supérieur ou égal a |z,|.

4° Disque de convergence d'une série entiére. — DerRNnITION. —  Soit
Za,z" une série entiére de rayon de convergence R. Dans le plan complexe, le disque
ouvert de centve 0, de rayon R, porte le nom de disque de convergence de la série
entiére ; le cercle de centre 0, de rayon R, porte le nom de cercle de convergence de la
série entiére.

Le disque de convergence est le plus grand disque ouvert de centre O en tout
point duquel la série entiére converge absolument,

Dans le cas d’une série entiére Za, " de la variable réelle, on introduit
I'intervalle ] — R, R[ quiest dit intervalle de convergence de la série entiére et qui
est le plus grand intervalle ouvert de milieu O en tout point duquel la série entiére
converge absolument.

5° Comportement d'une série entiére sur le cercle de convergence. —
Plusieurs cas peuvent se produire. Reprenons, par exemple, la série entiére %z »°,
dont le rayon de convergence est 1.

— Sia < 0, elle diverge en tout point du cercle de convergence ;

— 5i0 < 2 <1, elle converge en tout point du cercle de convergence
distinct de 1 (1.3.2, 2);

— Si a > 1, elle converge absolument en tout point du cercle de
COTVETrgence,

Ce ne sont d’ailleurs pas les seuls cas possibles de comportement d'une série
entiére sur le cercle de convergence.

6° Propriétés du rayon de convergence. — PrOPOSITION 1. — Soient £a,z" et
Zh,z" deux séries entiéres de rayons de convergence R et R'. On désigne par p et p’
les rayons de convergence des séries entiéres somme et produit, notées X¢,z" et
2d 2"
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i) Pour tout z £ C tel que les deux séries entiéres données convergent (resp.
convergent absolument) la série entiére somme (resp. produit) converge et :

+ o + @ +an
Y =Y a2+ Y b2
=0 r=0 r=0

o 3= (o) (5 0)

i)SiR #R,p=inf(RR);st R =R, p 2 inf(R,R)

iii) p’ = inf (R, R").

— i) résulte de I'étude de la somme de deux séries a termes dans C et de celle
du produit de deux séries absolument convergentes, & termes dans C. On en
déduit : p = inf (R, R} et p’ 2 inf(R, R').

— Supposons R’ < R.Onap =z R'. D'autre part, comme Lb z" est somme
des séries entiéres Tc 2™ et X(— a,)z", on a R' = inf{p, R), et méme R’ = p,
puisque R’ < R. Ainsi p = R". a

REMARQUE. — Si R = R'on peut effectivement avoir p > R.Ilenestainsipour:a, = 1 + 2"et
b,=1-22(R=R=1/2,p=1)

Cependant si R = R'et si les séries entiéres données sont disjointes — ce qui signifie quea, # 0
implique &, = Oetque b, # Oimpliquea, = 0 — alorsp = R, car, dansle cas contraire, on pourrait
trouver z; € C tel que R < |25] < p;la série I |¢, 25| convergerait ¢t 1a série Zja,zy| divergerait ce qui
constituerait une contradiction, puisqu'ici: ¥n € N |a,| < |c,]. Retenons — ce qui est utile dans la
pratique — que si deux séries entiéres respectivement paire et impaire ont un méme rayon de
convergence R, alors leur somme a pour rayon de convergence R.

b) On peut avoir p' > inf (R, R'), méme si R # R'. Adoptons en effet:
YnelN a,=1; bo=1 by =—-1, b, =0 pour nz2
Nous constatons: R = L R' = + wet p’ = + w0,

Prorosimion [I. — Une série entiére et sa série entiére dérivée ont le méme
rayon de convergence.

Soient R et R’ les rayons de convergence des séries entiéres Za,z" et
Zn + la,, 2"

— Pour tout z € C tel que |z| > R, la série Zia,z"| est divergente; compte
tenu de ce que, désque (n + 1) = |z, on a:

|(n + 1)au+lzn| 2 |an+lzn+l'|

la série Zi{n + 1)a,. 2" est, elle aussi, divergente. D'oti: R’ < R,

— Pour tout ze C tel que |z] < R, la série Z|aiz] + k)"| ol k désigne
(R — |z])/2, est convergente, compte tenu de ce que (d’aprés la formule du
bindéme) pour tout n€ N, on a:

7 + Day 2" < k™ ag, (2] + ky'*Y,

la série Z|(n + 1)a,, 2" est, elle aussi, convergente. D’ou: R < R'. O
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REMARQUES. — g) La formule d'Hadamard et le corollaire du I11.23.4, 5° permettent une
démonstration plus rapide.

b) On canstate sur des exemples qu'une série entiére et sa série dérivée n'ont pas toyjours le
méme compartement en les points du cercle de convergence.

ProrosiTioN III. — Soient Za,z" et b 2" deux séries entiéres de rayons de
convergence R et R', de fonctions sommes 4 et B. On suppose que I'ordre de la
seconde série entiére est strictement positif, ce qui permet de la substituer dans Ja
premiére; soient Tc, 2" la série entiére ainsi obtenue et R” son rayon de convergence,

Dans ces conditions:

i) §i z;, € C est tel que |a série Z|b, 27| est convergente et de somme strictement
inférieure & R, alors la série Zc, 2} est absolument convergente, et sa somme est
A(B(z,)).

ii)SiR >0etR >0 alorsR" >0

1) La présence simultanée de plusieurs indices fait que nous aurons a utiliser
des symboles’tels que ¥ et T pour représenter certaines séries.
n r

& Désignons par Ly,z" la série entiére obtenue par substitution de Zjb, |2"
dans Zia |z". Nous avons (cf. 1.7.4.3):

+ o
Vne N (2 b,z’)" = % Cop2’s Cp = 3, Gyfap
r =0

il

+w
YneN ()p: Ib,,lz’) Y2’ Y= 2 ey
n=0

Notons que, pour p donné, ¢, et y, sont sommes de séries 4 termes presque
tous nuls, et que;

() ¥YmpeN? |, l<7v, YPEN i<y, (2)
® De I'hypothése Y |b,z5| < R, on déduit I'existence de
p=0
+an + " + +
> tad (3 ) = 3 iad( 3 e
n=1{ p=0 a=1{ p=0

En d’autres termes, la série double Zu, , ol u,, est Pélément (a,ly,,|zol" de
R, est convergente. On en déduit:
— d'une part la convergence de la série & termes dans R, :

+ oo
Z Z |an|'an) |20|p = 2 'Yplz(llp
P =0 [
qui entraine (d’aprés (2)) I'absolue convergence de la série % €28

— d'autre part {d'aprés (1)) "absolue convergence de la série double Zv,,, on
Vo = GaCap?h, €t donc sa convergence (1.8.3, 3°). On peut alors écrire par le
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théoréme d'associativité (1.8.3, 1°):

+ o + o +a +
)y (Z a,,c,u,)zﬂ =Y a,( c,ng)
o 0

p=0 = r=0 p=
soit :
rx
Y 78 = A(B(z,)). 0
p=0

ii} La série entiére Lb,z", dans laquelle b, = 0, ayant pour rayon de

convergence R’ > 0,la série £ |b,z"| converge, en particulier, pour tout z € € tel
Azl

que |z| € R'/2, et, pour un tel z:

+ o + o +
2 b2 =12 ) b < 2l ) B (RY2

a=1 n=1 a=1

+ o
Ainsi: lim (Z |b,,z"i) = 0. 1l existe donc p > 0, p < R, tel que:

z—+0 ‘=1

+ @
YzeC (|2l < p) =~(Z |bz" < R)
Aa=1
Il résulte de i} que R" = p. O
La théorie des fonctions holomorphes permettra de donner le rayon de
convergence de la série entiére obtenue par substitution.

Proeosimion IV, — Soit Za,z" une série entiére de rayon de convergence
strictement positif et d’ordre nul. Alors sa série entiére inverse a un rayon de
convergence strictement positif.

Résulte du fait que la série entiére inverse est obtenue par substitution
{1.7.4.3) a

REMARQUE. — Si nous identifions les deux C-algébres isomorphes C[[X]] et 'algébre des séries
entitres, les propriétés qui précédent pénéralisent & C[[X']] les proprétés des fonctions polyndmes
relativemnent & I'algébre des polynémes & une indéterminge.

3.1.3. Convergence uniforme d’une série entiére

1° THEOREME. — Soient Xa,z" une série entiére de rayon de convergence R, et r
un réel positif strictement inférieur 2 R. Alors la série entiére Za z" converge
normalement, et donc uniformément sur le disque fermé de centre 0, de rayon r.

En effet: sup |a,z"| = |a,/r"
LE4

r, comme r , la sétie Z|a,|r 0 3
Or, comme r < R, la série Z|a |r" est convergente O
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CoroLLAIRE. — Toute série entiére converge normalement et donc uniformé-
ment sur tout compact inclus dans son disque de convergence,

L’application z +—|z| de ce compact dans R, est continue. Elle atteint done
son maximum, que nous désignons par r, en un point du disque de convergence :
d'our < R,

Le compact est ainsi inclus dans le disque fermé de centre 0 de rayon r.

a

REMARQUES. — 4} Tout ce qui précéde s'applique aux séries entiéres de la variable réelle en
termes d'intervalles fermeés.

b) Il peut ne pas y avoir convergence uniforme de la série entiére sur le disque de convergence.
Par exemple, 1a série entiére L2 ne converge pas uniformément sur le disque ouvert de centre 0 de
rayon 1, puisque la suite {z"),cy ne converge pas uniformément vers I'application nulle sur ce disque.

¢) §'il existe z, € C, avec |74 = R, tel que la série Za 25 converge absolument, la série entiére
Ia,z" converge normalement et donc uniformément sur le disque fermé de centre 0 de rayon R,

puisque sup |@,2"| = j@.2h-
o < &

2 Complément. — THEOREME. — Soient Zo,z" une série entiére de rayon de convergence R et z,,
on nombre complexe de module R tel que la série La,z)) soit convergente. Alors la série entiére La,z"
converge uniformément sur lensemble des nombres complexes de la forme tz; avec ¢ € [0, 1].

— Le cas 2z, = 0 étant trivial supposons 2z, # 0. Par transformation z +—z/z,, nous nous
ramenons au cas z; = L.
— Considérons donc une série entiére Za,z" de rayon de convergence 1, telle gue la série Za, soit

convergente.
K

Posons S, = 3, 4,., Pour tous(n, p) € M et £ [0, 1], nous avons, grice 2 la transformation
=1

d’Abel:

# »
Z ﬂ,,;.gfﬂﬂ‘ — z S,*(I'H'k - f|+i+IJ + S"ptn+p+l
k=1 hal

et donc (compte tenu de 0 € ¢ < 1):

P P
Z a""k‘n-ﬂx < Isdlun+k _ tn:1—i+l) + |S,|p.|f'+’+l
k=1 =1

Soit € € R%. Draprés le critére de Cauchy, la convergence de g, assure I'existence de N e R tel que:

¥nz= N VYkelN <&

K
Z Auvi
i=t

et donc tel que:

»

Atk
z Byt
=1

Yoz N ¥pel Viec[0 1] s E 0

La série d'applications Za,z", 4 valeurs dans l'espace de Banach C, est donc uniformément de
Cauchy sur [0, 13; il en résulte qu'eile converge uniformément sur [0, 1]. O
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3.2. ETUDE DE LA FONCTION SOMME D'UNE SERIE ENTIERE

3.2.1. Continuité; dérivabilité; intégrabilité

Rappelons que 'ensemble de définition de la fonction somme d'une série
entiére contient le disque de convergence.

1° Continuité.— THEOREME. — La somme d'vne série entiére est une fonction
continue en tout point de son disque de convergence.

Il s’agit en effet d'une série d’applications continues, qui, d’aprés 3.1.3, 1°,
converge uniformément sur 'ensemble des compacts inclus dans le disque de
convergence. On applique 24.3, 1°, O

CONSEQUENCE. — Soient pe N et Za,z" une série entiére de rayon de

I
convergence R > 0. Au voisinage de 0, la fonction somme A admet Z a,z" pour
développement limité a Pordre p. k=0

En effet la séric entiére X  a,z" admet R pour rayon de convergence, ainsi
nEp+l

d’ailleurs que la série entiére X  a,z" 7%,
mEp+]
Le théoréme de continuité montre;

+ oo
lim ) az2""=0
z=~0

n=p+1
D'ou, au voisinage de O:
P
Az) = Y a2 + 2P0 (1) O
k=0

REMARQUE. — S'il existe z, € Cavec|z,| = Rtel que lasérie Za,2; converge absolument, alors la
fonction somme de la série entiére L, 2" est définie et continue en tout point du disque fermé de centre

0 de rayon R. C'est par exemple le cas de la série entiére ¥ z'n" avec x > 1.
nzl

Camplément. — PROPOSITION. — Soient La " une série entiére de rayon de convergence R, z, on
nombre complexe de module R tel que la série Za,z} d'éléments de C soit convergente. Alors on a:

+ o *oa

En effet chaque application ¢t —a,{tz,)" est continue en tout point de [0, 1], et la série
d'applications Za{rz,)" converge uniformément sur {0, 1], d’aprés 3.1.3, 2°, a

— En particulier soit Za " une série entiére de la variable réelle de rayon de convergence R, Sa
fonction somme est continue en tout point de l'intervalie ] — R, R[. 5i, de plus, 1a série Za, R" (resp.
Ea (— R)"} est convergente, Ja fonction somme est continue en tout point de I'intervalle ] — R, R]
fresp. [— R, R[).
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-1 1
ExeMPLE. — La séric entiére de la variable réelle, £ —--"-— 1", a pour rayon de convergence
nzl n

1; la série =
nal n

est convergente; donc la fonction somme de la série entiére est cantinue en

tout point de¢ ] 1, 1} * Nous verrons que sur lintervalle J— 1, 1[ cette fonction somme est
t —sLog{l + 1). [l en résultera, par continuité & gauche au point 1:

+ 1 [__ 1}||—1
g
n

Log2 =

m=1

2° Dérivabilité. — Pour ne pas avoir 4 nous limiter aux séries entiéres de la
variable réelle, nous allons introduire une définition de la dérivation d’une
fonction complexe de la variable complexe.

DEFINITION, — Scient U un ouvert du plan complexe, f une application de U/
dans C et z, un point de U. On dit que f est dérivable (ou holomorphe) au point z,, si,
et senlement si,I'application 2 ,_.M de U\{z,} dans C admet une limite

z —zy

lorsque z tend vers z,,. Cette limite est alors appelée dérivée de fau point z, et est
notée {'(z,).

Dans le cas o fest dérivable en tout point de U, I'application de U dans C
qui a z fait correspondre f*(z) est appelée application dérivée de f et est notée f*.
Le lecteur peut constater dés a présent que certaines propriétés des applications
dérivables d'une variable réelle (somme, produit, quotient, composition...)
s’étendent aux applications holomorphes d'une variable complexe.

THECREME. — En tout point z, du disque de convergence, la fonction somme,
A, de la série entiére Za,z" est dérivable et la dérivée en ce point est la somme de la
série Z(n + 1)a,, 2},

Soit R le-rayon de convergence commun aux séries entiéres
za,z" et Zn + l)a,. 2" (3.1.2,6°).

Soit z, € €, tel que |z,| < R.Ilexiste r e Rtel que |z4| < r < R.Lafonction
A est dérivable en z,, sizet seulement si sa restriction au disque fermé D,, de centre
0 et de rayon r, est dérivabie en z,.

Pour tout z € D,\{z;} nous avons:

Alz) — Az tx
_._.{_.)_._l.(_.r‘ﬂ = Z a, {z"_l + zoz"_z + ...+ ZE_ZZ + z’(']"l)
2= 2 a=1

Considérons la série d’applications X f avec:
nazl

fii Do C zffz)=a" ' +z52" P+ ...+ 22+ 7Y
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Chaque application f, est continue au point z,. De plus:

sup |£,(2)] < nlajr"t car |zo| <
lzl€r

Comme r < R,la série T nla,|r"™' est convergente; la série d’applications
nazl
% f, est donc normalement, et donc uniformément convergente sur D,. Sa
nzxl
somme S, qui est définie par:

A — A + an
8(z) = M si ze DNzo); Slzo) = Y nazh !
zZ - ZO =1
est continue au point z,, d'aprés 2.4.3, 1° O

CoroLLAIREL. — Sur le disque de convergence la fonction somme d’une série
enti¢re de ia variable complexe est indéfiniment dérivable (au sens complexe), et ses
fonctions dérivées successives sont les fonctions sommes des séries entiéres dérivées
successives,

Ainsi, pour tout p e N, et pour tout point z du disque de convergence :

p
AP = F = a2
=0 n.

En particulier: Ype N AP0) = pla,.

CoroLLAiRE II. — Sur lintervalle de convergence, la fonction somme d’une
série entidre de la variable réelle est indéfiniment dérivable, et ses fonctions dérivées
successives sont les fonctions sommes des séries entiéres dérivées successives.

ProrosiTion. — Soient [ unintervalle de R, Za,z" une série entiére de rayon de
convergence R dont la fonction somme est notée A4, et fune application continiiment
dérivable de ! dans C, telle que pour tout ¢ de [ on ait | f(t)| < R. Alors Papplication
de I dans C, ¢t —A{f(t}] est continiiment dérivable sur I, de dérivée

t —ALf(5)].f@).

Il suffit de montrer la propriété sur tout intervalle compact J inclus dans 1.
Soit J un tel intervalle. Pour tout ne N*, t ——a,[f(f)]" est continiiment
dérivable sur J, de dérjvée ¢ r—na [ f(D]" 1 /(1)
Soit r la borne supérieure sur le compact J de la fonction |f|; cette borne
est atteinte; on a donc: r < R.
Comme f° est continue sur J, il existe M =sup|f'(f). On a:
ted

sup [na,[ (1" S0 < ala "™ M.
red

La série X nla,/r"~! étant convergente, on peut appliquer 24.3,1°. [
L
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REMARQUE. — Soit Za " une série entiére de la variable réelle, de rayon de convergence R = 0.

Si la série E{n + l)a,,,R" est convergente, la séric entiére L{n + l)a,, t" est uniformément

convergente sur (0, R] donc (14.3, 1%, Théoréme Il) la série Zg R" est convergente, et la fonction
+ 2

somme de la série entiére La (" admet Z {n + 1)a,. R" pour dérivée 4 pauche au point R.
A=
Inversement, il peut se faire que la fonction somme de La " soit définie et dérivable 4 gauche au
peint R, sans que la série entidre dérivée converge en ce point, On verra, par exemple, que:

+ % 12n+1
Vie]— 1, + I[ Arctgt= 3 (— 1y
=g n+1
(- 1y TR ,
Puisque la série Z converge, ona’— = . Lafonction t —Arc tg t est dérivable a
n+ 1 4 Tedn+1

gauche au point 1. Mais la série entiére dérivée Z(— 1y’ diverge en ce paint.

3° Intégrabilité. — THEOREME. — Soit Za,t" une série entiére de la variable
réelle, de rayon de convergence R > 0. Alors sa fonction sommeé A est intégrable
sur tout intervalle compact [a, #], a < bjinclus dans I'intervalle de convergence, et

ona:
B + oo b
j Aty de = ¥ a,jt"dt
a n=0 a

Résulte de la convergence uniforme sur le compact [a, b] qui est in¢lus dans
I'intervalle 1— R, R[ O

CoRroLLAIRE. — Soit Ta,t" une série entiére de la variable réelle, de rayon de
convergence R > 0. Alors, sur Pintervalle de convergence, sa fonction somme

+ az ["+1
admet pour ensemble de primitives les applications ¢ —k + > a, avec
ke € (ou R). amo M+ 1

Résulte de ce que I'ensemble des primitives de A sur ]— R, R[ est
1

t —k + J‘ Af) du. O
[}

REMARQUE — Comme pour ia dérivation, lorsque la série Zg R" converge, 1a série entiére a "
converge uniformément sur [a, R],avecz € ] — R, R{, et on peut appliquer le théoréme d'intégrabili-
R

1€ i l'intégrale A(n) de. Cest ainsi que de @
L]

+ tn
viel—1, +1[ Logll + 0= 3% {(— 1)~
n=1 n

on déduit :

1 + @
J. Log(l + ndt = ¥ {— 1!
[+]

n=1

an + 1)

3.2.2. Fonctions développables en série entiere

1° DeFINITION. — On dit qu'une fonction fde C vers C, définie sur un voisinage
du point z, € C, est développable en série entiére au point z, si, et seulement s'i]
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existe une série entiére Za,z", de rayon de convergence R > 0, qui satisfasse a la
condition :

JUe¥(zy) YzeC zelU = flz) = Z a,z — zo)

a={

Dans le méme contexte, on dit encore que f est développable en série entiére
sur U.

On notera que le voisinage U de z, est inclus dans Gef (f) et dans le disque
ouvert {24, R).

— Nous nous raménerons au cas z, = 0 par le changement de variable

z +— z — 2z, :nous parlerons alors de développement i lorigine, pour désigner la
série entiére Za,z".

ExemrLE — Sait f: z — 141 — z). Nous constatons:

a +1
¥ze C\{l} VaeN fia= Y # +

k=0

n

| —z

Considérons la série entiére Lz, dont le disque de convergence, D, est le disque ouvert de centre
0,de rayon 1. D'aprés{1), f et la somme A de la série entiére coincident sur le voisinage D de 0; Zz"est
donc un développement en série entiére de f & l'origine (et aussi sur D). Notons gu’ici D est « lg plus
grand » voisinage de Osur lequel f et A coincident, que D est exactement 'ensemble de définition de A,
celui de f étant Ci1].

2° Nous aurons 4 utiliser:

DEFINITION. — A toute fonction f'de C vers C, indéfiniment dérivable sur un
voisinage de 0, on peut associer la série entiére:

z l fi=(0)z
nt

On dit que cette série entiére est la série de Mac-Laurin de f(ou encore la série
de Taylor i lorigine de f).

THEOREME. — Soit fune fonction de C vers C développable en série entiére A
Torigine. Alors:
i) 1l existe un voisinage U de 0 sur lequel f est indéfiniment dérivable;

ii) Le développement en série entiére de fa I'origine est précisément la série de
Mac-Laurin de f,

Soit Za,z", de disque de convergence D # (@ de somme A, un développe-
ment en série entiére de la fonction f. On sait qu'il existe U € ¥(0) tel que fet A
soient définies et coincident sur U ; U ~ D est un voisinage de 0 sur lequel f et
A sont définies et A indéfiniment dérivable (d’aprés 3.2.1, 2°); il en résulte que,
pour tous ze U ~ D et p e N, f%(z) existe et est égal 4 A'”(z). En particulier :

VpeN fP0) = AP(0) = pla, O
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CoroLraire . — 8'il existe, le développement en série entiére a I'origine d’une
fonction f de C vers C est unique.

CorovrLaire 11 — Si deux fonctions sont développables en série entiére sur un
méme disque de centre 0 et si elles coincident sur un voisinage de 0, leurs

restrictions au disque considéré sont égales.

ConroLLalre III. — Si f est développable en série entiére & lorigine, ses
fonctions dérivées successives sont développables en série entiére & I'origine et leurs
développements sont les séries entiéres dérivées successives du développement de f.

Le corollaire I1] s’étend 4 une fonction développable en série entiére sur un
disque de centre 0.

3° Algébre des fonctions de T vers T développables en série entiére a
lorigine. — ProposITION. — Soient f et g deux fonctions de C vers C
développables en série entiére a I'origine, et  un nombre complexe, Alors f + g, o f
et fg sont développables en série entiére a l'origine. Si, de plus, f(0) = 0,alors g - f

1
est développable en série entiére a I'origine; si f{0) # 0, alors 7 est développable en
série entiére i I'origine. '

Résulte des propositions I, III, IV de 3.1.2, 6°, qui fournissent aussi les
développements cherchés a partir de ceux de fet de g. O

4° Cas des fonctions rationnelles de C vers C. — ProposiTion. — Pour

1
tous p € N* et a € C\{0}, la fonction: z r—»(——}; admet le développement en
z—a

(- 1) ., {zY
& EC£+p—-1(;)

de rayon de convergence |«|. La fonction et la somme de la série entiére coincident
sur le disque ouvert de centre O et de rayon |a|, qui sera noté (0, lal).

série entiére 4 I'origine:

Nous avons vu au 19 que la fonction f: z +—1/1 — 2) admet £z" pour
développement en série entiére sur le disque (0, 1). D'aprés le corollaire 1 du
321,2°, et le corollaire III du 1° pour tout peN* la fonction

{n+p-1)!
!

Pz —{p — DIl — zP admet T 2" pour développement en

série entiére sur le disque (0, 1). La proposition s’en déduit par le changement de
variable 7z r—z/a. O

CoroLLalrE. — Toute fonction rationnelle f, de C vers C, n'admettant pas 0
pour pdle, est développable en série entiére d 'origine. La fonction | coincide avec
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la fonction somme de son développement en série entiére en tout point du disque
ouvert de centre O dont le rayon est la distance r de 0 A ensemble des péles de la
fonction rationnelle, et le rayon de convergence du développement est précisé.
ment r.

Il suffit en effet de décomposer la fraction rationnelle associée a cette
fonction rationnelle en éléments simples et d’appliquer 4 chacun d’eux la
proposition qui précéde.

Supposons alors que le développement obtenu ait un rayon de convergence
R > r, et soit a un pdle de ftel que |a| = r. La somme A4 de la série entiére est
bornée au voisinage de a(Ja| < R), ce qui contredit A(z) = f(z) pour tout z tel que
|z| < |ai, et a pdle de f. 0

Ce corollaire est glgorithmigue en ce sens qu'il fournit un procédé d'obtention du développe-
ment.

En fait, il est quelquefois commode de remarquer que, grace a l'isomorphisme de [‘alpébre
C[[X]] et de lalgébre des séries entiéres, il résulte du théoréme IF du 1.7.4.4 que, dans le

Pz}
développement, Ea, z", de la fonction rationnelle z ——— qui n'admet pas 0 pour pole, a, est le

z)
coefficient de X" dans la division. suivant les puissances croissantes de P par @, 4 un ordre k = n.

3.2.3. Fonctions d’'une variable réelle développable en série entiére

1° Dans le cas particulier des fonctions complexes d’une variable réelle, en
remplagant la notion de disque de convergence par celle d’intervalle de
convergence et les voisinages de I'origine dans C par les voisinages de 'origine
dans R, toutes les définitions et propriétés énoncées en 3.2.2 sont conservées.
(Sauf en ce qui concerne les fonctions rationnelles, dont I'étude passe obligatoire-
ment par la décomposition en éléments simples sur C, d'ou l'intervention des
poles complexes).

Nous allons maintenant étudier quelques propriétés propres aux fonctions
d’une variable réelle qui sont développables en série entiére a 'origine.

ProrosiTion. — Soit fune fonction de R vers C développable en série entiére 4
I'origine. Alors H existe un voisinage de 0 sur lequel f admet des primitives et
chacune de ces primitives est développable en série entiére & P'origine.

L'existence de primitives pour f résulte du fait que f est continue sur un
voisinage de 0. Le fait que toute primitive est développable en série entiére 4
lorigine résulte de 3.2.1. 3°, qui fournit d’ailleurs le développement en série
entiére 3 l'origine de cette primitive connaissant celui de f. O

2° PropLEME. — Etant donnée une fonction f de R vers C, cette fonction est-
elle développable en série entiére a lorigine?

— Nous constatons tout d'abord qu’il est nécessaire que f vérifie les deux
conditions suivantes:

i) Il existe un voisinage de O sur lequel f est indéfiniment dérivable;
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1
ii) Lasériede Mac-Laurinde f,Z — F™(0)¢", a un rayon de convergence non
R
nul.

— Ces ronditions ne sont pas suffisantes. En effet, considérons:
SRR flO)=0; fin=exp(—1/%) si t#0

Nous savons (I1L4,2.7) que f est de classe € sur R et que, pour tout ne N, F*(0) = 0. La série
de Mac-Laurin de f est la série nulle, dont le rayon de convergence est infini. Mais il n'existe aucun
voisinage de 0 sur lequel f coincide avec la fonction nulle, somme de la serie de Mac-Laurin de £

TuEoreME. — Une fouction fde R vers C est développable en série entiére a
Yorigine si, et seulement s'il existe r ¢ B tel que:
i) fest indéfiniment dérivable sur I'intervalle ] — r, + r[;

|
ii) Pour tout te]—r,r[, la snite n — p, (1) = fit) — Z k,f“"(O}r"
k=0

admet O pour limite.
Lorsque ces conditions sont vérifiées, / coincide avec la somme de sa série de
Mac-Laurin pour tout t €] — r, + r[.

Démonstration aisée, laissée au lecteur qui remarquera en outre que,
lorsque la condition i) est remplie on a (II1.6.7.2, 5°), pour tous ne N et
te]l—r, +r[:

pu(t) = j (t f(u+ 1](u] dy = 7+ j (1 f(n+ ll(w) du.

CoroLLAIRE. — Pour qu'une fonction f de R vers C soit développable en série
entiére a Porigine, il suffit qu'il existe r ¢ R% et M e R, tels que:

i) f est indéfiniment dérivable sur 1~ r, + [;

jii}) Pour tout peNette] — ¢, + r[: [fP) < M.

Lorsque les conditions i) et i) sont remplies, on a, en effet, par application de
I'inégalité de Taylor-Lagrange:

i |n+1

YVreN Ytel—-rn+r s M —
1 [ IpD) LY

Pour ¢ fixé, il suffit de poser u, = M|t|"*1/(n + 1)! pour constater, grice 4

la régle de d’Alembert, que la série Zu, converge, et donc que la suite (1), ., admet
0 pour limite. La condition ii) du théoréme est donc, elle aussi, yériice. [

A titre de complément, le lecteur traitera les exercices 3.21 et 3.22.

3° Développements en série entiére a Uorigine des fonctions usuelles. —Le
tableau de la page 108 donne les développements en série entiére & I'origine des
fonctions usuelles. Pour chacune il précise un voisinage de 0 sur lequel la
fonction coincide avec la fonction somme de son développement; lorsque cet
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intervalle est non ouvert, I'égalité des fonctions 4 la borne correspondante se
justifie par 3.2.1, 1° {compiément). Voici les justifications de ces développements.

e Casdef(t) = ¢'. — I¢i,pour tousn e N et e R, f(¢) = ¢'. On applique
le corollaire du 1°, avec r € RY arbitrairement choisi et M = er.
On en déduit les développements de ¢t —a', de ch et de sh.

e Cas de f{t) =

—. Déja rencontré.
(@ —
o Casdef(t) =(l + tf,acR\N. Ona: Déf(f) = ]— 1, + wof, et:
VYpeN Vie]— 1, + [ fPN)=afc—1)...(c—p+ 11 +1*"*

Ici:

e =1 .. {e=n) [Tt —uY w1
plt) = J( +u> (1 +u*!du

n! oA\l
Pour te] — 1, + oo [ donné, u +—(t — w)/l + u) est décroissante sur
I'intervalle compact I, d’extrémités 0 et ¢ ce qui permet de constater :

t—u
1+u

Yuel, ‘ <t

et d'écrire |p,(1)] € a,ft), avec:

lo{ — 1) ... (& — n)|

a,(t) = o le®

j. (1 + up~*du
¢
On constate que, pourt € ]~ 1, + 1[ donné, a,(t)est le terme général d'une
série qui converge d'aprés la régle de d’Alembert, ce qui implique lim a,(r) = 0.
A= +an

et donc lim p,f¢) = 0.
nos ke e~ 1) ... (o—n+1)

t" (avec
n!

La série de Mac-Laurin de f, qui s'écrit =

ofe — 1) ... (x —n+ 1)
n!
convergence 1, et {d’aprés le théoréme du 1° appliqué avec r = 1} sa somme est

f(t), an moins sur l'intervalie de convergence ouvert.

la convention =1 pour n = () a pour rayon de

+m
Le cas a € N n'offre aucun intérét: vee R f(r) = 3 Ck*
k=0

e Cas de f(t} = Log(l + ¢). — Il sagit de celle des primitives de

t — 1AL + fysur ]— 1, + cof, qui vérifie f(1) = 0. On utilise 3.2.3, 1°
Les développements des fonctions Arc sin, Arc cos, Arc tg, Arg sh, Arg th
s’obtiennent par la méme méthode (ne pas oublier que le terme constant du
développement est fourni par f{0)... qui n'est pas nul dans le cas de Arc cos;

. LS .
d’ailleurs Arccost = 5~ Arc sin f).
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Tableau des résultats.

ENTIERE

Avec... L'égalité... vaut pour t € ...
+m 1
f=3% —¢ R
u=DH!
+m
(Log af
acR% a=Y " B
n=0 n!
1 il |
aeC* = [ 1- taj; lell
a-—t n§0 au+l.
1 +x= Cz:;_]
(a,p)eC* x N* = 1-lal, {all
(@a—tFP Lag a°
+m(_ l)l—]
Log(l +1t) = Z " 1-1,1]
A | n
L1
e —1...(a—n+1)
veR l+1==% ; r -1, 1
=0 n (RsineR)
+m r2n+l
sint = (— 1y R
.Eo (2n + 1)!
+m rll!
cost= 3 (—1y R
aso @ny!
+ @ (2!!}' le+1
Arcsint = —_— : -1 1
aea 2P 20 + 1 (- b
+m f2‘+l
Arcigt = {— 1y [-1,1]
E, 2+ 1
+en ‘2n+l
sht = 11
—pidn + 11
+o IZ«
cht = 11
p=p (20)!
+@ (2’1)! r2n+l
Argsht = 3 (— 1¥ -1 +1]
,.E=:o 22 (2n+ D
+x ‘ZD‘FI
Argtht = -, 1
aep 2R + 1
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En ce qui concerne les développements des fonctions sin et cos, on veitlera d
ne pas commettre de cercle vicieux : pour nous ces fonctions seront précisément
définies comme fonctions sommes de séries entiéres données a priori (3.3.2). Un
lecteur ayant étudié une définition différente (mais correcte !) de ces fonctions,

pourrait, naturellement, étre amené a utiliser le corollaire du 2° pour les
développer en série entiére,

4° La méthode dite « de V'équation différentielle »n. ~ Nous allons l'ex-
poser sur deux exemples. Dans le premier, nous n'utiliserons aucun résultat de
’étude des équations différentielles, qui n’a pas encore été traitée.

EXEMPLE I. — Reprenons f: 1 — (1 + " {o e Rif), de classe €7 sur ] — L+ = [ fl—-1)
nétant pas defini, il suffit de travailler sur ] — 1, + 1[.

@) Nous constatons: vee]— 1, 1[ (1 + 53f(t) — of(t) = Q.

Inversement, soit g: }— 1, 1[ — R, dérivable, telle que:

Yee]— 1, I[ (1 + t)g'{e} — oglt) = 0.

L'application r +— g{f){1 + £)”° est dérivable sur ] — 1, { [, de dérivée nulle, ce qui entraine
I'existence de k € R tel que:

Yeel—1, 1[ gl1) = KfiD)
fest donc I'unique application dérivable, @: 1— 1, H{ - R, telle que:
e =1 et vie]l- LI[ (1 + th'lt) — apit) =0

b) Cherchons 8'i existe une série entiére de rayon de convergence R > 0, dont la somme A
vérifie:

Ay =1 et ¥re]l—R, + R[ (1 + A7) — adi) = 0

En écrivant;

+a:

(1 + 04 — 0dl) = 3 [n + a,., — (2 — na ]t

a=0
on ¢onstate que Munique solution est:
afa — 1) ... g —n+ 1)
z

n!

", avec R=1

{ce que I'on peut trouver plus rapidement en constatant qu'il s’agit de la série de Mac-Laurin de f).

¢) En confrontant a) et b) ot peut affirmer que la séric entiére trouvée en b) est le développement
en série entiére de f 4 l'origine et que, pour tout t €] — 1, + 1[,3a somme est f{1).

*EXEMPLETL. — f(1) = \/l + 1+

- i
a) Directement, ou en écrivant f{f) = \/2 ch (5 Arg'sh r) on constate que f est de classe ™

sur B. Un calcul laissé au lecteur permet de constater que [ est solution sur ® de I'équation
différentielie (étydiée au 5.1.5, 3°)

1
(t’+lly"+ry'—;y=0 (1)

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz permet alors d'affirmer que, pour tout r € B4, a restriction de
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fal-r, + [ est l'unique solution @ de (1) sur ]—r, + #[ qui vérifie la condition de Cauchy:
@0} = J/2) Ale0) = 0).

b Un calcul (qui est traité au 5.1.5, 4%) permet de constater qu'il existe une, et une seule gérie
entiére de rayon de convergence R > Odont la somme est solutionde(1)sur ] — R, + R[ et vérifiela

condition: (p{Q) = \f 2} A4’ 0y = Q). Clest :
20 -1
E—{TIV-—4ak2])e®, avee []l-—4k*)=1i
2n! Moy 2=0

Son rayon de convergence est R = 1.
¢) En confrontant a} et &), on peut affirmer:

Viel- 1, +1[ \/1+\X1+z’I Ef—("l'[l(z—‘;kl))ﬁ-..

o (2n)!

5° Sommation d'une série entiére. — 11 sagit du probléme inverse

du précédent : étant donnée une série entiére Xa,t", on recherche une expression

aussi simple que possible de sa somme (étant entendu que I'on dispose a priori de
+a

I'expression t +— Y a,t"). Voici deux exemples :
n=0

rl
ExXeMPLE [. — ZP(n) — on PeC{X] etdeg(P)=p,(teR)
n!

Manifestement: R = + o,
En adoptant (1, X, XX — 1} ..., X(X - 1) ... (X — p 4 1)) pour base de l'espace vectoriel
#, des polynémes de C[X] dont le degré n'excéde pas p, on constate qu'il existe des éléments
bg .., b, de C tels que:
PO = by +B,)X + ... + bX(X —1) ... (X —p + 1)

Qn les calcule en donnant 4 X les valeurs successives 0,1, ..., p — 1, p.

o "
Ainsi, pour tout te R, ¥ P(M)—I s%écrit
=0 n:
4 h l[n—l P
by ¥ — + byt ): b z
e TR ,(n—l}’ =ptn = py!
et donc: (e + byt + ... + byt7).e

"
Aprés avoir étudié I'exponentielle compilexe, le decteur étendra le calcul & ZP{n] — zel,

EXEMPLE II. — ZP(n}2", ou P € C[X] et deg (P) = p. On se place ici dans le ca.s ze L.
Manifestement: R = 1.

On utilise ici la base (1,X + 1, ....(X + 1KX + 2) ... (X + p)) de 2, et on écrit:
PXJ=cp+eX + 1+ ... + X +IX +2).. X +p)

T

Ainsi, pour tout z€ C, tel que |z] < 1, ¥ P{n)z" sécrit:

w=1
+e + o
Gr+e r R+t o+, L+ (0 + P
n=0 a=0 a=0
¢t dong:
[ e, ple,

. —
1-z {1 -2zp {1 — zp+!
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3.3. LA FONCTION EXPONENTIELLE COMPLEXE
ET SES APPLICATIONS

3.3.1. La fonction exponentielle complexe

1" THEOREME ET DEFINITION. — La série entiére T — & pour rayon de
L/

convergence + oo, Sa fonction somme est une application de C dans C dont Ia
restriction 3 R est la fonction exponentielle réelle; elle est appelée fonction
exponentielle complexe et notée z +—¢® (ou parfois z — exp (z))

z"
Pour z € € donné, la régle de d’Alembert, appliquée a la série )I‘. — montre
que le rayon de convergence est + 0. T~
D*autre part on sait que, pour tout te R ; ' = Y O
e
ProposiTion I. — En tout point z € C, la fonction exponentielle complexe est
continue et admet la dérivée (au sens complexe) &°.

On applique 3.2.1, 1” et 2%,

ProrosiTion 1. —~ Pour tout (z,, z;) € C2, et = ¢%1.¢%1.

z)
et et #°2 sont les sommes des séries absolument convergentes 2 —et E !
n!
On dispose donc (1.4.1, 2°) de 1a série produit Z 4,z" dont la somme cst %L, e%2.
On calcule :

CoNSEQUENCE. — Pour tout ze C, on a;
i) e*#£0; i) ljef=e"2; iii) |e?| = e®da,
En particulier: YzeC |¢* = l = zciR.
1) et i) résultent de e?.e7% = ® = 1.
iii} Pour tous ze C et n € N les nombres complexes
i _z.k_ et . @
o k! poo K

sont conjugués. Par passage 4 la limite on en déduit que, pour tout z e C, les
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nombres complexes ° et e* sont conjugués, et donc que :

|ez|2 = ez.ef — ez+; — el‘!c(z}

Des propriétés de I'exponentielle réelle, on déduit alors, pour tout ze C:

le?| = e, le*| = 1 < Relz) =0 0O

2" THEOREME FONDAMENTAL. — La fonction exponentielle complexe induit un
morphisme continu, surjectif mais non injectif, du groupe (C, +) sur le groupe
(C{0}, ).

— Comptetenude: ¥z e C,e® # 0, ondispose de 'application z+—»e*de C
dans C*. D’aprés les propositions [ et II du 1°, cette application est continue et il
s'agit d’'un morphisme de groupes.

— Pour prouver sa surjectivité, commengons par moentrer que, pour tout
z, & C\R_, 'tquation ¢’ = z,a une solution dans C. Soit z;, € C\R_. Associons-
lui Papplication f:[0,1] - C t— 1 — ¢ + tz,. Elle est continliment dérivable
et ne prend pas la valeur 0 (puisque son image est le segment {1, z,] de C).
Introduisons 'application

— ‘f'(—u)du

:[0,1]1-C
g: 10,11 t o J(1)

't
qui est continiiment dérivable, de dérivée t —g'(t) = %
Considérons enfin 'application:

h:{0,1]->C t ——f(t)e 0

D’aprés la proposition du 3.2.1, 2° la fonction t —e™ %", et donc la fonction
h est dérivable sur [0, 1].

Vie[0,1] k() = f(t)e™® — fllg (e = 0

Comme #(0) = 1, on en déduit: vt e[0,1] f(t} = &)

En faisant t = 1, on obtient: z, = e#V'; g(1) est solution de &* = z,.

— En particulier, 4 i e C\R_ on peut associer (e C tel que ¢ = i: ona
et = — 1, Pour tout z, € R*, 'équation &* = zj s'écrit &2*2% = — z;, avec
— zp € CyR_, et admet donc une solution. Il est ainsi acquis que 'application
z s ¢* de C dans C* est surjective.

— Dee* = letde {# O(quirésulte de &® = i), on déduit qu'elle n’est pas
injective. O

REMARGQUE. — A titre d'exercice, le lecteur établira une démonstration tepologique du
théoréme, en montrant que 'image H de € parz — e®est une partie 4 la fois ouverte et fermée de C*,
muni de la topologie induite par celle de C.

{En utilisant le théoréme d'inversion locale, il montrera que # est une partie ouverte de C* ;en
utilisant la décomposition de C* en classes suivant H, il montrera que c'est une partie fermée.)
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3° Ie nombre n. — Soit U = {ze €|z = 1}. Nous avons vu au 1°:
VzeC €elU=zeiR
ce qui §'écrit:
VzeC e“eUw=zecR

Nous disposons donc de I'application t +—¢' de R dans U.

THEOREME ET DEFINITION. — L’application ¢ —e" est un morphisme continu
et surjectif du groupe (R, + ) sur le groupe (U/, . ). Il est non injectif et son noyau est
de la forme aZ, avec a € R%. Le réel g, qui est le plus petit t € R* tel que e = 1, est
noté 2m,

— Continuité et morphisme résultent du 2°.

—~ Montrons la surjectivité, Comme I'image de C par z —e” est C*, pour
tout z, € U il existe z;, e Ctel que e = z;3. Or|zy| = 1 équivauta z, = it, avec
t; €R. '

— La non injectivité résulte du 2° (4 € iR). Le morphisme étant continu,
son noyau est un sous-groupe fermé de (R, +), qui n'est ni R (a cause de la
surjectivité), ni {0} (a4 cause de la non-injectivité). En utilisant (I11.1.2.2, 5°), on
constate que ce noyau est de la forme aZ, avec a € R, O

CororrLaire I. — Le noyau du morphisme z +—¢° de (C, + ) sur (C\{0}, .} est
2inZ.

En effet, e = 1 exige |¢’| = 1, et donc z € iR. En outre, pour tout z € iR
e =1, qui sécrit €™ = 1 E&quivaut logiquement, d’aprés le théoréme
précédent &4 —iz e 2rnZ. O

CoroLraire II. — La fonction exponentielle complexe est périodique;

I'ensemble de ses périodes est 2inZ.

Résulte de: ¥(z, T)e C? eT= ¢ el = | O

4° Complément. - THEOREME. — Les morphismes continus du groupe (R, +) dans le groupe
(U, .) sont les applications de la forme ¢ —e™, avec e R,
— 1] est manifeste que ¢ —e™, avec a € R, est un morphisme continu de (R, +) dans (U, .).
— Réciproquement soit f un morphisme continu de (R, +) dans (L, .), ce qui implique
iy =1,1.21.2, 22
Considérons F: R->C ¢ »—-J. HOIT
1]

Pour tout (t,, t,) € R* nous avons:

!l+!2 lz
Fir, + t;) = J; Su)du = Ft,} + L flu + £,)du

ce qui, compte tenu de f{u + t,) = f(u).f(t,) s'Ecrit:

F(Il + I:) = Fit,) +f('[1)F('[1} (1)
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F admet ]a fonction non nulle f pour dérivée sur R, et n'est donc pas la fonction nulle: il existe t, e R
tel que Flty) # 0. D'od, en utilisant {1}:
Fit + tg) — F(Q)

Fitg)

YeeR f{t} =
Comme F, f est done dérivable sur B, et, pour tout t € B

1 Sty =1
Sty = ——(f{t + 15} = f(t) = kf(t), avec k = ——
Flig) Flz,)

En raisonnant comme au 2°, on montre que 'application k: t —sf(t)e ® de R dans C est
dérivable, de dérivée nulle. En utilisant A0) = 1, on en déduit: ¥t e R f(D) = ™

De f{1) = é et f(1) & U, il résulte k € iR, ce qui permet de poser k = i, avec o€ R O

Notons que, dés que 2 # 0, le morphisme ¢ —ve™ cst surjectif.

5° Argument d'un nombre complexe non nul. — Nous sommes mainte-
nant en mesure de compléter '"étude faite en 1.5.1.3. Le morphisme de groupes
t —e* de (R, +)sur (U, .), de noyau 2rZ, induit un isomorphisme de groupes,
@, de (R2nZ, +) sur (U, .).

Etant donné z € C1{0}, on appelle argument de z et on note Arg z I'éiément
¢~ Yz/|z)) de R/2rZ;il s’agit donc d’une classe de congruence, modulo 2n. Par
abus de langage tout représentant de cette classe sera app€lé un argument de z et
noté arg z.

EXEMPLE. — On a:{e'™? = 1, et donc e™ = — ], puisque 2n est te plus petit réel ¢ strictement

positif tel que e = 1 : x est ainsi un argument du nombre complexe — 1, les autres arguments de
— létant n + 2kn, ke Z

Application. — Résolution de Péquation & = z,, z, € C\{0}. — On peut
considérer qu'il s'agit de "équation ™% = z,, a l'inconnue (x, y) € R~

Pour tout (x, y) € R?, ** gécrit e*.e", avec ¢* € RY et [e? = 1, ce qui
montre que [e** % = ¢ et que I'un des arguments de e**¥ est y. On en déduit
que, pour tout (x, y) € R?:

e = 7z, e (" = |20} A (¥ est un argument de z,)

Si By désigne I'un quelconque des arguments de z,, I'ensemble des solutions
de I'équation &* = z,, est I'ensemble des nombres complexes:

z, = Log|zy| + 8, + 2ikn, keZ

EXEMPLE. — Résolution de & = t,, t, &€ R\{0}.

— Sit, > 0,alorsty = /- 1, 1 un argument du nombre complexe 1 est 0. D'oil les solutions :
Logty + 2ikm, ke 2.

— Sity; < 0, alors t; = ity|.(— 1), et un argument du nombre complexe — 1 est x. D'oul les
solutions: Log (— to) + i + 2ikn, ke Z.

REMARQUE. — Pour définir 'argument d'un nombre complexe non nul, on a utilisé le
morphisme 1 —e". On aurait pu tout aussi bien utiliser un antre morphisme surjectif de (R, +) sur
(U, .), & savoir t —e™ avec o € B\{0}, En adoptant o = 2n/400 (resp. & = 2n/360), on obtiendrait,
pour z ¢ €1{0} donné, un nouvel argument, dit en grades (resp. en degrés), dont les déterminations

400 360
seraient d'ailleurs le produit de celles de I'argument habituel (dit en radians) par 2— (resp. ?—)
¥4 ¥4
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3.3.2. Fonctions circulaires réelles
1° DerFmimion. — Les applications de B dans R:
cos: t —Rele"); sin: t — Fmie")

sont respectivement appelées cosinus et sinus,

De:

i G

YreR " =cost +isint= ) (IT

n=0 T

on déduit, en utilisant 1.1.2, 3°:
tw t2n +m In+ 1

VicR t = — 1" int = -1y — 1
°n e ,.);o( ) (2n)! - ,.go( )n(Zn + 1) ()

Ies applications cos et sin apparaissent ainsi comme les fonctions sommes
(définies sur R) de deux séries entiéres de la variable réelle, de rayon de convergence
infini.

ProrosiTioN. — Les applications cos et sin possédent les propriétés suivantes :

i) Elles sont respectivement paire et impaire;

ii) Elles admettent 2n pour période commune, et

YieR cos(t + m) = —cost sin(t + 1) = — sint
1. . 1 . .
iil) Ve R cost=—(e"+ ™) sint = —(e" —e™*);
2 2i

iv) YteR cos’t +sin?t =1

v} Elles sont indéfiniment dérivables sur R, et leurs applications dérivées sont
respectivement — sin et cos.

i) Résulte de (1).

i) Résulte de: Vi e R %27 = ¢ et '™ = — gt

ili) Résulte de: ¥t e R e = . Notons que ces formules ii), dites formules
4'EuLER, ont été utilisées (1.5.1.6) pour linéariser cos” et sin”,

iv) Résulte de: Vi e R |e"| = 1.

v} Résulte de 3.2.1, 2°, compte tenu de (1).

2° Variation des fonctions circulaires réelles. — La proposition précé-
dente permet de s’en tenir aux restrictions a [0, #/2].

LemMME. — 7/2 est le plus petit t e R, tel que cost = 0.

— Draprés (€%)? = — 1, on a e™*e{—ii} et, de toute fagon,
cosmf2 = 0.
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— Réciproquement soitae R., tel que cosa = 0; onasin? a=1, et donc
e“e{— i +i};done* =letdaec2nN.
Comme cos 0 = 1, 4a € 2n N* et le lemme est établi. a

Ainsi I'application cos est 4 valeurs strictement positives sur [O,E[;

I"application sin, dont elle est la dérivée, est strictement croissante sur [0, 5:|,

compte tenu de sin0 = 0 et de sin® (n/2) = 1, on en déduit sin (r/2) = 1, et
d'ailleurs e™? = i, L'application — sin est 4 valeurs strictement négatives sur
10, n/2]; 'application cos est donc strictement décroissante sur [0, r/2]. Nous
avons:

t 0 w2
sint | 0 -~ 1
cost| 1 =~ 0

Périodes. — Pour chacune des applications sin et cos, le groupe des périodes
est 2nZ.

En effet I'étude des variations permet de constater que, pour chacune des
applications la différence de deux zéros consécutifs est rr; toute période doit done
étre un multiple entier de w; or on a vu au 1* que & n'est pas période et que 2r est
période. 0

REMARQUE. — ¥t e R cos(m/2 — t) = sin t,sin (/2 — t) = cos t. Résulie de :
VieR e™270 = jp= i
— Acestade, le lecteur est en mesure de retrouver les résultats qu'il connait

sur les fonctions cos et sin, de définir et d'étudier les fonctions tg et cotg.
L*étude des fonctions circulaires réciproques a été traitée en 111.4.4.1.

3.3.3. Fonctions circulaires et hyperboligues complexes

1° DeFmviTion. — Les applications de € dans C:

eiz_l_e—i: 2n
5: —_— = -1y
coS5: 2 2 "ZO{ 1) (Zn}'
iz _ o, —iz Z2n+1
sin:zr—b¥=2(* y—
2i <0 (2n + 1)!
ez+e z +m ZZI!
ch: z > ——— = Z )
et — gt zln+1

2 S @en+ !

sont respectivement appelées cosinus, sinus, cosinus hyperbolique et sinus hyperbo-
lique.
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1l s’agit des prolongements des applications de R dans R qui sont connues
sous les mémes dénominations, et sont représentées par les mémes symboles.
Notons que :

YzeC chiz) =cosz shiz = isin z (1)

¢e qui nous permettrait de nous limiter au couple (cos, sin).

ProposiTiON. — Les applications cos et ch sont paires; les applications sin et
sh sont impaires. Les applications cos, sin, ch, sh sont indéfiniment dérivables sur
C, les applications dérivées étant respectivement — sin, cos, sh, ch.

Résulte des définitions et de 3.2.1, 1" et 2%, d
2° Trigonométrie complexe. — On constate :
VzeC e7=cosz +isinz e ¥ =cosz —isinz )

On en déduit que, pour tout (4, b) € C%, 2 cos (a + b) s%écrit:

(cosa + isinajicosb + isinb) + (cosa — isin a)cos b — isin b)
et qu'ainsi :
cos{a + b) = cosacosh — sinasinb (3}
De méme
sin{a + b} =sinacosbh + cosasinb (4)

De (2), on déduit :
¥zeC cos?z +sin®z=1 (5)

Ainsi les formules (3), (4), (5) s'étendent du cas réel au cas complexe. Comme
toutes les formules de trigonométrie circulaire, dans le cas réel, s'établissent en
utilisant exclusivernent (3), (4), (5), ces formules s'étendent automatiquement au
cas complexe.

® En ce qui concerne l'extension des formules de trigonométrie hyperboli-
que, c’est encore plus simple :il suffit de reprendre, dans le cas complexe, le calcul
du I11.4.4.2,2°,

REMARQUE. — Les formules (1) montrent que le passage des applications trigonométriques aux
applications hyperboliques est simple, ce qui explique 'analogie des formulaires de trigonométrie,

EXEMPLE D'APPLICATION, — Calcul du module de cos 2.
Posons z = X + iy avec {x, y} € B
cos z = cos{x + iy) = cos X cos iy — sin x sin iy
=cosxchy —isinxshy

d'oll |cos z|* = cos? x + sh? y
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3° Equations trigonométriques.— ProPOSITION. — Pour tout (z, z,) € C?:

{cosz =coszg) < (JkeZ)z =24 + 2kr v z = — 75 + 2kn)
(sinz =sinz,) <« (ke )z =2, + 2kn v z =n — z, + 2knm)
(chz =chzy) <= (FkeZ)z =25+ 2ikn v z = — z, + 2ikn)
(shz =shzy) < (FkeZ)z = z4 + 2ikn v z = — z,, + im + 2ikn)

Par exemple, en posant Z = ¢, 'équation cos z = ¢os z,, ou z, est donné
et ol z est l'inconnue, sécrit: Z%2 —2Zcoszy + 1 =0, clest-a-dire:
(Z — cos zp)* = i sin? 2, (Z = e0)v (Z = e *0), et on utilise 3.3.1, 5. [

CoRroOLLAIRE |. — Les applications sin et cos sont périodiques, et 'ensemble de
leurs périodes est 2nZ. Les applications sh et ch sont périodiques, et I'ensemble de
leurs périodes est 2inZ.

CorotrLAIRE 11. — Les seuls complexes en lesquels s'annule sin (resp. cos) sont
les réels km (resp. /2 + kn), avec k € 7. Les seuls complexes en lesquels s’annule sh
(resp. ch) sont les ikm {resp. i{n/2 + kn)), avec k€ Z.

4 Résolutionde cos z = a, avec ac C. — On pose Z = &% ;cosz = a
sécrit Z¢ — 2aZ + 1 = 0soit (Z — a)* = a® — 1. Cette équation du second
degré sur C admet deux racines Z, et Z,, qui sont non nulles et inverses 'une de
Pautre. On a alors :

(cosz =a) < (e = Z,) v (¢" = Z,)
et on emploie 3.3.1.5°.

REMARQUES — a) Pour ae[— 1, + 1] on constate que toutes les solutions sont réelles. On
peut d'ailleurs poser z, = Arc cos a et utiliser la proposition du 3°.
b} L'tquatian sin z = g s'étudie de la méme facon.

5° Les applications tangente et tangente hyperbolique complexes.
DeriniTion. — Les fonctions de C vers C, tg = sin/cos et th = sh/ch sont
respectivemnent appelées tangente complexe et tangente hyperbolique complexe. On

n kk z eliz__l
Yz ¢ 5+ nk e tgz—m

L ez:_l
VZ¢ 15+krc)|kez thz=m

Chacune de ces fonctions est impaire, et indéfiniment dérivable sur son
ensemble de définition.

Pour tout z € Déf (th), on a: tgiz = ithz.

La fonction tg (resp. th) est périodique et I'ensemble de ses périodes est nZ
(resp. inZ), ainsi que cela résulte de la résolution de I'équation tg z = a,(a € C),
que le lecteur effectuera en posant Z = e*? (I'équation a des solutions si et
seulement si a¢ {— i, i}).
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3.4. EXPONENTIELLE D’ENDOCMORPHISME;
EXPONENTIELLE DE MATRICE

3.4.1. Extension de la notion de série entiére

1° Notation — Dans le présent 3.4.1, F désigne une K-algébre de Banach,
c’est-a-dire (I11.3.1.3, 3") une algébre (") sur le corps commutatif K(R ou C)
munie d'une norme telle que:

Vi, )€ F2 Jlw.oll < llul liol)
et telle que F soit complet pour cette norme.
Notons que:
YueF VYneN* |u"| < |jull™

ainsi qu’'on le vérifie par récurrence,

2°Derinimion I — On appelle série entiére 4 variable dans F, et on note Za, 1",
toute série d'applications de la forme Zf, avec:

i F>F ur—au, (a,eK)

DerFnimion II. — Soit Zq,u" une série entiére 4 variable dans F. L'élément
R = 1/lim sup|a,|'/" de R, , la boule ouverte B de F dont le centre est O et le

+ o

rayon R, la fonction A: u r— ) a,u" sont respectivement appelés rayon de
=0
convergence, boule de convergence, fonction somme de la série entidre.

THEGREME. — La somme d'une série entidre i variable dans F est définie et
continue sur la bonle de convergence.

Considérons la série entiére Za,u" et adoptons les notations des définitions I
et 1I. Nous supposons R > ( (sinon on aurait B = ).

Soitr € R% tel que r < R. Désignons par B, la boule fermée dont le centre
est O et le rayon r. Nous avons ;

Yue B, VneN* |lau|| < laj it < gl
R étant le rayon de convergence de la série entiére Za,2z", 4 variable dans kK, la
série X|a,|r", 4 termes dans R ., est convergente. La série d'applications X I avec
L]
fo: u —au", converge normalement sur B,, et donc uniformément puisque F est
complet. Il en est de méme de la série X f. Lesf, étant toutes continuessur B, la

nz0
fonction somme, A, de la série d’applications Zf, est continue sur B, O

{') Rappelons que, pour nous, toute algébre posséde un élément unité.
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REMARQUE. — Ii se peut que la séric Za u" converge en u e F tel que Jlu| > R (penser aux
tléments nilpotents éventuels).

X

3° Exponenticlle a variable dans F. — THEOREME ET DEFINITION. — La

u
série entiére — a variable dans F, a un rayon de convergence infini. Sa fonction

n!
somme est dite exponentielle 4 variable dans F, et notée 1 +— & (ou exp (u)) : elle
est définie et continue sur F.

Application immédiate du 2°:ici R = + o0, 0

THECREME. — Soient u et v deux éléments permutables de F. Alors

en+(‘ —_ eﬂ ev

L'application produit (u,, u,) —u,.u, de F x F dans F est bilinéaire et

. » u v
continue, et les séries E*—' et Z—‘, 4 termes dans F, sont absolument
n! n!

convergentes. D’aprés 1.4.1, 2°, on dispose de la série produit, de terme général

n uk uu-—l'.

Cp = —  ————- qui est absolument convergente et admet &*. ¢’ pour
o k! (n— k)

somme. Comme u €t v sont permutables dans 'anneau F, on peut utiliser la

formule de Newton, et constater que c, n'est autre que (1 + v)"/n!. l

CoROLLAIRE. — Pour tout uc F, ¢* est un élément inversible de F et
€)' =en"

REMARQUE. — Soit £ élément unité de F. Pour tout Lel€, on a :

+a %R
M=% —e"=¢%
=, n!

r=0

4° THEOREME. — Seit ¢ une application de classe C' d’un intervalle 7 de R
dans F vérifiant la condition :

(*) Pour tout tcJ, les éléments ¢(t) et ¢'(t) de F sont permutables.

Alors P’application ¢t ¢*® de J dans F admet DPapplication dérivée
t - @'(t) . e®, qui séerit t — °Y | @'(8).

A tout ne N, nous associons I'application :

h:J = F u—v%(cp(:]]"
n.

— D'aprés I11.4.1.2, 2° h,, ne M*, admet 'application dérivee :

1 2 ,
t 2 (oY, o'l (e~
S imy
qui, compte tenu de Phypothése () s"écrit :
t— ). heyity ettt b (0. 90

Par ailleurs, A, est 'application nulle de J dans F.
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— La série d’'applications £ h, converge simplement sur J vers ['application t s e**.
L]
— Compte tenu de :
n A—1 A-1
S K= o0 (_2 h.{r)) = (_z h.m) . w0)
k=1 =0 =q
et de la continuité du preduit, £ K, converge simplement sur J vers lapplication ¢ — gt} . e*®
20
qui s'écrit £ ", @'{t).

— A ce stade, il suffit de prouver (grice 4 'extension du théoréme de dérivation du 2. 4. 3, 19)
que la série X K, converge normalement (et donc uniformément) sur tout intervalle compact
rED

de B inclus dans J.
Soit ! un tel intervalle; p(f) et '(]) sont, par continuité, des parties compactes et donc bornées
de I'algébre F; il existe donc Me R, et M'eR, (dépendant de I) tels que :

a—1

n— 1)

Or la série 51 M ftn — 1), & termes dans R, , est convergente. O
nE1l

YneN* Viel [l = M*

CAS PARTICULIERS. — g) Soit ue F, fixé. L’application ¢t — 2™ de R dans F
admet Papplication dérivée t — u . ¢", qui s’écrit t — ™. u.

b) Si Palgébre F est commutative, toute application ¢ : J — F de classe C!
vérifie () et le théoréme lui est applicable.

34.2. Exponentielle d’endomorphisme;
exponenticlle de matrice

E I continue de désigner R ou C ;

1° Pour p € N* donné, l'ensemble .# (p) des matrices carrées d'ordre p a
coefflg:ients dans le corps commutatif K est une IK-algébre de Banach (isomorphe
a K*).

L'étude du 3.4.7 s’applique done, avec F = .#,(p), le produit érant ici la
muitiplication des matrices.

On obtient, en particulier, les exponentielles de matrices et les formyles:

eM = —:  eMeN = gM+N (pourvu que MN = NM); (eM)™ ! = e-m
d
a?(e”") = MeM = eMM  (te R).

Signalons simplement qu’en outre :

— Si M = diag(a,, ..., a,), alors eM = diag (e"1, ..., &%),
— Si M est triangulaire, il en est de méme de eM,
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2° Soit E un K-espace de Banach de dimension finie ou infinie. On sait
(IT1.3.5.3, 3% que ’ensemble #(E) des endomorphismes continus de E est une
I€-algebre de Banach.

L'étude du 3.4.1 s'applique donc, avec F = Z(E), le produit étant ici la
compasition des endomorphismes et u” étant défini par :

u® = Id;: YheN w'*l =y ou

On obtient, en particulier, les exponentielles d’endomorphismes et les
formules :

+x 0
=3
=0

‘ =

7S éoe’ =" (pourvuqueusv =vou); (! =¢e*

X

d
_ e"‘ = fal H = tu =3
dr{ )= uceg e ecu (teR)
@ Voici un complément que nous aurons a utiliser au 5.1.4, 2°,

ProposITION. — On reprend E et #(E). Soit | une application continue
d’un intervalle J de R dans #(E); on lui adjoint la primitive :

o:J - #(E) t r—»I l{(t)dr, ou t,eJ est donné.
to

On suppose en outre que | vérifie la condition :

i) Pour tout (¢,, :,)cJ>, les endomorphismes I(¢,) et {(¢,) commutent.
Alors Papplication ¢t — ¢°® de J dans % (E) admet Papplication dérivée
t = I(t) o e, qui s'éerit ¢ — 2 o (),

Compte tenu du théoréme du 3.4.4, 4°, il suffit de vérifier :

(*) Pour tout teJ, les endomorphismes (1) et I(t} commutent.
— A tout 8¢ J on associe Fapplication :

Go:d = FE)  t— 1(0)° o) — o)  1(6)

Compte tenu de i), on constate que g, admet une application dérivée nulle,
et donc que g, est constante, et donc que g, est nulle puisque gg(to) = Ogp(g,- En
particulier : g4(6) = 04, et ceci pour tout 8cJ. O

3° Plagons nous maintenant dans lecas otidim E = p. Une base ede E étant
choisie, lapplication u +— Mu) = Mat (u;e) de ¥(E) sur #,(p) est un
isomorphisme continu (application linéaire bijective entre espaces vectoriels de
dimension finie).

On en déduit : eMtd = Mat (e¥; e).

Notons que cela entraine que si M et M’ sont des matrices semblables de
H (), alors eM et eM sont des matrices semblables. Plus précisément, sl existe
P e #(p), inversible, telle que M = P~ MP, alors eM' = P~ 'eMP.

REMARQUE. — Le calcud explicite des exponenticlles de matrices ou d'endomorphisme font
appel 4 la théorie développée au 1.12.3.6,
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3.5. SERIES TRIGONQOMETRIQUES

Bien que les sous-chapitres 3.5 et 3.6 soient imprimés en petits $
caractéres, is traitent de guestions qui figurent au programme des g
classes préparatoires.

3.5.1. Préliminaires

Ces préliminaires valent pour 3.5 et pour 3.6

1° L'espace vectoriel E. — Nous dirons qu'nne application de R dans C est 2n-périodique si, et
seulement si, elle admet 2n pour période (étant entendu qu'une telle fonction peut avoir une période 7,
telle que 0 < T < 2n).

En utilisant I11.6.7.2, on constate que si f est une application 2x-périodique et 8'il existe un
intervalle-période compact{a, o + 2x] sur lequel fest intégrable, alors fest Jocalement intégrable sur
Ret:

!n+2! i
Y, eR J. finde = J‘ firyde.
t 4]

L]
Le lecteur démontrera sans difficulté :
THEOREME. — L'ensemble E des applications 2n-périodigues et localement intégrables de R dens
C est un sous-espace du C-espace vectoriel C.

L’ensemble E,, des applications 2n-périodiques et continpes de R dans C eat un sous-espace
vectoriel de E, L'ensemble E' des applications 2r-périodiques, continues et C'-par morcesux (I11.4.1.3,
5% de R dans C est un sous-espace vectoriel de Ej,.

REMARQUES. — @) Un élément de E est caractérisé par sa restriction & un intervalle-période
semi-ouvert, arbitrairement choisi.
b) E est I'ensemble des f e E, qui sont C'-par morceaux sur [0, 2n].

¢) E’ contient les applications 2n-périadiques et de classe C! de R dans C.
d) Il nous arrivera souvent de nous limiter 4 des applications de R dans R.

2* ConveNnTION I, — Seit (c,),.z une famille de nombres complexes. Le symbale "'Ez..'zc, déalgne la
série complexe ¢; + I (¢, + ¢_,)

nal
+m +a
En cas de convergence, la somme de la série est notée Y. ¢, aulieudec, + ¥ (¢, + ¢,
LT Nml

Le lecteur prendra garde de ne pas confondre cette notion de convergence avec celle que 'on
pourrait obtenir {par analogic avec les intégrales doublement impropres) en posant :

YinmeN? 5§, = ).: €

et en étudiant lim Spa-
M) ={+ oo, +m)

On constaterait que cette derniére convergence équivaut a la convergence simultanés des séries

L cet L c_,or d’aprés L.1.2, 3° cette convergence simultanée n'est qu'une condition suffisante,
neh 24, ]

mais non nécessaire, pour que la série I ¢, sait convergente.
vel



35.2 SERIES TRIGONOMETRIQUES 125

CoNnveNTION 1. — Seit(¢,),. 7 une famille d'applicitions de R dans C. Le symbole ZZ ¢, désigne
[
la série 9, + I (9, + @¢_,) d'applications de R dans C. "
0zl

Le lecteur vérifiera que pour que la série) ):Z @, soit simplement convergente (resp. uniformément
nE.

convergente) sur une partie f © R, il est suffisant, mais non nécessaire, que chacune des séries @, et
Yo _, soit simplement convergente {resp. uniformément convergente} sur [

3.5.2. Séries trigonométrigues

1° Polynimes trigonométrigues. — A tout pe Z associons 'application e, : £ 1+ £ de R dans
€. Nous montrerons au 3.6.3, 5° que la famille e = (e), . est libre dans le C — e.v. E des applications
2n-périodiques et localement intégrables de R dans C. Elle est donc une base du sous-espace
vectoriel de E quelle engendre; celui-ci sera noté P et ses éléments seront dits polynomes
trigonomeétrigues.

Plus précisément :

DEFINITION, — On appelle polyndme trigonométrique associé a la famille presgque nulle
€ ={c,)p.z d'élément de C — et seulement & cette famille — Papplication F, = Zz c, e, de [ dans C.
pe

Le degré de P. est — oo si s famille ¢ est nulle, et sinon :
deg P. = max {neN|((cn c-,) # 0, 0)}
— Dans ce dernier cas, pour tout N = deg P, F. s’écrit :
N
YteR  Pi)= Y cye'®
p=—N

On constate que 8i {&,, by), e 8t 12 suite d'éléments de C* qui vérifie d'une part by = 0, d’autre
part l'une ou l'autre des relations équivalentes :

(@g=2co) A (@, =cy+c_, e b =ilc,—c_)sin>0 {1)

(cogaz_")A(g»:“";ib"etc_,=a"-;—lh'sin>0) 2)

alors, pour tout N 3» deg P, P, s'derit :

N
YieR  P{f) = %0 + ¥ (a, cos nt + b, sin nt)
L LaY

REMARQUES. — a) Pour tout ne N, on a {(a,, b} & R* [resp. (a,, b = (0, 0] si, et seulement si
Cog = En[mp- [C,, C_,J = ({]n 0]}'

b) Pour tout NeN, I'ensemble 2, des polyndmes trigonométriques dont le degré n'excide
pas N est un sous-¢.v, de #* de dimension 2N + 1.

2° Séries trigonomésriques. — On reprend les notations du 1° & ceci prés que la famille ¢
n'est pas nécessairement presque nulle. On pose :

DeriNTION 1. — On appelle série trigorométrique associde & la famille ¢ = (¢,),.z d'éléments
de C In série d"applications de R dans C :

£olg + ,§1 {cpg, + c-e_,) notée Ez €pe,
et (abusivement) :

I cpe™ &)

pel
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8o

2
ol (d,,, bJuen 5t Ia suite déduite de ¢ comme il & é¢€ dit au 1°

+ X (a, cos at + b, sin af) (4
aal

DEFINITION L. — On dit que les ¢, sont les coefficients exponentiels (resp. que Jes a, et les b,
sont les coefficients trigonométrigues) de la série trigonométrique associée 3 la famille c.

® Premiives propriétés. — Par simple application de résultats obtenus au chapitre 2, nous
AVONSs |

ProOPOSITION 1. — Si les séries i termes dans &, @
Ll e  ElJe_,| [resp.Zla,| et T|b,[]
sont convergentes, alors la série trigonométrique :

. a .
"1!2'.1 ¢ e I:resp -23 + ”El (a, cos n»t + b, sin m)]

est normalement (et done uniformément) convergente sur R.

o . cos nf sin nt
I en est ainsi pour les séries: T >
apal n

. .
2 nz | n?

ProrosITION II. — S existe n, € A tel que les suites :
(Cn)n ano et (f'—n}n EX [l'ﬂ]l- (an)n =y et (bl)n )uo]
soient réelles, décroissantes et admettent O pour limite, slors la série trigonométrique :

"
T e I:resp 24z {a,cos nt + b, sin m]:l
ned 2 nzl

converge simplement sur R\ 217, ¢t uniformément sur tount intervalle

[ + 2krm, 2r — a + 2ix], avec b<a<retked

o . cOs nt sin nt . .
Il en est ainsi pour les séries X , . cette derniére convergeant d'ailleurs méme
axl n nxl p

aux points 2kx, ke Z.

3° Prapriétés de la fonctior somme. — Les fonctions
£ —e'™ [resp.t —scosnt et ¢ —sin nre]

étant 2n-périodiques et continues {p € Z et n e N), nous avons:

ProOPOSITION I. — L'ensemble des points de R en lesquels une série frigonométrique donnée
converge est stable par tonte translation : — t + 2kg, k € Z ; la fonction somme de In série, définie sur
cet ensemble, est 2n-périodigue.

ProrosiTIONII. — La fonction sornme d'une série trigonométrigue est continue sur tout intervalle
de & sur lequel ka série converge uniformément.

4° Expression des coefficients en fonction dela somme.— Considérons une série trigonometri-
que Qui converge uniformément sur un intervalle-période compact [o, o + 2n], et donc sur R. La
somme est une application fde R dans 2, 2r-périodique et continue d'aprés ke 3° (et donc un élément
de T'espace E, introduit en 3.5.7,1%).
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Ecrivons la série sous la forme Ez e.£™. Pour p € 7 fixé, ['application ¢t ~—e™ " de R dans Cest
HE.

bornée; la série trigonométrique I c,e™" ™ #' converge donc uniformément sur R; sa fonction somme
ned

étant £ +—e P f(1), on a (2.2.4, 19):

In

in + 3
J‘ f{r)e""' dr = z‘ e, aitn =Bt gp
a

]

n=-m
2n

Comme J‘ e'™ dt est 0 ou 2n selon que m e Z est non nul ou nul, on a:
a

1- n
Vped c,=—J- Sitye~# dt (5
2x Yo
La méme série trigonométrique étant écrite sous la forme:
dg
— + X (a,cosnt + b, sin at}
2 azl

on obtient, grice aux relations (4) du 1°

1 in 1 ir
¥neN g, = ~I fiycosmed:t b, = —J- fit}sin nt di {(6)
Toe o

3.6. SERIES DE FOURIER

3.6.]. Notion de série de Fourier

1° Coefficients de Fourier de f ¢ E. — Nous venons de voir que si une application f e E; peut
étre considérée comme la fonction somme d’une série trigonométrique uniformément convergente
sut B, les coeflicients de cette série s'expriment au moyen de f prace aux formules (3} [resp. {6}] du
352 4

Ceci nous incite 4 associer systématiquement & toute fonction f de I'espace vectariel E des
applications 2n-périodiques et localement intégrables de ® dans C la famille des nombres complexes
¢, (resp. o, et b,) définis par ces formules (5) [resp. (6)], c'est-d-dire & poser:

DEFNITION 1. — Etant doanée f< E, on appetle:
— coefficients de Fourier exponentiels de f les nombres complexes:

1 ix
clf) = —_[ Jlemide,  peZ
n

o

— coefficients de Fourier trigonométriques de f les nombres complexes:
1 Ix 1 n
aff) = —j. fitycosnrdr, b(f}=— .[ fosinnrdr, nef
Yo T Ja

On passe des uns aux autres par les formules (1) et (2) du 3.5.2, 1°
DEFINITION IL — Etant donnée f € E, on appelle série de Fourier de / |a série trigonométrique :

%lf)
2

21 e )e™ = + ;1;1 (a,{f) cos nt + b (f) sin nt)
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2° Propriétés des coefficients de Fourier de f ¢ E. — On vérifie aisément :

a) Si f est a valeurs dans R, les a,(f), les b,(f), et aussi cq(f) sont des réels : c,(f) et c_,(f)
sont des complexes conjugiés.

b) Pour tous p e Z et ne N, les applications  v—c {f), f —a,(f} et f —b {f) sont des formes
{inéaires sur E.

¢) S'agissant d'intégrales sur [0, 2x] de fonctions de E, les coefficients de Fourier peuvent étre
obtenus en remplagant [0, 2x] par tout intervalle compact de la forme [o, & + 2x], en particulier par
{— m + 7], ce qui permet de constater que si f est paire [resp. impaire], fa suite (b (f 1) [resp ta 1]
est nulle, et, pour taut nely :

2 (* 2
alfl=—- _[ () cas nt dt [resp. blf)=— J. Fi(©) sin nt dt]
T 0 o

L]

d) Les coefficients de Fourier de f sont déterminés par les vestrictions de f @ un intervalle période
ouvert, arbitrairement choisi (étant entendu que f est intégrable sur un intervalle période fermé).

&) Deux éléments de E dont les restrictions a [0, 2n] ne different gu'en un nombre fini de points
ont les mémes coefficients de Fourier {¢f. 111.6.2.2, 3°).

) Si PeE est le polynéme trigonométrique associé a la famille presque nulle (c)),,z, alors
e,(P) = ¢, pour tout pe Z,

¥ TuiorEME — Soit feE. Les suites (e Mpens (€ Maenys (@0 Mpene (Bl Ny s0DL
convergentes et admettent § pour limite.

Grice aux formules (2) et (4) du 3.5.2, 1°, il suffit d'établir ia proposition pour les suites {c [ 1)) et
{c_,(N. Comme:
—_ 1 (*__
cif) = —J‘ fiye™ de
2 +0

il suffit de I'établir pour [a suite (c _ {f)),en. avec

1 Fi3
e_lf) = —j. flt)e™ dt,
2 Yo

ce qui a été fait en [11.6.4.1, 3°, exemple. ]
On pourrait aussj utiliser 'inégalité de Bessel (3.6.3, 3°) et la convergence de EN lelI* et
ne

Z le_l (/)
neN

3.6.2. Convergence d’une série de Fourier

1° Position du probléme. — Soit f € E. Nous disposons de la série de Fourier de f. Parallélement
a ce qui a été fait au 3.2.3 dans le cas d’une application de classe C™ sur un voisinage de 0 etde sa série
de Mac-Laurin, nous allons nous poser les questions suivantes

¢) Existe-t-if une partic < R sur laquelle la série de Fourier de f converge ?
b) En cas de répanse affirmative, la fonction scmme de la série de Fourier coincide-t-elle avec f
sur [7?

2° Théorémes de convergence simple. — LEMME DE DIRICHLET. — Soient fck et t,cR
tels que les Limites f(f, +) et f{t; —) existent. 8'il existe un voisinage V de O tel que la fonction :

1
A = Lfite + B) + f{to — B} — flte +) — fita -]
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soit bommée sur ¥1{0}, alors la série de Fourier de f converge au point t,, et a pour somme

1
EU{Io +) 4+ fite - )1
Introduisons les coefficients de Fourier expanentiels de f, écrits sous la forme

1 pfrat+r
W= U finemd,  pez

1 g

£t poSONS:

" 1
Sdtg) = 3, elNe™o; wlte) = 5\(te) - ; LAlte +) + fze — 11
i=-n
11 s"agit de vérifier que la suite (u,{f4)),n converge vers 0.
Explicitons :

lo+l A
2a84to) = f{r}( Y efktrn—fl)df

L] k=—n

Pour n e N donné, nous avons 3, e™ = ¢ (h), oi p, désigne I'application paire, continue et

In-périodique déterminée par:  *7 "
2n + 1
sin
Q. fh) = 72’! sih¢2nZ; o) =2n+1 si hel2nZ (1)
sin —
2
Dol :
ro+t
2n8,(20) = J. f(t)p,lty — 2) At
'o_ﬂ

et, par changements de variable ;
2n8,(t) = _[ fieg — Ky (k) dh = J. Sty + Mgk dh

ce qui permet d'écrire la formule de Dirichlet :

2n8.{to) = I [f(te + B) + flto — W] 0,(h) dk Q

dans laquelle g,{h) est donnée par (1).
Dans le cas particulier od fest Papplication constante t +— 1, cette formule donne, ainsi que le fecteur

le vérifera ;

n= _[ o (hidh

o
En revenant & (2), on en déduit :

2nu,te) = J‘ Utte + h) + fltg — h) — flta +} — fity —)1w.th}dh (3
ce qui, compte tenu de (1), s'écrit
" . 2m+ 1
S2mu(to) = I gik) sin hdh (4}
o
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en désignant par g l'application de [0, n] dans C définie par:

ath) =f'[fa + )+ flty _'h) — fitg +) — fltg —) s hel0xl; g =0
sin k/2

{les seconds membres de (3) et (4) sont en effet les. intégrales sur [0, ] de deux fonctions qui ne
différent qu'en Q). Sur tout intervalle [, &], & < & < &, g est intégrable (et, donc, bornée) au titre de
produit d'une fongtion intégrable par la fonction continue A +— 1/sin (A/2). D'autre part, compte tenu
de 'l'i:-% h,fsin‘[h,!z,\ = 2, il résulte de 'hypothése que g est bornée au voisinage de 0. En conclusion g est

bornée sur [0, ] et localement intégrable sur 10, =], ce qui entraine (I11.6.4.2, 2°) que g est intégrable
sur [0, n].

En écrivant :
L3
1
u,(ly) = fg(h} sin {2n + Ll du
0
on déduit fim u,(tx} = O de HL64.1, 3°, exemple. O
[ -]

COROLLAIRE [. — Soient feE et 1, R tels que les limites f(z, +) et f(t, —) existent. Si les
applications :

@: [ty + o[ +C oltg) = fitg + ); @) = f{ty poor 1=,
fi]— 0, t5] 2 C Wty = fltg — ) Yit) = f(t)y pomr t <ty

sont dérivablex en ¢, alors la série de Fourier de f converge en t, &t a pour somme
%U(lo +) + fit, )1
1] existe en effet ¥e #7(0) tel que fa fonction:
b e [l + B + Sl = B = Sito +) = it 1

soit bornée sur {0} O

CorOLLAIREIL — Seit fe¢ E. En tout point t, od fest dérivable Ia série de Fourier de f converge
eta pour somme fit,)

Il s’agit d'un cas particulier du Corollaire L. O

® THEOREME DE DiricHLET. — Sait f: R — C, 2n-périodique et C'- par morceaux. Alors
on a f€E et la série de Fonrier de f converge simplement sur R; sa fonction somme est :

FRo€ e 12.(fE+)+ St ) )
et donc f dans le cas ot cette application vérifie, en outre :
vieR  flO=12.(fit +)+ fle =) {6)

Etant C%par morceaux, f est réglée (12.2, 2°) et donc intégrable (INL6.4.7, 2% sur tout
intervalle compact de R; d’od f e E; d’autre part fit, +) et f{t, —) existent pour tout t,cR. On
constate que le corollaire I s'applique. O

EXEMPLE, — On utilise en physique, sous le nom de « fonction-créneau» P'application
S : R - R, Zx-periodique, telle que f(0) = f(—n)=0et

fid==1 si te]-mO[, fih=1 si te]0 n[



6.2 SERIES DE FOURIER 131

Cette fonction appartient 4 E et est impaire; pour tout ne M : a,{f) = 0. Pour tout ne {* ;
2" 2
b =— inawtdt=(1—(— 1)) —.
W(f) 1r:J.Osmn (t—( )JM

Elle est dérivable, saul aux points de discontinuité qui sont les points km, & E. Z, en lesquels :
2f(km) = f{kn +) + f(kn —). Le théoréme de Dirichlet s’applique et, comme ici f = f, on a :

)

vieR f)= Y ¢ in{2m + 1}
RO Y

o
(— 1" _n
PDUI t=n nous retrouvons .
2 _Zn Zm + 1 4

T2 sin2m + )t =

Plus généralement, pour tout t € J0, = _ =
. g po 20,xL ..z.:u 2n + 1 4

® THEOREME DE JORDAN. — Soit [ : R — R, 2n-périodique ¢t monotone par morceaux, Alors
on 1 fcE et la série de Fourier de / converge simplement sur R; sa fonction somme est f définie
par (5), et donc f dans le cas oil cette application vérifie (6).

En utilisant encore 2.2.2,, 2°, on constate que J est réglée et on en déduit f'¢ E. La résolution
des exercices 3,48 et 3.49, laissée au lecteur, conduit au théoréme. ]

3° Un théoréme de convergence uniforme. — LEMME. — Soient f e E’ (notation du 3. 5.7, 1°)
et p:R — C telle que it} = f*(z) 4i [ est dérivable an point t, et @(t) =0 si f n'est pas dérivable
an point £. Alorson s pecEet:

Vpe \0} ¢, (@) = ipc,f)

@ Si f, qui est 2n-périodique, est dérivable au point t, alors, pour tout k € Z, fest dérivable au
point t + 2kx et f’{t + 2kn) = f'(t). On en déduit que @ est 2rn-périodique.

® Nous savons qu'il existe une subdivision (o)gc) <4 de [0, 27] telle que, pour tout k & N, 1a
restriction de f a [o,.,, o] admet une dérivée continue, que¢ nous désignerons par g,. Nous
constatons que ¢ et g, coincident sur Ja, _ |, &, [, que les limites @io, _, +) et pla, — ) existent et
sont respectivement £gales 4 g, (o _,) et g,(eg). 11 en résulte (I11.6.4.2, 2°) que  est intégrable sur
chaque [ _;, %], et donc sur [0, 2n]. Nous avons ainsi montré : g € E.

Pour peZ\{0} donné, calculons ;
L
eff) = ¥ j fine " dt
k=1 L |

Par intégration par parties, le second membre de Pégatité précédente s'écrit :
"k

1
- Z [fe et + — Z gilt}e ™ dt

ipyuy iprmy %1

Or, g, ¢t © ne différant sur [0, %] qu'aux points o, _, et &,

W a3
j. gt M dt = (e P dt

-1 -
Ainsi:
1 1
Imef) = — (e, + — 2nc @)
ip ip

Enfin:
[fitle™ 13, = 0. a
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REMARQUES. — d) On obtient des formiiles analogues entre les coefficients de Fourier
trigonométriques.

b) En utilisant 3.6.1, 3° et en raisonnant par récurrence, on constate que 5i f € E est de classe C*
alors les suites (Mc,(Npen €t (e - (e admettent O pour limite. 11 en résulte que, si f€ E est de
classe C?, sa série de Fourier est normalement convergente. Nous allons établir un résultat plus fin.

THEQREME. — Soit fune application 2n-périodique, continue et C*-par morceaux de R dans C.
La série de Fourier de f converge normalement (et donc uniformément) sur R, et sa fonction somme
est f

— D'aprés le théoréme de Dirichlet du 2° la série de Fourier de f converge au moins
simplement sur B et {compte tenu de la continuité) sa fonction somme est f.

— Nous utiliserons le résultat suivant:

Pour toute application g € E, la famille (|¢,(g)|*)yez st sommable (ce tésultat ne sera démontré
qu’au 3.6.3, 5% proposition, mais le lecteur vérifiera qu'il n'en résulte avcun cercle vicieux).

— La notation étant celle du lemme, on a: ¢ € E. La famille [|c,[q:)|2}pez est sommable; les deux

séries L |cfq)® et I le_()]* sont convergentes.
Azl nxl

)
Pour tout p € Z1{0} on a, d'aprés le lemme: ¢ {(f)}j= "(—‘ En utitisant (¢ {g) — (1/p]F* = 0,
P

on en déduit :
1/1
ETO} Il <5+ kol

D'eil 1a sommabilité de la famille (je {f)l)ez ot, afortiori, la convergence de la série F e, (f)]: la
pel

convergence normale de 13 série de Fourier de f en résulte. a

EXEMPLE. — Soit e R\ Z. Désignons par f, l'application 2r-périodique de R dans R telle que
1.(8) = cos gt pour tout te]—m, ).

Le lecteur vérifiera que f, est paire, qu'elle est continue au point 7, qu'elle admet en ce point des
dérivées 4 gauche et a droite respectivement égales & — o sin an €t o sin ox, et donc distinctes. Il en
déduira que f, est continue mais non dérivable sur ®, qu'en revanche la restrictionde f & [ — &, ] est
de classe C®; on a ainsi f,eE".

Le théoréme précédent s'applique. Le lecteur calculera les coefficients de Fourier de
f, et en déduira :

H +

sin ot 2% sin ax

+ Zl [— l)"mzimsm

VeeR £l = —

En utilisant ¢ = =, il constatera :

+

1
rZ tgan = — + ¥ ——
Vo & By cotg ax an 2 w{a? — a?)

2t

Dou:
1 2t

YieR\nZ cotgt = - + _
\ g ¢ ,,g,tz—nl‘nz
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3.6.3. Généralisation de la notion de série de Fourier

Les définitions concernant les formes sesquilinéaires se trouvent aux paragraphes 3.2.4, 3.2.3
et 3.3.2 du tome IL

1° Natations. — Dans ce paragraphe, quand nous parierons d'un aspace préhilbertien E, nous
considérerans qu'il s'agit de I'espace préhilbertien complexe, pas nécessairement séparé, que l'on
obtient en munissant un C-ev. EY d'une forme sesquilindaire hermitienne, positive, mais pas
nécessairement définie; cette forme sera notée {15 : application x s |lx|| = /¢ x| x ) est alors
une semi-norme sur E, et une norme si la forme ¢ | > est définie'?. Létude qui va suivre se raccorde
4 celle des séries trigonométriques en remarquant que le C-espace vectoriel E des applications
2n-périodiques et localement intégrables de B dans C devient préhilbertien lorsqu'on le munit de
I'application :

| I
{I>: ExE=C fﬂa)'—'—_[ fg(t) de
2r Jo

ol f désigne Papplicatior qui & te R associe I'imaginaire conjugué de f(t). Il est en effet aisé de
vérifier que (| est une forme sesquilinéaire hermitienne, positive; elle est méme définie positive
si on remplace E par le sous-espace E, de E constitué par les applications 2n-périodiques et
continues de R dans .

Il nous arrivera de nous limiter 4 des espaces vectoriels sur R lorsgque nous considérerons des
applications 4 valeurs réelles.

2° Coefficients de Fourier. — DEFINITION., — Soient E un espace préhilbertien et (e));.; une
famille orthonormale d'éléments de E. A tout x € E on associe 1a famille des npombres complexes (£);. ;.
avec &, = { ¢;| x ; on dit qu'il s’agit des coefficients de Fourier de x (relativemnent & Ia famille {¢,);_;).

L'application x +—(£),y de E dans C! est visiblement C-linéaire. Nous nous proposons
d'étudier la famille (£ ¢)),.;, du point de vue de 1a sommabilité d’une familie 4'¢téments de E; on notera
que la question n'a d’intérét que si E est de dimension infinie (sans quoi 'ensemble | est
nécessairement Bni).

3° Inégalités de Bessel. — PROPOSITION 1, — Soient E un espace préhilbertien, {¢,); ; une famille
orthonormale d*éléments de E, x un élément de £ et {5);, ; ses coefficients de Fourier. Alors 1a famille
(1E4%).; 0*Eléments de R, est sommable (su sens du 1.3.7, 3%) et on a linégalité, dite de Bessel :

2 B <
el
Soit une partie finie J de I : nous pouvons lui assacier I'élément de E: x, = ¥ Een
i€t
D’aprés la définition des coefficients de Fourier et les propri¢tés d*une famille orthonormale
nous avons, en utilisant deux expressions de £;:

Vie {x—xje>=10

et donc, d'aprés la linéarité  droite d’une forme sesquilinéaire :
{x — xjl Z Eey =0
iel

{') Le contexte permet d'éviter toute confusion entre le C.ev. E et Pespace préhithertien E.

{?) Dans ce cas {|} est dit produit hermitien, l'espace préhilbertien est séparé et reléve de
I'étude faite an 11.4.1.
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Ainsi x — x; est orthogonal 4 x; et, daprés le théoréme de Pythagore:

XA = thell* = llx = x,0I? (t)

. 2
Comme |Ix/* = ¥ 5% ona: } & < x|
il ied

Reste i appliguer le théoréme du 1.8.2, 4°. O

PROPOSITION . — Les notations étant celles de la proposition I, on a, pour toute partie finie
J < I et toute famille (z), ; de nombres complexes:

Ix = Y Gl lIx - } uell
&l iet

avec égalité si et seulement si: VieJ a, = &,

Comrne ci-dessus, on établit :

{x — XJ|Z{§| -k, > =0
iel
Ainsix — ¥ Beet ¥ (£, — w)e sontorthogonaux et,  nouveau par le théoréme de Pythagore :
ied i

_ 2 e 2 _ T
e~ I Bed? = x ~ T el — X 16 —a @
o

REMARQUES. — a} ¥, £.¢ estlaprojection orthogonale de x sur I'espace vectoriel Vect (e;)., sous
il

espace de E engendré par la famille (g),_;.
b} Du point de vue « physique », on peut dire que les coefficients de Fourier fournissent « la

meilleure approximation de x» parmi les combinaisons lintaires 3 e,
ied

4° Base hiibertienme. — THEOREME ET DEFINITION. — Soient E un espace préhilbertien,
et (2);,, une famille orthonormale d’éléments de E. Les assertions suivantes sont équivalentes ;

i} Le sous-espace Vect (g),,, est dense dans E ce qui signifie que, pour tout {x, e)c £ x RY, il
existe un ye Vect {e));,; tel que |x — || < &;

ii) Pour tout x c E, de coeflicients de Fourier &, = {¢;| x >, la famille (§;¢);, ; est sommable, de
somme x ¢e qui signifie que, pour tout £= RY, il existe une partie finie J,, de ! telle que pour toute
partie finie J de I contenant J,; on ait ;

[bx — EJ Eell S &

ili) Pour tout x € E, de coefficients de Fourier £; = { g;| x ), la famille (|,|?),.;, qui est sommable,
vérifie Pégalité, dite de Parseval :
EI (&4 = 12

La famille {¢), ., est appelée base hilbertienne de I'espace préhilbertien E si, et seulement si, elle
vérifie ces assertions.

L équivalence de ii) et iii) est une conséquence de I'égalité (1) du 3°
Preuve de i) = ii). — Soient xe E et ee % . Par hypothése il existe une famille presque nulle
{ct;);.; de nombres complexes telle que :

llx — ¥ aell <€
1€}
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Soit J,, (partie finie de /) le support de cette famille. Pour toute partie finie J de [ telle que J,=J
posons

B, =0 si ieJ, B=o si iely
Alnsi :
Z B.e = Z e = Z e
fel icZq iel
Draprés la proposition II du 3° :
lix = ¥ Gedl € lix - 3 Begll
ied icS
Do :
lIx — 3 &ell € & m|
ied

Preuve de ii) = i). — Soient xe E et e RY. Par hypothése, il existe une partie finie J, de |
telle que pour toute partie finie J de I vérifiant J, = J on ait :

flx — Z Eell < &
e
En particulier, Pélément ¥ B, de Vect (e),, vérifie :
ety
lix - 3 Ledl < = |
ied,

REMARQUES. — 4) Soit E un espace préhilbertien. Une base hilbertienne de E n'en est pas
nécessairement une base orthonormale au sens algébrique; en effet la famille des coefficients de
Fourier de xe E peut ne pas &tre presque nulle. En revanche toute base orthonormale de E, au
sens algébrique, est une base hiloertienne de E.

b) Le lecteur établira que si {e,);,; €5t une base hilbertienne de E, pour tous xeE et ycE, de
coeflicients de Fourier (&), €t (). 12 famille (£,n,),., est sommabie et :

{x|y> =t§l Em;

ce qui généralise 'expression du produit scalaire dans une base orthonermale d'un espace hermi-
tien (I1.4.3.1).

5° Retowr aux séries trigonomdtrignes. — E est dorénavant l'espace préhilbertien des
applications 2r-périodiques et localement intégrables de B dans C. On constate aisément que
{€,)paz- 0U €, désigne l'application t — €™ de R dans C, est une famille orthonormale, et donc une
famille libre, d'éléments de E; pour tous feE et peZ, le coefficient de Fourier {e,|f ) s'écrit
(cf. définition de |} au 1°):

1 2
o L fe i# de

On reconnait le coefficient de Fourier exponentiel ¢,(f), au sens du 3.6.1.
En particulier :

PrOPOSITION. — Pour tout élément f € F, la famille {|cp[f)|’}PEz est sommabde et :

+®

1 2z
Y It s 2—L Lfen? de
n

p=-m
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C’est une sitnple application de I'inégalité de Bessel du 3°, a
Ce résultat sera amélioré ci-dessous.

THEOREME [. — Dans Pespace préhilbertien E des applications 2n-périodiques et intégrables de
R dans C, la famille orthonormale d’applications (¢ — #), ., est une base hilbertienne.

Soient fe Eet e e BY.
& Montrons qu'il existe une application continuve g: [ — n, 1] — C vérifiant :

gl — ) = glm) = fim) et I fe) — gl dt < &2 (3)

En effet, f ttant intégrable sur { — n, n], il existe M = sup  |f(?)].
wl—n a]
Soit ae RY. Par 111.6.2.2, 3° (démonstration de la proposition V), on sait trouver une
application en escalier @ : [— x, ®] — C vérifiant les deux conditions :

[sup . iy — el s M et J Ifie) — plthidt € & (4}
e[ —m X

la premiére entrainant d’ailleurs :
sup o) < 2M (5
e[ —m, ]
On peut méme faire en sorte que : o{— n) = o(x) = f(x).

Par 111.6.4.7, 3°, on sait associer 4 @ une application g: [— x, x] — C, continue et affine par
morceaux, vériftant les conditions

gi—n) =glmy = ¢m) et J‘ lpt) — gl dt € & (6)

La construction méme de cette fonction permet de constater

supjlg(r)ls sup  |ofe)| n

e[ -7, n 1e[ — n, x]
En majorant [ i) — gle)* dt par:
( sup |fi5)l + sup Ig(fll) J [f(t} — gl de
el =, n] te[ —n, ®] —n
et en utilisant (5) et (7), il vient :
J If(t) — gla)* dt < 3M J 1f(t) — gt} dt

En majorant {f(2) — git)] par [f{t} — ®(e)] + |9{) — g(t)] et en utilisant (4) et (6} il vient :
J 1) — g{e)N® dr < 6Ma

Il suffit de choisir o de fagon que 6Ma < &2, pour pouvoir affirmer que I'application g ainsi
construite vérifie {3).

» Nous venons done de construire une application g : [— =, x] — C, continue et affine par
marceaux, qui vérifie ;

gl—m=glm)=flr) et J 1) — g(1)? dt < &7 3



3.6.3 SERIES DE FOURIER 137

Désignons par F lapplication 2n-périodique de R dans C qui coincide avec g sur [— m, n].
On constate F e EY, ce qui entraine (3.6.2, 3° que la série de Fourier de F converge normalement
sur B et a pour fonction somme F. Il existe donc N e tel que :

N
sup  HF() - Z e £ g
te[ —m, x] k= =N
an les ¢, sont les coefficients de Fourler de F.
® Compte tenu de :
N
sap gty — Y e <&
rel -, ] k=-N
on a visiblement :
" N
J’ lgty — ¥ e™Pdr < 2me? 8
. k= -

3 L2
Lasemi-normeh — (J. ki) df) vérifiant l'inégalité triangulaire, on déduit de (3)et{8) :
- %

= N -
.[ fin— ¥ ce*Pdr < + f2rpe?

-® km =N
En conclusion, Vect (t — &'*),,; est dense dans E. a

CORGLLAIREL — Soient f& E et {c (f)),cz Ia famille de ses coefficients de Fourier exponentiels.
Alors In famille '(jc 4 ) Jpez de nombres complexes est sommable et :

+x

T Il = —J e di

L Gl
It s’agit d'un cas particulier de la formule de Parseval du 4°

THEOREME [1. — Dans espace préhilbertien E des applications 2n-périodiques et intégrables
de R dans C, la famille des applications :

r— 1, t r—-‘/icosm fnel*), v—»\/isinm (nef*)
est une base hilbertienne.

1] est aisé de vériher qu'il s’agit d'une famille orthonormale relativement 4 laquelle les coefficients

i t
f— 1 ——
ﬁa.(fle 7

hilbertienne résulte de la démonstration du théoréme 1. a

1
de Fourier sont iat,(f] et, pour ne N, b (). Le fait qu'il s'agit d'une base

COROLLAIRE II. — Soit f € E, de coefficients de Fourier Irlgonométnques a(f1 et b(f) Alorsla
IﬁoU'le la I* + AN

b converge et a pour somme — |fig)® dt.
4 a3l 2 ).,

On peut considérer qu'il s"agit encore de la formule de Parseval, on utilise :

a 2 : s ,
vreN* ¥ 1c.m|‘=lad4nl L :“’m O
i k=1

ExeMpLE. — Soit f & E, définie par:
fin=1t si te]-n=r[: flr)=0
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Cette fonction est impaire; pour tout ne N : g (f) = 0.
2

Pour tout ne N¥: b (f} = (= 1P~ ! —
n

+m 1 ﬂz
Le corollaire IT donne: ¥} — = — de = —

acq B an J_, ]

Le lecteur vérifiera que le théoréme de Dirichlet du 3.6.2, 2° s’applique et que :

oo

2
YieR S =% (—1y ' -sinm
n

=1

APPLICATION [, — 8if ¢ E, a des coefficients de Fourier exponentiels (resp. trigonométrigues) tous
nals, alors [ est I'application nulle de R dans C.

r

D apres les corollaires précédents : j. If(2)* dt = 0. La fanction étant continue par hypothése,
-

la proposition en résulte. (]

It en résulte qu'un élément de E, est déterminé par la donnée de ses coefficients de Fourier.

APPLICATIONII. — Sila série de Fourier de f ¢ E; converge uniformément sor R, alors 1a fonction
somme de la série est /.

En effet cette fonction somme appartient elle-méme a E; (3.5.2, 3°) et on constate que ses
coefficients de Fourier sont ceux de f. On utilise alors ['application 1. ]

6° CONVE}IGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE. — THEOREME. — Soient f e £, et, pour tout

NeN, Sy= Y ¢,(f)e, la «somme partielle de Fourier de rang N de / ». Alors ¢
p= =N

i) Pour N donné, I'application P — ||f — P|| de I'ensemble &, (des polyndmes trigomomé-
triques dont le degré n'excede pas N) dans R admet un minimum absol et strict, atteint pour, et
senlement pour P = Sy, et égal & (| f1* — |IS,IH)M2

i1) La suite (|| 1| — ISxl)yen €st décroissante, de limite 0.
— On prouve i} en faisant, dans les égalités (1) et (2) du 3°:
I=2; x=f; L=¢lf)y J=[-N,NInZ =x,=54
— En appliquant le coroflaire I du 5* 4 f et a S, avec:
Sy =cff) si k|€N; ¢Sx=0 si >N
on obtient, compte tenu de i) ;

L = Sull® = ILF1* = ISxll* = MEN ley (N u

@ On dit que : parmi les eléments de Py, §,; fournit la meilleure approximation de f en moyenne
quadratique, et que la suite (Sy), n converge vers f en mayenne quadratique.
Notons que, pour feEetu,cE, ona:

l 2n
f —ul? = — J. () — ue(e)? de < sup |f{t)— w0
n a ref
ce qui montre que la convergence uniforme d'une suite d'éléments de E entraine sa convergence en
moyenne gquadratique. Ce qui précéde montre que la réciprogue est fausse; d'od le pen d’intérét de
la convergence en moyenne quadratique.
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3.6.4. Etude des applications 7-périadiques

1° A tout TeRY, on associc le C-ev. E; des applications T-périodiques et localement

intégrables de R dans C.
E;. —» Eg foT=(£Hf(%§- t))

La bijection :
va permettre d'étendre & E; les propriétés de E;, = E.
On utilise pour cela les égalités de justification immédiate :

l im__ l T

o J; SFgle)de = T 'L Fri)gr (1) dt
, . 2n

{t — exp (ipt))y = (t — exp (m T :))

N 1 [T 2
EJ‘Q £(6) exp (~ ipt) dt=?L £+ exp(-ip?nt) dt

2% Ici TeRY est fixé. Par abus de notation, E; désigne aussi bien le C-e.v. introduit au 1°
que I'espace préhilbertien obtenu en munissant ce C-e.v. de la forme sesquilinéaire

17—
fgr— T J. F gt de.
1]

® Dans Er, la famille (: — exp (ip 2?1'{ t)) est orthonormale et donc libre; c'est une base
pelX

du sous-e.v. # de E; qu'elle engendre; les éléments de £ sont dits polyndimes T-trigonométriques;
on leur étend I'étude du 2.5.2, 1°, -

@ On appelle T-série de Fourier de f € £ la série d'applications de R dans C.

.
I o/ exp (:p T :)
avec ici : 1 [T In
e f} = T L fityexp (— i t) dt
Cette série *écrit :

ao(f) 2n : 2n
3 + .§1 (a, } cos (n T t) + b,(f) sin (n T t))
avec ici : a,,{f]:%.l‘:f(t)cos(uz?nt)dt

et b_(f):%-rf(cjsin(ngy—'fz)dr
Q

® Les théorémes de convergence (simple ou uniforme) du 3.6.2 s'étendent i condition de remplacer,
dans les énoncés et dans les fonctions exponentielles ou circulaires qui interviennent dans les

2n
démonstrations, E par Ey, 2n par T et ¢ par ? t.

@ [ci encote E; est encore un cas particulier de I'espace préhilbertien E étudié au 3.6.3 et,
sous la réserve que nous venons de formuler, les résultats des 3.6.3, 5° et 6°, s'étendent aux T-séries
de Fourier.

3% UNE APPLICATION. — Nous allons en déduire une démonstration, parmi d’'autres, d'un
théoréme important :
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® Commengons par :

LEMME. — Soient TcR% et f : R — C, T périodique et continue. Alors, pour tout cc %, il
existe un 7-polyndme trigonométrique qui approche f & moins de ¢ sur R.

Soit ee BY . D'aprés I11.4.6.2, 3°, la restriction de f a [0, T] peut étre approchée & moins de
g/2 par une application ¢ de [0, T] dans € continue, affine par morceaux et telle que
{0) = o(T) = fl0)

L'application T-périodique g : R — C qui colncide avec ¢ sur [0, T] approche f 4 moins de
&/2 sur R; elle est continue et C!-par morceaux; d’aprés une extension du théoréme du 3.6.2, 39,
sa T-série de Fourier converge uniformément sur R et admet g pour somme.

Il existe donc une sornme partielle de cette série qui approche g 4 moins de &/2 sur B, et done
f 4 meins de £ sur B,

@ THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS. — Seit f une application continne d*un intervalle compact
[a, b], a < b, de Rt dans C. Alors, pour tout =& R%, il existe un polynime qui approche f & moins
de ¢ aur [a, b].

(Polyndme est pris au sens d'application polyndmiale & — C).

o) Cas on fla)=f{b). — On note T = b — a. Soit eeR%. D'aprés le lemme, il existe un
T-polyndme trigonométrique P qui approche 4 moins de £/2 sur R J'application T-périodigue et
continue qui coincide avec f sur [a, b].

Combinaison linéaire (& coefficients dans C) d'un nombre fini d'applications ¢ — ¢™, keR, P
admet un développement en série entiére au point 0, de rayon de convergence oo; il existe ainsi
un «vrai» pelynéme qui approche P & moins de &/2 sur R, ¢t qui approche done f & moins de &
sur [a, b]. O

B} Cas général. — Supposons f{a) # f{b). Soit A le polynome de degré 1 qui vérifie A{a) =0
et A(b} = f(b) — f(a). Notons k I'application continue t — f(t) — A(t) de [a, b] dans C; elle vérifie
h{a} = hib); d’aprés o}, il existe un polynéme P qui approche k & moins de € sur [a, b]; le poly-
nbéme A + P approche f 4 moins de € sur [a, b]. O

Notons que le théoréme — dont une autre démonstration a fait I'objet de l'exercice L16 —
s'énonce : toute application continue d'un intervalle compact de R dans C est limite uniforme d*une
suite de polyndmes.

EXERCICES

3.1. — Soient Zg,2" et Ib,z" des séries entiéres de rayons de convergence strictement
positifs R et R'. Que peut-on dire du rayon de convergence de Za, b, z"?

3.2, — Soit (n) le nombre des chiffres dans I'écriture décimale de n € M. Trouver le
rayon de convergence des séries entiéres:

Zo(n)z"; Za®™z  (acR)

3.3. — Soit d(n) le nombre des diviseurs de n € N. Trouver le rayon de convergence de
la série entiére Zd{n)z".

n
3.4. — Montrer que les séries entiéres L a,z*et £ ——-—"—g.2" ont le méme
nz2 gt pp—2
rayon de convergence,
3.5. — Soit q,z” une série entiére telle que a, # 0 pour tout n € K. On suppose qu'il
- - an +k
existe {k, ) e N* x Riclque lim

n=+a Gy

= [. Que peut-on dire du rayon de convergence ?
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3.6, — Trouver le rayon de convergence et étudier sur le cercle de convergence la série

entiére § a,z", ou ng, est selon le cas, 0, 1 ou 2, et otk g, désigne successivement :
Az

L
-[ te”'dt,  Arctgn®; nloga;  pl-t",
4]

\/;Logn_

—— ., 2-J2e-¥...e-y
nt+1
3.7. — Soient (@), €t (B,)en des suites réelles telles que :

b
YnelN q,>0; lim — =1 (leR).

H—* + e ﬂ"

On suppose en outre que la série entiére Za,z* a un rayon de convergence infini.
Montrer qu'il en est de méme pour la série entiére T b,2" et que:

+m + @
lim ( bt / ¥ a,,:*) =1
t= o, el Ny g n=0

3.8. — Soit {a.),. une suite réelle convergente de limite a # 0.

. "y all
a) Trouver le rayon de convergence de la série entiére £ — ",

nzl QB
oa S
b) On pose f{t) = .Z:o o t"(t € R). Calculer :Llrln— Tog(l — 1)

39. — Soit {a,),.n une suite réelle convergente, et  sa limite,

. . Ly @
a) Trouver le rayon de convergence de la série entiére Z —’; .

n!
b) On pose: fir) = ¥ :—"l "(t € B). Calculer lim {e™'f(t})
x=0 . =+

3.10. — Scit I g, une série réelle convergente, de somme A.

- LY a c 1 e l
a) Montrer que les séries entiéres réelles £ —"l t"etL —"l t", o1l ¢, désigne ) =, ont:
" " k=0
un rayon de convergence infini; on désigne par f et g leurs fonctions sommes.
b) Etablir: ' = ¢ — g, et:

vte R _f flwe™ du = (g(t) — fithe™’
L}
¢) En déduire que J S(t)e™ du existe et vaut A,

0

311, — Soit (a,),en une suite de réels tels que ja,| < 1. Montrer :

+w +a #
lim J e‘z‘(Za,—)dt =0.
v o =x k!
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312, — Soit (a,),.n une suite réelle vérifiant ja,| < L.

+m

On pose S(t) = Y.
n=0 n!

t***1, Etudier 'intégrale

Jix) = j ) e“'ZS(t) dt
L]

3.13. — Développer en série entiére les fonctions de variable réelle qui a ¢ associent
respectivement ;

! ! Log(l + £); (t + /1 + 2F, (keR):

1 —2tcha+ ¢ 1+ 12

Log./1 — 2tcha + 3, (a>0)

1
Argth (5 + t): (Arc sin )*; Logil + ¢ + 21 exp (e Argsh i)

sin 4t
(1 + 32 cos (a Arc tg 1):

sin t

1—1¢ rn
Arctg (I_-H tg a), (avec [} e]— > EI:)

3.14. — a) Convergences simple et uniforme de la suite de fonctions (f)),.y avec:

£ =00 —at)(l —a%}... (1 — a"); {2 e N donné, |g| < 1)

b) On pose lim f,(t) = flt). Développer f en série entiére, et trouver le rayon de
LIl - -1
CONVEIgence.

3.15. — a) Développer en série entiére a fonction de variable réelle

w2 3
fot ’_’J Arc tg(t sin u) d
1}

sin u
b) Retrouver le résultat en calculant f*(t).

3.16. — La fonction fdéfinie par : f(t) = e Ysit > Q,f(t) = Osit £ Qest de classe
€™, mais n'est pas développable en série entiére.

3.17. — Peut-on prolonger 4 R* la fonction f définie sur R, par fit}) = ch \/E, de
fagon A obtenir une fonction développable en série entiére ?

+ @ —_
318 — Soitf: R = R, ¢ »—-J‘ co—“\r?_—'-i)du.
] u
Quel est son ensemble de définition ? Est-elle développable en série entiére ?
319. — Soitf: [— a,a] - R, (a > 0), une application de classe C*, telle que f 2 0,

et 128 = 0 pour tout k € N*. Montrer que fest développable en série entiére.
(On appliquera la formule de Taylor, avec reste intégral, 3 g définie par

glx} = f0) + f(— x)
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A20. — a) Soitf: [0, a[ = R, (a > 0), une application de classe C™ telle que f = Oet
1™ 2= 0 pour tout k € R*, Montrer que f coincide sur [0, a[ avec la somme de sa série de
Mac-Laurin.

b) Montrer que t+— tg t est développable en série entiére sur 1— #/2, =/2[,

3.21. — Soit £ a,t* une série entiére de la variable réelle de rayon de convergence R,
dont la fonction somme est notée A. Etant donné r € 10, R[, montrer qu'il existe deux
réels positifs k et M tels que:

Yie[—rr] ¥YneN |A™u) < Mk®n!

On pourra poser M = sup |a ", avecr < ¥ < R,

3.22. — Soit f une fonction de la variable réelle 4 valeurs complexes, indéfiniment
dérivable sur un voisinage de 0. On suppose qu'il existe r > 0, et deux réels k et M tels
que :

Vie[ —r,r] ¥Yne® |f™ £ Mk'n!

Montrer que f est développable en série entiére i I'origine.

3.23. — Soit a, le nombre des couples {x, y) € N? tels que x + 5y = n, (ne N).
1

Développer la fonction t +— en séric entiére et en déduire a,

{1 -1 - ¢%)

3.24. — Pourchacune des séries entiéres de variable réelle suivantes, trouver le rayon
de convergence et donner une expression aussi simple que possible de la somme :

" ™ ntn_,f_riu Il‘.3||
z . ; T —
mzt 1 +24+---4+n a23nn—1}4n -2 na2 g2 _ | {2n) !
(— 1" ) (- 1" g (— 1)eent4 _ 28y 12t
(2n + 1Y2n + 3’ 2n+ 1V (2n + 142n + 2 35,20+ 1)
1 1
E(l+—+"'+—)t"; Z (chl+ -+ +chn)t”
"l 2 n mal
t" sin not ° sin no
N z
nz1 n! nzl N

3.25. — Utiliser des séries entiéres pour obtenir des valeuss simples de

ra 1 + o (_ l)n ) +m( 1 1 2 )

_-—; 1] + -
Eonln + 20 + 1) ,);'04n+1 Zﬂ m+1 3m+2 3n+3

v, t*

: u, " \
3.26. — Rayon de convergence ¢t somme des séries entiéres T "—’ et £ ——, oil les
nil

n!
swites’ (U ),en €t (U,),eny SONt déterminées par : u, et vy sont donnés; u, ., = u, + 2v,;
Byt = Uy + Uy

+ @

327. — Montrer que f;{t) = 3
n=0
polyndme de degré k. Exprimer P, au moyen de P, _,.

(k € N*), est de la forme P, (2)¢', ou P, est un

nt’
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3.28. — Donner, sous forme de la somme d’une série, la valeur de chacune des
intégrales :

+o e + w e—r
j e — 1)dt; J e Logidt, (a0}, j dt, (@20
1 &

: Vi

+n
3.29. — a) Calculer I, = J sin "t du (n e N).
2n

b) Etudier la convergence de T (— 1) a3 St exprimer sa somme au moyen
#20 2%(n Yy
d'une intégrale dépendant du parameétre .

. R P § ! Logu
3.30. — Ftablir [égalité: } ——— = | ———du
wop 2n =172 o 1 + u?
3.31. — Résoudre les équations a l'inconnue z € C:
sinz + cosz = 1; sh?z 4+ ch?z +th?z =1, sin 3z = sinz + 2;
ginz = — 2;

cosz=1+1i e =1-—1i; tgz+2cotgz=1i; sinz+sin(jz)+sin(?z)=0
332, — Résoudresur C:(chx —chy =a) A (x — y = b), {{a, b) € R?).

3.33. — Montrer que I'équation tg z = kz, (k € R), & Pinconnue z € C a toutes ses
racines réelles ou imaginaires pures.

3.34.—0npose:,ﬁ,(z}=1+%+"'+z—1,zeC.
. I

Montrer que la suite des fonctions {f,)n converge uniformément vers la fonction
z +—e” sur tout disque fermé de centre 0. En déduire que, r € B* étant donné, les zéros (sur
) de f, ont tous, pour n assez grand, un module supéricur a r.

3.35. — Soit D une partie connexe de C. On appelle détermination continue du
logarithme dans D toute application continue ¢ : D — C telle que :

YzeD &%) =

a) Montrer que §7il existe deux déterminations continues du logarithme dans D, ¢, et
©;, alors ¢, — @, est une application constante de la forme z +— 2ikn, ke Z.

b) Montrer que si D contient U = {zeC|lz] = 1}, alors il n'existe pas de
détermination continue du logarithme dans D.

¢) Soit D = C\R_.Pourze D,onposef(t) =1 —t + tz,(t € [0, 1]). Montrer que

1 g
1 . N
Pz +— J j[_} dt definit une détermination continue du logarithme sur D.
o flt

+m +1
Montrer que, pout |z < 1, o1 +2) = } (- 1) .
t=0 n+i

d) Déduire de ce qui précéde une détermination continue de Arg z.sur C\BR _.
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3.36. — Soit M la matrice :

8§ -1 -5
-2 3 1
4 1 -1
a coefficients réels. Calculer la matrice exp (M) {on pourra utiliser 1.12,3.6, 17),

3.37. — Calculer les exponentielles des matrices :
[cose —sinﬂ] f; 1 } °
sin @ cos 0 1 ? a @eR)

3.38. — On considere Papplication exp de ’ensemble .# des matrices carrées d’ordre
n & coefficients complexes dans I'ensemble # des matrices carrées d'ordre n, inversibles, 4
coefficients complexes. Montrer que exp est une surjection, c'est-i-dire qu'a toute N € ¢
on peut associer M € .4 telle que exp M = N. On étudiera d’abord le cas o0 N est une
matrice triangulaire, 4 éléments diagonaux égaux, puis celui ol N est une matrice
diagonale de telles matrices (cf. 1.12.3.4, 2*). L’application exp est-elle une injection ?

SERIES TRIGONOMETRIQUES.

3.39. — Soit f lapplication 2r-périodique de R dans C définie par :
Ytel—m n] flt)=1¢2

a) Déterminer la série de Fourier de f; étudier sa convergence.
+ @ + @ 1

b} En déduire: — el —
) ,E:l n* El (2p + 1)*
3.40. — Soit f l'application 2n-périodique et impaire de R dans C définie par ;
Vee[0,n] f(t) =mrt — 2

@) Déterminer la série de Fourier de f ; étudier sa convergence et sa somme.
b) On définit g: R — C par:

YteR g0 =f1):; g(0) =g(nm) =0

Montrer que g est 2r-périodique et impaire. Déterminer sa série de Fourier.
¢) En déduire:

+ @ 1 + 1

))

— et S —
#=0 {2" + 1]6 ||=Q{2!‘.I + 1)10

341. — Soit f I'application 2n-périodique de R dans R définie par :

vie]l-m ] fl)=tg Zt‘
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a) Déterminer la séric de Fourier de f; étudier sa convergence et sa somme. On
exprimera b,{f) au moyen de :

1 ey L
u“—l—5+...+{—1] 2n—_"i'
{On commencera par calculer b,(f) — b, ,(f})
b) En déduire :
+ n 2
Z(=-3)
3.42. — Soient a € R* et f: R — C déhnie par f{f) = ——.
cha + cost

@) Développer f en série de Fourier par le changement de variable z = ¢,

hd cos nt
b) En déduire j —_— dt
—xtha +cost

343, — Soient a e R\Z et = B — T, 2r-périodique, définic par:
fin)=0; Vie]—mn nf f(t) =sinat

a) Déterminer la série de Fourier de f; étudier sa convergence simple ¢t uniforme.

b) En déduire 3 (- 1f — !
n déduire -1y
E T Ty -

3.44. — Soit f l'application 2r-périodique de R dans C définie par:
Vie]—m, n] fit) = n?/12 — 1%/4

a) Déterminer la série de Fourier de f; étudier sa convergence.

1)“1

b) En déduire Z

n=]

¢) Etudier la convergence et la somme de la série obtenue en dérivant terme & terme la
série de Fourier de f.

345, — On rappelle:

¥t e R\rZ I E A
t e R\R cotgr = — + e EE——
k g t Dt —ntn?

En déduire, pour tout ¢ tel que 0 < |t < =n:

2 1 i 1
smt—tﬂ(l——) et —— = 3

2 2z
sin“t -7 (t — pR)

3.46. — Soit l'application /: R - & ¢ +—sin® 4.
a) Déterminer la série de Fourier de f ; étudier sa convergence.
b) En utilisant la formule de Parseval, montrer:

256 4608 = 1

= — + )3

45 5 .2 @n? - 1P(4n* — 9)?
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¢} Etudier la convergence des séries obtenues 4 partir de la série de Fourier de f par
dérivations successives, terme A terme.

347. — Exemple d’apphcarmn 21c perwd;que et continue dont la série de Fourier

diverge. — a) On pose S(t,m) = Z T, {t € B, m € N*). Montrer que |S{t, m)| est borné
k=1
par un nombre indépendant de t et de m.

b) On pose : R(t, n) = S(t, 2") sin (2 *1 1),

, n) .
Montrer que la série X converge normalement sur R. Soit f sa somme.

nzl R
Montrer que f est une application 2n-périodique et continue.

¢) Déterminer la série de Fourier de f; montrer qu'elle.diverge au point t = 0.

3.48. — Convergence en moyenne de Cesaro. — Soit (21,),., une stite de réels ou de
complexes. Posons :

n I "
=Y &, neN; o,=-385, neN*
k=0 L

On dit que la série Za, converge en moyenne de Cesaro vers § si, et seulement si,la
suite {o,),.n+ 2dmet la limite S.

a} Soit f € E, de coefficients de Fourier trigonomeétriques (a,}, {b,}. On pose, pour tout
teR:

L 1 n
S(r}__° Z (a coskt + b sinke}y o) =- Y Sgb)
k=1 fy-o
Soit ty € R, tel que f(t, —) et f(t, +) existent, Montrer:
sin? (nu/2)

1 L]
a(tg) = %J‘n LSt — u} + f(tg + 1] sin? (w/2)

b) Montrer que la série de Fourier de fconverge en moyenne de Cesaro, au point t,,
vers 172 [flto — ) + fit, + 1)

¢) Soit K un intervalle compact de | en tout point duguel fest continue; montrer que
la swite des applications t r—o,{t) converge uniformément sur K vers f,

349. — a) Montrer que si la série Za, converge en moyenne de Cesaro vers §, et s'il
existe A ¢ B, tel que: Vi e N |a,| < A/n, alors la série To, est convergente, de somme S,

b) Soit f: R — R, 2n-périodique et monotone par morceaux, de coefficients de
Fourier exponentiels (¢,),.;. Montrer (en utilisant éventuellement la seconde formule
de la moyenne) qu'il existe AeRY tel que

VpeZ\{0} |c|<A/|pl

En déduire qu'en tout point t;e R, f admet une limite 4 droite et une limite &
gauche, que la série de Fourier de f converge au point 1, et quelle a pour somme 1/2

[fo — )+ fltg +)].
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3.50. — Produit de convolution. — a} Montrer que I'on définit une loi interne ( % ) dans
I'enzsemble E des applications 2r-périodiques et localement intégrables de R dans C en
posant:

1 2x
VieR (f % g)t) = —j flt — wglu) du
n 0

Cette loi est appelée produit de convolution.
b) Montrer que ce produit est commutatif et associatif,

¢) Que peut-on dire de f % g lorsque fet g sont des fonctions de méme parité {resp. de
parité différente)?

d) Montrer que les coefficients de Fourier de f, g et f % g sont liés par

clf * g) = c(f)cfg), peZ;
2a{f * g) = a{flalg) — b(f)bAg) neN*;
2b{f * g) = a,(f)big) + b{Nafg). neN?

€) Soit fe E définie par:
fiR)=0;  Viel]l-ma[ fi)=t
Expliciter f % £ En deéduire:

¥t € [0, 7] "f cosmt 2 m n?
te , T =
a1 B2 4 2 6

3.51. — On appelle /; 'espace des séries complexes Za, teiles que la série Z|a,|? soit
convergente.
a) Montrer que I, est un C-espace vectoriel et que I'application de !, x !, dans C qui
+m
a Za, et Ib, fait correspondre ¥ ab, confére d I, une structure d’espa.1 hermitien
n=q
complet.
b) On appelle ¢, la série Za, avec g, = & ,(symbole de Kronecker). Montrer que
(e.)qen €51 une base hilbertienne de /.

¢) Soit E un espace hermitien admettant une base hilbertienne dénombrable (e,).
Montrer que Papplication qui & x de E fait correspondre £, 00 (£,) sont les coefficients de
Fourier de x, est un isomorphisme d’e.v.n. de E sur un sous espace dense de I,. Montrer
que si E est complet, cet isornorphisme est un isomorphisme de E sur [,




4
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

4.1. INTRODUCTION

Le lecteur soucieux d’aborder le plus tét possible
I'étude des équations différentielles linéaires pourra diffe-
rer ['étude des sous-chapitres 4.3 et 4.4.

4.1.1. Position du probléme

1° Dans de nombreux domaines, tant mathématiques que physiques, ou
autres, on est amené a chercher des fonctions de variable réelle vérifiant des
relations ou interviennent : la variable, que nous noterons ¢, les valeurs prises au
point ¢ par cette fonction et certaines de leurs dérivées.

Ainsi, si on désigne par & un espace affine euclidien de dimension 3,
d’espace vectoriel associé E, un probléme classique de mécanique conduit 3
chercher les fonctions p de R vers &, définies sur un intervalle I de R et vérifiant

d?p
Vel m—({t) =fi{p(t), 1)
dr?

ol m € RY est une constante, et f une fonction donnée de & x R vers E.
En fait nous nous limiterons ici 4 'étude des fonctions 4 valeurs dans un
espace vectoriel, le cas des espaces affines s’y ramenant naturellement par le choix
d’une origine,
2° Equation difféventielle d’ordre n. — Soient n un entier naturel non
nul, E et F deux espaces de Banach ‘!). On considére une applicationg : D — F,
ol D est une partie de R x E"*!,

Dermimions. — On dit que Pécriture 3
G(f, ¥ y', ey J?("’) =0 (1)

est une équation différentielle d’ordre n, et on appelle solution de (1) toute
application ¢ : I — E, oil I est un intervalle * de R, n fois dérivable sur I et
vérifiant :

i) Viel (t o) ¢'t), ., 9" €D
ii) veel git, o), 9'(t) ., ") =0

{!) Dans les chapitres 4 et 5, nous ne considérerons que des (K-aspaces de Banach dans lesquels
K=RouC

(1) Tous les intervalles de R envisagés dans les chapitres 4 et 5 sont supposés d'intérieur non
vide,
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o L’équation différentielle (1) est dite scalaire lorsque E = I,

® Résoudre (ou intégrer) une équation différentielle c’est en déterminer
toutes les solutions.

EQUATIONRESOLUE. — Soient D = R x E"etf:D — E. Onappelle équation
« résolue » toute équation différentielle du type :

Y =1y Y, . YY) (2)
Ici g est:(t, X, . X)) — flt, Xgu -y Xo_y) — X, €t F = E.

REMARGUE. — Les écritures telles que {1}£t{2), 081 # est 1a variable et y une fonction, sont des abus
de notations consacrés par ia tradition.

On pent, dans beaucoup de cas, se passer de ces abus de notations en considérant que t désigne
Iidentité de R.

3° Equation du premier ordre. — Soit g(t, y, ¥, .., y") = 0 une équation
différentielle d’ordre n (notations du 2°). On dit qu'elle est du premier ordre
lorsque n = 1.
Nous allens moentrer que i’on peut toujours, du point de vue théorique, se
ramener A 'étude d’une équation différentielle du premier ordre.
A toute application ¢ : J — E, n fois dérivable, associons I'application
@ : I - E" définie par :

viel ®f) = (o) ¢t} ., ¢ 1)

On vérifie que ¢ ~— @ est une application injective de l'ensemble des
applications n fois dérivables de I dans E dans I'ensemble des applications
dérivables de I dans E”

Considérons d’autre part la fonction G de R x E* x E*vers E"™! x F
qQui A (2, Xy, <+ <y X V1s - - -» V) f2it correspondre ;

(xl — ¥ X3 = Va0 Xg 7 Va1 g{raxh ey X yn})

On constate alors que ¢ : I — E est une solution de (1) si, et seulement si @
vérifie ;
Yeel G, ©@), o(th) =0
ou encore si, et seulement si @ est solution de I'équation différentielle du premier

ordre ;
Git, ¥, V)=0 (3}

REMARQUES. — @) Si (1) est « résolue », (3) I'est aussi.
B) L'injectivité de ¢ — @ sera utitisée dans les problémes d'unicité de solution.

4° Equation du premier ordre résolue. — L’étude théorique qui va suivre
portera sur I'équation différentielle du premier ordre résolue :

y =ity 4

ol f est une application d'une partic D de R x E dans 'espace de Banach E.
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Il nous arrivera souvent d’adopter D =.J x U, ou J est un intervalle de
R et U une partie de E.

Nous supposerons toujours | continue.
PROPOSITION. — f étant continue, toute solution de (4) est de classe C*. Si de
plus D est ouvert et f de classe C?, alors toute solution de (4) est de classe C7* .
— Toute selution ¢ : I —» E de (4) est dérivable et vérifte :
veel ¢'{t) = flt, o))
¢ et f sont continues, ce qui montre que ¢’ est continue, a

— On suppose D ouvert et {de classe C?, (p = 1). ¢ est déja de classe C.
Sion suppose @ de classe C* (k < p), alors ¢ est de classe C¥, et donc p est de
classe C** . Par récurrence, ¢ est de classe C?*1, O

REMARQUES. — a) Soit g une solution de y™ = f{t, y, ¥, ..., ¥* ). 8i [ est continue, ¢
est de classe C"; si f est de classse CP sur un ouvert, ¢ est de classe C"*7,

b) La proposition (resp. la remarque a}) s'étend au cas od p = + oo, avecalom p+ 1 = + @
{resp. p+ = + <Ch

5° Changement de variable ou d'inconnuwe. — Soient J un intervalle de R, U
une partic de E, D = J x U, f: D -+ E une application continue. Etudions
I'équation différentielle ;

y =@ y) (4)

a) Soient J, un intervallede Ret 6: J, » R une application de classe C*,
telie que 8(J,) = J.

— Considérons une solution ¢ : f - E de (4), équation que nous noterons

ici d_J: = f(t, y), pour éviter toute ambiguité. Nous avons :
Viel o'(t) =f(t, o)

Ainsi sur tout intervalle I, inclus dans 8! (f) (qui n’est pas d’intérieur vide
puisque 9 est continue), nous avons :

Yuel, @'(6(u) = f(6lu), ¢(8(u))
d’ou, en posant § = ¢ = 6

Yuel, '(u) = 0'(u)f(Hu), Y(u)

Ainsi, { est solution définie sur [, de:

dy ,
= 0" (u)f (6(w), y) @)
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On dit que (4) est I'équation différentielle déduite de (4) par le changement
de variable ¢t = 8(u).

— Supposons ici que 6 soit un C'-difféomorphisme de J, sur J. Alors pour
toutu e J,,8(n) # 0,et, pour toutintervalle I=J, 9~ '(f) est un intervalle I, < J,.
Nous constatons dans ce cas que toute solution { de (4') sur un intervalle |, = J,
fournit une solution ¢ =  « 87 * de (4} (en notant abusivement 6~ = (61,)™1).

b) Nous supposons ici U ouvert. Soit @ un C!-diffeomorphisme de U sur un
ouvert V' de l'espace de Banach F.

— Soit @: I — E une solution de ' = f(t, y). Posons ¥ = @« @. On a;

Wt} = dB(p(r)). ¢'(t), et ‘¥ est solution de I'équation différentielle :

= F{,2)
avec:
E(t,2) = d&®'(2)).f(t, © (2))

— Inversement, en utilisant d®(y) e Isom(E, F) pour tout yel, on
constate que toute solution W: f - F de 2z' = F{t, 2z} fournit la solution
=01 Wdey =f(ty)

¢) Il est possible, naturellement, d’effectuer simultanément un changement
de variable et d'inconnue.

ExempPLE. — Considérons I'équation différentielle :

dy 2y*+ 2

dr ty
avec {1, y) € (R)% _
Enposant u = t*etz =3 (iciO:u r—-»\/u et @: y +—y?) on obtient :
dz 2z+u

du [

qui est une équation linéaire (cf. chapitre 5).

6° Courbes intégrales. — Soient @ : I — E une solution (de classe C! au
moins) de 'équation (4) du 4%, et :

L,={({t otheR x E|tel}

Nous dirons indifféremment que I, est le graphe de ¢ ou la courbe intégrale
associé a ¢.

Le second vocable s'explique par le fait que, si dim E = n, neN®, et si I est ouvert, alors T,
est une courbe {(au sens des sous-variétés étudices au sous-chapitre 3.3 du tome V} de R x E muni
d'une structure d'espace affine.

En effet T, est le support du C'-arc paraméteé (I, £ — (t, ¢(2)) qui est cartésien relativement
4 tout repére (0; (gg, .., €,)) de B x E obtenu i partir du repére {0; 1) de R et d'un repére (0g;
ey, ..., €)) de E par 0 = (0, 0g) et (1.9.2.2, 7} :

g, =1{1, 0g et 5 =(0,e) pourtoutk=~R,
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4.1.2 Problémes d’unicité

1° Erude d'un exemple. — Considérons Iéquation du premier ordre :
V=5
odxel Icinous prenons D =R = Rt et E = R,

Il s'agit de chercher les applications dérivables @: [ —+ R vérifiant les deux

conditions :
(2) ¥rel o> 0; (3) Yeel ¢'(0)=[pt)]*

a) Supposons d'abord o % 1. La condition (3) s'écrit, compte tenu de (2) :

d 1
veel — @ | =1
drll — o
soit encore :

el el

(i) "=t+C
1 — o

11 en résuite nécessairement :

-t +C) >0 et ) =[-x¢+ O~

Ou cobtient ainsi teutes les solutions en choisissant arbitrairement d'abord C € B, puis
11 -C + =[oul =] — o, — C[ suivant que & < 1 ou 2 > |, et enfin en écrivant:

1
Yiel oy =[( —ai + O =

b}y Le lecteur vérifiera que, dans le cas @ = |, on obtient toutes ies solutions en choisissant
arhitrairement € € R et en considérant les restrictions 4 tous les intervalles f — Rde 'application
t —e¢'*+C Notons que, dans ce cas a = [, nous pourrions prendre D = B x R, ce qui nous
conduirait aux solutions ¢ +— ke, avec i € & (cf. ¢chap. §).

2° Probléime de Cauchy. — En mécanique, lorsqu’on détermine un mou-
vement, on dispose non seulement d’une équation différentielle mais encore de
« conditions initiales ». On obtient alors, en général, une et une seule solution du
probléme posé.

Cela nous conduit, dans I'étude de 'équation d’ordre n:

g([,y‘ y" e thnj) = 0']
a rechercher des solutions ¢ qui vérifient la condition imposée:
Olte) = Yo  @'ltg) = pp» -, @ Ntg} =y, (1)

o (tg, Yos Y15 -+ s Py-1) ER x E" est donné,
Cestce que ’on appelle le probléme de Cauchy relatif 4 'équation considérée
et aux conditions initiales (1) ou — en abrégé — au n-uple (ty, Yo, ¥1» - - <2 Va1 4
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ExeMPLE. — Reprenons 'exemple du 1° et donnons nous (fg, yol e ® x BY.
Cherchons les solutions du probléme de Cauchy relatives a (2, y,).
— Pour o # 1, il s"agit des restrictions de I'unique fonction
L
t =l = )it — tg) + y; 71

a tout intervalle contenant ¢, ¢t inclus dans 1¢,, + oo [sia < t,dans] — oo,¢, [sia > 1,00 ¢,

désigne 1, + yi i — 1)
— Pour & = |, on trouve de méme les restrictions de ¢ +—yqe' 0.

Résumons les résultats sur les figures 3, 4 et 5, en nous limitant au cas acRY.

Yi

D<ol 1

t, t
Fia. 3.
REMARQUES. — a) Reprenons les notationis du 4.1.1,3° et, pour
(o, Yoy Yo+ + 2 Yu—1) € R x E™ donné, posons ¥, = (¥, ¥ys - - -» ¥4—)- Chercher
¢ vérifiant @{to)=yq, ..., 0" "ty)=y,_, revient i chercher @ telle que

d(ry) = Y, Nous sommes donc ramenés au probléme de Cauchy pour
I'équation du premier ordre Git, Y, ¥')= 0, et le caractére injectif de ¢ —®
nous permet d’affirmer que le nombre de solutions sera le méme.

b) Le probléme de Cauchy ne peut avoir de solution que si I'équation

g(tm Yor Vis v s Yu-11 T|) =0,

d’'inconnue n € E a elle-méme des solutions,

Ainsi dans le cas de 'équation « résolue » ' = f{t, y), avecf; D — E, nous
choisissons (o, o) € D. Notons qu'alors les solutions éventuelles auront toutes la
méme dérivée au point ¢t
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Plus généralement, soit mg € £ tel que gitg, Yo, ¥ - - o2 Ya- 1 Tla) = 0. Supposons que sont
réalisées les hypothéses permettant d’appliquer le théoréme des fonctions implicites {I11.8.5.2, 1°). Il
existe alors un voisinage U de (¢4, yq. . - .. V- 1 » Un voisinage Vde n, et une application continue
h: U - Vtelle que:

VE el x V gEn) =0« 1 =hf)

Soit alors ¢ : { —E une solution du probléme de Cauchy vérifiant de plus ¢™(ty) = n,. Sion

suppose en outre que « est de classe ", il existe, par continuité, un intervalle J, voisinage de ¢4, tel
que :

Yeed (Lol @) ..., o" ), oM (el x V.
et donc :
Yeed @) = hlr, @0, @), .. " )]

On voit ainsi que, du point de vue théorigue, on a pu, moyennant quelques hypothéses de
régularité sur g et sur les solutions (peu restreignantes dans la pratique) ramener locelement la
résolution de g(r, v, ¥, . .., ¥™)=[0 & celle d'équations « résolues » {en nombre &gal a celui des
solutions de g{ty, vy, ...y ¥oor, ) = 0).

Notons cependant quiéchappent a cette théore les solutions @ qui vérifieraient simultanément :

P"(tel = Noy  9los Yoo - Ma) =0, 8oy 2006, You - - . Mol ¢ [s0m (E, F).

Il en est ainsi en particulier des solutions ¢ : [ — E qui vérifient :

Veel 8,90t @), ..., o™i ¢ Isom(E F)

et que U'on appelle solutions singuliéres.

Nous n'approfondirons pas davantage |a théorie des équations différentielles non résolues, nous
réservant cependant d'étendre aux équations non réselues certaines des définitions données dans le
cadre des équations résolues, et de traiter quelques exemples.

3° PropoSITION. — Soient ' = f(¢, y) une équation « résolue», ot f: D — E
est continue, et {t,, y,) € D. Soit 7 un intervalle contenant t,. Alors une application
continue ¢ : I - E est solution du probléme de Cauchy relatif 4 I'équation
y' = flt, y) et & la condition initiale ¢(z,) = y, si, et seulement si :

i) Viel (t,9(t))eD

ii) Veel o) =y, + f S, ofu)} du

— Si pest une solution de y' = f{1, y), on sait qu’elle est de classe C', et done

o) = olty) + j o'(u) du,

d'on ii); i) est acquise par définition. ’

— Réciproquement, supposons que i) et ii) sont vérifiées. Notons que
I'existence de I'intégrale résulte de i} et de la continuité de ¢ et f. Cette méme
continuité montre, d’aprés ii), que @ est dérivable et que:

@'{t) = flz, olz))

Enfin la condition @(ty) = y, est vérifie de maniére évidente. O
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4° Unicité. — Nous constatons dans 'exemple ci-dessus qu'il y a une
infinité de solutions du probléme de Cauchy (de par le choix de ), mais que
cependant celles-ci sont des restrictions d'une méme fonction. Nous sommes
ainsi conduits 4 poser:

Derinimion 1. — Soient y' = f{t, y) une équation différentielle, o f: D — E,
et (1,5, o) € D. On dit qu'il y a unicité pour le probléme de Cauchy en (1, y,) sijet
seulement s'il a des solutions, et si, pour toutes solutions ¢: | - Eet : J - E
du probleme de Cauchy, les restrictions de ¢ et & [ n J coincident.

Dans certains cas, nous aurons besoin d’une définition plus large de
I'unicité, & savoir:

DerFNtTion 11, — Dans les mémes conditions, on dit qu'il y a unicité locale
pour le probléme de Cauchy en (¢,, y,) si,et seulement °il a des solutions et si, pour
toytes solutions ¢: J — E et : J — E du probléme de Cauchy, il existe un
voisinage V de t, tel que @ et | coincident sur F N J N V.

DermNiTION I11. — On dit qu'une solution ¢: I — E d'une équation différen-
tielle est maximale si,et seulement si pour toute solution yr: J — F telle que /<J et
Yl =@, onaJ =1I(etdonc o = ).

On constate sur les hgures du 2° que les solutions maximales existent et sont définies
respectivernent su1 Jf,, + o[, 1— oo, ;[ et R

DermviTion [V, — Les courbes intégrales associées aux solutions maximales
d'une équation différentielle y' = f£(¢, y) sont dites maximales (la maximalité
s’entend au sens de linclusion dans #(R x E)).

GENERALISATION. — Considérant deux espaces de Banach E et F, ainsi qu'une application g
d'une partie Dde B x £*dans F, nous étendrons les définitions 1, Il et [11 en remplagant la premiére
phrase de la définition [ par:

Saient g(1, y, )’} = O une équation différentielle, oy : D — E, etis,, yo) € B x E;onsuppose que
{to» Vo) 2ppartient a la projection de D sur R x E et que Péquation gity, v4 1} = O a des solutions...

— Dans ces conditions, soit 1], une solution de gitg, ¥, 1} = 0. Plagons-nous dans le cas od les
hypothéses de la remarque ¥) du 2" sont remplies ; nous savons que la recherche des solutions au
probléme de Cauchy en (t,, ¥o} pour glt, ¥, ¥) = 0, qui sont de classe C' et vérifient @'ity) = "o
équivaut 4 la recherche des solutions au probléme de Cauchy en (t,, ¥y} pour une équation résolue
¥ = hie, y);en général (et ce sera le cas si g et donc hest de classe C')il y aura unicité pour ce dernier
prabléme.

— Si gty yo, n) = 0 admet p solutions, il pourra donc arriver que git, y, ¥') = 0 admette
p solutions au prebléme de Cauchy en (14, yy), chacune d'elles étant localement unique ; nous ne
détaillerons pas davantage cette notion de nombre de « selutions » jelle exigerait Pintroduction de la
nation de germes de fonclions qui dépasserait le cadre de ce cours).

— Le plus souvent, il nous arrivera de traiter le probléme de Cauchy en (t,, v5) pour
glt, v, v’} = Osans utiliser le théoréme des fonctions implicites car, par un catcul direct, nous aurons
pu déterminer toutes les solutions de [dquation différenticlle et done, en particulier, celles qui
vériftent i) = o
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ExeMmpPLE. — Considérons léquation ypy' =1, avec {t,yle R x R,, et choisissons
d
{tes ¥o) = (0, 0). Toute solution ¢ devra vérifier ™ 93] = 2, d'oi () = ¢* +C. Comme
t
@(0) = Qet ¢ = 0, il vient @(t) = |t|. On constate que:

t
t —t| est solution maximale sur [0, + cof;
t +— |t est solution maximale sur ] — o2, 0].

On vérifie également qu'il y a unicité pour le probléme de Cauchy en {0, ).
Notons cependant :

THEOREME. — Seit ¥ = f(t, y), avec f continue, une équation résolue. Pour
qu’il y ait unicité pour le probléme de Cauchy en(t,, y,), il faut et il suffit qu'il existe
une solution maximale et une seule, @, vérifiant @{z,) = y,. Toutes les solutions du
probléme de Cauchy en (t,, y,) s'obtiennent alors par restrictions de ©.

— Ia condition est nécessaire. Nous supposons qu'il ¥ a unicité pour le
probléme de Cauchy et, par une indexation arbitraire, nous notons (g,),., la
famille de toutes les solutions de ce probléme, (¢,; I, = E).

On a:

V(U., B} € A1 Vie Iw, M Iﬁ "pu(t) = (pﬂ{t}'

On peut définir @: I - E, ou [ = U I, telle que, pour tout e 4, la
aEA

restriction de @ 4 [, soit ¢,. Le lecteur vérifiera que ® est continue sur I et
dérivable sur I'\{1,}. (@ pourrait a priori ne pas étre dérivable en 1, si les I,
admettaient tous t, pour borne). D'autre part :

vee Nt} () = fit, D))

D¥aprés la continuité de fet de ®: lim @'(t) = f(tg, ¥o)- On en déduit

L4, Pk lg
'existence de d'(t,), et I'égalite ¥'(t,) = flto, Yo)

Ainsi, ® est une solution manifestement maximale vérifiant G{t,} = y,, et
1oute solution du probléme de Cauchy en (t,, y,) s'obtient par restriction de @.
Dong si ‘¥ est une autre solution maximale, C'est une restriction de @ et d=¥. [

— Iz condition est suffisante. Nous l'admettrons, la démonstration faisant
appel au théoréme de Zorn, hors programme.

EXEMPLE. — «) Reprenons l'exemple y' = y* Nous avons pasé:t, = t, + , yiTM(a % 1),
u —
1l y a unicité pour le probléme de Cauchy. La solution maximale {(unique) est définie sur J¢,, + «=c[si
o< lsur]— oo t,[sie>1 sur Resia=1]
b) Dans I'exeraple ¥y’ = t, au point (0, 0), il ¥ avait deux solutions maximales bien qu'il y ait
unicité pour le probléme de Cauchy. Nous constatons que I'équation ne peut pas se mettre sous forme
résolus, méme localement, 4 cause de y, = 0.

5° Terminons par I'étude d’un cas ot ii n'y & pas unicité. Nous reprenons I'équation y* = " avec
cette foisaeRY et D =R x R,.

— Notons que l'application nulle d’un intervalle quelconque de R dans R est selution.

— Seit @: I - R une solution non nulle. Soit t, € Rtel que 9(ty) # 0. Par continuité, il existe
n € RY el que

Yeelt, -, o+l o{t) #0
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La restriction de @ & Jt, — 7, t; + N[ est donc une des solutions trouvées au 2"
— Onaura toutes les solutions en « raccordant » éventuzllement les solutions trouvées au 2° aux
fonctions nulles, (le lecteur aura ititérét a s'aider d'une figure). Ainsi:

Cas o 2 1. On ne peut faire aucun raccordement. On retrouve les mémes solutions, plus les
fonctions nulles. Ii ¥ a unicité pour le probléme de Cauchy en tout point. Les solutions maximales

sont:
1

£l — o)t — o)+ yi = {re]— oo, 4{) pour y,eRY, a>1;
t {te ) pour yo =0 a>1;
t —yget—ie {te ) pour y,eR,, x2=1L

Cas a < 1. — Les solutions trouvées au 2° peuvent étre prolongées par O pour £ % ¢,. On
canstate quil ¥ a toujours unicité si (¢, yo) € B x B%, mais qu'il ¥ a une infinité de solutions
maximales si y, = 0. Il o'y 4 plus unicité {méme locale).

REMARQUE. — Nous rencontrerons au 5.3.1, 2' unexemple 0i il y a unicité locale, sans quil y ait
unicité.

hJ h
Yo
1, ) t
FiG. 6.
vi
t, i, t of t3 ] 't
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4.2 LE THEQREME DE CAUCHY LIPSCHITZ

4.2.1. Résolution sur un cylindre de sécurité
Dans ce paragraphe nous considérons I'équation différentielle :

y = f(t,y) (n

ou f: J x U — E est continue, J étant un intervalle de R, et ¥ un ouvert de
'espace de Banach E.

17 DerFINITION. — On appelle cylindre de sécurité en (¢, y,) € J x U tout
couple (I, B), ou [ est un intervalle vérifiant {t,}=I<J et B une partie de U,
appartenant & I'un des deux types suivants:

i) I est un intervalle compact [a, b] et B = E (ce qui nécessite U = E);

i) / est un intervalle borné, B une boule fermée B {y,, r), (r > 0), et il existe
M e R% tel que:

viel k-tl<— et VeyelxB <M
2° TueEoreMmE. — Seit (I, B) un cylindre de sécurité en (g, y,). Si f est
k-lipschitzienne en y sur / x B, il existe une solution unique de (1), ¢ : I — E, telle
que @(/) = B et 0(ty) = y,.

— L’hypothése sur f se traduit par:

Vel ¥y z)eB? |ftt,y) —~fit,2)l < Ky — 2l

Nous utiliserons la proposition du 4.1.2, 3°,

— Soit & ’'ensemble des applications continues @ : [ — E vérifiant ¢(I)=B.
Comme on a: f compact ou B borné, ces applications sont bornées. On peut
donc munir & de la distance d de la convergence uniforme.

Montrons que (£, d) est complet. Soit (), .« the suite de Cauchy d'éléments
de (£, d): c’est une suite d’applications de [ dans E vérifiant le critére de
Cauchy uniforme et donc — puisque E est complet — convergeant uniformé-
ment vers une application de ! dans E que nous notons ¢ ; les x, étant continues, ¥

I'est ausst. B étant fermé, pour tout t € [, x(t) = lim ¢,(t) est un point de B;
R+t

d'ou y{I) c B, et donc y, €4. Enfin la convergence uniforme de la suite (),),en,
vers ¥ traduit la convergence de la suite dans (&, d). O

— Pour tout ¢ e &, désignons par @(gp) 'application de I dans E définie
par:

Veel  ®@)H) = yo + J‘ S(u, p(u) du,

o

les hypothéses sur ¢ assurant I'existence de l'intégrale.
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Montrons : ®(@) € 6. O(p) est visiblement une application continue. Si
(f, B) est du type i), on a bien ®{¢} e & Supposons (I, B) du type ii):

Yiel [®(p)t) — yoll = S Mt —t| s,

.[ Slu, @) du

L]

et donc D(p)(t) € B.

Ainst ® est une application de & dans lui-méme.

— En utilisant la proposition du 4.1.2, 3°, nous sommes ramenés i
démontrer existence et Punicité de ¢ ¢ & telle que ®{g) = @. & étant complet,
nous allons chercher a appliquer le théoréme du point fixe.

Dans ce qui suit, nous désignerons par / la longueur de l'intervalle 1.

Soient (¢, W) & &2 et t € I. Nous avons :

/8t @) — St WDl < Koty — We)ll < kd(p, §)
et, par intégration :
d( D), PlV)Y) < kld (o, ¥)

8’il n'y a donc aucune raison pour que @ soit contractante, nous allons voir
que cependant le [11.2.4.3, 2° sapplique. Pour tout n € N, posons : @, = 9%(¢) et

¥, = O"(Y).
Le calcul précédent conduit a;
Veel @0 — ¥ (Il € kd(o, )t — tol
et, par intégration:

(t — 1o)?
veel loy() — Yol < K do, W)

Par récurrence, on obtient, pour tout ne N*;
£ — tol"

Vel o) — b0l < k" dlg, ¥)—

et donc : @

A ) <~ dlo, )
Comme lim = 0,il en résulte que, pour g suffisamment grand, l'itérée
ai++x RHI
@9 est contractante. a

REMARQUE. ~ Rappelons que la solution ¢ de ®(gp)} = ¢ s'obtient, en choisissant ¢, € £

arbitraire, par @ = lim $"{,). Cette limite est uniforme.

Lk ]

4.2.2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

1° THEOREME. — Soient E un espace de Banach, D unouvertde B x E, et { :
D — E une application continue, localement lipschitzienne en la dewxiéme
variable. ‘Alors pour tout (z,, yo)€ D, il existe un intervalle | voisinage de ¢, et
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une application ¢ : I — E solution de y' = f{(t, ) vérifiant ¢{i) =y,- Ny a
unicité pour le probléeme de Cauchy en (¢, y,). Il existe une et une seule solution
maximale @ vérifiant d(ty) = y,; elle est définie sur un intervalle ouvert. Les
courbes intégrales maximales constituent une partition de D.

— Existence. — On peut trouver un voisinage I, x B, de (t,, ¥,) inclus
dans D, tel que f soit k-lipschitzienne en y sur I, x B,. La continuité de fen
(to, ¥o) permet de trouver un autre voisinage I, x B, de {t,, vq), inclus dans
I, x By, dans lequel f est majorée. On peut méme prendre pour B; une boule

fermée de centre y, et de rayon r > 0. On pose alors M = sup || f{t, ¥l
ILyiel, = 8,

Enfin on peut toujours trouver un intervalle f=I,, voisinage de t,, et vérifiant ;
Veel |t —tg| € r/M.

Ainsi construit, (f,B,) est un cylindre de sécurité. Comme
I x B, I, % By, fest k-lipschitzienne en y sur I x B,. D01 l'existence d’une
solution au probiéme de Cauchy en (t,, y,), définie sur l'intervalle {, voisinage de
to-

On sait méme que cette solution est unique si on impose @(f) = B,. [

— Unicité. — En se ramenant a des restrictions, il suffit de prouver que si ¢
et | sont deux solutions définies sur un méme intervalle I contenant t,, et si
Plto) = Wlto), alors ¢ = .

Considérons, sous ces hypothéses, A = {te!|o(r) = W)}, D’aprés
I11.2.2.4, 1°, c’est un fermé de I (¢ et | sont continues): il est non vide (t, € A); |
étant connexe, le résultat sera acquis si nous montrons que A4 est un ouvert de J.

Soit ¢ un point quelconque de A ; posons @{c) = Yic) = y. On peut
construire comme ci-dessus un cylindre de sécurité (15, B) en (c, y) dans lequel f
est k-lipschitzienne, en choisissant 7, voisinage de ¢ relativement a I. @ et s étant
continues, on peut méme choisir I, assez petit pour que @¢(I,) € Bet Yy(I,) < B,
ce qui entraine que les restrictions de ¢ et 4 T, sont confondues, Par suite :
I, c A O

— Solution maximale. — A ce stade, le théoréme du 4.1.2, 4° nous garantit
I'existence d’une unigue solution maximale @ : I —» E vérifiant ®{1y) = y,.

Si I admettait un plus grand élément be R, on aurait (b, ®(b))eD, il
existerait une solution ¢ définie sur un intervalie ouvert ¥V contenant b et
vérifiant @(b} = ®(b). En posant :

{ ©(t) = O(t) pour tel;

®(t) = o(f) pour teV et t2b

On obtiendrait une solution @ définie sur un intervalle contenant strictement

I et prenant la valeur y, au point ¢,, en contradiction avec la maximalité de @,
De méme, I ne peut admettre un plus petit élément aeR. O
COMPLEMENT. — I = ]a, b[ étant acquis, supposons que be R et qu'il existe f = lim . ),

avecc peR. Alors le point (b, B) appartient & la frontiére de D.
§'l n'en était pas ainsi, on aurait {b, Ble D, on pourrait prolonger par continuité @ en ‘¥ :
Je, b] = E en convenant que ‘P{b) = B, déduire de () = f{t, ®(2)) et de la continuité de f que



42.2 LE THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ 163

¥ admet f(b, B) pour dérivée en b, et donc que ¥ est une solution de ¥’ = f(t, y) qui prolonge la
solution maximale &; contradiction. O
On raisonne de la méme fagon larsque ac R,

REMARQUE. — On peut remplacer l'ouvert D par J x U, o J est un
intervalle quelconque de R, et U un ouvert de E. Il suffit de remplacer alors,
dans le théoréme comme dans la démonstration, les voisinages de t, par des
voisinages de ¢, relativement & la topologie de J.

e Cas particulier. — Soit f : D — E continue, telle que 4, f existe et soit
continue; &, f est ainsi bornée au voisinage de chaque point, et d’aprés le
théoréme des accroissements finis (III.8.1.3, 1°) 1 est localement lipschitzienne
en la deuxiéme variable. En particulier :

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique dés que f est de classe C! sur
Pouvert D.

2° Extensions du théoréme. — a) Considérons I'équation d’ordre n résolue :

yW= oy, Ly ()

On sait qu'elle se raméne a I'équation du premier ordre ;
Y'=F(t ¥)

enposant Y = (¥o, .. ., Yo} € E"et F(t, V) = (¥, - - . Yy 1o f (6 Vo - - oY 1)b
En munissant E*® de I'une des trois normes classiques sur un espace produit, on
verifie aisément que F est lipschitzienne (resp. localement lipchitzienne) en la
deuxiéme variable si et seulement si f l'est en le n-uplet des » derniéres
variables (1}

Nous retiendrons en particulier que le théoréme de Cauchy-Lipschitz
s’applique 4 Péquation () dés que f est de classe C! sur un ouvert Dde R x E",

b) Considérons 1"équation :
9.y, y) =0

ol g est de classe C! sur un ouvert D de R x EZ2 Soit (¢, yo) € R x E tel que
I'équation g{tg, v, N) = 0 admette des solutions, et soit n, 'une d'elles. Si
849(ta, Y. No) € Isom (E, F), alors, par application du théoréme des fonctions
implicites, on peut ramener 1'équation & une équation résolue p' = h(t, y), avec h
de classe C', (4 condition de ne chercher que des solutions de classe C).

Sous ces conditions, il n'y aura donc, au voisinage de t,, Qu'une solution
vérifiant (ty) = yg €t @'(to) = Mo, €t cette solution est de classe CZ, d’aprés
4.1.1, 4%,

Le lecteur étudiera de méme g(t, y, ¥, - .., ¥™) = 0.

(1} Le rapport n'est pas forcément le méme, sauf si & = 1.
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REMARQUE. — En tant que théoréme d'existence, le théoréme de Cauchy-Lipschitz est un
théoréme local. Par contre le résultat de 4.2.1, 2° avait un caractére globai.
Etudions, par exemple, y' = y* au poiat (ty, ¥5) = (0, 1). Cherchons un cylindre de sécurité en
{0, 1) du type ii) car y — ) est lipschitzienne sur toute partie bornée de ®. [l faut trouver r ot M tels
que |t| < r/Metiy — 1} < rimpliquent y* < M. En écrivant |y| € r + 1, il vient{r + 1) € Met
r

donc || =% . Or
(r+ 1 r+ 1y

est maximum pour » = 1. On en déduit le cylindre de sécurité

[— Z, ; % [0, 2]. On peut affirmer I'existence et ['unicité d'une soiution définie sur f — 1/4, + 1/4],

4 valeurs dans [0, 21. 1
Mais ce procedé ne fournit pas (2 soiution maximale qui est ici ¢ —

sur ] — oo, 1[.
1—«¢

4.3. ETUDE D'EQUATIONS PARTICULIERES

4.3.1. Intégration des formes différentielles exactes

1° Rappel. — Soient E un espace de Banach et U un ouvert de E. On appelle
forme différentielle de degré 1 sur U toute application @: U — E’, on E’ désigne
le dual topologique #(E, K) de E. C'est ainsi que, si f- I/ - I est une
application différentiable, df: U — E’ est une forme différentielle de degré 1.
Rappelons que E', comme tout espace Z(E, F), est muni de la norme
llull = ”s}:p] [u(x)), et que muni de cette norme, E' est complet (I est). Cela permet
x]| &

de parler de la continuité ou de la différentiabilité d’une forme différentielle de
degré 1.

DeFmNimIoN. — Une forme différentielle de degré |, w: U — E', est dite
exacte si et seulement s'il existe une application différentiable f : I/ — K telle que

o =df.

Si U est connexe, et o exacte, les applications f telles que @ = df sont
déterminées a une constante additive prés (I11.8.1.3, in fine).

2° Dans tout ce qui suit, nous supposons E = R"; nous avons donc E' = E*,
(on se ramene a ce cas dés que E est de dimension finie).

Notons (dx, ..., dx,) la base duale de la base canonique de B". C'est une
base de E* Toute forme différenticlle de degré 1 s’écrit (111.8.1.5, 4°):

YxelU ofx)= Y afx)dx,
i=1
et, abréviativement ;

0= 3 adx

i=1
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avec ¢;: U — R On a alors:

VxeU VYh=(h,..  h)eR" olx).h=Y alxh

Remarquons que o est continue (resp. de classe C¥) sur U si et seulement si
chaque g Pest.

3° Condition pour gu'une forme différentielle de degré 1 soit exacte.

TueorEME I. — Soit w = ) a4; dx; une forme différentielle de degré 1, de
i=1

classe C! sur U. St o est exacte,

da; da
¥i(i, j) & N2 =—L

. i
5i @ = df, alors pour tout i: g, = a—f et f est de classe C2. L’égalité,
X,

pour i # j, résuite du théoréme de Schwarz'. (II1.8.2.4, 2°), O

THeorEME I {PoiNcarEy — Soient U un ouvert de R", étoilé par rapport 4 un

de ses points, et = ) a, dx, une forme différentielle de degré 1, de classe C' sur
U. Sis =t
V(' _} NZ aai _ 301
b E ox; ox;
alors o est exacte,

Les parties étoilées d’un espace vectoriel ont été définies au II1.3.1.1, 6°.
— Supposons d'abord U étoilé par rapport 2 0. On a donc, pour tout x € U
et t e[, 1], tx € U. La continuité de w permet de poser:

1
Vxel f(x) =I w(tx).x dt
]

Lapplication (t, x) —g{t, x} = o{tx).x est manifestement continue sur
{0, 1] x U, et donc (111.8.1.8, 17} f est continue sur U.

D’autre part, de ¢(t, x) = ) xaftx), on déduit:
i=1

do .. da;
6_xi{t’ x) = atx) + rgl xjg;i(:x}

d . .
On constate que ‘}_cp est continue sur [0, 1] x U, et on en déduit que [ est
(x"

de classe C' {I11.8.1.8, 2°).
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. da; Oa
Enfin, en utilisant — = —, on remarque:

dx. Ox

i J

do _a
o (t, x) = T [ta;(tx)]

et donc:
) 13 -
a—f(x} = J = (x, ) dt = [ta(tx)];-o = afx)
X o 0%
Ainsi f est de classe C? et @ = df. O

Supposons maintenant U/ étoilé par rapport a x, € U et considérons @,
définie sur U — . x, = U/, par:

VxelU, yx)=o{x + xp)

On constate que my vérifie les hypothéses du théoréme, U/, étant étoilé par
rapport a 0. Il existe donc f,: U, - R, différentiable, telle que ®, = dfy. En
posant :

VxeU f(x) =folx — xo)

on définit 1 U — R, différentiable, telle que @ = df. O
yz X:
EXEMPLES. — a) Sur R, considérons wix, y) = dx + dy. Ici w est de classe
(x + pp (x + yp

C* sur chacun des ouverts:

U= {x,)) e Rx + y > 0} U, ={(x. peR3x + y < 0}

qui sont convexes, donc étoilés par rapport 4 chacun de leurs peints. Ennotantw = adx + hdy,an
a:
da ob 2xy
—xy) ==y =
dy ax

(x + 3°

Déterminons sur chaque U£i € N,) une application différentiable f; telle que & = df,.

af; 2
Ona:—ix, y =
ox {(x+
i=2de] —y, + x[sii=1 Onen ure, en utilisant des primitives :

- Pour y fixé, cette &galité est vraie pour tout x de ] — oo, — y{si

yl
+ @y
¥

fl‘(xa J’J =
x

(La «constante » dépend naturellement de y; on I'a notée ¢;(¥)).
2
Pour tout x fixé, @{y) = filx, ¥) +

et donc ¢; est continue et dérivable {sur }— o0, — x[

X+ ¥
sii = 2;sur]— x, + oofsii = 1) Ceci étant vrai pour tout x, g, est continug et dérivable sur R, Par
dérivation on trouve:
o, ¥+ 2xy
VyeR ip) = —(xp)+ — =1
ay x+y
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Finalement, il vient:

fx oy = +k, keR (ieNy)

X+ Yy

REMARQUE. - wmestexactesur U7 = U, o U, bien que U ne soit £toilé par rapport 4 aucun de
ses points. Notons également que si o = dfsur U, fn’est pas définie 4 une constante additive prés, car
on peut avoir k, # k, (I/ n'sst pas connexe). D'autre part, nous avons:

xy !
= | w{tx, ty).(x, y) dt
x+y o
mais cela ne peut étre utilisé pour déterminer f
- ¥ x iopr e ,
b) Soit o{x, y) = dx + dy; @ est une forme différentielle de degré 1 sur
X2 + )2 x? 4yt
U = R}{{0, 0)}. U n'est é10ilé par rapport 4 aucun de ses points, En écrivant @ = a dx + bdy,on
da Ob
vérifie aisément — = —,
dy dx

Supposons qu’il existe f: U — R, différentiable, telle que o = df. Soit g: B x R U
l'application de classe C™:(p,®) — {pcos B, p sin B); posons F = f - g. Alors

dF{p, 8 = dfip cos 6, p 5in 8) « dg{p, O).

On vérifie aistment dF(p, 8) = db, R x R étant connexe, il en résulte F(p, 8} =8 + k, od
keR,etdonc ¥pe R® ¥8cR f(pcosB, psin®) =@ + Kk,

Cette égalité est impossible, pour des raisons de périodicité; e n'est donc pas exacte.

8i gy est un difféomorphisme induit par g d'un ouvert ¥V = R% x Rsurunouvert ' = U, alors
la restriction de @ & U est exacte (prendre f = ¢ = gg ', oul ¢ est la deuxiéme projection de R% x R

sur R). Par exempte on peut prendre U = R* x Retf(x, y) = Arc tg{ou encore U' = R¥\J, avec
x

I={(x0eRxeR_}etfix,y) = 2Arc1g S (cf. 111.8.5.5, 3°, exemple).

VPP 4x

4° Intégration d'une forme différenticlle exacte.— DEFINITION. — Soit

® = Y g dx;une forme différentielle de degré 1 sur l'ouvert U de R". On appelle
i=1

solution de I'équation :

Y a{x)dx; =0

i=1

toute application dérivable ¢ = (¢,, ..., ¢,): I — R" ol [ est unintervalle de R,
vérifiant:

Yeel (pt)el) A (Z afoD)i(t) = 0)

i=1

Ce probléme se résout simplement lorsque w est exacte. En effet, siw = djf,
on constate :
M

d
L alolneln) = (< )1

i=1
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Les solutions sont donc données par f - @ = k (ke R).

REMARQUE — Géométriquement, les soiutions sont les arcs paramétrés dérivables dont le
support est inclus dans I'hypersurface {x € R"|f(x) = k}. Si on cherche ies arcs passant par un point
donné x, € U, k est uniquement déterminée; k = fix,).

ExeMPLE. — Etudions, dans R: 2xzdx — 2yzdy — (x* — p) dz = 0. Ici o n'est pas une
forme différentielle exacte. Plagons nous d'abord dans I'un des ouverts U, = {(x, y, 2) e B3|z > 0}
ou U, = {(x,y, 7)€ R*|z < 0}. On peut alors écrire 'équation sous forme équivalente:

2x 2y xt — yt
—dx — —dy - - dz =0
z z z
P
qui donne immédiatement =k; (ieR;)

z
Notons d’auire part que tout arc dérivable tracé dans le plan z = 0 répond i ia question.
Il reste 4 « raccorder » les différents arcs obtenus, ce qui peut se faire d'une infinité de maniéres.
Une étude plus poussée est du domaine de la géométrie.
REMARQUE. — Le facteur 1/z% qui a permis de se ramener a une différentielle exacte est appelé

facteur intégrant. La recherche systématique d’un facteur intégrant pour une équation & = 0 ne sera
pas abordée.

4.3.2, Application aux équations différentielles
1? g) Considérons I'équation différentielle :

alt, y} + y'hit, y} = 0 (1}
a et b éant des applications d’'un ouvert U de R? dans R, telles que
o = adt + b dy soit une forme différentielle exacte. Posons o = df.

Une application dérivable ¢: 7 — R est solution de (1) si et seulement si:

d d
Viel a—f(!, ¢{t) + (P’(f)—f(fu o) =0
t dy

$oit encore:
d
Viel — fTt,oit)] =0
@ ST elt)]
ce qui sécrit;

Yeel flt,ot]l =%k (keR).

Les solutions de (1) sont donc toutes les applications dérivables sur un
intervalle, dont le graphe est contenu dans:

I, ={{tNeUlfit,y) =k}
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dy .
REMARQUE — On écrit (1) sous la forme aft, y) + d_ b(t, ¥y = 0 puis symboliquement sous la
t

forme:

aft, yyde + bie, y)dy = 0 )

On est ainsi ramené au probléme du 4.3.1, 4°. Mais on notera que les solutions de (1) ne
fournissent pas toutes des solutions de (1), Par exemple si b{t, y) est nul pour t = tg, quel que soit 3,
{(t, ¥) € Uir = 1,} est le support d'une solution de (1°), mais ne saurait contenir le graphe d'une
solution de (1).

b) Probléme de Cauchy. — Proposition. — Seit © = adt + bdy une
forme différentielle exacte, continue sur ouvert U/ de R2, et soit I'équation
différentielle :

aft, y) + y'b(t,y) = 0 (1)

En tout pqint (t, yo} € U tel que b(t,, yo} # 0, il y a unicité locale pour le
probléme de Cauchy. Si pour tout {t, y)e U, b(t, ) # 0, il ¥ a unicité pour le
probléme de Cauchy en tout point (t,, yo) e U,

— Posons @ = df. Remarquons que f est de classe C'. On cherche les
applications dérivables @ : I — R qui vérifient:

veel f(1, o)) = f(tg, yo)

)
Comme a—(ta, Vo) = bltg, yo) n'est pas nul, le théoréme des fonctions
14

implicites nous assure 'existence d'une solution, ainsi que i'unicité locale.

— Supposons de plus: ¥(¢, v)e U b, y}# 0. Soient ¢ et { deux solutions;
notons f I'intervalle intersection de leurs intervalles de délinition. Par continuité,
A = {t e lpl(t) = (1)} est un fermé de I, contenant ¢,. Soit ¢, un point de 4 ;
posons @(t;) = Y(t,) = y,. Comme b(t,, y,} # 0, il y a unicité locale_pour le
probléme de Cauchy en (t,, y,), ce qui monire que A4 est un ouvert de I; I étant
connexe,ona A = [. O

REMARQUE. — Les hypothéses de cette proposition correspondent au cas o 'on peut mettre (1)
sous forme « résolue » (au moins localement). Nous n’avons cependant pas les hypothéses voulues
pour appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

¢) Exempe. — Frudions: t+y+{t—yy =0 1TI¢i U =R>. Nous avons:

alt, y) = (t + yldt + (¢t — y)dy = df(e. y)
Il I |
avec fit,y) = ——3—— + ty

Les solutions sont données par: 2 — y* + 2¢y = ¢ — y% + 24 ¥y

Le lecteur constatera que si(fq, yo) € R? vérifie f, # ¥4 il y a unicité (pas seulement locale); que si
Y& — 214¥g — 13 = Ola solution maximale est définie sur B. 81 v, = 1, il n'y a aucune solution pour

to # 0, et il y a deux solutions maxirnales pour 5 = 0, {t +— (1 + \/EJ: ett (1 - \/2]:}‘
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2° Equations a variables séparables. — 4) Soit I'équation différentielle,
dite d variables séparées:

a(t) — y'b(y) = 0 03]

oi a@:J,» R et b: J - R sont continues. Les solutions ¢: I -~ R sont
obtenues, comme au 1°, de maniére implicite par:

.f a(u) du — J‘r blu)du = Q.
o Yo

Posons ;

B(y) = ‘r Bu) du et Afr) = J‘ a(u) du.

Yo o

Si nous supposons que b ne s'annule pas sur J, elle y garde un signe constant
(par continuité) et donc B est strictement monotone. Ainsi on peut écrire
@(t) = B~ (A(f)). 1l y a manifestement unicité pour le probiéme de Cauchy et la
solution maximale est définie sur A~ “(B(J)).

REMARQUE. — Si on suppose sculement &y, # 0, il ¥ a unicité locale pour le probléme de
Cauchy.

b) Plus généralement considérons ’équation différentielle
a(t)e(y) — yb(y)d(t) = 0 3)

qui est appelée équation d variables séparables.

On se raméne au cas précédent en se restreignant a des intervalles on
c(y) # Oetd(t) # 0.

Notons que s'il existe y, tel que e(yg) = 0,les fonctions constantes £+ pg
sont solutions. Ensuite on « raccorde » les différentes solutions en s'inspirant de
lexemple traité au 4.1.2 (il s’agissait d’'ailleurs d’une équation a variables
séparables).

3° Equations incomplétes. — On appelle ainsi les équations des types:

) f,y)=0; flyy)=0 5)

ou f est une application continue d'un ouvert U de R? dans R.
— Si ces équations sont « résolues » elles s'écrivent

@) y =gy, ¥y =gy (5
(4') se raméne a une recherche de primitives; (5') est 4 variables séparabiles,

(l'exemple du 4.1.2. était de ce type).

— Cas général. — a) Etudions f(r, '} = 0. (4)
On considére 'ensemble T = {(X, Y)e R?|f(X, Y)= O} et on suppose que
I’on peut le « paramétrer ».
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Plus précisément on suppose connue une surjection, T — (u(1), v{1)), d’un

intervalle J de R sur I, u étant de classe C! et v continue.
o Sipour tout 1 e J, ¥(t) # 0, uest un diffeomorphisme; on effectue alors

dans (4) le changement de variable t = u(1). Soit : I — R une solution. On a:
Ytel fit,¢'(t)) =0,etdonc: Vel Ired (t = ult)) A (¢(t) = vft)). u étant
bijective on a T = u~!(t), et en posant Y(t) = ¢ o u(z) la relation @(t) = v(z)
s'écrit §'(t) = u'(1) vl1).

Réciproquement, toute solution ¥ de §'(t) = ¥'(t)v(t) fournit la selution
o =Youl

& Siu'(1) peut s'annuler, on raisonne localement, au voisinage des points ou
witg) # 0

REMARQUES. - a) Géométriquement, les points de I' & tangente paralléle & l'axe des ¥
correspondent 4 des points o u'(1,) = 0. On notera qu'en ces points on ne peut pas appliquer le
théoréme des fonctions implicites pour se ramener 3 une équation « résolue ».

b) Dans la pratique, on opére ainsi: on paramétre (4) part = wit), )’ = vft);d’oudt = w'{t)dret
dy = ¥ dr =ri{t){t} dt et on résout: dy = o{thu'(t) dz.

ExemeLe. — Etudions Péquation incompiéte ; a’y? — 131 + y?) = O{a e R},
Remarquons que 3’ = Osietseulementsit = 0. Sinon ona:(/ay)? + (t/a)* = 1,cequi permet
de poser:
t/ay =cos® t/a=sinB

En définitive, on a le paramétrage:

R r 3
t=asingd, y=1tgh Oe|-—- u
22 22

{on récupére ainsi le point ¢ = 0, v = 0, mais 8 ne décrit pas un intervalle.)

TR
Ik vient: dt = 2cos 8d8, dy = tg 8 dt = a sin 8 d6 et donc, sur chaque'intervalie ]— ; 5[ et

Zt

t=asinB, y= —acosb+k (keR).

R
Comme B —-a sin 8 est un difféfomorphisme de ] - 51 EI: sur ] — a, + a[, on en déduit des
solutions définies sur 'intervaile maximal ]~ a, + a[(|t| < aest évident sur I'équation). On obtient

® 3n
également des solutions sur ] — @, + af avec @ ¢ ]? ?[ On explicite ces solutions en Ecrivant :

[ E I t x 3n
8 = Arcsin - (siee]——. —D ou O =n— Arcsin- (sias]—, D
a 2 2 a 2 2

D'olr:

9, (1) =k, — Ja’ —t (te]—a, + a[}
@, = ky + Ja* — 2 (tel~a, +al)

Inversement, si ¢ est une solution.qp: f - R, ona

¥tel t=asind gn=tgh
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Sur I ~ A% ou sur I nR®, ¢'(f)/t garde un signe constant (*) et @ reste dans 'un des inter-
valles ] — n/2, nf2[ ou ]nf2, 3nf2[. La restrictionde @ 41 m R% oud I n B* est donc une restriction
de v, ou ¢;. On en déduit aisément toutes les solutions de 'équation.

Les solutions du type ¢, ¢, sont représentées sur les figures 8 et 2. On dit quelquefeis que les
cercles de rayon a centrés sur Oy constituent la famille des « courbes intégrales ». La figure 10
représente quelques solutions possibles, qui montrent le danger de ce genre-d'abus.

1l o'y a, bien sdr, aucune unicité (méme locale) au probléme de Cauchy.

|

FiG. 9.
REMARQUE. — Si ¢ est une solution de f(t, ') = 0, toute fonction © + k (k € R) est solution.
Mais deux solutions ne différent pas forcément d'une constante (<f. fig. 10).
b) Etudions:
fp.y)=20 (3)
Supposons encore que 'on peut paramétrer I' = {(X, Ve R|f(X, ¥) = 0}.

Soitt > (u(1), v(1)) une surjection d’un intervalle J de R sur I', u étant de classe
C! et v continue.

e Supposons d’abord que u est un difffomorphisme et que v ne s'annule
pas. Soit ¢: I — R une solution. On a:

Viel 3Jred (p(t) = wT) A (@'(t) = vit)

) En eflet o', qui ne s'annulle pas, garde un signe constant (d’aprés le théoréme de Rolle, p est
injective et donc strictement monotone).
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vi

F1

Fic. 10,

Sous les hypothéses faites,on adonc T = u~'(¢(t)). Posons h{t) = u~ *(p(t)).
Il vient : ,
H(t) = fP(f) _ U'(h(f})'
wh(e))  w(h(t)

h est donc solution de I'équation différentielle, d’inconnue t:

Tu(t) = o(7) (6)

qui est 4 variables séparables. Comme (1) ne s'annule pas, on sait trouver ses
solutions,
Inversement, pour toute solution h de (6), @, définie par o(t} = u(h(t)) est
solution de (5).
® Si les hypothéses ne sont pas réslisées, on raisonne localement au
voisinage d’un point 1, tel que u'(ty) # 0 et v(ty) # O

REMARQUES. — @) Dans la pratique, on opére ainsi: y = a(t), y = d1). D'od
dy = u'{t} dt = vit) dr.

b) Sl existe 14 tel que v{tg) = U,(6) admet la solution constante t —s1,. Elle correspond 4 la
solution constante § —u(1,) de {5). Dans un tel cas, il y aura des problémes de raccord de solutions :
voyons cela sur un exemple.

EXeMPLE — Etude de léquation: y* + y2y'? = 4* (2 € R%)

— Aucune solution ne pouvant s’annuler, hous supposerons (i, y) € R x BY; I'étude dans
B x R* s'en déduira par changement de y en —y. Deux solutions de chaque famille ne pourront se
raccorder, 4 cause du théoréme des valeurs intermédiaires,

L4
— On paramétre par y = acosd, y =tgh, BE]— —,—[. On écarte les points ol
22

d
—(2cos®) = 0, soit 8 = 0 Cela revient 3 se restreindre A (¢, ye R x ]0, al.
do.
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On obtient alors dy = — asin@dé = 1g8de. Comme tgf £ 0, df = — acos8df, d'od
t=—aqasin® + &
Les solutions sont données paramétriquement pat:

T
—asin® + k, GE:I‘- 50[

=
y =acosh, t= —asin® + k, GE]O,—[.
2

¥y = acos, t

que l'on peut, lorsque ¢'est nécessaire, expliciter sous la forme: @) = J at —(k, -1} (feNy)
avec:
telk, k, +af pour i=1 telk,—a k[ pour i=2

— Notons enfin que la solution @ = 0 de — asin 9 d8 = tg 0 dt correspond 2 la solution
canstante ¢ +—a.

~ Nous rassemblons graphiquement les résultats, en indiquant quelques selutions possibles.
La encore, il 0’y a aucune unigcité,

Yi

]
~y

Fig. 11.
vi
1ai
0 3
Fic. 12,
V{k
1ai
0 t

Fic. 13
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REMARQUES. — a) Si @ est une solution de (S}, et k = R, t —(t + k) est encore solution, sans
qu'il v ait de réciproque.

b) Il est incorrect de dire, dans 'exemple précédent, que les cercles de rayon a centrés sur 'axe des
t constituent la famille des courbes intégrales.

4.3.3. Equations homogénes

1° Equation résolue. — On considére I'équation différentielle :

=Y
y 'f(:) (1)

ol f: J — R est continue sur l'intervalle J de R. Alors (¢, y) »—»f(%) est définie

sur un céne C de R2

Soient I un intervalle tel que 0 ¢ I, et ¢: I'— R une application dérivable.
On définit §: I — R par y(t) = o{¢)/t. On a: t'(t) + W) = @'(r). Il en résulte
que @ est solution de (1) si et seulement si { est solution de I'équation a variables
séparables:

tz' = flz) - z (2)

On notera que les valeurs z,, € J telles que f{z,) = z, interviendront dansla
discussion. Géométriquement, elles correspondent aux tangentes issues de (0, 0)

t
aux graphes des solutions ¢ | car alors ¢'(ty) = ‘DE 0)).
4]

2° Equation non résolue. — On considére:

IG y') =0 (3)

On opére, comme au 4.3.2, par paramétrage.

On aboutit ainsi & y/t = u(1), ' = v(t) (u de classe C', et v continue sur
I'intervalle J ), et on raisonne au voisinage d'un point ot 4'(ty} # 0, ce qui permet
de chercher 1 = h{t) de fagon que ¢, définie par @(t} = tu(h(t)), soit solution.

En pratique, on écrit:

¥y = tu(t) dy = u(t)dr + tw'(t)dt = v(r)dt.
On est ainsi ramené a I'équation 4 variabies séparables:
(u(t) — p(T))dt + t'{t)dr = Q.

On aura a tenir compte des solutions de u(t) — (1) = 0, qui ont la méme
interprétation géométrique guau 1°.
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U,

Fig. 14

{1 —1)#£0); 1dt + rdt =0 Pour éviter dintroduire le cas v =0 {qui correspond a
2t — 1 = 12), on rerharque que cetie équation reléve du 4.3.2, 1°, et que ses solutions sont données
par T = kit {ke R); d'olt (1) = 2k — k¥t

— Notons d'autre part que @iz} = ¢ est solution (t = 1). Enfin pour revenir &2 entier, ¢'est-d-
dire raccarder des solutions dans les divers U (i € N,), on remarquera que ¢ = 0 nécessite y = 0.

On obtient alors divers types de solution {fig. 15, 16, 17].

— Etudions le probléme de Cauchy en (ty, yo) € RL

Si {2y, ¥o) = (0, 0), il ¥ 2, localement, deux solutions {@{f) = t et @{t) = 0} mais globalement une
infinité de sclutions maximales définies sur B. Sit, = O et y, # 0, il n'y a pas de solution.

Suppasons ¢, # 0. Etudions I'équation en &:

Yo = 2k — ity {5)
Le lecteur constatera que:
Si (o, ¥o) € Uy w U4.{5) a deux racines distinctes,
Si (tg, yod € U, v U,,(5) 'a pas de racines.
Sitg = yp.{5) admet une racine double.
1l en résulte:

Si {tg. yp) € U, W Uy, le probléme de Cauchy n'a pas de solution.

3® ExeMPLE — Nousconsidérerons plus généralement des équations du typefiz, , ¥') = 0,0l f
est homogéne par rapport a (f, y). On se raméne au cas précédent par division par une puissance
convenable de ¢, ce qui introduit une singularité pour ¢+ = (. Par exemple, considérons:

(y+tyy — 4Py =0 )

En se plagant sur R x R ou R* x R, on écrit (4) sous la forme (y/t + y')2 — 4y’ = 0. En
posant y/t + ¥ = 21, on est conduit au paramétrage :

pit=21 — 1%, ¥y=1 T1eR

d

d—(21 — 1% = 2{1 — t)conduitaécartert = 1 et donc i raisonner sur I'un des quatre cOnes ouverts
1

U,li e N,) (fig. 14). On obtient: y = {2t — 3}, dy = (21 — t¥)dt + 2t{l — 1)dt d'on {puisque

Dans tous les autres cas il a une infinité de solutions et, lorsque (ty, o) € U, v U, u {0, 0)},
il ¥ a localement deux solutions.

4" Utilisation des coordonnées polaires. — Soit U un ouvert de R%\{(0, 0)}.
Considérons une équation homogéne, avec (t, y) € U, et soit ¢: I = R une
solution.
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L Y

FiG. 17,

Nous verrons au tome V qu'il existe deux fonctions u et v, dérivables sur 1,
telles que:

Yeel (t = ul(t)coswvit)) A {@(t) = u(t) sin v(t))

(il s'agit de la représentation polaire p = u{t), 8 = v(t) de larc t s {1, P(1)).
Supposons que ¢ est de classe C' (ce qui entraine que v est de classe C') et
que v'(t,) -# 0(le lecteur vérifiera que cette derniére condition correspond encore

\ (t , : : Y .,

Aty # ot . Localement v est inversible et la solution peut étre déterminée
Iy

par une relation de la forme p = g(8), (g = u = v~ ! avec un abus de notation

évident),

g sera déterminée par une équation différentielle que I'on obtient, dans la
pratique, en utilisant I'écriture différentielle; explicitons ce calcul pour une
équation du type ¥ = f(y/1).

On obtient dt = — psin0d0 + cosBdp, dy = pcos8dd + sin8dp et

pcos + p'sin@ ( ) dp)
—psin8 +pecose \P Tag)

donc ¥ = dy/dt =

L’équation cherchée:
psing + pcosd
pcos ~ psin®

fitg®)

est a variables séparables,



4.3.4 ETUDE D'EQUATIONS PARTICULIERES 179

EXEMPLE. — Considérons (t + y} + (¢t — y)y’ = 0, déja étudiée au 4.3.2, 1° ¢). En raisonnant
dans I'un des ouverts &/, = {(&, ) e RYt — y > 0} ou U, = {{t, y) € R}t — y < 0}, 'équation peut

y+i
se mettre sous la forme résolue ' = ——,
y—t
) .48 . . - , N
Nous écarterons les points — = 0, qui s'obtiennent en Ecrivant y' = y/r. On obtient ici
—_ dr —_ -
yr=1% \/2{on note quer— (1 + \/Z}ICH — {1 — /2)tsant solutions); autrement dit nous

raisonnerons au voisinage de 8, # — /8 + kn/2itg B, # | + Jz ettg 0, # 1 — J2) ce qui
permet de chercher les solutions sous la forme polaire p = g(8).
On obtient, par le calcul ci-dessus:

p’  sin 26 — cos 20

P sin20+cos2B
et p = A//|sin 26 + cos 20|
Le lecteur constatera, aprés les études de « raccordement » habituelles, que I'on retrouve les
solutions obtenues au 4.3.2, 1° ¢).

En fait, si ce passage en coordonnées polaires donne parfois des calculs simples, il introduit
souvent des discussions assez compliquées.

4.3.4. Equations différentielles du second ordre

H s’agit ici dindiquer des méthodes de calcul
explicite des solutions de certaines équations du second
ordre, o Uinconnue est & valeurs dans K. La méthode
théorique, qui conduit d se ramener & une équation du
premier ordre, ou Pinconnue est & valeur dans K2, wa en
général pas dintérét pratique pour ce probléme. 3

1° Equations homogénes en (y, ¥, ¥"). — Soit git, y, ¥, ¥") = 0 une équa-
tion différentielle, oll g est homogéne par rapport aux trois derniéres variables.
— En se restreignant aux solutions qui ne s’annulent pas, on écrit 'équation’

sous fa forme:
h (;, y ﬂ) -0 |
77 (1)

A toute fonction deux fois dérivable @, ne prenant pas la valeur 0, associons
¥ = @'/o. En écrivant ¥ = ¢*/@ — {2, nous constatons ¢ est solution de (1) si
et seulement si ¥ est solution de I'équation différentielle & inconnue z:

At z,2 +28) =0 2

Si on sait trouver toutes les solutions de cette équation du premier ordre, on
en déduira celles de (1). Pour toute solution ¥ de (2) on aura 4 résoudre 'équation
différentielle & variables séparées:

Yy = W)
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— Aprés avoir cherché si les fonctions nulles sont solutions, on procéde,
comme d’habitude, par raccordement de solutions (en n’oubliant pas qu’ici il faut
«raccorder » y, 3 et ).

ExempLE — Etudions I'équation homagéne: yy — 2p2 — 32 = 0.
— La fonction nulle est solution. - A
— Cherchons les solutions qui ne s’annulent pas: — — 2 -1 =0
' ¥y
On pose z = — et on obtient 'équation d'inconnue z:
y

¥

=222 +1

dz .
qui est 4 variables séparables. On lé&rit - = di, d’ou les solutions:
F4

wwen x50
E—egie) =tg(t — &) t—ke |- ——
22
et leurs restrictions.

Résolvons ensuite y'/y = tg{f — k) qui donne: Log [y| = — Log(cos{t — k)) + k,.
En tenant compte du fait que ¥ ne peut s'annuler, donc garde un signe constant, on obtient les
solutions:
F—pit) = —
cos {f —

{k, ke R x R*

avec t — ke ]— nf2, n/2[, et leurs restrictions.

— Ces solutions ne pouvant s'annuler, il 0’y a pas de raccordement possible avec les fonctions
nulles.

— Le lecteur vérifiera qu'it y a unicité au probléme de Cauchy (on peut le prévoir pour y, # Qen
utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz).

2° Equations incomplétes. — On étudie ici les équations de la forme:

gy, ¥,y =0 (3)

I'inconnue étant & valeurs dans R.
On se donne des conditions initiales (t4, yo, yo) € R

— Supposons d'abord y; # 0. Seit ¢: I — R une solution de (3). Comme
9'(ty) # 0,on peut, quitte & remplacer I par un sousintervalle, supposer que @ est
un difféomorphisme de I sur I’. Considérons alors = ¢’ = ¢~ ': I' » R.Ona,

pour tout ue I, ¥(u) = ¢"(@ W)¢'le ™ (w). De: '
Veel glo(), ¢'(t) ¢°() =0

on déduit, en posant u = @(1):
Vuel glu, Y(u), Wupl'(w)) =0

¥ est donc une solution de 'équation

glu, z, 22} = 0 ()
vérifiant ¥ yo} = yo.
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Inversement soient Y une solution de (4), vérifiant y(y,) = y5. €t @ un
difffomorphisme d’un voisinage J de t, sur un voisinage J' de y,, vérifiant:

Vueld Vu) = oo (W) olte) = ¥ ()
On s’assure facilement que ¢ est solution de (3) et du probléme de Cauchy
correspondant.
Or une fonction @ vérifie (5) si et seulement si elle vérifie :

Vied wol) = @t oltg) = yo.
Ii s’agit des solutions de:
Yy =¥y (6)

solutions du probléme de Cauchy en (t,, y ). En effet pour une telle solutionon a:
P®'tg) = Ylyo) = yop et done @'{ty) # 0; @ est done bien un difffomorphisme
local.

REMARQUE. — Pratiquement, on pose z = )'; en considérant y comme

variable, il vient y" dz _dz dy dz D’ou ( dz 0, ot t
il vi = — = — —Z=z— Dol ,2,z— | =0, 00 y est lo
YSa T e gy A Y
variable.

— On cherche ensuite les racines de g(v), 0, ) = {n € R) qui fourniront les
solutions constantes.
— Ensuite .on achéve par raccord de solutions.

EXEMPLE. — Reprenons yy" — 2y’ — y? = 0 en la considérant cette fuis comme équation
incompléte.

— Les solutions constantes sont les fonctions nulles.
~ Raisonnans au voisinage de (tq, yg. ¥g), avec yg # 0.

dz
Nous devons résoudre yz d—- -2 -yt =0

Il s'agit d'une équation homogéne; le lecteur vérifiera que les solutions sont
’ —_—
y -y =kt (keR?)
k

Nous sommes donc ramenés a:
l -
y = ;y\/y’ - i

1 R
ot k est choisi de sorte que yp = — y, +/¥3 — k%, Comme ¥, # 0,0nayi — k* # Oeton peut donc
séparer les variables: k

kdy

—— =t

¥ yz - k:

On en déduit aisément, par une quadrature, les solutions
&

t P—-l(p{f} s -
sin (¢ — k")
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— Ces derniéres ne pouvant s'annuler, il n'y a pas de raccord possibie avec les fonctions nulles
{k', k") e B* » R étant arbitraire, on retrouve bien les solutions trouvées an 1°

REMARQUE. — Soit y" =f(y,¥) une équation incompléte et résolue. En posant
Flyo v1) = (¥, f(ye y1)) €t ¥ = (3, ¥) on se raméne & ¥’ = F(Y), ¢quation incompléte du premier
ordre, ol l'inconnue est 4 valeur dans B? {cf. exercice 4.3).

4.4. CALCUL APPROCHE DES SOLUTIONS
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

4.4.1. Position du probléme

On se donne une équation différentielle, que 'on suppose de type résolu :
y=ft.y (1)

ot la fonction inconnue y est 4 valeur dans R?,

On suppose que, pour des conditions initiales (¢4, y,) données, il existe une
unique solution maximale au probléme de Cauchy en (t5, o). On note
@ : I - R” cette solution, I &tant un intervalle de R (¢t el).

On peut alors se poser différents problémes :

— Une valeur t €I étant donnée, évaluer une valeur approchée y de @(t) et
donner un majorant de [|o(t) — y|.

— Une subdivision t,=a <t <..<t,=b d'un segment [g b]lc]
étant donnée, déterminer des valeurs approchées yq, ... ¥, de ¢(tg), ..., ¢(t,).

A. ces valeurs approchées, on associerd généralement I’application continue
et affine par morceaux y : [a, b] — RF vérifiant y(t,) = y,pour touti. Clest cette
application que I'on utilisera pour une représentation graphique approchée de la
solution. Le calcul d'erreur consiste alors en la recherche d’un majorant de

Sup |le(t) — V(.
te[a,b]

REMARQUE. — Rappelons que les équations différentielles d'ordre supérieur 4 1 se raménent 4
des équations d’erdre i par choix judicieux de I'inconnue {¢f. 4.1.7, 3°). Ce qui suit s'appliquera donc
aussi A ces équations.

4.4.2. Algorithme d’Euler

1° Méthode. — L'idée de départ est trés simple. Soit he R . Si h est «assez
petit», alors oty + h) est voisin de @(tg) + ho'(ty); yo et @'(ty) = fltg, Vo)
sont connus.
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I¥ou lalgorithme, dit d’Euler, permettant de calculer des valeurs
apprOChées Yis vois Vi de t'p(tl)a b} q)(rn] :

{ vy =4+ h
Yier =y + B, y).

On notera que % peut étre choisi de signe arbitraire, ce qui permet de décrire
un segment quelconque contenant ¢,.

2° Pratigue. — Soit [a, b] un segment inclus dans I (g =t,). Pour
représenter graphiquement la solution ¢ sur [a, ¥], {(ou pour calculer
une valeur approchée de (b)), on choisit un pas h = (b — a)/n (neN*);
h doit étre suffisamment petit pour assurer la validité de I'approximation
O+ 1) = o{t) + ho'(t,), et pour justifier 'approximation de ¢ par une fonction
affine par morceaux (dépend de la résolution de I'écran employé); mais il ne faut
pas que n soit trop grand pour ne pas allonger le temps de caleul et pour éviter
'accumulation des erreurs a chaque étape,

Le choix effectif de la valeur de n nest donc pas toujours évident.

Le théoréme suivant va nous montrer que, si 'on néglige les erreurs dues
au calcul, la méthode «converge», ce qui signifie qu'on peut choisir n assez
grand pour que l'erreur soit aussi petite qu'on le désire. L'influence de la
«propagation » des erreurs d’arrondis est beaucoup plus délicate a étudier; on
peut la constater expérimentalement.

3° TutoreME. — Soient D un ouvert de R x R?, f : D — R’ une application de
classe C', et Péquation différentielle :

y=[fty {1

Soit P =1[a b] x By(yo, 1) = D. On suppose quiil existe des réels
strictement positifs k et M tels que :

Ve yeP IfeylsM

i) V{t, yeP V(I y)eP |fit. ) — . yM <k(t—¢1+ 1y -y

iiiy b —a < rfM.

Alors il existe une unique solution ¢ de (1) dont le graphe soit inclus dans P et
qui vérifie o(a) = y;.

SoitneN* h=(b— a)/n,ett; = a + ih pour i =0, ..., n. On définit (¥;);.n,
par la récurrence y;., = y; + hf(t;, y;) et ¢, désigne I’application continue et
affine par morceaux vérifiant @,(t;) = y; pour tout i {0, .., n}.

On a alors la majoration :

vie[a, b] () — @, 0] < (M + 1) — 1)(b — a)/n
¢t en particulier (p,),.y converge uniformément vers ¢ sur [a, b].

— Pestun «cylindre de sécurité » pour (1) et f est k-lipschitzienne en y sur

P. L'existence et I'unicité de ¢ en résulte (4.2.1, 2°).

— Soit (&) 'assertion « y, est défini, et ||y, — yo || < irfn». (o)) est vrajff.
Supposons («;) vraie (0 < i € n — 1). [len résulte (¢;, y;) € P,donc y;, ; est défini.
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D’autre part -
¥is1— Yol & yies — ¥l + 1y — Yol
Or:

[¥iser — yill = If@t, pil S Mb—a)n<rin et |y, —yoll €ir/m,
donc : Ipier — Yol S+ Drfn; (o4, est vraie.
Ainsi la suite y, ..., y, est définie par récurrence.
— Notons & = Sup [¢(8) — ¢.(8)], (gg = 0).

Pour te]t,, t.-+1‘E:'glr‘: a: @'{t) = f(t, o(t)) et @u(t) = f(t;, yo): doun:
lo (1) — @x(e}ll < k{jt — & + lo(t) — »:l)-
Or: lo®) — yll < o) — o)l + llo) — @, )-

Par ailleurs o’(t) = f(t, @(z)); ¢ est donc M-lipschitzienne sur [a, b]. Ainsi,
pour tout ¢ de J¢, ¢4, [, |o{t) — y:|| < Mh + g; et donc :

19 () — Qu(t) || < kh + k(Mh + &).
Par application de l'inégalité des accroissements finis, il en résulte :
lp(t) — a0 < k(M + 1}h* + khe; + @) — 0,{t)]-
D'ou :
Ve[t tiyr] 90 — 901 < k(M + DA* + (1 + kh)s,
relation qui est encore vraie si te[t,, t;]. On en déduit :
g1 S k(M + DA + (1 + kh)e,
et par récurrence, compte tenu de g, = 0 :
g <EM+ D1+ + kb)) + . +(1 +kh) 1],
D’ou finalement :
g, S (M + DAL + k)" — 1].
Enfin en utilisant 1 + ¢t ¢’ (teR) et nh=b — a, il vient :
vtela, ] |lo@) — @0 < (M + et~ — 1](b — a)/n. O

4.4.3. Algorithme de Runge Kutta

1° Le majorant obtenu ci-dessus pour I'algorithme d’Euler laisse prévoir

une convergence assez lente. Il existe d'autres méthodes, basées sur le méme
principe, mais dont nous ne ferons pas la théorie ici. Citons en particulier un
algorithme, dit « de Runge Kutta», dont la programmation est simple, et qui est
trés efficace :

ko= hf(t, yi) kyi=hf(t; + /2 y; + ko s/2)

kyi=hf(t; + 12, yi + ky :{2) kai=hf(t; + b y;: + k3 )

Vier = Y+ ko + 2ky i + 2y i + Ky 3)/6.
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On démontre que, pour des fonctions suffisamment réguliéres, un majorant
de Perreur est ici en O(1/n*) (2 comparer an O(1/n) de la méthode d’Euler).
2° ExempLE. — Considérons I'équation :
4 -y +ty=2

On appliquera les méthodes d'Euler et de Runge Kutta aun calcul de ¢(1), ot © est Ia solution
maximale qui vérifte @(0) = 1. Or la solution de cetie £quation linéaire est :

t+ /412

ol = 3

Nous pouvons donc évaluer ici Perreur commise . Le tableau ci-dessous fournit les valeurs de &
pour différentes valeurs du nombre n d'itérations.

n Euler Runge Kutta
10 -1331072 8,07 10-9
100 —1321072 81 1072
1000 —1321074 -5 10-13

4.4.4. Exemple d’étude graphique d’une équation
différentielle scalaire

PrOBLEME. — Etudier Iéquation différentielle :
V=fuy (1)

ot { est l'application (t, y) v y* — t, de classe C*, de Fouvert R x R dans R,

It sagit d'une équation du premier ordre résolue, 4 laquelle s'azpplique le théoréme de
Cauchy-Lipschitz du 4.2.2, 1°: pour tout (¢,, y,JeR x R, il existe une unique solution maximale
de (1) qui prend la valeur y, au point t4; elle est définie sur un intervalte ouvert de R et de classe
€=, il existe donc une unique courbe intégrale maximale (et abrégé nous dirons « une unique ¢.i.»)
de (1) qui contient le point (t,, v,).

{1) est une équatjon de Riccati (¢f. 5.3.2), mais I'on n'en connait pas de solution particuliére, et
I'on ne sait donc pas e¢n exprimer les solutions au moyen des {onctions élémentaires.

Nous allons montrer que, cependant, on peut tracer ala main les c.i. dans un repére orthonormé
(0; i, j) de & x R affine euclidien. En fait les tracés sont laissés au lecteur qui pourra comparer les
courbes obtenues aux c.i. de Iz fignre 18 (qui ont été fournies par une machine),

® 1° [Isoclines. — Pour me R danne, I'ensemble des points des c.i. « 4 tangente de pente m» est
la parabole #,, dont une équation est y? = ¢ + m. Le lecteur constraica #,.

@ Ensemble # des points d'inflexton des ci. — En chacun de ces points on a nécessairement
¥ =0. Inversement en tout point d'une ¢i. on a y”" = 2yy' — L et y* = 2y* + 2py". En un point
ol y" =0, on a donc y" =2y? et y" >0 (puisque y" = 0 exige 2yy’ # 0); il s'agit d'un point
d'inflexion (U'arc de ¢i. étant dailleurs concave « 4 gauche » et convexe «4 droite »).

Une équation de # est ainsi : 2p(y? — ) — 1 =0,

Aucun point de S n'ayant une ordonnée nulle, on construit J au titre de courbe t = g{y),
yeR*, avec : .

g =y — 12y dg/dy =4y’ + 1)/(2y?)
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Ennotant y; = — 4™ Y3 = —0630et¢; = 1,19, 0na:

¥ — a0 M 0 + o0

o) \ / / + o0

ty -m

On note & = ., u.f_, ol Jf, et #_ qui correspondent respectivement 4 y > Oeta y <0,
admettent 'Ot pour asymptote et &, pour parabole asymptote (en se situant « au dessus de 2 »).

@ Régionnement. — On utilise la partition de R x &\ (#, v #) en quatre ouverts de R? que
I'on note :

(+, +) «au dessus de #,»;, (+, —) «entre S, et Fy»
{—, —) wentre P, et F_», (—, +) «& lintérieur de F_»

de facon i indiquer les signes, fixes, de ¥ et y" dans chacun de ces cuverts {faire une fHigure).

® Les cd. I, acR* A tout point {a,a)e.#, avec a#0 et a=a? — 1/{2a), on associe
la ci [, qui contient ce point.
Les pentes des tangentes a T, et # en (e, ) sont :

m, = 1/20); p, =224 +1) si «#y, (oo sinon)

On constate m, # |, : «I traverse & » en (a, o). Le lecteur tracera des croquis indiquant les
positions relatives et les concavités de T, et 7 au voisinage de {(a, «).

2° Construction de la c.i. C associée & la solution maximale @, Soit D I'un quelconque des quatre
ouverts introduits au °. On suppose que € contient un point de D ¢t on nate € = Cn D. Alors
¥ représenie une restriction Y de @, monotone et soit convexe soit concave, qui est une solution
maximale de y' = y* — t drudide sur I'ouvert D,

D’aprés le théoréme et le complément du 4.2.2,1°, {f est définie sur un intervalle ouvert Ja,b[
de R et Y étant monotone :

L Si acR et si, au voisinage de a, ¥ est croissante €t minorée {resp. décroissante et majorée)
alors il existe o = 1im Urlt), e R, et le point {a, o) appartient & C et a4 fr D; il est dit extrémite

gauche {non atteinte) de ¥.

II. Si acR et si, au voisinage de a, { est croissante et non minorée {resp. décroissante et non
majorée) alors € admet la droite d’équation t = a pour asymptote.

IIL. Sia= — oo, il y a lieu d’étudier une branche infinie de €.

Mutatis mutandis, on fait les mémes contestations pour b.

eCosod D=(—,+) — Ona:— /t <) <0 pour tout ze]a,b[.

— iciaeR, et on est dans la situation {. On dispose de l'extrémité gauche {a,@)e C nF _ de
FionaC=I,a<

— On ne peut avoir be R car ¥ admettrait I'extrémité droite (b, f)e CnF _;onaurait € =Ty
et, au voisinage de b (et & gauche), ¥ serajt dans {—, —) ce qui constituerait une contradijction.

— On a donc b = + x. En utilisant (—, +), on constate :
Vi>a ¢'fal < (W) — /D + /<0
Or: ¥ — /e < — i doi: lim (i) —/) = — o, et lim (k(0) + /1) = 0. ¢ admet

aingi #,, et donc S _ pour courbe asymptote.

Retenons que toute c.i. qui contient un point de (—, +)estune I, & < 0, et que toute I, @ < 0,
«entre» dans {—, +) en un point de #_, «reste » dans (—, +} et admet #_ pour courbe axymptote.

eCasod D=(—,—)Ona:— \/E ERUTH IS \/:_ pour tout ze Ja,b[.
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— Ici aeR, et (comme ci-dessus) on dispose de 'extrémité gauche {a,a*)e C ~ &P, de €.

— On ne peut avoir b = + w0, sinon la concavité ferait que ¥ serait au-dessous de 'une
queleonque de ses tangentes (de pente strictement négative) et « sortirait » de {—, —).

~— Onadonc beR, et on dispose de 'extrémité droite {b, B) de ¥ appartenant i la frontiére
Fyus_de(—, —)

Si 'on avaii (b, p)e #,, avec B = b2, le théoréme de Rolle appliqué A ¢’ sur [a, b] entrainerait
existence d'un point d’inflexion de ¥ inclus dans {—, —); ¢e qui constituerait une contradiction.

On adonc (b, Blef_et C=T,, B <0.

Retenons que toute c.i. qui contient un point de (—, —)Jestune T, &t < O, et que toute [, o < 0,
«entre» dans {—, —) en un point de 5, et en «ressort» en un point de #_.

oCas i D =(+,+). — On a:0 < ) pour tout te]a,b[.

— On ne peut avair g = — ©o, sans quoi de ¥ = y? — ¢ on déduirait lim '{t) =+ o et
‘Eix_'nm Y(f} = — 0, en contradiction avec Y(z) > O o

— OnadoncaeReton est dans la situation f. On dispose de I'extrémité gauche (2, 2}e Cn F
deCionaC=I[,ax>0

— En raisonnant comme dans le cas D =(—, +) on montre que C ne reconpe pas I, et
donc qu'en b on n'est pas la situation I. Ainsi: ou bien on a be R et I'asymptote ¢ = b, ou bien
onab =+ w,et C étant au-dessus de sa tangente T, en (a, ), on a lim Y(f) = + oo, Dans les

=+

deux cas on constate que l'application réciproque ' de lapplication strictement croissante
est définie sur Jo, + co[;ona:

Yy a ‘h—l{y} +jy d'|'|
L4 =a T Y
. NPT )
Une équation de T, étant ¢ = 2ay + p,on a:
Yy>a a<y y)<2ay+p,

et : y* — ¥~ L(y) est équivalent 3 y* au voisinage de + .

[ existe lim Y~ (y) = beR, et ¢ admet Vasymptote f = b.

y++m

Retenons que toute ci. qui contient un point de (+, +) est une [, o == 0, et que toute [, o = 0,
«entre» dans { +, +) en un paint de ¢, , «reste » dans (+, +) et admet une asymptote paraliéle  'Oz.

8Cas ot D =(+,-). — Ona:yit) < a), — wlt) étant T, .

— En moedifiant légérement 'étude précédente, on constate que ¥ admet une asymptote a
gauche d'équation t = a.

— A droite, deux situations sont possibles a priori : ou bien be R et % a une extrémité gauche
appartenant i fr (+, —) = £, u %, (inversement ceci est réalisé si C est une [, a > 0 ou 2 < 0),
ou bien b = + oo (et, compte tenu de ce qui précéde, on voit apparabtre le seul cas od C pourrait
ne pas étre mne I).

® A ce stade, on est en mesure de construire toute I, en utilisant le tableau de variation de
la solution maximale @, qui lui est associée, A savoir -

t A a A

+ >0

7]

T reRMeR
Cp.(t] -.-.______.y + 4

— w0

concave COnvexe
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) {a<0
oult) / T @ LeR

Loncave concave convexe

® Toutes les c.i. sont-elles des T} Nous utiliserons le fait que deux ci. n'ont aucun peint
commun.
Sl existe une c.j. qui m'est pas une I, elle est incluse dans (+, —), elle admet une asymptlote &
gauche paralléle a YOy et une branche infinie & droite qui s'insére entre S, et l'arc y = 0 de &,
(car si elle avait un point dans{t > 0) A {y < — \ﬁ, elle couperaijt #); elle contient donc un point
(0, yo) avec 0 < yo < 27183,

Inversement Y, = { yeR|(0, y) appartient 4 une I, o > 0}, non vide £t minoré par 0, admet
une borne inférieure p,.

¥, = { ye®| (0, ) appartient 2 une [, x < 0}, non vide et majoré par 2~ 43, admet une borne
supérieure |1, et 0 < p, < p, < 2743,

Soient C, et C,, associées & ¢, et @, les c.i. qui contiennent respectivement (0, p,} et {0, p,);
C, n'est pas une I, & > O (sinon toute [, telle que o' > o couperait y'Oy au-dessous de (0, ,);
de méme C, n'est pas une I, @ < 0. En utilisant :

vieR, (¢, — @) () = (0 — D)) = 0
et : ..].ji“m (p; — o)) =0

on constate que p, = 1, et que C, = C; et on en déduit qu'il existe une et une senle ci. qui e soit
pas une [; on construit aisément cette courbe.

JE

Fi1G. 18
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EXERCICES

4.1. — Trouver les solutions de 4ty'? = y2 — 1 définies sur R et telles que y(0) = I,

4.2, — On considére I'équation différentielle y* = sin y.

a) Etudier, en appliquant les théorémes généraux, existence et I'unicité de solutions
maximales vérifient la condition initiale {0, y,). Etudier.en particulier le cas y, € nZ.
b) Vérifier en résolvant l'équation,

4.3, — Soient U un ouvert de R? et f: U — R? une application continue. On étudie
¢quation ¥ = f(y)et le probléme de Cauchy en (¢, yo), avecf(y,) # 0. Montrer que'on
peut se ramener {localement) i la résolution d’'une équation i inconnue numérique en
prenant 'une des coordonnées de y comme variable.

Appligquer a y*= g{p, ¥), s # 0{cf. 4.3.4,2°).

44, — Déterminer la fonction fde R vers R telle que:

o = f(x* — y¥Y0x* + ¥y + 1)dx — 2xy dy]

soit une forme différentielle exacte.
Résoudre: (x> + y* + 1)dx — 2xydy = 0.

4.5. — Soient fet g deux fonctions k-positivement homogénes de R? vers R. La forme

. : Sdx + gdy
différentielle & =—— est elle exacte?
X+ yg

dx + yd

Application : Résoudre : xydx + (x? — y)dy = (2x2 - yﬂy%
x4+ y

46, — Résoudre: y = y'%¢”. Probléme de Cauchy en (0, 0).

47. — Résoudre: (y — 1)/1 + ¥y — (1 + y*2 = 0. (On pourra poser

u = Arctgt et v = Arctg y).

4.8. — On considere I'équation ¥ + y* = ar"(a e R, n £ Z). Etudier sa transforma-
tion par ¢t = 1/T, y = T—T2Y, Intégrer y + y* = k%™ (ke R)

49. — Résoudre: {t + p)y" + 2y’ ~ 2y’ = 0 en la transformant par T=1¢ — y,
Y=t+

4.10. — Déterminer les régions de R? ol se trouvent les graphes des solutions de:
ty = 29¥ = 2(¢* - )
Trouver un changement de fonction inconnue permettant d'intégrer I'équation.

4.11. — Déterminer les fonctions continues [ telles que:

VxelR r tf(t) dt = kx rf(r) dt (ke R)
1] a
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4.12. - Déterminer les fonctions derivables f: R — R telles que:

- +
Vo eR  fix) - f) = %f’ (x - y)

(On commencera par montrer qu'ung solution admet une dérivée seconde).

4.13. — Résoudre les équations différentielles suivantes:
[abt — (3a — 2b)y]dt + [y + (2a — 3b)i]dy = 0; y =é*7y
tyy =y = + e b —yly =0y Y+ =
Y=y + 6 (Jy =25 o1+ ¥ =2y
ty — W =2 -y (y+ 1) =ay;

3y 2
Y= 3+ 3y -y =0; ¥y — y _ %;
2

N

y
Pyt —dtyy +y -2 =0 O - N -+ =0
gyt =1yt Y2+ -3y =0
(2 —pdy —xpdx =0, 3tyy — 2 -y =0; Q+1/8}y —y=0;
Wy + Dy —(Jty - Dy =0 ; 22—y =1+y%

(3% + 6xy + 3y dx + (2x? + 3xppdy = 0; ty —y = Jt2 + 2,
(€ + )2 + ) = (2 — ¥ + 2py)s Py =1-
L+ y2 42y =0; y3-3pwr+y" =0
Y+ =y+3y v-2y=¢

(7 — 3xYydx + (x> — 3y¥)xdy = 0 (étudier le support des arcs obtenus);

-y +y)=0; (L=y +wi=0 p+y? -y =0

wyy" + y*) — yy = 0.

4.14. — Utiliser un passage en coordonnées polaires pour résoudre:

(ty — ¥ —cosPafl + Y2+ ) =0, @& — N +y) =ty +y;
ey —y) =y — 64

(tde + ydy — (12 4 p? — a?)(de® + dyP)cos’ u = 03

YEE YR =2y =00 e+ ¥+ (- ) =0
471 + y) — e+ pyP = 0.




5
EQUATIONS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES

5.1. ETUDE DU CAS GENERAL

5.1.1. Définition et application du théoréeme de Cauchy-Lipschitz

1° DeFNiTioN. — Soient E un espace de Banach, . (E) Palgébre de Banach
des endomorphismes continus de E, J unintervallede R, g : J — Eetl:J — £(E)
des applications continues.

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute équation
différentielle du type :

y — .y =g (L)
On appelle équation différentielle homogéne (ou « sans second membre »)
associée & (L) I'équation:
y —i.y=0 (H)

Rappelons que, pour y<E, {{t} . y désigne I'image de y par l(t); d"autre part, conformérment a
I'abus de notation introduit au 4.1.1, 2°, le probleme posé par (L) est la recherche de fonctions ¢
vérifiant, pour tout ¢ d'un sous-intervalle 7 de J : @'(t) — 1(2) . @(t) = g{th

Il s’agit d’équations « résolues », ¥ = f{t, y),ouf: J x E — Eestcontinue,
avec, selon le cas:

Jit,y) =1lt).y + gt} ou fir.y) = ).y
Dans les deux cas, on remarque:
Vit, . y)ed x E x E flt,y,) — fit, y)) = ).(y, — »3)

et donc:
Vit,y, ya)ed x E x E||f(t,y)) — f6, ya)ll < M Ty, — pall
Ainsi fest lipschitzienne en y sur toute partie de J x E telle que |[I(2)]| soit
bornée. Plus précisément :
2° THEOREME. — Avec les notations du 1°, soit(ty, y,) € J x E. Alorsil existe

une et une seale solution de (L) qui soit défmie sur ./ et prenne la valeur y, au point ¢,,.
Elle est évidemment maximale,
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Soit f un intervalle compact tel que {t,} = I < J; I x E est un cylin-
dre de sécurité pour (t,, vq):  étant compact, | est bornée sur [ (puisque conti-
nue). On peut alors appliquer le théoréme du 4.2.1, 2°; il existe une solution
unique @,: § - E, vérifiant @/fty) = y,. On en déduit Pexistence et I'unicité
d’une solution maximale ¢ : I; — E vérifiant @(ty) = y, (4.1.2, 4°). Comme on
doit avoir I < I pour tout intervalle compact [ tel que {t,} = I = J, il faut
que I, =1

Le théoréme vaut pour (H); il suffit de prendre pour g la fonction nulle.

— Le lecteur notera qu'il s’agit d'un théoréme global : il donne I'existence
et T'unicité d’une solution définie sur J du probléme de Cauchy.

ConveNTION. — Par solution de (L) {resp. (H}), nous entendrons désormais une
solution définie sur J tout entier.

3 Casoudim E=n, neN*. — Le couple (E, &), ol e = (e, ..., 2,) est
une base de E, étant fixé, la donnée des applications continues { et g d'un

intervalle J de R dans #(E)et E équivaut 4 la donnée des applications continues
At [a )] et B:t— [fi(t)] de J dans #(r) et #(n, 1) telles que :

Vied ([ay(})] = Mat (I(t); ) A (Zn: bi(t)e; = g(t))

L’étude et la résolution des équations différentielles :

Y =)y =g() (L)
Y' — A(f)Y = B() (A)
et yi— i a;()y;=b(t), 1<isn (%)

dont les solutions prennent respectivement leurs valeurs dans E, .#(n, 1) et
K", sont trois aspects d’un méme probléme.

Plus précisément, £ — Y s;(t)e; est solution de (L) sur un sous-intervalle /

de J si et seulement si ¢ ‘l[\lfll (1), ..., Y, (6)] est solution de (A) sur I, et encore
si et seulement si t — (Y, (t), ..., {,{t)) est solution de (Z) sur I.

On dit que (Z) est un systéme différentiel du premier ordre, scalaire et carré
(de n équations 4 n inconnues y,, ..., y,, 4 valeurs dans [K).

Les mémes considérations valent pour les équations homogénes associées
a (L) et (A), ainsi que pour le systéme homogéne associé a ().

5.1.2. Structure de 'ensemble des solutions

Nous reprenons les notations du S.1.1, 1°.

1° TuéorEME. — L’ensemble S; des solutions de(L) est un sous-espace affine

du [K-espace vectoriel E’; sa direction est I'ensemble S, des solutions de (H). S,, est
un sous-espace vectoriel de E’ isomorphe & 'espace vectoriel E.
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— Compte tenu de §; # ¢, la premiére partie du théoréme est un résultat
d’algébre (I, 11.2.1, 2°) que I'on retient souvent sous la forme imagée suivante :la
solution générale de (L) s’obtient en ajoutant i une solution particuliére de (L) la
solution générale de (H).

— Soit 1y fixé dans J ; I'application ¢ +— @{t,) est une application linéaire
de 8, dans E; le théoréme 5.1.1, 2° exprime qu’'il s’agit d’un isomorphisme de S,
sur E. d

Cas PARTICULIER. — Lorsque E est un espace vectoriel de dimension finie
n > 0, I'ensemble des solutions de (1} (resp. de (H)) est un espace affine (resp.
vectoriel} de dimension n.

2° Application. — Soient ¢, . .., ¢, des solutions de (H) et ¢t J fixé. Le
rang du systéme (¢, ..., ¢,) d’éléments de Sy est égal au rang du systéme
(@, (o), . . . P,lty)) d’éléments de E (un isomorphisme conserve le rang). Il en
résulte que ;

Le rang de (¢, (¥), ..., ¢,(t)) est indépendant de 1t J.

3° Cas oi dim E = n, ne N*, — La résolution de (H) se rameéne a la
recherche de n solutions ¢, ..., @, telles que le systéme (p,, ..., ©,)soit libre.
La solution la plus générale de (H) est alors :

e = 3 Mo ((Aden, € K.
=1
Il s'agit donc de trouver, 1ocJ étant fixé, n solutions telles que
{(pylteh - - .. @,(to)) soit libre. Notons qu’alors, pour tout teJ, le systéme

(@ft), . . ., ©,(t)) est une base de E.

o Wronskien. — Nous choisissons une base ede E. (8i E = K", sauf mention
expresse du contraire, on choisit la base canonique).

DeFINITION, — Soit (@, . . ., ¢,) un systéme de solutions de (H). On appelle
matrice wronskienne de ce systéme (dans la base e) au point ¢, la matrice W(r) du
systéme (@ (), . . ., P,(!)) de vecteurs de E daus la base e. Le déterminant w(t) de la
matrice W(t) est dit déterminant wronskien (en abrégé: wronskien) du systéme

{9y, . . .5 @,) au point t.

I résulte de ce qui précéde que (@, . . ., ®,)est une base de S, si et seulement
si:

Adaed wity) #0
On sait qu'alors:

Yeed w(t) #0

ProrosiTION. — Soit w le wronskien du systéme (¢, ..., @ lett,eJ. Ona:

Viel wt) = wity) exp(J" tr ({(1)) d‘t) {1)
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— Démontrons d'abord le résultat d’algébre suivant:

LemME. — Soient E un espace vectoriel de dimension », e une base de E, et
u € Z(E). Posons, pour tout (x,, ..., x,}e E":

Jgy conx) = 3 det, (X, ooy Xy MX) X0y - -0y X,)
i=1

Alors: [ = tr{u) det,

f est manifestement n-linéaire alternée, et donc f= hdet, avec
A=f(e,...,e) En se reportant a I%4tude de la trace d'un
endomorphisme (1.12.2.1, 3°) et en utilisant M = Mat(u; €) on vérifie aisément
A o= tr{u) O

— Considérons w:t s det_ {9, (1), ..., @,(t)). D'aprés les propriétés des
opérations sur les applications dérivables (II1, 4.1.2, 2°), on constate que w est
dérivable, et comme, par hypothése, @i(r) = ¥t}. @ft), il vient:

wi(t) = Y det, (0,02, ..., ¢;—o(0), {D).0L), Prar(), .. ., @ (1)

i=1
et, d'apres le lemme :
wit) = tr (iz)w(r)

H

— Enfin, par dérivation de t —wit) exp (— I

tr (I()) dt) on vérifie
aisément (1). ’ O

REMARQUES. — g} L'expression du wronskien permet de retrouver:
w#Oe(vted w0

b} Les propriétés du wronskien d'un systéme de solutions de (H} ne s'étendent pas sans

précautions, Soit en effet (¢,, ..., ®,} un systéme queiconque d'éléments de EJ; associons-lui
I'application :

w: J = E t —sdet g, ..., 000

Si le systéme est 1i¢, 'application est nulle, mais la réciproque est fausse, ainst que le montre le
contre-exemple suivant:

E=R,J=R g)=(01 ¢t) = (O, <)

4° Généralisation. — Ce sous-paragraphe peut étre réservé a une seconde lecture : il concerne le
cas ot l'espace de Banuch E est quelconque.
Associons 4 (H) Péquation différenticlle

R =1 R 2

sur l'espace de Banach #(E). Il s'agit de rechercher les applications dérivables R: J — #(E)
vérifiant ;
Yred Rit) = K< Rit)

THEGREME ET DEFINITION. — KEtant donné ¢, € J, il existe une, et une seule application de ./ dans
Z(E), notée R, , quisoit solution de(2) et vérifie enoutre: R, (1o) = Idz. Onlappelle tésolvanteen ¢, de
Téquation différentielle (H).
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Montrons que (2) est une équation différentielle linéaire homogéne; le théoréme en résuitera.
L'équation s'écrit :
Y =LY
en posant, pour Y& $(E) : L(t). ¥ = (1)<
Pour t € J donné, L (¢) est manifestement un endomorphisme de $#{E); d’autre part, pour tout
Ye PLE) i)Y € 1K) 11 ¥]] =t donc ¢et endomorphisme Li{t) est continu, (et méme

NZAAN << I
Reste & prouver la continuité de Tapplication L J — #{#(E)). On constate :

Wit t;, Y)eJ x J X E BL(t). ¥ = Lita). Y < [l(x,) — 1)l 1Y)
et donc :

Vit hed? L) — Ll € 1Key) — )l a

THEOREME | — La solution de (H) vérifiant @(fg} = y, est définie par :
Yeeld olt) = Ry (0).y0

Considérons ¢: J — E définie par o) = R, (t).¥o. On a: olig) = Idg.p, =y, et
@'(t) = R (1). yo (dérivation d’un produit). On en déduit :

') = {6 = R, (). ye = D). 0lt) a

Application. — Reprenons (pour t, € J fixé) I'somorphisme d'espaces vectoriels p — @(zg) de
Sy sur E. Nous supposerons ici J = [a, ], ce qui permet de munir §y; de la norme de la convergence
uniforme, notée ||.||..

Ona : eyl € |l¢pll..ct donc g — pity) est continue. Inversement, R,o étant continue sur le
compact J, on dispose de :

M = sup IR, (1)
wf

De: plt) = R, (2). pito) on déduit ||l < Milelll.

Ainsi @ —sgz,) est un isomorphisme d'e.v.n.

En d'autres termes, la solution ¢ dépend continfiment (et linéajrement} de la valeur initiale y,
{pour 1, € J fixé).

THEoREME IL. — Pour tout {t,, £,, t,) € J* on a:
Ruu“z) = R:,(‘z] - 'RI"[tll;
R, (t))elsom (E E); (R, (1))"" = R, (to)

Monirons la premiére assertion, les autres s'en déduisant en faisant ¢; = i, Posons
Q) = R, (t) - R, (t,). On constate: Q'(r) = X1 - O(t). D'autre part Q) = R, (r;) puisque
R'.“lj = Idg Autrement dit, R, et ( sont deux solutions de (2) qui prennent la méme valeur pour
t=1¢.0Onadonc R, =Q(51.1,2) a

Faisons maintenant le lien entre les notions de résolvante et de matrice wronskienne, dans le
cas ob E est un espace vectoriel de dimension finie n > 0. Nous avons alors:

THEOREME. — Soient 1, un pointde J,{9,, . . ., ¢,)une base de S, e une base de E, et W ]a matrice
wronskienne correspondante. Alors:

Vted MatiR, (£} e) = WML ~'

Onsaitque: ¥red YieN, oft) =R, (1) 9t
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Il en résulte que Ja matrice quireprésente R, (¢) dans la base (itfollien €3t la matrice du systéme
{9y{thieny, dans la base (‘P:[fo)];EN_, 3 savoir {Wit,)) "' W(1), Or, par changement de bases:

Mat (R, (1) e} = Wzo) Mat (R, (1); (@dtolien,) (Mto) ™ O

COROLLAIRE. — Yt eJ det R, () = exp (j tr () dra)

1

11 suffit d'utiliser ia formule (1) de %.1.2, 3~

5.1.3. Méthode de la variation des constantes

Nous reprenons les notations du 8.1.1, 1°, et nous supposons ici que 1’on sait
résoudre I'équation différentielic homogéne :
y-i.y=0 (H}
Nous allons montrer que, dans ce cas, le calcul des solutions de
y - ).y = g(t) (0
se ramene a quadratures, i.e. 4 des calculs de primitives d’applications continues.

REMARQUES. — a) Tout calcul est inutile lorsqu’on connait en outre une solution de (L).

b) Dans la pratique, la résolution de (H) n'est pas simple. Nous citerons plus loin des cas dans
lesquels elle est possible.

17 Cas général. — Ce sous paragraphe peut étre laissé de cbté en premiére lecturg. I utilise les
résultats du 5.1.2, 4° dont nous reprenons les notations.

Par hypothése, pour tout ¢ € J la résolvante en ¢ de I'équation (H) est connue.

THEOREME. — Soit (£, y;) € J x E. L'unique solution ¢: J — E de (L) telle que o(ty) = y, est
définie par:

1
Vied o) =R, (1).y + j. R (t).glu) du
fa
Nous connaissons déja I'existence et l'unicité de ¢. Posons, pour t e J:
1) = (R,ym,r* .91, cest-d-dire o{t) = R, (0).8(1) {0

ce qui est legitime puisque R, (t) € Isom (E, E).
B est dérivable (111, 8.5.3, 1° application) et I'on a:

Yeed oy = R,u[r).e’(f) + R;u{t},ﬂ(:]
En utilisant B, (1) = I(?) « R, (), ce qui entraine R (1).0(f) = fit).p(t), on en déduit:
&) = (R, (207 '.glt)h, cequiseerit: #() = Rito).glr)
8" est manifestement continue. En utilisant 8(z,) = ¢{ty) = y,, on a donc:

0 = y, + _I. R(to)-glu) du

a
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D'ou, en utilisant (1) et la proposition III du I11.6.2.2:
wﬂ=Rdnwo+IRR¢m°8mmgwmu
Mais: R, (1) = Rulte) = R.(1). “ a

REMARQUES. — a) ¢ apparait ainsi comme somme <e la solution de (H) qui prend la valeur y,
pour t = t, et de la solution de (L) nulle pour ¢ = ¢,
L)

b) Cette solution t — | R (t).g(u) du de {L) dépend linéairement dey. On retrouve le

I1|
« principe de superposition des solutions » (L11.2.1, 3%) trés utile dans la pratique.

® RECIPROQUE. — Soient £ on espace de Banach, J un intervallede R, : J — Eetu:J - ZF(E)
des applications de classe C', u étant i valenrs dans Pensemble des éléments inversibles de &°(E).
Alora Ia famille (¢, ), . des applications :

oS E (). A+ o)
eat Pensemble des solutions d'une équation différentielle Hinéaire du premier ordre.

— Soit L¢ E; p, admet I'application dérivée continue ¢ v u'(2) . & + ¥/(2).
Pour tout te J, nous avons :

(@)™ . (pult) — o)) =2

et donc :
038 = (1) = ()™ - (1) — o)) + v'{))
— L’application ¢t — (u(f))™! de J dans ¥(E) est dérivable, et donc continue (d’apres
HI-&ISL?; ip)l;lications 1:J - F(E)etg:J — E définies par :
) =u(efu())™ et gh= - . v(t) + (1)
sont done continues et, pour tout A& E, g, est une solution de P'équation différentielle :
y—in.y=9@ (L)

— Inversement, pour tout (t,, ¥o}eJ x E, la solution de (L) sur J qui prend la valeur y, au
point t, n'est autre que ¢, , avec:

Ao = (uite)) ! . (yq — vlzg)} 0

2° Cas de la dimension finie. — On suppose dim E = n,(n > Q), et on
rapporte E & une base e. W désigne toujours la matrice wronskienne, et S,
I'espace des solutions de (H). Par hypothése, une base (¢@,, ..., ¢} de §, est
connue.

a) LEMME. — Soit{¢,, . . ., ,) une base de S,,. Toute application de classe C'
(resp. continue) /. J — E s'écrit de maniére unique:

=2 &y 2)

i=1

ol les &,: J — [€ (i € N,) sont des applications de classe C' (resp. continues).
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Posons f(t) = i filtle; et:

i Ay()
=[]
A1)

H(®)
Vield = Wit)AR)

PG

La matrice W({t) étant inversible (5.1.2, 3°), les A, sont uniquement détermi-
nés par:

L’égalité (2) s’écrit :

file)
Vied  A(t) = W)! : O
S0

b) Varigtion des constantes. — Une base (¢, .. ., ¢,) de S, étant connue,

le iemme permet de chercher les solutions de (L) sous la forme ¢ = Z A0, ol
(A, st une famille d’applications de classe C* de J dans K. i=1

3. Ayp; est solution si, et seulement si les &, vérifient :

i=1

Ao =g ()

‘MM

i=1

Mais, d’aprés le lemme, I'application g s’écrit, de maniére unique

g= E :Q;
i=1
ou les y, sont des applications continues de J dans K.
La condition (3) scrit: Vie N, i} = p,.
Le calcul des A, est ramené a la recherche des primitives des p,.

ExemPLE — Résoudre le systétme suivant, dans lequel x et y désignent des fonctions 4 valeurs
réelles:

dx
(13+1)E——=£x+y+211—1
“ ()

¥
(z’+l)d—=—x+ty+3:
t

lei £ =R, 7 =R
Considérons d'abord le systéme homaogéne :

dx
(:’+l)d—=1x+y
:

H
dy (H)
(t2+l)d—=—x+zy
t
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MNous consiatons que ¢ —(1, — 1t} &t £ —{¢, I) sont solutions. Il s'agit manifestement de
solutions indépendantes; d'ailleurs.

1 0

w{O]=‘ ‘#0
0 1

{L'exemple du 5.1.4, 2° nous permettra de retrouver ce résultat.)

Cherchons les solutions de (Lisous la forme: x = & + pt, ¥y = — it + p. Nous obtenons (avec
les abus de.notation classiques):

(2 + DV +pt) =22 =1; P2+ D(~At+p)=3

A titre de vérification nous constatons que les termes en A et j disparaissent. Il vient:

-1 2t
W= u'=
t+ 1 1+

D'od la solution générale de {L):
x = + Bt — Arctgt + t Log (£ + 1}
y = —at+ P+ rArctge + Logt? + 1)

avec {a, f) e B2
REMARQUE. — Sil'on connait une solution ¥ de (L), tout calcul est inutile
]

dés qu'on a résolu (H). Les solutions de (L) sont les applications § + Y o;¢,,
I=1
avec (a,, ..., o, )e K"

3° Extension de ln méthode de variation des constantes. — Nous nous
plagons encore dans le cas ou dim E = n, (n > 0). Nous supposons connu un
systéme libre (¢, ..., ¢,) d’éléments de ;. Le cas p = n ayant été traité, nous
pouvons nous limiter &4 : p < n.

Nous savons, grice a l'isomorphisme ¢ s @{t;), que pour tout telJ,
(9,02}, ..., @p(t}) est libre.

Fixons tyeJ. Daprés le théoréme de la base incompléte, il existe des
vecteurs e, ,, ..., e, de E tels que :

&(tg) = (@ (to) - - -2 Pplto)€ps 1y - - ., €,) €5t Une base de E
A tout teJ associons la famille de vecteurs de E :
e(t} = ((pl(t)} Ty (pp(t}} ep‘l—l) LS | en)

et son déterminant A(t} dans une base donnée de E; A : J > K est continue
et A{t,) # 0; il existe donc un sous-intervalle J, de J contenant ¢, (dépendant
en général de to) sur lequel A ne prend pas la valeur (; pour tout teJ,, (1)
est une base de E.

Opérons par analogie avec la variation des constantes : nous cherchons
les solutions de (H} (ou directement de (L}) définies sur J, sous la forme :

P n
P = ZM‘P:*‘ Z Ae;

i=1 i=p+1
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ol les A; sont des applications dérivables de J,; dans K (exclusivement dans
cette égalité et dans la suivante, ¢; désigne I'application constante t s e; de J,
dans E).

Nous avons :
P P L}
¢ = Z o, + Z \o; + Z hie;
i=1 i=1 i=p+1
et:

F 4 [
). o) = 3 Aol + Y Adt).e)

i=1 j=p+1

Donc ¢ est solution (définie sur J o) de (H) — par exemple — si et seulement

si:
F n L]
Viedo 3 Mtlodt)+ Y M@®e= 3 MU - e) 1
i=1 I=p+1 i=p+1
Pour je{p+ 1, ..., n} donné, notons {u;(t}); <;<. les coordonnées de

I(t) . e; dans la base &(t), te J. Le second membre de (1) s’éerit :

sz x,-(r)u;,-(r))cps(r) . ilxj(r)uu(r))ei

=p+1 i=p+l \j=p+
et (1} devient :
Vied, M= Y Mout), 1<ign (2}

Jj=p+1
ou les applications continues u;; : J, — K sont connues.

Les n-p derniéres équations de (2) constituent un systeme différentiel carré
de n-p équations différentielles 4 inconnues scalaires A, ;, ..., A,. Autrement
dit nous sommes ramenés a4 une équation différentielle linéaire sur K"~ 7. 8i
nous savons la résoudre (nous montrerons au 5.1.4 que c’estle cassip = n — 1)
les &g, ..., A, Sobtiennent par des quadratures.

EXEMPLE. — Résoudre le systéme homogéne (dans lequel E= R et J = R) :

d d
(t2+1)d—f=—tx+y; (r2+l]d—'r=x+ty.

1 0
On remarque que ¢ — (1,1) est une solution particuliére, De L 1\ # 0 pour tout te®, on

déduit la possibilité de chercher (avecici J;, = R) les solutions sous la forme : (A, At + p), oul et | sont
des applications de R dans R (avec les abus de notation habituels). On obtient :

di dp
(fz + 1y— = M — =1
dr dt
Do les solutions

x=qaArctgt + B y=uofl + tArcigs) + Bt
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5.1.4. Une classe d’équations dont la résolution se ramene
a des quadratures

1° L’équation linéaire scalaire du premier ordre. — Ici E=K (R ou C).
Nous considérons les équations différentielles :

(H) y—it).y=0, y-—-HUt).y=4g() L)

ol { et g sont des applications continues de J dans K, données. Le signe () est
ici celui de la multiplication dans [€; nous I'avons conservé en vue du 2°, mais,
dans la pratique, on le supprime (et on peut utiliser la commutativité de la
multiplication dans K).

THEOREME. — Pour tout (t,, yo}€J x E, il existe une et une seule solution
de (H) [resp. (L)}] qui est définie sur J et prend la valeur y, au point t,. Elle s’écrit :

L (cxp (I‘I(T) dr)) < Yo
[resp. it (exp (J”I(t) dr)) Yo+ .r(exp (‘['I(E_,) dé)) . g(t) dr]

Elle est évidernment maximale.
Soit @ la primitive de I sur J qui est définie par :

Yied olt)= .rf('r) dt

i

En utilisant : (¢~®9)~! = e, pour tout teJ on peut écrire (L) sous la forme :

e (Y =) . p) =e " . g(t) (1)
La dérivée de t — e~°® &tant‘V ¢ — — e~ ¥ _ (), (1) sécrit :
dy d _
—a &Y (€ a0}y emat) oy 7
e dr+(dte )y € g(t) (2)
et donc, classiguement :
&m0 = g0 ®

D’ou 'unique solution définie sur J au probléme de Cauchy en (t,,, y,) pour(L):

t
t e (yo + j e” ™ g(v) d'l:)
ta

(H) correspond au cas ou P'application g est nulle. O

(1) Si K = C, on utilise la proposition du 3.2.4, 2°
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2° Généralisation. — Nous reprenons les équations (L) et (H) du 5.1.1, 1°
en nous limitant qu cas od g : J — E est continue et ou { ; J - 2£(E) est non
seulement continue mais vérifie ’hypothése supplémentaire :

i) Pour tout (t(,ty)eJ?, les endomorphismes I(t,) et l{t;) commutent.
Nous ne faisons aucune hypothése sur dim E.

THEOREME, — Dans ces conditions, le théoréme du 1° est valable.

Les seules modifications 4 apporter 4 la démonstration du 1° sont :
— On passe de (1) 4 (2) en utilisant {¢f. complément du 3.4.2, 29 :
d

ae"‘"’ = —e"™ s |i1)

— On passe de (2) 4 (3) en utilisant (¢f. théoréme du [11.4.1.2, 2°) : 51 f et ¢ sont des applications
dérivables de J dans #(E) et E, alors l'application t — f{t) . @(t) de J dans E est dérivable et :

d
a ). o) =110 . o)+ f10) . (1)

REMARQUES. — 4) Pour les équations considérées, nous avons démoniré le théoréme du
5.1.1, 2° sans utiliser Cauchy-Lipschitz.

b) La condition i) du 2¢ est remplie dans le cas des équations scalaires du 1°, et aussi dans le cas
— qui sera étudié au 5. 2.7 — ou lapplication [ est constante.

¢) Dans la pratique, on commence par résoudre (H) et on recherche les solutions de (L) sous
la forme ¢ — e™. L{1), ou I'application X : J — E est de classe C'; elle est fournie par :

VieJ M =e"* gy

C'est la méthode de variation de la constante.
d} Pour le lecteur ayant étudié 5.1.2, 4° il aurait suffi de remarquer que, d*aprés :

d
— ™ — o g
dt e e e,

la résolvante en ¢, solution R,, de R’ = H{f} » R qui vérifie R, {t,) = Id,, n'est autre que ¢ — e*,
et d’appliquer le théoréme du 5.1.3., 1°

® EXEMPLE. — Avec E = R? et J = R, résoudre le probléme de Cauchy pour :
x alt)— b || x
Mul &
¥y b{t) a(n]] ¥
ol ¢ et b sont des applications continues de R dans R, données.
En notant xe, + ye, =y, on se raméne 4 » = [{t} . y, o0 i) est une similitude directe
de R* muni de sa structure euclidienne canonique. La condition i) est donc remplie.

En posant z = x 4+ iy, on s¢ raméne 4 2’ = (a(t) + ib{t})z, équation homogéne scalaire (avec
K = C), dont, d’aprés 1% la solution définie sur | et prenant a valeur x, + iy, au point 2, est ;

£ — e (cos B(z) + i sin B(5))(X, + iye)

ol A et B sont les primitives de a ¢t b qui prennent la valeur 0 au point z,.
La solution du probléme de Cauchy pour (H) en (ty, ‘[x4)0]) €5t dong :

£ s gdto] 908 B(t) — sin B(t) |[ x,
" sin B(r) cos Bt} | »,
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Cest ainsi que, dans Péquation (H) étudiée au 5.1.3, 2° b}, on a:
aff) = /(2 + 1), b{ty= — 1/t* + ) et, en adoptant t, =0 :

Aft)=Log ./t +1; B{th= —Arctgt
e = (2 + )% cos B(t) ={* + 1)7'2; sin B() = —¢(t* + 1)1

La solution générale de (H) est donc donnée par :

rH[_lr ;][;] (o Ber?

%‘ Nous revenons aux équations scalaires. é

3¢ Raccordement des solutions. — Commengons par un exemple.

Soit : (t2 — 4) -+ ty = 2. Ici J est Pun des intervalles ] — oo, —2[, 1—2,2[, 12, + «[; on
est ainsi dans les conditions de la théorie générale.

r S
L'équation homogéneest: y’ = — Ses solutions sont t r—»uf\/ I — 4| (2 € R). Cherchans
4—t
donc les solutions de I'équation compléte sous la forme

t —M/I? - 4

Si on remarque que, dans le calcul, le terme M) doit disparaitre, on voit qu'il st inutile
d'expliciter la dérivée de ¢ +—1 f\/ It* — 4]. H ne reste que:

(t* — O
L =12
St — 4
—SoitJ =1—-2, +2[.Icid' = — 2;’\/ 4 — %, Les solutions de 'équation différentielle sont

alors:
o + 2 Arccos {t/2)

Ja-n

— Soit J =]— ¢, — 2[ ou ]2, + c«o[. Posons e = sgn (#), (constant pour J choisi). Ici

{weR)

t —

A= 2;\/:’ — 4 ¢t les solutions sont:
B. + 2¢ Arg chige/2)
—_——

\/12—4

— Cherchons s'il existe une solution sur ]~ 2, + oo[. Une telle solution devant étre continue

t B.e®)

. 2 Arc cos (t/2)
en t = 2, sa restriction 4 1— 2, + 2[ ne peut £tre que { — —————— En effet, pour a # 0,
ona: Ja-2
o + 2 Arc cos (t/2)
im ——————¢e{- ®, + w}

tl tel \/4 -t
(suivant le signe de o),
Pour les mémes raisons, sa restriction 4 ]2, + o[ ne peut étre que:

2 Arg chi(t/2)

L ——

\/ﬁ—4
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Inversement on vérifie que ¢: ]— 2, + o[ = R définie par:

viel-2 +2[ @lt) = 2 Arccos {t/2)/ /4 —
®2) =1
Viel2, + o[ o) = 2Argchi/DA/r - 4

est solution de (1! — 4}y + ty = 2 {penser 4 vérifier la dérivabilité en 7 = 2). 11 s'agit donc de
I'enique solution définie sur J— 2, + wo[.

Si on remarque que lim @) = + no, on constate qu'il nexiste pas de solution définie
(-2 -2
sur [/,
Par contre on aurait pu, de fagon analogue, trouver une unique solution définie sur ] — <o, 2[.

e En nous inspirant de l'exercice précédent, nous allons étudier, plus
généralement, I'équation :

at)y’ — ble)y = (i) 1

ol a, b, ¢ sont des applications continues de .J dans R.

Nous supposerons qu'il existe t, € J tel que a(ty) = 0 et at) # 0 pour
t € \{t,}. Nous poserons J, = J— 0, tq{ N JetJ, = Jt,, + oo[ N J. Enfin
nous supposerons t, € J, aftin que J, # et J, # &.(Le lecteur modiherait en
conséquence ce qui va suivre si J, ou J, é&tait vide).

Remarquons que, la fonction a étant continue et ne s'annulant pas sur J, et
J,, elle garde un signe constant sur chacun de ces intervalles.

Fixons (t,, t;) € J, x J,. Pour tout (y,, y,) € K? posons, pour i e N,:

B * blu) ‘ o(u) < b
pft) = exp( . ) du)[yi + L o exp (L - ;Ejdé)du:l

Il s’agit de 'unique solution ¢,: J; » Rde (1) vérifiant ¢t} = y;, (i€ N,).
Le probléme consiste alors a choisir y, et y, pour « raccorder » @, et ¢, de
part et d’autre de t,.

o du
a) Supposons les intégrales .[ m convergentes (i € N,). On constate alors
L u

LN U
que pour toute application f continue sur J; U {t,}, Fintégrale .[ }% du est
. alu

u
convergente (elle est méme absolument convergente car ’%
u

M
< l—— avec

a(u)|
M = sup |f(u)|, et a(u) garde un signe constant).
weld, i)
. “ b(E) . s
En particulier 4 +— | — E dt, est continue sur J; v {t,}, et l'intégrale
L a

fo  KWE) c{u)
[‘ exp (f - @"&) aw™
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converge. Notons «; sa valeur. On a ainsi :

im @ft) = (y; + e

g ted,

IE=JI° P

; a(u)

en notant

Pour « raccorder » les deux solutions ¢, et @,, nous devons denc choisir y,
et y, de sorte que :

(v + oy)e'r = (y; + ay)e'2

On peut choisir y, (resp. y,) arbitrairement, y, (resp. y,) étant alors
uniquement déterminé.

On obtient ainsi une application continue ¢ : J — [ telle que ¢|J, = .. 1l
reste’ & regarder si ¢ est dérivable en t, la condition

a(to)e'(te) — b(to)p(ty) = clty)
étant alors automatiquement vérifiée ; en effet, par définition de ¢:

b
oty gt - OO L),
et dongc, si

bitg)p(ty) + c(tg) #0, alors  lim ¢ {t)e{— w©, + oo}

=g, red,

ce qui entrainerait la non-dérivabilité de @ en ¢, (théoréme des accroissements
finis).

Cette dérivabilité n’est pas acquise a priori (voir exemple ci-dessous),
Remarquons cependant que:

Kt) e(t)
YieJ ) = — -
te Nt} @@ e rp(r)+am

et donc si b/a et ¢/a ont une limite lorsque ¢ tend vers ty(t # t;), alors @ est
dérivable en t, et est donc solution de (1).

REMARQUE. — Dans ce dernier cas, désignons par P et y les fonctions abtenues par
prolongement par continuité en t, de bfa et ¢fa. L'équation (1) est alors équivalente 3
¥ — Bthy = y(t) avec P et v continues. On retombe sur le cas de la théorie générale.

o du
EN RESUME, si les intégrales j‘ ——} convergent (i € N,), alors quel que soit
. alu

(t,ped x R, il existe une unique application continue ¢ : J - R vérifiant
¢(T) = Y et solution de (1) sur chacun des intervalles J, et J,.
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Si, de plus, @ est dérivable en ty alors ¢ est solution de (1) sur J tout entier.

EXEMPLE:
Sy -y =1 (1)

Sur R*%, on a les solutions: f —s— 1 + Ae2vr

Sur R*, on a les solutions: t —— 1 + Xe~ 2!

Pour tout (T, p) € R? il existe une et une seule application continue ¢: R — R, vérifiant
®(1) = W, solution de (1) sur B% et sur R*; ) et 4’ ont alors une valeur commune (qui dépend de
{t, p)). Si cette valeur commune n'est pas 0, @ n'est pas dérivable en 0. La seule solution de {1) définie
sur R est donc la fonction constante t — — 1.

o du
b) Supposons que les intégrales J — divergent (i € N;) (le cas ou l'une
]

converge et I'autre diverge est rare dans la pratique. Nous n'en parlerons pas).
Sans faire d’étude détaillée de ce cas, signalons deux situations qui se rencontrent
souvent :

4

u

— Pourie N, lim J bﬁ du = + oo. Cest le cas, par exemple, si;au
tbg, 1, s

voisinage de to,a(t) ~ k{t — 1), et si bltg)k < O.
On constate alors que la seule possibilité de « raccorder » ¢, et ¢, est de

choisir :
N R O) ‘9
W= L a(u) exp( ,  AE) dé) du

(4 condition, naturellement, que cette derniére intégrale converge). Il existe donc
au plus une application continue de J dans R solution de (1} sur J, et sur J,, et
donc a fortiori au plus une solution de (1) définie sur' J.

C'est la situation rencontrée dans I'exemple du 2°.

. o [bw .
— Pour ieN,, lim —du = — a0. Clest le cas, par exemple si,
toigted Jy alu)

au voisinage de 1o, aft) ~ k(t — 1)) et si b(to)fk > Q.

On constate alors que les solutions de 1’6quation homogéne:

* b(u)
t —y; exp( mdu)

se raccordent toutes par continuité en t = ¢, (sans que la dérivabilité soit
assurée). Donc s'il existe une application continue de J dans R solution de (i)
pour t # t, alors il en existe une infinité (dépendant de deux constantes
arbitraires).

ExempLE. — Considérons (4 — 2]y’ + ty = 2.
Les solutions de 1'équation homogéne sont Ha\/nz — 4, sur chacun des intervalles
I—00, —2[, 1= 2, 2[, 12, + oo[. On constate d'autre part que ¢ +—¢/2 est solution de
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I'&quation compléte. C'est la seule solution sur R entier. Par ailleurs il ¥ a une infinité d’applications
continues 8: B — R, solutions pour t ¢ { — 2, 2}, 4 savoir:

9(:)=rf2+a\/t’—4 pour te]~ o, — 2]
B =¢/2+PBJf4 -2 pour te[-2 2];
ate) = 12 +'r\/t" -4 pour tel[2 + w[.

Y4

*é

3
/

Fia. 19.

5.1.5. Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre

1° Généralités. — Nous étudions dans ce paragraphe les équations ‘!:

Y+ a0y + L+ a(t)y = bt (L)
WHamy U+ . +aft)y=0 (H)

ou afi € N, )et bsont des applications continues de I'intervalle J de R dans K. Par
solution de (L) (resp. (H)) nous entendons une solution définie sur J tout entier,

(!) Nous nous limitons ici aux inconnues scalaires. Le lecteur rencontrera en exercice des

équations différentielles d'ordre a & inconnues vectorielles, ou, ce qui revient ar méme, des systémes
différentiels d’ordre a.
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L’équation (L) s’écrit matriciellement :

y a 1 0 y 0
y 0 0 0 ¥ 0
B B z : S IR B Y
y{n—ll ] { 1 yln—!.l 0
¥ -t —a_ {0 — alt) yemv bit)

ou encore, avec des notations évidentes :
Y =AY + Bt {A)

De méme, (H) s’écrit matriciellement :
Y =AY @

Ce sont des équations linéaires du premier ordre dans I'espace .#(n, 1),
espace que nous identifierons (par commodité) & 'espace K"

Dans ce qui suit, nous désignerons par u : K" — i la premiére projection
(X, ..., x) —xq.

ProrosiTioN. — Soit S, Fespace vectoriel des solutions de (Q). L'application
® +— u o ® de S, dans £’ est une application linéaire injective. Son image est
I'ensemble S,, des solutions de (), qui est ainsi un sous-espace de dimension » de
¥’. L'ensemble S, des solutions de (L) est un sous-espace affine de dimension n de
K.

Montrons l'injectivité, le reste étant connu ou évident. .
Soit ®=(9,...,0)€ES,. On a @)=, ((eN, ), et donc
@ = (P, ¢ .., 7 M. Ienrésulte quesiu - & = @, est'application nulle de
J dans K, alors @ est Papplication nulle de J dans K" 0
On en déduit, sans difficulté :

CoroLiARE I. — Le rang d'un systéme (®,, . . ., ®,) de solutions de (Q) est
égal au rang dusystéme (¢, . . ., ¢,), avec ¢; = u - ®, En particulier (¢, .. ., d,}
est une base de S, si et seulement si (¢, ..., 0,) est une base de S,,.

CoroLLAIRE [1. — Soit (t,, yo, ¥o, - --» Yo'~ e J x K" Alors il existe une
unique solution ¢ : J — I§ de (L)|(resp. de (H)) telle que : 0™{(t,) = y¥ pour
O0g<k<n-1

2° Mérhode de variation des constantes.

Derinmmion. — Etant donné le systéme (¢, . . ., ¢,) de solutions de (H), on
appelle matrice wronskienne au point t de ce systéme, la matrice wronskienne en ¢
du systéme (O, ..., d,), (dans la base canonique de [K"), avec :

ViE N,‘ Ho (I)i = ('pi et ¢IESn
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Il s"agit donc de la matrice :

0,(1) o Py()
(Pz l© tp,. (t)
W) = :
{n—ll(r) [n li(r}

Notons encore : w(t) = det WAz). Il résulte du corollaire ci-dessus et du
5.1.2,3° que(g,, ..., 9,)est une base de Sy si et seulement s'il existe £, € J tel
que wit,) # 0, et que dans ce cas :

Yeed w(t) 0

La trace de A{t) étant — a,{t), on a:

w(t) = witglexp (J\I — a,(1) dt)

e Soit alors (¢, . . ., ¢,) une base de S,,. Associons-lui la base (9, ..., ®,)de
Sq (4 o D, = @} La méthode de variation des constantes revient a chercher les

solutions de (A) sous la forme @ = ) XD, avec d; : J - K.

i=1
Les A; sont déterminées par :

A (0)
[ : }[W{r}]—imn
30

Les solutions de (L) se déduisent de celles de A.

Dans la pratique, cela revient & chercher les solutions de (L) sous la forme

@ = ) Ao, avec:

i=1

o* = Z)L(p“" pour 0gsk<gn—-1

i=1

EXEMPLE. — Résoudre :

¥ oy =tght (L)

n n
icl J est 'un quelconque des J,: :t— — + km,— + kn[, k € Z. Nous disposons des solutions
2 2

P, = cos et ¢, = sin de {H), qui constituent une base de 5y puisque :

cost sint
Yreld, #0
—sint cost
Cherchons les solutions de (L) sous laforme : ¢ = X, cos + X, sin,avecg'= — A, sin + &, cos, ¢ce

qui 5'€crit : &) cos + Ay sin = 0.
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On calcule :
0" + @ = — A sin + &) cos
et on en déduit que les applications X, et &, de J, dans R sont déterminées par :
(A cos + Ay sin = 0) A (— A} sin + X, cos = tg?)
c'est-a-dire par :
(A, = — sin®/cos?) A (L) = sinl/cos)
Le lecteur en déduira que les solutions de (L) sur J, s'écrivent:

t m
tgl -+ —
2 4

t —acost + fisint — 2 + sint Log

3° Cas particuliers. — La résolution d’une équation différenticlle linéaire
(L)d’ordre n(n 3> 2)est subordonnée a celle de I'équation homogéne associée (H).

En dehors du cas important ou les g; sont constants, que nous étudierons au
5.2, citons ici quelques cas dans lesquels on sait résoudre.

a) Cas oitl'on connait p solutions particuliéres indépendantes de (H). — 11
peut étre possible d’abaisser I'ordre de I'équation a n — p, en adaptant la
méthode exposée au 5.1.3, 3° Cette situation est illustrée dans 'exemple suivant :

EXEMPLE. — Résoudre :

t+ 1)y =2 - - ly=te" ]

IeiJestJ, =]— o, — [ ou J; = ]- 1, + oof. On constate que ¢, : t — ¢ est solution de
I’équation homogéne (H). En raisonnant comme au 5.1.4, 4°, on cherche un vecteur e, € ¥ tel que le
systéme ((q@, (1), ¢ (]}, e;) soit libre pour tout r. On constate en utilisant:

e 1

ftelJ \#0
0

¢
que 2, = {1, 0) convient. On cherche donc les solutions de (L) sous la forme:
y() = Moe + pity  avec  y() = Mue!
En reportant dans I'équation (L); il vient:
{t + DA'(t)e — (t — Dpuie) = te 7, e + p't) =0
Le lecteur en déduira que les solutions de {L) définies sur J, (resp. J,) s'écrivent :

t+1
¥ty = (2t + 6 + S)e”" + Pe' + e

H constatera que, en accord avec la proposition du 1, I'ensemble de ces solutions est un sous-
espace affine de dimension 2 de B4 (resp. R/2).

® Montrons gu'il existe des salutians définies sur R entier.
Une telle solution doit vérifier :

W—lp=ae+Pe’'; yi—lj=oe+Pe' +e2; Y(i~lj=ae+fe' —¢
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Ainsi les solutions définies sur J, et J, et correspondant respectivement a (u,, B,) ot (a, B,}se
« raccordent au point — 1 » si, et seulement si:

ae + fre! = age + Pue

Il en résultr que, si on travaille sur R, il existe des solutions mais que :

— {e probléme de Cauchy en {t,, y,, ¥oh avec 1, # — | admet une infinité de solutions,

— le probléme de Cauchy en ( — 1, y,, ¥o) n'admet pas de solution si ¥, — y, # /2, et admet
une infinité de solutions si v — ¥, = e/2 (la nécessité de cette condition apparaissant d'ailleurs sur
'équation elle-méme).

— I'ensemble des solutions est un sous-espace affine de dimension 3 de R®: lu proposition
concernant la dimension de lespace des solutions ne s'étend pas aux solutions obtenmies par
prolongament.

by Cas oit n = 2 et oti Pon connait une solution ¢, de (H) qui ne prend pas la
valeur 0. — Soit:

Yo+ a0y + ax(t)y = ble) (L)
i : veed “p,‘m 0|¢0
Pi(t) 1

La méthode exposée en a) s'applique, avec n =2, p =1 et e, = (0, 1). Elle
revient a:

MeTHODE. — On effectue le changement de fonction inconnue y = A, .
La résolution de (L) est ainsi ramenée i celle de :

e ) T
A+ [2—+ nlAy=—-—
( ey TAVIYE00

qui est une équation linéaire du premier ordre, par rapport & la fonction inconnue ',

ExEMPLE. — Reptenons :

t+ Ny —2y — (¢t — lly=te”* (L}

Nous disposons de la solution ¢, : ¢ — ¢' de (H) qui ne prend pas la valeur 0.
Posans : y(t) = Alt)e; A est donnée par : (¢ + A" + 20" =t~

On calcule :
No= =+ 127 F + {4 1)
t+ 1 ¥
Ah=——e M (P 3+ 52+ 5
2 2

£t on retrouve les solutions définies sur J, (resp. J;).

¢) Utilisation des séries entiéres. — Cette méthode est illustrée par :

EXEMPLE. — Résoudre Méguation lindaire et homogéne :

B+ +0—gly=0 (geR,) {1
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Cherchons s'il existe une séric entiére I «o" de rayon de convergence R > 0, telle que :

nzl
+ oo
@i o— Y a
soit solution de {1} sur 1— R, R[. nee
En écrivant :
oo + b
ity =Y naty @'t = Y (n+ Din + b, @) = 3 oA — ag"
=0 N=1 LR

nous obtenons aisément la condition nécessaire:
VrelN  (n+ 2)in+ l)a,,; + {(n* — g¥a, = 0.

Une fois choisi {ag, #,) € K7, la suite (a,) est déterminée. En adoptant d'abotd (ag, a,) = (1, 0), et
ensuite (@4, a,) = {0, 1), nous abtenons les deux séries (') :

+o A=l 2n +w n—| 2n+l
Py =3 [[@-4)——:i o)=F [[G -+ —ro
A= k=0 {2n)! n=0 i=0 (2r + 1)!
a, s
— 5ig ¢ N, elles ont toutes deux un rayon de convergence égal 4 1 (car lim |—| = 1), et
LIl ﬂn

elles sont solutions de (1) sur ]— 1, + 1[. Les soiutions de (1} sur J— 1, + If sont donc ies
ope + PP, {(z B) € K*). Notons que, d’aprés la théorie générale, g, €t ¢, sont prolongeables de
maniére unique en solutions sur R; a priori nous ne sommes pas en mesure d'expliciter ces
pretongements (cf. 3.2.3, 4°).

— 8i g e®y, ['une des séries a encore 1 pour rayon de convergence, mais ["autre fournit une
fonction polyndme, solution de {1) sur .

C'est ainsi que pour ¢ = 2 on alasolution @, : ¢ — 1 + 2t% définie sur R. En utilisant b) on
cherche les solutions sur R sous la forme ¢t —s {1 + 262)A(¢). On obtient les :

¢ afl + 2% + Pr/1 + i, (a, B) & K2)

Plus généralement, pour g € 2/, @, est une fonction polyndme ne prenant pas la valeur 0 &t toutes
les solutions de {1) sur & sont les

: du
o {pytn]? Jl +
Celle qui correspond & (&, f) = (0, 1) prolonge o,.

t — apglt) + Poglt) » (. B) e K?)

d) Equarions de Bessel. — 11 s'agit des &quations du type :
gyt ty + (2 -2y =0 (AeRY)
On se limite a priori & t € RY, £t on cherche des solutions de la forme :
+

P:1,R[-K t m¢ Y ai", (reR®)

am{

' Par analogie avec Y. & = 0, on convient que [] @, = 1, et donc ici que
ke kel
-1
1@ - ah=1

km{
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Ecrivons :
+a +
=Y n+nas Pe'=r Y n+n+r— lag
n=g n=q

Ainsi g est solution si, et seulement si fe rayon de convergence R de Za t" n'est pas nul et sila série
entiére :

Z(n + ra "+ ¥ a,.t" — AZas"
L]

est nulle.
Limitons-nous d'abord au cas : g, ¥ 0. La derniére condition s'écrit :

[(P=-a=0alil+2ra, =01 Aal¥rz2 (r?+ 20, +a,., =0]

En choisissant @, = 0 et ¥ = &, on obtient :
Ayg = O Oim = — _Gmz
dm(k + m)
On constate R = + «0. D'od (en prenant a, = 1) la solution :
. +a (- 1t
o 2%mIh + 1 .. (b +m)

i

P RY =Kt gy

® Cas h ¢ N. — On peut reprendre le calcul avec » = — A, On trouve la solution :

_ o (_ 1)7‘!2"
0L iRy K oo )=t}
weo 2Mm— A+ ). (At m

On constate qu'au voisinage de 0 : g, (2) ~ et g_, (1) ~ ¢~ On en déduit que les solutions p,
et g _, sont linéairement indépendantes. Dans le cas & ¢ N, les solutions de {'équation de Bessel sur
®% sont donc les applications ag, + Bo_;, avec {a, B) € K2

® Casd € N* — Rienn'est changé pour la selution g, si cen'est qu'elle est ici définie sur R. L'usage
veut qu'on la remplace par la solution J, = (27 Y}¢,, déiinie sur R par;

+ {_ ”m“ 22-.
no = g

o M+ m)!

Par contre, lorsqu'on adopie r = — A on a encore 4,,., = 0, mais la relation de récurrence
dmim — Aay, + dym-2 = O exige :

ay = a; =---= gy _, = {), en contradiction avec a, »% 0,

On pourrait essayer de supprimer I'hypothése a; # 0. En écrivant alors :

+o o

11 2 =
Y gt =t F b aver by = Gnc0m
maQ m=p

on constaterait que la suite (by,) vérifie : 4m(h + m)b,, + by, _; = O, ct que :

o) = 1 (ant“ E {— 1) ) oot
ot 4 ).+ m)

Ici nous n'obtenons pas de deuxiéme solution indépendante de la premiére.
La recherche d’une telle solution, et donc la réselution de I'équation, dépasse le niveau de ce
couts.
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REMARQUES. — &) Dans le cas L = 1/2, on constate :

3 1
©, 5t = —=sint; ®_ i) = —cost
! t

b) Dans le cas A ¢ R, on vérifie par un calcul €lémentaire :

1 1
— g () = -t
00+ IJ‘FA D) + @y, (1) t‘Pa.()

Ainsi, pour A — 1/2 € Z, on peut exprimer ¢, en fonction de sinus et cosinus.
¢) Le lecteur vérifiera que, pour Acf*etteR :

1 n
Jun = —»J- cos (Au — tsinu)dy
T g

5.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A COEFFICIENTS CONSTANTS

Préambule. — Nous reprenons les équations différentielles (L} et (H) du
5.1.1, 2° en nous limitant au cas ou application ! : J — %#(E) est constante, ce
qui permet de Iécrire ¢ +— 4, ol u est un endomorphisme continu donné de
I'espace de Banach E.

Nous étudions ainsi :

— Tl'équation homogéne (H)} y' = 4 . y sur un intervalle quelconque J de R
(si J est ouvert les solutions sont C® d'aprés 4.1.1, 4°);

— Téquation compléte (L) ¥ = u . y + g(t) sur tout intervalle J de R tel
que g : J — E soit continue,

5.2.1. Etude du cas général

Les notations sont celles du préambule. On ne fait aucune hypothese sur
dim E.
Il est clair que I'application constante [ : ¢ +— u vérifie :
i) Pour tout (t,, t;)e J%, les endomorphismes Nt,) et 1(t;) commutent.
On peut donc appliquer 5.1.4, 2°
4

Ici: @(t) = | udt = (¢t — tp)u, et donc :
tg



522 EQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS 215

TaEorREME. — Pour tout (2,5, yo}eJ x E, il existe une, et une seule solution
de (H) [resp.(L)] qui est définie sur J et prend la valeur y, au point t,. Elle est
maximal» et s’écrit :

t = (exp (£ — to}u)) . yo

|:re3p. t s (exp ((t — to)u)) . yo + J;r(exp (&t — 1)) . g(1) d{|

EXEMPLES. — @) Etude de:

Yy =y (H)

Ici u est Idz. On a: exp{t(— fo)ldg) = & *Id;. La solution v telle que wity) = y, est
t e "y,

b} Etude de: y* = y.
En posant ¥ = {y )'), on se raméne a I'équation homogéne, dans l'espace de Banach
EX: ¥V =u.Y ave

u: (¥, ¥2) ¥ (¥ 1)

On constats

In+i

ul = Id; r: =i, (ne N},

c& qui entraine:
exp (it — to)u) = chir — tg) Idpz + sh(t — tolu
On en déduit la solution au probléme de Cauchy en {ty, yq. ¥ol:

t —plt) = yochit — tg) + ¥yshit —tg)

REMARQUE. — Dans ces deux exemples, on aurait pu vérifier a priori que les solutions trouvées
convenaient, et conclure par I'unicité,

5.2.2. Etude en dimension finie de équation homogeéne y = u . y

Pour appliquer les résultats du 5.2.1, il faut calculer
exp (tu). Cela conduit a utiliser P'étude de la puissance
g-iéme d'un endomorphisme (1.12.3.6, 1°). Nous allons faire
ici une étude directe, basée elle aussi sur la théorie de la
réduction Lun endomorphisme. En fait, concrétement, les

i deux méthodes conduisent g des calculs matriciels similai-
res.

1° Nous nous limitons ici au ¢as ot dim E = n, (n > 0). Soit:

y=u.y (H)
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Nous reprenons les notations du 1.12.3.5 et nous supposons que le
polyndme caractérististique y, de u est scindé sur I (ce qui est toujours réalisé si
K = C). Nous avons (p, désignant le polyndme minimal de u) :

F B
WO =T1T& -3 w@=J1& -2y, 1<r<mg

i i
i=1 i=1

N; = Ker (u — he)i est aussi Ker {u — Ae)% pour tout g, tel que g; = r,, eten
F
particulier pour ¢, = m;; sa dimension est m; et E = @ N.
i=1

Soit u; l'endomorphisme induit par » sur N, nous savons que
v; = u; — h; Idy, est nilpotent d'indice r,. Soit w, la projection de E sur N,

parallélement 4 N, A toute application y de R dans E nous associons les
F#i

P
applications y, = ®; o yde Rdans les N;;ainsi y(t) = ) y{t). D’aprés IIL4.L],
i=1
y est dérivable si, et seulement si les y; sont dérivables, et alors: y; = ®; © y'.
Ainsi (H) équivaut a:

VieN, ¥, =u.y (1)

2° Résolution. — Etudions d’abord (1). En effectuant le changement de
fonctions inconnues y{t) = erz{t) (qui est licite puisque eM ne s’annule pas) on
obtient :

VieN, 2z =u.z 2
Toute solution \; de z; = v,.z; étant de classe C*, elle vérifie:

YieR P = ofi.d{t) = 0 (nilpotence de v;).

L'ensemble des solutions de z; = v;. z; est donc un sous-espace de dimension
m, du K-espace vectoriel des polyndmes & coefficients dans N, dont le degré
n’excéde pas r; — 1. Remarquons que, le dernier espace ayant pour dimension
mgr,, il y a égalité entre les deux espaces si et seulement si r; = 1.

— On déduit de cette étude:

THEorEME. — L'ensemble S, des solutions de TI'équation différentielle
homogéne y' = u.y est un sous-espace vectoriel de dimension »n de Fespace
vectoriel £, des applications de R dans E de la forme :

t i et Pt)

i=1

ol P; est un polyndéme a coefficients dans N, de degré au plus égal & r, — 1.
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D’aprés une remarque précédente, on a S, = I, si, et seulement si chacun

des r; est égal a 1 (ce que le lecteur pourra retrouver en montrant :
I

dim X, = 3 myr,) cest-a-dire {1.12.3.5,2") si, et seulement si u est diagonali-
i=0Q
sable.
Dans ce cas, N, quiest alors Ker (u — A,e), admet une base (¢y), s <, fOrmée
de vecteurs propres associés 4 la valeur propre A; de u; §;; = X, est alors
exactement l'ensemble des applications

P m;
o Y MY s (%, € K)
i=1 k=1

REMARQUE. — Méme ¢lans le cas géneral, si A est valeur propre de « et ¢ vecteur propre associé a
A, alors ¢ — & ¢ est solution de (H).

Pratigue. — a) On peut éviter la détermination — en général laborieuse —
du polyndme minimal en remarquant que S, est aussi un sous-espace de 'espace
vectoriel des applications

I
t — Y eNOn)
i=1
ol @; est un polyndme a coefficients dans E de degré au plus égal a m;, — 1.,
On emploie alors la méthode des coefficients indéterminés, en résolvant
séparément chacune des équations (1). Pour chaque valeur propre A,, on écrit le
polynéme Q; de degré m;, — 1 le plus général, 4 coefficients dans £ (ce qui
introduit nm; coefficients scalaires), et on exprime que ¢ —s eiv Q,(f) est
solution de (1). On sait qu'il ne restera que m, coefficients.
b} Le plus souvent, on a affaire a E = K" et donc & un systéme différentiel
linéaire. Le cas dim E = n 5’y raméne par le choix d’'une base. On note M la
matrice de u dans la base canonique de K"

dx dy dz
EXEMPLE. — — =X 42z, - =2x —y, — = X — 5 m,
dr Lg T T h g Txy (H)
Dans la base canonique de [£*, ¥ a pour matrice

1 0 1
M=] 2 -1 0
1 -1 12

On trouve 3 (X) = (X — (X + 3/2).
A priori les solutions de (H) sont de 1a forme :

X =(or + Pl + ye % po= (a4 Bl Ry 2 =t kB 4 e

Nous allons résoudre séparément deux équations (1),

- Alnsi, pour la valeur propre — 3/2, on a ¥, = m;, = 1, la sclution la plus générale est
“2 ¢ ol ve I est arbitraire, et ¢ est un vecteur propre fixe (dim N, = 1).

On trouve ¢ = (— 2,8, 5), et donc (v, v'.¥") = [ —2v, 8v, Sv).

ve
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— Pourla valeur propre 1, le sous-espace propre est de dimension 1,engendré par (1, 1,0), ce qui
montre d'ailleurs que u n'est pas diagonalisable. Nécessairement r; = 2.
On cherche les solutions sous la forme:

x = (ot + B y=(at+ ) z = ('t + p)e.
— En définitive on trouve :

x = (2ht + plet — 2ve 42
¥ = {2kt + g — Rje' + Bve~ 32
z = 2he + Sve 32

avec (A, b, Ve R

3° Résolution pay trigonalisation de la matrice. — Cette méthode s’applique,
elle aussi, toutes les fois que le polynéme caractéristique de u est scindé sur I
(et dans tous les cas si K = C). Nous pouvons donc I'expliquer sur I'exemple

précédent.

Le lecteur vérifieta que T = P~' MP avec:
-2 10 —-32 0 —1/10
P= g8 1 0 T= 0 1 4/5
501 V] 0 1

x
En introduisant X = [y] , I'équation (H) s'éerit:
z

X' = PTP X

ou encore, en posant ¥ = P7'X, et donc Y’ = P 'x

Y=TY
Xy
en notant ¥ = " on obtient le systéme ;
Zy
dx, 3 1 dy, 4 dz,
—_—=——x=—2y; — =¥ t+t-z; —=2z
de 2 T e s a

que 'on résout de proche en proche, en commengant par la derniére équation. On trouve
sugcessivement :

4 4
2, (1) = Sae', y(t) = (dar + B, x,(th= — ge: + e 2,

En uvtilisant X = PY, il vient:

xit) = (4ot + P + 2a/5)t — 2ye” V3,
) = (dat + B — 8o/Ske' + Bye 2
z(t) = doe’ + Sye ™2

Sion pose y = v, 2 = Af2, f = p — A/5 on retrouve les résultats du «).

REMARQUES. — a) Le calcul effectif de P~ est inutile.

b) Pour trigonaliser M, nous avons utilisé, outre deux vecteurs propres, le vecteur (0,0, 1); on
aurait pu améliorer la réduction de M en choisissant un vecteur dans le sous espace caractéristique
relatil & la valeur propre |. Le calcul de (M — 1) nous donne [‘équation de ce sous-espace
2% -2 ~1f =
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Il contient, bien entendu, le vecteur propre (1, 1, 0). Choisissons comme troisiéme vecteur
colonne de P le vecteur (1,0, 2). Un calcul analogue au précédent conduit au systéme:

dx, 3 dya 5 dz,
= — =Xy —— =Yy + 22, — =12
dr 2 : dt : : dt :

La simplification abtenue ne justifie généralement pas, dans la pratique, la recherche du sous-
espuce caractéristique.

4° Utilisation des exponentielles de matrice. — Revenons & ['équation:
2 =10z (2)
a valeurs dans N, La solution générale peut s'écrire:

z; = exp (). z} avec ZeN,.

Or v, est nilpotent, donc:
ri—l IJ

xpw)= ¥ vl
i=ed:

On retrouve ainsi le résultatdu 2°, (,TZ? € N,.). Ce calcul présente parfois

un intérét pratique.

ExXEMPLE. — Considérons le systéme & quatre inconnues (x, y, z, u}, de matrice:

1 -3 0 3
~2 -6 0 13
M = 0 -3 1 3
1 -4 0 8

On trouve: Xy = {X — 1)*. Pour calculer &M, remarquons: e'™ = e'¢itM -1 (cette remarque
templace le changement d'inconnue {t) = e'Yi(f) de la théorie). Or (M — N)* = 0, d’on:

1 1
eM =o'l + M -1+ 5:’(M -+ gr"[M _—

Le lecteur achévera la résolution, ¢n constatant (M — I)® = O et:

2+ 3 — &t + 9¢* 0 61 — 18°

oMol v 2 ta 3t 0 260~ 6

2 32 — Gt + 92 2 &t — 182
a4+ — 8t + 3 0 2+ 14t — 6r®

5° Cas ot u west pas scindé (K = R). — Nous expliquerons la méthode
sur I'exemple:
dx dy dz
—_— _— = _—= FE = RS‘
T T TR

On résout d’abord le systéme dans C°. La matrice a pour valeurs propres 1,
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et . Elle est diagonalisable. En cherchant les vecteurs propres on trouve comme
base (relativement & C) de 'espace des solutions :

1 1 1
o, t —e | 17 @t —e | 2] @it —elt|
1 Jj J'.Z

©y + @3 P2 — P,
272
solutions; on la note (Y, Y, ¥3). Dong, sur €3, les solutions sont :

to— ol (7)) + Bl () + vl (o, B, y) e C*

On constate que (cpl, ) est aussi une base de I'espace des

Mais \r,, ¥, Wy, qui prennent leurs valeurs dans R®, induisent des
applications de R dans R*, que nous noterons encore {,, i,, 5. Le premier
systéme étant C-libre, le second est R-libre et les solutions cherchées sont donc

Ctllfl + B‘I’Z + T‘IJ& avec (EI, ﬁ! Y) € Ra'
Duans le cas présent, on trouve :

x(f) = wet+ Pe™" cos(t/3/2) + ye %2 sin (¢ \/3/2)
y() = wet + Be™"2 cos (£/3/2 — 2r/3) + ye "7 sin (£ /3/2 — 2n/3)
2(1) = ae + Pe "2 cos (£ /372 + 2x/3) + ye 2 sin (/372 + 2n/3)

REMARQUE. — R? étant muni de sa structure euclidienne canonique, et orienté par sa base

canonique, la matrice
0 01
M = 1 00
01 @

représente la rotation d'angle 2r/3 autour du vecteur (t, 1, 1). On a immédiatement

M2=[ ] et M=

(1—1. rJn ) (4-1_ el ) + r3u+1
PM = I+ — M+ ( —) M2
ngﬂ [3’,)1 ngl) (3" + ]) ! ,,gn (311 + 2) !

Le lecteur en déduira une expression de la somme de ces séries entiéres, en comparant avec les
résultats précédents. Inversement, on peut calculer directement ces somines et retrouver les résultats
précédents.

Ll = —]
oo -
= —]

On en déduit
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5.2.3. Equations linéaires scalaires d’ordre » homogénes,
a coefficients constants

Nous étudions ici I"équation :

yYWHay U+ - +ay=0 (H)
ou (da,, - .., 4,) € K" Nous posons :
0 1 0 0
0 0 1 0
M|
0 0 0 1
- a, —dp.y T 4,2 —

En reprenant les notations du 5.1.5, 1%, nous sommes conduits 4 résoudre le
systéme Y’ = MY, qui est un systéme a coefficients constants. On calcule donc le
polyndme caractéristique :

X -1 0
0 X 0
WX)=
0 0 —1
a, a,_, X +a,

Notons ¢, {j € N,), la j-¢me colonne ; remplagons la premiére colonne ¢, par

¢, + ¥ X'7'c; On obtient:

i=2

xulX) = X" + ¥ ax"

Nous supposons y,, scindé sur ¥, et nous reprenons les notations du

5221
il résulte de 5.1.5 et 5.2.2 que I'espace vectoriel S, des solutions de (H), dont

la dimension est n, est un sous-espace du K-espace vectoriel V¥, des applications
de R dans I de la forme :

(s S QM. Qe KIX], deg O, < my — L.

i=1
Comme V), est engendré par la famille des applications:

t —s ehifd ieN, jeN,_, u{0}

.
onadim ¥V, € ) m, cest-a-dire dim V; € n.
i=1
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Comme S, = Vyetdim Sy, =n,ona Sy = W,
En conclusion:

THeortME. — Les solutions de (H) sont toutes les applications de la forme:
P
t Yy @0
i=1

o Q; e K[X] et degQ; < m; — L.

REMARQUES — a}llenrésulter, = m,pourtoutie N etdoncuy, = ¥, Lelecteur estinvité d
démontrer directement ce résultat {par des raisofinements algébriques).

b) On peut aussi en déduire que la famille (8, s nek »n d'applications 8, ,: ¢ r—e™" est une
famille libre d’éléments de 'espace vectoriel KR,

EXEMPLES. — @) " — y = O.
Icizp = X* — 1.1lyatrois racines distinctes 1, jet J*. Les solutions sont toutes les applications
t —ae + Bt + v {a, B, y)eC?
— Si on cherche les solutions 4 valeurs réelles, une modification de la C-base de 55, comme au
5.2.2, 5%, foutnit :
{ —rae' + Pe " cos (t4/3/2) + ye Y3sin{t/3/2), (o, B, Y)Y e R

By" -y -y +y=0
lei 4 = (X + 1){X — 1)2. Dol les solutions :

to—oe”' 4 (Bt + yle, (& P, y)e KO

) Revenons & I'équation, étudide au 5.1.5,3% ¢) : (22 + 1)y + £y — g’y = 0 avec ge R,
Effectuons un changement de variable t = 8(x), § étant un C2-difféomorphisme d’un intervalle J sur
R. En notant z(x) = y[B(x}], 'tquation transformée est :

82 +1 (G 0 (Y + 1))
4l -——— ")~ gz=0
o2 o a3

8 @ +1 1df*+1 .
On rematque que — — ———— = — — . Il vient idée de choisir & tel que
o ot 2dxh @
0% +1 . . . .
pr = 1, par exemple 8(x} = sh x, (§ est alors un difféomorphisme de R sur R). On obtient ainsi:

2" —qgz2 =10
tt, en revenant a la variable ¢:
yWtt = echig Argsh¢) + Bsh(g Argshe)
Comparons ce résultat a ceux obtenus au 5.1.5, ¥ ¢; en tenant corapte de I'unicité au probléme

de Cauchy, de @y{0) = 1, 94(0) = 0, 93(0) = 0, ©}(0) = 1, on déduit pour te] = 1, + 1[:

1
@glt) = ch (g Argsh i) ¢,(t) = -sh (g Argsh 1)
q

REMARQUE. — Une autre base de 'espace des solutions serait:

Qo+ gPi it + L+ R @ — g,z (T4
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5.2.4. Complément sur les équations avec second membre

A) Considérons d’abord 'équation linéaire du premier ordre, & coefficients
constants, avec second membre :

y =u.p+ bit) (L}

ol b: J — E est continue et u ¢ #(E). Nous supposerons E de dimension finie.
La théorie de la variation des constantes permettra de ramener la résolution a
des calculs de primitives (dans la mesure ou 'on pourra résoudre explicitement
I'équation caractéristique de u).

Nous nous proposons d’indiquer ici quelgues techniques particuliéres a
certains seconds membres. Rappelons que le probléme est de trouver une
solution de (L),

1° Superposition des solutions. — En appliquant 1.11,2.1, 3°, on sait que si

q
b= 3 Mb, ol b: J— E est continue et b, € K(ke N ), et si 1 J — E est
k=1

q
solution de y' = u.y + byt), alors ¢ = 3 A, est solution de (L).
k=1

Notons que ceci vaut pour toute équation y' = I{t) . ¥ + g(t).

q
2° Second membre de la forme b(t) = Y t'u, avec o, € E et o, # 0.
k=0

(b est une fonction polynéme a valeurs dans E; ici J = R).

lee Cas: detu % 0. — 1l existe une solution polynbéme de degré 4:

Pl = X tB (Be k),

que I'on obtient pratiquement par identification.
En effet:

o) —u.oly) = Z kB, — u.Bey) — Iq(“-ﬁq}
k=1

d'on le systéme ('):

—uB oy KBo—uB, =y (KeN)

1 Qn utilise ici le fait que I'égalité de deux fonctions potyndmes i coefficients dans E se traduit
par I'égalité de leurs coefficients. Le lecteur démontrera ce résultat A titre d’exercice.
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qui se résout de proche en proche:

Bq = - u_l‘aq'r Bq-l = u_l'(qﬂq - q‘q—l)! " ’iﬂﬂ = u-l'{Bl - a‘O)

On a bien B, # 0.

REMaRQUE. — Ceite solution polyndme est unique.

2¢Cas: detu = 0. — Alors 0 est valeur propre de u: soit m son ordre de
multiplicité.
Reprenons les notations du 5.2.2 et supposons &, = 0,etdoncm, = m. En

P
décomposant chaque coefficient o, de b suivant E = @ N, on obtient
i=1
P
b(t) = Y b{t), o chaque b, est un polyndme a coefficients dans N, de degré au
i=1
plus égal 4 gq{b; = w; < b).
L’équation (L) est alors équivalente au systéme:

VieN, yi=u.y + bft)
P

yzzyu'

i=1

Mais pour i # 1, det u; # 0, donc il existe une solution polynéme ¢, de
degré au plus g, de y; = u,.y; + b{1).

Etudionsalors: y; = u;.y, + b,(t). Si @, est une solution quelconque {et il
en existe), elle est de classe C* et on a, par une récurrence simpie:

eM(e) = uf @, D+ Y wrhpt ()

k=1

Comme u7 = 0, on constate que ¢{™ est un polyndme de degré au plus ¢, et
donc que ¢, est un polyndéme de degré au plus ¢ + m.

REMARQUES. — a) Ici, nous n'avons qu’une inégalité pour le degré {et non le degré exact).

b) Toutes les solutions de ¥} = u, .y, + b,(t) sont des polyndmes. Cela s'expligue par le fait que
les solutions de ¥, = u, .y, sont elles mémes des polyndmes. Il ne peut donc y avoeir de solution
polyndme sans qu'il n'y ait que des solutions polynéomes.

3° Seconds membres de la forme b(t) = &P(t), helK et P fonction
polyndme, a coefficients dans E, de degré q. — On effectue le changement de
fonction inconnue y{t) = eMz{1). I vient: 2’ = (u — A Idy).z + P(t).

Sachant que u — X ldg a pour valeurs propres les A, — A aux mémes ordres
de multiplicité que les &, on se raméne au cas précédent.

En résumé:

PROPOSITION. — Soit ¥ = u.y + ¢ P(t), ot P est une fonction polyndéme, 4
coefficients dans E, de degré ¢, et A € (€. Alors il existe une solutiont — e Q(t),
ol Q est un polynéme a coefhicients dans E. De plus:
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a) Si A n'est pas valeur propre de u, Q est unique et de degré g;

b) Si A est valeur propre de u, d'ordre de multiplicité m, il y a une infinité de
polynomes O, et ils sont de degré qu plus égal A m + gq.

B) Venons-en maintenant a I'équation linéaire d’ordre n 4 coefficients
constants avec second membre. Nous utiliserons essentiellement :

COROLLAIRE. — Soit :
Y 4 aytth e - +ay = e'P) (L}

oireK,PeK[X]etdegP = q.Notoms x(X) = X"+ a, X" ' + ' -+ + a,et
soit m l'ordre de multiplicité de la racine A de y, en convenant m = 0 si {2) + 0.
Alors 'équation{L)admet une unique solution t —t™e* Q(r) ol Q € K[X], avec:
deg Q = 4.

— Le cas m = 0 résulte immédiatement de la proposition.

— Supposons m # 0. La proposition nous donne des solutions
t > e™ R(f), ol R est de degré au plus g + m. Pour une telle solution, écrivons
R =58+ X"Q,avec Se K[X],deg § < m — 1. On remarque que t —- ¢ 5(1)
est solution de I'équation homogéne associée a (L), et donc que ¢ — t"e* Q(¢)
est solution de (L).

Soit maintenant une autre solution ¢ —t™e* Q, (1) de(L),avec Q, € K[X].
t s 1"eM(Q (1) — Q) est solution de Idquation homogéne et donc
X™(Q, — @) est un polyndbme de degré au plus m — 1. Cela nécessite ¢ = Q,,
d'ou l'unicité.

— Enfin, nous avons a priori deg @ < g. Pour montrer deg @ = g,
supposons d’abord & = 0. On a donc:

YWaa " U+ e y™= P, (aveca, , #0) (L)

Si @(t) =t™Q(¢) est une solution, seules interviennent dans (L) les dérivées

@™, avec k = m, qui sont des polyndmes de degré au plus deg Q; on a donc
g =deg P < deg (.

Le cas & # 0 sen déduit par le changement de fonction inconnue

y(8) = ez(t). a

EXEMPLES. — a) V' — 2 + y =cht
Le polyndme caractéristique est (X — 1)*; l'équation homogéne a pour solutions
t —ot + Pl

1
¥ — 2y +y=-¢ aunesolution du type s yeie".
2
t .
Yy = 2¥ +y=-e"' aunesolution dutype t — B¢ ',
2
On  trouve, par identification: y=1/4 e & =1/ Doid les solutions

{4 + ar + Bl + (1/8)e
B) ' + y = rttcos?t
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Le polyndme caractéristique est X* + |; l'é4quation homogéne a pour solutions
t —ocost + Psin¢ (plutdt que r — oe" + fle” ", afin de pouvoir se placer sur R en prenant
(e, B) € R?).

1 + cos 2t L

En écrivant cos’t = et cos 2t =

, On s& raméne au cas de I'étude
précédente. Ici 0, 2i, et — 2i ne sont pas racines de X + 1.

Pour 3" + y = —t2, on cherche la solution ¢ —yt? + 8¢ + € On trouve 1 t +—132 = 1
2

12 9 54

i
11 en résulte, sans nouveau calcul, que y* + y = — t¥¢~ ** admet pour solution
4

1 2ir 13
sl —— 24—+ — e
12 9 54
La solution générale de y* + y = t* cos f est donc :

1, , 1 2% 13
De méme y* + y = — t2e* a pour solution t —| — — ¢ — — e
4

t? 1 4t 13
t—— —1—-t*cos2t + —sin2t + —cos2t + ccost + fsin¢
2 6 2 2

@ Le lecteur est invité i reprendre ces deux exemples en utilisant la meéthode de variation des
constantes.

5.2.5. Equations d’Euler

1° Equation d'Euler homogéne. — 11 s'agit de:

ey a0 - g,y tay =0 0

Pour étudier simultanément les solutions définies sur R* et les solutions
définies sur R*, posons &€ = sgn (1), & est donc constant.

Effectuons le changement de variable: t = ee*, ou x = Log |t|, et notons
z{x} = y(ge"). Un raisonnement par récurrence montre que, pour tout pe N, :
k

B 5 T P z
(g™ @{ae } = kgl o, x cﬁ(x}’ o, € K

Nous sommes ainsi ramenés & une équation différentielle linéaire, &
coefficients constants de la forme:

2 4 b2 b b2+ bz=0

(2)
dans laquelle z est une fonction inconnue de la vaniable x.

Le polyndéme caractéristique, P, de I'équation (2) est dit polyndme
caractéristique de 'équation {1). Nous le supposons scindé sur K ; notons ses
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racines distinctes par X, ..., A, et leurs ordres de multiplicité respectifs par
my, ..., m, Dans ces conditions, nous avons, d'aprés 5.2.3:

ProeosiTion. — Les solutions de (1) sont toutes les applications de la forme

)
t Y |t Q; (Log [t)),

i=1

ou O, est un polyndme arbitraire, de degré au plus m;, — 1.

REMARQUE. — Calcul de Péquation caractéristigue. — Il n'est pas nécessaire d'effectuer
explicitement e changement de variablet = ge*. Remarquons en effet que si nous remplagons dans le
premier membre de {2) z(x) par €, nous abtenons P{A)e**; donc si nous remplagons y{t} par |¢[* dans
le premier membre de (1), nous obtenons P(L)|t|*; d’ob le calcul de P

2° E:'quation d'Euler avec second membre. — a) Le lecteur étendra les
résultats du 5.2.4. 4 des équations du type:

"y + .+ ay = ('O (Log|t) avec Qe K[X].

b) Par le principe de superposition des solutions, et en prenant e N, Q
constant, il obtiendra en particulier la résolution de:

"y 4 . +ay =R, ReKX]

5.3. EQUATIONS DONT LA RESQLUTION CONDUIT
A DES EQUATIONS LINEAIRES

5.3.1. Equations de Bernoulli

1° DeérFinrTion. — On appelle équation de Bernoulli toute équation diffé-
rentielle de 1a forme :

y = alt)y + b(1)y* (B)
ol o est un réel, J un intervalle de R, a et b des applications continues de J dans R.

Nous écarterons les cas ol {a = Q) v (& = 1), car dans ce cas (B) est
linéaire. Nous ferons 'étude générale sur (t, y) e J x RY.

Pour certaines valeurs de & on peut cependant envisager y e B, , ou y e B*,
ou méme y € . Nous le verrons sur un exemple.

Remarquons d'autre part que {t, y) —a(t)y + b(f)y" est continue et
localement lipschitzienne en y sur J x R*%. Nous pouvons donc appliquer le
théoréme de Cauchy-Lipschitz et affirmer qu'il y a unicité au probléme de
Cauchy en (¢, yo) € J x R%.
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En écrivant ’équation (B) sous la forme:

y—; = alt) ,,1_, + bir)
y y

nous constatons que le changement de fonction inconnue z = y' ™" conduit 2
I'équation différentielle :

7z = alt)z + blt) (B

1 -«
que 1'on sait résoudre, comme équation linéaire.

Remarquons que 'on a pu faire le changement d’inconnue z = y' ~° grice
au diffeomorphisme y — y'~* de R* sur RY. On ne s'intéresse donc qu'aux
solutions de (B') 4 valeurs dans RY.

Dans la pratique, il faudra restreindre les solutions de (B'), ¢ : J — R, des
sous intervalles I = J tels que, pour t € I, ¢{t) € R%. Les solutions de (B) n’ont
donc aucune raison d’étre définies sur J.

1

¥
2° EXEMPLES, — a) ¥ = — + —, avec(t, yye R x R%.
2t Xy

On écrit 'éguation :
1 N 1
w=—y+_—
X 2

et on pose & = 3?, (Cest-a-dire y = \/z puisque y > 0).
Il vient: 2 = z/t + 1/t, dont la solution pénérale est:
W=k -1, (heR)
— Les conditions z € R% et re R% imposent de se limiter 4 A € R%. D'cd les solutions:

Wi = \/M — 1;avect e J1/%, + oo[. Plus précisement, la solution maximale passant par {f,. ¥o)
ty

L S +1

est définie sur
+ v}

— Plus généralement, le lecteur vérifiera que I'on obtient des solutions maximales pour (8) en
restreignant une solution { de (B') & des intervailes [ dont les bornes sont:

— soit des bornes de J;

— soit des valeurs de t annulant £,

Bt + Iy =4ty + 4:J}.

On suppose d'abord i, yje R x R%.

On applique la théorie en posant z = \/ y. 1l vient:

(0 + 10 = 20z + 2t

dont la sotution générale est ; 2(t) = A{t> + 1) — L.
La condition ze R, impaose de s¢ limiter & AeR%. A tout A ¢ R* on associe I'application :

8 R ®& (A +1)— 17
et son graphe C,.
— Pourie)t,+ owf,ona:
YteR Ae2+1)—1>0

On dispose donc de la solution 8, définie sur B (et donc maximale).
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— Pour 4e]0,1], on dispose des deux solutions ¢, et Y, qui sont les restrictions de 6,

-

respectivement 2 :

el o e V5
— +»| e |j—ow, — f——
A A

Pour 4]0, 1[ les arcs de C, représentés en traits pleins sur la figure 20 correspondent 4 @,
(& droite) et & Y, {& gauche); Iarc de C, représenté en traits ponctués n'intervient pas.

Naotons qu'il y a unicité au probleme de Cauchy {le théoréme de Cauchy-Lypschitz s'applique).

® Etudions maintenant la méme équation, avec (t,y)eR x R, . Les fonctions nulles étant
solutions, nous devons, comme d’habitude, « raccorder » les solutions précédentes a ces fonctions
nulles. On constate :

~ & yo>f2: il ¥y a unicité au probleme de Caunchy, la solution maximale étant
1+ ./ o s
te (gl + 1) — 1) (xo = 7{“) défimie sur R.
148
— 8i0 < yy < £} 11l y a vne infinité de solutions maximales passant par (£, yo) et elles sont
définies sur ®. A chacune d'elles on peut associer [k, 1')e(]0,1])? tel que la solution maximale
considérée s'obtienne en «raccordant » ¥, , ia fonction nulle et ;..
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I
!
!
!
!
!
!
!
{
I
i
{
!
]
i
/

-~

5.3.2. Equations de Riccati
1° Derinrmon. — On appelle équation de Riccati toute équation différentielle
de la forme:
y' = al)y* + bty + ct) (R}

oll a, b, ¢ sont des applications continues d’un intervalle J de R dans R.
I1s’agit d’une équation « résolue » y' = f{(¢, y), avec fcontinue surJ x R.Le

théoréme de Cauchy-Lipschitz s'applique.
Nous supposerons connue une solution particuliére @y: J - R.

Effectuons alors le changement de fonction inconnue : y = ¢, + 2.1l vient :
(B)

2 = (2alypy(t) + b))z + a(t)z?
C'est une équation de Bernoulli, avec (£, 2)eJ x R. Le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, qui s’applique ici, montre que, en dehors des fonctions nulles,

qui sont solutions, une solution de (B) ne peut s’annuler.
On peut donc poser z = {/u. On obtient 'équation linéaire :
(L)

u' + (2aithpylty + b()u + aft) =0
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On ne s’intéresse quaux solutions ne s'annulant pas. Notons ¥, + oy,

(ot £ R), les solutions de (L), avec , : J — R, ¥, : J — R. Lessolutions de (R) sont

@, et les applications de I dans R de la forme:
1

Lo lt) +

0 + a0

ou { est choisi de sorte que :

Yeel () + oy, (t) # 0.

REMARQUES. ~ a) Il n'y a pas de « raccords » de solutions a faire.

b) Onretrouve I'unicité an probléme de Cauchy, en remarquant que, ¥, étant solution non nulle
d'une équation différentielle linéaire homogéne, pour tout 1, € J, Y,(t,) # 0.

2" EXEMPLE:
L+ =y +fy+2 (R

— On raisonne g priorisur f = J— o, — 1[oud =]~ 1, + wo[. On constate que ¢ —t?
est salution sur B, donc sur chacun des intervailes.
En effectuant directement le changement de fonction inconnue y = 2 + 1/, il vient :

1+ +3u+1=0

a-—t
dont les solutions sont ¢ —

. Les solutions de (R) sont done, outre ¢ +—t?:
1 +1

1+ at?
I - R t — , (f=Jetagl
€ —t

— Etudions I'équation sur B, On constate que t +—t?ett —t — 1,(x = — 1), sont solutions
sur B,

1 + wt?

Notons @,{t) = pourtet ¥ — lett # o Ona,pourtouta g, (— 1} = 1. Donc g, ety
a—t

se raccordent par continuité au point ¢t = — 1. Pour raccorder les dérivées, on doit avoir :

1—20 1-28

a+1 B+1

et donc ot = P.

Enfin @, et ¢ ~—¢? se raccordent par continuité au point t = — 1, mais e raccord de Ja dérivée
1 — 2«

est impossible ( # - 2)‘ En résumé les solutions maximales sont ;

a+1

t—e? et tr—t—1 (teR)
1+ o?

t— (te]— ow,2[ ou tele, + wl)

o -1

REMARQUE. — L'existence d’une solution ¢, définie sur J n’est pas assurée, comme le prouve
l'exemple :

y=1+y
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5.3.3. Equations de Lagrange et de Clairaut

DeriniTion. — On appelle équation de Lagrange toute équation différentielle

de la forme :
y = a(y) + b(y) {(A)

oit a et b sont des applications de classe C* d'un intervalle J de R dans R.

1° Quelques observations. — a) (A)est une égquation non résolueen ', dela

forme git, y,)") = 0, ou g est de classe C' sur R? x J. D'apres 4.2.2, 2¢ b, pour
tout (¢, ¥o» Uo)€R? x J tel que :

(¥o = aluglty + blug)) A (@'ugkte + Blug) # 0)

il y a, au voisinage de ¢,, une et une seule solution ¢ de classe C' vérifiant
Q1) = yo et ¢'(to) = uq;en fait cette solution est de classe C2.

Quitte 4 opérer des raccordements, nous nous limiterons donc 3 rechercher
des solutions de classe C2.

5) Cherchons d'abord les fonctions affines solutions de (A). 11 est aisé de
vérifier qu’il s’agit des applications de R dans R de la forme:

1 —mt + b(m), avec med et aim =m.

Leur présence est donc liée a la non-vacuité de I'ensemble
D = {me Jla{m) = m} qui jouera un role important dans la discussion.

Les solutions de (A) 4 dérivée seconde nulle sont les restrictions de ces
fonctions affines.

¢) A l'opposé, supposons qu'il existe une solution ¢: I — R, de classe C?, 2
dérivée seconde ne s'annulant pas.

Jo = ¢'(I) est une partie de J, et ¢’ induit un C'-diffeomorphisme de { sur
Joinotons 8 = (@) "' :J, = L

En posant u = ¢'(t), c'est-a-dire + = 8(u), nous constatons :

Yueld, o{B{u) = alu)blu) + blu).
ce qui fournit, par dérivation :
Yueld, (u— au)f'(u) — a'(u)Bu) = b'(w)
Ainsi (¢") ! est une solution définie sur J,, a dérivée ne s"annulant pas, de :
(u — a(w)? — a'(u)z = b'(n) (L}

qui est, en général, une équation différentielle linéaire.

d) Inversement soit 8: J, = R, (J, = J), une solution de (L) de classe C',
dont ta dérivée ne prend pas la valeur 0, I = 6(J,) est un intervalle de R ¢t 8
induit un C!-difféomorphisme de J, sur I. On dispose donc de I'application:

@: =R tr—a® () + O™ '(2)
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Ona:

Yuely @8(u)} = a(u)b(u) + blw)
Par dérivation, on en déduit, compte tenu de {L):
Yueld, (¢'Bu) —u)d{u) =0
et, & ne prenant pas la valeur 0: Vu e J, ¢ ((u)) = u ce qui s’écrit :
Yied @()=0"1(1)

Il en résulte que ¢ est une solution de (A), de classe C? sur I, 4 dérivée
seconde ne prenant pas la valeur 0.

Dans la pratique, on utilise le fait que le graphe de ¢ admet la représentation
paramétrique :

t = B(u), y = alw)d(u) + b{u), (uedy)
2° Equaﬁan de Clairaut. — 11 s'agit du cas particulier : & = Id,, soit:
y =yt + biy) Q)
— Draprés 1°, b) les solutions affines de (C) sont les applications
t ——smt + b(m), meJ.

— Cherchons, par la méthode du 1°, les solutions de (C) dont la dérivée
seconde ne s'annule pas. Ici{L) estl'équation ordinaire : z = — b'(u). Pour tout
sous-intervalle J, de J sur lequel b est de classe C? et b” ne prend pas la valeur 0,
nous disposons de I'application 6: u +-» — b'(u) de J, dans R; d’ott la solution:

p: OJ) =R t —07{0 + bO1 (1))

Les graphes des solutions ainsi obtenues sont tous inclus dans le support de
I'unique arc paramétré défint par:

t = —h'(u), y= — ub(u) + blu), ueld).

Au point dont le paramétre u vérifie ”(u) # 0, la tangente 4 cet arc est le
graphe de la solution affine t —ut + b(u).

— Toutes les solutions s’obtiennent par « raccordements » de solutions des

deux types que nous venons d'étudier (la remarque géométrique qui précede
étant trés utile dans la pratique).

EXEMPLE. — Etude de: y = ty’ — y'¥/4.

Pratiquement on opére comme suit :

On pose v = u:d’od y = v — u?/4. On écrit dy = u dt. Il vient:
it — uf2jdu =0

— du = 0 fournit les solutions affines t. +— tm — m?/4 im e R).
— u = 2t fournit la solution 1+ 12,
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Graphiquement, on obtient une parabole €t ses tangentes, ainsi que les solutions s'en déduisant
par raccordements.

3° Autre cas particulier. — On suppose ici: Ve elJ alt) # ¢

— Il n’y a pas de solution affine (ici D = &),

— En remarquant que, pour toute solution ¢: [ — R, de classe C*,on a:
Viel ¢'(t) = ale'th + (&'(¢'(D) + b (@' ()" (1)

on constate qu’il n'y a que des solutions a dérivée seconde ne prenant pas la
valeur 0, définies sur J. On les obtient par la méthode du 1°. (Ici (L), qui §%écrit

a'u) _ b'(u)
u — aiu) 2 - a(u}

]

admet des solutions de classe C' définies sur J).

4° Cas général. — Reprenons D ={me .Jla(m) = m}.Sous réserve de
commencer par intégrer des équations de Clairaut, on peut suppeser quaucun
intervalle ouvert et non vide de J n'est inclus dans D. On dispose :

— des solutions affines t «— a(m)t + b(m), me D;

— des solutions i dérivée seconde ne prenant pas la valeur 0, définies sur
des intervalles inclus dans J\D.

Fig. 22,
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On procéde encore par raccordements.

EXEMPLE — 2y = (¥ + 1/y'}t + y¥3 — ) + L.
La méthode pratique est la méme que pour ['équation de Clairaut : on pose ¥ = w et on écrit
dy = ud!; on obtient ici:
1 dr 1
- Nl —~—r—1)=0
wdu Wt
#® u? — 1 = 0 correspond & a{u} = u, et fournit les solutions affines :

t—t + 176 t— — 1t + 5/6

1ds 1 )
®-—=—i+ 1 donne les solutions:

udu w
{t =u? + au
y =203 + autf2 + (v + 1)2

Dans la pratique, on se contente souvent de cette forme paramétrique. De fagon plus précise, il
faut prendre 1 dans ['un des intervalles ne contenant pas Oet — o/2.'En résolvant ¢ = u® + 2y en u,
on en tirerait les solutions sous la forme y = (1)

EXERCICES

§.1. — Rescudre les systémes différentiels suivants (ol ¢ désigne la variable) :
xX=x+y+cost—sint, y = —x+23y+sint;
X=x+my+p, y=-mx+y+q (p.geR);

X = —x+ 2+ eMArctgr; ¥ = 2x + 2y + 2% Arctgt;

x =x+ 2y + 2e¥ Logt,
x =x+ y+sint,

x' + )y — y=sint,
xrr+m1y=0’

X"+ 3y —dx +6p=0,
=x+y -

X"+ 2ky + wlx =0,

¢

—x + 4y + e¥' Logt;
¥y =—x+ 3y

X -y +x=14

¥ —mix =0 (meR)
V+xX —2x+4y=0
Y=x 4y - x

-,
I

¥ - 2kx' + w?y =0 ((k, 0)eRY);

X==x+y ¥yY=-y+z Ff=—z+x
avec x=1, yO=j z20)=7,
X=x+2z y=-y =x—-y+ l/l.x;
x'=y+z ¥V =x+ z 2 =x 4y,
X =3x+y-2 V=x+y+z 2 = 2x + 2z;

z

: )

3 9
Z'=—x—6y+ -z

X = —=x+2y— -, = —Xx +
2T Ty Y 2 2
6x' = 6x — 3y, 4y’ = — 3x + 6y — 3z, 4z = — 3y + 4z;
X' = — ax + ay, y = —ay+ az, ' =ax —az (@aeR);
X=x+y+é y =y + e ' =2z + &Y

y’—z’+x\/§=sint,
x=3x+y+ 3,

z'—-x’+y\f3=sinr,
y=—4x—y—3+ 6t

x’—y’+z\/5=sinr;
Z' = 4x — By + 2z;
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£.2. — Mouvement dans le plan (0, ?, ?} des points M, (x,, y,) et M(x;, y;) de
fagon que, A € #g(2) étant donnée, on ait :

b 34 X X X

)=o) = L=

Yy ¥ Y2 ¥
5.3. — Résoudre :

HEE R

1 g 1
P{t) = 0 2 0
2 —& 0

5.4, — Résoudre : X' = MX, avec

x 1 cost + 2sint —sint + 2cost
X=|y let Misy=|0 1 ~3sin®r + 3sintcos! 1+ 3cost — 3sintcost

z 0 —1—3sin*¢t —3sintcost 1 — dcos®t — Isintcost

On introduira :

On posera :

1 0 0
X =PY  avec Pt} = 0 cost sint
0 —sint cost

5.5. — Théoréme de Floguet. — Soit [ une application continue, de période w, de B
dans #(C"). On considére : y' = {{t).y {H).

a) Soit S, le C-espace vectoriel des solutions (définies sur R) de {H). Montrer qu'on
détermine un automorphisme v de S, en posant :
YopeS,; VteR viply) = ot + 0).
En déduire qu'il existe un couple (A, Y} C x Sy tel que :
VieR Yt + w) = A1)
Exhiber un tel couple dans le cas de l'exercice précédent.

# b) Retrouver le résultat de a) en vérifiant que, R, désignant la résolvante de (H)ent
ona:
vieR R, .0 =R(® RO

(On fera intervenir les valeurs propres de R, (0)). s
¢} Etudier le cas ou I'application ! est constante.

5.6. — On considére 'équation différentielle (H) : ¥ = u.y, 0l u & Z(C")est donné.
a) On suppose que u est diagonalisable; montrer que (H) n'admet que des solutions
bornées sur R si, et seulement si les valeurs propres de 1 ont toutes une parti¢ réelle nuile.

b) On suppose que 4 n'est pas diagonalisable. Montrer que (H) admet des solutions
non bornées sur R.
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57. — Trouver toutes les solutions périodiques, de période 1 de I'équation
difiérentielle y* + ait}y = b(¢), 08 a et b sont des applications continues de ® dans R, de
période 1.

5.8. — Résoudre :

(l—t’]y’+fy=2t,f\/l+:2; -y +y=1—1
te+2)y' +{t+ )y —t =0 (solutions développables en série entiére?);
21 =ty + (1 — )y =1 (solutions sur ] — oo, I[¥);

A2 -1y + ey =03+t —t; ysint — pcost = sint;
(t—yhde + 2tydy =0; (2 =y —ty =0;  yp" — 3y? = 2%y,
I+ +1y =1+ tArctge

(1 -2y —ty —a’y =0 (¢t > eshrcaint et solution);
{1 —cosdr)y” + 2sin 4ty — 8y = 0 {t > tg ¢ est solution);

4t — )y =2y —y =0 (t —/|t — 1] est solution)
{* = 1)y — 12y = 0 (solution polyndme);

(t* + 1}y — 2t + 1)y + 2y =0 (solution polyndme);
=1y + 2t -2ty =2t + Dy +t2 =0

{on posera y = ¢~ %z; on cherchera une solution définie sur R).

5.9. — Soient J un intervalle de R et 1 J — R une application continue. Résoudre
¥ = f(¢), avec la condition initiale (tg, v, . . .. Y& 19, (t; € J). Retrouver la formule de
Taylor avec reste intégral.

5.10. — a) Soit: y” + a(t)y’ + bir)y = 0 ou a et b sont continues sur J. On suppose
qu'il existe deux solutions ¢, et g, vérifiant:
Vied @,(f) = 19,())

Quelle relation existe-t-il entre a et b?
b) Résoudre lorsque aft) = 2¢.

1 3
¢} Résoudre: y* + y'tgt + y(i + ztg2 t) = 0.

511, — a) Soit ¥" + a(t)y’ + &)y = 0. On suppose qu'il existe un systéme libre
(91. ®;) de solutions tel que @2 + @2 soit constant (resp. 2 + ¢2 = 1). Quelle relation
existe-t-il entre a et b?

b) Résoudre:
y'cost + y'sint + yeos®t = (;

M-y -ty +9 =0, ty -y +°y=0

5.12. — a) Soient ¢, et @, des solutions de y” = yfit). Montrer que @, @, est sclution
d'une équation de la forme: 222" — 22 — 42%f{t) = k, o1 k est une constante.
Que devient k quand on remplace @, par ap, + g, et @, par yp, + d¢,?
8

1
2* =1,
cost

b) Résoudre: 222" — 22 —
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5.13. — Soit (H) : y" = p(t)y’ + g(1), o1 pet g sont de classe C! sur un intervalle J de
R.

a) Montrer que si ¢ est solution de (H), alors ¢? est solution d’une équatibn
différentielle de la forme:

yo=Py" + 0@y + Ri)y. (K)

Expliciter (K). On trouve; P =3p, 0 =p' + 3g — 2p°, R = 29’ — 4pg.

b) Montrer que si ¢, et @, sont solutions de (H), alors @, @, est solution de (K).
Désignant par w le wronskien du systéme (g, 9,) et par Weelui du systéme (o2, ¢, ¢4, 03),
montrer que: W= 2w,

5.14. — Résoudre:

y =2y + y=cht; y" —3y +2y=1tshe; ¥y +¥ +y=tcost
V' =2y +ky=cost (keB ¥y +y==tlcos’ty ¥y —y=chlt
Yy —y=k (keB); ' +4y=sinat{aecR); " +y=cosdt

V' + 4y =sinatcos Bt ((o, Pl e BR?); 3" — 6y + 9y = sin 3t;
V' =2y -3y=e"ch™%y; Yy -6y + 5y =¢ch 2t y + 4y =tsin’t
y'o=2ky + (K + )y = €sint (keR)

¥ — 2y + y = et (solution de classe C* sur B ?);
P +2 +y=sh?f2; y -2 +y=1cht; p*¥ — y =cost
YT = Yy =3y =e Y6y + 9y =e et 4 1)1
t 2 9 6 2

Vity=— ¥Y+y=—7 V-6 +Wy=-++
COs ! Cos” t t £ t

2t +1

d
€
(2

y'o—4y +3y =

5.15. — Pour I'équation :
A+ +ty +k¥y=0
résoudre en effectuant un changement de variable x = g(t) conduisant a une équation

linéaire a coefficients constants,

5.16. — Soity” + a(t)y’ + b{t)y = 0.Oneffectuelechangement de variable x = g{z).
a) A quelle condition obtient-on une équation linéaire & coefficients constants?
b) Dans le cas alt) = 2/t, déterminer b pour que cette condition soit remplie.

£17. — a)Soitey” + ay' + by = 0,{(a, b) € R% Pour quelles valeurs de {a, b) peut-on,
par changement de variable, se ramener 4 une équation linéaire 4 coefhicients constants?

1
Résoudre: ty" + Ey' +y=0
b) Méme question pour: (1 + %)}y + aty + by = 0.

, 1
<) Etudier: fif}y” + Ef'(t)y’ + by =0
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518. — a) Résoudre (1 — ¢3)y" — ¢t + a’y = Q, (a € B), en effectuant un change-

dy
ment de variable ¢t = g(x) visant a supprimer le terme ¢n v
X

b) Etudier de méme: ty" — (n ~ 1)y’ — a¥t¥" "'y = 0.

5.19. — Soit k € R. Résoudre y" = ky, o1l y est 4 valeur dans I'espace de Banach E.

dx
5.20. — Soit M € .# g (3) antisymétrique. L'équation d_ =MX (X € H,(3 1)) a-t-
t

elle des solutions constantes? Montrer que le produit scalaire de deux solutions est
constant, Résoudre.

5.21. — On considére y* — 2y + y = 0. Soit (p,, ¢,} la base de l'espace des
solutions définie par ¢,(0) = ¢3(0) = 1, ¢,(0) = ¢,(0) = 0. Quelle est la base duale de
(@1, @)?

5.22. — Résoudre : " + y = b(t), ou b est la fonction de¢ période 2 qui coincide
avec { —t{sur [— 1, + 11

£23. — Montrer que: ¥ + y = P(t), avec P e R[X], admet une, €t une seule
solution polynomiale et qu’elle s'écrit :

d*" P(1)
ern )

t— Y (=1
r=0

5.24. — On déhnit un endomorphisme d de Pespace vectoriel des applications de
classe C* de R dans R par: f +—f" + tf.
a) Noyaux et vecteurs propres de d, de 4", (n € N}.

b) Résoudre: y" + 21y’ + (> + k)y = 0.

+ @

sin ut
5.25. — a) Montrer que t —F(t) = j ———du est de classe C* sur B*,
o (1l + )
b) Montrer que F est solution de :
n
Wty = 3 {0

¢} Résoudre (1) et en déduire :

F(t) = g(l —e-W2cost/ /2, (¢ > O)

1
526, — a) Résoudre:(L} y" + y = 7 sur R*% et montrer qu'une solution est :

¢ sinft — *= sin
(pﬁtr—:[ ——(-——u)duz-[ ludu
0

‘e u u+t
e—ﬂl
1+ u?

+ =2
b) Montrer que ¢, : ¢t H.I‘ du est de classe C? et vérifie (L) sur R%.
Q
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c) Montrer que (L) admet une seule solution qui tende vers 0 quand ¢ tend vers
+ oo :en déduire que @, et ¢, coincident sur R%,

*osinu n
d) Montrer (avec justification a I'appui) : J —du = EX
0 u
527. — a) Résoudre :
Y+ 5" + 4y =0 (H)

b) Soient b une application continue et 2r-périodique de R dans C, et 3 c-pe‘”= la
peZ

série de Fourier de . Montrer que :
Y9+ Sy" + 4y = biy) (L)
admet une solution 2r-périodique si, et seulement si :
G, =¢c_ =¢;=c_, =10
En supposant cette condition remplie, et en se limitant au cas on la série Zz fe,l
converge, exprimer les solutions de (L) sous forme de sommes de séries trigonométﬁques

convergentes ¥ 'ype"”z {on cherchera les y, en fonction des ¢ ).
ped

Calculer les ¢, et les v, dans le cas de : b{t) = ————.
2 + cos 3t

5§28 — Résoudre (" + ¥)cost — (¥ + y)sint =10.

5.29. — a) Résoudre: 2yy" + y"2 — y'2 = 0.
b) Retrouver les résultats en étudiant :
y}”(y + y»] = 0‘

5.30. — Résoudre :

y t 22
y ot ul =0
y 0 2
531. — On donne aeRY% et f: R — R, continue. Déterminer les applications

¢: R — R, deux fois dérivables, telles que :
YteR @"(t) + a’o(— 1) = f(2).

On achévera les calculs dans le cas : fir) = .

5.32. — On cherche les applications continues f: R, — R vérifiant :

x+y

Yix, ppeR? (0 €y € x) = (flx)fiy) = ft)de) (1

=¥

Montrer que ces applications sont de classe € et former une équation différentielle
qu'etles vérifient. En déduire les solutions continues de (1),
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5.33. — Déterminer f de R vers R telle que u: (x, ¥) —f{y/x) soit harmonique
(ile.:uyz + uypz = 0).

5.34. — Déterminer les fonctions f de B vers R telles que
g: 6y 2) S+ 42
vérifie :

a) g2+8,+ - ;9 =05 b g, =xyzr%,  (@eR7)

5.35. — Résoudre par changement de variable :
Vo4 (et — 1y 4 deBy = 0, (x = €Y);
¥+ ¥ +ye 2 =3cht +sht, (x=e7)

5.36. — Résoudre:

"+ 2 o+ ! = 0; ry 2 +12-2=0
Yy TeY Tarar? T Y T ey B
T+ 0y =ty +y=(t—1)2e 2
5.37. — Solutions développables en série entiére de :
2y -2y + (12 + )y =0 2y — 6ty +{12+ )y =0
ey + e+ 1y —y=0; ' —x+ kly +ky=0 (ke®

5.38. — Soit PeR[X]. Montrer que I'équation: {2 + Lp" + 3ty + y = P(t)
admet une, et une seule solution polynome.

5.39. — Soit l'équation: e2y" + &ty — (£ + ¢ + Ny = 0.

a) Trouver une solution ¢ 1t — Z at" avec '(0) = 1. Montret que, pourn 2 1:
=0
1
la,] < W En déduire le rayon de convergence.

b) Résoudre en posant y = ze ™ '/1. Reconnaitre la solution trouvée en a).

5.40. — Montrer que I'équation : 13y + 2y — ¥ = 0 admet une solution définie sur
R. Est-elle développable en série entiére ?

541. — L'équation: £*y" + (6t + 1)y’ + 6ty = 0 admet-elle une solution dévelop-
pable en série entiére ? Résoudre.

542 — Pour chacune des équations suivantes, £tudier I'existence de solutions
développables en série entiére et celle de solutions définies sur R :

1 9
oy =0 4y + 2y —y =05
A Sl ¥ y -y

B+ =0y (22 =3t 4+ Ly + 2y —2p=0.
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543. — Développer en série entiére les fonctions :

t =/l + 1+t e + PP Pcos (e Arctgr),  (zeR)

5.44. — Résoudre:
2y’ + 4ty + 2y =Logll +1); 1y +ty +y=cos(aLogs), (xeR)

292 —ayy — 202 + ) =0 (2 =1},
2y — 2ty 4+ 2y =2 + Msin,

5.45. — Résoudre :

Yty +e+2/0y=0 +y—nP=0;
Yy +ytgr—-y* =0, ycost- ysint + p'? =0; _v’—y=r\/;;
¥ -1

y 1 ( : 1)
"+ -+ 5 =0 [solutiont ——); 1y —y=——
Yy iTe t v ar + bt +c

546. — Résoudre: {1 — )y = y? — 12y — 2t (solution ¢t — k|e").

541, - a) Déterminer la fonction ¢ pour que f+—t soit solution de
Vv = y? + ty + clt) et résoudre,

b) Déterminer les fonctions a et b pour que t — — (t2 + 1) et t — = {12 + 1/2)
soient solutions de (£2 + 1}y = 4t2y2 + ait)y + b(z), et résoudre.

5.48. — Appliquer aux équations lingaires homogénes du second ordre la méthode
exposée au chapitre 4 pour les équations homogénes en y, ), ¥*. Qu'obtient-on ?

549. — Résoudre: t*y? + 2’y — 1y — 4 — 4y = 0.
a) On posera z = ty + 1/t* ) On s'inspirera des équations de Lagrange.
5.50. — Résoudre :

(I+yh=y% 2y=y-1y; t=ye”, 1= +y,
t=yte”s  y=@ 1N PO 3y =0, S+ - ky =0
YVi—kyy 4y =0, ' + Yy —ay? =0t + ¥ - a@? -y =0

y=yP=0+y9 y' =y? - yicoigy;
(a + 2bt + et}?’
yy» + yJZ + 4 = 0; yyn = ym; y»ym - 3yu2 = 0; yu — el+y; y2y:: + 2fy'3 =10
Yty =t4y q? Ay 42020 =14yt
22—ty =2+ ) =0, -yl + Py =0

4

Yy =wy+yr



6
INTEGRALES MULTIPLES

® Pour améliorer la présentation de 'ouvrage, nous
avons réparti la généralisation de la théorie de Pintégrale
simple du 111.6 entre les chapitres 6 et T du présent tome,
qui constituent un tout. Les démonstrations ne consistant
qu'en une extension immédiate d p = 2 de résultats déja
acquis pour p = 1 seront laissées au lecteur, sans que cela
soit toujours dit explicitement.

e Letexte imprimé en caractéres normaux recouvre
le programme de toutes les classes préparatoires, et suffit
pour une premiére lecture, d condition d’ admettre un petit
nombre de propositions (désignées par le signe % )dont les
démonstrations font appel 4 des résultats acquis dans les
paragraphes et sous-paragraphes imprimés en caractéres
fins.

& Dans tout le chapitre p désigne un entier naturel
non nul. RP sera toujours muni de sa topologie usuelle; il
sera souvent commode — et le lecteur vérifiera que cela
n'altére en rien la généralité de l'étude — de considérer
que cette topologie est induite par la norme N :

(X1, -+ s X,) — max x|
1g5igp

6.1. INTEGRATION DES APPLICATIONS EN ESCALIER

6.1.1. Subdivisions d’un pavé de R?

1° DeFmTioN L. — On appelle pavé fermé de R” toute partie de R? formée des
(x(, . . ., x,) vérifiant:
VieN, ;< x, € b 1)

oll (2)ien, €4 (B)en, sONt deux familles de réels vérifiant

VieN, a, < b 2)

[
Un tel pavé se note: [] [a, b].

i=1

On définit de méme un pavé ouvert en remplagant (1) par:

VieN, q <x; <b
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REMARQUES. — a) Un pavé fermé (resp. ouvert) est une partie fermée (resp. ouverte) de R”.
b) Avec la norme N_, les boules de R” sont des pavés « cubiques ».
c} Pour p = 1, un pavé fermé n'est autre qu'un intervalle compact.

DeriNiTiON D1 — Soit P le pavé fermé de R” défini par (1). Pour touti e N, on
désigne par %, 'ensemble des subdivisions de intervalle compact [a,, b;] de R. Les
¢éléments de I'ensemble ¥ = %, x ... x ¥, sont appelés subdivisions du
pavé P,

Il s’agit des p-uples ¢ = (G, ..., G,), aveC 6; = (a; Wogieny | € N, On dit
que o; cst la i-iéme composante de o; 8(c,) désignant le pas de o, le réel

positif 8(a) = max &o;) est dit pas de la subdivision .
Igigp

Celle-ci détermine les n, .. .n, pavés fermes:
1

Po iy = {(x), ..., x,)eRAVieN, Qg X4 = ai,k,}

qui sont appelés cellules de la subdivision ¢. On dit que (P, ou J désigne

abréviativement I'ensemble N, x ... x N, est la famille des cellules de o.
2° Relation d'ordre sur . — DEFINITION. — Soient 0 = (5,, ..., d,) et
g’ = (o}, ..., o)) deux éléments de . On dit que la subdivision o’ est plus fine

que la subdivision o, et on note o < o', si, et seulement si, pour tout i ¢ » O; est
plus fine que o,

11 s’agit manifestement d’une relation d’ordre partiel sur 5.

3° Mesure p-dimensionnelle dun pavé de RF. — DEFINITION. — Soit P le pavé
fermé de R? défini par (1) les réels positifs b, — a,, { € N, sont appelés longueurs

L4
des arétes de P; leur produit [ ]| (5, — a,) est appelé mesure p-dimensionnelle de P
i=1
et noté m(P).
Remarquons que m(P) = 0 si, et seulement si P = (3.

THEOREME. — Soient P un pavé fermé de R?, o une subdivisionde P, et (P, Ia
famille des cellules de o. On a:

m(F) = JZ, m{P )

Avec la notation du 1°, on a en effet:

n, n,

Swrye § o § Hln -
}o k=1 k=1 =1 ’
et:

mP) = T1 Y (ays — a4 1) 0

i=1 k=1
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4° Parties pavables de R*. — DErinrTion. — Une partie A de R? est dite
pavable si, et seulement si A peut étre considérée comme la réunion d'une famille
finie de pavés fermés de R* dont les intérieurs sont deux i deux disjoints.

Une telle famille est dite adaptée a la partie pavable A.

REMARQUE. — En utilisant le fait que I'intersection de deux pavés fermés est un pavé fermé, et le
fait que, si P et O sont deux pavés fermes tels que 0 < P, alors P\Q est pavable, on constate que les
parties pavables de R? sont les réunions finies de pavés fermés de R*.

THEOREME ET DEFINITION. — Soit A une partie pavable de R?. Pour toute
famille adaptée (4),,, le réeljezj m(A;) est indépendant du choix de la famille ; on

Iappelle mesure p-dimensionnelle de A ; on le note m(A).

La notion de partie pavable ne présentant pratiquement pas d’intérét pour
la suite, bornons-nous a donner le principe de la démonstration :

— FEtant donnée une famille adaptée (A,),,, on obtient visiblement une
nouvelle famille adaptée en remplacant chaque A; par la famille des cellules d’une
subdivision quelconque de A;. D'aprés le théoréme du 3° la somme des mesures

des pavés qui constituent la nouvelle famille adaptée est E m(A).
&l

— Etant données deux familles adaptées (4 Jies € (AL)x OD peut trouver
une troisiéme famille adaptée formée exclusivement de cellules de subdivisions
des A, et aussi exclusivement de cellules de subdivisions des A4;. O

Propriétés des parties pavables. — On constate que:

— Toute réunion finie (resp. toute intersection finie) de parties pavables de R*
est une partie pavable de R? ;
— Si A et B sont des parties pavables de R?:

mA N B) + mA u B) = m(A) + m(B) (3)
er: m(A\B) = m(A) — m(A N B) (4)
Les parties pavables de R*® n’interviendront qu’au 6.5.3.

5° ConvenTion. — Dans toute la suite, par pavé nous entendrons pavé fermé,
d'intérieur non vide,

6.1.2. Applications en escalier sur un pavé

Soient P un pavé de R’ et E un K-¢space vectoriel normé (K = R ou C).

DerintTion 1. — Une application /: P — E est dite en escalier sur P si et
setlement si elle vérifie les deux conditions suivantes:

i) f est bornée sur P;

i) Il existe une subdivision ¢ de P telle que la restriction de f 4 Fintérieur de
toute cellule de o soit une application constante.
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REMARQUE. — Pour p = 1, la condition i) est automatiquement remplie (11.6.1.2). Pour p = 2,
on pourrait se dispenser de l'imposer (les valeurs de f en dehors des intérieurs de cellules
n'interviendront pas); en fait elle se révilera commode.

DeriniTiON II, — Soitf: P — E une application en escalier. Une subdivision
o de P est dite adaptée a f'si, et seulement si la restriction de /'a I'intérieur de toute
cellule de o est constante.

Remarquaons que, { étant en escalier, il existe au moins une subdivision adaptée a ', d'autre part
toute subdiviston plus fine quiune subdivision adaptée 3 fest elle-méme adaptée a f

6.1.3. Intégrale d’'une application en escalier

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient f une application en escalier d'un pavé P
de R7 dans un e.v.n. E, o une subdivision de P adaptée a f, A, la valeur constante de f

sur l'intérieur de la cellule P;de o(j e J,avec Card J = n, ... n,). AlorsI'élément
> m(P)k; de E est indépendant du choix de la subdivision o adaptée 4 f. On
T

l'appelle intégrale de I'application en escalier f/ ; on le note J f
P

On procéde comme au I116.1.3, 1°, en introduisant, pour i€ N, fixé un
élément c e [a, b,]. 0

REMARQUE. — Sifest bornée et si la restriction de f4 P est constante, de valeur A, alars fest en
escalier et J‘ f=m{P.
P
2° Propriétés des applications en escalier et de lewrs intégrales. — Soit P
un pavé de R?.

ProrosiTioN . — L'ensemble & des applications en escalier de P dans un

K.e.v.n. E est un sous-espace vectoriel de EF ; 'application /' — -I‘ fde & dans E
est linéaire, :

ProposiTion 1L — Soient E et F denx K-e.v.n,, u une application linéaire
continue de E dans Fet f : P — E une application en escalier. Alors u - f est une
application en escalier et on a:

[or(1)

On notera que Uhypothése sur la continuité de « nous garantit que u = fest bornée ; elle n'est pas
nécessaire pour p = 1.

ProrosiTioN [II. — Soient E, F, G trois K-evm,, T : E x F - G une
application bilinéaire continue, f et g deux applications en escalier de P
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respectivement dans £ et F. Alors:
fTg: PG x —f{x) T gi{x)

est une application en escalier.
Dans la pratique on utilise :

T: KxK-K (x,y) — xy
ou T:. Kx E=E (o, X) +— ox.

ProrosiTion IV, — Seit f/: P — E une application en escalier, Alors;

Wi =R x =] fx)l

Lf < leu.

CororLarE L. — Sif: P — [ est une application en escalier positive alors
Iintégrale de [ est positive.

est une application en escalier, et on a

CoroLLAIRE]], — Soient fet g deux applications en escalier de P dans R telles

qugg,alorsjfgfg.
P F

ProPOSITION V. — Soient f: P — E une application en escalier, o une
subdivision de P, de cellules P;(j ¢ J,avec Card J = n; ... n,). Alorsla restriction
de {4 chaque pavé P, est une application en escalier, qwabusivement on note /. On

[r-3s

Pour établir cette derniére proposition, il suffit de raisonner dans le cas de
I'introduction d’un point ¢ de lintervalle ] a;, b;[, i € N, fixé. O

6.2. INTEGRALE DE RIEMANN D'UNE APPLICATION D'UN PAVE
DE R”"DANS UN K-ESPACEDE BANACH (K =R OUC)

Méme lorsque cela nest pas précisé, P désigne un
pavé de B? (ferme, d’intérieur non vide).

6.2.1. Notion d’application intégrable sur un pavé

THEOREME ET DEFINITION. — Soient P un pavé de R, £ un espace de Banach,
etf: P — E une application. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout £ € R, il existe deux applications en escalier ©.: P — E et
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¥, : P = R vérifiant:
If — @)l < ¥, et ng <&
F

ii) 1l existe une suite (¢,),., ’applications en escalier de P dans E et une suite
(\r,),n d’applications en escalier de P dans R vérifiant :

YreN |If — ol € ¥, et lim jll;,,:ﬂ.
A~ + o P
Toute applicationf: P — E vérifiant ces deux assertions est dite intégrable au
sens de Riemann, et abréviativement intégrable.
Tout couple de suites [(@,),cn. (W), ] vérifiant ii) est dit couple associé a
Fapplication intégrable f.

6.2.2. Intégrale d’une application intégrable sur un pavé

1° THEQREME ET DEFINITION. — Soient P un pavé de R, E un espace de
Banach et f: P — E une application intégrable. Alors pour tout couple de suites

@ hens (Vo) oen] associédf, lasuite [ | ¢, | d’éléments de E converge. Sa limite
P el
est indépendante du couple associé; elle est dite intégrale de 1'application f.

De méme qu’au 1[1.6.2.2, 1%, on constate que sif: P — E esten escalier alors

Jfest intégrable et son intégrale (au sens du théoréme précédent) est J f({au sens
P
de 6.1.3, 1), ce qui justifie:

NotaTioN. — L'intégrale de Papplication intégrable /: P — E est notée .[ r

P

2° Propriétés des applications intégrables et des intégrales. — Soit P un
pavé de R

ProrosiTioNI. — Toute application intégrable est bornée.

C'est ici qu'intervient la condition « bornée » imposée aux applications en gscalier. Sans elle, il
nous faudrait prendre 'énoncé précédent comme un axiome suppliémentaire, i vérifier par une
application pour qu'elle soit intégrable,

ProrosiTioNn IE. — Seoit £ un espace de Banach. L'ensemble ¢ des
applications intégrables de P dans E est un sous-espace vectoriel de E’;

I'application f r—»j fde .# dans E est linéaire.

B

ProrosiTiONIIL. — Soient E et F deux espaces de Banach sur le méme corps
[€, u une application linéaire continue de E dans F. Si /: P — E est intégrable il en
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estdemémedeuof: P+ Fetlona:

jeos-4[2)

Comme en [11.6.2.2, 2°) on constate que la notion d’application intégrable et la valeur de
Fintégrale ne sont pas modifides si on remplace la norme de E par une norme éyuivalente.

m
ProrosiTiIoNIV. — Soit E = [] E, un produit d'espaces de Banach ; on note
k=1
P, la projection canonigue de E sur E,. A toute applicationf: P — E onassocie les k
applications f, = p, =f (ke N, }. Dans ces conditions, f est intégrable si, et
seulement si chacune des applications f, est intégrable, et alors :

(st

CoroLLAIRE. — Soient E un [K-espace vectoriel de dimension finie, (¢,), o) <
une basede Eetf = ) fie, une application d’un pavé P de R” dans E. Pour que f

k=1
soit intégrable, il faut et il suffit que, pour tont k e N, f, : P — K soit intégrable.

On a alors:
[ 12k

Cas PARTICULIER. — Pour que f: P — C soit intégrable, il faut et il suffit que
Fe(f) et Fm(f) le soient. On a alors:

fr = [ 4w+ [.mr

ProposiTiON V. — Soient E, F, G trois K-espacesde Banach, T:E x F - G
une application bilinéaire continue, / et g deux applications intégrables de P
respectivement dans E et F. Alors:

fTg: PG
est intégrable,

En particulier le produit de deux applications intégrables de P dans Rou €
est intégrable; de méme est intégrable le produit d’une application intégrable de
P dans K par une application intégrable de P dans le K-espace de Banach E.

ProrosiTiON VI, — Seit f: P — E une application intégrable.
Alors |[f]|: P — R est intégrable, et on a:

[« w
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COROLLAIRE. — Soient f et g deux applications intégrables de P dans R.

i) U20)=(jf30); i) (fég)*(jfs.[g)-

APPLICATION. — Seit {1 P — E une application intégrable. Alors :

I

ProrosiTiON VIL. — Soient /: P — E une application, o une subdivision de P,
(P;);cs 1a famille des cellules de 5. Pour que ' soit intégrable, il faut et il suffit que la

restriction de { & chaque P, le soit. Alors, en désignant abusivement chacune des
restrictions par f, on a :

= m{P) SUE {lrEfl-

Lf‘= P J;f- (1)

Etant donnée 'importance de cette proposition, donnons sa démonstration.

— La condition est nécessaire. — Par hypothése, f est intégrable.

Soit [{@ e (¥)pen] un couple de suites associé a f. Pour tout ne N, on
applique a y, la proposition V du 6.1.3, 2°; on obtient:

LngL%

La positivité de y, fournit :

Vield 0@[%@[%
P 3
}

De iim Ilb,, = ( on déduit alors :
P

H=+en

a—++x

Yied lim th},‘:O.
Fi

D’autre part ;

VjieJ V¥xeP; VneN [[f(x) — ¢x)ll < Y,(x)

Il en résulte que, pour je J donné, les restrictions des @, et des §, a P;

déterminent un couple de suites associ€ a la restriction de fa P, qui est ainsi
intégrable.

— La condition est suffisante. — Par hypothése, pour toutj € J, la restriction
de f 4 P;est intégrable, et on dispose d’'un couple [{®;, ,)uens (¥, wuen] de suites
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associé a cette restriction. Celle-ci est bornée, et, d’aprés P = LJ] P fest bornée;
on dispose donc de M = sup |[f(x)|}. Pour toutn € N, on peutﬁdéflnir ¢, P - E
et ¢, P - R par: “P

{v;' e VxeP; (0,0x) = ¢, (x) A (Yu(x) = ¥;,(x))
Vx e P\_UJ P, (@3 =0) A (h(x) = M)

v, et Y, sont ainsi des applications en escalier et, la restriction de ¥, & P; (j donng)
ne différant de ¥, , que sur la frontiére de P;:

Lm=;Lm=;wa

r
Ainsi :

yreN |if — ¢l < ¥, et lim J% =0,

A=t m

ce qui montre que f est intégrable.
— En raisonnant comme pour y,, (# donné), on montre :

J‘(pu = Z J ‘Pj,u'
P set #i

Dot (1), par passage a la limite. |

6.2.3. Sommes de Riemann (au sens faible)

1° Subdivisions pointées d'un pavé. — Scit P un pavé de R’

DermviTion. — On appelle subdivision pointée de P tout couple|(o, £), 0t & est
une subdivision de P, de famille de cellules (P )., et ot £ est une famille de points de
R” de la forme (§ )., avec: YieJ &€ P,

Le pas de (o, &) est, par définition celui de o.
On note &’ I'ensemble des subdivisions pointées du pavé P,

PRrOPGSITION. — B, désignant Pensemble des subdivisions pointées de P de pas
au plus égal & , &' = {B; [n € R%} est une base de filtre sur &,

2° Sommes de Riemann. — Soient P un pavé de RP et E un espace de
Banach.
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DeFmaTion. — Soient f: P — E une application, et (o, £) une subdivision
pointée de P. On appelle somme de Riemann de f, relative 4 (o, &), I'élément
8(f, o, &) de E défini par:

S{f,0,8) = Z m(lef{gj}
JE

Pour f donnée, on dispose de I'application :
F: ¥ - E (g, &) — S, o,f)

THEOREME. — Seoitf: P — E, une application intégrable. Alors 'application F

admet une limite suivant la base de filtre &', et cette limite est | f
P
Ce théoréme sera démontré dans un contexte plus général au 6.5.5, 2°. A

titre d'exercice, le lecteur pourra en chercher une démonstration qui généralise
celle du théoréme du 111.6.2.3, 4°.

3 Application. — En écrivant le terme général de certaines suites multiples sous forme de
somme de Riemann, ce théoréme permet éventuellement leur étude.

EXEMPLE. — Soient m et n deux entiers supérieurs & 1; étudier lorsque (m, n) tend vers
(+ o, + co) dans B2, la suite double de terme général -

L] L]
am.ll= - .
pm1qmy mn + kn o+ im
Ona:
1 = 1
£, = e ———
" B pm ) jmy k !
14— 4=
m n
Soit

Fr 01 «x[01] —R (%)) ——————
l+x+y

et soit @ = (a,, 0,) la subdivision de [0, 1] x [0, 1] définie par

D )

Ogign

Pour tout k & N, et pour tout ! & N, le point (k/m, I/n) st un point d'une cellule de o &t on vérifie
sans peine que l'on obtient ainsl une subdivision pointée (o, £} de [0, 1] x [0, 1].
Manifestement : S{f, o, &) = g, ,

En remarquant sup (8(a, ), &o,)) = sup {1/m, 1/n) et en anticipant sur 7.1.1, on en déduit:

27
- f = Log_
[0, 1] = [0.1]

tim

am‘l
{o, nl={+m, +a)
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6.3. INTEGRALE DE RIEMANN
D'UNE APPLICATION A VALEURS DANS R

3 P continue a désigner un pavé de RF (fermé, d'inté- %
3 rieur non vide). Ici E = R.

6.3.1. Intégrales inférieure et supérieure
d’'une application bornée

1° Notations. — Soit f: P - R une application bornée. Dans I'espace
vectoriel & des applications en escalier de P dans R, nous considérons les deux
sous-ensembles :

— % constitué des éléments de & qui minorent f,
— ¥ constitué des éléments de £ qui majorent f

fétant bornée, 4 et ¥ sont non vides et 4 ces de‘ux ensembles nous pouvons
associer les deux sous-ensembles U et V de R constitués respectivement des
intégrales des applications en escalier qui constituent % et qui constituent ¥,

2° THEOREME ET DEFINITION. — Avec les notations de 1°, [/ est un sous
ensemble non vide majoré de R, sa horne supérieure est appelée intégrale inférieure

de f et est notée ’J /i Vest un sous-ensemble non vide minoré de R, sa borne
P

"
inférieure est appelée intégrale supérieure de f et est notée '[ fOna;
P

"
[<[s

6.3.2. Sommes de Darboux d’'une application bornée

DEFINITION, — Soit f+ P — R une application bornée. A toute subdivision o
de P on peut assacier les réels:

d(f, a) = ngufy)mJ et D(f,0) = E m(P)M,,

ol (P}, est la famille des cellules de o, et ol m; et M, sont (pour j donné) les
bornes inférieure et supérieure de f sur P,

Ces réels sont appelés sommes de Darboux, inférieure et supérieure de f, pour
la subdivision o,
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De maniére analogue a 111.6.3.2, 2° et 3° on démontre alors :

THEGREME. — Soitf. P — R une application bornée. L'ensemble des sommes

de Darboux inférieures de f est non vide majoré, sa borne supérieure est notée d( f);

I'ensemble des sornmes de Darboux supérieures de f est non vide minoré, sa borne
E ]

inférieure est notée D(f). Ona d(f) < D(f). Deplus d(/) = *J‘fet Dif) = J‘ﬁ

6.3.3. Intégrabilité des applications
d’un pavé P de R’ 4 valeurs dans R

THEOREME. — Soient P un pavé de R”, f: P — R une application. Les
assertions suivantes sont équivalentes:

i) f est intégrable ;

ji) les sommes de Riemann de f (au sens faible) admettent une limite suivant la
base de filtre #’ (notations de 6.2.3) ;

iii) f est bornée et d(f) = D(J} (notations de 6.3.2) ;
*
iv) f est bornée et *J- f= jf(notations de 6.3.1, 29),
P

P
Lorsgue ces assertions sont vraies on a:

jf=d(f)=D(f)=*J‘f= 'ff

6.3.4. Propriétés de I'intégrale d’'une application
a valeurs dans R

1° ProrosiTioN 1. — Soient f et g deux applications intégrables de F dans R.
Alors les deux applications:

inf (f,g): x +— inf[f{x), g(x)];
sup (f, ¢): x +—sup [f{x), g(x)]

sont intégrahles et 'ona:
I d

ol {1 )< [t

Prorosimion I1. — Seit /1 P — R une application intégrable, positive, telle
que I £ = 0. Alors f prend la valeur O en tout point de P ol elle est continue.
P
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CoroLLAIRE. — Soient f et g deux applications continues et intégrables de P

dans R telles que f < g. Alors jf = I g équivaat 4 f = g.

P P

REMARQUE. — Le lecteur notera que lhypothése (faite depuis 6.1.1, 57} que P est d'intérieur non
vide est capitale.

2° Formule de la moyenne. — THEOREME. — Soient f et g deux applications
intégrables de P dans R, I'application g étant positive. On désigne par m (vesp. M)la
borne inférieure (resp. supérieure) de f sur P. Alors il existe k € R vérifiant:

msks M et J‘fg=k'[g
P s

CASPARTICULIERS. — a) Sif: P — R est intégrable, il existe k « [m, M] tel que:
j J = km(P).
P
b} Sif : P - Rest continue (et donc intégrable d’aprés 6.4.1), il existe ¢ € Ptel

que :

j 1 = m(P)f)

3° Inégalités de Schwarz et de Minkowski. — TutoriME. — Soient f et g
deux applications intégrables de P dans C. Alors:

If-ﬁ < J lf|2-J.|9|2 {ScHwARZ)

1/2 12 1;2
[I If + gi{l < [f Lfl’*:| + |:J‘ |g|2] {(MINKOWSK1}

6.4. CLASSES D'APPLICATIONS INTEGRABLES

P est toujours un pave de R? (fermé, d'intérieur non §

g vide)

6.4.1. Intégrabilité d’une application continue
THeorEME, — Toute application continue / d’un pavé P de R” dans un espace
de Banach E est intégrable.

— Continue sur un compact, f est bornée; posons M = sup [LFCH.
— De pius f est uniformément continue.
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Soit & € R*%, 1l existe n € R% tel que:
Vix,x)e P* (dy{x, x) < n) = ([f(x) — fX)l <€)

On peut trouver une subdivision pointée (o, &) de P de pas inférieur & n; soit
(P)ig;n la famille des cellules de o {on a: §;€ P). Nous disposons des
applications ¢ : P — E et : P - R définies par:

VieN, VxelP, (o) =fEN A (¥x) =2

N a
yxe P\l P; (o(x) = 0) A (Y(x) = M)

i=1

Visiblement ¢ et yr sont en escalier, et elles vérifient :

If —ols¥ et J V¥ < e.m(P).

6.4.2. Parties négligeables de 1%”

1° DEFINITION. — Une partie E de B* est dite négligeable si, et seulement si, pour tout £ € R%, il
existe ane suite (P}, de pavés de R vérifiant :

i) EcUep,; i} vneN Y miP)<e
neN 2= 0

ou m(P,) désigne la mesure p-dimensionnelle de P,.
REMARGUES. — a) L'assertion ii) signifie que la série T m{P,), d termes dans B est convergente {et
d'ailleurs commutativement convergente), de somme Inférieure a &.
b) Toute partie d'un ensemble négligeable est négligeable. C'est le cas pour .
¢) Etant donné E < R* négligeable, pour tout € € RY, il existe une suite {Q,),en de pavés ouverts
de B* vérifiant :

Ec Uag. ¥neM ¥ mi@) <e

el K=y

1l existe en effet une suite {P,),.o, de pavés fermés de B” vérifiant

EcUP,; vnen I mP)<e2

ne x=0
Pour chague »n € M, on peut trauver un pave ouvert 0, tel que:
P,cQ, e mQ)<mP)+e2? ]
2 THEOREME. — Soit (E ), une suite de parties négligeables de R*. Alors E = U E,_ est nne

neN
partie négligeable de R*.

La démonstration est ]Ja méme que celle du théoréme du I11.6.5.2, 2° O
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3 Un cas particulier important. — Soient C un compact de R*™, (p = 2}, et ¢: C — [ une
application continpe. Alors le graphe de ¢

§={ix,x)e R x RlixeC)A(x, = ox)}

est une partie négligeable de R”.

(On peut, naturellement, écrire (x,, ..., x,_,) pour x et {x,, ..., x,} pour (x, x }).

— Lecompact C de RP~ ! étant borné, il existe r € R* ta] que C soit inclus dans une boule fermés
B de rayon r, de centre Op, -1, gui est un « pavé cubique » (nous considérons B* ™' comme muni de la
norme N ).

— Soit € € RY%. Continue sur un compact, ¢ est uniformément continue; il existe § € i tel que
n = rfq vérifie :

¥ix. X1 C? (Ix = x| <) = (l9(x) - o) < &}k

Considérons la subdivision du pavé B dont les cellules sont les pavés :

=

[T tkn,(k; + ] avec:  VieN, |, —-g<k<g-I

i=1
Notons (P <pepe aVvee N < (2¢)77, la famille constituée par celles de ces ceflules dont
I'intersection avec € n'est pas vide, et remarquons que cette famille est un recouvrement de C.

Pour k e M, donné, choisissons arbitrairement un point & de P, n C et désignons par {, le
pavé de R* :

O =P x [— e+ 0l & + 9&)]

L4 mesure p-dimensionnelle de &, est 2P~ g,
— Soit enfin (x, x,} un point quelconque de 5. 11 existe au mainsun & € My tel que x € P;0na
llx — &gl € M, ¢e qui entraine :

[pdx) — @l&y) < € et (x, x;) € Q..

— Nous avons ainsi su associer a tout € € R% une famille finie ((h)) ;¢ v de pavés de RF qui
constitue un recouvrement de S et vérifie :

N
Y mQ) < 2qP .2nt e = 290 e 0
k=1
En fait, § est « mieux » qu'un ensemble négligeable (cf. 6.5.3, 4°).

ExeMPLES. — @) D'aprés le théoréme précédent, toute partie bornée d'un hyperplan affine de R?
est un ensemble négligeable dans R%. [1 en résulte que toute frontiére de pavé de R” est négligeable, en
tant que réunion finie d’ensembles négligeables et que tout hyperplan affine de B” est négligeable, en
tant que réunion dénombrabie d’ensembles négligeables (¢f. 27).

b) RF et R?~' étant muynis de leurs normes euclidiennes canoniques, la sphére de centre
{a;. ..., g,jetderayon rest une partie négligeable de R® :elle est, en effet, la réunion des deux demi-
sphéres d'équations :

=, =t —a P = o~ — ) (..o 1, )EB
t,=a,— \/rz -ty =a)y — . Uy — @y ) (b, ..., T, }EB
odl B est la boule fermée de R®' dont le centre est (a,, ..., a,_,) et le rayon

REMARQUE. — La notion de partie négligeable est relative d Mespace envisagé : dans R, le segment
[a 5], @ < b, n'est pas négligeable; B &tant considéré comme plengé dans R? par "application
t (1, 0), le méme segment est négligeable dans B2
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6.4.3. Caractérisation des applications intégrables
d'un pavé de R” dans un espace de Banach

1° LEMME. — Soient P ug pavé de R", E um espace de Banach, et f : P — E une application

intégrable. Alors, w{f, x) = inf &{{L/)) désignant I'oscillation de f an point x € P (II1.6.5.1, 1°) :
Ue¥ix)

YaeRY A ={xePlulf x)=a} estodégligeable.

Soit eeRY. Nl existe p: P — E et ¢ : P - R, en escalier, telles que :

aE
W —ollsd et J.\bs—.
P &

Choisissons une subdivision a,, de famille de cellules (P ) ;, adaptée 4 la fois 2 g et .
Pour j & J donné, deux cas-sont possibles :

a) La valeur constante prise par ¥ sur P ', wexcéde pas of3. Alors, pour tout (x, V) € (Pj)", ona:
x) — SO < Wix) + Wiy} < 20/3

D'ou, pour tout z € 2;: ol 2} < 20/3 et z ¢ A.
b) La valeur constante prise par { sur PJ est strictement supérieure a o/3.
— Soit J' I'ensemble des indices j correspondant au cas ). On a;

L4 e
- ¥ mPis | ¥ —
3jer p ]
On retient : ), m(P) < /2.
er
A" = Py} P;est une réunion de frontiéres de pavés, et donc une partie négligeable de R?; on
el

peut le recouvrir par une famille dénombrable de pavés dont la somme des mesures p-
dimensionnelles n'excéde pas £/2.

oriac (o ()

I en résulte que A peut &tre recouvert par une famille dénombrable de pavés dont la somme des
mesures p-dimensionnelles n'excéde pas e O0

2° THEOREME DE CARACTERISATION. — Soit fune application d'un pavé P de R® dans on espace de
Banach. Pour que f soit intégrable, il faut et il suffit que f soit bornée et que I'ensembie de ses points de
discontinuité soit une partie négligeable de R*.

La condition est nécessaire. — Par hypothése, f est intégrable. On sait dé&ja qu'elle gst bornée.
D'autre part, l'ensemble de ses points de discontinuité, caractérisés par o{f, x) > 0, s'écrit :

U {xePlef, x} = Litn + 1)}

rel

On utilise 64.2, 2°. (|
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Ia condition est suffisante. — Nous supposons la condition remplie.

M désigne un majorant de ||f(x)|| sur P.

Soit € R%. Posons A = {x e Plu(f,x) = s/2m{P)}.

Pour x € A, f n'est pas continue en x; 4 est donc négligeabie. D’aprés 6.4.2, 1°, remarque ¢} il -
existe une suite {P,), .y de pavés ouverts de RP vérifiant :

AclpP e ¥ mP)<eM
ket k=0

Drautre part, d’aprés II1.6.5.1, 2°, A est un fermé de R*, et comme A © P, c'est un compact; il est

donc possible de trouver une partie finic X de N telle que: 4 < U-~r.
keK

Posons C =P n (R’\ U P‘); intersection de deux fermés de P, C est un fermé de R, et
keX

comme € = P,c'est un compact. Pour tout x € C,ona :uf, x} < e/2m{P);en utilisant {a définition

de l'oscillation et le fait que l'ensemble des pavés ouverts contenant x est une base de voisinages de x,

on en déduit qu'il existe un pavé ouvert Q. contenant x tel que :

¥(,20€Q; If(y) — f2I < s/2m(P).

Du recouvrernent ouvert (). du compact C, extrayons un sous-recouvrement fini (@, )yey-
Nous disposcns ainsi d'un recouvrement fini (R} ; de P ou chaque R, est un pavé ouvert appartenant
4 'une des familles (P x ou (@) .

Soient i€ N_ et p;- R — R la i-iéme projection canonique; ordonnons les extrémités des
intervalles ouverts de la famitle (p{R,))g; de fagon a obtenir une subdivision o, de p{F).

Soient o la subdivision de P de composantes (6))y , &t {5,);.; 1a famille des celiules de o. Pour
chacune de ces cellules, I'intérieur est inclus dans un pavé de la famille (Rt Ecrivensj € J lorsque § f
n'est inclus dans aucun P, (ce qui implique que § ; est inclus dans un Q.,); pour tout j € J', choisissons
un point £, de SJ.

Définissons ¢ : P — E et y: P — R, en escalier, par:

Vied ¥xe 8, (o(x) =fE) A (bix) = &/2m(P)
e, (o= 0 A () = M

jel’

On constate: ||f — || < ¢ et j ¥ e O
P

3° Application. — THEOREME. — Soit /- P — R une application positive et intégrable. Alors

J. f = 0si,et seulement 5i A = {x € P|f(x) # 0} est négligeable.
P
— SiTlintégrale est nulle, f prend la valeur 0 en tout point ol elle est continue; A est inclus dans

l'ensemble négligeable des points de discontinuité de f.
— Supposons A négligeable. Soit £ € RY. Il existe u: P — [, en escalier, vérihant :

usf et _[fé_fu+e
P

I

Etant donné que u(x) > O exige fix) > 0, A' = {x & Plu(x) > 0} est inclus dans A et, donc,
négligeable. Pour toute cellule P, d'une subdivision o adaptée i u la valeur constante A; de u sur B,

vérifie &, < O (sans quoi on aurait P; ¢ A’ et P, négligeable). On a donc: | u < 0.
L
P
Ainsi : Ye e RY Osj‘fﬁe,cequiexige.l.f={] 0
P P
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6.5. INTEGRALE DE RIEMANN D'UNE APPLICATION
D'UNE PARTIE BORNEE DE R"DANS UN ESPACE DE BANACH

Pour p = 2, les applications usuelles n'ont que
rarement des pavés pour ensembles de définition; d’oti la
nécessité de Pextension qui va suivre.

Toutes les parties A — R® envisagées ci-dessous
sont (sauf avis contraire) supposées non vides.

La restriction d'une application [ d une partie
X < Def(f) sera notée f|X.

6.5.1. Fonction intégrable sur un pavé;
prolongement canonique d’une application

1° Fonction intégrable sur un pavé. — DEFINITION. — Soient fune fonction
de B vers un espace de Banach E, et P un pavé de R® inclus dans I'ensemble de
définition de f. Si la restriction de f a P est une application intégrable, on dit que la

fonction fest intégrable sur P et I'intégrale de la restriction, abusivement notée | f,
est appelée intégrale de f sur le pavé P, P

REMARQUES. — ¢) La précision « sur P » est ici nécessaire.
bt Une fonction continue est intégrable sur tout pavé inclus dans son ensemble de définition.

2° Prolongement canonique d’'une application. — DEFINITION, — Soient A
une partie de R¥, etf: A — E une application. On appelle prolongement canonique
de f, Tapplication [: R* — E définie par:

¥xed f(x)=f(x), V¥YxeRAA f(x)=0.
Notons que la restri¢tion def a A est f et que, dans ﬁ, ona:

sup [lf" Gl = sup (ISl
xeR? xed
6.5.2. Intégrale d’une application définie

sur une partie bornée de R?

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soit f: A — E une application d’une partie
bornée A de R” dans un espace de Banach E. 8'il existe un pavé P de &7 contenant 4
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tel que /', prolongement canonique de f, soit intégrable sur P, alors, quel que soit le
pavé Q de R” contenant A, { est intégrable sur O et I'on a :

(7=

On dit dans ce cas que Iapplication f est intégrable, et que son intégrale est

f, oil P est I'un quelconque des pavés de R? qui contiennent A.
P
— L’intersection de deux pavés de RF contenant A étant un pavé de R?
contenant A, il suffit d’établir le théoréme dans les deux cas P Qet Q — P.

® Supposons que A = P < Q et que [ est intégrable sur P,
Avec la notation:
P

P= l_[ [aia bi]! Q =

i=1 i

[C,-, dl]

:t

nous avons: 1
VieN, [a,b] < [c;,d]

Nous disposons donc de la subdivision o de Q, de composantes (0 )y , 00 O;
est la subdivision de [c, d,] d'image {c, a, b, d;}. P est une cellule de g et la
restriction de {4 P est, par hypothése, intégrable, et donc bornée.

Pour toute cellule § de o distincte de P, |a restriction de /3 § est bornée (elle
prend ses valeurs dans {0} U f(P)) et nulle sur §. Elle est done intégrable sur §,
d'intégrale nulle. De la proposition VII du 6.2.2, 2°, on déduit que la fonctionfest

intégrable sur Q et que '[ f= jf a
Q 4

® Supposons que A = Q < P et que [ est intégrable sur P.

Nous disposons ici d’une subdivision p de P dont une cellule est Q. Toujours
d'aprés 6.2.2, 25 f, qui est intégrable sur P, 'est sur Q. L'égalité des intégrales def
sur P et Q résulte de Pétude du premier cas. 0

— Enfin la notation ¢ f est justifiée par le fait que, lorsque A est un pavé de

A
R?, fest intégrable au sens du présent 6.5.2, 1° si et seulement si fest intégrable au
sens du 6.2.1, les intégrales étant alors les mémes (on peut en effet considérer
qu'alors A est un pavé de R” contenant A).

2°Fonction intégrable sur une partie bornée de R*. — DEFINITION. — Soient f
une fonction de R® vers un espace de Banach E et A une partie bornée de R”
contenue dans I'ensemble de définition de £ Si la restriction de f 4 A est une
application intégrable on dit que la fonction f"est intégrable sur A et Pintégrale de

cette restriction, abusivement notée | f, est appelée l'intégrale de f sur A.
A
3° Propriétésdes applications intégrables et des intégrales. — Les principales
propriétés des fonctions intégrables sur un pavé de R”? s'étendent aux fonctions
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intégrables sur une partie bornée. C'est le cas :

— des propositions I 4 VI du 6.2.2 et de leurs corollaires;

— de la proposition I du 6.3.4, 1°;

— de la formule de la moyenne, cas particuliers exceptés (6.3.4, 2°);
— des formules de Schwarz et de Minkowski (6.3.4, 3°).

Les uns et les autres restent valables & condition de remplacer dans leurs
énoncés : « P pavé de R? » par : « A partie bornée de R” »,

Le lecteur s'en assurera sans difficulté en introduisant dans chaque cas un
pavé contenant A et en utilisant des résultats immédiats sur les prolongements
canoniques tels que:

Fro=7+3 0N =3 uef=usl L=pof. fTa=FTg

REMARQUE. — L'extension des deux résultats qui font intervenir m(P), & savoir

P xeP R

est en général impossible car, pour une partie bornée quelconque de 87, on ne sait pas définir m{A);
naus verrons cependant une exception (6.5.4, 1°)

Complément sur lg limite uniforme. — PRropPOSITION. — Soient A une
partie bornée de ®P et (f,),.\, une suite d’applications intégrables de A dans E qui
converge uniformément sur A vers nne applicationf: A — E. Alors fest intégrable

etjf lim ff,,

e Démontrons d’abord la proposition dans le cas ol A est un pavé P.
— Soit € € R%. D’aprés la convergence uniforme, il existe N € N tel que:

Vn 2 N sup I/ (x) — LI < &/2m(P) (1)

Puisque f); est intégrable, il existe ¢: P - E et u: P — R, en escalier,
vérifiant

Iy —@ll <u et J.uﬁaﬁ @)

De (1) et (2) résulte alors: ||f — o|| € u + 6, ou 0 désigne I'application
constante x — g/2m(P) de P dans .

On constate : J (# + 0) < €. Ainsi on a su associer a £ les deux applications

P
en escalier p: P - Eety = u + B: P > R telles que:

If —ol<sw et J¢S€

L’intégrabilité de f est ainsi acquise.
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_j‘fn

® Venons en au cas général. Soit P un pavé contenant A. Nous avons:

— De (1) on déduit alors:

a

VneN sup I (x) = Fofx)ll= sup I (x) — £l

Ainsi la suite (f7),., converge uniformément sur P vers {. D’aprés ce qui

précede, f est intégrable sur P et I = lim J. fe O

LIt -

4°Caractérvisation des applications intégrables. - THEOREME FONDAMENTAL. — Soient A une
partie bornée de P, E un espace de Banach, /: A — E aune application, Pour que f'soit intégrable il faut
et il suffit que fsait bornée et que 'ensemble des points de discontinnité dn prolongement canoniqoe ['de f,
soit négligeable dans R?,

Il existe r € R% tel que la partie bornée A soit inclus-dans la boule fermée de centre Og, et de
rayon r. Soit P la boule fermée de centre Og,, de rayonr + 1, quiest un pavé (étant entendu que nous
considérans R® comme muni de la norme N} On a: A < P D'aprés £5.2, 1°, pour que f soit

intégrable, il faut et il suffit que f soit intégrable sur P, cest-a-dire {6.2.1, 2° et 6.4.3, 2°) que les deux
conditions suivantes soient remplies :

i) la restriction de fest bornée;
ii} I'ensemble des points de discontinuité de cette restriction est négligeable.

@& D'aprés: sup |[ f(0)ll = sup [If{x}I, ]a condition i) équivaut 4: f bornée.
xeP xeA

® {est continue en tout point de 'ouvert R’\i de RP (sur lequel elle est nulle). La restriction de {~

& P est g fortiori continue en tout point de P N {R#A). Puisque 4 < P, les points de discontinuité de
cette restriction appartiennent 4 P et sont exactement les points de discontinuité de £ O

Cas PARTICULIER. — Toute application continue et hornéef: 4 — E, définie sur une partie bornée
de RF de Irontiére négligeable, est intégrable.

REMARQUES. — a) La caractérisation précédente a le mérite de n'utiliser aucun pavé de R®
contznant A.

b} C'est de I'ensemble des points de discontinuité de /7 (et non de f) qu'il s'agit.

5° Casd applications i valeurs dansR. — THEOREME ETDEFINITION. — Soient
A une partie bornée de R?, f: A — R une application bornée, fson prolongement
canonique. Alors les intégrales inférieures et supérieures des restrictions de /4 un
pavé P de R* contenant A sont indépendantes du choix de ce pavé. On les appelle

intégrales inférienre et supérieure de f On les note f et J. fOna:

<

s
Comme f, /" est bornée et donc I'existence des diverses intégrales supérieures
etinférieures est acquise. On se raméne a montrer que, si P et § sont des pavés de
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R? tels que A = P < @, alors *J~ f= *J f (le raisonnement étant analogue

Iy -~ 0
pour les intégrales supérieures).

— Siu: P> R, en escalier, vérifie u < f1P, alors ulQ est en escalier et
u|Q < f10: d’autre part I u= I #. Ainsi: *I s *j f.
— Siv:Q0-Ren e;calicr, %ériﬁe v<f Ié, alors 3 | P est en en escalier et
»|P <f1P; d’autre part J. v < J v|P. Ainsi: *st *J f. O
a 2 Q [

ProPosITION. — Soient A une partie bornée de R? et/ A — K une application
bornée. Alors f est intégrable si, et seulement si, ses intégrales inférieure et

supérieure sont égales. On a alors; f f= J. = J‘ f
P étant un pavé contenant A, on appllque 633af|(P O

6.5.3. Parties cubables de RF

On rappelle que la fonction caractéristique de
A < RP? est Papplication 3, : R? > R gui prend la
valeur 1 sur A et la valeur 0 sur RM\A. Ii s’agit dune
Jonction bornée.

1° DermNiTioN. — Une partie bornée A de R” est dite cubable si, et seulement
si la fonction caractéristique de A est intégrable sur A, (¢’est-d-dire sur un pavé
contenant A}.

Lorsqu’il en est ainsi, le réel positif J ¥.4> QUi est noté m (A), est appelé mesure

p-dimensionnelle de A, et encore aire si ;) = 2, volume si p = 3.
Premiére propriété des parties cubablesde R?. — ProposiTion. — Si A et B

sont des parties cubables de R, alors A n B, A U B, A\B sont des parties
cubables de &P et I'on a :

m(A u B) + m(A n B) = m{A4) + m(B) N
et m(A\B) = m(A) — m(A n B). 2
Soit P un pavé de R” contenant A v B (et donc 4, B, A n B et A\B).
On vérifie aisément les égalités entre fonctions caractéristiques :
Xaoe = SUD(Lw Xahi  Xuns = INf(L0 Aah

En utilisant 6.3.4, 1° on constate que, si 3, &t % 5 sont intégrables sur P, alors
Yaun €t L. 5 le sont. L'égalité (1) résulte de:

Yaova * Xara = Xa + Xp
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L'intégrabilité de y ., sur P et la formule (2) se déduisent alors de:

Yag = %a — Xarp O

REMARQUE. — On constate que, pour un pavé, les mesures p-dimensionnelles au sens de la
définition précédente et au sens du &.1.1 sont égales,
En utilisant {1) et (2), on en déduit qu'il en est de méme pour ung partie pavable de R°.

2° Premiérecaractérisation des parties cubables de RP. — Soit A une partie
bornée de RF. La fonction numérique Y, étant bornée, on dispose (6.5.2, 5°) des
intégrales inférieure et supérieure de sa restriction & A; on les appelle mesure
inférieure et supérieure de A; on les note m{A)et m(A).Ona .0 € md) < m(A).
A est cubable si et seulement si : m(A) = m(A). ~

ProrosiTioN. — Soient A une partie hornée de R”, et & (resp. £’) I'ensemble
des parties pavables de R? contenues dans A (resp. qui contiennent A} On a:

m(A) = sup m(B); m(A4) = inf m(B’).
Bedt A’
Nous allons établir le premier résultat, le second étant laissé au lecteur.
Soit P un pavé de R” contenant 4. D'aprés 6.3.2, m(A) est la borne
supérieure de lensemble des sommes de Darboux inférieures de la restriction de
¥, a P Or:

— Chacune de ces sommes est visiblement ta mesure d’un élément de #;
—~ B e @ étant donnée, on peut lui associer une subdivision o de P dont une
partie des cellules constitue une famille adaptée A ’ensemble pavable B; la
somme de Darboux inférieure associée 4 o est ainsi au moins égale & m(B).[J

On déduit immédiatement de la proposition précédente :

TueorEME. — Une partie bornée 4 de R” est cubable si, et seulement si, elle
vérifie I'assertion :

Les deux sous-ensembles de R, respectivement constitués des mesures des
parties pavables de R? contenues dans A et de celles des parties pavables de R?
contenant A sont adjacents.

La mesure de A est alors la borne commune de ces sous-ensembles.

Notons que P'assertion s’écrit : pour tout £ ¢ R, il existe Be B et B e &
tels que : m(B') — m{B) < e.

REMARQUE IMPORTANTE. — On peut faire une théorie des parties cubables de R et de leurs
mesures, qui ne fait pas appel 2 I'intégration, 4 partir de la définition: « une partie de R? est dite
cubable si et seulement si, elle vérifie I'ussertion précédente ». Nous n’avons pas adopté ce point de vue:
cette premiére caractérisation-des parties cubables de R sera donc, pour nous, de peu d'intérét.

3° Seconde caractérisation des parties cubables de R®. — THEOREME. — Une partie bornée A de
RP est cobable si, et semlement si sa frontidre, Fr(A) est une partic négligeable de ®?,

X4 ctant bornée, il suflit de montrer que Fr(A4) est exactement I'ensemble des points de

discontinuité de x ,. Les restrictions de x , 4 chacun des ouverts A et métant des constantes, y , est
continue ¢n tout point de R*YFrid).
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Soit x, € Fr (A). Tout voisinage de x, contient des points de A, en lesquels x ; prend la valeur 1,
et des points de R™ A en lesquels y, prend la valeur 0; x4 est ainsi discontinue en x,. a

4° Parties R-négligeables de R*. — DEFnimTION. — Une partie A de R? est
dite négligeable au sens de Riemann (abréviativement : #-négligeable) si, et
seulement si, pour tout € ¢ R*%, il existe une famille finie (P,),.« de pavés de R’
vérifiant

Ac H{P,‘ et ;m(&l <& (3)

EXEMPLE — La démonstration méme du théoréme du 6.4.2, 3° montre que le graphe d'une

application continue d'un compact de R*~' dans R est une partic #-négligeable de R®. En
particulier :

— toute partie bornée d'un hyperplan a;ﬂine de R¥ est @-négligeable dans R :
— toute sphére de RF est #-négligeable dans RP.
REMARGQUES. — q) {7} est une partie R-négligeable de R°.

b} Toute partie R-négligeable de WP est bornée et négligeable dans RP.
) Tout sous-ensemble d'une partie R-négligeable, toute réunion finie de parties #-régligeables de
R* sont A-négligeables dans R*.

d) 5i A est une partie #-négligeable de RP, A en est une. En utilisant E, = P, on déduit de (3) :

AclUp a Y mP)<e |
keK kek

THEOREME. — Sait A une partie de RF. Les sssertions suivantes sont équivalentes:
i) A est A-négligeable;

ii) A est cubable, de mesure nulle;

iii) A est cubable et négligeable;

i¥) A est bornde et A est négligeable.

i = ii). Par hypothése, A est #-négligeable. D'aprés les remarques précédentes, A est bornée et A

est négligeable; au titre de partie de A, Fr (A} est négligeable. 4 est donc cubable, Alors, avec les
notations de la défnition précédente, on a:

vee Rt mA) < ¥ mP)<e
kek

Dlou: m(A) = 0. o

i.i) = iti). Par hypothése, A est cubable et m(4) = 0. Si [ouvert A nétait pas vide, il existerait
xed,et d::mc {en utilisant une « boane » base de voisinages de xjun pavé P d'intérieur non vide tel
que P = A < A,onauraitm(P) > O,etdoncmiA) > 0, ce qui constituerait une contradiction. Ainsi
A = (A etdonc 4 = Frid]; ,f_étam cubable, Fr{A) est négligeable : 4 I'est donc aussi. (|

iii) = iv). Compte tenu de 4 = A U Fr (A), cela résulie de ce que cubable implique bornée de
Jfrontiére négligeable.

iv) = i). Par hypothése, A est bornée et A est négligeable.
Soit £ € R%. 11 existe une famille (Q ), de pavés ouveres recouvrant A et vérifiant :

+

z ”"(6&) % E

k=0

La partie fermée A de B? est bornée (puisque A est bornée); elle est donc compacte, et, du
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recouvrement ouvert précédent an peut extraire un sous-recouvrement fini (Q,)yx. La familie finie

(Plie avee P, = Q,, recouvre A et vérifie Y mPysE
kek

REMARQUES. — a) Q est une partie de R négligeable (parce que dénombrable) mais non bornée
(alors que toute partie R-négligeable est bornée).

b} @ n [Q, 1] est une partie de B négligeable, bornée, d'intérieur vide, mais non R-négligeable
(puisque d'adhérence non R-négligeable). Cest aussi une réunion infinie et non A-négligeable de parties
A-négligeables.

§° Troisiéme caractérisation des parties cubables de R?. — C'est celle qui
sera le plus utite dans la pratique. Nous allons en donner une démonstration qui
utilise la notion de partie négligeable. Dans un autre esprit, le lecteur pourra
établir la propriété en utilisant le théoréme du 2°

* TutorimE. — Une partie bornée A de R? est cubable si, et seulement si sa
frontiére est une partic #-négligeable de R”.

— Si Fr{A) est ®-négligeable, alors Fr{A) est négligeable et A4, bornée par hypothése, est
cubable d’aprés le théoréme du 3°.

— Si A estcubable, Fr(A) est négligeable d’aprés ce méme théoréme. Comme Fr{A)est farmée et
barnée, elle est #-négligeable, d'aprés le théoréme du 4°.

6" Compléments sur les parties % -négligeables. — Nous utilisons ici la
norme N .

LemME. — Une partie A de R est #2-négligeable si, et seulement si, pour tout
£ € R* il existe un recouvrement fini de A par des boules fermées (pavés cubiques)
de méme rayon, dont la somme des mesures n’excéde pas &,

La condition étant visiblement suffisante, montrons qu’elle est nécessaire.
Considérons une partie X-négligeable 4 de R?. Scit e e R%. Il existe un
recouvrement fini (P,),., de A par des pavés, dont la sornme des mesures n'excéde
pas £/2. En remarquant que, pour tout (¢, ) € R?, il y a toujours un rationnel entre
¢ + let e + {72, on constate, en utilisant une homothétie affine de centre le

centre de P, et de rapport \75, qu'd tout pavé P, on peut associer un pavé P,
contenant P, vérifiant m(P}) < 2m(P,), tel que tous les « sommets » de P, aient
des coordonnées rationnelles, et donc que toutes les « arétes » de Py aient des
longueurs rationnelles. { Py ). €st ainsi un recouvrement de A par des pavés dont
toutes les longueurs d’arétes sont de la forme vir, ol v, e N* et ou r € Q% est fixe ;
la somme des mesures des P, n’excéde pas £ On peut enfin trouver des
subdivisions des P} telles que les cellules soient toutes des boules de rayonr. [

ProeosiTionN 1. — Soient A une partie Z2-négligeable de R? et ¢ une
application A-lipschitzienne de A dans RY, (g = p). Alors ¢(A) est une partie %-
négligeable de R°.

Soit € € R*. D’aprés le lemme (considéré comme condition nécessaire},
il existe un recouvrement fini (B,),., de 4 par des boules de rayon commun r, avec

E;( m(B,) < . On peut méme se ramener & : r < L.
ke,
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Pour chaque k € K, ¢{A n B,) est inclus dans une boule B, de R? de rayon
Ar, et donc de mesure g-dimensionnelle :

(ZAr)® = (2R)I27P 7R 2rp,
Comptetenuder < letdegzp>0,ona:
m(B) < (2h)'m(B,).

(Bl)iex £t un recouvrement de @(A) par des boules de méme rayon, dont la
somme des mesures n'excéde pas (23)%. On utilise encore le lemme (considéré
cette fois comme condition suffisante). d

ProposiTion]]. — Soient I un ouvert de ®?, @: U — R* une application de

classe C', et C un compact X-négligeable de R” inclus dans U. Alors ¢(C) est un
compact #-négligeable de R?,

— @(C) est compact au titre de P'image d'un compact par une application
continue,

— On peut recouvrir le compact C par une famille fime (P,),., de pavés de R?
inclus dans U ; pour chaque k € K, C n P, est un compact #-négligeable de R” :
on peut donc se limiter au cas ot C est inclus dans un pavé P, lui-méme inclus
dans U.

— L’application différentielle do: U — £(RF) étant continue, sa restric-
tion au compact P est bornée; on dispose de M = su}P [lde@(x)|]. En remarquant

que P est convexe, on en déduit en raisonnant comme au 111.8.1.3, 3°), que la

restriction de fa P est M-lipschitzienne, Il en est de méme pour la restriction de fa
C, 4 laquelle on peut denc appliquer la proposition L O

CoOROLLAIRE. — Soient U et Vdeux ouverts de R? et ¢ un C!-difféomorphisme

de U sut V. Alors, pour toute partie cubable A de R? telle que A < U, ¢(A) est
cubable.

A étant compact et @ continue, @(A), et donc @{A), est bornée. 4 étant
cubable, Fr (A)est un compact #-négligeable de R*. D’aprés la proposition II,
@ {Fr (A)), qui est ici Fr {p(A4)), est R-négligeable. O

ProposiTioN III. — Soient B une partie bornée de B* 7L, (p = 2), et
¢: B - R une application intégrable. Alors le graphe de ¢:

A = {(x,x))eR?|(x € B) A (x, = @(x})}
est une partie #-négligeable de R*,

(On peut noter x = (x,, ..., X,_j)et{x, x,) =(x;, ..., Xp_ 1. X))

Soit P un pavé de R*~ ! contenant B. On désigne par ¢ la restriction ¢ P du
prolongement canonique de @, par m et M les bornes supérieure et inférieure de
¢, qui est intégrable, et donc bornée. Le graphe A de @ étant inclus dans le graphe
A’ de @, il suffit de montrer que A’ est #Z-négligeable dans R?.
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Soit £ € R*. ¢ étant intégrable, il existe (6.3.3)u: P —» Retv: P - R, en
escalier, telles que: u < ¢ < vet | (v — u) < &/2.

Soit (P ), la famille des cellules d’une subdivision de P adaptée alafoisd uet
v; on note A, et W, les valeurs constantes de u et v sur P,

Le graphe A” de la restrictionde @a ) P estinclus dans 'ensemble pavable
Jer

U (P; x [Aj pu;]) dont la mesure, qui nest autre que -I. v — u, h'excéde pas g/2.

D’autre part 'ensemble A"A" est inclus dans Ia réunion des frontiéres
des pavés P; x [m, M]de R®;il est donc #-négligeable, et on peut le recouvrir
par une réunion finie de pavés de RF dont la somme des mesures n'excéde
pas g/2, [}

6.5.4. Applications intégrables définies
sur des ensembles cubables

1° Soient A une partie bornée de R?, et E un espace de Banach.

ProrosiTioN 1. — Si A est cubable et si /: 4 — E est intégrable, alors:

s

Nous avons déja vu que ||f|| est intégrabie, et que

< m(d) sup = (1)

jf < J iLf]l- Posons

K = sup [|f(x)]|, ce qui est legitime puisque f est bornée. A étant cubable, ¥, est
xeAd

intégrable sur A. Compte tenu de:

Vxed |f(X) € uxdx), il vient: -I. (P[RS MJ Lae O
A

A

ProrosiTion II. — Si A est cubable et si f: 4 — R est intégrable, alors il
existe un réel &, compris entre les bornes m et M de f, tel que:

jf = km(A) (2)

Si, en outre, A est connexe et f continue, alors il existe ¢ € A tel que k = f{c).

Le début de la proposition résulte, aprés intégration sur A, des inégalités
entre applications de A dans R: m.y, |4 € f< M.y A
La fin résulte du théoréme des valeurs intermédiaires (II1.2.6.2, 3°).

% ProposiTioNII1. — Si A est #-négligeableetsif: A — E est bornée, alors
[ est intégrable, d’intégrale nulle.
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— D'aprés le théoréme du 6.5.3,4', A est cubable, de mesure nulle, et A est M-négligeable.

L'ensemble des points de discontinuité de 7, qui est contenu dans A, est #-négligeable : ., bornée par
hypothése, est intégrable 16.5.2, 4 ).
— La nullité de 'intégrale résulte de {1). O

CoroLLaIRE [ — Soient A et B deux parties bornées de R telles que 4 ~ B
soit #-négligeable. Si f : 4 w B — E est intégrable sur deux des ensembles A, B,
A B, alors f est intégrable sur les trois et I'on a :

_I. f= J I+ J.f' {3
Al A 1]

— Intégrable, et donc bornée sur un sur-ensemble de AnB, f est bornée sur
A n B, qui est #-négligeable par hypothése; d’aprés la proposition IIL, f est
intégrable sur A ~ B, d'intégrale nulle.

— On a I"égalité entre applications de R dans R:

—~ —~ .
f=flA+fIB-flA nB. (4)

Soit P un pavé de R® contenant A U B; trois des quatre fonctions

intervenant dans (4) sont intégrables sur P. Par linéarité, il en est de méme de la
. T
quatriéme et compte tenu de | fi4 ~ B = 0, on a (3). [
P

REMARQUE. — Saient A €1 B deux parties bornées de R” telles que A n B soil #-néglipeable,
Une fonction f peut étre intégrable sur A o B sans [8tre sur A.
Contre exemple : A = @ ~ [0, 1]. B = [0, IT'4. f = - En revanche

ProrosiTION IV. — Soient 4 une partie bornée de RP, /1 A — E une
application intégrable, et B une partie cubable de A. Alors { est intégrable sur B.

On constate : f|B = y,.f. Soit P un pavé de R” contenant A, et donc 8.
B étant cubable, i, est intégrabte sur P fétant intégrable, /" est intégrable sur P.

Il en résulte queﬂé ¢st intégrable sur P, 01

CoroLLAlRE II. — Soient A une partie cubable de R?, /© A — E une

application intégrable, et_,fA' un prolongement borné de fa A. Alors, pour toute partie

B de R” telle que A = B = 4, { est intégrable sur B, et jf = j f
B A

— Inclus dans Fr(A4), qui est #-négligeable, B\A, Fr (A) et A\A sont des
parties #-négligeables de R”,

— Aet A\AL sont cubables,; A T'est donc aussi. IXaprés la proposition 1V, f,
qui est intégrable sur A4, I'est sur 4 et A\4.
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On a: J S = 0 (proposition iII), et donc : J /= J,f' (corollaire 1).
A4 4 4

_f'\co'l'ncidam avec f sur A, j [ est aussi f
y 1
— D'autre part, d"aprés la proposition II1, /. qui est bornée, est intégrable
sur B\A et d'intégrale nulle,
— Intégrable sur A et sur B\A, f I'est sur B (qui contient A) et :

Y :

En adoptant f = ¢, on obtient :

Cas PARTICULIER. — Seit A une partie cubable de ®”, Toute partie B c R
telle que A = B = A est cubable de mesure m{A). Cest le cas pour A et A.

Conséquence pratiqgue. — Ayant d calculer une intégrale multiple sur une
partie cubable A de BP, nous pourrons nous ramener a calculer une iniégrale
multiple :

— soit sur louvert cubable A;

— soir (de préférence) sur le compact cuhable A.

En combinant les propositions [l et [V et en raisonnant par récurrence, on
obtient le résultat d'une grande importance :

THEOREME DECHASLES, — Soient (A,),, une famille finie de parties cubables de
R” d'intersections mutuelles deux & deux 9-négligeables, et f: |J A, —» E une
ied

application. Alors f est intégrable si, et seulernent si / est intégrable sur chacun des

A;. Ona alors :
by -5l

wf

En particulier, |J A; est cubable, de mesure Y m(A,).
wf el
2° Une classe d'applications intégrables. — % ThEoreME. — Pour qu'une
application d’'une partie cubable A de R” dans un espace de Banach soit intégrable,
il suffit qu'elle soit bornée, et qu'elle soit continue en tout point de A.

Lorsque cette condition est remplie, f est en effel bornée et lensemble des points de
discontinuité de { est inclus duns Fr {A), qui est négligeable (puisque A est cubable). On applique
6.5.2,4 . O

CoroLLaire. — Toute application continue f* d’un compact cubable C de R™
dans un espace de Banach est intégrable.
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Définie sur un compact et continue, f est bornée, O

Ce sont ces deux propositions qui seront les plus souvent utilisées dans la
pratique.

3 ReMARQUE — Cette étude montre I'intérét des parties #-négligeables de R, qui sont des
parties que 'on peut « négliger » dans la théorie de I'intégrale de Riemann. On notera cependant que
si 'on veut aller jusqu’an théoréme fondamental du 6.5.2, 4°, qui exprime une condition nécessaire et
suffisante pour qu'une application d'une partie bornée de R? dans un espace de Baznach soit
intégrable, il faut disposer de la notion de partie négligeable,

6.5.5. Sommes de Riemann (au sens fort)

1° #-subdivisions d'une partie cubable A de R*. — DeFmnimion 1. — On
appelle subdivision de A au sens de Riemann (en abrégé : #-subdivision de A) toute
famille finie n = (4)),., de parties connexes et cubables de A qui admet pour
réunion A et vérifie:

V(j, kye J2 (j # k) = (A4; n A, est R-négligeable).

En particulier, 1a famille des cellules d*une subdivision d’un pavé au sens du
6.1.1, 1°, est une subdivision du pavé au sens de la présente définition (la
réciproque étant fausse).

DermviTioN 1. — On appelle 92-subdivision pointée de A tout couple (7, £), ot
T = (A4}, est une Z-subdivision de A, et o1 £ est une famille de points de A de la
forme (£;),., avec, pour tout jc J, &€ A,

Les A4, qui sont cubables et donc bornés, ont chacun un diamétre fini{4));

max 8(A;) est dit pas de x (et éventuellement de (r, &)}
jef
On note % 'ensemble des subdivisions pointées de A.

ProposiTioN. — B; désignant lensemble des #-subdivisions pointées de A4 de
pas au plus égal & n, # = {B;|n € R%} est une base de filtre sur &

2° Sommesde Riemann. — Soient A une partie cubable de Rf et E un espace
de Banach,

DermaTion. — Seient {1 A - E une application, et (r, £} une subdivision

pointée de A. On appelle somme de Riemann (au sens fort) de f, relativement &
(my, £), I'élément S{f, n, £) de E défini par:

Stfim &)= ; m(A} f(&)

Pour f donnée on dispose ainsi de ['application :

F: ¥ = E (n E) —S(f, n, &)
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TutoriMeE. — Soit f: A — E une application intégrable. Alors 'application

associée F admet une limite suivant Ia base de filtre &’ et cette limite est J f
A
Nous considérons RF comme muni de ja norme N . Nous choisissons une
boule fermée P de R? (en 'occurrence un pavé) telle que A « P; soit ¥ son rayon;
on a m(P) = (2r)%.
® Soit £ € R, Puisque la restriction 4 P du prolongement canonique de f,
qui sera notée f, est intégrable, nous pouvons :

— associer 4 [ deux applications en escalier ¢: P> E et §: P > R
vérifiant ;

I —oll<¥y et j¢£af4;

— trouver une subdivision p de P (au sens du 6.1.1, 2°}, de composantes
K = (b nhocngm (i € Ny), adaptée & ia fois & g et |,

® Soit (r, &) = ((4)),.» (£;),.,) une subdivision pointée de 4, de pas o 4
etant cubable, P\ A T'est aussi. P\A et les 4; constituent donc une famille de
parties cubables de RP dont la réunion est P et dont les intersections mutuelles
sont deux a deux #-négligeables. D’aprés la proposition IV du 6.5.4, 1°,f @ et
qui sont intégrables sur P, le sont sur P\ A et sur chaque A;. En outre:

Jo-lr-loes -5l

D'ot, en utilisant: m{(A4))f(§;) = j (x +— f(§)), et moyennant un abus de
A

]

notation :

IS{£, =, &) — J;fll < ; 1II Lf = &Ik

— Pour j £ J donné, deux cas sont possibles:

a) Il existe une cellule de lu subdivision y dont Pintérieur contient A, Les
restrictions de @ et a4 A;sont alorsles constantes x +— @(§}etx — Y(E). On
a, pour tout xe 4,

) = FEMN < IF () — @il + llpE)) — FE < 2W(x).

Dou:

j Lf — A&

& ZJ‘ . (1)

b) Il wexiste aucune cellule de p dont lintérieur contienne A, Comme A4; est
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connexe et rencontre au moins une cellule de p (celles—ci recouvrant P), cela
implique que A, rencontre Pun des hyperplans d’équations:

x; = by, ieN, et 0<shsm,

e Ecrivons j e J' lorsque nous sommes dans le cas a). Ainsi (d’aprés (1)):

g_ 422j¢s2j¢ae/2-

e EcrivonsjeJ o b, lOTSQuUeE, dans le cas b, A; rencontre 'hyperplan H, ,,
d’équation: x, = b, ,, (is, ko) donné.

A, dont le diamétre n'excéde pas a, est alors contenu dans le « sous-pavé »
P, , de P qui est compris entre les hyperplans d’équations

L Lf - f(§)]

x, =b_, —o et X, =b_, +a

M désignant un majorant de ||f(x)|| sur 4, nous avons:

f f—fEN € 2M 3 m(A) <2M .m(P, ;)
A.l

je Ik ELL/WN

Les « arétes » du pavé P, , ont toutes pour longueur 2r, a l'exception de

celles qui sont « perpendiculaires » 3 H, , , qui ont une longueur n'excédant pas
2a. D'ou: m(P, ) < Ko, avec K = 27771,

P
Comme ily a N = [] (1 + m) couples (io, ho), on obtient:

i=1

||SUC m, ﬁ)~Jf’s§+2Nan
A

®* Ainsi toute subdivision (n, £) dont le pas « nexcéde pas e/dNMK
vérifie :

Hstﬂ , E.}—_[f

A

‘sa. O

EXERCICES

Les exercices relatifs aux chapitres 6 et 7 ont été rassemblés a la fin du chapitre 7.
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CALCUL
DES INTEGRALES MULTIPLES,
DES AIRES ET DES VOLUMES

E désigne toujours un K-espace de Bariach (K = R
ou C) et p un entier au moins égal a 2 (dans la pratique: 2
ou 3).

Position du probléme

1° Une application { d'une partie bornée (et non vide) de R” dans un espace
de Banach étant donnée, deux questions se posent:

L'application est-elle intégrable?

Si oui, quelle est la valeur de son intégrale?

En général, nous supposerons ici qu’une réponse afirmative a été apportée a
la premiére (le plus souvent par application de la condition suffisante du 6.5.4, 2°)
et nous nous efforcerons de dégager des procédés de calcul de I'intégrale multiple.

Le lecteur remarquera cependant que, dans certains cas, il sera possible de
résondre simultanément les deux questions posées ci-dessus.

2° Le calcul des aires et des volumes est un cas particulier de celui des
intégrales multiples.

Il fera cependant Pobjet d'un sous-chapitre spécial. Par ailleurs, quelques
compléments & ce calcul seront exposés au tome V, 4 propos des intégrales
curvilignes.

Nouvelles notations de I'intégrale multiple
Généralisant ce que nous avons fait au 111.6.7.2, 3° pour p = 1, posons:
ConvenTioN. — L'intégrale d'une application intégrable f d’une partie bornée

A de B? dans un espace de Banach E pourra dorénavant étre représentée par 'une
quelconque des notations:

Jf; ff(x)dx; J _[f(x“ cnxdx, L dx,

(étant entendu que p symboles d’intégration figurent dans la derniére).
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Dans la seconde (resp. troisiéme) notation, x (resp. {x,, ..., x,) est une
variable muette; elle ne joue aucun role et peut étre remplacée par n'importe
quelle autre lettre y, u, ... (resp. (y1, - -, ¥,h (g, o 1p), o)

Pour p = 2 (resp. 3), la derniére notation est remplacée par:

IJ‘ flx, pydx dy |:resp. Jl” fix, y, 2)dx dy dz].

Ces notations permettront d’interpréter de « fagon mécanique » les théoré-
mes de réduction qui vont suivre. Nous verrons (7.2.2, 2°) qu'en revanche, pour
p = 2, ¢lles ne constituent pas un moyen mnémotechnique de retenir la formule

de changement de variables:

7.1. REDUCTION DES INTEGRALES MULTIPLES

Nous allons exhiber des cas dans lesquels le calcul
d'une intégrale muitiple se raméne a celui de plusieurs

intégrales simples.

7.1.1. Intégration sur un pavé

1° Netations. — Nous considérons deux entiers strictement positifs p et g,
deux pavés P et Q de R? et R? respectivement, un espace de Banach E, et une

application intégrable (et donc bornée) f: P x 0 — E.
Pour tout x € P fixé, nous disposons ainsi de 'application:

fx, )2 @—2E ye—flxy)
Désignons par P, l'ensemble des x € P tels que f{x, .) soit intégrable.
Etudions I'application F: P — E définie par:

Fix) = .[f(x, ) si xeP; Flix)=0 si xeP\P.
¢

Cette application est bornée. En effet nous avons:

[
Q

— Dés lors, deux questions se posent:
a) L'application F est-elle intégrable?

VxeP, < m{Q)!-J= Sup Il (x, M.

b) Si oui, son intégrale est-glle J. I
Pxg

2° Montrons que la réponse 4 ces questions est affirmative lorsque fest en
escalier (application intégrable particuliére),



7.1.1 REDUCTION DES INTEGRALES MULTIPLES 277

LEmMME. — Les notations étant celles du 1°, on suppose en outre que f est en
escalier. Alors:

i) P\P, est une partie Z-négligeable de R*;
ii) F est en escalier et I'on a:

I f='[F {1}
P P

e FEtudions d’abord le cas particulier o0, R et § désignant deux pavés
donnés de R* et R?inclus respectivement dans P et @, fest une application bornée
de P x Q dans R vérifiant:

o
o, =1 si {(x,p)eR xS, flx,y) =0 st (x,y)¢R x S.

— YVisiblement f est en escalier et
J f=mR x S) = mR)m(S).
PxQ

— Pour x e P\Rdonné, f(x, .): § — Rest nulle; j Sf(x, .)existe et vaut 0.
0
Pour x € R donné, f(x, .) est bornée, vaut Osur Q\S et 1 sur $; c'est donc une

application en escalier: | f(x, .) existe et vaut m(S).
Jo
On en déduit: P\P, = Fr(R), et donc i).

— Fest bornée, vaut m(S)sur R et Osur P\R. Cest donc bien une application

n

en escalier; on calcule: | F = m(Rym(S). O

o

P
& Dans le cas ob /© P x 0 — E est une application en escalier quelcon-
que, considérons une subdivision de P x Q adaptée a f, de famille de cellules
(P; % @), Par additivité on constate que:

— P\P, est inclus dans |J Fr(P), et donc #-négligeable;
el
— F esten escalier, (P ), est la famille des cellules d’une subdivision adaptée

aFetJ‘ f=-[F. a
Pug

P

REMARGUE. — En un point x € FHP)), il peut se faire que f(x, .) soit intégrable; F n'est donc pas
nécessairement nulle sur L) Fr(P,).
el

3" Dans le cas général, on peut seulement prouver que P\P, est négligeable
(la démonstration dans le cas E = R fait lobjet de l'exercice 7.1). Nous allons
nous limiter 4 montrer que la réponse aux deux questions du 1° est affirmative, au
moins lorsque I'application intégrable fsatisfait a une hypothése supplémentaire,
a savoir: P\P, est Z-négligeable.
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THEOREME DE REDUCTION. — Les notations étant celles du 1°, on suppose non
seulement que f est intégrable, mais encore que P\P, est #-négligeable,
Alors F est intégrable, et Fon a:

j f= J F. (1)
P P

Soit € £ R*. Puisque f est intégrable, il existe deux applications en escalier
©: Px Q- Eet{y: P x 0 — R vérifiant:

£
If— el s ¥ et J. ¥ < (2)
PxQ 2
Notons que (2) entraine:
£
'[ f- I o < 7 (3}
PxQ %

D'autre part, d’aprés le lemme du 2°, nous disposons de parties P et P, de P
telles que P\P, et P\P, soient #-négligeables, et d'applications en escalier
G: P Eet¥: P— R telles que:

O(x) = j olx,.) si xeP,; ®x)=10 si xe PP,
Q

¥ix) = J‘ Yix,.) si xeP,; $(x)=0 s1 xeP\P,
2

I ¢=I¢ et J \|:='[‘P‘
FxQ P PxQ P

Posons P’ = P, n P, n P, cequi implique que P\P est #-négligeable, et
définissons & par:

avec en outre:

¥xe P ®x) = ®x); ¥xe P\P d(x) = F(x).

Notons que ® n’est pas nécessairement en escalier; cependant puisque
& — @ est bornée, nulle sur P’ et que P\ P’ est #-négligeable, d est intégrable et :

Jo-lo-].e

VxeP |IF(x) — @) € ¥(x) (4)

Par ailleurs :

C’est en effet trivial pour x e PAP". Pour x € P’ donné, cela se déduit, par
intégration sur @, de:

VyeQ lif(x,y) — olx, Il < Yix, )
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— L'intégrabilité de @ permet de trouver ®,: P> Eetu: P - R, en
escalier, vériftant :

b —®j<u et .[ u < 8/2.
P
Compte tenu de (4), on constate :

IF—@l <¥ +u et J(‘P+u)£s
P

— Ainsi, 4 tout £ € R* on sait associer deux applications en escalier, @, et
¥, =¥ + u de P dans E et R respectivement, telles que :

fF—@fl <%, et J‘.P‘ <e
P

Dot 'intégrabilité de F.
— Revenant a ¢ fixé, nous avons, en utilisant (2) et (4):

I F— f@ < €/2,
P P
ce qui s'écrit:
n
| F—J tp‘-:-’:a/Z (5)
P =g
La comparaison de (5) et (3) donne :
j f- I F ’ <e (6)
PxQ P
— Enfin (1) résulte de ce que (6) est vraie pour tout £ e R%, |

4 Echange des variables. — En adjoignant aux notations du 1°:

Jl,yy PoE x —flx p)
Q, = {ye@if(.,y) estintégrable|,

G Q- E G(y)=Jf{.,y) si yeQ, Gy) =0 si yeQ\Q,

on peut affirmer, sans nouveau calcul, que si f est intégrable et si 0\Q, est #-
négligeable dans R*, alors G est intégrable et I'on a:

_[ f= .[G. 1)
PxQ 0
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5°Deux cas particuliers. — THEorREMEL — Si {7 P x Q — E est continue
les conditions d’application du théoréme de réduction sont remplies et on dispose
des formules (1) et (1').

D'une part fest intégrable. D'autre part, pour tout x € P (resp. vy € ), f(x, .)
[resp. f(., y)] est continue(I11.2.2.3, 3"), et donc intégrable; P, (resp. Q) est ici P
(resp. Q). a

THEOREMEIL. — Soient g et # deux applications intégrables des pavés P et  de
R? et R* dans K (R ou C). Alors I'application :

fPxQ-K (x, ) +— g(x)h(y)

est intégrable et Fon a ;
Lol o
PxQ P 1]

— Prouvons d’abord l'intégrabilitée de 4: P x @ - K (x, y} — g(x).
Soit £ € R* . Puisque g est intégrable il existe des applications en escalier
u: P - Ketpe: P— R verifiant :

g —ul v et jvéa.
P

Les applications # : (x, y) +— u(x) et ¥ : (x, y) — p{x), définies sur
P x Q, et 4 valeurs dans K et R respectivement, sont en escalier et vérifient :
% — % < ¥V et f ¥ £ £.m(Q)
Px@

L'intégrabiliié de % en résulte.

Cellede #: P x @ — K {(x,y) —hk(y), se prouve de la méme fagon.

— Ilsuffit de remarquer que fest le produit des applications intégrables ¥ et
# pour disposer de l'intégrabilité de f.

— Pour xe P fixé, fix, .), qui est ici g(x)h, est intégrable, d'intégrale

F(x) = g(x) J h.Onadonc P, = P. Le théoréme du 3° s’applique et la formule

Q
(1) s*écrit ici sous la forme (7). O

APPLICATION. — Si A et B sont des parties cubables de R” et R? respective-
ment, alors A x B est une partie cubable de RP*2 et :

m(A x B) = m{A).m(B).

Soient P et § des pavés de RP et R9contenant A et B;le pavé P x Qde R?*¢
contient 4 x B. Nous avons:

Vix, y)eR” x BT y,,5(x,¥) = 2,(x) xalyh;
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%4 €t 3 étant respectivement intégrables sur P et @, la proposition précédente
s’applique et permet de conclure. 0

6° Nouvelles notations. — Avec la convention faite en préambule, les
formules (1) et (1)) deviennent :

I f= f [If(& ) dy:| dx; 1)

Pxg 14 Q

[ e[[[monsls o
PxQ Q F

Nous conviendrons d'écrire leurs seconds membres ;

jﬂjﬂmmw; I@jﬂmmh-
P 0 0 P

7° Mération. — On établit par récurrence:

THEOREME DE REDUCTIONS SUCCESSIVES. — Soit f une application intégrable
d’'un pavé P = ﬁ [a;, b;]de R” dans un espace de Banach E. Sous réserve qu'a
chaque stade lasj ;[l)plications envisagées soient intégrables en dehors 4’un ensemble
Z-négligeable, on a I'égalité:

by by bp
J‘f=j‘ |:J‘ [[J‘ f{xl,...,xp)dxp:|“.:|dx2:'dx1 (8)

que nous écrirons:

j S, oo xp)dxy L dx,
P

by by by
= J dx, j dx, ... J flxy, .., xp)dx,
dl ﬂz ﬂp

Notons que la réserve tombe d'elle-méme si fest continue, et que lorsque

r
flxn o.x) = [] gdx)ouchaque g, : [a,b] — K est intégrable, I'intégrale

(e

multiple s’écrit :
1

REMARQUES. — a} Lorsqu'elle s’applique, () raméne théoriguement le calcul d'une intégrale
multiple sur un pavé de B* a celui de p intégrales simples; mais rien ne dit que I'on sait pratiquement
calculer ces intégrales !

b) Dans (8), on peut effectuer une permutation sur les variables (sous la réserve précisée dans
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I'énoncé du théoréme). Cest ainsi que si f est continue sur un pavé de R, on retrouve la formule
d'interversion des intégrations du 111L8.1.8, 3.

¢} Dans la pratique, l'ordre des intégrations n'est pas indifférent, ainsi que le montre I'exemple
suivant :

EXEMPLE. — Sur le pavé A = {{x, y)eR* {0 < x € a) A (0 £ y £ a], a > 0, la lonction

{x,y} +— ye ™ est continue; { = .”. ye *Fdx dy existe. Le caleul:
A

i =J‘ dyJ’ ye Fdx = -I‘ {1 ~ e ™) dy
1] (1] Q

fournit: f = a + a™'ie” o 1}, bien plus facilernent que le calcul f = J‘ dx‘I‘ ye ¥ dy; le lecteur
o a
§'en assurera.

7.1.2. Réduction d’une intégrale multiple
dans le cas général

1° Sommation « par piles ». % THEOREME. — Soit 4 une partie de R?,
{p = 2);o0n suppose qu'il existe une partie cubable B de B?~ 1, et deux applications
intégrables ¢, et ¢, de B dans R vérifiant ¢, < @,, telles que:

A = {(x, x,}e RP{(x € B) A (,(x) < x, € p,(x})],

{x et (x, x,) désignant respectivement (x,, ..., x,_,) et (x;, ..., x,_, x,))
Dans ces comlitions:

i) A est une partie cubable de R”, de mesure p-dimensionnelle ;

m(A) = J [a(xys - v xpy) — @ylxy, oo xpo )] dxy Lo dx, (1
8

ii) Si, en outre, {1 A — E est une application continue et bornée, alors:

— [ est intégrable;
(%)

— lapplication F: B - E X f(x, x,) dx,, est intégrable;
L)

— on a Pégalité: )

J.J- Sy xpo g x)dxy Lo dx,_y dx,
A

= J Flxy, ..., x,_3dx, .., dx, , (2)
;]
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Le second membre de (2) peut d'ailleurs s'écrire :

w,l.t,.....x'_.}
J‘.. '[ dx; ...dx,_, J. Slxy, oo x,) dx,
B XX, )

s

Notations. — @, ct ¢, étant bornées, nous disposons de m et M, bornes inféricure de ¢, et
supérieure de @,.

— D'aprés 6.5.3, 6°, proposition II1, les graphes de ¢, et ¢, sont des parties #-négligeables de
RF, que nous notons A, et A,.

— B étant cubable, Fr{B) est &-négligeable dans R*~' (653, 5"); il en résulte que
FriB)x [m, M], que nous notons A, est #-négligeable dans B® (vérilication aisée).

— Lacontinuité en un point de Bde ¢, (resp. ;) équivalant 4 celle de @, {resp. §,), l'ensemble
D des points de B en lesquels I'une des applications ¢, ou @, n'est pas continue est négligeable dans
R*~'; D x [m, M], que nous notons A,, est négligeable dans R®.

Fia. 23,

A est cubable. — Comme A, inclus dans B x [m, M1, est borné, il suffit de montrer {6.5.3, 3°)

4
que Fr(A)est inclus dans U A, qui est une partie négligeable de R®, (il en résultera d'ailleurs : Fr(A)

est R-négligeable, an mre de frontiére d*un ensemble cubable ).
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Sait (x, x,) un point de Fr(A) Nécessairement: x € Bet x,€[m, M)

a)Six¢ B alors x e Fr(B)et {x, x,}e A;;

b) Sixe D, alors (x, x)e A

¢) Montrons que si x € B\D, ulors (x, x,)€ 4, w A, Supposons, par exemple, x € BD et
@ lx) < x, < y(x), (les autres cas se traiteraienl de la méme fagom): on peut imtercaler
¢ (x) < o < x, < p < @yx) et, grice aux continuités de @, et p, en x £ B, trouver un pavé ouvert
@ de B* ' tel que !x] = @ = Bet tel que:

Ve . o dx) € a < B <€)

Le pavé cuvert Q x Je, B[ de R” contient le paint (x, x,), et est inclus dans A; an a donc

(x, x,} ¢ Fr(A), ce qui constitae une contradiction. |

Preuve de ii}. A étant cubable et f1 A — E étant continue €t bornée, f est intégrable {6.5.4, 2').
Soit P un pavé de R* ™' contenant By P x [m, M] est un pavé de R” contenant A, et donc:

J‘ /= f f.

A P m. M]-

— Pour x e P fixé, T'application x, — fix, x,) de [m, M] dans E est nulle si x ¢ B: elle et
bornée £1 posséde au maximum deux paints de discantinuité (¢, (x) et @ x))si x € B; elle esl donc
intégrable, et son intégrale, que nous noterons Gix), est 0 si x ¢ B, et

M . wlx)
j Fix, xydx, = J fix,x)dx, si xe B

9y lxl

On en déduit que G n'est autre que la restriction 3 P du prolongement canonique F de
I'application F introduite dans I'énoncé.
Le théoréme de réduction du 7.1.1, 4" s'applique a [ sur P x [#, M] : G est intégrable et

J f = I G, au encore: j. i= J F. O
Pxlm M] 4 A B

Preuve de (1). — On constate que ii) s'appligue pour f' = y |A. O

REMARQUES. — g) Théoriquement tout au moins, le calcul d'une intégrale triple est ainsi
ramené 4 celui d’une intégrale simple €t d'une intégrale double; celui d’une intégrale double est
ramené au calcul de deux intégrales simples.

&) N'importe laquelle des variables peut jouer le réle atlribué ici a x,.
) Les notations et les hypathéses étant celles du théoréme, posons:

A = {(x, x,)eR?|(x e B} & (9,(x) < x, < @,(x]]

Nousavonsd < A’ = A. Draprés le corollaire 1T du 6.5.4, 1, A" est cubable, de mesure m{A), et f

est intégrable sur A', avec I f= j‘ i
a A

Fractiontements. Symétries. — 11 peut arriver que, A n’étant pas de la forme
envisagée dans le théoréme, on puisse cependant le considérer comme la réunion
d'une famille finie (4)),., de parties de R?, d'intersections mutuelles deux a deux
#-négligeables, a chacune desquelles le théoréme s’applique. On utilise alors le
théoréme de Chasles.

— Méme lorsque le théoréme s’applique, un tel fractionnement peut

facititer les calculs lorsque A admet un hyperplan de symétrie et lorsque j vérifie
certaines conditions de parité (des égalités d'intégrales résultant alors du
théoréme de changement de variables du 7.2.2).
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— Enfin, on peut avoir intérét 4 mettre A sous la forme 4 = A4,\4,, avec
A, c A,

Un cas particulier important. — C'est celui ou les hypothéses générales du
théoréme précédent sont renforcées de la fagon suivante:

— B est non seulement une partie cubable de R* ™', mais Cest un compact
cubable ;
— @, et @, sont non seulement intégrables, mais continues.

Alors A est non seulement une partie cubable de R, mais c’est un compact
cubable; d’autre part il suffit que f soit continue pour que la partie ii) du théoréme
s'upplique (étant déhnie sur un compact, f est alors bornée).

Enelfetici: B=Bet D = @ Do Frid)= A, u A, U A, avec:
Ay = lix, x,)e RP|(x e Fr{B)) » @,{x) € x, € @;(x)}
ce qui entraine: Fr(4) c A,

ExeEMPLES. — Duns chaque cus, le lecteur aura intérét a s’aider d’une figure.

d) Couleul de I = J‘J‘ sin (2x — ypydx dy, avec:
A

A=lx eRx 20 Ay 20 alx+ <1}

En introduisant le compact cubable B = [0, 1] de R, les applications continues @, ;. x — Oet
p,: x +— | — x de B dans R, l'application continue f: (x, ¥) +— gin(2x — y)} de A dans R, on
constate que le théoréme s'applique .

A est un compact cubable de BZ, J existe et s'&crit:

1 1-x l
I=I dx.[ sin (2x — yp dy = - sin (] — cos 1),
0 0 3

Notons que I'écriture f{x, y) = sin 2x cos y — cos 2x sin y n'aurait eu de I'intérét que s'il s’&tait
agi d'intégrer dans un pavé de R® (cf. 7.1.J, 5%, théoréme II).

k) Caleul de | = J‘J‘J. (L + x+ 5+ 2 dx dy dz, avec:
A

A={ix. y.20eRNx 20 Ay 200 Aalzz20 A{x+y+zp< 1}

En introduisant B = {{x, ) eRx 20 A {y 2 0) » (x + ¥ € 1)}, qui est un compact
cububle de R? {c[. a)), ainsi que les applications continues @,:(x, y) — 0 et
Py, ¥ — 1l —x—y de B dans R, et I'application continue
fix, v 2z) —(l + x4+ y+ 2z} *de 4 dans R, on constate que 4 est un compact cubable de R’
que f existe et que:

1mxy 1 1
II_”- dxdyj. (1 +x+y+z)"dz=—Jj((l +x+y)"——)dxdy.
B 2448 4

Q

1 5
Le calcul s'achéve comme en a), ¢t donne { = i (Log 2 - —).

2° Sommation « par tranches ». — Nous utilisons x et (x, x,) avec l]a méme
signification qu’au 1° Par « hyperplan de R” de cote x, » nous entendons, pour
x, donné, la partie H(x,) = R*~! x {x,} de R".
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THEOREME. — Soient (a, b) € B2, a < b, et { une application intégrable, 2
valeurs dans un espace de Banach E, définie sur une partie 4 de [* bornée et
comprise entre les hyperplans de cotes a et 4. On suppose que, pour tout x, € [a, b],
A ~ H(x,)se projette sur R” ' (hyperplan « des x ») suivant une partie B(x ) telle
que I'application :
flox)r Blx) o E  x —fi(x, x))

soit intégrable, ce qui permet d'introduire 'application:

G: [a, b] = E, X, |—>I J fOey ooy %o, xp)dxy Lo dx,
Bixp)

Alors G est intégrable, et I'on a:

J‘. . jf{xl. ceax)dx, L dx,
b
= J‘ |:J.J‘ flxy, onxhdxy ...o:l.v(,,_,j|dxp (3)
@ Bles)

Le second membre de (3} peut s'écrire:

;]
j dxpj... J flxge oo x)dxy oL dx, .
a Bixp)
|

___________
-

FiG. 24,

— Soit P un pavé de RP ™! tel que A soit inclus dans le pavé P x [a, b] de
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R?. Nous savons que:

o

.[ f = J f*; pr € [ﬂ, b] G(XF) = J f{ oy xp)'
A P o« [u.h] P
Nous constatons ;

Nt
¥x, € {a, b] Sl x,) =f(., x,).

Deés lors, le théoréme de réduction sur un produit de pavés s'applique a la
restriction de f 4 P x [a, b]. Il donne :

b
J 7 =J G. O
P ou[ub] a

Ici encore, on peut transposer les variabies et utiliser des fractionnements et
des considérations de symétries.

REMARQUES. — Intuitivement on peut dire que, dans le contexte du théaréme du 1" {avec p = 3},

on calcule | fen découpant A4 en petits eylindres de pénératrices paralléles a Oz et en faisant la
A

somme des intégrales de fsur ces cylindres. Ici, au contraire, on découpe en A en petites tranches par
des plans paralléles & xOy. D00 les vocables de semmation par piles et de sommation par tranches,
dont la seule valeur est, naturellement, d'ordre mnémotechnique.

EXEmPLE — Calculde ! = j.'”‘ z2 dx dy dy, A étant ia boule fermée de centre (0, 0, 0) de rayon
A
a, (o > 0) de B muni de su structure euclidienne canonigue.

L'intérét de la méthade est da 4 ce que 'application (., z) est ici constante. Pour ze [— o, 4]
danng, B(z}est 1a boule fermée de R? de centre {0, 0) et de rayon \/az — z2. Nous verrons {7.3} que A
et B(z) sont cubables et que l'aire de B{z) est r(a* — z%); fet f{.. z) sont intégrables. Le théoréme
s'applique et donne:

Giz) = * J.J. dx dy = nz*(a® — 27
Biz)
€t (grice a4 une symétrie)

a 4n
I=2nl (a®z2! — 7%z = Ea’.

L]

résultat que I'on trouve plus taborieusement par la méthode du 1°.

7.2. CHANGEMENTS DE VARIABLES
DANS LES INTEGRALES MULTIPLES

7.2.1. Rappel de notations

Soient U et Vdeux ouverts de B* et ¢ un C'-difféomorphisme de U sur V(bijection de classe C'
dont la réciproque est de classe C'). On sait que cela revient 4 dire que ¢ est une bijection de classe
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C' telle qu'en tout z € U la différentielle dep{u), qui est ici une application linéaire continue de R® dans
R*, soit inversible {IT1.8.5.5, 3"). L application ¢ étant notée, dans la base canonique e de R? :

»
uge; — @lu) = 3 iy, .., uyhe,
1 =1

E
Il
i M‘

i

on sait que la matrice jacobienne de  au point ue U est :

aa,;
Jou} = Mat (deoiu), &) = | — (1)
i (i, je N, xMN,
Le déterminant de J {u), appelé jacobien de ¢ au point u, est not¢ D{JHu), ou encore
Dy, .. vw))
Diuy, ... u,)
L'hypothése implique que D{J}: U — R est une application continug, qui ne prend pas la
valeur 0; si, de plus, U est connexe, elle est de signe canstant (I'image de U par D(J) est alors un
intervalle de R).

7.2.2. Le théoréme de changement de variables

$ E désigne un espace de Banach. $

1° ENONCE DU THEGREME. — Soient U et Vdeux ouverts bornés de R?, ¢ un C!-
difféomorphisme de U sur V/, de jacobien D(J ), et/ .} — E une application. Si les
deux conditions suivantes sont remplies:

i) f est intégrable,

ii) l'application (/- ¢).|D(J o) de U dans E est intégrable, alors on a I'égalité:

ff(ﬂ) dv = J Slo)] . 1D ) u)| du {1
v u

Nous ne donnerons pas la démaonstration de ce théoréme, qui se fait par récurrence sur p. La
théorig de I'intégrale de Riemann s'adapte mal 4 cette démonstration, qui ressort, en fait, de la théorie
de Lebesgue. Le lecteur pourra consulter les exercices, qui donnent la démonstration dans un cas
particulier.

REMARQUE. — Une interprétation de la formule {1)seradonnée au tome V {formes différentielles
de degré p), mais — conirairement au cas p = 1 — la notation | fiv) de, mise pour J. fdepuis le
V v

début de ce chapitre, ne doit pas étre considérée comme un moyen mnémotechnigue pour retenir (1) :
le lecteur se gardera bien de remplacer formellement duy, . .., di, en fonction de du,, .. ., du,

2¢ Cas particuliers ou le théoré me de change ment de variables s’ applique. —
ProrasiTion 1. — Soient U et V deux ouverts cubables de R”, et ¢ un C'-
difféomorphisme de U sur 1 dont le jacobien est borné. Sif : V' — E est continue et
bornée, alors { et (f - ¢).|D{J,)| sont intégrables et on a I'égalité (1).

Au titre d’applications continues et bornées définies sur des parties
cubables, fet (f< ¢).|D(J,) sont intégrables. O

ProposiTion II. — Soient U et V deux ouverts de R”, ¢ un
C'-difféomorphisme de U sur ¥, C un compact cubable de R” inclus dans U,
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et f: @{C) > E une application continue. Alors f d'une part, I'application
g = (f~ ¢}.|D(J,} de C dans E d'antre part, sont intégrables, et I'on a I'égalité :

Sydv = I STew)]. 1D )(w)| du (2)
C

@)

— @(C)est compact ; C et @(C) sont bornés ; on peul — en les remplagant si nécessaire par des
ouverls plus petits — supposer I/ et V bornés.

— @(C) est un compact cubable (carollaire du 6.5.3, 6°). Définies sur des compacts cubables et
continues, fel ¢ sont intégrables ; les restrictions fet g 4 et U des prolongements canoniques de fet

y sont intéprables etj = -[ _f,J‘ g = J‘ 4. En remarquant que ¢ = (f @).|Dip,)l, on peut
<) Voo u

o
appliquer le théoréme du 1, ce qui fournit:

j,f’=f g O
3 7]

xp(x® + y?)
EXEMPLE. — Calewl de [ = — dx dy, avec:
A ox?—y?
A=lix,peRx >0 Al S xp gD all x?—ylg 4.
— Le lecteur vérifiera aisément que A est un compact cubable de R? et que:
JiA=R x ) —xpx? + it — Y7

est continue et danc intégrable.
—~ Introduisons alors les ouverts de R?

U
4

Ha, wye R¥{u > 0) A (w > O)}

. MeR?0 <y < x}

y w i
_4 _____

, 2

- —————

N = ——
=

FiG. 25.
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ainsi que I'application :
Wi Vo U (x,)) —lu,w) avec u=xy et w=x>—y.

On constate que ¢ est une bijection de classe C* et que, pour tout {x,y)e ¥V on a:
D{Ix, y)= — 2x? + 3 £ 0; ¥ est donc un C* difféomorphisme (ILL&.35.5, 37). Notons:

p=y"": U=V (uw —ix,y avee x =@ (tw et p =g, uw

On constate que C = {(u, W e B3[{l < u £ 2) A {l € w < 4)} est un compact cubable de R?,
et que A = (C). La proposition 1 s'applique. On a ici :

Sflotu, w)l = e[y, w + ol wlw ™"
et

1 |
D{ ), w) = -

DUy 2003 w) + oitu wl

La fortnule {2) donne:

u 2 ‘dw 3
I= — dudw = udu ). - ] =-Log2
r2w 1 L 2w 2

ProposiTion I11. — Soient U un ouvert de R?, € un compact cubable de }”
inclusdans U/_et ¢ : U — R* une application de classe C', telle que la restriction de
@ a Pintérienr C de C induise un C*-difféomorphisme de ¢ sur ¢(C'), que l'on
suppose ouvert. Soit enfin / : @(C) — E une application continue.

Alors f d’'une part, Fapplication g = (f = ¢).|D(J )i de C dans E d'autre part,
sont intégrables, et 'on a I'égalité (2).

— Délinie sur un compact cubable C et continue, g est intégrable; d'aprés le corollaire 11 du
6.5.4, 1° € est cubable, g est intégrable sur & et J. glu)du = f glu) du;

— Fr (C)sécrit O\ et est #-négligeable (C est un compact cubahble); (FriCyest #-négligeable
{6.5.3, 6°).
Image continue d’un compact, §(C) est un compact; dautre part I'ouvert g{¢) est inclus dans
Fintérieur de @ (C); on a:
Fro(C)) = o{Choll) = ().

Fr{gp(C)) et o{C )\q;(é } sont done #-néghgeables. L‘appligation #. continue sur le compact @{C)
— et donc bornée — est ainsi intégrable sur @(C) ct sur q(C}, et

J. fleyde = J Sfi) dv.
wIC) ot}
— Reste a appliquer e théoréme du 1%, avec U = Cea V= m(é}. ]

REMARQUE. — Dans la praposition 111, ¢ induit (par hypathése) une bijection de ¢ sur giC),
mais pas nécessairement une bijection de C sur @(C).

3° Application: image d'une partie cubable de R” par une application affine.
— PROPOSITION. — Soient A une partie cubable de R?, et ¢ une application affine de
R? (muni de sa structure affine canonique) dans lui-méme. Alors ¢(A) est cubable,
etl'ona:

m(p{A)) = |det{ep)|m(A), (3)
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ol det{q) désigne le déterminant de la partie linéaire de ¢ (application linéaire
associée a @)
Dans 1a base canonique ¢ de R?, @ s'écrit en effet :

(xh - '!xp} H(‘pl{xh N "xp)§ et (pp{xls L 'sxp})s
avec ! VieN, @ix,. ..x)=mx, + ... +myx, +a.

On constate qug M = [m;]; ,.n «n, €St la matrice qui représente la
partie linéaire de ¢ dans la base e; avec notre notation, nous avons :
det {p) = det M.

Pour tout ue R7:
Jou) = M et D({J ) u) = det{o).

le Cas: det(g) = 0. ¢ est non bijective; @(A) est contenue dans un
hyperplan affine de R?; comme A, ¢ (A4) est bornée; ¢ (A) est donc #-négligeable,
c'est-a-dire cubable de mesure nulle. La proposition est établie, les deux membres
de (3) étant nuls.

2° Cas:det(p) # 0, ¢ est un C*-diffeomorphisme de R” sur R?, D aprés le
corollaire du 6.5.3, 6°, @(A)et @{A) sont cubables, et, comme @(A)est ici ¢(A), ils
ont {comme A et A) une mesure commune. Pour la trouver, on peut utiliser la
proposition Il du 2°, avec U =V =RF, C= Aetf= x¢|3,|¢(§). Ici g est
l'application constante u — |det {g)| et (2) s'écrit : mp(A) = [det(p).mA) O

CoRroLLAIRE |. — Soient A une partie cubable de [, et ¢ une isométrie de R?
{muni de sa structure euclidienne canonique). Alors ¢ {A) est cubable; 4 et ¢ (A)ont
la méme mesure.

Ici la partie linéaire de ¢ est une application orthogonale, et donc
|det{e)| = 1. a

CoroLraire 1. — Soient a,, .. ., a,. p vecteurs de R, et P le parallélépipéde
construit sur ces vecteurs, a savoir 'ensemble des éléments x de R? de la forme

X =

[~]=

o4, avec YieN, o¢€[0 1]

i=1

Alors P est cubable et Pon a : m(P) = det, (a,, - .., a,), ¢ désignant la base
canonique de R*,

P est en effet 'image du pavé construit sur les vecteurs unitaires e, ..., e,
par I'application linéaire ¢ définie par : Vie N, ole;) = a,. |

7.2.3. Exemples classiques de changements de variables

1° Passage en coordonnées polaives. — Considérons I'application :

o: R2 > R? (p,B) +> (pcosB, psinb)
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Nous noterons: x = pcos 8, y = psin 9, et nous ferons des figures dans
deux espaces R? distincts (dits « plan des {p.8) » et « plan des (x, y) »). @ est
visiblement de classe C™; on calcule D(J )p, 8) = p.

Soit A la bande de plan fermée :

={PpMpzNA(-m<B <)

Son intérieur est :

A={p,0p>0nA(—x<0<n)

Posons :
= {9y =0 A (x <0}
Nous avons montré (IIL8.5.5, 3°) que ¢ induit un C*-difféomorphisme de A
sur o(A) = R2\L

Soit € un compact cubable {du plan des (p, 8)), inclus dans A; @(C) est un
compact cubable (du plan des (x, y)). Comme C est un ouvert inclus dans A, ¢ (¢)
est un ouvert inclus dans R%\J, et ¢ induit un C*-difféomorphisme de ¢ sur 0] (€.

Ainsi, 81 f: @(C) — E est une application continue, la proposition 111 du
7.2.2, 2° s'applique : f est intégrable, ainsi que 'application :

(f o 01D : C > E (p,0) —f{pcos b, psinb)p

{On utilise ici: D(J )(p,0) = petp = 0)
On a Pégalité ;

Jj flx, yydxdy = J.J. flpcos®, psin®) pdpdd 0}
<) <

/]
ks
(7]
12 ,
kif 57//-
V. o
o) 1 r3

FiG. 26.
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REMARGUES. — a) lci ¢ n'induit pas une bijection de € sur ¢{C).
h) Noeus aurions pu adopter pour A toute bande de la forme :
p.®lpzW ralasd€e+2m)), och,

4 condition de prendre pour [ une demi-droite convenablement choisie du plan des (x, y).
¢] Dans la pratique, ce n'est pas C < A qui est donné, mais plutét un compact cubable K du
« plan des (x, y) ». H faut alors faire apparaitre K sous la forme K = @{C), avec C = 9~ '(K) n A.

EXEMPLE. — Caleul de | = J"[ ‘/xz + 5y dx dy, aver:
K

K={x,peR)xz0a{yz20x+ <)}

K est un compact cubable de R? et f :(x, y) — sz + y? est continue sur K ; d’ou lexistence
de I, que I'on pourrait calculer 4 partir de:

L Jl—-x"
I=jdx-|- S+ prdy
1] 1]

Ii vaut mieux passer en coerdannées polaires. En effet, d’une part f est continue, d'autre part
K = @(C), 0d C est le pavé inclus dans A:

C={pMO0<cpsa{050 <2}

On calcule : fipcos 8, psin 0 = p et :

- [ ([wa)([ )

2° Passage en coordonnées cylindriques. — Considérons I'application ;
o: RP=R (p,8,2) —ipcos8, psinb,z),
Nous noterons :

x = pcos 8, y = psin @, z =z

¢ est visiblement de classe C*; on calcule D(J,)(p, 0, 2) = p.
Soient :
A={p,82pz0A(-1<8<R)

I ={x»2ly=0nx(x<0)}

On constate que ¢ induit un C*-difffomorphisme de A sur R\

e Soijent € un compact cubable {de espace des (p, 8, z)} inclus dans A; @ (C)
est un compact cubable (de I'espace des {x, y, z)). En raisonnant comme au 1°,
pour toute application continue f: ¢{C) — E on justifie I'égalité :

jJI JfO,p,2)dxdydz = '”:[ flpcos®,psin®, z)pdpdddz (2)
%IC) ¢

3° Passage en coordonnées sphérigues. — Considérons lapplication :

O: R >R (r,08,9) — (rsin 0cos o, rsin @sin @, r cos O).
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Nous noterons : x = rsinfOcosp, y = rsin@sin @, z = rcos §, et nous
ferons des figures dans deux espaces R? distincts (fig. 27).
® est visiblement de classe C* : on calcule D(Jo)(r, 8, ¢) = rsin 6.
Soient :
A={r8orz20A0<0<1)A(0< 9 <2n)
et: I={(x,y,2)(y =0) A (x = O}

On constate que ¢ induit un C*-difféomorphisme de A sur RAL

sSoient C un compact cubable de R? inclus dans A, et f: ®(C) — E une
application continue. La proposition III du 7.2.2, 2° s’applique encore et se
traduit par:

JJT fix, y,2)dxdydz
/C)

= JTJ f(r sin 8 cos @, r sin B sin @, r cos 0)r? sin 8 dr dO dg (3)
C

23

<y

x

FiG. 27.

REMARQUE. — Ici encore on part le plus souvent d'un compact cubable K de « 'espace des
{x, ¥, 2) »; il faut alors faire apparaitre K sous la forme K = &), avec C = & 4K) n A,

ExempLe. — Caleul de | = J.H xyz dx dy dz, avec:
K

K={xpndeR|x20Apz20az20Ax+y?+22<1)}

K est le compact cubable de B?, image par ® du pavé inclus dans A :

c~fntomemaren » (ste3) « (oo}
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Comme [ :(x, y, 2) —xyz est continue sur K, I existe. Nous avons :

f(rsin 8 cos @, rsin Osin @, rcos 8} = r* sin’ B cos 6 cos ¢ sin @
et:

I = .”‘J‘ r® sin? @ cos 8 cos ¢ sin ¢ dr d0 de.
[

11 vient :

i 3 3 1
I= r3dr (I sin:‘ﬂcosﬂdﬁ).(J c03tpsintpdcp)=—-.
o o o 48

Par 7.1.2, 1°, on obtient le calcul moins avantageux :

1 NI G N
I= J (J‘ {I xpz dz}dy)dx.
o a 0

Drautre part un passage en coordonnées cylindriques fournirait :

o Jmna) ([ {7 4})

7.2.4. Calcul des intégrales multiples
par la méthode des « équipotentielles »

— Soit 4 calculer I = I [, ot A est un compact cubable de R? (p = 2 ou 3)
A
et ot f: A — E est une application continue. Un changement de variables

intéressant peut étre suggéré par 'étude des équipotentielles, c'est-a-dire des
parties de A pour lesquelles 1a restriction de fest une constante (courbes de niveau
dans le cas de R?, surfaces de niveau dans le cas de R?).

Supposens donc que nous ayons réussi i trouver un C'-difféomorphisme ¢
d'un ouvert U de R* sur un ouvert ¥ > A de R, écrit sous la forme :

(H, W} € R X Rp_l — (‘Pl(“; W'), R ‘Pp(“, W))
vérifiant la condition:

Viu, wye @~ '{4) (f-o@lu,w) = H(u), (indépendantde w).

Supposons en outre que C = @~ '(A4), qui est un compact cubable
(6.5.3, 6°), soit de la forme :

C={uweR x R !|(a < u<b)a(weBu)}

ol, pour tout u € [a, b], B(u) est un compact cubable de R*~!. Alors on peut
appliquer la proposition II du 7.2.2.
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I est ainsi intégrale sur’C de : (4, w} +—> (f < @)(u, w)lD(J u, w)l. En
utilisant 7.1.2, 2°, il vient :

b
I= J H(w)G(u}du, avec Glu) = J. [D(I M, w) dw.
a Bluy

— Dans certains cas, on obtient G{u}sans calcul de primitives, Soit en effet le
compact cubable :

COl={uweR xR Yagsu<gst)aweB)}, (@<t <b)

ou, pour tout ¥ € [a, b], B{u) est un compact cubable.
En reprenant le calcul précédent, avec b =t et f = y,, on constate que

j G(u) du n'est autre que la mesure p-dimensionneile, m(t), du compact cubable
A(t) = ¢(C(1)). De la continuité de G, on déduit que I'applicationm: [a,b] - R
est dérivable et que: Yu € [a, b] m'(u) = G(u). Ainsi:

b
I= J H(uym'(u) du. (1)

Xt 2
EXEMPLE I. — Dans R? affine euclidien, on considére leflipse T: — + — = |, de fuyers F(1,0)
4 3

¥
+ ? < I}. On  cherche & caleuler

! = Jl.[ (MF + MF)Y dx dy, (asec M = (x, y)).
A

fi M +— (MF + MF')® est continue sur R? et, pour tout u € R* prend la valeur constante

H(4) = 2,/1 + w?)* le long de Tellipse T, de foyers F et F', de demi-petit axe u. Ceci conduit a
considérer I'application de classe C! :

©: B = B (u,w) — (x,y), avec x = \/l + ulcoswi = usinw.
On a: 4 = @(C), ob C est le compact cubable;

C={uweRIO < ugJ3) A0 <w< 2n)

On constate que ¢ induit un C*-diffécomorphisme de € sur ¢{®) qui est l'ouvert A\S de R%, ou §
est le segment [ — 1, 2] de 'axe Ox. Le calcul précédent {justifi€ ici par la proposition I du 7.2.2)
sapplique.

En utilisant le calcul de «VPaire de TPellipse » qui sera fait auw 7.3.7,1°, on obtent:
m) = xe /1 + 2; d'ob: () = (1 + 23)(1 + 1) V2,

Il vient, par {1]:

V3 304m./3
I=8nJ‘ (1+u3)u+2u2)du=—’;‘/,
4]

ExeMpLE II. — Reprenons le calcwd de J.J.J‘ (I + x+ y+ 2)"*dx dy dz, aver
4

A=l n2eR|xz0rp20azz0ax+y+2z5 1)
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Laissant au lecteur le soin d'affiner la démonstration, nous raisonnerons ici « en physicien ». La
{amille des équipotentielles s'écrit (Afulyeqq, 13 00 A{u) désigne la section de A par le plan d'équation
x+y+z=uw Sur Afw) la fonction f prend la valeur Flu) = (1 + u}"*. Le volume de

O I
Alt) = lJ Afu) est m(t) = 1*/6. D'ol: m'(t) = /2 Ainsi T = —J‘ dt
uef0,(] L 5 240 (1 + 1)
On retrouve: § = — (Log 2 - —),
2 8

7.3. CALCUL DES AIRES ET DES VOLUMES

Ici R?, p = 2 ou 3, est considéré comme muni de sa
structure euclidienne canonique (les résultuts s'étendant &
tout espace affine euclidien de dimension 2 ou 3 grace au
corollaire I du 7.2.2, 3").

Rappelons que ;

— pour p=2 (resp. p=13) la mesure p-
dimensionnelle est appelée aire (resp. volume),;

~ il est d'usaye de dire partie quarrable de R? pour
partie cubable de R

7.3.1. Calecul des aires

1° Formule fondamentale. — Comme cas particulier du théoréme du
7.1.2, 1°, nous avons:

THEOREME. — Soient [«, b] un intervalle compact de R, ¢, et @, deux
applications intégrables (resp. continues) de [4, 5] dans R telles que ¢, < ¢,.
Alors:

A = {{x,y) e Ria < x € b} A (9,(x) € ¥ < @,(x)}

est une partie quarrable (resp. compacte et quarrable) de R?, d’aire :

s =I [020) — ¢, dx (Fig. 28).

Fia., 28.
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REMARQUES. — &) Dans I'énoncé du théoréme précédent, on a le droit de transposer x et y. Dans
la pratique, les deux calculs de S ne sont pas toujours simultanément possibles (<f. figures).

b) Lorsque l'application g, est nulle, on obtient 'interprétation géomeétrique — connue du
lecteur depuis lz classe terminale — de l'intégrale (simple) d'une application positive, intégrable, de
[a, K] dans R.

X2 g2
—+ - = 1}‘ (a, b) € (RY ).
at b

EXEMPLE. — Aire de A = {(X. yer?

I} s'agit de la partic bornée de R? limitée par une cilipse.
p —
Le théoréme s'applique, avec [— a4, @) au lieu de [a@, 8], et @, X +— — —Ja’ - x2,
o

@, = — . A est un compact cubable d’aire:

+a b ﬂb
5= 2—\/.‘12—:{2=4 —Jaz—x’dx=1:ab
. 4 oa

(On aurait pu utiliser des considérations de symétries et de parité pour se ramener 4 un « quart
d'ellipse ».}

En faisant b = a, et en utilisant I'invariance de I'aire par translation (7.2.2, 3°) on constate que,
dans R? euclidien, I'aire d'un disque de rayon a est na?

2" 11 peut arriver que A — R* ne soit pas initialement défini d'une fagon
aussi favorable qu'au 1°, mais qu'on puisse §'y ramener par ['utilisation
d’applications réctproques.

EXEMPLE. — Montrer gue le sous-ensemble de R? :
A={x,eR*Pre[0,2n]{x = ait —sint) » (0 <y < all —cos 1))

est quarrable et calculer son aire {a ¢ R donné).
— La frontiére de A est la réunion du segment {0, 2ra] de ['axe des abscisses et de Farche de
cycloide, image de [0, 2n] par l'application continue : ¢ — (a(t — sin f), a{l — cos t}).

F1G. 29,

— [ application :
[0,2x] —» Rt +—alt — sin 1}

est de classe ' ; elle est strictement monotone ; elle induit donc un homéomorphisme fde {0, 2x] sur
[0, 2ra] : saiLy 'homéomorphisme réciproque (Fig. 291 On constate :

A= {x, P eRMxe[0,2n4]) A (0 < ¥ < @lx))]

oll ¢ désigne I'application continue x — {1 — cos g(x))de [0, 2ra] dans B. Le | s'applique : A est
drw

un compact cubable, d'aire : § = I ail — cos g(x))dx. Calculons l'intégrale simple § par le
o
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changement de variable x = f{t), ce qui est possible puisque fest de classe C* (111.6.7.2, 2"}, 1] vient :

2 in
S= j‘ all —cost). ) dt = .[ a’(i — cos ) dt = Ina’.

[+] [i]

Il peut méme arriver que, x et y jouant des roles symétriques le calcul
précédent puisse se faire de deux fagons: on aura alors des simplifications en
utilisant successivement le théoréme d’inversion relativement a x et a y.

EXEMPLE:

A= {lx, yleR}e [0. ;] (x =acos’ ) A (0 €y < asin’ r)}
La méthode précédente fournit:

2
S=J. asin®1.3a cos® ¢ sin t dt.
a

Mais on a:
R
A= {{x, vl E R‘Ere[o, 5] {y = esin’#) A (0 € x £ acos® I]},

¢e gui fournit : x

z
S= J- acos® t.3asin? rcos t dt.
0

Par {a demi-somme :

3a? 7 Ina?
S=—| sin®tcos?rdt = —.
2 Jo 32

Cette étude sera complétée au sous-chapitre 52 du tome V (intégrale curviligne).

3 Adire d’un secteur curviligne. — THEOREME. — Soient 8, et 0, des réels tels
que 0 <0, — 8, <2n eth:[0,,0,] — R une application positive et continue.
On désigne par K 'ensemble des points (x, y) € R? dont un systéme de coordonnées
polaires (p, 0} vérifie :

8el8,8,]) A (0 <p < hi)

BI
Alors K est un compact quarrable, d’aire : § = % j 12(8) do.
a

— Ilexiste acRtel que : a <9, €0, € a + 2, {la figure 30 est faite
dans le cas usuel & = — n). Utilisons 7.2.3, 1°, avec ici :

A={(p,8)eR}p =0 A (2 <8 <a+ 2r)

On constate K = ¢(C), avec :

C={(p.0)eR*(B, <8 <8,) A (0<p<h@)
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>

FiaG. 30,

D’aprés le 17, C est un compact quarrable ; on en déduit (7.2.3, 1°) que K est
un compact quarrable, d’aire :

S = jf 2 (pcos @, psinB)pdpdo = JJ‘ pdp do.
c c

B, (W 1o
=J {j p(dp}d9=—J h2(8) de. O
s UJo 2 J,

On dit que K est le secteur curviligne limité par les droites 0 = 0,0 = 0, et
par la courbe &'équation polaire p = f(8).

Ainsi:

EXEMPLE — L’aire de'ensemble des points {x, y}e R? dont un systéme de coordonnées polaires
vérifie (Be[—-n,a]) A (0 < p € a(l + cosB),a > 0, est:

1" Ina?
S=-| &* + cos8pdd = —
2 2

La frontiére de cet ensemble est la cardicide dont une équation polairs est p = a{l + cos 8).

7.3.2. Calcul des velumes

1° Caleul « par piles ». — Comme cas particulier du théoréme du 7.1.2, 1°
nous avons (avec p = Jetf =x,):

THEOREME. — Soit B un compact cubable de RZ, @, et ¢, deux applications
intégrables (resp. continues) de B dans R telles que @, < @,. Alors:

A={x02eR|(x,y)eB) A (9,(x, ¥} € 2 < Pa{x, )}
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est une partie cubable (resp. compacte et cubable) de R*, de volume:

V = J‘J‘ [‘Pz(x; )’) - (pl(xs )’}] dX dy
B
(Le lecteur se référera a la figure 23).

REMARQUES. — a) On peut permuter les variables.

b) Larsque l'application ¢, est nulle, an obtient une interprétation géométrique de T'intégrale
double d'une application positive, intégrable, d'un compact cubable de R? dans R.

EXEMPLE — Volume de A =5 NI avec § = {{x, y,2)[x* + y* + 22 < 1} et
I={y2x® +{y - 172 < 14},

(solide commun & une boule et & un cylindre de révolution),
En désignant par B Ia bouie fermée de R* de centre (0, 1/2), de rayon [/2 et en posant :

i) = = J1—x*— 3 gny =+ /1 - x2 -y

R
\\\

Fia. 31

on se trouve dans les conditions d’application du théoréme (B est un compact cubable, ¢, et ¢, sont
continues sur B). A est donc un compact cubahle ; &n utilisant des considérations de symétries, on
obtient son volume sous la forme {fig. 31) :

V= 4” V1 —x*—y*dxdy, B = {{x.y)e8|x >0}
4
Le calcul est aisé en coordonnées pelaires. On obtient :

7 tin & & % n 8
V=4J. dﬂj Jl-—p’pdp=—J (1 —cos?@dh = —— —,
3J, i 9

4] o
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2° Caleul « par tranches». — Comme cas particulier du théoréme du
7.1.2, 2% nous avons (avec p = 3etf = x,) :

THEOREME. — Soit A une partie cubable de R* comprise entre deux plans de
cotes a et b(a < b). On suppose que, pour tout z € [a, b], la projection B(z) sur xOy
de la section de A par le plan H(:) de cote z soit quarrable, d'aire Siz). Alors le
volume de A est :

b
V= j S(z)dz.

(Le lecteur se réferera a la figure 24 de la page 269).

EXEMPLE DU CYLINDRE (RESP. DU PRISMEL. — On se raméne par déplacement au cas od les pluns
des bases {que I'on suppose étre des compacts quarrables) ont pour équationsz = Qetz = b he R
désignant la hautetr. Le lecteur verifiera que le cylindre A est le compact cubable de R* engendré par
le compact quarrable 4 ~ H{z) du plan H(z), déduit de la base A ~ H(Q) par une translation de
direction fixe; z varie de 0 4 &, B{z) a une aire constante B. [ci:

L]
V= I B d:, clest-a-dire V= Bh
4]

EXEMPLE DU.CONE (RESP. DE LA PYRAMIDE). — On Se raméne au cas ou le sommer est 0, le plun de
la base (que I'on suppose étre un compact quarrable) étant z = h, h € B%. Le lecteur vérifiera que le
come A est le compact cubable de R? engendré par le compact quarrable 4 ~ Hiz) du plan Hiz)
déduit de la base A v H(k) par 'homothétie e centre O et de rapport z/h dans R ;z variede 0 a & ;
Biz) se déduit de Bih) par 'lhomothétie ¢, decentre G et de rapport z/h dans B2 ;ici det {, ) = (z/h)%, et
Stz) = (z/h)*B, oll B est I'aire de la base.

Il vient:

h
V= th*._[ 2 dz, Cest-d-dire V= Bh/3 .
Q

Cas particulier: volume d'un « solide de révolution ». — Etant donnée une
partiec A du demi-plan {(x, y, 2)l{{x = 0) A (v = 0)}, on appelle solide de
révolution engendré par la rotation de A autour de Oz I'ensemble des points de &>
tels que chacun d'eux puisse étre considéré comme l'image d’un point de A par
une rotation d’axe Oz.

Fici. 32,
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En particulier, ¢ : [, b] — R étant une application positive et continue,
A={xp2lzela b]) A (x* + y* < ¢*(2)]

est un solide de révolution. En utilisant les notations de 7.2.3, 2° (coordonnées
cylindriques) on constate que A = @(C), ol C est le compact cubable de l'espace
des {p, 9, z) (fig. 32):

C={p62l-x<0<mArl@agz<sh A0<p<g@)

A est aussi un compact cubable.
Le théoréme précédent s’applique, car B(z) est ici un disque fermé, et donc
un compact cubable; en utilisant 7.3.1, 2°, exemple, on a B(z) = KgZ{Z}. D’ou

b
V= rtj‘ g2(z} dz

REMARQUE. — Fr(A4) est la réunion de deux disques {(éventuellement de rayon nul),
respectivement situés dans les plans z = aetz = b, etdela « surface de révolution » engendrée par la
rotation autour de Oz de la « demi-méridienne »

F={xpnadlx=0nsla<z<b a(y=glh}

EXEMPLES. — a) La boule de R? de centre (0, O, 0), de rayon a (et 4 une translation prés une boule
queleonque de R? de rayon a) a pour volume:

+a dna
V=rn (az—zzldz=T.

b) Volume du tored collier. Etant donnés deux réels a et R, tels quel £ R £ ¢, onditquelesolide
de révolution A4 engendré par la rotation du disque:

A = {{x.y.2ll(x =0 A {(y — @ + z* € RY}

Y
7 /

Fia. 33.

autour de Oz est un tore & collier non nul si R < a, un tore i collier nul si R = a. Considérans les
compacts cubables :

A = s, p2lze[— R, + R ~ (x* + 3 < gilal}, PN,
avec:

fint=a- /R -2 e glad=a+ JRY - 2,
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Ona:
Ajc A, e  AcANA c A
D'oix: HA) = WA,) — WA, et, par la formule précédente:
R I I
WA} = ﬂj [ta + JRZ — 2P —{a - \/R2 — 23?1 dz = 2x%aR2
-R

EXERCICE. — Mesure p-dimensionnelle, V,(a), d'une boule de rayon a dans R¥ (muni de sa siructure
euclidienne canonique).

Comme le théoréme du 7.1.2,2" dont il découle, le théoréme précédent vaut en dimension
quelconqus, et conduit ici 4 1a relation:

e
V,(a) = _[ Vo (Ja? — 23 dz
Si @ est une homothétie de rapport a = \/.'.1z -z dans B*~', on a:
det () = (I — z2/a2)0~ 1112

et dane: lv"‘,_ll,./a"e -2 =1 — 2a¥)* V2 ¥ (a). Ainsi:

V,fa) = Vr,(a]J. (1 — z¥a?ye- W2 4z

Le changement de variable z = a sin t conduit 3 la relation:

"2
Via) = 2aV,_ ()i, ol [, = J‘ cos? rdr.
o

En utilisant ¥, (a} = 2a et les expressions des intégrales de Wallis [, données au [11.6.7.2, 5 , le
lecteur vérifiera:

Vy,ia) lgn Vaper (@) ALY
a =—a?’, )= -~ — .
i ! i 2p + 1!

4n -

Ainsi V,ia) = nra® et Vyla) = ?aa,

Formule des trois niveaux. — ProrosiTiON. — Les notations et les hypothéses
étant celles du théoréme précédent, on suppose en outre que S est une fonction
polynomiale de degré au plus égal a 3. Alors:

b —a a+b
V=T|:S(a}+8(b)+45'( 5 )]

Les aires et les volumes étant invariants par translations, il suffit de faire la
démonstration dans le cas a = — b. Montrons que, pour tout b e R, toute
application polyndmiale f de degré au plus égal 4 3 vérifie:

]
b
4[ flzydz = EU(b) + f(— b) + 4 (0]
b
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Par linéarité, il suffit de le vérifier lorsque f(X) est I'un des polynémes
1, X, X2 X3 Cest évident pour fiX) = X et f(X) = X?, et trés simple pour
fiX)=letfiX)=X~ |

xl },2 22
EXEMPLE. — Volumede A = {3, 2)|— + — + — € 1{,(a, b, c) e (R%)2
a b ¢
En utilisant, par exemple, le théoréme du 1°, on constate que A est un compact cubable de R?,
dont la frontiére est un ellipsoide ; A est compris entre les plans de cotes ¢ et — e
2 F] ZZ
— + — €1 — —¢. En vtilisant 7.3.7,1° {«aire de l'ellipse » on
a.} 1 .._.2

Ici Biz) = {(x, y) e B?

cohstate :
5(z) = mab {1 — 23/c?)

La proposition s'applique, et fournit:

4 4rabc
V=—S80) =
3 3

Pour ¢ = b = ¢, on retrouve le volume de la boule de rayon a fourni par I'exercice précédent.
REMARQUE. — La formule des trois niveaux st un cas particulier (trés simple !} de la formule de
SiMsoN (cl. exercice 6.56 du tome I},

EXERCICES

EXERCICES THEORIQUES SUR LES CHAPITRES 6 ¢t 7. — Ces exercices, assez difficiles,
peuvent étre réservés pour une seconde lecture.

T.1. — Soient P et @ deux pavés de R? et R? respectivement, et f: P x O — R une
application intégrable; on dispose des applications

E:P-R x — j.ﬂx.y)dy,
*Jo
*
F:PoR  x +— J.ﬂx,y)dy.
Q

a) En choisissant deux applications en escalier u et v d¢ P x Q dans R vérifiant

i f<y etj u—J u € E,
Pxd PxQ

mentrer d'une part que F est intégrable, d’'autre part que .[ Fix)dx = j I
P PxQ

b) Ftablir le méme résultat pour F, et en déduire qu'il existe un sous-ensemble
négligeable de P en dehors duquel f(x, .) est intégrable.

7.2. — Soit f: R" - E une application. On appelle support de f, et on note S(f),
I'adhérence dans R" de {x € R"f(x) # 0}
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@) Montrer que R™S(J) est l'intérieur de {x € R"|f(x)} = 0}.
b) On suppose f: R* — E continue, et S{f} compact dans R". Montrer que si A est
une partie bornée quelcongue de R" contenant S(f) alors f est intégrable sur A et que

L= [
A SN

¢)On reste dans les hypothéses de b). Montrer que si P est un pavé de R®, Q un pavéde
RY (p + g = n) tels que P x @ = A, alors:

o= [[ Lo - [ [ e
A rPLJQ eLJP

7.3. — Soitf: R* —» R uneapplication i support compact, et soit ¥/ un ouvert borné
de B? contenant S(f).

a) On suppose que pour tout £ > (0, il existe g: R* -+ Ret h: R® - R, toutes deux
continues et a supports compacts contenus dans U, vérifiant:

g€fsh &t jhix)dx—j glx)dx < ¢ {1
v v

Montrer que f est intégrable sur U.

b} Montrer que, réciproquement, si f est intégrabile sur U, alors pour tout g = 0, il
existe g - BR? —» R et h : R* - R, continues, 4 supports compacts contenus dans U, et
vérifiant (1).

On étudiera d’abord le cas ou fest la fonction caractéristique d'un pavé inclus dans
U, puis celui ol S(f) est un pavé inclus dans U. Dans le cas général, on montrera que si
(P}, est une famille finic de pavés de RP, pour tout i € [ il existe g,: R® — R, continue,

nulle en dehors de P, strictement positive sur 2, avec en outre Yo =1
el
7.4. — Soient U/ et Vdeux ouverts bornés de R®?, ¢: U = Vun Cl-difléomorphisme

de Usur F,f: R* — Rune application continue, dont le support compact S{f)est contenu
dans V.

1) Montrer que f est intégrable sur ¥, et que (fo @).|D(J,)| est intégrable sur U.
2} On se propose de montrer, sous ces hypothéses, qu'alors:

Lf(v) dy = L (o @) u). ID(J Hu)} du.
Pour cela:
a) Démontrer le résultat dans le cas:
p=1 et S(N=[e,p]lcV
b) Montrer que le résultat est encore vrai si

5 = [{le Bl W

i=1

et si @ est définie par:

vy = QU ..., ) Uy = Uy, .Uy = U,
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¢} Montrer 1'égalité pour ¢ de la forme:
Uy = Ugqp - Bp = ligy OU GeE,

) Montrer que si{: ¥ — West un C! diffeomorphisme de Pouvert Vsur Pouvert W,
et si 'égalité a été prouvée pour o et pour Y, (avec fsatisfaisant aux hypothéses), alors elle
est vraie pour Yo @.

¢) En procédant par récurrence sur p, établir le résultat dans le cas général. On se
raménera, sur des pavés (P}, en nombre fini, au cas b), et on utilisera I’hypothése de
récurrence (il sera utile de considérer comme dans 'exercice précédent, des applications
continues g;; B” - R, nulles hors de P, strictement positives sur P; et telles que

zgi = 1).

el

7.5. — Soient U et Vdeux ouverts bornés de R, @ : U — Vun C* difffomorphisme de
U sur V. Etant donnée f: R? — R, on suppose quefest 2 support compact et que S{(f) = V.
Montrer que si f est intégrable sur ¥, alors:

i) (fo ¢).|D{J,) est intégrable sur U/,
i) L (f o @)(u). 1D M) du = J‘Vﬂv) do.

{On utilisera les deux exercices précédents).

7.6. — On indexe sous la forme (%), les points de I'ensemble dénombrable
Q ~ [0, 1]. Soit a, une série convergente, i termes dans RY.
a) x € [0, 1] étant fixé, on pose N{x} = {ne Na, € x}. Montrer que la famille

a, est sommable.
nel(x)

b) Soit:
f[01]-R  x — 2 a,
reNix)
Montrer que f est croissante et que I'ensemble de ses points de discontinuité est

@ ~ 0, 17. En déduire qu’il existe des applications intégrables dont 'ensemble des points
de discontinuité n'est pas #-négligeable.

7.7. — a)n étant un entier supérieur ou égal 3 1 montrer qu'il existe 2* ! rationnels de
la forme %avec peN,0 £ p € 2" quisont irréductibles. On appelle E, I'ensemble qu'ils
constituent.

b) Soit ZI @, une série convergente i éléments réels strictement positifs, de somme S

"

strictement inférieure a 1.
— Pour n = 1 on appelle I, | I'intervalle ouvert de centre 1/2 de longueur a,;
— pourn = 2onappelle I, ;et], ,les deux intervalles ouverts de centres 1/4 et 3/4

a
de longueurs respectives ?2;

— plus généralement onappelle I, .1 < k € 2", les 2"~" intervalles ouverts de

a
centres les points de E,, et de longueurs respectives ———.

23-1
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Soit alors:

C=[01] U L .
MEN*} A {15 kg2 ")

Montrer que C est un compact de R d’intérieur vide.
¢) Montrer que C n'est pas négligeable, En déduire que C est non cubable,

1.8. — Soit f: [0, 1] x [0, t] définie par:

x2 — 2
1 0,1 =0
(x,e]0,13 x 10,1]  fix,») x + P

x=0 ou y=90 flx, =0

1) xe[0,1] étant fixé, montrer que y +— f(x, y} est intégrable et calculer
1

4]

1

Fix) =1 fix, y)dy. Montrer alors que x +— F(x) est intégrable et calculerJ Fix)dx.
[+

2) Procéder de méme en fixant tout d’abord y € [0, 1]. Que pensez vous du résultat?

EXERCICES SUR LE CHAPITRE 7. — R®(p = 2 ou 3) est considéré comme muni de la
. . ; 2 2
norme euclidienne canonigque: (xy, ..., x;) — \/x1 + ...+ x,,

7.9. — Existence et calcul de j:[ Jix, ¥) dx dy dans les divers cas suivants:
A

flx,y) = ... A < R? définie par. ..
x? 4+ p? xz0 P+22gl
1/(x + p) yEx <1, x+yzl
Sy —x x4+yg0,  y—x320
exp (v/(x + ») O0gxg L, 0Lyl —x
sin (Rx/(2y)) 1€x54, VX €y < min(2 x)
exp(— (x* + xy + ¥?)) xX+xy+y2 gt
X2yl — x* = pHin xz20,y20 i gl
o so (12 <2
141 + x? tg? y) 0<xgl, 0<y<gn?
Logi{l + x + ) xz20 yz0 x+yg1
x = pcos@, y = psing et..
yixt + 2+ 1) 0<o<gm 0<p<gl+cosh
Jx1+y2+l 0 <6 <R3, Os.ps.\/ticosiﬂ—l
7.10. — Soit A le domaine limité par une ellipse de foyer F et F'. Calculer :

” (MF + MF)dxdy, J.J’ (MF? + MF*) dxdy;
A A

J:[ MF MF'dxdy.
A
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7.1 — Soient A c R2 définiepar: (0 < x £ a) A0S y < h),etf: AR de
classe C*. Calculer:

o*f
Y PErw] (x, yydx dy.

7.12. — D(x, y) désigne la boule de R* de centre (x, y), de rayon 1. Soit f une
application continue de B? dans R telle que:

t
Yix, yeR? flix,y) = - J:Lu y]f(u, v) du dv

Montrer que f est de classe C®.
7.13. — Soit A, lintérieur du triangle de B* de cotés:
x=1 y=0 x—y=} D<i <1)
Calculer:
dxd
10 = ” Y
4, \/ x + \/ ¥y
Existe-t-il lim I{})?
A=0

7.14. — Soit A la partie du demi-plan y = 0 de R? limitée par les paraboles:
yr=dx+4, V¥ =2x+1, =9 —-6x, y* =4 — 4x.

Calculer:

.”' ydxdy
A1 + x)¥  Sx? +y?

2 vy =2uvavecu >0

On posera: x = u

7.15. — Soient ae Rtelque 0 < 2 < 1 et A = R? déhini par:

Dgxgn/2 et Osyga

-I'J' dx dy
aycosx + 1

J"‘"’ Log(l + acost) o
o cost

Calculer:

En déduire:
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7.16. — Soit A = R? définie par:

x!
T+y2—ls[] All€x<2)

dx dy
Calculer une valeur approchée a 0,1 prés de

Ax\/m

7.17. — Soit C(#) la boule de B2 de centre (0, 0) et de rayon r € R%. Pour(x, ¥) ¢ C(1)
on pose flx, ¥) = ¢ — sin ¢, o1 ¢ est la mesure en radians {entre O et m) de 'angle des
tangentes menées du point (x, y) au cercle qui limite C(1). Calculer:

I{r) = Jf flx, yidxdy, r>1
e}

7.18. — F est l'application du carré A(0 € x € 1 et 0 5 ¢t < 1) dans R définie par
Fix,) =x{(l —si0 € x <t ;F(x,tj=1(l —x)si0dgr€£x< L.

& est I'espace vectoriel des applications continues de {0, 1] dans R.
a) A ueé on associe {: [0, 1] —» R définie par :

1
flx) = _[ F(x, u(t) de

0

Montrer que f est de classe C2.

b) On pose f = (u) et on considére ¢ comme un endomorphisme de £. Trouver ses
vecleurs propres.

7.19. — Soient ac R* et A = R&? définie par:
(x+ysdayrlxyza) alx<y)

a) Calcuier

I= H. (x* — y)xydxdy et J= J.J. {x* — y*)cos (xy}dx dy
A A
* b) Retrouver ke résultat en utilisant la formule de Green-Riemann (cf. tome V).«

720. -~ Soient les pavés P=[—a,a] x[—aa] de R? et
Q¢ =[-aa] x[—a,a] x [— a,a] de R®. On considére trois applications continues
Jo 1 £ i < 3 de P dans B% On pose:

I= _”L LA (x, Wifa(x, 2)f5(p, 2){dx dy dz,

Ji= .”; Vits, )2 dxdy, 1gi<3,

Montrer:
3
rP< 1.

i=1
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7.21. — Existence et calcul de J..[ fix, y,2) dx dy dz, dans les divers cas suivants:
A

f,p 2 = .. A = R3 définie par...
50530230540 v 5 <y
1 X 2 U, 22U 220 — — — %
fax + by + c2) ¥ 2 p e
11 +x+y+2)P° x20,y202z220x+y+2z<1
T T n
sin{x + y + 2) 0sx£5,0€ys—,0£zs—
zcos (x? + y?) 220 x* +y +22 g0t
x y z X y z
xpz|ll ———=— - xz20yzlzz0-+-4+-%<1
a b ¢ a b ¢

7.22. — Soit A c R¥définiepar: x =0,y 20,220 x+y+z< 1
a) Montrer:

J‘“‘ plair!s! .
xPPA7(1 —x — y —zpdxdydz = ————— (p.gq. 1, 5) € W%,
. V2 y —zFdxdy (p+q+r+s)!{pq )

23
b) Existence et calcul de J:H~ dx dy dz.
Aly + 2)ix + y + 2)

[On utilisera le changement de variables: z = uow, y + 2 =uw, x + y + z = u.]

7.23. — Ondésigne par S, la boule de R de centre (0, 0, 0), de rayonr € R%. Soitfune

application de classe C? d’un voisinage de (0, 0, 0} dans R. Donner un développement
limité A 'ordre 5, au voistnage de 0, de la fonction

r —F(r) = jl[ fix,y, 2y dx dydz
s

CALCULS D'AIRES ET DE VOLUMES. — On montrera dans chaque cas que Pensemble
considérd est cubable.

7.24. — On considére le limagon de Pascal représenté par p = a(2cos 6 — 1).
a) Aire au domaine limité par la boucle;

b) Aire comprise entre la boucle et I'arc extérieur.
1.25. — Aire du domaine limité par la courbe dont une équation est:

a (X + ki +y ) —axfy=0; b (x* + 2¥?)? - 2a%xy = 0.

7.26. — Aire de Pintersection des domaines limités par deux ellipses égales et
concentriques.
7.27. - Aire de ;

x2 yZ xz yz

ol (a, b, p, q) € (R*)* est donné, tel que: a® — b = p? z,
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2t3
7.28. — Résoudre I'équation différentielle: yy' + W = 0. Trouver laire du
¥ t

domatine intérieur a la courbe qui représente une solution.

7.29. — Aire de:

{ ‘(E{ <11:) (0< < cos? x )}
(x, ) 6-\X--.§ A uymm

7.30. — Aire du domaine limité par la courbe dont une représentation paramétrique
est:

a) x =1t*Logt, ¥ = t (Log t)?
b) x=cos*t, y=sint{2 —sin?f)
7.31. — Pour chacune des courbes déquations
p=x —thxLog{chx) et y=(1 + tht x)~ 12

Calculer l'aire S(A) du domaine limité par la courbe, I'axe Ox et les droites
d’équations x = O et x = A
Chercher si §{A) admet une limite quand A tend vers 4 oo.

7.32, — Volume du domaine défini par:

a) x} 4+ y?—2pz2€0 et zzy+h (p>0h>0

b) X2+ g0 et 22-2x50

0 X3 g ¥y g2 g2 < g (a > 0)

d) x*+y*+22-2ax €0 et xX*+y*—2'tglag0etz20,(a>0
€) Pyt —aPx— <0 (@a>0)

n P+ +22€2mz et pys2<qy (@>0,0<p<gqg

7.3). — Volume du solide commun a deux cylindres de révolution de méme rayon
dOﬂl les axes se rencontrent.

7.34. — Soient (S): x2 + y* + 22 = R%, et

i e 2
sin? o cos? o
(B): Xy o+ - RE=0

sin® f cos* B
avec 0 < o < [ < m/2. Montrer que S n E est la réunion de deux cercles. Calculer le

volume de l'intersection des domaines respectivement limités par S et E.
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COMPLEMENTS SUR LES
INTEGRALES MULTIPLES

Ce chapitre — qui pourra étre réservé ¢ une seconde
lecture — comprend deux sous-chapitres qui n'ont que
peu de rapport Fun avec l'autre.

8.1. INTEGRALE MULTIPLE IMPROPRE

8.1.1. Notion d’intégrale multiple impropre

Dans le sous-chapitre 81, E continue & désigner un espace de Banach; A désigne une partie
de R~

1° Jusqu'a présent, nous avons considéré des applications f d’une partie 4 bornée de R* dans E;
pour &tre intégrable une telle application devait nécessairement étre bornée. Ici, comme en I1L7.2,
nous allons essayer de définir des intégrales tmultiples - qui ne seront pas des intégrales de Riemann
— dans le cas o A Mest pas nécessairement une partie bornée de RP, et dans celui ou f n'est pas
nécessairement une application bornée. Cette généralisation se heurte a des dificultés beaucoup plus
importantes que dans le cas p = 1, et ses résultats sont beaucoup moins mtéressants.

2°Suiteexhaustive de compacts de A. — DEFINITION. — Soit A une partie de R”. On appelle suite
exhaustive de compacts de A tonte suite croissante (K,), ., de compacts de &7 inclus dans A, telle que,
pour tout compact K de B? inclus dans A, il existe me M tel que K < K, = A.

EXEMPLES. — a) A = RP et K, = {x & B7||[x]| < n}.
h) A est un ouvert de R* distinct de R et:

K. = {xe®(xll € a) A (dix, RAA} = 1/n)}.

REMARQUE. — De la définition précédente résulte: A = |J K,. Mais une suite croissante de
reN

compacts de A dont l4 réunion est 4 n'est pas nécessairetnent une suite exhaustive de compacts de A
ainsi ue le montre le contre exemple: A = ]— 1, I[ et, pour n 2= 1 :

K,=[— 14 t/n —ynl oo} ullm | — 1/n].
3° Application localement intégrable. — DEFiniTION 1. — L'application /. 4 = E est dite

intégrable sur la suite exhsustive (K ),y de compacts de A, si, et seulement si, pour tout r € N, fest
intégrable au sens de Riemann sur K

DerivimioN I1. — L'applicationf: A — E est dite localement intégrabie si, et seulement s'il existe
une saite exhaustive de compacts de A sur iaquelle f est intégrable.

C’est ainsi que sifest continue, et 5'il existe une suite exhanstive de compacts cubables de 4, alors
fest localement intégrable.
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Notons que si fest localement intégrable, elle n'est pas nécessairement intégrable sur toute suite
exhaustive de compacts de A (méme si f est continue). Cependant si fest localement intégrable et
continue, alors elle est intégrable sur toute suite exhaustive de compacts cubables de A.

Avant de poursuivre, montrons sur un exemple les difficultés que souldve la définition des
mtbgrales multiples généralisées.

EXEMPLE. — Soient:
X2 — J‘,z
A={x.NeRI0<x<DA0<y<1)) e fA-R (x¥ ’_'(T:T)z’
x ¥
{application continue).
— Posons:

K,={xyeRilmsxgsDallmgysiy, 21

On vérifie ajstment que (K,), 5 est une suite exhaustive de compacts de A, que JJ f=10et
K

que lim JJ f=0
LEdt - K,

— Posons :
H ={x.peRimsxgs ) A’y <)) (n2 1)

(Ha)n 1 €St une suite exhaustive de compacts de A. On calcule:

R 1 1
JJ f=——+Arctg— + Arctign — Arcig-,
H 4 n? n

n

. .E&LLK=:
Ainsi: hm -” f# lim J.'[ £
e dm K, A+ t+@ H,

4° Définivion d'une intégrale multiple impropre. — LEMME. — Soit f: A — E one application.
On suppose qu'il existe une suite exhaustive (K,),.y de compacts de A sur laquelle £ est intégrable, et

telle qoe L suite k = ||f]|) déléments de R, soit convergente. Alors:
K. neN

i) La snite ¥ = (J f) est coovergente dans E
AeN

Kl
ii) Pour toute suite exhawstive (H )., d¢ compacts de A sur laquelle  est intégrable:

— In suite h = (I ||f||) est convergente et a pour limite lim k,
H, neN
— la suite ¥ = (‘[ f) est convergente et & ponr limite lim ¥,
H, neM

Preuve de i). — Soient m et n des entiers telsque 1 0 £ » < m;alors K, < K, Intégrable sur K
et K, fTest sur K K, On a:
_[ T ‘ < j. [
K.\K, KJK.

for-Js
Jor-TA<] -] w

et donc:




8.1.1 INTEGRALE MULTIPLE IMPROPRE 315

k ¢1ant de Cauchy (parce que convergente), on en déduit gue .¥ est de Cauchy, et donc convergente
{puisque E est complet).

Preyve de ii). — ®Les sujtes réelles k et k sont croissantes, On rappelle qu'une suite croissante
de réels converge si, et seulement si elle est majorée,
Pour tout n € N, on peut trouver m e N tel que H, = K,,, et donc que:

I Ilfllé_ll Al < lim k.
H, K.

Yol la convergence de b, et 'inégalité: im A < lim k.
On montre de méme: lim k < tim h. D’od lim A = lim &. |

® La convergence de X résulte alors de i), D'autre part, il existe ¢: N — N, strictement
croissante, telle que :

¥reN H, < K,
H suifit en effet de poser:
9(0) = min {ge N|H, < K},
et, pour n = 1!
©(n) = max {@(n - 1) + L, min {geN|H, = K}

En reprenant le calcul de i), an constate, pour tout ne N:

Al -l

Comme n r—-J fetn r—-j. Ifll sont des suites extraites de suites convergentes, on
Kﬂl] Kdl]

"l

obtient par passage a lirite:
llim ¥ — ilim #| = 0, etdonc lim # = lim X a
Ce lemme justifie:
DEFINITION, — Soitf : A — E une application. On dit que f admet une intégrale impropre sur A
(ou que l'intégrale J‘ I cum'erge). si et seulement 5'fl existe une suite exhaustive (K,), ., de compacts de
A

A sur laquelle f'est intégrable, et telle que la suite (j [l ) soit convergente ; Ia suite (j f )

nel X neN

est alors convergente, et sa limite est appelée intégrale impropre de f; on la note J‘ f
A

Dans le cas oil fest intégrable au sens de Riemann, les deux intégrales sont les mémes; il n'y a
donc pas de contradiction dans le choix des notations,
Au tieu d'intégrales impropres, certains auteurs parlent d’intégrales généralisées.

REMARQUE IMPORTANTE. — Par définition méme, I’existence de J féquivaut i celle de J‘ Ak
A A

pour p = 2, il W'y a done que des intégrales impropres absolument convergentes,

5 EXeMPLES. —a) A = R, x R, et

[iA-R (xy) —e =¥
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La suite (K, )yen, avec:
K, =lx. NeRIx 2 0) Ay 2 0 A (x* + ) < a')}

est une suite exhaustive de compacts cubables de A. Comme f est continue, fest intégrable sur cette
suite. D'autre part f'est positive et :

B ¢
I f= Z(1 - e"'zj. {calcul en coordonnées polaires).
i,

Ainsi la suite (J [ II) est convergente, de limite nr/4 ; f admet donc une intégrale impropre,
K, neN

de valeur n/4.
Remarquons que (H,), .y, avec:
'

H={x.p)eR0 < x sn) a0 <y < n)

est une autre exhaustive de compacts cubables de A sur laquelle f est intégrable. On a:

Jo=([eme)

H, 0
#® Du lemme on déduit aisément

" n
lim I e~ dt = T, (compte tenn d'ung positivité évidente).

WAl 0
o R
2

Drou Pexistence et la valeur de Pintégrale {simple) impropre : J. e=tdt =
BA={xydeRp® +y* +22 21}e 0

f1A-R (x)2) — (e R).

(x? + yz + zzlm'
(KJuzp avee K, = {{x. p, 21 € x? + y* + z* & n?} est une suite exhaustive de compacts

cubables de A sur laquelle £, continue, est intégrable. D'autre part f est positive et | fvaut:
K

wanZ)eRx? + y? + 22 g 1} et f1 A - R définie par:

m si(x,p2) # 0,005 £0,0,00 = 0.

fix, p 2} =
Le lecteur montrera que fadmet une intégrale impropre sur A\{(0, 0, 0)} i, et seulement sia < 3.
Par convention, nous écrirons alors .”. f pour J’ -I. I
A A0,00,

8.1.2. Propriétés des intégrales impropres

PROPOSITION [. — Soieat [ et g deux applications de 4 dans E admettant des intégrales
impropres. 5'il existe une suite exhaustive de compacts de A sur laquelle f et g sont toutes denx
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intégrables, alors pour tout (=, f) € K?, of + PBg admet une intégrale impropre et

J{M+Bq}=ajf+ﬂ_[g-
A A A

Simple conséquence de la définition et des théorémes sur les limites. (]

COROLLAIRE. — Soit A un sous ensemble de R” admetcant une suite exhsustive de compacts
cubables. Alors Fensemble des applications continues de 4 dans E, qui admeitent une intégrale

imptopre. est nn sous espace vectoriel de E4 et Mapplication f — | f de cet espace dans E est
linéaire, 4

PROPOSITION II. — Soient E et F deux espaces de Banach, et u: E — F une application linéaire
continue. Si f : 4 — E admet une intégrale imprapre, il enestde mémedeu «f: A — F, et l'on a :

fos-o(])

Par hypothése, il existe une suite exhaustive (K}, de compacts de A sur laquelle f est

intégrable, et telle que la suite k = (J. |U"||) converge.
K, neN

On constate que u - fest intégrable sur la suite (K,), .. En utilisant
UxecA [lueflxi < M|f(x)l, {00 M est la norme de u),

on obtient

YneN _[ uuofusM_[ il < M lim k.
K, K,

La suite (J‘ [{u o j]l) est ainsi majorée, et donc convergente, ce qui prouve 'existence de
K, nel

lintégrale impropre j urf
A
L'égalité (1) se déduit, par passage 4 la limite, de:

wen [ arr=o(] 1) :

ProrosiTION III. — Seit £ = r[ E, un produit d'espaces de Banach; on note 5, la projection

k=1
canonique de E sur E, et g, 'injection canonique de E, dans E. Une application localement intégrable fde
A dans E admet une intégrale impropre si, et seulement si, pour tout k€ N, f, = p, - f admet une

intégrale impropre, et I'on a alors :
j.f= Z ‘h(_l. Jk)-
4 i=1 A

Compte tenu du fait que, si K = A est un compact, I'intégrabilité de fsur X équivaut 3 celle des

Ju cette proposition s¢ déduit des propositions [ et II, puisque f = § gefietfi = pof |
k=1
COROLLAIRE. — Saoient E un e.v.n de dimension fine, (6,); <4 . Une basede E, et f = ¥ fie, une

k=
application localement intégrable de A dans E. Alors fadmet une intégrale impropee si, et seullement si,
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pour tout k e f_ f, en admet une, et on a alors :

(15 (o

CAS PARTICULIER. — Une application localement intégrable f de A dans C admet une intégrale
impropre si, et seulement st #e(f) et Fm(f) en admettent une. On & alors :

_[f= j. Re(f) + l"[ Fm(f).
A A A

8.1.3. Un critére d’existence d’intégrales impropres

1° THEOREME. — Soit /2 A — E une application localement intégrable. Alors f admet une
intégrale impropre si, et seulement s'il existe une application F : 4 — R, positive, admettant une
intégrale impropre et vérifiant : ¥x e 4 ||f(x)|| < F(x).

I condition est nécessaire. — Prendre F = ||f]l.

la condition est suffisante. — Supposons la remplie. I1 existe une suite exhaustive (K}, de
compacts de A sur laquelle f est intégrable; il existe d’autre part une suite exhaustive (H,),.p, de

compacts de A sur laquelle F est intégrable, la suite & = (j‘ F ) €tant en outre convergente. Pour

f,
tout me N, il existe me N tel que K, = H,. Comme nous ne savons pas si 1 fIl existe,

introduisons un pavé P de R” tel que K, = H, < P et revenons aux définitions : o

j 171 =f AFIK) et .[ F =J. FIH,,
K. P H p

Or |If K|l < FIH, car K, = H, et |If]l € F.

11 en résulte :
j £t é_[ F < lim k,
K, H,

ce qui entraine la convergence de la suite (J. |lf||) ad
K nel

LJ{ % LIUII < AF.

Ce critére, d'usage trés simple, est suffisant dans la plupart des cas. H permet d'obtenir:

Notons que:

2" Régle de compargison. — PROPOSITION. — Soient [ et g denx applications localement
intégrables de A dans R, vérifianmt 0 < f < g. Alors :
i) Si g admet une intégrale impropre, il en est de méme de (et I'on a :

Ifﬁfg;
A A

ii} Si fo'admet pas d'intégrale impropre, il en est de méme de 4.

Cette régle de comparaison incite évidemment 3 comparer f avec certaines fonctions de
réference, essentiellement d'ailleurs les fonctions (x? + y*}~ %2 dans R%, et (x? + y* + 2272 dans
"



8.1.3 INTEGRALE MULTIPLE IMPROPRE 319

3" Utilisation pratique des régles de comparaisen. — Nous considérons R?(p = 2 ou 3) comme
muni de sa structure euclidienne canonique. Nous lui adjoignons un peint; appelé infini, et noté oo, et
nous appelons vaisinage de Finfini toute partie de R? « {00} qui contient d'une part le point oo,
d’autre part 'extérieur d'une boule de centre 'origine ; le lecteur vérifiera qu'en conservant sur R” la
notion usuelle de voisinages, R® ' oo est ainsi muni d*une structure d'espace tapolagique.

PROPOSITION |. — Soit fune application continue, & valeurs dans E, définie sur une partie fermee A
de R, On suppose que 4 admet un sous-ensemble de la forme:

= {lpcosB, psin O)i8, €0 <£0;) A{0<a<pl, 9,0, «donnésavec 0 < 8, — 0, < 2n)
et que, pour tout ne N* A, = {x, 332 A|x? + 3! € n?] est un compact cubable. Dans ces
conditions
i) §'il existe & > 2et k c R% tels qu'au voisinage de I'infini on ait:

O + Y Il < &

slors { admet une intégrale impropre {sur A).
ii) S'il existe 2 < 2 et k € R* tels qu'au voisinage de Uinfini on ait:

(x* + y¥2f(x il = &
alors [ wadmet pas d'intégrale impropre.

La démonstration de ii}, qui utilise Pexistence de B, étant laissée au lecteur, démontrons i),
Par hypothése, il existe ve N* tel que:

k
Yixyted (x* + 2 vl = (IlﬂX» N < x? +\y2}‘u)

L'application continue fest intégrable sur le compact cubable A,, et, plus généralement, (4,) cn*
est une suite exhaustive de compacts cubables de 4 sur laquelle f est intégrable.

Pourn = v,on a:
J. A = j. I + j. WAL
A, A4, AlA,

D'autre part A)\A, est cubable; (x, p) v (x? + p?)~2

intégrable sur A \A,; on constate:

qui est continue et bornée, est

I (o + ) dx dy < I (? + ¥} dx dy,
AlA, ik,
avec C, = {{x, e B*|x? + y* € n?}.
Compte tenu de @ > 2, un calcul de la derniére intégrale en coordonnées polaires fournit la
majaration :

2kn 2w
Il € ——= " = w7 g vie
A\, o~ 2 a -2
La suite (j‘ |[ﬂ|) est ainsi majorée, et donc convergente. O
Al

PROPOSITION II. — Soit f une application continue, 4 valeurs dans E, définie sur 44{(0, )}, ob A
€5t une pattie compacte de B2 On suppose que 4 sdmet on sous-ensemble de la forme:

= lipcos B, psin OB, <& < 0,) A0 < p<al, (8,0, ¢ doonés avec 0 < 8, — 6, < 2n}



320 COMPLEMENTS SUR LES INTEGRALES MULTIPLES 8.1.3

et que, pour fout ne N* A, = {(x, yhe Alx? + y* = 1/n?} est un compact cubable. Dans ces
conditions :

i} 8'il existe o < 2 et k € RY tels gu'au voisinage de (0, 0) on ait:
(2 + y2Ifx, Il < K

alors / admet une intégrale impropre (sur A\{0, (}), que, par convention, ot note: '[ i
it} 5'il existe & > 2et k € BY tels qu'au voisinage de {0, 0) on ait: 4

(x* + P DI = k
alors f n'admet pas d'intégrale impropre.

La vérification est laissée au lecteur. 0O

REMARQUES. — @) La proposition I s’étend au cas o0 f est définie sur A\KE, n)}. o (£, n) est un
point quelconque de ®B? (on remplace alors x* + y* parix — £ + (¥ — %)

b) Le lecteur montrera que les propositions I et 11 et la remarque o} s’étendent aucas: A = R? ;
la valeur « critique » de @ est alors 3 (au liew de 2).

ExeMPLE — Potentiel newtonien.
Dans R? considéré comme un espace affine eyclidien, on considére [a boule fermé A, de centre 0,

de rayon R. On appelle porentiel créé par une répartition de masse de densité 1 sur A, 'application
U: R* - R définie par

g ‘ J"”' dxdydz
L e — Auke

& Justifions cette définition. Si (&, 1, §) ¢ A, Uexistence de U(E, 0, {) est acquise par le fait que la
fonction & intégrer f est définie et cantinue sur la boule fermée A.

Si (&, n, §) € A, on justifie 'existence de I'intégrale triple par la proposition I1,étenducd A = ®*:
iciog = 1.

@ Calculons maintenant le potentiel, en remarquant que U prend la méme valeur en tous les
points d’une sphére de centre Q. Ainsi:

VE .0 = Ul,0,p), ot p=(E +nt+ 13

Caleul de U(0,0, p), pour p >> R, — Un passage en coordonnées sphériques donne, sans

difficulté :
2 k . r? sin @ dr 40
V0,0, p) = do ) | dar
o o (F* + p? — 2pr cos B2

a

ce qui s'écrit:

(R
00,0, py = — -[ rgir) dr
P v

avec:
glr) = fr* + p? — 2preos @12 ]E = |p + # — |p — #.

On trouve:

dn R 4xR*
UQ0,pp=—| rrdr= .
P %o 3p

En introduisant la masse m = 4nRY/3, on obtient: U(0, 0, p) = m/p.
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Caicul de U{0,0, p) pour 0 < p € R. — Posons P = {0, 0, p) et, pour a naturel non nul;
C,={Medlp - lm <diQ M<p + 1/n}

B, = [Me Ald(P, M) < 1/ /n}; K, = A(C, n B}

On constate que, (pourvu que R, soit choisi assez grand), (K )ypn, €St une suite exhaustive de
compacts cubables de A4 P} sur laquelle f est intégrable. On a done:

amta Jp

La fonction continue positive f est intégrable sur la partie cubable C,\B, de R, et y admet \/;
pour majorant. Liintégrale de fsur €\ B, est donc majorée par:

ricas i 5o} - (-1} ]
A.VO % Jr.— - - -
" 3 P n P n
On en déduit:

lim f=0 et UiP)y= lim j £
-+ C\8, LR AC,

On calcule, comme ci-dessus:

In p-ln R 1
J. f= —p— [j ryirjdr + J. ryir) dr ] avec p, = min (R. P+ )
[¥] U 2}

AL, Iy
QOn en déduit:

47 ° R
U{0,0,9}=—[J‘ ’zd’*'J def:|=2W(R2—D’f’3)
P a n

Caleul de U(0,0,0). — On prend :
1
K. =3y 2ed|x? +y* + 2° 2
"

Ici K, est un compact cubable de A. On a:

[ () () [

{ {
n
et:

U{0, 0, 0) = 2nR2.

En conclusion, avec la notation p = (£* + 0 + £Hi/2:
m -
U[ﬁsT],C) =— 8 03“ R;
[

o m(3 p*) .
i,ﬂ,C)—EE—ijz st p= A

L application I/: R* —+ R est ainsi continue.
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8.2. INTEGRALES MULTIPLES
DEPENDANT D'UN PARAMETRE

8.2./. Extension de résultats sur les intégrales simples

En reprenant les démonstrations du 111.8.1.8, le lecteur établira sans difficulté:

THEOREME [. — Soient A un compact cubable de R, E un espace topologique, F un espace de
Banach, et enfin:

[fAXESF  (xu) — fix,u)
une application continue. Alors lapplication :

b ESF u l—-j.j'(x‘u)dx
£st continue. g

THEOREME II. — Soient A un compact cubable de %%, J un intefvalle de B, F un espace de Banach,
¢t enfin:
fiAxI>F {x, 1} — fix 1}
une application continue telle que la dérivée partielle f existe et soit continue sur 4 x J.

Alors Uapplication®: J = F ¢ — | fix, t} dx est continiment dérivable, et, pour tout r € J:
A

') = -[ filx, Hdx.
A

EXERCICES

8.1. — Existence et calcul de J.j Fix, y)dx dy dans les cas snivants:
A

Sz, 9 = . A = R? définie par...
e  x + ¥ xz0 yz20
Y2+t xz20 ypz0
xyf(x = 1)(x — 2} 0gxgl, 0y x~x?
o+ '+ 1) ¥ < 2x

8.2. — g) Existence et calcul de:

e
= _— y x
L P e+
+ oo + o X—y
et J = ——— dx [ dy.
j.l (J.l {x+y}3 x) Y
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x —
b) A c R? étant définie par: (x 2 1}A(y 2 1), dispose-t-on de Jj Y dx dy?

afx + P

83 — Soit A cR¥*définiepar: O x<1 A0Sy < 1)

. dx dy
a) Existence ¢t calcul de [ = .
al — xy
! Logt I B T
b) Comparer f 4 J = dt. En déduire: ¥ — = —.
o 1t —1 e n? 6

84. — Soit A = R? définie par: (x = 0) A (y 2 0).
. dxdy
a) Existence et calcul de e
Al + X1 + xy9)

t% Logt
£ dr.

b) En déduire la valgur de _I.
1]

+m
n .
8.5. — Retrouver Pégalité J‘ e~ dt = _i_ en étudiant
i}

1 2 1 o—(u?+ 1
o: R, - R t n——»(j e—"’du) +J du.
o o W +1

8.6. — Soit {a, b, c)e R tel que @ > 0 et ac — b? > 0, Justifier I'égalité:

2 2 — b
J.J.“l exp(— tax® + 2bxy + cy*)dxdy = \/ﬁ.
(On utilisera un changement de base orthonormée de R?).
8.7. — On donne ¢ € R% et on pose a = sh ¢.
a) Justifier l'existence de | = j+ ) e—a'costidret J = j+ ) e—ar gin ¢2 dt.

L] L]

b) Justifier les égalités:

P-Jp2= '[-I. e—a+¥hcos (x? + yY)dx dy;
nl

U = J.Lz e~dix'+¥gin (x? + y?)dx dy.
Calculer les deux intégrales doubles.
¢) En déduire des expressions de I et J,
8.8. — Soit A = R? définie par:(x 2 0 A (¥ = 0.
@) Existence et calcul de ”; e” ™ sin y dx dy.
*®©gin ¢

b} En déduire la valeur de j —ds,
o t
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8.9. — Existence et calcul de:

1 1 1
—t—+ —]d M =
IJ;(MA-FMB +MC) xdy. . 91,

ol A désigne le domaine intérieur au triangle équilatéral ABC.

8.10. — Soit F I'un des foyers de Fellipse:

Calculer le potenticl newtonien créé en F par une répartition de masse de densité 1
sur le compact :

a? b?

x? oyt 4zt
zc1={{x,y,z)e[ﬁ3 Y < 1y,
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