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Introduction

Cet ouvrage est le second tome d'algébre d’un recueil d’exercices de
mathématiques destiné & la préparation des oraux des concours d’entrée
aux Bcoles normales supérieures et & "Ecole polytechnique. 1i comportera,
six tomes, trois d’algebre et trois d’analyse.

La vocation premidre des Ecoles normales est de former des cher-
cheurs ou des enseignants-chercheurs. Le concours d’entrée vise donc
A détecter les qualités scientifiques du candidat, son aptitude a la re-
cherche. A Voral, on jugera avant tout la capacité de prendre des ini-
tiatives, d’utiliser une indication, de mener 4 bien une démarche. On ne
sera pas surpris que les exercices posés aient un contenu mathématique
riche, qu'ils soient trés éloignés du simple exercice technique, d’appli-
cation du cours, qu’ils soient souvent difficiles. Ils visent la plupart du
temps 2 la démonstration d’un résultat mathématique significatif. Ils
pourrajent apparaitre excessivement difficiles si on perdait de vue le dé-
roulement concret de I'épreuve. L'oral des ENS est un long dialogue
(I'épreuve dure environ cinguante minutes, comme d’ailleurs 4 I"Ecole
polytechnique) entre le candidat et 'examinateur, qui tout au long de
Iépreuve fournit des indications, quand c’est nécessaire, pour relancer la
réflexion du candidat et tester ses réactions. Il est d’ailleurs impossible
de rendre pleinement compte dans un recueil d’exercices du caractére
oral de 'épreuve.

L'Ecole polytechnique, quant a elle, est plus généraliste. Les exercices
posés au concours sont de facture plus classique et, en regle générale,
l'examinateur intervient moins. C’est an candidat de montrer sa mai-
trise du programme dans la résolution d’un exercice dont la difficulté est
cependant trés variable. Certains sont proches des exercices d’ENS. Les
énoncés circulent d'ailleurs d'un concours 3 *antre, ou peuvent méme
&tre repris d’exercices d'Olympiades.

Les énoncés qui figurent dans ce recueil ont été donnés entre 1996 et
2008, Ils sont extraits pour l'essentiel des listes publiées chaque année
par la RMS (Revue des mathématiques de l'enseigrement supérieur aux
éditions Vuibert jusqu’en 2003 et désormais Revue de la filiére Mathéma-
tiques aux éditions e.net) dont nous remercions les auteurs pour l'aide
précieuse qu’ils apportent ainsi aux éléves et aux professeurs des classes
préparatoires. I1 ¢’agit de versions communiquées par les étudiants, reflé-
tant la compréhension que ceux-ci ont ene de exercice et le déroulement
conjoncturel de leur oral, comme le montrent les variations d’une année
4 Vautre pour un méme exercice. Nous n’avons pas hésité a les modifier,
pour rectifier des erreurs, compléter un énoncé quand manifestemnent
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brooene ook areeté avant que le vésoltat que Vexamdinateur avait en
vt el altetut, ou ajouter des indications.

N awvons cholsi de laisser quelques énoncés «brutss, cenx pour
e piels nows estimons qu’une démarche naturelle (qui peut 8tre longue
ol ardue) permet de eancduire A la golution. Pour d’antres exercices, nons
avons pris la liberté de yajonger des questions iutermédiaires, qui auraient
pu &tre celles postos par Uexaminatenr. Quitte 4 perdre en concision,
nous avons tenn & rédiger les solutions les plus pédagogiques possible,
essayant d’exposer clairement los 1dées et démarches des raisonnements
sans ponr stant escamoter les détails ou caleuls qui peuvent paraitre
évidents. On Avite autant que possible Pintroduction d’une astuce ou
dun objet ad hoc permettant d’atteindre rapidement la solution. 8l n'y
a pas moven d'expliquer Vorigine de cette astuce, ¢'est que 'exercice est
peu intdressant et que Pétudiant en firera pen de profit.

A Vintérieur de chaque chapitre, les exercices ont. été regroupds thé-
matiquement, et & Vintérieur de chague théme, souvent par ordre de dif-
fienlté croissante. Ainsi regroupés, ils apparaitront plus accessibles, car
plongés dans leur contexte mathématique, éclairés par d’auntres exercices
voising. Les Introductions historiques qui ouvrent chaque chapitre, outre
leur interét propre, visent aw méme but. Eufin, nous avons agrémenié
les énonces de quelgnes remarques préliminaires. Sans faire de rappels
de cours systématiques, nous avons énoncé, voire redémontré certains
résultats ¢ lemmes classiques, intervenant dans la résolution d'wn grand
nombre d’exercices, ou résultais an contraire A la lisiere du programmne.
mais utiles, pour lesquels des éclaircissements étaient nécessaires. On
trouvera auwssi des remarques de synthése on des généralisations gui,
nous U'egpérons. pourront amener le candidat curieux & approfondir seg
connaissances. Les quelques indications bibliographiques out le niéine
abjectif.

Le lecteur ne tirera profit de ce livre d’exercices que s'il cherche des
solutions personnelles avant d’en éiudier les corrigds. Une bonne connals-
sance dit cours est indispensable. En effet, les théorémes du programme
fournissent bon nombre de schéinas de démonstration. Rappelons aussi
quelques démarches générales qui pewvent faciliter 1’appréhension des
exercices difficiles :

> ne pas hésiter A faire les caleuls on & éondier le probléme en dimen-
sion 2 ou 3 @ par exemple pour étude d'un déterminant ou la réduction
d’'une matrice.

> le renforcement des hypothéses peut aboutir & un probleme plus
simple : cas on le corps est algébriguement clos, cas ov les matrices sont
diagonalisables ou inversibles (avec extension possible du résultat par un
argument de densité).

> considérer des sous-espaces stables permet souvent d’envisager un
raisonnement par récurrence sur la dimension.
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Au-dela des étudiants en classe préparatoire, ces ouvrages intéresse-
ront aussi les vandidats an CAPES et 4 UAgrégation, qui v trouveront
matiére a réviser les principales notions du programme, ainsi gue des
excruples pour nowrrir un développement, pour leur oral,

Voyous maintenant pluy précisément le contenn de ce second tome
d'algebre. Le premicr chapitre est consacré an déterminant ¢t pent étre
ahordé dés Ja premiére année en classe préparatoire. Le second chapitre
sur la réduction des endomorphisines constitue le coeur du programme
Jalgebre de scconde année et il est lc plus riche des quatre. Le troisidme
chapitre, qui contient des exercices souvent difficiles, ext dédié a I'étude
du groupe linéaire. Enfin le deruier chapitre regroupe les énoncés sur la
topologie des espaces matriciels ainsi que quelques questions sur I'expo-
nenticlle de matrice {d'autres éuoncés sur ce théme seront présents dans
le chapitre sur les équations différentielles luéaires du tome analyse 3).

Comme dans log autres tomes, les exercices sont classés par théme.
La difficulté est toutefois plutdt croissante : les chapitres conmmnenceut
par des gnestions techniques ow des savoir-faire indispensables (calculs
de déterminants. recherche de valeurs propres. génératenrs du groupe
linéaive...) et se terminent sonvent par des exercices plus théoriques.

Le troisiéme ef dernier tome d'algebre portera sur Jes espaces eucli-
diens, Jes espaces hernitiens, les formes guadratiques et la géométrie.

Nous remercions André et Catherine Bellaiche et nos éléves Nicolas
Cuvien, Julieu Elie, Joon Kwon et Baptiste Tevssicr pour lear relecture
approfoudie de Pouvrage et leurs nombrenses suggestious, tant sur le
fond que sur Ja forme.

Enfir, si vous souhaltez nous contacter pour nous faire part de vos re-
marques, vous pouvez envoyer un courricl a 'adresse fgn. cassini@free. fr.



Chapitre 1

Formes multilinéaires et déterminants

L utilisation des matrices et des déterminaniz trouve son origine dans
Pétude systématique des systémes lindaires mende & partir du XvIlI®siéele.
Alors que Leibniz et Mac Lowrin avaient déja introduit les notations & in-
dices et résolu les systémes & deux ou trois inconnues. Cramer, en 1754,
comprend gue les solutions d un systéme lnduire s expriment comme quo-
lient de dewr erpressions polynomiales rmultilinéaires des coefficients du
systéme. Ces expressions représentent des déterminants mais ces der-
niers, étudiés notamment par Vandermonde et Laplace ne sont définis
alors que par vécurrence sur la taille (autrement dit par le développement
par rapport d une rangée). On doit également & Laplace 'interprétation
du déterminant en termes de volume. Par la suite, au début du XIxX¢siécle
(GGauss, dans ses recherches sur les formes guadratiques, représente les
changements de base dans R® & Uaide de tableauxr de nombres (les ma-
trices) et introduwit le produit de deux de ces tableany pour obicnir la
composée de deur changements de bases. Cele devait suggérer en 1812 d
Cauchy la régle générale du produit de dewr déterminants et il luf revient
dimposer la terminelogie moderne.

Les premiers exercices portent sur les formes mulbilinéaires alternées.
Si E est un K-espace vectoriel de dimension n, Uespace des formes n-
linéoires alternées sur B est une drojte vectorielle. 51 B est une base
de E, DVapplication détermanant dans la base B est un élément non nul
de cette droite. L’evercice suivant contient ce résultat el demande plus
généralement la dimension de Uespace des formuos n-lindaires alternées
sur un espace de dimension d guelconque.

1.1. Dimension de 'espace des formes n-linéaires alternées

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ¢ 2 1. Pour
n 2z 1, on note A, (E} I’espace des formes n-linéaires alternées sur E.
Calculer dim A, (E).

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
Soit B = (e1....,e4) une base de E. A tout (z,...,%,} € E”, on
associe la matrice A = (a5} 1gigd € Man(K} dos coordounées des vec-
lgjsn

5



teurs ry dans la base B :
V_] S ﬂl, ??1]; T = d1j€1 + i€+ Aj€e-
Soit f € A,. Développous fiwy, ..., 3,) en utiiisant la multilinéarité :

d d
FUY apsci, s 3 aine,, | est égal a

‘i,|:I irntl

Z G2 05,2 . . -t’«bi”nf(ﬁwfz‘y By )

(v, e[l

Dans la somme obtenue on peut se limiter anx indices (41,....1,) deux
4 deux distincts puisque f est alternée. En particulier, si n > d, f est
aulle e dim A, (E) = 0. On supposera douc dans la suite n < d.

Comme f est alternée elle est aussi antisymétrique. Pour toute per-
mutation o € &, on a donc

f(.eic(l)""*e'lo(m) = E(J)f('o'il*e’iz!"-'ein)'

I} en vésulte que f(xq,...,2,) vaat

Z Z S(U)LL,;NU]_ . '”io(n)’" f(Fi,‘1 s CZ'Z_ RS -7 )

1€ <ig- i ad o8y,

Notons P, {[1, d]} Pensemnble des parties & n éléments e [1.d]. Pour
towre partie I = {/y <42 << --- < iy} € PL([1.d]), considérons la forme

n-linéaire g; : E™ — K définic pour taut (i, ... . Tyn) € BE" par
gy, o oin) = _S_ E(Cf)fli,ml i
sES,

On vient de prouver qie toute fortae n-linéaive alteruée [ cst com-
binaison linéaire des formes n-lindaires gj. Par ailleurs, ces formes n-
linéaires gr sont bien alterndes pour toute partie [ - cela résulie du coms.
En effet, A = (4;;)1gi¢q désignant toujours la matrice de la famille

1550
(1. Y EER danb:JIa base B, gr est le déterniitant. de la sous-inatrice
de A obtenue en ne gardant que les lignes d'indice 71,43, . .., i,. Il est
alors claiv que st deux des o, sont égaux, cette sous-matrice a un déter-
minant nul. Done (grhep, (1,4 €st nue partie génératrice de A, (E).
Il ne reste plus qu'a vérifier que cette famille est libre. Supposons

donc que
z ,\1,(]1 = (.
[eP, ({1,4]}
51 on applique cette égalité sur (e;,, ... e, ) avec @) < dp < +++ < iy, la

seule partie I telle que gr(e;,. . ...e, ) soit non nul est [ = {éy,42,. .., 4, }
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poar laquelle on trouve 1. Il en résulte que tous les A sont nuls et la
Lonille est bien lire. Ainsi. (giliep, ij1.qp €st une base de A, (E) ot

@ill An(E) = Card -Pn,(ﬂ]\d-ﬂ) = C?] <

Pour n =1 on retrouve lo dimension du dual de E qui est celle de E
of pour 1z = d on obtient 1.

Dans l'erercice suivant on montre que pour qu'une forme n-linéaire
xoit alternée, 3l suffit gu'elle s'unnule sur tout n-uplet de vecteurs conte-
nont deux vecteurs conséeutifs dgaun. Lobjectif de l'exercice est de mon-
frer gqu’une fomdlle de novecteurs qui annule toufe forme n-lindaire alter-
wée est forcément lide (dans vn espace E de dimension quelconque).

1.2. Forines n-linéaires alternées

Soit B un K-cspace vectoriel, A, (E) l'espace des formes n-
linéaires alternées sur f.

1. Montrer que si o est une forme p-linéaire vérifiant.
D(Tyy. . 2n) = 0 des quiil existe @ € (1,1 — 1] tel gue ., = @41,
alors o est alternee,

2. Svit f € A,(E) ef ¢+ une forme linéaire sur E. On pose

il
gler. . Tpg1) = Z(ﬁl)iﬂ(wi)f(ailj T Big e T
t=1
Montrer que g € A, (E).
3. Soit (z1,...,%n) € E™ tel que g(r1,...,2,) = 0 pour tout
g € An(E). Montrer que pour toutc formne f € Ap_(E) on a

]

Z(”l)?f(m PRI o5, (R PO (PO ,ﬂ?n).lfg =1{.

i=1

I\‘ioﬂt—lel que .l.a fam].lle (.’1,17 ey a-n) est hftf .
( (1) 110 s I e)

c> Solution.

1. Soit w une forme n-linéaire vérifiant o(a;.....rn) = 0 des qu'il
existe i € [1,n — 1] tel que z; = x4y, Soit (w1,...,,) € E" tel quil
existe ¢ < j avee .£; = x,. Montrons que @iy, ..., 21 = 0. Clest le cas
s1 j = ¢+ 1. Sinon, développons

90(&'1,-. i1 X T gy, Bl *'J",:,.Ti+g,....,a':n)
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qui, par lypothdge, est nal @

0 olmy o T, T 1, D) =2 X1 T, T, L X))
+(r’)(;['1,..,,;Ei+]:ﬂ:i,...,$n)“30(.1'1,...,Ii+1,$i+1,...,1'.n),
ce qui dotne @(®1, .., B Bt B = —(T1, . T Ty, e, T,

En réitérant le procédé, w(x+,.. ., &4, Tint,. ... Tn) €8t égal &
(wl)J*“‘*lf,a(xl,...,xi_bxz,;H,...,:cj,l,wimj,...,:rn) =0.

2. La {n + 1)-linéarité de g est claire. Utilisons la question 1 pour
montrer que g est alternée, Soit (@1,...,2,) € E" avec z, = 1,11 powr
un certain ¢ € [, n — 1. Dans Pécrviture de glzq,...,2,), ilyan—2
termes nuls et il reste

glar, o, m) = (1 ul(z) f (B Cint, Tagt, Tisa, o Tn)
+ (—l}i-i-lﬂ,(l'pr]_)f(.‘l’ll, B (¢ S T AN In)
=0

Donc g est alternée.
3. Soit f € A, 1(E). L'image du vecteur

T

Z(—l){f(wl, R ST < O B .,CEn).’Ei

=1

par toute forme linéaire 4 € E* est nulle d’apres la question 2. Il en
résulte que ce vecteur est nul.

Pour montrer que la famille (z,,...,2,) est lie, on raisonne par
récwrrence sur 1, le cas n = 1 étant immédiat. Supposons le résultat
acquis au rang v — 1 et considérons (r1,...,2,) € E® annulant toute
forme n-linéaire alternée. S'il existe une forme (n - 1)-linéaire f telle que
flrr, .. mpa1) # 0 c'est terminé car la relation ci-dessus est une relation
de laison. Sinon, I'hypothése de récurrence s’applique & (21, ..., 20-1)
et le résultat en découle car si {(x1,....20-1) est lée, (x(.... 7,) lest
aussi. <

La forme (n - 1)-linéaire olternde g définie dans lo question 2 est
le produit extérieur de la forme linéaire et de lo forme n-linéaire al-
ternde f. Cette notion de produit extérieur est plus générale et permet
d’associer 4 une forme n-linéaire alternée f et une forme m-linéaire g,
une forme (n+m)-lindaire alternde. Ce caloul extérieur se révéle trés 4m-
portant dans Uétude des formes différentielles (voir por exemple CARTAN
HENRI, Cours de calcul différentiel, Hermann ).

L exercice suivant utilise seulement la multiplicativité du determinant
et le fait que pour loute matrice A de M, (C), det A = det{A), ce qui
résulte fimmédiatement de la définition.
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1.3. Positivité de det{AP 4 BP)

Soient A, B dans M, (R) avec AB = BA et det(A + B) = 0.
Montrer que pour tout p € N* on a det(A” + B?) z 0.
{Ecole normale supérieure}

> Solution.
On utilise la factorisation de A* + B? dans M,(C). Traitons pour
cominencer le cas p = 2. Comme A er. B commutent. on a

A? { B? = (A +iB)(A —B).
On en déduit que
det(A? + Bj = det{A + iB}det(A — iB) = det(A + iB)det(A + iB)
= |det(A +iB)[" = 0.

(k1)
Dans le cas général, en notant wr = € e (0<kp—1)les
p—1
racines p-iemes de —1, on a dans (X, Y], XP 4+ Y? = H(X —wrY).
k=0
Comme A et B commutent, on en déduit
p-1
A7+ B = ] (A ~wB)
k=0
et done ]
p—
det(AP + BP) = ] det{A —wiB).
k=0

On remarque que Of = wy—p—1 et done A —wpB = A —wp.p1B
81 = 2q est pair, les matrices A —wiB sont deux 4 deux conjugnées.
lomme dang le cas p = 2 on obtient

2g~1 g—1
det(A” +BF) = [] det(A —w,B) = ] |det(A —wyB)* 2 0.
k=0 =0
Si p = 2¢- 1 est impair on a w, = ~1 et on obtient
G—1
des(A? + BP) = det(A + B) [ |det(A ~ wiB)? 2 0.
k=0"

car det{A + B) = 0, par hypothese. <

La mualtilindardté et le caractére olterné mondrent gue le determinunt
d'une mutrice ne change pas st on gjoute & une colonne (ouw une tHgne)
ung combinaison linfaire des quires colonnes (ou lignes). Celn est prati-
quement ulilisé dans ious les calculs.
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1.4. Borne supérieure du déterminant sur une boule unité

On note S l'enseruble des matrices A = (a,;) € M, (R) telle

que oyl € 1 pour tout couple (7, 7) et an considére a = sup det A.
: A€S
Montrer que a est fini, puis que « est un entier divisible par 2771,

(Ecole polytechnique)

t> Solution.

L’enseruble S st une partie compacie de M, (R). Le déterminant
étant continy. il est borné sur 8 et atteint sa borne a3updérienre. Ou peut
donc affirmer que o est fini et qn'il est atbeint. Soit A = (ai) 12, ¢n
dans 3 wre matrice telle que det A = a. On va montrer qu'il est possible
de choisiv A avec tous ses coefficients dans {£1}. Le déterminant est
une fonction affine de chague coefficient. Pour (4,7) € [1.7]°, il existe
done des fonctions polynomiales Uy et Vi des coefficients migy, mais
indépendantes de m,;, telles que pour touse matrice M = { Me) i<k fn
on att det M = Uy (M)m,; + Vi (M),

Si U,;{A) = 0. rien de uous empéche de remplacer le coefficient. a;;
par 1 : cela ne change pas le déterminant. Si en revanche, U;;{A) est non
nul. alors a,; est nécessairement égal a +1 car, sur e segment |1, 1}, une
fouction affine non coustante a.r +b atteint nécessairoment son waximum
en 1 ouen —1. Comme cela vaut pour fout couple (2, 73, oh a niontré qu’il
existe upe matrice A € S telle que det A = o of dont tons les coefficients
valent 41. Le déterminant d'une matrice b coefficients dans Z est un
entier doue o est enticr. Il ne reste plus qu’a prouver qu'il est divisible
par 277! Pour cela on utilise la maltilinéarité. Ajoutons la premiéve
colonhe e A 4 chacune des autres, On peut alors metire 2 en facteur
dans chaque colonne (Findice 2 4 n. La nmltilinéarité du déterminant
permet de conclure. <

Liexevcice suivant montre Uexistence de bases rernarguables dons un
espace normé réel de dimension finie qui jouent un peu I vdle des boses
orthonormées d'un espace euclidien, Posé sans indication DVexercice est
asser difficile et des versions plus détaillées ont €t€ proposdes anr orauz.

1.5. Théoréme d’Auerbach

Soit V un espace vectorie]l véel de dimension finie » 22 1 muni
d'une norme || {|. Montrer qu'il existe une base de V formée de
vectenrs unitaires, dont a base dnale est elle anssi formée de veetenrs
nnitaires powr la norme induite par || |j sur V=,

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

Soit B = {e1. e4...., &, ) unc base unitaire de V {’est-d-dive une base
formée de vectenrs unitaires) et B* = (e}.....e}) sa buse duale. Op
comience par observer que comme e} (e;) = 1, on a |efff = 1. ot || ||
désigne la norme induite sur V* par la norme || || L'exercice consistc
donc & montrer qu'on peut atteindre la situation minimale.

Pour avoir des idées sur la réponse & la question, on peut commencer
pai regarder un cas particulier. Prerons pout E un espace euclitlien muni
de sa norme euclidienne et B = (e, ..., ez} une base orthonormée de E.
Alors, on a pour tont ¢ ct tout & € E, ef(z) = {e;.x). 1l résnlte alors de
Iinégalité de Cauchy-Schwarz que lef (@)] < |le]|]l«)] = J]2]]. On a done
lerd) = 1 et dans ce cas la réponse est positive.

Pour avoir une idée de la démarche qui va suivre, essayous de ca-
ractériser les bases orthonormées d'un espace enclidicn parmi les bases
unitaires en termes uniquement de nornies et de distances sans faire in-
tervenir explicitement le produit scalaire. On peut penser & |'inégalité
d'Hadamard {ef. exercice 1.21 du tome algébre 33, 3i (e1,. ... en ) est une
base unitaire,

HE’[. . ..e,,“ < llesll. . enll =1

ol ley, ... e,] est le prodult mixte, ¢’est-d-dire le déterminant dans une
base orthonormée directe de E (supposé orienté) oit encore le volume du
parallélotope construit sur (e, ..., e ). Et il y a égalité si et sculement
s1 la base est. orthonorinée {ce qui est géométriquement asser évident).
Dans notre espace B, on peut done s'intéresser aux bases unitaires
de E qui maximisent le déterminant dans une base By fixée. Plus pré-
cisément, soit S la sphére unité de E et f: S* — R* Papplication gui

a(xy..... @) associe [detp, (o1, ... 2n)| Comme f est continue sur 5"
qui est comnpacte, [ atteint son maximutn. Soit B = (e,...,&,) € 5"
un point ol f est maximale. Comme f n'est pas mille, fler,....e,) >0

de sorte que B est une hase unitaire de E. Ou sait déji que Jlef| = 1
pour tout ¢, Montrons pour terminer gue les formes lindaires ef sont de
norme 1. Soit i € [I,n] et x € 8. Commme (e, .. e 1.2, €51, ... ox) €
S" on a

‘detgo(ex, &1 T e ea)| S flen e

n
Or, x = E ¢;(z)e;. On remplace @ par cetse cxpression et ou développe
i=1

le déterminant par linéarité par rapport A la i-iéme place. On a donc :

T

dety, (e1,. .. €im1,2, ... &n) = Ze}f(m)detBu(e“...,e,;_l,ej,.“.e?,,)
=1

— el fler, . . en)



I CHAPITRE 1. FORMES MULTILINEAIRES ET DETERMINANTS

var les déterminants qui figurent dans la spmme pour j # ¢ sont nuls.
L'inégalité précédente conduit donc & [e]{z)] £ 1. Ceci vaut pour tont
£ unitaire, done Jeil = 1. On a donc trouvé une base répondant & la
question de lexercice. <

Une telle base est appelde base d’Auecrbach de E.
Les prochains exercices sont consaciés d des calculs de déterminants,

1.6. Calcul d’un déterminant (1)

Calenler

by, by, R
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1
Notoms C= | © |, {€y,€2,...,¢,) la base canonique de K™ et
1
vy + by b can b
b2 i5)] + bQ - bz
M= . ) .
bn bn coo bp bn

La transposée de M admet pour {-éme colonne 5;C 4 a,¢,. Alnsi,
det M = det(*M) = det(aie; + b:C, azez + 82C, ..., anen + 5, C).

On développe cette expression en utilisant la multilinéarité du détermi-
nant. Chague terme ot apparaissent b;C et b;C avec 1 # J est nul, car le
déterminant est une forme n-linéaire alternée. 11 reste

det M = det{aqer, ... angy)

T
+ E det{aier..... Qi 1€k D B 1€ b1y o e 106y,
=1

T
=a1...dn +Zék<ﬂat) det{er, .. 1. Coentr,. .o Pn)-
k=1

£k

SiaConenleve e + -+ ey +epyy +o- ey (1 £k m), il reste
¢, Comme det est une forme multilinéaire alternce, on a
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det{ey, ... cx-1,C €5, ... ) = det{ey JEE_1,€L-€hals. .- 6n) =1

et fnalement.

detl\l:ﬁai+zn:bk l—‘[&i <1

i=1 k=1 1k

Lrzemple suivant est typigue des culeuls de déterminants : on effec-
fue des operations sur la matrice de maniére d ennuler cerfains coeffi-
cients, puis on dévcloppe selon une liyne ou wne colonne pour se ramener

4 des déterminants de taille inférieure.

1.7. Calcul d™un déterminant (2)

Caleuler le déterminant de la matrice (Cf;} _a)1giggnat-
(Ecole polytechnique)

L Sofution.

o S ¢ E ¢t S
O ¢ ¢
. 153 1 n—1 n
11 s’agit de caleuler D = Gz C3 Cn+1 g2
a 4 n —1 “y
Cn Cn+1 T CZW—I 2n

On va effectuer sur les lignes de la matrice les opérations élémentaires

suivantes : Lpyq +~— Log1 — L, Ly, —~ L~ L Rl Ly — Ly — Ll.
Compte-tenu de la relation de Pascal, on a €7 H 2 C‘,’;l_ (“f_;' 3
pour tout 1 i< n4+1et2< j<na, et il reste done
1 1 1 .1 : .
0 CU Cl Cnfl C"ll Cé ('T;: ’
5 : 1 e o]
D=V CQ C3 el == | T -
1 e e Co
U C% C) Czngl Lo el
Sur ce derrier déterminant, on réitére la méme suite d’opérations a sa-
voit ! L — Ly = Loog,. Lo —Fa—~L;:
| ¢! S Ol
€ R -
I R B
. . : C o Ch—
0 Chy ool G G

Ainsi, de proche en proche, au bout de n séries d’opérations, il reste un
déterminant de taille (1. 1) :
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. T —T e
D= i ‘2n—n1 - '('n’ =14

Prévisons que lo notation avee deur grandes barres verticales pour
signifier un déterminant est due & Cagley (1841,

1.8. Calcul d*un déterminant (3)

Calenler le déterminant

a1 ag
an @1

1-3

-5---(2:@;11.

246 (2m)
(Ecole polytechmquel__]

1
avecag = 1, a7 = CRERRNL

&> Solution.

Appelons Dy, le determinant que nous devons calculer. On va essayor
de trouver une relation de récurrence et pour cela on va développer D,
par rapport 4 la derniére ligne. Le cofacteur de ay est

23] [204] 0 0 0 0
(25 a1 1o
oy —ke—1 gy a . 0
(=) ap_g aq 0 0 0
Tk G2 iky 0 0
A [243) 0
Un—1 G Op-2 ap

ce qui doime, d'aprés les régles de calcul des déterminants par blocs,
(-1)*"D,_raf ! = (-1)**1D, ;. On en déduit gne

D, = ('UnJrlan DO‘F(ﬁl)Ran-— D+ ""(gl]k-*—](‘-kD'u‘k:J‘"' . '+“1Dﬂ'1’
avec la convention Dy = 1. Autrement dit, si on pose

n
Uy = Z(_l)ka’an—k:
k=0
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on A = 1etw, =0pourn = 1.
On reconnait dans la suite (u, )iz le produit de Cauchy de [a suite
((—1)"an }nzo et de la suite (D,,)pz0. Ainsi la suite (D)0 est 'inverse

pour Je produit de convolution de [a suite ({— 1)ty Jnso. Pour expliciter
“+o0

cet inverse on considere les deux séries entieres flx) = 3} Dja™ ot
n=l0)

+ox

qlz) = X (—=1)%a,«". La seconde a un rayon de convergence égal a ] et
n=1

on reconnait le développement cn série entigre de {1+ 1) 12 Eu effet,

rappelons que si |2 < 1 et o est réel, on a

+20

Q+a)*=1+3

n=1

alo 1), (a—-—n+1)
— a™.

. on obtient

In prenant oo = — % .

ale—1) . lo—n+ 1) (=1/2).(=3/2)...(1/2—n)

— __{_ 1R
n! - n! = (1.
} 1 . fot e
Or o = 1 4 r est aussi dévcloppable en série enticre avec un rayon
gl
l
dgal & 1. On peut derire ce développement en prenant o = 3 dans la
. d ! 1 1
formule ci-desstts ou obsorver que — (1 + @) = ——= = - g{r). Par
’ ! e g ! )= s T av)

intégration on a

1 +20 (‘l)n_la‘n—l "
Vido= o~ =14 3 =g,
glz) — n
+oc
Si on écrit pour |x| < 1, 142 = > Dpz™ la régle du preduit de
n=0

Cauchy donne
T
S 1Dl = G
k=0

Comme Dy = D) = 1 une récurrence immédiate montre que D, = D/
{ 23
pour tout 7i. Qu a douc pour tout n 2 1,

(a1

@y 2

Observons pour finir que g, vaut aussi
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Liexpression polynomiole du déterminant sert rarement dans les cal-
euls pratigues. C’est toutefois le cas dans Uexercice suivant.

1.9, Calew! d’un déterminant (4)

Soit A == {a;;} € M,(C) telle que :
(T) pour ?l-‘j, Qig ?é 0= o5 = 0
(1) {as; # 0 et ajp # 0) => a4, £ 0 dés que 4, 7, k sont deux
& deux distincts.
Calculer det A.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
On va utiliser la définition du déterminant

det A = Z E(O’)ﬁaid(i).

oS8, i=1

Soit o une permutation distincte de l'identité. Elle admet une décompo-
sition en produit de cycles & supports disjoints. Soit ¢ = (1,42, ..., i),
n

k2 2, Pun des cycles en question. Dans le produit J] 6,5 intervient le
i=1

facteur a; s, Gy - - - iy ,4,Giyi, - Mals les propriétés (i) et {i4) impliguent

la nullité d’au moins un terme de ce produit {s'ils sont tous non nuls, 1a

transitivité conduit & a;,,, # 0 et alors a;,5, = 0 par () : contradiction).

La seule contribution an déterminant est done dounée par l'identité et

Les exercices ci-aprés concernent des ddterminanis trés classiques, &
commencer par celut de Vandermonde.

1.10. Déterminant de Vandermonde

1. Calculer le déterminant

1T o 2 . 27!
Lo J"é .Tgﬁl

1
V(;L’l,....,:l':n)z .
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n—1
2. Montrer que, pour tout {mi,...,m,) € Z", lentier [] &!
k=1
divise J] (m; —my).
igi<ygn

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Si deux des m; sont égaux, V(xq,...,%) = 0 (deux lignes sont
identiques). Supposons les x; deux & deux distincts et posons

P(X) = V(Lﬂl,éﬂg, E :$n71:X)~

C’est un polyndéme de degré au plus n — 1. Le développement sui-
vant la dernidre ligne nous persuade que le coefficient en X"~ est
V(zy,...,2n—1). De plus, si on substitue z; 4 X (1 €4 < n— 1), deux
lignes sont identiques et P(x;) = 0. Les z; étant deux & deux distinets,

n—1
P est divisible par JJ (X — 2;), polynéme unitaire de degré n — 1. Il en

i=1
résulte que
n—1i
P(X) = V{1, ... ap 1) [[(X =),
i=1
n—1

et en particulier P(z,,) = V(zy,....2n_1) [ (zn — ). De proche en
i=1
proche, on en tire la célébre formule de Vandermonde

Vi(zy,. -, @%n) = H (x; — ) |

1€i<ign
2. On reconnaft dans le second entier V(m,.. ., my,). Or, par des
opérations sur les colonnes, il est clair que V{m,,... m,) vaut aussi
1 my my{my—-1) ... my(mp—-1)---(my —n+1)
1 mg ma{me—1Y ... maimg 1) -{mo —n+1)
1 mn mp(m, -1 ... mpm,-1)- (Mmp —n+1)

Comme un produit de &k entiers consécutifs est toujours divisible par k!
(cf. par exemple exercice 5.24 du tome 1 pour une preuve de ce résultat
classique), les entiers de la {k + 1)-i2me colonne sont tous divisibles par
n—1
k!. Par multilinéarité V(m,,...,m,) est divisible par J] k! <
k=1
Le lecteur trouvera une seconde solution de la question 2 (moins éld-
gante) dans exercice 5.57 du tome algébre 1.
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Les cing exercices qui suivent supposent connu le déterminant de Van-

dermonde. On imagine gque lors de Uoral le candidat o certainement été
amené d rapidement retrouver ce résultot élessique.

1.11. Matrice de Vandermonde incompléte

Pour 0 £ k& € n, calculer le déterminant :

R

| T ’t‘;{ ot ag
D; —

1 x, . xbologkel g

{Ecole polytechnique)

& Solution.

I.’idée est simplement de se ramener & un déterminant de Vander-
monde en rajoutant la colonne manquante, une ligne supplémentaire ot
d'interpréter le déterminant proposé comme un mineur de la matrice
obtenue. On considére done lo polyndme

- 2 LSl h
L xp xy ... x . Ty
P(X) = : :
. 2 =1 n
Lown = o0 T
1 X X2 ... Xnt X7

Le déterminant de Vandermonde incomplet Dy s'interpréie comme
le mineur relatif & X*. On a, d’aprés exercice précédent,

P(X) = Va0, X) = Vizy, .. 20) (X~ 2)
k=1

— '\f{l’]: Ve ,:L'n)(X” _ G,lxﬂ~l RS (71‘)n0n)

olt les oy, sont les fonctions symétriques élémentaires des . Lo dévelop-
pement par rapport a la derniére ligne nous assure que

()1)ﬂ+l+k+]Dk — (‘_1)n—k0nﬁk\;($1. . 1'1_7?)

ot finalcmertt

Dans Uexercice sutvant on considére des déterminants gui ressemblent
G celui de Vandermonde, mais les exposants sont des réels strictement
posilifs quelcongues,



1.12. VANDERMONDE GENERALISE (1) 1)

1.12. Vandermonde généralisé (1)

Soient o) < -+ < @, des réels et aq,...,a, des réels non tous
nuls.
1. Montrer que la fonction f{z) = a12%t + -+ + @, &% admet
au plus n — [ zéros distinets dans R .
2. Soient y,...,1, des réels tels que 0 < ¢ < -+ < ¢,,. Montrer
que le déterminant de la matrice (£;7)1¢i,j<n est strictement positif.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On procéde par récurrence sur n, le résultat étant clair pourn = [,
puisque une fonction puissance x — x® ne s’anuule pas sur RY . Suppo-
sons le résultat vrai au rang n — 1. Solent ey < -+ < ap, des récls et
f{x) = arz™ 4 -+ + az® . On peut supposer giaucun a; n'est nul
ginon Phypothese de récurrence s’applique directement. Supposons par
Iabsurde que f admette n zéros distincts 0 < @1 < 29 < -+ < - En
divisant par , on constate que la fonction g définie sur R7 par

Q(l?) = 4 + azxmz—al 4+ C&néﬂa"‘_al

s’annule aussi en les @z. Le théoréme de Rolle appliqué sur chaque inter-
valle [z, 21| montre que ¢’ admet au moins n — 1 zéros deux & deux
distincts. 1l en est de méme de la fonction

s

x— Mg (r) = Z ar (o — a1 )z>.
ke

Cela contredit I'hypothese de récurrence.

2. On va procéder par récurrence sur n. Pour n = [ le déterminant
vaut 77 et il est strictement positif. Supposons le résultat vrai au rang
n— [ etsoit th,...,t, des réels tels que 0 < ¢y < - - < ¢,. On considere
la. fonction

tgl e tz"

g2 o
filt) =

g g g

Le probiéme consiste & montrer que f(#,) > 0. Or, si on développe selon
la, dernigre ligne, on constate que f est de la forme

t— a9 o e an i,

L’hypotheése de récurrence permet de dire que le coefficient a,, cst stric-
tement positif. La question | montre que f admet au plus n — 1 zéros
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distincts. Or, il est clair que f(#)) = f(ta) = -+ = f(t.—1) = 0 (car pour
ces valeurs deux des lignes de la matrice sont égales). Il en résulte que
f ne s’annule pas sur Uintetvalle [£,_1, +oc], et comme elle est continue,
elle y garde un signc constant. 11 suffit d’abserver que f(#) est équivalent
4 apt“" quand t tend vers +oo pour conclure que f est strictement po-

sitive sur ]t,-1, +00], ce qui termine la récurrence. <

Le lecteur pourre de la méme maniére traiter la wariante suivante
proposée our oraur des éeoles normales supéricures ¢ st aq, ... .04y sont
des réels dewz & devx distincts et by, ... b, sont des réels devz ¢ deus
distincts, alors le déterminant de lo matrice {exp(ab;))igij<n €5t nON
nul.

1.13. Vandermonde généralisé (2)

Soit #1,49... ., dans N* et n = 41 4 - 4+ 4. Pour v € R, on

note C{x) = (1,2, 2%,...,2" ). On se donne z,,...,2; dans R et
on considére la matrice M dont les lignes successives sont

Clay) | COTDO) gy Gl G D)
1 Ly (2,171)] N k), T st (ik-—l)’.

Calculer det M. )
{Ecole polytechnique)

> Solution.

On considére un polyndme P réel unitaire de degeé n — 1 qu'on éerit
Poug+a X+ +a, X" 24+ X" On ajoute 4 la dernidre colonne
de M la premiére multipliée par aq, la seconde multipliée par a1, jusqu'a
Vavant derniére multipliée par a,_». Cela ne change pas le déterminant
et fait apparaitre dans la derniére colonne les cocfficients

P'(x1) . P”l_l)(l'})
R T T

Pz} PO —1{g,)
7 (i = !

P(ZL'I), ...‘P(Q'fk), -
L'idée est de choisir le polyndéme P de maniére & avoir heaucoup de 0
dans cette derniére colonme. En fait, on peut s’arranger pour que P{xz,} =
P'(z:) = =Pz =0 : il suffit que r, soit racine dordre i, de
P. De méme pour les autres x,. Toutefois le deeré de P doit étre égal &
n ~ 1 et P ne peut done avoir que n — 1 racines avec multiplicité. On
prend alors

P(XJ = (X - iﬂl)ii . (X — Bh—1 )ik—l(X _ xk)ik—l_
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Avee ee polyndmae, le seul coefficient non nul dans la derniére colonne est
||l_1kﬁ1l I . L. .

»_——L—). Or, il est aisé de voir gque
(i — 1)1

-1 ; Wiee, ol o e
pi )(J‘k) = (i — 1Mee — w0 o {xg — .L;‘;,L)”' ',
In développant selon la derniere colonne, on vait que

Pl ay)

det M = - — k)
“ (i — 1)1

® et N = H (rp ~x;)" x det N,

1< i<k

ot N est la matrice de taille v — 1 tabriguée tout comme M majz avec
2 & l'ovdre i, — 1. Une récurrence aisée sur 70, montye alors que

detM = H(m;, — )il Q

j<k

Les deur erercices sutvants ubilisent des déferminants de Vander-
wnonde.

1.14. Appfication du déterminant de Vandermonde (1}

Soit A = (o) € MyiK)avee, pour 1 < 4,7 <n, a5 =1 +9;1f ol
.. ...k sont des scalaires, Calenler le détertuinant de A.

(KI',]cole polytechnique)

&> Solution.

En soustravant & chaque coloune d'indice 7 & ]2, 7] la colonne preé-
codente, on obtient

1+ 1'1(’.1’”1 - 1) c. 33;7_1(«171 - 1)

14+ 22 .‘1‘2(.‘}.'2 - 1) . ;1??_1(3,'2 -1
det A = .

1+ 2 Fplen—1) o0 al Yz, —1)

En écrivant 1+ z; = 22, — {r; — 1} ot on utilisant la lindarité du déter-
minant. oun obtient
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28y w1{xy — 1) . .17?_1(;1’)1 —1)
2y xalwe — 1) . b THaw— 1)
det A = :
20, tn{T,—1} .o rYa, - 1)
£y — 1 .t‘l(l‘l - 1) S .E?_“L(-I'l - 1)
z2 — 1 wfwg —1) ... ;,;-'5'“1(373—1)
To— 1 wplz, = 1) o0 2l e, — 1))

Dans le premier déterminant, aprés avoir factorisé par 2. on addi-
tionne successivernent chaque colonne a la suivante et on obtient

2
[ T B
L2 Jé C- Jz"
2
2 .
T i, e Ay
qui est égal & 2 .. T, fois le déternuinans de Vandermonde Vi, .00

Dans le second détermuinant, aprés avoir mis en facteur x1—1, wo—1, .. ..
x,,— 1 dans les lignes 1 A n, on obtient de nonvean le déterininant de
Vandermonde. On a done

dotA =20y oo, V0o x)) — (2= 1) (e — 1V my)
= H(mj —ai) [2rpxa .oy, — (o ~ Dz -1 iz, - 1))«

(SN

1.15. Application du déterminant de Vandermonde (2)

Soient Xy.....X,, Y,.... Y, des ind¢terminées. Calculer. pour
tout 0L kgL n—1, det({(}x, — Yj)k)lgin‘js.;n.)-
(Ecole polytechnique)

¢ Solution.

Notons K = R{X,.... . X,,.Y,,....Y,) le corps des fractions ration-
nelles réelles en les indéterminées considérées et A € M, (K) la matrice
de terme général (X; — Y ,)*. On a.
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k
W) € Ll 4y = (= ¥ = Y0 Oyt

£={)

On recoriuait un produit de matrices. En effet, si on considére les natrices
B de M., .y (K) et C de My, (K) définies par

V(i j) € 1n] < [LE+1], by = Cf;fJX{*l,
Vi etk + 1] x [, oy = (YR,

on a A = BC. On en déduit rg(A) < rg(B) < A+ 1L Sik<n-1 on
argA < n donc detA = 0. Lorsque & = n — 1, B et C sont carrées

of det(A) = det(B) det(C). On a det(B (HCE) V(X,,.. . X, et
conime =
Yyt yn-! | |
Y, Y,
(71)U+1+~--+(nw—1) : _
Yoo ... Y, : :
| | Yot vt
on adetC =V(Y,,....,Y,). On en déduit
det(A) = (H cg) (Xi, o X)) VY1, Y |
f=n
1.16. Application du déterminant de Vandermonde (3)
-1
Soit m < n deux entiers naturels, Py, ..., P, des polynomes de

RniX] et (ay,...,a,) des réels.
1. Calculer

Pila;) .. Pylag)
Pg(fll) . Pg(an)
Pn{_al) Pﬂ(a’n)

A quelle condition le déterminant est-if non nal?
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2. En déduire pour m < n, la valeur de

l'rn 12“1 L nm

2’.'?? 3)’!1 . (n + l)m

A )T (Zn—1)m

I (Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Sila famille (Py.... P,) est liée, le déterminant est nul. C'est le
cas en particulier si n > m—’rl = dim R,,[X]. Supposons donc n = m+1.

* La premiere méthode est ingpirée du calcul du déterminant de Van-
dermonde : si deux des g, sont éganx, le déterminant est nul. Supposons
done que les o, sont deux & deux distincts.

Les polyudmes Py, ... Py, étant fixés, notons Dia,, ... a,) le déter-
minant cherché et posons P(X) = D{ay,....0n—;, X). Le polynome P
est de degré inférienr ou égal &4 m =n — 1 et possédP n — 1 racines

distinctes aq, .. ., @p—y. D s’éerit Dy(ar, ..., an_1} H —a,), o1 Dy est

i=}
une fonction polynomiale. En particulier, on obtient

t—1

D(ar,....a5) = Di{ay, ..., an-1} H(an 4

En réitérant le ralsonnement avec a,,—; au lieu de a,, on montre que
n—2

Difay, ... tn-1) = Dalar,... 00 2) I] (@1 — @;) et finalement. on
i=1

obtient que

D{ay,...,on) =KV(a,... x5},

ol K ne dépend pas Jdes ;g mais senlement des polynbmes P,.

Posous désormais K = S(Py, ... P, ). Il est clair que S est une forme
n-lindaire alternée. En notant det lo déterminant dans la base canonique
de ®,,—;{X], on obtient yw’il existe k¥ € R tel que, pour tous polynémes
Pi...., Py,

Diay,...,a.) = EViay, ... 0, det(Py, .. Po)

Si{Py....,Py}estlabase canonique de R, [X], onaalors D{ay, ... )
= Viai,...,an). ce qui nontre que k& =1 et

Diei.....an) = Viay, ..., an) det(Pr.....Pp).
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Cette formile reste vraie si les n; ne sont pas distinets.

Cela montre que le déterminant est mil si, et seulement si, n > m +1
ou n = m + 1 et ou bien deux des a; sont égax ou bien la famille
(P1,...,P,) est lie.

¢ La deuxidme méthode consiste & écrire la matrice des P;(a;) comme
nn produit : on s¢ place comme précédemment dans le cas m = n — L.
Sionécrit pour 1 €i€<n Pi=co+c X+ 4o, 1 X" ona

Piia;) = ct_oa? Leaar 0+ q,nmla?“l-
si bien que la matrice des P;{a;) apparait comme le produit de la ma-
trice (c;;)1gign  (qui n'est rien d’autre que la transposée de matrice
Lejgn-1
de (Py,...,Pp) dans la base (1,X,... X"~ !}) par la matrice de Van-
dermonde ((l-;_l)lg_:_i_js_:n. On en déduit que le déterminant cherché est
det-(Pl, s .'Pn)\"'(ﬂ,l ..... 139 )

2. FEu posant P) = X", Py = (X +1)™,...,P, = (X+n—11" et

a; =1 pour 1 € ¢ € n, le déterminant a calculer, que 'on note D,,, est

Pila;) ... Pi(en)
Pg(al‘) . P‘Z(Qn]
Pn(‘al] Pn(an]

On applique le résudtat de la guestion 1. Sin > m +1, D, = 0. On
suppose . = m + 1. On calcule

n i—l1 n n—1
Viay,...,00) = V({,....n) = (j—1i) = H(j— 1! = H 7!
i=2i=1 =2 i=1
n-1 )
et det(Py,...,Py). Comme P; = 3 Ci, ,(j—1)""17"X", on obtient. en
i~=0

mettant C!_| en factenr dans la (i + 1)-itme ligne,

0 1 Zn_l (?’L“ 1)71—1
01 272 . (n—1)n7?
det(Py,...,Pp)=C0 C} | -G
01 2 (n—1)
1 1 1 1
I — n nfn—1
(n—1)! (ﬁ]‘)(;z—)V(O,] .... n - 1J,

S0 oD

car pour retrouver le déterminant de Vandermonde, il faut cffectner la
permutation & v— 1+ 1 — k sur les lignes et cette permmtation a ponr
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o n—1
(ﬁl)_(‘*" Comme V{(0.1....,n—1} = [] j!, le déterminant

=1

sighature
cherché vaut

n—1 ; n—1
. (?l—'l i n(r—ln

7=1 o n - ]}l)
= (_1)1(?_*{—_12(” — e,

ce qui pont se détailler ainsi

D, o {n— 13" st n=0 oul mod4d
" —(n—11" sin=2ou3 modd

Lo notion de disertminant d’un pofyndme P peut se définir & partir du,
résultent {voir {‘exercice 5.10 du tome 1 d’alyébre pour cefte notion) il
s’agit du résultant des polundmes P et P/, Le résultant de deuz polyacmes
de C[X] est nul i et seulement si ils ont une 1acine commune. Anst
la nullité die discriminant équivaut o [existence d’une racine multiple.
L’énoncé swivant introduti directement le discriminant d’un polyndme
P e C{X] et démontre gue celui-ci est un polynéme d coefficients entiers
des coefficients de P. Lloriginalité de la méthode employée consiste @ se
rumener wu cps ol P oest Jo polyndme caractéristique d'une matrice.

1.17. Discrimninant

Soit 1 € N* et P € CjX] nnitaire de degré n. On pose

fr

Py = J(X =2 ot dise(Py= (~1)="2 T {5 - z).

i=1 Vi fgn, i¥)

T
1. Montser que disc(P) = (—1)™n—12 HP'(z,)

=1
2. Caleuler dise(P} si P(X) = X? + X +b.
3. Soit A € M,(C), On pose B = (Tr (A*17-2))
Montrer que disc(xa) = det B
4. Spit P=X" £ a, X" 1 +... 444 € CX].
Montrer que disc(P) € Zluo, - ..\ n- 1J-

{Ecole normale supérieure)

ESRESE
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I - Solution.
1. On remarque que, par déﬁnition disc{P) s'annule si P posséde

nne racine multiple. Ou a PF = Z (X =z done P'{z) = []iz —25)

i=1j#i S

pour tout § et

disc(P) = [=1)#n=1/2 H H = (—1ynin-2 ﬁ P’{z).

=1 2=1 i=1
"t

On peut donner une auire capression de dise(P) faisant disparaiive
fe facteur (=1)""U/2 On g en effet

H (zi —z;) = H (z; = 2;) H (2 — 25)
154,550, i) Vg en 1gaism
of
M G-z= [1 G-w=y 2 I -,
1§<ign REiEn Igi<gjsn

oe qui donne

disc(P) = H (2 — 207

I=i<lgn

2. Dans cc eas, ou retrouve ['expression habituelle du disermminant.
En notant z; et 25 les racines de P, on obtient en effet

disc(P} = —P'(21)P'(22) = —(221 + a){223 + a)
= —(4nz + 2z + 2) +a?) = —(4h - 207 4 @) = oF - b

3. Onnote 21, 29..... zq les valeurs propres de A prises avec rmulti-
plicité. Alors, pour tout entier naturel k. les valeurs propres de A% sont

n
2k 8 00 2F et on a done Tr(A%) = ¥ 2. Le coefticient d'indice (i, j)

-~
[

de la matrice B est donc

1]

I thj—2
bi; —sz .

=1

En notant, pour 1 € £ € n, Gy = . , on abserve alors que la

z?‘L
= -1
j-itme colonne de la matrice B est Z C¢. On a donc

det(B) = det{Cy+-- +Chp 2, Cy +- - A Cos 2O )
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Siles z; e sont pas distincts, les vectenrs Cy, ..., C, forment une
famnille lige, Il en est de méme des colonnes de B done det B = 0.

Siles z; sont distincts, la famille {Cy, ... Cy) est libre, car son dé-
terminant est le déterminant de Vandermonde V{z;,....2,). En notant

B la base cananique de €7 et C la base {Cq,.. . C.). on obtient, par Ja
formule de changement de base

det B = detg(Cy 4+ + Ce oo, 27710 +- 4 20710,
= detg(C)deto{Cr + -+ Coy oo 2?10 - 1277100
=Viz, ... ) Vi, ) = V{zl.‘....:“}Q = H (z, - zj)rz.

1< j<n

On remarque que cette formule reste valable si les z; ne sont pas distincts.
Compte tenu de la remargue gui snit la question 1, on conclut que

det(B) = disc(ya).

0 ... ... ... 0 —ap
1 . —{1
. o . —{lg .
4. Soit A = la matrice compagnon
0 —ap g
0 0 1 ~thp_1
X a 5]
-1 451
0 IR (22

du polynéme P. Oy a ya = . En mmulti-

: " R Y

0 0 -1 Qg—1
pliant. pour 2 € i € n, la 4-iéme ligne par X'~! et en Padditionnant a la
premiére, on ohtient

o ... ... ... 0 P
. . -1 X 0
-1 : £
. . . 0
wel® T e e
N i’ . X
X ane 0 ... ... 0 -1

a ... ... 0 -1 a4
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soit x4 = P, La matrice A est & coefficients dans Zlag.ay,....an—1]. I
en est de méme de A* pour tout k € N et donc de la matrice B associée
4 A comme dans la question précédente. Ainsi son déterminant, qui est
disc(P}, appartient & Zlag,a;.....an-1]. 9

Le déterminant de Cauchy qui suit est ulilisé dans des probléemes
d’'approximation. En effet, s on munit Uespace des fonctions continues

1

sur [0,1] du preduit scalaire {f, g} = /ﬂ f(g(8)de, la matrice de Gram
assoride & une famille de fonctions puissances conduit d une matrice de
Cuuchy.

1.18. Déterminant de Cauchy

Solent (av,...,cn) € C" et {f1,..., Ba) € C" tels que pour tout
(i,7) € [1.n]%, a; + 3; # 0. Montrer que

I (a5 ~ai)(pi—5)
dot( 1 ) _ Igicign
o+ J_] 1<, <n H {Oii -+ D'J)

lgijsn

{(Ecole polytechni que)

> Solution.
On note D ke détenninant & calenler. On multiplie chague colonne C;
par an + 55, 1 < j < n. On obtient '

an + ) g + Fn
ay + fy Y < S I o
_ ! z 5
(v, + 31 Ao + 83 an + i v+ On
an—1+581 T T a4 8.
1 1

Dans ce deraier déterminant, le terme d'indice (4, j) est, pour i < n

an + 35 Qp = Oy
a; + B; @i + /3,

En retranchamt la derniére ligne & toutes les autres on obtient done
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Qdp — by — Gy
o 4+ 3 ai + B3,
L . .
D- — - : :
{on + ﬁl) o fng, + ﬁn) O = Gy e Dn 7 ooy
[S 770 | +;6] Ckpy 1 +J87L
1 1
1 1
ar+ T a4 A
_ (ﬂn_ﬂ'l}---(an_an—l) i
(ﬂn+ﬁ1)---(ﬂn+ﬁn) 1 !
Xy 1 Jr,Bl Xe | +Bn
1 1

car oy, — «, est facteur de tous les coefficients de la ¢-&me ligne. Retran-
chons maintenant la dernitre culoune a toutes les autres, on obtient

o) fon=on | oo 5) §
_ Gy — Q) Oy — gy T—_—mj‘—n_ e
D= (s (0nih) (i 4 0;) {0 +8n) 1€544€n—1

et cn développant selon la dernierc ligne

(o —ay) .. (o, — @p_y) 3n — B
D=— det d .
{ﬂn + ﬁ]} v (un + ﬁn) (Q’,‘ + ﬁj}(ﬂa + ."j'rl ) 154, j<n—1

Cormme (7, — 3;) est en facteur dans la j-itme colonne et {n; 4+ 3,,) dans
la i-ieéme ligne, on a

(n—a1). .. (Qﬂuﬂﬁz'l)(ﬁn”.gl) e (ﬁn_fdﬂ—]}
D___ .
(e +81) . (a4 B0 Mg +720) - (e + ) mﬂ@u+&l@¢@4

Le vésultat découle alors d'une récurrence immédiate sur n.

Nous présentons inaintenant une autre méthode : il ’agit de mettre
en action les idées du caleul dn déterminant de Vandermonde. Tout
d’abord le déterminant est nul dés que deux ¢y sont égaux (resp. deux
g3} puisque deux lignes (resp. deux colonnes) sont alors identiques. Nous
suppouserons maintenant les o (resp. les 3;) deux & deux distincts.

Posons
1 1 i
a1 + B aj + 3 ar+
FX)=| i L eT)
1 + 13 (o J"?Q T Qg1+ Fn
1 1 1

X+ X468 7 X+8.
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En imaginant le développement de ce déterminant selon la derniére ligne,
on convient que F est ]a somme de n fractions nulles ou de degré —1 et
done degF < ~1. Toujowrs avec ce développement, on peut véduire au
méme dénominateur pour metstre F sous la forme

P(X)
(X + 80X+ 0. (X+3)
On a done degP < v — 1. Les 2, {1 € ¢ € » — 1) ne sonf pas poles de
F et Fla;) = 0 (en substituant a; & X, le déterminant présente denx
lignes identiques). Donc P(e;) = 0. Les a; étant denx & deux distincts
ot degP < n— 1. il existe A € R avec
PoAX—-o)X—-mm).. (X - au_1)

T s’agit de calenler A, Multiplions F par X + /3, ¢

F=

1 1
o+ B a1+ Bu
(X-{-ﬁn)F: 1 1
Up-1 + 1 Y Qn—1 + On
X-}-ﬁl o X+,6n=—l

_(X—ay) (X -an )
(X3 3 (X + Por)

et évaluons en — /3, :

I- 1
ar+G T B
: __A(“l)n_l('dﬂ + ). (Bn +04n—1)_
1 L L ~ (‘1)”_1 (.Hn - IBI) e (ﬁn - f’—:”n—l)
Qn -1 + ,81 QX —1 + ,611—1
0 . 0 1
En développant ce déterminant par rappott & la derniére ligne, il vient
1 1
ay + A ¥+ B . ,
. 1. 1 a1 . 1 ﬁ)\(.@n+a1)"'(‘d“+a"—”
1 1 (Bn = B1) - (Pn — Op1)
an_y + b -1 + Fnr
d’on ‘
L 1
a5t @i+ Gn-1 .
A = . ? -ﬂ (B — G1) . (P~ Bui)

.i 1 (6n+ﬁl)(ﬂn + 1)
ncl +0 T Gmot Ot
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Le déterminant. cherché, F(w,), est done égal

1 1
ap + H o 4 Fu1 H(fj"” —3) H(an
. . < i<n .
i ; 118e + ) [T (@i + 8a)
Q-1 + f@l o Gip—1 + Bn)l g isn

Omn établit par récurrence la formule du déterminant de Cauchy. <

1.19. Déterminant de Hiwrwitz

Calculer le déterminant
1 ¢ - a
b Ta
. . ‘. a
b ... b

dans R, puis dans un corps commautatif quelconque.
{Ecole normale supérieure)

> Solation.
Notre démarchie va consister & rajouter une indéterminée aux coeffi-
cients de la matrice. Posons

ri+X a+X a-+-X

PIX) = b+X rg + X
: . a4+ X
b+ X b+X r,+X

I s'agit d'un polyndme de degré inférieur ou égal a 1. Pour sen
convaincre. i} suffit de retranchor la premigre colonne a toutes les autres
avant de développer par rapport i cette colonne. Il suffit donc de
connaitre les valeurs de P en deux points distinets.

Supposons dans un premier temps a # b. On a on a P(—a) = Q(a) et
P(—b) = Q(b), en posant @ = (r; — X}...{r: — X). La valeur qui nous
intéresse est P(0). Si on écxit P(X) = aX+73, on obtient P(—a) = —aa+;3
ct P(—d) = —~ab + 3 de sorte que

_ BP(za) - aP(=b) _[BQ(a) - aQb)

=3
P(0y = b—a b-a

1] reste & traiter le cas oli ¢ = b. Dans le cag on le corps de base est R
il suffit de faire tendre b vers e dans 'expression précédente. On obtient

bQ{a) — aQ(b
Jim Q(bhzé()_]mm R0 i_Q(cr) R r—|
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En fait ce résnltat reste encore valable avec un corps quelconque :
on retrouve un cas particulier du déterminant de lexercice 1.6 {avec les
natations de cet exercice il suffit en effet de prendre les by tous égaux &
a et ap = T, — @ pour tout k). <

Le calcul de ce cas particulier a aussi été€ détaillé dans Uexercice 1.12
du tome algébre 1 ot la matrice de Hirwity intervenail dens un probléme
romnbinatoire.

Lexercice suivant reprend avec une qutre argumentation le résultat
de Dexercice 6.28 du premier tome d'algébre. Ce résultat est important
et a de nombreuses applications. Outre celle que le lecteur trouvern dans
Uerercice 6.28 précité, on peut par exemple en déduire gue st 'V est un
sous-espace de dimension finie de C°(R.R), alors la convergence simple
d'une suite de V impligue lo convergence uniforme de cette suife sur tout
segment et lo limite est dans V.

1.20. Liberté d’une famille de fonctions

Soit X un ensemble, K un corps commutatif et n fonctions
F1.fo. ..., fn de X dans K. Montrer que les applications fy, fo.. .., fa
sont libres dans F(X, K) si, et seulement si, il existe des ¢léments
Ty, T3, ..., &y de X tel que le déterminant de {fi{z;))1<..j<n €5t non
nul.

{Ecole polytechnique)

> Solution.

Si on suppose la famille (fy,...,f.) liée, il existe des scalaires
AL Az, ..., Ap non tous puls tels que Ay fy Az fa 4+ + A fn =0, Sion
évalue en x;, il vient Ay fi(xy) + Aafoley) + -+ Anfule;) = 0, ce qui
donne une relation de laison sur les lignes de la matrice (fi(2;)) 1< ¢n-
Son déterminant est donc nul.

Montrons maintenant par récurrence sur » 2 1 quesi {f1, fa,..., fn)
est libre, il existe w1.%9,...,2, € X tels que le déterminant de
(f.(x;) M1iggn soit mon nul. 8in = 1 et (fi) est libre, fi # 0 et il
existe donc zq tel que fi{z;) # 0. Supposons n = 2 et les f; libres. La
sous-famille (fy,.... f_1) cst donc libre ct par hypothésc de récurrence,
il existe (z1,...,%n-1) € X" 7! tel que det(fi(a:;))1<i,j<n—1 €5t non nul.
Considérons, pour z € X, le déterminant

filme) .0 fileesq) fi(z)

fnéll(icl) .fn—l(:f:'n.;l) fn—’l(f")'
fn(xl) fn(f‘cﬂ*I) fﬁ(m)



31 CHAPITRE 1. FORMES MULTILINEATRES ET DETERMINANTS

En développant ®(1) par rapport & la derniére colonne, on obtient
(z) =Difilz) + -+ Dnrfoa(®) + Do ful),
avec D; cofacteur de fi{z). La fonction © s'écrit
=Dfi+ - +Dnifa1+Dnfa

Comme D,, = det{fi{z;))1gij<n_1 # 0 et les f; sont libres, ® ne peut
étre identiquement nulle (car sinon on aurait une relation de liaison). Il
existe done x, tel que €(r,) # 0. Le n-uplet {z;...., 2,1, 25) répond
a la question. <1

Dewr matrices semblables ont le méme déterminant. La réduction est
donc un oufdl puissent qui peut intervenir dans le calewl des détermi-
nants.

1.21. Matrice circulante

Soit p premier et {ap, a1, ..., 6p-1) € ZP. Montrer gue

[¢2] 23] g ... Gp.
Gp_ ] g ay ... Up_.2

T P ]

[45] az [24: TN iy

(Ecole polytechnique)

r> Solution.
La disposition des ay dans la matrice proposée invite & introduire la

matrice de permutation J correspondant an p-cycle (p,p—1,...,1)
01 0 ... 0
00 1
J =
0 1
1 0 o 0

OnalP =1let A =qpl4+aidta]? -+(ti,,_1J""1 . Notons A la matrice
de M, (Z/pZ) obtenue 4 partir de A en retnplagant les a; par leurs classes
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modulo p. Le déterminant de A est alors égal & la classe modulo p du

_ ezl
déterminant de A. On est donc ramené  prouver que det A = > @;.
=0
_ p-1 —
On a A = > axJ . On va trigonaliser la matrice J. Son polynéme

B=0
caractéristique s’obtient en développant selon la premiére colonne,

x7(X) = (X —1) = (X - 1)’ € Z/pZ[X]

car il est bien connu que p divise C’; pour 1 £k < p—1 (cf. exercice 4.25
du tome algébre 1). Comme x7 cst scindé, J est trigonalisable, semblable
a une matrice triangulaire supérieure dont les termes diagonaux sont tous

éganx & 1. Il en résulte que A est semblable & une matrice triangulaire
p—1

supérieure ayant pour coefficients diagonaux »_ @g. Ainsi,
k=0

p—1 \? p-1 p-1
det A = (Za—k) =Y @wr =) m
k=0 k=0 k=0

la. derniére égalité résultant du petit théoréme de Fermat. D'ou le résultat
dermandé. <

On. s’'intéressera de maniére plus générale a lo réduction des matrices
circulantes dans le second chapitre (exercices 2.22 ¢t 2.23).

Le théme des muotrices stochastiques est un sujet riche qui sera lar-
gement développé dans le chapitre réduction (exercices 2.9 et suivants).
L'énoncé qui vient propose d’étudier lo borne supérieure du déterminant
sur 'ensemble des matrices stochastiques.

1.22, Majoration du déterminant d’une matrice stochastique

Soit M = (my;)igiign € Mn(R) telle que my; = O pour tout
k11
couple (i, 7) et 3 mi; =1 pour tout i € [1,n].
i—t
1. Montrer que |detM| < 1.
2, Etudier le cas d'égalité.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Plusieurs approches sont possibles pour cette question. On peut
par exemple montrer que toutes les valeurs propres complexes d'une ma-
trice stochastique sont de module € 1 comme cela est fait dans Uexercice
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2.9 du chapitre diagonalisation, Cela impligue le résultal puisque le dé-
terurinant ost le produit des valeues propres, On va i montrer 1e vésnliat
par récurrence sur i le eas a = | Ctant évident. Soic M = Om, 4
dans M, (R) veriinnt les hypothéses. Pour se ramenar 8, des matrices de
taille n — 1 o développe le detormminant de M wselon la premiére ligne,
On a

o

det M = Z 1, { =11 det My

i=1

o M ; est extraite de M en 6tant la premiere ligne et {a j-iéme colonne.
Livs cocflicicuts de ces rmatrices My, sont hien positits 1nais la sotrme des
coethvients de chingoe ligne ne vant plus néeessaiverent 1 ¢ ces sormones
sont, toules % 1, Ce petit probléne nows empéche Cappliquer Chypothise
de réenrrence 4 ces matrices. En lait, o s'enn sort trés lacilement en
démontrant. nre résnltat plus fort ! On pread comune proprides .

(1L,) « tonde mafrice M € M, () dont los cocfficients sont positifs ou
wenls ot telle que la somane des cocfficionts de clogac figne cxt inférievre
or fgale a1 meirific | det M

Lassertion (Hy) st toujours claire. St on suppeose (H,, 1) vraie, et si
M = {my; ) cwjen © My (R) vérifie lex hypothdses de (Hy ), on a. par le
développement. ¢i-lessns.

~

2 il

[del MY < g det My, | ) gy <

g=1 =1

car toutes les matrices extraiies My virifient les hypothises de (H, ).
Le résulial cst dong prouve.

2. Eruwdions Lo cas d’égaliié.

Pour 1 — 1 la wenle matrice qui véalise 'émaline est L matrice identité,

O ohserve dans la majoration réalisée ci-dessus que, 571y a dgalite,
tans s cofactenns des coetlicients mr |, non vuls doivent valair 1 e valenr
absolue et que la somme des coetticients de la pramiere ligne doit valow 1.
Eu développant selon une attre ligne, ou a plus généralement le cofacteur
de: chague coeflicient non nifl qui vaut 1 en valeur absolue, et la somme
des poeflicignts de rhague gne doit faire 1. est-d-dire que la natrice
est stochasiique.

Regardons alors ce qui se passe pour une matrice b = ((: 3) de:
taille (2,2). Si a > 0 on a done |d] = 1 ot done d = 1 puisque les
cocilicionts sont positils. On a alivs e = 0 cor e4-d = 1. De Jdet M =1,
ot tire e = 1 puis b = 0 la matrice M esi Lunatrice identité. Lorsgue ¢ =
01
10
suivant @ les seules malrices stochastigues M telles que | det M| = 1 sont
les matrices de permutation {gui ronviennout clairerment),

0. an voit de mérme gue M = ( ) On a alorg Uintuitione du ré=nlial,
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Suppasons cela vrai au rang n-- 1 et soit M = (1) <o,00 € Ma(R)
nue matrice qui réalisé 'égalitc au rang oo L'nn au moins des coefficients
e L premicre ligne est uon nul, Quitte & pormuter fos colonnes de M oon
peul supposer sans pette de gondéralité que gy > 00 La nratrice extraite
MY = () Yucejon estale taille o — 1 ot ddoit vévifier | det M| = 1 d'aprés
ce qui est dib plus laut, Par hypothése de récurrence il Sagil d'une
matrice de permmtation. Comme la somme des cocflficients de chagque

fige de M ovaut | an & udeessaltonwut o = gy = - = my =
Adnsi, st on développe selon la premiere colonme, det M = mryq det M.
Cola impose done myy = 1 et par suite myp = - = iy, = 0 La

matrice M oest une inatrice de pormutation. Cela termine la réenrrence
ot pronve 1o résultat apnonceé. <)

Lo comatrice est le théme des excreices suivants. Le seul résultnt vrad-
ment important & rebenlr est lu relulion

FComAA = A"ComA = (det A,

walable pour toute matrice A € M, (K). On en déduit notananent le rang
de la cormnptriee rin fonction do rang de AL STA est fnversible 4.e. (de rang
n, oo adet A = O el Iy comatrice de & esl fnoersible, Sirg A < n— 1. a
eomatrice de A est nulle car tous les mincirs de taille e — Y entradls de
A sont nuls, Pans e cas ot re A = 1 — L, lo comaltvice n'ost pus ol
Mais o relation " Com A A = 0 montre gue Pivnage de A es! incluse dunas
le noyenu de t Com A, On a dovne dans ce cas Tr! Coon A = 1p Com A = 1.
On se rendra comple a travers les cecrcices snivanls go'on ¢st souvent
@ende a discuter sefon ces trofs eds.

1.23. Caleul d'une trace

Soit AL B dams M (R) ot X vecteur mon nud de R7. Qu suppose
ique AX = 0ot qu'll existe Y € P el que AY = BX. On uete A,
la malrice obtenue en remplacant la j-iewe eolamne de A par celle

1
de B. Montrer que S det A, =0,
=1

{ Ecole normale supérieure)

- Salution.

Tnterprétons dlabord le déterminant de A, Notons A, lex colacten <
de Lo madrice A et {8 ) Tes cacefticients de B ST ou devedeppe e determa.
nant de Ay par rapport A la j-iemue colonme o obticut

ot AI = Zb'[jA"J'

i=1
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Cette somme s'interpréte comme le coefficient d'indice (§, §} de la matrice
produit ABob A deésigne la transposée de la comatrice de A. La somme
que l'on dernande d’estimer n'est donc autre que Tr(AB).

La matrice A n'est pas inversible par hypothese done rg{A) < n — 1.
Sirg(A) < n — 1, le rang étant la taille maximale des sous-matrices de
A inversibles, tous les mineurs d’ordre n — 1 sont nuls et la comatrice
est nulle. Le résultat s’en déduit. Supposons done que rg A = n —1. Son
noyau est alors la droite engendrée par X. On sait que AA = (det A)l, =
0. En particulier Im A C KerA de sorte que A est de rang au plus 1 (en
fait de rang 1 exactement car A admet au moins un minenr de taille
7 — 1 non nul).

Pasons M = AB. On a rg(M} < 1 et Im(M) C Ker A = B.X vu ce qui
précéde. 51 M = 0 on a fini. Sinon, on prend une base (e1,...,e,-1) du
noyau de M que 'on compléte par €, en une base de R™. La matrice de
I’endomorphisme canonignement associé & M dans la base (e1,...,e,)
est de la forme

a 0 ... 0 x
n 0 0 x
0 0 0 x
0 0 0 d

On en déduit que d = TrM = ( si, et seulement si, ImM Ker M.
Or justement. BX est dans l'image de A donc dans le noyvau de A et
MX = 0. D'ou le vésultat. <

Dans les deux exercices sutrants et dans bien d’guires de cet ouvrage,
em utilise la densité des matrices inversibles dans M,, () lorsque I = R
ou C : pour A € M,(K)Y, la fonction polynéme A r— det(A — AL,)
n'est pas identiquement nulle donc o des zéros 1solés. Pour A ussez petif
non nul, A — AL, est inversible. Pour k € N* assez grand, la matrice
A, =A- 1_1“ est inversible et la suite (A)) converge vers AL

La densité du groupe linéaire permet d étendre par continuité 4 toute
matrice de My, (K) des proprictés velables pour les matiices inversibles.
Le lecteur pourrg se reporter au dernier chapitre sur la topologie des
espaces de matrices powr d outres résultats de méme nature,

1.24. Spectre de la comatrice

Soit A € M, (C). On note Ala transposée de la comatrice de A.
Quelles sont les valeurs propres de A ?
{Ecole polyiechnique)
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> Solution,
On distingue trois cas selon le rang de A.
* 50 A est inversible, la relation AA = AA = (det A)L,, montre que
= {det A)A~'. Le spectre de la A est done

{de;A, Ae Sp(A)} .

e Sitg A < n— 1, tous les minears d'ordre n 1 de A soue nols et la
comatrice de A est nulle. Le spectre de A est done réduit a {0},

o Il reste le tas rg A = n— 1 ;i) existe alors nn minenr d'ordre
n — 1 non nul, puisque le rang est la taille maximale des sons-matrices
carrées inversibles et donc rg A 3 1. D’antre part, AA = (det A)I,, = 0.
Donc Im A < Ker A qui, d'apres le théoréme du rang. est une droite de
C™. 1l sensuit que Im A = Ker A et douc dim Ker A=n-— 1 {(tonjours
en vertu dn théoréme du rang). Donc O est valeur propre de A avec une
multiplicité au noins égale & n— L. Nous savons rue la somrne des valeurs
propres comptées avec multiplicité est égale  la trace. On en déduit done
que le spectre de la A est {0,d} avee d = Tr A, Tntéressons-nous & Tr A,

Revenons au cas A inversible : notons A;, ..., Ay les racines du poly-

. P . . det
néme caractéristique qui sont donc non milles. Les scalaires X
4
les valeurs propres distinctes ou confondues de A. Donc sa trace est

TkAfdetA}: }:HA,;% ((A)

? i1 g

s01t

ol o, _1(A) désigne I'expression symétrique élémentaire des produits de
n—1 facteurs parmi les racines distinctes ou confondues de x 4. En posant
A =X"4a,; X" '+ .. }a;X +ag, ou obtient On-1(A) = (—1)7"la
Puisque GL,(C) est dense dans M, (C), que A — a; est continue, car
ay est une forction polynomiale des coetficients de A, et que I dpphratmu
A Tr A est également continue, la relation T&-A (—1}""la; reste

valable pour une matrice non inversible.

Dans le cas o1 A est de rang n» — 1, le spectre de la cowmatrice ost
{0,{(—1)""ta;} ol a; est le coeflicient de X dans xa. Si [} est une racine
simple de y 4, il s’agit simplement du produit des n — 1 autres racines.
Sinon A ne posséde qu'une valeur propre 0. <

Voici une autre solution possible. Il découle de exercice 1.26 que si
A el B sont dewr matrices semblables il en est de méme de Com A et
Com B. Il suffit donc de trigonaliser A et de calculer la comutrice d'une
matrice triongulaire supéricwre pour vetrouwver le fait que 87 A, ... Ay

sont les valegrs propres de A prises ance multiplicité, alors les valeurs
propres de Com A sont les pyp = ] A pour 1 <k <.
ik
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1.25. La transposée de la comatrice de A est un polyndme en A

Soit A € M,,(K). On note A la transposée de la comatrice de A.
Montrer que A est un polvnéme en A. On traitera successivement
les cas K = R, X infini, K quelcongue.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

» Comme nous y invite I’énoncé, prenons d’abord K = R. D’aprés le
théoréme de Cayley-Hamilton. si x4 = X" +a,1 X714 +@; X +ao,
on a

XalA) = A"t an (A" T4 a A+ agl, = 0.

Supposons A inversible. Alors A = det(A)A~1. Comme
AA™ ! 1 g, AP 4 agA i) = —apl, = — det(A)L,,
il vieng
A=det{A)A™" = (A" ' 4+ a0, A" 2 4o b agA +ayl,) € R[A]L

Le réanltat est done vrai pour une matrice inyersible.

Nous allons étendre la propriété sur Myp{R) par densité du groupe
linéaire GL,(R). Soit (A,)pen une suite de matrices inversibles qui
converge vers A, Pour M € M, (R), éerivons

Wwi(X) = X"+ an 1 (MX™ 4o a (MX 4 ag(M).

Les a; apparaissent comnme des fonctions polynomiales des coefficients
de M. En particulier, ce sont des fonctions continues et par conséquent

11'51_’1 a,(Ay) = a;(A). D’antre part, M — M est continue car polyno-
Pt

wmiale. On a, pour tout p.

Ap = —(A27 +an 1 (ADAT b (A A, + aq (AT
ce qui donne en faisant tendre p vers l'infini :
A= ~(A" ' fap 1 (AIAY? b b aa(A)A, + oy (A)L,) € R[AL

Le résultar est done prouvé pour K = R.
& Supposons maintenant K infinil. Comme précédemment, pour M
dans M (R), éerivons

M(X) = X" + a1 (ADX ™ o ay (MDX 4+ ap (M)
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avec les ¢, fonetions polynomiales des coefficients de M. Soit A € K. Si
A n’est pas valeur propre de A, A — Al, est inversible et le méme calcul
que dans le cas réel assure :

(A —AL) = —((A—=AD"Fan_ (A= AT)(A—AD"24- 4 a (A= ADT).

11 s’agit 1a d'une identité polynomiale en A, yraie pour A en dehors du
spectre de A i.e. pour une infinité de valeurs. Le polynéme

(A= XIn) +(A—XI" 4 ay 1 (A—XI)(A=XD"2 4. +a(A XD
est, done nul. En X =0, cela donne
A= (A" J a1 (AJA T b a{A)A, + a1 (A)L) € K[A]

Le résultat est donc vrai pour K infini.

o Reste a traiter le cas ol le corps K est fini. Nous avons démontré que
lorsque K est infini, A est combinaison linéaire des A* avec des cocfficients
qui sont au signe prés les coefficients du polvnéme caractéristique de A.
Si le corps K est fini, on le plonge dans un surcorps infini, par exemple
L = K(Y). Alors A est combinaison linéaire des A* & coefficients dans L.
Plus précisément, ces coefficients sont au signe prés les coefficients du
polyndéme caractéristique de A, donc des éléments de K. La transposée
de la comatrice est bien un polvnéme en A & coefficients dans K, <

Fn particulier, toute matrice qui commauile avec A commauie avec A.
Cette question a €té posée indépendamment lors d'un autre oral ¢ {'Ecole
normale supérieure.

1.26. Comatrice d'un produit

Soit R un anneau de caractéristique différente de 2. Pour A dans
M, (R) on note Com A la comatrice de A.

Montrer que Com(AB) = Com A Com B. Avant d’aborder le cas
général, on traitera successivement les cas suivants :

1. R est le corps des réels ou des complexes;

2. R est un corps quelcongue;

3. R est un anneaun intégre.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. On sait que, si A est inversible et si R est un corps, on a I'égalité
ComA = [det AYPA~!. Ainsi dans le cas ol A et B sont toules denx
inversibles,
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Cotn(AB) = det(AB)'(AB)™* = (det A det B)({ 'BA)"}
=det A(*A)~" det B(*B}"* = Com A Com B.

Dans le cas R = R (resp. R = C), comme GL,, (R} (resp. GL,(T)) est
densc dans M, (R) (resp. M, (C)) et que Papplication gui &4 A associe
Com A est continue, le résultat demenre pour toutes matrices A et B de
M, (R), par passage a la limite.

2. Si R est un corps quelcongue on he peut plus invogquer un argu-
nient topologique pour ¢tendre la formule aux matrices non inversibles.
On plonge alors M, {R) dans M, (R(X)), ot R{X) est le corps des frac-
tions rationnelles 4 une indéterminée sur R. Les matrices A—XI et B—XI
sont inversibles dang M, (R(X)) {car det{A—XI) = xa(X) # 0). D’aprés
la. question précédente,

Com((A — XI)(B - XI)} = Com{A — XI) Com(B — XI)

Cette égalité matricielle équivant & 1'égalité de n* polynomes formels
en X. 51 on évalue ces polyndmes en 0 on obtient 'égalité de tous les
coeflicients des matrices Com{AB) et Com A Com B,

3. 5i R est un anneau intégre, on le plonge dans son corps des frac-
tions pour se ramcner & la question précédente. <

SiR est un anneau commutatif quelcongue, le résultat est encore vral.
Soit A = {a,,;) et B = (b,,) deur maotrices de M, (R). Seient (X;i)1<ijon
et (Yij)lé_i.jsn 2n? inditerminées. Les matrices M = (Xij}lgi.jgn €t
N = (Yy)igijen sont d coefficients dans Uannequ intégre R’ des po-
hynimes en Xy et Yy o coefficients dans Z. D’aprés ce qui précede
on a Com(MN) — Com MComN = 0. Par la propriéié universelle de
R’ il existe un unique maorphisme d’anneou ¥ de R’ dans R tel qur
¥(Xyy) = ag et V(Yij) = biy pour tout (¢, 7). Ldentité Com(MN) —
ComMComN = 0 équivaut ¢ la nullité de n® polyndmes de R’. Les
images de ces polundmes par v sont fgatement nulles, ee gui conduit 4
lu nullité de tous les coefficients de la motrice Com(AB)—Com A Com B.

On powrre utiliser le résultat qui vient d’étre démonitré dans 'ezercice
suivant.

1.27. Equation matricielle faisant intervenir la comatrice

Soit 7 2 2 un entier. Déterminer les matrices A € M, (C) telles
que A+ A soit scalaire, ot A est la transposée de la comatrice de A.
{Ecole normale supérieure, Kicole polytechnique)
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> Solution.

Notons pour tout A € €, Ey Uensemble des matrices A € M, (C)
telles que A+ A = A,,. Commencons par une observation fondamentale :
si A est dans E;, toute la classe de similitude de A est incluse dang E,.
En effet, xi B = P7TAP avec P € GL,.(C). on a, d'aprés 1'exercice 1.26,

B = *Com(P™'AP) = *(ComP~! ComA ComP)
= PAP? = (det P)P ™' A{det P~ )P
=P {AP.

11 en résulte donc que B+ B — P~1(A + E)P = Ml,, ce qui prouve le
résultat annonce.

On se donne dans la suite une matrice A € M, (C) et un scalaire
Me Crels gne A+ A= AL,. Observons gqu'en multipliant cette égalité
par A, il vient A% — A 4 det(A)T = 0. On va mener I'analyse en discutant
selon le rang de A. On fera la synthése directement dans chaque cas.

¢ Supposons rg{A) < n — 1. Alors tous les mineurs de taille n — 1 de
A sont nuls de sorte que A = 0. La matrice A est alors scalaire et donc
nulle puisque son rang n'est pas égal 4 n. Réciprogquemnent, la matrice
nitlle est bien dans Eg.

e Supposons que rglA) = n — 1 et que le scalaire A n’est pas
mu. On a alors A2 = AA de sorte que la matrice A est annulée par

le polyndme scindé A racines simples X(X — A). Elle donc diagonali-
sable. Comnme sou rang est égal & n — 1, elle est semblable & la ma-
trice diagonale D = Diag(A, A...., A, 0). Un caleul immédiat montre
que D = Diag(0,0,...,0, """}, La matrice D est donc dans Ey si et
senlement si A — A™! clest-a-dire si et seulement si A est une racine
{n — 2)-itme de 'nité (on a supposé icl A # 0).

Réciproquernent, pour toute racine {n — 2)-iéme de l'unité A la clasge
de similitude de la matrice Diag(A. A,....A,0) est incluse dans Ey. On
obtient done n — 2 classcs de similitude de ce type.

e Supposons toujours que rgi{A) = 1 — 1 mais avec A = 0. On a alors
A? =0, cest-a-dire Tm A C Ker A. Cela impose 2rg(A) € n, c'est-a-dire
2{(n — 1) < n, soit encore n < 2. Donc Ey ne contient pas de matrice de

!
rang 7 — 1 lorsque n > 2. Pour nn = 2, on a, en posant A = (a )),

cd
~ d —-b ' N .
A= ((‘ a de sorte que A + A = Tr{A)L,. Ainsi. pour n = 2 le
probléme est entjerement résolu : tottes les matrices sont solutions, A
&tant dans Eqy 4. Dans la suite de 1a discussion on supposera done n > 3.
¢ [l reste pour finir le cas ot A est inversible. Notons A le discriminant
du polyndme P(X) = X% — AX 4 det A,
# 81 A £ 0, P est scindé a racines simples et la matrice A cst «dia-
gonalisable. Notons A; 7 Ao les deux racines de P et p € {1.n ~ {] la
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dimension du sous-espace propre associé A A;. La matrice A est sem-
blable & D = Diag{A1,...,A1,A2,..., A2}, olt A, apparait p fois et Az
apparait 7 — p fois. On a leg relations A1 + Az = A et A1 A2 = det A (re-
lation coeflicients-racines pour 'équation du second degré}. Par aillenrs
on a aussi det A = detD = M'AL 7 11 en résulte que A1 et Ay doivent
vérifier la relation A\j 77 = ADTP

Etudions la réciproque. Soit A; un nombre complexe non mil qnel-
conque et P un entier naturel compeis entre 1 et » — 1. Soit Ay un nombre
complexe distinct de \) vérifiant Ay 7l = AP Sip#n—1ilya
n—p— 1 possibilités pour Az sant lorsque Ay est une racine (n — 2)-iéme
de I'unité ol il y en a une de moins. Lorsque p = n — 1, A, doit néces-
sairemnent étre une racine (n — 1)-iéme de 1 et Ay cst un complexe non
nul quelcongue, différent de A;. Posons D = Diag(Aq,. .., A1, Az2,..., Az)
oil A, apparait p fois et A2 apparait n — p fois. On a, grice 4 la relation
vérifiée par A, et Ao,

D = (detDYD" = M AsD~ ! = Diag(Ag, ... A, Ar,eo, Ay)
( } 1A2 ag(Ag 2, A1 L

p fois n—p fois

Et done D +f) = (A + X2}, = AL, avec A = Ay + Ao, Toute la classe de
similitude de D est inclnse dans Ey.

* 1l reste & étudicr Je cas ott A = 0}, c’est-a-dire le cas ot A% = 4det A.
Le polynéme du second degré P admet alors p = 3 comme racine double
et {A — pul,)? = 0. Mais alors p est I'unique valeur propre de A et on a
done det A = 4™, Comrme p? = det A, pt doit 8tre une racine (n —2)-iéine
de Vunité (p # 0 car det A # (). Réciproquernent, soit 1+ une racine
{n —2)-itme de I'unité et B une matrice quelconque vérifiant B* = 0. La

matrice A = ul,, + B est inversible, d’'inverse A™! = 1 I, — lB. On a
t 7 p?

det A = ™ = 4% Donge, A= (det A)A™! = pul, — B et A+A= 21l est
bien scalaire. <

1.28. Expression de la transposée de la comatrice de XI,, — A

Soit K un corps commutatif et A £ M,(K). On note
¢ Com(XI, ~ A) la matrice transposée de la matrice des cofacteurs
de XI, — A, Montrer qu'il existe une base (Ug, Uy, ..., U,_;) de

n—1

X} telle que ® Com(XI,, — A) = > U;(X)A'.
i=0

I(n—l

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.
Chaque cofacteur de la matrice XI,, — A est un polyndme en X de
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degré au plus n ~ 1, ce qui montre 'existence de matrices By, ..., Bn_1
telles que

tCom(XI, — A) = BoX* ' + B X" 24 +B, .

Cette décomposition est unique car, si on écrit By = (b:‘J) pour tout
(8,7) € [1,71]|2, la décomposition dans la base canonique de K, —1[X] du
coefficient d’indice (i,§) de * Com(XI, — A) est b, X" 1 .. 4 677"

Nous allons montrer que les matrices By sout des polynomes en A
cu tilisant la relation fondamentale vérifiée par la comatrice. Ferivons
YA = Gn X +0n 1 XP T -+ 0 X +ag le polynéme caractéristique de
A. avec a, = 1. La relation

* Com(XI, — A)(XI, — A) = det{XI,, — A)I,

5'écrit

ByX" + {(B1 — BgA)X" ' 4++.- 4+ (By_; - B,.2A)X — B, ;A

= xa(X)n = @ X®Tn +an 1 X", + - +aoly,
ce qui par unicité de la décomposition donne

Bo=a,l, et pour 1<h<n—1, By — By 1A =a,_pL,.
On en déduit By = anly, By = t,A +a,_11, et, plus généralement, par
une récurrence immédiate, ponr 0 £ k< n ~ 1.

k
Bk = ﬂ.,,._,’Ak + G'”_]_Ak_] + -+ G.n,k_k]_A + (T,,,,kl-n — Z Un_.kJrfjAIi.
i=0
On obtient donc

n—1 n-ln—-k-1
{ Com(XI, —A) = ZBn,l_kX’“ = Z Z ak+i+1AiXk
k=0 k=0 =0

n—1 /n—i—1
i F
= E ( E Gppop1 % | AT
k=0

i=0

n—4—1
C'est la décomposition cherchée avec U;(X) = 3 anyir1XF. Chagne
k=0
polyndme U; est de degré n—i -1 car le coefficient de X®~* ! est a, = 1.
Ces n polyndmes ctant échelonnés en degré. ils forment une famille libre
donc une base de K,,_1[Xj. «

Dans {'evercice sutvaat, on déternine lg différentielle du détermi-
nant. Lo relation fondamentale vérifide par lo comatrice est Foutil es-
sentiel.
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1.29. Différentielle du déterminant

1. Prouver que I'application ¢ : GL,(R) — M,(R) qui & X
associe {det X)X~! admet un et un seul prolongement continu @ &
M (R).

2. Soient A, B dans M,(R). Prouver que

(%(det(A + iB)))O = Tr(3{A)B).

L (Ecole polytechnique)

> Solution. ~

1. Pour tout X € M, (R), notons X la transposée de la comatrice de
X. On a la relation XX = XX = (det X)L,,. En particulier. si X est inver-
sible, alors X = (det X)X~ = {X). L’application 7 : X — X est done
un prolongement de & M, (R). Elle est continue, car les coefficients de
X sont des fonctions polynomiales donc continues des coefficients de X,

Lapplication @ est le seul prolongement continu de @ 4 ML, (R), car
GL,(R) est dense dans M, (R).

2. Considérons la fonction f: ¢ € R — det(A 4 ¢tB) € R. Il s'agit
de déterminer f/{0).

Notons Cy.Cg,....Cy {respectivewent Cy,Ch. ..., CL1 les vecteurs
colonnes de A (respectivement de B). On a, pour tout réel {,

flt) = det(Cy +tCy, . ... C +HC).

Par multilinéarit¢ du déterminant, f est une fonetion polyndme. Son
nombre dérivée en 0 est égal au coefficient du terme de degré 1, Par
mnltilinéarité, on trouve

Caleulons det{Cy....,Cj~1,C5 Cjyi....,Cy) en le développant selon la

J-itme colonne, On obtient 37 bi; Ayj. ot Ay; ost le cofactenr du coeffi-
=1
cient a;; de la matrice A. On a douc f'(0) = Z A;;b;,. Comme A,

157,740

143
est le terme d'indice (7,7} de g(A), > Ayby, est le terine d'indice 75 de
i=1

#(A)B et done f(0) = Tr(@(A)B). On conclut :

. <

‘ (G detta +13)) =Tr(EAB)
{ ]
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On wient donc de prouver que la différentielle de Uapplication déter-
minant en un point A est lo forme linéuire M — Tr{E{A)M).

Une propridte fondementole du déterminant est la multiplicativite .
det{AB) = det AdetB si A et B sont deur matrices carrées de méme
taille. Toutefois, e produit AB peut étre une matrice carrée sans que A
et B svieal carrées . ol suffit que A soit de taille (n,m) et B de tudldle
(m,n). Que dire du déterminant de AB dans ce cas ? La formule de
Cauchy-Dinet répond & cette question.

1.30. Formule de Cauchy-Binet

Pour une matrice A et deux p-uplets d'indices 4; < d2 <« < 4,
Tito . . 1y .
4 ) le mineur de A
kiks.

obtenu en prenant les lignes i, ...,%, et les colonneb ki.... ky. Soit
A e M, n(K).B e My, . (K) et C = AB. Montrer que si n > m
alors det C = 0. S5i n € m prouver que

12 ...n kaka o kg
C= B =
ot Z A(klk2---kn) (12...71)

15k <k <k, Sm

et k) < ky < --- < ky on note A(

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

La matrice C est carrée de taille (n, n) : parler de son déterminant a
bien un sens. 8in >, 1g(C) € rg(A) € m < n donc det C = (1. Dans la
suite on suppose n € m et on note A, ..., A, les colonnes de la matrice
A et by; les coefficients de B. On a

det C = det (Z ey Ay, Z by, nAkn)

k=1 Ky =1

12 ...n
= Z A (I" I" kf, >bkjll‘hi‘12-“bk”n
(k1,. ko) elm]? BLR2 . R

12 .
- Z Z A( kam) b*’«m1bkn<za2--~bkﬁcn)"

[y Ny rr 1)]»:7(2)

'

:E(U)A{ kl] 1\22... ‘.':“n )

12 ...n
N Z ‘ A(hk‘z...km) Z E(0 )0k 151Dk oy 2 B,y

oES,,
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12...n 4]%'1]62...]{}“
B 2 Ak k) B 12 '
S 2 ...
1< ky<ky< - Chnm 172 T

D’on le résultat. <

On a regronpé ci-aprés les caleuls de déterminants par blocs. Le seul
résultat & connaeitre concerne les matrices triangulaires pur blocs » le dé-
terminant est alors égal au produtt des déterminents des blovs diagonaus.
Dans la plupart des cas on essaie de se ramener 4 cette situation.

1.31. Déterminant ¢’une matrice par blocs (1)

Soient A, B, C et D quatre matrices de M., (C) telles que D et

C commutent. Calculer det, (é ]}13) ) .
' (Ecole polytechnique)

- Solution.

L’idée est d'écrire M comme procuit de deux matrices triangulaires
par blocs ('une supéricure et I'antre infériewre) dont on pourra calculer
facilerment le déterminaut. On peut essayer par exemple de frouver des
blocs U, V, W de taille n tels que

v (ABY_(UVY/La
“=\ep; T oAW1,

Pour cela, il suffit que U+ VW = A, V = B et DW = C. Supposons
d’abord que D est inversible. 1] suffit de prendre W = D!C, V=8B
ot U= A - BDLC pour que la décomposition soit valide et dans ces
conditions

detM = det(A — BD"C)det D = det(AD — BD~'CD) = det(AD — BC)

car D et C commutent.

Pour étendre le résultat au cas o D n'est pas invergible nous propo-
so1s trois inéthodes :

o Premiére méthode : par passage 3 la limite. On se donne une suite
(Dg} formée de matrices inversibles commutant avec C et qui converge

1 .
vers D. On pent prendre par exemple Dy =D — z 1. : la matrice Dy est

inversible si T est inférieur & la plus petite valeur propre réelle > 0 de
A B
C Dy
converge vors det M par continuité du déterminant. Or d’aprés ce qui
précede,

D {511 en existe). Posons My, = pour tout k, La suite det My

det My, = det(AD; — BC) ——— det(AD — BC),
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Par unicité de la limite, on a bien det M = det(AD — BC).

o Deuxiéme méthode : cette méthode n'est pas trés éloignée de la
précédente, mais elle n'utilise pas de passage & la limite, Pour tout A € C,
D—AT commute avec C et si A est en dehors du spectre de D, cette matrice
est inversible. Dans ce cas, on a

A B .
det( e D—AI) = det(A(D ~ Al) — BO)

Puisque le spectre de D est. fini, le polynome

A B ¢ .
P= det(c D—XI) —det(A(D — XI) — BC)

s'annule en une infinité de valeurs, il est done wul. L'identité P{0} = 0
donne l'identité recherchée. Cette méthode est encore valable lorsqi’on
remplace { par n’importe gnel corps commutatif infini.

o Troisiéme méthode : par plongement de Mz, (C) dans Mo, (C(X)).
A —XI, B

C D - X1,
a coeflicients dans le corps C(X). La matrice D — XI,, coimnite encore
avec C. D'autre part, det(D — XI,) = (~1)"xp(x) # 0 puisque xp¢x) est
de degré n unitaire. En particulier, D — XI,, est inversible, c’est-a-dire
D — Xl,, € GL,{C(X)). Par conséquent

On pose M(X) = : ¢’est une matrice de taille 2n

det M(X) = det{(A — XI,)(D — XI,,} — BC}.
En faisant X = 0, on trouve det M = det M(() = det(AD — BC). L'avan-
tage de cette solution est qu’elle reste valable lorsqu’on remplace C par
n’importe quel corps commutatif, <1

Voici une formule qui généralise le vésultat de Uexercice précédent.

1.32. Déterminant d’une matrice par blocs (2) : formule de Williamson

—
Soit (Asj)1giycm une famille de matrices de M, (L), qui com-
mutent. deux a deux. On considére les matrices

An .. Alm »
A=1] ¢ L) € Mp(C) et B= > (o) [[Avin
Ani ... Anm 0ES, i=1
Montrer que det A = det B.

{Ecole polytechnique)
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> Solution.

On vo proceder par réenrrence snr o le résultar ¢tanl dvident pour
m o= L puisepi’on a alort A = B = Ay Supposons daone le vésnleat vrad
awreang i Lavee s = 20 Conmme d’halsitode svee des déterminanis pav
bloes an v essayer de se ranvner a une wpalrice teiangalaive par hlocs
por Wiliser cusnite Phypothise de récwrvenes.

Suppasciis Lot drabovd quie Ay, st bversible. B sTinspivant des
clapes elementoires dans Uidgorithne du pivot de Gaass, il est facile
dannnler 1o les blocs de 1a deriere colonne (de A exeeptd 1o bloce
diagonal. 11 =affir pour cela de nmltiplior A 4 ganche par Iamatrice

L, 0 .. 0 ALALL
0 L ~Aum AL,
M= E :

0 . 7A7r17‘.l'A1.L1u

o ... 0 I,
Notons G, les bloes aui interviennent dams la vebrice © = AMA D on A
Coe — U pour tont 7 <. Gy — Ay pour Loul j < [Lom] et cutin
Co = A, ALAZLAL powr (40 C Lo — 17 Canune M oest de

delerymuant 1. 0w a
det A — det © = des Apy,, det(Cy i, st

Or les matrices €,, commutent denx & deux et il est done possible d7ap-
pliquer hvpothese de cdemrence a la matrice C. On o done

o1
det A = det A, det Z () H Cota),
TGS, =1

Nofons R e sous-annean de M., (C) ongendré par Ies taatrices Ay (last
un anncit corinutatif (pas foreément inségre). L madrice 13 veprésente
on fait le détervinant de la matvice A repardoe cotnmne une wmatrice de
taille e a conlhctents dans Paneanr R S1on vegarde b ealenl prieddent
comme ctanl etlverne dans A (R, on canstate que

21— 1 I
A 2 =0V [ Cori= 3 ctod ] A =B
JES,, i=I TES,, pa-1

On a dane biep et A = det B,

Pour e cas gendral on peat couclure en alilisant le densité du groupe
linéaire puistue los deux termes de I'égalite dépendent vontintnient de
la matrice A, <
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1.33. Déterminant d'une matrice par bloes (3)

. A . . . .
Soil M = ((‘ P e atrice carrée contplexe hversible avee
AT D woed le ié

avee le miéme
(_-r D! «

devoanpage. Trowver une velation entre det ML det D er det A7
(Ecole noripale supéricure)

Aot 1) elles anssi carvdes, On éerdt M7 - (

> Solution.

Ou notora o la taille de A ol nocelle de DL Dour avoir e ke du
résultat vegardons le cas particudier ot C = 0. Lu matrice M ost alors
irinngulaire par blocs et 1l vient det Al = det A den D Nécessairement
A ost invorsible et d'inverse A Ou a done det 1D = det Mder A’ Nous
allous tacher de montrer oo résultat pour C gnelcongue,

Comme M='8I=1,, ., on pent cevire

b O (A DBN/ADB A'A+B'C | A'B+DBD )
01,/ (cf Y JVC D) U ALY | ¢B+DD )

On a done. on papticubier. A'B B'D =0 ot (/B + YD — [,
Commprte-tonn de ces relations. an a

M (e BY (AN By (B
0D/ \("DJ\ 0D ] OB +DD
A D
) (C’ I)

Fn passant aux déterminants on a

det (_\l o ( l[ij” ]T; ) ) et M7 det I = dor A et 1,

Ao Boalemeot det Mdet A7 — des DL <

1L.34. Déterminant d’une matrice par blocs (4)

Soitnoz 3 (abedr € Tlot N -2 M, o), Un consicdore T

w o« b
. \ e 0o+
matrice = x N i e M, ansl que A = ! .
coov # N

"D . * N ] N =
oo (3 0) e () o= (T)
L. Monirer que det A = det B = 0 impligne det ALdet N = 0.
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2. Montrer gque det Mdet N =det A c}et D — det Bdet C.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Supposons gue det A = detB = 0 et que N est inversible. Dans
ce cas la matrice A n'est pas inversible, donc de rang < n — 2, mais
contient une sous-matrice de taille n — 2 inversible & savoir N. On a donc
rg(A) = n — 2 et si on note Ay,..., A, les colonnes de A, alors les
colonnes Ag, ..., A,_; engendrent 'image de A (on confond la matrice
A et I'endomorphisme de C"~* qui lui est canoniquement associé). En
particulier A; peut s’écrire sous la forme A} = Ao+ -+ M 1An_1.
On calcule alors le détermminant de M en effectuant sur les colonnes la

manipulation C; «— C; — A2Ca — -+ — Ap_1Cy_; puis en développant
gelon la premiére colonne. Il vient :
0 = b
detM=10 N #|=(-1)""¢detB =0,
¢ % d

2. Supposons dans un premier temps que N est inversible. Le vecteur
colonne de C"~2 qui apparait dans la premiére colonne de M entre les
coefficients a et ¢ peut s'écrire comme combinaison linéaire des colonnes
de N. En effectuant la manipulation correspondante sur les colonnes de
M, ona

a x b
detM =, 0 N =
d * d

De la méme manicre, on peut faire apparaitre des 2éros entre b et d :

a = ¥
detM=] 0 N 0|. .
d o=

En manipulant sur les lignes on peut également remplacer les # par des
Zéros :

a O W
detM=| 0 N (0
d 0 d

(les coefficients o', ¥'. ¢/, d’ ne sout pas affectés par ces derniéres opéra-

tions). On développe maintenant par rapport & la premidre colonne :

N 0 o ¥
N

!

det M

o & 0

=da'd det N + (— 1" {=1)"b'¢’ det N.

’ + (_1)n+lcf
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Mais on a o'detN = detA, ¥ detN = detB, ¢'detN = detC et
d'det N = det D, car les manipulations précédentes n'ont pas modifié
les déterminants des matrices extraites A, B, C,D. En multipliant I'éga-
lité ci-dessus par det N on obticnt donc

[det MdetN = det Adet D — det Bdet G|

Par densité de GL,—2(C) dans M,,_2(C), le résultat demeure vraj pour
N quelconque. <

Dans Vexercice suivant on calcule le déterminant d’une application
linénire sur L(E} qui fait intervenir des matrices par blocs.

1.35. Déterminant d’un automorphisine intérieur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ € GL(E).
On considére ¢ : v —— gug~!. Déterminer dety et Trop,
(Ecole polytechnique)

> Solution.

On va commencer par le déterminant. Le probléme devient plus
simple si on le généralise. En effet, multiplier & gauche et & droite sont
denx opérations indépendantes : si on note ¢, (resp. ) l'application
14— gu {resp. u —— ug 1), ona 2 = wows = P04 et par conséquett
det = det g det 2.

Omn regarde alors le probleme matriciellement. Si A est une matrice de
M, (K), on notera G4 : M — AM (resp. Dy : M — MA) Vapplication
consistant & multiplier & gauche (resp. & droite) par A. Congidérons la
base canonique (Ei;)1<i ;<n de My (K) ordonnée de la maniére suivante :

(EityEor, .. Epy,Big, Eoo, oo Engs ooy Ein, Ban oo B
SiA= (aij)lgi,jgn, on a ;
Ga(Ey) = AEy; = aiEyj + - + aniBpy.

1l en résulte que la matrice de G est une matrice diagonale par blocs
formée de n matrices A. On a done det G4 = (det A)”.

Pour la multiplication & droite, il est inutile de faire une étude sup-
plémentaire. En effet, notons T : M ~— *M la transposition. (Vest
un isomorphisme involutif de M, (K). Pour toutes matrices A et M on
a T(AM) = T(M)T{A), c’est-d-dire que T o G4 = Dy o T. En pas-
sant au déterminant on a donc det G4 = det Dy (car det T £ 0}. Une
matrice et sa transposée ayant méme déterminant, on en déduit gne
det Dy = (det A)".
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Dans le cas qui nous intéresse, on choisit une base de E et on on
note A la matrice de g dans une base. Lo déterminant de o est celui de
Gaolry oo Onadoue

det = det Gadot Dy 1 — (det A)det A71)” = 1.
Passons 4 la trace, lci la déconposition de o on Ga 2 Dy oo nie sert o
rien (o Frace n'est pas mnltiplicative!). II n'y a guere (Cantre chopx que

de regarder directement la matrice do 2 dans la base (I, ) i< g, On
pose Al = 'f‘jlli‘]')l‘;\,‘_?gu. On a

PlBp) = AFGA = ST B

14r.s5n
La coordonnée de p(E, i sclon E;, vant done a,, by, I eu vésulte que
Ty = E dab=TTATTA ™ = TrgTvg |«
ESRESL
Les excreives suingnts concernent des matrices a cocfficicnts enlicrs,

Le preaiee seorottache ¢ lo théorie des eusembles.

1.36. Déterminant dune matrice d’incidence

Soit L= {1, 2. 0b (A)g-, » 1 les partios non vides de 1
nndrobées dits man ordie gueleonagne ¢ 3 ¢ Mo (B) Bomadviee
détinic par b, =18t A, A £ P e b — 0 sinon.

Montror que det 3 ne dépend pas de la nimérotation choisie el
e calenlor.

> Solution.

Clhianger la mundérotation des partics non vides de T revient & counsi-
dérer une permutalion o de {1, 2 1) ot & nater (Aga)icicom o
les parties non vides de I On considive aloes [natrice B" € Mpo ((R)
definie par (1:_,, =T s AN Aoy 7 i el h:'f = 0 sipon. On a Jpne
i, = bo( e La matrice de permanation 7, = (pi;) € Mae 1 {IR) défi-
nic par pi, = Lal afd) = ot 0 sinon, véritie L'P(,)_l =P, =*P.. OUn
on Jdédnit qne

A O Z pirbripg,

1-nh a2 |

. . —1 H
ceogui wontre gue B = LB )7L Les watrices B oot B sont sen-
blablis, done ont moeme déterminant,
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On note Jdésormais B, nne des matrices précédentes of Dy, son dé-
iccninant. O le calcule en rvaisonnant par récurrence. On a claircent
D; = 1. Pour un eutier » = 2. o nnmérote les parties non vides de |
do Ta lacon suivante @ d'abord les partics ne coutenant pas t, puis les
partics contenant 7 Lt ddorpicre ctant 4o} On suppose de plus que, pour
| =

20277 1 ona Ajse - — AU {n}. On obtient

0
I'gn,—l Bn. 1
0
B, - ' )
B,,,,] J
|
o .. Oy . I

ot € Ma—i_(IB) est la matrice dont tous les cocflicients sout égaux
bl

i
En soustrayant la dernigre colonne aux 27" - | précédentes, il vient
0
Bu_l an | :
b
D, =det 1
B, (t :
- b
0 - 0 B 07

anl Bn—l _ Hn_l
= (et (B;VT;—U‘/) (]tjf- ( -

Bn.— l
_Bnkl
— et By det{ — B, 1) = —(det B, )

= "D;_].

pudsaue la taille de 13, est impaive. Compie temn de o vadeur de 1Yy
ov wbtient. pour tout n = 2, D, = -1. <

Llewercice qui suet whilise un déterminant pouwr résoudre un probléme
de dénombrement.

1.37. Dérangements pairs et hiupairs

Un derangement ost nne perintlation sans point fxe. Y a-t-l
plus de dérangenents impaits on do dérangements pairs dans 8, 7

(Ecole polytechnique)
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> Solation.

Eu notant. D, Vensenible deg derangeents dordre noet A, 1o diflé-
rence entre le nombre de dérangements pairs of le nambre de déran-
gewenls npairs, on obtient A, = 3 (o). Considérons I matrice

Dy,
A= ((1;,,-) € M, () dont tons les coctlicients sont éuaux a1 sand eonx
de 1o dingonale qui sont pulss Oncéorit det A = 37 2(a)o 1000 s
TN,
TUon] ol que a{i) = 4.
eont-d-dive si g nest pas un dérangement. SInow. ayeey oGy, = 1

On obtient Jdone
det A = Z ela) = A,
TP,

Iy

Le produit sigagiy .- tpegmy ost 1l 5711 existe 7

Reste a calender e détorminant. Clest nu cas particalier du calenl eflcetnd
dans Pexereice 16 51 on aote (e, ... ¢,) 18 base canoniqne de B7 et w
le vectonr (4. .. 15 on obiient

Ay =detlu—e, . n—ey) =det{—c1 .- 0y)

k44
+ E det(-er, . o0, —e_ 1t =0, =)

=1

e UL I LR IS Lo — 4y

It v a done plus de dérangemoents pairs st o — 1 esl pair, 4.e. 81 1 est
iyt <1

L énones gai suit prisente un caddend parliculicrement asincie .,

1.38. Déterninant de Smith (1875)

Soit A~ {ay,) = ML (R oft a,, - pgedid, 7)) Calenler det A On
ntilisera la relalion & - Zp(u’} o 2 ost Uindicarrice " Buler.

(Ecole normale supérienre)
> Solutinn.

Notons g le Jectour {ronvera une prewve do Videntité verifice par
Vindicatrice d Tnler dans Cexerciee 118 it Lowe aladbre 1 10Wee dhy
caleil de det A est vradient tres astuciense s il s'agir de décomposer A
en nu produil de matriges plos siinples, en ntilisane justemont la relation
= ot On o effectivement

i
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i

t,, — pediz, j) - Z wld) — Z sld) = Zkfg(ﬁf)b(h‘bdj.

d] peedieg) dli dly d=1

aver by = 3 s divise et by = Osinon. Laatrice B — (b)) de M, ()
est L natrice dincidence de la relation de divisibilité, Clest une atiice
triangnlaire supéricure unipotente (.o, avee des 1 sur la diagonale) ot la
relation ¢i-dessny dquivant a Videntité matricielle

A= "Biaglp(0). ..., pn)B.

TLn passant an délerminant, on obtioni done le joli resnltat swivant .

L introduction de la matrice B perinet gusst de celewler lo déterani-
nant de lo matrice dont le terme (8.7 est le nombre do diviscurs cam-
muns a1t ef J.

Daas Pénoned swivand on Studie ¢ quelle conditian un vectenr de 78
peut CEre complébe pode fornier une use du acsean 57 Le lectewy troaoora
ine autre approche de ce prabléme {qui wutilise pax les déterninants)
dans Uewereice 7200 iy tome

1.39. Premi¢re colonne d’nne matrice inversible de A, (7)

1. A quelle condition une matrice de My (Z) est-elle inversible
dans M, (77

2. A guelle condition nn vectonr de 24 est-il 1 premiore colonne
il

dmne matrice imversible de M, (Z)
(Ecole normale supéricure)

r Solution.

1. Soit M« M, (2.

o Supposons M iuversible dang A1, (Z) fe. M € GL, (%), Alors Nt
et coolicienss entiers, On a det MdesM =" - det T, — L. Or det M ot
det MY sont des entiers. Done det M est inversible dans %0 Dar contsé-
cuent. det M = +1.

o Réciproquement. supposons quie det M = ¢ = £[. Notons N la
transposte de I comatrice de AL Coest npe matrice a coeflicients entiers.
On a la celobre relaion @ MN — NM — el,, ot M(eN) == (eNJAM . 1,
Comne N & M, (7). M est inversible dans A, (Z). On conchy -
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M€ GL(Z) = detM = +1

Plus généralement, st A est un anneay commutatif cf M e M, (A,
M est une matrice tnversible de My(A) si et seulement st det M est un
inversible de A.
a)
[183)

2. Seit X = ; € Z™. Montrons qu'il existe une watrice inver-

n,
sible de M,,(Z) dont la premiére colonne est X si et seulement si le pged
des a; est égal A 1.

¢ La condition est nécessaire : soit A une matrice inversible de M, (Z)
dont la premiére colonne est X; on calcule le déterminaut de A en dé-

veloppant selon la premiére colonne @ det A = Zat 5 0L Ay est le

cofacteur de a;. Par hypothése, les A; sont entiers et det A = =1 d'apreés
la premigre question, donc les a; sont premiers entre eux d’aprés le théo-
réme de Besout.

e Montrons que la condition est suffisante en raisonnant par récur-
rence sur n. Clest évident pour n = 1 : ¢q = =1. Supposons la pro-

@i
ay

priété verifiée au rang n — 1 ot considérons X = . & Z™ tel
I

que pged(e;, as, ... an) = 1. Posons d = pged(aq, az, ..., 6n_1) et, pour

1<k<€<n—1 a, = % Draprés Ihypothése de récurrence. il existe
k P Yp

une matrice inversible B' de M, _1(Z) dont la premidre colonme est

7
a
. . En multipliant sa premiére colonne par d, on obtient unc
!
a’n—l
a4
{an
matrice B de premiere colonne , , de taille n — 1 et de détermi-
{n—1
nant =,

On a par hypothése pged(d, a,) = 1 et done pged{det B.a,) = 1. 11
existe (1.v) € 7% tel que udet B + va,, = L. Cherchons une matrice A
de taille n répondant an probleme. de la forme
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T
B : , J— \ ..
A= . ou (ry.La,...,&n_ 1) €Z est & choisir,
Ln_1
an0 ... 07 u

Développons le déterminant de A selon la derniére ligne. Pour cela,
posons ¢

a 1

pn—1 In—1

Dans ces conditions detA = wudetB 4+ (—1)""la, detD. Pour avoir
det A = 1, il suffit d’avoir detD = (—1)""lw. 8i (z1,....2,0,) =
(al,....al_;), alors la matrice D cst obtenue & partir de B’ en faisant
une permutation cirenlaire des colonnes, Alors detD = +det B/ = 1.

En prenant (ry,...,%n-1) = ev{aj....,al,_;), avec £ = £1, on peut
choisir £ pour que detD = {—1)"*"1¢ et donc det A = 1. <

1.40. Opération de GL,,(Z) sur le réseau Z™

Pour toute matrice X € M, 1(Z) = Z" on note A{X) le pged des
coefficients de X, Pour A € M, (%) montrer gu’il y a équivalence
cntre :

(1) det A = £1;
(i1) VX € 2", A{AX) = A(X).
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

o (1) = (it). Par homogénéité du pged, il suffit de montrer la rela-
tion (#¢) lorsque A(X) = 1. Dans ce cas, le theoréme de Bezout doune
lexistence de U € Z™ tel que ‘UX = 1. On sait que A est inversible
et que A™" est dans M,,(Z) car det A = +1 (voir I’exercice précédent).
Posons V = *A~'U ¢ Z™ On a alors *VAX = 1, ce qui prouve, par la
réciproque du théoréme de Bezout, que A(AX) = 1.

e (ii) = (¢). Montrons que la matrice A est inversible. En effet, si
ce n'est pas le cas on peut trouver X € Z™ non nul tel que AN = 0 e
qui contredit (¢¢). Donc det A € Z*.

Supposons par 'absurde [det A [ £ 1 et soit p premier divisaut det A,
On note A € M, (Z/pZ) la matrice obtenue & partir de A par réduction
modulo p. Comme det A =0, cette malrice n'est pas inversible. Il existe
donc Y € My 1(Z/pZ) = (Z/pZ)" non nul tel que AY = 0. On peut alors
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T I
Tg Tz

écrire Y = | . | avec les w; entiers. Si X = | | | € Z", le nombre
Tr Tn

premier p divise A{AX) mais sans diviser A{X). Contradiction. <1

Lmplication (i) == (i} montre que si on fail opérer le groupe
GL,(Z) sur Uensemble ZF de muniére naturelle, deur points X ef Y
qui sont dans lo méme orbite vérifient A(Y) = A(X}. I est naturel de
se demander st cela caractérise les orbites. C'est bien le cas. En effet,
st A(X} =1, X est dans Uorbite du vecteur (1,0,...,0} car il exisie une
matrice M de GLn(Z) dont la premiére colonne est X (cf. exercice 1.39).
Par suite, pour tout d € N, les dléments X de Z" vérifiant A(X) = d sont
dans Uorbite de {d,0,...,0) (i suffit de multiplier par d).

Lénoncé suivant utilise ausst lo réduction modulo un nombre pre-
mier.

1.41. Un probléme de poids

1. Boit A = (a;;hgijgn © Ma(R) avec g,; = 0 pour tout i et
aij € {1} pour ¢ # j. Si n est pair, montrer gue A est inversible.

2. Ondispose de 21+ 1 cailloux, = > 1. On suppose gue chague
sous ensemble de 27 caillonx peut se partager en deux paquets de n
cailloux de méme masse totale. Montrer gue tous les cailloux ont Ia
méme rasse,

(Ecole normale supérieure)

> Solution,

1. On va montrer que le déterminant de A est un entier impair.
Pour cela on passe dans Z/2Z. La classe de det A modulo 2 est égale au
déterminant de

0 1 1
1 0 1

_ & Mn(Z/27).
1 ... 1 0

En additionnant les n — 1 premiéres colonnes & la dernitre, on obtient
une n-idme colonne ne contenant que des n — 1 et par multilinéarité

0 1 ... 1

1 0 ... 1
det A= —det | R



1.42. DECOMPFOSITION LU AVEC PIVOT DE GAUSS O1

car n est pair. En retranchant cette derniére colonne a toute les autres,
on obtient

detA=—det| ol =—-(-1"t =12
0 ... ... -11
0 ... ... 0 1

2. Notons zy,...,x2, .1 les masses des cailloux. Soit 7 fixé. On peut

trouver deux sous-ensembles disjoints A;, B; de [1, 2n41]\{i} de cardinal
2n41

n tels que Z T = Z zy. Cela s’écrit aussi Z ag;x; =0 ol ay =0,

kA, kEB, i=1
a;; =1sij €A et ay; = —1sij e Bj;. On dispose donc d'une matrice
A = {04} € Man11(R) de diagonale malle et dont les antres coeflicients
valent +1 telle que AX = (1, avec X = {&,... .22, 1). Par ailleurs,
chaque ligne de A contient exactement n coeflicients égaux 4 1 et n
coeflicients égaux & —1. Le vecteur U = (1,1,...,1) est donc aussi dans
Ker A. Or, d’aprés la question 1, le mineur principal de taille 2n est non
nul. Done le rang de A est 2n et dimKer A = 1. Les vecteurs X et U
sont donc proportionuels. <

Le dernier théme de ce chapitre est la décomposition LU. On dit
gu'une matrice A admel une décomposition LU si elle peut s’écrire
comme produit dune matrice L triangulaire inférieure (lower) et dune
matrice U triangularre supérieure (upper). Dans l'exercice suivant, on
cherche & quelle condition une telle décomposition existe pour une ma-
trice inversible. La méthode exposée fournit un algorithme pour déter-
miner L et U basde sur la méthode du pivot de Gauss. La décomposition
LU est utilisde dans la résolution numérique d’un systéme lindadre. Elle
rumeéne la résolution de AX =Y d la vésolution successive de deux sys-
temes triangulaires : LA =Y et UX =7,

1.42, Décomposition LU avec pivot de Gauss

Soit A = (ﬂ-ij)lgi,jgn c M,L(R).

1. Donner la matrice qui, multipliée 4 gauche de A, va intervertir
les lignes ¢ et j. (Quel est son déterminant ?

2. Dounner la matrice qui, multipliée 4 gauche de A, va ajouter
a la d-ieme ligne la j-ieme ligne multipliée par A e R. Quel est son
déterminant 7 son inverse ?
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3. On suppose dorénavant A inversible. Montrer qu'on peut
trouver M € GL,(R) telle que MA = U ol U est triangulaire supé-
rieurc.

4. Préciser a quelles conditions on peut écrirte A = LU, ou U
{resp. L) est triangulaire supérieure (resp. inférieurc}.

s (Ecole polytechnigue)

&> Solution.
1. Soit 1 € §,j € n, i # 7. Considérons la matrice M, ; obtenue en
échangeant les lignes @ et j de la matrice I, ¢est-a-dire

R‘I’.?‘,j = Z Egie + E” + Eji-
ka4
Pour tout couple d’indice (p, ¢}, on obtient, M;;E,, = En i p # 4.,
M;;Eq = By et M E;, = E;. La maltiplication & gauche par My;
échange les lignes 4 ot j des matrices de base. Par lincarité de la multi-
plication par M;;, il en est de méme pour toute matrice de M, (R).
Comme MN;; est obtenue en échangeant deux lignes de 1,,, on a
det‘l\‘lij:fdetlnzﬁl. :
2. Soit 1 € 4,7 € n, i £ j. Posons Ti(A) = I, + AE;. Pour tout
couple d'indice {p, ¢). on obtient

Ti(A)Epy = Epg sl p# 7 et Ty(A)Ej = Ejg + ABy.

Ainsi. pour les matrices de base, la multiplication & gauche par T,;(A)
ajoute a la i-itme ligne de la matrice sa j-iéme ligne mnltipliée par A.
Par linéarité, il en est de méme pour toute matrice de A, (K).

La matrice Ty;{A) st triangulaire supéricure ou inférieure selon que
i< joui> j, avec des 1 sur la diagonale. On a donc det(T;;(A)) = 1.
La nutltiplication & gauche par T;;(—A) ajoute & la /i-iéme ligne d'une
matrice la j-ieme multipliée par —X. On a done T,;(=MTy;(A)l, =1,
et (Ti,iN) ™ = Ty {-N).

3. On applique la méthode du pivot de Gauss. La matrice A = {a;;)
étant inversible, sa premigére colonne n'est pas mulle. Si a;,; # 0. la
matrice My A = (B;;) vérific by, £ 0. En remplagaut, pour 2 <4 < n,

i1

la ligne L; de cette matrice par L; — b_L‘]" i.e. en multipliant & gauche
1l

by

b
les termes de la premiére colonne sont nuls &4 part le premier.

Si on note By la matrice obtenue e supprimant la premiére ligne et

Ja premidre colonne de A on a det{A?)) = a%_ll) det B) # 0. La matrice

B, est douc inversible et sa deuxiéme colonne posséde un terme non nul

r}.gﬂlé. avec ip » 2. En mnltipliant A"Y 4 gauche par Mz,, on obtient une

{H)

par les matrices T, ( ) on obtient une matrice A = (@, ). dont
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matrice dont le terme d'indice (2,2) est non nul. En o multipliang & gauche
la matrice obtenue par des matrices de la forme T;o(A) pour 3 € ¢ < n,
on obtient une matrice A‘? de la forme

(2)  _i2)
iy iy ... GQin
0 (1%22) . (Jéi)
0 0 ,
: ; B
0 0

L2 2 . : :
ot al2) et af2 ne sont pas nuls ct ot By est inversible,

On poursuit le procédé. On obtient une suite de rabrice AL
A AP dans laquelle la matrice A a tous wes termes d'in-
dice (i,7) avec § < p et ¢ > j qui sont nnls. La matrice A1) est donc
triangulaire supérieure. On pose A7~ = U, La matrice U a été obtenue
en multipliant & gauche A par de matrices de la forme M;; ou Ty;(\). Le
produit de ces matrices inversibles est une matrice inversible qu’on note
M. On & donc MA = U,

4. Pour toute matrice A € Mp(B) et 1 < p < n, on note A, €
Mp{R) la matrice obtente en gardant les p premiéres lignes et les p
premiéres colonnes de la matrice A.

o Supposons qu’il existe unc inatrice L triangulaire inférieure et une
matrice U triangulaire supérieure telles que A = LU. On a alors pour

tout p € [1,n]. Ay = L,U,. En effet, L est de la forme (I;(P 2 ) et U

0 ® X
ct Ap = LFUP'

La matrice A est inversible, donc les matrices L et U sont inversibles.
Comme elles sont triangulaires, cela signifie que leurs termes diagonaux
sont non nitls, Mais alors. pour ! € p € n, les matrices Uy, et Ly, qui
sont également triangulaires, ont leurs termes diagonaux nen nuls. Elles
sont donc inversibles et leur produit A, est inversible. On & donc

' 1
de la forme (Up i ) Par conséquent, A est de la forme (LPL‘” * )

Yp e [1.n], det(A,) 0.

» Montrons que cette condition est suffisante. Soit done A &€ M, (R}
telle que, pour tout p € J1,n]. det 4, # 0. Reprenous la construction
effectuée dans la question 3.

On adet A| = a7 # 0. Demblée le coefficient d'indice (1,1) est non
nul. Il n'est donc pas besoin de multiplier A par une matrice du type
My;. On obtient AM) en multipliant A par un produit de matrices de
la forme T;;(A) avec 2 € ¢ < n. La matrice A s'obtient & partir de
A en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes, Il en est de
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wetne de J\rZU Jopactir de As Oy acdone (lcr(AgU) = dot Ay =0, Connne

A;;“ _ ;,, et friangulaire supirienre, on a n.f,.',j 7 0.

0 oy i -
Dletnblée le terme dindice (2,2) de A™ west pas il La matrice
AP v sebenir a partir de A(Y en mnltiplinnt 2 ganche senloment
par des matrices de la forme The, avee 3 < 4 < . Lo raisonnoment,
pent se ponrsaivee. Si A=Y ogt constrnite, olle est dédaite de A par
des transformations elémentaires sie les lwnes. 11 onest e mcme de
Aﬁf'iu aopartiy de A, O obtient ded ,\if'?l‘) = dev A, = 4 Comne
par constinetion A,Ef'*“ osttriangulaive supdrienre, on a en particialier
n.;’;; R # 0 ¢t on pet ge servir de ce terme comme pivol.

Au lotal, 1o matiice M est le produit de matrices de 1o forme Ty, (A),
avee { > 7 (en offor, & la premiore étape, ona j = 1,4 2 2. 4 Ia seconde
72,023, 0 Toutes cos matrices sont triangnlaires inféricures, avec
des 1 sir la dingonale. T en résnlle qre lenr prodnit M oest vriangnlalire
interionre, avee des | sur la diagouade, La tiatrice ol inversihle e | =
WY ost trianmnloiie indéricnre, avee des 1 s la dingonale. Do MA = L
ondéedinit A — LIT

Conclusion, L malrice A € G, (R) peul s'éerire sous la torme 1.1,
avee L triapgnlaire inféricire ot U triangulaire snpdrioure si of senlemont
s, pour tot p e [1.n], ona det A, # 0. Quand la décomposition oxiste,
ou peut suppaser de plug que la diagonale de L oest constitiée de 1. <

Lovsgue A eost dnvevsible, lo dédeomposition A = LU quand olle crisie
esl undgue, seoop impose que Loa unc dioganale de Lo Eo effcf, si on g
dews tefles décompositions X = LU = L' on a alors LML= 1
Comme 17 'L +f trianguladre fufeiioure avee wne dingonale de | ol
U'U ! triangulaire supériewre, on o nécessairement 1/, — WU = 1,
ct done L= L/, U — 1",

Pour démontrer Uerisicnee do e décompostiion LU, dCanlres me-
thades que celle du pivol existent. On peuf par peemple roisapner par
vécurvence swr la badlle mode la werbrice, Tn propridte Ctant écidente pour
no=1. 851 clle cst verificc avrang n = 1. eqinte Ly oF Uy vespeortivenent
Eevangulaine afdrvivure ol sppevicoie, aven des 1 s e dingonale de Ly

: , A Y .
telles gue Ny, - Ta U On ferit A sous lu forne A = ,\{' Lol
X et Y sont des matrices de M, | 1{R) el a € B el on cherche L ot 1

) Iy 0O . Uy, T
sous la forme b = X, et 1 = L avee o € BTOXy ef

Y duns M, (G (BY. On obbient

LUy I

b= XL T XY ag

Onwegt Y — 1a Y "X = X\ Uy o "XV ) ta, =a, soit Y, = lJl_lY,
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Ny = (U X et e ma = XUUILTY = a - PXAT! YL Cenne
det A = g det Uy det Ly, on a gy ¥ 0. Les watrices ainsi constewites
vonviennent done.

Notons pour finir guon pesd deniontree gue pour Lowlc wgtrice A
fwversible, on peat oweer poe maicice de pernatation Poldlle que PA
admelle wne décomposiiton LU, Le dectenr intéressé powrra faive le len
avee Lo décompasition de Brohal gui o €8 prdsentée dans Derercice 7.18

e tome wlyelive [

Llexercice suivant veqronpe dout cnonees s la décomposilion LU des

wmebrices bridiagonales.

1.43. Décomposition LU d’'une matrice tridiagonale

Soit (i, ... H.-,) o R (b]‘u.,h,,,,ﬁ < Rn_l‘ ((f[ ..... r‘,,,{) &

R et A —(a,, V., w0 définic par
Vielln]. o, = Fie[ln A a0 = b Vie[2oo] v 1= o

ct a; = O sinon. Ponv & ¢ [1,n], on pose 8 = detlas; i, e

1. Etublir aue relation de récurecince s los &,

2. On snppose que tous les &g sonl non nls. Etablir Vexistenee
d’une décomposition de A sons la lorme T :

rsl ]Jl U e U

100 AT 5
Hhoo1oou oo 0 ; by ... 0
A=
' ’ b, 1
K U MUY A PN da”

3. Diéteriner es déterminants 8 of In ditvomposition LU qiand

olle existe. dans 1o cas ol

Vie o] — 200 Vie[lon —1], b — ¢, = 1.

{Ecole polytechnique)

(> Solution.
1. Por k< [1,n], on note Mg & Mg{R} la matrice constivuce des &
premicres lignes of celonnes de A et o, = del Ay, On a
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a b0 .

¢ s
Av=tao o 0
: ie_1 Moo
U 0 Ch— (i
On obtiont &, — a,, d2 == a2y — fijep ot ponr £ 22 30 an obtient o

dévelappant selon la dernicre ligne

iy by 0 . (]

('] (]

S m b — o idet g L b o
. . 2 ¢
0 0 )0 ();\ 1

cLoen développant par rappo . a la dernitve colmue

EL: =ty = By oAy z]

2. Soit ({;.... L, VR Oupose L— {{,,) et 1] = (u,,). avee

{im =1 8i EEH]_,rﬂH, l?’,i—l =1 si iGﬂQ,Hﬂ;
4, .
oy = s J1ond, a1 =b s 2 Pl — 1)
v -1
ol = u,, = Osinon, en posant &y — 1. On cherche aomontrer Uevistenee
die (4o L ) el que A = LU Ou note gue la matvice U est hien

définie car s & ne sant pas nals. 1 Gt poue ot (2. < JLoe],

h
oy, = Z!“”‘R‘f =y, B,
f,:,:I

- . . X I 3 N “
car Ly —0si k£ det ko=a- 0 Cola dquivaail d o) = 0y = O—L ot
i
e 5,
Vi€ 2, n]. W =y = 5 bi_ah,
71
Fie e =2l b =0 =g =Ty
NP 3 5, -1
vi G2, ], Gl = @it S hoato g T 5=
&

var pour 4 4 17— Lo+ 1 Tes deux mumbres de Pegalitd sont wals,

R ] s : . o
Légalité o) = oot verifice. On dolt avair, podr 2 <7 <, n.
1)
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ce aqni défmie (/.. .. Lol e peste plis gu'a vérifler que, pour towl
r e [2.u],
A'l 6 11.7|bl_]6‘ D
u, = — +1, ]1);.',,1:—"— —,L_"_i’d
di 05 1 B
e est-a-dire
6.‘: = (I'[(S;,I — bi—"‘(:[-*|db—'gﬂ

e gii résulte de la premitre question. On remargne (e eotte décompe-
sition est unique.

I vésulte de Uezercice 1,42 que la non-nnllite de fons fes 8y ost aresst
wne condition nécessaire pour Peiistence d wne tolle déeonposition.

3. Onoa, tajonrs avec dg = |, pour 2 < k < 0.

B = 21 — Op_a.

La smite (8p)gwo ost récarrente lindaire J'ordre 2. Intéressons-nons anx
racines de 2 — 2br + 1 = 0 dont le diseriminant est, A = 452 _ 4.

o Dremier cas : [b] > 1.
Prans cos conditions, 2\ > 0. Los racines de 2 20r £ 1 = 0 sont réelles
ot distinctes b-1- V0% - 7 ot & — B2 — 1. 1l existe dope A ot 13 réels tels
e por lont ke T,

= Ab+ VB —T)* B — V7 1)

En corivant cette dgalité ponr & — O ou k& = 1, on obtiont, 1t systéme

A4B =1
A(h+VI2 T 4Bl — VI —1) =26

CR ,r _ _1
(il donne A = b \/25 ‘7] ot B=-" Vi —

B 27T

- ol permet d'éerire

pour & = 1)

&— [(b:/ﬂz ThpE h\/bﬁ)’“lr_

SR

La condition d; = 0 équivant & (b + 07— DT = (b — /b2 — 1)1,
Daus ces conditions,

b vl —1=+(h- V12 j) ot en élevant au carré byv/b2 1 =0,
ce qui est impossible prisque 15 = 1

Par conséquent, si (b = F, an g, pour tout b < [1.n], §, # 0. La
toatrice A pent &'éerire sons la torme LU



68 CHAPITRE 1. FORMES MULTILINBAIRES ET DETERMINANTY

Sibh > 1,1l existe t > 0 tel que b = cht. Dans ces conditions, on
obtient b+ B — 1 =ef, b - /b? — 1 = &1 et pour tout k = 0,

sh(k + 1)t
§jp = ————— 1
shit
Si b < —1, il existe t > 0 tel que b = —cht. Dans ces conditions, on
obtient, ponr tout & = 0.
shik 4+ 1)t
b= (-1 D

sht i

o Deuxiéme cas : b= +1.
Dans ces conditions, A = 0 et b est la seule racine de r# — 2br +1 = 0,
I existe alors A et B réels tels que pour tout n = 0, 8 = b*(Ak + B).
OnaDg=1=DBetD;=20=bA+1),cequidonne A=B=1et

=t nsib=1 et &=(-Dras1sib=-1]

L& encore, aucun 8y, n’est nul et A posséde une décomposition LU.
o Troisitme cas : b} < 1.
Dans ces conditions, A < 0. Les racines de r*~2br + 1 = 0 sont. complexes

conjuguées :
b+ivI—6 et b—iv1—p2

Posons § = arccosb € J0,7[. On a alots V1 — &% = sin @ et les racines
sont ¢ et e~ T existe A et B dans € tels que pour tout k > 0 on ait

6:’9 ___ACLF-',U +Bekik6‘
E'i.ﬁ

Ona A+B =1¢et Ae”® 1 Be™® = Jcosd. U vient A = —— _ ¢
) 2{sing

70

= = k18 ikt 18 s 5 >
B Sisind et Oy STad [e e ] ott plus simplement
sin{k + 1)8
Ay =
gin #

& = 0 éguivant & (k+1)f € wZ. Comme & € )0, 7|, & = 0si, et seulement

8i, @ =

T p avec 1 €1 < k. On conctut que la décomposition LU de la

Ie

k+1

matrice A existe si et sculement si b n'est pas de la forme b = cos
avec 1 €Ig€k<€n <«



Chapitre 2

Réduction

On dost & Camille Jordan (1838-1922) de nomnbreuzr résultats sur
la réduction des endomorphismes, quiil découvre notamment d travers
Vétude des groupes. Dépassant la notion des groupes de permutotions
pour en atteindre une plus abstradte, il g’intéresse d la clossification des
groupes finis @ travers leurs représentations linéaires, aqutrement dit les
morphismes d’un groupe fini G dons le groupe linéoire GL{E) d’un espace
vectoriel E. Il va méme jusqu’a donner la description des classes de
similitude & Vaide des formes dites de Jordan.

Le probléme fondamental de la réduction est bien celui de caractériser
les classes de similitude de Unlgébre L{E) 0t E est un K-espace vectoriel
de dirmension finie ou, ce qui revient au méme, les closses de similitude
de Valgebre My (K). La recherche d’une matrice la plus simple possible
pour représenter un endomorphisme donné vise de multiples buts : cal-
culer les puissances successives de cet endomorphisme, son commutant,
résoudre des systémes différentiels linéaires... Une idée naturelle pour
essayer de aréduirey Uétude d'un endomorphisme u donné ¢ des choses
plus simples consiste @ essayer de décomposer 'espuce vectoriel E en
une somme directe de sous-espaces non triviguz stables par w. Cela n'est
évidemnment pas toujours possible (le lecteur se reportera aux exercices
2.50, 2.51 et 2.54 concernent la simplicité et la semi-simplicité). Les
sous-espaces stables les plus stmples sont ceur sur lesquels u cofnecide
avec une homothétie. On est ainsi naturellement amené @ lo notion de
valeur propre. Si A est un scalaire, on s’intéresse donc ai sous-espace
Es = Ker(u — Adg) appeld sous-espace propre pour lo valeur propre A
lorsqu’il n’est pas nul. Le théoréme de décomposition des noyawe nous
assure que les différents sous-espaces propres d'un endomorphisme sont
en somme directe. Le cas ol la somme remplit tout Uespace E méne a
I notion d’endomorphisme diagonalisable : un tel endomorphisme peut
étre représenté par wne matrice diagonale (il suffit de prendre wne bese
Jformée de vecteurs propres). Pour les endomorphismes dingonalisables il
est ulors trés facile de répondre 4 lu question initiale de squotr quand ils
sont semblables - il fout et suffit qu’ils aient les mémes valeurs propres
et que les espaces propres associés atent la méme dimension. Il est aussi
facile, en se ramenant ¢ une matrice diagonale, de calculer les puis-
sances d'un tel endomorphisme, son exponentielle (3i on travaille sur un
sous-corps de CJ, son commutant... Cependant il ne s’eqit ld que d’une
réponse partielle 4 notre probléme. Un pas supplémentaire vers sa re-

solution, lorsque le corps de base est algébriquement clos (par eremple
6
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swr C), consiste o fablir le théoréme de décompasition de Dunford :
toul endomorphisme w d un C-espace vectoriel de dimension finie s éerit
de maniére unique sous la forme w = d +n ot d est dingonelisable. n
est nilpotent et commute avee d. Ce résultaf, qui west pas dans les pro-
grammes actuels des clusses préparatoires, Juit objet de Pexercice 240,
Cette décompasition aménc Dattention sur les classes de similitude des
endomorphismes nilpolents. Avec un peu de travail 41 esi alors possible
d’vhtenir le théoreme de Jordun qui régle complétement la question de la
déterniination des clusses e similitude sur wn corps algébriguement clos.
Dans lv eadre général, Uontil fondamental pour résoudre cotte question
est la notion d’endomorphisme eyclique @ voir les exercices £.52, 2,59
dinsi guc le corvmentaire qui sult le second ezercice. Aprés Uétude de ces
deur crevcices, lo lecteny powrra sans mal se lancer dans la lecture d'un
bon ouvrage dalgébre néadre, pour avoir enfin lu solution compléte au
problémne posé en introdurtion!

Viried maintenant la lisle des themes suceessifs selon lesquels nous
avons regronpd les evercices. Le plan suil la progression logique gue nous
wenons dévoguer plus haut.

o Nos premicrs coercives concernent les wvilewrs propres. Un scalaire
A sst walewr propre d'un endomorphizme w s et seulernent st w — Aldp
w'est pas injectif done, comme on est en dimension finie. non bijectif,
soit encore de déterminant nul, Autrement dit, les valeurs propres de o
sont cractement les racines di polyndme eavaetériskique yo de n, Celn
permel de défindgr la mulliplictté dune valewr propre comme son ordre de
mlliplicité en fant gue racine do .. 1L est facile de montrer gue cotte
maeiipliciteé majore la dinension de Uespace propre associé é A, Les dnon-
cis des ceerciecs concernent des déterminations de spectre. des questions
de multiplicite, on de localisation des valenrs propres. Il y a nnlamenent
plusteurs exevcices sur los maobrices d cocfficients réels positifs.

o Le theme swivant seva consacid awr polypndmes d endomorphisres
(ou de mabrices). On sail gue le critcre de diagonalisation le plus puis-
sant esl DUewistence d’un polimdme annnletowr qui soit seinde a mcines
simples. Les exercices porteront sur la notion de polyndme minimal, le
théoréine de décomposition des noyane...

o Viendront cnsuile les exervices concernanl lo diagonalisation, lo
trigonalisation, puis lo réduction de Dunford avee quelques applications.
Comrne nous Pavons défa dil, In décomposition d+n vamene e probléme
de la réduction pour un corps algébriguement clos & la réduction des
endomorphismes nmilpolents. Plusieurs exereices sont alors consacris @
ces derniers.

o Nous regrouperons ensuite les excreices concernant les spus-cspiees
stables, la notion dendomorphismes cycliques.

o Viendront ensuite diverses applications : recherche de commutant,
dquations & base de crochel de Lie, dynation de Sylvester AX — XB = C.
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s Nous terminerons cn envisageant les affets d'un changement du
corps de base,

Par vonvention, sauf wention contraire, W désigne un corpy commu-
tatf qnelcongue, Selon Unsage, on identific sowvent les éléments de K
apee les matrices unicolonnes ¢f les matrices aoce application lineane
ranoniquement associée.

Dans les trois premiers exervices, on rocherche tes cléments propres
dun endomorphisme d'un espace vectoriel do dimeasion infinde.

2.1. Eléments propres d'un opérateur intégral

Soit E = C([0, 1], B). Pour f € E, o note T(f) - [0,1] — R
1
Fapplication définie par T(f3(r) = / minla, 1) f(#)dr.
40

1. Mantrer que T € L(E).
2. Détenniner les valemrs prapres et les vectenrs propres de T.
{Ecole polytechuique)

> Solution.
L. Soit f € E. Pour tout x € [0,1], on a

.1 & -1
/ min(r, 1) f(1)dt = / tfdt + = / Fltyde
40 40 Jr

Comme f est continue, x —— [l min(a, t) f(i)di est de classe C' et en
parlicidier, elle ost continue : Papplication T est done bien définie de E
dans F. La liuéarité de T ext une conséquence de la linéarité de Uintégrale,

2. Soit A 1ne valenr propre de T et f un vectenr propre agsocié. S1
A = 0, comme T(f) est de classe C1, on a T(f) = 0 done, pour tout
x £ [0.1], [1 fifidt = 0. En dérivant cola une uonvelle fois on en dédnit
que foest llT]]]t\ Aingi 0 w'est pas valour popre de T,

Supposons A # (. La relation T{f) = Af montre alors que [ osh
udecssairement de classe €L En la dérivant on obtient. :

1 [
Ve e [0.1], Af'{a) =zf(x) + / Fiydl — e fa) = / Jiede
La fonction f' st elle-inémo de classe C1 oot en dérivand. mre denxitme

fois, on obtient Af"(1) = —f(r} ponr tont w. Ainsi [ ©af = 0 avec

a = ; 1l existe doue (A, B) € RB? rel que
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Ve (0.1], Flx) = Adin(Jax) + Bt'us(v@ bl a =,

Ash(v/—ar) + Bew{yv=—az) sia < (.

Comue f(0) =0, B est nul. Comme Aff{) =0 ¢t A £ ona
cosVa=0sia>0el chy—a=0sia<

La deuxienie condition ost iupossible. On a done A > O et i existe k€ N

2
T . .
tel que a = (5 + L:rf) . Finalcwent, on obtiont

A= —'—1—2 ol o Asin ((j + L'?r) J) X
T K 2

Réciproquement, f @ & ~— sin ((g 4 k‘r) :r) ct A =

vérifient,

A= —f0 fiy =0 ot (=0

1 . . . _ .
Par intégration entre & ot 1, o a f F=A1z). Lafoneiion T{f) - Af
-1
a «onc une dérivée midle sur [0, 1]. Elle est done constante et finaleruent
nulle puisqu'en zéro. elle vaut 0.

. . . 1
Conclusion, Les valeurs propres de T sont les réels Ay = —

2
w
- + A
(5+ )

avee ko N ot chaque valewr propre Ax covrespond A un sous-espace
. . . . . T ‘
propre do diension 1 engeneteé par fi @ @ — sin ((; + kf‘iT) ,z) -

2.2. Endomorphisme d'un espace de suites (1)

Soit B = {u € T wborée} ot ¥V B — Bauiatasmite i) sz

. . gt t U1 . . .
assocle la suite (4T q—"# ) . Déteruiiner les valeurs propres
et

ol les vectears propres de T
{Ecolc normale supérienre)

> Solution.

Sait A une valeur propre de T et woan vectour propre associé, On a
done la retation de récurrence lindaire suivante :

(&) Y € Z: Mo+t — 2)\'”” + Uy = 0.

ol . il kg .

Sion node & le sous-espace des suites de TF vérifiant cette relation,

il ost clair que Uapplication qui & ¢ = (v, ey © 8 associc e conple
-1 . - . - . (7Y -

{(vg, ) € C= est un isomorphisme. Elle est hieu lincaire. Si v est «lans son



2.2 ENDOMORPHISME T'UN ESPACE 1R SUITES (1) ™

novall, o = ¢ = 0 et an totdce par TEChrietics sig fogque iy, =1, = 0
pour tous n. Enfin si on se donne {a,b) € €=, an peut consiruire par
recurrence sur # € W a Paide de (#) les termes vy, e w_,, de telle maniére
que v = (vn)pez vérific (), va =a et vy = b

Ou cherche done Pinterseetion du plan 8 et de Vespace B et pour cela
on va expliciter wie base de & Considérons a et .1 les racnes eomplexes
(listinetes ow couforduesy de X2 - 2AX 4+ 1. Cew racines sont now walles
of les suites (), ez et (37) 7 soul dans S, 5ia 3 7, ces suites torment
e famille libre ot done une base de 8. Sia = 4, onaa® = Lot a = £1
51 bien que A = oo = 1. Dang ce dernier cas. comme pour les suites
indexées par M. on peut constater que (na™), -y est dans § ol forme
ovee (™) ,e0 une famille libre of done une base de &,

Considérots & nouveau le vecteur propre 4 ol supposons dans un
premier tenips gne o et 9 nlaiont pas le méne mocdile, par exemple que
3] < || Comme @] = 1, on a |8 < | < |of. Daprés ce qui précede,
il existe (A.B) € €2 tel que pour tont 7 € Z,

u, = Ao’ + 14"

En factorisaut par o, on obtient i, = lo]”

AN
A+ B (H) \ ce qui est
éauivalent en 4oc & {A|]a]" 87 A £ 0. Comme 2 est bornde, ce cas osl &
rejeter et A = 0. Mais la snite v, = B3" n'est bornée aun voisinage de
—~xque st B =0 et on adone v = 0. Les sealaires A condnisant A des
racines o, 5 de modnles distinets ne <ont donc pos des valenrs propros

e T

, Z - L .
Supposons doue que Jeo| = 3] = | Eerivonga = ¢ ot 3 =~ = 7%,
Y
v 4 3
On a alors A = —5 - = cos f.

e SidZ£D fmod ). alovs n 7 3 et il existe A, B € C tels que pour
tout v € £,
H, —= Ac™ LB,

Cette suite csi offectiverment un dléiment non nu! de B quand (A, B) £ 0
et elle vérifie (=) pour A = cosf : ¢’est un vecteur propre ponr cosf.

e 518 & 77, alors A = £1 ¢t il existe A.B £ € tals que ponr tont
n & By vn = (N4 Br)A Come ¢ est bornie, nécessairement 13 — (),
Blloctivetent. «, = A délindt pour A £ 0 no veotonwr propre dans B
pour A = L. et 1y, = A(— 1) définit por A # 0 un vectenr propre dans
Bpour A = —1.

Conclusion. 1e spectre de T est e segment [—1,11 St A — 11, le
seas-espace propre est de dimension 1 et 1l est engendrd pac (A7) 20 Si
A < |=1.1], le sous-vspace propre ost de dimension 2 et il est cngendrd
par (r‘”"':")n_;;‘ o Lo e it ) = arceos A <)
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2.3. Endomorphisme d’un espace de suites (2)

Soit B = {u ey \mrnéu} et B — Bauialasmte (a,)
ASSOCIC (Uya | + 1y | 2),27. Deteriner los valenrs propres et les vee-
tenrs propres de T.

ned

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Siw = (g ),z est dans Ker T, alors ponr tonr w G 5, tpgz = —iray
ot finalement., v, = uo(—1)" pour tout n € 7. Ainsi, 0 et valour propro
de T ot Ker T est la droite engendrée par la sinite {(=1)" 1,z

Prenons A une valeur propre nenr malle de T et o o vectonr propre
associe. La suite v vérifie la relation de réomrrence double

(v} ¥n €2, ity u,ar — Aty =0,

Connne A # U, on procodant comane dans Texercice précédent, on montre
que le sous-espace S des suites (1, ) ez de ©F vérifiaut I relation (+) est
de dimengion 2. Soient o ot 8 los racines (distineies on confondues) du
trindme X2 4+ X - AL

- . 1
Supposons que o = 7. Alors Ta somme vaut 20 = - Ldone o = - 5
. 1 . . . ‘ .
ot A= —ofi = - 1 Dans ces conditions, il existe A, B « T tels que pour

tout 1 e Z,

13"
1, — (A + D) <7;) .

Tor considéranst To imite en oo de [u,, ], le Iail que w soilt bornde impose
A =B — 0. Mais alars w est tulle of ne pentl. 8tre un vecteur propre.
Ainsi, — IT nest pas valeur propre de T.

Ce cas étant exchy on a o £ F et il oxiste (A B2 & C iel que
= Ac + BS” pour tout 1 & 7.

e Supposons A # 0 et B # 0. Supposons |J] < |af. On a en +o0,
[t} = |A]|e]”. Nécessairement. w étant bornée, on o || < 1 En - oo,
["équivalent est {u,,| ~ |B||Z]" et nécessaivernent 3] 32 1 ce qui est contra-
dictoire wvee Uhypothése 5] < |al. On o done | = |9] et cowmne
o+ 3 = =1, Vaxe des abseisses est la médiatrice da segment [a), ]
(puisqiie cotte médiatrice contient. Porigine et le milien des desx points

qgui est —E). On on déduit gque o et 3 sont conjugnés et ont ame par-
tic réelle égale & — 5- Quitte & les reyounner, on pellt supposer que

. T -
posséde un argument 8 dans ] 5 JT{. Dans ccs conditions,

y, = 0" (A Br‘g’e").
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Classicquement, 2% ne converge pas {en 400 o en —oc) car 26 ¢ 20Z.
Comme A ot B3 sont toujours supposés différeuts de 0, (A + 1Be?97)
e converge pas vers O, I exdste > ol une infinitd de o dans N of,
dans Z_ tels que Bt = el Alnsic st o] # Loane sons-aite
de Ji,| = ol A 4+ B4 tend vers 400 (e j oo ou —x ). Clomme
woest bornde, on a doue nécessaireinent Jo| = |3] = | et finaloment
{8y =0 Plet A= —1.

Réciproguement, (onle suite (Aj7 | B52"),cx avee (A B) ¢ C7 s
clément de Ker{'T'4 1)« — 1 est valenr propre de T et dim Ker("C4-1d) = 2

o 5i B = (h alors commne u # (1, on a A # {} eb on obticnt |o| =
on COI’]Sid("I’hII‘[ los 1imih~s cn 4o of. —oc. Afngi, il existe ¢ ¢ R Lel que
Nl 4 e 0PN = a4 e

I{écipn)qmzruunl,. si /\ SeCril A = 2T e aven e £ R Y b =1 e 7Y
sont les vacines de X2 +X - AL La suite p = (6”‘\5),,@'.« ¢stovecteur propre
ponr la valeur pr ()1)1(‘ AL Llespace propre associé (‘sl de dimension 1 sauf si

les racines soun J, 5%, ce qui correspornd Ay Zo{wod 2ot A - —1.

Voici 1n représentation dans fe plan mmph Xe du spectre de T

Remargnons gue Pon rotrouve la valewr propre A = (1 on prenant
2 =a (mod 2mY ot que 1 cst 1e point double de la courbe,

Conclusion. Lc speetre de T ost Pensemble des notubres conplexes
s'écrivant ¢ L e? avee ¢ € R, co qui correspond i la conrbe dontiée en
2lg) = cos{y) + cos(2e)
y(p) = sin(yp) + sin(2)
propre associc ost 1o dlrofte engendrée par (e, 0y sanf dans le cas
A =1y = (mod 27)) ot le sons-cspace propre osl an placengendrd
par {1 }.ex et (jz”'}ne-a,. <

coordonmnées cartésicnnes par . L sous-cspace

En dimension finie o dimension f’un espace propre poar utie oo-
lewy propre X st toujours congprise endre 1 ot Covidre de pltiplicite de
cotte valeur propre daps lo polynome coractéristique, toutes {es valeurs
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mitermédivives diunt possibles, Dans Uexercice ci-aprés on connait la di-
menston de 'espace propre et on cherche 'ordre de wultiplicité de lo

valewr propre.

2.4. Valeur propre simple

Soit K nn corps commutatif, 3 ¢ I, A £ My (K). X et Y duns
M, (I tels que

AX = AX. YA =AY, 'YX £0, rg{lA— M) =n 1.

Montrer que A est valeur propre simple de A,
{Ecole polytechnique)

e Selution.

Les vectenrs X et Y sont différents de 0 puisgne 'YX # 0. Le scalaire
A est valeur propre de A (et ansst de TA) ot par hypothése Pespace propre
associé 4 A ponr A cst une droite (car rg{A — AL,) = n — 1). Cette droite
est done dirigée par X, Conimie on soubaite caleuler Vordre de multiplicite
de A en tant gie racine du polyndine caractéristigne de A, on va esgaver
de calenlor ce polynome, en choisissant une matrice semblable & A qui
soit plus simple. 11 fant evidenunent utiliser les informations que Fon a
sur la transposée de A,

Le vecteur Y est un vectenr propre de YA pour la valenr propre A,
Il définit unc forme linéaire non mulle sir K7 (par Z — *YZ) dout Io
noyail est un hyperplan H. L'hypothése “YX £ 0 signifie que X r'est
pas dang et hyperplan Ho On remarque que, ponr tont Z € 1L, on a
'YAZ = MYZ = @t ot A% € H. Ainsi Fhyperplan H cst stable par A,
Considérons nne base de K* constituée de X et d'nne base de H. Dang
cette base, Vendomorphisite cannniguement associe & A a une matrice
do fa forme

A0 - 0
0
M= ;
: N
0
ot N e M, (K). On a donc
X—-X 0 . 0
0 i
XA = xum = det : ) = (X = Mxn-
X XL,,_[ — N
0

La matrice Al, — M est semblable & AL, — A, donc elle est égalerment de
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vatg 7 — 1, Comme AL, — M= | | ML =~ Nost
. ’\[u—L — N
0
de rang m — 1. Ainsi, A p'est pas valeur propre de N el A est bien unc
valeur propre simple de AL <
1 est important de retenir que st w esd un endomorphisme d wn espace
E ef [ une forme lincarre won nulle sur B, Phyperplan Ker § st stable
par w8t ef sealemaent 87 f st un veetour propre de fu,

Lo¢noncé suivant concerne encorce des questions de multiplicité de
valewr propre.

2.5. Existence d’une valenr propre double

Saoient A, B et (" trois matrices de AMu(IK). Montror qu'il existe
un triplot (o, 3.9) € IC\{0} tel que A + 38 + yC ail une voleur
propre double.

(Ecole normale supérieure)

r> Solution.

Bicn cntendu si la famille (A, B, (1) st lige le résuliac est clair, car
On pent trouver une combinaison Iinéaire nille des irois matrices avec
dos roefficients {n, 3, 4) nop tons nuls.

Supposens done que la familie (A.B.C) est libre. On cannait des
matrices stmples qui ont upe valeur propre double © toutes les matrices
’\ '{L
0 A
trices forme clairement un sous-espace vectoricl de Mz(]\') ce dimen-
sion 2. Cle sous-espace ne peut done pas élre en sommoe directe avec
Vespace Vect{A.B, ("} qui est de dimension 3 puisque dine My(K) = 4.
v a donc nue matrice non yoalle de 1a torine A + 3B + 4" qui addiet
une valeur propre double. <3

trisntgulaires superiewnes de Ja forme ) . Or. Peusemble de cos ma-

2.6. Détermination de spectre

On définit une suite de matrices par Ay = ( i _.lj
‘A'H, A‘fl

AH _An

) et la relation

de recurrence A, = (

de A,,.

). Déterminer Jes valenes propres

(Ecole polytechnique)
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> Solution.
On commence naturellement par yegarder le cas n— b Le polyniome
caractéristique de A, est

X -1 -1 2
X)= ! =X -2
x1{X) ‘ 1 X +1 ‘
On a doue Sp Ay = {+v/2},
Essayans maintenant de trouver nue pelation entre le polyndnie ca-
ractéristiqne de A, et celul de Anyy . Notons que la matrice A, est de
taille 27, On a

| XIpe — A A,
XTL-H()\) - 27{,\., " Xlgn + Ay,

Los ¢uatre matrices qui interviennent commutent denx a deux. On a
done (cf. exercice 1.31)

X1 (X) = det(XTan — 2A2) = det(XIan — v2A,,) det(Xlow + v2A,).

« it X —X
On obtient done ¢n factorisant /2, y i X) = 22 X ( ﬁ ) Xn (—F) )
\ \ 2
Les racines de y,, 11 8'obticunent en mmltipliant celles de v, par ++/2.
Conchision. On a powr tont 1. SpA,, = {21, <

Powr uwne matrice donnde de taille importante {e calenl des valeurs
propries w'est pas chose focile. D’upne part, le caleul du polyridme caracté-
ristique n'est pas simple {(rappelons que <’est un déterminant) el dautre
part, on sait bien que o vecherche des racines d'un polyndme est wn pro-
btemne difficile. Ces questions ayunl wne grande fmportance profigue, on
a Et8 amené a chercher des algorithmes cfficaces. On se prévccupe el da
calcul de va ot A est ane malrice de M, (C). Les coefficients de ya sout
donnés par les fonctions symélrigucs dlémentuives oy, . ay des valenrs
mopres A, ..o, Ay (prises qece waltiplicité). Une prowiére idée est de
calraler ces fonctions symétrigues élémeniaires & Datde des formules de

¥
Newton qui velient les oy aux sommes de Newfon S = i MU Fn effet,
i1
ces sommes de Newton sonl plug fociles & trouver puisque Sp = Tr AF
pour tout k (trigonaliser A pour le voir). Cela constitue lo méthode de Le-
verrier. Llexercice suivant présente Ualgorithme de Faddeev gui consiste
& rermplacer la suite A® pay une auire suite de matyices avec le néme ob-
Jeetif o obtenir les coefficients sucoessifs du polyndme caractéristique, On
y whilisera les formules de Newton gue le lecteur trouvera dans Vevereice
526 du premder tome dalgdime.
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2.7. Algorithme de Faddeev

Soit A € M, (C). On définit nue snite (Ag)yso de matrices en
posant Ap = A ot pour k = 1

’ 1
Ak =A (AL"I - ; TI(A," 1)1,1) .

Montrer gue A, est nulle.

{Ecole polytechnique)

& Solution.
On commence par catculer los preiers termes de Ly suite (Ag )iy ¢

. 1
Ag=A; A =A% _Tr(ApA: Ay =A% - Tr{ApA® — E'Tr(Al}A.
Par une récurrence immédiate, ou montre alors gque pour tout & € [0 n].
. — 1, .
Ay = AT T(Ap AR — 3 (A A = Tr(AA

Pour catenler A, it fant calenler Tr{Ay) pour tout & € 0,7 —1). On
note A, ..., A, les valenrs propres de A comptées avec mulhp]u it¢. Les

valeurs propres de A% sont AY L A ot ona Tr(AY) = \ AL On obtient
1:].
successivement Tr(Ag) = Tr(A). puis

ki3 2
Tr(A,) = Tr(A%) - (Tr(A S‘/\2 (ZAi) =2 > A
i=1 [EE T

Bu watant &1, .. ..o, les lonctions symétrigqnes élémentaires des valeurs
propres, on a done Tr{Ag) = 7 ot Tr(A;)} = —2aa.

Montrons par réeurrence sur b que Tr{Ay) = (=1)*{(k+ Doy Clest
vrai powr & = 1 et k = 2 comme on vient de le voir. 5i la p10pusition est

viérifide jusgn’an rang k — 1, on obtient, en poganl S, l /\
i=lI
L1 .
Tr(Ag) = Te{AFT"y — Tr(Ay) Tr(A%) — 5 Tr{A ) Tr(A* 1y —
1 .
e ETr(AA-_JTF(A)
=Sii1 — 718k + 028k | —a3Se—u + o+ (1) oS,
Les Iormules de Newton {ef excrewe 5.26 dn tome 1 d'algdhre) donuent

Spar — 5 Se o (=D oS 1 (DT R+ Dog g = 0
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et on a done Tridg) = (=11 (k + Dogy = (—0)*(k + Doy La
proposition est vérifiée au rang & + 1 et donc pour toat &£ On obtient en
particulicr

!\n - AA)H-I - (rlf\‘n +02An h 4 (THA'

Comme Ao A, sont les racines du polynéme caractéristigne, on a
TE
Xa = Xn 1 Z(_l)k'gkxnfk
k=0

et donc A, = Axa({A). D’apres le théordme de Cayley-Hamilton, on en
déduit y4(A) =0 done A, = 0. <
Ley coefficients du polynéme caractéristique sont done, au signe prés,
1
les
k

g Te{Ap) (pour 0 < & < n — 1). La suite {Ay) définie dans

Uénoncé fournit ainsi un algorithme do caleul du polyméme caractéris-
tique appelé olgorithme de Fodeen, bien plus ropide que celud qui consiste
& caleuler det{ X1, —A).

Notons 4 cette occasion que <’est le mathémaoticien allemand Fro-
bendus (1849-18947) qut donng en 1878 In promicre démonstralion du
théaréme de Cayley-Hamilton (voir Uepercice 4. 10 pour whe preuve ana-
Iuytique de ce théoréme ).

Lo calend des valenrs propres étant difficile, on peut étre amend é
stmpleinen( essayer de les localiser. Voier un résulfat assez classique de
ce type, basd sur le lemme d’Hadamaord.

2.8. Lemme d'Hadamard, disques de Gershgirin

Soit A = (mi; 1< jzn © M (C). Ov pose B, = Z lis| pour
[

17
tout 4 € [1.n].
L. Ou sappose que pour toul 7 € [1, 0], |7, > R, Moutrer que
la watrice A est inversible.

T4
2. Montrer que SpA o U{z € C.lz —ay| < R}
11—
3. On suppuwe a nouvean gue pour tout i < [Lon]. eyl = R

Montrer gue
T

[det A] = [ Glass] - ki)

=1
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4. Ou suppose qne A € M {R) ¢f que pour tout ¢ € [Lon].
"
g, > R, Montrer que det A 2 [ {Jas| — Ra) -

1=\

{Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Raisormons par Pabsiurde el supposons A non inversible. 1] existe

alors un vecteuy colommoe non mul X = Ha, ..., 2,) tel que AN = 0. Pour
n

tont 1 < i< n, ona Y aga; =0 pois, en isolant o terme (Cindice i,
a=1

| = Zaiji‘j SZI“UHM Hl nax Im\

i i
Pronons g € [Ln] tel que |#;,] = max |ag]. Onoa ju,,) = 0 car X # 0
1 ksin

On obticnt |, |40 = Ry,
hypotlicss, On conelnt que A € GL,(C).

(e résultatr constitue le lenpne d'Hodarnord.

2. Soit A € SpfA). Comme A — Al, n'est pas inversible, il oxisto
ip € [1.n] tel gque |y, — A < Ry e A e {2 € Cole-- a0 = Ril
Finalement.

|50} = Wiy Cela conlredit

U{7 € C, |z —ay| <Rl
i
Les disques de cendre oy el de rayon R, dont la réunion contient le
spectre de A sont appelés disgues de Gershgdrin.
3. Notons A’ Ia matrice obtenine a partiv de A en ruadtipliane, pour

tout 1 € 4 < n la 2-iéme Hgne par (le dénominatonr cst hicn

|oss| — R
non nnlj. On obtieut

Th
det A = det A" (Jass| — 1)
izl
1 u'y a plus qu'a pronver que det A" 2 1. Posons A" = (a;
aponr tout 1 €4 < n,

' ' I(It’ *Ri {”’!‘.A{ o Rr
a;;| — |ri,£-, = =
i ; S| | = Ra] o]

Pour tonte valear propre M de A7, il existe 1T < i < n tel gque

A —af] <D layl

JF
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ot done, par U'inégalité (riangulaire,

/ N '
A —aisl 2 =3 laislof A= fag] — > lal,| = 1.
37 i
Toute valeur propre de A* a un module supéricur ou égal & 1. Or le
déterminant de A" est le produit de ses valonrs propres (distinetes ou
confondues). Done |det A = 1. On en déduit que

.

e
|det A] = |det A {] (Jesi| = R} = ] (Jai] — Ra)-
=1 i1
4. TYVapres la question 3, il suflit d’établir que det A > 0. Pour cula
nous allons utiliser un argiuinent de comiexité. Notons C Pensemmble des
matrices (a1 jon € My (R) vérifiant

Yie1,n], a; > Z |y |
l€rsn
JFE
et montrons que C est convexe, Solent A = (agy) ot B = (b)) dans C et
t€]0,1]. Mentrons que (1 —t)A + 113 = (1 — Ha;y + #0;;) € C.
Pour tout 7 € [1,n], on a

22100 = B+t < 30— Blag ]+ #lby )

JFE i
(=8 oy +6> |oy)
¥4 e
< (I — [/)(L,'.,' + thy;.

Done (1 -HA+EB € € ¢l € esl convexe ot en particulier connexe par arcs.
Or 1 fonetion M € Cr—— det M est continue of, d’aprés la guestion 1, ne
s'annule pas sur C. Son intage est douc nn intervalle de B ne contenang
Pag U : cette age ost contenue dans B ou dans RY.. Comme 1, € C
ct detl, =1 > 1), powr tout M & C, det M > 0. La question 3 doune le
résuliat voulu. <

On peut appliquer le yésullal obtene dans ta question 2 4 une makrice
compagnon pour en dédwire un vésultat de localisation des racines dun
polyndme queleongue,

Nous commencons mamtenant vne série d’crercices sur les matrices
@ cocfficients véels positifs of tout d’abord sur les matrices stochastiques,
Celles-¢i dnterviennent nalurellement en Probebitités dans Uétude des
chaines de Markov (le lecteur pourra se veporter aw comsnentaire préee-
dent Pezercice 7.16 dans notre premier tome d'exercices & ulgébre pour
un peu plus do détails). Le premier énoned montre que lo spectre dune
malrice slochastigne est entiérement contenu dans le disgue unité do plan
complexe, résultol gue précisera Udnoned d’apres,
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2.9. Matrices stochastiques (1)

Soit 5 Pensemble des matrices réelles stochastigues. ¢Cest-a-dire
I'ensemble des matrices P = (p;;) € M, (R) telles que

Vi gy € Lol piy 30 ot Wie[ln] Y p;=1

=1

1. Monfrer que tons les Géments de S ont nne valowr propre
ComnLe.
2. 51 P Q sont dans S, onh est-il e mome de PQ Y
3. Soil P ¢ 5 el A une valeur propre complexe de I Morngrer
gue |Al <1
(Ecole polytechnique)

> Solution.

L. St U est le veeteur cde BR™ dont tontes les coordenndes valeus 1,
o 2econde condition qui définit les ¢léments de § dquivaut. & PU = UL
Done tons les natrices stochastiques admettent 1 comme valour propre
ot U conmne vectour propre associc.

2. 51D et Qsont dans S, les cocfficients de PQ sout tous positifs.
De plus (PQIU = 1’U = U de sorte que la seconde condition ost anssi
rermplie. Done S est stable ponr 1e produit,

3. Soit A € Spl et X = Y(xy,...,r,) nn vecteur propre associc.
ap]. Comme PX = AX on

Chosissons non indice ¢ tol quie Jay] = 1<udx

=

iy i I’(“’}LI( HARES lrl. i- 1(‘[11(‘ COOT (1(]1[11(‘('
PiTy A+ Pindy = AT
Bt on passant al module, il vient

| ey

= [Al

i il

= |pa®1 + o Pt € (D + o+ pind|ee] =

O conclnt gue [Al £ 1. <

Dans Uénoneé sutvant on prowne que les dventuelles valeurs propres
de module | sont des racines de Uunité. Clest Uoccasion de s accoutumer
au raisonnemnent swivant @ pour montrer plusicurs dgalilés. on prowve une
serie dindgalités dond le premier el le dernier membres sond Idenliques.
Dans ces conditions, fes indgalités sont done toutes des égalilés.
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2.10. Matrices stochastiques (2)

|_ Soit A = {ay) € My (R) une matrice stochastique. Soit A nne
valeur propre de A de module et X = (21,....7,) € C" un vecteur
propre associé,

1. Six; est une composante de X de module maximal, montrer
que Az, est encore une comnposanie de X de module maxinal.

2. Eundéduire que A est nne racing m-iéne de 'unité avec m < n.

3. On suppose gue pour tout i € [1.n], a,, # 0. Montrer que la
seule valeur propre de A de module 1 est 1.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. On suppose A # 1 sinon la question cst triviale. La i~-iéme ligne
de I'égalité AX — AX conduit 4 ¢

(1)

(n en déduit que

1—ag = | — i & X —an| = Z(liy‘
i

‘::: E aij = l — ;-

J#i

Les mégalités sont done tontes des égalités. On deéduit de cela plusieurs
choses,

o Légalité 1. ay = |\ — ay) montre gue A est sur le cercle de centre
;o de rayon 1 = a4 S1 gy > 0, ce cercle est tangent intérieurement
au cercle unité de C en 1. On a alors A = 1 ce qui est exclin. On a
done nécessairement. a;; = 0. H en résulte notanument que 'ensemble
T={7#1, o;; #0} n'est pas vide.

e D'aprés lc cas d’égalité dans Pinégalité triangulaire, les nombres
complexes o, J"L— pour j £ ¢ sont tous sur une méme demi-droite d'ori-

gine 0. Cela Pst intéressant uniquement si a,, # 0 c'est-A-dire si j € 1,

o Pour j £ Ton aa;; = @45, ¢'est-d-dire x| = ;)
J i ¥

En combinant ces d@ux derniers poum oh obtient l'existence d’un
rée) @ tel que, pour tout § € Lox; = ¢, En remplacant dans la relation
(1), on obtieut

A= g @i = E a,jwcﬁ
Jel
Ainsi, o = X et x, = Az, pour toul indice j € L D’on le résultat

tlenandd,
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2. On suppose encore A £ 1. Soit k 2 1 le nombre de coordunnées de
X de modnle maximal. Parnti les k+ 1 complexes o, Ao, Ny, .. Aoy,
qui sont tons des composantes de X de module maximal, il ¥ en o néces-
sairement deux qui sant égaux (principe des tiroirs). 1 existe doue » < &
tels que Az; = A'r, ot comme x; £ 0, ona A = 1 avec m € [1,n] en
posant m =8 — 1.

3. La contraposée a été yue dans la question 1. <

Lénoncé suivant n'a rien & volir avee lo iéduction, mais comme il
porte aussi sur le théme des matrices stochastiques nous avons choisi de

lr présenter icl,

2.11. Matrices stochastiques (3)

Soit S I'ensemble des matrices carrées d’ordre n réelles stochas-
tigues.
1. Montrer que S est un convexe compact.
2. Déterminer le plus petit entier p tel qu'il existe un sous-espace
affine de dimension p de M, (R) contenant S.
{Ecole polytechnique)

> Soluation.

1. Rappcelons qu'une matrice A est stochastique si ses coefhicients
sont. tous poxitifs et si AU = U on U désigne le vecteur dont tontes les
composantes valent 1 (volr exercice 2.9). Si A et B sont duns 8, 1l st
aisé de voit que pour tout t € [0,1], (L — A + B € S. Eu offet, les
coeflicients sont positifs par convexité de Pintervalle [0,1] et on a bien
({1 —tA +tBYU={1-4U +¢tU =1 Donc 8§ est convexe.

Om choisit de munir M,, (R} de la norine définic par ||Aj; = X iy

(toutes les normes sont. dyuivalentes). Alors 5 est borné par 1 et fermé
comme intersection 4 hyperplans affines et de demi-espaces fermes. Donc
5 est compact.

2. Cette guestion demande de trouver la dimension din sous-espace
affine engendré par S. Natons f; 1a torne linéaive sur M, (R) qui & une
matrice associe la sonune des coefficients de sa i-ieme ligne. Pur définition

i
S est inclus dans le souns-espace affine V = ﬂ f71{1). De maniére plus
i=1
précise S eat Pintersection de Voavec la parite de M, (IR) forméc des
matrices a coefficients positifs, Comne les Termes lindaires {f, ... f)
sout, clairement libres, lo sous-cspace atine V ost de dimension n? — n.
Ou va pronver que S engendre affinement V.
Soit A = {(a;;} une malrice de V. Alors, A peut s'éerive cone bary-
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centre de n matrices de V dont la derniére ligne est positive :

]
A = Z (LnjB_;,‘,

J=1

ol B; est obtenue en gardant les lignes 1, .., n—1 de A et en remplacant
la derniere ligne par {0,0,...,0.1,0,...,0) avec le 1 en j-itme position
(la somme des poids an; est égale 4 1 puisque A est dans V).

De méme, chacune des matrices B; peut s’écrire comme barycentre
de natrices de V dent les deux derniéves lignes sont positives. Par as-
sociativité du barycentre, A est donc baryeentre de matrices de V dont
les cleux derniéres lignes sont positives. On itére cette idéc pour obtenir
tinalement A comme barycentre de matrices stochastiques, <

En reprenant lvs calculs déjd mendés dans Uerercice 2.10 om montre
magntenant gue pour unc matrice strictement stochastigue espace propre

associé ¢ la valeur propre 1 est une droite.

2.12. Matrices strictement stochastiques

Soit A = {ei5hgijgn € Mp(R) une matrice strictement sto-
chastique, c’est-a-dire stochastique avee des coefficients strictement
positifs.

1. Montrer que 1 € Sp A et que dimKer(A —T,) = 1.

2. Montrer que toute valenr propre complexe de A est de module
inferieur & 1 et que 1 est la seule valeur propre de module 1.

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Le veeteur U dont toutes les coordonnées valent 1 est nu vecteur
propre pour la valeur propre 1. Soit X = (23,....7,) € C" un vecteur
non nul tel que AX = X, On reprend la démonstration de la premniére
question de l'exercice 2.10. On choisit un indice i tel que |z;| soit maxj-
mal. En regardant la i-itme coordonnée de 'égalité AX = X il vient

ol
1 — ;= Z(Li_jf SZ(IU' SZ(IL"J“:I*(L@.

iR ! 1F Jti

Ly

Ha

Toutes les inégalités sont donc des égalités. Il en résulte d’une part que
pour tout j € [1,n], |z;] = |2:] (car a;; # 0) et d’antre part que tous les

£ ” f o epa SR T :
ai; =L ont le méme argument (cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire).
X
Comine ag; est un réel strictement positif, les z; sont done tous égaux
et X est colinéaire & U.
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o,
~T

Le lectewr powrra montrer gu’en fait 1 est une racine simple du po-
Iyndme caractéristigue de A (ee qui est plus fort que le résultat prouvé
ict).

2. La prewiére partic de la question a été résolue dans 'exercice 2.9
ot la seconde est uu cas partienlior de la question 3 de lexcrcice 2,10
puisque les coefficients diagonaux de A sont non nuls, <

Iy a en fait beaucoup de résultats concernant le spectre des ma-
trices réelles dont les coefficients sont positifs. Le théoréme de Perron-
Frobenius., qui est prowvé dans Dexercice suivant, géndralise les résultots
vus en 2,9 et 2.10 pour les matrices stochastiques. Celui-ci affirme gu’une
matrice réelle A 4 coefficients posififs qui est irreductible (notion défi-
wie dans Uénoncéd) admet une volewr propre réelle positive p telle gque
|\ € p pour loute valeur propre (complexe) de A. De plus, on peut trou-
ver pour p un vectewr propre d coordoundes positives (recteour de Perron).
Ce résultot o €8¢ obtenu por Perron en 1907 pour les matrices @ cocf-
ficients strictement positifs, puis généralisé par Frobendus por le suite.
L approche utilisée dans Uexercice est due & Wielandt. Le lecteur trouvera
le vas porticulier des matrices symétriques (plus facile) dons Uexercice
4,21 du tome algebre 3,

2.13. Théoréme de Perron-Frobenius (1907)

Soit. A € M, (IR) une matrice & coefficients positifs, On note u
I'endomorphisme de R™ canoniquement associc 4 A et (e1,...,e,) la
base canonique de B, On suppose gque A est, irréductible : cela signd-
fie qu'il n'exigte ancune permutation o de [1, o] telle que la matrice
de v dans la base (€,(1). ... ,eg(,”) seit triangulaire par blogs.

1. Montrer que ([, +A)" ! est 4 coefficients strictement positifs.
Si X € R™ est un vecteur non nnl & coordopnées positives. on pourra
comnparer le nombre de copordonnées strictement positives de X et
de Y = (I, + A)X.

2. Pour X = (X;....,X,,) € R? non nul, on pose
- (AX)
(X} = .

on (AX), désigue la i-i8me coordonnée du vecteur AX. Montrer que r
admet ur maximum g sur R\ {0}
3. Montrer que p € Sp A et que |A| < p pour tont A € SpA.

{Ecole normale supérienre)
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> Solution.
L Soit X = (X;,....X,,) € Bf et Y = (I, + A)X que oy écrit

'
Y = (Y,....Y,). On a pour tout 4, ¥, = X, + 3 a;;X; et il est
i=1

donc clair que Y est aussi & coordonndes positives. Cornme nous y invite
I'énencé, on va cornparer le nombre de coordonniédes strictement posisives
de X et de Y. Si X =0 on a évidemment Y = (. 81 X > 0 {on note ainsi
le fait que X; = 0 pour tout 4). alors Y > 0. Supposous donc que X ait
exactement p coordonnées strictenient positives avec 1 < p < n. 1] est
clair gue 51 X, > 0, alors Y, > 0. Done Y a an moins p coordonnées
strictenrent positives. Ou va prowver quil en o au woius une de plas.
Notons iy, ..., 4, les indices des p coordonnées de X sirictement positives
(les autres étant nulles). Supposous par Pabsarde que Pon wit Y, = 0
pout ¢ ¢ {i},....ip}. On a done pour no tel indice 7,

n »
Z ainj = Z Gz’ikxz’k =0.

i=1 =1

Cormme les X, sont tous non muls, cela impose que a;;, = 0 powr lout
i@ i it oet tont k£ [1.p]. Cela contredit Virréductibilité de la
matrice A, Ku eflei, si on cflectue sur A nne permutation consistant a
metire les enformes et les lignes d'indice 1. .., 4, en premier, la ruatrice
ablenue est triangulaire par hloes,

[ déconle divectemnent de ce résnltat que si X est un vectenr non nul
& coordonnées positives, alors (A + L3 1X > 0. (Fest en particulier le
cas o prenant pour X les vecteurs de la bage canonigue. Ainsi, touies
les colonnes de (I,, + A" sont & coefficients striclement positifs.

2. 1l est clair que pour tout X = (Xy,.... X;) € R} A {0} el tout
i Donar(tX) = »(X). Cette liomogénéité permet de ramencr la
recherehie du maxinunu de » sur Ueasemible

L
K={X=(X,,... X, e R, > X, =1}

=1

qui a le mérite d’étre compuct (il est clairement fermé et borné dans
(AX):
N
tontes continnes sur Fenscrble P= (RY )7, Par ailleurs le minimoum de
deux fonctions continues (ef done, par récurrence. de n) est encore une

LH) — u your tous
5 5 pour tomns

récls a et b). Ilen découle que » est continue sur P. Maig rien ne garantit
one rreste contimie e un point de ln frongicre de P, oest-a~dire en nn
vecteur positif X qui a ain moins nuee coordonunéde nnlle. Kt daillenrs ¢est

21
01

B™). 1 reste & dludior la coutinuitd de 1. Les fonetions X — sort

fonction continue (sachant que min(e,b) =

fanx en général! Prenons par exetuple Ly matrice A = el pour
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tomt = >4, X, ={1,¢), On a

S
r(X:) = min (

oy

E):l

pour tout £ > 0. Ainsi 7(1,0) = 2 1west donc pas égal & la lmite de
r(Xe) lorsque € — 07, Cerfes A u'est pas irréductible, mais ce nlest
pas la enuse du probleme : le lectewr fabriquera sang mal un cxemple
de matrice irréductible pour laguelle r n'est pas continue en tout point
de K.

O va utiliser Ja prewiére question pour contourner ce problime.
Posous K = (1, + A)" (). Comme image contivue (’nn contpact, K’
ost encore compact, et il est inclus Jdans P d’aprés ta premiére question.
Done ¢ est continme sur K' et par suite atteinl un meaximum p. I ne
reste plns qu'a prouver que poest le maximum de » sur K Seit X € K
ot Y = (I, + A)"'X € K. On va wmontrer que (X)) < »(Y). Par
définition de #(X) on o (AX), > #(X)X; pour tont 7 & [[I,n] (méme s
X, = 0}, Autrement dit, le voctenr AX - (X)X est positif, Son imapge
par (1, + A)% 1 est done 4 coordonndes positives, Or, cotto mage vant
AY — +(X)Y ear Aet {I,+A)"™" commntent. On adone (AY); = r(X)Y,
(AY);

pour iont i et par suite #(Y) = mm r(X). Il en déconle gue

est najorde par g sur Ko Mais (wf.te \dl(‘lll[’ cst atleinte dans K : en effet,
il existe Y € K’ tel que (YY) = p et il suffit. de prendre Punigque vecteur
de X colincaire 8 Y.

Conclusion. La fonction r adiset p pour maximu sur K ct done
sur BT A {0}

3. Pur définition o a p 2 0. En fait p n'est pas nul, car it est claiv
que r(l, 1.0, 1) = 0. Reprenons Y € K' tel que #(Y) = p. On va prouver
quen fait AY = pY. On a AY — pY 2 0. Supposous que ce vecteur ne
501t Pas unl. D'apres la question 1 son image pat ([, + A)*~!
un vectenr strictement positif, Posons 4 = (I, + A=Y, On s alors
AL — pZ =~ 0. Powr € > 0 assez petit le veetesr AZ — pZ — £2Z reste
strietemnent positif, On a alors 1(Z) = p 4 g, ce qui contredit 1la définition
cle g1

Montrons enfiny que p majore e module de taute valeur propre cout-
plexe Jde A, Seit A € BpA ot X € C” un vecieur propre assoeié. Ou a

v

est wlors

A
pour tout 7, AX; = 3 wi; X;. En prenant le module il vient, par inégalité

F=1
triangulaire,
ZU”P{ |
=1
hour out 7. Antvement dit. i on uote N le vectenr ([X].. ... |Xn]). on

a (A \) |/\|X pour tout @ et doue (A £ #{X). Mais, par définition,
z(,\ S D on le résultat.



a6 CHAPITRE 2. REDLCLIGN

Conclusion. p est yme valeur propre de A et de plus [A] << p ponr
toil A € Sp A, On notera par allleurs gue A admet 1 vectenr propre a
conrdonndées strictement positives pour p. <1

Le lecteur pourra en fait prowver que espace propre associc & p est
de dimension | of méme, ce gui est un peu plus difficile, que p est une ra-
cine simple du polyndme caracteristique de A Indiquons que lo seconde
éprevve du concours de UENSAE en 1994 a porté sur ce sujof ainsi que
le début de Pepreuve d ' Agrégation Exicme de 1995, Une trés bonne vé-
férence powr toutes les questions rolatives aur malrices positiocs est le
frore de Henpy Mine, Nonncgative Matrices, paru avr editions Wiley.

Awvant d'eborder les exervices concernont la diogonaliszation, nous re-
grewpons ci-apres des €noncés portand sur les polyndimes d'endomor-
phismes, Roppclons gue siu est un endomoer phisipe d'un Koespace vecto-
riel B Uopplication  qui ¢ P € K[X] associc P(u) défiadt un morphisme
d'algebre de K[X] dans L{E). Son image K(u] cst done une souns-algcbre
conmmatolive de L{T), Lorsque ¥ est de dimension finie le morphisme
ne pewl pas dbre imjectlf. Son noyau cst an vdéal won nul e WX dont
le géndratcur unitaire est appcle polyndme windmal do 1y, En revanche,
lovsgue K est de dimension infinie, Ker o) peud fris bicn Etre véduil & {0}
el Peristonce dun polyndme avpidateur non nul v'est plus assuree.

2.14. Polynéme annulateur

Soit 1 m espace vectoricd de dimension imfinie, % et - dery endo-
tmorphismes de B gni comutent. On suppose que w (vesp. ») admet
- polvidime annnplatear non nul Po(vesp. ). Montrer quil en ost
e tutme de w4 e

(Ecole polytechmigue)

> Soiution.

Notons que l'existence dhun polvndme annlatenr mon mal de i éoi-
vanl sy caractére 1ie de la fanille (0¥ Jpen. Notons o le plas grand entior
tel que (Id,w,..., 2" 1) soit libre. La famille (Id,u,.... 07" w") cst
alors Héco ot on a done #” € Veet{Id, w, ... w1 1 est alors facile de
prauver par réeurrence sur ke F € Veot(TId, u, . w1 pour tont
k = n. Autrement dit, on a

Voct{Td, u, .. u"71) = Vect-(uk)k30.

Eu fall. » nlest oen dhantre que le degre dn polyndme minimal de .
Notons de miimne mn le degré du polyndme minimal de o, 11 est alors clair
e

F= v‘)()t(itkl’e)(k‘g)gmz = Veet{a' o) grinn 1.

G =
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I particulicr, il s'agil d’un espace de dimension finie. Comme w et »
[N

commmtent, on a (i + )% = Y Ciavb = powr tont k. Lo sons-espace
i)

Vit ({0 + 0% )30 o8t done conterm dans F ot par suire il est de dimoen-

sion finie. D'aprés la remarque initiale, cela pronve que w4 v admet un

polyndme annulatenr non il <

2.15. Noyanux et images de polynémes d’endomorphismes

Soient A ot B dans K[X]. f un endomorphisme Jun K-espace
vectoriel. Ou pose D = pged(A.B) el M = pperufA, B). Expri-
mer KerD(f), ImD(f') Ker M{f), Im MN(f} & laide de Ker A(f).
O ACHL Ker BOA) o Im B{FY.

{Ecole polytechnique)

L+ Solution.

On note A" et B Jes quotients de A et B par D (sans risque de confu-
sion avec la dérivée). On a done A = DA’ B = DB ot M = DA'B’. Les
polyudmes A’ ot B’ sout premicrs ontre cux et nons allons niliser une
relation de Bezont A'P+ B'Q = 1 (st done D = AP 4 BQ). Nois utilise-
rons enfin le rasultat ovident smivant, : si v, ¢ sont denx endomorphismes,
on a Keru Z Ker(vou) et Tm{o o ) C Inv. Commengous par cherchier
le noyau ot image de D{f).

o Comune A(f) = A'(f) o D(f) ona Ker D{f) © Ker A(f). Il cnost
de méme avee B et Ker D{f) est done inelis dans Ker A(f) N Ker B(f).
Ou va montror gqu'il y a en fail. egalité. Pour cela, on ntilise la relation
de Bozont - D(f) = P{f) o A(f) + Q(f) o B(f}. Il en déeonle directement
que st A(S)(F) = B30t =0, alars D(/ () = 0. On conclut que

[{m D{f) = ket A(f) N Ker B(f) ]

o Considérons 1 D(f). De Iépalité A(f} = D{f) » A(f). on dédnit
que ImA{f) © Im D(f). De wrme, IinB{f) € ImD(S) ot on a done
I'inclusion Jm /\(f) + I B(f) < hD(f). Tuversement, do la relation
DSy = AP (4B foQf). on déduit Tin D{f) € b A{f )+ B(f).

Ou cane lui‘ (1I1(

JTI[] D{f) =ImA{f) +Im B()ﬂ

& Regardons Ker M(f), On a M = AD’ ¢t done M{[) Jo ALY
Alnst Kev A(f) © Ker M{S). De méme, erB{f) < Ker M(f] ek par
consGauent la somme Ker A(f) + Ker B{f) ost conteme dans Kor M{f).

Inverserient, soit « € Key N{f). OnaTd = A(f1oP (4B (f)1oQ()

ot en appliguanl e s,
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z= (N o P{fiNa) + (B'(f) o Q(f))}a)

Or le premier vectenr est dans Ker B(f). car BA'P = MP est un multiple
de M, et pour des raisons analogues le second est dans Ker A(f). 11
s’ensuit que z est dans Ker A( f) + Ker B(f). On conclut gque

| Ker M(f) = Ker A(f} + Ker B(f} |

e Considérons enfin ImM(f). De M(f) = A(f) o B'(f), on déduit
gue Im M{f) C Im A(f). Par symétrie, Imn M(f} C ImB([) et finalement
ImM(f) C lm A(f)NIm B(f). Icl encore il y a égalité. En effet, on éerit
toujours

z = (A'(f) o P(M)(@) + B(f) o Q(f ().

Si x € ImB(f) on peut I'éerire z = B(f)(y) et dans ce cas

(A'(F)oP(NH)) () = (A'(£)eP(£eB(fH}w) = (M(f)eP(f))(y) € buM(f).

De méme, si & € Im A(f) le vecteur (B'(f) o Q(f))(z) est dans Im M(f).
Done, si € ImA(f) NImB(f) il est dans Im M(f). On conchit done
que

[ M(f) = mA(f) N ImB(f) | <

Nous en venons maintenant auz exercices concernant la diagonaelisa-
tior.

2.16. Diagonalisabilité d’une matrice

Soit K un sous-corps de C et (a1,.--,0,) € K". On considére la
matrice

o 0 ... 0 3
0 0 [475]
A= : . : :
0 0 ... 0
23] [42)] PP /P § (7%

A quelle condition A est-elle diagonalisable ?
(Ecole polytechnique)

t> Solution.

Sigy=- = an-) =D lamatrice A est diagonale. Nous snpposerons
désormais I'un des a,, pour { € J1.7 — 1], non nul. Alors A est de rang 2
et donc dimKer A = n — 2. Regardons les valeurs propres noh nulles :
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x1
I's

soit A e K*, X = . et le systéme (S) AX = AX. Explicitons ce

Tn
systéme

(8) === (Vi€ [lon—1], a7n = Az;) et (0121 + - + GnTn = Azy (%))

Comme X est non nul, on peut multiplier (*) par A qui devient

a?mn 4ot ai_lmn + AanTn = Ny
ou encore
9 2 2 ,
(A —aad—(af + - Hop 1))zn =0.

Le systéme n'est pas de Cramer si, et seulement si
Moad—(@+ - +a2 )=0

et dans ces conditions, le sous-espace propre associé & A est de dimen-
sion 1 (le rang du systéme étant n — 1). Pour que A soit diagonalisable,
il faut et il suflit que la somme directe des sous-espaces propres soit de
dimensjon n, autrement dit dans notre cas, il faut et il suffit que le poly-
néme X2 —a,X — (¢ 4 -+~ + a2_,) posséde deux racines distinctes non
nulles, ve qui se traduit par les conditions

@b 4ad [ F0 et ol +4al++ad )A0

On remarquera que st K = R, ces conditions sont toujours réalisées, ce
& quot on pouwvait s'attendre, puisqu'alors A est symétrique réelle, done
diagonalisable.

On s’intéresse modntenant au coroctére diagonalisable des mafrices
tridiagonales qui jouent un role dons lo résolution numérique par discré-

tisation des éguations différentielles d’ordre 2.

2.17. Diagonalisabilité d'une matrice tridiagonale

1
Soit (a,b) € C%. Déterminer les vecteurs propres et les valeurs
a b 0 ... 0
b a b 0
propres de M =
0 b a b
0 0 b a

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

0 1 0 0
1 0 1 0
Comme M =al,, + b , iL suffit de traiter le cas
0 1 0 1
¢ ... 0 1 0
a=0eth=1 Supposons donc a = 0 et b = 1. Soit A € C une valeur
X
Zo
propre de M et X = ) un vecteur propre associé a4 A. On a alors
In
e = ,\LL‘I

() Th_1 4 Pray = Arg pour k € [2.n — 1]
Tn 1= Alpn.

En posant 25 = 1 = 0. on éerit de maniére plus élégante que pour
tout k € J1,n]
Thyl — )\.’L‘k + Xp—1 = Q.

On reconnalt 13 les termes d'une suite & récurrence lindajre d'ordre 2. Le
polynome caractéristique associé est X2 — AX + 1. Appelons « et 3 les
racines distinctes ou confondues de ce polvndme. Supposons a # 5. 11
existe alors A, B € C tels que z; = Aa® 4+ B3* pour tout £ € [0, n + 1].
Comine 2o — ton a B = —A. Comme X # 0on a A £ () et U'égalité
Tney = 0 implique o™+l — g™+l = 0, Or le produit o vanut 1 si bien
que o772 = F272 — 1. On en déduit qu'il existe p € [0, 2n + 1] tel que

drpw g
EER

o = 2+ = gn+’ . On obticnt done

iphm _ ipkm werw

Xy = A ((,’ ntl — @ il ) = Qi'As'ln l+ 1
n

PT_ o pT
- On remarque que 2 cos
n41 1ARIhe 4 n+1

prend exactement n 4+ 1 valeurs distinctes (celles qui correspondent & p
et Zn + 2 — p sout égales). Le cas p = 0 ost & exclure car alors A = 0,
a=/3=1et x; =0 pour tout &k ce qui est itnpossible puisque X est un
vecteur propre.

Drautre part A =a + 3 = 2cos

Passons a la synthése : soit p € [1,n]. On pose A, = 2cos ﬂpj I
Alors la suite définie par ap = sin Tfﬂf—l pour k € 0,7 4 1] vérifie Ia

relation de récurrence linéare

X1 ™ 2/\p.lﬁ‘k G+ T = U,

ipm

car em+I et e w31 sant les racines de X% — ApX +1. Comme rg = Tpyy =
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Ty
2
(), le systeme () est vérifié et lc vecteur e, = X cst donc un vecteur

In
propre de M pour la valeur propre A, Comme nous disposons de n
valeurs propres distinctes, M est diagonalisable dans la base (e1,. .., ¢,).
Dans le cas ol @ ot b sont quelconques, les vecteurs (eq, . . ., €, ) consti-
tuent encore une basc de diggonalisation de M ct 1a valeur propre associée
pET

n+1
Sia et b sont réels, lo matrice M est redevable du théoréme spectral

ct on peut dire directement que M est diaggonalisable. En particulier, les
vecteurs e sonl orthogonaur deuxr & deuz pour la structure cuclidienne
canonique de R™.

aep ost Ap = ¢ + 2bcoos

2.18. Racine d’une matrice diagonalisable inversible

Soit A € GL,(C). On suppose qu’il existe p € N* tel que AP soit
diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable.
La propriété subsiste-t-elle si A n'est pas inversible?
(Ecole polytechnique)

= Solution.

Tl existe Aj...., A dans € deux & deux distincts tels que lc polyndme
(X = A1)...{X —=)\.) annule AP, Par conséquent, {XP — ). .. (XP —A)
annule A. Ce polyndme est scindé & racines simples, car pour tout A € €
XP — X est scindé 4 racines simples (dans €C*, tout nembre complexe nen
nul admet exactement p racines p-idmes) et si A # p, XP — A et XP —
n’ont aucune racine en commun. Il g'ensuit que A est diagenalisable.

La propriété ne subsiste pas si A n’est pas inversible : par exemple,
si A est nilpotente non nulle, A™ = 0 est diagonalisable sans que A le
30it. <

Voiei une élude plus détaillée du cas p =2, sur C et sur R.

2.19. Diagonalisabilité de f dans le cas f? diagonalisable

1. Soit f € £L(C™). Montrer que f est diagonalisable si, et seule-
ment si, f2 est diagonalisable et Ker f — Ker f2.

2. Soit f € L(R™). On suppose f? diagonalisable. A quelle
condition nécessaire et suffisante f est-elle diagonalisable?
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3. A quelle condition nécessaire et suffisante la matrice complexe
(resp. réelle)

0 o ... a,
o a ... 0
A= 0 as 0
a1 0 0

est-elle diagonalisable 7

{Ecale palytechnique)

> Salution.

1. Si f est diazgonalisable, il existe une bage B de C* telle que la
matrice de f dans cette base soit Diag{Ar,.... A, 0....,0) avec M va-
leur propre non nulle de f. La matrice de f2 dans cette méme hase est
Diag(A7. .. .,)\f,O....O) : 'endomorphisme f? est donc diagonalisable
eb rg f2 = rgf = r. Comme on a Ker f C Ker f2 il en découle que
Ker f? = Ker f.

Réciproquement, supposons f2 diagonalisable et Ker f = Ker f2. No-
tons fi1,...,4, les valeurs propres non nulles de 2. Pour 1 < i < p,
on prend A; € C* telle que M = p,. Comme X — A et X + A, sont,
premiers eutre eux, le théoréme de décomposition des novaux donue
Ker(f? — p; Id) = Ker(f — N Id) & Ker(f + A, Id). Dans ces conditions,
on peut écxire

C" = Ker f? & (é} Ker(f? — Id))

i=1

=Kerf & (@(Ker(f - M Id) @ Ker(f + N Id)}) ,

=1

si hien que C™ est somurne de sous-espaces propres de [, {.e. f est diago-
nalisable.

2. 5i f est diagonalisable, en écrivant la matrice de f dans une base
de vecteurs propres, il apparait que Ker f = Ker f? et que les valeurs
propres de f? sont positives ou nulles. '

Réciproquement, si Ker f — Ker 2 et Sp f2 ¢ Ry, ce qui a été fait
dans la premiére question peut étre repris (chaque valeur propre g non
nulle de f2 possede bien une racine carrée A dans R). et on démontre de
manijére analogue que f est diagonalisable.

La condition nécessaive et suffisante cherchée est done Ker f = Ker 2
et Sp f2 C Ry.

3. Soit (e1,....e4) 1a base canouigue de C* (resp, R™}. On a pour
tout 1 € i € n, Ae; = ae, 511 et done A%e; = aian_ii1€,. Il s'ensuit
que A? est diagonalisable, puisque diagonale. Pour que A le soit. il faut
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ot il suffit que Ker A = Ker A” si K = C {resp. Ker A = Ker A? et les
produits a;on—;, 1 positifs ou nuls si K = R). Traduisons la condition
Ker A = Ker A% Le sous-espace Ker A est engendré par les e; tels que
a; — 0 et le sous-espace Ker A? par les ¢; tels que a;a,. ;.1 = 0. Pour
que Ker A = Ker A?, il faut et il suffit que pour tout ¢,

Qiln_ip1 = 0 = a; =0,
ce gui est encore équivalent a, pour tout ¢, a; =0 = @p_y1) = 0.
Conclusion. La matrice complexe (vesp. réelle) A est diagonalisable

si et senlement si ponr tout 1 <4 < n, a; = 0 <= Gn-iy1 = 0 (resp. a;
et Gn ;41 sont du méme signe strict pour tout ). <

On peut par exemple utiliser Uezercice précédent pour résoudre le sui-
vant, mais ce n'est pas obligatoire.

2.20. Etude de diagonalisabilité

Soit X et Y dans M, 1{R) et A la matrice par blocs ( t(;, %()

de M, (R). A quelle condition A est-elle diagonalisable ?
(Ecole polytechnique)

> Solution,

SiX =Y =0, A = 0 est diagonalisable, 51 X = 0 et Y # 0 (on
Pinverse), A est iriangulaire a diagonale nulle. Si A était diagonalisable,
elle serait semblable & 0 et seralt en fait nulle ce qui n'est pas lc cas.
Donc A n’est pas diagonalisable.

Placons-nous dans le cas ot X et Y sont non nuls. La matrice A est
XY 0

0 'YX
ntiliser le résultat de exercice précédent : la matrice A est diagonalisable
s, et senlement si, A2 est diagonalisable, Ker A = Ker A% et SpA? C R,

Supposons A diagonalisable. Alors le scalaire *YX est valeur propre
de A2 et 1a matrice X *Y de tailleni—1 est derang 1. Comme rg A = rg AZ,
ona PYX # 0 et méme 'YX > 0.

Réciproquement, si *YX > 0, alors rg A? = 2 = rg A car la matrice
carrée de taillen—1, X *Y est de rang 1. Rappelons ce résultat classique :

de rang 2. En élevant an carré, on trouve A? = . On va

Lemme. Une matrice de M, (K) de rang 1 est diagonalisable si et seule-
ment st sa trace est non nulle.

Démonstration. Soit M iine matrice carré de taille m et de rang 1. Comme
dim Ker M = m —1, 0 est racine de yp avec une multiplicité égale 4 m—1
oum. Si TrM = 0, la derniére racine de xn est 0 et yyr = X™ si bien
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cue M est nilpotente non mille done uon diagonalisabie, Par contre, si
TrM # 002 = Te M est vacine de yay b la somme des sous-espaces
propres remplit U'espace : M est dingonalisable. §

En éerivant explicitement XY, 1l apparait gue Tr X*Y = 'YX > (.
Done le bloe XY ost diagonalisable et posstde une unique valeur propre
non nulle *¥YX qui st strictement positive. On en déduit ¢ne A? (st
diagonalisable et que son spectre est dans By . Comme 1g A2 =rg A, A
est elle-miéme diagonalisable.

Conclusion. A est diagonalisable si, ¢t seulement i, X = Y = ()
on PY X > 0.0

On aurait pu égulenent procéder diverlement cornme & Ueroreice 2,76,

Lalgébre des matrices dicgonales cst commutative. Pour gu’on puisse
diagonaliser siinultanémend plusieurs endomorphismes o est done néces-
saire que ceud-ri commntent. Bn faif, cclo est suffisand et ¢ est e résultat
que propose srereice snivant.

2.21. Diagonalisation simultanée

Soit B un espace vectoricl de dimension linic.

1. Montrer que Pendomorphisme induit par un endomorphisme
diagonalisable kuns nn sous-espace stable est diagonalisable.

2. Soit A ¢ L{E) formée d'endamorphismes diagonalisables
commutant denx a dens. Montrer que les éléments de A admetient
nne base comunme de diagonalisation.

(Ecole polytechniguce)

&> Solution.

1. Soit # un endomorphisme diagovalisable du K-espace veetoriel
. H existe 1P polynome de K[X], sciudé 4 racines simples anvulant w.
Supposons que = laisse stable un sous-espace Fo Alors P annude anssi w
ctwyp ost diagovalisable.

2. Lapartic A engendre nn sons-espace de £(E) qui est de dimension
finie. 1l existe alors nue funille (s ... 2,,) de A constituant e base de
ce sollg-cspace. Sion tropve nne base diagonalisant tons les éléments de
ceite famille, tont endomorphisme de A s'exprituant comme combinaison
linéaire ceg w;, il sera diagonalisable dans cette base.

Montrons lexistence d'une base comunmne de diagonalisation des w,
par une réeurrence sur p 2 Lo Clest erivial si p = 1. Supposons p = 2
et 1o résultat vrai an vang p — 1. Comine u, st diagonalisable, on pent
¢erite, en notant A, ..., Ag les valeurs propres denx a4 denx distinctes de
Hp,

P
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;“
E = 6P Ker(u, — A L),
t=1
Comme chaque uy, pour | £ j < p — L, comnute avee iy, u; laisse
stable chaque sous-espace propre Ker{u, — Ay Id). Notous u;; Tendomor-
plhisme induit par w; sur Kerlu, — Ay ld). A i fxe dans {1,200k},
tes 1y, eu tant que restrictions d'endomorphisimes diagonalisables, sont
eux-mémes diagonalisables et comnntent deux d deax. By ena p - A
ol ils sont done justifiables de T'hypothdse de récurrence @ il existe 5;
base de Ker{up — A Id) qui diagoualise chaque v;y;. La base B; est donc
constituée de vecteurs propres pour u,, 1< j < g — 1, mais aussi pour
a,, puiscue les veetenrs de B sout dans Kee(e, - A Tl Cotnne E cst
somme directe das sous-espaces propres e w,, (8. 8a,. .., By ost une
hase de E constituée de vectenrs propres pour w .. .., %, & c'est une base
commune de diagonalisation. <
I est ausst possible de faire une véewrrence {forte) sue la ditmension
de Vespace . 57 tous les cléments de A sont des howoelhéties, le césul-
tat est {rivial. Sinown. on choisit un élément w de A gui west pas wng
hotnothétic, Les soms-espaces propres de w sont stables pai fous fes Jé-
ments de A et de diimension strictement soufericure a celle Jo b Les
endomorphismes fnduils sur ces sous-espaces conemutent deut & deux ce
qui permet d’appliguer Uhypothése de cécurvence. Le lecteur pourre dussi
wrondrer par wine récurrence di méme type que, sur wn C-espace vectoricl
de dimension finfe B, toute Jomille commulative Jvndomorphismes de
E admet un pecteur propre cominun.

Voietd un exemple ou Uon codiagonalise, mais élementairement. une
sons-algebre commutative de M, ().

2.22. Matrices circulantes {1)

Soit A Vensemble des nratrices de la forme

apy £ TV N/ 5
L3 “y e AL
G 1 lhgen oo (g

de M, (C) (on los appelle des matrices circulantes).
1. Montrer que A est une sons-algébre conunutative de A, ().
2. Movtrer que les éléments de A sont  simnltancment
disgonalisables.
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3. Ou remplace C par un corps K dans lequel X™ — 1 est scindé.

Le résultat de la question 2 subsiste-t-il 7 Discuter selon la caracté-
ristique de K.

(Ecole normale supérieure)

& Solution.

1. Chaque ligne d’une matrice A € .4 s’obtient par permutation
circulaire & partir de la précédente (ce qui expligue le nom de matrices
circnlantes qu'on leur donne).

0 ... ... 0 1
1 0 0 0

SeitJ =110 . - L cest-acdire J = {my ) ot my, = 1
S |
o - 0 1 0

sit =+ 1 modn et m;,; = 0 sinon. Cest la matrice de permutation
associée au n-cvele (1,2.....n). Cette interprétation de J rend facile le
calenl de ses puissances : J agit sur les vecteurs de la base canonigue

(e1,...,tn) de C" en augmentant Uindice d'une nnité (modulo n) On
obtlent alovs facilement que pour tout k € N, J* = {m”) ot m =1
sii=j+k modnet mz ;=0 On obtient en particulier J* = Iﬂ.
aq An-1 ... ]
73] [#1y} R 3]
Ainsi une matrice A — . . . de A s'éerit tout
Ap—1 Un-.2 B £ 14
n—1
simplement comme un polynome en J 0 A = E arJ". On en déduit

k=4

que A = Vect(l,J,..., J"!) est un sous-espace vectoriel de M, {(C).
La famille (I,J....,J% 1} est libre donc A est de dimension 1. Comme
le produit de deux vecteurs de cettec base appartient encore & la base
et que ce produit est commutatif, par linéarité A est stable pour Ia
multiplication et la multiplication est commutative dans A. Enfin A
contient la matrice I, et est donc une sous-algébre commutative de
M (C).

2. Puisque J* = I,,. Ia matrice J posséde un polvndme anoulatenr
scindé & racines simples X” —1. 1l existe donc D diagonale et P € GL, (")
telles que J = PDP~Y. On obtient, pour tout & € N, J¥ = PD*p-?
avec les notations précddentes, pour taut A € A,

n—1 n-1
A= Zam -P (ZakD’“) p!
k=D

k=0
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n—1

Comme Z aDF est diagonale, toutes les matrices de A sont diagonali-

k=0
sables dans la méme hase que J. Les valeurs propres de J étant les racines

n—1
n-itmes de Punité, celles de A sont les 3 apw®, ot w € U,.
k=0

3. Si K est un corps quelconque, on exprinme de la méme facon les
matrices de A en fonction de J. On suppose n > 2 sinon toutes les
matrices sont diagonales.

¢ Si K est de caractéristique nulle, le polynome P = X? —1 est encore
scindé & racines simples puisque P’ = nX® ! a comme seule racine 0. Le
résultat de la question 2 subsiste.

e Supposons que K soit de caractéristique p, nombre premier.

Si p ne divise pas n, la seule racine de P’ est encore 0 qui n’est pas
racine de P. Le résultat subsiste. 8i p divise n, on pose n = pg. On a alors
Xt _1=XPl -] =(X?—1), carpour l £ k< p—1,pdivise C";. Les
valeurs propres de J sont des racines de X¢ — 1. 51 J est diagonalisable,
on a J¢ = [,,. C'est manifestemoent fanx : le plus petit entier pour leguel
J& =1, est n. Done J n’est pas diagonalisable et le résultat ne subsiste
pas. <

On peut vérifier de suite que, pour toute racine n-iéme de Uunité w, le
vecteur de coordonnées (1,w. ..., w1} est une base de la droite propre
de J associée & la valeur propre w.

Si on se place dans Uespnee quotient CIX]/ (X — 1) murd de la base
(1,X,..., X" N, la multiplication par X (plus précisément par lo, clusse
de X} induit un n-cycle sur les vecteurs de la base. Cela permet de donner
une réalisation abstraite des matrices circulantes étudides dans Uezercice
précédent. Clest ce que propose Uénoncé swivant gui se place toutefois
dans Cp_([X] powr éviter de parler de quotient...

2.23. Matrices circulantes (2)

n—1

Soit F € Cot[X], F =) anXf et & : Cpy[X] — Cps[X]
l'application gui & P associe fe Eeste de la division euclidicnne de PF
par X" —1.

1. Vérifier que ® est lincaire et écrire sa matrice dans la base
canonigue.

2. Trouver les valeurs et les vecteurs propres de $. Liapplication
D est-elle diagonalisable ?

(Ecole polytechnique)
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- Solution,

1. Le degrd de @(I') oot inférionr a celul de X7 — 1. doue () ap-
partient a C,,_1[X]. Montrons gue ¢ est linéajre. Si 77 ot Py sonl denx
eltmems de T, 1XD Ry el Ry lonrs Guoages par @, i1 existe Q) et (g
dang CX] tels que

l"‘pl - (Xn - l}(21 + Ry ot TP, = (X" — l)(}g =+ Il‘ns
Pour tour (A N} € C% on g
FiaPy + 0P = (X = DA Qr + A0 + (R + ARy

Puisgue ARy + AuRe & © [X] clest de reste dans o division e
F(/\ip'[ -+ )\’__-p-g) [¥ar XY= b

GNP+ Al = MR F ARy = A () 4 ApB(Dy).

ff_]
Déterntinons ®(X7) pone j € [k - 1], Ona PX? — Zu, XM Si
k)
bz - goalors n=l b4 < 2 =2 On dorit XEP = XX (ol
Fow déduic X217 = XF0 2% — fJavec 05 kit -0 -2 Ou
obticol prodinle X7 - |

noy=i =1 n—io n--1
- — L O — Lo L
FX" = 2 (r;,.XA+"+ ; u;(."{" ' = E ')AXA ! "-\* ; r.';_.\AJF-” ",

Lo [STE L= ) fe—n--y

Puiscpue oo dernicr polyudine est dans C, K], anen déeluit

n—3 1 w—1 P =1
(X4 - Z apXFEd Z ap Xt Z e, X+ L rl.,ﬂ,,in'.
b= k=n—, - 1=}

Nows en ditdduizons gne 1o matiice N ode @ daus la base canouique e
(_:»,,_1[)\'] (S8
L4 L1 e
) (X e I

M

_U., 1 &y, _ 2 S Hn'

2. La matrice dJe @ Jdans Lo bese canonique de T (X est done une
matrice cireulante, Nous o'allons pas uliliser les résnltats de lexercice
2.22 mais chercher divcelement fes valeurs propres et vectowrs propros
de F.

& Soit A e valeur propre de 4 et P oun veclenr propre assoeic. Par
difinition de bl existe € € TIN] fel que FIP = (N - 100 4+ AP, v'est-
a-dire

(F(X} — ND(X) = (X" - 1IQIX).
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Siw e U, (l'ensemble des racines n-icwies de 'unité), on a 'égalitd
Plu)(P{w) — A) = 0. On en déduit. gue si A # Fw), alors Plw) = 0,
el done que sic pour Louk w € U, A # F(w), T polyndue 17 est nul,
ptisquil appartiont & C,, 1| X] ot oon vacives distinetes. Cela tontre gue
Sp(@) C {Tlw).w UL

e Reciproquennent, soit w € Uy, Alors o« est tacine de F(X) — 1(w)
ansi gue de X7 — L1 exdste done Q et P dans €, 4 [X] tels gque

CF(X) = Fw) X —1

SO
X-oo N —w

Omoaalors (X)) - Fla)PL(X) = (X7 — DQ(X), ¢'est-a-dire
FIOPL(X) — (X7 — QX | FlolPu(X).

Ou obtient doue $(P ) = Flw)P.,, et Py, cst vecteur propre de @ pour
I valeur propre Fw). On en déduit que Sp(d) = {F(w)hw € Uy}

o Montrous que la famille (D) ey, est une famille Jibre. Snpposons
piLe Z APy =1, ol les AL sout des complexos. Bl évaluant cela en

well,
Lot wy € Uy il vient Ay, P ten) = 00 Comme P, (wp) # 0, car X7 —1
na que des racines simples, on en dédnii que x,, = 0. of coci ponr

tont wy € Uy, La famille est libre, ot st doie e base de €, ([X]
prisguelle colnporte novectenrs.

Llendoworplisme & est dope dingoualisable piisipic (Pu)uen,, st
nne base de veetenrs propres. On notera (e les Flw) ne sonl pas néoes-
sairement distinets, Pour A € Spid), la dimension da sous-espace propre
correspondant est ¢gale A Card{w ¢ U, A = Fw)}. <

Voicr matalonant quelgues exercices concernant Uélude de la diago-
nulisabilite de malrices définies par blocs. Les navinntrs sond nombyrases
mais les techpiyues sont toujours wi pew les mncmes.

2.24. Diagonalisabilité d'une matrice par blocs (1)

Suﬁ[TG,NLJC)ntV-:(

a 171 -
. € Moy, (10,
o ZU( }
1. Helier Tes sous-capaces prapres de Voa ceux de U
2. Trouwver nne condition ndcessaire et suffisante sie U powr goe

f soit diagounnlisable. . .
V osoit diagonnlisable (Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Sonl Xet Y daus T, 2 = (:f) e 2 ) e O Le vectenr VZ est

o] 5 ¥ t v déduit que
‘wal 2. S e an dé )
ceal a |y on on déeluit gn
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ZeKer(V—Alz,) =Y =AX et UX =AY

<=:>Z—(X

AX) et X & Kel’(U e Azlu).

On en déduit donc que les valeurs propres de V sont les racines carrées
AX

C" dans C?* est injective, si u? = A € Sp U, la dimension du sous-espace
propre relatif & la valewr propre g paur V est exactement la dimension
du sous-espace propre relatif a A pouwr UL

2. La solution la plus naturelle consiste & utiliser la question précé-
dente. La matrice V est diaganalisable si et seulement si la somme des
dimensions de ses espaces proptes vaut 2n. Tout complexe non nul admet

deux racines carrées distinctes mais pas 0. On est obligé de distinguer le
navau de V. La question 1 montre que

des valeurs propres de U. Commie de plus 'application X — ( X ) de

dim Ker V + z dim Ker(V — ulz,,)

pesp VA{0}
vaut aussi :

dim Ker U + 2 Z dim Ker(U — ul,,).
AcSp UN{0}

Cette somme vaut 2n si et senlement si Ker U = {0} et U est diagona-
lisable, Donc V est diagonalisable si et seulement si U est inversible et
diagonalisable. <

Voicti une autre approche possible qui ne fait pas appel ¢ lo question 1.
On observe que V2 = g _8 . I en découde que V? est diogonalisable
st et seulement si U Pest. 8i V est diagonalisable il en est de méme de
V2 mais la réciproque st fausse en général (cf. exercice 2.18). Il faut en

plus que Ker V = Ker V2 ce qui ici n'o lieu que lorsque U est inversible,
i

2.25. Diagonalisabilité d’une matrice par blocs (2)

Seit A € M, (C),
1, On pose B = (ﬁ ‘g) £ My, (T). Donner une condition

nécessaire et suffisante sur A pour B soit diagonalisable.

A0 .
C A) € Mo (€)oo C e M, (C)

commute avec A, Que peut-on dire dans le cas ou A et C ne com-
nutent pas 7

2. Méme question avec B =

(Ecole polytechnique)




2.25, DIAGONALISARILITE R'UNE MATRICE PAR BLOCS (2) 1a5
> Solution.
1. Repgardons le cas nn — 1 pour avoir des idées. Pour ¢ € C. s Ia
. a0 i . s .
matrice B = ( “ a) est diagonalisable, B est semblable 4 la matrice al.

car a est sa seule valeur propre. Mais alors B — aly et nécessairemnent
a = 0, Cela donne déja une idée dn résultat.

Supposons B = i g diagonalisable. On va regarder les poly-
. . AZ 0 A® 0 .
némes en B. On a B? = (QAQ AQ) et B? = (3A3 A3) ce qui nous

2
invite & penser que B = ( ;}Rk .ﬂ?k pour tout k. Cela se vérifie im-

médiatement par une récurrence sur k. Comrme la matrice B est diago-
nalisable, elle est annulée par un polyndme scindé 4 racines simples P.
On a alors P{A) = 0 et aussi, en posant P = apXF 4+ an,

kap A + (k- Dap 1AF '+ @A =0 e (XPH(A) =0,

On en déduit déja que A doit étre diagonalisable (ce gu'on pouvait voir

directement car si (e1..... €2,) est la base canonique de C* | le sous-
espace F = Vect(e, 11....,e2,) est stable par B et A est la matrice de
cette resiriction dans la hase (en41,....€2,)). Mais plus précisément, le

polynéme minimal zy de A divise P et XP’. Comme les racines de P
sout simples. P et P’ sont premiers entre eux, et ps est done égal 4 X,
Ce qui signifie que A =0,
Réciproquement, st A =0, B = 0 est évidernment diagonalisable.
Conclusion. La matrice B est diagonalisable si, et seulement si A = (0.
2. o On utilise les mémes idées. 5i A et C commutent, on vérifie par
récurrence que pour tont & = 0,

(i )
ECAR-1 AF )
Si B est diagonalisable,elle est annulée par un polynonie scindé a racines
P(A} 0
CP'(A) P(A) )
il vient d’'une part P(A) = 0, et A est donc diagonalisable, et d'autre
part CP/(A) = 0. Or la matrice P'{A) est inversible : en effet, comme
P est scindé A racines simples, P et P’ sont premiers entre enx, si bien
quil existe (U, V) € {(C[X])? tel que UP + VP’ = 1 d’aprés le théoreme
de Bezout. Eu évaluant en A, ii vient V(A)P'(A) = [,, ¢t P'(A) ¢st hien
inversible. Par conséquent C = 0,
Réciproquement, si A est diagonalisable et si C = 0, 1l existe P scindé
a racines simples annulant A, Dans ces conditions, on a P(B) =0 et B
est diagonalisable,

simples P. Comme pour tout polyndme Pon aP(B) = (
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¢ Dans le cas ol C et A ne commutent pas, B peul &tre diagonalisable
gang que C soit nulle {par contre A doit &tre nécessaircment diagonali-

W . (11 (01
sable). Il suffit de prendre A = (0 [}) et C = ((J 0) pawr avoir un

contre-exemple. On vérifie que B2 = B donc B est diagonalisable (c'est
la matrice d'un projecteur) mais C est nilpotente non nulle, <

St A= (i )15ij4n € Mu(K) et B € M, (K), lo matrice Ag B
a11B . (1,1738
définie comme o matrice par blocs : : est appelée
amB AN G‘nnB
produtt tensoriel de A par B {ou encore produit de Kronecker), Elle sert
a représenter lo prodult tensoriel de deuz applications lindaires, Voici un
erercice traitant de ce produit.

2.26. Diagonalisabilité d’un produit tensoriel de matrices

Soit A € M, (C)et B = (_i ;i ) Montrer que A est diago-

nalisable si, et sculement si, B est diagonalisable.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1 . .
La ratrice (_1 g) est diagonalisable dans M,(C) car son poly-
nome caractéristicue X? — 3X 4 4 est scindé A racines simples puisqie
(2} 3

son diseriminant est 9 — 16 = —7 £ (1. I existe done ( P ) & GLa({)
Fo

et (A, u) € (C*)? tels que
aBY (1 2\ e BY (A O
v 4 -12 v &) N0 u)

o 8\ _ [fap\ ', [al, 5L, _ [ a'l, B,
Notons (, 5’) - (’y o) T, )7 e, )
On a PQ = QP = (Ig IO ) La wattice P est inversible d'inverse Q.

Dans ces couditions, on trouve

A 2A AA O
-1 £ _
P (A QA)P‘( 0 #A)'
8i A est disgonalisable, il existe des matrices 3 € GL,(T) et D €
M, (C) diagonale, telles que Q™ 'AQ = D. On a alors
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Q' 0\ M 0Y/Q0Y /QO0\ /A 0N\/Q0D
0 Q! 0 uA 0Q/) LoQ 0 pA 0 Q

_/AD0
L0 ub )

On en dédnit que B est diagonalisable,

Réciproguement, si B est diagonalisable, 1a matrice )BA }3& ) I'est
ausgsi. 51 on considére un polynome annulateur P scindé A racines simples
de cette matrice, on a en particulier P{AA) = 0. Donc AA et finalement
A sont diagonalisables. <

En reprenant idée des matrices de passage par blocs, on démontre

facilement que st M et N sont des matrices carrdes diagonalisables, alors
fo matrice M3 N est diagonaliseble,

Le vésnltet de Uexercice qui suif coneerne lu théorie algébrique des
graphes (le lecteur trouvera [interprétation du résultat en termes de
graphes apres la solution). Il a aussi fait Pobjet d’une partie de Uépreuve
d’algorithmnique du concours 1996 de I'ENS Lyon. Concernant la réduc-
fion on y utilise juste le fait qu'une matrice symétrigue réelle est diago-
nalisable.

2.27. Théoréme de Hoffman et Singleton (1960)

Soit A une matrice carrée réelle d'ordre n & coefficients dans
{0. 1}, de trace nulle, symétrique et telle qu'il existe un enticr o 2 1
vérifiant AT + A — (d — LI, = J ot J est la matrice carrée d’ordre
n dont tons les coefficients valent 1. On note U le vecteur colonme
dout tons les coefficients sont égaux & 1.

1. Montrer que AU = dU. En déduire que n = d% + 1.

2. Soit a,b les racines du polyndme X? + X — (d — 1). Montrer
que le spectre de A est inclus dans {a, b, d}.

3. Montrer que d € {1,2,3,7,57}. Déterminer A pour d =1 ou
d=2.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Notows A=(ai;}1<s,icn €t A% = (bij)14rjon. La nullité de la trace
de A implique la mullité de tous les voefficients diagonaux a;,. Par ailleurs,

On a
. n k3
bij = E Qiply; = E ik ks
k=1 k=1
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car A est symétrique. Il s’agit dn nombre de 1 cormmuns a la ligne i et
a la ligne j de A. En particulier. by est égal au nombre de 1 qu'il v a
as la ligne ¢ La relation vérifiée par A conduit & by +a,; —{(d -1 = |
c'est-a-dire b; = . Or, AU est exactement le vecteur dont la i-iéme
coordonnmée est 1y somoie des termes de la -iéme ligye de AL sonune qui
vant donc d. Ainsi, AU = 4U.

Il vient alors A?U + AU — (d - 1)U = JU = nlJ, donc

P+d—(d—-1)=d*+1=n.

2. Soit A une valeur propre de A, X nn vectenr propre associé. On a
alors JX = (A% + X — (d — 1})X. Done X est aussi un vectenr propre de
I pour la valeur propre A2 4+ & — (d — 1), La matrice J est de rang 1 et
diagonalisable : sex valeurs propres sont 0 ¢t n, Pespace propre associé
& n Ctant la droite vectorielle dirigée par U. Il en résalle que, soit X
est 1lé a U et alors d'aprés la question 1 A = d, soit X < KerJ el alors
A e {u b} Cest le pésultat vouli

3. Obgservons que a, b. d sont denx s deux distincts, Lawatrice A est
symétrigue réelle donc diagovalisalle. L'espace propre associé a d est, 1a
droite dirigée par U. Notons o et § les dimensions des espaces propres
associes aact h. On a

n=1l+a+3=d +1 (1)

car A cst diagonalisable. Le fait que la trace de A est nulle conduit & la
secottde relation
ag+dh+d =0 ().

Les coutraintes sur d vout provenir de ce yue w et /3 doivent Btre entiers.
Explicitons pour commencer ¢ ¢l b

. -1+ v4d -3 0 b -1 —4d -3
= " e h= — .

2 2
En substitnant dans (2) on obtient

C\f+6’ ———x — 3

-{—\,10’73 — —d

o~

et en reruplagant oo+ 3 par 4 0y L — 3( a— 5 =d(d - 2) (3.
o 5ia =3 on a nécessairetnent d = 2.
e St a # 4, vdd =3 est un nombre rationncl. Done 4d — 3 est un
carré d’entier @ 4d - 3 = p2. La relation (3) unpose alors que p divise
2 . 2
7) ‘:; 1 _
dd -2y =L X2 P

impose p[15 dest-A-dire p € {1.3,5, 15},
Les senles valeurs possibles de d sond done 1,2, 37,57

ot done gue 16p divise (p? + 3)(p° — 5). Cela
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Sid = 1. alors n = 2. Les termes diagonaux de A sont nuls et chaque
ligne de A contient un terme égal a t. On trouve une seule solution
A _ 01

L0

Sif =2, alors n = 5. Chaque ligne de A contient exacteeut denx
termes éganx 4 1 et les termes dingonanux sont nuls. Si on échange denx
lignes de A ainsi que les colonnes correspondantes, la matrice obtenue
reste symétrique et il est clair, au vu des relations que doivent vérifier
les coefficients, qu'elle est encore solution. On peut done supposer qu’on
aday2 = a3 = L etayg = az = 0. Comme bz =1 —aj2 = 0, les lignes
1 ¢t 2 n'ont pas de 1 cn commun ot agg = 0. On a done azz = 0. De
boy = 1 —aaz = 1, on déduit que les lignes 2 of 3 nlont qu'un 1 en
cominun. le premier terme. On a done geg = 0 ou agq = 0. Qnitte 4
éehanger les deux derniéres lignes et colonnes, on peut supposer a4 = |
et agq = 0. Alors A est entiérement déterminée :

. dout on vérifie quelle convient.

01 1 0 0
100 10
A=|1 0 0 0 1
g 1 0 0 1
a0 1 10

et cette matrice convient. Le raisonnement qui précéde montre qi'une
fois fixés les coeflicients non nnls de la premiére ligne aj; et ay;, il v a deux
possibilitds pour les lignes 4 ¢t § ot qu'ensuite A est entidrement déter-
miné. On obtient done C4 % 2 = 12 matrices différentes qui sobtiennent
A partir de 1a précédente en permutant les lignes et les eolonnes. <1

Exposons un peu de théorie dos graphes pour bien comprendre le vo-
sultat gue Uon vient de démontrer. U graphe G est un couple (S, A). on
S est un ensemble fint dont les éléments sont appelés les sommets ¢f A
un ensemble de paires d’éléments distincts de S, appelés les arétes (pur
paire, on enlend un ensemble & deur éléments {x,y}). On appelle aréle
une paire de sommets parce gue sur up graphe concrct (voir figure), il
suffit de donner les deux extrémités d'une aréte pour la définir. La termi-
nologie sommets, arétes provient du graphe naturellement associé ¢ un
pelyédre, Le condinal de 8 est appelé Povdre du graphe, Dews sommels o
et y sont adjacents st {z,y} € A. Etant donné un sommet . le nombre
de sommets adiacenis & ® est appeld le degre de . Un chemin de lon-
queur p enire [es sommets T et y est ume suife (X = s0.%1.... . 5p = )
de sopniets adjocents. Lo distance enfre dewr sommets o oet y est la lon-
gquenr mindmale d’un chemin de + 4 y ct le diemétre du graphe est la
distance mastinule entre deux somunels distinels.
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Un graphe Graphe associé 4 un polytdre de 'espace

Un graphe d’ordre n peut élre représenté par sa matrice d’adjocence
A€ M, (R}, On numéraie les sommeis S = {4, i € [1. 0]} et on définit
A = (aihgigen par oy =1 si{z;, 2} € A el a;; = 0 sinon. Lo malrice
dladjacence est done une matrice symétrique.
On considére un graphe d’ordre n, de digmétre 2 (deir sommets quel-
congues sont donc ¢ une distance 1 ou 2} et de degré morimal d. On a
alors n < d* + L, En effet, si on fire un sommet s, il posséde au plus d
voisins et charun de ceua-ci posséde aw plus d — | voisins aictres que s.
Done e graphe passéde ay plus L+ d + d(d — 1) = d? + | sammicts. 87
posséde lo nombre marimal de sommets, ¢ est-d-dire d* + L. on dit gie
¢’est un graphe de Moore.
Le raisonncment précédent montie qu’alovs choque sominet est de
degreé d (on dit que le graphe est d-régulier] el cst relic @& tout autre
spmme! par cxuctement un chomin (dordre 1 oy 2).
Montrons que la matrice dadjecence A d’un graphe de Moore vérific
Déquation A+ A—{d— 1), = J. En effet, avee les potutions de lénonce,
T

celo équivand & big+ag; = 14+{d—1)d;;. On remargue que by = Y il
=

est le nombre de chemins de longueur 2 du sommet 4 ou somnﬁct 7.

kel

e Pourj =1, onaay=0cth; =Y. ah =d, nombre de sommets
votsins du 1-ieme et done ay; + by = d,k_l

o S{i 7 j. s0it ayy = 0 et alors les spmmets 1 et | sont relids par
un chemin d'ordre 2 et by; = 1, soit ag; =1 el alors i et j ne sont pas
reliés par wn chemin d'ordre 2 done by; = 0. On n dans tous les cos
a;, + b, =L

Lexereice 2.27 montre que d € {2,3,7.57} (o cas d = 1 doit c¢he
écarté car alors n = 2 et e diameétre est V) Pourd =2, d =3 et d =7,
on a montrd Dezistence de graphes de Mooye. Poyr o = 57, on ignore
encore ¢'il en existe un.

Voier matntenant une série d’erercices concernant la trigonalisation.
Rappelons le résultat fondamenial : une matrice esl frigonalisable si et
soulement st son polynome carqctéristigue est seinde, Le premier erercice
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est un lemme classique permettant de caractériser les endamorphismes
nilpotents, i sera maintes fois wiilisé dans la sudte.

2.28. Caractérisation des matrices nilpotentes avec la trace

Soit K nu sous-corps de C et A € M, (K). On suppose que pour
tout & 2 1. la trace de A® est nulle. Montrer que A est nilpotente.
{Ecole polytechnigue)

> Solution.

Nous allons proposer trois solutions de cette question classique :

¢ Le polyndme caractéristique de A est scindé sur €. Rajsonnons
par Pabsurde et supposous A noun nilpotente. Alors A possede des va-
leurs propres (cowmplexes) non malles. On va noter Az, ..., A, ces valeurs
propres non nulles de A (r 2 1) et ng, ..., vy leurs mudtiplicités respec-
tives. Nous savons que A est semblable 4 une matrice triangulaire avec
sur la diagonale les valenrs propres apparajssant autant de fois que leur
multiplicité, En élevant a la puissance k-iéme cette matrice triangulaire,
on obtient une matrice triangulaire semblable & A% si hien que pour tout.
k21 omna

T (AFYy = A+ A =0

Si on écrit ses relations ponr k variant de 1 &, on obtient que {ny. ..., 1)
est splntion dn systéme linéaire

A )\2 )\7- Ty
DYDY IS L I IS

= 1.
AT AL LA Ty

Or, ce systéme est de Cramer puisque le déterminant de la matrice du
systéme vant

AloA H (A — X)) # 0 (cf. exercice 1.10)

L& pamr

Nécessairement, m1 an; =--- =7, = 0, ce qui est exclu.

+ Voici une auire solution A laide des forimules de Newton. On note
désormals Aj. ..., A, les racines complexes de 3\ 4 prises avee mnltiplicité,
D' aprés ce qui a 6té vu plus haut, dire que Tr(AF) = 0 powr tout £ > 1,
c’est exactement dire gue les sommes de Newton relatives & Ay, ... A,
sont rulles :

Tr(AFy =AY+ + A5 =0,

7!
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Les fortniles de Newton (voir exercice 5.31 tome 1 d’algtbre) donnent
alors que les fonctions symétriques Cémentaires des A, gsont wnlles : oy =
s = oy, =1 On en déduit gue

YA = yn _(Tler,- 1 44 (_I)n—lx + (71 }no_n — Xﬂ:

eb A" =0 d’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton.
¢ Voicl enfin nme troisieme salution par récitreence sur la taille de la
matrice. 8i ¢ = 1, coomue TriA) =0, om a A = 0. Soit w2 2. Supposons
le résnllat vral jusqn'an rang # — L. Eerivons le polynéme earacléristiqne
de A :
A =X X ()X 4 (=)o,

D’apres le theoreme de Cayvlev-Hamilton, on a
XalA)=0=A" o A" "+ + (=D)"TTA+ (=1)"7, 1,
of cnexprimaut la trace de ceite somnme, par hypothese. il vient
{(—"o,n =10,

on encore ndet A — ) s0it det A = 0. Done 0 est valenr propre de Al
Eerivons ya = XPQ avee Q[0 # 0, p = 1.
D aprég le théoreme de décomposition de novanx, ot a

K" = Ker{xa{A)) = Ker A" ¢ Ker Q(A).

Snpposons Ker Q(AY 2 {0}, T'renons une base obtenue par réjon d'unc
base de Ker A2 ot dune base de Ker Q{A). Lendomorphigme A dans
cetle base admaob noe matrice de la forne

(%5

On a A™ = ) done A' est nilpotente ct, ponr tone b 2 1, Tr(A’k) = 0.
Comme A® est semblable a

(i

o |B”

an A TI‘(B’k) = ). Drantre part, la restriction de A & Ker Q{A) est in-
jective, si hien qne B ost inversible, Or par hypothése de récurrence, B
cet anssi nilpotenie co qui fowrnit La coutradiction.

On peut done affirmer que Ker Q(A) = 10} of K?* = Ker A" @ la
niatrice A est bien nilpotente, <1
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Les solulions reste walables sur un corps commutatif de coractéris-
tiyue wulle queleonqgue & condition dudmellre Vegistence d'un surcorps
dans lequel e polynome coractérisiique cst scindé.

Lorsguc 1w est un endomorphisime {rigonalisable de voleurs propres
(Moo A complées avec mullbiplicité, pour tout P & K[X], le n-uplet
(LA PN carrespord ana valeurs prapres de Pu) comptéos aer
mufliplicile. Celu cst encore wlilisd dons {ceercice swivant gue wmondc
wn viéswltal déja dtabli. mais différemment, dans notre lome 1 dalgélre
fesercice 5.33). Comme dans Dexerciee 1,17, on utilise le fait que touf
polynéme st le polunome curactiristique dune cerfuine malrice.

2.29. Théoréme de Kronecker

1. Soit P € Z[X] unituire de degré n. Existe-t-il A € M, (Z)
telle gue ya =17
2. On note A, ...\, € C los racines distinctes on confondues
d'un polyndme P ounitaire de Z[X]. Montrer que si g € N
e
P, = [[(X -\ e zx].
-1
3. Soit P € Z|X] unitaive dont toutes los racines coinplexes sont

de modnle inféricur on dgal 4 1. Mantrer que les vacines non nnlles
de P osont des racines de Vanité.

(Ecolc polytechnique) J

i~ Solution.
1. Hsnfhit de penser & Tanatrice compagnon du polyndme P 1 si on

éerit P = X" dog,. (X 4oy &+ ag. il s'agit de la matrice
U U - U — k)
1 0 —thy
a=lo o —its
: t
() o1 —aa

Cette atrice adimmet le polynome P eomme polynome caracleristique ©
le leeteur tronvera ce caleid classique dans Uexerciee 1.17,

2. On reprend Lumatrice A introdnite a Ta question précédente. 1
M (C). 1a matrice A est scrblable & one matrice triangulaive snpévieare
T avee A, ..o, A, s la diagonale. Dans ces conditions, siog = N*, AY
est semblable & T Comune AY est a coeflicicnts enticrs. son palyndne
caractévistigne est 4 cooffictents entiers. anlrement (it
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Th

xar = vro = ] [(X - A = P, e ZIX]

i=1

3. Ou reprend les notations de la question précédente. Loargmnent
crucial ost que, du fait des hypothéses swr les racines de P les polynomes
P, sont en nombre fini. Bn effet, le coufficient de X7 F Jans Iy est

3N, A quion peul majorer en modnle
<

Z /\i, ""\?:k = Z :(1f5<2rl.

B D

Comune les coofficients de Py, sont entiers, ils ne penvent prendre gion
nowbre fini de valenrs of Jos Py osont en nowbre fui Les noiuplets
(AT .. LAY sont done eux aussi en nombre fini. 1Yaprés le lenime des
tiroirs, 1] existe done ¢ #£ ¢’ dans N* tels que

(NN = A

’ i
v I’ — - -
SiA; cst yon nulle, A7 = A7 o A9 =1 ce qui {nit de A, 1me racine do
i d 3 t i
T'unité. <

Les everciees proposds mainienent concernent prosque tous des gues-
tions de irigonalisution simalbande.

2.30. Trigonalisation simultanée (1)

Sail A B deux watrices de M, () qui camnuttont, Montrer gue
A ot 13 possident nu vecleur propre comnuitt, puis établiv quielles
sout trigonalisables sinndtanéient.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

e Comme C est aleébriquenient clos, le polynome caractéristique de
A qui est de degré n 2= 1 aclhiet au moins une racine. Done A adinet au
moing une valenr propre A, Lespace propre Ker{A — AL,) est stable par
B car A et B comumutent. Le inéme argument moutre que la restriction
de B a cot espace propre admet ins valenr propre j. St X ost un vectenr
propre associé on a alers BX = pN ot AX = AN, Douc X répoud an
problome.

o On va montrer par récurrence sur noquiil existe 8 € GL,, (C) el que
ST'AS ¢t § 1DBS soient triangulaires supdéricures. (Vest trivial sion = L.
Supposons 2 2 ot le vésaltat veal an rang v — 1, D'aprés 1a premicre
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unestion. il existe ¢ £ € non nul ot X ot g eomnplexes vérifiant Ae = Ac
et Be = pe. Complétons ¢ en nne base (e, ¢2,. .., 5,1 de C7, 8 Q désigne
la niatrice de passage de la base canonique de ©7 a (e o, 00006, )0 on s

A | v x T | xees

B!

Comme A et B commutent, il en va de mémo pour A’ el B', D aprés
Chvpothese de réemrence, il existe R € GL, - (7)) 1ol quo les mnsdrvices
RTAT = Tet R "B = U soient trianguliires supdrieures. Posans

R
i BB
hl
: R-!
0

Oy eny ddéednir

0

y Ly =1 _ _ 3
(

ot do méme,
X K 1 oo Xi
-1 —1 il 0 -
D Q'BQP = Romn || . €T,(T),
0

Comme (QP)~ =P1Q7", la matrice inversible S = QP convient. <
On a déjd sigrold plis haut (of. puge 99} que st (ADier ost une fu-
mille commutatioe guelcongue de patvices de M (T) on peut trouver
din vectcur propre conunnty @ towtes los mateicns do o fonille. Lo wiéme
récurrenee inondve alors que fu famalle (Ag)er est enlvigonalisable.

Bien entondy, comme dewy matrices triangulaires ne commutent pos
forcémenl. e fait que A wt B commindent cst suffisant maods nost pas
névessatre pour gue A ol B sodent cotiigonalisables. On va voir dans la
surte plusicurs outres conditions syffisantes, Lo variante suivante est wne
prevaitre gencratisalivn puisga on rolroyve Uerereice précédent si C — (0
Loy wémes ldces interviennend duvs lo solulion.
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2.31. Trigonalisation simultanée (2)

Soient A, B3 et C trois matrices de M, (C) telles que
AB—BA =C, AC=CA, BC=CB.

1. Montrer que ces trois matrices ont un vecteur propre counl-
mun.
2. Montrer gue A, B et C sont trigonalisables simultanément.
(Ecole polytechnigue)

> Solution.

1. On remarque que si X est un vecteur propre pour A ct B, alors
X est forcément un vecteur du noyau de C. On va done regarder ee qu)
se passe st Ie noyan de C.

e Supposons que KerC nlest pas réduis & {0}, Alors les encdomor-
phisines définis par A ot I lalssont stalde ce sous-espace puisque A et B
commuteni avec C. Leurs restrictions A" et B’ & Ker C commutent car
si X € KerC,

ABX — BAX = CX = 0.

Comme C esl algébriquement clos, A’ et B ont un vecteur propre conr-
mun (cf. exercice précédont).

e Tl reste done & montror que Ker C # {0}. Supposons par I'absurde
C inversibic. On a alors

C'AB—C-'BA =1,

Or, 1r(C-"AB) = Tr(BC'A) = Tr(C 'BA) car B et C~! commutent.
C’est absurde car 1, serait de trace nuile.

2. En prenant une base B qui admet comme premier vecteur un
vecteur propre commun 4 A, B et C, on peut trouver P € GL, (C) telle
que

Onaalors A’D'—B'A’ = O/ A'C = CUA ot B'CY = (1Y, Une réenrrence
sur ia taille de ia matrice permet de conclure. <
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2.32. Trigonalisation simultanée {3)

1. Soient A B € M, (C} telles que AB — BA = B. Montrer que
B3 est nilpotente.

2. Soient A,DB € M, (T) tolles quiil existe A, p € € vérifiant
AB — BA = XA + pB. Montrer gue A et B ont an vecteur propre
commnn, puis qr'elles sont simultanément trigonalisables,

(Ecole polytechnique)

I Solution.

1. On calenle les puissances de B & partir de la relation AB—BA = 3.
En multipliant par B & droite on a AD? — BAD = B? cl en multipliant
par B & gauclie BAB — B*A = B2, Aipsi, 2B% = AR? — B?A. Montrons
alors par réenrrence sur k = 1 que AB* — B¥A = kBY. (Mest vu pour
k=1ouk=2 Supposons k& = 3 et le résnltat vral anrang & — 1. On a
prar hypothése de récarrence

ARF — DA =(AB* ' - BFTAIB + BF(AB - BA)
=(k — 1)B* + B* = kB~

ID’on le résultat. Pour en dédnire que B est nilpotente, nous vons propo-
sons pas moeins de trois arguments.
» On peut jtiliser Ie résultat classique de I'exercice 2,28 pudsque poyr
toit k = 1, ona Tr(kBB®) = Tr(AB*) — Tr(B¥A) = 0 et done Tr(B*) = 0.
o Il est anssi possible d'ptiliser la notion de polynome minimal. En
offet, les relations précédentes montrent (ue pour tont polyndme P on a

AP(B) — P(B)A = BP/(B).

51 on prend pour P le polyndme minimal p de B, on voit que Xp/(X)
anmile aussi B. Done p(X) divise Xp/(X). Ces deux polynéimes ayant le
méme degré, ils sont colinéaires. La scule racine de g est alors O (ordre
de multiplicité d'yine autre racine serait le méme dans p et dans g’ ce
qui est impossible). Done g = XP poir un certain entier pet BP = 0: B
est nilpotente.

¢ Voici enfin un dernier argument trés court @ considérons 1'endomor-
phisme de M, (C) f: M +— AM — MA. Les égalités obtennes plis hanut
signifient que si 3% est nop nulle, alors k est dans le spectre de f. Comme
M, () est de dimension finie, le spectre de f est fini et les pnissances
de B sont done foreément nulles & partir ’un certain rang.

2. 51A = p =0, AetBecommutent et on se retrouve avec la sitnation
de Uexercice 2.30. On supposcra donc (A, z) # 0 et pour des raisous
de symétrie, on pont supposer g # 0. Comue dang los denx exercices
précedent il suffil de prouver gque A et B admcltent un vecteur propre



te8 CHAPITRE 2. BEDUCTION

commiin, la cotrigonalisation s’oblenam alors facilement par récurrence
sur la taille n (la relation se transmet bien au rang inférieur).

Pour cela, on se raméne a nne relation de la forme étudiée dang la
question 1. On pose B’ = A + pB. On a alos AD — B'A — B
l.a question précédente, appliqude avee lA ct B' montre que 13 est

nilpotente. En particulier son noyan est non nul. Si X € KerB’ on a
BYAX = 0 ce qui montre que Ker B est stable par A. Comme on travaille
sur C, la vestriction de A & Ker BY adinet une valenr propre . Seit X un

vectour propre associé. On a alors B'X = 0 ce qui doune AMAX +uBX =0

- Ao N
soit encore BX = — —= X, Donc X est un vecteur propre comumm & A et
e

aB.«
Voici encore une question du méme type, mais plus difficile.

2.33. Trigonalisation simultanée (4)

Soient A et 13 dang M, (T) telles que rg(ADB — BA) < 1. Montror
que A et 3 sont colrigonalisables.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Posons C = ADB ~ BA. 81 C cst nulle, alors A et B commuteut ¢t on
retrouve la situation de Uexcrcice 2.30. On va donce supposer C de rang 1.
Une premiére idée est de chercher un vectenr propre commun 2 A et B
pour {aire ensuite une récurrence swr la taille n. Il est clair qu'un tel
voctewr propre conimun X de A et B doit 8tre dans le noyan de G, Par
Lypothése, e noyait est wn hyperplan de €*. Soit A une valour propre
de A. Quitte 3 remplacer A par A’ = A — Al,. on peut supposer gue
A =0 (on a toujours A'D — BA’ = (¥). Deux cas se présentent :

o Dans le cas on Ker A C Ker € tout se pagse bien. En effet, pour
tout X de Ker A on a ABX = CX + BAX = 0. Donc Ker A est stable
par B. Un vecteur propre de la restriction de B a Ker A est alors vecteur
propre conmumun & A et B.

s Regardons maintenant le cas on Ker A n'est pas inclus dans Ker C.
On peat done trouver X € C* tel que AX = 0 et OX # 0. On a alors
CX = ABX eI A. Comme CX est un vecteur non nul de Uimage de C
ot que Im C est nne droite, on a Im O C Tin A. Dans ce cas on voit que
Im A est stable par B : en effet, soit Y ¢ Im A ot Z tel que Y = AZ. Alors
ABZ — BAYZ = C¥ ce qui donne BY = ABZ — CZ € Im A. Probléme :
ol ne voit pas pourquoi A ot B auraicnt un veclenr propre commun
cans [ A.

AMais en fait, il n’est pas essenticl de trouver un vecteur propre con-



2.33. TRIGONALISATION SIMULTANEER (4) 11

mun & A et B, c¢'est-b-dire une droite stable par A et B @ plimporte
quel sous-espace strict do C™ stable par A el B3 permet de faire une
récurrence sur la dimension! Et on vient justement de montrer que si
A€ Sp A, alors soii Ker(A - AL} soit Im(A — AL} est stable par B (el
natnrellement aussi par A). Comme A nest pas scalaire (sinon C = 0},
ces deux sous-cspaces sont non nnls et strictement inclus dans €.

Reédigeons alors la récurrence. Le résultat est trivial pour n = 1.
Supposons le résultat vrat pour sout conple de matrices de taille < n et
prenons A, B dans M, (C) tolles gque rg(AB —BA) < 1. 8i AB =DBA on
sait que A et I3 sont cotrigonalisables. Si C = AB — BA est de rang 1 on
vient de prouver qu'il existe mut sous-ospace non trivial F de €™ stable
par A et par B. En prenant une hase de F que Fon prolonge en base
de €™, les endomorphismes canoniqnemont associés & A ot 13 admettent
dans cotte base de C" des matrices de la forme

A= ( ) ot B = ( ) respoctivement,
5 2
On a alors

_AfBj_ B"A" _ ( A]B] 7B1A] X )
0 AsBy — BoAg

Puisque rg(A'B — B'A’Y = 1, on a également rg{A B, ~BjA ) €1
el rg(AzBa — BpAg) < 1, ¢t par hypolhése de récurrence il existe I
et Q inversibles tellos que P AP et P7'ByP d'une part, Q71A,Q ct
Q7 'B,Q d’autre part, soicut triangulaires supérieures. Si R est 1la matrice
diagonale par bloes Diag(P,Q), R AR et R7IB'R sont triangulaires
supéricures of done A et B sont sinmltanément trigonalisables. <

Aprés lous ces exercices le lecteur se dernandera légitimement sl vy
a une condition nécessaire et suffisante powr que deur matrices A el B
de M, {C) sofent cotrigonalisables. On voil de swite gue s AT sond
colrigonalisables, lo matrice AB—DBA se trigonalise en une matrice dont
la dingonale cst nulle. Elle est donc nilpatenie. En fait, i en est de méme
de toule matrice de lo forme P(A, BY(AB — BA} on P(X,Y) désigne un
polyndme en deur variebles X|Y non commuletives o par evemple si
P(X,Y) = XY?X? on a P(A,B) = AB?A’. Et bien un théoréme de
Me Coy affirme que la réciprogue est vraie © si P(A, B} A — BA}Y est
nilpotente pour toul polyndme en deur variables non commutatives P,
alors les maotrices A et B sont cotrigonalisables. On en dédwil directement
le résultot de Uezercice 2.30 (cas on AB — BA = 0) mais aussi celni de
Pexercice 2.31. Fn effet, 51 C = AB—-BA commute avce A el B3 on a, pour
tout k = 1, CF = (ACF " B—B(ACP 1) et on en dédutt que Tr(CF) = 0.
Cela fmplique classiquement gue C est nilpotente {voir exercice 2.28).
Pour tout palyndme P en deur vdirtables non commmulabives on o olors

[P(A,B)C]" = P(A,BY*C™ =0 car C commule avee P(A,B).
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Voict un exercice délicat ot on Uon cherche un vecieur propre com-
maun 4 wne femille commautative de matrices.

2.34. Vecteur propre commun & une famille de matrices

Soit K un corps commutatif et S une partie de M.,,(K) telle que
les ¢léments de S commutent deux & deux. On suppose de plus que
les éléments de S possédent un vecteur propre commurn. Démaontrer
J'existence d'un vecteur propre commun aux éléments de *S.

(Ecole normale supérieure)

&> Solution,

Le résultat a déja été évoqué lorsque K est € ou plus généralement
un corps algébriquement clos (voir page 99).

Quitte & rajouter les matrices AL, pour A € K, on peut supposer sans
perte de généralité qu’elles appartiennent 4 8. On peut remarquer que les
éléments du sous-espace engendré par S possédent la méme propriété que
ceux de S : ils comutent deux & denx et possédent un vecteur propre
en commun. On peut donc supposer que S est un sous-espace vectoriel
de M,(K) et en prendre une base B dont le premier élément est I,.
Berivons B = (T, Az, ..., Ay). Nous savons qu'il existe Xy € K™ non nul
tel que pour tout ¢ € [1,p], il existe A; € K vérifiant A; X, = A\;Xo. En
changeant A; en A; — A1, la famille B reste une base de S et pour tout
i e 1,n], A;Xp = 0. Nous allons démontrer lexistence d'un vectenr non
nul appartenant aux noyanx de chaque ‘A;. Ce vecteur sera alors un
vecteur propre comiun 3 tous les éléments de 8.

Pour cela, opérons une récurrence sur Ventier . Le résultat est trivial
pour n = 1. Supposons n > 2 et le résultat vrai en taille < n.

Le polyndme caractéristique des matrices A; peut se mettre sous la
forme XPQ, otip 2 1 et Q(0) #£ 0. Supposons que pour I'une des matrices
A4, disons Ay pour fixer les idées, on ait p < n ot deg Q = 1. Le théoréme
de décomposition des noyaux permet d’écrire K™ = Ker AT Ker Q(A ),
ces deux sous-espaces 1’¢tant pas réduits & {0}, Considérons By une base
de Ker AT, By une base de Ker Q(A1) et P la matrice de passage de la
base canonique & la base (B:,B;). Comme les A; commutent deux a
deux, ils laissent stables les sous-espaces Ker AT et Ker Q(A;). Pour tout

/
}65 ]31) avec A} (resp.
B;) la matrice de 'endomorphisme induit par A; sur Ker A? (resp. sur
Ker Q{A;)). Les matrices A} commutent deux a deux et possédent un
vectenur non nul appartenant & tous les noyaux Ker A/, Comume la taille de
ces matrices est strictetnent inférieure & n, par hypothese de récurrence,
il existe Yo non nul tel que ‘ALY = 0 (Ja seule valeur propre de A’ est 0

L € i< p, la matrice P~'A;P est de la forme



494, VECTILUR PROPRE CONMIN A UNE EAILLE DE MATRICES 121

car A7 est nilpolente). Dans ces conditions, le vecteur Y, = %U e K"
est mon nulet "(P=TA )Y — 0 pour tout i. Comme P A TPIY) = (),
lo vecteur non nul “P~1Y} est dans le noyan de chagque “A; et répond
au prabléme.

I nous reste a traitor o aas on pour chaque matrice A;, le polynome
caractéristique est seal & X" (ce qui correspond avee les notations utili-
sées plos nnt & p = n ot Q@ = 1), Les matvices A sont done nilpotentes.
Ainsi, la Gunille (Ao ... "A,) ot composée de matrices nilpotentes
commmitant deux & deux. Llexistence dan vecteur propre comnmun a
toutes les matrices "A; est assurde par le lemme suivant ¢

Lemme. Soif E un K-espace woctoriel de dimension finie non nulle et
(11, . up) une famille d’endamorphismes nilpotents commutont dews d
deun. Il existe ¢lors © € B, vecleur propre comrmun d tous les endomor-
phisines ;.

Démoustration. Proctdons par récurrence sar Uentier o Sip = 1, commie
= {0}, Kerwy n'est pas véduit a {0} et un veeteur non mul de Ker iy
convient.

Snpposons p 2 2 ot lo résultat vrai an rang p — 1. 85w, = 0, on ap-
plique 'hypothése de récurrence a la famille wy ..o 1, 1. Lo vectour &
Lrouve couvient aussi pour w,. 5i up, # 0, F = Ke1 1y €5t UL sous-espace
non reduit & {0} laissé stable par les o, Pour 1 <7 < p — 1, notons )
Cendomorphisine indoit par o, sur F, Les endomorphisues o), . ., 5“;_1
cotntutent denx & deux et sont nilpotents, ot done redevables de 'iy-
pothese de reeurrence ; 1l exaste £ € F un vecteur propre conmmin i fous
les i), Clest, done un vectour propre pour w; avee § % po- 1 et méme pour
up car @ € 1" = Keray. La prenve du leinme ost achevée. I

Et cela termine exercice. <

Le théoréme de Cayley-Hamilton nous asswre que x,, est un polyndme
annulateur de w lorsque w esh un endomorphisme d'un cspace de dimen-
st flinle. 81y, est scindd {ce qui cst foujours le cas si e corps de base
eat ©), on pewt éorire \, = (X - A)™ L (X =200 ot les A, soat les vn-
fenrs propres deus & dewr distivetes de w. Le théviene de déeomposition
des noyaur nous donne

- @KCI'(‘M - A Ldg)™.

i=l

Lo sous—capace Fy = Ker(u — N, Ip)™ est le sous-ospace caractéristique
de i orelatif a lo na.h,ur propre A, [l contient le souns-espace propre relotsf
a N, Notons que Uendomorphisae v est diagonalispble 55, ¢ sewlenns
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st, pour fout 4,
Ker{u — A; Idg)™ = Ker{u — A, Idg).

On rappelle le résultat classique sur les noyaus itérés prouvés & Uexercice
6.14 du tome 1 d’algébre : en dimension finie, la suite des noyaur Ker(u—
M Idg)¥ est strictement croissante jusqu’a un rang p, puis stationnaire.
Ce sont ces idées gue {'on retrouve dans les exercices gui suivent.

2.35. Etude d’un opérateur d’un espace de suites (1)

Soit B = {u € C*, u bornée} et T : B — B qui & (s }nez associe
(tn41)pez. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres
de T..Que dire d'un sous-cspace de dimension finie stable par T'?

{Ecole normale supérieure)

> Solution,
e Soit A une valeur propre de T et u un vecteur propre associé. Si
A =0, u est nulle ce qui est exclu. Donc A # 0. On vérifie par récurrence
sur n € N que 4, = ugA”™ et u_, = ;t—: Finalement, u, = upX™ pour
tout n € Z. Comme u est bornée, nécessairement || = 1.
Réciproguement, si A € C est de module I, (A"),ez est dans B et
vérifie T(u) = A : le spectre de T est le cercle unité S! et les espaces
propres sont tous de dimension 1.
_® 5oit I un scus-espace dec B stable par T, de dimension finie. On note
T I'endomorphisme de F induit par T. Comme C est algébriquement clos,
r
on peut écrire x5 = [ (X — X i)™ avec les A; deux & deux distincts dans
i=i
C et n; € N*. Les A; sont des valeurs propres de ’T‘, done de T : ce sont,
des complexes de module 1. D’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton,
x5(T) = 0 ct en appliguant le théordme de décomposition des noyatx :

F = @D Ker(T — »; 1d)™.

i=1

Soit, A une des valeurs propres A;. On a Ker(T—A1d)? = Ker(T —AId). En
effet, siw = (ttnIncz € Ker(T — A1d)2, on a tn g9 — 221y 4+ Aup =0
et on sait qu'il existe (A,B) € C? tel que u, = (An + BjA". Comme
|A| = 1 et u est bornée, nécessairement A = 0 et v € Ker(T — Ald), d’oit
Ker(T — AId)? < Ker(T — Ald). L'autre inclusion est triviale.

Il s'ensuit que la suite des noyaux itérés Ker(T — A1} est sta-
tionnaire & partir de » = 1. On a en particulier Ker(T — X;Id)% =
Ker(T — A, Id) pour tout i, et donc
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F = PKer(T — ) Id).

i=1

Ainsi T est diagonalisable et les (AM),,cz constituent une base de vecteurs
propres de F pour T.

Réciproquement, si A1, ..., Ar sont v complexes distincts de module 1,
le sous-espace engendré par les (AT )nez est stable par T et de dimension
finje.

Conclusion. Les sous-espaces stables par T sont les sous-espaccs
engendrés par les (A )nez avec Ar,..., A complexes distincts de mo-
dule 1. <

2.36. Etude d’un opérateur d’un espace de suites (2)

On posc E = CV et on définit Vopérateur T E — E qui & u
associe ((n 4+ 1)tng )y en

1. Déterminer les éléments propres de T.

2. Pour X € €, déterminer Ker(T — Aldg).

3. Soit V un sous-espace de E de dimensijon finie et stable par T
et u € V. Montrer que la série de terme général wu,, est absolument
convergente.

(Ecole normale supérieure)

> Solution,

1. Siwu est un vecteur propre pour la valeur propre 0, on a pour tout
nz 0, (n+ Duyp: = 0 et finalement u,, — 0 pour tout n = 1. 11 est
alors clair que Ker T = C(1,0,0,...,0...) : 0 est valewr propre de T et
Pespace propre associé est une droite. ‘

Suppoesons que maintenant A € € est une valeur propre de T et que

u est un vecteur propre associé. Alors pour tout n € N, upyqy = — U,
n 4

et, par une récurrence immédiate, u, = — Uo- Réciproquement, si la
n!

n

k13

suite u est proportionnelle & (/\—) , alors T(u) = Au. On en déduit
neEN

il
que Kcr(T—)\Id):C(A—T) ot SpT =C.
/e

2. Soit 4 = (Up)new, ¥ = (Un)nen = T(u) et w = (Wynen = T{v)
dans E. Alors on a, pour n € N,

U = (4 Dty et wy = (n4+ Der1 = 0+ 1){n + 2)tnro.

Soit A € C*. Dire que u € Ker(T — AId)? = Ker(T? — 22T + A 1d),
¢’est dire que, pour tout n € N,

W, — 2A0n + Ny = (n+2)(n 4+ Dunio — 220 + Dunyy + M, =0,
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an encore
: 2
Uz — 2N, 10+ A%y, =0

avece o, = nhi,. Comme X2 — 20X + 2% = (X — )%, w € Ker(T - Ald)?
siguific quil existe (A, B) € € tel que, pour tout n, a, = {An + B)A?
(An 4+ DA

Ol EBCOTE Ty = = = Ker(T — A1d)? est un plan.

Dire que u« € KerT?, Cest dire que w,, = {(n 4+ 2)(n + 1upys = 0
pour tout n 2 0, antrement dit que 1, = 0 pour n 2 2. Le noyan Key T?
ost up plan de base (1,0,0,....0,. . .y et (0,1,0,...,0,...).

.

3. Notons T la restriction de T a V. v = [ (X =X)™ le polynome
=1
caractéristique de T avec les \; € € denx 4 deux distinets et les n, 2 1.
Le théoreme de Cayley-Hamilton assure que x4(T) = 0. Le théareme de
décomposition des novaux permet ensuite d'écrire

V = P Kex(T — A 1d)y™.

=1

sttt done de démontrer que chague élément de Ker(T — X ) cor-
respoind an terme géndral d'une séric abwolument convergente, Pour cela,
dénontrons que si @ = (u,)pen © Rer(T — A1 avee A € Tt p 2 1.
alors 3 u, est absoluntent convergente. Pour A = 0, Ker T cotresponel
anx suites nulles a partir de » = p, ¢'est done vérifié.

Supposons A # (. Nous allons pronver que pour p 2 1, Ker(T =X 1dy
Pln)A”

est constitué des suites w, = '
n:

(n € N}, ot I’ est un polyndine
quelconque de €, [X].
Paur commenecer montrons par réeurrence sir p 2 1 que si; pour
P{m)A"
tout n € N, u, = % avee P e Cpq[X], alars u = {1,),en

3
-
appartient & Ker('I' — AId)?. Cela o 666 vu pour p = 1 ¢t p = 2.
Supposons la proprié¢té vraic au vang p — 1, avee p = 3. On note
; Pio+1) -1 At
v o= (tpuen = T(u) — Ao On a wy, = (P -+ 1) = Pl pour

'
tout 7e € TL Comme AP(X + 1) — I'(X)) a un dogr(':“iufﬂ-rivu[‘ ou égal
A p—2 onave Ker(T — Md)* ' par hypothése de récurrence ot
done w = Ker(T — ATd)P.

Montrons maintenant, toujours par récurrence sur p = 1, que
dim Ker{T — ATd)? < p. Cele a &6 va pour p = 1.2, On suppose que
¢’est vral pour p — 1, powr p 2 3. On considére application linéaire,
fow e Ker(T - AXd)y? — T(u) — Aw € Ker(T — AId)* . Son image
st m sous-espace de Ker{T — AMd)~?! qui est par hypothese de réeur-
rence de dimension finic inféricure ou égale a p — 1. En prenant une
base de Im f. (1,...,&,}. et pour tout 7. un antécédent &, de =, par
£, il est aisé de verifier que I = Vectie(, ..., ¢,) ost un supplémentaie
dit noyau isamarphe & Tm f. Comne Ker f = Kor(T — Md) est nne
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droite, le sows-espace Ker(T — Ad)" = Keor f 11 est de ditension finie
gl l=p—1+1l=p
kyn
Enfin, les spites (-Tf A—)

} pour k € [0, p — 1] forment nue famille
Fil s

B
libre de Ker(T — Ald)¥ + on en déduit que ces p osnites forment une
kgL

hase de Ker(T — ATy, Comme ‘nn/‘\ =0 (%) quand n tend vers

iPinfini, l? theéordine de comparaison }lr:s series A tornies posisifs assure
N

que Yy nA est absoluent convergente. T en va de méme pour > u

luraque o € Ker{T — AIdy, .3

r!

2.37. Etude d’un opératenr d'un espace de suites (3)

-
Soit £ = C¥ et T:E — E qui & la suite (i), associe la

. My 4ty
suite | —mm —— .
SHLe ( i ) n=l
1. Déterminer les éléments propres de T
2. Soit A € C. Détermiiner Ker(T — N Id}2.

3. Deéterminer les sous-espaces de dimension finie stables par T

{ Ecole normale supérieure)

r- Solutiouw.
1. Sait N une valeur propre de T ot w = (1, )pz1 Un veetour propre
asgocié & A Notons p le plus entier £ tel gque ug #£ 0. Alors, on a

uy + -+ Uy thp
Ay, = —————— =

P L
Il sensnit qaie A = —- Dans ces eonditions, pour n > p, on peul, écrire
R

i, iy + o F iy, I

= el oy = —*‘*(”;7+'“+“n—l)'
D 7 "~ p

Sion se donue une antre suite non nulle v = (1, )n5 de Ker (T—n ?% Td )f
cnx notant ¢ le plus pelit entior £ tel que 1y £ 0, on a }1]‘ By = et g = p.
De plus, pour 1 > p, on o

i

n—p

u, =

(Up 4+ ).

N - i s . itq,
Cuitte & mmultiplice v par le scalalre 'T’ Ol peit Suppose w, = v, ¢t
g

im)g@L
T

abors on i i = v on en dedall, que Ier ('l‘ —
T
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Réviproguement, st o pose iy = v« = 0, | =Bt u, = L iy anne
wnigre suite Ulp) = (1, 1y voritiant ba relation de réeerrence ci-dessis,
op kL

Essayous de tronver son fertne géncral, On a tpey = 0, #pq =

v ([ +-p+ fi{ﬂjL_)) = @Qfﬂiﬁ COude

puis iy = 5 =

2
vine alovs que

Uprh = (P“ L po tont k& M Mountrons le par réemrrence forte sur
Lo Cestovral pour les prenners indicos. S0 la fornude est vriie jnsquean
rang b on o

{ A
(C] 1 “f C ‘»’ +( +A,|)

thp -kt 1 == C]l—lﬁ.

E +1 A +1
NV LV ) Ly

TS T R VA VT ST

ce gui prouve lo formale aa vang B4 1 (s secoude dealicé qui donne la

sotpne dhme dingonale descendante dans e triangle de Pascal e«t facile

a démontrer). La siite Tp) ainsi définie appariient & Kor (F - - ld)
Conclusion, [« spectre de T ess L()l!l‘-ﬂf‘l?(“ des Gléments de ld suite

L .
(_) ot le sons-cspace propre Ker (l -3 .Td) est la droite ongen-
n jrazl )
drée parda saile Up) = (C) 78,y avee la convention que ke coefficient
binotial est nul Jnrsque - p <A,
2
. 1
2, Soitp =l A= - olue Ker (T - - Id) non tdle, O note
D

P

. 2
¢ = (1 - ]I— Iti) () =T (w) — 2NT(u) + AN Pour > 1, on a

=

SIS (S e

N T t=1 h=—1

R AN ..
- (Z‘ L i;ﬁ—‘) - 2A- (L ,'1,1_.) + Ay,
PN ke AT

T " "
1 .
(2 T”(E.E_ZA))Jr’\z”“_n‘
i=1 =¥ J

Si an note gy le plus petit cotier & el que g 20, on 2

i , ) <2 { 1 2
f.-,!:u.f-l(ﬂ_z)\) F A :(1,,_” ;(7 __) ,
LN f i D

On en doduit que ¢ = po Busnite pour n 2 p-b L e coolficient de o,

dans T relacion
1/ "1 .
- . — -2 4N, = 0.
5 (L g (Z i A)) N,

=1 h=£

—

s

—
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2
st | — - A) A0, autrement dit, @, est aniquement déterming par
r

la valeur de . Conape dans la promicre grestion, on en déduil ¢oe
i »

2

. . 1 . -

I er ( [ — Z 1) est contemn dans uue droite. On conelut doue que
it

A% o 1 ,
Ker (T - - ld) =Keor [T - >Hl) = Veet(U(p).
r I
3. Soit I un sons-espace de K stable par T, de dimension finie. On
note T Vendomorphisme de F induait par T. Comine € est algébriguement,
"
vlos. on pent éevire o= [TX = A0 avec los A, denx i denx distinels
el
dans € ot n; € N Les X; sont des valeurs propres de T, done de T,
apires le (théortme de Cayley-Hamilon. y4.(T) = 0 et en appliquant le
theortme de déeomposition des noyaux ¢

F = D Ker(T — A 1d).

i=lI

Soit A e des valeurs propres A,. O a K(—‘I‘(r'l:' — A2 = K(-r{T — Ald)
dPapres [a question peécéderte, B
Il s'ensuil gue la suile des novaux itérds her(T — MEL)* est sta-

tionnaire & partir de # = L. En particnlier, on o Ker{T — 3 1d)" =
Ker(T — X I} pour Lont 7 ot

F = PKer(T \Id),
i=l

ce qui traduit qne T est diagonalisable of B posséde une base de veotours
propres du type U{p) avec p c 1"

Réciproguement, pour tont famille finde pp <2 pe < -+ < p,o de N7,
Veot(U{p1). oo, U{py)) est in sous-cepace de dimension finie stable par

T, ¢e qui achove la description demandée. <

Considérons un endomorphisme frigonelisable w d'wn vspace de di-
mension finie of xo, = (X=X (X =X)", 0t fes N sool les vnleurs
propres devs o dewr distinctes de v, Le thiéoreme de décomposition des
noyaur permet d’éerire E conune somme des sous-cspaces covecleris-
tiques

-
L= Kertu N ).
i=1
Comme ¥, = Korlo — 2 Idwt est le noyan o un polynome en w,
ef sous-espace osbostable par . Lomduil o) de v — A ldg 6 F, est



S CHAPLIRE 2. REDUGUTION

un cudomorphisme nilpotent. de polynime caractérvistigue. XEm¥ L -

duwit de w sur F, admet comme polynome caractéristigue (X — X, 4mE

Comme £ est somme directe des sous-cspaces curactéristiques Fy on a

.
Yo = I (X = AN9F oo qui dmpose por unicild de la ddéeomposition en.
pmdu;'I ln!f; Jucteurs teréduprtibles que n, = dmF, : Pondre de A comme
racine da polynéme caractéristique est la dimension du sous-espace ca-
ractéristique rolalif ¢ X,

On peut également rechercher une interprelation de Dovdre de A
comme racine du pelyadéme manimal. Il est classique de montrer qu'en di-
mension finie la suite de sous-cspaces (Ker u¥)wa est stvictemend crots-
sante jusqu'a un certafu rong p opuis stationnaice. Le lecteur frourera
cela dans Uexercice 6.14 du premivr tome dalgebre. Dons Uénoned swi-
vant on constate que cot ndice p nist autre gne la valuaiion Jdu po-
lyndme mindmal de w. On en déduit que Dovdre dune valeur propre
comme racine du polyndme minimal es! Vindice v d partir duquel fo suife
(Ker{u — N hyno devient stationnniyr,

2.38, Ordre d’ure valcur propre dans le polynéme minimal

—_——
boit E un K-espace vectoriel de dimension n. w un end()mor—“

phisme de E. Ou note P le polynéme minjmal de v et p 1o valuation
de P antrement dir Pordre de 6 comme vacine de: 1),

1. Om supposc p = 0. Que pent-on dire de w?

2. Ou suppose p = 1. Moutrer que & = Keru @ I

3. Uans le cos général montror que E = Keru? & Incw’ et que p
est It plns petit entier powr lequel on a cette propriéte.

4. En dédaire que si A est une valewr propre de 2, Vordre de A
cornne racirle de P n'est autre gue le plus petit entier & tel gue
Ker(n ~ Ag)®* = Ker(n — Aldg) .

(lflcole polytechnique)

i Solution.

L. Dire gque {0 p'ost pas racine de P orevient a dive gue 0 n'est pas
valeur propre de o ct done que w est inversible.

2. Sip=1 onéait P=XQ(X) avee Q(0) % 0. D’aprés lo théoréme
de décotpuosition des noyaux on a Ker v @ Ker (Q{u) = E. IYautre part,
ont & Plu) = QL) ow = [il'ol if vient que Tmu < Ker Q(u). En vertu
du théoreme do rang, dimime = dimE — dim Kerw = Jim Ker (3{#),
’apres co qui précéde. On a denc Uegalicé Imw = Ker Q(w) et finalement

IE = Kerneplimu )

3. Ou suppose dans toute cette questiou p > 1, ¢'est-a-dire w non
inversihle. On procéde commme précédetnient et an Gerit P = XP()(X)
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avee Q(0) £ 0. Par le thiéoréme de décornprosition des novanx an obtient
15 = Kerw? @ Ker Qu). Comme (uion? =0, on a Im o C Ker ()
ot les deux espaces ayant la méme dimension, ils sont éganx. On a done

\ B = Ker of O hnow? i

Notons que st g 2 p. le polyndme X2Q(X) annule aussi v et on a
E = Kera® I Ker Q(u). Conume Kerw” C Ker u? on o forcément égalité
tles denx espaces ont le méme dimension). Aimnst. la suite (Koer o Jizo
est constante a partic du rang po Comrne Ima? C Imw” le théoréme
du rang mongre que la suite (I uk)k.‘.,(-. est ausst constante A partiv da
tang p. En particulier, on a E = Keru? ¢ Im«" pour tont ¢ = p. Oup
va maintenant montror que ce n'est plus le eas pour ¢ < p. En cffet
supposotis E = Kerw? @ Imaud. Les sous-cspaces Kern' el lm o cout
stables par w et st # designe Pendomorphisme nvlnit par @ dans Ime?
il est facile de voir que le polyndme X9y, (X) anmie «. Comue v est
imversible {car eruw © KWeru?), ) n’est pas racine de %, et on a done
nécessairement ¢ = p.

Conclusion. L’entier p est lo plus petit enticr naturel pour lequel
on a E = Kerw? @l of. (est anssi Ventier d partic duguel les suites
{Ker uk)k;] et (Im u*); ., sont stationpaires car si 1 < 4y < p. le poly-
udme XQ{X} anvule pas « (par détinition du polyndme minimal) et
on o done Kero? o2 Koee@Q(u) # E. Alnsi, Keru? est stricternent inehis
dang Ker u?.

4, 11 suffit d’appligner ce qui précéde A endornorphisme v = u —
\Tdg dont le polyndme minimal ost Q = P(X + A}, La valuation de Q
v'est antre que Pordre de A conune racine de P et ¢est A partir de cot
enticr que la snite (Ker 07 )gso = (Ker(n — \ ]dE)"“)k;g devient station-
natre. <1

Duns ces conditions, si on uote ny Dordre de X comme mueine de x.,, et
#y son ordre coramie racine de [, commc py < ny en verte du théoréme
de Cayley-Homiflon. on o Ker{u — AMdp)™ = Ker(u — AMdg)?* . Adutre-
ment dit, lu swite (Koer(n — Aldp)¥)izo sfationne ¢ Fy, o 1y disigne le
sons-nspace covectérisiigue relotf d X :

Fa = Ker(o — AT = Kevpn — Aldp)” = Kev{u - Aldg)™.

Llexercice sutvant, qui est relalivernont difficile, met ern scéne les
sous-cspaces cerdeléristiyites pour dégager des sous-espuces stobles par
une fomalle dendomorplismes afin de se ramener d une dimension stric-
Lenyent inférieure,
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2.39. Familles de tpatrices auticommutantes

Déterminer lo cardinal maxinmpun dune Canille de ruatrices de
GLA{C) qui anticommunitent desx . denx.
{ Ecole normale supérieure)

> Solution.

O considdrera g nne fanille de GL, (C) eéduite & vy seul éénent
répond an probleme. Ow notera v, € N U {ac} Jo vardinal maximal on
dituension n.

Il est clair que r, = 1 &1 7 est unpair @ on effet, si A et B sonut
denx matrices de A, (T3 telles que A3 = —DBAL il vient. en passant an
déterniinant,

det Adet B = det AB = detl(—AB) = (- 11" det Adet B = —det A det 3,

Lot det Aedet B =0 et A ou BB n'est pas inversihle.
Passons an cas »opair. S A ot B osont dans GL, (C) et anticoni-
mmtent, A est semblable @ son opposet prisque AB = —BA ontraine

A =B(-A)B~?. Comme
A = dot(XT, 4+ A} = (=177 det(~ XL, — A} = ya(= X}

et puisgiue A est semblable & —A, xa = x—a = xa(—X) ce qui entraine
gue si A est valeur propre de A, alors —\ esl valeur propre avee la méme
multiplicité.

¢ Le candidat passant Uoval pronvera son bon scns sciemlifigne en
essayand de voir ce aqpi’il en est pour les petites dimensions. Frudions
done e cas o= 2.

Prenons une lamille anticommutante (Ag,.. .. A) de GLe(TY. On
suppose = 2 Seit A € SpA, (T est algéhriquement clos), Alors
=X & SpA;. Comme A est non . la matrice A o denx valenrs
propres distinetes et est done diagonalisable, Seit P € GLy(C) tol que

X0
P'A,P = (f,l i\
mutante et on o Jdone constrait nue nemvelle Tamille de meme cardinal
avee la premicie matrice diagonale. Ou L notera vncore (Aq, .. .. A).

)‘ Alors 1o famille des PTTALP est aussi pnlicom-

. . . 1
Quitte A tontes les diviger par A an peut suppoger A, = (ﬂ 05 )

— ap by )
Ferivons Ay = ko (2 k< r). On aalors
Ch (f,r;

_ [F¥ 3 hk - | _ bk
AlAk o (C;‘; —dk) B Akﬁ” a (—(Jk (l;;)
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Foitap =y =0 pour tout & = 20 Supposons r = 4 Les complexes Iy
ot ey sont non nnls puisque les nmtuces Ay sanl mvcmiblo:‘.. Ou a

o hees OOy sz D
Avhy = ( 0 f)g(:g) = —Azhs = ( 0 —hoem

. ho Iy S
Dian faey = —hyeg ot — = CEn dorivant AgAs = —A AL ] vient
(55 €y
f}-; b h; bl
— = —- Dewmeéme avec AsA; = —A A, = = . Test ipassible !
2 = o3 Cq

O » done néeessairement » < 3. En fait, on peut exhiber une famille
auticonuutante Jde trois mamu\s :

) (Vo) (o)

Aipsi ou vient de prouver que re = 3.

o Ou va essazer de tronver nne relation de véewrence eutre r, pour
1 pair ot des valeurs s plus potites, Posous no= 2p avee p e N7 On
{ait Ilypothése gue le cardinal maxionm d'mie aille anticommmutante
de mntrices de GLu(C) est fing et vaut r,. Soit (Ay,... Ay) une famille
Auticonunntante e GL, (C) avee # = 3. Cotnne dans le cas no= 2, on
va montrer ¢unon peul se ramener & une fanille de malriess disgonali-
sables. Comme on T'a vu plus haut pour n = 2. Ap est soublable o —A .
Seit A une vatear propre de AL Nong allons noter Fy = Ker(A, — ALDY™
el 10, = Ker(Aq + )\I,,,)”’ Tt sOts-G8paees caracteristiquies correspon-
dands de Aq.

Lemie. Pourk =2, Ap(Fy) C oy et Ag(li_y) C Fy
Démonstration. Soit X c Fy, A=A ct B=A,. Una

(A —ALY"BX = (A - ALY ' Bi-A - ALIX = = B{—A - AN
- (fl)r”B(A 7{ /\I”‘):{MX — (*'I)J”BU — ()

Par couséquent BX € F_ . Cela montre la premidre inclusion. Lautre
swhtient en remiplacant A par —A.

Lemome. Pour X 2 2, By =F, 2 F_y est stable par Ay

Démonstration. Pour & = 1. ¢'est parce que les sons-espaces carnctris-
tigues e Aq sont stables par A

La stabilité par A; pomr b = 2 vésudte da femme précédent. Lo {ait
que 17y et 192y sojent en sonnue dircete est une conséguencoe du ticorere
dla décompositiot des noyvaux pnuscue (X — A7 of (X4 A)™ sous promiers
ontre cux. &
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Nous avons vu que ya, pouvait s'dorire
o, = (X =AM K+ 20" = A2) (X + )™ (N =) (X a™
on les Ay ot —A; sont deux & deux distinets ot les ny, € M. On obtient

Cr =y @l R, O & By By,
iE}w G EN D DEy,.

Nous identifions los anatyices et les endomorphismes canoniquement
associés, L’aprés les lemmnes précédents, pour 1 € £ < 5, Iy, est stable
par chaque Ap. Prenons By une base de Fy, et B; une base de F_y,.
Poar & 2 2, la matrice do Ay restreinte a iy, dang la base (Be, B} est

de la forme
olB
clo /-

Puisque €™ est somme directe des Ey,, il exdste un uuique cudomor-
phisme « de C” dont Lo restriction & chague Ey, admet cornwe matrice

dang la base (B,. ;)
Iy
o)
On remargne que
OBN/I]ON /O0[-B\_ /0lB I}
Glo o]t/ yvaio J7 L dlo 0]-T

Autrement dit. pour & =2 2, Ap ot u anticommutent sur chaque Ey, et
done sur &% toul entier, Si ou note D la matrice de w0 dans la base
canonique, (D, Ay, ..., As) est une famille anticommutante de GL,,(C)
de wéme cardinal dont la premitre matrice 1 est semblable &

L | 0
0,

En rewplagant Ay par 1D et les matrices par des matrices sernblabies,
Lj 0
0| -1,
anticonunutante de cardinal + 2 2, il en existe une gue nous noterons
I )
encore {Ay, Ay, ... AL) dont la premigre matricoest A, = (ﬂ I )
—lp

» Si on pose By = Veet{eq, ..., e} = Ker(A; —1,,) = Ker(A; —1,)?
ot Blp = Veerfe,y ), ...o0,) = Ker(A) +1,) = Ker(A) +1,)7. on a dapres
le premier lenmme Ag(E;) C Fo et Ay(Ee) C E: pour 2 £ & < v Il exisie
douc By ot Cy dang GL,{(C) tels que

(0 | B
a- (o)

on peut supposer que Ay =

). Alnsi, #7] existe une famille
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By

Ponr 2 € k£ < r distincts, on a

o (BCel oy —BCp | G
Aihe = (T{ckfs;) = A - (0 o

, BrCe = —BCk . )
On en déduit que e W( M Comue Jes Ay sont inversiiles,
CipBy = —CeBy
les By, et les Cp sont inversibles. Posons, pour k 2 3, B =By, C = Cs ¢t
1y = B.B1

Lemme. Dy, ..., D, anticommulent.

Démonstration. Pour 3 < k£ < r distinets, on a 3;C = —BCy on
B3-'B,=—C.C 1 Par conséguent,

DDy = BiB'BB™ = Bu(B™'B B~
= -Bi(CCTIB = —(BCHCIB
=B OB = B0 BT
= BB BB = —DD,

Par hypothése. e cardinal dhune fanille anticommmutante de matrices
Invers‘iblus de taille p est inférieur o égal 2 rp Ou adone r — 2 < 1y et
r < rp+ 2. On ey déduit gue T est fini ot 7y, < v+ A4

e Nous allons montrer qu'en fait v, = r, + 2. Par hypothése, il
exisie nnu famitle apticommntante de GL,(T) de cardinad rp. On In note
By, o Dhavee 7 =y + 20 Chr pase

I, | O 0 |1 0 | by
. r Ao — |- P : R ;
A —( 01, ) A ( —1, | 0 ) ot Ay ( Dy | D )

pour 3 & k < r. On vérifie alséinent gie A | anticomeute avee Ay, ..o A,
et que Aa angiconnmute avee tous les Ag ponr & = 3. Entin, pownr k£ 2 3,
digtincts

DD DD o
.AJ;:A[ = ( AU p‘}m) —( %DA ) = - I’Lg']\k.

O a done copstrinit une lamille anticorrmmlante de cardinal v = r, +2,
Le cardinal maxinal des familles anticommutantes de GL,, (T) existe ot
ant done r, + 2.

e Donr terminer. moutrons par récurrence suron que le eardinal
waxiimnin des familles anticonnnutantes Jde GL,,{C) ost flig ol vant
rp = Am(n) Lot m(n) est Vexposant de 2 dans 1o décomposition
de n cn prodiit de factetrs premiers.

w Clost. vl sinest impair ou o= 2 (la formule copvient bieu).
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. 1 . .

x Sin 2 3, n pair, on pose p = 3 Par hypothose de récurrence, le car-
dinal maximmn des familles anticonmnutantes de GL, () est 2in{p) + 1.
D’apres ce qui précéde, le cardinal maxinnmm des famitles anticommu-
tantes de GL,{C) est 2ua{p) + 14+ 2 = 2(va(p} + N+ 1 = 2u{n) + 1.

Conclusion. Le cardinal maximal des familles de matrices de GL,, (T)

qui anticomnmtent existe et vaut | r, = 2e2(n) + 1] <

L'vrercice suwivant foit démontrer Uimportante  décomposition de

Dunford,
2.40. Décomposition de Dunford

Soit E nn C-espace vectoriel de dimension n 2 1 ot 2 un en-
domorphisme de E, Mantrer Pexistence «m anigne couple (d.n)
d’endomorphismes de E te] que

(Y uw=d4n,
(4%) d et 7 commutent,
(Fid} d est disgonalisable et o est nilpoteut.

Vorifier on outre que 4 el n sont des polynduwes en w.

(Ecole polytechnique)

l> Solution.
o Traitons d’abord existence du couple {d, n). Ecrivons

Xu = (X - Al)m] . (X _ A?‘)m?—.

avec les A; € € deux & deux distincts et les entiers my; = 1. DPar
le théortme de déeonmposition des noyanx ot le théorgme de Caylev-
Hamilton, E s'¢erit comme somme directe des sous-ospaces caractéris-

tigues F, = Ker{w — A Id)™ -

T
s~ B

=1

Soil, d ['endomorphiste de k dont 1a restriction & chague F; est A; Idg, ¢
autrement dit, d est diagonalfsable ¢t admet chaque sous-espace Fy
eomme espace prapre pour la valenr propre \;, Posons = u —d. 1] pe
reste plus qu’a vérifier que n est nilpotent ot comumte avee d. Comie
chaque sous-espace caractéristique de B est stable par u ot par 4 (donc
aussi par n), il sutfit de le vérificr pour les vestrictions aux F;. Notons
avec un indice i les restrictions & F,. On aou, = d, + 1 ot d, = A; Udg,.
Par définition de Iy, (u; — A Idp )™ = 0 done n; est nilpotent et com-
mute clairement avee Phomothétie d;. Do le résultat. Le couple (d. 1)
convient,.
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Avant de prouver Lunicité, vérifions que d el » sonl des polyndmes
e . Cela se voit dans la démonstration du thiéoréme de décomposition
(les povaux : pour toul 4 la projection m; sy IY, paraliéleinent a la somme
des aulres sous-espaces caractéristigues est un polynime en w. Or. par
construction, on a siniplement pris

d = Z A, = Cla).

i=1

Bien entendu n = w — d est alors aussi dans Clef.

e Supposons Pexdstence d'un autre couple (d,n') répondant au pro-
bleme. On a alors & —d = n—n'. Comure d' conumile avee n’, il commute
anssi avee w, donc avee tout polynére en w. Eu particulier d comnnite
avec . Ainsi d el d' sont codiagonalisables (cf, exorcice 2.21) et dong
d' —d est diagonalisable. De mdme n commute avec n'. 1l en découle que
no—n' est nilpotent. Le seul endomorplisme diagonalisable ¢l nilpotent
étant Qonad=d et n=n'"

Cetie déoornposition peut élre offectude sur un corps quelcongue K
des lors que le polyndme carectéristiyue de v est seide sur K 46, dis
lors que u est trigonulisable. C’est une condition nidcessafre puisque si
u = d +n, d dingonalisable, n nilpotente, nd = dn, alors d ¢t n sont
cotrigonalisables (of. exercice 2,50). done u est dgaleniont trigonalisoble.

A partir de lo décomposition de Dunford, on est fondamentalement
ramend & Uetude des classes de stmalifude des matrices nilpotentes, Les

crercices gqui suivent sont consacrés wuy léments nidpolents.

2.41. Matrices nilpotentes (1)

Soient A, B dans M, () et Ay, ..., Ay des notnbres complexes
deux & deux distinets. On suppose que A + A B est nilpotente pour
tout i. Montrer que A et B sont nilpotenies.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Considérons la matrice M = (A 4+ XB)" a coefficients dans C[X].
Chaque coeflicient de cette tatrice est un polynome de degré inférieur
oun égal & » gui s'annmile en n 4 1 valenrs distinetes : chiaque coefficient
est dounc nul. Si on développe M selon les puissances de X il vient

M=A"+. .+ X"B"

Chaque coefficient matyiciel est nécessairement mul et ou a en particulier
A" =B" =0«
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2.42. Matrices nilpotentes (2)

Soient A, B dans A, (R). On suppose A nilpotente ot B = APA)
on P e RX] vérilic P(0) = 1. Moutrer qu'il existe @ € R[X] tel
que QU0 = 1 et A = BO(B).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons ¢ = | Pindice de nilpotence de AL Le polyudime minimal de
A est done XP. Onoa BY = AP(P(A))” = O dong B est anssi ailpo-
tente. Comme BP=1 = Ar= 1 (P(A))'=" # (b (Ic polyninne XP=TP(X) 2
n'est pas divisible par XP) Tindice de nilpotence de B oest anssi p.
On sail alors gqne Palgbbre E|B] est de dimension p avec pour hase
(L..B..... BP=1) et de wéme en romplagant B par A. Par hypothése
on a B = R[A] done B[B] € R[A] ct finalement B[B] = RJA] par éga-
Jité des dimensions. Comme BE C Yeet{ AR, AR* 0 AP=Y) por tout
koon a, tonjours par égalité des dimensions, Voct(AZ. A3, .. AP-1) =
Veet(B2, B%, ... B2 1), Lhypothdse B = AP(A) avec P(0) = | si-
pnific exactement que B — A € Vect{A? A® .. A” ). On a donc
A—-Be Vcct(Bz.BB, . BT 1) ot le réosultar demandd. <

Le théme suivant porle sur Uapplication edjointe d’un endomor-
phisme (ou d'unce mabrice). Siw. v sont des endomorphismes dun espace
vectoriel B, on définil le crochet de Lie dew et v par[u. o] = nov—nomn.
Liapplication adjeinte de | est Uendomorphisme de L{E) défind par
wo— [fou). On ca constaler gue Uapplicalion adjoinie hérite du cu-
raclére diagonelisable on nilpolent de f le ens éohdant.

2.43. Application adjointe (1)

Soit. K i Coespace veevoriel de dimension n. f € L(E) ol Ay
Papplication lindaive g € L(E) — feg—go f.

1. Montrer gne «i J est nilpotonte alors Ay est nilpotento.

2. Montrer gue si f ost diagonaliseble alors Ay est diagonali-
sable. [rociger les valenrs propres de Ay cn fonction de colles de f.

3. Montrer réciprognement que si Ay est dingonalisable alows f
ost diaconalisable.

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Onwotenige— » fogetv gr—oo f . Alors Ay =u—mnetn
et » comnnmitent. Dapres I formnle dn bindme dans £(L2(E)), on a ponr
m =0,
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L
I Feeak o an—k K
Aj' E ( 1) ("mu v,
k=0
ce qui donne en applignant en g,

M

AS?(,(]) _ Z(__l)kcf;)fmﬁk: ogo flk.

k=0

Si f est nilpotente, [ =0 el 2n — & ou & est supdricur oun égal a n pour
< k< 2n Done A%” =0 ¢t Ay cst nilpotente.

2. Soit B = (er,....6,) mic base de voeteurs propres pour f, sup-
posée diagonalisable. Ou ¢erit fle;) = Ae; ponr tont 1 €4 < 5o On
considére la base canonigue (E;;) 1< j<n de Mp(C). Ou appelle u;; U'en-
domorphisme de E dout la. matrice ost iy dans la base B (1 <4, j < n).
81 D désigne la matrice Diag(Ay, ..., An .ol &

DF‘W — EijD - (A, ‘* /\})E.,jg

s bien que Ag{ug) = (Ay—A; )ug;. Onen déduit que Ay est diagonalisable
el. que les wy; constitent nne base de vecteurs propres associés anx
valeurs propres A; — Ay,

3. Noeus allons utiliser Ia décomposition de Dunford {on se reportera
a I'exercice 2,40), On éeriy [ = d+n avee d et i dans L(E). d diagonali-
sable, n nilpotent et don — nod. On pent éorire Ay = Ay + Ay Draprés
les questions précédentes, Ag esy diagonalisable et A, est nilpotente. De
plus, si g € L(E), on a

Ago A, gy = Aylng —gn) = d(ng — gn) — {(ng — gn)d
= dng -~ dgr - ngd + ynd

ob A, 0 Aylg) = An(dg —dg) = nidg — gd) — (dy — gd)n
= ndg —ngd — dgn + gdn.

Comine dn = nd, on a Ag o A, (g) = A, o Ayly). Ou en déduil cue
Ar =Aq+ A, est la décomposition de Dunford de Ay

Sion suppose Ay diagonalisable, par nnicité de la décompesition, A,
est mnlle, antrement dit 2 est dans le contre de £(E). 1l est classique de
vérifier que n est alors nne homothétie (en éorivant que n conumite avee
un projectenr sur Ca avee 2 % 0, on constate que n(x) € Co). Comme
n est nilpotente, nost mulle et [ = d est diagonalisable. <

Dans Dexercice sutvant, on s intéresse encore @ Uapplication edjoinle,
npotamment pour approfondiy le cas ot elle est nilpotente, La solulion
donnde est plus élémentaire puisqu’elle ne fait pus appel & la décornposi-
Hon de Dunford,
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2.44. Application adjeinte (2)

Soit ¥V un espace vectoriel de dimension linie suy C. Pour a, b
dans L{V), on pose @, () — ab — bu,
1. Calealer 92 (h) pour a. b daus £1 \’) et €N,

2. Montrer gne o b — b = Z a* (ab — baya™ *.
k—0
3. Moutrer que ai 0 et valeur propre de a € £(V), alors a et
nilpoteut si el sculement si o, ost nilpotent.
4. Montrer que si o & L(V) 0’a quime valeur propre. alors 4o,
L est vilpotent. Btudier Ja réciprogue.

(Ecole polytechnique)

> Solution,

1. Lapplication ¢, s décompose sous la forme @, = g —d ol g
{resp. d} est la composition a gauche (rosp. A droite) par a. Connme g of
d commutent, on peut appliquer la formnle du bindue de Newton dang
Palgébre L{L{V)), N vient

pr =Y Chg" F(—1)d,

k1l

"
Autrement dit. pour b € L(V). 27{b) = 3 (= 1A Epn- Fpgh,
fe=0
2. Pour g ot § dany £(V), vn pent éerire

n
Z (ah — ba)a Z attrpan Z aPhali T
=D
41 7
_ Z ”kban+l -k Z(J-P:l‘)tL?,+L _k
k1 k=0

a7ty gt

3. & Supposons que ¢ ost nilpotent et prenons e = 0 tel (e a™ = 0.

Si ke [0.20). 20 — k on k est supéricur v égal b n, s bien gue pour
tout h e LIV],

2n
2 B Zn—kp k
(b)) = E CE (=1 a® Fpak = 0,
k=0
Daonc @, est nilpotent.
o Reeipragquemnent, an suppose gie 0 cst valewr propre de o ot que a
west pas wilpotent. Nows allons monirer que o, n’est pas pilpotent en
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construdsant un veeteur propre de @, correspaticdlant 4 une valeur propre
non nnlle.

Comme o n'est pas nilpotent. il existe A € Spla) \ {0}, On a done
Werfe—ALdy) # {0}, Dlantre part, 0 est valeny propre de . done a n'est
pas L dsomorphisme ob Ima £ V. Seit F # {0} un sopplémentaive de
Inia. Ou pent constenire yn endomorphisime &l sur Loy ot eptp envoie
I sur nne droite de Kera - N d) (avoe be = 0). Par construction, Uirmnage
de b est contenue dans Ker{a — AId). St = V, on a

(ab — ba)(r) = ab{x) — 0 = Ab(#). ot done e (D) = Ab.

4. 51 A est Dimidgpie valemy propre de . nn constate gite ©, _a1g — o
ol — MU est wilpotente. Done 2, st nilpatente Qaprés T question
prévedante.

Réciprogquenent, supposons ¢, nilpotent. Soit A npne valear propre
de a Alors o, _x1a = (20 ost nilpotent ot O est valenr propro de q — ATd.
DFaprés la question précedente. a - Ald est pilpotente el Boalement, a
Wa pr e valtur propre. La réciprogue cst done vraie. <1

2.45. Application adjointe (3)

Si (XYY € (Ma(BE)? on note (X, Y)Y = Tr(XY).
1. Vivifler que {3 et un produit sealaive sue M., ().
Om eonsidénre pour A £ AR Uendimorphisme de M {IR) ¢
find par g - Xr— AX - XA,
2. Calender Tadjoint Je adg.
3. Montror que A est nilpotente si ot seulement si A & Linvad .
4. Montrer que A est nilpotente s ¢f sculeutent si A ast somn-
blable 4 2A.

(Ecole normale supérienre)

> Soluatiou.
LoSiX = (ryghisogon o0 Y = (G o yem, lo calen] do Tr( FXY)
donne
(XYY = Z Tiqtig.
1€i, 050
et on reconnait le prodnit scalairs canoninne de M, (IP).
2. Soil (X,Y) € (M, (1))% On a
(nda (XYY = Te (AX = XA)Y) = Tr("X*AY) — Tr("A'XY)
= Tr( "XEAYY — Te(PXY PAy = Tr(*X(ad ea (YD)
={X.ad A (Y

Onen dednit que (ady )7 = ado o,
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3. & Supposons que A € Twada. Alors il existe X © M, (R) tol
que A = AX — XA On peut alars montrer par récurrence sur k= 1 que
AR = AMN ~ XA* cefest vuponr £ = 1. Si & = 2, par hypothése de
rECUrrence.

(h—DA" O = A X - XA,

ce ul donne en multipliang par A & gauche,
(k= DAF = AFN — AXAN 1
Enwoltipliant A = AX — XA par A* 71 4 droite. ou obtient
AF — ANATTT  XAR
En sommant avee ce qui précede, on abtient bien
RAF = ARX XA

On cu dédnit ¢ue ponr tout + 2 1 la trace de A¥ est unlle, ce qui
implique que A est nilpotente (of. exercice 2,28).
* Suppusons A nilpotente. Montrons gne

Aelmady = (Kelr'(u.d,\}")J = (K(—sradu\)l

I &agit de montror que pour tout C € Kerad-y on a {A.C) = 0. Soit
Ye Koradiy Ounoaalors ‘AC = AL Dans cos conditions, la mﬂtrire
"AC st nilpolente et doue sa trace ext nulle : Te(PAC) = {(A,C) =

On covchint que A & Imady.

4. » Supposons A seinblable 4 2A. Prenons A nme racine de xa . Alors
2M est upe valenr propre de 2A ot done de AL Par e réeurrence imené-
diate. les 28 A sont valenrs propres de AL Cotime A n'n quun nowbre
fini de valeurs propres, A = 0. Done. xa = X™ et A est nilpotente.

s Supposons reciproguement A nilpotente. Daprds la guescion pré-
cédente, on peut éctire A = AX — XA avee X € My (R). On a alors

AX = (L, + XA,

I

ot poul k- D AXF = (1, + X}"A. Soit a & B. By nmltipliant par (;_r 2l

viend.

(rJX)A‘ (el (:‘X)k .
AT T T

ot en sommant sur k. on obtienl

st
Ach oA (Z (Q? ) (Z ((!I +(7X ) A=eltrN
k_0 .

On en déduit A = X {e* e N En prevant o —= b 2, on démontre que
A ot 2A sont semblables. <
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Les énoncés qul suivent concernent des questions de sous-cspoces

sables. Nows avony ddja largemendt ulilisé le foit que KerP{u) cst stable
par 1 pour Tout P& Klu.

2.46. Sous-espaces stables par un endomorphisme nilpoteut (1)

Soit E nu K-espace vectoriel de dimension n ot ¢ un cndomor-
phisme nilpatent de E de rang 1o — 1. Montrer que E admet exacte-
ment r 4 | sous-espaces veetoriels staliles par u, qui sont les Kep o®
pour & € {0, u].

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Bien entendu les sons-espaces Kerw* pour k € [0.#] sont tons stablas
par w. On va d'abord wontrer gue din Nerw® = k por tout b € [0, 0]
co qui prouvera que ces 1+ 1 saus-espaces sont doux 4 deus distinets.
Lo théoreme di rang appliqné a la restviction de u & I w* moutre que

regu’ = 1y 4 dim(Ker i N lm u*) € rguT 41,
On en dédnit gne dim Kerw' 1 < dim Ker«wf 4 1 : ia dimension des
Hoyanx itérés augmente d’une unité an phis a chiaque tois. Mais cotnme
Kern® = {0} et Keru™ = E, on a ndcessairement <lim Ker W=k pour
tout k € [0, n].

Cansidérons mainteuant un soms-espace queleengue 10 de B stable
par . Notous p s dimension. La restiietion de wa ¥ oest encore nilpotente
avec U indice foredment, < o On a done {ulp)? = 0 co qui vent dire que
F 2 Keru”. Comne les denx espaces ont la méme dimension. ils sont
Branx, <l

On vient de retrowper dans cof exercice un cas particulier d'un résultat
bivn conna sur o suile des noyour itéres - elle est crodssantc, muis croff
de moeins en moing vite (of. tome 1. crercice 6.14).

2.47. Sous-espaces stables par un endomorphisme nilpotent (2)

Soit E un K-cspace vectoricl de dimension fiuie, » un endomor-
phisine pilpotent de B el S n sous-espace vectordel stable par u (ol
que B =Tw v + 5. Montrer que § — E.

{Ecole polytechmique)

L> Solution.
Soit pest Uindice de nilpotence de i s wf = Getw? 12 00 Monlbvons Le
1ésuttat par récwrence snr g Sip = 10w =10 ot lo resnltad el ininddiat.
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Supposons p 2= 2. Notons i Uendomorphisme de T w indnit par . On
appligne o sur Uégalité E — ma 4+ 8 ot il vient T we = Tma? + 2(8). On
a lon® = Tin i et w(S) esl stable par . De plus, Uindice de nilpotenee de
i L{Imou) est po -1, Par hypothese de véeurrence, on a iy = i} C 5.
On conchint yue 8 = E. <)

2.48. Endomorphisme nilpotent semi-simple

Soit Fom espace vectoriel de dimension fiuie. Trouver les endo-
maorphisimes nilpotents de 12 1ols gue tout sons-espace stable admette
un supplémentaire stahle.

{Ecole polytechnique)

> Solution.

Soit v nn endomorphisine pilpotent de T tel gne tont sous-cspace
stable adinette nn supplémentaire stable, Le novan de » adinet done nn
supplémentaire stable ¥ Comme v, = X {0 étapt la dimension de E).
e polynome caractéristigne de wp est X7 avee ¢ = dim F. O, cote
FOKere = [0}« est injective e, 0 nlest pas valear propre de w)g.
Mais alors. rest nul et Kers, = B B endomorplisine v est done unl.
eciproquenment, Vendomorphisme nul convient, <1

Il &agissail de troweer les endomorplisimes w pilpolenls seud-simples
{voir Vororeive 2.50)0 Comime oy, est seindds rela revicnd & frovver,
dapres Uevercice mentionuc, les endomorphismes @ lo fois wilpotents
et divgoaalisables : send O convdent.

Llerercice swivant est plus difficile. Il pricise quels sonl les souns-
espaces skables par un endomorphisme nilpofent qui ont wn supplémen-
teeire stable.

2.49. Existence d’un supplémentaire stable par un endomorphisme
nilpotent

Soit E mi K-espace vectoricd de dimension finie, f € L(E) nil-
potent et N un sous-espace de [ stable par fo Montrer que Voadwet,
wn supplémentaire stable si ot senlement si f5(V) = A (E10V, ponr
loul & < L

(Ecole polytechnigne)

> Solution.
o Ly nécessité de la condition est facile ot n'utilise pas 1o earactére
nilpntent. de £ Snpposors gue Voadmette up sapplémentaire stable W,
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Soif A uy entiey paturel. On o towjors SRV F5(E) of connne Voest
stable ou a anssi AV C V. Ona done f5(V)y o ANV,

Soit 2 e fRE) V. I existe un veetenr i € B tel que = = f¥(y). Ce
veelenr s'éerit g —= gy e aver vy €V ot pw £ W Alnst, par stahiline
de Voot Wil vient

vz e M lew) avee P € Vet fn) e W

((mmw \/' ol \\’ sont en sounue directe et & € V, on a nécogsairement
= f*une) € FXV). Om couchit

v = nv)

o Réciprogement, supposous que Fon ait (V) = f5(E) 1V, pour
toul & € M. Nous allons procéder par récurrence sur lindice de nilpo-
tenees pode f (ie le plis petit cutier p > 3 tel que f# = 0),

Sip=1,f =0 ¢t nimporte quel supplémentaive W ode Voest stable
par f. N

Suppusons p 2 20 Alws foinduit un endomporphisme f nilpotent
de fiB). Lhindice do nilpotence e P'endomorplisme fost p— 1 puisque,
pour tont k= (L }Vk(f(E)) — FRUE). Considérons T = (1) ot le sous-
espace V' = fiV) de E Ponr appligquer ) Lvpothese de récrrence n
sous-espace V' de B, vérifions que pour k 2 0, f5(V/) = R0V, e
que fEUVY = FERIE A V) Linednsion j} LV)C fAPEIN _[ (V)
est ivnnddiate, St c fAUE O V) alors 2 C FCTHEYAYV - SRR
par liypothése, L'dgalité des sons-espaces ost done vériliée.

Par hypothese de réomrrence. nous pouvons dome affirmoer Pexistence
diun sons-espace W de EY = F(B), stable par [ el gre

FEY = (V) W= (fE)ynV)DW.

Les sows-espaces Woet Vosont en somine divecte puisqiie st @@ WiV,
alors o € FIE)TV ot o = U cor (f{E) N V)N W = {0}, Construisous #.
partir de W o sons-cspace W ostable par [, snpplémentaive de Vo[ est
naturel de penser & W = f7HW) qui a lo indrite d'étee stable par f.
Malhenreasement, il u'a anenne raison d’&tre in snpplémentaire do V (il
conticny, Koy fet Ker f7V 5/ {0} 51V n'est pas reduit 4 {0} poisque fjy
est nilpotent). Nous allons corriger cela ;e sons-expace W oest clairement
contetnt danms Wy, Log sons-espace Vet W &tant en somme divecte, la
sorne (VOO W ) 4+ Woest directe et contenie dews Wy Prenons Wy nn
gupplémentaire de (VW) ¢ W odans Wil Onoa

W= f I Wi= (VOW)CW e W= (VOW ) e W,

on ayant pose W= W 9 Wy Lo sons-eopace W'oost bien stabile pay [
piisque SOW o WO W
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Montrons que W' est hien un supplémentaire de V. Soit @ € VO W',
Alors £ € VNW et comme V 11 W1 est en somme directe avee W/, on
ax=0:1lasomme V& W st directe.

Soit z € B, Alors flz) € f(E}) = FIV}& W ct 1l existe done v € Vet
w € W tel que f(2) = f(v) + w. Dans ces conditions, f{z —v) =w e W
otz —v €Wy, Le vecteur z — w wéerit o/ + ' avec ' e VAW, CV
et w € W' Aingi, on a z = (v + ¢} +w € V& W, On conclul
que BE = VEW cf que W canstitue bien un supplémentaire de 'V stable
par f. <

Le lecteur powrre ainsl vévifier que dansg la siluntion de Uexercice 2,46
les sepls sous-cspaces stables par v qui ond un supplémentalive stable sond

{0} et E.

On dit gu'un endomorphisme w de Vi est sewi-stiple si tout sous-
espace de I stable por v admet un supplémentair: stuble. L'exercice sui-
vani montre gu’un endomorphisine est diagonalisable 5%l est semi-stmple
¢t st son polynome couractoristique est scindd. Il en résulte qu'un endo-
marphisme d’un C-espace vectoriel est semi-simple si. et seulement si, il
est diagonalisable.-

2.50. Endomorphismes semi-simples (1)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, v & £(B). Mon-
trer Véquivalence des deux conditions suivantes :
(1} w est diagonalisable ;
(i} % o8t scindé ot tout sous-espace de E stable par v admet
un supplémentaire stable par wu.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

® Suppaosous (7). Alors v, étant le polyndme caractéristique d'une
matrice diagonale. il est scind?. Soit F' un sous-cxpace stable pour z. On
peut supposer I non nnl et distinet de B, Porons # = dim E et p = dim F.
Choisissons une base Br = {f1, ..., fp) de Pet B = (¢, ..., e,) une base
de vecteurs propres de 1. Le théoréme de la base incompléte permet de
conipléter la base By en une basc de E, en lui rajontant des vecteurs
de B, disons e, ..., 65, . I est clair que le sous-espace engendré par
les vecteurs que Pon rajoute cst un supplémentaive de ¥ qui est stable
par .

® Supposons (7). Considérons F = @ Ker{u — Mdg). 1a somme

AESp

dex espaces propres de w, Clest un sons-espace stable par u, done par
hypothese il aduser 1 supplémentaire stable G, Supposons dim G 2 1 ¢t
notons ug Pendomorphisme induit par « sur G. Connne xy, est scindé,
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il en va de méme pour y.. (g divise y,). I admet done une racine
A puisque soh degré n'est pas nul. 11 existe done .~ non nul dans G el
gue uir) = uglx) = Ar. Mais alors » est dans TN G gui n'est done pag
réduit & {0}, On abontit 4 noe contradiction.

On en déduit que la dimension de G ne peut valoir que 0 et que E cst
donc somurte de ses sons-cspaces propres pour ¢ est diagonalisable. <

Dans le cas d'un corps quelcongue, Uendomorphisme w cst semi-
simple st et senlement st son polynéme minimal est produil de polyndmes
irréductibles unitaires distincts, Clest Uobjet de Pevercice suivant,

Silon s'intéresse anx sons-espaces stables par un endomorphisme u.
on pewt considérer des noyans Ker Pu) avec P polynime de K[X] comme
cela o déja été foit d plusicurs repriscs, Une aubre maniére trés simple de
comstruire des sous-espers stables par un endomorphisme v d’'un espace
E est de prendre un vecteur o quelcongue de B et de considérer le sous-
espace veetoricl B, engendré par lo fomille (u®(x))gex. I 8'agit bien
erfendu du plus petit sous-espoce u-stable qui mntienf 7. 5 Ey est de
dimension finic, en notant v le plus grand entier k 2 O tel gue lo fomilile
(z,ulz),.. . ,u"'*l(m)) soil fibre, i apparait que {x, u(?) ..... ")) est
une base de B, et en particubicr r = dim By, En effet. par (f(‘ﬁn'.it'.i(m. de
v, dune part, {(rou{x), .o 0 THE) est lbre et dautve part, il emiste
un polyndme P € NIX] de degré v tel que P{e)(v) = 0. Siy € By, i
s'éerit y = Qu)(r) avee ) € K{X]. En opérant la division euclidicnne
de Q par P, Q = AP + B avec A e/ B dans K[X]. degB < v, &l vient
v=A(u)o P(u.)( ) + Blu){z) = B{u){x) € Vect{w, ulx),..., 71."’1(:1:)).

2.51. Endomorphismes semi-simples (2)

Soit K un corps, E un K-egpace vectoriel de dimension finie et
w < L{E). Montrer qu'il ¥ o équivalence entre :
{1} tout sons-espace vectoriel de B stable par 4 admet un
supploementaire stable par o ;
(#3) le polyucine minimal i Ao 2 est sane factenr carvé.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

* Supposons {#) el écrivons o, = P10 Py on les Py sont des poly-
némes unitaires irréductibles deux A deux distinets dans K[X] Soit I nn
sons espace stable. Notons « Pendomorphisme de Fioduit par w. On a
e fur) = 0 et dlaprés le theovewe de décomposition des novaux,

F= @ Kor Pi(ug).

i=|
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Or le noyau Ker(P,(up)) 1West antre que IF 0 Ker P, (u}, gue Fon nate
.. 8i T'on construit G, un supplémentaire de 15 dans Ker P, (1), stahle
par ., alors la somme Gy v D Goserastable par o et oo sera bien un
supplémentane de T

Faisons le tyavail pouwr Fyo 8 1y = KaPya). Gy = {0} convient.
Sinon, on choisit z1 € Ker 'y (¢) en dehors de F1 et on constders Ky, le
sons-espace vectoriel engendré par Ja famille ({21 ))pan. Coost un sous-
espace de KerPy(u) ven réduit & {0} car op # 0. Ona Ty (w)le) =
done la dimension de B, cst inféricnve & deg Py Caprés la remarqne
precéedant Pexercleos Par aillours, 1w désigne Yendomorphsme induit
par i sur By son polvaoue minimal divise Py puaisque Pr{ug ) est nal. En
fait, co polyndme niininal n'est anfre que 1?4 puisque Py oest inréductible
ot By # {0}, Or dapros 1o théoréme de Cavley-Hamilton, le degré du
polyuame minimal est inféricuy & celui du polyndme caractéristique ot
dauc & la dimension de Tespace. O en arive done a dim B, = deg [y

Enfin B, ost en somme directe avee Fyo En eflet, =i on suppose que
H =K, rFy nest pas védait a {0}, cu prenant wy veeteur @ non nul
dans H, on montrerait. comme précédemment. que E; est de dimension
deg Py ot finaloment B, = B, © Fy ve qui est impossible car vy ¢ Ty,

SUF,, &y oss dgal d KerPy(ad, B it Daffadre. Sinen, on réitére
le procéde en prenant 22 en dehovs dint suns-espace stable B, (b Fy | s
wz ete., Comme Ker Prlu) est de dimension finfe, 11 existe un nomre
i e vectours @y, Ly dans Ker Py(n) tels que

F] '/‘P‘ E;,;I Po-- E_rr” = K(}l‘P] (‘r.ﬂ).

La sotmmue diveete B, - on I est stalile par @ el oest un snpplémen-
tane de By dans Ker Dy {n). Cosl co qiion voutait.

e Snpposons (4) of éorivons g, = PY 0 P ol les Pyosont des po-
lyuomes unitaires ineéductibles derx i deux distinets dans K[X] ot los
ey & W' Radsonnons par Pabsurde et suppoesons par cxemple a; > 1.
On considére

F = KerPy{u) EB]\u Py ()

qui ext stable par w. Alors, par hypothese, F admet ) supplcrentaire
stable G, On note ue, Pendomorphisme de G induit par «. On a g, (ue) =
0 ¢t daprés le théorétne de décomposition des noyaux,

.
(= @ Ker P (g ).

11

Or le noyan Ker(P"(ug)) est G0 Ker P {u). Commne Fn G = {0}
et Ker 77 (w) CF pour i 2 2, ona done GnKer PP (u) = {0} pour tout
2 20 0 en déduit gue G ¢ Ker 7 (1), I apparair alors gue Goest
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wn snupplémentaire de Ker Py (u) dans Ker P (). Dans cos conditions,
Poluc )™ = PP (ue) = et Pring) ne sawait dtre injeetif, On en déduoit
que G Ker Pr(e) = Ker Py (ug) # {0} ce gui est contradictoire. On a
done ny = | ol pow les mémes ralsans Gy — - = oy = 0, <]

O e deduit par cormple qa'une watvive de M (B est senc-sinple
sioot scudemont i elle est diugonaliseble dans M, {(C).

Le cas o Pou peul trowcer wi vcctewr o el gue ¥, = B conduit
a lu notion importante Dendomorphisme eycligue, 1 'énoned qul suft en

davne pne caractérisation simple 4 Uaide du polyndre noivinial,

2.52. Endomorphismmes eycliques (1)

Soit ¥ un K-espace vectoriel de dimension Bnie, ¢ € L£(E) ot
> B, On délinit

L= e K{X]. D(u) = 0} ot ), — 1P & K[X], Plu)(r) = O},

1. NMoutrer Vexistence de polyndtues unitaives non nnds g ot .
tels que T = pK[X] et T, — o, K[X]. Montrer que g, divise g

2. Montrer il existe x € E tel que py = 0

3. On dit que I‘t snidornorphisine w ost cyelique 57l existe @ € E
) gue B = Veet (0 ()00 Montrer éguivalence

oesl evcligque = o= vy,

(Ecole normale supéricurc)

= Solution.
1. Vensemble 1 est I novan din morphisme d’ajgébres

oo P e KIX] —= Plu) = L{E).

Clost done un idéal de B Lalgebre L4E) dtunt do dimension finie, ¢ ne
peut étre injectil ot T £ {0}, Nousg savons alors gn'il existe un nnique
polyidme unitaive von wd po appeld polyndme mininal de w el que
I = pK[X]

Monirons directewent gie 1, est nn idéal. Soil P et () dans 1, el A
dans WXL Le polvoadme nal est dans [,oot

(B + )2y = (Plw) + Qlu))(r) = Fla) () + Qul(m) = 0,
(AP)(u)() = Alu) o P{u)(2) = A(u)(Pu){x)) = Alu)((1) =
el on abien P+ Q € 1. ot AP € 1. Llensemble I, est done nn ideéal

de I{[X]. nou l'éclr:it A0} pniisgue 1 C T, - i existe done o, . polyndme
nnitaire non . wh gque 1o = p KX Conmmne e C 1L g divise i
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L polyndéme wnitaire pi,, est oppelé polyrnome minimal ponciuel de u
€n L,

2. Supposons n = dimE = 1 (si E = {0}, 2 = 0 convient puisque
o= g = 1) Dans ces conditions, on a degp = 1. On va utiliser la
décomposition de i en factenrs irréductibles,

o Si g oest irréductible, alors pour @ # 0, . est i diviseur de g
distinet de 1, c’est néoessairement .

s Supposons que g soit de la forme P7oavee P oirréductible. Clonsi-
dérons une base (e, ..., e,) de E. Ponr 1 <4 < n, pe, est de la forme
P avec 1 €1 < nocsion note s = max g, alors 8 < v et P*(u) ost

1<in
mul en chaque e; et done P¥(w) = 0. Autrement dit p|P*. Cela entraine
1o s, eb finaloment v = s @ autrement dit, i1 existe 4 € [1,n] Wl que
po, = PT =
e Supposons j¢ quelcondue : on peut éerirve

i :I')"l “2}1:.,1

avee s 2 1, les Py irrédnetibles deux A denx distinets, et los v, entiers
natirels non nuls. Posons pour 1 <7 < s, Q; = P77 ot E; = Ner Qu(u).
Comntre ) = ) lo théoréme de décomposition des noyaux nens assure
ane

E=KerQ(u)® - 0KerQy(u) =L & - & Es.

Chiaque E; est stable par u; nous noterons i Uendomorphisme de Ty
induit par w. Comme pour tout .~ < E;, Q(u)(a) =0, on a Q,(n,) = 0.
Alost, ke palynome minimal de w;, que nous noterons g, €st uu diviseur
. . s N 5 . . P
de Q, =D Il est en fait dgal & Q,. En offet, 8i on avail gy = P.' avee
< r,, alors 1o polyndme
— P T p! pTisl e
P=P) . P PIPP)
aunnlerait « (en cffet P(u) s’anmmle sur chaque Ty pour j§ # 4. puisgue

sioe € By, P(u)(n) = 0 el sanmile anssi sur By, puisque si » € K,

Pl (u)(#) = 0; comme E cst somme directe des sous-espaces I, Pu)
¢st Uendomorphisme mnl). Cela contredirait la minhinalité de .

Dapres ce gui précide, il existe 1, € I, tol que e polyndme minial
ponctuel de u; on x; soit égal ay palyndme miniwal de w, i.e. Q,. Or le
polyhdme minimal ponctuel do w, cnor, est aussi e polyndne minimal
ponetuel de w ety puisque si P e K[X], Plu)(z) = Plw) (@), On a
done s, | = Q;.

Considérons Ty A -+ 25 On ova montrer que p, = g Soit
P € K[X] tel que P(u){z) = 0. Ou a alors

0 =D(u)(e) =P(u)(x)) + Plu)(we) + - -+ Plu)(x,).
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Chague E, étant stable par w, on a P{u)(s,} € E; pour toul ¢ ¢t, comme la
somnie de cos sous-cspaces est directe, Pla) () = 0 pour tout 1 £ @ =1 s,
On eon dédnit qne Q; = pg, divise P et comune ces polyndmes sont
premicrs cntre eny denx & deux, g = Q... Qs divise P, En particulier,
jt divise done g, et finalement = 0.

3. Ponr z vecteur de B, on pose B, = Vect(u"(2))pen. Clost Io
plus petit sous-cspace de E stable par u, contenant z. Montrons pour
commencer e la dimension de B, n'est rien d’autve que le degré »
du polyndme minimal ponctuel . En effel, par définition la famille
Vect(z, u(x), ... w" " 1(x)) est libre. Notons W le sons-espace de dimen-
sion v qu'elle engendre, Clest un sous-espace de E,. On va monlrer on
fait que W = E,. Comme g, (w){z) = 0 la famille (x,u(x), ... u"{x)) est
lige. Done w' () € Vect(z, ulz), ..., 2" 1(r)) = W. Cela prouve que W
est stable par « (I'image d’un vecteur quelconque de la base de W oost
encare dans W), Comme W contient x on a done E, € W et finalement
W = V.. En partienlier E, est bien de dimension »,

La solntion en découle aisément. :

e 5i w est cyclique, il existe x € E tel que By = E done tel que
degp, = n on n = dimE. On a alors degp =2 n Caprés la premiere
question. Mais on sait par le théoréme de Cayley-Hamilton que g divise
le polyndme caractéristique x, de u. Ce dernier étant de degré n on 2
done g = x..

e Réciproguement, supposons ., = p- D'apres la question préed-
dente, il existe x € F, tel que 1z = g — x,. Pour un tel x on a

dimb, =degp, =degp =degy, =n

et done E; = E. Ainsi w est cycliqne. -3

1 découle directement de cet ercrelee qu'un cndomorphisme nilpotent
dindice de nilpotence égal a la dimension n de Uespace B est eyelinue.
En effet, son polyndme minimal vout XV et est égal au polyndme corac-
téristique, C'est un exercice clussigue de démontrer cela directernent .
on sait que pour lowt weetewr x en dehors de Keru™ ™, lo famille
(x,u{x), ... u""H2)) vt une base de E.

2.53. Endomorphismes cycliques (2)

Soit E un C-espace vectoricl (e dimension finie ot v € L(E).
Montror qutil v a dquivalence entre
() les sous-espaces propres de u sont de dimension 1 ;
(#1) il existe @ € E tel que {r.u{z),... «" Yx)) soit unc
base de E.

(Ecole polytechnique)
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L- Solution.

e Supposons (7). Notons B la base (eoawfad, . w7 (@), On peut
éerite w™* (1) = aprtayule) - Fa, u" Y avee (ng, ., . a,, 1) € CT.
La matrice de u dans la bage 8 est done

0 0 .., ...

1 0 I
M=|0 1 (23] .

E L0 :

0o ... ... b a,y

Si A est une valeur propre de w, M — A1, est an moins de rang n — 1
puisque e bloc (0 — 1) » (n — 1} en bas i ganche ost inversible, Donc
dim Ker{M — AL,) = 1 d’aprés lo théoréme du rang. En fait il y a égalité
puisgue A est une valeur propre : Ker(u — Al,) est de dimension 1.

o Supposons ({). Notons Ar,..., A les valewrs propres deux & deux
distinctes de w et oy, ..., 1, lonrs ordres respectifs comme racines de
Xy En vertu du théoreme de Cayley-Hamilton, x (1) = 0 ot d'aprés le
théoréme de décaomposition des noyvaux, on a

L= EB F.. avee Iy = Kev(u — A 1,)%

t—=1

Les b, sonl les sous-cspaces caractéristiques de w. Iy sont stables par
u et on nole w; endomorphisme de 1y induit par v et v = u, — ALy,
L'endomgrphisme v, ost alors nilpotent. Si on note my la dimension de
Fioon a done x,., — XM xa, = (X — A))™ et en éerivant la matrice
de 1 dans une base abtenue par recollement de hases de By L, Ty, on
obticnt

Xoo = Xoy oo Yae, = (X = A)"™ (X = A )™
Par unicité de la décomposition en factenrs nrednetibles, on en déduit
rque dim 14, = mr, = n;. De phis, on a dit Koy o; = dhin Ker(u— M1, = 1,
par hypothése. On en dédnit, classiquenient. que »; ost nilpotent din-
dice maximal, En offet. on a dim Ker ’U?"'*l =, — | <m0 Clest une
couséquence du lenone snivant
Lemme. Soit B wn K-cspace vectoriel de dimension finie 1, w, v € L(E},
Alors dim Ker v o 1 2 dim Kerw + dim Ker v,

Démonstration. On considere lapplication lindaire
frochervour— ulw) & Kere.

LEle est bien définie et son noyan ost Ker f = Keru, DXapnes le théerenie
durang, dim Ker reu = dim Kerw+dim b [« din Ker e +dim Ker o, &
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I existe done pour tout 4, xz; £ F, tel que v?‘_l(:::,) # 1. Posons
alorg & = a1 -+ re. Montrons que (o, a() .. "~ (x)) ost lbre,
o qui achévera la démonstration. Une relation de liaison se traduit par
P{u}(z} = 0. avec P € C[X] et degP < n — 1. On a done, par linda-
rité, 0 = Pud(e) = Plu)(er} + -+ + Plud(x,) avec Plud(z;) € F; pour
tout i. Comme Ja sormme des V; est directe, Pu)(e;) = 0, ¢est-A-dire
Plugd(z:) = 0 pour tont 4. Comme (.’,{',’.,'Ui(.”lji).,.”.'U?"‘i](.’l}t)) est nne
base de I; on en déduit que P(u;) = 0. Or le polyndme minimal de u;
est (X — A)™ pulsque eclui de vy est X™ {en cffct. ¢ est nilpotent et
e'f“’] # 0). O en déduit que (X=X divise P. Finaleient x,, divise I
el pour dos raisons de degre, il vient nécossairement I = 0 ¢e qni prouve
la liberté de (rou{e) .. .ou™ Ya)) <

En reprenant les notations précédentes lursque u est supposé cycligue
avec B = By = Voot(r. o u™ (2} et u™{(2) = qor 4 - a0 (),
il apparail que la matrice de u dans lo base (x,u(x), ..., u" " H{x)) est

( 0 e e [21]
1 0 (23]
: -0 .
o ... . 1 (In_|
qui est la matrice compugnon du polynéme X" —n, X" T— g X—ag.

Dans ces conditions. o aprés Uepercice 1.17, on u
Xu = Hoy = X" — anf'l.xnil = a-lX — Q.

Ce calcul de polyndme caractéristique est la clef d’une prevve du théoréme
de Cayley-Hamilton © on se donne u un endomaorphisme d'un espace
vectoriel B de dirnension finie. Soitx € I non nul. On désire montrer que
[vo(w)] {2} = 0. On eonsidére E, = Y(é%t wk(n) o wy Uendomorphisme

mduit par w osur Ky Nous savoes que \,, divise xo. 57 on note v =

dmnE;, (z,u{z)..... wHx)) est une base de F,. S on éerit u'(x) =
a0 + a1u(x) + - F @ @), on aalors v, = X' — a, X7V =
s — (},1X — q et
Nty (u)(t) = “T(-"’) - arfl'“-r_l(-’if) — - —au(z) - agr = (.

On conclut que x,(w)() =0,

Voici une premiére application de la notion d'endomarphisme cy-
cligue pour coraciériser les endomorphisines simples, ¢’est-a-dire cewr
que m'ont qucun sons-espicee stable non friviel,
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2.54. Endomorphismes simples

Soit E un K-espace veetoriel de dimension linie 2 1. u un en-

domorphisme de B Montrer Féquivadence des conditions suivantes :
(7) les senls sous-cspaces de E stables par o sont {0} et E;

(71) le polyndime caractéristique x,, de west irréductible sur K.
(Emle normale supérieure)

> Solution.

o (ii) = (i).

Suppasons Y, irrédactible. Soit F un saug-cspace de B stable par .
Nous savons que ¥, . divise y,,. De Phiypothése, on déduit que Xonpp €8t
dgal a L ow vy, 11 en vésulte que dim 17 = deg N Vit 0 ou n. Doune, 19
est récdnil a {0} ou est égal a B toul enticr.

o (1) == (id).

Réciprogueanent, supposons que les seuls sons-espaces stables par o
soient {0} ot E. Soit x # 0 el considérons E, le sous-cspace engendré par
les o (.} on & parcourt N, Par hypothése, [, = E et comme nous Pavons
vir pins hout, (w,u(e). ., w™ () est une base de E. Si P € K[X] et
DP(u)(r) = 0 avee degD < n— 1, la liberté de (e, wlx) o e (2) -
posc 1P = 0. En particulier, pr, ne pout étre de degré inféricur ou égal
an— 1. Comme d’aprés le théoréme de Caylev-Hamilton, o, divise y,.,
on en dédult qnue i, = y,. 1 suffit done de démontrer que g, est irré-
ductible, Soit P un diviscur irréductible urtitaive de g, Alors Ker P(u)
est stable par oo S'1 Gtait égal & {0}, Plu) soralt wjective et si on écrit
fon = PQ avee Q € K[X], alors P(u) o Qu) = 0 catraine Q(u) =0 ce gqui
esl exciu car deg Q < deg gy, Oncaceone pav lypothifse Ker P(u) = B, oo
qui signifie que P{w) = 1) et o, [P Alnsi y, = g, = I est irréductible, <

Nous venons de wontrer en parlivalier qu un endomorphisnie simple
est cyctivue. Livrercice qui swlt propose une géndrulisation de e poind.
On trowvera wne preuve différente de celle de Uexercice 2.52 du fait que
le polynome niapimal est le polyndme minimal ponctucl en uwn certain
vecteur, prewve valoble sur tout corps infind.

2.55. Nombre fini de sous-espaces stables

Soit Woun corps infini. E un K-espace vectoriel de dimension
finie p el w £ LI, Montrer que Uensemble des sons-espaces stables
par 2 cst find 51 ct scnlement sile polyndre minimal de o est de
degrd n.

(Ecole normale supérieure)
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= Solition.

Il convient d’étre familiarisé avee la nolion de polyvidine minimal
ponctuel présentée a loxerciee 2.52.

¢ Supposons que le polynome minimal de u soit de degré n. En re-
prenant le travail fail a Vexercice 2,52, on prouve qiv'il existe .+ < E tel
(e pi; = g, anlrement dit Leow(e), o, uw™ 7 (x)) est une base de E.

Nous allons en donner une autre preuve, ulilisant le caractére infind de
K et qui est sans doute eolle gnanrait amend Vexaminateur lors de I'oral.
Congidérons lensemnble D des diviseurs unilaires de g, Cot enscinble est
tinl. Powr tont & € E| le polynéime minimal ponctuel ji,; de @ pour u est
dans D. Le vectewr & est dans Te noyan de Ker i, (1), s bien que

k= U Wor iz (u).

g

Or, ces sons-espaces Ko, (n} sont en uowbee find puisque D est fini.
Un résplrat classique allirme que, lorsaue do corps de base ext inlind, I ne
peut @tre réumion finje de sons-cspaces stricts (voir Ueserciee 6.2 de notre
tome 1 d’algsbre}. 11 existe done un veetenr @ tel que Ker g, (0 = B 11
sensuit que g, = g,

La preuve gue nous venons de rédiger montre gue, 58 le carps de base
est B ou C, Uensemble des verfoues @ otels que o = py esl en fait frés
gros o ¢’est le complémentuire d une réunion finde de sous-espaces sfricts,
done clairement un ouvert dense de Uespace.

Ainsi, on pent Cerive E = {DP(0) () pexx). Soit Fun sous-espice
stable par v, Notous J = { € K[X].P{u){x) € F}. Alors T est un iddal
de W[X]. En effet 0 € J et si (P, Q) & J-,

(P + W {u){ay = PloYa) + Qlud(=) € T

car P{u)(x) ot Qu)(x) sont dans F. De plns, 8 R € K[X], vn a
(RE(u)(x) = R{O)(P{w)}()) € F ear F oost stable par w. Dene D+ Q
ot RP sont dans 1. 17idéal J vest pas véduit & {0}, car g, € ), et il est
principal © il existe A € K[X] mnitaire non mid tel que J = AK[X]. Aiusi,
pour ¥ £ %, on a

1

yel — 3P cK[X]. y— (PA)(u)(x) = Plu)(Alu)(x)).
Ston pose = Alw)(x), on a douc E, . — Y(;(?t(u""(m_:)) = T. Or, Ie
LEN

polvndme A est nn diviseur noitaire de g, car g, € J. Done A ne preud
quun nombre fini de valeirs o ppe dgalement. 1y o done qu’on nombre
ini de sows-espaces slables,

On a démoniré an possuye que Vendedoeplisme foduit por ni endo-
morphisme cyeligue sw un spus-vspace stable est cgalernent cpeliqur,

e Réciproguernent, supposous que E ne posséde qu’nn naembre fini
de sons-espaces stables par we On noto toujours B, = Y(é%}(ui"(:z')) :
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¢lest 1n sous-ospace stable. Les sous-espaces b, sout et nomtbwe fini par
hypothése, Or, la réunion des B, pour 2 € E ost évidleniment éeale 4
F. Toujonrs Qapres Uexercice 6.2 de notre tomme 1 dalgchre, tous los
senls-espaces B, e peuvertt étre des sons-cspaces stricts. [l existe done
z € F el que B, = B et daus ces comditions, deg py = dimll = n,
Connue ov a degpy, 2 deg e et en ménre temps par le théortme de
Cavlev-TTamiltorn, deg i, < dim E, on obtiont deg pr, = n. <

Voiei trows excivices gud reviennent sur lo nolion de polyndme mini-
mal ponetnel. Lorsqu’on se place en dimension infinde, i pout arvever que
toul vectenr r admetie un polynéme manimal pongctuel non nul sans que
Pendomorphisme v n'ait de polyndme mintmal. Premons per cremple lo
dérivation 1) dans C[X] : pour tout polyndme U la farille (DF(P))een
est lide mals D 1'a pas de polyndéme annulatewr non nul. En effet. o
degre du polynéme minimal ponctuel pp d'un polymome donné P est égal
a1+ degD (e est tout simplement X' T98F ) On polyndme annulatenr
de 1 doit étre yudtiple de tous les X®, k € N, ¢t est done nul, L'exercice
suipant montre gue le coractere majoré de la famille des (degp)eer est
en fait suffisant pour gvoir Uexistence d’une palyndme mininal global. Il
est important de fofve Ueverviee 2.52 avand de Uaborder.

2.56. Polynéme minimal ponctuel (1)

Soit V nn espace vectoricl quelcongue, [ un endomorphisme
de Vool n € T On suppose que, pour tout v € V, la famille
(o, FL)e o S™ (1)) et lite. Montrer que la famille {1dv, f, ..., ")
osl lice.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

On peut remarquer que lorsque 7ovaut 1, on retrowve le lemme célébre
qui alfirme que si pour @ dans V, » ot f(z) sont colinéaires, alors f est
une homotlietie.

FPour £ € V oon pose 1, = {Q e K[X], Q(f)(z) =0}. Conune il a ¢t
vit dans Pexercice .52, T, est un idéal de K[X], non nnl par hivpothése,
cdont le gondratenr wnitaire sera noté g, (on Uappelle le polyudme nidui-
mal ponctuel de 2). Par hypothése on a deg g, <0 n pour tout & de V.
Quitte A prendre n plug petit, on peut supposer qu'il existe un veelear
a de E el que deg g, = n.

Nous allons montrer que u, annule f. ce qui répondra & ln guestion.
Prenens an vectenr @ quelcongue dans V. Le sous-espace
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Gt

W = Voot /() + Veot (" {a)
= Veotie. fa), ... Iy + Veet(a, fla),. ... " (a}).

est stable par f {car sattane de dens sonus-cspaecs stables) et de dimension
finte: Notons f Vendoorphisme induait pio [ s W Pay bhypothése
le pulvnomwe minimal ponctuel pour /7 de tout vectenr y de Woest de
degr¢ < n (co polynmue n'est autre que ju, ). Or nous savons d'aprés
la question 2 de Vexercice 2,52 quil existe y € W tel que g = jiy, ol
g désigne le polynone minimal de f/. Comme o € W le polyniine i,
divise j¢/ et comme ils ont tons les deux e meme degré n, ils sont égaux.
Ou o done ¢ = je,. Bu particulior, comme x < W le polviene . divise
1= grg et ona pa( f7He) = pa(f)(x) = 0. Comme cela est valable pour

toul v € V, onva gig(f) =0ct (Idv f.. ... f7) est lice. <
L'crevcice suivant fournit une caractévisalion des malyicos encliques.

2.57. Palynéine minimal panctuel (2)

’— Soit K un corps comatatif infini et A € M, (K). Moulrer gne le

polvnome minimal de A est de degré nosi et seulewent =i Vapplication

(K,,-)'z J— K*
W (X.Y) — (tXY,t XAY,. . XA

esl surjective.

(Ecale normale snpéricure)

> Solution.
o Sicegra < m, il existe done ag.ay, ... a,,_ dans K, non tous nuls
tels aque
taal, A+ - 3+, (AT =0

Dans ces conditions, pour tont (X.Y) ¢ (K")?, on a

0= r}{(”l)l,, +- (ll.‘\ R Uvn.—lAnil)Y
= ”‘(](tX\') + (ll(rxAY) o + 0"71(_6XA”’ 1 YJ
Par vonseqnent, tont Aénent ey, ... .0 1) doos Vimage de € est

dans I'hyvperplan de K d’éguation
apig F a1y oo oy, o = 0.

Il s"cosuit que D n'est pas surjoctive.
® Supposonus deg gy = . Comene paur tout P <€ KX P(A) = 0 &qui-
vant & P(*A) =10, le pelynome minimal de ‘A ost pa. Dlapris Vexercies
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2.52, ou mieux en reprenant la preuve donnée dans Uexercice 2.55 (c¢'est
sans doute la preuve gquattend Pexaminateur ici), il existe X € K™ tel
que le polynome minimal ponctuel de X pour *A soit s En particulier,
la famille (X, *AX, ..., *A"71X) est libre. La famille des vecteurs trans-
posés (*X,'XA, ..., 'XA" 1) Test tout autant. Les n formes linéaires
Y € K" v 'XA®Y pour 0 < k& < n— 1 sont dome libres dans Uespace
dual et le systéme (3) : PXARY = ap, 0 < k< n—1 d’inconnue Y est un
systéme de Cramer pour tout second membre {aq, a1, ..., @,—1) € K".
Ii en résulte que la fonction @ est surjective. <

Notons que lorsgu’on se place sur C, ou plus généralement sur un
corps algébriguement clos, on peut ausst prouwver ce dernier résultal par
récurrence sur la dimension : ['existence d'une wvaleur propre pour *u
donne un hyperplan stable par u qui permet de se ramener & une dimen-
ston inférieure. Le lecteur est inwié a rédiger les détails.

Enfin, voici une inégolité liant le rang el le degré du polynéme mini-
mal.

2.58. Rang d’un endomorphisme et degré du polynome minimal

Soit K un sous-corps de €, E un K-espace vectoriel de dimen-
sion {inie, u un endomorphisme de E, p, son polyndme minimal.
Démontrer Uinégalité @ dog p, <1+ rgu.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

La clef de cet exercice consiste encore & dire qu’il existe un vecteur
tel que le polyndme minimal ponctuel en z noté p, soit égal & y,,, ce qui
est démontré dans les exercices 2.52 et 2.55. Alors si d = deg pt,, = deg pa,
le sous-espace E, = Vect(z,u(z),...,u* '(x)) est de dimension d. En
particulier, (u(z), ©?(z), ..., u? " () est une famille libre de lm u. Ainsi,
d—1< rgu, ce qui donne l'inégalité voulue, <

Lezercice suivant est un pas vers le théoréme de décomposition de
Frobenius qui régle la question des classes de similitude (voir le commen-
taire qui suit 'exercice).

2.59. Réduction d’un endomorphisme en somme d’endomorphismes
cycliques

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et @ un endo-
morphisine de E. On note 7 le polynome minimal de 4. Pour tout
z € E, on note E, = {P(u)(z), P € K[X]}.
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1. On suppose 7 irrédnctible. Soit F un sons-espace de E stahle
pat u et x € B, Montrer que E; € F ou E; NF = {0}, Montrer qu'il
P

existe des vectenrs xy,...,2, de E tels que B = EB E;,.
2. Montrer le méme résulial cn supposant qu"e Ia décompositiol
de 7 en facteurs irréductibles est sang factour carrd.
3. Soit A € M,(Q) tclle que A* = I,. Montrer giUjl existe
P € GL,{(Q) tel que P7'AP apparticnne a M, (7).
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Nous supposerons conts les résnltats de Pexercice 2.52.

1. » Supposons E;, NF # {0} (en particulier z # 0). Nous allons
montrer gue K, C F. Notons v = ujg, la restriclion de u a E,; v est
alors cycligue. On a done w, = ¥, mais comme g, divise g, = 7 gui
cst supposé irréductible, on a v, = g, = 7. Prenons alors un vecleur y
non nil gnelcongne dans E, NF. On a &, € K, car E, est le plus petis

sons-espace contenant Y, stable par u. Comme d1m [ Xup CSt un
polynome de degré supérieur ou égal a 1 qui divise y, = 7. Commo celni-
ci est irréductible, on a lorcément x. = 7. En particnlicr, la dimension

de E, est égalc a degm = dim E,. Amm E, = E,. D’autre part E, C F
puisque F est stable par w ot contient . Done, Eg_. =k, CF.
P

s Montrons lexistence de xq, ...,z tels que E = EB E.,.
f=1
On considére les familles (xq,...,%,) d'éléments de I} telles que la
somme des By, soit directe (il en existe, (0) par exemple). On cn choisit
P

unc dc telle manijére que (limEBE_«,;; suit maximale (une telle famille
=1
cxiste car la dimensjon des sous-espaces de I est majorée par n). Alors

P

F= @ Eg, est stable par u. Imaginons un instant que F soit distinet
i1

de E. Alors, il existe x € B tel que o ¢ F. Par conséquent, E, n'est pas

contemu dans I¥| et d’aprés ce qui préetde, E, MF = {0}. Mais alors, la

somme F + E, cst directe et

dim(E;, ©-- ©E,, ®E,) >dim(E,, &---$E,,)

n
ce qui contredit le choix de la famille des z;. Done EB E.. =E.
i1
2. Ecrivons m = Py ... P, ol les PP; sont irréductibles et deux & deux
distinets. D'aprés le théoréme de décomposition des noyaux on a
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B = Kerw = @Ker Prlu).
k=1

On note ¥y = KerPr{u) pour 1 € & < . Alors w induit un endowmor-
phisme uy, sar Fi et gy, = Py (en effet, Prlug) = 0 don p,, |Py; comme
. ™ . “o1rr iyt
Fi # {0}, sinon B annulerait ., on a Py & 1, d'ob Uégalité pg,, = P

&
puisgne Py est rrddnetible). On sait alors qne Py ost somime dirvecie de
sous-espaces du Lype :

{Plur)(z), P e K[X]} = {P{u)(2), P e K|X]} = E,.

Par associalivité de la somme divecte, on a le résultat pour ¥ tout entier.

3. On prend dang cette question E = Q7 ot « lendomorphisme ca-
noniquement associé A la matrice A Le polvnome minimal pa divise
N1 = (X = DX+ D{X2 + 1) Done pa est produit dlirrédnetibles
de Q[X] denx & deux distincts. D'apres ce qui précede, Q7 est sonune
dircete de sous-cspaces cyeliques du type By avec py ;. = X =1, X+ 1
ou X2 + 1. Dans unc base bien choisic, la matrice de g, ost (1), (1)

0 —1

ou L Par conséquent. A est semblable dans M (Q) & une ma-

trice I3 disngonale par blocs, avee sur La diagonale dex bloes du type (1),

(=1} on ! . On aalors B € M,{Z). <

0 —
10

Le cas général est sans doute wr pen long pour faire Uobjet d'un excr-
cice d’oral. Donnons lout de meme le vésultat qus répondra enfin o la
question posde taul au début di chapitre de sovoir quand dewe endomaor-
phisines sond semblables. On se donne Foun K-espace de dimension n 2 1
el w wn candomorphisme doe B dont on note pi Ie polyndme miniinal. Le
but est de decpmposer B on somme directe de sous-espaces stables par v
dans lesquels v induit des endomorphismes cycligues, On sait qu’on peut
trouver wn vectewr @ de E tel que py = 1 ot iy désigne le polyndme mind-
mal ponciuel en ' (voir Uezercice 2.52). Le lemme fondamental consiste
& prowver que B, = Veet(u®(2)zo admet un supplémentaire B stable
par w. Il suffit alors de recommencer le truvuil avec la yestriction 1 de w
a F. On wotcre que comane punnnle v, e polindme mingmal de o divise
- On obtivnt done le résultat suivant - Despace E se décompose sons lu
forme B =EF; &V, O - B E. ef, en notant Py, le polyrdme mingnuol
{ou caractéristique) de la restriction de w ¢ By, Py|Psmi]. . [P2[P1 = 11
On a done x,, = DP1Po .. Pyl Les sous-espaces B, ne sont pas wrniques.
mais on démontre que fa suite (P, Pg) Dest. On appelle cetle suite
de polyndmes la sulte des fnpariants de similitnde de w. Do offet. le vésul-
tut essentiel est alors gue dewr endomeorphismes w et v sont semblables
st et seulement sé 4y ont les mEmes invariants de similitude.
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Nows comynencons maiptenent ane soric d erercices consacres o ii-
veists Cguations portont sur des endvinorphismes {ou des matrices).

2.60. Equation du second degré matricielle

I 1
(Ecole polytechnique)

Tronver les matrices X £ Ma(B) telles que X? + X = ( L1 )

&= Solution.

La matrice A = ( 1

1 A . . .
1 est symétrique réello. done diagonalisable et

s valenrs propres sont U et 2. On obticnt facilernent oo ((ﬁll) . (}))
[ ‘
11
St X est une malnee solution, X eomnnte avec A el baisse doue
stable les sous-ospaces propres de A ¢ la matrice X = P~XD est done
digganale. On recherche les solutions sous 1 forme X = P Diag{ey, )P~
T.a matrice X répond au probliime si ol seulewent si

ostonne base de veetenrs propres 51 P = (

),P"AP = Diag(0,2).

Diag(e. 4)? + Diag{a. ) = Diag(0,2).

antrenent dit si ot sculement si a” 40 = 0 et 42 +7 = 2, Ou Lrouve alors
quatre conples solutions correspordant & o = —1 ou b et ;7 =1 ou -2,
For calenlant P Diagla, D' on obtient les quatre sohitions suivantes

L N N s At VL (N B VY (S B I T
10/ 34—t -3f 3t 1] ° =1 -1/

Les dewr ezercices suimants sonl consacrés ¢ Udtude du commutant :
fo. vecherelie du commadant de w corvespond 4 da réselution de Uédgna-
o e == b == ().

2.61. Comnnutant d’une matrice carrée de taille 2

Sait A € My (C). L aigtbre C dos matrices de Mo (C) commutant
avee A peut-elle &tre i corps ™
(Ecole polytechnigne)

> Solution.
Lav réponse ost ol 81 A est une homot hétie, son comnmtant ost AL {C)
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Llout entlicr ef ce n'est pas nn corps. Sinon le comunutant de A, qui
contient tous les polyndmes en A contiont au moins le plan Veel(Tg, A).
Conune le corps de base est €. la matrice A adinet au moins une valeur
propre A, Alors A — Als west pas inversible et ost dans le commutant de
A«

Notons que le rdsullat est plus wvrai sur lo corps des réels par
0

ceemple. SCon prend A = ( 1

-1 . . .
0 ) , st facile de vérifier gue le com-

, . —t
wmutant de A est le plan Voct(ly. A) foriné des matrices (rg a) . Or,

iesl aise de vérifier gue ce commutand cst un corps isomorphe a C.
Ore sait que le commutont J une maetrice A gonbient lo sous-algébre
K{A] des polymdmes en A, L'erercice suivant monlre qu'il y o égalilé si

et seulement st A est cycligue,

2.62. Dimension du commutant

Soit A € Mu(K). On suppose A diagonalisable et on note
Al oA les waleurs propres deax a denx distinctes de A et
nyy ey lears maltiplicités respectives.

O nete C(A) le commutant de A of K[A] = {P(A), P € K[X]}.

1. Calculer les dimonsions de C{A) ot K[A].

2. Moutrer les ¢qnivalences suivantes :

dimC(A) =n <= dimK[A]=n <= r=n = C(A) =KI[A]
3. Oun ne suppase plns A diagonalisable. Tronver une condition

néoessaire of snfisanle sur A pour gue K[A] = C(A).
(Ecole normale supérieure)

= Solution.

1. e Culeulons la dimension de K[A]. Le polyudme minhnal de A
oot oa = (X =X} (X = An) puisque A est diagonalisable, Si on consi-
dére Papplication linéaire

v P e KIX]— P{A} 2 K[A].

clle est surjective ot son noyau est ua K[X]. Sa restriction a K, ) [X] est
done injective, et méme surjective puisque & P e K[X], '(A) = R(A),
oil B esl te reste de P modulo pa. Ainsic a dimension de K[A] est égale
A celle de K, 1[X], ¢'est-d-dire & 7.

s [dentifions les matrices anx endomorphismes de K™ canoniguement
associts ot natons E,, ... Ey los sous-cspaces propres de A associés ros-
pertivennt & Ay ... A, 81 B comnmre avee A, alors B ladgse stable
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chague sous-cspace E; ot induit sur E; un endomorphisme B;. Considé-
rous application W ¢l & B dans e commutant de A associe (By ... .. B,)
dans L{E;) < -+ x L{E,). Cette application est claireruent. linéaire ol
injective (car sl B est nulle sur chague E,, B = 0). Elie ost également
surjective : en effet, sion se donne (Bq, ..., By) dans £(Eq) x - < L(B,),
Fendomorphisme B qui coincide avee B, sur fe song-espace B; est bien
dansg fe comnutant de B, puisqoe chagque Big, = B; commnte avec
A, = A Idg, . T en résulte gne C(A) est isomorphe a £{E,) x- - x L{E,)
of
dimC(AY = nT 4 nd 4 - 4wt

puisque n; cst 1a dimension de F;.
2. Notons que comme pour tont ¢ € [L#], on a n? 2 n; = 1. on a
'inégatité

dimC(A)y=ni+-+n2zn 4+ +n. =n
1

Ruppelons anssi que K[A] € C(A). Ponr avoir égafité il suffit done que
les denx espaces aient ln méme dimension.

e Supposons que dimC(A) = n. Llindgalité précidente montre que
ndeessairement n? =1, pour tout i. On a donc n; = 1 pour tont 2 ot par
suite + = n. Ainsi, dim K[A] = » = dim C(A) et C(A) = K[A].

e Supposons gue dim K[A] = » cest-a-dire que r = n. Comme la
somme 1y, + .- -+ n, vaut n, chaque n, est néeessaircment égal a 1,
done on a dimC(A) = n¥ + ...+ n2 = n = dimK[A]. De Vinciusion
KAl € C(A). on deéduit 'égalilé des deux sous-espaces : C(AY = K[A].

o Supposons enfin gue K[A] = C(A). Ou a done fes inégaiités suivantes

dimKA =r<n=ng+ - +n <o} 4 50 =dimC{A).

Comme dilm K[A] = dim C{A), on en dédnit gque C(A) est. de dimension n.

3. La dimension de K[A] est tonjours ¢gaie au deg pa. Cette dimen-
sion est done d'aprés le théoréme de Cayley-Hanmition inféricurc on égale
a 1. Etablissons fe lemme snivant sur celle dn commmtant

Lemme. La dimension du commutant de A est toujours supéricuwre on
agale a n.

Démonstration. Il s'agit on fait de démontrer ' que dimS 2 n. on 8 est
I'espace des solutions dit systéme Hinéaive

AX -XA =10,

d'inconnne X = (z;;)i1<iy2n € Mu(K).

L. Le prenve que nons allons donaer esic eelle de notre collégne Yves Dinval. Flle «
vt publiée dons la BNS 114 de janvier 2004,



162 CHAPITRIEL 2. REDUCTEIN

Placons-nous d’abord dans le cas ot A est trigonalisable. Quitte 3 so
4 )
placer dans e nouvelle base idoine, on pent supposer A = (@)1, 7<n
triangulaire supdricure. Cherchons les golutions X = ()1, iy Lrian-
5 A T jEn
. .. ) . . . nirn+1)
gulaires supérieures. Sion restreint lo systéme a T, (K, il reste ﬁ(—:)———

inconnnes. Comme AX - XA est triongulaire superienre, dire gne X est,
nin 41

solution revient & derire — &quations correspotidant A la nullité

)
des cocthicionts de AX - XA dans la partie supérienre. Mais de cos équas
tions, on peut cn retiver 7, puisque lox équations traduisant la nnllit¢ des
cocllicients diagonaux sout trivinles @ pour 1 <K i < n, a2 — Lyay = O
n{n + 1)

¢

Ce systeme hotopene o done seuloment

w41}, , .
— — Inconttues, Nons savous alovs que Pespace des selutions est au

— 7 cquations pour

moing de dimeusion o, Comame ditn SO'T,(K) 2 n, ¢ fortiori, la dimen-
slon de S ost au woins 1.

Lo résultat reste valable lorsque A nest pas trigonalisable. La dimen-
sion de Vespace des solutions < svstcme AN — XA = O reste inchangée
51 on remplace K par un sur-corps commuptatil I de K {c¢’ost un corollaire
direet du lemme de Pexercice 2.70). I sudtit alors de prowdee Lo de telle
manicre que xa soit scindd, Dang ce cas-la, A ost trigonalisable et la
dimension de espace dos solutions est supdrienre ou dgale A n, que cc
soit sur L ou sur K. On conclut que dim C(A) = .

Dans lo cas on K|A] = CiA), le lemmio entraine que la dimension
de ce sous-espiee ost n. Eo particulier, o a dimK[A] = degpy = n.
Comine ja ost un diviseur de y 4, on obticnt que

=)

Réciproquement, supposons auie Ya = pfa. On salt alors que A ost
eycligue {se reporter A Texerciec 2.52), antrement dit on'il existe un
vectonr ¢ die K tel qie (e, Ae, A%e A" Te) soit une base de K2,
Considérons alors Vapplication

F:Bel(A)yr— BeeK".

Cette application est lindaire, Elle est égaleinent injective, car si Be = O
on
BAfe = AFBe =10 pour tout b 2= 0.

Lendomorpliisine B #antinde st une base de K done est wul. On en
dédoit gque dim C(A) < dinK™ = n. Compte tenn du lemme, on a done
dim C(A) = dimK[A] = degyra = n. De l'inclusion K[A] € C(A), on
déduit Tépalite C(A) = KA

Conclusion. |C(A) = K[A] <= A cyelique = 3y = pal <
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Notons que le vésullat de la derniére question sl dmamédiat dés lors
que Lon dispose du théoréme de décomposition en sonumes de sous-
espaces cycliques capose page 158, En effct, sf w west pas eycliqgne, alors
sw liste de factewrs dneariants (Py,.. ., P} contient au moins 2 poly-
abmes. Notons Fo = B, & --- 9 E; une décomposition de F en sous-
espaces cycliques correspondants awe polyndmes P Il est clar que lo
projection sur B, parallélement d la somme des aulres sons-espuces com-
mate avec w. Mais elle ne peut pas étre un polyndwie en v cor Iy divise
Py.

Voici une dquabion Toujours ennstruite avee le crochel de Lie, maois
avee uny second snembre. Lovsgqu’dl iy a des solutions (g Stant Uinconnie),
il s’agit bien entendy dun sous-cspace affine dirigé par le commauiant
de fo Lo solution est courte ecar lao plupart des arqueents ont déia éié
reneconirts duns leg exercices préccdents.

2.63. Equation avec un crochet de Lie (1)

Soit E in K-vspace vectoriel de dintension finie n (K sous-corps
de C) ot [ ¢t g dos eudomorphismes de I tels que fg—gf = f.

1. Moutrer ¢que f est nilpotent,

2. On supposo que g ost diagonalisable ot que dim Ker f = 1,

Déterminer g.
L (Ecole polytechnique)

r> Solution,

1. Nous avons donnd trois solutions différentes de cette question dans
l'exercice 2.32. Notons gue ¢'est ponr cette guestion gue sert 'hypothése
faite sur le corps K.

2. Lendomorphisme f est uilpotent de vang w2 — 1. On a va dans
Poxercice 246 qu'on a alors dim Ker f* = k pour tout & € [0.7] et.
comme nots Pavons signalé page 149 dans la remmarque qui suit excr-
vice 2,62,  est cvclique @ pour tont vecter ¢ ¢ Ker f77! la famille
(e f(e o 7o) et une base de B.

On va explicitor ¢ dans une Lelle base en cholsissant pour € un vecienr
propre de g @ c'est possible puisque, si g est dingounalisable, cile possede
foredment un vectenr propre ¢ qui n'appartient pas a Ker 7', On noic
A\ T valeur propre associce. On a alovs

fley = Jale) —af(e) = M) — a(f{e))

e sorte que g(f(e)) = (A — 1)1 f(e). Autrement dit, f(e} est vectoyr
propre de g pour la valenr propre A— 1. En itérant, an voit de imémo que
F(e) est um vectent propre de g relativemeny, & la valonr propre A [
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pour tout & ¢ [0, n — 1], Ou en déduit que (e, f(e) ..., f7 o)} est une
bise de vectenrs propres de g.

Réciprognemment, s ¢ ost un vectenr quelconaque de B qui n’appartient
pas & Ker f771 la famille (e, f(e), ..., f771(e)) est une hase de 1 of ponr
rout A € K, Vendomorphisme g défini par g{f¥(¢)) = (A = k1 f5(e) pour
tant ke [0.0 — 1], est solution de fg —af = f. <

Voici une équation du méme type ot il n'y a pas de solubion.

2.64. Equation avec un crochet de Lie (2)

Soit T un K-espace vectoricl de dimension finie, (f, ) £ L(E)?
On suppuse y; irréductible et rgh = 1, Moutrer que Uéquation
Jo—gf = h inconnne g € L{E) v’a pas de salution.

(Ecole polytechnique;

t> Solhrtion.

On raisoune bien eutendu par Uabsurde en supposant qu'll ¥ a une
salution g, On va essaver de trouver an sous-espace F siable par f ot
non trivial (/e Jde diiension comprise entre | et duals — 1), ec qui
contredira Pirréduetibilité de x ¢ @ on effet, o polyudme caractéristioque
de la restriction de [ A F sera un divisear non trivial de yy (on utilise
le sens facile de Uexeveive 2.54).

Soit e une base de Imih et T = VL‘CL(_fk((j}]kgi‘\- Clest ut sols-espace
victorie]l Je E stable par f, de dimension non malle puisqu'il conlient e.
Montrons que F < Ker h, ce qui montrera que dimF < n — U1 suffit
de moutrer que, pour tout k € N, f5{e) € Kerh, I! existe » € E tel quc
e =h{z) ot 0= (A0 On wra{fFR) < vgle < 1. Soit fFh=0et
il i’y a rien & démontrer. soit rg(F7h) = rgh = 1. On considére alors unc
base B = (€1,...,6,) de¢ E telle quu: Vect{ey, ... -1} = Ker(f*h) ot
soit A la matrice de f*h dans cette base. Ona Tr{f*r) = TrA = a, , ot
par ailleurs Tr{ f¥h) = Tr(f¥+1g) — Te(fFgf) = 0. done a,,,, = 0. Cela
monlre yue Tmf5hY < Ker(f*h). W est clair que Kerh < Ker(f%h).
Comme ceq sous-espaces ol méne dimension, Us sant éeanx. On en
déduit que f5(e) = (f*h)(x) € Kerh et ¥ C Ker h. <

Le théme des erercices swivonts est Péguation AX — XB = Y, o
A, B)Y sont des matrices carrées firées et X [inconnue, appelée équation
de Sylvester. On retrovne le probléme de lo vecherche du commmutant en
prenant A = B «f Y = (1.
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2.65. Equation de Sylvester (1)

Soient A et B dans M, (C). A quelle condition Péquation
AX - XB=Y

a-t-ello nne solution X ¢ M, (C), quelle que soit Y € M, ()7
(Ecole polytechnique)

> Solution,

On cherche a quelle condition Pendomorphisme € de A4, () défini
par ®(X) = AX —XB est surjectif. Comme A, (C) est de dimension finie,
il taut que @ soit injectif. Montrons que ceci est réalisé si ot seulement
s1 A ot B n'ont pas de valenr propre communie.

s Supposous que A el B rn'ont pas de wvaleur propre commmune.
Comme € est algébriguement clos, lears polynotes earactéristiques
¥a ot xp sout pramiers entre cux. D'aprés le théoreme de Bezout,
il existe U et V dans C[X] tels que Uya + Vxp = 1. On a done
T{AWWA(A) + ViAxp{A) = 1. Puisque ya(A) = 0, d’aprés e shéo-
réme de Cayloy-Hamilton, on en déduit que V(A)xg(A) = T, of done
que xg(A) est inversible. Soit maintenant X € A, (C) tel que ¢{X) =0,
c'est-a-dire AX = XB. Oy montre facilement par récnrrence qie pour
tout & € N.on a : AKX = XB*. D’oit Uon déduit, pour tout P & C[X],
P{AYN = XP(B). En particulier, on a xp{A)X = Xyp(B) el denc
xr(A)X =0, pnisyue yvp(B) = 0. Comme xp(A) est inversible, on en
deduait X = 0: ® est donc injective.

* Supposons gu'ay contraire, A et B ont une valeur propte com-
e A. On v construire une malrice non nulle dans le noyau de @,
L'idée cst de trouver une matrice non nulle M telle que AM = AM et
MDB = AM, La premiere égalité a licu si toutes les colonnes de M sont
des vecteurs propres de A pour 1a valeur propre A et la seconde a liew si
tontes les lignes de M sont des vecteurs propres de B toujours pour la
valeur propre A, I suffit powr fabriquer une telle matrice de ge dotaier un
vecteur propre X pour A, un vecteur propre Y pour B el de considérer
la matrice M = XY 1 tonles ses colonnes sont colindaires & X el toutes
ses lignes sont colinéalres & Y. Do plus elie n'est pas pualle, car sou terme
général est @y, o X = (... 2,) o0 Y = {y1,..., ¥,) ct chacun des
deux vecteurs u an moins nune coordonnée nou nulle, Oun vient done de
construite M pon nnlle telle que (M) = U : € w'est pas njective ot
I'équivalence voulue est ctablie. <

Vovict un second énoned, plus détaille, ob Uon retronve oo vdsullal on
ctudiant plus précisément le spectre de Uapplication X — AX — X13.
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2.66. Equation de Sylvester (2)

Soit (A, B) € A4, (C)2

1. Déterminer les spectres des endorporphisnes de M (C) dé-
finis par e 0 Mo—— AN ot 50 M o— MB. Décrire les sous-espaces
propres de ot & ol dorarer leny dimensgion en fouction des dirven-
siong des sous-egpaces propres de A ot B

2. Mounbrer que si A (resp. 13) est diagonalisable, o (resp. B) Post
AUssLL

3. Donner wne condition neéeessaire on suffisante pour que en-
domorphisnie i de M (C) déting par (M) = AN — MB soit surjee-
tif.

4. Solent A = (Jt' ii ) B = (g; g‘i) telles que A ot B
cantnntent et Sp A, M1 Sp Ay =@ Manteer que By = 0.

{Ecole polytechnigue) J

L- Solution.

1. Si X est un vegteur propre de A pour la valeur propre A, la wa-
trice M composée de n colonnes égales A X vérifie ANL = AN ainsi, A
est valour prapre de o,

Reéciproquemment, soit, A est une vaenr propre de o o M une matrice
non mlle de colounes (€, ... CL). On a

M Kerfor — M) <= AN = MM <= Vie 1, n]. AC, = A,

Conene e des colonnes de M oest, nau yulle. A est yne valeur propre
de A Onoadone 5p.) = Spo,

De plos, Kor(er — A 1d) est compusie des matrices M= (Cy, ..., C,)
avec C; dans Ker(A — AL powr tont 1 <7 < n. Ainsi. Ker{a — AId) est
isomorphe & (Ker{A — AL.))" ot on en déduit que

divn Ker(a — ANdd = ndim Ker(A — AL L

I est, inntile de refaice leo méme travail powr 2. En offet, on a claire-
ment

et coutie la transposition csb wn somorplidsie de A, (700 sur lwi-nicte
il gutit Jappliquer ke réanltat précedent & ‘B On o done

SpAd=5"'B=8pDB
ot pouwr tottte valeur propre A de T3

dim Ker(3 — A1d) = s dim Ker{ 'B = A1d} = nding Ker(B — A 1d),
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car une mglrice ¢l sa Lransposée ont méne rang.
2. ST A est diagonalisable, on pent Cerire

Z ditn Ker{eo — Add) = Z ndim Ker( A - Md)

AcSpa NeSp A

= Z dim Ker(A - Md) = »,
ACSp A

On en déduit que e est diagonalisable, De mine, on montre gque si B est
diagonalisable, 3 Uest augsi.

Ce caleul prouve gu’en fait 6l y a dguivalence entre lo dingonalisalnlite
de A el colic de oo, Pour le montrer, on pout dgalement derire la matrice
de o dans o base (B, BEar,. . By Eiao o B ) o oon constate qu'dl
$’agit dune mafrice dicgonale par bloes o1, sur ta diagonale, on frouue
n bloes A Il en resulte que pa = fi.,.

3. Remarguons gue M, (C) ¢tant de dimension finle, dire gue ¢ ost
surjeclive revient a dire que @ est bijeetive.

Les endomorphismes « ot 3 comuinatent. si bicn qu’il existe une hage
commune Jde trigonalisation (voir exerciee 2.30). Dans une telle base la
matrice de  est triangnlaire ot ses cooflicients diagonaux sont de 1a forme
A—pavec A € SpA ot p g SpB. I s'ensuit que si e spectie de A ctle
spectre de 13 sont digjoints, les coefliclents diagonanx sont tous non nols
ot o cst done inversible. Réciproquement. st A ot B ont nue valeur propre
commm e A, on procéde comme dang Uexercice précédent pour fabriguer
ane matrice propre a la fois pour e et J ¢’est-d-dire dans le noyau de ¢
rappelons qu'il suffit de prendre la matrice M = X*Y = {514, 20

£y U]

L L2 Y2
ol X = . est un veeteur propre de A et Y = . un vectear

Xy yT}

propre de ‘B,
Conclusion. L'endomorphisme ¢ est surjectif si et sculement si

SpAnsSpB = fﬂ]‘

4. En éerivant les matrices par blocs AD ot BA, on constate qie
AB = BA entraine A4By = BsA;, Autrewent dit. By est dans le noyan
de M — AN~ MA, . Or cot endomorplisme est injectif puisque los
spoctres de Ay ot Ay sout digjoints. On a done By =00 4

Dans la version suivante, formadce obstruitement, on se place sur un
corps quelcongue, Liewistonce d’une wabiwr propre commaune n'est alors
plus assurce, Elle est remplacée par unce condition arithmdtique swr les
polynomes carectéristiques.
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2.67. Lquation de Sylvester 3)

Soit E un cspace vectoriel de dimengion Gnie n = 1, f et g deux
endornorphismes de I

1. On suppose f ct g tom inversibles. Moutrer qu'il existe b non
wul dans L(E) tel que lro f=goh.

2, Onsupposc que f et g ot une valeur propre commune. Mon-
trer qu'il existe i non nul dans £(F) tel que ko f =g h.

3. Soit ke L(E} tel que ho f =goh et rg(h) =7 = 1. Montrer
que les polynbmes caractéristigues de f et g ont un facteur commun
de degré r.

4. “Trouver foet g tels gque xy et y, ont un facleur commun de
degré v, mais tels qu’il n'existe ancun b de rang supérienr ou égal
ar verifisnt o f =goh.

(Ecole polytechnigue)

> Solution.

1. On va construire b non nul dans £(EY tel que ho f =goh = (.
Géométriquement la condition h o f = 0 signific que le noyau de b doit
contendr Int f et la condition goh = 0 que I'image de b doit ¢tre contenie
dans Kerg. Soit I' un supplémentaire de lm f et A une application
linéaire non nulle de F dans Kerg: cela est possible car ni F, ui Ker g
ne sont nuls. L'application It € £(B} dont la rostriction & F est hy et
la restriction & lm f est unlle vérifie bien 2o f = 0 car lin f C Kerh
et goh =0car il C Kerg.

2. Soit A une valenr propre comunne & f ot ¢. Les endomorphisiues
Jf —AHg et g~ Aldyp ne sont pas inversiblos. I¥aprés la question 1, il
existe i € £{E}. non nul, tel que

ho(f —AHg) = (g —Aldg)oh.

Par distributivité, on obtient ho f —Ah = goh —Ah ot donc ho f = goh.
3. Scit F. G. H les matrices de f. g. b dans une base queleongque.
1l ¢xiste des matrices P oot Q) dans GL,(K) telles que H = PPJ.(. on

J,.o= (Id 8) Toépalité ho f = go i $'¢erit IHEF = GH, c¢’est-a-dire

J.QFQ™ = PGP,

F: F. Gy ¢
“oTit T 'y L L2 -1 - 12
On ¢erit par bloes QFQ (F»; b ) ot PGP (GB G )
G, 0

Lidgalité précédente donne ( ! FZ) = ( G D)’ Cest-A-dire Fy =
3

0 0
Gy, Fa =0, Gz =0. Oy on déduit que
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_ _ = det XL, — ¥, v
Xf = XFP = Xquo-t = det —Fy XI,_, —Fy

= det(XI, —F)det(X1,_,. —Fy)
ol de méne
xXg = det(XI, — G1) det(XT,, o — Ga) = det(XT, — Fy)det(Xh, , — Gy).

Les polyndmes caractéristigues de £ et g ont an facteur de degré v en
comImnun.
4. Soit f U'application nulle et g w endormorphistie dont 1a matrice

daus e base quelcongue est une matrice nilpotente de rang n — 1,
0D 1

par exemple ' ‘ . Les cndomorphistes [ et g ont méme
I
0
polyudme caractéristique X™. 51 h € L(E) virific ho f = g o h. alors
goh =0ct Imh C Kerg. On en déduit que rg h < dim{Ker g) < 1. Pour
r e [2.n], les polyndmes caractéristiques de f of g ont un facteur de
degré r en commun, 1uais il wexiste pas dendomorphisme £ de rang r
telqne ho f =goh. <1

Voici une éguation non lindaire. On s'intéresse vux cubes de My(R).

2.68. Matrices possédant une racine cubique

Déterminer nuage de & 1 A & My (ER{) — A% Mi(R).
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Commencons par quelques observations fondamentales. 51 B est dans
Vimage de @, dowe de la forme B = A®, alors toute malrice sendiable &
B aissi ; en effer, pour P € GLy(R) an a

PIBD =P AR — (PTTAP)R

On cherche done plutot les classes de sindlitade incluses dans 'huage
de @, Une autre remargue qiv'on pend laire Jdés maintenant est que si
B = A% alors A et B conunugent : cu offet, AB = A = BA.

Soit B & M3(R) donpée. On va discuter selou la maniére dout on
pout réduire B. L'examinateur s'attendra stirenmient & ce que le candidat
conunence par regarder e cas simple on B est diagonalisable. Comme
tout régd admet une racine cubigue, il est clair que fonte matrice diago-
nle D = Diagle, b ¢) st dans Vinmage de @ ¢ 11 suffit de constater (ue
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D = A% avee A = Diapl a. Vb, &I, 11 en vésulle done gne fonie ma-
trice diagotalisable est (ldll; Viage de lb. On va pouesuivre B discussion
selon le polyviome caractéristigue y de B. Celni-i est do degié 8 done
admoet a moeils une racine réelle.

¢ Rogardons ponr commeneer le cas ol v 1'a qu une scule racine réelle
« et nu factenr iredduetibie de deged 2 i admet denx vieines complexes
conjuguces o + 0 avee o 7 1 Dang o cas B oost dingonalisable dans
Mg (Ty En tail, on pet monlrer queld est sciblable dans AMa(R) & la

a 00
matrice B' = [0 w —o | Eneffot, ona y = (X - a){(X — 1% 4 0%)
v »

et, d*aprés e lennie de déeomposition des noyans.
P = KertB — aly) - Ker((1I3 - uly)? Fofly).

: . | . ;
Tvenous X & Ker((B—ula)* 0%l ot Y = = (BX=nX). Alors Y nest pas
I
colinGaire & X, sinon X serait vecteur propre de B, On a BY = uX |-2Y
ot,

L .
BY — uY =(B-nly)Y = —(B —ul)*N = - X,
-

soit BY = =X +0Y. Dansune base coustitude d nm vectenr propre ponr
Ja valeny propre o. de X ot de Y, Uendomorphisme canoniquement associé
a B oa pour matrice 13 T existe dons P& GLg{(B) tello que B = PP~
One peat eller un pea plus vite en wtibisant Deveccice 271, Prenons
ane hase quetcoeque du plee Ker((B - alg) + 0% 1) of notons C la ma-
trice de la restriction de 13 ¢ o plan dans celle bose. Lo malrice C get

. . W+ i () L .
sembloble sur C a lo matrice 0 u . Mazs il en st de mdme
i v
. U —v ) ;
di lo matvice . car ses valonrs propres sond wt v, Done O est
¢

semblable sur C el deane anssi sur B @ cette dernicee malyice. Le fait que
B est sernhlable o B on découle de snuite.
Comrme a acdmet, ane racipe cubique, il nous suffic de regorder 51 Ia

U —u

ntrice . est un cube de Mo(RY. Or, s on identific C of B2
v

. . T . ] — - aps . - -

Fendomorphisue de ' de inatrice A identifie A 1a similitude
roou

F-lindaire de C z —— (s + i)z, Il est alors clair que si on se dote s ol ¢

denx réels tels que (s 4+ it)" = (u + 1), ona

Hoo—U st
U t Ei
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gu 00
Onealors B = PAY o0 A= 0 s —f| et done B e Im .
0 ¢ =

e I[ nous reste a regarder le cag o y est scindé sur B Sl adinet 3
racines distinctes alors B est diagonalisable of cola a déja Cbe traité. 11
reste done deux cas & regarder @ A adinet une valear prapre simple o
el une valent propre double b eyttt non diagonalisable, au A admet,
une valeur propre tople b sans etre diagonalisable (o est-a-dire sang étre
Phomothdétie #143. Comrnengons par e premier de ces deux cas. On a
alors R* = Ker(B aly)J Ker(B —#1)? et Ker(B — bly)* £ Ker{B —bl3)
car la dimernsion de Fespace prapre associé 4 & osl dgale & 1. Prenons
X1 € Ker(B -ula). X3 € Ker(B —bL;)7 \Ker(B—0ly) et Xy = (30141,
Dans la base (X, X, Xy), Pendamaorphisme canoniquament associc & B

a O 0
a pow matrice B° = |0 b 1 [, 1 nous saflit. de aegarder st B ost
00 b

aty eube on non. 8i A¥ = B alors A et B’ comnmtent de sorfe gne A
stabilise foredruent los sous-cspaces Ker{B — aly) ol Kor{B — 1)13)2. Ille

a 0 0
doit done élre e la forme A = | 0 2 v |, Comme précédemment, on
0 a =

doit premdie o = Y et le prolleme se raméne finaleinent & savoir si la

. | i

matrice 3 b) cst un cube de AMa(R). Essavons Cabord de chiercher
oy .

0 ) Ou st conduit

aux relatious % — b et 3732 = [ Si b 0'est pas ool o a nhe solntion

une solution trinngulaire supdérienre de la forme

obtenue en prenant ;3 = \% el v = —5% - Montrons que dans le cas b = 0
il 'y a pas de solution. Supposons quil existe M € M ({R) telle que
o (01

0o
forcément nilpolente. Mais son mdice de milpotence #st forcément & 2
dore M? = (ot pay suite MY = 02 coutradiction. Done J nest pas un
cube.

o Torminows par le dernier cas : B admeoet une valegr propye triple b
sang étre diagonalisable. Quitte A renplacer 3 par nne matrice seinblable,
on peut supposer que B = Ul + N ou N est triangulaire supéricure de
diagonale nulle {N cst nilpoteute e non nulle). Come précédemrment.
ot peut dlabord cliercher une solition trinngulaire supécicure de la forme
A = 8l + N + dNZ ot @ est la racine cnhique réelle de b Un calen!
facileo domne A® = bl + 337N + 30407 + ,JQd)I\"". St 0 alors 3 #£0

ot o = - % Montrous

= J. O a J? =0 () csl nilpotente) done MY = ) ot M est

et pour avoir A% — 13 it suffit de provedre ¢ = T
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pour finir que lorsque b = 0, B = N n’est pas un cube, C(Mest le méme
argument que précédemment. Si N = M?, alors M est nilpotente et
donc M® = N = (0 : la seule matrice nilpotente de M3(R) qui est un
cube est la matrice mulle.

Conclusion. On constate que les seules matrices B € Mz(R) qui ne
sont pas des cubes sont celles qui admettent 0 pour valeur propre double
ou triple et pour lesquelles [a dimension de Ker B n’est pas égale & la
multiplicité de [a valeur propre. Une autre mauiére le dire : une matrice
B est dans Yimage de ® si et seulement si Ker B = Ker B2, 4

Il est classique de montrer gue la condition Ker B = Ker B? équivaut
aussi ¢ ImB = ImB? ou encore & R? = ImB & KerB (le lecteur se
reportera & Uexercice 6.15 du tome 1 d’algébre).

2.69. Fonctious polynomiales ® vérifiant &(AB) = &(BA)

On désigne par f1,...,fn les n fouctions de A € M,{C) quj
donnent les coefficicnts du polyndme caractéristicque ya de A :

Ya = X"+ AKX 4+ o ((A)X 4 (A

1. Montrer qu'on a f;{AB) = fi(BA) pour tout ¢ € [1,n] et tous
A et B dans M, (C).

2. Soit ® une fonction polyndme de A1, (C) dans C. telle que
ponr tout couple (A, B) € M, (C), {AB) = ®(BA). Montrer que
D est un polyndéme en fi,..., fa.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Il suffit en fait de prouver que xap = vga. 51 B est inversible, on
peut, écrire

xap = det(XL, — AB) = det((XB™! — A)B) = det(XB™' — A)det B
= det(B(XB™' ~ A)) = det{XI, — BA) = xpa.

Pour A fixé, les fonctions B — f;(BA) — £.(AB) (1 € ¢ < n) sont
des fonctions polvnomiales des coefficients de B € A, (C) : ce sont des
fonctions continues de B. Comme yvas = yga pour B inversible, elles
sont nulles sur GL,{C) qui est denge dans A, (C). Par continuité, elles
sont nulles sor tont M, (C).

(On peut éviter de s appuyer sw ln densité topologique de GL,(TC) par
un arqument algébrigue valable sur un corps commutatif K queliongue :
la matrice B=Y1,, a coefficients dans le corps K{Y) des fractions rotion-
nelles en' Y, est inversible dans M, (K{Y)), puisque son déterminant est
un polyndme enY non nul. de degré n. Ainss, on a comme précédemment
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YaB—vL) (X} = xm-v1)a(X).

En faisant Y = 0, 4 vient \ an = x8a. Une troisiéme solution est possible
en utilisant un astucieur calcul de déterminants par hlocs.

2. Remarquons que @ est constante sur les classes de similitude :
si A et B sont dans M,,(C) et P € GL,(C) avec B = P 1AP,

O(B) = (P 'AP) = ®(APP!) = &(A).

On va natyrellement s’intéresser au cas des matrices diagonalisables pour
lesquelles les fonctions f; sont au signe prés les fonctions symétriques
¢élémentaires des valeurs propres : si Aq,..., A, sont les valeurs propres
de A comptées avec multiplicité, on a

n—1
YA = H(\ ) —X”+Z ) Kk (Mg, e, An) XE.
i=1
Considérons le polynéme en (Ay, ..., A,) € C"

P(.\I.. . ..An) = @(Dlag(}\], ,/\'n)) .

$i o est une permutation de {1.n], Diag(Asy.. .., Asin)) est semblable
a Diag(A1, ..., M) (cela correspond & la permutation o des vecteurs de
la base canonique). Il sensuit que

P(Ao'(l)s R 1Aa(n)) = P(Ala B -a’\n)-

Autrement dit, le polynéme P est symétrique en les A;. Il existe done un
polynéue R tel que

PlAr,.. An) = R{a (A, 0 ), on{{Aa, -0 A0))
=R(-A(D). f2(D),.... (- 1)*fu(D})
oit D = Diag(A...... A,). Si R = R(—X;, X, ..., (—1)"X,,), on a donc
pour toute matrice diagonale D
(D) =R'{f1(D),..., f(D)).

Comme @ et les f, prennent les mémes valeurs sur deux matrices setn-
blables, on a donc pour tout matrice A diagonalisable, semblable & D
diagonale,

®(A) = ®(D)y=R'(f1(D), ... f,(D)) = R'(f1(A)..... fa (AN

Nous savons que l'ensemble des matrices diagonalisables est dense dans
M, {C). Comine les fonctions ¢, R’ et f; sont continues car polynomiales,
lidentité suivante valable pour A diagonalisable

(A) = R(A(A),.. fulA)),
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resite vraie par densité pour A quelcouque dans M, (C).
Conclusion. La lonction € cst polynomiale en fi... .. foo

Nous lerminons ce chapitre en regardunt ce que devienncnt Ie po-
bynénie minimal ef Lo caractére semblable lorsgu’on chunge e corps de
base.

Dans Deverrice suivont pnomonlre gque e polyndme minieal dune
matrice A € M (K) a en fail ses coefficients duns le plus petit sous-
corps de W gui conticnt tous les coeffictents de la madrice A,

2.70. Imvariance du polyndme minimal par extension de corps

Soit M € M, (Q). Ou appelle v € Q[X] (rosp. jow € R{X])

e polyncme minimal de M en tant gue matrice de A, () {resp.
A RY). Montrer que iy = piag.

(Ecole normale supérieure)

= Solution.

SiP e R[X] est tel qne P(M) = 0. slors gy divise I (Fensembile des
polyvnimes anmulateurs dans R[X] de M ost un idéal engendre par g ).
Or iy < BIX] eb wa (M) =00 Al gir diviee my. Pour prover que ¢os
deux polynomes sont égaux, il sofhit de wontrer qn'ils ont Ie tcme degrdé
(s sout tons denx unitaires), Cela découle de Vinvariance du rang par
extension de corps -

Lemme. Soif 1) € M,, ,(K). L un sur-corps commutatyl de K. On nole
& b

Fi (resporn ) e vang de A cotnme matrice ¢ cocffieicnts dans IX fresp.

dans 1), On a afors 1 =y,

Démonstration.
Tout. J'aliord, on a U'égnivalence suivante poie B € AL, (K) -

e Gh, (K} <= JdetB#£0 «—= Be GL, (L}

le déterminant. étant le wéme, que le cateul se fasse dans K ou L. Par
cotsequent, topte sons-mmatrice 13 «de D) ost inversible sor K s, ot genle-
ment si, elle ext inversible sur L. Or. e o5t [a tallle maxiniale des sous-
matrices de [ inversibles sur K doue, d aprés Péaquivalence, [a taille maxi-
male des sows-matrices de D inversibles sur L. Ansi o= v,

Notoys alors 4 le degré de wy. Par minimalite de d. 1o famille
(L MLAZ L MPY est libre dans M., (@), Eerivons la matrice 1 de
cette famille de vecteurs dans la base canonique (E, )10, o0 de M, (D).
Elle possede  colonnes ¢t o= Henes, Les eoetticionts de T sent tous dans
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{ puisque ce sont des cocflicients des matrices M*, Le rang de D sur Q@
est Geal & o par hypothése, Le [emme permet de dire quiil s'agit anssi
dn rang de D s B $7ensnib que les colommes (LA ... M1 sont.
lihres dins A, (B I wexiste done pas de polyvudme annulateur de Aa
cocllicients récls, nwou nul, de degrd strictement mifériour a d.

On en déduit deg iy = d = deg my. Comme on a pyg|wm of counne
les dewx polyndmmes sont unitaives, on pent aflirmer que [ap = g | <

Lo yésulial s '¢tend o un corps gueleongue K oet wie extonsion L de K,
avee lo méme démonstration.

Dans Uexvrcice swivent on mentre que, dewr maotrices A eof B de
MatK) dlant donndes, si A el B soni semblables lorsquon se place
dans un swrcorps de K. alors elles sont semblobles dans M, (K. La
preuve donnde it est valoble avee un corps infing, le cas générol nécessi-
tad e thénréme de cavertérisatiou des classes de siraililude & UVaide des
fucieurs innaiiants, Netons gue lo pregdére gucstion est souvent posée
copine. creveioce d oral, Quant & fa sceonde, on recavnatira quelle w'est
plus dans Uesprit des progeammes actuels.

2.71. Similitude et extension de corps

1. Montrer que deux matrices carrées réelles semblables Jdans
M, (C) sont également semblables dans My, (R).

2. Soit K un corps commmuatif infini, I, nn suv-corps e K, A
et N denx matrices de A, (K, On snppoge M et N semblables dans
M, ALY, Démonirer gquielles le sont égnlenment daus M, (IX).

(Eco]e polytechnique)

> Solution.

L Soit M et N dews inabrices de M, () seinblables dans M, (C) ¢
il existe done P & GLL{T) telle gue N = P7'MDP, ce qion peut anssi
éevire PN = MP. Ecrivous P = Q4+ iR avee O, R < M, (R). On a done

(Q+ RN = M(Q 1 iR}
et en idenlifiant partic réelle ot inagiuaire, il vieut
QN =M} ¢t BN =MR.

St e des denx wadreloes, 2 on I oot inversible. A et N sont biey
semblables dans M, (R). Mais i s¢ peut qu’ancune de ces denx wa-
trices ne soit inversible. Dang ce cas, considérons pour A € C, [a watrice
Py = Q+ AR € M, (D). T.a fonction A — det(Py) e~ nne {oction po-
Iynotuiale en A nan idetitigquetiend walle paisgo'en § olle vaut det P 3£ 0,
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I existe donc Ag € R tel que det(Py,) # 0. Comme Py,N = MP,, ct
Py, est inversible dans Mq(R), M et N sont bien semblables en tant gue
matrices réelles.

2. Une généralisation de ce qni précéde pour deg corps guelconqgues
ext exclue. Considérons le systéme lindaire homaogene (81 PN-MP <0
ol Pinconnue est P = (p, )1<ij<n. Cest un systéme a #® inconnues et
n? équations et on cherche en fait 2 montrer qu’il admet une solution
P & GL,(K) sachant qu'il en a une dans GL,,(L). Notons r le rang de ce
systéme o' cst-a-dire le rang de la matrice de co systeme qui est de taille
n? et A cocfticients dans K. Comue (S) & une solution non mule dans L
on a forcément r < n?. En effet, que lo rang de {S) est le méme que I'on
cousidére lo aystome 4 coefficients dans K o dans L (of, exercice 2,70,
Posons i = n? — r. L'espace des solutions du systéme dams K (resp.
dans 1) est done un espace de dimension m sur K (resp, sur L).

Choisissons une hase (P,... P,.) de lespace des K-solations du
systéme. Liinvariance du rang par extension de corps que 'on vient
de rappeler montre que cette famille (Pr....,Py) est encore de rang
m dans U'espace M, (L). Autrement dit, I'espace des K-solutions est
KPPy ¢p .- o KP,,, et Vespace des L-solautions est LPy 4 --- & LI, On
sait par hypothése qu'il existe une matrice mversible Q € GLy (L) qui est
solution, Elle se décompase sous la forme Q = o\ P+ + a0, P, los a,
étant dans L. On cherele & proaver (il existe des sealaires A, ...\,
de K tels que P = APy + -+« + A, Py, s0it encore inversible,

Considérons pour cela le polyndme det{XiP; + -+ + XmPy) de
L{X:, ..., X Ce polyndme est non nul puisque sa valewr en {an, .. . vy,
est non nulle {car  est inversible). Comune K est inbui (¢’est icl scule-
ment que sert cette hypothese), ce polymdine ne pept étre identigue-
ment nul snr K™ ¢ il existe done (A, ., An) € K'™ tel que P =
M P4 - 4 APy ait un déterminant non ml. La matrice P € M, (K)
est inversible et vérifie QN = M ; les matrices M ¢t N sont donc sern-
blables dans M, (K). <

Le résultat est nrad cn foute généralité mais & notre connaissance il
ny en a pus de preuve dlémentaire, c'est-d-dire qui ne pusse pus par lo
détermination des classes de simalitudc.



Chapitre 3

Le groupe linéaire

La connaissance d'une purtie génératrice dun groupe est fondanmen-
tnle comme le lecteur pourre s on vendre compte 4 fravers la plupart des
evercices de ce chapitre. Pour un groupe danué, an chevclhe @ aeair des
dléments géndrateurs les plus stmples possibles. Lorsgue ce groupe opere
naturellement sur un ensemble (comme ¢’esl le cas du groupe symétrique
ou tei du growpe linéatre), on va donc regarder les éléments qui ont le plus
de points fires. Pouwr le groupe symétrique on considére alors les transpo-
sitians (qui bougent seulement dewr éléments) ot qud en forment hien une
partie genératrice, Dans le cos du groupe Fncadrs o un espace vecloviel de
dimension finie. on regarde fes applications lnémires smversibles qui ad-
mettent wn hyperplun de points fuees. Cela méne elors anx transvections
(cus non diegonalisable) et aur dilatations {(qui sont dicgonalisables).

Le premier ercrice de oo chapitre se propese de démontrer que le
graupe findaire GL, (K) est hien engendré par Pensemble des matrices
de dilatotion o des matrices de transvection. Il s'agit stmplement de
regarder compenablement Ualyorithune du pivol de Gauss permetlant de
calvolor Uinverse d une matrice.

3.1. Génération du groupe linéaire

~

Soit n uw entier = 2 et K un corps comnmiatif, On appelle
matrice de (ransvection toute matrice de la forme T, , (A} = L, +AE,;,
ain ¢ # j et A € K, et matrice de dilatation toule malrice diagonale
D, (o) = L. + (n ~ 1}E;;, avec o € K*.

1. Montrer que Uenscuible des masriees de (ransvection engendre
lee groupe SL, (1) et que Vensemble des matrices de transvection ol
de dilatation engendre le graupe GL,, (K).

2. Déterminer les centres des groupes GL, (K} et SL, (K}.

3. On suppose que K = R ou C. Démowtrer que SL, (K) est
CONNCKE PAr arcs.

(Ecole poly technique)_)

> Solution.

1. Notons que les matrices de transvection sont toutes de déter-
minant 1. Le groupe qirelles engendrent est. done inclus dans SLy, (K. La
multiplication i gauclic (resp. A dreite) par une malrice de transvection
T,,(A) revient i effectuer sur Jes lignes (rosp. les colonnes) operalion

77
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clémentaire 1, «— Ly + ALy {(resp. O« 5 + AC)L Notons il est
possible die téaliser Féchange de denx Tignes (on de deas colonaes) noi-
gquement 3 Fadde de emsveetions module no chaugowent de signe © en
offet, Ta matrice T, (1) 5 (1T, (1) a pow eflet (par muitiplication A
ganehe) de pemplacer L, par L, of L; par —L,. los autres lignes ¢tang iu-
variantes. T o est @videarnnent pas possible de véalisor Uechanpe de denx
lenes sans apparition de ce signe moing puisgne cette opération chanpge
e signe du deternrinartt -

Soit A e GL, (K1, Fu appliquant Ualgovithime du pivot de Clanss,
nons allong transformer A on e niatrice de dilatation, en utilisant uni-
gqueinent des fransvections. Comme A est inversible, su premuiere colonne
nost pas unlle. Sioa;y = 0 avee @ 2 2, l'opération Ty — Ly — f”:!_ ! L;

a
penuet de wettre un cocfficient 1 en poxition {1, 1), 81 tous les cocth-

clents w; pon 42 2 sont nals, ou effeetne I'échange des lignes Ly — Ly
ot Lo +— —Ly pour se ramener an cas préeadent. B gtilisant Je coctlicient
(1. 1) commme pivoh, we seccession Copératious sur les lignes pnis sur
les colonnes permet dannnler tons les antros coellicients de la premicre
ligne et de In premiore eolonne, Auntrement, dit, 1! existe des matrices de
transvection M oo N ot Ny NG telles que

I

My MIAN NG = {

N o
oh A] S CJL,,,] {K)

On recommunence le mcte algorithme sur It matrice Ay et ainsd de
stite. On abeontic & Ty An de oot slgorithime & nue matrice dingonale

Diag(1 Lo o) oft Lo scaldite o 1'est aufre gue dot A On vient done
de moutrer qre pour ot makrice inversible Al existe des matrices de
traasveetion Uy o0 Ul el Vo0V, relios gue

A= 10 UD.(det )V, VL

Cela permet de vépondee i la question © tonte malvice A = SLK)
sécrit conue nn produie de walviees de transvection ot Loute matrice
de GL, (K} est prodnit «fe matrices do transvection ot de dilatation.

2. Soilb A nue matrice qoi cowmitite avec totrtes les matrices de trans-
vectiot, Alors A cotnmute avee toudes es matrees By, 7 7 4, Clelaimpose
ques A est seadaive, Onen déduib gue e centre de Gy, () est Pensmnlde
des matrices sealaives AL avee A =22 U 1 est isomorphe an groupe (K*, %),
Et lo centre de Sy, (IO est Pensennible des matrices sealaives AL, svee
AT = I st omorphie an grompe des Tocines p-ines de Dunité dans
le corps K. Son cardinal depend hien entendn da corps K,

3. Montrons que tonte matrice A € 5L, (K) est reliée par no are
cantinm & Hdentité 1, DYapres [ premiére queseion, il existe ane partie

i

N L. B . .
X coutenme dans encennble des coupley (004) @ J1, 017 avee 7034 5 ot

7
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nae famille { A )eex de W otelles qne A soit e prodiit des transveetions
Tl Aed
A= H T (Ae-)

(eX

Cnoposaut o 08 < [0, 1] — Ay = H Te(tAc ). on ohtient ny ave contimt

(e X

qui relic ) =T, & (1) = A o1 5L, (K) est done connexe par ares, <
Le aésultat de la premicve question osi irés fmportant ¢f sere uiilisé

dans plusiodrs des ecereives de ce chapilre, dopt les dewr sugnants.

3.2, Gronpe cngendré par les matrices diagonalisables inversibles

Quiel est e sous-gronpe de GL, (RY engendré par Tengensble des
malrices hvergibles diagonnlisables ?
{Ecole normale supérieure)

I~ Solution.

On sait. (voir Pexworcice précédent) que GL,{R) ost engendre par Jes
malrices de dilatation ¢t Ies matrices de fransvection. Log promicres sont
Jdiagonales. Montrons gue fonle watrice de pransvection pent &éerire
comme mu prodadt de mwatvices diagonalisables, i M =1, + AE,; avee
i# jet A< R est une telle matrice, il suffit déerive M = D~ (DAI)
ot D ost nue matrice diagonale dont les cocflicients diagonanx sonl non
mitls et dens & denx distinets {par exewple 1,20, 0}, La matrice D!
exl dingonale ot la matrice DB est triangulaire avee s miéme dingonale
que D elle est cone dingonalisable.

Conclusion. L'ouscinble des matrices dingonalisalles inversibleos on-
vondre tout be grompe GL, (), <

3.3. Prodnits d’automorphismes de trace nulle

Soit 1oz 20 Délermiier les matrlees de GL, (1<) qui 8'¢orvent
cormne 1 preduait de matrices de trace nalle.
(Ecole normale supérieure)

{- Solution.

Notons déja gqne si M < GL, (K] st décomposée comme un produit
de matrices de trace nulle, alors tontes les mmatrices du produit sont
[Lreément inversibles. 1 est elady e ensemble cherché est stable par
produit. Nous savons gne toute matrice de GLH(K) s GCTit comme nn
produit de matrices de transveetion ot de difatation, O s'intéresse done
POIL CotiIhencer i ces inalrices élémnentiires,

11 est tacile de tronver dos watrices i ersibles de trace pulle ef méwe
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de diagonale nulle il suffit de prendre nne matrice de permutation as-
socice a e permutation sang point fixe, comnme par exemple

0 1 0 .0
P=1 R
0 R
10 .. .0

Si D est nne matrice diagonale quelconaue, alors la watrice DP est do
dingonale nnlle puisque la mulliplication a droite par P o pour effel e
réaliser le n-cyelo (1.2,. .. 1) sur les colonmes. Bn partientier si D est
nne matrice de dilatation, il suffit d’écrite D = (DP)I~! pour voir e
D est produit de deux matrices de trace nulle (puisque P! = ‘D est
aussi de diagenale nulle).

Passons aux matrices de transvection. Essayons d appliquet la méme
idée. Soit T = I, + AF;; avec @ % 7 une wmatrice de transvection. Si
n > 3 alors Pune an moeins des matrvices TP ou TP~ a une disgonale
nulle puisgne seit § — 1 soit 7+ 1 est distinet de ¢ modulo n. On conchat
comme avant en écrivant selon le cas T = (TP)P~! ou T = (TP HP. 1l
regte A traiter le cas n = 2. Mais ¢'ost facile poisqi’on pent écrire

() -G )03

si K n'est pas de caracleristioque 2 et dans le eas oun K est de caractéris-
tique 2 la matrice de transvection est elle-méme de trace nulle.

Conclusion. Toule matrice de GI.,, (W) peut s’éerire conime nn pro-
duit de matrices nversibles de trace nudle, <d

Lus prochains exercives sont consacrds ¢ des sous-groupes du groupr
linéatre. Le premier demande oinst de montrer que GLy(Q) ne contiont

pas de sous-groupe cyclique de cardinal 5.

3.4. Elément d’ordre 5 de GL3 ()

Montrer que le groupe GL2{Q)) ne conlicut pas d’élément
d'ordre 5.

{Ecole normale supérieure)

> Solution.
Supposons par Nabsurde gqi’il existe A € GLa(Q) dordre 5. Le paly-
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nome P = X% — 1 = (X — {X* + X* + X2 £ X 4 1) annule A. Moutrons
que le second facteur €3 est irréductible dans Q[X]. En effet, Q n'a pas
de racine réelle (done a fortiori pas de racine rationnclle} el si Q = AB
on A, I3 sont deux polyndmes unitaires du second degré alors, par unicité

de 1a décomposition dans R[X], ees polyndmes sont X7 + % (1+vVH)X+1

ot X2 1 3(] — \/F;)X + (. Clest absurde car V5 Z (3. Done Q) est bien
irreductible dans Q[X].

Le polyndme minimal g de A est 1 diviscur de 1? dans Q[X]. Counne
@ est de degré inféricur & 2, ona g = X — 1, et donc A = I, D'ont le
résultat. <

3.5. Conjugaison dans SL2(C)

Soit A € S0y (C) telle que Tr A # £2.

1. Montree qu'il existe P & STa(C) telle que P AP soit diago-
nale.

2. Soit B € SLyiC) telle gne A ot B n'aicnt pas de vecteurs
propres cotmmuns. Montrer qu'il existe P ¢ SLy(T) telle que P-TADP
et PTIBD solent symétriques.

3. Soit ay,... ,a0,,01,.... b, des Gléments de 7 tels que
AMBA A BR =T Montrer que A~ B b A= Bbe — ],

(Ecole normale supérieure)

- Solution.
1. Le polyndme caractéristique de A est x4 — X2 —TrAX + 1. Son
discriminant (Tr A)2—4 1’esl pas ml par hypotliese, done A possede deux
valours propres distineses, clle est diagonalisable. 11 existe Q ¢ GLo{{)
ielle que Q7'AQ soit diagonale. Soit w une racine carrée de del Q) et
1 . s . . . .

P = — . Alors I apparticnt & S1a(C) et vépond & la question pusée car
Lt

P='AP = Q7TAQ.

2. Soil {e1,e2) une bage de vecteurs propres de A. La matrice de
Pendomorphisme wp canouiquement associé & B dans 1a base (e, ¢2) est

ah . . . , < -
( g)‘ avec be £ 0. car ni ey, ni ex 'est vecteur propre de B. Sait
[Pl

b
« € C* La matrice de up dans ln base {aeq, ea) est ( “ e ) Elle

ac
it . . b N
est symétrique si on choisit o tel gue o = =. Dans la méme base, la

matrice de I'endomorpliisme associé & A reste diagonale done symétrique.
51 Q € GL,{C) ext la malrice de passage de la base canonique Jde C* & 1a
bage (ceq, ey), los niatrices Q7 TAQ et Q' BQ sont symétrigues. Soit w
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une racine carrée de det QQ et P = ;Q Alors P appartient & Sla(C) ot
répond 4 la question posée car PTTAP = Q TAQ ot P~'BP = Q7 'BQ.
3. Avee les notations de la question précédente, on pose U = D-TAD
el V = P7IBP. Ce sont des matrices symétricues. Lhypothiose dquivaut
AUy U Vie — [y En pregant la trauspasée de cdagque nembre
de Tégalité, on obticnt VPaT% . V# U = 1o, puls cu prenant Pinverse
U=y =0 U=y b = Iy, co qui équivant 3 1égalite demandée. <

St odewr groupes Goet GY sont isomorphes, fout sons-groupe de G doit
se vetreuver dans G, Llemercice susvant wiilise cetle idée pour montrer
que dowr yroupes lindatres GL,(K) ef GL,.(L) ne pevvent pus étre iso-
morphes si 1 # 1.

3.6. Isomorphismes entre groupes linéaires

Soient K ot L deux corps commmtatifs de caractéristique diffé-
rente e 2,

1. Soit G un sous-groupe fini de GL,(K) tel que ponr toate
matrice A de G. A% = 1. Montrer que Card G < 27,

2. Ou suppose quiil existe nn worphisme injectit dn graoupe
GL,, (K) dans ke gronpe G, (1), Montrey que » < m.

3. DIxiste-t-i nn isomorphisme cutre GL, (@) of GLy (B) 7 cutre
GL,{R) ot GL,,(C)7

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Comme K est de caractéristique dilférente de 2. le polynéme
X2 — 1= (X — I}{X +1) st scindé & racines simples. Dar hypothése, co
polynéme apuule toute matrice A do G qui ¢st done diagonalisable aveg
un spectre nelus dans {£1}. Géométriquement les éléments de G sont
des symadtrics.

Pur ailleurs G est abélien : on offet, pour tont A £ G.ona A = A~
et si (A.B) € G°,

AB=(AB) ' =B AT = BA.
Les éléments de G sont alors codiagonalisables (Clest un résultat elas-

signe que le lectenr ponrra retronver dans Uesercice 2.21). I existe done
P & GL, {K) telle quz, pour tout A € G,
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A1 0 ... 0
poiap o | 0 H
60 ... 0 <+l
Le cardinnl de G est done ioférienr & eelni des familles (¢, ..., =,) de

{1,711 i st égal a 2%
2. Considérons le sons-gronpe G de GL,(K) constitus des matrices
diagonales avee des 1 ou —1 sur la diagonale :

G={MeGL,(K). I=\.....e) € {-1,1}", M = Diagleq....,€4)}.

Le gronpe G est de cardinal 2" et pour tout A € G, A2 = I,. On
considore nn maorphisme injectif de GL, (K) dans GL,,{L). Alors 'image
G’ de G par co morplisme est un sous-gronpe fim isomorphe & G, En
particnlier, pour tout B € G/, B2 = L ot Card G = 2. Daprés la
premiére question, ou a 27 < 27, ce qui entraine 1 < .

3. La question précédente montre que si GL, (KD est isomorphie a
GL,, (L) alors nécessairenent r = . Le groupe GL,, (1)) ne peul pas ¢lre
isoworphe a GL,, (R) {on G, (T)) car il est denombrable alors que coex
deux cleruiers sont indénombrables, Montrons pour terininer que Gl (R)
et GL, (0} ne sont pas isomorplies. Pour v = 1. B of O ne sont pas
isomorphes il v a des éléments dordre 3 dans O mais pas dans B
Ce cas sullit 4 conchore puisque lo centre de Gl (I8} cst somorphe a
K* {(voir I'exercice 3.1), Done si GL,(IR) ot GL,,(C) étajent isoinorphes,
lenrs centres K* et €7 le seraient aussi, ce qui n'est pas. <l

Lexercice suivant éludie encore Uenistence dun sous-groupe find d’un
certain lype dans le groupe lindiire.

3.7. Sous-groupe de GL, (R)

Pour quelles valenrs de o exisio-U-il nn sous-groupe de GL, (R)
isotworphe au gronpe additil (Z/42)% 7
(Ecole normale supérieure)

r~ Solution.

Unie prentiore remavgne < hwpose : si une valenr de « convient, tonte
valenr plus grande convient anssi ppisque si n < . GL, (R) pent s'iden-
tificr an sons-gronpe de G, (R) formé des matzices dingonales par blocs

‘MWD . : . .
de la forme ( 01 on M & GIL,,{R). On cherchie done, si elle existo,
L=
la plus petite valeur de 1 qui convient.
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Analvsons un peu ce gue lon cherche. Le groupe Z/4Z est eyclique
dlordre 4. Trouver un sous-groupe isomophe & Z/AZ revient a trouver
un éiéent d'ordre 1 On peut voir le gronpe (Z/47)2 cotmme deux copies
windeépendantes » de Z/4% 011 est engendrd par deax éléments d’ordre |
(& savoir {1,0) et (0,1)) qui comunmutent, les deux sous-gronpes engen-
drés par cos deux éléments n'ayant en commun (ue |'¢lément neuatre.
Reciproguenent, si A, B sont deux matrices de GL,(R) d’ordre 4, qui
commutent et telles que {(A) N (B = {I,} {00 (A) = {[,.A A% A%}
désigne le groupe engendré par .\, alors le groupe cngendré par A
ot B est isomorphe a (Z/4Z)2 . en effet, il est facile de vérifier que
(A BY = {A*B*, 0 < k¢ < 3} el que v : (Z/42)? — (A, B) qui &
(}_\:. ¢) assacie AFBY est bien définje et est un isomorphisme de groupes.
On est done ramené a chercher deux matrices A et B vérifiaut les pro-
priétes cnumerses ci-dlessus.

Pour comencer éludions & ynelle condition une matrice M de
GL,(R) est d'oydre 4. Cela signific que MY = I et quo M? # L La
malrice M est diagonalisable dans M, () et son spectre est inclus dans
UVensewble {1, —1.7. —i} des racines quatrieres de Punjté. Son speclie
contient néeessairement 4 ov —+ car sinon M serait d'ovdre 2. Par aillenrs,
comne M est a coefficients recls, si 7 est valewr propre alors —i aussi ot
avec la meme multiplicitée. On doit done déja avoir n 2 2. Dans le cas

. . 0t : . -

n = 2, la matrice rdéelle ( | @ ) aui s pour polyndme caractéristique
X241, est biem d’ordre 4, diagonalisable sur C, et serablable & la matrice
P X . .. . .

a _i ) A partir de ectte ntrice 1l ost facile de trouver nne solution

dans le cas n = 4. I sullit en cffet de prendre les deux matrices

100 0 H 1 0 0
01 0 0 R S ETRR
A=lo o o 1| B=1o o1 0
00 1 0 0 0 0 1

Blles sont toutes tes deux dlovdre 4, commutent., et vérifiont bien la
condition ()N (BY = {1,}.

Pour conclure I'oxercice, ou va prouver gu’on ne pent pas trouver
de solution dans le cas n = 3. Supposons par Vabsurde gu'existent A
ct B dans GLg(R) vérifiant les propriétés ci-dessus. Comme on vient de
e voir 4 et —{ sout valeurs propres de A ot comme olle daivent avoir le
e ardre Jde muliiplicite celui-cf vaut 1, Notons £ = 11 la troisizee
valenr propre de A, Le polyncime minimal Jde A est done (X —e)(X2 +1)
et le lomme des novaux montre gue B osh somue directe de la droite
Ker(A — 2T} et du plan Ker{ A% 4+ I). Ce qni vicent d’étre dit pour A est
aussi valable pour B. Notous =" € {£1} 1a valeur propre reclle de B. i et
=i etant ses <leux adtres valeurs prapres. Camme A ot B camtuttent. la
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droite Ker{ A — £13) est, stable par B et 11 $’agit done d’une dreite propre,
nécessairement ponr la valeur propre réelle <. Done Ker(A — el3) =
Ker(B—2'I3). De méme e plan Ker(A% +13) est stable par B, Les valours
propres complexes de 'endomorphisine indpit par BB dans ce plan sont
forcément i ot —i de sorte que Ker(3? + L) = Ker(A” + I3). Comue
— e =1, eela implique que A% = B, ce qui contredit 1hy pothése

St Goest un groupe, on appelle coposant de G le ppora des orddres des
élements de G si celui-ci est défini ou 400 st les ordres des €léments
de G n'onl aucwn maultiple compun. Un groupe infind peut guoir wn or-
posunt fini : ¢'est par ceemple le cas du groupe additif (222 qui est
d’eaposant 2. Un célebre probléme posé par Burnside en 1902 demanide
siun groupe d’ezposant fini ot de type find (¢ 'cst-d-dire engendrd par
une partic finie} est néecssuirement fini. La réponse est négalive of un
contre-cxemple a 6t trouvd, mais seulement cn 1875, Llerercice sufvant
consiste & provver quum sous-groupe du groupe Lindaire GL, (C) qui rst
dexposant find est fini.

3.8. Un théoréme de Burnside

1. Soit A € ML(T) telle que Tr(A*) = 0 pour tout k € N*
Montrer que A est nilpotente.

2. Sait G un souns-groupe de GLa(C), (Mi)igiem € G une
base de Vect(G) et f: G — C™ Vapplication qui & A € G associe
(Tr(AM: )Y ciem- Montrer que si f(A) = F(B) alors AB™! — | st
rilpotente.

3. Om suppose que toutes les matrices do G sout diagonalisables.
Monsrer que f est in]cctive

4. Fn déduire qi’un sous-groupe de GL,(C) d'exposant fini

(¢est-a-dire quiil existe un entier N tel que AN = [ pour toute
matrice A du groupe) est find. Clest le théeréme de Burnside.
N {Ecole normale supérieure)A

> Solution.

1. Ce vésullat est classigne. On en trouvera plusicurs preuves dans
lexcrcice 2.28 du chapitre réduction.

2. Par linfarité de la trace, on a Tr{AM] = Tr(BM) pour toute
matrice M € Vect{G) ot cu particulier powr toute matrice M de G.
Posons D = AB™). Cette matrice est dans G done, pour tout &k € N¥,

Te(D*) = Tr{AB~'DF 1y = Tr(BR'DF 1y = Tr(D* 1

Il en résulte done que pour tout & € N, TrD* = Tr L, = n. Ainsi, ponr
Bz,
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Tr(D =Tr (Z(ﬂ JDP—J) = nZC’ (~1Y =n(1-1)* = 0.
G 4=0
La question précédente permet de conclure que D — I, est nilpotente.

3. Supposons de plus que les ¢lements de G seut diagonalisables et
reprenons les notations précédentes. La matrice D = AB—! est duns G.
Elle cst done diagonalisable, Mais alors I — I est aussi diagonalisalle!
Comme olle est nilpotente dhaprés co qui préecde. elle est mlle, Dane
D =1, ¢est-a-dire A = B. Coneluston : f est injective.

4, Prencns pour G onn sons-groupe Jde GL{C) dexposant fini N.
Toute matrice A de G est annulée par le polyndme XN — 1 qui ext scindé
d racines simples. Done towte matrice de G est diagonalisable. Le mosnliat
precédens 'applique et Uapplication f @ G — €' définic dans la question
2 est injective. En réalite, 'image de f est incluse dans X™ o) X est
Iensemble des traces des élements de G Pour conclure, il sutfit done de
prouver que X st fini. Or, vu ce qui précéde. les valears propres des
¢léments de G oappartienuent & Pensemble tind Jdes racives N-iewes Jde
Punité. Done X est fini. <)

[erercice swivant prowve que le groupe tindadre GL{C) ne contient
pas de sous-groupe borné non trivial arbitrairernent pelit.

3.9. Petits sous-groupes de GL,, (C)

On muuit A, (C) de 1o norme triple subardonnée & une norme
de ©7. Soit G un sous-aronupe borué de GL, (T

1. Soil M € (. Montrer gque les valenrs propres de A osong (e
modhide L et que M est diagonalisable.

2. On suppose que G C B(I,,v2) (boulo ouverte de ceutre
Videntité ot de rayon +/2). Montrer que G ost réduit a {1, }.

3. Montrer que le résultat reste vrai si on remplace /2 par V3.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On notera || {f la norroe de ©* ptilisée ot § f la nerme (riple de
M, (C) associde. Rappelons pour commencer que si A & -‘V{,,(C) est
une matrice queleongue et h une valewr propre de A, alors [A] < ||A].
hn effet, si X est un vecteur propre assoi¢ A la valeur propre A on a

= AX donc [A||X] = |[AX]} = . Comme X n'est
p;r-, nul on peut simplifier ||X|| powr obtenir 1 mc-ffahtc ANNONeee,

Comme G est un groupe borné, il en résulte que Uensemble des valeurs
propres des éléments de G est horne. Soit M < G ot A une valear propre
de G. Pour tout p & Z. VP est dans G ot & ponr valeur propre A”. DVapres
ce gquon vient de dive, Ja suite (V)22 cst bornde et cela n’a licu gne si
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Aest de modnle 1 (A n'est pas mul puisque M est inversible). Les valonrs
propres de M sont donc toutes de module 1. Montrous maintenant que
M est diagonalisable. Cela va encore découler du fait gne la suite (MP)
est bornée el de la décomposition de Dunford (voir I'exercice 2.40). Ta
matrice M s'écril (de maniére unique) M = D+ N avec D diagonalisablc,
N nilpotente ¢ ND = DN. Sait s Uindice de nilpotence de N. On va
maontrer que N = ), c'est-a-dire ¢que s = 1. Suppasons 5 = 2. Alors
Ker N est strictement inchis dans Ker N*. Prenons X dans Ker N2\ Ker N,
Comme D ot N commmtent. on a pour tout yp 2z s,

M? = (D+ NP =DF 4 pDP IN + CIDP °N? -4 ¢ 'DPHINe

En particulior, MPX = DX + pD¥ INX. 1l en découle que la suite
(MPX)pcw n'est pas bornée dans C", ce qui est absurde car la suite
(MP)cm st bornde.

2. On supposc que G < B(1,.+/2). Soit M € G. On va montror que
M est égad A [a matrice identité et pour cela, il nous suffit de prouver que
sa senle vilenr propre est 1 (car M est diagonalisable d’apres In question
précédente), Soit A dans le spectre de ML Ona [A — 1] € [M—L,| < v2
par lpothése. Comme AP < G pour tout p € 2, on doit aussi avoir
[AF - 1] < V2 pour tout p € Z. Il sufiit de prouver qnue cela n’est le
cag que ¢f A = 1, Géométriquement., ccla consiste a4 prouver gue 'une
des puissances de A au moins posséde une partie réelle négative. Posons
A= avoe 0 < 8 < g {on peut se contenter de traiter co cas quitte A

B

proendre le conjugué de A ¢'est-d-dire son inverse. ce qui revient juste a
remplacer M par M 1), I existe clairement un entier natnrel p tol que
% = L On oaalovs cos(pf) < 0ot 11— A 2 V2,

3. On raisoune comme dans Ja guestion précedente. 11 tant juste
changer Margument final pour montrer que si A est un complexe de mo-
dule 1 distinet de 1, il existe an moing wn entier p tel |1~ A?] = /3. Les
deux coniplexes du cercle unité qui sont & distance /3 de 1 sont 4 ot 52,
leg racines cubigues non triviales de 1.

b

/<

g < pf < 7 oear

-1

<
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On doit donc montrer que 'une des puissances de A tombe dans le
petit are de cercle délimité par j ot j2, Posons A = ¢ avec 0 < @ < 7 (on
.. . . . . . 2
pent se limiter & ce cas qguitte a remplacer A par son inverse). Si 0 =
27
—. 1
3

c'est [ini ear on a directement |A — 1| 2 V3. Supposons 0 < § <

, . kY ¥ . B
cxiste un entier p tel que Tl < pf < == car > 1. DYon le résultal. <

. 3 36

Si on remplace /3 par une valewr plus grande, le résultat n'est

plas foreément vrai commme le mondre le sous-groupe de GL1{C) égal &

{1,7.7%}. En effet, la norme sur C Ctant le module, ce groupe est inclus
dans lu boule fermée de centre | of de rayon V3.

Si G est un groupe, on appelle commutatenr de G tout dlément de
lo foring ghg  h™1. Le sous-groupe engendré par les commutoleurs est

appelé le groupe dérivé de G

3.10. Groupe dérivé de GL,.(K)

Soit n = 2 et K un corps possedant au moins 3 éléments. Montrer
gue le sous-groupe de GL,(K) engendr¢ par tous les commnutateuts
ABAT'B~! avec (A B) € GL,,(K)?, cst ¢gal a SL,(K).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons tout d’abord que pour touf (AB) € GL,(K)* on a
det(ABA'B™') = t par multiplicativité du déterminant. Le groupe
engendré par les commutateurs est donc inclus dans SL.(K). On sait
que ce dernier st engencré par les matrices de trangvection (of. exercice
3.1). On va done essayer de voir si toute matrice de transvection cst un
commutatenr. Pour 4 # 7 et A dans K on pose Ty (A) = 1, + AE;;- On
a alors Ty (A)~! = Ti;(—A). Caleulons le commmtatenr défini par une
malrice de dilatalion D;(a) avec ¢ ¢ {0, 1} (il cn existe car K contient
au moins 3 éléments) et wie matrice de transvection T, (b) = I, + bE,,.
On a

D:(a)(Tp+bE;, )Ds(a) ' = Ly +Dy(a)bE;;Di(a) " = L+ obEy; = Tij(ab),
et donc

Dy(a) Ty (D () "Tig(b) 1 = Tys{ab) Ty (=) = Teylfa — 1)b),
Lorsgue b varie dans K, le scalaire {a— 10 décrit aussi K. Done toute ma-

trice de transvection est un commutatenr. Pay suite, le groupe engendré
par les commutateurs de GL, (K) est égal 4 SL, (K). <
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Larsque K est le corps & deur éléments le résultal reste vrai pour
n 3 mals pas pour v = 2. Ou peut aussi montrer que le groupe dérioé

de SL,, (K} est SL,(K) sauf sin =2 ef Card(K) < 3.

3.11. Comunutatewr égal 3 —1I,

Trouver une condition nécessairve et suffisante sur le corps K pour
quil existe (A, B) € SLo(K)? tel que —I, = ABATIBL.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Moentrer qu’une matrice inversible M est un commutateur, ¢’est-a-dire
de la forme ABATIB™! avec A, B inversibles, rovient & prouver qu'elle
s'écrit M = AC avec C semblable & A7, 11 est alors facile de montrer
que lo. matrice —Iz est un comnmtateur de GLy(K} pour tout corps 1§
1 0 -10
0 -1 01
ce produit étant clairement sermblables entre elles et semblables & lenrs
inverses. La difficulté de l'exercice tient an fajt quon veut un cotimmi-
tateur de SLo(K) : il faut non seulement gue A soit de déterminant 1
(ce qui n'est pas le cas ci-dessus) mais aussi que la matrice de passage
B telle que C = BATIB™! soit de déterrninant 1.

¢ On peut noter que los corps de caractéristique 2 copviennent. En
effet, dans ce cas —1o = Iy et il suffit de prendre A = B = I,. On
supposera dans la suite que la caractéristique de W n'est pas 2. On va
chercher une condition nécessaire en suppesant qu'il existe un couple
(A,B) € SLa(K)? tel que —I, = ABA'B~". Cette rclation est équiva-
lente & AB+BA =0, forme qui a le mérite de nous éviter de calculer les
wverses. On peut aussi noter que —A = B~TAB, cest-a-dire que A et —A
sont semblables (et de méme pour B). En particulier on a Tr A = —Tr A
ot donc Tr A = 0 puisque caract(K)} # 2. De méme TrB = 0. Posons

alors A = (:L b ) et B = (i: TP ) La relation AB + BA = 0 est

puisqu’il suffit d'écrire —Jy = les deux miatrices (e

équivalente & Pégalité 2ax+bz-+cy = 0 (1), On a par ailleurs a® +be = 1
(2) et 2* + yz = —1 (3) car det A = detB = 1. Supposons b # 0. On

extrait z de la relation (1) en fonction de z et y et on le remplace dans

et [ : 2 2 : 1 ?
I"égalité (3). 11 \-'mnt‘; 7% — T?bry - ggr = —1 et comme g = -3~ %5
par {2) on obtient finalement
. 2a a? ,  y? ( a V¢ y?
2 2, !
- =X Stz =1 = + 5 =-1
p T RV e b ") 5

Autrernent dit, pour que A et B existent, il est nécessaire que —1 soit
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une somme de deux carrés d'éléments de K. Dang le cas on & = (1 on a
—1 =a® =a® + 02 qui esl encore sonme de denx carrés.

e Montrons maintenant que cette coudition est suffisante. Supposons
que —1 = a° + % on o F sont denx éléments de . On cherche ane

solution aux équations (1), (2) et (3) avec b = cet y = . Prenons v =
s o n {3 .
¢t b =c =/ cost-d-dire A = 4 _a ) La condition (1) s"éerit alors

2w + Fy) = 0 et il snffit de prepdre 2 = 3 ot y = —a pouwr lo remplir.
On a alors 3 = ( g
—a —3
On peul noter quhan corps de caractéristique 2 vérifie la condition
lrouvée puisqu’on a alors —1 =1 = 12 + 0%, On peul done conclure que,
dans tous les cas, —Is ost nu commutatenr de SLy(K) si ot seulentent s
—1 ¢st somme do denx carres, <
On peut montrer que 56 K cst un corps infind, tonte matrice de S0, (IK)
est wn corrnmtateur de GL, (KK,

) Cos deux matrices conviennent.

Nous abordons raintenant une servie dlevercices consaeres &l re-
cherche de morphismes de groupes ayant pour but ou podar source un
groupe lincaire.

3.12. Morphismes de {R*, x} dans (GL,,(C), x)

Déterminer les morphismes [ 2 & — (fi;(8))<i jon de (R %)
dans (GL, (C). x) tels que chague fi; soit une fraction rationuelle.
(Ecole normale supéricure)

- Solution.

e On va cominencer par s¢ ramener au ¢as ol les fonctions fi; sont
polynomiales. Soit p un polynome unitaire de degré minimal tel gue,
pont tout (4,7) € [1,n]". g, = pli; € C[X]. Soit. (,7) € ﬂ],'u.]]z. On a,
pout Loul £ et 4 récls non mils,

Fig by =3 fanl®) fis (w)-

k=1

En dérivant par rapporl, & u. on obticnt

tf fu Z Ffolt f )

ko=

puis on prenant o = 1.

0= FalDfl (1)
h=1
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Gei o
En romplagant f;; par ‘Ji, il vient
! "

‘{",;1(” p"(t)g,—j(i‘,) “ogall)
ey ! =y
i) (p(t)? E} = Jiy (1)

ot done

‘ t iz
i (p)(‘:;)a ) tJ”(t)_k 1(M (t)fr, (1)

On en déduit que p divise Xp'g;;. Si o cst une racine de p dordre de
multiplicité m = 1, alors cv ost racine d'ordre o — 1 de p/. Done si o est
non nul, il est racine de g;; et cela pour tout couple (4, j). Cest impossible
((LI X — a diviserait tous les polyndmes g,, et pour tout (i,j) € Ul.‘n}]z5
7_[” = C[X], o qui est contraive & la définition de p. Ainsi 0 est la
‘-.{‘lll( racine (éventuclie) de p. Il existe done m € N tel que p(t) = #.
Oun a alors, pour (i, j) € [[l,n]]g‘ t of v dans R*,

i\ (fa) fp(“ﬂ)fz;(t!ﬂ =" mZ f:k“)nri\a(“) = Z%A Jim U

Autrement dit, Mapplication g : ¢ — (g;;18) )1 <ij<n 086 un morphisime
de B* dans GL,(C) dont les coetficients sont. tous polynormiaux en f.
e Notons d le maximum des degrés dos polyndmes g;;. Il existe des

malrices Aqa,. ... Ay dang M, (C) telles que, pour tout ¢ £ R?,
o
g(t) = > 1A,
k=0 )
Une telle Ceriture est umque car, oy posant Ay = (u¥ %), elle équivaut
pour tout, (i,5) € [1,n] 3
o
— A‘ .l:
gig(l) = D_oth,
k=0

pour tout # # 0 et done i Pégalitd formalle g, = L Gk Xk

E=0
On a, pour ¢ ot u dans B,
o o
gltu} = Z t Ut Ay = g(Dy(n) = Z A glu)
k=0 k=0

et done, par unicité de Uéeribure, pour u # 0 et k € [1, 1]

d
WA, = Arglu) = Z w AL A,
{=0

On en déduit qne A7 = Ay et que AyAr = 0si £ £ k. On a de plus
[f

g(1) =Y Ay =1,.

k=u
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e Réciproquement, soit m et o des entiors naturels, Ay, ..., Ay des
dléments de M, (€) tels que, pour tout {(k,#) € [1.n]°, AZ = Ay et
d

ApAy=0sik £ et Z Ay = I,,. Considérons la fonction f de BR* dans
k=0
M (C) définie par

1 i
Ft) == > tF A
t k=0

On vérifie facilement que f(tu) = f(t)f(w) pour tout ¢ et u non muls.
Comme f{1} = [, par hypothése. vt a f(#)f }) = f(1) = L, pour ¢

non rul, done fest & valems dans GL,(C) et elle a tontes les proprictés
voulues,

o [ reste juste & expliquer comnulent caractériser les familles de ma-
trices Ay ayant les propriétés ci-dessus. Si elles existent, les Ag sont des

d
matrices de projection. Pour tout X € €% on o X = Y A X, dune
k=0
d -.
" = ¥ I Ay Si. de plus, il existe des éléments Xp. ..., Xy de U tels
k=0
d
que X = ¥ Ay Xy, on a alors A/ X = ApXy, ce qui montre l'unicité de
k=0

d
la, décomposition. On a done C" = @ Im Ay.
k=0
Réciprogquement, toute décomposition de T en sonune directe de
sous-cspaces fournit des matrices Ag qui conviennent, chacune de ces
matrices étant la matrice d’une projection sur nn des sons-espaces, pa-
rallelement 4 la somme des autres. <

Dans Dezercice suivant on s'intéresse & des morphismes dont le
qroupe lindaire est la source, Un morphisme étant caractérisé par sa ves-
triction 4 une pariie génfralvive. on va d nouwvean wiiliser le résultet de
Uexercice 3.1,

3.13. Morphismes de GL,, (K} dans un groupe abélien fini

Soit 2 2, G grovpe abélien fini ¢t I un corps comnuntatif.
Etudicr les morphismes de GL, (W) dans G. On étudiera le cas K = ¢
puis K = R et enfin K = Z/¢Z avec g premier.

(Ecole normale supérienre)

> Solution.
Le groupe G sera noté multiplicativement ot son neutre sera noté 1.
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On rappelle que le groupe lintaire GL,, (K} est engendré par ensemble
des matrices de dilatation et des matrices de transvection. Plus préci-
sément. toute matrice M de GL,(K) sécrit M = B, ... BLAB} ... Bj,
ol A est la matrice de dilation Diag(1,1....,1,det M) et By,...,Bg.
B.....,B] des matrices de transvection {voir l'exercice 3.1).

Suit f uu morphisime de GL,, (KK} dans G. On va g'intéresser a l'image
par f des miatrices de transvection et de dilatation, Plusieurs idées sont
possibles.

¢ Une premiére idée est d'utiliser le caractére find de G. 51 le cardinal
de G est p, on a, pour tout g € G, ¢¥ = 1. On en déduit que pour
tout M € GL,(K). f(MP) = (fINM))P = 1. Autrement dit, tontes les
puissances p-igmes sont dang Ker £, On pent alors remarquer que sie # j.
ol &

(I + AE;; )T, + NEij) = I, + (A + A0E,;.

On en déduit que (I, + AE:;)? = 1, + pAE;;. puls que, si le corps K est
de caractéristique nulle, toute matrice de iransvection B = I, + AE;,
est ulle puissance p-ime puisaqu’on pent écrire B = (I,, + %Ew-)pA O a
donc f(B) = 1.

Adnsi, si K est de caractéristicque nulle, la restriction Jde f & SL,{K)
cst, triviale.

® Bu fait, cela est vrai plus généralement. Une seconde idée, est d’ex-
ploiter le caractére abdlicn de G. SiM = ABATB~! est un commutateur
de GL,(K) on a f(M) = fFIAYABIf(AYLABY ! =1 car G est com-
mutatif. On a vu dans Vexercice 3.10 que si K n'est pus le corps réduil
A deux élénients, toule transvection est un comnmtateur. On retrouve
done de cette maniére le fait que la restriction de f a SL,, () est triviale.

e On va maintenant regarder image dune matrice de dilatation,
Comme le demande 'énoncé, on regarde d'abord le cas ot K = C. §i
A = Diag(1,...,1,n) est une matrice de dilatation et 7 uwue racine p-
itme de o, on peut écrire A = (Diag(l,...,1,3))". On adonc f(A) =1
d'aprés ce qui a &é dit plus hant. Comne les matrices de transvection et
de dilatation engendrent GL, (C), f est le morphisme trivial £ : M +—— 1.

e Supposons maintenant que K = R.

Sip est impair, Ja démonstration précédente s'applique, puisqu’alors
tout wombre réel posséde une racine p-iéme. On trouve powr seul mor-
phisme le morphisme trivial

Supposons que p est pair. Si a > 0. la matrice A = Diag(l, ..., 1,a)
possede une racine p-ieme et f(A) = 1. Toute matrice M de Gl (R}
géerit M = B ...BxAB]...Bj, ot A esl unc matrice de dilation ot
Bi....,Bg, Bi....,Bj des matrices de transvection. D’aprés co qui pri-
céde. on a f(M) = f(A). Comme det M = deft A = o, si detM >0, on a
JIM) =1
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51 M et N sonl denx matrices de GL,, (R) de déterminaut négatil, nn
a. plisyne M= et NM ont un déterminant positif,

FINY = FINY NP = FINM?) = FINM) FOM) = F(M).
Il existe done « € G tel que

f(M) _ T si detM >0

a  si odetM 0.

1dément a de G vérifie o = 1, car si det M < 0. 1 = f{N?) = a2

Reciprogietnent i« est un clément de Goqui vérifie ¢? = | toute
applivation délinie ainsi est un morphisine de G, (R) dans G.

Notons que pujsque ¢ est pair. i réslte dinlemme de Caucliy {cf. exer-
clee 2.10 du tome 1 d'algdbre) que G posside des éléments a dordre 2.
Ainsi, il existe des morphismes non trivinux de GL,(R) dans G.

e Si K oest un corps quelconqgue ditférent de Z/2Z, on a tgujours
F1A) =1 ponr toute mwarrice de trausveetionr A. On obticnt done

FOM = f(Diag(1, ..., 1 det M)

de gorte gqw'il existe un morphisme - de (K7, <) dans (G, %) tel que
[ = wodet. Lexistence d'un morphisme non trivial o depend de K ot
du gronpe G.

o Traitons cocore exemple de K - Z/gZ on g est no nombre premior
impair. On est anené a clicreher les morphisiwes de (Z/972)" dans G.
Or on sait que le groupe (Z/gZ)* est eveligue (voir Pexercice 4.13 du
torne 1 adgebre). 51w est nin gonératonr de ce groupe, nn morplisme i

esl parfaitement, déterminé par Uélément a = (). En offet, pour ot
xre(Z/gZ), 1 existe b € N tel que » = u® et o A alors () = ab.
Voyons quels sant les o € G qui peuvent couveuir. Comme 4= =1

ou doit avoir a? ! = puiT) = (1) = L

Sipreal premicor avee ¢ — 1, ou a forcéement a = 1. En eflet, Pordre de
a dany G doit diviser ¢ — L ot p. Dans ce eas. lo send marplivme entee
(Z/yz)* et G est done le rorphisine frivial

Sig— 1 el pne sout pas premiers enlre eux, « deit avoir pour ordre
un diviseur du psged de p et g — L. On peut tronver de tols éléements non
triviaux dans G st oun nombre promier gui divise p et ¢ -- 1, le lemune
de Cauchy assnre Pexistence dun ¢lément ¢ & G d'ordre m. 11 vérifie
a?"' = 1 ot lapplication @ déhinie par (w®) = % est un morphisne
non trivial de (Z/¢ZY dans G of [ = o det, m morphisie non trivial
de GL, (K} dans G.

o Regardons enlin le ¢as particnlier K = £/27Z. Dans eceas il n'y @ pas
de matrice de dilatation (horinis UVidentiré) el GL, (Z/2%) = 8L, (Z/22),
Nong avons indiqué dans la remarque gqni sudt Vexercice 310 que pour
n 2 3. GLu(Z/2Z) est égal A son groupe dérivé. Il on déconle e lo
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seul morphisme f: GL,(Z/2Z) — G est le morphisme trivial 11 reste
oncore Ie cas = 2. Ou a, outre 1, deux malrices de transvection daus

GL:(Z/2Z) b savoir T = ( 11 ) ot U = ( 1o ) Les autres éléments

01 11
. 01 ‘ 11" .
do GLa(Z/22) sont T, TU = (0 1) UT = { | U) el UTU = TUT =

10

an® = b =1, Si p est impair, cela impose @ = b = 1 et f ost trivial,
Supposous p pair dans lasiite, De f(TUT) = f(UTU), on tire abe = hab
et douc o = b [a et b commatent). S a € G ot «® = 1. on vérilie
que Papplication de GLy(K) définie par f{'Th = f(U) = f(TUT) = a
et f(UT) = f{TU) = f(1) = 1 est un morphisme de GLa2(K) dans
G. Cowme p ost pair, G posséde des dlaments dordre 2, done on pent
tronver des morphismes pon trivian,

En farl SLo(Z/27) est isomorphe auw qroupe symétrigue Sy el si on
identific le groupe {1,a} engendre par Uélcment dordre 2 choisi o
groupe smadbiplicatif {£1}, le morphisie consiruit v'est gutre quc la si-
yrature. <

Un ros particulior qui o nussi ¢tc posé divectoment & Poral de UEeole
rormale supériewre consiste & déterminer {es morphismes de GL,(K)
dans K* lorsque K est wn corps find. Comime dans leaercice on voit
gu'un tel morphisme est de o forme p{det) ol est un morphisme de
K* dans Ini-méme. Comme K* est eyclique, @ est de la forme z - a®
ot k est un enticr quon peut choisir entre 0 el Card K — 1.

(U : ) On pose [(T) = w et fF{U) = b Comme T? = U2 = L, on

Les erercices gui suivent concernent les matriecs wnversibles 6 cooffi-
cients entiers, Roppelons que Gl (Z) désigne le groupe des dnversibles de
Panneau M (2. {1 est facile de voiv que A & M (2) cst dans GL {Z)
si el selement si det A = 1. On nole enfin Sl (Z) le sous-groupe de
GL, (Z) formé des matrices de détermanant 1,

On sait que swre an corps Ko le grovpe lindatve GL{K) est engendre
par les matrices de frapsvection et les metrices do dilatation, et que le
groupe Sla, (K) est engendré par les matrices de transvection. Lezercice
swivand étudie lu sitwation sur Danncan Z dans Ie cosn =2,

3.14. Génération de SL3(7)

1. Moutrer que le gronpe SLe(Z) est engendré par los deux -

[ 10
Tices J— N —
trices U (Ol)at\/ (11).
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10

2. En déduire gqu'il est aussl engendré par U et T = (0 -l )
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.
1. Notons G le sons-groupe engendré par U ot V. On vérifie par

récurrence, que U¥ = (g} lf) pour tout & € Z. Par suite, cn prenant

la transposée, on a V* = (l]c (1) . Le groupe G contient doue tontes les
matrices de transvection {4 cocfficients dans Z}. En particulier, si A est
une matrice de G, toute matrice obtenue 4 partir de A en faisaut des
opérations élémentaires de la forme L; +— L; + kL, on C; « C; + AC;y,
avee {i.7} = {1,2} ot & £ Z, est encore dans G. L'idée de la preuve
u b
¢ d
opérations dn type prérédent sur A jusqn's tomber sur une matrice A’
de transvection. Cela prouve que A est dans G puisqu’elle s'écrit alors
cowmme un produit de matrices de transvection.

e Supposons d'abord que ac # 0. Convne ad —~ be = 1, @ ¢t ¢ sont
premiers entre eux. Effectuons la division euclidienne de a par ¢ 1 a =
gic+ry, avee 0 € vy < [el. En effectnant Vopération L, « Ly — g Lo

. . L X 2 )
on obtient une matrice de la forine ; R E Si ry nest pas nul. on
o

est alors la suivante. Soit A = ( < SLa(Z). On va effectner des

continue en effectuant la division euclidienne de ¢ par »y : ¢ = qury + 12
avec 0 < ro < r;. Par une manipulation on arrive slors 4 la matrice

o X

nul. L'avant dernier reste est égal & 1 = pged(a, ¢) et on tombe sur une
7 7

matrice de la forme ( (1) 2, ) ot de la forie ( (1) Z,

d’ = 1, puisgue le déterminant ne change pas an cowrs des manipulations,

de sorte quiil s’agit d'une matrice de G. Dans le second cas, on rajoute

la deuxiérue ligne 4 la premicre, puis on retranche la premiere ligne 4 la

denxiéme pour se ramener an cas précédent.

s Si 'in des cocfficients ¢ on ¢ est nul, Vautre ne l'est pas (car
ad — be = 1) et 1l suffit d’ajouter la ligne qui le contient & Vantre ligne
pour se ramener an cay précédent.

2. 1l suffit de constater que UTU =V, <

La résuftat de cet exercice a auss? été obtenu dans le tome I comme
corollaire de Uétude du groupe modulaire (erercice 2.19).

Dans UVexercice 7.21 de ¢e méme tome il est wnoniré gue les matrices
de tramsvertion L, + AE,, avec A € Z et 1 # j et les matrices de dilatation

roX . . . . S . .
( . On continne lalgorithme d’Euclide jusqu'an premier reste

) . Dans le pretuier cas
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L, —2F;; engendrent le groupe GL, (Z.). En adaptant un peu la solution de
cet erercice on peut montrer que les matrices de transvection cngendrent
tout le groupe SL, (Z). En fail. comme (L, + Ey)F =1, + kE,; pour tout
k € Z, les matrices 1, + Ey; avec ¢ # § suffisent. Cela généralise donc le
résultat de cet exercice.

Le fait que SL,(Z) est de type find, o’est-d-dire engendré par un
rombre fing d’éléments, est utthise dang Dexercice sutvant,

3.15. Endomorphismes surjectifs de SL,, (Z)

Soit G un groupe de tvpe fini (¢.¢. possédant un systéme fini
de gémérateurs) ct f : G — G un morphisme surjectif. Soit H un
groupe fini et g un worphisme de G dans H. On veut montrer que
Ker f c Kerg.

1. Montrer que Uensemnble des morphismes de G dans H est fini,

2. Soit g € Ker f. Montrer Pexistence d’unc smte (b, ) de G telle
e f”(bn) = q.

3. On pose g, = go f*. Montrer qnue pour w1 > 0., 4u,(l,) = €.

4. Montrer que si a & Kerg, alors ¢gp # e pPour m > n et
conclure,

) 11
5. Application. Montrer que SLg(Z) est engendré par ( 01 ) et

1
( 1 (l] ) Montrer qne pour tout A € SLa(Z), A # lo. on peut trouver
un groupe fini H ¢t nn morphisine g de SLo(Z) dans H tels que g(A)
n'est pas 1'¢lément neutre de H. Montrer que towt endomorphisme
surjectif de SLa(Z) est, bijectif. Généraliser & SL, (%),

(Ecole normale supérieure)

£ Solution.

1. Soit S une partie géndératrice finie de G. L'application qui & un
merphisme f: G — H assocde sa resiriction & 8 est injective car denx
morphismes qui coincident sur une partie génératrice sont foreément
égainy. Conyne F(S. H) est (ini car S ¢t H sont fipis. il n’y & done qu'un
wambre (ini de worphismes de G dans IL

2. Pour tout n £ W, 7 cst surjectdf, done il existe b, € G tel
que £"(by) = a.

3. Pourm > mn,ona

Gl ) = (" (b)) = gUf " (" 0 1)) = g(.f?n_n{‘J)) = g(e) =v

car mi—n >0,
4. Par ailleurs, g,(b,) = g{a). Danc 8 gla) # €. o a g # y,
pour m > n. Les morphisimes g, sont deux A denx distinets. Cela s
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impossible A cange du résultat de la guestion 1, I en résulte que gla) =€
et done que Ker f < Kerg.
- R . 11 140

5. Lo fait que SLaiE) est engonelrd par U = (” \ ) ol V = ( i1 )
est 'objot de Vexervice 3.14. I s'agit done d'nn groupe de type fini. Soig
A une matrice de SLo(7Z) distinete de Videntité, Si A 1 ost dingonale, on
cligisit p we nombre premicr qui ne divise pas Yun des coefficieuts non
diagonal de A et H le gronpe fini SL2(Z/pZ). La réduction moditlo p est
un rorphisme de gronpes gnd envoie A sur une matrice qui n'est pag
Videntité, $i A est Bagonale, forctment A = —1 et o prend par exemple
la rédnetion modulo 3. 1 découle alors des guestion ywécédente que si f
est un endomorphisme surjectif de SL2{(Z), le noyau de f est inchis dans
celul de g ot done ne eontient pas A. Cela est vrai ponr tout A = 1, donc
[ a nu noyau trivial et st bijectil.

La méne argunentation s’applique an groupe b, (Z) qui est aissi
de tvpe find d apres les renrargues gni procedont Vexercice, <

Dans Uénoncé suivant on monire gue les sous-groupes finis de SLy{E)
sont tous cycliques.

3.16. Sous-groupes finis de SLa(Z)

1. Soit G un seus-groupe fini de GLg(Z). Montrer gu'il existe
un produit scalaire sur B=, stable par tous les élémonts de G, ou i
lan préfere, tel e les dléments de G osoient des endomorphismes
arthogonals ponr ce procditit scalaive.

2. Fu dédnire e les sons-groupes finis de SLe(Z) sout cy-
clignes.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Notons (. ) le produit scajuire canonique sue B2, On ntilise un
argument classicne consistant 8 movennen les forines ilinéaires (a. y) —
{g(x). g(y)) pour g parcourant G. Posons done

e, y)c = ﬁ Z( (), 9())

ponr @,y dans B2 Lappheation { C e est elairenent une Jorue Dili-

ICF Z gl H qui est positif, et ol
oG

sewlcnent lorsgie @ = O car Id € G. Then résulte ape {, @ est un prodilit
scalaite sur B Montrons que tous les élénients de G sont orthogonaux
poie ce produit sealaire. Soit go € G. On a pour o,y dans B2

néaire symétrique. On o (&, w)¢ ==
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D ilg e und). (g o go) ()

g&G

— (hiz) Ay} = e, ydc
] ,';(

lole) golulie = IG

car Papplication ¢ r— g o gy est nne permutation des éléments de G.

2. Le groupe orthogonal de R? powr le produit scalaire { . d¢ ost
isomorphe & G»(R) ¢f comme les élénients de G sont de déterminant 1,
() est isomorphe 4w sous-gronpe fini de SO(F) lui-inénte isomorphe
au gronpe multiplicatit S' des nombres complexes de wodule 1. Pour
conclure, il nous suffit done do prouver que tous les sous-groupes finis
de 8! sont eveligues, Soit H un tel sous-groupe et d son cardinal. Par le
théoréme de Lagrange, on » 24 = 1 pour tout 2z < II. Done 11 est inclus
dans le groupe Uy des racines d-idmes de Punité, Comme I possede d
¢léments, on a égalicé I = U, Et il est hien connu que Uy est un graupe
evelique, <2

Llerercive suivant montie gu’il n'y o qu wn nombre find d'ordres pos-
sibles powr les dléments de GLa(E) ef done un nombre find de cardinaur

possibles powr les sous-groupes cycliques de SLa(Z).

3.17. Ordre des éléments de GL2(Z)

Montrer que Pordre de toute matrice A de GLa(Z) est infini ou
dgal 41,2, 3, 4. ou 6. Montrer que dans chague cas hormis 1, il existe
une infinité de matrices de ot ondre.

(Ecole normale supérieure)

{~ Solution.

Soit A € GL2(2Z) que on suppose distinete de Uidentied. Dire que A
ost dCordre fini revient & dire quiil existe un entier p 2 2 tol que AP =1y,
o si Pon préfere que A est anuulée par e polyudime X =1, Cela oxt le cas
si ot seulenient si X¥ — 1 est divisible par le polyndme minimal do A (en
tant que matrico de My {Q1). On sait que A est annulée par son polynome
cavactéristique v = X2 — X 4 d oit b = Tr(A) € Z ot d = det(A) =
Le polyndme y est le polyndme minimal de A sauf dans le cas ol A est
annulée par un polynéme de degré 1, ¢’est-A-dire est une matrice scalaire.
Conune on doit avoir del A = 1, cola ne se produit que pour A = 1y,
cas qu'on & exclu, ot A = —Iy qui est une matrice dordre 2. Supposons
& partir e maiutenant. que A 5% 1o, Notans que lo polvndme x divise
XFP _ 15 ob seulement si il a deus racines distinctes qui sont des racines
p-iomes de Punité. On va done regarder les racines de y en disentant
solon les valeurs de d cf 7. Le discriminant de y est A =42 - 4d.
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e Supposons pour commencer d = —1. Le discriminant A cst alors
strictement positif. Los racines de y sont done réefles. Or les seules ra-
cines réelleg de Punitéd sont —1 ot 1. Ow a y(—1) = & Dane si la trace
de A ost non wlle, A est dordre infini, Sif =0 alom y = X2 — 1 ct A
est d'ordre 2, Montrons qu’il existe une infinité de matrices ordre 2 de
ce type. On choisit Ie coefficient (1, 1) égal & nn entier n quelcongne. Le
coctlicient (2, 2) doit valoir —n pour que la trace soit nullo. On compléte
pour avaoir un déterniinant égal a —1 en preuant par exemple la matrice

1 1+n
1 -+ —n '

e Supposens maintenant = 1 et [t 2 3. On a encore A > 0 et leg
racines de x sont réelles. Comme x(—1) # 0. la matrice A est d'ordre
infini.

e Supposons d = 1 et [t = 2. On a A = 0 et y admet une racine
double. La mairice A cst encore d'ordre infini. Clest le cas par oxertiple
. . . In -

de tonires les matrices triangulaires 07 pour s = 1.
e Supposonsd = Tett = —1.Onay = X?+X+1. Ce polyndme divise
2
. non 7+ 1
X2 — 1 et A est d'ordre 3. Clest le cas des matrices ( 1 Z t )
pour Lot n € Z.
e Supposons d = Letd =0, Onay = X2 +1 qui divise X' —1 et A est
; . n n®+1
dordre 4 (car A* = —13 £ I2). Cest le cas dos matrices ( 1y )
pour tout n € Z.
e Supposons enfin d = tet f =1 Onay = X2 — N + 1 qui divise
X® — et Aest dordre 6 {car x ne divise pi X* —1 ni X7 —1). Cest le
2,
. —1 -
cas des matvices j] " “;1 1 ) pour tout n € £,

Ainsi, Vordre dune matrice de GL2(Z) apparticnt 4 l'ensemible
{1,2,3.4,6,00} et dans chacun des cas (bormis 1} on a bien une infi-
nité de watrices avanl cet ordre. <

L énoncé suivant montre que le méme phénomeéne se produit en toufe
dimension ¢ les ordres finis possibles des éléments de GL,(Z) sonf ma-

Jores,

3.18. Ordre des éléments de GL,,(Z)

Etablir I'existence de - € H* tel que pour toute matrice M de
M (Z) pour laguclle il existe m € W* vérifiant M™ = L, on ait
M™ =1,

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

Si M cst une matrice de M, (Z) vérifiant M™ = T, pour un ccriain
enticr o € N* on a (det MY™ = L. done del M = £1, et ainsi M ost
un ¢lément du groupe GL,, (2}, qui plus est, nn élément Jd'ordre fini. On
cherche donc a montrer qu'il existe un entier r € N™ fel que Ltoute matrice
d'ordre [ini de GL,,(2) ait un ordre qui divise r. L'exercice précédent a
par exemple montré que pour » = 2 on peut prendre r = 12.

On va montrer Pexistence d'un tel ontier v dans le cas général, mais
sans chercher a le préciser. Soit M € GL,,(Z) d'ordre fini et m € N* tol
que M™ = I,,. Le polyndme X' — 1 amnnule M done les valeurs propres
complexes de M sont des racines de Puynité. Par ailleurs le polyndme
caractéristique de M est & coefficicnts dans Z, Or Pensemuble E des po-
lyndmes unitaires de degré n, 4 coefficients dons Z, et dont les racines
sont des racines de l'unité est fini {car les relations coeflicients-racines
montrent que les cocflicients d’un élément P € E ne peuvent prendre
qu'un nombre fini de valewrs). 1l nous suffit de prendre pour » le ppomn
des ordres (dans €7) de toules les racines de tous les polyndines de E.
Si M € GL,(Z) est d'ordre fini quelcongue on a A" = 1 pour toute va-
leur propre A de M et, comme M cst diagonalizable dans M,,(C)
M" =1,,. Dol le résultat. <

Aver quelques connaissances sur les polynonies cyclotomigues (leur
irréductibilité swr Q et la factorisation sur Q des polyndmes X* — 1)
il est possible de caractériser plus précisément les ordres possibles des
éléments de GL,(Z).

, 01 a8

Lexernice suwivant étudie Ies démenis d’ordre 4 ou 3 de SLo{Z), La
premiére question reprend des choses déja ones mais les questions sui-
vantes sont difficiles.

3.19. Kléments d’ordre 4 ou 3 dans SL4(Z)

Soit M € 81z(7).

1. On suppose qu’il existe n € N* tel que M”™ = 1. Montrer que
Vordre de M dans SL2(Z) est au plus 6.

2. On suppose M dordre 4. Montrer que M est conjugnée dans
0 -1
10
3. On suppose M d’ordre 3. Montrer que M est, conjuguée dans

GL;(Z) 4 la matyice ((1) :i )

GLz(Z) a ln matrice

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

Si M cst une matrice de M, (Z) vérifiant M™ = T, pour un ccriain
enticr o € N* on a (det MY™ = L. done del M = £1, et ainsi M ost
un élément du groupe GL,, (2}, qui plus est, nn élément Jd'ordre fira. On
cherche donc a montrer qu'il existe un entier r € N™ fel que Ltoute matrice
d'ordre [ini de GL,,(2) ait. un ordre qui divise r. L'exercice précédent a
par exeinple montré que pour n = 2 on peut prendre ¢ = [2.

On va montrer Pexistence d'un tel ontier v dans le cas général, mais
sans chercher a le préciser. Soit M € GL,,(Z) d'ordre fini et m € N* tol
que M™ = I,,. Le polyndme X' — 1 annule M done les valeurs propres
complexes de M sont des racines de Puynité. Par ailleurs le polyndme
caractéristique de M est & coefficicnts dans Z, Or Pensemuble E des po-
lyndmes unitaires de degré n, 4 coefficients dons Z, et dont les racines
sont des racines de 'unité est fini {car les relations coeflicients-racines
montrent que les cocflicients d’un élément P € E ne peuvent prendre
qu'un nombre fini de valewrs). 1l nous suffit de prendre pour » le ppomn
des ordres (dans €7) de toules les racines de tous les polyndines de E.
Si M € GL,(Z) est d'ordre fini quelcongue on a A" = 1 pour toute va-
leur propre A de M et, comme M cst diagonalizable dans M,,(C)
M" =1,,. Dol le résultat. <

Aver quelques connaissances sur les polynonies cyclotomigues (leur
irréductibilité swr Q et la factorisation sur Q des polyndmes X* — 1)
il est possible de caractériser plus précisément les ordres possibles des
éléments de GL,(Z).

, 01 a8

Lexernice suwivant étudie Ies démenis d’ordre 4 ou 3 de SLo{Z), La
premiére question reprend des choses déja ones mais les questions sui-
vantes sont difficiles.

3.19. Kléments d’ordre 4 ou 3 dans SL4(Z)

Soit M € 81z(7).

1. On suppose qu’il existe n € N* tel que M”™ = 1. Montrer que
Vordre de M dans SL2(Z) est au plus 6.

2. On suppose M dordre 4. Montrer que M est conjugnée dans
0 -1
10
3. On suppose M d’ordre 3. Montrer que M est, conjuguée dans

GL;(Z) 4 la matyice ((1) :i )

GLz(Z) a ln matrice

(Ecole normale supérieure)




M
=]
L

CHAPITRE 3. LK GROUPL LINEATRLE

> Solution.

1. Le polvnome X% — 1 et polvnone arpmlateur a racines siniples
dans © done M est diagonalisiable dans A, (C) et ses valenrs propres
complexes sont des racies n-igmes de 'unité, A ot X', La matrice M est

_ o (A
sommblable a D = (U %

tel que AP = PG

Si les valenzs propres sout véelles alovs Sp(M} < {=1.1} ot M* =[5 :
M est dordre an plus 2.

Sinon, comme M st réelle, les denx valeurs propres sont cotgjugudées

) et Lordre de M est le plus petit entier b > 1

. . LihT o, - . N 2k
distinctes X = &% (T<hk<n—1)et A=A Mais Tr M = 2cus —D—IE
. . 2k7 1
est 1n entier comnpris entre —2 et 2, done cos 2T ¢ {(), + } {on exelut
I =
le cag ol co cosinus vaut 1 qui égnivaut & A = +1, déja Lraité). On
obtient A = { +i.t % +i -\éj } Si les valewrs propres sonl +4, Pordre de

M est 4. Si Jes valenrs propres de M sont ¥ ot e T, Tordre de M est
6. Si los valenrs propres de M sont ¢ ot e~ )?, I'ordre do M est 3.

Dars tons les cas, Vordre de M est fnféricur on égal a 6.

2. 81 Pordre de M est 4, ey valonrs propres sont =i J'apris la ques-
tion précédente. Done TrA = 0 et vy = X2 + 1. Dapreés e théorérge
de Cayley-Hamilton, M? = —1,. Soit f Pendouorphisnue de B? canani-
quement, associée a M. Si u est un veetenr non mul quelcongne de Z2
la famille (u, f(u)) cst libre car M 10a pas de valeur propre réelle ct la

. . . i} .
matvice de f dans la hase (u, f{u)) est clairement Lo ) Si o note

D la rpatrice de passage de la base canonique A fn base (u, f(u)). on ob-

ent N = P( (1] -1

0 P ' La nuttrice P ost & cocflivients dans Z mais
on vent que P apparticnne A GLa(Z). ¢'esi-a-dive que det P = £1. Cela
a b

) avee —of — bo = 1.
7]

cauivang & det{a, f2)) = £ 1 Posons M = ( .

car Tr(M) =Oet detM =1 Siw = (2.9} £ Z% an a

2 ar+ by

. 2 Doy >
=t — 2axy — S,
yoocr —ay 4 Y

dot(u, f(u)) =

II sagit doue de démontrer que Ja forme quadvatique définie par
qlz,y) = ex? — 2azry — by? prend la valeur 1 ou —1 sur Z2. La matrice
—a

f

— —_

de g dans Ja base canouique de ®? ost ( ) Cotnne le déter-

winant —be — 02 = 1 est strictement positif, la forme quadraticque est
définic positive ou défiyie ndgative (on loncton divsigre des dew valeurs
Propres).
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Démentrons alors le letmine sulvant (veir aussi Uexercice 3.43 dn tome

algtbre 3) ¢

Lemme. Soil ¢(x,y) = vx® + 20xy + ey une forme quadratique sur R?.
On Suppowu que o cst defioie positine ou (.’f‘ﬁnif neqative ¢l on considére

;= inf il On o alors 3e* < ac — b
( [chzz\{ \;( )| 53 (a ).
Démonstratiow.
011 a, pO'.lI' tout (r.y) € BN {(0.0)}, [glr.y)] > 0. On en déduit
que [|(a. ) ‘Q‘( ¥l = m > 0, car cette borue inférieure est atteinte,
|=

puisaile le (,e.rcle upité de B? est compact. Par homogéndite. on obtient,
pour tout (a, y) B fy{r, )] 2 mi{r? +¢?), Soit N nn entier naturel tel

2 41 , N c . : .
gque N = £ I - Draprés ce qui précede, on a, si (e y) € Z% et |« > N
ou g > N |gle, )] e+ 1 Onadon e = inf Jgla )] Cervte

G i 620 [0 by
Jels N u g

borne inférieure est atteinte car Uensenible est fini. On oo déduit gque
o0

Soit = (. 3) € Z2 tel que |g(u)] = ¢ Notons d = pged{n. #) ot
o', A" les entiers tels que a == da’ et i =dF". Oua

= [glw)] = d*|g(a’, i = d%e

ot done 4% € 1. Cest-d-dire d =

Alnsi e et J7 sont premiers entre eus et d’aprés lo thiéoriime de Bezout,
il existe {7, 8) € Z° tel que ay + 35 = 1. Posons ¢ = {—7. 4} et montrons
que 27 = Zu 4+ Ze. On a cvidemnment Zo + Za < 27, Soit P = (,; -t()).

; !

Ceste matrice ost dans My(Z) et on a det P = 1, done P est inversible
et. =1 ¢ Mo(Z). La maivice P~ est la malrice de passage de {1, r) &
In base canonigne (e, my) de B2, Comine elle est d coothicients cuticts, ¢y
et e; appartiennent 2 Zu + Zu et linalement Za + Fp = 22

Soit &= =+ tel que g{u) = ze. I existe (B, ') € B2 rel que Pexpres-
sion de y dans Lo hise {wow) ost zer® o 20 ey + (*’yg. Par les formules

e U b
de changement de base on a alors (b(’ (a,) = 'P ((é :) P ct done

e = b7 = (det ) (ae — ) = ae — 67 > 0 enr la forme el définic.
Pour tout (+, %) € Z*, ou obticut

. - ?bl z ' b”z B
glra + yr) = ceat + 2b' ey + ("yl =r (;r + — y) + (r-’ — —) I’s

€ e

( cb’ )2 ac - b?
=cele+ —uy| +——Yy".
e e
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b’

En prenant y = 1 et en choisissant 2 € Z tel que | + —
t

, Ot il

o | —

S

P 1 aec — b?
e <, \q(fi"lr.‘i- b)‘ < 1(_‘ +
p

et douc 3e? < 4{ac — H?), O

Avee les notations de Pexercice on obtient 3¢% <0 4(~be — a?) < 4. I,
¢ est un entier non nul, puisque le minitwum cst atteint et (o, b, ¢) € Z°,
done ¢? =1et e =1 Nexiste (r.y) € Z7 tel que ¢ = 1 = |¢{z, o)l

3. Ona M3 = I, et M £ Iz, Les seules valeurs propres possibles
pour M sont 1, j et j2 et M est diagoualisable dans AM3{C) car X* —1
est un polynome annnlatenr a racines simples. Fn fait, 1 ¢ SpM, car
sinon les denx valenrs propres de M seraient réelles done dégales 4 1 et
comme M est diagonalisable, clle serait égale & I, La matrice M — I
est done inversible; de M?* — Iy = (M ~ T2)(M? + M2 + Iy}, on tire done
M? 4+ M + Iz = 0. Le polyndme X 4+ X 4 1 est nun polynome annnlateur.
Clest le polyndme minimal car M n'est pas scalaire e anssi le polynGme
caractéristique cay il est de degré 2.

St est un veetenr de Z2 la Ganille (u, f(u}) cst Lbre car M n'a
pas de valeur propre réelle et ia matrice de f dans la base (2, f (1)) ost

((1) :11 ), car f%(u) = —f(u) —u. On raisonne comnie dans la ques-

tion précédente. Ou note PP la matrice de passage de la bage canonigue
a ln base {u, f(u)). el on charche o tel gne det P = %1, c’est-a-dirc
det{u. f{u)) = +1. On a, puisqne yvm = X? + X 4+ 1, Te(M) = 1 et
deth = 1. On pose M = (r{z 1b)a> avee —a? —a —be = 1. 8i
u={r.y) € Z7. alors

@ ar + by a a
u) = det )) = T l=ert — (2 Dzy — by~
qlu) = det{u, f(«) Yy er—{a+ l)y] er” — (2 + Day — by
1
« —a - =
et g a pour wmatrice 1 2) dans la base canonique. Le
-0 — - —4
]
. . 1 Ly= 3 . s .
déterminant —be — (u + 5) =1 ost strictement positif done la forme

guadratique est délinie positive on négative. Le minimnm ¢ de |g] vérilic
. - 15

d'apres le lenne 3e- £ 4(—be - (o + 2 V)< di-be—a®—a)—1< 3ct

done ¢ =1. On conclnt comue dans la question précédente. <

Lexercice swivant va géndraliser erereice 3018, En offel, il dénmontre
gue ensemble des cardinaus des sous-groupes finis de GL,,{Z) est majored
fon purle de restriction cristallographique). En particubier, il existe un
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entier Ny, tel que Uordre de toute mulrice dordre fint de GL,(E) soil
inférieur a Np. On e vy en 817 que pourn = 2 Uentier No = 6 conmieal.

3.20. Sous-groupes finis de GL,, (Z)

1. Soil A € M,{Z)}. On suppose que A est aunulée par un poly-
nome complexe non nul P dont tes racines sont simples et de modnle
«. 1. Montrer que A = 0.

2. Soit G un sous-groupe fini de GL,(Z). Montrer que si p est
un nombre premier impair, la réductiont modulo p de GL,(Z) dans
GL,.(Z/pZ) restreinte & G est injective. Que peut-on en déduire ?

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Cormme le polyndme P est & racines simples, la matrice A est
diagonalisable dans M, (C). Soit D diagonale et () inversible telles qne
A = Q7'DQ. Comme toutes les valenrs propres do A sont. de modude < |,
la suite (AP), .o tend vers O lorsgue p tend vers Pinhni, Eu particntier,
il existe un entier p tel que |A¥|| < | ol ||(my)]| =  ax [mz|. Mais

la matrice AP étant & cocllicients dans Z, cela impose que AP = 0. On a
alors DP = 0 et done D = 0 car D st diagonale. Ainsi, A est mitle.

2. Lapplication f : G — GLL(Z/pZ) qui & une matrice M = (ne,,)
de G associe M = (), sa réduction modilo p, est un morphisie de
groupes. Pour montrer qu’il est injectif. on montre que son novaur est
véduit & I'identité Soit M € Ker /. On a done M = [, modulo p de
sorte quion pent éerire M = 1, 4+ pA avec A € Mp(Z), Comme G est
[ing, M est, d’ordre fini ¢ = 1. L'égalité M7 = I, signifie que le polyndme
P(X} = (1 + pX)?7 — 1 annule la matrice A. Or les racines de P sout les
g -1

iz
de Punité. Ces racines sont dewx 4 deux distinctes et comme p 2 3 on
a lzi] << 1 ponr tont k. La gquestion précédente permet, d'aflirmer gue A
est nulle et douc que M est 1a matrice identité.

Comme GL, (Z/pZ) est fini, on en déduit que les sous-groupes finis
de GL,(Z) ont un cardinal majoré par le cardinal de GL,(Z/pZ}. En
particulier, il n'yv a, & isomorphisme prés. gquun nombre fini de sons-
groupes finis daus GL,{Z) (car il n'y a qu'un nombre fini de groupes de
cardinal fini donne, & isomorphisme prés bien entendu). <

nombres complexes zp — oll 1, ...,y sont les yacines g-ienses

Voici mafntenant guelques ecercices od le corps de base est un corps

fin
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3.21. Un calcul de signature

Soit g 2 3 nn nombre premier et M nne matrice de GLp(Z/pi).
L'application X +— MX est une permmtation de (Z/pZ}°. Quelle
est sa sighature? On powrra utiliser sans le redémontrer le fait que
(Z/pZ)* est un groupe cyclique.

(Ecole normale supérieure)

& Solution.

s La signature induit bien eniendu wn moerphisme de pgroupes de
GLo(Z/pZ) dans {£1}, que Yon notera <. Pour cohnaitre un morphijsme
de groupes. il suthit de le connaitre sur une partic génératrice. Or, on
sait que le gronpe lindaire est engendre par les matrices de transvection

1 1
(0 ?) ( )1\ ?) avee X € Z/pZ of les matrices de dilacation ( 0 ((: )

01
notant que le résultat est rapide & prouver dans le cas des matrices 2 x 2
(eo gu’il [audrajt peut Etre fajre le jowr de Joral).
e Montrons que toutes les matrices de transvectjon ont unc signature
égale a 1. En effet, c’est clair powr la matrice identité, ot si A n'est

! /\) et ordre p dans le groupe

a0 et n X .
( ) avec o € (/021 Le lecteur se reportera a Pexercice 3.1 en

01
GLo(Z/pZE). Par conséquent. on a 2Ty )0 = ;‘(T;’;) = £(Id) = |, Camme
poest impair. on a foredment e(T3) = 1. Le raisounement est identigue
ponr Ja transpesde de Ty,

pas nul, on obscrve que Ty = (

O pend aussi utiliser le foit que les iransvections sont des cerrés

du gionpe GLL(Z/pZ). Comme les matrices de transvection engendront
o gronpe spéeial lindaire SLy(Z/pZ). la signoture restreinte d e sous-
grotpe esl done triviale. Ceite remaryue v'est toutefois pas indispensable
PORT POUTSHLUTe.
n
01
forment un sous-groupe isomorphe a (Z/pZ)*. Comme (E/pZ)" est cy-
clique (I'énoncé le rappelle ot et le lecteur en trouvera une preuve dang
l'exercice 4.13 du tome 1 d'alggbre) il suthit ici encore de s'intéresser 2 la
signature d'nn génératenr.

Soit done o qui engendre (Z/pZ)¥. On va compter les orbites de
(Z/pZ)* sous Vaction de Dg. Ty a tout dabord les vecteurs (0,01 qui
donpent des orbites rédujies a des singletons (et il v en a p) puis les
orbites des vecteurs (1.x) qui conticnnent les p — 1 vectewrs (y, ) asec
y = 0 (ct on en a cncore p). Au total il v adone 2p orbites ot la signature

e Loy matrices de djlatation D, = ( avec o € (E/pE)*

2 . . .
est done (—3)# 7% = —1 car p est impair.
s On annerait tout de méme avoir nue vision globale plus claire de
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certe signaturce, On connait nn morphisme de gronpes important spar
CLA(Z/pE) & savoir le déterminant. I est assez naturel d'essayer de
relier uotre signature an déterminant,

Si = est dans Z/pF on sait qne 7! = 1 (Cest le petit théordme
de Fermat) et done 25 vant 1 ou —1 puisque son carré fait 1 {et
le polynéme X2 — 1 n’a que 1 ¢t —1 pour racines dans Z/pZ, qui est
un corps). Pour notre génératenr o de tout & I'heure on a forcément

g1 p—1
ar = -1, car sinon on awrait £ 2 = 1 pour tout x non nul et le
polynéme X, T — 1 aurait p-1 T4 mes, ce qu mte:1 dit gon degré.
Ainsi, on a e(Dy) = —1 = a7 = det(D,) % . Cette relation est

alors vraic pour tonte les matrices de dilatation et aussi pour les matrices
de transvection (le déferminant vaut 1}, Denx morphismes de gronpes
qui cotneident sur une partic géndératrice étant égaux, on a done démontré
la jolie formule

YM € GLp(Z/pZ),  2(M) = det M*T |, <

Les groupes linéaires sur les corps finis fournissent des excmples im-
portants de groupes finis. L'exercice suivant propose l'étude du groupe
SLy(Z/3Z).

3.22. Etude de SL2(Z/3%)

1. Quel est le cardinal de GLa(Z/3Z) 7 de SLy(Z/3Z)"

2. Montrer qu'il nlexiste aucun morphisme sirjoctif dc groupes
de S12(Z/3E) dans /27,

3. Montrer qu'il n'existe aneun sons-groupe de SLa(Z/3Z) de
cardinal 12.

4. SLy{Z/3Z) est-il isomorphe a Sy 7

5. Montrer q’il existe un morphisme de groupes sinjectif de
SLQ(Z/SZ) siur Ay,

(Ecole normale supérieure)

o Solution.

1. La donnée d'une watrice de GLo(Z/3Z) équivaut a la donnée
d'une famille libre de deux vectenrs di plan (Z/3Z)2. Iy a 3?2 — 1 =3
choix pour le prewier vecteur, qui doit simplement &tre non nul, et pour
chacun de ces choix, il ¥ & 9 — 3 = 6 wanifres de le compléter en une
famnille libre puisqu’il faut choisir le second vectenr en dehm'ﬂ de la droite
vectorielle engendrée par le premier. Ainsi, |GLo(Z/3Z)] = 8 x 6 = 48,

Comme le déterminant est un mmphlbme sirjectif de groupes da
GL2(Z/3Z) dans (Z/3Z)*. dout lc noyau est SLa(Z/3Z), on a
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SL.(Z/37)] = 21.

2. Soit ¢h un morphisme de groupes de SLa{Z/3Z) dans Z/2Z. On se
propose de prouver que i est trivial. Nous savons qu'un morphisme de
groupes est uniquement determiné par Fimage d'one partie génératrice,

01 Al
A€ {1.2} engendrent SLz{Z/3Z) (voir Vexercice 3.1).
On a pour tout A € SL2(E/3Z), ¥(A?) = 2¢:{A) = 0. Clest-a-dire

2
. 12 11 11
que ¥ est nul sur les carrés. Or, (01) = (01) ot (01) =

2
1 . ,
(0 ] . Done 4 est nul sur toutes les matrices de transvection et par

suite jdentiguetuent nul.

3. Supposons par 'absurde qu’il existe un sous-groupe H o de
SLy(Z/3%Z) de cardinal 12 et soit 2 ¢ H. On a alors SLo(Z/3Z) = HUwH,
la réunion étant disjointe. Le produit de deux éléments de H est dans H,
le produit d’un élément de H et d'un élément de aH est daus aH et le
prochuit de deux éiéments de oH est dans IT {car 1'dgalit¢ ahah’ = ob”
avec fi, b’ A" dans H implique que o € H). I en découle directement
que 'application gni envoic les éléments de H sur 0 et ceux de aH sur [
est nn morphisme de groupes surjectif de SLa(Z/3Z) sur 2727, ce qui
contredit le résultat de la question précédente,

4. Comme &3 {qu est aussi de cardinal 24) admet un sous-groupe
diordre 12, & savoir le groupe alterné Ay, la question précédente periret
d’affivmer que SLo{Z/3Z) n'est pas jsomorphe 4 S,.

5. On va utiliser une opération du groupe SLa(Z/3Z) sur un en-
serble & 4 éiémeuts. On prend Uetmemble E des droites vectoriclles du
plan {Z/37)2. 1 v a 4 droites gui sont Dy = Veet(1,0), Dy = Vect(0. 1),
Dy = Veet{1,1) et Dy = Vect(1,2). Une matrice A € SLz(Z/3Z) vu-
voie une droite sur une droite et cela de maniére injective (deux vec-
teurs libres sont envoyés sur deux vecteurs libres). Il en résulte que
SLo{Z/3Z) opére sur E. Notons ¢ @ SLa{Z/3%Z) — Sp le morphisme
de groupes correspondart 4 cefte opération. Seit A € Kerp. On a
A(D|) = D| et A(D3) = Dq, dohc A st une homothétie, /e A = =1d
(car A € SLo{(Z/3Z)}. Inversement, 1d et — 1d opérent de manidre tri-
viale sur E. Done |Ker | = 2 et par suite | Iniy| = 12, Ou observe que
les trausveetionts vues ci-dessus qui engendrenl SL.{Z/3Z) donnent des

3-cycles de E. Par exemple ¢ (({1] i )) = {Dg3,D3. Dy). Il en résulte
que @(SL,(Z/3Z)) = Ap ~ Ay Dot le résultat. <1

. . 1A 10 .
Or, nous savons que les matrices de trapsvection et , ol

Les trois exereices suivants dtudient encore dvs groupes lindatres finds
mais sur des anncour quoticnls Z/mL. Les techuiques sont les mémes
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avee des complications supplémentaires levs o lo non-intéyrite de Pan-
TEQU.

3.23. Etude de SL2(2/2"7)

Soit A un anuwcat conpnutatif et G = SLa(A) Persemble des
matrices (2,2) & coeflicients dans A et de déterminani 1.

1. Montrer que G est un gronpe ponr le produit matyicicl.

2. On prend A = Z/pZ avee p premier. Caleler Card G. Dans
le cas ot p = 2, étudier Vordre des éléments de G ; reconnaitre un
grottpe connu isomorphe a G

3. On prend A = Z/2"Z. Quel est le cardinal de G? Montrer
que tout éément de G a un ordre inféricur au égal .3 » 271

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. L'ensemble Mz(A) des matrices carrées de taille (2,2) & coefli-
cients dans A est un anrcau pour les opérations usuclles. Le déterminant

“a b .
d'ute matrice M = ( :’ (;) € Mz(A) étaut défini par det M = ad — be,
il ext facile de vérifier que det{MN) = det M det N pour tout couple de
matrices (M N3, Pay suite. st M est jnversible dans Mo{A), det M est un
a by .

cd)© Mo (A)

telle que det M soit inversible dans A. |l est facile de vérifier que la ma-

d -4
trice {clet M) ™! e (LJ est linverse de B, On a done tmontré que le

inversible de 'annean A. Réciproquement, soit M =

groupe des inversibles de I'annean My(A}, notons-le GLy(A), est exac-
tement I'ensemble des matrices dont le déterminant appartient a U{A},
le sronpe des inversibles de AL De plus, e déterminant établit un mor-
phisine de groupes cntre GLa(A) et U{A) dont G = SLa(A) n'est autre
que le noyan. Par conséquent G est bien wn groupe pour le produit ma-
triciel.

2. Notons que le morphisme det @ GLu{A) — U{A} est surjectif

ear 83 e est un inversible de A la atrice diagenale ) est inver-

w 0
01
gille ot a pour déterminant a. Il en déconle que Card G x Card UJ{A) =
Card GIz(A) : c’est un corollaire direct di lemme des bergers et le lec-
teur trauvera une preuve détaillée de ce fait dans Ia solution de Pexercice
2.4 du premier tome d'algebre.

Lorsque A = Z/pZ avec p premier il s’agit d'un corps, et U(A) est
de cardinal p — 1. Le calcul du cardinal de GLa(Z/pZ) cst facile : pour
définiy nme matrice inversible, on choisit d’abord sa premiorve colonne (i
duit etre non nille (il v 2 douc 2% =1 possibilités) pujs la sceonde qui ne
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doit pas étre colinéaire 4 la premiére (et il v a donc p? — p possibilités).
Le cardinal de GL(Z/pZ) est douc (p? — (p? — p) et colui de G =
SLo(Z/pZ) est p(p* —1). Le lectenr trouvera dans Uexercice 1.8 din tome 1
d'algébre le calenl du cardinal de GL, (K) ponr nn quelcongne st K corps
1 quelconque.

En particulier, avec p = 2. on a Card SL2 Z/2Z) = 6. Les nmnt;

(}1 1 10

" . ; 11 L0

de ce groupe sont Uidentité, les matrlcea ( )
11
On a la méme répartition des ordres qne dans le groupe symétrique
Sy g, outre Uidentité, contient 3 transpositions ot deux 3-cycles. It
elffectivement ces deux groupes sont somarphes, Pour le voir, il suffit
d observer quune matrice M de 514(@/‘7 } induit nne permntation des
3 vectenrs nou nnls du plan (Z/2Z)2 et que cette permutation n’est
Iidentité que si M = L.

A isomorphisme prés i n’y a que deur groupes de cardinal 6 Z/67
qui est cycligue €1 Sa. Comume SLo(%/22) n'est pas commulatif. ce fait
permet de dive directement quil est isomurphe ¢ 8.

3. Létude détaillée dn cas n = 1| menée dans la guestion précé-
dente incite & procéder par réeimrence sur l'entier 7. Et effectivement,
cornme 'annean Z7/2"Z n'est pas intdgre por no = 2, il nest pas
évident de trouver directement le cardinal de Glg(E/2"%). On dispose
d'un morphisme d'aunean naturel z, cntre Z/2" M7 et Z/2"E qui i
la elasse d'un entier & modulo 2" assacic sa classe wodulo 27 {qni
bien enterddn ne dépend pas Ju représentant & choisi dans sa classe
modulo 2%¥1). Ce morphisme est surjectif et son noyau ecst de cardi-
nal 2 (il contient les classes de O et de 27). On a alors un morphisme
de gronpes cntre SL.{Z/2"1'Z) oL SLZ(Z/'Z"‘ZZ) en considérant Uappli-

h :
mattice (ngg ::((d))> € Sly{Z/277). Le noyau de i, est de cardi-
nal 8, Vérifions que 3, est surjectit. Soit M une matrice de SLa(Z/27F).

Comroe m, est snurjectif ou peut trouver quatre cutiers a. b, ¢, d tels que

& L oy .o . - ,
\p,m( “ b ) =M oi1 & désigne la classe de Tentior & dans Z /270 7. Mais

1
ani sont. d'ordre 2 et les matrices (0 ! ) el ( 1 ”) qui sont, ordre 3,

cation ¢, qui a la matrice M = (

c d
cette matrice n'est pas forcément de déterminant 1! Par hypothése on
a ad — be = 1 [27] done, moditlo 27+ on a soit ad — be = 1, soit
ad — e = 14 27, Dansg le premicr cas c'est bon, Dins le second cas.,

I'un au moing des quatre entiers o, b, c.d est Iimpair. disons par exemple
a poitr fixer les idées. On remplace alors d par d + 2. On obtient alors
in antéecdent de M par ¢, qui est bien dans SLo(7Z/27 F17).
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Ce travail montre done que Card SLy(Z /2™ E) =S x Card SLy (Z/2"Z)
el, compte tenu de la guestion précédenie. on pent conclure gque

| CardSLa(z/2"z) = 3 < 27|

Connne U(Z/27Z) est de cardinal 27~ on en déduit que GLa(Z/2"Z)
est de cardingl 3 x 2773 Notons qu'on awrait nussi pu ctadier le mor-
plismne mduit par m, entre GLy(Z/27H1Z) ot GLL(Z/2"4). Le noyau est
le miéme et la surjectivite est fmmédinte. On e qurait déduit le cardinal
de GLL(EI2PE) puis celni de SLolZ/2"E).

Ponr la question sur les ardres des éléments de G on procéde encore
par récurrence sur ., le cas n = 1 Gtant traité dans la question 2. Sup-
posons le résultat vrai an raug o et soit M € SLo(Z/2"+!Z). Natons
p Vordre de 1, (M). Par hypothése de récurrence, p € 3 x 2771 On a
wa(MPY = @, (M)P = Iz dime M? € Kerg,. On constate que les 7 ma-
trices du rovan de ¢, distinctes de Pidentité sont toutes d'ordre 2. On
a doue M = I; ot Lordre de B est inférienr a 2p done & 3 ~ 27, Cela
rertine Lo réeurrence.

Le lecteur montrere sans mal que ce resultnt ext ansst vral pour les

déments de GLo(Z/2°Z). <

On frouvery dane lo solution de Pezercice suivant le caleul du cardi-
nal de SLo(Z/dZ) pour tout eotier d. L'exercice est difficile, surtout la
derniére question.

3.24. Reéduction modulo n

Si A est up anneau commmtatif, Sha{A) ddsizne le groupe des
matrices & coellicients dans A et de déterminant b Pour n € H*
on congidére oy, @ SLe(Z) — SLo(Z/n%) application qui a toute
matrice A agsocic la matrice A dons los coefficients sont les classes
modulo n des coofficients de A.

1. Blontrer que 42, o5t un morphisme surjectit de groupes.

2. Cela esi-il encore vrai avee o, | GlLo(Z} — QL Z/nE)?

3. Sid = pged{n,m} moutrer que Ker iy = Kot s, Ker i, (en-
semble des produits dun dlément de Kerdl, par nn élémene de
Keryy, ).

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Notons que le fait que SLz(A) est nn groupe est prouvé dans
lexercice précédent, Si A = SL2(Z). alors det{g, (A} = detA = 1,
dane i, (A) appartient & SLa(Z/ nZ). L'application &, est clairement un
narplistone de groupes. I reste o montrer qu'il est surjectil. Rappelons
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que si K est un corps, SLa(K) est engendré par les transvections (cf,
exercice 3.1). Nous allons démontrer qu’il en cst de méme de SLy(Z/nZ),
pour n € N* quelconque. On notera 7 la classe modulo n d’un entier m.
Soit M = (“ b
¢ d
comme un produit ¢e transvections en suivant la preuve déja utilisée
avec un corps. Il ¥ a une complication supplémentaire liée au fait quiun
élément. non nul de Z/nZ n’cst pas forcément inversible. On distingue
deux cas.
s Supposons pour commencer que a est inversible dans Z/nZ. Comme
ad ~ be = 1, on obtient

1 0 a b g b
(—-a‘lc T)M:(ﬁd—a—lbc)(ﬁ al)
1 —ab I 0 a 0
(G I )(a—lcl)M=(oa1)'

a 0 ) . )
On montre que (0 ol ) est un produit de matrices de transvection.

On commence par faire apparaitre un T en haut & gauche en éerivant.

(5T L) - (T Ty

Ensuite on éerit

e N

Liinverse d'une matrice de transvection étant une magrice de transvec-
tiomn, on obticut que M cst un prodnit de matrices de transvection.
s Dans le cas oll @ i'est pag inversible, on considére

TA M = a+ch b+dA
aT B C d ’

On va essayer de choisir A de sorte que a + Ac soit inversible pour se
ramener au cas précédent. Notons pr, ..., pg les diviscurs premiers de n.
On considére des entiers o, 3, 9. dtelsque a =@, b= 3, c =7, d = 7.
Puisque a n’est pas inversible. & n'est pas premier avee 1. ils ont des
facteurs premiers ¢n commun. Supposons par exemple que «a est divisible
par pi....,pr (€ k) e, n’est pag divisible par pr, 1, ..., px. Dead—be =
1, on tire aé — 7 = 1 (mod p,), pour tout ¢, donc —Fv = 1 (mod p;)
pour 1 £ ¢ <. On en déduit que v cst premier avec p, pour 1 <4 < 7.
s
Posons p = H p; et A = . On vérilic que o 4+ v n'est divisible par
i=r41

€ SLo(Z/nZ). On va essayer de décomposer M

puis
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auncin des entiers p; donc g+ Ae est inversible dans Z/nZ. Ce qui précéde
montre que (% /T\ M cst produit de matrices de transvection. Il en est
donc de méme de M.

On peut alors conclure quant a la surjectivité de 2,. Fn effet, le
groupe Im<h, contient toutes les matrices de transvection puisque st
o l p
01 0t
Ce qui précéde montre done que Imy, — SL(Z/nZ).

2. En général, Dapplication ¢, : GLa2(Z) — GLo(Z/nZ) nest
pas surjective. En effet les matrices inversibles de GLg(Z) sont les ma-
trices dont le déterminant est inversible dans Z ¢’est-d-dire égal a £1.
On a donc pour tout A € GLy(Z), det{p,.(A)) = £1. Or limage de
GL2(Z/nZ) par le déterminant est 'ensemble des éléments inversibles
de Z/nZ ct cet ensemble contient strictement {+1} pour n 2 5.

Pour n = 2, on a Slg{Z/27) = Glg(Z/2Z) et Vapplication ¢y est
gurjective.

Pour n = 3 on 4, Pensemable i, (Glo(Z)) contient SLy(Z/nZ) cf

((_]1 ?) = gpn( 701 (1)) Toute matrice de déterminant —1 est pro-

uEZ, ) est 'image de ( , et de méme pour les transposées.

duit de { T 1) et d'un élément de SLo(Z/nZ) donc apparticnt &
won(GLz(Z) de sorte que Dapplication cst surjective.

Conclusion. Lrapplication p, : GLz(Z) — Gla(Z/nZ) est surjec-
tive si et senlement si n < 4.

3. 1l est évident que Kert, C Kery @ si une matrice A € SLo(Z)
donne lidentité lorsqu’on la réduit modulo n, c'est o fortiori aussi le
cas lorsqu’on la réduit modulo d puisque d divise n. On a de méme
Ker4b,, © Kerypg et par suite Kerdy, Kerey,, C Keryy. Llantre in-
clusion est beaucoup moins évidente (il n'est méme pas évident gue
Ker 1), Ker 1)y, soit un sous-gronpe!). Si on travaillait avec des gronpes
finis on pourrait utiliser un argument de cardinalité. Clest ce qu’on va
faire en introduisant * un groupe fini intermédiaire, A savoir Z/eZ on e
désigne le ppem de n et m. Natons p,, (resp. pp, et pg) le morphisme na-
turel de SLo(Z/eZ) dans SLg(Z/nZ) (resp. SLa(Z/mZ) et Sly(Z/dZE}).
On a bien entendu ¥, = pn © 75 et de méme pour les autres. En parti-
culier p,, est un maorphisme surjectif puisque ¢y, U'est ’apres la premiere
question.

e On a Keryy, = ¢o7 1 (Ker pn), et de méme pour les antres noyaux. 11
suffit alors de prouver que Ker pg = Ker p,, Ker p,,. En effet, supposons
que cela soit établi et montrons que Ker o, Ker 1, = Kerg. On a déja
vu linclysion triviale ci-dessus. Soit A € Kery. Alors 4.(A) € Kerpg

1. Nous en profitons pour remercier M. Franck Taieb qui nous a suggéré cette idée.
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donc elle peut s'écrire ¢.(A) = B'CY avec B’ € Kerp, et C' € Kerpy,.
Comonie ¢ est surjeetif, on peut éorive B = #,(B) avoe B £ Ker e,
et C' = . (C) avee C € Kenv,,. On a alors i (A) = ¢.(BC) et done
A = BOD avec D € Kerep,.. (Pest, une décomposition de 1a forme voulue
car CD & Kery, puisque m divise e,

o On va done sattacher a prouver que Ker pg = Ker p,, Ker p,,,. égalité
i a lien dans le groupe fini SLy(Z/eZ). Pour cela, on note que I'inclusion
Ker g, Ker py, © Ker pg est toujours triviale. Pour obtenir 'égalité an va
montrer que les dewx parties ont le méme cardinal! Notons tout d'ahord
que Ker p,, NKer p,,, = {th.(12)} de sorte que le cardinal de Ker p,, Ker py,
est égal au produit | Ker p,| x | Ker p,,, |- En effet, considérons un élément,
de Ker p, MKer p,, qu'on écrit we.(A) on A € SLa(Z). On a alors A = I
I et A = L ] de sorte gne A = I f6] ot finalement ¢ {A) = 1 {12},
N est alors facile d'en dédunire qne Papplication qui & (U, V) € Ker p,, %
Ker p,,, associc le produit UV est injoctive et établit done une bijection
entre Ker p,, x Ker p,, et Ker o, Kevp,,.

e Les cardinaux des noyans ('i dessus se culeulent @ par surjectivitd
de p, on a |Kerp,| x | SLa(Z /1 (Z/eZ)]. Ainsi, on doit, panr
conelure. démontrer la ['orrnule b]ll\'&llt(, :

| SLa(Z/nZ)| %

Z/mZ)| = | SLy(Z/dZ)| x | SLa{Z/eZ)|.

Cela nous améne done au prabléme combinatoire suivant : quel est Je
cardinal de SLo{(Z/nZ), » = 1 étant gnelcougue? Le lecteur a déja ren-
contré nu cas particulier de cette gnestion dans 'exercice 3.23 ol # (tait
wne puissance de 2. On va icl anssi se ramener anx puissances de noimbres
premiers. Nolous neo = pi? L. p? la [actorisation de n en nombres pre-
wders, Comme précédemnment, on dispose d'un morphisme nature] f de
SLy(Z/nZ) dans le groupoe produit SLa(Z/prE) % -« % SLa{E/p0 E)
qui a la classe dune matrice A modalo n associe le p-uplet tormé de
ses classes modulo pTt, ..., p% . Co morphisme est injectif. car si A = I
1] pour tout # alors A = Iy [n]. Il est aussi surjectif par le théoréme
chinois. En effet, 51 A1,..., A, sont des matrices données dans Sl (Z) il
existe A telle que A = A, [p*] pour tout 7. Onaalorsdet A = det A; = i
] pour tout i et donc det A = 1 [»], de sorte que la réduction mo-
dulo 7t e A est dans SLo(Z/nZ) et a pour image lc r-uplet formé deg
réductions des matrices A;. Il en déconle gne f est un jsomorphisme et
en partienlicr gque

|SLo(Z./nZ)| =

Z/pTE)| oo 2 | SLa(Z)/p) R

H noms reste donc & trouver le cardinal de SLa(Z/p™2), of p est un
nombre preier. On procéde compe dans Pexercice 3.23 aveec p = 2.
Considérons le morphisme naturel de SLo(Z/p°Z) dans SLo(Z/pZ). 11
est surjectif et #on noyau est de cardinal (p®~1)3. Comnme
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(GL.(Z/pZ)]  (p° = Dp* —p)

SLo(Z/pZ)| = —
| SLa(Z/pZ))| P p—

=plpg—1)(p+1),

on ohtient finalement | SLo(Z/p°Z)| = (p—1)(p+1)p* ~2. Pour conclure,
il suftit d’obscrver que pour tout nomine premier pon a vu(nj+1,(m) =
pp(d) + 1 (€) 00 vy, désigne la valuation p-adique. Cela provient simple-
ment de co que nm = de! <

3.25. Surjection de GL2{Z/mZ) dans GLz(Z/n7)

Soicnt mon dans N* avee njre. Trouver une surjection naturelle
de GL{Z/wZ) dans GLa(Z/nZ). On pourra d'abord étudier le cag
olt m et noont les mémes facteurs premiers.

(Ecole normale supérieure)

=~ Solution.

11 v a une surjection naturelle de Z/mZ sur Z/nZ  savoir 1'appli-
cation qui. pour tout emtier ¢, associe a la classe de o modulo m osa
classe modulo n. Cette application est bien définic car si a = & (nod m)
alors « = b {mod »n). Elle induit naturellement une application 7 de
AMo(Z/mZ) dans Ma(Z/nZ). On va connnencer par moentrer gue 7 en-
voie GLa(Z/mZ} dans GLo(Z/nZ).

Etant donnte nne matrice A 4 coefficients dans Z on notera my, {A)
la matrice de My(Z/ni) obtenue par yéduction des coefficients de A
modulo 7.

Considérons une matrice de GLa(Z/mZ) que Uon écrit m,,,[A) avec
A € AMUZEY T existe B € ALIE) tel que 7y (A)m,(BY = 7,(AB) =
e (I2). On & alors 7, (A)7,(BY = 7,(AB) = =,,(Iz) car n divise i et
mp(A) est inversible. Ainsi 7 va de GLs(Z/mZ) dans GLs{Z/nZ). On va
démontrer qu'elle est surjective.

¢ On suppose pour cominencer que i et noont les mémes factours
premiers, chaque tacteur apparaissant avec un exposant plus élevé dans
. Ainsi i apparait comue le produil de r et de nombres premiers qui
divisent n. En fait, il suffit de démontrer le résultat pour m = np, avec
p premier divisant n et de réitérer le procédé.

Considérons une matrice de GLo(Z/nZ) que Von écrit m, (A} avee
A e Ma(Z). Nl existe B € Mo(Z) tel que 7, (A, (B) = 7, (AB) =
mn(Ia). Autrement dit, il existe U € My(Z) tel que ADB = I + #U. On
cherche A" & Mo(Z) telle que =, {A") € GLy{Z/m@) et mp(A) = 7,(A).
On cherche done A sous Ja forme A" = A 4 nV, avec V € My(Z). Ou
a alors A’'B = AB + nAV = Iy 4 U + nAV et mpn(B) est Vinverse de
Tm (A') si et seulement si A’B = Iy {m]. ¢est-a-dive si nU +nAV = 0 {nyp)]
ou encore U+ AV = 1) [p|. Par hypothése, p divise n done AB = 15 +-nlJ
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implique AB = Iy [p]. On en déduit ABU = U [p], ce qui montre que
Pon peut choisir V = —BU.

o Examinons maintepant e cas ol 11 possede des facteurs premiers
qui wapparaissent pas dans n. Compte tenu de ce qui précéde, il suffit
de démontrer la propriété pour m = pn, avec p premier ne divisant pas
n et de réitérer le procéds.

On reprend la démonstration précédente. Elle est inchangée jusqu'a
U+ AV =0 [p]. St 7,(A) ot inversible dans My (Z/pZ) &'inverse m,(C),
on peut prendre V = —CU. Montrons qu’on peut se ramener a ce cas. Il
suffit de montrer, dans le cas olt m,(A) n’est pas inversible, qu'on pent
trouver 5 € My(Z) telle que m,.(A 4+ nS) soit inversible. On remargue
que 7 est inversible dans le corps Z/pZ; on note n' un entier tel que
nn’ = 1 [p]. Si n,(A) = 0, la matrice S = n'ls convient. Reste i traiter
le cas on m,(A) est de rang 1. Parmi les deux vecteurs colonnes Cr et Cg
de A, 'nn n'est pas nul modulo p. Supposons que c'est C1. On a alars,
por X € 72,

det{Cq,Cs + nX) = ndet{C1,X) [p].

Si on choisit X tel que tel que 7,{X) ne soit pas colinéaire & m,(Cy)
(c'est possible @ dans (Z/pZ)Q, ilvap®—p>2 vecteurs non colinaires
4 m,(C1)), la matrice dont Jes colonnes sont C; et Cz + nX est inversible,
car son déterminant nest pas nul. 5i S est la matrice dont les colonnes
sont 0 et X, wp(A + 0B} est inversible, ce gui permet de conclure la
démonstration. <



Chapitre 4

Topologie et matrices, exponentielle

Nous avons regroupé dans ce chapitre des exercices gui concernent des
questions topologiques formulées dons un contexte matriciel. Le corps de
hase K sera donc toyjours R ou C. Comme M, (K) est un espace vectoriel
de dimension finie, toufes les normes sur M, (K) sont équivalentes el
il y a donc une unigue topologie d’espace normé. On prendra toutefois
souvent une norme triple induite par unc norme sur K.

Les premiers exercices concernent des questions d’edhérence et d’inté-
ricur pour diverses purties remarguebles de M, (K).

4.1. Matrices de rang r

Trouver adhérence et Uintérieur de {M € M, (C). rgM = r}.

(Ecole normale supérieure)

£ Solution.

Posons V, = {M € M,,(C), rgM = r} pour r € [0.n]. L’ensemble
Vo est le singleton {0} qui est un fermé d’intérieur vide et I'ensemble
V5 est le groupe lindaire GL,(C). 1l cst bien conmn que ce dernier est
un ouvert dense de M, (C). Rappelons la preuve de ce fait : comme
la. fonction det est continue sur M, (C) l'ensemble V,, = GL,{C) qui
est Vimage réciproque de 'ouvert C* est un ouvert. 8§ A € M, (C) est
une matrice quelconque, la matrice A — Al est inversible sauf pour un
nombre fini de valeurs de A (& savoir les valeurs propres de A). 81 {(Ag)ezo
est une suite de nombres complexes gui converge vers 0 en évitant les
¢léments de Sp A, la suite (A — A\gl, ) k>0 est une suite de 'V, qui converge
vers A. Ainsi V,, est un ouvert dense.

On en déduit tout de suite que Jes ensembles V, pour r < n sont
tous d'intérieur vide puisqu’ils sont inclus dans le fermé M, (CY\V,, qui
est d’intérieur vide. Il nous reste done & déterminer 'adhérence de V.
Il est facile de voir que cette adhérence contient toutes les matrices de
rang < . Eneffet, si A € V, avec s < r on peut trouver P, Q inversibles

telles que A = PJ,Qon J, = (Is (0

00 ) La suite des matrices

Ak:PDia.g(l,...,l.%:,...,%.0....,0)Q

217
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. . 1 , .
ollil y a v — s termes —, est formée de matrices de rang r et converge
vers A lorsque k& vers linfini. En fait, on vient d’exhiber 'adhérence de
V.. En effet, si A est une natrice de rang = r + 1 il existe une sons-
matrice carrée de A de taille r + 1 quj est inversible. Par contimijté du
déterminant, cette sons-matrice reste inversible pour toute wmatrice assez
proche de A. Autrement dit {M € M, (C), rgM = r -+ 1} est ouvert et

par conséguent {M & M, (C), rgM < v} = U V; est fermé pour tout .

.‘ih:)‘
Comme o a
UvecVicUve=U Vs
sETr SEY sgr

on peut conclure que V, = | J Va. <
5 (?'
I est diportont de noter gque tous les resultats de cet exrreice restent
vrais dans My (R), les preuves élant analogues.

4.2. Matrices diagonalisables complexes

Trouver 1'adhérence et 'intérienr de 'ensemble des matrices dia-
gonalisables de M, (C).
{Ecole normale supérienre, école polytechnique)

> Solution.

Notons 1%, 'ensemble des watrices diagonalisables de M, (C). On
supposera 1 2 2, sans quei la question est triviale.

¢ On va commencer par prouver que D, est dense dans M,{C}.
Pour cela. on utilise le fait que toute matrice A de M,,(C) est semblable
4 une matrice triangulaire T. Eerivons A = PTP ! avec T triangulaire
supérieure et. P inversible. Ponr k & N*| soit T), = (t,g)) la matrice dont
les coefficients sont éganx & ceux de T, sauf les coefficients diagonaus
quion définit par tir:") =ty + % Pour i et j indices distincts, on a
1) £ 15 si 1, = 15 et sinon kgrfmtg_,"‘) " — 1 — 1, # 0. Pour &
assez grand, tous les termes diagonaux de Ty sont distincts deux & denx.
Autremcunt dit, & partir d'un certain rang T; posséde n valeurs propres
distinctes et est donc diagonalisable. I] en est de méme de PT,P 1.
Comune la suite (PT:P~!);51 converge vers A, on a le résultat vouln.

s L'cngemble ), n'est pas ouvert : par exemple la matrice I, nest
pas intérieure & D, car I, 4+ cEqp tend vers 1, lorsque e tend vers 0
et la matrice 1, + £Eqz n'est pas diagonalisable pour £ non nul. Plus
généralement, toute matrice diagonalisable A ayant une valenr propre
all moins double n’est pas intérieure & P,.. En effet. le mérne argument
s'applique : A s'éerit A = P7'DP avec D = Diag{\, \. X3, ..., 4,) et la
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suite A, = P! (D + éE]g) P est formée de matrices non diagonalisables
et elle converge vers A. Ainsi Uintérieur de D, est inclus dans l'ensernble
des matrices ayant n valeurs propres distinctes (unc telle matrice est né-
cessairement diagonalisable). Il y a égalité et pour le voir on fait appel
& la notion do diseriminant (voir Yexercice 1.17). Si A posséde n valewrs
propres distinctes le discriminant de ys est non nul. Par continuité de
Papplication qui & une matrice A associe le discriminant de xa ('excreice
donné cn référence montre que ce discriminant cst une fonction polyno-
miale des coefficients de A), les matrices proches de A oat aussi n valeurs
propres distinctes et sont done dans D, <

Le résultat de densité prouvé dans cel exercice est important. Ainsi,
lorsqu’on cherche a montrer une propridté qui dépend contintiment d'une
matrice A € Mp (T}, on peul se contenter de la prouver lorsque A est
diagonalisable, ce qui est souveni begucoup plus focile, et Uétendre par
un argument de denstté (voir par exemple Uezercice 2.69).

Notons que la premiére partie de la solution monire que l'ensemble
des matrices ayant n valeurs propres distincles est aussi dense dons
M (C). On sait que la dimension dv commutant d'une telle matvice
est n. Cela résulte du fait qu’une matrice comsnuie avec une matrice
diagonale & coefficients diagonauz distincts si et seulement si elle cst
diagonale. On en déduit que Uensemble des matrices dont le commutant
est de dimension n est dense dans M, (C). Cette question n éyalement
été posde 4 Uoral des écoles normales supérieures.

Levercice swinant ftudie la situation sur le corps des réels.

4.3, Matrices diagonalisables réelles

1. Soit P € R[X] unitaire de degré n. Montrer que lc polyndme
P est scindé sur R si, et seulemnent si, |[P{z)| 2 |Im 2" pour tout
zeC.

2. Montrer gue Tensemble T, des matrices trigonalisables de
M (R) cst fermé,

3. Déterminer ’'adhérence de 'ensemble D,, des matrices diago-
nalisables de M., (R} puis Tadhérence de U'ensemble A, des matrices
réclles ayant n valeurs propres réelles distinctes.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Supposons |P(2)] 2 | Im 2|" pow tout z € C. Si zp cst nne racine
complexe de P on a Imzy = 0 donc 2y € R. Aipsi toutes les racines
de P sont réelles ot P est scindé sur R. Réciproquement, siipposons P
scindé sur R et posons P = (X — 1), .. (X — zp), les réels ; n'étant pas
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forcément distinets. Soit 2z = x + iy € C avee x, y réels. On a

T I

P = [z = = [[ i+ i > [ Lwl = oz

i=1 i=1 =1

2. Montrons que 7,, cst fermé en ntilisant la caractérisation séquen-
tielle. Soit Ay une suite de matrices trigonalisables qui converge vers une
matrice B. Pour tout k le polyndme caractéristique de Ay est scindé done,
si z € Conalya,l(z) > [Im:". Comme le polynéme caracteristigue
dépend continliment de la matrice on peut faire tendre k vers l'infini dans
cette inégalité a 2z fixé pour obtenir |xg(z)| 2 |Im 2|". La réciproque de
la question précédente montre que \ g est scindé sur R ¢t done que B est
trigonalisable.

3. Comme A, ¢ D, T, ona A, C Dn © 7, ¢ on montre
exactenlent cornme dans Vexercice précédent que les deux inclusions sont
des dgalités. <

Comme dans le cas complere on montre gque Uintéricur de D, est
fgal @ A, o il est méme plus faride de montrer d Uodde du théoréme des
valeurs intermdédiaires que 8@ ya ©st scindd & racines simples sur B, 1
en est de méme de xg pour B assez proche de A (voir exercive 5.40 du
tome algébre 1).

Lierercice suivani se pose toujours la méme guestion mais pour
Uensemble des matrices cycligues. On rappelle gue A est dite cyclique
lorsque pia = xa. ce qui dquivaut d Uevistence d’un vecteur X tel que
C" = Vect{X,AX,.... A" X} (se reporter a Uerercice 2.52),

4.4. Matrices cycligues

Trouver 'adhérence et U'intéricur de 'ensenmble des matrices cy-
cliques de M, (C).

(Ecole normale snpérieure)

> Solution.

® Soit A € M,,{C) une matrice cycligue et X € €™ un vecteur tel que
C" = Vect(X,AX, ..., A" 'X). La famille (X, AX, ..., A" 1X) est alors
une base de C*. Notons B la hase canonique de C". La fonction f qui a
M € M, (T) associe f(M) = detn(X, MX_....M*71X) est continne car
polyuomiale en les coefficients de M. Par hypothése, elle prend une valeur
non mlle en A. Donc elle ne s’annule pas sur tout un voisinage V de A
ot toute matrice M de V est alors cyelique. Ausrement dit, Pensemble
des matrices cycliques de M, (C) est ouvert.

» On va voir que cet onvert est dense. Cherchons d’abord des
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excmples de matrices cycliques simples. Une matrice diagonalisable n’est
pas forcément cvelique : par exemple [, n'est pas cvelique (pour n > 2).
Eu fait, une matyrice diagonalisable dout le spectre est de cardinal » est
cveliqne. En effet. notons Aq, ... A\, les valeurs propres distinetes dyune
telle matrice A et Xy,.. ., X, une base de vecteurs propres associes
ces valeurs propres. Considérons le vectewr X = Xy + Xo + - + X,
La matrice de Ja famille (X, AX,..., A" 'X) dans la base (X4,..., X,)
est unce matrice de Vamdermonde : elle est inversible ot la famille
(X, AX,..., A" !X} est une base de C*. Or on a vu dans la solution
de I'exercice 4.2 que Pensemble des matrices diagonalisables ayant n va-
leurs propres distinctes est denge dans M, (C). Il en découle gue I'ouvert.
des matrices cyveliques est o fortiors dense dans M, (). <

Les trots exerciees qui swivent concernent des racines de la malrice
identite.

4.5. Racines de I'identité

Trouver Uadhérence de A = {M ¢ M:,(‘CJ,‘ Jp e N*Y, MP =1,}.
(Ecole polytechnique)

& Solution.

Si M e A et virifie MP = 1,,, lex valeurs propres de M sont des ra-
clires p-idmes e undté. De plus M est diagonulisable car le polynime
X? — 1 anuule A et est scindé A racines simples. (hu remargue gile ré-
ciproguement, si M est une matrice diagonalisable de A, (C) doul les
valenrs propres sont vontes des racines p-iemes de L, on a M¥ =1, et M
appartient a .A.

Regardons le cas n = 1 qui va nons donner une idée du résultat
géncéral. En identifiaut M, (C) avec T, A est N'enscuble des racines de
Punité. Son adhérence cst alors le cercle unie: 8% de €. En etfer, A
est image de #Q par le morplisme surjectif f : B — $' délini par
f(8) = . Comme f est continu, et conune 7 est dense dans R, on
a A = f{B) = S!. Revenons an cas général. Nous allons montrer que
I'adhiérence de A est exacternent U'ensemble I' des matrices de M, ()
dont les valeurs propres sont toutes de module 1. On a évidemment A C
F. Montrons que F € A. Soit M € F. La matrice M peut s’écrire P~1TP,
avec P inversible er T triangulaire supdéricure. Contme A est stable par
conjugaison, il sutht de prouver que T est dans Uadbidrence de A - si(T,)
est. une suite de A qui converge vers T. alors la suite (P~IT,P) converge
vers M et les wmatrices P~ 1T, P sont toutes dans A, Les ternies diagonaux

de T = ({,,) sont de module 1. Pour tout k £ [1,#], on considere une

siite tg;,) de racines cle 'unité qui converge vers ¢y (nne telle suite existe
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d’aprés le eas n = 1). On considére alors la matrice T, dont les termes
non diagonanx sont les termes de T et les termes diagonanx sont les
Lg’ﬁ‘ La suite (T,) converge vers T. Pour gue les matrices T, soient
dans A il suffit de faire en sorte que les coefficients diagonawx soient
deux & deus distincts, car dans ce cas T, ost diagonalisable et I'une de
sos puissances vaut I,,. Or cela n'est pas trés difficile & véaliser. Pour
1 <k <, {'onsidérons 6 < [F{. tcl que fre = % Pour p € M*, an prend
t“’) 2 avec ugfl) + F (pef“ ) On a

( _ 2xk 2w

271',',?)—-9, L — —,
B el < P +p

()

1 iy f"m“| <

. ) re apr
ce qui moutre que tifk) couverge vers £y pour tout k. Vérifions que les
termes diagonanx de 'I'p sont deux & deux distincts pour p assez grand.
Soient k ot £ deux ent.iers distinets dang [[1,#].

o Sith = 8 27, alors 2npy — 2w pe = &Tg [27].

o 5i 6 # 8 27, alors 2w — 2mpp ~ B~ B
e

Cela prouve le résultat.

Pour mantrer que I est l'adhérence de A, il saffit de vérifier que
F est feriné. Soit (M) une suite de matrices e F qui converge vers
M € M, (C). On note Apy. ..., Anp Jes valeurs propres de M, {comp-
tées avee multiplicit¢ ot rangées dans un ordre guelcenque). Les coetfi-
cients du polvnome caractéristique étant des lonetions polynomiales des
coeficients de la matrice, on a xar = hm X, {i.c. les coellicients

de yp, sort les linites des coefficients cle \Np)‘ D'autre pact, la suite
(Atpy- - Anppen de € dtant bornde, on penl en extraire une suite
convergente. Soil @@ N — I nne telle extraction et

(/\1,...,)\,,,) =PE1_’{11‘()\1Y@(¢;) ..... ’\n.‘p(p))'

T

H(\ — Aatpy ) On en dédait par

i=1

Pour tout p & N, on a vy

eig)

i

passage & la limite que xa = H (X — ;). Les valenrs propres de M sont

done Ay, ..., A, Conlme, puur tout? e [L.n]. x| = li[r Nl = 1
P20

los valeurs propres de M sont de module 1 et M appartient o F qui est
ferme. <

1l est fucile de géndcraliser le résultat de cet exercice. 57X est une
partie de C, Vadherence de Uensemble des matrices A € My (C) telles
que Sp A © X est Uensemble des matrices A telles que Sp A C X,

Dans Utinoned swivanl on provve que Utdentifé est isolée dans [en-
semble des racines q-ictes de identiid,
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4.6. Point isolé dans 'ensemble des racines g-iémes de Videntité

Soit ¢ € N*, On note E,; U'ensemble des matrices A € GL,(T)
telles e AY =1,
1. Quedire de A € E si [ est la seule valour propre de A7
2. Mantrer gue L, est un point isolé de E,.
3. Soit Ay € E,. Montrer Uexiztence de ¢ > 0 tel que st A € E,
et [|A — Agl| < €. alors A et Ag sont semblables,
(Ecole normale supérieure)

&= Solution.

1. Toute matrice A de E, cst anmlée par N7 — 1 qui est scindé a
racines simples, done est diagonalisable. Si 1 est sa seule valewr propre,
la matrice A est semblable, done égale, & la matrice identité I,.

2. On munit M, (C) d'une norme triple associée & une norme quel-
congue de 7. 81 A € M, (C) et A € Sp(A), de vecteur propre associé
X ona [AX] = [N |X] < JAX] et donc || < [JAL.

Soit alors A € F, distiucte de I,. D'apres la question 1. A adimnct
une valeur propre A différente de 1. Cetle valeur propre A est uue raciue

~ Zehm

g-itme de Tunité. 11 existe done b € B, 0 < |k < % tel que N = ¢«

. . km o . T . ) .
On a alors |A — 1] = 2 [sin — | = 2sin = car la fonction sinus croit sur
q q

0. g} Comme A — | est une valeur propre de A — 1, on a
s
HA =1L 2 |A—1] 2 2sin E

. oo T
Autrement it la boule ouverte de ceutre 1, et de rayon 2sin - ue

4
conticnt pas d'autre ¢lément, de Ey en delors de identité, Cela nwmtre

que T, est un puint isolé de B,

3. Naisounons par absurde ot supposons pour tout k € N* | il existe
My ¢ Eq tel que ||[Mg —- Agl| < %
Comme (My )0 converge vers fb\o, ¥M, comverge vers xa, (dans C,[X])
puisque les coefficients de yny sont des fonctions continues de M. Or,
Uensemble des polvndmes caractéristiques des matrices de E, est fini ¢
en offel, le spectre de cos matrices est contenu dang I'ensemble des racines
g-iéme de 'unité, 11 8’ensuit que la suite x oy, o5l constante A partir dun
rang kg et égale & ya, . Daus ces conditions, M, est semblable 4 Ay, car
ces matrices sout diagonalisables et comme clles ont méme polynome
caraciéristique, elles ont méme spectre ol meéme ordre pour les valeors
propres. CMest 1a contradiction cherchée, <

sans que My et Ag soient semblables.

b

Lénonecé suivont étudie plus porticulicrement le cas des syméiries.
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4.7. Ensemble des symétries

Soit 8§ ={A & M, (R) A® =1,}.
1. Montrer que I, est un point isolé de S.
2. Montrer que. si n = 2. une symétrie par rapport a un hyper-
plan de R® n'est pas isolée dans S.
3. Montrer que & n'est pas compact.
. 3 : — it 4 - :
4. Pour A € 8% {x1,} on pose §(A) = (xl‘{})ieu X — Y1, ol

E={XY).XCKer(A-L)Y & Ker{ A + I,). |X]| = IY]| = 1}

et ol ||| est la norme euclidienne sur R™. Ponr £ > 0 on posc
. = 1A = SN {1 8(A) = e}, Montrer que 8. est compact.
(Ecole normale supérieure)

> Selution.

1. On note || || la norme sur M, (R) subordonnée a la norme cucli-
dienne de B®. Soit A £ & distincte de I, Alors —1 est une valeur propre
de A, et si X est un vecteur propre unitaire associé, on a linégalité
2= |[(A-L)X]| € ||A =14]. Cela prouve que I, est un point isolé de S.

On voit de méme que —1,, est aussi un point isold de S,

2. Si A cst la matrice d'une symétrie par rapport 4 un hyperplan de
R™ elle ssl semblable 4 la matrice D = Diag(—1,1,...,1). La suite des

matrices Dy, = D+ %Elg pour k£ € N* est formée d’éléments de S ot elle
converge vers D. Done D n'est pas isolée dans & et il est immédiat «’en
déduire que A n'est pas isolée non plus.

Le méme argument permet de montrer que L1, sont les sculs points
isolés de 8.

3. Avec los notations de la qguestion précédente on observe que les
matrices 1) + k2 sont dans S pour tout entier naturel k. Il an découle
que S n'est pas borné et il ne peut done étre compact. Notons toutefois
qgue S est fermé en tant qu'image réciprogue du singleton {I,} par la
fonetion coptinue M — M2,

4, Comme M, (R) est un espace de dimension finie, les partics com-
pactes sont les parties fermécs et bornées. Montrons tout d’abord que S
est borné pour la norme triple introduite en 1. Soit A € S, et X € R™.
Ou note X, le projeté de X sur Ker{A —1,) parallclement & Ker(A+1,,) et
Xa = X —X, le projeté de X sur Ker(A +1,,) parallélement 4 Ker(A —1,,3.
On a done AX = X — X, ct, comme on travaille avee la norme encli-
dicnne, |AX]|2 = X% + ||Xa]|2 — 2(X,, Xg). Essayons destimer ||A].
Elle est foreément = 1 puisue A admet I pour valeur propre. Pour A 2 1
linégalité || AX||? << Aj|X]|? est équivalente &
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A—-1
—(X1, X)) & s X2 4 1K)
8i X1 on X, est mil cela est vérifié. Si Xy et Xz sont non unls, alors ”—;lﬂ
1
Xo . .
ot — HX—‘H sont des veeteurs propres unitaires (respectivenent pour 1 et
2

pour —1) et on peut utiliser Phypothése A € 5., On a

X, X ‘L,

Xaf 11Xl
ce qui donne en développant
() < (1= 5 Il

Y
On a donec —(X;,Xp) < (5 - ﬁ) (X017 + 1 X2]?) avee Uinégalité
arithiméeico-géométrique. Un petit caleul montre que m est égal
L1 & . 41—£”
) si, et seulement si, A = - - Cela montre donc gue
IA] <= vi-eh o donc que S, est inclis dans 1la boule fermée de centre
£

En fait dans frrLfgo:fm (] on peut mettre des valeurs ahsolues sur
fe produit scolaire (zl suffit le cas échéant de remplacer Xy par —Xy )L

Vorigine et de rayon

Le coefficient 1 — :7 doit donc étre positif. Autrement dit pour = > /2

I'ensemble 8. est tout simplement vide, Lovsque = = /2 on a forcément
Ker(A —1,) et Ker{A + 1) qus sont orthogoneuz et A — 1 - A est
une symétrie orthogonale done une isométrie. Enfin lorsque € < V2 on

-2

. = 1.

Il nons reste & montrer que S; est fermé. On suppaosera bien entendu
= < /2. Lensemble S est fermé comme dit plus haut et commne %I,
sont isolés Uensemble &\ {+1,} est aussi fermé. Ou va montrer que S,

est exactement l'intersection de ¢et enscmble ef de la boule fermée de

rayon ———',1 Soit A e S \{iln} vérifiant JA] € % Pour tout

X € R" onr a done [AX]? < 4 ;C

on en déduit gue pour tont vecteur propre X; (resp. Xa) associé a la
valenr propre 1 {resp. —1) on a

vérifie qu'pn u bien

IX|I2- D aprés les calenls précédents.

1

06,5 < (5= 5 U+ 1%l
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En particulier si on prend deux vecteurs propres unitaires, on obtient
(X1, %) £ 1 — % ce qui équivaut 3 ||X; — Xzl = £2. Ou a donc
G(A) = c et A € S.. On peut conclure que 8. est fermé ct borné done
compact. <

La compacilé de § 5 est évidenle, puisqu’il s’agit de Vintersection du
Jermé S\ {=£1,} et du groupe orthogonul On(R) qui est compact.

Le petit exercice suivant porte sur la compacité, Il généralise le résul-
tat focile suivant : un sous-ensemble fini d'un groupe G stable por lo loi
du groupe est forcement un sous-groupe de G.

4.8. Partie compacte stable par produit

Monutrer qu'une partie non vide et compacte de GL,(C), stable
par prodnit, est un sous-groupe de GL,, (T},
{Ecole normale supérieure)

> Solution.

Soit G une partie de GL,(C} compacte, non vide et stable par le
produit. Il nous faut montrer que G contient la matrice [, et est stable
par I'imverse. Soit A € G. De la suite (A*)iz1, qui est duns G, on pent
extraire, par compacité de G, une sous-suite (A*”(k))kgl gqui copverge vers
une matrice B € G. La suite A9+ D=¢) ot formée d’éléments de G
(car w{k + 1) — (k) 2 1) et converge vers BBt = I, par contimiité
de linversion. Comme G est fermé on a done I, € G. Quitte & prendre
cucore une sous-suite. on peut trés hien supposer que p{k+1)—@ik) 2 2
pour tout k et ainsi la suite AP =281 agt encore formée d'dléments
de G et converge vers At qui est done aussi dans G. Ou peut conclure
que G est un sous-groupe de GL, (C}. <

Les exercices qui suivent s'intéressent ¢ la suite des puissances succes-
stves d'une malrice donnee. Il est naturel de penser e le cayon spectral
de la matrice, c’est-d-dire le plus grand module des veleurs propres, joue
un réle importont.

4.9. Rayon spectral

Pour A € M, (C), on note p(A) = max |A le rayon spectral
AESDIA)
de A,
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1. Montrer I'éguivalence des conditions suivantes :
(i) il cxiste une norme || || sur C" telle gue JA] < 1, o1 |||
désigne la norie triple subordonnée a || || ;
(id) p(A) < 1.
(#34) la suite {A*)y»0 converge vers 0.
2. Montrer que > A* converge si, et seulement si, p(A) < 1.
3. Soit N une norme guelconque sur M, (C). Montrer que

Jim N(AFY* = p(A).

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. e Montrons pour commencer que (i} = (). Soit || || une norme
sur C" telle que ||A} < 1, ol || || désigne la norme triple subordonnée
a ||| Comme la norme triple cst sous-multiplicative on a JA* || < JJA|*
pour tout k& € N* et cela montre que la suite (A¥)gs0 converge vers 0,
puisque la sujte géométrique [JA|* tend vers 0.

o 1] est aussi facile de voir que (iii) == (¢i}. En effet soit A € SpA
et X un vecteur propre associé qu'on peut choisir unitaire. On a alors
A*X = MX pour tout k et comme la suite (A*X) tend vers 0, on en
déduit que la suite (A*) converge vers 0. Cela impose |A| < 1. Comme il
n'y a gu'un nombre fini de valeurs propres, on a bien p(A) < 1.

e La derniére implication {i4) == (i} est la plus difficilc. Il nous suffit
de prouver que si A € M, (C) est fixée ainsi que £ > 0, on peut trouver
une norme triple telle que [|A} € p(A)+¢. Cela résulte des trois résultats
suivants qui sont intéressants pour eux-meémes.

{2} Soit || ||1 une norme sur C" et P € GL,(C}. Alors I'application || ||2
définie par ||X|lz = |PX{|1 est une norme sur C* et pour M € M, (C)
on a aisément [|M[l2 = JPMPY)|,. Ce lemme permet de remplacer A
par une matrice qui lui est semblable puisque le rayon spectral est aussi
conservé par similitude.

(#1) On sait que A est semblable & une matrice triangulaire supé-
rieure T. En fait, il est possible d’imposer que les coeflicients non dia-
gonaux de T soicnt infériewrs en module & n'importe quel récl 7 > 0
fixé. En effet, soit p € N* et D = Diag (%, I%,..., ;%) On a
D~ = (p,p% ..., p"). Regardons les coefficients de la matrice D7'TD,
ol T est triangulaire supéricure. Le coeflicient de la ¢-ieme ligne et de
la j-ieme colonne est multiplié par p—7. Ainsi ies coefficicnts diagonaux
sont inchangés, maijs tous ceux qui sont an-dessus de la diagonale sont
au moins divisés par p. I suffis de prendre 'entier p assez grand pour
que ces coeflicients aient un module majoré par n > 0 fixé.
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Ce lemme est trés utile et le lecteur le retrouvera notamwent dans
les exercices 4.16 et 4.17.
{711} Le dernier point est le suivant : la norme infinie sur C* définie
par || X = ax [z;] si X = (r1,...,r,) induit sur M,(C) la norme
<t

n
triple définie par [[M]loc = max ¥ Jmy;], ot M = (my;).
1€ign §=1

Combinons alors ces trois résultats. Soit A € M (Cyet € > 0. On
commence par choisir P € GL,,(C) telle que T = P~'AP soit triangu-
laite supérieure avec dew coefficients non diagonaux inférieurs 4 —. Bien

entendu les coefficients diagonaux de T sont les valewrs p1'0pre?sl de A.
Draprés le dernier point ci-dessus on a [T s < p(A) +¢. D'apres le point
(+) la norme définie par |X|| = ||P7'X||.c induit une norme triple pour
laguelle on a JJA]] = | T|lw et donc JJA|| < p(A) +¢. Si p(A) < 1 il est
clairement possible d’avoir |JA[| < 1 en prenant ¢ assez petit.

2. Sila série 3 A* converge, alors la suite A* tend vers 0 et on a
done p{A) < 1. Inversement, supposons p(A) < 1. Les valeurs propres
de A sont de mrodule strictement inférieur 4 1. En particulier, I n’est pas
valeur propre et la matrice B = I, — A est inversible. On a pour tout
pz0,

B(I+ A+ A"+ + AP} =1, — APT!
et donc
T+AFA L AP =B - AP
Comme AP*! tend vers 0 on a la convergence de la série 3 AF et on
+oc
dispose méme de sa somme : ¥ AF = ([, — A})~L
k=0

3. On commence par prouver le résultat pour une norme briple || i
induite par une norme || || sur C*. Soit A € M,,(C). Si A€ Sp A et si X
est un vecteur propre associé unitaire, on a |A| = [[AX]| < JA[l. Comme
cela vaut pour taute valeur propre de A, on a done p(A) < Al T est
clair, en trigonalisant A, que p(A*) = p(A)* powr tout £ ¢ M. On a donc
déja pour tout &,

p(A) = p{AF)/E < AR VR,

. . A
Soit maintenant £ > 0 et A’ = DA Te On a p(A'y < 1 de sorte que la
suite (A’ k) converge vers O d’apres la question 1 ci-dessus. I} existe done
un rang N tel qus, pour tout £ = N

Ak
(p(A) + )

b

<1

I

On a done, pour tout k > N. p(A) < JA*''* < p(A) +¢. Cela prouve
bien que p(A) = . 11r+n [AKjL%
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5i N est ure autre norme guelconque elle est équivalente 4 || || et sl
a,b sont des réels strictement positifs tels que ¢l | < N < b|| | or a pour
tout k,

alfkmAk"!lfk‘ g N(Ak)h’k g bI/r’»mAkm[/k

Le théoréme d'encadrement permet de conclure que N{A®)** converge
aussi vers p{A). <

La série géométrique est utilisée dans exercice suivant qui offre une
jolie prevve analytique du théoréme de Cayley-Hamilton.

4.10. Une preuve du théoréeme de Cayley-Hamilton

1. Soit A € M,(C) et k € N*. Montrer qu'il existe R 2 ( tel
cue pour r 2 R,

27 } .
AR = 2—17;/ (re’YF (re, — A)~1de.
0

2, En déduire lo théoréme de Cavley-Hamilton.
(Ecole norinale supérieure)

> Selution,

1. Omn munit M, {C) d’'une norme triple induite par une norme quel-
conque de C™. Pour r > 0 on peut écrire rel,— A = re¥ (L, —» e *A).
Pour r > ||A|| la matrice 7~ A a une norme triple strictement infé-
rieare & 1 et la matrice I, — r~te * A est inversible, son inverse étant la
somme d’rne série géométrique {voir I'exercice précédent) :

+oo
(Te”In _ A)—l — Thle—zt(In _ r_le”tA)*l — Z pPe Pt AP—L
p=1

En mettant cette expression dans 'intégrale il vient

27 . . 27 +o0 B
/ (fre”)k("r'ﬁ’tIn —A)ldt = / Z rhPe k=Pt AP—1g4
4Q JQ

p=1

Comme la convergence de la série est normale en t, il est possible d'in-
tervertir I'intégrale et la sormmation en série. On obtient donc

27 } . +mo 27 .
/ (re' Y {rel, — A) " dt = E Tk'pf e WEplqp AP = o AR
0 — 0
p=1

car senl le terme d'indice k& donne une intégrale non nulle. En divisant
par 2r on a la formule demandée.
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2. Posonsg vz = ap + ;3X + -+ + 2, X7 En multipliant la for-
mule précédente par ai-1 et en sommant les égalités obtenues pour
E=1.2,...,7n+4 1 on obtient, toujours pour r assez grand,

xa(A) = —21; ./02” xa(ret)re (rel, — A)"1de.
D’aprés la formmle fondamentale vérifiée par la comatrice on a
*Com(XI, — A)(XI, — A) = xa(X)L..
En évaluant cela en re™, on obtient, pour r assez grand,
ya(re)(re™l, — A)™t = " Com({re”l, — A).

L'intégrale ci-dessus est donc nulle car les coefticients de la matrice sous
le signe intégral sont des polynémes trigonométrigues de valeur moyenne
nulle : re’ (£ Com{re™l, — A)) = e Ay (r) 4 ¥ Aalr) 4 + ™A, ().
On a done xa{A) = 0 ce qui prouve le théoréme de Cayley-Hamilton. <

Lezercice sufvant complite Uerercice 4.9 en éfudiant les matrices A
dont lo suite des puissances est bornde.

4.11, Suite des puissances bornée

Déterminer l'ensemble des matrices A € M, (C) telles que la
suite {A")x g soit bornée.
(Ecele normale supérieure)

t- Solution.

On note p(A) = Jmax, |A] le rayor spectral de A. Lorsque n = 1 on
<5p

est ramend & une simple suite géométrigue de C et il est bien connu que,
pour o € C, la snite a* est bornée si, et seulement si, |a] < 1. La position
du rayon spectral par rapport a 1 joue donc un rdle important.

®» Si p(A) < 1, la suite (A¥)g=0 converge vers 0 (voir Vexercice 4.9)
donc elle est boruée.

» Supposons p{A) > 1. Alors A posséde une valeur propre A € C de
module > 1. 5i X est un vecteur propre associé, on a

— 4o
et la suite (A%)xs0 ne saurait étre bornée.

e T} reste 3 étudier le cas ol plA) = 1. Dans ce cas la suite (Ak)km
n'est pas forcément bornée @ elle Pest si A = I, mais ne 'est pas pour
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01 01
mengons & nous ramener au cas ol il »'y a qu'une seule valeur propre en
utilisant la décomposition en sous-espaces caractéristignes. L'espace C*

11
A= ( ) par exemple, car A® = (1 k) pour tout & € N. Com-

est somme directe des sous-espaces caractéristiques Fyp,..., F, respecti-
vement relatifs aux valeurs propres deux a deux distinetes Ay, ... A,
5i B est une basge obtenue par recollement de bases de Fy,... F,, la

matrice de 'endomorphisme canoniquement associé a A est, dans cette
nouvelle base, diagonale par blocs de ta forme

0
oo

Les puissances de A sont bornées si; et seulement si, toutes les suites
(AF))0 sont bornées (pour 1 < i £ ). Comme nous l'avons déja dit,
lorsque |A;| < 1 la suite (A¥)>0 est bornée. Regardons ce qui se passc
lorsque |A;| = 1. En remarquant que (A¥ )0 est bornée si, et seulement
si, la suite ((A_iAi)k)k;w est bornée, on peut supposer A; = 1. Autrement
dit, A; est une matrice unipotente que l'on peut écrire A; = 14+ N, avec |
matrice identité et N nilpotente. Soit p le plus petit entier naturel tel
que N? = (0. Nous savous alors que (I, N, ... N71) est une famille libre
que nous pouvons compléter en une base M de 'espace des matrices
complexes de méme taille que A;. Pour k& = p, la formule du bindéme
donne

AP = (T4 NP =T+ AN 4 CINZ 4. 4 CETINPL

On obtient alors les coordonnées de A¥ dans la basc M en lisant les
coeflicients de ce polynéme en N. 8i p > 2, le coeficient de N est &, qui
n'est pas borné. Pour que (AF), .o soit bornée, il est nécessaire que p
soit égal & 1, c'est-a-dire que A; soit diagonale, ce qui signifie encore que
le spus-espace propre relatif 4 A; est égal au sous-espace caractéristique :
Ker(A — AI) = F;. Réciproquement, si A; cst diagonale, ses puissances
sont clairement bornées.

Conclusion. La suite des puissances de la matrice A est bornée si, et
seulement si, p(A) < 1 et pour toute valenr propre complexe do module 1,
on a Ker(A—AI) = F), ou I, désigne le sous-cspace caractéristique relatif
a A <

Dans Dexercice sutvant on ebtient une majoration du rayon spectral 4
partir d’une information sur la sutte des fraces des puissances successives
de o matrice.
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4.12. Suite des traces des puissances itérées

Soit A € M,(C). Ou suppose que klim Tr A¥ = 0. Montrer que

les valeurs propres de A sont de module < 1,
{Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons Ay, ..., Ay les valeurs propres deux & deux distinctes de A
et n1,....ny les ordres de multiplicités respectifs. En trigonalisant A, il
est clair que TrA" = ndf + ... ¢ nk)\ﬁ pour tout k. Par hypothése
cette suite tend vers 0 lorsque & — +o¢ et on doit en déduire que
nécessairemnent [A;] < 1 pour tout i. Le résultat est évident lorsque
p =1 ¢c¢ qui incite & faire une démounstration par récurrence sur p. On
montre plus généralement la propriété (H,) suivante : si Ar,.... A, sont
des nombres complexes deux & deux distincts et oq,. .., oy des nombres
complexes non nuls. alors la convergence vers 0 de la suite de terme
général up = M 4+ Ct],)\';;' implique |A;) < 1 pour tout 1.

Cela est toujours évident pour p = 1. Supposons le résultat vrai au
rang p — 1. Pour se ramener & ce cas il nous suffit de faire une petite
combinaison de deux termes conséeutifs de la suite (uy}. Posons

Uk = ka1 — Aptis = (A1 — Ap)AF 4 ag (A — ’\p)/\f)q

pour tout &. La suite {vy) converge toujours vers 0. En appliquant 1"hy-
pothése de récurrence, on en déduit que [A| < I pouwr 1 i< p—1 (car
ALy, Ay sont deux a deux distinets). On a alors a'p/\i‘; qui tend vers O
et done on a aussi |A,| < 1, ce qui termine la récurrence. <

Les prochains exercices ont pour théme les clusses de similitude. Le
premier evercice, tés classique, montre qu’il n'exviste pos de norme sur
M (R) qui soit constante sur toutes les closses de similitudes et s’inté-
resse ensuite aux semi-normes qui ont eette propriété. Rappelons gu'une
serni-tiorme N sur un espace E vérifie fous les axiomes d’une norme,
sauf Uimplication N(x) =0 ==z = 0.

4.13. Semi-normes invariantes par similitude

1. Soit n > 2 Montrer qu’il n'existe pas sur M, (R) de norme
|l]] invariante par similitude, i.e. telle que :

Y(A,P) e M,(R) x GL,(R), |[P7IAP| = ||A].
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2. Montrer que A =+ | Tr A| est une semi-norme sur M, (R} qui
est invariante par similitude.

3. Déterminer toutes les semi-normes sur M, (R} invariantes par
similitude.
| (Ecole normale supérieure)

B> Solution.

1. Notons que dang le cas n = 1 toutes les normes sont invariantes
par similitude. Supposons Pexistence d'une telle norme || || sur M, (R}
avec n 2 2. Par hypothése on a |AP|| = |PA|| pour tout couple (A, P)
de My, (R) x GL,(R). Par densité de GL,(R) (voir Vexercice 4.1) et
continuité de la norme on a ||AB|, = |BA|| pour tout couple (A, B) de
M, (R)?. Or, si n = 2, il est aisé d’exhiber A et B telles que AB = 0
et BA # 0, par exemple en prenant deux matrices de la base canonigue.
Dot la contradictiou.

2. Tl est clair que pour A, B dans M, (R) ¢t N € Ron a | Tr(A)] =0,
| Tr(AA)| = |A|| Tx(A)] et | Tr(A + B)| < | Tr{ A} + | Tr(B)|. On a donc
bien, une semi-norme. De plus, si P € GL,{R} on a par propriété de
la trace Tr(P~'AP) = Tr(APP~1) = Tr A, donc cette semi-norme est
invariante par similitude.

3. Soii N unc semi-norme invariante par similitude. Notons que N est
continue : en effet, si || || est une norme quelcongue sur M, (R) il en est
de méme de N+ || ||, donc N g’éerit comme la différence de deux normes
et est continue En particulier on en déduit comme dans la question 1
que N(AB) = N(BA) pour tout couple (A, B) € M, (R)%.

Considérous F = {A € M, (R), N(A) = 0}. Tl résulte de Uindgalité
triangulaire que I est un sous-espuace vectorie] de M, (R). Observons
que si A € M (R)et BE€EF, onaNA+DB) < N(A)+N B) = N(A)
et N(A) = N(A+B—-B) < N (A 4+ B) + N(—B) = N(A + B) de sorte
que N(A 4 B) = N(A). On va moutrer que F contient Phyperplan des
matrices de trace nulle. Soit i # j denx entiers de [1,n]. On a

N{E,;} = N(Ej;E,,}) = N(E;;E;;) = N(0} =0

done E;; € F. On en déduit que N ¢ontient toutes les matrices de dia-
gonale nutle. Or il est clagsique que toute matrice de trace nulle est
seniblable & une matrice de diagonale nulle (voir 'exercice 7.12 du tome
algebre 1). Done F consient Vhyperplan des matrices de trace nulle. Si

A e M, (R}, alors A — Tr A

L, € F donc
N(A)=N (TrAI ) (in) | Tr(A))

et N est positivement colinéaire & la semi-norme de la question proce-
dente.
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Conclusion. Les sermni-normes invariantes par sisnilitude sont les ap-
plications A — A Tr A] avec A € By <

Llexercice suivant traduit la condition rg A = 1gA? en termes de
limite.

4.14. Condition pour que rg A = rg A2

Soit A € M, (R). Montrer Péquivalence cntre les propaositions
suivantes :
(i) rg A = rg A%
(ii) a{A + al,) ! admet une limite finie quand a tend vers 0.
{Ecole normale supérienre)

> Solution,

On remarque que (A +al, )7 est définie si 0 < |a] < |A], ol A est la
valenr propre réelle de A de plias petite valeur absolue {51 SpA = @, on
peut prendre a quelconquc).

Supposons que {£) est vérifié, Il est classique quon a alors

1

BR™ = ey A-p D AL

En effet, la restriction de A & Im A a pour image Im A tout entier, ¢’cst
done un isomorphisme de Tm A et son noyan Ker A N Im A est réduit a
0. On conchil grace an théoreme du rang. En se placant daus une base
de R™ constituée d'une base e Ker A et d’une basc de T A, on voit
il existe P € GL,, (R) et B € GL.(R}, m1 7 est le rang de A, telles qne

A= P(?) g)P“l. On a douce

_ alnﬂv- 0 -1
A+M“”{ 0 B+@JP

et pOIr a assez petit,

1 0 Ve
-1 T —7 1
a(A +al,)7 =1 ( 0 «B+al}! )P ;
La matrice B egt inversible donc lin% a(B +al,)7! = 0B~ = 0, par
I
continuite de l'inverse. et liu} alA 4+ al)7" = l"( ”(;T g)P_" Afnsi
w—I)

(i) est verifié,
Pour la réciproque, on démentre la contraposée. Sirg A # rg A°. on
a. par le théoréme du rang, Ker A # Keor A% Soit X € Ker A% \ Ker A.
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On a alors, pour a asscz petit et non nul,
(A+al, ) (A —al,)X = (Az — r).QI.”)X = "X

ct dane .
al A+ aL,,)_lX = ——{AX —aX).
a

Quand « tend vers 0, AX —aX tend vers AX # Qet a(A + al,) ' X n'a
pas une limite finic, Il en est de méwe a fortior: de a(A + al, )7t <

1l est remarquable de pouvoir live certaines propridtés algébriques
d'une malrive complexe par des caraciéristiques topologigues de su classe
de similitude. Iexercice suivand s'intéresse aux matrices dont la classe
de similitude est bornée et le suivant coneernera les matrices dont ln
classe de stwrilitude est ferme.

4.15. Classes de similitude bornées

Déterminer les matrices A € M, (C) dont la classe de similitude
ast. hornée,
{Ecole polyteclnique)

=~ Solution.

U ost clair que si la matrice A est scalaire, sa classe de similitude ne
conticnt qu'elle-méme, donce est bornée,

Montrons que les matrices scalaires sont les scules matrices ayant
cette propriété. Toutes les normes sur M, (C) étant équivalentes, on va
travailler avec la norme inlinde. Soit A € M, (C) ot f I'endomorphisme
de €7 canonigquement associé & A. 51 A n'est pas scalaire, f n'est pas
une homothétic vectorielle. Clest un résultat classigue qu'il existe alors
un vecteur v € C% tel que la famille (i, f{2)) soit libre. Soit A e C*
et B = (¢1,...,¢e,) une base de C* telle que ) = Au, e2 = flu). On a
alors f{e1) = ea. La niatrice B de f dans la hase B est semblable a A

0
by

Sa premiére colonne est O 1. On a done [Blleo = |Al. Comme A est
0
quelconque, la classe de similitnde de A n’est pas bornee. <

L énoncé suivant montre que les matrices diagonalisables compleres
se cnractérisent par le fait que lewr clusse de similitude est fermée.
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4.16. Classe de similitnde d’une matrice diagonalisable

Si A € M,(C), on note S(A) la classe de similitude de A.
1. Montrer que si A est inversible, 'adhérence de S(A) est in-
cluse dans GL, (C).
2. Montrer que A cst diagonalisable si, et seulement si, S{A) est
fermée.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Soit A € GL,(C} et (Ap)pzo une suite d'éléiments de S(A) qui
converge vers une matrice B. On a alors det A, = det A pour tout p € N,
Le déterminant est continu donc on a detB = lim det A, =det A #£ 0

Pt o0
et B € GL,(C).
2. On suppose que A est diagonalisable. On se donne encore (A,) o0
une suite de S(A) qui converge vers une matrice B. Comme A, est sem-
blable & A, on a xa, = va. Les coefficients du polynome caractéristique

sont des fonctions continues. On en déduit que xp = lirf XA, = XA
p—Foo

Le polynéme minimal p4 e A est & racines simples car A est diagonali-
sable. Puisque A, est semblable & A on a ua(4,} = 0 pour tout p. Par
passage a la limite, on en déduit que pa(B) = 0. La matrice B posséde
un polynéme antulateur & racines simples donc est diagonalisable. Les
matrices A et B sont diagonalisables et ont méme polyndme caractéris-
tique donc mémes valeurs propres comptées avec multiplicité; elles sont
semblables. Cela montre que B € S(A) et donc que S(A) est fermé.
Montrons la réciprogue, Soit A = (04) € Mn(C) telle que S(A)
soit fermée. Quitte & remplacer A par une matrice semblable, on peut
supposer que A est triangulaire supérieure. Notons B = {e1,....€,:) la
base canonique de . Pour p € N*, écrivons la matrice A, de I'endomor-

. . e 1 1 1
phisme u canoniquement associé & A dans la base [ - e, 1—55 €2,..., - Enl.
P 'y

On a, pour tout § € [1,n],

1 1 1
11.(;}:5) = —]u(ﬁ_j) = ; Zai‘jﬁ Zﬂ i, 3 (’
i=1

v

Le coefficient (7,7) de A, est donc égal & p*~Ja;; si ¢ < J et est nul
sinon. Autrenent dit, A, est aussi triangulaire supérieure et a la méme
diagonale que A, mais tous les coefficlents sirictement au-dessus de la
diagonale sont divisés par une puissance de p. Il en découle que A,
converge vers la matrice diagonale D = Diag{a; 1....,0n.) lorsque p
tend vers +oc. Or, A, est semblable & A pour tout p. Comme S{A) est
fermé, D est semblable & A. qui est donc diagonalisable. <
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La premiére implication reste vraie dans M, (R) ; la classe de simi-
litude d'une matrice diogonaelisable est fermée (la preuve est lo méme).
En revanche la réciprogue devient fousse. En effet. A € Mp(R) on a

{P71AP,P € GL,(C)} N M, (R) = {PT'AP, P € GLn(R}},

cor deur matrices réelles semblables sur C sont sembiables sur R (voir
PVexvercice 2.71). Autrement dit, lo classe de similifude réelle de A est
Uintersection de sa closse de simililude complexe avec My (R). Ainsi,
st A est diagonalisable sur C et pas sur R, comme por exemple A =

((1] —01 ), la classe de similitude véelle de A est fermée,

Notons en possont qu'une classe de similitude ne peut pas étre ou-
verte. Yoici un argument simple : lo troce étant constante sur une classe
de similitude, celle-ci est incluse dans un hyperplaon affine de M, (C).

Dans Uezercice ci-aprés, on montre que les matrices nilpotentes song
les muatrices dont la classe de similitude est adhérente & lo matrice nulle.
La démarche est unalogue.

4.17. Classe de similitude d*une matrice nilpotente

Soit n € N* et A € AM,(C). Montrer que A est nilpotente si,
et sculement si, il existe une suite de matrices semblables & A qui
converge vers la matrice nulle.

(Ecole pelytechnigue)

> Solution.

Supposons qu'une suite (Ap)pen, composée de matrices semblables
a A, converge vers {}. Alors, comiue le polyndine caractéristique de M est
une fonction continue de la matrice M, ya, converge dans C,[X] vers
xo = X". Or la suite ya, est constante et égale & ya. On en dédnit
que xa = X" et A" =0, en vertu du théoréme de Cayley-Hamilton : la
matrice A est nilpotente.

Réciproqueinent, supposons que A est nilpotente. Il existe nne base
(e1, ... en)de " telle que la matrice Ag = {ai; )1<i,j¢n dans cette base de
I'endomorphisme canoniquement associé a A soit triangulaire supérieure

a diagonale nulle. Comme dans 'exercice 4.16, on considére, pour p 2 1,

1 1 1
la hase B, = (—el, 5 €2y Ten). Ona
P P P

Afler) = Grp_1 pek—1 + Gr_a rep—2 + - + 01 k€],

et done
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A (ﬂ-) _ Ok—1k€k—1  Qk-2k Ck 2 ar €
=)= = - e
p p P p? ph? ot p

Notons A, la matrice de lendomorphisme canoniquement associd A A
dans la base B,. Clest une matrice semblable & A. La suite de inatrices
(Ap) converge bien vers 0, car chaque coeflicient tend vers 0 quand p
tend vers Uinfini. <

Naus changeons maintenant de théme et abordons une sére d’exer-
cices consacreés a des questions de connexité. Le lectewr aura déjd rencon-
tré quelques résullats @ connerité par arcs du sous-groupe SLp (1) dans
3.1, connexité pur arcs du groupe SO, (R} dans Vezercice 1.35 du tome
algebre 3. L'énoncé suivant s’intéresse au groupe linéaire.

4.18. Groupe linéaire

1. Est-ce que GL,{R) cst connexe par arcs?
2. Montrer que le groupe GL (R) = {A € M, (R). det A > 0}
Cst connexe par arcs.
3. Soit X < M, (R) ur ensemble contenant strictement GL,, (R).
Montrer que X est connexe par arcs.
(Ecole normale supérieure)

> Solution,

1. L'application det est continne et 'image de GL, (R) est 'ensemble
R* qui n’est pas connexe par arcs. On en déduit que GL, (R) n'est pas
CONTERe PATr Arcs.

2. Le résultat peut s’obtenir de diverses maniéres en fonction des
connaissances dont on dispose :

e On peut utiliser la décomposition polaire {voir I'excrcice 2.27 dun
tome alggbre 3} ct la connexité par arcs de SO, {R) (voir exercice L33 du
méme tome). Il est toutefois pen probable que ce soit Ja solution attendne
de la part d'un candidat qui peut trés bien ignorer ces résultats,

¢ On pent adapter la démonstration de la connexité par arcs de
SLy, (B donnée dans Vexercice 3.1 : cn écrivant une matrice A € GLI(R)
sous la forme Ty .. T,,DT ... T} oit les matrices T, ef T/ sont des ma-
trices de transvection el ol I est la matrice diagonale (1, 1,..., 1, det A)
il est facile de construire un chemin couting joignant A & Uidentité nclus
dans GL; (B).

¢ Pour changer, nons allons donner une autre prenve, par récurrence
S 1. prenve gue pourrait trouver un candidat ignorant les résultats
précédents le jour de Voral. Powr n = 1, le groupe GL{ (E) est homéo-
morphe & B et il est elairement connexe par arcs. Supposons le résuleat
vrai an rang i — 1. Soit A € GL}(R). On va construire un chemin
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continu entre A et la matrice I, e qui suffit clairement pour conclure.

Notons (Cy....,Cp) les colonnes de A et (g1,...,e,) la base cananigue
de B7, Il y a au moins un des veeteurs e; qui n'est pas dans 'lvper-
plan Vect(Cy, ..., C,,) et. soit ¢, soib —e;, est dans le méme cemi-espace

owvert délimité par cet hyperplan que le vecteur C;. Comme un demi-
espace ouvert est connexe par arcs on peut trouver ¢ : [0.1] — R™
continue telle que @(0) = Cy, p(1) = Le; et (p(t), Cq. .. .. (") inversible
pour tout . Ou a un chemin continn de matrices inversibles cntre A et
une matrice inversible B dont la premigére colonne contient +¢e;. Comme
le déterminant garde un signe constant sur ce chemin, celui-ci est inclus
dans GLI (R).

Notons C la matrice obtenue & partir de B en échangeant les lignes
Ly et L; et cn multipliant une de ces lignes par —1, de manigre &4 obtenir
un cocfficient (1, 1) égal & 1. Il est encore possible de passer de B a C par
un cherin continu inclus dans GL;! (R). Cela provient de I'existence d'un

. ‘ {10 0 -1 _ 01N, L
chemin continu entre (0 1 ) et ( L0 ) {resp. (1 O)) sl suffip de

cost —sint
sinf  cost
en déduit un chemin o entre I, et la matrice I, — By, — Ei —E; + B,
(resp. I, —E| —E;; +E; —E;)). Alors ¢ /—— @($)B cst un chemin inclus
dans GL; (R) de B 4 C.

Ou vient denc de relier contintiment A A une matrice de Ja forine

1 L . ! .
C=1, A ] ot A" € GL}.,(R). Par hypothesc de réeurrence, on peut

prendre ¢ —

) avec t € [D, g-} {resp. t € [—g,l)}]. On

relier contintiment A" & I, 1 avee un chemin inclus dans GL7T_ (R} 11

-1

est donc possible de relier A & la matrice ( L

0 IL ) puis celle-ci & la

matrice I, avec le chemin continu : ¢t € [0,1] ((1) ItL ) D'ont le
n—1
résultat.

3. Lensemble GL_ (R) = {A ¢ M,(R),detA < 0} est aussi
connexe par arcs puisque si M est une matrice fixée de cet ensemble
Papplication A — MA réalise un homéomorphisme entre GL! (R) et
GL,, (B). Soit X € M,,(R) un ensemble conlenant strictement GU, {R).
Pour montrer que X est connexe par arcs il suffit de prouver que toute
matrice non inversihle A de X peut étre reliée par un chemin continu
inclug dans X & une matrice de GLT(R) et & une matrice de GL (R).
Soit v < n Je rang de X. On peut trouver P.Q iuversibles telles que
A = PJ.QQ on J. est la matrice diagonale dont les r premiers coefficients
diagonaux valent 1, les antres étant nuls. Pour ¢ € [0. 1]. posous

¢{t) =P Diag(l,...,1.¢,...,6)Q et (1) =D Diag(l,...,1.—¢ ¢t ... t}Q.
On a ¢¥(0) = w(0) = A, Y(t) et p(t) inversibles pour tout + < ]0, 1],
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donc éléments de X. Enfin, det{1) = —det ¢(1), donc (1) et ©(1) ne

sont pas dans la méme composante connexe de GL,{R) et le résultat est
prouvé. <

4.19. Connexité d’un ensemble de matrices

Soit X Pensemble des matrices A € M., (IR) telles que Ker A n’est
pas inclus dans Im A.

1. Montrer que X est connexe par arcs.
2, Quelle est 'adhérence de X.?

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. L’ensemble X est conuexe par arcs car il est étoilé par rapport &
la matrice nulle. En effet, si A € X alors pour tout ¢ € [0, 1] la matrice
tA est dans X puisque si¢ > 0O on a KertA =Ker A et Im¢A = Im A.

2. Comme X ne contient aucune matrice inversible il est inclus dans
le complémentaire de GL,(R). Cet ensemble étant fermé, on a X C
M, (R) \ GL,(R). Montrons qu'il y a égalité. Soit A une matrice non
inversible. Si Ker A n’est pas inclus dans Im A alors A € X et c’est
fini. Supposons donc que Ker A C Im A. En prenant une base de Ker A
complétée en une base de Im A puis complétée en une base de R™ on

voit que A est semblable 4 une matrice de la forme A’ = (0 B) avec

00
B € M, {R) ou r = rg A. Il suffit de montrer que A’ est adhérente & X.
Notons (e1,...,en) la base canonique de B™. Poutr ¢ > 0, notons A, la

matrice obtenue A partir de A’ en mettant dans la premiére colonne sa
derniére colonne multipliée par =, les autres colonnes étant inchangées.
1l est clair que A. tend vers A’ lorsque £ tend vers 0. I'image n’est
pas modifiée par 'opération précédente : pour tout € > O on a Im A, =
ImA" = Vect{e,,...,er). En revanche e; — ce,, € Ker A, et comme ce
vecteur n’est pas dans I'image on a A, € X. <

4.20, Chemin continu de projecteurs

Soit f : [0,1] — L(R™) continue et telle que f(t) = f{t) o f(t)
pour tout ¢ € [0, 11.

1. Montrer que rg f{¢) ne dépend pas de ¢ € [0,1]. On le note r
et on suppose r = 1.

2. Montrer qu’il existe vy, . . ., v, des fonctions continues de [0, 1]
daps R™ telles que (v1{2),...,v-(f}) est une base de Im f(t) pour
tout ¢ € [0, 1].

(Ecole normale supérieure)
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> Solution,

1. Pour tout ¢ € [0,1], f(¢) est un projecteur de R” donc son rang
est égal & sa trace. Il en découle que la fonction ¢ v rg f(t) = Tr f(¢)
est continue sur [0, 1] et, comme elle prend ses valeurs dans I'ensemble
discret {0,1,...,n}, elle est constante.

2. On va commencer par résoudre le probléme localement an voi-
sinage d'un point ¢y € [0,1]. Supposons qu'on dispose d’une base
(e1,...,er) de Im f(tg). On la compléte avec une base de Ker f(tq) pour
avoir une base (e, ..., e,) de R™. La matrice de f(tp) dans cette base est
(I(;" 8) Pour tout t, notons M({) = (é((g EE?)
dans cette méme base. Comme A(tg) = I, la continuité de ¢ — A(t) et
celle du déterminant permettent de dire que A(#) est inversible pour £ an
voisinage de fo, En particulier la famille (f(£){eq),..., f(t)(er)) est libre
pour de tels t et c’est donc une base de Im f(#), puisqu'elle comporte r
vecteurs, On vient donc d'exhiber une base de Im f{¢) qui dépend conti-
niiment de ¢ pour ¢ an voisinage de tq, et cette base coincide en £y avec
la base initialement choisie de Im f{¢y).

Tl reste & passer de cette solution locale & une solution globale. Consi-
dérons pour cela I'ensemble J des réels T' € [0, 1] ayant la propriété sui-
vante : il existe des fonctions continues v, ..., v, de [0, T] dans R™ telles
que (vi(t),...,v.(t)) est une base de Im f(¢) pour tout ¢ € [0, T]. 11 est
clair que J est un intervalle de [0, 1] dont P'une des extrémités est 0, car
si T € J alors [0, T| < J. L’application de ce qui précéde avec ig = 0
montre gque J n’est pas réduit au singleton {0}. Il ne peut pas non plus
étre de la forme [0, @] avec 0 < « < 1 car, en appliquant ce qui précéde
avec tg = «, on pourrait prolonger continfiment la base de Im f(«) &
droite de «. Il nous reste & exclure le cas ot J est de la forme [0,qf
avec 0 < o £ 1. Appliquons le résultat local précédent en . Il existe
n > 0 (avec n < o) et des fonctions continues wy,...,w, définies sur
[ — 7, ] telles que (w1 (), ..., wr(t)) soit une base de Im f(¢) pour tout
t € [@ —n,aj. Par ailleurs le réel @ — 5 est dans J done on dispose de
fonctions continues vy, ... v, définies sur [0, — 1] ayant la méme pro-
priété. On dispose alors de deux bases de 'espace Im f(a — p). Il existe
donc une matrice inversible P € GL,(R) telle que

la matrice de f(¢)

(i —mn),...,v(@—n)) =(wi(oe—n),. .. w(x—n)P,

oll les m-uplets de vecteurs de R™ sont identifiés & des matrices de taille
(n,7). Pour t € | — 5, al, on pose alors

(i), .., 0. (8)) = (wi(t), ..., we(£)D.

On a toujours une base de Im f(z) et les fonctions vy ainsi prolongées
4 [0, o] sont toutes continues d’aprés ce qui précéde. Ainsi o € J, ce qui
est contradictoire.
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On a done finalement J = [0, 1], ce qui est le résultat demandé. <

Le dernier théme de ce chapitre est consacré & Uexponentielle des ma-
trices. Les premiers exercices concernent les propriétés fondamentales de
DPezponenticlle. Ils sont suivis de quelques crevcices sur les sous-groupes
a un paramélre et de diverses recherches de morphismes conténus de
groupes. Le chapitre se termwine por des erercices issus de la théorie des
groupes e Lie. Le lecteur trowvera les exercices liés aur équations diffé-
rentielles linéoires dans le tome analyse 3.

Rappelons gue pour A € M, (C) on pose

+ Ak

A
exp A = I
k=0 "

et cette série est absolument convergente. A Uaide d'un produit de Cau-
chy, on montre que st A ¢t B commutent, on a cxp(A+B) = exp AexpB.
En particulier, en prenant B = —A, on voit que cxp A est towjours in-
versible d fnverse exp(—A).

4.21. Exponentielle d’une matrice 4 coeflicients non diagonaux positifs

Soit A = (ag)1<icn 8 B =exp(A) = (bi;)1<ij<n- On suppose
que pour tout {i,7) € [L.n]? i # 7, ay; 3 0. Montrer que pour tout
(i.j) € 11, n]?, by 2 0.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
Si C et D sont des matrices & coeflicients positifs et A un réel positif,
les matrices AC, CD, C+ D sont clairement i coefficients positifs. Il en

o "
découle gque expC = ¥ = est & coefficients positifs.
n—n T
Soit A = max |a;|. La matrice A+ AL, est & coefficients positifs, donc

t<esin
la matrice exp{A + Al,,) également. Mais il en est de méme de la matrice
exp(—AL,) = Dia.g(e*)‘, . .c*)‘). Comme AL, et A + AL, cominutent, on
obtient

exp A = exp(A + AL.}exp{—AL,)
done, comme produit de matrices a coeflicicnts positifs, exp A est & co-

cfficients positifs, <

Llerercice suivant montre que lexponentielle restreinte owr moefrices
diagonalisables réelles est injective.
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4.22. Exponentielle de matrices réelles diagonalisables

Soient A,B deux matrices diagonalisables de M, (R). On sup-
pose que exp A — exp B. Montrer que A = B.
{Ecole polytechnique)

&> Solution.

Si A et B sont toutes les deux diagonales, le résultat est évident car la
fonction exponentielle est injective sur R. 11 nous suffit done de montrer
que A et B sont codiagonalisables pour conclure. On sait pour cela qu’il
sullit de prouver que A et B comniutent (cf. exercice 2.21). Il est clair que
A commute avec exp A = exp B. Or, B est un polynome en cxp B. Pour
le voir il suffit de se placer dans une base dingonalisant B : si B = P~'DP
avec P inversible et D = Diag{dy,....dy), alors expB = P-1D'P avce
1Y = Diag(e®,...,e%). Or il est aisé de tronver un polyndéme Q tel
que Q(e?*) = dy pour tout & (en utilisant un polynéme d’interpolation
de Lagrange). On a alors Q(D") = D et done Q(expB) = B. Ainsi A
conlunte avec B. <

Dans exercice qui suit. on utilise encore le fait que si M est une
matrice réelle diagonalisable alors M est un polyndme en exp(M).

4,23. Exponentielle des matrices symétriques réelles

Montrer que ’exponentielle induit un homéomorphisme de Sy, (R)
sur ST (R).
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1 est clair, par continuité de la transposition, que si M € M, (Rl on a
flexpM) = exp(*M), done Pexponentielle d'une matrice symétrique est
symétrique. En fait, si M € §,(R), on sait d'aprés le théoréme spectral
qu’il existe P € O, (R) et I = Diag(dy,. .., dy) telles que M = PDP™L
On a alors expM = P Diag(e™, ..., e®)P~!, ce qui prouve que exp M
est symétrique ot définie positive.

Inversement, toute matrice N de S *(R) pent s'écrire sous la forme
P Diag(di....,d;)P™1, avec P orthogonale et les df strictemuent positifs.
Ce qui précéde montre que N = exp M of1 M est la matrice symétrique
M = PDiag(Ind},...,Ind,)P~'. Cest en fait la seule solution car si
M’ e 8,(R) vérifie expM’ = N = expM alors M’ commute avec cxp M,
donc avee M gui est un polyndine en exp M (voir exercice 4.22). Par sujte
M’ et M se diagonalisent dans une méme base ct il est facile d’en déduire
qu'elles sont égales.
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On a ainsi montré que exp établit une bijection entre S,(R) et
SHT{R}. Cette bijection est clairement continue. Montrons gue la bijec-
tion réciproque est également continue, On va le faire séqnentiellement.
Soit (Np)g30 une suite de matrices de 7+ (R) qui converge vers une ma-
trice N € ST*(R). Considérons, pour & € N I'unigue matrice symétrique
M, telle que Ny = exp M, et également 'unique matrice symétrique
M telle que N = exp M. On doit montrer que la suite (Mg)iyo converge
vers M. [1 est clair que la seule valeur d’adhérence de la suite (Mg )izzq est
M. En effet, si une suite extraite (Mg )ano converge vers M' € Sy (R),
la continuité de l'exponenticlle montre que Ny, converge vers exp M.
Or cette suite convergeant vers N = expM, oo a M’ = M par injectivité.
Pour conclure, il suffit de prouver que la suite (My)x»0 est bornée (car
une suite bornée d'un espace normé de dimension finie qui posséde une
migue valeur d’adhérence converge vers cette valeur). Travaillons avec
la norme triple induite par la norme euclidienne. Il est classique que
pour A € §,{R) on a |JA]| = p(A) = A‘é‘é’;ﬁq [, Comme la suite [Ny )inao

converge vers N elle est barnée et il existe une constante C > 0 telle que
Nz} < C pour tout k. En partienlier les valeurs propres (positives) des
watrices Ny sont toutes majorcées par C et il en découle que les valeurs
propres des matrices M; sont tontes majorées par In C. Cela ne suffit
pas pour conclure, car les valeurs propres de My, peuvent étre négatives!
Il nous faut aussi les minorer. On utilise le fait que la suite (N;l)k;o
cotiverge vers N1 par continuité de inverse. On en déduit 'existence de
« > {) tel que toutes les valeurs propres des matrices N, ! solent majorées
par ¢. Par suite toutes les valenrs propres des matrices My sont minorées
par —Inc. On en déduit gue [[Mgf} < max{|Inc|,|InC|) pour tout k et
la suite {Mg)rzo ost bornée. <

4.24. Image de I'exponentielle

1. Montrer que I'exponentielle réalise wne bijection entre les ma-
trices nilpotentes et les matrices unipotentes (c’est-a-dire les ma-
trices qui s'écrivent I, + N, avec N nilpotente) de M, (C) .

2. Quelle est I'image de I'application M — exp M de M, (C)
dans ni-méme 7

(]:]cole polytechnique)

> Solution.

n—1 nyk
1. Si N est nilpotente, alors expN = Y} e La matrice N' =
k=0
=1 A
3 o ot nilpotente puisque de la forme NP{N) avec P polyndme.
k= F

Donic exp N est unipotente.
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Notous N D'ensemble des mnatrices nilpotentes. 1l a’agit de démontrer
que 'application ¢ : N —— exp N—I,, est unc hijection de A" sur A/, Pour
écrire la bijection réciproque, on pensc biewn entendn au logarithme et cela
ne pose aycun probléme particulier car on travaille avec des matrices
nilpotentes. Considérons done

n—1 Nk
w:Nv—Iu{l,, + N) = Z(fl)kﬂ?-
k=1

Notous d’abord que ¢ est, comme ¥, une application de A’ dans M car
@{N) = NR(N) oti R est un polynéme. I] ne reste plus qu’'a justifier que

n—1 \»-.'c n—1 Xk
Yop=goy =Id. Posons P(X) = 3} et QX)) = ¥ (‘I)HT‘
k=1 . k=1

L’application 1 associe & N la matrice P(IN) et. application ¢ associe A N
la matrice Q(N). Ainsi, 1oy associe & N la matrice P(Q(N}) = (Po(3){N].
Pour la caleuler on a seudement hesoin du polyndme P o () trongué a la
puissance n — 1. Or, comme

e~ 1=P(z) +o(z" 1) et In(l+x)=Qr)+olz*),

celui-ci est exactement la partie polynomiale du développement limité a
l'ordre n — 1 en 0 de la fonction &%) — 1 = &, c’cst-A-dive X. On a
done (100 ¢)(N} = (P o Q)(N) = N pour toute matrice nilpotente N. On
obtient de méme (poy)(N) = (QoP)(N) = N, puisque In(1+¢* -1} = 2.

Conclusion. Pour toute matrice nilpotente N’, il existe une unique
matrice nilpotente N telle que exp N = I, + N’

Lexponentielle indudt un homéomorphisme de Uensemble des ma-
trices nilpotentes sur Uensemble des matrices unipotentes. Le résultal
reste rrai dans M, (R).

2. Nous savons que si M € M, (C). alors exp(M) est inversible
puisque, M et —M comnmutant, on a

exp(M)exp(—M) = exp(0) = L.

On sait également que 1'image de 'exponentielle sur € est C* : il est
done raisonnable de penser que I'image de M, (C) par I'exponentielle
est GL,, (C) tout entier. Clest ce que nons allons prouver.

e Soit B une matrice inversible et supposons que le spectre de B
solt réduit & un seul élément A € C*, La matrice N — l(B — Al,)
est done nilpotente puisqu'en vertu du théoréme de Caylev-Hamilton,
B est annulée par son polyndine caractéristique (X — A)*. On a B =
ML, + N). D’apres la question précédente. la matrice unipotente I, 4+ N
est 'exponentielle d'une natrice M. De plus, A non nul s’éerit e avee
e € €. Dans ces conditions, on a

B = ¢ exp(M) = e, exp(M) = exp(yl, ) expM = exp(uM),
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puisque pl, commute avec M. On a donc B € Imexp.

¢ Soit B une matrice inversible queleonque. On va se ramener au cas
précédent : on éerit yp = (X — M) (X — A0 avec les Ay, € C*
deux A deux distincts et les n; € 1. Comme B est annulée par yg, le
théoréme de décomposition des noyaux assule gue

C" =Kerxg(B) = @Ker(B — AT

i=1

On considére la concaténation de bases de Ker(B — A,L,)™ : C’est une
base B de C*. Notons & I'endomorphisme de & canoniguement associé
a B. Chaque sous-cspace F; = Rer(B — XL, 1™ (il $'agit des sous-espaces
caractéristiques) est stable par 0 et Pendomorplisme &; induit par b sur
F; est annulé par (X — X;)7. Sou spectre est done véduit & X;. La matrice
B’ de V'endomorphisme & dans la base B est donc diagonale par blocs :
B’ = Diag(B4,....B:) avec SpB, = {X;}. D'aprés ce qui précede, B,
g'éerit exp(M;) et si Pon pose M = Diag{M,....,M,), on a B’ = exp M.
Enfin. en notant P la matrice de passage dc la base canonique 4 B, on
aB=PBP ! =Pexp(MP! = exp(PMP™!) et B est effcctivement
dans l'image de I’exponentielle.
Conclusion. L’image de M, () par l'exponentielle est GL,{C). <

On notera quun élément B € GL,(C) donné a toujours une infinité
d’antécédents puisque & un bloc N; on peut ajowter 2tknl avec k € Z.

Du résullat de Dexercice, on déduit gue GL,(C) est connexe par arcs.
car ¢’est Uimuge par lo fonction exp, gqui est continue, de M, (C) qui
est connewe por gres. On peut ousst démontrer gque si A € GL,(C) et
p € N, il existe B € GL,{C) tel que A — BF. On écrit A = exp A’ et

alors B = exp (%A’) convient.

Lorsqu’on se place sur R. e situation se complique et Uimage n'est
pas égale ¢ GL, (), ce qui se voit déjd pour n = 1, On peut en fail
démontrer que Uimage est Uensemble des carrés de GL, (R}, qui est un
sous-ensemble strict de GLY(R) (sin 2 2).

Dans Uexercice suivant on cherche les antéeédents de Uldentite por
Uervponentielle. On y wiilisero lo décomposition de Dunford étudide dans
Pesercice 2.40 @ toute matrice A de M, (C) se décompose de maniére
unique sous la forme A = D 4+ N avec D dingonalisable, N nilpotente et
DN = ND.
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4.25. Antécédent de l'identité par 'exponentielle

1. Déterminer la décompesition de Dunford de exp A en fonction

de celle de A,
2. Déterminer les matrices A de M, (C) telles que exp A = 1.
(Ecole polytechnique)

t> Solution.
1. Posous A = D + N avec D diagonalisable, N nilpotente et
DN = ND. Comme D et N comumutent oi a exp A = exp Dexp N, Posons

-1 S
expN =1, +N avec N' = } i La natrice N’ est nilputente puisgue
k=1 ™
de la forme NP(N) avec P polyndine. La matrice exp D est diagonalisable
carsi D = P! Diag(d,, ..., d,)P alors exp D = P! Diag(e®, . ... e)P.

De plus, comme expD et expN commutent, N’ commute avec exp D.
Lrécriture
exp A = expD + (exp D)N

est donc la décomposition de Duntord de exp A car (exp D)N' est nilpo-
tente et commute avec exp D.

2. Soit A = M, (L) vérifiant exp A = [,,. Ou reprend les uotations de
la question précédente. L upicité de la décomposition de Dunford permet
de dire gne

expA=1, <= (expD =1, et {cxpD)N' =0)

soit encore exp A = I, = (exp D =1, et N’ = 0). Or, N’ = NP(N) avec
nm—1 k-1

PX)= % —Xk—1' Le coeflicient constant de P est égal & 1. 11 en décole
k=1 :

que la matrice P(N) est inversible : en effet, dans une base trigonalisant
N, on obtient une matrice unipotente (triangulaire supérieunre avee des
1 sur la diagonale). Comme N = 0, on a N = 0 et la matrice A cst
diagenalisable, En se plagant dans une base de diagonalisation en voit
gue les valeurs propres de A doivent étre dans 2inZ. Réciproquement.,
toute matrice diagonalisable dont le speetre est contenu dans 2inZ a
come image [, par Uexponentielle. <
La seule solution réelle est la muatrice I,

Llerponentielle permet de décrire les sous-groupes 4 un paramétre
du groupe lindaire. On utilisera le fult que si A € M, (C) la fonction
t — exp(tA) est dérivable de deriuée t — Acxp(tA).
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4.26. Sous-groupes i un paramétre de GL,(C)

1. Déterminer les morphistmes de groupes dérivables de (R, +)
dans (GLA{C}, x).
2. En déduire les morphismes de groupes continus de (R, +)

dans (GL, (C}. x).

(E‘cole polytechnigue)

> Solution.

1. Soit f: R — GL,(C) un morphisme dérivable. On a, pour tout
coupe (s,t) € R?,

fls+)=fls}f(t).

En dérivant par rapport & ¢, on obtient f'(s + ¢} = f(s)f'(t) pour
{s,t) € R? pnis f'(s} = f(s)£'(0) en prenant ¢ = 0. Posons A = f/(0) et
considérons la fonction g : R —— M, (C) définie par g(s) = f(s)e™s.
Les fonctions f et s —— ¢ % sont dérivables, donc ¢ également. Ponr
tout s € R,

g'ls) = f(s)e A + fls)(~Ae™*M) = (f(5) - F(s)A)e™** = 0.

L’application g est, domc constante. De plus, g{0) = f(0) = 1,, donc,
pour tout s € R, g(s) = f(sle** = 1,. On en déduit que pour tout
s€R, fls)=¢°

Réciproquement, A étant une matrice quelconque de M, (C), on vé-
rifle que 'application

f:te R e € GL,(C)

est un morphisme dérivable de (R, +) dans (GL,(C), x). Cela résulte
immédiatement des propriétes de 'exponentielle.

2. Seit f: R — GL,{C) un morphisme continu. On va montrer en
fait que f est nécessairement dérivamble. L’idée est d’utiliser une primitive
de f. Posons pour z € R F(z) = ]0 f(#)dt. La fonction F est de classe C?
sur R. Imaginons qu'il existe a > 0 tel que la matrice F(a) soit inversible.
Ona f(z +u) = f(z)f(u) pour tout (x,u) € R?. Intégrons cette égalité
par rappart & u sur le segment [0, a]. I1 vient

f flo+ w)du = f(x) / fluydu = f(x)F{a).
0 0

T+
Or, giz f flz+u)du = j f(£)dt est une fonction dérivable de x

car f est continue. Comme on a f(x) = g(w)F(a)~!, f est aussi dérivable
et on peut. conclure avec la question précédente.
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Il ne reste plus qu’a prouver l'existence de g. Pour cela on observe
que F'(0) = f(0) = L,. Comme le taux d’accroissement %F(t) tend vers
L, lorsque ¢ tend vers 0%, et comme le groupe GL,(C) est ouvert, on
est certain que %F(t) est inversible pour t assez petit. Il en est alors de
meéme de F(t).

Conclusion. Les morphismes continus de (R,-) dans (GL,{C), %)
sont les applications ¢ —— e, oll A est une matrice quelconque. <

Il o oussi été proposé & Doval des ENS lo détermination des mor-
phismes continus de (R, +) dans (SL2(R), x). Il est facile de voir qu'il
s’agit des t — exp(tA) ou A est une matrice de My(R) de trace nulle
puisque det(expM) = ™M pour toute matrice M.

Voict une variante ou on n'impose plus d'avoir des matrices inver-
sibles @ Darrivée.

4.27. Groupes 4 un paramétre dans M, ()

Soit ¢ : R — M, (R) de classe C! telle que pour tout (s,t) € R?.
w(s+1) = @(8)p(t). Montrer qu'il existe (P, A) € My (R) telles que
P2 =P et pour tout ¢ € R, ¢(¢) = Pexp(tA).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons P = ¢(0). On a P2 = ¢(0)p(0) = ©(0 + 0) = P. De plus,
pour tout (s, t) € R?, en dérivant (s +1¢) = w{8)(t) par rapport & ¢, on
obtient ¢'(s+1) = ' (t)p(s) et en particulier, ©'(s) = @' (0)p(s) = Ap(s)
en posant A = ¢/(0). On en déduit que, pour tout 5 de I,

w(s) = ¢(0) exp(sA) = Pexp(sA). <

Dans les deur énoncés suivants, on remplace le groupe addityf R par
le groupe des nombres comyplexes de module 1, qui est tsomorphe ¢ R/E.

4.28. Morphismes continus de S' dans GL,(C)

Omn note 5! le groupe des nombres complexes de module 1.
1. Déterminer les morphismes continus de (8!, x) dans (8!, x).
2. Déterminer les morphismes de groupes continus de (S*, x)
dans {GL,(T), %).
(Ecole normale supérieure)




259 CHAPITRE 4. TOPOLOGIE ET MATRICES, EXPONENTIELLE

> Solution.

1. Soit f:S' — S! un morphisme continu et g : ¢ € R f(e'), La
fonction ¢ est un morphisme coutinu du groupe (R, +) dans le groupe
(S'. x). On peut alors utiliser I'cxercice 4.26 dans le cas n =1 : il existe
a € C tel que g(t) = e pour tout t. Mais comme g est 27-périodique
a est nécessairement de la forme ik avee k € Z, ce qui donne f{z) = 2%
pour tout z € S'. Réciproquement les applications z +— 2% sont pour
tout & € Z des morphismes continus de (S, x) dans (8!, x).

Dounnons une solution alternative, qui ne fait pas appel an résultat
de 'excreice 4.26, mais qui utilise les coefficients de Fourier. La fonction
g est 2m-périodique et continue et vérifie ¢(t +¢') = g(t)g{t"). pour tout
(t.t") € B2 Prenons les coefficients de Fourier cn regardant cette égalité
comme nne égalité de fonctions de la variable ¢, ¢’ étant fixé, On a pour
tout n € Z, ei”fcﬂ( = g{t")e,(g). Comme la fonction continue g n'est
pas nulle il ¥ a au moins un de ses coefficients de Fourier qui n'est pas
nul. Et si cp{g) # 0 on a g(t') = €** pour tout ¢ € R. On retrouve le
fait que f est la fonction z — 2%,

2. Soit f un morphisme continn de (S, x) dans (GL,{C}, »). Tci
aussi, ol pourrait relever f en un wmorphisme ccmtmu de (B, +) dans
(GL,(C). x) et utiliser 'exercice 4.26, mais nous allons donner ane so-

lution plus élémentaire consistant & se ramener au cas n = 1 étudié
dans la question précédente. Soit z € 8!, de la forme : = &', avec
4 . . i .

— € . 1l existe alors N € N* tel qne zN = 1 et par conséquent on
Yia

a f(z)N =1,. Comme le polyndéme XN — 1 est scindé A racines simples,
la. matrice f{z) est diagonalisable. On note que le sons-gronpe G de S'

. ; t
formé des nombres complexes de la forme z = % avec = & @ est
w

commutatif. Ainsi, les matrices (f(2)).cc sont diagonalisables et com-
mutent. il est donc possible de les codiagonaliser (voir Uexercice 2.21).
11 existe donc une matrice P € GL,(C) telle que pour tout = € G,
f(z) = PD{x)P7L ol D{z) est diagonale. Or G est dense dans S' et f est.
continue. On en déduit que D(z) = P71 f{2)P reste diagonale pour tout
z € §*, pnisque Pespace des matrices diagonales est. fermé. Posons alors
D(:) = Diag(Ai(z), ..., An(z)). Les applications = € ST — X;(2) sont des
morphismes continus de (S, x) dans (C*, x). Or la solution de la ques-
tion 1 montre que les morphismes de (3!, x) dans (C*, x) sont les mémes
que les morphismes de {8, x) dans (St, % ) (cela est dii au le fait qu'un
sous-groupe compact de (C* est inclus dans $1). Tl existe donc des entiers

£ Z tcls que A(2) = 25 pour tout z € §'. La réciproque étant évi-
dente on peut conclure que Ieb morphismes de groupe continus de (3%, x)
dans (GLn{C), x) sont les applications z — P Diag(z®,...,z5 )P~
ol P € GL,(C) et on les k; sont des enticrs quelconques. <
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Voici le méme exercice, mais sur le corps des véels. Il y a une difficults

supplémentaire car les éléments de 'image d™un morphisme ne sont pas
forcément dingonalisables.

4.29. Morphismes continus de S dans GL,,(R)

Soit ¢ : (§',x) — {GL,(R), x} un morphisme de groupes
contity ol 8! désigne le groupe des nombres complexes de module 1.

L. Montrer que pour tout z € S'. det(x(z)) = 1.

2, Montrer que pour tout z € St les valeurs propres complexcs
de (z) sunt de module 1.

3. Achcever la deseription de .

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Posons ¢ = det ey, Il s'agit d'un morphisme continu de groupes
de S dans ®*. On va montrer que ¥ est. trivial. Pnisque S est connexe,
que 9 est continu et que 1(1) = 1, 1(9") est un intervalle inclns dans RY .
Comme S! est compact, 4(S'} est méme un segment. De plus, comme i
ost un morphisme, ¥(S*) est un sous-graupe de RY . Or, le seul segment
de BT qui est un sous-groupe est le singleton {1} (un sous-groupe non
trivial de B n'est pas horné). On a donce (8% C SL,(R).

2. On munit M, (C) d’une norme triple quelcongue associée a une
norme de C". Comme 8! est compact, et  conting, le groupe image
@(S1) est compact et en particulier borné. Il existe donc une constante
M > 0 telle que [Je(z)l] € M pour tout z € 8. Or si X est une valeur
propre complexe de p(z) on a |\ < flo(2}}. Ainsi, ensemble des valeurs
propres des ¢léments de (S*) est borné. De plus, si A est dans le spectre
de p(z) alors, pour tout p € Z, AP est valeur propre de o(2)? = (2P} €
@{81). La suite (AP}, est donc bornée et cela impose que | = 1.

3. L'application o : t — (€ ) est un morphisme continu de (R. +)
dans (GL,(R), »). D’aprés l'exercice 4.26, il existe A € M, (C) telle
que. polr tout £ £ B, (1) = ¢*A. Comme 1 est & valeurs dans GL (),
la matrice A = 2'(0} est réclle. Par construction, 9 est périodique de
périvde 27. On a done, pour tout réel £,

etA — 62WA+IA — e‘21rAetA

et done ™ =1,.

La résolution de Iéquation ¢ =1, a ét8 menée dans Pexercice 4.25
mais nous allons la refaire ici, et aussi formuler la conclusion de fagon
un pen plus précise. Les valeurs propres complexes de ¢2™4
avec A € Sp A. Il faut €™ = 1 done A € iZ.

Montrons que la matrice A est diagonalisable dans €. D’aprés la
décomposition de Dunford, il existe D diagonalisable et N nilpotente

)
sont les €™
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telles que A = D + N et DN = ND. Puisque N et D commutent, on a
2™ = 2N Ta matrice 2™ est diagonalisable. Comme les valenrs
propres de D sont. égales & celles de A, les valeurs propres de 2™ sont
celles de €2 goit 1. Ainsi €2™ = I,, et €2"N = I,. Supposons que N n’est
pas la matrice nulle. On a alors Ker N # Ker N2. Soit X € Ker N2\ Ker N.
1) vérifie " NX = X + 27NX £ X, ce qui contredit égalité e2™N = I,,.
On a donc N = 0 et A diagonalisable dans C.

Les valeurs propres de A non nulles sont deux & deux conjuguées. 11
existe donc ky, ..., k. dans Z* et P € GL,(C) tels que

A = P Diag(iky, —iky, ..., ik, —ik,,0,...,0)P7 L,
On obtient pour tout réel £,

tA : ithy ,—ith ithy —ith, -1
e = P Diag(e™™,e™™™, | e"Fr o7 1L )P

“

On en déduit qu'il existe une matrice Q € GL,(C), indépendante de £
telle que
Ri,

r -1
1 @

1

il Ry = cos# —sind
= \sinf cosf

¢® 0 i 1 —i 1\ "
(0 e‘w)_(l —z‘)R"(l mi) :

On peut choisir Q) dans GL,(R). En effet, en notant B la matrice

). En effet. pour tout ¢ € R, on peut écrire

Rex,

1

et en écrivant Q = Q1 + iQq, on a €4(Q1 +iQa) = (Qq +iQ2)B et donc
e'*Qy = QuB et €4Qp) = QuB. Le polyndme P = det(Qy + Q2X) nlest
pas nul car P(i) = det(Q) # 0, donc il existe = € R tel que Pi{z) #£ 0,
c’est-d-dire Q, +xQp inversible. On a alors e (Q +2Q2) = (Q) +2Q2)B
et e = (Q +2Q2)B(Q1 + 2Q2) .
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Réciproquement toute application de la forme

Rz,

est un morphisme continu de 8; dans GL, (R}, D’une part, une telle ap-
plication est bien définie car pour k € Z, Ry, ne dépend que de ¢ modulo
27. De plus c’est un morphisme de groupes car R4¢5 = RigRerg pour
t,t/ véels et k € Z. Tl est continu car pour tout (¢,¢) € R? et tout k € Z,
|ekit — ekt | < |k|le® — ™| et donc |cos(kt) — cos(kt')] < |k[|e® — ¢
et |sin(kt) —sin(kt')| < |k[je — | <

Nous terminons cette série d'exercices par quelgues énoncés pro-
venant de la théorie des groupes de Lie. Pour une introduction en
langue francaise d cefte théorie le lecteur pourra consulter le Hure de
R.MNEIMNE, F. TESTARD, Introduction & la théorie des groupes de Lie
classiques, Hermanmn, 1986 ou le récent livre de JACQUES FARAUT, Ana-
lyse sur les groupes de Lie, Calvage et Mounet, 2006.

4.30. Formules de Lie

)
On pose, pour A € M, (R) et p € N*, f,(A) = (In + %) .

1. Montrer que la suite { fp)p»1 converge uniformément sur tout
compact de My, (R). Quelle en est, la limite 7
2, Montrer que

. A By
s (o () 0 2)) s -

plinéo (exp (%) exp (g) exp (—%) exp (_g))ﬁ: exp(AB—BA).

3. Soit G un sous-groupe fermé de GL,(R) et G 1'ensemble des
matrices M € M, (R} telles que, pour tout réel ¢, exp{tM) € G.
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de M, (). Par quelle
autre opération G est-il stable?

{Ecole normale supérieure)
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> Solution.
1. Dans le cas n = 1 il est facile de voir que la sunite de fonction

»
x . ,
forxze (1 + — | converge simplement vers la fonction # +— ¢ sur E.
P

On va done essayer de montrer que fp{A) converge vers exp A et de
manijtre uniforme sur un compact de M, (R). On fixc une norme triple
quelcongue sur M, (R) On développe f,(A) par la formule dn bindme
de Newton et on remplace exp A par sa série que 'on trongue au rang p.
1 vient. :

A k
lexp A — fo(A)] < L

>

k=p+1

P 1
e AF
;.-Z;o (k:! k‘(p k) )

11 s*avire que le coefficient

;_%_LW; . (17(17%)...(1J’;1))

est positif. Supposons que A soit dans un compact K de M, (R) et
donnons-nous M > 0 tel que [JA < M pour tout A € K. Par inégalité
triangulaire on a alors

P JA)*
lexp A — fp(A)] € o AT +
exp ) g(k !'p ) )‘ m ;Sp';_l
p & OME
g (U k(p— M‘ )MA +k§+; '
M
<e (]+ 'p)

Le majorant tend vers 0 lorsque p tend vers I'infini.
2. On utilise des développements limités. Lorsque ¢ tend vers Uinfing,

on a
A A 1
expl— | =L, +—+ol - ].
P p v

en (%) exp (ZE)) = 7(A+B 1 o(1)) = fo(A + B+Cy),

Il en découle que

olt (Cp) est une suite de wnatrices convergente vers (L Soit £ > 0 et
M > ||A+B). Lasuite ( f,,) converge uniformément sur la boule centrée en
0 de rayon M. Fixons po tel que pour tout p = po, [|fp—exp | 50.m) € &
Or pour p assez grand, A 4+ B + C, est dans la bonle de centre et de
rayon M. Par l'inégalité triangunlaire, pour p assez grand, ou a
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Ifp(A+B+Cp)— C [<|felA+B+C,) - gh+B+Cr
A4+B4C A+B ”|

“+

lle 7

e+ APy — AT

et par continuité de Uexponentielle, pour p assez grand, on a || fp(A+B-+
Cp) —eMB|| < 2e. Cela permet d’affirmer que fp(A + B +0(1)) converge
vers exp(A + B). On procéde de méme pour la seconde limite mais avec
un développement limité 4 l'ordre 2. On a

. (A)e (B) [ A+B+A2+2AB+B2+O(1)
28 - X — ] = in —
PAp/) 7P o 2p? p?

et de méme pour le second terme en replacant A et B par —A et —B.
En faisant le produit il vient

A B A B AB - BA 1
exp (-) exp (—) exp (f—) exp (__) =lh+—=—+o (—2) .
p p p p p p

On conclut comme précédemment.

3. Il est clair que ¢ contient la matrice nulle car I, € G ot que
G est stable par produit par un scalaire. Montrons la stabilité par la
somme. Soit A, B deux éléments de G. Pour tout ¢ € R ef tout p € N* la

. tA tByY .
matrice [ exp » exp " est dans G, puisque G est stable par

produit. Comme G est fermé, la limite lorsque p tend vers linfini qui

vaut exp(t{A + B)) est encore dans G. Ainsi A+ B € G et § est un

sons-espace vectoriel de M, (R). A Taide de la seconde limite ci-dessus

on voit de méme que si A, B sont dans G, alors AB-BA =[A,B] €6 «
Par définition, G est Ualgébre de Lie du groupe G.

L’exercice sutvani détermine ainsi Ualgébre de Lie du sous-groupe des
rotations.

4.31. Algébre de Lie de SO, (R)

Déterminer § = {A € M, (R), ¥t € R, exp(tA) € SO, (R)}.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
e Soit A € S, Pour tout ¢ € R, exp(fA)exp(t(*A)) = . En dérivant
par rapport & £, on obtient

0= Aexp(tA) exp(t(*A)) + exp(tA) exp(t(*A)) (*A)
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car pour toute matrice B, dexp(AB)

= Bexp(AB) = exp(AB)B. Pour
t =0, on obtient A + *A = 0. Donc A est antisvmétrique.
e Soit A € M, (R) antisymétrique. Alors exp A € SO, (R). En effet,

on a
expAf(expA) = expAexp(*A) =expAexp(—A) =1,

et detexp A = exp(TrA) —exp0 = 1.

Comme pour tout ¢+ € R, fA est antisymétrique, exptA € SO, (R) et
done A e 8.

Conclusion. & = {A € M, (R),A = A} est 'espace des matrices
antisymétriques. <1

Dans Uezercice 1.56 du tome algébre 3 le lecteur trouvera la preuve
du fait que Uerponentielie établit une surjection de lespace des matrices
antisymétrigues sur SO, (R).

4.32. Sous-groupe fermé de SLy(R)

Soit G un sous-groupe fermé de SLy(R), non commutatif, tel
que G = —G et pour tout M € G\ {Iz, -L}, | Tr(M)| > 2.

Soit Gg =G \ {IQ, —12}.

1. On munit-M32{C) d'une norme d’algébre quelconque. Pour
A € My(C) telle que [|A| < 1, on pose

o0 AP
In(I, + A) = Z(*l)nﬂ_"
n=0 n

Montrer que, pour toute matrice A € M3(C) telle que [|[A—1]| < 1,
onaexp(lnA) = A

Omn suppose gu’il existe une suite (A, ) de Gg qui converge vers L,,.

2. Montrer qu’il existe une matrice H € M3 (R) de norme 1 telle
que, pour tout { € R,

exp(tH) € G.
. N —1{A 0

3. En déduire qu’il existe P € GL3(R) tel que P ( 0 1/x )P
soit dans G pour tout A € R™.

Montrer gue cela est contradictoire avec G non commutatif. En
déduire que Gg est fermé,

(Ecole polyt echnique)
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> Solution.
1. La série qui définit le logarithme converge car elle est absolument

n 1
convergente (en effet. ||A| < 1et H(—l)”+1 % H < = lA™|| < ||A]|™ pour

n 2 1) et My(C) est complet. Soit A € B(Iy, 1). On imagine que I'égalité
demandée est facile & démontrer lorsque A est diagonalisable. Supposons
donc qu'il existe P € GLa(C) et (A, 1) € C? tels que

A—pi{ 0 )p
0 p

Alors sp(A ~ L) = {A—1,p— 1} et comme JA -} <1, A -1 < let
| — 1) < 1. On a ainsi pour N = 1,

N " A—I)n B N -1 n41 )\_1 0 L
2 R e PR L
al 2 (A— 1)n
—p1 ngl(_l) " e 0
a 0 % (_1)n+l (e — 1)11
n=1 n

_1fInA 0
, p-1
N— 400 P ( 0 ]nu)P

puisque la multiplication par P et P! est continue. Ainsi, on a

1 ImAx O _ Inx 0
explnA—exp[P 1( 0 ]H;L)P:L:P Lexp {( 0 ln,u)]P

o1 exp(Iny) 0 _5o1{ A D B
=r ( 0 exp(In ) P=F 0 p P—a

Il reste & vérifier le résultat pour A quelconque. Pour cela, nous allons
utiliser la densité des matrices diagonalisables dans M3 (C) {voir Vexer-
cice 4.2). Il existe une suite (A, nen de My (C) formée de matrices diago-
nalisables avec nliglm A, = A. Pour n assez grand, A, est dans Uouvert

B(I, 1) qui contient A. Quitte & tronquer cette suite, on peut supposer
que pour 1 2 0, ||A, ~I2|| < 1. Soit r € ]0, 1. Montrons que M —— In M

M — I kg il
est continue sur BTz, 7). Si M € B{Ia, 7), I’(—l)”*’lg—% < % qui

est le terme général d’une série convergente. La série du logarithme est
donc normalement convergente, donc la série est. continue, La continuité
étant une propriété locale, le logarithme est continu sur B(I». 1), Ainsi,
on a

InA, —— InA, e A,=—exphA,

n— o0 n=—r+400

expln A,
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Par unicité de la limite A = expln A.
A, — Iz} < 1. Dans ces conditions,
InA, est défini et InA, # 0 car explnA, = A, # 1. On pose

In A E ) . . .
n = Hl—Anll Etant donné que nons sommes en dimension finie et
I fp
que ||H,, )
solus-suite (Hga(n))n;o convergente vers une matrice H. Montrons que H

convient, Soit t € R. On a

exp(tH) = nliLI_IOO exp(tH ) = 11,1115130 exp

L A ]

ot
” In A;\nﬁ H

¢ t
— B — VA,
“(| In Al (| hlAm‘n)ll)) -

par continuité de In. Ainsi par continuité de exp, on obtient

£ t
exp |— —E ‘ InA n} ———exp0 =15
[ (I I A | (| In A-,am)il)) #OO] neros

Ainsi, P, s'écrit

t t
P; = e\p(fH‘p(n exp (— (m —E (m)) h'lA-u;(n))

E
et P,, converge vers eI, = /M. Or P,, = [A_ )] ( A w‘”) e (3 et

comme G est fermé, e’ = lim P, € G.
T 400G

3. SiMeGy,onaxy=X—(TrM)X +det M = X2 — (TrM)X +1
qui est de discriminant A = (TrM)%2 — 4 > 0. Donc xp est scindé &
racines simples ce qui prouve que M est diagonalisable.

Montrons que H est diagonalisable. Comme expI € G, on a

Notons pour P,, — exp [E ( ) In Aw(n)]. On a

£ H lnA\;(n)H

—— ||Inls|| =0
N+ 00

1 =detexpH =expIr H,

et la trace de H étant réelle, elle est, unlle. 1] existe & € C tel que le
spectre complexe de H soit {k.—k}. En fait, k& est nécessairement réel.
En effet, pour tout ¢, le spectre de exptH est {et* e~} = R, car les
éléments de G sont diagonalisables. En dérivant par rapport i £, €% on
a kett € R et k est réel.

Si k = 0, alors H est nilpotente, H> = 0 et expH = I, + H. On
en déduit TrexpH = Trly + TrH = 2 + 0 = 2 et comme expH £ G,
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expH = £Iy i.e. H=0o0u H = —2I;3. Ces deux cas sont exclus, puisque
H est de norme 1. Donc & est nou mi et H est diagonalisable. 11 existe

P ¢ GLo(R) tel que H = P! (k 0

0 —k )P et, pouy tout t € [,

Kt 0
exptH = P! ( tn okt )P € G.

Finalement, pour tout A € R*,

i A0
P (Ol/A)PEG'

On pose Ay = ( 3 1?)\ ) - Quitte & retuplacer (3 par un groupe conju-

gué, on peut supposer que Ay € G, pour tout )\ € B,
eoi1 a b

Comme G est non commutatif. il existe M = c d) € G tel que

b # 0 ou ¢ # 0. Considérons une telle matrice. Montrons qu'alors b £ 0
1 0 o

efa 1 >
dans (i, ce qui est impossible car cette matrice est distinete de Ip et —Ia
et pourtant sa trace vaut 2. On en déduit que b # 0 et ¢ # 0.

Soit A > 0. Un petit calcul nous donpe

2
AsMA, = (a? d/h/\.z )

A l'aide d'une étude de fonction. on constate que si ad < 0, il existe
A > 0 tel gue Te(AZMA,) = |aX? + d/X*| < 2, ce qui est impossible
car AyMA, € G. Par conséquent ad > 0. Comme G = —G, on pent
supposer a > Uet d > 0.

En prenant A = (d/a)1/4, an prouve que

ct ¢ # 0. Supposons que b = 0. Alors le produit MA,,, = t

On peut done supposer o =d > 0. On a alors M = ((: Z) ct a>1 car

TrM > 2. Comme 1 = det M = ¢ - be, be = a? — 1 > 0.
Soit A > 0. Calculons M’ = M?A,M~! (XA > 0). On a
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