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Introduction

(ol ouvrage est le premier des six tomes d’un recueil d’exercices de
mndhématiques destiné & la préparation des oraux des concours d’entrée
mix 1deoles normales supérieures et 3 1'fcole polytechnique. Trois vo-
[wimes seront consacrés & algébre et trois 4 'analyse,

L vocation premitre des Ecoles normales est de former des cher-
vhenrs ou des enseignants-chercheurs. Le concours d’entrée vise donc
o détecter les qualités scientifiques du candidat, son aptitude 3 la re-
cherehe, A loral, on jugera avant tout la capacité de prendre des ini-
Lintives, d'utiliser une indication, de mener & bien une démarche. On ne
mera pas surpris que les exercices posés aient un contenu mathématique
viche, qu'ils solent trés éloignés du simple exercice techmique, d’appli-
rolion du cours, qu'ils soient souvent difficiles, Ils visent la plupart du
lemps &4 la démonstration d'un résultat mathématique significatif, Tls
ponrraient apparaitre excessivement difficiles, si on perdait de vue le
iléroulement concret de 'épreuve. L’oral des ENS est un long dialogue
(I'épreuve dure environ cinguante minutes, comme d’ailleurs & I’Ecole
polytechnique) entre le candidat et examinateur, qui tout au long de
['¢preuve fournit des indications, quand c’est nécessaire, pour relancer la
réllexion du candidat et tester ses réactions. Il est d’ailleurs impossible
de rendre pleinement compte dans un recueil d’exercices du caractére
wral de Pépreuve.

L'Ecole polytechnique, quant 3 elle, est plus généraliste. Les exercices
pusés au concours sont de facture plus classique et, en régle générale,
I'examinateur intervient moins. C’est au candidat de montrer sa maitrise
(In programme dans la résolution d'un exercice dont la difficulté est ce-
pendant trés variable. Certains sont proches des exercices d’ENS. Les
foneés circulent d’ailleurs d’un concours & 'autre, ou peuvent méme
¢tre repris d’exercices d’Olympiades.

Les énoncés qui figurent dans ce recueil, ont été donnés entre 1994
ot 2006. Tls sont extraits pour ’essentiel des listes publiées chaque année
par la RMS (Revue des mathématiques de Uenseignement supérieur
aux éditions Vuibert jusqu'en 2003 et désormais Revue de la filiére
Mathématiques aux éditions enet) dont nous remercions les auteurs
pour l'aide précieuse qu’ils apportent ainsi aux éléves et aux profes-
seurs des classes préparatoires. Il s’agit de versions communiquées par
les étudiants, reflétant la compréhension que ceux-ci ont eue de Pexer-
cice et le déroulement conjoncturel de leur oral, comme le montrent les
variations d'une année & l'autre pour un méme exercice. Nous n’avons
pas hésité & les modifier, pour rectifier des erreurs, compléter un énoncé
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quand manifestement l'exercice s'est arrété avant que le résultat que
I'examinateur avait en vue he soit atteint, ou ajouter des indications.

Nous avons choisi de laisser quelques énoncés «bruts», ceux pour les-
quels nous estimons qu'une démarche naturelle (qui peut étre longue et
ardue) permet de conduire A la solution. Pour d’autres exercices, nous
avons pris la liberté de rajouter des questions intermédiaires, qui auraient
pu étre celles posées par 'examinateunr. Quitte & perdre en concision,
nous avons tenu i rédiger les solutions les plus pédagogiques possible,
essayant d’exposer clairement les idées et démarches de raisonnement,
sans escamoter les détails ou caleuls qui penvent paraitre évidents, On
évite autant que possible I'introduction d'une astuce ou d'un objet ad hoc
permettant d’atteindre rapidement la solution. 8'il 0’y a pas moyen d’ex-
pliquer 1'origine de cette astuce, c’est que I'exercice est peu intéressant
et que 1'étudiant en tirera peu de profit.

A Dintérieur de chaque chapitre, les exercices omt été regroupés
thématiquement et & l'intérieur de chaque théme, souvent par ordre de
difficulté croissante. Ainsiregroupés, ils apparaitront plus accessibles, car
plongés dans leur contexte mathématique, éclairés par d’autres exercices
voisins. Les introductions historigues qui ouvrent chaque chapitre, outre
leur intérét propre, visent au méme but. Enfin, nous avons agrémenté
les énoncés de quelques remarques préliminaires. Sans faire de rappels
de cours systématiques, nous avons énoncé, voire redémontré, certains
résultats : letnmes classiques, intervenant dans la résolution d'un grand
nombre d’exercices, ou résultats au contraire a la lisiere du programme,
mais utiles, pour lesquels des éclaircissements étaient nécessaires. On
trouvera aussi des remarques de synthése ou des généralisations qui,
nous 'espérons, pourront amener le candidat curieux & approfondir ses
cormaissances. Les quelques indications bibliographiques ont le méme
objectif.

Le lecteur ne tirera profit de ce livre que s'il cherche des solutions per-
sonnelles des exercices avant d’en étudier les corrigés. Une bonne connais-
sance du cours est indispensable. En effet. les théorémes du programme
fournissent bon nombre de schémas de démonstration. Rappelons aussi
quelques démarches générales qui peuvent faciliter Pappréhension des
exercices difficiles :

> l'étude de cas particuliers permet souvent d’entrevoir les idées
qu’il faudra mettre en ceuvre dans la résolution du cas général. Ce peut
étre 1’étude du probléme pour les petites dimensions, dans un exercice
d’alggbre linéaire, I’étude du probléme dans Z pour un exercice ou il est
question d'un anneau quelconque...;

> le renforcement des hypothéses peut aboutir & un probléme plus
simple : cas ol le corps est algéhriquement clos, s'l est question d'un
corps K ou d’un K-espace vectoriel ; cas oi1 les matrices sont diagonali-
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sables dans un exercice d’algébre linéaire; étude du cas ol la fonction f
est. supposée dérivable au lien d’étre seulement continue en analyse...;

b parfois, 'étude de certains cas particuliers permet d’atteindre le cas
pénéral : probléme linéaire qu'il suffit de traiter sur une base: passage
at cas général par des arguments de densité. ..

Au-dela des étudiants en classe préparatoire, ces ouvrages intéresse-
ront aussi les candidats au CAPES et & IAgrégation, qui y trouveront
matiére & réviser les principales notions du programme, ainsi que des
cxemples pour nourrir un développement pour leur oral.

Ce premier tome est consacré & l'algébre générale (combinatoire,
groupe, anneaux, corps. arithmétique, polyndmes) et aux éléments de
hase de l'algebre linéaire (espaces vectoriels, matrices). Il couvre de
maniére assez compléte le programme d’algebre des classes préparatoires
scientifiques et pourra déji étre utilisé par des éléves de premigre année.
La matiére des différents chapitres est assez classique, sauf peut-étre le
premier qui fait appel 4 des techniques assez diverses. Le second tome
d’algébre contiendra la réduction, I'algebre bilinéaire et multilinéaire et
ln géonétrie. Enfin le troisiéme et dernier tome d’algébre portera sur les
cspaces enclidiens, les espaces hermitiens, les formes quadratiques et la,
péométrie.

Nous remercions André Bellaiche, René Cori et Rached Mneimné,
ainsi que nos €léves, pour leur relecture approfondie de 'ouvrage et leurs
wombreuses suggestions, tant sur le fond que sur la forme.

Outre les notations habituelles, indiquons que E(z) désigne la par-
lie entiere dn réel et que le cardinal d'un ensemble fini X est noté
indifféremment Card X ou |X|. Nous avons choisi de conserver la nota-
tion de Pascal C¥ pour désigner les coefficients binomiaux plutot que la

. n
uotation anglo-saxonne ( k)'

Enfin, si vous sonhaitez nous contacter pour nous faire part de vos re-
marques, vous pouvez envoyer un courriel a 'adresse fgn. cassini@free. fr.



Chapitre 1

Combinatoire

L'Analyse combinatoire {ou plus bricvement la combinatoire) est la
partie des Mathématiques qui s’occupe des configurations finies. Par na-
ture, elle intervient dans de nombreuses branches des Mathématiques :
arithmétique, théorie des graphes, théorie des groupes... Les techniques
nlilis€es sont trés varides : séries génératrices, analyse asymptotique...

Les exercices qui suivent traitent essentiellement du dénombrement,
(i consiste 4 déterminer le nombre de configurations possibles d'un cer-
tain type : nombre de bijections sans point fize d'un ensemble de cardi-
nal n, nombre de matrices inversibles de taille n sur un corps fini... A
lo. base du dénombrement se trouve Uétude de structures élémentaires :
nombre d’éléments d'un produit cartésien, d'une réunion, nombre d’ar-
rungements, de combingisons — gui onl donné leur nom 4 la combinae-
logre,

La méthode la plus naturelle pour dénombrer un ensemble de configu-
rulions consiste 4 établir une bijection entre cet ensemble et un ensemble
dont le nombre d’éléments est déja connu. Mais ce nwest pas toujours
la. plus facile. Donnons un evemple ot il s’agit non pas d’effectuer un
dénombrement, mais d'établir une identité. Pour montrer que dans un
ensemble B, il y ¢ autant de sous-ensembles de cardinal pair que de sous-
ensembles de cardinal impair, on peut utiliser la formule du bindme de
Newton :

113
0=(1-1"=> (-DFcE=3"cE- 3 ck

k=0 k pair k impair

On peut aussi établir une bijection entre Uensemble des sous-ensembles
de E de cardinal pair et celui des sous-ensembles de cardinal impair,
par exemple comme ceci : on fize o € E; ¢ A on associe A\ {a} si
A contient a, AU {a} sinon. De lelles démonstrations ot les égalités
d’entiers traduisent des bijections entre ensembles finis sont appelées
«démonstrations combinatoiress».

Dans les cas ot un dénombrement exact est impossible, on s’inté-
ressera 4 une évaluation asymptotigue du nombre de structures.

Les exercices proposés dans ce chapitre concernent des sujets trés
nariés et illustrent plusieurs techniques combinatoires importantes. fls
sont en général assez difficiles.

Le premier exercice voit apparaitre lo célébre suite de Fibonace:.
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Léonard de Pise, plus connu sous le nom de Leonardo Fibonacci est un
des rares mathématiciens du Moyen Age qui soit passé a la postérite.
C’est dans le Liber Abacci. éerit en 1202, qu’apparait la suite qui
porte son nom. Cet ouvrage remarquable, qui o introduit 'usage des
chiffres arabes en Europe, réunissait presque toutes les connaissances en
arithmétique et en algébre de 'épogque. Lau suite de Fibonacei o révélé par
la suite de multiples propriélés extraordinaires. On la rencontre oussi
bien en botanique en comptant les pétales des fleurs ou les écailles
des ananas (¢'est lo phyllotazie), que sur les marchés financiers ot
les analystes graphiques essaient de s’en servir pour prévoir Uampli-
tude des mouvements de hausse ou de baisse d’une action (ratio de Fi-
bonacct). Elle apparait dans Dexercice suivant, qui fournit un premier
exemple de situation combinatoire od Uon utilise un raisonnement par
récurrence. De telles situntions se rencontrent chaque fois qu’il est pos-
sible de construire les configurations de rang n & partir de configurations
de rany tnférieur, ce qui est fréquent en combinatoire. Historiquement,
c'est d’ailleurs pour donner une prewve solide de la formule des combi-
naisons (donnant la valeur de CE) que Pascal a formulé pour la premiére
fois de fagon claire le principe de la démonstration par récurrence.

1.1, Nombres de Fibonacei

Déterminer le nombre a., de manitéres de recouvrir un damier de
dimension 2 X n avec des pibces de dimension 1 x 2. Montrer que si

1 1 \/3 n-1
7 est assez grand, a, est la partie entiere de 3 + — (ij——) .

VA
(Ecole polytechnique)

r> Solution.
On va effectuer ce dénombrement en établissant une relation de
récurrence. Les configurations ci-dessous montrent que a1 =1, as = 2 et

013:3.
n=1 n =2 n =3

] |

I | | -

On partitionne ensemble des dispositions dans un échiquier de taille

n + 1 selon que la case {1, n -+ 1) est recouverte par un domnino vertical
ou horizontal. Dans le premier cas il reste &4 recouyrir un échignier de
taille 2 X n ce qu'on peut faire de a, maniéres. Dans le second cas, le

domino qui recouvre la case (2,n + 1) est lui aussi horizontal et on a
Gr—1 possibilités de recouvrir 'échiquier 2 x (n — 1) restant.
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a, possibilités Oy possibilités

[ ]
[ ]

La suite (a,) vérifie donc la relation de récurrence a1 = 0y +an—1.
O peut poser ag = 1 et on reconnalt alors, & un décalage d’indice prés,
la suite de Fibonacci. L’équation caractéristique associée & cette suite

1+\/_

nombre d'or” et — @ . On obtient alors, en tenant compte des condmons

initiales, la formule®

réciurente linéaire est 2?2 — 1 — 1 =20 et ses racines sont & —

1 1\
— n+l _ f_ —
n= (o= (3) )
- 1 14 \/5 n4l 1— \/g n+l
v — 5 .
n41
Comme u, = 1 - 75 (1+2\/_ — ay, tend vers 1 la partie

ciliére de w, est nulle pour n assez grand, Or celle-ci verlﬁe I’égalité

n+1
E(u,)=E (% + % (l:;—\/g) ) — Q.

1)’oi1 le résultat de la seconde question. <

Nous abordons maintenant le classique probléme des dérangements
posé pour lg premiére fois en 1708 par Pierre Rémond de Montmort dans
son livre Essal d’analyse sur les jeux de hasard : si n personnes quiftant
wne réunion, premnent au vestinire un parapluie au hasard, guelle est
fa probabilité pour que personne n'att son propre parapluie ? Nous allons
aborder ce probleme de plusieurs maniéres différentes. Le premier énoncé
cn propose une résolution élémentaire.

1.2. Nombre de dérangements {1}

P
1. Caleuler Y (—1)*CECE™ pourO pEn.
k=0

1. Ainsi noté en I'honneur du grec Phidias (V© siecle avant notre &re) qui décora
notamment le Parthénon.

2. Dite formule de Binet (1843} mais injustement dénommée pnisque Euler 'avait
dléja découverte en 1765,
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2. Soit Dy le nombre de permutations de S, n'ayant pas de
T

point fixe. Montrer que ¥~ CED,_, = n! (on pose Dy = 1).

k=0
3. Montrer que D,, = n! i (-
: q n AR~ .
(Ecole polytechnique)
> Solution.
1. Ona
P =
: nl(n !
(~DFCRCE = Y (-1
g n k g_:,) ) kli(n — BY(p — B)!(n — p)!

( )*CLCy

Il
rmv

Osipz1
— (v _ 11 —
=Cl-1 _{lsip:()

2. Soit n 2 1. Notons Py I'ensemble des permutations de &, ayant
exactement & points fixes. 1] est C]a,11 que {Pg,Pq,.... P} est une par-

tition de &,,. En particulier n! = Z Card(P). Nous allons montrer que
&=0

Card(Py) = CXD,_, pour tout k. On a par définition Card(Pg) = D, et
Card(P,) = 1 = C2Dyg, car seule I'identité possede n points fixes. Pour
k 2 1, un élément de Py est parfaitement déterminé par le choix de ses
points fixes (CE possibilités) et par le choix de la permutation induite sur
les 7 —k éléments restants (D, possibilités puisque cette permutation
est un dérangement d’un ensemble 4 n — & éléments). Remarquons en
passant que Dy = 0 et que effectivement P,—1 est vide : une permutation
ne peut avoir exactement n — 1 points fixes! On a donc

= i CiDn = i CEDx |
k=0 k=0

3. On part du memhbre de droite de 'égalité demandée. On a

(i 1)) S (-1)FCE(n - k) fj 1)kcg§cp_k9p

k=0 k=0 p=0

en remplagant le terme (n—k)! par la formule obtenue dans la question 2.
En échangeant l'ordre de sommation, on obtient griace 4 la question 1,
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o(E )5 (Breteron v, -

k=0 p=0 \k=0

{Ine seconde possibilité, pour aboutir directement 4 cette derniére
reinlion, consiste 4 ulidiser lo formule du crible (celle-ci est rappelée
dans o solution de Uerercice 4.33). En effet, st on note U; lensemble
des permutations de S, fixant Uentier 4, pour 1 € i € n, on oblient

T
D, =n! - Card(U U,;). Le cardinal de o réunion s évalue alors facile-
i=1
went 6 Uaide de la formule du crible. Nous invitons le lecteur & achever
vr eafcul,

Dans Vexercice sutvant, ['utilisation des séries entiéres fourmit une
Iroisieme voie pour inverser le systéme linégire donné pur les relalions
de la question 2 ci-dessus et obienir la formule de la question 5.

1.3. Nombre de dérangements (2)

On note toujours Dy, le nombre de permutations d’un ensemble

ivn éléments n'ayant pas de point fixe.
e

1. Calculer 3 CED,.
k=0 00 [y,
2. On considére la série entitre 3 B
k=0 .
génératrice exponentielle de la suite (D )new). On note D sa somme.
Minorer son rayon de convergence R. Calculer D(2) pour |z] < R.
!

, {on Vappelle série

3. En déduire que Dy, est la partie entiére de E‘ + 3
(Ecole polytechnique)

[> Solution.

7
1. Voir la solution dans I’exercice précédent : 3 CEDy =n!.
par

Dy
k!
définissant D(z) est supérieur ou égal & 1.
Pour calcuter D{z) on utilise la relation précédente. Elle peut s'écrire.
kil i
pour tout n € N n! = kZ::n k'(nle)' Dy, ou encore 1 = k2=:0 %ﬁ ff.:.:_—lk—)'
On reconnait le coefficient d’ordre n du produit de Cauchy des séries

2. On a évidemment 0 £ < 1, donc le rayon de la série entigre

1
entidres ¥ %zk et Y sz' On en déduit que pour |z| < 1,

+0 1
D z — T2 —
(2)e Z z T

n=0
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d'oir V'on tire, D(z) = % (c’est ici que s’effectue ]'inversion). 1l ne
reste plus qu'a développer en série entitre pour obtenir Dg. On a, pour
400 ¢ 1hk
tout z € C, e™* = 3~ ( kl') 2% 1l en résulte que pour tout k& € N,
ke
k
}: p - (est bien le résultat obtenu dans 'exercice précédent,
B +oG ¢ _1\P
3. On a, d’aprés ce qui précéde, é= Z ( 1) = % + Rg, ot
400 (=1)P R )P
Re= ¥} . Ainsi, — 5 = Dy + +k‘Rh La série }:
p=k+1 € =
vérifiant le critere des séries alternées, on sait que |Ry| < @41_—1)1 Pour
1 1
> 1 M| < 1 <L
k=1, 0ona done [kRg| < P < 3 et donc
ko1
Dy =E (7 + -—) R
e 2

La formule est par ailleurs aussi vérifiée au rang k = 0. «

Remarquons que la proportion de dérangements % tend vers le

nombre 1_ 0,368... lorsque n tend vers {infini. En particulier le rayon
de convergence de la série entiére D ci-dessus est e,

Dans Uexercice suivant on établit de maniére combinatoire, une autre
relation de récurrence gui permet le calcul de D,,.

1.4. Nombre de dérangements (3)

Les notations sont les mémes que dans les deux exercices
précédents.
L. Etablir, par une preuve combinatoire, que pour tout n 2 2,

Dn+1 = 'ﬂ,(Dn + Dn—l)'

2. En déduire que pour tout n» 2 2, Dy = nDp_; + (—1)™
3. Retrouver la valeur de D,,. )
(Ecole polytechnique)

> Selution,
1. Scit D, l'ensemble des dérangements de [1,n]. Si ¢ € D,y,.
I'image de n + 1 par o est dans [1,n]. Pour tout & € {1,n], on note
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I, I'cnsemble des éléments ¢ de Do tels que a(n + 1) = k. Les Fy
jrutitionnent Dy .

Nous allons prouver que le cardinal de Fy, est égal a D, + D,—; quel
ijue soit Pentier & On fixe done k et on partitionne Fy en deux : G
tlesigne ’ensemble des ¢ € Iy, tels que o(k) = n 4+ 1 et I désigne le
complémentaire de Gi dans Fg. Il est clair qu'un élément de Gy est
prlaitement déterminé par sa restriction a Pensemble {1,... bk —1,k+
[,...,n}, cette restriction devant étre un dérangement. Il en résulte que
Cird(Gg) = Dy,_1 . Cherchons maintenant le cardinal de Hy. Soit o € Hy.
Aors e~ (n + 1) # k. Considérons le dérangement & de [1,n] défini par
a(i)=c(t) pouri# o~ (n+1), et d(c"(n+1)) =k (on a simplement
weonrt-civcuité» n 4+ 1). Il est clair que 'application de Hy dans D, qui
n oo associe & est bijective de sorte que Card(Hg) = D,. On obtient
done Card(Fg) = Dap—1 + Dy, pour tout k, ce gui donne la relation de
récirrence Dy, 1 = n(Dy + Dp_y).

2. On effectue une récurrence sur », le résultat étant vrai pour n = 2
juisque Dg = 1 et Dy = 0. Supposons la formule vraie au rang n. On a
nlots

Dpy1 =n(D, + Dpoy) = 0Dy + 0Dy
=nDp 4 Dy — (~1)" = (n+1)D,, + (-1)™1,

eo qui est la formule au rang n + 1.
3. En divisant la relation précédente par ! il vient, pour tout n = 2,

Do Dot + (1) . En sommant cette relation pour les indices
nl ~ (m 1) n!
2,3,...,n, on retrouve la formule
n &
(1)

Notons gue les relations des gquestions 1 el 2 s’obtiennent facilement
d partir de lo série entiére D de Uexercice précédent. 11 suffit pour cela
de dériver lo relation (1 — 2)D(2) = e™*. Dans son ouvrage de combina-
ioire?, Comtet suggére Uezistence d’une preuve combinatoire directe de
la relotion de lo question 2. Celo ne semble toutefois pus trés focile. ..

Dans Uezercice suivant, on rencontre les célébres nombres de Catalan
i travers le probléme des parenthésages. (est un exemple ot 'emploi des
séries génératrices se révéle incontournable.

3. COMTET (L.), Analyse combinatoire, tome 2. PUF, 1970, p. 11.
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1.5. Nombres de Catalan

On considére un ensemble muni d'une loi de composition interne
non associative et n éléments aq,...,a, de cet ensemble. Combien
de valeurs différentes peut prendre le produit ajas...a, 7

(Ecole Polytechnique)

&> Solution.

Commencons par préciser 'énoncé. Pour calculer un produit de
n éléments ai,...,a, on doit indiquer lordre dans lequel faire les
opérations 4 1’aide d'un parenthésage, comme par exemple {(a1(aza3))a4)
pour n = 4. Bien entendu, pour des éléments donnés, il se peut que deux
parenthésages distincts conduisent au méme résultat : ainsi pour une loi
associative, comme 'addition sur R, tous les parenthésages donnent la
méme valeur ! L'énoncé demande en fait de calculer le nombre total de
parenthésages du produit a:0s...a,. Il est en effet facile de construire
une loi de composition interne pour laquelle deux parenthésages distincts
conduisent toujours a deux produits distinets.

Nous noterons C,, ce nombre de parenthésages. On a clairement
C; = Cz = 1 et pour n = 3, on peut écrire (a1a2)as ou a;{agas), donc
C3 = 2. Pour n 2 2, tout produit des a; s’écrit d'une maniére et d'une
seule (a:...ax)(0k41.--8r) avec 1 < &k < n — 1. En effet, il suffit de
considérer le dermer produit effectué. Les deux termes qui forment ce
dernier produit sont bien définis. Puisqu'il v a respectivement Cj pa-
renthésages possibles pour le premier facteur a; ...ay et C,_g pour le
second facteur az.q...an, il y a CiCp_j parenthésages possibles o le
premier facteur dans le dernier produit effectué contient k& termes. On

obtient donc
n—1
Co= CrCnt.
k=1

Cette relation fait penser 3 un produit de Cauchy. Il convient d’ob-

server tout de méme que la relation n’est pas valable pour n = 1,
+ o0

Considérons f(z) = 3 C,a™ la série entitre génératrice des C,,.
=1

Analyse. Supposons que son rayon de convergence R soit différent
de 0. Dans ces conditions, pour z € R, |2| <R on a

“+oo fn—1
HONESY (chcn k,) ZC ™ = f(x) — =

n=2 n=2

Cette équation f(z)? — f(z)+z = 0 du second degré en f(%) a un diseri-
minant A = 1—4z et pour z < 1 % /1-4z

7 onaura done f(x) =
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nvee g{xz) = 1. Comme f est continue sur son intervalle ouvert de
thifinition, il en est de méme de ¢ qui est donc constante. Comme
f{0) -0, onae(0) =—1 et done

1-+v1-4x

Mynthése. Considérons la fonction f @ 2 — —r—-= qui est
leveloppable en série entiére en 0 avec un rayon de convergence égal

+00
i |1 . Elle vérifie f(x)? — f{z} -z =0. Si on écrit f(z} = ¥ Cpz™ son
. n=1

éveloppement en série entidre, la relation f(z)? = f(z) — x_donne, par
inieité des coefficients, pour n > 2

n—1
n = Z Ckcn—k-
k=1

Comme f(z) = z-+o(x) en 0, on en déduit que C; = 1 =€, et finalement

mr récurrence que C,, = €, pour tout n € N* et R = %

. . 1
Pour l'expression de Cp, dérivons f. Pour |z| < grona

fiz) = = (1 - dz)”'/.

1
Vv1i—4z
Le développement classique de (1 — «)® donne en occurrence

£ (5

n=0

&1 (2n)! 4rgn —f @) 0w
224 (2n = 2).(2n) ! = an(n!)?
+o0
= Z Cg,z™.
n=0
—+ oo kil
Comme f(0) =0, on en déduit que f(z} = Y. %TIRH' On aboutit
n=0
i
Cn, 0271, 2 . <
n

Les nombres de Catalan se rencontrent dans de nombreux problémes
de combinatoire. Par exemple, C, est aussi le nombre de maniéres de
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trianguler un polygone régulier a n+1 cotés ou encore le nombre d’arbres
binaires & n — 1 sommets.

Lexercice suivant s'intéresse au nombre de partitions d’un ensemble
fini. CVest ausst le nombre de relations d’équivalence sur cet ensemble.

On y fait encore usage de séries génératrices.

1.6. Nombres de Bell

Pour tout n € N*, on note B, le nombre de partitions de 'en-
semble [1, n], avec par convention, By = 1.
1. Calculer Bj, Bz, B3.

n
Démontrer que, pour tout n € N, on a B,41 = Y. CkB,.

k=0
= B, . . .
2. On pose f(z)= ¥ o z" (série génératrice exponentielle de
n=0 "

la suite (Bp)azo). Montrer que le rayon de convergence R de cette
série entiere n'est pas nul. Caleuler f(z) pour = € |-R,R|[.
3. Exprimer B, comme somme d’une série.
(Ecole polytechnique)

&> Solution.

1. On obtient B; =1, By = 2, By = 6. Pour k € [0, n], considérons
I'ensemble E; des partitions de [i,n + 1] pour lesquelles la partie de
[1,n+1] contenant n+4 1 est de cardinal k+1. On a Card Ex = CX¥B,,_,.
En effet, pour constituer la partie contenant n 4 1, il faut choisir k
élément dans {1, n], puis il faut réaliser une partition des n —k éléments
restants. Comme Eq, Eq, ..., E, forment une partition de 'ensemble des
partitions de {1, n + 1], on obtient

Bnt1 = »_ CiB, = CiB,,
k=0 =0

en faisant le changement d’indice 7 = n — k dans la seconde égalité.

. . B .
2. Pour minorer le rayon de convergence de la série > — 2" il faut
nza ™
majorer B,,. Montrons done. par récurrence sur n € N, que B, < nl.

Clest vral pour n < Jetsila prOpriété est vérifide jusqu’aun rang n, alors
< (n+ 1)L

B

On a done, pour n € N*, < 1 et le rayon de convergence R de la

série entiére est supérieur ou égal & 1.
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Calculons f(z), pour z € |-R, R[ en utilisant la relation de récurrence

demontrée dans 1. On a, pour 2z € |-R,R[, f(z) =1+ Z Brat_ 2L

o (n+ 1)
I fouction f est dérivable sur | — R R| et f'{z) = E: E;‘%]z“. On en
n=0 :
deduit que, pour z € |—R, R[, on a
, +o0 CA +oa T Bk 1 .
F(z) 2:0 Z By | 2" Z;J ;F——(nkk)‘ 2",
n= = =0 N ‘

On reconnalt dans le terme de droite un produit de Cauchy, celui des
teries 2 et Z =-.. La premiére a pour somme f(z) et la seconde
?‘L
. lles ont toutes deux un rayon de convergence supérieur ou égal &
| On a done, pour z € |-R,R][, f/(z) = f(2)e*. On en déduit qu’il
eviste C € R tel que, pour 2 € |-R,R[, f(z) = Ce?. Sachant que
{1y = Bg = 1, on en déduit que C = ~ Finalement, on obtient pour
« |-R,R],

__1 et _ et-1
f(z)fee =e .

d. La série entitre définissant la fonction exponentielle ayant un
rivon de convergence infini, on a, pour tout z € C,

eez B 4o en? B +0o0 1 400 (nz)k
= T Z 2l I
n=0 n n=0 n k=0 k!
. . s (n2)*
Considérons la série double {tin k)(n kyens définie par u, = i
N FrANLH

Ona, pour n € N,

elnz‘

2 |nzl®
Z k| = Z k! -

n! ’
k=0

|is
s T
+o00 elnl +00 (e|z|)

e #_:eelzll
nz;[] n! g::() n!

La série double est donc sommable, pour tout = € C. On peut done
¢changer Pordre des sommations et en dédnire que, pour tout z de ]-R, R},

-1 () () -E(E5)5

=() k=0 \n=0 k=0 \n=0 v
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Dapreés Punicité du développement en série entidre de f, on obtient,
pour tout k € N,

Il résulte des calculs précédents gue le rayon de convergence de la
série entiére définissant [ est en fait infini. Cetfte formule peut servir de
point de dépurt & Uétude asymptotique de lo suite By, Le lecteur intéressé
pourra par exemple étudier la premiére épreuve du concours Mines-Ponts
de 2002 qui se propose d’obtenir un équivalent de B,.

Voici maintenant un petit exercice facile qui concerne les relafions
d équivalence.

1.7. Cardinal d’une relation d’équivalence

Seit A un ensembie de cardinal n, R une relation d’équivalence
sur A avec k classes. Soit m le cardinal du graphe de R. Montrer
que n? < km. .

(Beole polytechnique)

> Solation.

Notons Aj,....Ax les différentes classes d’équivalence. On va com-
menicer par expliciter les quantités n et m. Comme les classes d'équiva-
lence partitionnent A on a déja

&
n=CadA = Card A,.

i=1

Drautre part, si T désigne la classe d’équivalence d’un élément z de A,
on a

m = Card{{(r,y} € A (v.y)eR} = Z Cardz
nEA

k L

=3 CardA, =) (Card A;)°.
i=1 z€A; i=1

L'inégalité demandée résuite alors de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. <

Le théme commun aur exercices qui suivent est Ualgébre lindaire sur
des corps finis.
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1.8. Cardinal de GL,,(K) et SL,, (K)

Soit K un corps commutatif fini de cardinal g. Déterminer le
cardinal de GLn(K) et celui de SL,,(K)

»

(Ecole normale supérieure)

| - Solution.

Choisir une matrice inversible de taille n revient & choisir la famille
{¢4,...,Cy) de ses n colonnes, famille qui constitue une base de K”.
I"our le choix de Cy, on a donc g™ — 1 possibilités : elle doit simplement
#lre non nulle. Pour chacun de ces choix, on a ¢ — ¢ possibilités pour
I colonne Cq (elle ne doit pas appartenir a la droite engendrée par Cy).
I'uis on a ¢™ — ¢* possibilités pour Cs (elle ne doit pas étre dans le plan
Kol @ KCp). Plus généralement, si Cy,Cs,...,Cy_; sont fixées, on a
q" - ¢"=' choix possibles pour Cy. En effet, il doit simplement étre en
tlchors de Pespace KC; & --- § KCy_ et cet espace de dimension k — 1
i, de cardinal ¢*~'. Finalement, on obtient

| GLa(K)| = (¢" - 1)(¢" —a)(¢" —¢°) .. (" — " 71)|

L’application det : GL,(K) — K* est un morphisme surjectif de
proupes de noyan SL, (K). Nous savons alors (cela est redémontré dans
I'uxercice 2.4) que |Imdet | x | Kerdet | = | GL,(K)[, de sorte que

" -H{¢" " —¢) .. ("¢

8L (10)] = | -

Dans Uexercice suivant on s'intéresse ¢ Uanalogue du groupe spécial
orthogonal sur le corps Z/pZ.

1.9. Cardinal de SO:(Z/p7)

Soit p un nombre premier. On note SO2(Z/pZ) I'ensemble des
matrices M de Mo(Z/pZ) telles que ‘MM = [; et det M = 1. Soit
up le cardinal de SO2({Z/pZ). Montrer que up = 2, que u, = p— 1 si
p=1[4] et enfinque u, =p+1sip=3 [4].

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
a b

Soit M = (cd) € M(Z/pZ). Alors M € SO9(Z/pZ) si et
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sewlement si detM = 1 et M1 = "M, Or, si detM = 1, M~! est
égale b la transposée de la comatrice de M, c’est-d-dire & la matrice
M = (dc 'ab . Ainsi, M’ = 'M équivaut & ¢ = d et b = —c. Finale-
ment, M appartient & SO2(Z/pZ) si et seulement si (a,b,c,d) vérifient
le systeéme

a=d a=4d
b=c¢ qui équivaut au systéeme b=c
ad - be =1, a4+ b2 =1

On a donc une bijection entre SOy (Z/pZ) et I'ensemble (qu'on a envie
d’appeler «cercler) S = {(a,d) € (Z/pZ)?, a*®+b* = 1}. Dans le cas réel,
S est le cercle unité de R? et en le paramétrant par (cosé,sind), 8 € R,
on obtient I'écriture classique des matrices de rotation de taille (2,2).
Evidemment ce paramétrage ne va pas nous servir ici. Cependant, le
cercle admet un paramétrage rationnel tres important gqu’on retrouve &
partir dn précédent grace aux formules trigonométriques donnant cos ¢

et sin@ en fonction de £ = tan g :

—¢? 2t
et sinfd =

cosf = ——
1412 1442

Plus %récisément. lorsque ¢ décrit R, le point M(%) de coordonnées
(% 1 it,g?) déerit bijectivement le cercle S privé du point (—1,0)
(car # = 2arctan ¢ décrit bijectivement Iintervalle | — . w[).

On va examiner si on a encore cette bijection dans le cas du corps
Z/pZ. Un probleme survient du fait que la quantité 1+ ¢ peut s’annuler
(si —1 est un carré dans Z/pZ). Laissons de c6té le cas p = 2 qui se
traite directement : on a aisément dans ce cas S = {(0,1); (1,0)} et donc
ug = 2. On suppose dans la suite que p est un nombre premier impair et
on distingue deux cas.

® Supposons que —1 n'est pas un carré dans Z/pZ, c’est-A-dire que
p = 3 [4] (voir exercice 4.34). Pour tout élément t de Z/pZ on peut
1 -¢* 2
T+ 148
A(t) € Set que A() # (—1,0). Mon‘r-ronsgque A est injective. Soit £, ' tels

2 r
que A(¢) = A(t’). On a % = %;—:rg, ce qui conduit & 22 = 2¢°,
Comme 2 est inversible dans Z/pZ, on a ¢2 = 2. En regardant les
secondes coordonnées des points A{t) et A(t'), on obtient alors 2t = 2¢
soit £ = ¢'. Done A est une application injective. Soit (z,y) € S un
point distinct de (—1,0). On cherche ¢ tel que A(f) = (x.y). L’équation

considérer le point A(t) = ( ) Il est aisé de vérifier que
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: | j ~ x conduit & #2 = i ;Z , ce qui est possible puisque z # —1. En

. T 2t ; Y .,
anlwiitnant dans I'égalité Tr5 - yon obtient ¢ = Tra On vérifie
Iciproquement, que pour cette valeur de t on a A{t) = (2,y). On en
et que

up = |Z/pZ| +1=p+ 1.

& Supposons maintenant que -1 est un carré dans Z /pZ, c’est-a-dire
ue p = 3 [4] et notons +e ses deux racines carrées. L’application A
tnlrete & Z/pZ \ {+e} reste bien entendu injective et & valeurs dans

4\ {(~1,0)}. Elle reste en fait surjective, car si (x,y) € S\ {(—=1,0)}, le
Y - # —1 de sorte

1+z 1+

ipee £ ¢ {£e}. On a donc dans ce cas,

up = [Z/pE\ {¥e}[+ 1 —p 1.

ool £ = obtenu précédemment vérifie t2 =

Dol le vésultat, <

I 'exercice suivant monitre un exemple d utilisation des opérations de
yrompes dans un probléme combinatoire.

1,10, Nombre d’involutions

Soit K un corps fini de caractéristique différente de 2. Déterminer
le iombre de matrices A € GLn(K) telles que A% — L.,
(Ecole normale supérieure)

| - Solution.

» Soit A € GL,{K) telle que A? = 1,. Comme la caractéristique de K
vl différente de 2, le polynéme X? —1 est scindé a racines simples sur K.
Il crt résulte que A est diagonalisable avec K™ = Ker{A I, )@ Ker(A+1,).
Autrement dit, A est la matrice de la symétrie par rapport au sous-espace
t* = Ker{A —I,,) paralltlement au sous-espace G = Ker(A + I,,). Soit
slors f T'application qui & cette matrice A associe le couple des sous-
cspaces supplémentaires (F, G). 11 est clair que f est injective (A est
parfaitement déterminée par la connaissance des sous-espaces F et G)
vl que son image est exactement I'ensemble des couples de sous-espaces
sipplémentaires, L’exercice revient donc & dénombrer ces couples.

¢ Pour p € [0,n] on note E, I'ensemble des couples (F,G) ol
dimF = pet F& G = K" Le groupe GL,(K) opere naturellement
sur Ey, et cette opération est clairement transitive. Notons (ey,...,e,) la
Lase canonique de K™, Fp = Vect{e,,...,e;) et G, = Vect{ep 1,...,2n).
Un a (Fp,Gp) € Ep. Le cardinal de E,, est égal 4 I'indice du stabilisateur
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de I'élément (F,, Gp) dans GL, (K). Or, une matrice de GL, (K) stabilise
(Fp, Gp) si et seulement si elle est de la forme

X0

0y
o X € GL,(K) et ot Y € GL,—,(K) (évidemment, sip =0 ou p = n,
I'un des deux éléments disparait). On a done

|GLa ()]
Card{A € GL, =1} = ,
04 =1 = 3 o o
oll par convention |GLy(K)| = 1. On peut conclure en remplagant les

cardinaux des groupes linéaires par la valeur déterminée dans Pexercice
1.8 «

Llexzercice gui suit concerne un sujet qui forme un pan entier de lo
combinatoire : lo théorie des partitions. On appelle partition d’un entier
naturel n toute décomposition de n sous la formen =a1 +as 4+ +ay
o 0 < a; € a9 €+~ < og. Les a; sont appelés les parts de la partition.
L’entier 5 admet ainsi 7 partitions qgui sontd =134 =243 =1+143=
1+24+2=14+14+1+2=1-+1+1+1+1. Cette notion est étudiée
deputs Euler & qui Uon doit déjd de trés beaux résultats, par exemple
le fait qu'un entier admet eutent de portitions en parts distincies que
de partitions en parts impaires. Ce résultat peut s’établir & Uaide de la
série génératrice 3 p(n)z™ ot on note usuellement p(n) le nombre de
partitions de n. A Uaide de Uanalyse complere, on peut démontrer la
formule de Romanujan (1887-1920)

2n

1 ~
np(n) ~~x 3

L’exercice qui suit est un joli probléme extrémal sur les partitions.

1.11. Partitions d’un entier

1. Pour quelles partitions de n sous la forme n = ay + «+- + ax
k

(oit les a; sont dans N*), le produit [ a; est-il maximal ?
i=1
2. Résoudre le méme probléme si on considére seulement les
partitions constituées d'entiers 2 a 2 distincts.

(Ecole normale supérieure)
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I- Solution.
I. Voici pour les premiers entiers les partitions réalisant le produit
nsunal

Y203 =3:4=24+2=4;5=2+3:6=34+3;T=2+2+3=3+4;
H- 24+34+3,9=34+3+3+: ..

Soil noun entier que 'on suppose supérieur & 5. L'ensemble des par-
Litions de n étant fini, on est certain d’en trouver au moins une donnant
nh produit maximal @ n = a1 + a2+ 4+ ap avec ay < a2 € - < ax.
[Mtadions les propriétés que doit avoir une telle partition.

o l.os a; sont inférieurs ou égaux & 4. En effet, si ap 2= 5 on peut le
reuiplacer par (@i — 3) + 3 et comne 3(ay — 3) > ai (car 2a; > 9}, on
s une partition de n donnant un produit strictement plus grand. C'est
nhunrde,

¢ Ou peut remplacer les coefficients égaux & 4 par 2 42 sans changer
liv produit. On pent donc supposer a; < 3.

e On aay > 2. Eneffet, si a; = 1, la partition (1 +az) +az+ - 4ax
tlonue un produit strictement plus grand.

e [l ¥ a au plus deux a; égaux a 2. En effet, g'il y en a trois, le terme
21 2+ 2 peut &tre remplacé par 3 + 3 qui donne encore un produit
Hiapérieur.

Conclusion.

xsin =03, n =3k (k> 1), 'unique partition de produit
maximal est n =3+ 3 + -.- 4+ 3 avec k foig le terme 3.

x*sin=1[3], n =3k+1 (k = 1), les partitions de produit
maximalsont n =24+24+34+3+:  4+3=44+3+34+ - +3avec(k-—1)
[oix le terme 3.

xsin=2[3],n=3k+2(k>=0), 'unique partition de produit
maximal est n =243+ 3+ -+ + 3 avec k fois le terme 3.

2. Le probléme est plus difficile mais la démarche est la méme. L’exis-
Ience est claire pour les mémes raisons que ci-dessus. On commnence par
regarder les premiers entiers. On donne toutes les partitions en entiers
distincts, celle(s) de produit maximal étant en gras.

2=2
3=14+2=3
4=143=4

b=14+4=2+3=5

6=1424+3=14+5=2+4=6

T=14+244=24+5=34+4=7

8=14+245=14+3+4=24+6=3+5=28

9=14+24+6=14+34+5=2+3+4=3+6=4+4+5=9

10=1424+34+4=14+247=14+34+6=14+4+5=24+3+5=
3+7=44+6=10 ...
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Soit n 2 5 quel'onéerit n = a1 4as+ - - +ag, aveca; < ag < -+ < ag,
ou le produit est maximal. On va ici encore étudier les propriétés que
doit avoir cette partition. Sur les exemples ci-dessus, il semblerait qu’il
faille prendre des entiers presque consécutifs, Précisons cela.

o Fait 1: il ¥ a au plus un entier de Vintervalle [a;, ax] gui n’apparait
pas dans la partition. En effet, dans le cas contraire, on peut trouver deux
éléments a < b de la partition tels que a 4+ 1 et b— 1 ne soient pas dans
Ia partition et & < a+1 < b—1 < b. Mais si on remplace alors a + b par
(a+1)+(b—1), le produit obtenu est strictement plus grand en vertu de
I'inégalité (a + 1}(b— 1) > ab (car b—a > 1), ce qui est contradictoire.

La partition est donc formée d'entiers consécutifs avec au plus un
«trous». Sur les exemples ci-dessus, il semblerait aussi qu’elle commence
toujours par 2 ou 3.

o Fait 2: on a a1 € {2,3} (on a supposé n = 3). Eneffet, sia; = 7
on le remplace par 3 + (@, — 3) et le produit est strictement plus grand.
Sia, =6 on le remplace par 2+4 et si a; = 5 on le remplace par 2 4 3.
Supposons que a; = 4. Siag = 5 on remplace ay +az = 445 par 24 3+4
avec 2x3x4 =24 >4x5=20et sia; =6 onremplace a; +a, =4+86
par 243+ B6avec 2x3 x5 =302>4 x6=24. Il reste enfin & voir que
a; ne peut étre égal & 1 ce qui est évident car si on le rajoute & ag, le
ptoduit est phis grand.

Enfin, voici une derniere propriété qui n’est pas visible sur les
exemples ci-dessus mais que 'on découvre par exemple en décomposant
14=3+5+4+6=24+3+4+5. La partition maximale est la seconde : le
6 est avantageusement remplacé par 2 + 4. Plus généralement,

o Iait 3 : si @, = 3 et si la partition admet un «trou», celui-ci est
nécessairement entre ax—; et ap (c’est--dire en dexnitre position). En
effet, dans le cas contraire, la partition s'écrit

n=3+4+ - +m-LD+(m+1)+(m+2)+ -+ a,
ou m est Pentier manquant. Mais la partition
n=24+3+-+m-L+m+m+1)+(m+3)+ - +a

donne un produit strictement plus grand car 2m > m | 2, ce qui est
absurde,
¢ On peut maintenant effectuer la synthése de ce travail. On fixe

un entier m > 3etonpose S, =243 4+ m = m(_mg—tl_) — 1. On
note enfin E,, I'ensemble des suites finjes strictement croissante d’entiers
5 ={a1,a2,....at) avant les propriétés suivantes :

(¢) les a; sont des entiers consécutifs avec éventuellement un
trou» |

(i) a3 — 2 ow @y = 3;
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(#ii) lorsque a1 = 3, 8'il y a un «trous, il est entre ag_, et ai ;
(iv) la somme a; + - - - + ax est inférieure ou égale 4 5.

I application f qui & une suite s de E,,, associe la somme de ses
Lo, a pour image Vintervalle [2,8,,,] privé de Ventier 4 : c’est ce qui
reninlle de 1étude précédente.

On se propose de montrer que f est bijective, c’est-A-dire que la
pretiiion réalisant le produit maximal est unique, ce qu’on a pu observer
A s exemples ci-dessus. Pour cela il suffit de montrer que le cardinal
m2im—6 )

ihe 1%, est égal an cardinal de Pimage de f & savoir §,,—2 = 3

Comptons les éléments de E,,.

» [l ¥ a les suites commencant par 2. [ v a m — 1 suites sans «trou» :
(5 (2,3); (2,3.4); .5 (2,3,...,m).

IYans chacune de ses suites (sauf les deux premiéres), on peut placer
mir gtrour dans n'importe quelle position, ce qui a partir de la suite
(2.%,...,k), donne k — 3 suites supplémentaires et donc k — 2 suites en
tonl. On aantotal L+ 1424 3+--- 4+ (m—-2)=1+ —————(m72)2(m_1)
l+lles suites.

#* Il v a les suites commencant par 3 sans «trou» : (3}; (3,4); ...,
(4.4,...,m). Cela fait mn — 2 suites.

« [l y a enfin les suites commencant par 3 avec un «trou» en derniere
phwe  (3,8); (3,4,6); ...; (3,4,5,...,m — 2,m); mais aussi (& ne pas
omblier!) la suite (3.4,5,...,m —1 m + 1) dont la somme est S, — 1.
O a donc m — 3 telles suites.

Au total, on obtient

(m-2)(m-1) N
2
e qui est le résultat voulu.

Conclusion. Tout entier n = 2 admet une unique partition en entiers
ilistincts de produit maximal, partition décrite ci-dessus. <

Remargquons qu’il est facile de trouver la partition optimale de proche
en proche. Supposons celle de n connue, n = @, + -+ + i, el voyons
romment obtenir celle de n + 1.

e Siay =3 et sl n'y a pas de trou, on remplace ag par ap + 1.

e Siagg =3 etsilyauntroy le n=3+4+--+(m—-2)4m, la
putition den+1 estn+1 =24+ 344+ -+ (m—2)+(m—1). Cest
par exemple le cas pourn =13 =31446; on obtient 14 =243 4+4 1+ 5.

o Siap =2 et silnyapas de trou, ie.m =24+34+---4+m, la
purtition den+lestn+1 =243+ +(m—1)+(m +1), obtenu en
remplacont m par m + 1. Pour obtenir n+ 2, on remplace m — 1 par m,
ele. Le trou se décale progressivement vers le gauche. Enfin si on ¢ une
décomposition de la forme 2+ 4 + 5 4 --- +m Pentier gui suit s’écrira
34444 m et on est ramené au premier point.

m2ym-—=06

(m—2)+(m-3)=
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L'étude de configurations d'ensembles finis obéissant 4 diverses
contraintes forme ce gu’on appelle la théorie extrémale des ensembles.
Celte définition étant assez vague. voict deuzr exemples simples de pro-
blémes de ce type : quel est le nombre mazimal de parties distinctes de
[1,n] dont deur quelcongues ont toujours une intersection non vide® ¢
Un autre exemple, moins simple, est le probléme de Sperner . quel est
le nombre mazimal de parties distinctes de [1,n] telles qu’eucune des
parties ne soit incluse dens une autre (on parle d’antichaine pour la re-
lation dinclusion) ¥ Les probiémes posés sont souvent difficiles. En voici
un exemple qui montre en outre comment un outil clgébrigue, ici les
metrices d’incidence, permet de résoudre un probléme combinatoire.

1.12, Un probléme de théorie extrémale des ensembles

Soit A un ensemble fini de cardinal m = 2 et U;,..., U, des
parties non vides deux & deux distinctes de A. On suppose qu'il
existe un entier a = 0 tel que si ¢ # j, Card(U; N U;) = a. Montrer
que n < Mm.

(Eco]e normale supérieure)

> Solution.

e Notons 21, ..., %, les éléments de A. On va traduire les relations
d’appartenance des z; aux ensembles U; a 'aide d’une matrice, appelée
matrice d'incidence. Soit M = (my;) € My, n(R) définie par my; = 1 si
z; € U; et my; = 0 sinon.

s Regardons comment se traduisent les hypotheéses sur cette matrice
M. Pour i # j on a

Card(U; N U;) = > mpmiy =a
k=1

On reconnait le terme (4, 7) de la matrice MM € M, (R). En notant d;
le cardinal de Uj;, on a donc

dl @ [4]

a dg 23
H=*'MM =

a ... a dy

4. Réponse 27 ~1. Cette valeur est atteinte en prenant par exemple la famille des
parties qui contiennent un élément fixé. Et si Ay, ..., Ay sont des parties deux & deux
distinctes qui ont la propriété menticnnée, alors les complémentaires des A; sont deux
4 deux distincts et distincts des A;, de sorte que 2p < 2™,
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{h vn montrer que cette matrice H est inversible. Cela permettra de
rnehire puisqu’alors n = rgH <€ rg(M) < m fournit Yinégalité sou-
bl

IPonr cela on va simplement calculer le déterminant de H, connu sous
fo noin de déterminant de Hurwitz. Notons (ey, .. ., e,) la base canonique
die 7 ot C la colonne dont tous les coeflicients sont égaux & ¢. On a

detH = det(C 4 (d1 — a)eq,...,C+ (dn — a)en).

n
Hion développe det H par multilinéarité, on obtient [ (d; —a) +
H =1
>4 dot({d, —a)ey,. .., (dr_1 —a)er—1,C, (dr41 —a)eii1, ..., (dp —a)en),
Ao
jmisque les déterminants ou la colonne C intervient deux fois ou plus
sl nnls, On a done

T

detH = H(di—a)—}-ai [1(d; —a)

=1 i=1 4

Ur, pour tout 4, on a ¢ < d, {car g = Card(U;NU;), pour tout j £ i), avec
Apaliié pour au plus un indice 2 (car les égalités a = d; — d; impliquent
It, - U;NU; = Uj et les ensembles U; sont deux & deux distincts). Il en
itsnlie que det H > 0 et donc que H est inversible, <

Iexercice sufvant est un autre exemple ol l'on utilise un outil algé-
trigpuee, cette fois des polynémes, pour traduire une situation ensembliste,

1.13. Ensembles définis par récurrence

On définit des sous-ensembles de N par A; =@,B; = {0} et pour
woentier 2 1,
ATL+1:BJ) +1={1'+1, $6Bn}
Bn+1 = A,AB, = (An U Bn) \ (An n Bn) .

Montrer que si p est une puissance de 2, alors B, = Bs.
Indication : on powrra considérer les polynomes P, = > Xk

kEAVI
ot Qn = 5 X* et raisonner modulo 2.

keBn (Ecole polytechnique)

| - Solution.
s L’ensemble B, 1y est la différence symétrique de A, et B,,. Regar-
oms les ensembles pour les premiéres valeurs de n. On a
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Az ={1} B, = {0}
As={1}  By={0,1)
Ay={1,2}  By={0}

Ay = {1} Bs = {0,1,2}
As = {1,2,3} Bg={0,2}
Ay ={1,3}  By={0,1,3}
As = {1,2,4} Bgs=1{0}.

Il apparait effectivement que By = By = Bg = B;.
e Suivons l'indication et posons P, = % X* et Q. = Y, X* en
kEA, keB,
regardant ces polynémes dans Z/2Z[X]. Ces polyndmes caractérisent par-
faitement les parties A, et By, Les relations de définition se traduisent
alors par les relations

Proi1 =XQn et Qnyy =Pn+ Qn, pour tout n € N,

En particulier, la suite (Q,,) vérifie la relation de récurrence linéaire a
deux termes : pour tout n = 2, Qpi1 = Qp +XQuoy, avec Q = Qo = L.
Par convention on pose Qo = 0, ce qui rend la relation encore vraie pour
n =1

® On va regarder {Q,,) comme une suite du corps K = Z/2Z(X) des
fractions rationnelles & coeflicients dans Z/2Z. L’équation caractéristique
est 72 + 7 + X = 0 (ne pas oublier qu'on est en caractéristique 2 donc
les moins peuvent é&tre remplacés par des plus). La théorie habituelle
de I'équation du second degré ne s'applique pas en caractéristique 2 : il
est impossible de passer 4 la forme canonique car 2 n'est pas inversible.
Cela dit, il existe un sur-corps K’ de K dans lequel I'équation admet
deux racines a; et az. On a

a1+ az =16t apan =X,

En particulier a; # oy car sinon 1 = 2a; = 0 ce qui est impossible. On
sait alors qu'il existe deux éléments A, B de K’ tels que, pour tout n € N,

Qn = Aol + Boj.

On détermine A et B & ’'aide de Qg et ;. Il vient A4+ B = 0, ¢’est-a-dire
A =DBet Ala; + az) = 1, soit finalement A = B = 1. On a donc, pour
tout n € N,
Q. =oal +ag.
e 1l ne reste plus qu'a calculer o lorsque n est une puissance de 2
(pour i =1 et 2). On a of = a; + X. Comme on est en caractéristique
deux, le carré d’une somme est la somme des carrés (les doubles produits
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dispavrnissent). On a done of = (a; + X)? = o + X? = oy + X + X2, De
e, on e facilement par récurrence sur p,

-~ p—1L
C‘zgjﬂ:Oéa'+X+)‘{2+X"L—i---'—i-)<{2p 1:a¢+ZX2k-
k=0

Ui en déduit que Que = of 4+ 02" = a; + a3z = 1. Donc By = {1}. «

Dans Uénoncé suivant on s'intéresse auz applications d’un ensemble
Hine dans lui-méme qui peuvent se décomposer en un produit d’applica-
Hons idempotentes.

1.14. Théoréme de Howie

Soit X un ensemble fini non vide et § une application injective
¢l non surjective d’une partie D de X dans X.

1. On suppose gque #(D) C D. Montrer qu'il existe un nombre
lini d’applications p,,...,p, de X dans X vérifiant p; o p; = p; pour
ot 4 et telles que la restriction & 1) de py o - - - o pp, coincide avec 6.

2. Montrer que la conclusion de la question 1 reste vraie sans
I"ypothase 8(D) C D

3. Soit o une application non bijective de X dans X. Montrer
il existe un nombre fini d’applications 7y, ...,m, de X dans X
verifiant m; o m; = m; pour tout 7 et telles que o = w 0. om,. Clest
le théoréme de Howie.

(Ecole normale supérieure)

I - Solution,

I. Comme § est supposée injective et que §(D) C D, on a forcément
#{1Y) = D et # établit une bijection de D sur D. Comme 8 n’est pas
nurjective lorsqu’on la regarde comme une application de D dans X,
e peut affirmer que D est une partie stricte de X. Obsgervens gqu'une
npplication p de X dans X vérifie po p = p si et seulement sl p fixe tous
less points de son image. La question est triviale si D est vide et facile si
I} est un singleton {z} (il suffit de prendre n = 1 et pour p; application
constante égale & r). Nous supposerons que D contient au moins deux
lements. Nous savons que toute permutation de D peut se décomposer
vn un produit de transpositions. Il suffit donc de traiter le cas o # est
nit: transposition, disons § = (b, c). Par hypothése, il existe au moins
un ¢lément ¢ € X\ D. Notons p, Uapplication qui envoie b sur a et qui
lixe lous les autres points de X, ps l'application qui envoie ¢ sur b et qui
lixe: tous les autres points et enfin p3 Papplication qui envoie a sur ¢ et
g fixe tout le reste. Il est clair que p;, p2, p3 sont idempotentes (i.e.
virifient p; op; = p;). Et on a
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p1 Pz b3

b — ¢ - a — ¢

c — ¢ — b — b

Comme par aillewrs pyepsop; fixe tout point de D\ {b, ¢} on a le vésultat :
la restriction de p3 o ps o p1 & D est égale & la transposition qni échange
b et c.

Notons qu’on anrait anssi pu utiliser la décomposition de la permuta-
tion # en produit de cycles a supports disjoints avec la méme idée. Pour
obtenir la décomposition d'un cycle (by,...,by) on choisit & nouveau a
en dehors de D et on considére p; qui envoie b, sur a en fixant tous
les antres points, ps qui envoie by, sur b, en fixant tous les antres
points, jusqu'd pm qui envoie b; sur by en fixant le reste, et enfin ppy4
qui envoie a sur by en fixant le reste. On vérifie comme avant que les p;
sont idempotentes et que la restriction de ppmy10pm o -op1 & D est
égale au cycle (by, ... bm).

2. On ne suppose plus maintenant que D’ = §{D) est égal 4 D. On va
utiliser une généralisation de la décomposition en cycles & support dis-
joints d'une permnutation. Prolongeons momentanément # & D’ en disant
que les points de I\ D sont fixes. On définit alors la relation binaire R, sur
DUTDY en disant que xRy s’il existe un entier naturel k tel que y = 0% (x)
our = 8%(y). Il ’agit clairement d’une relation d’¢quivalence sur DUD'.
Décrivons la classe d’nn élément. Soit z € D). Si les images successives de
a par 6 restent toutes dans D alors, comme dans le cas des bijections, il
existe nécessairement un plus petit entier k tel que §*(z) = z et la classe
de x est égale & {z,6(z),...,8% {z)}. L'alternative est qu’il existe un
entier k tel que 6% (z) ne soit plus dans D. Les itérés de z par f s’arrétent
alors & cet élément. On regarde alors si z est ou non dans D', Si oui, il
est I'image par € d’un unique élément z; de D : la classe de z est la
méme que la classe de 21. On regarde alors si 21 est encore dans D' on
non. Bref. on peut trouver un élément z de D\ D’ tel que la classe de
soit celle de z, & savoir {z,0(z2),...,0%(z) = z,...,0%(2) = #¥+(2)}. La
figure suivaite résume ces possibilités .

AN v
N

3 I 5
z 0 > >

1 Z
D

Comnme dans la question 1 il nous suffit de prouver le résultat pour
la restriction de # 4 une classe d’équivalence (intersectée avec D)), res-
triction qui reste injective. C'est fait dans la question 1 pour les classes
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rhentnires. Il reste done & traiter le cas d’une classe du second type. On
uippose <one que D = {z,0(z2),...,0571(2)} avec 8%(2) ¢ D (k = 2).
["tenions alors application p; de X dans X qui envoie #5712} sur %(2)
vl it fixe tous les autres points. ps qui envoie #52(z) sur 6" 1(z) et
i hixe Lous les autres points et ainsi de suite jusqu'a pe qui envoie =
nin #(2) en fixant le reste. Il est clair que les p; sont idempotentes et que
In reslriction de pr oo py & D est égale 4 8.

3. Choisissons D = {zq,...,2p} un systéme de représentants des
rlires d'éguivalence pour la relation d’équivalence canoniquement as-
aocice A ¢ @ la restriction & de o & D établit une bijection entre D
ot I'image de o. Comme o n'est pas bijective, § n'est pas surjective
ol o peut donc appliquer la. question 2. I existe des applications
mi.,...,m, de X dans X vérifiant m; o m; = m; pour tout 4 et tetles que
ti{dp) =m0 - omp(xk) pour tout k. Notons alors 7 Papplication qui &
lont. . de X associe Punique xx tel que a(z) = ozy). I est clair que «
et idempotente et on a @ = 0 --- oy, o 7. Le théoréme de Howie est
[II‘l!1|\«’é. <]

s deur exercices qui suivent concernent des dvaluations asympto-
Lrgies.

1.15. Distribution du premier chiffre des puissances de 2

Pour 7 € [1,9], et n € N*, on note N;(n) le nonhre d'éléments
de Pensemble {2,2%,...,2"} dont le premier chiffre de ’écriture
Ni(n

décimale est 4. Calculer lim “_M
o0 7
(Ecole normale supérieure)

|- Solution.
Le but de l'exercice est de déterminer la fréquence d’apparition des
vhitfres 1,2, ..., 9 en premiére position dans la suite des puissances de

. A prior] on ne sait pas si tous les chiffres vont apparaitre, et encore
noing s'il vont apparaitre une infinité de fois. Fixons i entre 1 et 9, et
ronimencons par traduire le fait que 4 est le premier chiffre de 2%,

o L’entier 2P commnience par ¢ si et seulement s'il existe & € N tel
e .10% € 2P < (i + 1).10% clest-a-dire, en prenant le logarithme, si et
wnlement s'1t existe k tel que

Int In2 In{s + 1)
— < pe—o i S el
m1o TSPt < o

Cela est encore équivalent & dire que le résidu modulo 1 de p# est dans

Ini In{i+1) ot @ — In2

_ i = . insi N. st —
mi1o' 1m0 |° 10 Ainsi, N;(n) est exacte

Mntervalle
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ment le nombre d’entiers p € {1, 7] tels que pf modulo 1 appartienne a
Ini In(i+1)

In10’ In10
e On est donc amené & étudier le comportement de la suite (pd)p1
modulo 1. Il s’avére que € est irrationnel. En effet, si % = % avec

(a,b) € (N*)2, il vient 2° = 10% ce qui est impossible puisque 2° n’est pas
divisible par 5. Montrons alors que la suite (pf) mod 1 est dense dans
'intervalle [0, 1]. Cela prouvera déja qu'il y a une infinité d’entiers p tels
que 2P commence par le chiffre 4, '

Il est bien entendu équivalent de montrer que lensemble N 4 Z est
dense dans R. On a presque un sous-groupe additif de R. Or, nous savons
qu’un sous-groupe additif de R est soit monogene, soit dense. Le sous-
sroupe Z -+ 8Z n’est pas monogene : si on avait Z 4 0Z = oZ, il existerait
des entiers o, 3 tels que 1 — aa et § — Ha. Mais en faisant le rapport
des deux égalités, on aurait 8 = g— € Q ce qui n’est pas. Ainsi, Z + 6Z
est dense dans R. T est alors facile d’en déduire que N6 + Z reste encore
dense dans R. Soit |a, b[C R. On peut trouver un élément z non nul de
Z + 6Z tel que |z| < b— a. Quitte & prendre —z, on peut prendre z dans
N# + Z. Supposons par exemple z > 0. Si np € Z est un entier inférieur
a a, il est clair que ['un des éléments de 1a suite (np + kz)io va tomber
dans l'intervalle ]a, b[. Or, ng + kz est dans N +Z pour tout & = 0. Dol
le résultat, (Pour z < 0, on considére de méme un entier ng > b.)

¢ La suite (pf) (mod 1) est donc dense dans [0, 1]. Mais cela ne suffit
pas pour déterminer un équivalent de N;(n). Il nous faut étudier com-
ment les résidus modulo 1 des termes pf se répartissent dans Pintervalle
[0,1] afin de déterminer la proportion de ceux qui vont tomber dans

5 Inéi In(i+1)
Uintervalle 516’ 1n10

fixé. Si la répartition est réguliére, concept que nous allons préciser, il
est légitime de penser que la proportion cherchée est exactement la lon-
gueur de lintervalle I. Nous dirons qu’une suite (s, ) de réels de [0, 1] est
équirépartie si, pour tout intervalle I C [0, 1], la proportion

Card{k € [1,n], sy e€l}
n

ou plus généralement dans un intervalle 1

tend vers la longueur de 1 lorsque n tend vers 'infini.

Topologiquement le quotient R/Z est un cercle (¢’est le segment [0, 1]
o1 on a identifié¢ 0 et 1). En fait, application T +—— €% établit une
bijection (et méme un homéomorphisme pour le lecteur connaissant la
notion de topologie quotient) entre R/Z et le cercle unité S' du plan
complexe, La suite (pg) modulo 1 devient la suite des puissances de €27
Cette suite tourne sur le cercle 81, I’écart (angulaire) entre deux termes
consécutifs étant constant. I1 est alors assez naturel de penser que cette
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nhtte esl. équirépartie et c’est effectivernent le cas : c’est le théoréme de
Hohl Sicrpinski-Weyl® qui I'affirme. Pour notre probléme on peut alors
i 1 leduire que

_ Ny(n) _In(i+1)—Inj
Jim — == In10

lin particulier le chiffre i apparalt d’autant plus fréquemment qu'il

il petit! Pour ¢ = 1 on a une fréquence de 30%, alors que pour i = 9,
an obtient 4, 5%.

e lvidemment il reste & prouver le théoréme de Bohl-Sierpinski-Weyl.
On peut en donner une preuve directe® mais c'est assez long. On ren-
vaie le lecteur au tome 2 d’analyse (exercices 1.29 et 1.30) ol figure un

ixercice qui démontre le critére d’équirépartition de Weyl qui implique
fucileinent ce résultat. <

I 'exercice suivant élablit un vésultat qui remonte o Gouss ef qui
donne une estimation du nombre de points 4 coordonnées entiéres dans
i disque euclidien de rayon R.

1.16. Un théoréme de Gauss

On munit R, n 2 2, de sa structure euclidienne cancnique.
Pomner un équivalent lorsque r tend vers 400 du nombre N(r) de
points de Z" de norme inférieure ou égale & r.

(Ecole polytechnique, Ecole normale supérieure)

| - Solution.

|.'idée naturelle est la suivante. Le nombre de points entiers dans un
domaine D de R”, suffisamment grand et assez régulier (par exemple
convexe), est approximativement le volume de D. Dans le cas des boules
feinées B, de centre 'origine et de rayon r > () on va montrer rigoureu-
nement que N(r) est effectivement équivalent an volume V(r) de cette
hoele.

A tout point = = (zy,...,2,) de Z", on associe 'hypercube C, de
colé 1 centré en x défini par

1
Cm:{tz(tl,...,tn)eR”, Vil nl, Jt - ol < 5}.

(‘os hypercubes C, sont de volume 1. Pour » > 0, considérons 'ensemble

. Prouvé indépendamment par les trois mathématiciens vers 1910.

. Le lecteur pourra trouver une preuve de ce type dans les deux ouvrages suivants :
RAUZY (Q.), Propriétés statistiques de suites arithmétigues, PUF, 1976 ; HARDY (G.H.)
& WRIGHT (B.M), An infroduction to the theory of numbers, Oxford University Press,
nead., 1979.
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des cubes C,, centrés aux points de Z™ qui sont dans la boule fermée B, ;
il y en a N(r). Le volume de la réunjon de ces hypercubes est donc N(r).
* Voici une figure dans le plan :

Le réseau 7?2 est représenté par des petites croix. En gras figure un cercle
de rayon r > 0, les deux autres cercles ayant pour rayons respectifs

V2 V2

7+ - et r— - Commengons par expliquer 1'idée dans le cas du
plan. 11 est clair que tout carré C, centréd en un point x € Z2 N B,

est inclus dans le disque de rayon r + ﬁ Cela provient de Vinégalité
triangulaire et du fait qu'un point de C; est & une distance inférieure

V2

a —; de z. De méme, on montre que le disque de rayon r — Q est

complétement inclus dans la réunjon des petits carrés. Or, l'aire de ta
réunion des carrés est exactement N(r), le nombre de carrés (car ils sont
tous d’aire 1 et d’intérieurs disjoints). On a donc lencadrement

2 2
W(T—?) éN(r)éﬂ'(r-}-g) .

Cette double inégalité prouve que N(r) ~ mr?,

® Passons au cas général. La démarche est la méme. On fait intervenir
le volume d’une boule de rayon r. A priori, on ne sait pas le calculer,
majs si on note b, le volume de la boule euclidienne fermée de rayon 1
{(ainsi b = 7), par homogénéité une boule de rayon r > 0 a powr volume
V(r) = byr™. La distance maximale d'un point d’un de nos hypercubes

& son centre est % . L’inégalité précédente s’écrit alors

b (T@)n S N(r) < by (r—i—ﬂ)n.

2 2

On en déduit que N(r} ~ b,r™ lorsque r tend vers +oo. <
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Vit une aqutre maniére de voir les choses. Au lieu de compter les
prunts de Z™ dans B,., il revient au méme de compter les points du réseau
N(r)

.r'n.

est le volume de la réunion des

bFow "
' M dans la boule unité By. Alors

PR . . . .
biperenbes de coté - centrés aux points de 1Z”ﬁBl et il semble clair que

ve volume ve tendre vers le volume de By ! ¢’est pratiquement le procédé
d ‘wpprozimation utilisé pour définir la notion de partie quarrable dans [e
v dae plan,

Un trouvera dans le tome 2 d’analyse (exercice 3-28) une appli-
enfon du résultat de cet ezercice ¢ la recherche d’un équivalent pour
e série entiére. Signalons enfin qu’il est facile d’obtenir une rela-
tien de récurrence entre b, et by conduisant & la formule suivante :

n/2
hy, il

l(n_+2)
2

Nous allons terminer par deur exercices concernant les entiers natu-
rls, crercices de nature moins combinatoire, mais qui s'inscrivent tout
e méme naturellement dans ce chapitre. Le premier étudie 4 quelle
condition deux suites pseudo-arithmétiques permettent de partitionner

N* (une suite pseudo-arithmétique est une suite d’entiers de {a forme
(Fi{ne))nz1 avec e > 1),

, ou I' est la fonection d’Buler.

1.17. Théoréme de Beatty (1926)

Soit a,b > 1, E = {E(na),n € N*} et F = {E(nb),n € N*}.
Montrer qu’il y a équivalence entre -
(¢) E et F forment une partition de N*;
(41) é + - =1 et aetbsont irrationnels.

1
b (Ecole normale supérieure)

|+ Solution.
o Le résultat est assez intuitif si I'on intreduit la notion de densité
(I’'nie partie A de N*. Pour tout n > 1, on note a,, le cardinal de AN[1,n].

N1 la suite (%) converge on dira que A admet une densité égale par
dcfinition & la limite d(A} de cette suite. Par exemple, I’ensemble des
entiers pairs est de densité %, I'ensemble des carrés est de densité nulle.

e Montrons que pour & > 1, l'ensemble {E(na},n ¢ N*} est de
densité o=t En effet, les entiers E(ka) sont deux & deux distincts et il

yenak ( Z—) dans l'intervalle [1,n]. Le résultat annoncé provient de ce
1 1
que lim =K (P—) = —.

n——+oo 13 [0 [0
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o (1) = (@7). 1l est clair que si A,B sont des parties disjointes de
N* admettant toutes deux une densité, alors A U B admet une densité
et d(AUB) = d(A) +d(B). Comme d(N*) =1, onadonca ' +b71 =1
d’aprés le point précédent. De plus, @ et b ne peuvent pas étre tous les

deux rationnels car si @ = g et h= %, alors E(p'qa) = E(pg'b) = pp’ est

dans ENF. L'un des deux est donc irrationnel. Mais la relation é + % =1

impose alors I'irrationalité du second.

e (1) == (#). Commengons par montrer que B et F sont disjoints.
On raisonne par l'abswrde. Soit k € ENF, n =2 1 et m = 1 tels que
k = E(na) = E(wnb). Par définition de la partie entitre, k < na <k +1
et k< mb< k+ 1 En divisant la premiere inégalité par a et la seconde
par b on a g LT n< §+é et % £m < %+%,Comptetenude
la relation qui lie @ et b, on obtient en additionnant les deux inégalités
E<n+m<k+1 Comme k, n et mn sont entiers cela impose n +m = k.
On a alors nécessairement égalité dans les deux inégalités précédentes,
c'est-a-dire na = mb = k. (est absurde car a et b sont irrationnels. On
adonc ENF =

Moutrons maintenant que EUF = N*, Soit n 2 1, p = E(na) et m
I'unique entier (éventuellement nul) tel que E(mb) < p < E((m~+1)b) (les
inégalités sont strictes car ENF = @), L'entier E{mb) (resp. p = E(na))
est le plus grand élément de F (resp. de E) appartenant & l'intervalle
[1,p]. Les applications & —— E(ka) et & — E(kb) étant injectives
(car a,b > 1), I'intervalle [1,p] contient donc m + n éléments de EUF
p+1

et
a

(car ces deux ensembles sont disjoints}. Or, on a Pg<n<
a

%—1<m< p—';'—&,Enadditionnantilvientp~1<n+m<p+1,

donc p =n + m : tous les entlers de {1, p] sont dans E U F. Le résultat
suit car n est arbitraire et p est donc arbitrairement grand. <

Il a éié démontré, dans les années 20, gu’il est impossible de parti-
tionner N* avec trois suites pseudo-arithmétigues ou plus.

Voici, pour findr, un exercice posé aux Olympiades Internationales en
1971 a Zilina {aujourd’hui en Slovaguie).

1.18. Un exercice d’Olympiades

Soit A = (ai;) une matrice carrée de taille n = 2, & coefficients
entiers naturels et telle que, pour (k,1) € [1,n]% si am = 0 alors
2

k13 "
i3
Y au + > ak; = n. Montrer que Y a.; = 5 Donner un exemple
i=1 =1 1,5
ot il y a égalité.

(]:Z‘.cole normale supérieure)
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|- Selution.

On va essayer d’évaluer la somme des coefficients en utilisant une
wpee (1.e. une ligne ou une colonne) o il y a beaucoup de zéros pour
exploiter au mieux ['hypothése. Cela invite & considérer une rangée dont
I ronmme S des éléments est minimale. Quitte & prendre la transposée
v A puis & permuter deux lignes on peut supposer que la rangée en
iiedtion est la premiere ligne de A,

s 552 g, le résultat est évident car la somme des coefficients de

lmenne des n lignes de A est minorée par g
» S5 S <« -g"-, ilyaaz % séros dans la premiére ligne de A. En
uobant J = {j € [1,n], ay; = 0}, on a d'aprés 'hypothese

Z“‘*J Z“w"‘zzaw/ (n=95)+(n - a)S.

]EJ’L_ jgJi=l1

IJ

Z

i Gerivant a(n — 8) + (n — )8 = + (n— 28} (e — 1: 2 %, on

7
ohtient "inégalité voulue.
Powr avoir égalité, il est hien entendu nécessaire de prendre n pair.
L matrice «damier» définie par a;; = 1si¢ = j [2] et a;; = 0 fournit
ilors un exemple ol il y a égalité. <



Chapitre 2

Théorie des groupes

('est au cours du XI1X° siécle qu’émerge lo notion abstraite de groupe.
Hewr sortes de lois de composition interne sont & ['origine du concept :
veble relative our classes d’équivalences en Arithmétique (introduites de
manicre implicite dans les Disquisitiones arithmeticee de Gauss) et lo
rnposition des permutations sur un ensemble fini étudide notamment
jma (falois et dont lo théorie fut largement développée par Jordan dans
mni ‘lraité des substitutions. Le premier d rapprocher les points de vue et
i roncevolr que la structure de groupe est indépendente de la nature des
olyels considérés est Cayley qui donne une premiére définition abstraite
il 'un groupe dans On the theory of groups as depending on the symbolic
wquntion 87 = 1 (1854). Il dresse des tables de multiplication pour les
yroupes de petit ordre. Il connait les deur groupes d’ordre 6 (4 isomor-
phisne prés), les cing d’ordre 8 et fournit des evemples d'une grande
mriclé : ensembles de maotrices inversibles, de gquoternions, groupe des
jucines n-téme de unité... Jordan epprofondira ce travail et étudiera
de maniere trés poussée le groupe linéaire et ses sous-groupes. Il est no-
finsnent & Uorigine de la notion de groupe quotient et de lo théorie des
reprdésentations linéaires (l.e. Uétude des morphismes d'un groupe dans
Iv yroupe linéaire d'un espace vectoriel). Cette réalisution géométrigue
des groupes permet de traduire les propriétés géoméiriques en propriétés
wlgihrigues et inversement. L’étude des groupes de transformations per-
el lo clossification des géométries de Feliz Klein. Il faut toutefois re-
cvmnaitre que durant tout ce siécle le terme de «groupey fut employé
de inaniére trés vague, sans que les exemples classiques des groupes ad-
dibif Z ow multiplicatif Q* soient relevés ef ce n'est qu'en 1898 que le
malliématicien Weber en donne la définition connue aujourd hui.

Commengons par un evercice élémentaire sur les lois de composition,
posc au concours de "Ecole polytechnique.

2.1. Existence d*un idempotent

Soit E un ensemble fini muni d'une loi de composition interne

associative, Montrer qu’il existe s € B tel que 5% = s,

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

Soit @ un élément quelconque de E. L associativité de la loi permet
de donner un sens a a¥ pour tout entier £ € N*, Comme E est fini, 1a
suite u, = a®  (obtenue & partir de ug = o par itération de s — 2} ne
peut pas tre injective. On peut donc trouver n € N* et p > 0 tels que
Untp = Un. Sion pose b= a®", on a alors b*° = b. 8i p = 1 c’est gagné.
Pour avoir des idées regardons ce qui se passe pour p = 2, On a b* = b.
On obtient alors (6%)% = 8% = b*b? = bb? = b et b% est idempotent.
En fait de maniére générale, si z™ = ¢ avec m = 2, alors ™1 est
idempotent puisque (z™ 1)2 = g?m=2 — gm . gm=2 _ g pm=2 = gl
Done ici, s = b2~ convient. <

Les exercices suivants concernent les notions de sous-groupes et de
morphismes de groupes.

2.2. Groupes dont ’ensemble des sous-groupes est fini

Caractériser les groupes dont 'ensemble des sous-groupes est fini.
(Ecole normale supéricure)

> Solution.

Les groupes finis vérifient de maniére évidente cette condition. Nous
allons démontrer que ce sont les seuls. Soit G un groupe dont I'ensemble
E des sous-groupes est fini. Tout = de G est d’ordre fini car un élément
d’ordre infini engendre un sous-groupe isomorphe & Z et Z admet une
infinité de sous-groupes. 81 E' désigne le sous-ensemble de E formé des
groupes monogenes, on a G = U H. Comme E' est fini et que les

HeE
éléments de E' sont des emsembles finis d’aprés ce qui préceéde, G est
fini. «

2.3. Morphismes de Q dans Z

Trouver tous les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z, +).
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
Soit f un morphisme de groupes de (Q, +) dans (Z, +). Son image
est un sous-groupe de Z, c’est-d-dire un certain nZ, n € N. Sin = 1,

on choisit un antécédent r de n. On obtient alors 2f( %) = f(z}=net

done g = f(%) € nZ, ce qui est absurde. On a done n = 0 et f est

nul. <



4| MQUIVALENCE Ker f = Ker f2 <= Im f = Im 2 19

I 'ezercice suivant doit étre rapproché de ['erercice 6.15, plus clas-
mpie, ot il 8'agit de démontrer lo méme équivalence pour un endomor-
pliisine f d’un espace vectoriel E de dimension finie. La démonstration
eul yuasiment la méme : on passe d’une inclusion & une égalité ensem-
hhste en invogquant ici un argument de cardinal et 1@ un argument de
ianension ;) une relation entre le cardinal de Im f et celui de Ker f rem-
pliren le théoréme du rang.

2.4, Equivalence Ker f = Ker 2 <= Im f = Im f2

Soit G un groupe fini et f un morphisme de G dans G. Montrer
LILNte
Ker f = Ker f? <= Im f = Im f2,

(Ecole normale supérieure)

t - Solution.

e On observe que l'on a Ker f C Ker f# et Im f* C Im f. Ces en-
rembles étant tous finis, on en déduit que Ker f = Ker f? équivaut &
|lker fl = |Ker f2| et Imf = Im f? & |Im f| = |Im f2|. 1l s’agit de
dlmontrer que ces deux égalités de cardinaux sont équivalentes.

e Montrong que si f : G — G est un morphisme de groupes, alors
|ti| = |Im f| x |Ker f|. Soit R la relation d’équivalence associée & f :
rRy <= f(z) = f(y). I’ensemble quotient G/R est équipotent & Im f.
Mais d’autre part, f(z) = f(y) équivaut & f(z ly) = 1, puisque f est
1n narphisme et done & 7'y € Ker f. La classe T d'un élément ¢ pour
K et done la classe & gauche modulo Ker f : @ = wKer f. Ainsi, T est
eqiipotent & Ker f (par la bijection g € Ker f — g € T). Les classes
onl done toutes méme cardinal, celul de Ker f. On en déduit que

|G| = |G/R| x |Ker f| = |Im f| x | Ker f|.
On & done, pour tout morphisme f de G,
G| = 1m f] x | Ker f].
Oy obtient de méme
|G| = |Tm f?| x | Ker f7|.
Ces denx égalités impliquent 1'équivalence entre |Im f| = |Im f?%| et

Iser f| = | Ker £2|, ce qui établit le résultat demandé. <
y €€ Q

Voici quelques rappels sur la notion de groupe quotient dans le cos
uhdtien. Soit G un groupe abélien, el H un sous-groupe de G. La relation
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Ry (dite de congruence modulo H) définie sur G par zRuy < z 'y € H
est une relotion d’équivalence. On note T = tH = Hz la classe d'un
élément ¢ de G et G/H U'ensemble quotient. La loi de G est alors com-
patible avee le passage au quotient, ¢’est-d-dire que la clusse T ne dépend
pas du choiz de © dans T et de y dans §. Cela permet de définir une loi
de composition interne sur G/H par T.y = Ty, loi qui munit G/H d’une
structure de groupe, appelé groupe quotient de G par H. Les quotients de
7. sont des eremples fondamentaur qui ont été étudids en cours.

Rappelons enfin le premier théoréme d’isomorphisme dans le cas
abélien. 8i f : G — G’ est un morphisme de groupes, alors o relation
d'équivalence associde 4 [ et la relation de congruence modulo Ker f sont
égales et la bijection canonique f de G/ Ker f sur Im f induite par [ est
yn isomorphisme de groupes.

2.5. Sous-groupes finis de Q/Z

Monirer que, pour tout n = 1, il existe un unique sous-groupe
de (Q/Z, +) de cardinal n.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Soit n > 1 et G un sous-groupe de cardinal n de Q/Z. Si ¢ € Q est
tel que T € G, lordre de T divise n et donc Bz = nZ = 0. On en déduit
qu'il existe p € Z tel que z = Z Si r désigne |le résidu de p modulo n,

on a méme ¥ = (%) Ceci montre que G C {(%),OSTSn—l}. Les

n éléments de cet ensemble sont distincts et ils forment un sous-groupe

de Q/Z, le svus-groupe engendré par (%) D’aprés ce qui précede, c'est

le seul sous-groupe de (@/Z, +) de cardinal n. <

Les exercices suivants concernent la notion d’ordre d’un élément dans
un groupe. L'ordre d’un élément z d’un groupe G est le cardinal {fini ou
infini) du sous-groupe de G engendré par . Si l’ordre de T est fini égal d
m, ce sous-groupe est égal a {e,z,z2,..., ™ 1} et isomorphe & Z/mZ.
Lentier m est le plus petit k € N* tel que £* = e. Dans le cas ot Uordre
de T est infind, le sous-groupe qu’il engendre est isomorphe & Z.

Lorsque G est fini, Uordre de tout ¢ divise le cardinal de G (clest
un corollaire du théoréme de Lagrange). Bien entendu il n'y o pos, en
général, d’¢lément d'ordre d pour tout diviseur d de |G| (sans quoi tous
les groupes finis seraient cycliques). Le lemme de Cauchy, qui fera plus
loin Pobjet dun exercice, montre que si G est fini de cerdinal n, clors
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0 wibmet, pour tout diviseur premier p de n, des éléments d’ordre p.
Les dewe exercices qui suivent deviennent trés simples dés lors que lon
dipose de ce lemme. Nous en donnons toutefois des solutions n'y faisant
pi appel et guit sont sans doute plus dans Uesprit de ce qu’attendait
Feramanatewr.

2.6. Groupes abéliens de cardinal pg

Soit G un groupe abélien d’ordre pg, ol p et ¢ sont deux nombres
premiers distinets. Montrer que G est cyclique.
{(Ecole normale supérieure)

I« Solution,

Nous noterons la loi du groupe multiplicativement. Comme p et ¢
fiont, premiers, les éléments de G différents de 1 sont d’ordre pg, p ou g
itnpris le théoreme de Lagrange.

o Montrons que si G admet un élément z d’ordre p et un élément y
dordre ¢, alors 2y est d'ordre pg. On a zy #£ 1, car sinon y = 27! a
meme ordre que , {(xy)? = y* £ 1 car ¢ ne divise pas p et, de méme,
{4y} # 1. L'ordre de xy ne peut étre que pg. A aide du lemme de
{'nuchy (voir 2,10) on pourrait donc conclure ici.

» 51 G n'est pas cyclique, i.e. ne posseéde pas d’élément d’ordre pg, on
on léduit que les éléments de G distincets de t sont tous d’ordre p ou tous
('wrdre g. Supposons-les par exemple tous d’ordre p. Soit = un élément
(Ferdre p et H le sous-groupe qu’il engendre. On considére le groupe
iuntient G/H de cardinal ¢q. Comme ¢ est premier, le cours assure que
(i/11 est cyclique. Soit z € G tel que Z engendre G/H ; Z est done d’ordre
ij. Mais on a aussi 22 = 2P = 1, Comme % est d’ordre ¢, on en déduit ¢
divise p, ce qui est absurde.

Conclusion. G est cyclique. <

Le résultat n’est bien entendy plus vrai si G n’est pas supposé abelien :
It yroupe S3 est d’ordre 6 — 2x 3 et n’est pas abélien {donc non cyclique).

2,7. Un cas particulier du lemme de Cauchy

Soit G un groupe de cardinal 2p avec p premier. Montrer que G
contient un élément d’ordre p.

{Ecole normale supérieure)

| - Solution.
D’apreés le théoréme de Lagrange, les éléments de G sont d’ordre
[, 2, p ou 2p. Raisonnons par l'absurde et supposons qu’il n’y ait pas
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d’élément d’ordre p. Dans ces conditions, G n'est pas cyclique (car si x
est un générateur de G, alors z2 est d’ordre p) et si z € G, x est d’ordre
1 (si z est I’élément neutre) ou 2. En particulier, p 2 3 et pour tout
z € G, z? = 1. On peut alors prouver le lemme suivant, intéressant en
soi :

Lemme. Soit G un groupe tel que pour tout z € G, 2 = 1. Alors G est
abelien et Card G est une puissance de 2.

Démonstration.

» Soit x et y dans G. Pour tout z € Gonaz?=1,4ie 2=2"1. On

en déduit que
ry=(oy) =y e =y
et G est abélien.

» Montrons par récurrence sur Card G que Card G est une puissance
de 2.

Il n’y arien & vérifier si Card G = 1.

Supposons Card G = 2. On considére les sous-groupes de G distincts
de G; il en existe, {1} par exemple. On en choisit un de cardinal maxi-
mal que 'on note H. D’aprés I’hypothése de récurrence, Card H est une
puissance de 2. Soit @ € G\H. Montrons que HU ¢H est un sous-groupe
de G; en effet, il est égal au sous-groupe H' engendré par a ot H :

* on a clairement HU eH C H';

* réciprogquement, ¢ étant d’ordre 2, tout élément de H' §'écrit a®h,
avec a € {0,1} et A € H. D’ol1 le résultat annoncé.

Les ensembles H et aH sont disjoints car sinon il existerait A € H qui
s*écrirait A = ok avec k € H et on aurait a = hk™! € H, ce qui est exclu.
On en déduit que Card(HUaeH) = 2 Card H. Par maximalité du cardinal
de H, HU gH = G. En particulier, Card G = 2 Card H est une puissance
de 2. {

Le cardinal de notre groupe G devrait étre une puissance de 2. Mais
Card G = 2p, avec p > 3 et premier. C'est contradictoire et G posséde
done un élément d’ordre p. <

Un élégant argument d’algébre linéaire permet de mieux saisir encore
la structure de G lorsque pour tout x € G, 2° = ¢ : G est alors naturel-
lement muni d’une structure d’espace vectoriel sur le corps Z/27, la loi
externe étant définie par 0.2 = e (neutre de G) et L.z = x pour tout x de
G, et la loi de groupe étant bien entendu celle de G. La propriété vérifide
par G intervient dans l'ariome de distributivité . (1 + 1)z =0z = e
et (1.z)(1.3) = z° = e. On laisse au lecteur le soin de vérifier les
autres axtomes. Comme G est fini, il est de dimension finie en tant que
Z /27 -espoce vectoriel. Si on note n cette dimension, G est isomorphe d
(ZJ2Z)" en tant qu’espace vectoriel et a fortiori en tant que groupe.



a0 BAPOSANT DUN GROUFE ABELIEN FINI
Lee fait qu'un groupe abélien fini dexposant 2 (voir ci-aprés) est iso-

morphe & (Z/2Z)% résulte aussi du théoréme de structure des groupes
wheliens finds {ef. exercice 2.20 pour V'unicité et 7.22 pour Uexistence).

2.8. Exposant d'un groupe abélien fini

Soit G un groupe abélien fini. Pour tout z € G. on note O(z)
l'ordre de z.

1. Soit (x,3) € G*, m = O(z), n = O(y). On suppose que m
¢l 2. sont premiers entre eux. Montrer que O(xy) = mn. Si on ne
suppose plus m premier avec n, a t-on O(zy) = ppem(m, n}?

2. Seit (m,n) € (N*)2. Montrer l'existence de (m’, n') € (N*)2
lel que m/|m, n'|n, pged(m', n’) = 1 et ppem(m,n) = m'n’.

3. Montrer qu’il existe z € G tel que O(z) soit le ppem des
ordres des éléments de G (ce ppom est appelé I'exposant du groupe
(),

4. Soit K un corps commutatif, G un sous-groupe fini du groupe
multiplicatif K*. Montrer que G est cyclique.

{Ecole normale supérienre)

[ - Solution.

L. Supposons m et n» premiers entre eux et considérons & € Z tel que
() = 1. Elevons cette égalité A la puissance n. Comme G est abélien
il vient 2% = 1. Donc m divise kn. Comme n A m = 1, Je lemme de
Chunss garantit que m divise k. On montre de la méme maniére que n
divise k, puis que nm divise k, & nouveau parce que n Am = 1. Comme
(9™ =1, il en résulte que O{zy) = mn.

I’hypothese «m et n sont premiers entre eux» est essentielle : en
vliet, si on prend par exemple y = 1. I'élément zy = 1 est d’ordre 1
nlors que O(x) = O(y) et donc que ppem(O(z), O(y)) = n.

2. Eerivons m = J[ p»™ et n = [] p*™, ot P désigne l'en-

pEP peEF
neanble des nombres premiers. On a alors

ppem(m,n) = [ ] prextetmien (),
pEeEP

Soit. (m' n'y € N*, Pour que m/|m et »'|n, il faut et il suffit que pour
Lot p € P, vu(m’) < vp(m) et vy(n') < vp(n). Pour que m’ et o soient
pretriers entre eux, i faut et 1l suffit que pour tout p € P, vp(m’) =0
ot 14,(n) = 0. Enfin, pour que m/n’ = ppem(im, ), il faut et il suffit que
ponte tout p € P, vp(m') + vp(n') = max(v,(m), vp(n)}. Tout cela nous

invile & poser
r_ a, r_ By
mo= pE et no= P
nep nepP
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avec, pour tout p € P,

o - vp(m) sivy(m) > vpn) ot 5= 0 st vp(m) > vyln)
P70 st vp(n) 2 vp(m) P me(n) siovp(n) 2 vp(m),

Les entiers m’ et n' vérifient alors toutes les conditions demandées.

3. Considérons un élément =z de G d'ordre maximal m. Soit z un
élément de G d’ordre n. On choisit m' et #’ comme & la question 2.
L'élément 2™/ est d'ordre m! : en effet, on a (2™/™ )" = zm =1 et
si (z™™ Y = 1, avec k > 0, on obtien 2™*/™" = 1 et nécessairement
mbk/m' =z m, ie k2 m' Deméme, "/ est d’ordre n'. D’apres la ques-
tion 1, =/ 27/ egt d'ordee m'n' = ppem(m,n). Or, par construction,
cet ordre est inférieur & m. On a done ppem(m.n) € m, cest-d-dire
ppem{m,n) = m et n divise m.

L'ordre m de z est donc multiple de tous les ordres des éléments
de G. Clest évidemnment le plus petit, m étant Jui-méme 'ordre de -.
C’est donc le ppem des ordres des éléments de G,

4. Soit m le ppem des ordres des éléments de G et n le cardinal de
G. Comme z™ = 1 pour tout x de 3, on a

GclzekK, 27 —-1=0}

Or, lensemble des racines de X™ — 1 € K[X] est fini, de cardinal au
plus m. On a donc n < m. Mais Uinégalité m £ n est également vérifiée
puisqu’il existe z € G d’ordre m. Finalement on obtient m = n et z est
un générateur de G, qui est cyclique. «

Il résulte notamment de lo question 4 que, pour p premier, le groupe
multiplicatif (Z/pZ)* est eyclique. Le lecteur trouvers une aulre preuve
de ce résultat trés important dans Dexercice 4.153.

2.9. Puissances dans un groupe abélien d’exposant fini

Soit G un groupe abélien. On suppose qu’il existe n € N* tel
que z" = 1 pour tout x € G.

1. On suppose que n = ab, avec pged(e,b) = 1, et on considere
Ga = {¥%, z € G}. Montrer que G, est un sous-groupe de G. On
définit de méme Gp. Montrer que pour tout = &€ G, il existe un
unique (1, v) € Gg x Gp tel que z = w.

2. Soit k un entier nature] pretnier avec n. Montrer que 'applica-
tion x —— ¥ est un automorphisme de G. Déterminer 'application
réciproque.

{Ecole normale supérieure)
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I - Solution.

1. Pour tout entier &, I'application fi : # — x* est un morphisme
e groupes de G dans G, car G est abélien. Cela montre que G, = Im f,
vl (i, = Im f, sont des sous-groupes de G.

Considérons le morphisme de groupes 4 : G, x Gy, — G qui au couple
{n, ¢} associe uv. 1] s'agit de prouver que v est un isomorphisme.

o Injectivité. Soit (u, v} € G, x Gy tel que uv = e. Comme u s'éerit
mns la forme uw = w?, on a u? = w*® = e. Done l'ordre de u divise b.
Ih: méme, 'ordre de v divise . Or, v = v~ ! a le méme ordre que u. Cet
ardre divise done a et b et commnie @ et b sont premiers entre eux, ¢'est
I Ainsi v = v = ¢ et Kerdh = {{e, e}}.

» Surjectivité. Soit € G. Par le théoréme de Bezout on peut trouver
avl dtels que 1 = aa+ b Onaalors & = (22)%(29)" = w((z*)%, (z7)?).
[0 le résultat.

2. Montrons que fj est injective en cherchant son noyau. Soit x dans
IKer fp. Ona 2® = e et 77 = ¢ par hypothese. L'ordre de & divise k et n;
¢'vst done 1 puisque pged(n, k) = 1. Ainsi, x = e et Ker fi = {e}. Pour
I surjectivité, on écrit une velation de Bezout entre ket n:rhk+sn =1,
Un a alors, pour tout = € G, 2 = 278" = (z")*. Done fi est bijective
ol fih = feo

Les actions de groupe jouent un réle essentiel dans bien des domaines
dvs mathématigues. Tout d’abord en théorie des groupes. En regardant
diverses actions dun groupe G. on peut obtenir beaucoup d’informa-
feons sur G lui-méme (voir par exemple la preuve du lemme de Cauchy
v 2.10). La théorie des représentations lindaires (ie. des opérations
hinduires dun groupe sur un espace vectoriel) forme par exemple un pan
entior de la théorie des groupes. Mais cette notion peul aussi se rencon-
frev en combinatotre lorsqu’on cherche & dénombrer les configurations
o un objet sur lequel un groupe agit @ on se reporters par eremple o
Porercice 1,10 ou encore @ lexercice 6.21 qui donne une preuwne de lo
ferinule de Burnside. Enfin, la notion d’opéretion de groupe est qu cour
el géométrie. Depuis le programme d'Erlangen de Felix Klein (1872},
vt comprend une géométrie comme Uétude de propriétés invarianies sous
Puction d’un certain groupe.

Dans le programme de Spéciales, le lecteur pourra avec un peu de re-
vul se rendre compte que beaucoup de résultats sont des descriptions d’or-
hiles pour certaines opérations de groupes : définition des angles orientés,
weherche des classes de stmalitude de M, (XK), classification des formes
quudratiques.. .

Voict un petit rappel de Dessentiel.

o {'ne opération d'un groupe G sur un ensemble non vide B est un
woephusme o de G dans Sg le groupe symétrigue de E. On note usuel-
frment g - x au lieu de o(g){z) pour (g,z) € G x E.
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e 5i G opére sur B la relation zRy < 3g € G, g-x = y est
une relation d'équivalence sur ¥ dont les classes sont appelées orbites.
L’opération est dite transitive sl n'y ¢ qu’une seule orbite. Six € b on
note G, = {g € G, g-z = x} le stabilisateur de x. C’est un sous-groupe
de G. '

e Dans les exercices on utilisera plusicurs fois Vimportant résultat
suivant : si G est fini ef st z est un dlément de B, le cardinal de Porbite de
x sous Vaction de G est égal & Vindice du stabilisateur de x. Démontrons-
le. Notons (1, Vorbite de x. L application f : G — 1, qui & g associe
g -z est surjective par définition. Etudions la relation d’équivalence Ry
associée & [ :

Red = f@)=flg) =g z=9¢ e+ () z=2
= g7l € Gy = ¢ € gG,g.
La classe d’équivalence de g € G est donc la classe & drotte gGy | elle

est de cardinal |G,|. Toules les classes d’équivalence ont donc le méme
cardinal. Comme Uensemble quotient G/Ry est en bijection avec (2, on

a bien
Card G
Card 2, = Cord G G:'

o L’équation aur classes consiste & dcrire, lorsque E est fini, que le
cardinal de B est égal @ la somme des cordinaux des différentes orbites.
Eile permet souvent des raisonnements combinatoires ou erithmétiques
comme dans lg preuve sugvante du lemme de Cauchy donnée por MacKay
en 195¢%.

2.10. Lemme de Cauchy

1. Soit G un groupe fini de cardinal p™ (avec p premier et m
dans N¥} qui opére sur un ensemble fini non vide E. On considére

E¢ ={recE, Vg€G, g-z=x}

Montrer que |[E¢| = |E| (mod p).

2. Soit H un groupe fini d’ordre n et p un diviseur premier de n.
Montrer que H contient un élément d’ordre p (lemme de Couchy). On
pourra, pour ce faire, utiliser une opération de Z/pZ sur l'ensemble E
des (x1,...,2p) € HP tels que 2123 ...7, = €.

3. Soit H un groupe fini d’ordre # et m dans N* tel que, pour
tont z € H, 2™ = e. Montrer gue n divise une puissance de m.

(Ecole normale supérieure)
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|- Solution.

l. Si z € E, on notera O(z) Uorbite de x sous laction de G. Les
cléiwents de EC sont exactement les éléments 2 de T tels que O{x) = {r}.
Notong wi, wy, .. ., W, les orbites de E de cardinal strictement supérieur
n 1. On sait que 5i z; est un élément de w,, le cardinal de wy est lindice
il stabilisateur de x; dans G : c’est done une puissance de p. Il résulte
e équation aux classes que

B = B+ Yjwdd = [ES] .

i=1

2. Soit (x),...,Ty) un élément de E. On a donc 172 ...2, = e. En
nmliipliant & gauche par 77 et & droite par zy il vient rary. .. Tpry = €,
esi-a-dive (o, ... yEp. 21) € B

Notons ¢ le cydle (1,2,...,p) élément du groupe symétrique S,. Ul
wapit d'un élément d’ordre p qui engendre un groupe cyclique K iso-
merphe & Z/pZ. On définit une opération de K sur l'ensemble HP par
ey Bp) = (Tequy, Te@ys - Tepy) = (F2,. -, 2, 70 ). La remarque
i dessus montre que B est stable par cette opération. Appliquons alars
I vesultat de la question précédente & Popération induite sur E. On a :
1| = |EX} |p). Le cardinal de E est nP~1 : on peut choisir 2y, ..., 2p—1
tielconques; Tp est alors déterminé de maniére unique. Comme p di-
vise 1, |ER] est. nul modulo p. Or, les éléments de EF sont justement
les puplets (xz, i, ..., z) avec 2P = e. Comme EX est non vide puisqu'il
vontient le p-uplet (e, e,. ... e), il a un cardinal supérienr a p. Il ¥ a done
nunoins p — 1 éléments d’ordre p dans H.

3. 1 suffit de montrer que tous les facteurs premiers de n sont des
fnetenys premiers de m. Soit p premier divisant n. Le lemme de Cauchy
wantit Pexistence d’un élément z € H d'ordre p. Or, par hypotheése
oM = e Clest done que p divise m. <

f.e défaut de commutativité d'un groupe G se mesure d Daide de son
vendre. Il s’agit du sous-groupe Z(G) formé des éléments de G qui com-
mnfent aqvec foua les autres. Le lecteur montrera por exemple que le centre
du groupe symétrique S, est réduit 4 Uidentité pour n 2 3. Llerercice
sutvant se propose de prouver que le centre d’un p-groupe ne peut pas
clye trivial,

2.11. Centre d'un p-groupe

Soit G un groupe fini et a € G,
1. Montrer que le nombre de conjugués de a est égal A I'indice
s G du centralisateur de a.
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On suppose que G est de cardinal p™ avec p premier et m = 1.
2. Montrer que le centre de G est d’ordre p* avec 0 < & < m.
3. On suppose m = 2. Montrer que G est abélien.

(Ecole polytechnique)

B> Solution,

1. On considére P'action de G sur lui-méme par conjugaison : st g
et x sont dans G, g+ = gzg . L’ensemble €, des conjugués de a est
Porbite de a et le centralisateur de @ {g € (3, ga = ag} n’est autre que
le stabilisateur {g € G,gag™" = a} = G, de a pour cette opération. On
a donc

Card G
CardQa = & vt

2. Notons Z(G) = {a € G, Vg € G, ag = ga} le centre de G. Pour
a € G, nous avons les équivalences :

1€ Z(G) = Yge G, gag™!

—a < Q, ={a}

Ecrivons que G est réunion disjointe des classes de conjugaison. La ques-
tion précédente assure que le cardinal d’une classe de conjugaison est un
diviseur de Card G = p™. Si elle n'est pas réduite & un singleton, son
cardinal est de la forme p* avec k& = 1 donc est nul modulo p. Ainsi, on
obtient

CardG= Y CardQ=CardZ(G)+ Y CardQ
& orbite {} orbite
Card 232
et, modulo p, il reste 0 = Card G = Card Z(G). Donc p divise Card Z(G).
Or, Z(G) est un sous-groupe de G, donc son cardinal est de la forme p*
avec 0 < k < m, d’aprés le théoréme de Lagrange, Comme p divise
Card Z(G), k est nécessairement supérieur ou égal a 1.

3. Soit p: g€ Gr— g € Sg ol Sg est le groupe des pennutations
de G et , le morphisme de conjugaison = +— gag—*. On a pour tout
9,9 € G, @gg = g © gy et Papplication ¢ est un morphisme’ de G sur
un sous-groupe de Sg, noté Int G et appelé groupe des automorphismes
intérieurs de G. Le noyau de  est exactement le centre de G. Comimne ce
centre n'est pas réduit & 'élément neutre d’aprés la question précédente,
la relation |G| = [Imp|.|Kery | (voir exercice 2.4) donne |Int G| =1
ou p. Comme p est premier, Int G est cyclique dans les deux cas. Il existe

1. Cela traduit le fait que la conjugaison est une opération de groupes.
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done gg € G tel que, pour tout g € G, il existe k € Z vérifiant ¢, = c,ogo,
1'est-a-dire
Ve G, gzg! = gizggt

Mnis alors, go est dans le centre de G puisque ggog™' = gEg005" = o

vl ygo = gog. Ainsi pg, est 'identité et |Int G| = 1. Done, Z(G) = G et
{{ est un groupe abélien, «

1l existe en revanche des groupes non abéliens d’ordre p° et par suite
drs groupes non obéliens d’ordre p™ pour tout m = 3.

{.’exercice suivant évalue lo proportion d'éléments d’un groupe non
ahilien gui commutent, proportion qui est reliée au nombre de closses de
CUNUGaISon.

2.12. Nombre de classes de conjugaison

Soit G un groupe fini non abélien. On note n(G) le nombre de
couples d'éléments de G qui commutent divisé par le nombre total

de couples de G. Montrer que 2(G) < g

(Ecole polytechnique)

| - Solution.

e On va commencer par interpréter n(QG). Pour tout a € G, on note
¢!, lo centralisateur de a, c’est-a-dire I'ensemble des éléments de G qui
eonmnutent avec ¢. On obtient alors

Cal.
“ P %

Or, on sait que l'indice de C, dans G est égal au cardinal de la classe de
conjugaison de a. En notant wy, ..., wy les classes de conjugaison de G,
Il vient alors '

iGl 1
) IGPZ z |Cal = IG‘zz Z i |G|22| \G|

i=1 a€w; i=1eEw; @

On cst ramené & prouver que pour un groupe fini non commutatif, on
b g)\G| Le résultat est bien entendu faux si G est abélien, puisque
shns ee cas il y a |G| classes de conjugaison (réduites & des singletons).

s e manitre générale, la classe de conjugaison d'un élément o de
{! +sl un singleton si et seulement si o est dans le centre de G, que
' notera Z(G). Les autres classes ayant au moins deux éléments, on a
Pindpalite

Z(G) 4+ 2(k - \Z(G)]) < G,
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Celle-ci, divisée par |G| montre que

k1 JZ{G)
nfG)=— < -+ ——-
© =G <3+ 3a
Z& 1
II nous suffit done, pour conclure, de prouver que el < 51 € est-&-

dire que I'indice de Z(G) dans G est supérieur ou égal & 4.

Nous raisonnons par 'absurde. L’indice de Z(G) dans G est supérieur
ou égal & 2, car G n'est pas commucatif,

Supposons d’abord que Z(G) soit d’indice 2 : |G| = 2jZ(G)|. On a
alors G = Z{G) U aZ(G), ol o est un élément quelconque n’appartenant
pas & Z(G}. Par definition, & commute avec les éléments de Z(Q). Soit
b € aZ(G), que 1'on écrit az, oll 2 est central. Alors a commute avec a
lui-méme et avec :, donc avec b. Ainsi, ¢ commute avec tous les éléments
de G : c’est ahsurde.

Supposons maintenant que Z{G) soit d’indice 3 : |G| = 3|Z(G}|.
On considére les classes & droite module Z(G) : Z(G), eZ(G) et BZ{G).
L’élément o commute avec tout élément de Z{G) et avec tout élément de
aZ(G) (comme précédemment}. Montrons qu'il commute aussi avec les
éléments de bZ(G). Pour cela, il suffit de prouver qu'il commute avec b.
Or, ab n'est pas dans aZ((G), car b n'est pas central. 5il est dans bZ(G),
alors b lab est central. On en déduit que ab = bb~lab = b~ 1ab? et donc
que ba = ab. Sinon. ab est dans Z{G). Mais alors, aba ' =a lab=bet
donc ab = ba. Dans tous les cas, on obtient que ¢ commute avec b, donc
est central, ce qui est faux. «

En fait. le lecteur connaissant la notion de groupe quotient pourra
montrer plus généralement que si G/Z(G) est un groupe cyclique alors
G est abélien (et le quotient est done trivial). Comme tout groupe d’ordre
2 ou 3 est cyclique, il en vésulte que dans un groupe non abélien le centre
est au moins d’indice 4. On retrouve aussi qu’un groupe d’ordre p° avec
p premier est cyclique (question § dr Uerercice 2.11).

2.13. Sous-groupe d’indice infini

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G d'indice infini, c’est-
a-dire qu’il existe une suite infinie (x,,) d’éléments de G telle que les
z,H soient deux & deux distinets. Soit Hy, ..., H, des sous-groupes
de G tels que G = HUH, U UH,. Montrer que G = H,U---UH,,.

(Ecole normale supérieure)
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I - Solution.

Kaisonnens par Pahsurde et supposons l'existence d'un élément A
s 1Y (Hy U ... UH,). On considére une suite (2, ),en de G telle que
I ey, H o sont deux 4 deux distinets. En particulier, au plus un des z,H
il étre égal A H et dans ce cas, on peut supposer que c’est le premier
Iyl On supposera donc que, pour 72 2 1, les z,, ne sont pas dans H.

Pour tout n = 1, il existe ¢ € [1, p] tel que =, € H;. D'aprés le lemme
il Liroirs, il existe ¢; € [1, p] tel que x,, € H;, pour une infinité d’indices
1. On peut donc extraire de (Zn)nz1 une suite (-.nﬁ”)n;(, d’éléments de
1L, AL Pour n # m, on a r$'H # 2{H.

Considérons pour n € N, y, = hal) qui n'est ni dans H (sinon
e H), ni dans H;, (sinon . € H;, ). Pour tout n, y, est dans I'un
thae 1, avec 7 £ 7). 11 existe donc une sous-suite (2p)new de (Un)nen
i les élénients sont dans le méme sous-groupe H,, avec i3 # ;. On
pose 22 = 25 2, pour n € N, On a e € H;, puisque H,, est un

mum--groupe D’autre part de zp = hm(l) et 2, = hsc“) avec k, £ € N, on

i lnit S'Jn = [ (1)] (1 € Hi,. De plus, sim € Net 2 = hsr:p) on a

1

‘“)I-I—mmH = z.H=2zH = O =2 VH e r =1
T ¢

"

vl linalement,
PH=2PH —= m=n
Ou dispose done d’une suite (asf)) de H;, N H;, pour laquelle les
nz0
201 sont deux 3 deux distinets.
Omn réitere le procédé @ supposons construite pour ¢ < p une suite

(r,,”)) 0 de H;, N...N Hy, pour laquelle les 2$9H sont deux 3 deux

dislinets. Au plus un terme de la suite peut étre dans H et on peut
nipposer que ¢’est le premier ;r:((f).
Considérons pour n € N*, ¢, = hatd) qui n'est ni dans H (sinon

il e H), ni dans H;, N...NH;_ par hypothése sur k. Pour tout n, y,
it (ans I'un des H; avee ¢ € {i),...4,}. Tl existe donc une sous-suite

{“ninem de (yn)nen dont les éléments sont dans le méme sous-groupe

(g+1)

I,,,, avec igyy & {if,--.,4q}- Onpose zn ' = 25 2z, pourn € N. Ona

1Y
A e H;,., puisque H;_,, est un sous-groupe. De maniére analogue a

{g+1)

e i & été fait précédemment, xy, s'écrit apres simplification comme
(a+1)

produit de deux éléments de Hy, N... N Hy, et les s 'H sont des

puriies deux a deux distinctes. On dispose done d'une suite (m$f+1))
7220

e 1L, Moo N H, M H, L, pour laquelle les :c,(f"'l)H sont deux & deux
tistincts.
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Au final, on obtient une suite (xff’ )) o de H;, N...NH;,, c’est-a-dire
nz

de Hy N...NH, avec les P H deux A deux distincts. On choisit n € N

tel que z = xﬁf’ ) ¢ H. Dans ces conditions, zh ne peut appartenir ni a

H, ni & aucun des H;. Comme G = HUH,; U ... UH,, on aboutit & une
contradiction. <

2.14. Un théoréme de Frobenius (1895)

Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G. On suppose que
Card G = pCard H, ol p est le plus petit diviseur premier de Card G.
Montrer que H est distingué dans G, ¢’est-a-dire que l'on a, pour
tout £ € G, zHz~ ! =H.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
+ On considére les classes &4 gauche modulo H i.e. les gH o1 ¢ parcourt

G. On notera G/H lensemble de ces classes, Comme elles ont toutes le
Card G

CardH
naturellement sur G/H par translation & gauche : sige Get v € G,

g zH = (gz)H. Mais on ne peut pas avoir d’information intéressante
dans Décriture de I'équation aux classes pour cette action, puisqu’il n'y
qu’'une seule orbite de cardinal p. On va plutét regarder la restriction de
cette action & H définie, pour h € Het @ € G, par b oH = (ha)H.

¢ On note (£2;)1gign les orbites de G/H pour cette action. On sait que
le cardinal de chaque §; divise celui de H, done celui de G. Ecrivons alors
Iéquation anx classes qui exprime le fait que G/H est réunjon disjointe
des orbites sous I'action de H :

méme cardinal que H, on obtient Card G/H = - Le groupe G agit

K
p=CardG/H =" Card Q.

i=1

L'orbite de H est bien siir réduite an singleton {H}. Les orbites qui ne

sont pas des singletons ont un cardinal divisant |G| ; par hypothése, un

tel cardinal est supérieur ou égal & p. 8"l existait une telle orbite, on
n

aurait 3. Card); = p+ 1, ce qui est impossible. Toutes les orbites sont
i=1

donc réduites & des singletons.

e Ainsi, pour tout z € Get tout hEH, on a

h-zH = (hz)H = zH

et donc z—'hz € H. On obtient, pour tout =z € G, 'inclusion z Hz C H
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ol ilone Pégalité o~ Hae = H puisque H et —*Hzx ont le méme cardinal,
et montre que H est distingué dans G. <

. vwercice suivant montre que dans un groupe fini, un sous-groupe
prugne ne peut pas couper toutes les classes de conjugaison.

2.15. Classes de conjugaison

1. Soit G un groupe fini. H un sous-groupe strict de G. Montrer
yw’il existe x € G tel que la classe de conjugaison de z ne rencontre
pas HL

2. Donner un contre-exemple s1 G n’est pas fini.

(Ecole normale supérieure)

I - Sohation,
I. Pour z et g dans G, on a gzg™! € H <= =z € g 'Hg
{a probléme revient donc & démontrer que la réunion U gHg™ ' des

g€G
vonjugués de H, n’est pas égale 4 G. Pour cela on va majorer le car-

tlinl de cette réunion et montrer qu'elle contient strictement moins
iéléments que G (la seconde question peut nous faire songer & un argu-
menl combinatoire). On observe que si g et ¢’ sont dans la méme classe
i pniiche modulo I, c’est-a-dire s'll existe h € H tel que ¢' = gh, alors
# 1y~ = g(hHh=1)g~1 = gHg~*. Dans la réunion ci-dessus, on peut
ilone se contenter de prendre un systéme de représentants des classes
i paiche modulo H. Soit g\, ..., g% un tel systéme de représentants.

k- {G|/|H| étant l'indice de H dans G. Les conjugués de H ayant au
imoins 1’élément neutre en commun, il vieng
1 ¥ 1 G|
|J ¢Hg | = | #:Hg; €1+(\Hl—1)k:|G|+1*ﬁ‘<|G\u
9CG i=1 I i

e [H| < |G| par hypothése.

2. La preuve précédente utilise fortement la finitude de G, Le résultat
e w'étend pas & un groupe infini. Prenons par exemple G = GL,, {C)
ol H le sous-groupe de G formé des matrices triangulaires supérieures
inversibles. Toute matrice de M, (C) étant trigonalisable, la classe de
vonjugaison de toute matrice A de G rencontre . <«

Une maniére trés féconde pour obtenir des groupes consiste  regarder
L qroupe de symétrie d’un «objet géométrigues. Ainsi, dans l'espace eu-
rlidien de dimension 3, la recherche des sous-groupes finis du groupe des
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rotations est-elle lide qux polyédres réguliers. Ces derniers, au nombre
de b, étaient déjg connus de Platon. L'exercice suivant propose la par-
tie analyse du trovail ef détermine les caractéristiques que doit avoir un
sous-groupe fini de S03(R).

2.16. Sous-groupes finis de SO3(R)

Seit X un ensemble et G un sous-groupe fim du groupe Sx des
bijections de X. Pour y € X, on note X, = {¢(y), g € G} 'orbite de
y sous l'action de G et G, = {g € G, g(y) = y} le stabilisateur de y
dans G.

1. Pour tout y € X, prouver que |G| = |Gy| x |X,]|.

2. Montrer que pour (z,y) € X%, si z € X,,, alors X, = X,,.

3.a. Désormais, X est la sphére unité de R? mnuni de sa structure
euclidienne canonique et G un sous-groupe fini du groupe des rota-
tions. On note 7 = {Xy,y € X} et pour T =X, € T, v(T) = |Gy
Prouver que

2G| —2= > (v(T) ~1)|T}.
TeT
b. Quelles sont les valeurs possibles de v(T) ?
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Cela a été rappelé dans le préambule aux exercices sur les opéra-
tions de groupes.

2. Soit (x,y) € X?, avec z € X,. On éerit z = gp(y) avec gg € G. On
aalors y = gy () et y € Xy Si 2 € X, il existe g € G tel que z = g(x),
d’oir résulte z = ggo(y) et z € X,. Ainsi X; C X,,. Comme y € X, par
symétrie du probléme, on a X, < X; et finalement I'égalité demandée.

3.a. Avant tout, remarquons que |G,| ne dépend pas du choix de
I’élément y, ce qui justifie la définition de (T). Eneffet, s1 T = X, = X,
on a

|Gz = |GI/[Xz| = |GI/[Xy| = |Gyl.

Rappelons qu'une rotation de B* qui n’est pas I'identité admet une
droite vectorielle (son axe) comme ensemble de points invariants. Par
conséquent, si on note G = G\{I}, ott I désigne I'identité de R?, tout
élément de G’ admet exactement deux points fixes dans X (les points
d’intersection de ’axe de la rotation avec la sphére X). Considérons

E={(g,z) € G'x X, g(z) =z}

D’apres ce que nous venons de dire, on a
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Bl = 2|G| = 2(]G1 — 1) = 2G| — 2.

Hionnote X' = {z e X, 35 € &, g(z} =z}, on obtient

E= J]{lg,2) €@ xX, g(z) =},

zeX’

b iyenbole J] signifiant que la réunion est disjointe.
Or,six € Xest fixé, {(g,2) € G x X, g(x) =z} = (G \{T}) x {z}
wit (| cardinal »(Xg) — 1. En particulier, z € X’ si v(X;) > 1. On en

eelail que
El= > ((X:) - 1)
reEX’
Piksque, pour z € X\ X/, on a v(X;) — 1 =0, on peut encore écrire
E| =Y (X}~ 1)
zeX
Huclunt que X est réunion disjointe des orbites T et que, quand z varie

tlnis une orbite T, »(X,) reste égal & ¢(T), on obtient

E{ = > (»(T) - 1)|T}.

TeT

O conclut que

21G] —2= > (v(T) — 1)|T].

Ter

b. La derniére relation peut s’écrire

2

M 2= (- 5m)

TeT

puisjue |G| = »(THT|, pour toute orbite T.

l.a quantité 2 — est strictement inférieure & 2 et pour tout T € T

1GI
aeleme (TY 22, onal— ﬁ = % Par conséquent, il ne peut y avoir
{lus de trois termes non nuls dans la somme Y (1 - —L) .
TeT w{T)

¢ Imaginons qu'il n’y a qu’une seule orbite avec v(T} > 2. Alorson a
1 2
< ——=——-1<0
AT) (@ S

vvqui est impossible, 11 v a done deux ou trois orbites T telles que
{1y = 2.
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e Supposons qu'il y a deux orbites T avec »(T} 2 2 : T et Ta.
N’oublions pas que (Ty) et v(T3) divisent |G| d’aprés le théoreme de
Lagrange. Ecrivons |G| = v(T1)dy = v(T3)dy. Alors () devient

2 d d
9 — =9 L 2
|G| Gl |G
d’ol résulte 2 = d; + da et nécessairement d; = da = 1. Les orbites Ty
et Ty ont un seul élément.

Ainsi, on a deux points de X qui sont invariants par tous les éléments
de G, ce qui signifie qu’ils sont sur les axes des rotations de G’. Ces deux
points sont opposés et finalement toutes les rotations de G’ admettent le
méme axe D. Le groupe G est alors abélien. Les restrictions des éléments
de G au plan P = D forment un sous-groupe fini de SO(P). Nous savons
qu’un tel sous-groupe est cyclique, engendré par une rotation d’angle
%’T (P étant muni d'une orientation arbitraire). G est donc constitué
des rotations d’axe fixe D et d’angle %TW, 0<k€n—1.

e Supposons qu'il y a trois orbites T avec v(T) 2 2 : Ty, T3 et Ts.
Notons v; = v(T;) pour tout 1 £ ¢ < 3. On peut supposer 11 € 15 £ V3.
Lrégalité (*) s’écrit alors

2 1 1 1

I+ o= —  —.
I G | " /2 /3

On ne peut avoir vy = 3 car sinon

2 1 1 1 1

l<lt =—4+ —+—<3.;=1
+iGl I/1+I/2 Vg\ 3
e e 12 1
On a nécessairement v = 2 et (%) 'éerit - + = = — + —
2 |G| Vs U

On ne peut avoir v = 4 car sinon

Ll 11,!
2 |G‘ Uy 253 = 4
Done v vaut 2 ou 3.
* Supposons v, = 2. Alors 13 = |G|/2 et |G/ est pair.
* Supposons v3 = 3. Alors (#) devient
1 2 1

871G " ws

et on a nécessairement vy < 6 et 13 vaut 3, 4 ou 5. La formule donne
alors la valeur de |G].
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On conelut done sur les valeurs possibles de »(T) dans le cas de trois
i hiles

Cas |ty |t | 15 ||G]
T[22 n2] n
2 213 3 12
3 213 4 24
4 213 5 60

P'our achever Uétude, il reste & effectuer un important travail de
appdhdse. On peut prowver qu’il existe bien un Sous-groupe correspon-
then} 4 ces quatre derniers cas-ld comme on Ug fait dans le cas ot on
nowt deux orbites T avee v(T) 2 2. Le cas 1 est réalisé par le groupe
ies rotations laissant stables un polygone régulier & n/2 cotds, contenu
dins un plan. On parle alors de groupe diédral. Le cas 2 est réalisé par
e groupe des rolations laissant stable un tétraédre régulier; il est iso-
morphe 6 Ag. Le cas 3 est réalis€é par le groupe des rotations laissant
ntuble le cube, qui est isomorphe o Sy et enfin le dernier cas est obtenu
e be groupe des rotations laissant stable le dodécaédre régulier, gui est
momorphe 6 As. Les deux polyédres réguliers vestants sont Uoctaédre
i Vieosoédre qui ont respectivernent le méme groupe que le cube et le
dodicaédre.

2.17. Groupe dérivé

Soit G un groupe {noté multiplicativement}. On note D le sous-
yroupe de G engendré par les éléments de la forme zyz—'y—! (avec
r.if dans G) et C le sous-groupe de G engendré par les éléments de
ln [orme z* (2 € G).

1. Montrer que D C C.

2. On suppose que G est engendré par les éléments = qui
virifient z = 7', Montrer que C = D.

3. Soit G = 02(Q) le groupe multiplicatif des matrices (2, 2) qui
sont orthogonales et & coefficients dans Q. Montrer que dans ce cas
1) est un sous-groupe strict de 502(Q}.

(Ecole normale supérieure)

|- Solution.

. Pour montrer que D est inclus dans C il suffit de prouver que tout
clément z € G de la forme z — zya~ty ™ est dans C. 1 suffit pour cela
Jd'observer que

2 = my.ﬁ:_ly_l _ IZ(m—ly)Z(,yfl)Q.
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Indiquons qu'un tel élément z s’appelle un commutateur et que le groupe
D est appelé le groupe dérivé de G.

2. Si z,y sout dans G, nous noterons [z,y] = zyz 'y le commu-
tateur associé. Comme précédemment, pour prouver que C = D, il nous
suffit de montrer que tout carré de G est dans D. Soit « € G. Par hy-

pothdse, il existe des involutions xq,..., 7, (c'est--dire des élénients
vérifiant x; = x') tels que £ = z1Z2...2p. On va travailler par
vécurrence sur p. Sip = 1, on a 22 = 7} = e, o1 e est le neutre de

G Sip=2,ona

2 1

1 -1
= X\ ToT1To = T\ TaTy @y = [&1,&2] €D,

Supposons que le carré d’un produit de p — 1 involutions soit dans D.
On a alors,

22 = (xy.. . 2p) (7). p) = e ap)er(Ta ... Tp) N T 2p)°

= (21, 22... 1p)(7y...2,)° €D

en tant que produit d’un commutateur et d'un élément qui est dans D
par hypothese de récurrence.

3. Notons que G = O3(QQ) est bien un sous-groupe du groupe ortho-
gonal O»(R) : il est non vide, stable par le produit puisque le produit de
deux matrices A coeflicients dans Q@ est encore une matrice & coeflicients
dans @, et stable par inverse puisque I'inverse d'une matrice orthogonale
est simplement sa transposée. Les éléments de G de déterminant —1 sont
des involutions (des symétries axiales géométriquement). Nous savous de
plus, que n'importe quelle matrice de SO;(R) peut se décomposer comme
un produit de deux symétries, I'une des deux pouvant &tre choisie arbi-
trairement. En particulier, si A € 50,(Q) on peut décomposer A comme
un produit de deux involutions de G puisqu’il suffit d’écrire A = S(SA)
10
0-1
est bien engendré par les involutions.

Il est évidemment clair que D est inclus dans 502(Q) (un com-
mutateur & un déterminant égal & 1). Supposens par l'absurde que
D = C = 803{Q). Comme tout élément de G\ 50,(}) a un carré égal
an neutre, C est engendré par les carrés des éléments de SO;(Q). Mais
comme 30,(Q) est commutatif, un produit de carrés est encore un carré
et tout élément de SO5(Q) est alors un carré. On va voir que ce n'est pas

le cas. Considérons M — (0 -1

avec S = ) La condition de la question 2 est donc vérifiée : G

1
tion d’angle g et supposons qu'il existe N € G telle que N> =M. On a

) la matrice qui correspond & la rota-

forcément N € S02(Q) et on peut écrire N = (g _ab) avec (e, b) € Q%
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+i

v&

M on a alors (e + ib)* = i, ce qui donne a + ib = :t(

vl
~—

{ "l absurde car /2 est irrationnel. <

Les crercices qui suivent concernent 'étude de quelques exemples de
]”'UU.]N‘H,

2.18, Groupes quasi-cycliques de Priifer

Soit p € N* un entier premier et U, le groupe multiplicatif de
(™ ¢ngendré par Pensemble des nombres exp ( ?Tir) olt @ décrit N.
L. Quels sont les sous-groupes de U, ?
2. Montrer que U, est indécomposable, c'est-a-dire n’est pas
momorphe & un produit direct de deux groupes non trivianx.
(Ecole normale supérieure)

| - Solution,
I. Pour o« € N, notons G, le sous-groupe de C* engendré par

RiLq . .\ L.
U ( T) C’est le groupe des racines p*-iémes de I'unité. On a, pour

2i ; » .
tanl. v € N, Go € Ggyg, car exp (%) = (exp (ﬁ%)) et a fortiori,
tiy: Gg si < o Onen déduit que U G, est un sous-groupe de C*.

aclN
[ cliet, deux éléments de cette réunion appartiennent & un méme G,
(i vontient aussi leur produit. On a donc

U, = | Go.
awcN

lsxaminons les sous-groupes de Uy, Il ¥ a évidemment les G, qui
noni finis et U, lui-méme. On va montrer que ce sont les seuls.

Tant d’abord, pour tout o € N, les sous-groupes de G, sont les Gg
e 3 € e 11 a déja été noté que ce sont des sous-groupes de G
liversement, si G est un sous-groupe de G, le cardinal de G divise celui
th- (3, d’apres le théoréme de Lagrange, et il existe donc £ < o tel que
i pP. Mais alors, on a 27 =1 pour tout z de G (toujours d’apres le
thicoreme de Lagrange) et donc G C Gg. Les deux groupes ayant méme
vopdinal, Pinclusion est une égalité,

Soit maintenant un sous-groupe G de Uy qui n'est pas wi G, D'aprés
e précede, G n'est contenu dans aucun G, Pour tout o € N il existe
v Gotel que x ¢ G,. Considérons le plus petit entier naturel n tel que
r « G, On note que @ < n (car sinon, on aurait z € G, C G,).
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On éerit ¢ = exp (2”6
o

), avec k € Z. Puisque, par définition de n, z
2ikw

n’appartient pas & G,,_1, on a - exp (

) £ 1. On en déduit

que p ne divise pas k; p étant un nombre premier, k est premier avec p
et done premier avec p™. Mais ceci est la condition pour que x engendre
Gp. Comme z € G, Gy, est contenu dans G. On a, a fortiori, G, C G,
car o < n implique G, C G,,. Puisque o est un entier quelconque, on en
déduit que G, qui contient tous les Gq, est égal & Uy,

Il en résulte que l’'ensemble des sous-groupes de U, est totalement
ordonné par l'inclusion.

2. Supposons qu’il existe deux groupes H,K et un isomorphisme

@ de H x K sur U,. Posons H — H x {1} : clest un sous-groupe de
H x K isomorphe 3 H. De méme K = {1} x K est isomorphe & K et
HNK = {(1,1)}. Les images par ¢ des sous-groupes H et K sont des
sous-groupes de U, d’intersection égale 4 {1}. D’aprés le point précédent
I'un des deux est réduit & {1}. Donc soit H, soit K est trivial. <

2.19. Le groupe modulaire

Soit P = {z € C, Tmz > 0} le demi-plan de Poincaré. A toute

matrice A = i Z) de SL»(Z) on associe la fonction homogra-
. i s _az+b
phique fa définie pour z € P par fu(z) = ot d

1. Montrer que I'application 4 : A — fa est un morphisme
de groupes de SLy{Z) dans le groupe des permutations de P.
Déterminer Ker. On note G I’image de v; on lappelle le groupe
modulaire.

2. Pour z € P,onpose I, = {Img(z), g € G}. Montrer que I,
est une partie de R} admettant un plus grand élément. (On pourra
prouver que pour tout réel o« > 0, 'ensemble des g € G tels que
Im g(z) > « est fini).

3. On note Gg le sous-groupe de G engendré paru: z — z+1
et v:zr— —l Soit z € P. Montrer qu’il existe go € Gg tel que,
pour tout g € Go1 Im g(z) < Im zp, ol zp = go(z).

4. Soit D = {z € P, {Rez| € %, |z| = 1} le domaine fonda-
mental du groupe modulaire. Montrer qu’on peut choisir z; dans D.

5. En déduire que Gp = G.

(Ecole normale supérieure)
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|- Solution.
I SoitA=|" b € 5La(7Z), B = @ € 8Ly(Z)et z€ P. On a
. == ¢ d 2 1 Cl di = *
IA(2) = az—+0b (a,z +b)(cz + d) a,clz[2 +bd + adz + bz
falz) = cz+d lez + d|? ez + d|?

o résulte, en prenant la partie imaginaire, que

(@d—bc)Imz  Imz

Im{fa(z)) = o2 i d? ez L d? > 0.
On en déduit que fo(P) c P. On a ensuite
. a——ZjIZ to (gal b))z + (ab + bd)
!/\(fB(Z)) = cafz+b’ L d = (caf +dc’)z+cb’ +dd’ = fAB(z).
ez 4+d
Comme fi = Idp, Papplication fa est bijective et sa bijection

neiproque est fa—1. Le résultat précédent prouve alors que @ est un
morphisme de groupes de SLo(Z) dans le groupe des permutations de P.

Supposons que A € Ker#. On a fa(z) = 2z powr tout z € P ce qui
dennie pour tout z € P, az + b = cz? + dz. D’olt on déduit c = b= 0 et
i d. Comme ad —bc — 1 on a ¢ = *1. Il en résulte que Kery = {+I}.

2. Soit z € P et o > 0. On suit 'indication de I'énoncé. Pour g € G,
mz

Imy(z) 2 a équivaut & |ez 4+ d|* € ol1 ¢, d sont les coefficients de la
wennde ligne d'une matrice A € SL;(Z) telle que fa = g (cette matrice
ol nnique au signe prés d'aprés la question précédente). 1l n’y a qu'un

noinbre fini de couples (¢, d) € Z? vérifiant cette inégalité. En effet, on a

o |2+ Im 2 almz

2]

A(Imz)? < |ez +d* € 2 ot done ¢2 £ —1—, puis
<

2

d? < lez|? + |ez + d)? € 2=

Il v résulte que I, N jo, +0o], qui est Pensemble des nownbres réels qui
Pleerivent [czImTzdP’ avec (¢, d) € 7* vérifiant I'inégalité ci-dessus, est fini
{ivintuellement vide).

On en déduit que I, admet un plus grand élément : si on choisit o > 0
tel que I N [or, +oo] soit non vide (on prend o = g(2) avec g élément
ielconque de G), le plus grand élément de I, est le plus grand élément
it I; n [O{, +DO[

3. Posons J, = {Img(z), 2z € Gp}. Comme J, C I,, pour tout
o 0, J, N e, +oo| est ausst fini. Done J, admet également un plus
prand élément. Dot Pexistence de go € Gy tel que Yon ait, pour tout
o Go, Img(z) € Iinzp = Im go(2).
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4, Supposons que Rezp = m+itolmeZette }~% H Alors

u”™(zp) admet ¢ comme partie réelle et posséde la méme partie imagi-
naire que zg. Comme u™™(2p) est égal & (u~"™ o gp)(2), on peut donc en

remplacant go(2) par (u™™ o go)(z), supposer |Re 2| < % Mais alors,
on a obligatoirement |2/ > 1. En effet, on observe que Imv(zp) = Ill_:)%)_

de sorte que 8i |z] < 1, on a Im(v o gg)(2) > Im zg, ce qui contredit le
choix de gp.
3. Représentons D,

v [ A

Les groupes G et Gg opérent naturellement sur P. La question
précédente a montré gue la Gg-orbite de tout point z de P rencontre
ce domajne D. On va maintenant regarder si deux points z et 2z’ de D
peuvent étre dans la méme G-orbite.

Supposons done qu'il existe g € G tel que 2’ = g(z). Quitte & rempla-
cer le couple (z, 2') par le couple (27, 2), ot 2 = g~ 1{2"), on peut supposer

G

) € SLo(Z) telle que g = fa. On a

?
b
cd
lez +d? <1 car Img(z) > Imz. En posant z = r + 4y, avec (z,y) € R?,
on obtient

que Img(z) = Imz. Soit A =

3
1= (cx+ d)2 +P 2yt 2 acg,
car z € D. On en déduit que |¢| < 2, ce qui donne ¢ € {1,0, -1}. Comme
il est loisible de changer les signes des coefficients de A, le cas ¢ = —1 se

rameéne au cas ¢ — 1.

¢ Supposons ¢ = 0. On a alors ad = 1 et donc ¢ —d = 1. Dans ce
cas, g est une translation : g(z) = z+k,aveck € Z. 8ik =0, g = Idp
et 2 — z Sik # 0, Rez et Rez' étant tous les deux dans I'intervalle
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' ‘Ij, ]2], on a obligatoirement & = £1; I'un des deux nombres Rez

ol Re ' doit étre égal A —% et Pautre & %

s Supposons ¢ = 1, De |z +d| < 1, on déduit que
| e+ d)?+y*=1zf+2de+d® 21 -2d||z| +d° 21 —|d +d°

ol done @2 < |d|. Cela impose d € {0,-1,1}. On aalors 1 — |d| +d* =1
ol los inégalités précédentes sont des égalités. Cela entraine

Izl =1 et 2dz = —-2|d||z| = —|d|.

*Sid:O,onobtientb:—letz’zg(z)=a—%=a—2. En

purticulier Re(2') = a — Re(2). Si Re(z) # :I:-%, Cest-a-dire si z £ j et

~/ -j% alorsa=0¢et 2’ = ~Z. 5i 2 = j, on peut avoir ¢ = 0 ou —1;
o obtient alors &' = —j% ou j. De méme, st z = —j2, alors 2/ = j ou
J%. Dans tous les ¢as, on note que |2'| = 1.
xSid=1,onalz|=letz=— 3 ¢’est-a-dire z = j. On obtient
1 1 . .
tob=1letz = =g - =a— —— = a-+j Ceci nécessite
itoh Z=g(z)=a po] T3 + éc

i fouletz =jou—j2
% 8id = —1, on obtient de méme, z = —j° et 2’ = j ou —j°.

O observe que, dans tous les cas, si z £ 2, z et 2/ sont sur la frontiére
i ). De plus, si z n'est pas sur la frontiére de D, la seule application g
lelle que z = g(z) est Idp. Nous allons déduire de cela que G = Go.

I'n effet, prenons g € G et z un point intérieur & D (par exemple

2i). Puisque g(z) € P, la question 4 montre qu’il existe go € Gy tel
e go{g(2)) € D. D’aprés ce qu'on vient de voir, cela impose goog(z) = z
vl gyog=1Idp. On adonc g = g5 et g € Gg. <

On, déduit de ce résultat que le groupe SLy(Z) est engendré par les

11 10

e inatrices U = 01 etV = 11 On trouvera une autre preuve

de o résultat par des manipulations élémentaires dans le chapitre sur le
wonpe inéaire dans le tome 2 d’algébre.

tn probléme majeur de la théorie des groupes finis, qui n'est pas
tneore totalement résolu de nos jours, est celui de la classification é iso-
marphisme prés. Aprés un travail colossal de plusieurs dizaines d’années
lo classification est termince pour les groupes finis simples, c’est-da-dire
mns sous-groupe distingué non trivial. Avec les outils du programme des
clesses préparatotres on peut s’attaquer ¢ un probléme incomparablement
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plus facile : la classification des groupes finis abéliens. L 'énoncé ci-aprés
démontre la partie unicité du théoréme suivant :
Théoréme. 57 G est un groupe abélien fini avec |G| = 2, z'l eriste une

unique suite (ag,...,0n) telle que 2 < atlas| -+ |an €t G = H ZlaiZ.
Llentier 0, n'est autre que Uexposant du groupe G (cf. escerczce 2.8).

Pour la partie existence nous renvoyons le lecteur & exercice 7.22.

2.20. Unicité dans le théoréme de structure des groupes abéhiens finis

Soit (@1, -.-18p.015...,0m) € (N*)m+n vérifiant
2ga1|a2|-~-fan et 2« b]|b2| -

On suppose qu’il existe un isomorphisme de groupes

k¢ m
112z/0.z ~ )] z/0:2.
=1 i=1

Montrer que m = n et que a; = b; pour tout i € [1,n}.
(Ecole normale supérieure)

> Solution. .
Tt
Notons Gy = ][] Z/e;Z et Gz = [] Z/bZ. Démontrons le résultat
i i=1
d’unicité par récurrence sur n = 0.
& Supposons n = 0. On a alors

G1 = {0} ~ ﬁZ/brLZ

Ceci implique 1 = Card G, = Card Go = by ... b, D'oltm = (.

® Supposons 7 2 1 et la propriété établie jusqu’au rang n — 1. Pour
faire chuter n, nous allons considérer le groupe a; - Gi. Il est constitué
des éléments de la forme

ay-X=ay- (T, .-, 20) = (ay -2y, -., 0y Za),

ou X = (z1,...,z,) est un élément quelcongue de G et o a1 -z désigne
I'élément z -+ - -+ avec gy termes. En fait a; - G; est I'image de G, par
le morphisme de groupes X —— a; - X. (Pest donc bien un sous-groupe
de Gy et on a clairement,

ar- Gy = (01 (Z/a1Z)) % (a1- (Z/asZ)) X - - x (a; - (Z/anZ)) et
a1 -Gy =(a; - (Z/01Z)) x (a1 - (Z/b2Z)) x - -- % (1 - (/b 2)).



4 a4t UNICITE DANS LE TIBOREME DE STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINS 65

Comme Gy >~ Go, on a a1 - Gy >~ a1 - Go. Regardons d'un peu plus
pmes los groupes aq - (Z/a;Z) et ay - (Z/b;Z) qui interviennent ci-dessus.
Pour cela, établissons un petit lemine.

Lomime. Sin, p sont des entiers noturels non nuls, le groupe p - (Z/nZ)
n

val cyclique, isomorphe au groupe Z (——— Z.
¢ P groupe Z/ peed(p, )

Diwnonstration. On note w1 : Z — Z/nZ le morphisme surjectif de
pronpes qui & un entier z € Z associe T sa classe modulo n. Pour tout =
dns Z, on a

pr(z) = pT = 7T = m(px).

11 en résulte que p - (Z/nZ) est I'image par « du sous-groupe pZ de Z.
("0t donc le sous-groupe cyclique de Z/nZ engendré par m(p) = p. Or,
I'vrelee de 7 est le plus petit entier naturel non nul & tel gque kp soit
tlivisible par n, ¢’est-a-dire pgﬁ%’ ce gui démoentre le lemme.

Comme pour tout i € [1,n], a1]a;, on a pged(ay, ;) = a1 et, d'aprés
o lemme, ay - (Z/a;Z) = Z/ % Z. Ainsi on obtient
1

@
ay - Gl = H Z/—EZ
1<isn W

i lemme, on tire également que

b
a1 Ga II 2/ (Dng(Gubi))

1gism

Comme Card Gy = CardGsonaay...q, = by ...by. Comme a; -Gy
vl oy - Gz sont isomorphes, on a dgalement

%o ] bi

1<ign ¥ 1<i<m pged(az, b;)

ve- i donne

I a I &
1<ign . 1sigm .
ay II pged(as,b;)
lgigm

On adonc af = J[ pged{a,bs) < af" car pged(ar, b;) < ay, ce qni
lgigm

iniplique 7 € m. Comme G, et Ga jouent des réles symétrigues (si

n : L. alors nécessairement m = 1), on peut démontrer de méme que

1o -1 moet ainsi n = m. Les majorations des pged(aq, b;) par a effectuées

i tlessus sont alors nécessairement des égalités. On a done pour tout
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i € [1,n], a1 = pged(ey, b;), i.e. ai|b;. En particulier, a1 |b;. Toujours
pour des raisons de symétrie, b, |a; et finalement a; = b;.

Revenons alors & l'isomorphisme a, - G1 ~ a1 - G = b, - Ga. 1 ’écrit

11 Z/G‘Zﬁ 11 Z/ 'z

1<ign 1<ign

Sia; = ay (1 <i<n),alors Zf 2 Z = {0}. Cest vrai en particulier pour
a1

i = 1. Nous avons fa1t chuter n et allons pouvoir appliquer I’hypothése

de récurrence. Si tous les g; sont égaux 4 a1, a1 - Gy = {0} = @y - Gg et
tous les b; sont égaux & 1. L'unicité est alors prouvée.

Dans le cas contraire, on peut considérer » le plus petit entier de [2, n]

tel que a, > a;. Nécessairement, il existe i € [1,n] tel que b; > b = a;.

On note s le plus petit de ces entiers. On a s = 2. Dans ces conditions,

I'isomorphisme devient

Gy by,

Z/—7Z XZ/ Z Z/ Zx x L —Z.

an ay

Par hypothese de récurrence, onar =s (et sii <71, a; — a; =) et

ar b Gn by

a b 7a o

On conclut donc a 1’égalité a; = b; pour tout 1 < ¢ < n, ce qui termine
la démonstration par récurrence. <

Le groupe symétrigue d’un ensemble B, noté Sg, est le groupe des
permutations de E. On note 8, le groupe symétrique de [1, n] pour tout
n 2 1. L'¢tude des groupes de permutation finis se raméne & 'étude des
Sn car si B est de cardinal n, Sg est isomorphe 4 S,,.

On rappelle que toute permutation o € S, admet une décomposition
en cycles G supports disfoints et que cette décomposition est unique a
[ordre des cycles prés. Un cycle ¢ de longueur p ou encore p-cycle, sera
noté ¢ = (a1,a2,...,0p) 00 pour tout i, G;41 = c(a;) (lire les indices mo-
dulo p). Une transposition est un cycle de longueur 2. Pour tout n = 2,
le groupe Sy, est engendré par les transpositions. En fait, les transposi-
tions (1.4) pour 2 < i < n suffisent, ce qui peut se voir par vécurrence
sur n ou simplement 6 partir du résultat précédent puisque pour i # j,
(¢,5) = (L,4}1, 5}, ). Lezercice suivant s’intéresse au nombre mini-
mal de transpositions permetiant de générer S,.
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2.21. Génération du groupe symétrique

Soit 7 2 2. Quel est le nombre minimal de transpositions engen-
trant. le groupe symétrigque &, 7
{Ecole normale supérieure)

i~ Holhition.

On a rappelé plus haut que les transpositions (1,2),...,(1,n) en-
gridrent &, Alnsi, n — 1 transpositions suffisent et intuitivement, il
grnble difficile de faire mieux, ce que semble confirmer 1’étude des

jrennieres valews de i, En effet, pour n = 2 il nous faut an moins une
{runsposition (la seule!) et pour n = 3, il nous en faut au moins 2 puisque
e seule transposition engendre un sous-groupe 4 deux éléments.

honnons-nous des transpositions 7p,..., 7, avec k € n — 2. Pour
visnnliser le probléme nous allons représenter les entiers de 1 & n par des
pwints du plan, On falt en sorte que trois quelcongques des points ne soient
|ir alignés. Si la transposition (e, b) apparait dans la liste 7y,....7 on
Juinl par un segment les points correspondant aux entiers a et b. On
uhlient ce qu’on appelle un graphe®. Par exemple, pour n = 6, k = 4,
oo (1,2), 2 =(1,3), 73 = (1,5) et 74 = (4,6), on obtient le graphe
whivaat

1
2 3
6
Il est assez clair qu’une condition nécessaire pour que 7y, ..., 7% en-

pewndrent S, est gu'on puisse passer de n'importe guel sommet ¢ € [1,n]
iwimporte quel autre sommet j € {1,n] en suivant les arétes du graphe,
IIn graphe vérifiant cette propriété est dit conneze, Il est aisé de dessi-
ner iles graphes connexes sur un ensemble de cardinal n gui contiennent
it | arétes. On peut par exemple choisir un sommet et le relier a tous

4. Pormellement, un graphe G est un couple (8, A) ol S est un ensembile fini, et A
i ensemble de paires d’éléments de S. Les éléments de S sont appelés les sommets
Ju praphe, ceux de A les arétes.
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les autres. Mais il semble impossible d’y arriver avec seulement n — 2
arétes. On a effectivement le résultat suivant :

Lemme. 5i un graphe G sur un ensemble E de cardinal n > 2 est
connexe, alors il a au moins n — 1 arétes.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n, le résultat étant clair
pour . — 2, Supposons le résultat prouvé an rang n — 1. Soit G un
graphe & n sommets. Si z est un sommet de G on note §{x)} sa valence
c’est-a-dive le nombre d’arétes qui arrivent en z. On a aisément

D 8(z) = 2a(C),

zeB

olt a(G) est le nombre d’arétes de GG (car une aréte correspond & deux
sommets). La connexité de G impose évidemment §(z) > 1 pour tout z.
Deux cas se présentent :

e Pour tout z, 6(z) = 2. Alors on a directement gréce a l'égalité
ci-dessus ¢(G) = n.

e Il existe un somet zg de valence 1. Retirons ce sommet g et
I'unigue aréte qui y aboutit. On obtient un nouveau graphe G’ sur l'en-
semble E' = E\{zy} qui est encore connexe. Par hypothése de récurrence,
a(GY 2 |E|-1=n-2etdonca{G)=a{(G)+12n—-1. 4

2.22. Plongement de S,, dans A, 2

Soit m & N*. Montrer qu'il existe un morphisme injectif de S,
dans A2 )
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

On considere I'application ¢ : 8, — A2 définie par (o) = o sl o
est une permutation paire et (o) = oo (n+ 1,n + 2) si o est impaire,
L application v est injective par unicité de la décomposition en cycles &
supports disjoints. Et il est aisé de constater gue 1) est un morphisme de
groupes. <l

Le lecteur gqui o un peu plus de connaissances en théorie des groupes
(simplicité du groupe alterné A, pour n > 5) pourra démontrer qu’il est
impossible dinjecter le groupe S, dans Anq1 pour n = 2.

Les deux exercices suivants montrent 'intérét qu'il y o & connaitre
des parties genératrices d’un groupe. Si X est une partie généralrice d’un
groupe G, lo connaissance de la restriction d’un morphisme de groupes
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[:G —= G & X caractérise f de maniére unigue. Cette idée permetira
o lecteur de montrer facilement que les morphismes de groupes de Z/nZ
dans L/nZ sont les applications x +—— ax : il suffit de regarder limage
du générateur 1. Dans le second tome algébre on trovvera d’outres utili-
sations des parties génératrices dans ’dtude du groupe linéaire.

2.23. Morphismes d’un sous-groupe de S, dans Z/pZ

Soit p un nombre premier et G un sous-groupe du groupe
symétrigue &,. Déterminer le cardinal de 'ensemble des homomor-
phismes de G dans Z/pZ.

(Ecole normale supérieure)

(> Solution.

Soit f un morphisme de (G, o) dans (Z/pZ, +). La composée de deux
¢léments oy et og sera notée o og et I'application identité 1.

On sait que tout élément ¢ de S, peut se décomposer en produit
(commutatif) de cycles & supports digjoints : on écxit ¢ = crcp - -+ cx 6t
lon note n; l'ordre du cycle ¢;. On a donc nq + --- + ne < p. L'ordre

de o est n = ppem(ny,...,nk). Ona o™ =1 donc n.f{e) = f(e™) =0.
I ordre de tout élément non nul de Z/pZ est p car il divise l'ordre p
du groupe. Donc si f(o) # 0, p divise n = ppem(ny, ..., 7k) et comme

p est premier, i] divise un des n;. On a donc alors n; = p et comnme
ni <nL4+-+ng < p, ng =p Ainsi k£ = 1 et ¢ est un pcycle. On a
(lonc montré que si ¢ € S, et West pas un p-cycle, f{o) = 0. Cela montre
daja que si G ne contient pas de pcycle, f =0.

Si G contient le p-cycle ¢, alors G contient le sous-groupe engendré
par ¢, gr(e) = {c*, k € [0,p — 1]}. Examinons le cas o G contient de
plus un élément ¢ qui n’appartient pas & gr(c).

Supposons que ¢ est un p-cycle ¢ que l'on note ¢ = (a1,...,0p)-
ll existe & € [1,p — 1] tel que ¢*(a;) = a2, par définition d’un p-cycle.
On en déduit que ¢ *¢(a1) = a1, donc ¢~*¢' n’est pas un p-cycle done
J(cke) = —kf(e) + f(¢) = 0. Comme ¢ ¢ gr(c), ¢ # 1et il
existe j € [2,p] tel que c7%¢/(a;) # a;; soit ¢ € [1,p — 1] tel que
% (a3) = @iy = ¢ (a;) (les indices sont notés modulo p). On a alors
¢ “e*¢/(a;) = a; et I'on montre que —kf(c) + (1 —4)f(c’) =0 comme
précédemment . On en déduit que i f{¢’) = 0 et comme ¢ est premier avec
p, f(¢) =0, puis =k f(c) =0 et comme k est premier avec p, f(c) = 0.

Si o n’est pas un p-cycle, on le décompose en produit de cycles &
supports disjoints ¢’cy . . . ¢;, ol I'ordre de ¢ est supérieur ou égal & 2 (car
» West pas I'identité). Si ¢ = (a102...a,), on considere k € [1,p—1] tel
que c¥{a,) = a2. On a alors ¢*¢’(a;) = a1. Comme a; N'est pas dans le
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support de ¢z ... ¢;, on a également ¢ *o(a1) = a;. Ainst ¢~ %o n'est pas
un p-eycle done f(c %o) = —kf(c) + f(o) =0 et f(c} =0 car f(o} = 0.

Le seul cas ol il existe un morphisme non nul de G dans Z/pZ est celui
ot G = gr(c} ol ¢ est un pcycle. Mais alors G est un groupe cyclique
d’ordre p. On peut choisir comme image de ¢ un élément gquelcongue de
Z[pZ. On obtient p morphismes de G dans Z/pZ.

Conclusion. Si G est un sous-groupe de &, engendré par un p-cycle,
il y a p morphismes de G dans Z/pZ. Dans tous les autres cas, il n'y en
& qu'un : 'application nulle. <

2.24. Morphismes de 84 dans Sg

Déterminer les morphismes du groupe &4 dans le groupe Ss.
(Ecole normale supérieure)

& Solution.

Dans la suite , nous noterons Id; et Ids les éléments neutres respectifs
de 8y et S3. Il est bien conm gue &y est engendré par les transpositions
(1,2},(1,3), (1,4). On observera anussi que I'image par un morphisme de
groupes f d'un élément z d’ordre n est un élément dont l'ordre est un
diviseur de n puisque (f(x))* = f(z™) = e. Soit f un morphisme de
groupes de 84 dans le groupe S3. Pour 2 £ 4 £ 4, notons 7; = f{(1,:}).
Comme (1,4} est d'ordre 2, ; est d’ordre 1 ou 2. Les seuls éléments de
83 d’ordre 2 étant les transpositions, 7; est soit une transposition, soit
identité. A partir de I3, plusienrs cas sont possibles.

o Soit il existe i € [2,4] tel que 7; =1ds. Pour j € [2,4], j £ 4, on a
(1,3)(1,8) = (1,4,4). On en déduit : £((1,4,4)) = F((L 7)) F((1,)) = .
Mais (1,1, 5) est d’ordre 3, donc 73 = Idy et comme 77 = Idg, on obtient
que t; = Ids. On a donc f{(1,j}) = Ids, pour tout j € [2,4]. Ces
transpositions engendrant Sy, f est le morphisme constant :

s € 8 —1Id; € S5.

Dans tous les autres cas, 7, 13, 74 serout des transpositions.

» Supposons gw’il existe une transposition r de &3 telle que l'on ait
T2 = 13 = 74 = 7. Toute permutation paire (resp. impaire) étant produit
d'un nombre pair (resp. impair} d’éléments de {(1,2), (1,3}, (1,4}}, on
en déduit que :

f(s} =1ds si 8 est une permutation paire de Sy
flsy=71 st § est une permutation impaire de &;.

Réciprogquement, si + est une transposition quelcongue de Sg, toute appli-
cation de &4 dans Sy ainst définie est un morphisme de groupes qui s'tden-
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Lifie & la signature. On peut définir 3 tels morphismes, car &3 posséde 3
lranspositions.

¢ Supposons que parmi les trois transpositions 7, 73, 74, deux soient
¢uiles et la troisitme distincte des deux autres. On peut donc déterminer
{1.1.k) et (a,b,c) tels que {4,j,k} = {2.3,4}, {a,b.c} = {1,2,3}, = =
i, ={a,b) et 7 = (a.c). On obtient alors

= F((1,)(1,9) = (a,b)(a,b) =Ids
= F((1.5)(1.9)) = (s, )(a, b) = (a, b, ).

On remarque que (1,%,k)(1,4,7) = (1,k)(4,7), d'oit 'on déduit que
SR ) = FIOL4,EDF((1,4,0) = (a,b,¢). Mais le produit de trans-
positions de supports disjoints (1, k)(4, j) est d’ordre 2. On obtient ainsi,

(a,¢,8) = (a,b,¢) = f(((1,k)(4,7))%) = F(Idq) = Id3 .

{est impossible. Ce troisidme cas ne peut jamais étre obtenu.

s Supposons enfin que 3,73, 74 sont trois transpositions distinctes.
On obtient & l’ordre prés les trois transpositions de 83, (1, 2), (2, 3), (1, 3).
Il existe a,b;c tels que {a,b,c} = {1.2,3} et 72 = (a,b),73 = (b,c) et
71 = (r,a). Etant donnés a, b, ¢, il existe an plus un morphisme [ de &,
dans Sy ayant ces valeurs pour 72,73 et 74, puisque (1,2),(1,3) et (1,4)
engendrent Sy.

Pour montrer Pexistence d'un tel morphisme f, nous en donnerons
nne réalisation géométrigue, Il y a plusieurs manieres d’obtenir S, comme
yroupe d’isométries. On peut, par exemple Pidentifier aux isométries lais-
sant un tétragdre régulier invariant ou aux isométries positives laissant
i cube invariant. Dans chacun des cas, ces isométries induisent une
action sur un ensemble a 3 éléments : perpendiculaires communes aux
couples d'arétes opposées pour le tétraddre ; axes des faces pour le cube.
(n définit ainsi une application de 8; dans S3. Montrons cela de maniére
plus précise.

* Soit 7 un tétraddre régulier de sommets Ai, Ay, Ag, Ay et Is(T)
les isométries de 'espace laissant 7 invariant. L'action de Is(7) sur les
sommets du tétragdre définit un morphisme de groupes  : Is(7) — S,.
I réflexion par rapport au plan médiateur de [A;, A;] (1 <7 <7< 4)
a pour image par ( la transposition de A; et A; dans 'ensemble des
sommets. Les transpositions étant dans km ¢ et engendrant S;. ¢ est
surjective. Comme (A} A, Az, Ay) est un repere affine de 1’espace, la
seule application laissant fixes les sommets du tétradédre T est l'iden-
lité, Le noyau de  est donc réduit & I'identité; ainsi ¢ est injective et
linalement ¢ est un isomorphisme de Is(7) sur 8;.

Dans un tétraddre régulier, la perpendiculaire commune & deux arétes
upposées est le segment qui joint les milienx de ces arétes. L’ensemble des
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perpendiculaires corumunes aux trois couples d’arétes opposécs sera noté
T = {D,, Dy, D.}. Elles sout munérotées de telle fagon que Dy, (resp. Dy,
resp. D) soit la perpeudiculaire commune & [A), Ay] et [Az, Ay] (resp.
[A|,A4] [ds [lAf_}, [\;j]1 resp. [Al, AJI et [Aﬂefﬁl-d)-

AZ Ad

Soit 1 € 8y, = = ) Visométrie de 7 associde. L'isométrie s trans-
forme nn couple d'arétes opposdées en un autre couple d’aréles opposées,
ceci de maniére injective. Elle transforme donc un ¢lément de D en un
élément de D, de manidre injeclive, Elle induit done nne permutation o’
de D qui ¢’identifie 4 uu élément de Sy. Sait f Vapplication qui & » € Sy
assoucie ' € Sy, Par construction, Vapplication qui & & associe o' est nn
morphisme (pour la loi o). Puisqie ™! ost ansst 1 morphisme. on en
déduil que f est yn morphisiue de groupes de Sy dans Ss.

Pour i € {2,3,4}, posons {7,k} = {2,3,4}\ {i}. Alors ™ 1{(1.4)) est
la réflexion par rapport an plan médiatenr de [A |, A;]. Cette réllexion
échange A et A; of luisse invariants A, et Ay ; elle luisse invariants les wi-
lienx de [Ay, A,] et [A,, Ax] of échange les milicnx de (A Aj] ot A Ayl
et les milieux de [A, A )] et [Ay, Ay]. Blle laisse done invariante la per-
pendicutaire commune & [A1, A;] et [A; Ag] et échrange los donx antres.
Ces remarques permettent de déterininer los images par @ ~H{(1,7)) des
dléments de D et doue ;= F{{1,4)). Ou tronve 2 = {a,b), 73 = (b.¢) et
71 = (e, at).

Ceci démontre exastence d'un morphisime de gronpes f de S dans
Sy ayant les propriétés voulues. Pnisgue (e, b, ¢) étant une perammtation
quelcongue de (2,3, 4), on trouve 6 morphismes de cc type.

* Venons-cn an cas du cube. Soit ¢ un cube de centre O, de sonumnets
A, Ay Az, Ay, AL AL AL AL les sotmets étant numérotés de telle
facon que A’ soil le symétrique de A, par rapport & O et que A ALALA)
soit un carré. Notons 157 (C) Pensemble dos isométrics positives laissant
C invariant. Les éléments de Is* (C) sont des rotations dont I'axe contient
0. Soit A Pensentble des diagonales du cube, c'est-a-dire Pensemble dos
quatre droites 8; = (A, AY) (1 €4 < 4).
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Tout élément de TsT(C) transforme unc disgonale du cube cn une
autre diagonale. Etant bijectif, il réalise wie permutation des éléments
1 AL On obtient done un morphisme de groupes W : Is! (C) — S8y

s € Ker W, s laisse los quatre droites de A invariantes. La restric-
tuny de s & chaque droite de A est Videntité ou la symétrie par rapport
2 O. L'application vectorielle associée & s est done £ Id. La symétrie par
Lepport an point O wétant pas nne isomdétrie positive, 8 = Id. Liappli-
coton I est done injective.

Soit d1y la droile passant par 0 qui joint les ruilicux des aretes [A | A%]
v [AL Agl el s12 le retournement d’axe dyg. 11 est immédiat que s,y
cchange les diagotales d, et 42, La droite d15 ost orthogoiale au plan I
contenant Az Ay, A4 et AYL La vestriction de 510 & P est done la symiétrie
deecendre O, Lapplication sz laisse done invartantes les diagonales 8,
vy Liimage de spp par O est la transposition des diagonales &) et dy.
i montre de miane que W(Is' ) contient toutes los transpositions et o
comelut que ¥ est surjective. Finalement ¥ est un isomorphisme de Is!
car Sy

Considérons maintenant les trogs axes dos faces, c'est-d-dire les trois
denites passant pay O et orthogonales 4 dewx des faces du cube, On
notera A = {d,, dy, d.} Venseinble de ces axes. Ils sont numdérotés de
Lo fagon que d, (resp. dy, resp. dj) soient respectivement les axes des
lees AJASASAL A VALAAL of A ALALRAL

Tout élément de Is* (C) transformant une face du cube en une autre
L0 ef laissant O invariant, transforme un élément de A en un ¢lément
+4 A Elle opere done une permmitation de 4. En associand a tout élément
w8 Pisométrie W ), puis & celle-ci tne perimutation de A, identifiée
o élément, de Sy, on obtient comune précédennnent pour le tétragdre un
vorphistme fode Sy dans Ss. Sachiant qu’avee les notations précédentes,
ava W(sy) = {1.4), on peut déterminer 7, = f((L,4)}, pour | €7 < 3.
Citronve de nouvean T2 = {a.b), 7y = (.l ef 4 = (e, a) oL on conelul
4 1 méme facon.
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Conclusion. Awu total, on trouve 10 morphismes de groupes de &4
dans 83. Le premier est constant, les trois suivants ont pour images les
trols groupes de cardinal 2 de &3, les 6 autres sont surjectifs. <

L'ensemble Aut(G) des automorphismes d’un groupe G, muni de la
composition est un groupe. Les conjugaisons f, : © +— aza™*, pour
a € G, sont des automorphismes remarquables appelés automorphismes
intérieurs de G (les autres seront dits extérieurs). L’ensemble des auto-
morphismes intérieurs forme un sous-groupe de Aut(G). Ce sous-groupe
est bien entendy trivial lorsque G est abélien. La connaissance de Aut(G)
est importante en théorie des groupes pour les questions d’extension. Le
lecteur pourra montrer d titre d’exercice que pour fout n 2 2, Aut(Z/nZ)
est isomorphe au groupe des inversibles de Uanneaw Z/nZ. L’ezercice
suivant étudie les automorphismes du groupe symétrique.

2.25. Automorphismes de &,,

Soit n € N*, n # 6. Montrer que les automorphismes de &, sont
mtérieurs ¢.e. de la forme s —— gosoc ! olle € S,,. On s'intéressera
aux images des transpositions.

{Ecole normate supérieure)

> Solution.

e Soit ¢ un automorphisme du groupe symétrique. Nous savons que
Pensemble T des transpositions forme une partie génératrice de &,.
L’automorphisme ¢ sera donc uniquement déterminé si I'on connait les
images par ¢ des transpositions. Pour commencer, examinons l'image
d’une transposition et méme Pimage d'un élément quelconque de &, par
un automorphisme intérienr. Soit ¢ € S, et {e@1,...,ak) un cycle de
longueur k {on dira k-cycle). On a alors

oo (a,...ax) o0 ) = (olar),...,0(ax)) | (+)

Le lecteur vérifiera cette égalité sans grande difficulté. Un k-cycle est
donc transformé en un k-cycle par tout automorphisme intérieur. En
particulier une transposition est transformée en une transposition,

Plus généralement, si s est un élément de 8, et sq,...,5; les cycles
apparaissant dans la décomposition de s en produit de cycles A support
disjoint (s = s1sg...5x), on obtient

oso ™ = (o510 )(os2ol) . (ospo ) | (x%)

Pour tout 4, os;0™! est un cycle de méme longueur que s; d'aprés la
formule {x). Si {a1,...,a,} est le support de 55, {#(as},...,0(a,)} est le
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support de os;0~". En particulier les os;0~! sont des cycles & supports
disjoints.

Nous allons démontrer, pour commencer, que ¢ transforme toute
iransposition en une transposition. Un automorphisme de S, conserve
les propriétés algébriques des éléments de S,. Si 7 est une transposi-
Lion, 7 est d’ordre 2, donc p{7) est aussi d’ordre 2. Cependant, cela ne
suffit pas pour affirmer que ¢ (7) est nne transposition puisqu’il existe
(autres éléments d’ordre 2, les produits de transpositions & support dis-
joints (il n’y a qu’elles, puisque 'ordre d’une permutation est le ppem
des longueurs des cycles intervenant dans sa décomposition en produit
e cycles & supports disjoints). Notons Ty, I'ensemble des permutations
de &, qui sont produit d’exactement k transpositions & supports dis-
joints (pour 2k < n). On a en particulier T; = T. Nous proposons dews
démonstrations différentes du fait qu'un élément de T est transformé
par ¢ en un élément de T'|.

* [’aprés la relation (++), chaque ensemble Ty, est une classe de
conjugaison de &,,. L'image par ¢ d'une classe de conjugaison est encore
nne classe de conjugaison {car p(coToa™t) = p(a) o (1) o p(a)™t).
I.’ensemble @(T1) est done 1'un des Ty.

On va montrer par un argument de cardinalité que, powr 1 # 6,

on ne peut pas avoir p(Ty) = Ty avec k # 1. Pour cela, on va
calculer le cardinal de Ty. On a |T}| = C* = ﬂnz—_l)’ car une
lransposition est déterminée par son support. Pour k > 2, on obtient

CiCi o...Ch o
'] = 22 o n—2k12 . on choisit les supports des k transpositions

et on divise par k! car 'ordre n’'importe pas. En simplifiant, il vient

(n—1)...(n—2k+1)
2k ‘

T
T =

Nous allons montrer que si n # 6, 'équation |Ti| = [T, ¢’est-a-dire
RI2F L = (n = 2)(n - 3)... (n - 2k + 1),

11’4 pas de solution k strictement supérieure & 1 (avec 2k < n).

En effet, pour k = 2, on obtient (n—2)(n—3) = 4, équation qui n’a pas
desolution dans N. Pour k 2 3, il vient CE_, (n—2) ... (n—k+1) = 2¢ -1,
ve qui ne peut arriver que sin - k41 = n — 2 (sinon le terme de gauche
n nn facteur impair), soit k = 3. Mais on a alors (n — 2)C2_,; = 4 qui
cntraine n = 6, cas qui est justement écarté. On a donc p(T,) =T,

* Pour moutrer qu'une transposition est transformée en une
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transposition, an peut? s’intéresser au centralisateur d’une transposition
T, qui est transformé en celui de o(7) par Vautomorphisme .

Soit s un élément de T, qu'on écrit s = 7y79. .. 7k, OO T1,..., 7k
sont des transpositions & supports disjoints. La permutation o est dans
le centralisateur de s si elle vérifie gsg™! = s, Nous avons vu que

oso™! = (omo™h) ... (osrpo 1), ot les om0 ~! sont des transpositions &
supports disjoints. Par unicité de la décomposition en produit de cycles
A supports disjoints, on en déduit que les oo™ ! doivent s'obtenir par
permutation des 7;. Il y a k! possibilités pour o de permuter les r;. Sup-
posons une telle permutation des transpositions fixée, et par exemple
gunne transposition (a,b) est envoyé sur (o', 5). On doit avoir

(a'.b') = 5(a,b)a™" = (o(a), o (b)),

c'est-a-dire {o(a),o(b)} = {&/,¥'}. On a donc 2 possibilités différentes
pour définir & sur I'ensemble {a, b} sachant que cet ensemble est envoyé
sur {a’,b'}. 1l reste ensuite & déterminer o sur les éléments qui n’ap-
partiennent pas au support d’une des transpositions r;. Pour ces n — 2k
éléments, il y a (n — 2k)! choix possibles. Au total, il y a 25k!{n — 2k)!
permutations qui commmutent avec s.

Soit maintenant une transposition 7. Son centralisateur est de car-
dinal 2(n — 2)). Si ¢(7) appartient a Ty, son centralisateur posséde
(n — 2k)IKI2% éléments. Nous avons donc 2{n — 2)! = (n - 2k)Ik!2%,
c’est-a-dire

k2P = (o —2)(n - 8)... (n— 2k +1).

Nous obtenons la méme équation que dans la méthode précédente et la
conclusion est la méme.

Le fait que les deux méthodes conduisent 4 la méme équation n'a
rien de mysterieuz. En effet le cardinal de la classe de conjugaison d'un
élément est égal & Dindice de son centralisateur duns S,. Il revient done
au méme de dive gue deux éléments de &, ont des classes de conjugaison
de méme cardinal et des centralisateurs de méme cardingl (¢f. exercice
2.11)

e On a done p(T) = T. On va s’'intéresser aux images des trans-
positions (1,k) pour & € [2,n]. Celles-ci suffisent a genérer S,. 1l
existe a; et g distincts tels que »((1,2)) = (aq,as). De méme, il
existe a et b distincts tels que ©((1,3)) = (a,d). Comme (1,2) et
(1,3) ne commutent pas, (ar,ag) et (a,b) non plus, ce qui nécessite
{a1,a2} N {a,b} # 8. On peut supposer que ¢ = a, et on note az = b.
On a done ¢({1,3)) = (8, a3). L'injectivité de ¢ assure que a2 # aa.

3. Comune le fait Daniel Perrin dans son Cours d’ulgébre, Elipses, 1996, p. 30-33. On
¥ trouvera une étude précise des centralisateurs des éléments d'oidre 2 qui explique
mieux en quoi le cas n = 6 se distingue.



2.25. AUTOMORPHISMES DE Sn T

Montrons par récurrence sur ¢ € [2, n] que ¢({1,4)) s’écrit (a1, a;) olt
n, cst distinet des ag pour k < ¢. C'est vrai pour ¢ = 2 et 3. Supposons
i > 3. Alors ({1,7)) est une transposition dont le support rencontre
eelul de ({1, k) = (ay,0x) pour 2 < k < 4 — 1 (par hypothése de
recurrence), car (1,7) et (1, k) ne commutent pas (la démonstration est
In. méme que pour i = 3). Si ¢; n'était pas dans le support de p({1,1)),
les ap pour k € [2,4 — 1] y seraient. Comme ils sont au nombre de
i -2 = 2, cela ne peut se produire que si ¢ = 4. Dans ces conditions
p((1,4)) = (az,a3) = (61, a3) (a2, a1)(a1,a3) = ((3,1)(1,2)(1,3)) et par
hijectivité, on a (1,4) = (3,1)(1, 2)(1,3), ce qui est faux.

Donc a; est dans le support de p((1,4)). Cette derniére g’écrit (a1, a;)
ol par injectivité de ¢, a; est bien distincts des ay pour k < 4.

e On se retrouve donc avec n éléments de [1,n], ai,...,a, deux a
deux distinets tels que o{(1,4)) = (@1,a;) pour tout 2 < ¢ < n. Si on
considere la permutation o qui a4 i € [1,7n] associe a;, on a d’apres la
remarque préliminaire

cgo(l,i)oa ' =(a1,a:).

Autrement dit, ¢ coincide sur 'ensemble des transpositions (1,¢) (oil
2 <4 € n), avec antomorphisme intérieur s : 8 — gosoo t, Comme
 ost un morphisme et que les (1,4) forment un systéme générateur de
S, 00 a v = @,
Conclusion. Pour n # 6, toui automorphisme de 8, est intérieur. <
Dans le cas exceptionnel n = 6. on peut montrer que | Aut(Sg)] =
1140, mais qu’il 7’y a gue 720 eutomorphismes intérieurs®,

Nous terminons ce chapitre avec un exercice concernant la structure
de: groupe ordonné. Un groupe abélien (G, +) est dit ordonné s'il est muni
d un ordre total < compatible avec la loi +, c’est-a-dire vérifiant

V(z,y,2) €G® z<y = z+z<y+a

Dans ce cas, on montre fucilement que 'ensemble P = {z € G, 0 < z}
es éléments positifs de G possédent les trois propriétés suivantes :

PU(-P)=C, PN(-P)={0} e P+PCP.

feciproguement, si P est une partie de G qui vérifient ces trois pro-
priétés, alors lu relution binaire < définie par x <y <y —x € P est
wne relation d’ordre total qui est compatible avec la loi +. Dans exercice
wutvgnt il s'agit de déterminer toutes les structures de groupe ordonné
sur Z2.

4. On pourra se reporter & tout bon traité de théorie des groupes, par exemple le
livre de Daniel Perrin déja mentionné ou ROTMAN (J.), An Introduction to the Theory
of Groups, GTM 148, 4° ¢d.. Springer, 1995, p. 160-162.
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2.26. Structure de groupe ordonné sur Z?

8i P est une partie non vide de Z? on note
~P={-p, pcP} et P+P—{p+gq, (pg) € P},

Trouver les parties P de Z? vérifiant les points suivants :
(i) PU(~P) = Z7;
(i7) PO (-P) = {0}
(ii) P+ P CP.
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

11 est clair que Vintersection de Z? avec un demi-plan fermé de R?
dont la frontiere contient (0,0) convient si cette frontiére ne contient
pas d’autre point de Z? que V'origine. On obtient donc une sohition au
problétne posé en prenant pour P I'ensemnble

Pos = {(z,y) € Z* az + by > 0},

b, .
avec p irrationnel.

\\__\ « o s s s v » “ s e v e . s s s 4 e s . |
“6\- LRI T} LI I I A ) LI I T R I L T N L
- o - e 4+ a2 s 8 v 0 » o R e v v s 8 s .
© < :\.\:\ . U A L) 9 o o P ] ® e v 0 s 8 e
G o 8 8 g s “ o v 2 v o . ° 0 o ¢ % . P
[ o (e -
s a5 o 6 o6 o T 4 s s a0 s o o 5 9 6 o o a O
[=3-} o o -] o ~ L= -] - L - L) [ o [= I -] o o =] o o L) - -
c o Q o o ©o © L < a o '\ - 4 o 2 © © o o o 1 I "o a L
e © e e o oo ¢ o o o Bwe e 8 2 o & € a a ¢ 0 @ a 2 a
9 6 ¢ o 0 % 5 o o @ o u\ 9 % o a & © v 56 ¢ o oo oo o
-
P, avec b/a ixxationne} Pi.
, ;

Si la droite ax + by = O contient des points de Z?, donc si b est

a
rationnel, ou si ¢ = 0, ces points sont tous les multiples entiers d'un
méme point (p,g), et on obtient deux ensembles P qui conviennent en
ajoutant i I'ensemble

{(z,y) € 72, az + by > 0}

soit les multiples entiers positifs, soit les multiples entiers négatifs
de (Pa Q)
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Il ¥ a deux choix possibles pour (p, ¢). On choisira celui pour lequel la
biwse ((@, b), {p,q)) est orientée positivement. Les ensembles P ci-dessus
nond. done

PLo = {(z.y) € Z, az +by > 0} UN(p,q).
a,b={$,'y) €Z% az+by > 0} UN(—p, —9q)

Soit maintenant une partie P de Z* vérifiant (¢), (#f), (¢¢i). Montrons
(ue P est de l'une des formes ci-dessus. Pour trouver une droite pouvant
mervir de «frontiere» & P il est naturel de considérer

Pt ={{z,y) €P, 2> (0} et m:sup{%, (m,y)EPJr}.

Afin d’éviter d'avoir & distinguer plusieurs cas de figure, on suppose
ie (1,0) et (0, —1) sont daps P. On peut toujours se ramener & ce cas,
tI'nbord parce que soit (1,0}, soit son opposé est dans P, et de méme
ponr (0, —1), ensuite parce que les symétries par rapport & 'axe des 2
vl par rapport & 'axe des y conservent les propriétés (), (é4), (1ii}, ainsi
que celle d’étre de la forme P,y ou PL, (i =1 0u 2).

La solution repose sur deux observations.

o Soit (2.y) € Z* et k un entier > 0. Alors (z,y) € P si et seulement

| (kz, ky) € P.
Le sens direct résulte de (#4). D’autre part, pour (z,%) # 0, on a

(z,y) ¢ P= (—z,—y) € P = (—ka,—ky) € P = (kz,ky) ¢ P.
o Soit (zo,p0) € Z?, (z,y) € Z2. Si 2 > 0, {z,9) € P+ et si

ey}

8 @

nlors (zo,yp) € PY.

En effet, tout point entier (zo, yo) tel que yo < 0 est dans P, puisque
¢’ust une combinaison linéaire & coefficients positifs de (1,0} et (0, —1).
On peut done supposer o > 0 et y > 0. Il suffit alors de trouver des
viliers k, £, n > 0 tels que

k(za,yo0) = £(2,y) +n(1,0).

Ou peut prendre k =y, £ = yg, 1 = yzg — yor (on vérifie qu’or a bien
i 0.

(), (x()s)"o)
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Frewder cus Dmeoest fing. Soil (2o, yo) € 2% tel que yq < mag.
Sorg > 003 cxiste, par définition de m, un point (z,y) € PT tel

3 . N . :
que ':ﬂ < 7o, d’apris ce qui précede, (ro y0) € P
A0 xr
Sizg < 0. ona =2 o le point (—q, —yo) n'est pas dans P, ot
—a0

done (w0, yn) € I

St org = 0. alors (g, yo) est un multiple entier positi de (0. —1), et
done (my, o) < P

Autrement dit, P contient P,, _1. Si m est irrationnel, I'ensemble P
ne eoutient ancun des poinls entiers tels que y > miz, parce que leurs
opposés sonl dans Poep P =P, 4.

S omoest rationnel, disons m = g (fraction irréductible, p > 0), le
résean Z2 sc partitionne en trois parties ; P 1, —Pm. 1, et lensemble
des points entiers sitnés sur la droite y = me, gni est anssi Penscible
des imltiples enticrs de (p, g). L'ensemble P contient soit (p, 4} (ot tous
sos multiples positifs), soit {—p, —q) (¢t tous ses multiples positifs), il est
doue dela forme PY i =1 o0n 2.

Devziéme cas : m = Joo. Pour tout poin@ (To.40) € 72 tel que

- . 1, i
g > 0, il existe (z,4) € PF tel que W< =, ¢f, par, conséquent,
x

K
{rn. ) € P On en deduil que P est form{ii des points cotiers (o, y) tels
que s > 0ou 2 = 0ct y 2 0. Aotrement dit, P = 1% . <
On a ainst montre gu’une streacture d’'ordre sur Z° (voir les commen-
tarres précédan! Uexeredce) peut tre difinie de denr fogons :
- souf o se donipe une forme lindasre [{o, y) — ar + by 4 coefficients

b .o . . ;

reels lels que — soit drralionnel, of les cldments = 0 do T2 sont les
@

cléments (r,y) tels gue fo,y) =10

- soit on se donne dabord wunc forme bndaie f{xyy) = ax + by
@ coefficients réels tels que — soit rationnel ouw a = 0, ¢t on doit se
[

donner une seconde forme l?i’itté(}.?ff'(f g inddpendante de [ {on peut par
cxcmple prendre gl @) = —ba + ay o gle,y) = be —ay 7 les andres
choiz ne donnent vien de différent). Les éldments = 0 de 27 sont alors
les dléments (1.y) tels que flz,y) > 0 vu flz,y) — 0, g(z.9) 2 0. On
velromme Vordre lezicograplique ser 22 comme cus particuler,



Chapitre 3

Anneaux et, corps

A Vorigine de lo théorie des annewur, se brouwvent des recherehes de
theovic des nombres. Vers 1851, Gauss a é1é amené, dans ses travaur
wnr les résidus biquadratiques et sur les fonctions ellipfiques, i éludier
tes proprietés de divisibilite dans Uanneaw Zi|. En 1844, Fisenstein uti-
lo BlJ) (o 37 = 1), Dans les unneowr ZIi| et Z[j], Uerithmetique
c«l semblable & celle de 7. en particulicy, ce sont des anneanz facto-
ks ftout élément de Uanneau se décompose de mamére unique — 6 un
clement wnversible prés — en produgts dwrrddactibles). Les recherches sur
le yrand théoréme de Fermat, en purticulier la vésolubilité de Uéquation
Ryt = 2P, avee p opremier dmpair, aménent o Pétude de Uannequ
4. o ¢ est une vacine primative p-ieme de Uunaté. Celui-of se révéla
aeoir pour certaines valewrs de p, b contraivernent 4 ce qu’on aveit cru
titialement (Jusquion 1840), des propriéiés avithmétiques folalement
Aillerentes de celles de Z.

A partie de 1847, Kumrer grace 4 Uintroduction des concepts de
nombres tdéauz: et de classes didéany, élucide le probléme de lu divisi-
hiné dans ZIC| ot démontre la conjecture de Fermat dans de nombreun
cax. Em 1871, Dedekind. génoralisant les travauz de Kummer, définit,
s e cadre de la théorie des entiers algébriques, lo notions d'idéal
ol démontre quiun idéal peut $'éerive comme produit d'1déaux premicrs,
Peterme d’anncaun ne sera Introduit que por Hilhert en 1897 & partiv
du debut du XX siécle, il o find par désigner tout ensemble sur loguel
ront défindes une loi de groupe additif of une multiplication associalive
of distributive,

L ulée dappartenance & un sous-corps de C — le corps engendre par
los ractnes dune dquation — est ussez claive pour Abel et Galois, mais
s wiont pas de mot pour désigner Uensemble de ses éléments. Cest De-
Sobimed qui dntrodint le terme de corps (en {871), entendant par ld des
wang-corps de C, pouwr lesquels o Studie en détail les notions dinlersection
o i gutomorphisme. Kronecker donne en 1882, les premiers exemples de
corps definis abstraitement, corps de classes résiduelles de polyndmes 4
coefficients rationnels modulo un polyndme P. 11 faut attendre 1383 pouwr
g Weber donme a Uexpression corps commutalyf le sens général ac-
tecl Un pew plus tard vint Uebandon de lo notion de commautativité, ce
gt conduisit G considérer Uensembhe des quaternions définis pur Homgl-
Lo en 1843 comme un corps. Weddeburp prowoo que tout corps fini est
vocessarement commutatif.
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Les exemples de corps vont se multiplier dans les derniéres années du
XI1x® siécle : corps des nombres p-adigues, introduit par Hensel, premier
exemple de la théorie générale des corps valués; corps des séries for-
melles. Enfin, vers 1910, Steinitz développe la théorie générale des corps
commutatifs et des extensions de corps telle que nous la connaissons
aujorwrd hut.

3.1. Inversibilité 4 droite

Soit A un anneau., Un élément a € A est dit inversible & droite
s'il existe b tel que ab = 1. On dit que a est un diviseur de O & droite
si il existe ¢ # 0 tel que ac = 0. On définit les mémes notions 3
gauche.

1. Montrer que si ¢ est inversible & droite il ne peut pas étre
diviseur de 0 & gauche. Donner un exemple montrant que a peut
étre inversible & droite et diviseur de 0 & droite.

2. Montrer que si a est inversible a droite et non diviseur de 0
A droite, alors il est inversible.

3. Prouver en fait que si ¢ est inversible a droite et non inver-
sible, alors il admet une infinité d’inverses & droite.

(Ecole Polytechnique)

> Solution.

1. Soit b un inverse A droite de a {donc tel que ab = 1) et e tel que
ca = 0. On multiplie & droite par b. Il vient 0 = (ca)b = cf{ab) = c.
Donc a n’est pas diviseur de 00 & gauche. Rappelons que cela équivaut &
I'injectivité du morphisme de groupes x +* za.

Donnons maintenant un exemple d’un élément inversible & droite et
diviseur de 0 & droite. Prenons pour A l'annean des endomnorphismes
d'un K-espace vectoriel E de dimension infinie. Une application linéaire
a surjective et non injective va convenir. Par exemple avec E = R[X] pour
espace vectoriel, on peut prendre la dérivation e : P -~ P, L’application
b: P fox P{t)dt est linéaire ef on a @ ob = Idg. Donc a est bien
inversible & droite. Mais si on prend l'application ¢ : P ~ P{0), on a
aoc=0donec a est aussi un diviseur de 0 & droite. On voit facilement
sur cet exemple gue a4 admet une infinité d'inverses 4 droite.

2. Soit b un inverse a droite de a. On va montrer que ba = 1. On a
a = {ab)a = a{ba) de sorte que a{l —ba) = 0. Comme a n'est pas diviseur
de 0 & droite cela implique ba = 1. Donc a est inversible d’inverse b.

Cela montre déja guun élément inversible & droite et non inversible
admet au moins deur inverses & droite.

3. Notons D I’ensemble des inverses & droite de ¢ (ensemble supposé
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nont vide) et N = {& € A ax = 0} {cest un sous-groupe additif de A
el méme un idéal & droite). On a une bijection entre D et N puisque
ri b est un élément de D, alors D = b+ N, On va utiliser le fait, vu
vi-dessus, que o = ba — 1 est dans N, C'est méme un élément non nul
e N puisque ¢ est supposé non inversible. Pour tout z de N. Y'élément
e + ¢ est encore dans N et est non nul {car sinon {z + bja = 1l et a
rorait inversible & gauche donc inversible). Ainsi, aa+a = a(a+1) € N,
e+ Da+a=ale’?+a+1) € N ete. Une récurrence facile montre que
pour tout n 2 0, u, = afa™ +e™ 1 + ...+ a+1) est dans N. On va
montrer que ces éléments sont deux i deux distincts. Supposons u, = u,
wvee p < n. On a alars a(a™ + - - + aP1) = 0 et donc up—p1aPt! = 0.
Mais comme o est inversible & droite, on a forcément #,_,_1 = 0. Ce
(i n'est pas possible car les u, sont tous non nuls. Done N est infing et
par suite D aussi. <

En particulier, dans un anneau fini, tout élément inversible d droite
est inversible (ce qui est facile & établir directement puisque si a est
tnrersible ¢ drowe, x — za est mjective donc bijective par finitude de A ).

3.2. Calcul d’inverse

Soit A un anneaun et (a,b) € A%. On suppose 1 — ab inversible.
Montrer que 1 — ba est aussi inversible,
{Ecole normale supérieure}

1~ Solution.
¢ Supposons dans un premier temps que ab est nilpotent et considé-
rons n € N* tel que (2b)™ = 0. On a alors

c=(1—ab)"t=1+ab+ (ab)? + -+ (ab)"" ",

Mais ba est alors également nilpotent puisque (ba)"*' = b(ab)"a = 0.
one 1 — ba est aussi inversible et on a

(1-ba)™" =1+ba+(ha)’ + -+ (ba)"
=1+b[1+(ab)+---+ (ab)" ‘]a =1+ bea.

» Dans le cas général, posons ¢ = {1 —ab)™' et d = 1 + bea. Il est
naturel d’essayer cette valeur comme inverse de 1 — ba. On obtient

(t—ba)d = (1—ba){1+bca) = 1—ba+bca—babca = 1+ble—abc—1Ja =1
et de méme d{1 —ba) = 1. D’ol le résultat. <
Les deux exercices suivants étudieni des conditions suffisanies pour

qu'un anneau Soit commutatif. Le premier est un eremple d’anneau
mvifiant une identité polynomiale,
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3:

3.3. Anneaux tels que x @

Soit A un anneau tel que % = z pour tout x € A.
1. Déterminer les éléments nilpotents de A.
2, Sote € Atelquee? =e.ac Aet b=ecall —¢).
Calculer b et en déduire que ra = ac. En dédnire que pour
tout x € A 2% € Z{A), on Z(A) désigne le cenlre de A,
3. Moutrer que A est conummtatif.
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Pour tont n € N* on a 2" € {x,2%} (comme il résulte d’'nne
réenrrence immédiate sur n). Done si . est nilpotent, il vérifie soit & = 0Q,
soit 2% = 0. Mais dans le second cas, on a = +% = z22 = 0. Le seul
¢lément nilpotent de A est, doue 0.

2. Onad? =ea(l —e)ea(l —€) = eafe —c?)a(l —e) = 0. Donc b est
nilpotent et d’aprés la question précédente, b = 0, c’est-d-dire ea = cae.
En considérant de méme ¢ = (1 — e)ae, on obtient ¢ = 0, puis ¢ = 0
et ae = eac. Il en résulte que e commute avee a. Oo a ainsi montré que
tout élérment idempotent ¢ est central.

Soit A Ona(@®)2 =xt=xte =y
central.

3. Soitr € A.Ona2z = (4 1) —2? —1 € Z(A). d’apres la question
précédente, puisque Z(A) est un sous-groupe additif de A. On a, d'autre
part, (z+1)* = z+ 1. Comme (r+1)® = 24 32% +3x+1 = 322 + 4w + 1,
on obtient en simplifiant 322 + 32 = 0, L'élément 3x — —32% est done
dans Z{A), puisque z7 y est. I en résulte que # = 3r — 22 € Z(A) : tout
élément de A est central, donc A est commmtatif. <

Signalons un théoréme di & Jacobson : un enncau A dans leguel,
pour tout élément x, i extste un entier n{x) > 1 fcl que 2T = g est
commutatif.

2. 3% est idempotent et done

3.4. Commutativité ou anti-commutativité

Un pseudo-annican est un triplet (A, +. ) qui vérifie tous les
axiomes de la structure d'ameau, sauf celui qui affirime Pexistence
de Pélément-unité. Soit A un pseudo-anncau tel que, pour tout
(z,y) € A% yx € {zy, —xy}. Montrer que A est commutatif ou
anti-commutatif. Que dire si A est un anneau?

{(Ecole normale supérieure)
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I Solution.

Notons 7 le centre de A et posons Z' = {x € A, Vy € A, yo = —ay}.
[T esi. clair que Z et 27 sont deux sous-groupes additifs de A.

Montrons qu’on a Z U4 — A. Supposons par Pabsurde qu’il existe
v/ LU Z, Alors, comme ¢ n'est pas dans Z, il existe y, € A tel que
¢ # . Par hypothése on a nécessaiverment, y, 7 = —ay, . De méme,
come 1 ¢ Z7. il oxiste yo € A tel que yaor £ —rys et alors yar = 2y,
Regardons maintenant U'élément (i) + y2 )2 = x(y2 — y1 ). Par hypothése,
I doit appartenir & {&{y +y2), —a(yr+y2)}. Or, si@{yz— ) = x{y +y2)
onobtient xy = —Ty = @, ce qui est contraire au choix de y,. De
mee, st a{y, — 1) = —xlyr +ye). il vieut xyz = —wy = —y2@, o qui
donne une nouvelle contradiction, On a done ZU Z' = A.

IT gst bien conhy qu'un groupe ne peut pas étre réunian de doux sous-
risnpes stricts. On obtient done soit Z = A augnel cas A est comnmutatif.
soll 70 = A auguel cas A est anti-commutatif,

Supposons que A soit un anncan. 51 20 = A, U'élément unité de A
clont dang Z°, ona 1 = —1 et A est de caractéristique 2. Mais dans ce
o pour tonl (z,y) € A%, —my = zy et A est commmutatif. Ainsi, un
annean vérifiaut Thypothese de Uexercice est tonjours commutatil. <

3.5. Anneaux réguliers

Un annean A est dit végulier si, pour tout e € A il existc u € A
tel que aua = a.

1. Un corps est-il régulier ? Z est-il régulier?

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que Z/nZ
soit tégulicr.

3. Montrer que si B est un K-espace veetoricl de dimension finic,
L{E) est régnlier, Soit A = (w,,) € M, (K) définie par @; ;1 = 1 pour
L4 n—1ctay =0 sinon Tronver une matrice U € M, (K)
iclle gue AUA = A.

4. Montrer que le centre dun anneau régulier est régulier.

{Ecole normale supérieure)

| Solution,
1. Observons rue si ¢ = 1), tout # € A vérifie apo = @ = 0. Par
ailleurs, si @ cst un élément inversible de A, en prenant 4 = a”! on

oldient aua = o et c'est daillours la seule valeur de w qui convienne.
Comme daps un corps, tout élément non nul est inversible, il en résulte
(n'un corps est régulier. L'anneau & n’est pas régulier, commnie on le voit
et prenant o = 2 Péquation 4 = 2 n'a pas de solition dans Z. Remar-
anems d'aillenrs qiie 81 A est régulicr ot intégre, A est nécessairement nn
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corps. En effet, soit a # 0 et u € A tel que aua = q. Par intégrité de
A, o est régulier & gauche et a droite, d'oli en simplifiant ua = qu = 1.
Donc a est inversible et A est un corps.

2. 1l est aisé de voir que s1 A et B sont deux anneaux réguliers,
alors I'annean produit A x B est régulier. En effet, si {a,b) € A x B,
il existe u € A tel que aua = @ et v € B tel que bvb = b Alors,
(a,b)(u,v)(a,b) = (aua, bub) = (a,b). D'ol le résultat,

Exchions les cas triviaux n = 0, ot Z/nZ est isomorphe & Z et donc
non régulier. et n =1, ol V'on obtient Yanneau nul, clairement régulier.
Si p est un nombre premier, Z/pZ est un corps et est donc régulier. Si
n 2 2 est un entier quadratirei, ¢’est-a-dire de la forme n = py... pg
ol les p; sont des nombres premiers distincts, on sait que Z/nZ est iso-
worphe A Z/p1 Zx - - - X ZfprZ (théoreme chinois). Et d’aprés la remarque
précédente. Z/nZ est régulier.

Montrons que si n n’est pas quadratfrei, alors Z/nZ n’est pas régulier.
On suppose done qu'il existe p € P tel que o = pp(n) = 2. On écrit
n = p®m, ol p ne divise pas m 2 1 et on pose k — g- si ¢ est pair et
PR +1

non mille {car k < @), mais pour tout u € Z/nZ, qua = ua® = 0 (car
2k 2 o).

Conclusion. Pour n = 2, Z/nZ est régulier si et seulement si n est
quadratfrei.

3. Soit a € L£{E) non inversible (si ¢ € GL(E), v = a™! convient,
cf. 1). On considére un supplémentaire F de Kera et un supplémentaire
G de Ima. On sait que ap établit un isomorphisme entre F et Ima. Si
%= al_Fl op, ol p est la projection sur Ima paralielement & G, alors on
a aua = a. L’anuean £(E) est donc régulier.

On considere

sinon. Soit, a la classe modulo n de p*m. 11 est clair que « est

0 1 0 ... 0

0 0 1

¢ ... 0 0 0
et Pendomorphistne a de K™ associé & la matrice A dans la base ca-
nonique, notée (e,...,€,). On obtient Im{e) = Vect(ey,....en_1).
Ker(a) = Vect{e.} et avec les notations précédentes, I' — Vect(ea,...,en)

et G = Vect{e, ). On vérifie, toujours avec les notations précédentes, que

(pler), .., plen)) = (er.e2,..-,0) et (uler)...., u(ey)) = (e2,...,en,0).
La matrice U de u, dans la base canonique, est définie par u., = 1
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pour 1 €4 g n—1 et u;; =0 sinon. Cest la transposée de la matrice A.
Il vérifie AUA = A, puisque aue = a.

4. Soit Z le centre de I'anneau régulier A, e € Z et u € A tel que
trie = a. On cherche un élément v € Z tel que ave = a. On va montrer
(e v = uaw convient. 11 est clair que ava = aueue = aue = a. Il reste &
nuemtrer que v est central. Pour tout b € A, on a, puisque ¢ est dans Z,
{1 ~au)bar = (a—aua)bu = 0 et de méme, aub(l—au) = ub{a—aua) = 0.
Il en résulte que ban — auban = aub — aubau = 0 et donc que bow = aub.
Ainsi, au est dans Z. Enfin, on obtient, en utilisant le fait que o et au sont
dléments de Z, pour tout b € A, bv = buau — eubu = ubau = uaub = vb.
Ceci montre que v est dans Z. <

Dans tous les exercices qui suivent, les anneaur seront comrmutatifs.
Nous rappelons qu'un anneau A est dit intégre s'il est commutatif et sans
diviseur de 0, ce qui veut dire qu'un produit ab est nul si et seulement si
o ou b est nul. Un idéal d'un anneau commutatif A est un sous-groupe
additif T tel que pour tout z de I et tout a de A, ax € 1. Lidéal T est dit
principal s'il est engendré par un seul élément. On notera (a) ou aussi
ah idéal principal engendré par a.

3.6. Idéaux principaux

Soit A un anneau commutatif. Pour a,b dans A montrer que si
lidéal (a) + (b) est principal, il en est de méme de 'idéal (a) N (B).
(Ecole normale supérieure)

i - Solution.

Pour avoir des idées, on peut prendre un exemple simple bien connu
A = Z. Dans ce cas 'idéal (a) + (b) est engendré par d = pged(a,b)
ol lidéal (a) N (b) par m = ppem(a, b). 51 on écrit a = do et b = dB.
on sait que m est associé & deed. Essayons done ce générateur dans le
ens général. On prend les notations ci-dessus : d est un générateur de
{e) + (b), @ = do, b = dj3 et on pose m = dofF. Montrons par double
inclusion que (a) N (b)) = (m).

s Soit z € (m). Tl existe A € A tel que £ = dm = Adaf = AZa = Aab,
il sorte que = € {a) N (b).

® Réciproguement, soit £ € (a) N (b). On éerit x = ua = vh. On sait
par ailleurs qu'il existe (X, ) € A? tel que d = Aa + pb. On a alors

o = ua = vod = ua(Aa+pdb) = cdr +upm = cdvbtupm = m(dw 4 pu).

IY’on la seconde inclusion. <
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L’énoncé suivant concerne les idéauzr maximaux, ’est-d-dire les
idéaux distincts de A qui sont mazimaux au sens de Pinclusion.

3.7. Idéaux maximaux

Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A distinct de A.

1. Montrer que I est maximal pour I'inclusion parmi les idéaux
de A distincts de A s et seulement si pour tout o € A\L I4+0A = A,

On dit qu’un idéal T est premier si A\T est stable pour le produit.

2. Montrer que tout idéal maximal est premier.

3. Donner un exemple d’idéal premier.

4. Soit A 'anneau des fonctions de classe C*° de R dans R et I
I'idéal des fonctions de A s’annulant en 0. L’idéal 1 est-il principal 7
premier 7 maximal 7

5. Soit J I'ensemble des fonctions de A telles que f*(0) = 0
pour tout & € N. L’ensemble J est-il un idéal 7 Si oui, est-il principal ?
premier ? maximal ?

(Ecole Polytechuique)

&> Solution.

1. Soit Tun idéal de A, distinct de A. On note que I+ aA est encore
un idéal. C’est le plus petit idéal de A contenant I et a.

Supposons que I est maximal. Pour tout @ € A\T, T+aA est un idéal
de A contenant I et distinct de I, car a = 04 o+ 1 appartient & T 4 aA,
On a donc I+ aA = A,

Supposons réciproguement que cette propriété est vérifide. Si J est
un idéal de A contenant I et distinct de I, on considére a € J\ 1. Alors
J contient T+ aA = A donc J = A et T est maximal.

2. Soit I un idéal maximal a et b deux éléments qui ne sont pas dans
I. Comme I+ aA =A,ilexistece Aeticltelque 1 =%+ ac. Onen
déduit b= b + abc. Siabe 1, alors abe € T et comme bi € 1, b € 1. Clest
faux donc ab ¢ I et T est premier.

3. 8i A =17, les idéaux pZ, avec p premier, sont premiers. En effet,
si a et b sont deux entiers tels que p divise ab, p divise a ou b. Ce sont les
seuls idéaux premiers, car si n est entier naturel non premlier, il existe
des entiers n; et ns strictement supérieurs a 1 tels que n = nins. Alors
n1 et ng n'appartiennent pas & nZ et niny € n#, donc nZ n'est pas
premier,

Notons que les idéaux pZ, avec p premier, sont aussi maximaux. En
effet si a¢ pZ, a est premier avec p, donc oZ + pZ = pged(a, p)Z = Z.

4. » La fonction ldp appartient & I. Montrons que I est principal,
engendré par Idg. Si f est de classe C*° sur R et s’annule en 0, la fonction
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y définie par g(z) = I%Q pour z # 0 et g(0) = f/(0) est de classe C*

(théorgme de division). Ce théoréme a été démontré dans le tome 1

("analyse {exercice 4.37). Rappelons-en rapidement une démonstration,
Pour z # (0, le changement de variable ¢ = uz donne

T 1 1
flz) :j; Fde= zfo f'(uz) du et donc g(z) = ‘/0 f(uz) du,

[ormule qui reste vraie pour z = 0. La fonction h : (z,u) — f'(zu) est
&

indéfiniment dérivables par rapport & x et les dérivées partielles BT:JZ :
(., u) — uk fE+U (1) sont continues sur R x [0, 1]. On en déduit que
i est de classe C°°.

Enfin, f =gldg et I =Idg A.

¢ L'idéal T est maximal car si f appartient 4 A\Iet g € A, on

e 0) 9(0)

n f(O 0, donc on peut éerire g = ( 90 ) ainsi

nppartient & 14+ fA. D’aprés la question 2, I est o fortior: premier.

5. » Il est clair que J est un sous-groupe additif de A. Si f € J et
4 € A, la formule de Leibniz montre que fg a toutes ses dérivées nulles
en 0. Elle est done dans J : ¢’est un idéal de A,

& Montrons que J n'est pas principal en raisonnant par ’'absurde. Soit
[ telque J = fA. Comme f(0) = 0, il existe g dans A telle que f =Idr g.

1

I.a démonstration de la question 4 montre que g(z) = /0 f'(uz) du, pour
1

tont réel z et donc que gt®)(z) = /0 wb f+1) () du, pour tout (k, )

de N x R. On a, en particulier g®)(0) = ['uff*+1(0)du = 0. Ainsi
g € Jet il existe h € A telle que g — fh = Idg gh. Montrons que
¢ ne s'annule qu'en 0. 1l est classique que la fonction ¢ défiie sur R
"= sz #0
0 si z=0
sannule qu'en 0, il en est de méme de f et donc de g. On obtient donc
| = zh{z) pour tout z # 0. En faisant tendre x vers 0, on obtient une
coutradiction, Donc J n’est pas principal.

» 1idéal J n'est pas maximal car il est contenu strictement dans [,

» Montrons que J est premier. Soit [ et g deux éléments de A% J.
Notons n = inf{k € N f%*(0) # 0} et p = inf{k € N,g®(0) # 0}.
[Vaprés la formule de Leibniz, on a

par @(z) = appartient & J. Comme ¢ € fA et ne

n+p

(fg)(n-i-p) 0) = Z Ck+pf(’ﬂ)(0)g(n+pwk) (0) = (n) (0)9@) (0) #0
k=0

carsik < n, fI0)=0etsik>n n+p—k<pet g\ tP=E(0) = 0.
Ainsi fg n’appartient pas & J. <
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Un anneau principal est un anneau intégre dont tout idéal est princi-
pal; nous savons, en particulier, que les anneaur Z et K[X], ou K est un
corps, sont principauz. Les exercices suivants sont des éludes de princi-
palité.

3.8. Anneau des nombres décimaux

Soit D 'annean des nombres décimaux :
D={teQ IneZ z 10" € Z}.

Montrer que D) est principal.

(Ecole polytechnique)

&> Solution.

Il est évident que D est un sous-anneau de (). Remarquons que les
éléments de D) sont les nombres rationnels dont le dénominateur posséde
comme seuls diviseurs premiers 2 et 5. Tout élément non nul z de D
s'écrit done de manigre unique z = 2°57p. avec p € Z premier avec 10
et o et /3 dans Z.

La démonstration de la principalité de D sera calquée sur celle de Z.
On considére un idéal non nul 1 de D (car U'idéal nul est évidemment
principal}. Si, avec les notations précédentes, x = 2°5% est un élément
non nul de L alors p = 2775782 est un élément de 1. car 257 appar-
tient & D. Ainsi |p| appartient &4 N* N 1. Cet ensemble est une partie non
vide de N*, qui posséde un plus petit élément 2. On a clairement aD C 1.
Réciproguement, si z = 2%5Pp appartient 4 1, il en est de méme de l’en-
tier p. On divise p par a - p = ag+7. On obtient que r — p—ag € INN*,
avec 00 € r < a. De la définition de a. on déduit que r =0, que p = g et
donc que z = a(g2%5#). Ceci montre que 1 C aD et donc que I = aD. g

Le lecteur pourra monirer de lo méme maniére gue toul sous-anneal
de Q est principal.

3.9. Anneau Z[X]

1. L'anneau Z[X] est-il principal ?
2. Soit A un anneau commutatif. A quelle condition AlX] est-il
principal ?
(Ecole normale supérieure)
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I Solution.

1. Pour montrer la non-principalité, il suffit d’exhiber un idéal non
principal. Cest le cas de I’idéal T engendré par 2 et X. En effet, supposons
qi'il existe P € Z{X] tel que I = (P). Comme 2 € 1, P doit étre constant
o, liviser 2. Done P = 41 ou P = 42, Mais comme 2 ne divise pas X
dins Z[X], ona P = £1. L’idéal I = (2)+ (X)) contient alors 1, et on peut
ferire 1 = 2U 4+ XV, avec U et V dans Z[X]. On obtient, en considérant
tes valeurs en (0 des polyndmes, 1 = 2U({}), ce qui est absurde, puisque
L) e Z.

2. Nous savons que si A est un corps, A[X] est principal. Montrons
e ¢’est une condition nécessaire. On raisonne par contraposition, en
mirpposant que A n'est pas un corps. 1l posséde donc un €lément non
inversible a. Comme dans la premigre gquestion, on consideére I'idéal en-
pendré par ¢ et X. Supposant qu'il est principal, en trouve de nou-
venu quil est engendré par 'élément unité de A, que celui-ci s'écrit
[ =aU+XV et quenfin 1 = aU(0), ce qui contredit la non-inversibilité
il a.

Conclusion. A[X] est principal si et seulement si A est un corps. <

Liarithmétigue de Uanneau Z[X] est tout de méme assez simple car
il est factoriel, c’est-a-dire qu'un élément non nul se décompose de
maniére essentiellement unique en un produil d’irréductibles {d’aprés un
thiéoréme général de Gauss qui affirme que st A est un anneau factoriel,
A|X] l’est aussi). Pour la définition précise d*un annesu factoriel voir
Ivzercice suivant, qui démontre gue tout annesu principal est factoriel.

3.10. Anneaux factoriels

Soit A un anneau intégre. Un élément p € A* est dit irréductible
s’il n'est pas inversible et si, pour toute écriture p = uv, avec u et v
dans A, on a u ou v inversible. Si (a,b) € A2, a et b sont dits associés
si @ séerit @ = ub, avec u inversible. «Ftre associés» est une relation
d'équivalence sur A.

A est dit factorie] si tout o € A* peut s'derire a = up{* ... por
avec u inversible, les p; irréductibles deux & deux non associds, et
les o; € N*. De plus cette écriture est unigue an sens suivant : si
a = -uq{i ! :..qsﬁs avec v inversible, les ¢; irréductibles deux 4 deux
non associés, les 3, € N*, on a r = s et quitte A renuméroter les g;,
p; et g; sont associés et o; = §; pour tout 1 < i< r.

Montrer qu'un anneau principal est factoriel.

(Ecole normale supérieure)
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&> Solution.

¢ Existence de I'écriture : dans Z, 'existence de la décomposition de n
s’obtient par récurrence sur n, dans K[X] ot K est un corps commutatif,
la décomposition de P s’obtient par récurrence sur deg P. Dans notre cas
de figure, une démonstration par récurrence s’avére impossible car on ne
voit pas sur quel entier elle se ferait. On va raisonner par 'absurde et
supposer qu’il existe @ € A* qui n’admet pas une telle décomposition.
Alors o n'est nj inversible, ni irréductible et par conséquent, il s'écrit
o = uv avec u et v dans A* non inversibles. Si w et v admettaient
une décomposition, le produit e = ww en admettrait une aussi, ce qui
est exclu par hypothése. Supposons par exemple que © n'admet pas de
décomposition. On pose a; = u. On a donc trouvé g n'admettant de
décomposition, divisant ¢ et non associé 4 a puisque v est non inversible,

En réitérant ce raisonnement, on construit une suite (G, lncy, avee
ap = a et pour tout n € N, a,41 divise a,, n’est pas associé & a, et
n’adimet pas de décomposition.

Considérons les idéanx L, = o, A pour tout n € N. Comme a1
divise g, L, C I,41. L'inégalité est stricte. En effet, si elle ne Vétait pas,
on anrait &, |an.; et il existerait w et v dans A tels que a, = ug,1 et
Gnil = UGn. Mais alors a,, = uva,, et comme a, est non nul et A intégre,
uwv = L. Il en résulterait que u serait inversible et a,, et a,4, associés, ce
qui est exclu.

Considérons I = U I,.. Montrons que I est un idéal. 11 est non vide,

neN
Soit x € A et (x,y) € I°. Il existe (n,p) € N’ telque z € I, et y € L. On
pose m = max(n,p}. Alors x et y sont dans I, puisque la suite (In)nen
est croissante. On adoncx +y €l Cletaz el,, CL

Comme A est un anneau principal, il existe done b € Itel que I = bA.
Par définition de I, il existe ng € N tel que b € 1,,,. Mais alors si n 2 ng,
on a

bA C 1, CL, CI=5A

et la suite (I,)nen est stationnaire & partir du rang ng, ce qui contre-
dit sa stricte croissante. L’hypothése absurde était donc 'existence de
a indécomposable. On en déduit qu’il existe pour tout a € A* une
décomposition en produit d'irréductibles’.

¢ Prouvons maintenant 'unicité de 1'écriture. Soit a € A*. On sup-
pose que 1’on a deux écritures :

3.
a=upt...p2r =gyt gl

1. Notons que la preuve demeure valide si A a la propriété que toute suite crois-
sante d’'idéaux est stationnaire. Un anneau intégre vérifiant cette propriété est dit
noethérien.
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nyvee w et v inversibles, les p; irréductibles deux 4 deux non associés, les
i; irréductibles deux & deux non associés, les o; et §; dans N*. Montrons
par récurrence sur vy + - - - ++ @, que r = s et que, quitte & renuméroter
less g5, on & p; et g; associés et a; = /3 pour tout 1 < ¢ < 7.

* 5w +-+ar = 0, r = (0, a est inversible donc
nécessairement s = 0 (si s 2 1, ¢1 serait alors inversible).

* Supposons a; + -+ +a, = 1. Alors p, divise a. Démontrons
l: lemme suivant qui peut encore s’appeler lemme d'Enclide :

Lemme. Soit p irréductible divisant la produit ab avec o et b dans A.
Alors p divise a ou p divise b.

Démonstration.

Considérons l'idéal engendré par p et b : I = pA + bA. Comme A est
principal, il existe ¢ € A tel que I = cA. Puisque p est dans 1, ¢ divise p.
IYone ¢ est inversible ou ¢ est associé & p puisque p est irréductible. Dans
le premier cas, I = A et 1 s’éerit 1 = up + vb avec (u,v) € A% Donc
« = upa -+ vab et comme p divise ab, il divise a.

Dans le second cas, ¢ associé A p, I = cA = pA et comme b C 1, p
divise #. Le lemme est prouvé. {

Comme p, est irréductible, diviseur de @ = vg ... ¢ d’aprés le
leuime d’Euclide étendu par récurrence & un nombre quelcongue de fac-
tears, il divise 'un des facteurs. Il ne peut diviser v puisque sinon, p,
serall inversible. Il divise done I'un des ¢;. Comme g; est irréductible, g,
¢l pp sont nécessairement associés. Quitte & les numéroter et & changer
» e un autre inversible, on peut supposer ¢; = p,.. On divise alors a par
e I vient

a a Qr_i erp—1 31 B2 —1
— =l =g T

r
Si - 1 > 0, le raisonnement précédent prouve gue, puisque p,.
divise —, il divise l'uu des g;. Comme les g, sont non associés deux A

P

doux, p, divise nécessairement le facteur p2s~1 = g%~ et en particulier
s — 1 > 0. On est en droit d'appliquer ’hypothése de récurrence & 2.

i
on a1 = s et quitte & renuméroter les ¢;. p; et ¢; sout associés et a 2 B
pour & < 7, @y — 1 =3, — 1 ce qui donne bien a, = 3.

Si a. — 1 = 0, alors nécessairement 8, — 1 == 0. En effet, dans le
cis coltraire g, = p, diviserait upl® ...p, 7' et donc d’aprés le lemme
«'Euclide, il diviserait l'un des p; avec i < r ce qui est impaessible puisque
les p; sont deux & deux non associés. On applique alors I’hypothese de

récurrence p
— g Cr_] Oy s—1
> =up ...p 7 =velt gl

T
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et on obtient : ¥ — 1 = s — 1; quitte & renuméroter les ¢;, p; et ¢
sont associés et a; = 3; pour ¢ < r. Comme on avait déja p, = ¢, et
ar =1 = ., 'unicité de la décomposition est prouvée.

Conclusion, Un anneau principal est factoriel. <1

Lexercice suivant rappelle la définition dun anneau euclidien,
montre qu'un gnnecu euclidien est principal et s'intéresse aur ennecur
euclidiens dans lesquels lo division euclidienne est unigque.

3.11. Anneaux euclidiens

A étant un anneau intégre, on dit que A est euclidien lorsqu’il
existe une application ¢ : A\{0} — N telle que, pour a € A et
b c A\ {0}). il existe (g,r) € A? tel que

a=bg+r et =0 ou (v} <w(b). ()

1. Donner des exemples d’anneaux euclidiens.

2. Montrer qu'un anneau euclidien est prineipal,

3. On suppose de plus que A rn'est pas un corps et que, pour
tout g et & le couple {g.r) défini par (*) est unique. Montrer que A
est isomorphe A 'anneau des polynomes sur un certain corps.

{Ecole normale supérieure)

t> Solution.

1. ® On peut prendre A = Z et ¢ : z — |z|. En effet, soit a € Z,
b = Z\{0}. Si g et r désignent respectivement le quotient et le reste de
la division euclidienne de a par ||, on a bien

e=bsg+r et r=0oul<r <b,

avec [b] = eb et ¢ — £1.

e L'autre exemple du cours est K[X] oii K est un corps commutatif :
la division euclidienne donne le couple g et r et pour application i, il
suffit de prendre la fonction degré.

¢ Lexercice 3.12 montre que l'anneau Z[i] des entiers de Gauss est
euclidien,

2. Soit A un anneau euclidien. Par définition, A est integre, Consi-
dérons un idéal I de A et montrons que I est principal. C'est clair si I
est nul, Si 1 # {0}, considérons l'ensemble F = {y(a) € N,e € I,a # 0}.
(est une partie non vide de N, qui admet donc un plus petit élément.
1l existe done un élément ap non mul de I tel que w(ap) = minF. On a,
bien entendu, agA C 1.
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Réciproquement, si e € 1, il existe (q,7) € A® tel que a = gag+r avec
r=0oue(r} < ¢lag). On en déduit que r = ¢ — apg est dans I, puisque
I est un idéal. Si r n'est pas nul, on obtient (r) < w(ag) = minF, ce
(ui est impossible. On a donc nécessairement r = 0 et a = agg € agA.
On conclut que 1= apA : 'idéal I est principal.

On note que les exemples d’anneaur principaur les plus importants
i cours sont des annequr euclidiens. Il est assez difficile d'exhiber des
annequs principeur non euclidiens mais cela exriste”.

3. 1l s’agit de sortir de notre chapeau le corps K dont A serait 'an-
neau des polyn6émes. Or, dans K[X], le corps K est composé de 0 et des
fléments de degré minimal (4 savoir D). Cela nous donne une piste pour
(¢finir K @ il serait constitué, outre 0, des éléments 2 non nuls de A, pour
lesquels () est minimal.

e Avant d’entrer dans le détail, nous allons introduire plusieurs nota-
lious et faire quelques remarques simples. A* désigne comme d’habitude
A\ {0} et A* Venserble des éléments inversibles de A. Deux éléments
wct b de A sont dits associés g'il existe u inversible dans A tel que
w = bu (Btre associés est une relation d'équivalence). Enfin, si dans A,
a =bg+ravechs£0,r =0o0u () < ) on dra qu'l s'agit d'une
division euclidienne de e par b. Par hypotheése, une division de @ par b
st unique.

Lemme.  Sia et b appartiennent & A et st alb, alors p(a) € ¢(b).
Sia et b sont ussociés dans A*, () = p(b).

Démonstration. En effet, si alb et si p(a)} > »(b), on a deux divisions

1

enclidiennes de bpar a : b =axc+0etb=ax0+b ol c = g

N

ve: qui est contraire & I’hypothese. 5i a et b sont associés, on a alb et
e, d'olr résultent les relations p(a) € @(b) et w(b) € w(a) et I'égalité
nnnoncée,

e Pour tout a € A*, 1 divise a: on a donc (1} € ¢2(a). Il s’ensuit
ie Mg = (1) = ming. Puisque 1 est associé & tout inversible de A, on
ublient

A" C{z e A", p(x) = mg}

Iticiproquement, si ¢ € A™ et p(z) = mg, T est inversible. En effet, il
existe g et v dang A tels que 1 = xy 4 1 avec r = 0 ou p(r} < ().
Clomme @(z) = mp = min g, cette seconde condition est impossible, et
onal=gyetzecA* On conclut:

A ={x e A", p(z) = mo}

w. PERRIN (D.), Cours d’algébre, Ellipses, 1996, p. 53-54.
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e Tout tious powsse a poser K = A% U {0}, Montrons que K est un
corps comurutatif,
* Comme K" = A%, nous savons déja que (K™, x) est wir groupe
cotnmutatif.
Montrons que K est un sous-anneau de A,
* K* ¢t done K sont stables par multiplication.
»1leKetsiac K alors —a € K.
* Il reste & montrer Ia stabilité par addition. Soit a et b dans K.
Si a ou b est nul, il est clair que ¢ + b est dans K, Supposons ¢ # 0 et
b # 0. Etant donné que a 4+ b = a(l + a 1) ot que K est stable par
mnltiplication, il suffit de prouver le résultat suivant ; si v € K*, alors
1+u2e K.
Raisonnons par Uabsurde et supposons que 1+ u ¢ K. Alors, 1 4 2
est non nul, (1 + ) > my = (1) = p(—u~') et on peut écrirve

T={14u) <041, mais aussi 1= (1 +u) x ™' 4 (—u "}

On a donc deux divisions cuclidiennes de 1 par T4, ce qui est contraire
a I'hypothise.

Etablissons un bilan provisoire : K est corps comumtatil, sous-annean
de A. Comme A n'est par un corps, K C A.

e Dans K[X], X est un polynome de degré 1, i.e. de degré minimal
parmi les polynomes non constanis. Il est done naturel de considérer ici
un élément de A\ K, ot o est minimale. Lientier my = TIEIKElK({?(:E) ost

bicn défini {car AVK # B) et il existe Xg € A\K tel que ap()‘{u) = .
Introduisons la fouction

KX] — A
L P —  DP{Xq)

H s’agit d’un morphisme de K-algéhres. Mortrons que W est un isomor-
phistne.
e Prouvons Tinjectivité de ¥ : montrons par réenrrence sur n € N

que si degP < n et P(Xy) =0, alors P = 0.

+ Clest bon 51 P = 0 ou deg P =10 (car alors P(Xp)} =P € K).

* Supposous 7 2 1 et la propriété vraic jusqu'au rang r — 1. Scit
P € K[X] tel que P(Xo) = 0. En écrivant P = ¢, X" 4+ 4+ a; X + ag, on
obtient,

0= I)(XU) = ((LnX},’_l + -4 ().1)X(] + fip

On reconnait 13 une division enclidienne de 0 par X, En cflet soit ag = 0.

s0it ag € AT ot ¢lap) = my < p(Xp) = my. Puisque O =10 x Xp < 0, on
ohtient par unicité ap = 0 et Q(Xp) = 0 avee Q@ = w. X" ' + -+ + ay.
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Come deg Q € n— 1. par 'hypothese de réeurrence, on obtient Q = 0.
Ien résulte que P = 0.

» La surjectivité cst plus délicate. On veutf montrer que les diéments
de A sont dans K{Xo] = lm¥. Clest vrai pour les éléments » € A*
teis que @{z) = my ¢ ils sont dans K. Ou va tenter une récurrence sur
-, (i)» que ot pourrait diminuer par une division euclidienne par Xg.
"lus precisément, montrons par vécwrvence sur n € M que sl o € A et
Jlr) €, alors € KXo

(Test vral sl n < mig.

Supposons 1t > 1ng, ef la propriété vérifide jusqu’a Ventier n — 1.
Prenons 7 € A avee w(x) < 7. On peut supposer @(x) > mp i.e
v K. Divisons x par Xo : il existe g et v dans A tels que z = Xgg 4+ r
mee =0 on ¢(r) < ¢(Xg). Par conséquent. r appartient & K. Pour
mongrer que r est dans K[X], il suffit de niontrer yne g est. dans K[Xp].
IYaprés I'hypothise de récurrence, clest vrai 81 (¢) < n —1. Or, on a
11 Xog) = wlz —-r). Puisque () € n, linégalité p(q) < n— | va résulter
des denx inégalités suivantes @ @ —r) = () et p(q) < ¢(Xoq) (ce qui
vl lee cas lorsque  est la fonction degré dans K[X]). On les déduit de
enx lemunes.

Lesome. Six ¢ K et a € K, alors o(z + a) = p(x).

Démonstration. Clest évident si o = 0. Sinon, a est inversible, @ + - est
asocic a1+ e z et x a a1z On en déduit que

platx)=o(l +atz) et pla'z) = p(x).

On peut donc se ramener 4 montrer que si u ¢ K, alors (1 +u) = p(u).
On remarque que 144 n'est pas dans K| sinon u y serait (K est un corps
et contient 1). On a done 142 # 0 et

I=(1+u)xl—u={(1+4+u)x041.

Comme @{L4u) > (1), on a néeessairement, par unicité de la division,
vlu) 2 (1 4+ u). En remplacant ¢ par —(1 4 ), qui lui aussi n’est pas
dans K, o obtient de meme o(—(1+u)) 2 (1 ~ (1 +w)). On a done
Vita) = w(—(1+u)) 2 (—u) = ¢(u). On conclut que @(1+u) = ().
e lemme est prouvé. §

Lenune. 5% a # 0, (X)) = ().

lémonstration. Raisonnons par 'absurde et supposons »(1X,)) < ().
Comme ¥ divise 2Xy, on a w(xXy} = p(r) et done p(eXy) = wix).
I hvisons @ par Xoz : il existe ¢ et v dans A tels que

zg=aXpg+r ot r=0ou (< (zXy = r).
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On remarque que z divise 7, ce qui implique, si r # 0, que @(z) < @(r).
Cette inégalité n’est pas vérifiée. On a donc + = 0. On ohtient alors
2 = xXpg et, par intégrité, 1 = Xpg, ce qui montre que X est inversible,
donc dans K. Clest faux, par hypothése. §

Résumons : p(g) < ¢(Xog) = @(z) et donc ¢(¢) < n — 1. D’aprés
I'hypothese de récurrence, g € K[Xg] et finalement x € K[Xg]. <

Conclusion. L'anneau A = K[X;] est isomorphe 4 Panneau des po-
lynomes K{X].

On vetiendre des exercices précédents la chaine d’implications : pour
un anneau commutatif et intégre A,

A eurlidien => A principal = A factoriel,

Nous allons, dans les deur exercices qui suivent, nous intéresser aug
entiers de Gouss, exemple historiguement important, qui donne le coup
d’envoi de la théorie algébrique des nombres. Le premier démonire que
Z[i] est euclidien (donc principal et factoriel), ce gui conduit ¢ une
arithmétique proche de celle de Z. Le lecteur qura intérét. quant de abor-
der, 4 affermir ses connaissances sur les annecux foctoriels en troitant
Dezercice 3.10.

3.12. Anneau des entiers de Gauss (1)

On counsidére l'anneau Z{i] = {u +iv € C, (u,v) € Z*} et lap-
plication ¢ : @ € Z{i] — am € N,

1. Déterminer le groupe multiplicatif des élémeuts inversibles
de Z[i].

2. Montrer que ZIi] est euclidien pour i, c'est-d-dire que pour
tout (a.b) € Z[i] x Zli]*, il existe (g,r) € Z[i]* tel que a = bg +r
avec (r) < p(b).

3. En déduire que Z[i] est factoriel.

4, Montrer que si p{a) est premier, alors ¢ est irréductible
dans Z[i).

5. Soit p un nombre premier. Montrer 1'équivalence entre les
propriétés suivantes :

(i) p est irréductible dans Z[i] ;
(i) p = 3 (mod 4);
(iii) il n’existe pas a € Z[4] tel que p = p(a).

On admettra que —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p
n'est pas congru a 3 modulo 4.

6. En déduire tous les irréductibles de Z4].

(Ecole normale supérieure)
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I - Solution.

1. Soit a un élément inversible de Z[]. Il existe & dans Z[{] tel
(ne ab = 1. Comme ¢ est multiplicative, il vient w(a)e(b) = 1. L'en-
Lier naturel ¢ (a) est inversible dans Z et donc égal & 1. Réciproquement
w(a) =1, alors @@ = 1 et @, qui appartient & Z[i], est Vinverse de a.

Un élément a € Z[i} est donc inversible si et seulement si {a) = L.
lin posant @ = u + v, avec (u,v) € Z%, on obtient u% 4+ v? = 1. Les
cléments inversibles de Z[¢] sont donc 1, —1,i et —i : il §’agit du groupe
iles racines quatriéme de Punité.

2. Soit (a,b) € Z[i] x Z[i]*. Considérons le nombre complexe % qui

Wierit 5 o= z + iy, avec (z,y) € R?, u (resp. v) lentier le plus proche
e x (resp. y) et posons ¢ = u + v,
On a alors

%—q2=(u4m)2+(v—y)2< (%)2+(é)2<1-

Ou en déduit |a—bg|? < |b|?. Posons r = a—bgq; a, b, q appartenant & Z[1],
r appartient également & Z[i] et on a Jr]? < |bI2, c'est-d-dire p(r) < w(b).

Nous avons déterminé (g,7) € Z[i]? tel que a = bg+r et (r) < @(b).

Conclusion. T/anneau Z[i] est un anneau euclidien.

3. D’apres l'exercice 3.11, Z[i] est un anneau principal et d’apres
I'"xercice 3.10. il est alors factoriel,

4. Soit a € Z[i] tel que p(a) soit premier. Supposons que a s'écrive
« = be. avec b et ¢ dans Z[i]. On a alors p(a) = p(b)p(c). L’entier (a)
¢lant premier, on en déduit que () =1 ou p(c) = 1, c'est-a-dire que b
ot ¢ est inversible. Donc a est irréductible.

5. Supposons (¢) et montrons (i) en raisonnant par I'absurde. Si
p west pas congru & 3 modulo 4, alors —1 est un carré dans Z/pZ et
il existe z € Z tel que —1 = 2¢ (mod p). On obtient alors que p divise

241 = (z+1)(z—1) dans Z et donc dans Zi]. Puisque p est irréductible,
il divise & + i ou x — 4. Maijs ceci est impossible, car ni % + %, ni % - ;
ne sont des éléments de Z[i].

Supposons (#) et montrons (i41), toujours par 'absurde. Si p = p(a).
wlors p = u? 4 vZ, olt u et v sont deux entiers tels que a = u + jv. Mais
nu carré étant toujours congru & 0 ou 1 (mod 4), p ne peut &ire congru
quw'a 0,1 on 2 (mod 4), ce qui contredit (47).

Supposons (iii) et démontrons (i). Soit @ et b dans Z[i] tels que
p = ab. On a p? = (p) = pla)p(). Si ni a, ni b ne sont inversibles,
o a pla) et o(b) différents de 1. On obtient, puisque p est premier,
¢(a) = p(b) = p, ce qui contredit 'hypothese. On conclut que a ou b est
inversible : p est irréductible.
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6. D’aprés les questions précédentes, les entiers premiers congrus &
3 modulo 4 et les éléments o de Z[i] tels que p{a) scit premier sont
irréductibles. Montrons que ce sont les seuls, 4 multiplication par un
inversible prés.

Soit @ un élément irréductible de Z[{]. On remarque que a divise
w(a) > 1. L'entier (a) est un produit d’entiers premiers. Puisque @ est
irréductible, il divise (dans Z[i]) un de ces entiers premiers, p. Il existe
b € Z[i] tel que p = ab et donc p* = pla)p(d). Si b est inversible, a
est associé & p et nécessairement p est congru & 3 modulo 4, d’apres
la question 5. Sinon, on a, puisque p(a) > 1, p{a) = p et a est un
irréductible du type étudié dans la question 4. <

On remargque que la condition (iié) de la question 5 de lexercice
équivaut & dire que p n'est pas somme de deux carrés. On obtient done
qu'un entier premier est somine de deur carrés si et seulement s’il nest
pus congru & 3 modulo 4. On trouvera dans le chapitre 4 (arithmétique)
deux autres preuvves de ce résultat (cf. 4.34 et 4.35).

Llexercice 3.13, qui étudie certaines sommes d’entiers de Gauss, sup-
pose connus les résultats de Uexercice 3.12.

3.13. Anneau des entiers de Gauss (2)

Soit ke N* et n e N. Onposesn:i ¥ ak.
a€Z[d]
1. Montrer que s, € Z et que, si k n’est pas un multiple de 4,
on a s, =0.
2. Calculer sg, 813 et 85 pour k = 4. Que constate t-on?
3. Généraliser le résultat de la question précédente.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Sin =0, alors 5, = 0 pour tout k. Dans la suite, nous supposerons
donc n # 0.

Comme dans P'exercice précédent, on note, pour o € Zii], ¢(a) = ag.
On rappelle que deux éléments a et b de Z[i] sont associés s’il existe c,
élément inversible de Zi], tel que & = ac et que la relation «étre as-
gociésy est une relation d'équivalence. I a été démontré dans 'exercice
précédent, que les inversibles de Z[4] sont les éléments a tels que p(a) = 1,
c’est-d-dire —1,1,4,—4. Si a est non nul, la classe de a contient donc
quatre éléments distincts a, —q, ta, —ia.

On remarque que si a et b sont associés, alors p(a) = p(b). L’en-
semble des éléments a de Zfi] tels que p{a) = n se compose donc
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«’une réunion de classes d'équivalence (pour la relation «étre associésy)
wi,wa, ..., we. On choisit, pour tout j € [1,4], a; € w;. On ob-
tient alors Y a® = a¥ (1% + (—1)% 4 i* + (—i)¥). La valeur de la somme

acw,
up = 1% + (=1)* + i* + (—9)* ne dépend que du reste de k& modulo 4.
On trouve ug = 4, u1 = uz = ug = 0. On en déduit que si k& n’est pas
divisible par 4, on a, pour tout j € [1,£], 3 a* =0 et donc s, = 0.

atw;

¢

Si k est divisible par 4, alors 3 of = 4a¥, s, = Y o¥ et done
GEW; 3:

sn € Z[i). Par ailleurs, de 'égalité (@) = ¢(e) pour tout e € Z[i], on

déduit que
§p = E Z Z a*
4
wla)=n ‘p(a)=n

Ceci montre que la partie imaginaire de s, est nulle et donc que s,, € Z.

2. Pour calculer s,,, on détermine les solutions dans Z de w2 +v2 = n.
Pour les valeurs données de n, c’est aisé : on considére les entiers u tels
que 4% < n et on cherche ceux pour lesquels 7 — u? est un carré parfait.

Pour n = 3, on trouve {|u|, |v|} = {1,2}. Les éléments a de Z[i] tels
que p(a) = 5 sont 1+ 2¢ et +2 +4. Il y en a huit qui se répartissent
¢n deux classes : 2 4+ ¢ et ses associés, 2 — ¢ et les siens. La question
précédente montre que

55 =(2+0 + 2-0)* =(B+4)2 + (34 = -

De méme, pour n = 13, on trouve {|u|,|v|} = {3,2}. Les éléments a
de Z[i] tels que p(a) = 5 sont +3 & 2 et +2 + 34. On en déduit

s1a = (3+ 20)* + (3 — 20)* = (5+120)% + (5 — 124)* = —238.

Dans le cas n = 65, on trouve {|u|, |v|} = {1,8} ou {4,7}. Il y a seize
¢léments e de Z[4] tels que ¢(a) = 65. Ils forment quatre classes, celles
tle8+1¢, 8—14, 7+ 4i et 7 — 44. On obtient donc

s65= (84+0)* + (8 — i) + (7 +40)* + (7 - 40)"
= (63 + 164)° + (63 — 160)” + (33 + 564)% + (33 — 56¢)?
= 2(63% — 16 + 33% — 56%) = 3332.

On remarque que (~14}(—238) = 3332, c’est-a-dire que

55813 = 865 |-

Essayons d’expliquer ce résultat. [’aprés I'exercice précédent, Z[i]
tst un anneau factoriel et a est irréductible dés que (o) est un entier
premier.
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Considérons a € Z[i] tel que (a) = 65. On peut écrire
0@ =65 = 13 x 5 = 13(2 + i)(2 — i),

On en déduit que 2 + ¢ divise a@ et dong, 2+ étant irréductible puisque
5 est premier, que 2 + ¢ divise a ou @. Il existe donc b € Z[i] tel que
a = (2+414)bou@ = (2+14)b Dans le second cas, on a ¢ = (2 — i)b.
Remarquons que
p@) _ 68 _
#) p(2-+1) 5 3
dans le premier cas et de méme @(b) = 13, dans le second. Ainsi, nous
avons démontré que tout o € Z[{] tel que ¢(a) = 65 s'écrit o = be avec
w(b) = 13 et p(c) = 5. De plus, b et ¢ sont irréductibles, car 5 et 13
sont premiers. Réciproquement, tout ¢ € Z[i] qui 8'écrit o = be avec
w(b) = 13 et p(c) = 5 vérifie p(e) = 65. Une telle écriture de o en
produits de facteurs irréductibles est unique, & multiplication par des
inversibles prés. On peut donc écrire e de quatre maniéres différentes
sous la forme a = be avec ¢(b) = 13 et p(c) = 5. Si (b, ¢) est un couple
solution, les autres sont (—b, —c), (ib, —ic) et (—ib, ic).
De tout cela on déduit que, pour tout k& € N,

85513—1625k D 6 3 (be)t = 4 Z o = sgs.
eB=6  p{c)=13 Sih=s (a)=65

3. Montrons, plus généralement que, si m et n sont premiers entre
eux, on & Smp = SmSy. 11 faut démontrer, comme précédemment, que
si o € Z[i] vérifie p(a) = mn, alors il existe (b,e) € (Z[i])? tel que
a = be, p(b) = m et p(c) = n et que de plus, & o correspondent quatre
telles décompositions a = be, b pouvant étre multiplié par un inversible
quelconque. Le résultat s’obtient & partir de la décomposition de a en
facteurs irréductibles.

D’aprés Pexercice précédent les irréductibles de Z[i] sont les entiers
premiers congrus & 3 (mod 4) et les éléments o tels que ¢(a) soit un
entier premier (non congru & 3 (mod 4)). La décomposition de a en
facteurs irréductibles peut s’écrire

r s
o=eITr T
i=1 i=1

oll £ est inversible, » et s sont des entiers naturels, p;,...,p, des en-
tiers premiers congrus & 3 (mod 4), a1,...,a; sont des éléments de Z[i]
tels que ¢(e1),...,¢(as) soient des entiers premiers, non congrus & 3
(mod 4), a1,...,0, Bi,...,Bs des entiers naturels non nuls. On en
déduit que
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™ 2
n=g(a) = [[pi* [I eles)™.
i=1 =1

{)n observe que cette écriture est la décomposition de mn en facteurs
premiers. Les entiers m et n étant premiers entre eux, ils n’ont aucun
diviseur premier commun. Quitte & renuméroter les irréductibles qui di-
vigsent a. on peut supposer qu’il existe des entiers naturels v’ et s tels
quer <7, 8 <set

r’ s r s
m = Hp?o“‘ H ola;)¥ et n= H pae H wla)P.
i=1 jol

a=r+1 j=a'4+1

S1b et ¢ sont deux éléments de Z|[i] tels que a = be, m — ¢(b) et n — ¢(c),
it résulte du caleul de p(a) & partir de ¢ et de l'expression de m et n,
que les irréductibles qui divisent b sont py,...,p~ et a1,...,as et que
reux qui divisent ¢ sont pry1,.. ., Pr et @arg1, ..., 2. Puisque e = be, il
existe ¢ inversible tel que

! k4 r s
b:a’ﬁp?‘ Haf’ et e=e(e)t I £ ] afj.
du=] =1

f=rt 41 j=si 1

[l est clair que b et ¢ ainsi définis ont toutes les propriétés voulues.

On obtient donc, pour tout a tel que p(a) = mn, quatre décompo-
sitions sous la forme o = be, avec m = ¢(b) et n = ¢(c), correspondant
aux quatre valeurs de ¢. De la méme manitre que dans la question
précédente, on conclut que 8,8, = Spn. <

Une éeriture d’un entier n sous la forme n = @(a) correspond
{bijectivement) & une décomposition de n en somme de deux carrés
no= w4+ v?, ot u et v sont deur entiers tels que @ = u + iv. Pour
lout entier n > 1, notons r(n) le nombre de couples (u,v) € Z* tels
que n = u? + v%, c'est-a-dire le nombre d’éléments a de Z[i] tels que
pla) = n. La derniére question de lexercice montre que si m et n sont
premiers entre eux, on ¢ r(m)r(n) = 4r(mn). Si on pose §(n) = K%L),
on obtient §(mn) = d(m)d(n) : la fonction § est done multiplicative.

Pour guelgues remargues sur les fonctions arithmétigues multiplicatives,
on se repertera aux exercices 4.28 ¢ 4.33 du chapitre 4 (arithmétique).

L’exercice suivant étudie un annean dont les éléments sont de lo
Jorme P 4+ £Q, od & wvérifie £2 = X2 ~ 1. On rapprochera cet anneau
de Uanneau Z[i], obtenu de méme & partir de Z en rajoutant un élément
de carré 1 (cf. exercice 8.12). En particulier Uapplication N gu'on y
définit joue le réle de Uapplication v de Zli] dans la détermination des
cléments inversibles.



104 CHAPITRE 4. ANNEAUX ET CORPS

3.14. Une extension quadratique de C{X]

On considére le sous-ensemble A de F(]1, +/,C) défini par

A={o—Pe)+ QuVEL (P.Q) X

1. Montrer que A est un annean. Vérifier que tout z € A s'éerit
de manieére unique sous la forme z = P+ ¢Q avec P et Q dans C[X],
oil ¢ désigne 'application  —- v22 — 1.

2. Montrer que z = P +=Q est une unité de A si, et seulement
si, N(z) = P? - (X2 - )Q* e C".

3. Montrer qu’il existe 25 € A tel que

Ug={2€A, N(2)=1} = {2, neZ}.

4. Expliciter les couples de polynémes (P,Q) € C[X]? qui
vérifient P? ~ (X? — 1)Q? = 1.

B (Ecole polytechnique)

> Salution.

1. T est clair que A contient I'application nulle ainsi que I’application
constante égale & 1, et qu’il est stable pour la somme et Uopposé. Soit
(P1,Q1,P2,Q2) € C[X*. On a

(P, +eQ1)(P2 +eQz) = P1P2 +?QiQs +(P1Qz + P2Q)) € A,

car 2 est la fonction polynéme z — z2 — 1. Il en résulte que A est un
sous-annean de 'anneau F(]1, +ocf, C).

L’application 1 : C[X]? — A qui au couple {P, Q) associe z = P +2Q
est clairement un morphisme de groupes additifs. Il est surjectif par
définition de A. Enfin, il est injectif car si P € Kert i.e. P + cQ = 0,
on obtient P? = (X2 — 1)Q?, ce qui impose P = Q = 0 (car sinon la
multiplicité de la racine 1 est paire dans le membre de gauche et impaire
dans celui de droite). Il en résulte que tout z € A s'écrit de maniére
unique sous la forme z =P { £Q. En particulier on peut identifier C[X]
4 un sous-anneau de A, ce qu'on fera dans la suite.

2. Siz = P+ £Q est un élément de A, on pose T = P —eQ et
on parle du conjugué de z. I1 est clait que 'application z —— T est un
automorphisme d’anneau de A.

On a N{z) = 22 =P? — (X% - 1)Q? € C[X].

& Soit z € A inversible et 2’ € A tel que zz’ = 1. On a alors

1= N(1) = N(22') = 22'22' = 22272 = N(2)N(2'),

d’ot il résulte que N(z) est inversible dans C|X] et appartient donc & C*.
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» Réciproquement, si N(z2) = A € C*, alors %E € A est Vinverse de 2z
dons A,

3. Notons U le groupe des unités de A. Comme N est un morphisme
di groupes de U dans C*, Uy = Ker N est un sous-groupe de U,

Posons zg = X +¢. On a N{z) = X2 (X2 - 1) = 1, donc 2 est
dans Uy, On va montrer que zp répond & la question. Il est déja clair que
{ Lzf, n € Z} € Uy, Soit z = P+eQ € Uy, On considére un entier m € Z
lel que 2" = 25 ™2z s'écrive 2/ = A + 2B, avec un polyndme B de degré
thinimal. Alors z’ appartient & Ug, car Uy est un groupe multiplicatif.
On va montrer que B = 0. Il s'ensuivra que A = +1, puisque ' € Uy,
soit encore z = Lz,

Supposons par Pabsurde que B # 0. On a A% — (X% — 1)B2 = 1,
puisque 2’ € Uy, ce qui peut s'écrire (A — XB}(A+ XB) =1-— B2 On
doit nécessairement avoir degA = 1 + deg B, Il en résulte que 'un des
deux polynémes A — XB ou A + XB a un degré strictement inférieur a
ileg B {car sinon deg(A — XB) = deg(A + XB) = degB, d’ol1 'on déduit
(leg A = deg(2A) < deg B, ce qui est faux). Or on a

207 = (X +&)(A+eB) =XA + (X2 - 1)B +¢(XB + 4A)
2502 = (X—e)(A+eB)=XA— (X> - 1)B+¢(XB - A)

of I'une des deux égalités est contredit la minimalité du degré de B.

4. Posons pour n € N. 20 = (X +¢)" = Py, +£Qp. On obtient alors
=2 =P, —eQyn. Dapreés la question précédente, les solutions de
Iéquation P* — (X2 — 1)Q* = 1 sont donc les couples (£P,;, £Q,), ou n
décrit N. A Daide de la formule du bindme on obtient

P,= 3 CRF(X*-1)Fxn—?*
0 2ksn

Q. = Z Cik+1(X2 _ l)kxn—zk-—l-
0<2k+1<n

On peut reconnaitre ici les polynomes de Tchebychev de premiére et
(le seconde espece T, et Un_y qui sont définis par cosnf = T, (cosf) et
sinnf = sinfU,_1(cos 8). Cela s’explique trés bien. Soit f l'application
e A dans Panneau des polynomes trigonométriques complexes qui a
2 =P + ¢Q associe, P{cos#) + isin#Q(cos8). On vérifie facilement que
[ est un morphisme d'anneaux et qu’il est injectif. On en déduit que
J(z8) = Pu(cos ) + ¢sin #Qy,(cos ) et, grice & la formule de Moivre,

flzg) = flz0)™ = (cosf + ismé)” = cosnd + isinnf
= Tp(cosf) + ¢sin@Uy,_;(cosf).

On obtient done donc P, = Ty, et Q,, = Upp. <
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e antre démonstration, élémentaire, de la dernidre question st
donnie dans Dexeveice 5.7,

Les trots crercices suivants dtudient des cxemples assez simples de
corps. Le premier fait la tronsition avec les anneaus.

3.15. Anneau sans idéal non premier

Soit A iun anneau commutatif dont tout iddal T est preniier ¢’est-
A-dire vérifie, pour tout (a.y) € A2,

wel=—=uweclouyecl

Montrer que A ost nn corps.

(Icole normale supérieure)

> Solution.
Pire que Tidéal nul est prenzier signifie que A ost iategre. Soit » dans
A. non nul. Ou sonhaite pronver gue z cst imversible. Comine ideal
principal (x?) est premicr, on 4z € {22}, If existe done ¢ € A tel que
.

¥ = ar®. Comme A est intégre et z non nul, on a aw = 1 et = est
inversible. On conclut que A est un corps, <

Les corps étudiés maintenant sont des corps de nombres algébriques,
dond on peul donner e définition suivante : soit 6 un dlément de C,
racine d'un polyndme now pul P ode Q[X] gui est irréduetible sur Q. Alors
Uensemble des nowmbres complexes de lo forme $(0). on @ & Q[X), est un
corps poté Q(8}, isomorphe au quotient Q[X]/PQ[X]. De plus QF) est
wn espuce vectoriel de dimension n = deg P suy Q. Pour un cremple plus
complere, le lectewr se veportera & Uezercice 5.17 qui étudie @(;_e"%), ot
n est premaer,

3.16. Automorphismes de Q(+/2)

Soit B = {u+ W2 € €%, (u.b) € Q°}. Moutrer que E est un
sons-corps de € et en déterminer tous les auteniorphismes.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
¢  est mme Q-algébre. Lapplication
o — ¢
¢: P — P2
est nn morphisme d’algébres. Son imuge est donc nune sons-algébre de €,
qui contient clairement E.
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Pour montrer Uinclugion inverse, on observe que. sin 2 0, on a
XY = (V2)r =20(3/2) € E,oltn =2p+r,avecr =lon let p e N,
Oy en déduit que Im ¢ = E. Par conséguent, E cst un sous-anneau de C.

e Soit z & E non nul, qui séerit & = a + bv/2 avee (a,b) € Q% On a
aars a — byv/2 £ 0 (car 2 ¢ Q) et done

] ! a b2 = a + b V2 € R

a+ b2 a? =202 o —2h% 7 g2 - 2h?

(i en dednit que ¥ est un sous-corps de C.
e Si f un automorphisme de E, alors f laisse invariants tous les
citments de Q. En effet, on o, pour # € Qet n & N,

flnz) = fle+ -tz = flz)+ -+ fla) =nf(z) =nflz),

cbdone f(r) = n,car f(1) — 1. On a cusuite f{—n) <+ fln) = f(0) =0
ot done f(—n) = —f(n) = —n. Eolin si g € N* et p € &, on obtient

af (B) = 1(a8) = s =p e g(2) ="

i détermine ensuite f(/2). De £(v/2)% = f(\/ﬁz) = f(2) = 2 résulte
F(V2) = ey/2 avec & = £1. On a done, pour tout {a,b) € Q2

Fla+bvV2) = flay + JOF(V2) = a+ ebv2.
Ligeiproguement, les deirx applications ainsi définies (pour £ = -1 et 1)

sont des antomorphismes de corps Je E. 11 n’existe qung senl avtomor-
nhisme de E qui ne soit pas Pidentité. <

Llexercice swivant est Uoccasion de ddécouvrir les propridtds fonda-
mentales de lu théorie algébrique des corps et notamment la formule de
wreuftiplientité des degrés.

3.17. Nombres algébriques

On cousidérc un corps commutatif M et K C L deux sous-corps
de M.
1. Démontrer Uéquivalence des deux conditions suivantes :
(#) M esl un K-cspace vectorie] de dimension finie m |
{(#4) M est un L-espace vectoriel de dimension finie n et L un
K-espace vectorial de dimension finic p.
Vérifier que dans ces conditions m = np.
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2. On suppose que a € M est algébrigue sur K : il existe P non
nul dans K[X] tel que P(a} = 0. Démontrer 'existence d’un unique
polyndéme unitaire p de K[X] tel que, pour tout polynome P de K[X],

Pla) =0 <= ulP.

Vérifier que p est irréductible (u est appelé le polynéme minimal
de a sur K) et que 'ensemble K(a) = {Q(a), Q € K[X]} est & la fois
un K-espace vectoriel de dimension deg i et un sous-corps de M.

3. On dit que o € T est algébrigue si a est algébrique sur le
corps Q. Démontrer que a = ¥/2 + ¥/2 est algébrique et déterminer
son polynéme minimal.

(Ecole Polytechnique)

> Solution.

1. Supposons (é4). On se donne (eq,...,ep} une base du K-espace
vectoriel L et {f1,..., fn) une base du L-espace vectoriel M. Montrons
que la famille (e; f: )i, 5)e[1,n] x[1,p] €5t une base du K-espace vectoriel M.

Soit # € M. On éerit £ = A fL + - + Anfn avec Ay € L. Chaque )

P
s'éerit A = Y s €5 avec ;5 € K. Par associativité, on obtient

Jj=1
g= > el
Geltnlx[t,pl
ce qui prouve que la famille (e; ;)¢ j)en)x[1,p] €5t génératrice du K-
espace vectoriel M.
Vérifions qu’elle est libre : soit u,; ; € K pour (i,7) € [1,n] x [1,p]

tels que
0= Yoo mgeili
(4,DEM]x]1,p]
Par associativité, on peut écrire

n o

0= Z > piges | fi

i=1 F=1

€L

P
ce qui impose que pour tout i, »_ u;je; = 0 puisque (fi,...,fn)
i=1
est libre dans le L-espace M. Comme (ey,...,ep) est libre dans le K-
espace L, il vient que tous les y;; sont nuls. On conclut que la famille

(e5fi)¢i syel1.n]x[1,p] €5t une base du K-espace vectoriel M et que m = np.
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Supposons (z). Comme L est un sous-espace du K-espace vectoriel M,
[, cst de dimension finie sur K. D’autre part, si (g1, ..., &) constitue une
hase du K-espace M, c’est clairement un systéme générateur de M en tant
que L-espace vectoriel. Donc M est un L-espace vectoriel de dimension
[inie.

On dit dans ces conditions que L. est une extension de K et M est une
catension de L. La dirmension de L comme K-espace vectoriel est notée
L2 K] : c’est le degré de Uextension L sur le corps K. Nous venons de
démontrer que

K:M] = [K:L][L: M].

{lette identité est la relation de multiplicativitd des degrés.
2. Le corps M est une K-algébre. Considérons le morphisme de K-
nlgébres

KX] — M
®: P +— Pla)

|’ensemble K{a), qui est Pimage de &, est une sous-algébre de M. Le
noyau Ker® — {P € Q[X], P(a) = 0} forme un idéal de K[X]. Par
hypothése, a est algébrique donc I # {0}. Dans ces conditions, comme I
est un idéal principal, on sait qu’il existe un unigque polynéme p unitaire
de degré supérieur ou égal a 1 dans K[X] tel que I = yK[X]. On a
I’équivalence

YP e K[X], plP <= Pa)=0.

Sile polynéme ;i unitaire de K[X] vérifie la méme équivalence, alors p/ju
ot iy done =y’ @y est unique.
Montrons que le polyndme 4 est irréductible. Si y = AB avec A et B
(lans K[X], on a
0= u(a) = A()B(a)

ot done A{a) = 0 ou B(a) = 0, ce qui implique pA ou y|B et donc A
on B constant : le polyndme 4 est irréductible. Remarquons que si P est
irréductible unitaire avec P{a) = 0, alors P — ; puisque p|P.

Montrons ensuite que K(a) est de dimension r = degy comme K-
ospace vectoriel. Pour cela, vérifions que (1,a,...,a" 1) est une base de
K(a). Le fait que g soit un polynéme non nul de degré minimal annulant a
garantit la liberté de la famille (1,a,...,a”~!). D autre part, si z € K(a),
il s’écrit = A(a) avec A € K{X] et en notant R le reste de la division
cuclidienne de A par 4, on obtient z = R{a) € Vect(l,qa,...,a" ).

Montrons enfin que K{&) est un sous-corps de M : ¢’est déja un sous-
anneau de M. Si z est non nul dans K(a), il s’écrit z = A(a) avec
A non divisible par p. Dans ces conditions, p étant irréductible, il est
premier avec A. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe U et V dans
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K{X] tels que 1 = UA 4 V et en évaluant en a, il vient 1 = U(a)z et
donc 2! = U(a) € K(a).

3. 1l s’agit de trouver un polyndéme non nul de Q[X| qui adinet a
comme racine. On a (a — \/5)3 = 2 ce qui donne en développant

o +6a — 2 = v2(3a% + 2),
et en élevant au carré
a8 —6a* — 403 + 1202 — 240 — 4 = 0.

Le polyndme P = X8 - 6X* — 4X3 4+ 12X2 — 24X — 4 € Q[X] annule donc
a, qui est un nombre algébrique.

Notons g le polyndme minimal de e ¢’est un diviseur de P. On va
prouver que P = p en considérant la dimension du (Q-espace vectoriel
Q(a). En fait, la relation &® + 6a — 2 = v/2{3a® + 2) prouve que /2 est
dans Q(a) puisque 302 +2 > 0, /2 = (a® + 60 — 2)(3a% + 2)7" et Q(a)
est un corps. On a également /2 = ¢ - V2 € Q(a). Comme Q(a) est
une Q-algebre, pour tout Q € K[X], Q(v/2) et Q(V/2) sont dans Q(a). Il

s’ensuit les inclusions
Qc QW2 c Q) et QcQV2)c Qla)

Or le polyndéme minimal de V2 sur Q est X2 —2 et celui de ¥/2 est X3 —2
(ils sont bien irréductibles car de degré 2 ou 3 sans racine rationnelle).
On en déduit que la dimension de Q(+/2) (resp. Q(¥2)) sur Q est 2
(resp. 3). D’aprés la premidre question et la multiplicativité des degrés
des extensions, 2 et 3 divisent la ditnension de Q(a) sur Q. Done, cette
dimension est supérieure ou égale & 6. On a donc deg g, » 6. Comme 4
divise P, ces polynémes unitaires sont égaux :

|£—=X6*6X4—4X3+12X2—24X—4{. <

Lexercice suivant détermine toutes les valvations sur (.

3.18. Valuations sur (Q

On appelle valuation sur un anneau A toute application v de A
dans R U {400} telle que, pour tout (xz,y) € A% :
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(2) vizy) = v(z) + v{y);
(i) v(z +y) > min(v(z), v(y));
(#d) v(z) = too =z =10.
1. Donner des exemples de valuation sur Z, sur (.
2. Déterminer toutes les valuations sur Q.
(Ecole normale supérieure)

i - Solution.

1. Le cours fournit exemple des valuations p-adiques sur Z : pour
tout nombre premier p et tout entier non nul n, #,(n) est le plus grand
enlier naturel o tel que p® divise n. On pose 1,(0) = +o0 et il est aigé
il vérifier les propriétés (i) et {ii). Ces valuations se prolongent & Q :
ki est un nombre rationnel non nul admettant comme représentant E,
on pose vp(z) = vpla) — vp(b); vu(z) ne dépend que de x et pas du
représentant choisi et v, est encore une valuation sur Q.

On va montrer dans la seconde question gue les seules valuations sur
(2 sont la valuation triviale {4.e. nulle sur Q*) et les applications Avy, olt
A est un réel strictement positif arbitraire et p un nombre premijer.

2. Seit v une valuation sur @, que 'on suppose non triviale.

¢ On a v(1) = v(1%) = (1) + v(1), de sorte que v(1) = 0, mais
nussi 2v(—1) = ¢(1) = 0 et donc v{—1} = 0. On en déduit que, pour
ot ® € QF, v(—x) = viz) +wv{—1} = v(z) : v est paire. On a par la
propriété (ii), ¥(2) = 0 et par une récurrence évidente, v(n} = 0 pour
tont entier n € N. Observons enfin que v(2™) = nr{x) pour tout n € N
ol tout © € Q.

» L’ensemble E = {n € N*, v(n) > 0} est non vide, car sinon v serait
itiviale. Soit p le plus petit élément de E. Nécessairement, p est premier :
o effet, si p = ab avec 1 < a,b < p, v(p) = via) +v{b) =0+ 0 =0,
"aprés la propriété {7), ce qui est absurde.

Soit g un nombre premier distinet de p. Comme pged(p,q) = 1, on
peitt trouver (u,v) € Z2 tel que up 4 vg = 1 par le théoréme de Bezout.
I’ar (44) on obtient

(2 min{v(up), v(vq)) = min(v(u) +v(p), v(v}) +v{q)) Z min{¥(p), v(g)).

On ne peut done pas avoir ¥(g) > 0 et donc v(g) = 0.
11 résulte alors du théoréme de décomposition en facteurs premiers et
dn point (4) que, pour tout n € Z*, ¥(n) = Avp(n) ot A = v(p) > 0. By

lonjours en vertu de (¢) {qui implique que v 5 = v(z) — v(y), pour

tont (z,y) € Q x @*), cette égalité s’étend & Q tout entier. <
Les valuations sur (@ résultent toutes d’un prolongement de celles de
4. Clest vrai pour le corps des fractions d un anneau intégre quelcongue.
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Chagque veluation de Z ou Q, v, est associée & un nombre premier p. Il
y o correspondance entre irréductibles et veluations prenant des valeurs
positives ou nulles sur UVonneau A, dans tous les enneoux A principeus
et méme dans des anneoux plus générauz, les annesus de Dedekind (an-
nequr intégres dans lesquels tout idéal est produit d’idéeuz premiers}, &
condition de remplacer les nombres premiers par les idéaur premiers.

L 'exercice suivant détermine les valewrs absolues non-archimédiennes
sur CIX). Une veleur absolue sur un corps K de caractéristique nulle est
non-archimédienne si N*, considéré cormme sous-anneau de K, est borné
par 1. Elles s’oppasent donc & lo valeur ghsolue usuelle sur Q, R ou C,
que nous savons étre archimédienne.

3.19. Valeurs absolues non-archimédiennes sur C(X)

Seit K un corps commutatif de caractéristique nulle. On appelle
valeur absolue de K toute application | | : K — R telle que, pour
tout (z,y) € K? :

() || =0 =z =0;

(42) ley| = {2l lul;

(iid) Jo +yl <[] + Jy].

1. Soit | | une valenr absolue de K telle que {n| < 1 pour n € N*,
Mantrer que | | vérifie I'inégalité ultra-métrigue . pour tout couple
(. 4) € K7,

lz + | < max(|z|, |y|).

2. Soit v une valeur absolue de C{X) ielle que v(z) = 1 pour
tout © € €*. Montrer que v est de I'un des types suivants :
(i) ¥(F) = 1 pour toute fraction F non nulle;
(it) v(F) = a"=¥, avec a > 1, pour F non nulle;
(i1d) v(F) = a**F) avec 0 < a < 1, pour F non nulle, oi 1'on
précisera ce gu'est val(F).

(Ecole normale supérieureu

> Solution.

1. Ici, n désigne n - 1, somme de n termes égaux & I'élément neutre
pour la multiplication de K. Soit (z,y) € K>, Supposons. par exemple,
que |yi < |z Pour tout entier naturel n, on a le développement du

bindme (z 4+ y)" E Ckzky"~* En prenant la valenr absolue, il vient
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mn n n
Jz+y* < 3 ICRR Y < 3D ICK - Hiaky M < X lalFpylnt
kio k=0 k=0
< Y fal* = (n+1) =",
k=0
Il en résulte que pour tout entier n, |z + y| < (n + 1)Y/"|z|. Le résultat
suit, en faisant tendre n vers Yinfini.

Une valeur absolue telle que N* soit bornéde par 1 est dite non-
archimédienne. Elle vérifie |'inégalité ultra-métrique, qui est plus forte
que l'inégalité triangulaire (iii). Observons que la réciproque est vraie :
{1} et {i1) impliquent |1] = 1, puis |—1| = 1; on en dédut que, pour toute
valeur absolue qui vérifie inégalité ultra-métrique, Z est borné par 1.

2. La valeur absolue v est non-archimédienne et donc vérifie I'inéga-
lité ultra-métrigue.

» Observons pour commencer que, pour tout (F.G) € (C(X))z tel gue
v(F) < ¥(G), on a v(F + G) = v(G). En effet, on sait, d’aprés I'inégalité
ultra-métrigue, que v(F + G) € v(G), mais comme G = (F + G) + (-F),
on a aussi ¥(G) € max(v(F),v(F + G)) = »(F + G), d'od Pégalité.

Posons a = v(X).

e Supposons que ¢ > 1. Tout polynéme non nul P de C[X] s'éerit

n
k

7

P = ¥ arpX*, avec n = deg{P). Comme pour tout k, v{arX*) = a

k=0
an a

vieg) =1 <v{mX) < v(aX?) < < V(@ X™) = a”.

teci permet d’affirmer que Y(P) = v(a,X") = a® = a®#F) Grace 4 la
propriéte (i1) de la valenr absolue, on conclut que, pour toute fraction

. P
rationnelle non nulle ¥ = - on a

Q

adeg{P) deg(F)

J/(F) = V(P) — V(Q) = WG_) =da .
o Le cas a < 1 se traite de la méme fagon. On a v(apX*) = o si
ay # 0 et on trouve cette fois, ¥(P} = a"*P) pour tout polynéme non
nul P, o val(P) est la valuation en X de P, c’est-d-dire le plus petit

indice k tel que g, £0.SiF = _(% est une fraction non nulle, la quantité

val(P) — val(Q) ne dépend que de F et pas du représentant choisi. Cette
quantité étant notée val(F), on a ¥(F) = a"2F.
* Supposons enfin ¢ = 1. Dans ce cas, on a ¥(X*) = 1, pour tout &
et {P) < 1, pour tout polyndme P. Distinguons deux cas.
* 81 ¥(P) = 1 pour tout polynéme non nul P, alors v est triviale :
clle vaut 1 sur toutes les fractions non nulles,
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* Dans le cas contraire, notons () un polynome de degré minimal
tel que #(Q) < 1. Ce polyndéme Q est irréductible car, si Q = AB avec
deg A < degQet degB < degQ, onawv(A) = v(B) = 1et done v(Q) =1,
ce qui est absurde. On peut bien entendu choisir Q@ unitaire, done de la
forme Q = X — o, @ € €. Posons alors b = (X — a) < 1. On fait le
méme travail que dans le cas ¢ < 1, en remplagant X par X — o {tout

n
polyndéme P sécrit P = 37 b(X — a)*, d’aprés 1a formule de Taylor).
k=0

On a alors, pour tout polynéme non mul P, v(P) = p"x-«(®) ot yx_,(P)
est la valuation de P en X — a ¢’est-d-dire, si lon préfere, Iordre de
multiplicité de la racine o dans P. Ici aussi, cette valuation s'étend au
corps des fractions C(X) et v(F) = b**—=) pour toute fraction non
nulle F. <

5i | | est une valeur absolue non-archimédienne sur le corps K,
Uapplication v - K ~— R, définie par v(z) = —Aln(jz]) si z # 0 et
v(0) = +o0, ou A appartient ¢ R, est une valuation. Réciproquement,
toute valuation v sur K définit une valeur absolue non-archimédienne
par la formule |z = e #®) 5i g £0, ot p € RY.

Il résulte de evercice précédent que les seules valeurs absolues non-
archimédiennes sur Q sont, cutre la valeur absolue triviale (|z| =1 ¢
@ # 0), les applications définies pour x # 0 par |z| = e ) qyec A >0
et p premier. Le théoréme d'Ostrowski affirme d autre part que les seules
valeurs absolues archimédiennes sur Q sont les applications x —— |x|°,
ot | | est lo valeur absolue usuelle et 0 < 3 < 1. Elle définissent loa méme
topologie que la valeur absolue usuelle.

Lexercice suivant montre gue n boules quelcongues, de rayon £ > 0
dans Q, correspondant d n valeurs absolues deuz ¢ deux non équivalentes
ont toujours une intersection non vide.

3.20. Indépendance des valeurs absolues sur ()

Soit p1,...,pn des nombres premiers deux & deux distincts,
0. §1,-- > Gn dans Q et £ > 0. Prouver qu’il existe g € Q tel que
lg —qo| <€ et|g— gilp, < e pour tout i € [1,2] (pour p premier,
[T|p = p~ () désigne la valeur absolue p-adique du rationnel ).

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

# Nous chercherons ¢ sous la forme Y og;, avec aq, . . ., oy, nombres
=0
rationnels dépendant d'un entier k & déterminer.
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% On aura alors, g — gg = Z ov;q; + (g — 1)go. Cette quantité

devra étre rendue assez petite. Pour cela nous imposerons gue les oy,

pour ¢ = 1 et ag — 1 tendent vers § avec k.
n

*Siien],g— @ = Y e;g + (oi—1)g. 11 fandra rendre
0gign
Ia valeur absolue p;-adigue de cetjt?:e guantité assez petite, c’est-3-dire sa
villuation p;-adique assez grande. Nous choisirons les o; pour que, pour
JE0,n). 5 #£4, onait vy (o) =k et vy (s — 1) =k
e Soit k € N et p un nombre premier distinct de p1, ..., p,. Posons,
pour tout j € [1, n],

(p1...D5. ..pn)’“ _ Appa)t
’=p"pg+(p1 o pn ) . = o)1
¢l montrons qu'ils conviennent. Soit € > 0.
* Choisissons p tel que p > p1pg ... pn. On a alors kEToo o =0
pour tout ¢ de [1,n] et. d’autre part, 11m g = 1. On en déduit que
lim g = gg, et donc, pour k assez grand, fc; @ <&

K ~+o00
* Soit ¢ € [1,n]. Pour j € [0,n],j # i, le numérateur de «; est
divisible par p¥ et son dénominateur est premier avec p;. On en déduit
(ue vy, (5} = k. On obtient également vy (cv; — 1) = k.
En posant m = Jé}‘éln vp, (g7), on a alors

1gign

v (05;) = v {0) + vp,{g5) 2 b +m, pour j #1,
UP‘((O{L - l)q'i) 2 Vpi(ai - 1) + Vp'(qi) ; k + m.

Sachant que, pour tout {z,y) € Q2 vy, {z +y) > min(vp, (), ¥p, (¥)), on
en déduit que, pour § = 1,

vp {0 — @) 2 k +m et donc [g— gilp, <p; FH™.
On a alors, pour k assez grand,

|g — qilp, < &, pour tout i = 1.

Pour k assez grand, g a donc toutes les propriétés voulues. <



Chapitre 4

Arithmétique

Les nombres entiers ont towjonrs exercé sur les esprits une sorte
e fasciantion. Il w'est pas étonnant gue co soit ou sein de Pécole py-
thagoricienne, éprise de mysticisne gque débute Uétude de leurs pro-
prictés @ avec les catégories de pair ¢t dimpair commencent les premiéres
reflerions sur la divisibilite. Celles-ci aboutissent deux siecles pluy tard,
dons les Eléments d’Euclide dont le chapitre VII s’ouvre par une série
de définitions : nombre premicr et compoesé, nombre parfart, diviseur ef
mudtiple. méme si le langoge est trés différent du langage moderne. On
Lime exposés entre aulres Uoalgorithme de détermination du pged de
denm nombres (algorithme d’Euclide) ot lo démonstration de DUinfinité
des nombres premiers (lemme d’Euclide ).

Auz pythagoriciens remiontent les premters eremples déqualions dio-
phuntiennes, notamment lo résolution de Uédguation 12 + y? = 2% en
nombres entiers. Diophante, au 1I° siécle de nofre ére, va s'intéresser
a un grand nombre d’éguations analogues. Sa grande auvre, les Arith-
mcliques rompt avee la Mathématique grecque, centrée jusqu’alors sur
les problémes géoméiriques, et se rapproche des mdthodes algébriques
houtement élnborées des Babyloniens, mais contraivenent & ceuz-ci, il
s atfresse uniquement aur solutions cxactes, Il s'évertue a donncr des
igles sirples de coleul algébrigue comme les régles sur Ies produits de
puissance o une premiére idée de la régle des signes dans un produdf. I
st le premder & utiliser un symbole littéral pour désigner les inconnues
of peut étre vu comme le pere de DUalgébre. Il résout des équations d co-
cificients entiers du premier degré (az + by = ¢) et du second degré (cas
partieuliers d’équations de Pell telles que 22 = 1+ 3052 ). 1l s’intéresse &
t'ceriture d'un nombre comme somme de deux carrés (il sait gu'un entier
de da forme Sn 4+ T ne peut pas a'éevire comme somme de denr carres),
I fnonee Uidentité de Lagrange,

Auwr vi®et vill®sigcles, les savants arabes, neotamment o Bagdad,
assimilent Uhéritage hellénigue et oriental & travers lu traduction des
oworages de UAntiquité (Euclide, Archimede, Diophante...). Mais leurs
ihiories mathématiques propres sont plus orientées vers UAlgébre que
rivs UArithmétique proprement dite.

En Occident, le révesl de la théorie des nombres doit aitendre Pierre
de Fermat (1601-1665) dont les premicrs traveus s'eppiient sur lo
icernte traduction des textes grees de Diophante par Bachet de Méziriac
CIB2T). 01 sTintéresse particulicrement @ la divisibilité et auz nombres
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premiers. 1l aborde de nombreux problémes et formule des conjectures
qui pour la plupart seronf prouvées au siécle sutvant : citons le petit
théoréme de Fermat, l'égquation de Pell-Fermat (x® - dy® = 1 @, pour
tout entier positif non carré parfeil d, une infinité de solutions entiéres),
les nombres de Fermal et le grand théoréme de Fermat dont nous parle-
rons un pev plus loin. Il développe la premicre méthode générale d'atlagque
des équations diophantiennes : la descente infinie, Au XVIII® siécle, Eu-
ler et Lagrange s’inspirent de ses méthodes et prouvent la plupart de ses
résultats.

En 1801, Gauss publie Disquisitiones arithmeticae qui contribue a
unifier de nombreur résultats et 4 développer des méthodes et des tech-
niques nouvelles qui marguent le début de UArithmétique moderne : il fixe
la terminologie et les notations de la théorie des congruences, réfléchit
d la notion de divisibilité et de décomposition en facteurs premiers et
Udtend au cas de nombres algébriques (comme les entiers de Gauss
Z+1iZ), élabore la théorie des formes quadratiques ¢ coefficients entiers,
énonce le théoréme des nombres premiers.

Les premiers exercices de ce chapitre s’appuient sur la notion élémen-
o PP

......

lemme d’Euclide et e théoréme de Gauss.

4.1. Etude de lirréductibilité d’une fraction

. 5n+1 +6n+1
1. Montrer que pour tout n € N, la fraction —————— est

irréductible.
2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur
,\QnJrl +’u‘6n+1

soit
Aam + ugn

(A, 3) € N pour que la fraction

irréductible pour tout n € N*. )
i (Ecole polytechnique)

e Solution.

1. Soit n € N. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe
p premier divisant & la fois 5@ + 6" et 571 + 6771, Alors modulo p,
5% = 6" et 6.5" = 671 = 57+ dou p divise 57(6 — 5) = 5", ce
qui entraine p = 5. Or clairement, le numérateur et dénominateur ne
sont pas congrus 4 0 modulo 5 mais & 1. La fraction considérée est donc
irréductible.

2. e Pour que la fraction considérée soit irréductible, il est nécessaire
que A soit premier avec u et 3 et que «v soit premier avec u et 3. Sup-
posons ces conditions réalisées dans la suite.
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n+1 741
s Supposons qu'il existe n = 1 tel que F, = %J—ﬁgn“ ne

solt pas irréductible. Il existe p nombre premier divisant & la fois le
nmumérateur et le dénominateur de F,,. Modulo p, on obtient

A" = —pft et Atl= u#ﬁ’”'l

51 p divise o, p divise p3" et d’aprés le lemme d’Euclide, il divise g ou
3. On aboutit une contradiction puisque o est premier avec p et 5. On
en déduit que p ne divise pas a. On montre de méme que p ne divise pas
A u et 3. Les classes modulo p de ces entiers ne sont pas nulles dans le
corps Z/pZ. On en déduit

o) o)

ot finalement = 1 aprés simplification (justifiée puisque les classes

R T

sont non nulles). Donc module p, o = 3 et A = —pu. En particulier, p
divise o — 3 et A + p. Nous avons donc

pged(a — 8, A+ p) # 1.

* Béciproquement, supposons pged(a — 4, A 4+ ) # L. 11 existe un
wombre premier p divisant & la fois o« — 3 et A + p. Le systéme de
congruences :

Aa™ = —pgt et Aot = pugnt!

est vérifié pour tout n € N* et F,, n'est donc pas irréductible.
Counclusion. Pour que F,, soit irréductible pour tout n ¢ N*
et i) suffit gue

il faut

1

pged(A, ) = pged(A, 3) = peed(e, u) = peed(e, 5)
pged{oe — 3, A +p) =1«

I

4.2. Equation a® = b* dans N

Trouver les couples («,b) d’entiers strictement positifs tels
que @ # b et a® =be, ,
{Ecole polytechnigue)
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£> Solution.

e L’examinateur attendait sans doute une preuve arithmétique mals
on constate qu'une simple étude de fonctions permet de répondre &
la guestion. Un couple {a,b) € (N*)z, tel que @ < b, est solution de
I'équation si et seulement si f(a) = f{b), oh f est la fonction

Inx
cr e RY — —.
freeR} -

. . . .1
Cette fonction est strictement croissante sur [(}, ¢], allant de —oo & =
€

?

puis strictement décroissante sur [e, +oc[, allant de 1 4 0. On a douc

b
nécessairement ¢ < e. Comme ¢ = 1 est Visiblementeexclu, on obtient
a = 2. On remarque que f(2) = f{4); le couple (2,4) est donc solution
de Péquation et c’est la seule {si a < b), étant donndes les variations de
la fonction f.

e Donnons maintenant une preuve arithmétique. Si (a,b) € N*? est
un couple solution avec a < b, on pose d = pged(e,b), o = da’ et b = diy.
Les entiers o et ¥ sont premiers entre enx et ' < ¥ L’équation devient
alors @'~ g/* — 4. Leenticr o’ divise &, avec qui il est premier. On
adonca’ = 1,8 >1etd” =1 =¥ on en déduit que d > 1. Si ¥ > 3, on
ad”—' >V . en effet, on pent écrire

I (IR LA I Y o/ SN '

On conclut que ¥ = 2 et d = 2, d’on Von tire ¢ = 2 et b = 4
Réciproguement. on constate que te couple (2, 4) est solution.

Vus les roles symétriques jouds par ¢ et b, o conelut : les couples (2,4)
et {4,2) sont les seuls couples solutions de I'équation a® = b® avec a £ b
dans N. «

4.3. Divisibilité

Soit a,b dans N avec b 2 a 2 2. On suppose que ¢” — 1 divise
" —1 pour tout n € N*, Montrer qu'il existe p € N* tel que & — a”.
(Fcole normale supérieure)

> Solution.

Notons tout d’abord que la réciprogue est vraie et facile 4 démontrer.
En effet, si & = of pour un certain entier p = 1, alors, modulo a™ — 1,
on a ¢” = 1 et done (¢™)? = 17 = 1 c'est-a-dire & = 1. Donc ¢" — 1
divise b™ — 1 et cela pour tout n = 1. On va prouver par Vabsurde que
les entiers qui ne sont pas des puissances de a ne conviennent pas.
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™

. N —1 .
On fait donc Phypothese gue u, = n est entier pour tout n = 1

a —
¢l que b n’est pas une puissance de a. La suite w, tend vers 4oc et
BN s ot
de phus uy ~ (—) . L’idée est d’aboutir & une contradiction de nature
(2}

asymptotique en considérant une combinaison linéaire & coefficicits en-

. . b+l .
tiers des tertnes de la suite w. Comme upyp ~ (7) il est naturel de
(1A

poser

Un = Qn 1 — by,
(ette suite (i) est toujours une suite d'entiers et clle va étre plus petite
tue la snite (u,). En effet, un petit calent donne

thy =

a?

(I—a)p™ ' (b —a" —b4+a  (L—a)p™'  (1—a)b ( b )”
(an _ 1)(an+1 — 1) a2n+l - @ ’

Supposons alors pour commencer que a < b < a2, L'équivalent obtenu
montre gue {#,) tend vers 0 en étant nou nulle & partiv d'un certain
rahg - mais ¢'est absurde puisqu’il s’agit d'une suite d’entiers!

Avant de tralter e cas genoral regardons encore ce qui se passe si
on suppose que a? < b < a®. Notre suite (v,) diverge vers +oo. Etant
tomné Péquivalent trouvé plug haut, il est naturel de recommencer et de
POsEr

Wy, = agw,H_l — by,

I caleul exact de w,, est un peu long et on peut le confier & un logicicl
de calend formel. On obtient comme équivalent

(1—a®y(L —a}p? 7 b\
Uy ™~ (zﬁ\)

a3

vl cela conduit & la meme contradiction que précédemment : w,, est une
suite d’entiers non nuls & partir d'un certain rang qui converge vers 0.

Traitons maintenant le cas général et notons p 'unigne entier naturel
el que aF < b < aP 1. L’étude des cas précédents nous invite & considérer
less opérateurs T 2 (£, )nzo — (081,00 — b, Ym0 sur Vespace des suites
réclles. TE est clair gque image par T;, d’une suite & coefficients dans Z
o5t encore une suite 4 coefficients daus Z. On considere alors la suite
(Tpo---0TyoT){u) et on va montrer qu’elle tend vers 0 en étant non
inlle & partir d’'un certain rang, ce qui fournira la contradiction cherchée.
e caleul cxact de cotte suite étant inextricable ou va se contcnter de
travailler sur des développements asyniptotigues. On a

bn b’fi bﬂ b‘lfl bﬂ.
U = g Y am T G e O (a(p+l)n)

T

1 . . ) 1 b _
car o est négligeable devant étant donné que o < oy par

alptim
hypothese. On a bien entendu poussé le développement de ., jusgu’a
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un terme qui tend vors 0. On a alors le développement de uy, 4, dans la
méme éehelle :
bo" b b b b b b" ( o )

£} B

U = —— —_— e — +
741 aa® a2 g2n aP gpn ab+l gle4+1)m alp+hn

Omn en déduit que

1 " 1 b b
Uy = Tl('u)u =b (ZL‘ - 1) a,2“ 4 '+b (EL? — 1) a‘([Jﬁ’l)n +o (a(p"‘l)'ﬂ) .

L'upératcur T a annulé le premier coefficient du développement asymp-
totigne {on retrouve notamment I'éguivalent ci-dessus). En itérant de
méme on voit que wy, = (Ty 0 T1){u)x a pour développement

1 1 b’f!.
2 .
P0G Y

1 1 b b
2
(L) (1) o ().

Une récurrence finic facile permet de voir que

a¥ &,

" a 1 b
(Tpo---olgoTl)(u)anz (—’1)(—71);‘7}’_‘_—1)”

ce gqui permet de conclure car le coefficient est bien non nul. <

4.4. Points du résean 7™ visibles de Porigine

Soit P = (ay,...,0n) € 2" et Q= (b1,...,b,) € 2™
1. Montrer 'équivalence des deux conditions suivantes :
(i) les b, — @, sont premnjers entre eux dans leur enscmnble;
(it) il n’existe pas de points de Z" sur le segment |P, Q[C R™ (si
cette condition est réalisée, on dit que QQ est visible depuis P).
2. On prend o = 2. Montrer gue pour tout r € N*, il existe un
carré de Z2 de edté v (i.e. une partie du type [a+1, a+r] x [b+1, b+7]
avee (a,b) € Z2), dont tous les points sont invisibles de l'origine.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Quitte & faire une translation de vecteur {(aq,...,a,) € Z", on
pent sc ramener au cas o P = (0....,0}).

e Supposons que |P, Q[ admette un point (£,....,¢,) € Z*. Alors il
existe A € |0, 1] tel que £ = Ab; pour tout 1 < i < n. Nécessairement,
A est un rationnel qui s'éerit g avec (p,q) € N*? et p < ¢. Ainsi, pour
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et 1 €4 < n, on aphb; = gf; ef done

ppged(by, .. b)) = gpeed{f1,.. . 8),
pged{by,. .. by) = 129 pged{£y, ... £} > 1

Les by ne sont done pas premiers eutre eux dans leur ensemble.
¢ Réciproguement, supposous que les b; ne sont pas premiers entre
ens. Soit done k € N, k> 1, un diviseur commun & tous les B;. Alars le

b‘ In ™ - .
ok, (%, T;_ s %) est. dans Z7 et il se situe sur e seginent |PLQ|

prsque (0 < % < 1. L’équivalence est, prouvée.
2. D’apres ce qui précéde, il suffit de tronver deux enticrs a et b tels
ne powr taut conple (4, 4) € [1.7]%, @ +1i et b+ j ne soient pas premicrs
enlre enx. En pa]’_tl(llllCI Ientier a + ¢ doit avoir un facteur premier en
conmun avee b4 j. On se downe done une famille (p,; )12, <r de nombres
pretters, denx i denx distinets. Le théaréme cliinois, assire existence
i entier @ vérihant paur tout (z,5) € [1,7]*. a = —i {p,,}. De menwe.
Il existe un entier b tel que b = —j [pyy] pour tont couple {1, 5). On a
alors la propriété désirée, puisque a 44 et b 4+ j ont le nombre prewier
4, vomme diviseur cornmun. <4

4.5. Produits d’entiers consécutifs

Sott Ny, ... N, des cntiers non uuls, deux a deux distinets. On
4

pose Py = [T (N, + &), pour k € Z et an suppose yne pour tout k €
/:. P:) (liVng. %)k‘
1. Montrer qu'il existe ¢ € [1,¢] tel que |N;| = 1.
2. On suppose de plos que, pour tout 1 £ i < g.onaN; 21
Mentrer gue Ny, ..., Ng song les g premiers entiers naturels non nuls.
(Ecole polytechnique)

I Solution.
Rappelons que pour N et d duns N, si dIN et d > N alors N = (0.
. Ona

[ TNINz...Nq, Plz(Nl—{—l)(Nq-i-l) —1 :(NJ’I (NU )
Comme Py divise Py et P_y, P3 divise P;P_{. Puisque
0< PPy = (Nj—1).. (N, —1) < N{.. N2 =Py,

an . nécessairement Py P_y = 0 ct il existe un indice i tel que N? = 1,
¢ ‘t'f'itfflfl:lil‘(f {Nll =1.
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2. On peut supposer 1 £ N| < Ng < -+ < N, quitte & renuméroter
les N;. Montrons, par récurrence sur & compris entre I et g, que N = k.

e Le cas k = 1 résulte de la question précédente.

e Supposons k = 2. On a, d’aprés Phypothése de récurrence,

Po = 1:2.. . (k—1)Ng...N;=(k—1)N,.. . N, et

P, (—k+1D(=k+2)...(-2)(~-DNg = &)... (N, — k)
(=11 k — DI(Ng — &) ... (N, — k).

De Py divise P_z, on déduit que Ny ... N, divise (Ng — &) ... (N; — k).
Orsif ek g],onalNy>N;_; =k—1, cest-b-dire Ny 2 k. On obtient
donc

0 (Ng—k)...(Ng— k) <Ng...Ny.

11 en résulte que (Nj — &) ...(N; — k) = 0. 1l existe £ € [k, q] tel que
Ny = k. Comme k& < Ni € Ny, on a, puisque les N; sont dewx a denx
distincts, f=ket Npe =k.

L’exercice suivant exploite le théoréme de Bezout : des entiers ay, ...,
@, sont premiers entre eux, st et seulement si il existe une combinaison
lindaire des ay & coefficients entiers égale & 1. Ce résultat fut démontré
par Bachet de Méziriae (1621), puis généralisé par Bezout (17530-1758)
pour des polyndmes d coefficients réels.

4.6. Parties de N additivement stables

Seit P une partle de N stable par addition. Montrer qu’il
existe (n, k) € N* tel que P N [n, +ocf= kN N [, 4-00].
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

Supposous P # {0}, le cas P = {0} étant trivial. Soit d le pged de
tous les élémenis de P; d appartient a N*.

e Traitons, pour commencer, le cas ot que d = 1 et montrons qu'alors
k = 1 convient. On fait 'hypothése supplémentaire que P contient 0,
I'v rajouter nc changeant rien 4 la propriété i démontrer. La remarque
fondamentale est que si P est additivement stable et contient 0, alors
toute combinaison linéaire d’éléments de P & coeflicients entiers naturels
appartient & P.

* Montrons qu'il existe m € N tel que m et m + 1 scient dans P.

Leensernble P est infini car si 2 € P\ {0}, alors 2N C P. Soit (¢:)ien la
suite des éléments de P, rangés par ordre creissant. Pour tout entier na-
turel ¢, posons d; = pged{ag, . .., a;). Alors (d;) est une suite décroissante
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"entiers naturels, done stationnaire : il existe des entiers naturels § et
o tels que d; = 4 pour i 2 ip. Comme § divise tous les éléments de P,
atra d = 1 et en particulier, pged(ag,...,aq) = 1.

D’apres le théaréme de Bezout, il existe (up,....u;) € Z9F! tel
ty
que 3 u;a; = 1. Soit I (resp. J) I'ensemble des indices i tels que u; > 0
i=0
{resp. u, < 0). On peut écrire

1= Zuia.i - Z fuz-[ai.

i€l i€

Y aprés la remarque initiale, on a

m:ZIudai P et m+1= Z”iai cP.
ieJ i€l

* La méme remarque justifie le fait que P contient tous les entiers
naturels de la forme a(m + 1) + b, avec (a,b) € N2 Montrons que
1% entier naturel supérieur on égal & m(m — 1} peut s'écrire alnsi.
Hi N Z m(m — 1), on effectue la division euclidienne de N par m. On
obtient N=gm+r,avecl<r<m—letgzm—Tcar N2z m(m—1)
(eneffet, sig<m -2, gm+r<mim-2)+m—1=m{m - 1) —1).
U peut alors écrire

N=gm+rim+1—m)=(g—rym+rim+1),

e et g — r positifs. Clest la déconiposition cherchée, qui montre que
P> contient tous les entiers supéricurs ou égaux & m(m - 1). On a donc
bien IN N [m{m — 1}, +oo]= P N [m(m — 1), +cof.

» Passons au cas général, d » 2. En posant P — dP’, on obtient
swe partie P’ additivement stable de N, telle que le pged de tous ses
cléments soit 1. Il existe donc, d'aprés ce qui précéde, n € N tel que
" (1 [n, +oof= [n. +oc] et done P [dn, +oc]= dN N fdn, +oof, ce qui
montre la propriété pour P. <

Llexercice suivant montre Uintérét qu’on peut avoir ¢ réduire certains
problémes modulo n pour un entier n bien chotsi. Il commence une série
i ‘exercices consacreés aur congruences et our anneaus L/l

4.7. Un exercice pour les années impaires

Moutrer qu’il n'existe pas d application f : N — N telle que pour
tout n € N, f(f(n)) = n +2007. )
(Ecole normale supérieure)




0 CHAPITRE 4. ARITHMETIQUE

I - Solution,
Supposons existence d’une telle application f et soit n € N. On a

Fin +2007) = f(f(f{n))} = (f e f}(f(n)) = f(n) + 2007.
Par une récurrence immédiate, on en déduit que, pour tout k € N,
F(n 4 2007k) = f{n) + 2007k.

11 en résulte que le résidu de f(n) modulo 2007 ne dépend que du résidu
de n modulo 2007. Ainsi, f induit une application f de Z/2007Z dans
lui-éme, définie par f{7) = f{n), ol k& désigne le projeté de Pentier &
dans Z/20077. La propriété vérifiée par f implique que fof = Id, Or, le
cardinal de Z/2007Z est impair et toute involution d’un ensemble fini de
cardinal impair admet au moins un point fixe (en effet, la permutation
f est d’ordre 2 et se décompose donc en produit de transpositions i
supports disjeints; il ¥y a donc une orbite réduite & un singleton). Il
existe donc un entier @ € N (que I'on peut méme prendre dans [0, 2006])
et k € N tels que f(a) = a + 2007%. On obtient alors

f(f(a)) = a +2007 = f(a + 2007k) = f{a) + 2007k = @ + 2 - 2007k.

Doit Pon tire 2k = 1, ce qui est impossible dans Z et fournit 1a contra-
diction souhaitée. <

4.8. Equation du second degré dans Z/pZ.

Montrer que pour tout nombre premier p, il existe un entier
naturel n tel que 6n% +5n + 1 =0 [p].
{Ecole polytechnique)

B Solution.

Pour p =2 ou 3, n =1 est solution. Supposons p > 5 premier. Alors
Z/pZ est alors un corps commutatif de caractéristique distincte de 2.
Comme 6 est non nul dans Z/pZ, 'équation 63%+5x 41 est une équation
du second degré. On calcule son discriminant A = 25 — 24 = 1 = 12,
C’est un carré. Donc Péquation adnet deux racines distinctes dans Z/pZ,
ce qui assure l'existence de n € N tel que 67>+ 5n + 1 =0 [pl. «

Lorsque p est premier, Z/pZ est un corps et réciproquement. Dans
ces conditions, (Z/pZ)" est un groupe wmultiplicatif de cardinal p — 1 et
le théoréme de Lagrange impose alors que si p ne divise pus a, on ait
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@1 =1 (mod p) : c'est le petit théoréme de Fermat qui est souvent
wlilisé dans les caleuls de congruences.

4.9. Un probléme de congruence

Montrer que pour tout n € N* 10'7" =4 gmod T
(Ecole polytechnique)

| Solution.

Posons A = 101", On a A = 3" (mod 7) et, puisque 7 est nun
nombre premier ne divisant pas 3, d'apres le petit théoreme de Fermat,
3" =1 (mod 7). Recherchons donc le reste de 10™ modulo 6, ¢’est-a-dire
le reste de 4™ modulo 6. On obtient 42 = 4 (mod 6), puis, pour tout
criier n = 2,

=424 =4 4" 2 = 4" (mod 6).

Onadone,pourn 21,4% =4 (mod 6) et A =37 =81:=4 (mod 7). @

4.10. Un multiple de 1996 qui ne s’écrit qu’avec des 4

Montrer gu'il existe un multiple de 1996 dont Pécriture décimale
ne comporte que le chiffre 4.

(Ecole normale supérienre)

| - Solution.

n-—1

Notons u, =444...4= 3 410 = g (10" — 1) ’entier dont ['écriture
k=D
décimale est composée du chiffre 4 répété n fois. On a 1996 = 4 x 499

of. 499 est un nombre premier. On en déduit, d’aprés le petit théoréme

dv Fermat, 10%% = 1 [499). Comme 9 est premier avec 499, 499 divise
10%98 _ 1

anssi Pentler — En multipliant par 4 on en déduit done que 1996
divise ugos. <

4.11. Somme des puissances k-iémes dans Z/pZ

Soit p un nombre premier et & € N”. Montrer que Y z¥ est
z€Z/pZ
¢gal & 0 ou —1. Préciser 4 quelle condition on obtient 0 on —1.
(Ecole polytechnique)
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> Solation,
Posons Sp = Y. z*. Soit y un éément non nul de Z/pZ. L'appli-
T€Z/PZ
cation x —— yx est une bijection de Z/pZ. Il en résulte que :

ySk= Y )= Y &

2CE/pZ 2€L/pE

De deux choses I'une :

e s0it il existe ¥ non nul tel que y* # 1 et alors S = 0;

e s0it y* = 1 pour tout y non nul et dans ce cas, Sy =p— 1 = —1.

On sait déja par le petit théoréme de Fermat que, si k est un multiple
de p — 1, alors c'est la deuxieme éventualité qui se produit. Montrons
réciproquement gue si p ~ 1 ne divise pas k. alors S = 0. Pour cela,
posons ¢ = pged(p — 1,k). On a par hypothése d < p — 1. Supposons
alors par I'absurde que 4* = 1 pour tout y € (Z/pZ)*. Dans ce cas Pordre
de tout y non nul de {Z/pZ)* divise k (par hypothese) et p — 1 (par le
théoreme de Lagrange) dome divise d. Comnze le polyaome X% — 1 ne
peut pas avoir p — 1 racines distinctes, c’est absurde.

Ainsi, 8; = 0 si et seulement si p— 1 divise k. «

4.12. Théoréme de Wilson {1759)

Soit p € N*, p 2 2. Montrer I'équivalence :
(p—1¥=-1 (modp) < p premier.
(Ecole polytechnique)

B> Solution.
e Supposons p premier. Nous pouvons écrire (p — D)l =[] =
E(Z/pZ)*
Comme p est premier, Z/pZ est un corps et dans ce produit, on peut
associer par paires chaque élément z et son inverse ™! lorsque x # z 7!
i.e. £2 % 1 ou encore x % +1. Le produit de z par 7! fait ! et il reste

donc
D =Tx(-T)=

» Réciprogquement, supposons que p divise 1 + {p —1)!. On a donc
{p-1)! = ~1 dans Z/pZ. On en déduit que si 1 < &k < p—1, k est inver-

sible (d’inverse — []  £). Donc Z/pZ est un corps et p est premier. <
1<§§£—1

Bien entendu ce critére de primalité est inutilisable en pratique. Il
semblerait que le résultat était déje connu de Leibniz. On peut en déduire
que si p est un nombre premier congru ¢ 1 modulo 4, alors —1 est un
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curré modulo p {regrouper chague facteur de (p — 1)! avec son opposé
pour obtenir —1 = (’9;—1) ; on pourra aussi se reporfer & Uerercice

1.34).

4.13. Cyclicité du groupe multiplicatif (Z/pZ)*

. .
Soit p un nombre premier.
1. Soit g un nombre premmier qui divise p — 1. Etablir I'existence
d'un élément de ((Z/pZ)*, x) d’ordre multiplicatif g.
2. Soit g un nombre premier et o € N* tels que g% divise p — 1.
Montrer lexistence d’'un élément de ((Z/pZ)*, x} d’ordre ¢*.
3. En déduire que ((Z/pZ)*, %) est cyclique.

(Ecole normale supérieure)

I> Solution.

1. L'entier p étant premier, Z/pZ est un corps et (Z/pZ)" est son
rroupe multiplicatif. Pour tout z dans (Z/pZ)*, notons y, = . On
n alors (y,)? = 2P~! = 1, d’aprés le petit théoréme de Fermat. L’ordre
de g, divise donc g et puisque g est preniier, il est done égal a g ou a 1.
Dire que Vordre de vy, est 1, c’est dire que ¥, — 1. liaginons que cela
soit le cas pour tout z dans (Z/pZ)*. Le polyndme X" - 1 aurait au

P

. . _ . 1 .
imuins p — 1 racines distinctes. Comme son degré est strictement

inférienr & p — 1, c’est absurde. Il existe donc z € (Z/pZ)" pour lequel
iy, # 1. Cet élément 3, est d’ordre ¢.

Le résultat de cette question est un cas particulier du lemme de Cau-
chy démontré dans Uexercice 2.10.

2. Inspirons-nous de ce qui précéde : pour tout x dans (Z/pZ)”, on
POSE Yy = z'% . On a alors (yz)¥ = zF~! = 1. L'ordre de y, divise
done g% ; it est de la forme g™ avec rp < o. On considére le plus grand
des entiers 7, pour w décrivant Pensemble fini (Z/pZ)*; on le note r.

—rp

1 r - e\ G
O ar < a. On obtient L (ye)? = ((ym)q ) = 1, pour

p—1
lout @ € (Z/pZ)*. Le polyndme X" — 1 a au moins p — 1 racines
istinctes. Ce polynome n'étant manifestement pas le polyndme nul, son
p—1
=p—1let

=1

degré doit étre supérienr ou égal & p — 1. On a donc

o = r. Btant donnée la définition de r, il existe donc dans (Z/pZ}* un
cléient d'ordre g®.

3. 1l a éié démontré dans le chapitre 2 sur les groupes (exercice 2.8)
que si (G est un groupe abélien et z et y sont deux éléments de G d’ordre



130 CHAPITRE 4. ARITHMETIQUE

p et g respectivement, p et ¢ étant premiers entre eux, alors lordre de
xy dans G est pg.

Bien évidemment, on établit par récurrence que si z1, ..., &, sont
d’ordres respectifs p1,..., pr, les p; étant deux 4 deux premiers entre
eux, 'ordre de leur produit z; ...z, est pr...ps.

Décomposons donc p—1 en produit de facteurs premier g7 ... g2~ les
q; étant des entiers premiers et distincts deux & deux et les a; des entiers
naturels non nuls. D'apres la question 2, il existe, pourtout 1 €2 < r, un
élément x; de (Z2/pZ)* d’ordre g;. Ainsi, le produit ; ...z, est d'ordre
g ... g8 = p— 1. Le groupe (Z/pZ)* a donc un élément d’'ordre p — L.
Il est cyclique. <

On pourra également consulter Uezercice 2.8 qui établit un résullal
plus général, & savoir . tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un
corps commutatif est cyclique.

Dans le cas ot on ne suppose plus n premier, on peut considérer
le groupe des inversibles de Z/nZ, hobituellement noté (Z/nZ)*. Son
cardinal est le nombre d’entiers k compris entre 1 et n, premiers avec n.
Il est noté w(n); oty est appelée indicatrice d'Euler. Sia € Z est premier
avec n, il vérifie, d’aprés le théoréme de Lagrange, 0¥ = 1 (mod n) :
c’est un théoréme d’Euler qui généralise le petit théoréme de Fermat.

4.14. Critéres de primalité

Soit a et p des entiers de N* tels que 6?~! =1 (tod p).

1. On suppose que pour tout diviseur d de p— 1 autre que p—1,
entier a® — 1 est premier avec p. Montrer que p est pretnier.

2. On suppose que p— 1 se décompose en p—1 =rsavec r = s

et que, pour tout diviseur t de r autre que 1, U'entier aF — 1 est
premier avec p. Maontrer que p est premier.

(Ecole normale supérieure)

> Solution,

1. Considérons le groupe multiplicatif des inversibles de Z/pZ que
nous noterons (Z/pZ)* . L'entier p est premier si et seulement si Z,/pZ
est un corps, c'est-a-dire s et seulement si tout élément de (Z/pZ)* est
inversible, soit encore si et seulement si ¢(p) = Card(Z/pZY* = p— 1.
On a, dans Z/pZ, @~ ! = 1; @ est donc inversible et son ordre dans
(Z/pZ)* divise p — 1. On sait par hypothese que, pour tout diviseur d
de p— 1, a® — 1 est premier avec p et en particulier % # 1. L'ordre de @
est donc p — 1. Il en résulte que w(p) = p— 1 et donc @(p) = p—1. Cela
montre que p est premier.
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2. Raisonnons par 'absurde et supposons p non premiet. Il admet,
nlors un diviseur premier ¢ < /p. On a o fortior a?~! =1 (mod gq).
Dans 'anneau Z/gZ, on obtient donc &7~ = 1, soit (A%} = 1; @° est
rlonc un inversible de Z/gZ dont 1'ordre divise r. Traduisons 'hypothese :
pour tout diviseur £ # 1 de r, a"7 — 1 n'est pas divisible par ¢, ¢’est-a-
dire @ T # 1. Or nous avons

ats —g¥ = (@)

3
Puisque % décrit les diviseurs stricts de r, lorsque t déerit les diviseurs de
» antre que 1, 'ordre de @° est v. On en déduit que r < g—1. D’autye part,
vomme r et s ne peuvent éire tous deux inférieurs strictement & /p— 1
cbcommer 2 s, onar2p—1lenrésultep—1<g—1<,/p—1.
B élevant au carré, il vient p -1 <p+1—-2/pet /b < 1, ce qui est.
exelu.

Conclusion. p est un nombre premier. <

Les critéres de primaolité de ce type sont dus & Lehmer. Le lecteur
intéressé par ces questions pourra consulter [excellent cours d'algébre de
Michel Demazure”.

4.15. Diviseurs premiers comruuns aux termes d’une suite arithmétique

1. Soit « et r deux entiers relatifs premiers entre eux. Montrer
qu'il existe k € N* tel que e® = | {mod r).

2. Soit @ et r deux entlers avec @ > r = 2. Montrer que la
progression arithmétique de premier terme a et de raison r contient
une infinité de termes ayant tous les mémes diviseurs premiers,

(Ecole polytechnique)

1> Solution.

1. Comme a est premier avec r, sa classe @ est inversible dans Z/rZ.
I’ensemble des éléments inversibles de Z/rZ est un groupe finl. Sik221
vst 1'ordre de @ dans ce groupe, on a &% = 1, ¢’est-a-dire of (mod ).

2. Sipged(a,r) = d, on pose ¢ = ad et r = pd, avec pgcd(a, p) =1
cta>pz1. Pour tout n € N, on aa +nr = d(a +np). L’ensemble des
diviseurs premiers de a 4+ nr étant la réunion de ceux de d et de o + np,
il suffit donc de démontrer le résultat pour o et p. Autrement dit, on
pent supposer a et r premiers entre eux et a = 2,

Reprenons les notations de la premiére question. Pour tout n € N,
o a @ = 1 (mod ) et donc ¢"*! = o (mod ). Autrement dit, il

1. DEMAZURE (M.), Cours d’algébre, Cassini, 1997, p 71-83,
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existe £, € Z tel que a™* ! = £, r + a. Alors la suite (£,) est strictement
croissante (puisque & > 0) et les entiers £,r + ¢ ont bien les mémes
facteurs premiers que a. <1

Pierre de Fermaot est issu d'une famille de commercants et exerce
le métier de conseiller au Parlement de Toulouse. Pour lui, les mathé-
matiques sont un hobby, ce qui n'a pas empéché ses travaur, dont pey
Surent publi€s de son vivant, d’étre a Uorigine de développements féconds.
1l s’intéresse particuliérement auz nombres premiers.

4.16. Nombres de Fermat

1. Déterminer une condition nécessaire sur m € N pour que le
nombre 2™ + 1 soit premier.

On pose pour tout n € N, F,, = 22" +1 : F,, est le n-iéme nombre
de Fermat.

2. Vérifier que Fy, Fy, Fa, F3 et Fy sont des nombres premiers.
Montrer que Fs est divisible par 641 (pour cela, on observera que
641 =5 +2* =145 x 27).

3. Prouver que si n # m, alors F,, et F,,, sont premiers entre
eux. Retrouver ainsi le théoréme d’Euclide : il existe une infinité de
nombres premiers.

4. Sip est un diviseur premier de F,,, établir que p = 1 [2°T1].
Expliquer pourquoi on en vient naturellement & essayer 641 comme
diviseur de Fs.

(Ecole normale snpérieure)

> Solution.

1. Il est nécessaire que m soit une puissance de 2. En effet, si ce
n’est pas le cas on peut écrire m = 2%k avec k > 3 impair et on a la
factorisation suivante :

k—1
M= 1= @) 1= (M ) (2(22")‘”(—1)"1)

i=1

de sorte que 2" + 1 = (22°)™ + 1 est divisible par 22” + 1 et n’est donc
pas prermier.

2. On observe que Fo = 3, F3 = &, Fa = 17, F3 = 257 et I'y = 65537
sont bien des nombres premiers. On va montrer que Fy est divisible
par 641, done non premier. Le trés joli caleul qui suit est dit & Euler. On
a B4l = 24+ 5% = 14+5x27 de sorte que 5x 27 = —1 [641]. Elevons cette
congruence & la puissance 4 : 5% x 2?8 =1 [641]. Comme, 641 = 5¢ + 2*
on a 5% = —2* [641] et donc 2%2 = —1 [641]. C’est le résultat voulu.
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On a, plus précisément, Fy = 641 x 6700417.

3. Sans perte de généralité, on peut poser m = n+k avec k = 1
On remarque alors que F, divise F,, — 2 = (22")2" —~ 1. Si p est un
diviseur premier commun a4 F,, et F,, il en résulte que p doit diviser
2, 1.e. étre égal & 2, Or les nombres de Fermat sont impairs. Ils sont
tone premiers entre eux deux & deux. Comme chaque F,, a au moins
un diviseur premier, on en déduit qu’il existe une infinité de nombres
premiers.

4. Soit p un diviseur premier de F,,. On se place dans G = {Z/pZ)*,
mroupe multiplicatif de cardinal p — 1. Comme p est impair, 2 € G. On

- — _on+l _
n: 2 = —T. Fn devant cette égalité au carré, il vient : 2’ = 1.
I’ordre de 2 dans G est donc un diviseur de 2"+ i.e. une pmssance de
2. Cependant, si cet ordre valait 2* avec k& < n+ 1 on aurait : 77 =1

(!¢ qui n’est pas! Donc I'ordre de 2 est exactement 2", Cet ordre est
i diviseur du cardinal de G, ¢’est-3-dire de p—1, Le résultat en découle.
Pour n = 5 on doit avoir p = 1 [64]. On teste done les nombres premiers
parmi 65, 129, 193, 257, 321, 385, 449, 513, 577, 641,... Aprés 193, 257,
149 et 577, on en vient trés vite & essayer 641, <

Le résultat de la question 4 est du ¢ Lucas. Fermatl avait conjecturd
lo primalité de F, pour tout n, conjecture invalidée par Euler. En fait,
on ne connait pas d’autres F,, premiers que ceux vus ci-dessus. A 'heure
actuelle (2007) on satt que F, est composé pour 5 < n < 30 et on connait
sa factorisalion pour b < n < 11. En revanche on ne dispose d’aucun
Jacteur premier pour F14, Foo, Foa et Fou. On conjecture actuellement
qu’il n'y a qu’un nombre fini de ¥, premiers.

A la suite de Pierre de Fermat, la communauté mathématique montre
un fort inlérél pour les nombres premiers. Fuclide savoit déja qu’il y
en o une infinité (sa preuve est celle proposée dans Uexercice suivant).
le XIX® siécle aure ét€ marqué par une concentration des efforts des
mathématiciens en vue de démontrer le théoréme des nombres premiers,
conjecturé par Gauss : si w(n} désigne le nombre d’entiers premiers
inférieurs ou égaur & n, alors

n

wn) o~ —

n—+o0 lnn

On notera lo raréfaction des nombres premiers & Uinfini puisque
. m(n)
lim ——=
O

mz’nant?, c’est seulement en 1896 que de le Vollée-Poussin et Hadamard
de maniére séparde viennent & bout de lg conjecture.

Trouver des nombres premiers nouveaus est une activité qui ninté-
resse pas seulement les mathématiciens. Les grands nombres premiers

=0, 8 les traveur de Tchebychev et Riemann furent déter-
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sont utilisés dans certeins algorithmes de cryptage des données. Beau-
coup de grands nombres premiers connus sont des nombres de Mersenne
M, = 2F — 1 ot p est premier (si a™ — 1 est premier, @ — 2 et n
est premier). En 1644, Mersenne affirma que M, était premier pour
p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127, 257 et composé pour les aulres va-
leurs de p premier inférieures ¢ 257 Mais en 1806, Pervasin et Seelhoff
démontrérent que Mg, était premier. En 1876, Lucas établit un méthode
efficace pour tester lo primalité des M, (et prouva ainsi que Mio7 était
premier). En septembre 2006 le 44-iéme nombre de Mersenne premier a
€té découvert : il s'agit de Maosszesy et il posséde 9808358 chiffres.

4.17. Infinité des nombres premiers congrus 4 3 module 4

Montrer que U'ensemble P des nombres premiers est infini. Mon-
trer qu'il en est de méme de I'ensemble des nombres premiers congrus
4 3 modulo 4.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
¢ Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il n’existe qu'un nombre
fini de nombres premiers. Notons-les pi, p2. ..., pn. Considérons ’entier

N =pipz ... pn+1. Comme N est strictement supérieur 4 1, il posséde un
diviseur premier py. Dans ces conditions, px divise N — pipa...pn = 1,
ce qui est impossible. Done P est. infind,

¢ Pour montrer qu'’il existe une infinité de nombres premiers congrus
4 3 modulo 4, raisonnons de nouveau par I'absurde et supposons qu’il
n’en existe quun nombre fini n. Notons-les p;, pa,...,p,. Considérong
cette fois 'entier N =4pyps . ..p, — 1 2 2.

Aucun des py; ne divise N, sinon il diviserait 1. Comme N est impair,
tout diviseur premier de N (N > 1} est impair et n'est pas congru & 3
modulo 4 d'apres ce qui précéde; il est done congru & 1 modulo 4 et N est
done lui-méme congru 4 1 modulo 4. Or, manifestement, N est congru
a 3 modulo 4. C’est la contradiction cherchée.

Conclusion. L’ensemble des nombres premiers congrus 4 3 modulo 4
est infini. <

Ce dernier résultat est en fuit un cas particulier du théoréme de la
progression arithmétigue de Dirichlet gui affirme lexistence d’une infi-
nité de nombres premiers de lu forme an+b lorsque a et b sont premiers
entre eur. La preuve de ce théoréme a fail Pobjet du probléme de siz
heures posé€ en 1995 aux ENS. L'exercice suivant traite le cas ou b = 1.
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4.18. Version faible du théoréme de la progression arithmétigue de
Dirichlet (1837)

Onnote®; =X -letpourn =2, &, = 1I (X-ezi:”),

le n-ieme polynéme cyclotomique.

1. Montrer que ®, est a coeflicients entiers pour tout n € N*.

2. Que peut-on dire d'un nombre premier p qui divise &,(a},
oll @ € Z, mais aucun des $g(a), ol d déerit 'ensemble des diviseurs
stricts de n ?

3. En déduire que pour n = 1 fixé, il existe une infinité de
nombres premiers de la forme M + 1 avec A entier.

(Ecole normale supérieure)

I~ Solution.

T «
2edw

1. & Montrons que X"—1= ]| &,. On sait que X"—1= [] (X—eT).
dn =1

Notons pour d = 1, Py l'ensemble des racines primitives d-iémes de

unité et Uy l'ensemble des racines d-itmes de 'unité. On a, par

définition, &, = J[ (X—£). Si £ € Up, l'ordre de £ est un diviseur
&EP,‘

d de n et alors £ € Py. Par conséquent, U, est réunion disjointe des Py

pour d divisant n. D’on il résulte

xt-1= [l x-9 :H( II (x—g)) =1 %.
£cUn dln \£E€Py d|m

(On obtient le résultat voulu

X"~ 1=T]%|
dln

On retrouve ainst un résultat classique sur Uindicatrice d ' Fuler ¢ :
pour tout entier n = L. p(n) est le degré de ®, ie. le nombre d’en-
liers k compris entre 1 ef n, premiers avec n. En considérant les degrés,

{identité précédente donne
n=>_ pld}}
din

» Nous allons établir que &,, est & coefficients entiers par récurrence
sur 2 1 en utilisant le résultat suivant :
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Lemme. Soit A et B deux polynémes ¢ coefficients entiers, B étant non
nul unitaire. Alors () et R, le quotient et le reste de la division eucli-
dienne de A par B dans C[X] sont aussi  coefficients entiers.

Démonstration. Le détall de la démonstration est laissé au lecteur; on
peut lobtenir par une récurrence sur le degré de A (comrne pour la
division dans K[X] avec K corps) ou bien en constatant que dans les
opérations de Palgorithme de division euclidienne, seuls des entiers in-
terviennent.

Etablissons maintenant par réeurrence sur n que ®,, est a coefficients
entiers.

* (C'est vrail, par définition, sin = 1.

*Sin 22, &, est le quotient dans C[X] de X™ — 1 par B, ot B est
égal aun produit des &4, ol d est un diviseur strict de n. Si on suppose la
propriété vraie pour les entiers € n—1, chacun de ces &4 est 4 coefficients
entiers et unitaires par définition, donc B est aussi & coefficients entiers
et unitaire. En vertu du lemme, ®,, est & coefficients entiers.

2. Soit p premier vérifiant I'hypothese. Comme p divise @,(a), il
divise aussi a™—1. Ainsi, Yordre de @ dans le groupe multiplicatif (Z/pZ)*
divise n. Montrons que cet ordre est exactement n. Si d divise n, d < n,

on a dans Z/pZ
ﬁd —1= H @dr(@).

dr|d

Or si & divise d, d’ divise aussi n et par hypotheése, ®4 (a) # 0. Comme
Z/pZ est un corps, le produit de ces éléments non nuls est également
non mul, si bien que @ # 1. L'ordre de @ est donc n. Comme cet ordre
divise p — 1 d’aprés le théorémne de Lagrange, p est de la forme An 4 1
avec A entier.

3. Raisonnens par 'absurde et supposons qu'il n’existe qu’un nombre
fini d'entiers premiers congrus 4 1 modulo n, soit py, ..., ps. La question
précédente, si on arrive & trouver a et p vérifiant les hypothéses, assure
que p est congru & 1 modulo n. Ce sera insuflisant pour aboutir & une
contradiction, p pouvant &tre alors un des p;. Pour éviter cela, on va
changer n en N = npips...pg- Si p est congru & 1 (mod N), p ne peut
étre un des p; et pourtant, il est congru 4 1 {mod n).

Il faut done trouver @ € Z et p premier, tels que p divise Py (a), mais
aucun des ®4(a) pour d[N, d < N. On note B= [[ @®4. Le probléme

dl,d<N
est donc de trouver ¢ € Z et p premier tels que p divise ®n(a) et ne
divise pas B(a).

Le polyndme B est premier avec ®y dans C[X] (en effet, ils sont

scindés sur C et n’ont aucune racine commune), done dans QIX], puisque
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ves polynbines sont & coefficients rationnels et que le pged est invariant
par extension de corps (l'algorithme d’Euclide s*écrit de la méme maniere
dans CX] et dans Q[X]).

D’apreés le théoreme de Bezout, il existe done (U, V) € QX]? tel que
| = Ubn+VB. [l existe a € Z tel que U’ = all et V' = aV appartiennent
o Z{X] {il suflit de prendre un multiple du ppem des dénominateurs des
coefficients qui apparaissent dans U et V). Comine &x # 0 et Iy # L1,
on peut méme choisir a tel que dnla) # 0 et Py{a) # £1, étant donnée
infinité de & € Z vérifiant aU € Z[X] et aV € Z[X] (ceci en vue d’avoir
des nombres premiers qui divisent x{2)). On a donc

a=U'®y+ V'B et en particulier a = U'(a}®n(e) + V'(a)B(a). (%)

Soit p un nombre premier divisant ®y(a). Alors p divise a™ — 1, car Py
divise XN — 1 dans Z[X!. Dans Z/pZ, @ = 1 et donc @ est inversible, ce
qui signifie que a est premier avec p. Si p divisait B{a), il diviserait «,
d’aprés ()}, ce qui est exclu.

On est donc dans les hvpothéses de la question précédente : p est
congru & 1 modulo N, et done modulo n, avec p forcément distinet des p,,
pour 1 €1 £ q. C'est la contradiction voulue. <

4.19. Plus petit nombre premier ne divisant pas n

1. Montrer que tout entier n > 6 s'écrit comme somme de deux
ontiers premiers entre eux, strictement supérieurs a 1.

2. Soit (pn)nz1 la suite strictement croissante des nombres pre-
miers. Montrer que pour tout & > 2, on a ppy1 +per2 € P12 - Pi-

3. Pour » € N*, on note ¢, le plus petit nombre premier ne
divisant pas n. Montrer ¢ue la suite %" tend vers {).

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Sin est inipair, on peut écrire n = 2+ (n—2) et pged(2,n-2) = L.

Sin =0 {(mod 4), il s’écrit n = 4k avec k 2 2. Alors la décomposition
i =(2k —1) + (2k + 1) convient.

Enfin, si n = 2 (mod 4), il sécrit » = 4k 4+ 2 avec & 2 2. Alors la
décomposition n = (2k + 3) + (2k — 1) est aussi du type souhaité (si p
premier divise 2k 4 3 et 2k — 1 il divise la différence c’est-a-dire 4, ce qui
est impossible, car les entiers sont impairs).

Par contre, 6 = 2 44 = 3+ 3 n’a pas de décomposition de ce type.

2. Pourk=3onapipaps =2x3x5=30et py+ps =711 =18.

Posons, pour k 2 3, n = p1p2 ... pr. Comme n > 6, on peut ’écrire
sous la formen =a+b, a>1, 6> 1, aAb=1. Aucun des nombres p;,
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oli 1 € ¢ £ k, ne peut diviser @ (car il diviserait aussi b). Les facteurs
premiers de ¢ sont done supérieurs ou égaux & pg4+1. De méme pour b.
Or, a et b sont premiers entre etix et n’ont donc aucun diviseur premmier
commun. Il en résulte que n =6 + 6 = pyay + Pra2-

3. Pour » 2 2, on note k, U'unique entier tel que

mpPz. Pr, SR <P1P2. . Phy41-
I est alors évident que g, € pr,+1. Alnsi, on a pour n = 2-3-5-7 = 210,
g _Pharl o 1
n Pipz. .. Pr, P,
ia dernidre inégalité résultant de la question 2 -
Pi+1 < Pry+1 Pk, S P10 Diy -1

pour k, 2z 4, c’est-d-dire pour n 2 210. Comme k, tend vers 'infini
lorsque n tend vers Finfini, le résultat est prouvé. <

Les exercices suivants sont centrés sur la factorialité de Z : tout entier
n 2 2 s'éerit de maniére unique (@ Uordre des facteurs prés) sous le
forme n = p* .. pY* ot py,..., Dk Sont des nombres premiers deur o
deur distincts et oy, ...y des entiers naturels non nuls.

4.20. Théordme de Kurschak (1918)

T
o 1
Pour quelles valeurs entiéres n 2 m a-t-on >, -~ € N7

r=m

(Ecole normale supérieure)

r> Solution.

On obtient un entier pour n = m = 1 et on va voir que c’est le seul
cas, Supposons 1 = 2. L’idée consiste 4 regarder la valuation 2-adique
des entiers entre m et 1. On peut supposer m < n car 1 n’est pas entier
powr n = 2. Soit « = max{te(k), m<k<n;. Obaazlcarilya
au moins un entier pair entre m et n. En fait, le point essentiel est que
la valuation 2-adique maximale o n’est atteinte qu'une et une seule fols.
En effet, supposons qu’il existe deux entiers k, k" avecm < k< k' < net
k=2%(2r4+1), k' = 2°(2s+1). Alors 2%(2r+2} = 2>+1(r 4 1) appartient
A [m, n] et est de valuation 2-adique supérieure ou égale & o + 1 ce qui
contredit la définition de a. 11 en résulte que le représentant irréductible

21 A
de la somme 3 = est de la forme ——
i=m 2B

prouve que la sommme en question n’est pas un entier. <

ol A, B sont impairs. Ce qui
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Le résultat a d’abord éié prowvé en 1915 par Tueisinger dans le cos
m = 1 et généralisé en 1918 par Kurschak. En 1932, le célébre Paul
lirdos a prouvé que le résultat se généralise pour des entiers formant
wne progression arithmétigue gquelcongue.

4.21. Théoréme de Legendre {1808)

Soit » un entier supérieur & 2 et p un nombre premier. Montrer

+00
que la valuation p-adigue de n! est égale & 3 E(I%)
k=1

(Ecole polytechnique)

I> Solution.

Notons qu'en fait la somme considérée est finie. Parmi les entiers
entre 1 4 n, le nombre de multiples de p qui ne sont pas multiples de
1 est E(%) - E(?%) Chacun de ces entiers améne une contribution

de 1 dans la valuation p-adique de n!. Le nombre de multiples de p? non
multiples de p* est E(—n—) - E( ?

r
de 2. On continue .. S1 on note g le plus grand entier tel que p? < n, la
valuation p-adique de n! est donc

=) -2 () -Fo() £ ()

k=1

) Chacun ameéne une contribution

(Vest le résultat demandé. <

Ce calcul permet par exemple de déterminer le nombre de z€ros placés
4 droite de Uécriture décimale de N = 2007, 1l s’agit de trouver la plus
yrande puissance de 10 qui divise cet entier. Comme v5{N) < 12(N} le
nombre cherché est égal 6 la valuation S-adique de 2007). Elle vqut

2007 2007 2007 2007
E( 5 )+E( %5 )+E(125)+E(625)*500'

4.22. Un produit de trois entiers consécutifs n’est jamais une puissance
k-iéme

Soit k& = 2. Montrer que le produit de trois entiers naturels non
nuls consécutifs ne peut pas étre une puissance k-ieme,
(Ecole normale supérieure)
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& Solution.

On cherche & montrer que Péquation n{n+ 1){(n+2) = x* n'a pas de
solution non nulle. Mieux vaut écrire cette équation sous la forme plus
symétrique (n — 1)n(n + 1) = =¥, Supposons par I'absurde qu'il existe
une solution (z,n) avec n 2 2. Les entiers n et n? — 1 sont premiers entre
eux. Or on a le résultat essentiel suivant, conséquence de la factorialité
de Z ;

Lemme. Soit a et b deux entiers naturels non nuls premiers entre euz,
k 2 2. On suppose qu'il existe ¢ € N tel que ab = c*. Alors a et b sont
eux aussi des puissances k-iémes.

Démonstration.
Ecrivons la décompasition de a, b et ¢ en produit de facteurs pre-

miers :
a= [[ » b= JI o c= I »>,

P premier o premier p premier

ol les ap, 3, et v, sont des familles d’entiers & support fini. Comine
ab = ¢, on obtient, par unicité de la décomposition, o, + 3, = k7, pour
tout p premier. Puisque a et & sont premiers entre eux, on a a3, = 0
pour tout p. Il en résulte que pour tout p premier o, et 3, sont divisibles

par k. Ainsi a et b sont des puissances k-iémes. ¢

1l existe d’aprés le lemme y et z dans N* tels que n = y* et n?—1 = 2*.

Dol ¥ — ¥ = 1, Or deux puissances k-iémes non nulles consécutives
different au moins de & puisque, pour u 2 1, (u+1DF —uf 2 ku > &k > 2.
La relation {(y%)* — z* = 1 implique donc z =0 et y =1, doin=1. 1
n'y a donc pas de solution avec n = 2.

Erdds et Selfridge ont démoniré en 1975 une conjecture vieille de plus
de 150 ans : pour tout m 2 2, un produit de m entiers conséeutifs n'est
jomais une puissance k-iéme”.

4.23. Théoréme de Palfy-Erdos

Pour tout z € Z et tout premier p, on note z, le résidu de
z modulo p. Soit a et & deux entiers positifs tels que pour tout p
premier, ¢, < by,

1. Montrer que a < b.

2. ERDOS (P.) & SELFRIDGE (1.L.), The product of consecutive integers is never a
power, lllinois J. of Math. 19, 1975, p. 282-301.
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l

On désire montrer que a = b. Raisonnons par 'absurde et suppo-
sonsa < b.Onnote A=1-2...(a—1aet B={b- a+1 Ab—1)b
Pour p premier et k > 1, on note r(p*) (resp. s(p*)) le nombre de
facteurs de A (resp. B) divisibles par p*.

2. Montrer que s(p*) est égal & r{p*) ou r(p*) + 1.

3. Montrer en utilisant I’hypothese que r{p) = s(p). En déduire
que si p > a, alors r(p*) = s(p*) = 0.

4. On note £(p) le plus grand entler & tel que s(p*) > 0. Prouver
que Cf = 3 divise ] pt® 1 et en déduire que

pLa
_ _ ) ~ Da
(b—a+1).. t A(b—1)b divise 1.2...(a l)a.
II» (P) II»
pga pEa

5. On suppose de plus a < g Aboutir & une contradiction.
6. Prouver. en utilisant 5, que Pon aboutit également & une
contradiction si g < a<b

(Ecole normale supérieure)

|- Solution,
1. Soit p premler p>aetp>b Alorson aa=ap, <b, =0

2. L’entier r(p*) est le nombre d entiers d vénﬁant 1<dp® <a 1l

vu résulte que r(ph) = 1% et p — —1 < r(p*) € — - On peut écrire,

il'autre part,

ﬂf)szﬁder_a<@fgb}:Cmd{ ‘b;a \-i}
p P

b b—a
== ()= (5)
Iincadrons s(p*)

b b—a b b—a
- -1 < s(p) <—_—( - —1),
pk pk' pk pk

a a

2 li< sy <24,
p* p*

rp*) - 1< (") <r@E")+2

Comme dans cette dernidre inégalité, il ne figure que des entiers, s(p*)
vaut r(p*) ou r(p¥) + 1.
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3. Considérons maintenant les deux suites finies 8] = (a,a—1,...,1)
et 85 = (b,b—1,...,b—a+1). Le premier multiple de p dans S] est a—a,
et le premier multiple de p dans 35 est b — b,. Donc, comme a, < by,
celui de S}, qui est le (a, + 1)-iéme terme de la suite 5§ arrive avant oun
en méme temps que celui de 55, qui est le (b, +1)-i&me terme de la suite
S5. Les deux suites étant de méme longueur, cela entraine r(p) > s(p) et
finalement r(p) = s(p), en utilisant la question précédente.

Ainsi, si p > a, r(p) est nul et donc s(p) aussi. Donc aucun facteur
de A et de B n’est divisible par p. Il s’ensuit que »(p*) = s(p*) = 0 pour
tout k = 1.

4. On peut écrire

3 ) ¥ s(o%)
A= H pr=1 et B= H pr—1
P premier p premier
et méme, compte tenu de la question précédente,
T r(o*) 3. s(p)
A= Hpic:l et B = Hpk:i ,
pRe psa
p en indice désignant toujours un nombre premier. On en déduit que
B ¥ ()t
= H pic:l. .
psa

De la question 3, on déduit 1'égalité

oo oo

37 s(p") — r (") = D7 s(p*) — r(pM).

k=1 k=2

Sik > t(p), on a0 = s(p*) = r(p*) et r(p*) = 0. La somme devient donc

oo t{p) t(p)
2 s =) = X sM) - r(@") < Y 1=tlp) — 1,
k=1 k=2 k=2

la derniére inégalité résultant de la question 2. Par conséquent, I'entier B

A
divise [ p*®~1. 1l existe donc A € N tel que
pga

B _ 1T t0-1 cestands B __A
/\K = Hp c'est-a~dire A 0%~ T p'

p<a

<o p<a
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Mais _B_ et A sont des entiers (car p"?) divise ['un des facteurs

e Ilp

pse psa
cle B, pour tout p). On est donc en droit d’écrire que

(b—a+1)...b-1b . 12 ..{(a—1l)a
7 divise @H . .
r<o pga

5. On note w(a) le nombre d’entiers premiers inférieurs ou égaux i a.
’ -1
1.2,..(a—1)e

[MTe

pEa
Aprés simplification, on obtient un produit de ¢ — w(a) facteurs tous

inférieurs ou égaux 4 a. De méme, aprés simplification, le terme de
(b—a+1)...(b—1)b

H pt(p)

rEa
supérieurs ou égaux a b—a+1 (tous les termes du numérateur qui ne sont
pas divisible par un p*)) avec, par hypothése, b—a+1 2 2a—a+1 > a.
On en déduit que

(b—a+1)...(b-1)b o @@ 12...(e—1a
I p'®
psa psa

Considérons le terme de droite dans la relation ci-dessus

pauche de la relation «contienty a — w{a) facteurs

ce qui est manifestement contradictoire avec le résultat de la question 4,
b
6. Supposons g <g<betposonsc—=b—a.Onal <c< 3 On

ubtient, pour tout p premier, ¢ = b, —ay, [p] et 0 < b, — a, < p et done
¢, = by —ap € bp. Cecl est impossible d’aprés 5. On conclut donc que
nécessairement @ = b, <

Les exercices suivants sont consaerés aux propridtds arithmétiques
des coefficients binomiaux.

4.24. Valuation p-adique de C%,

Soit p un nombre premier, n € N* et k € [1,p" — 1]. Quelle est
la, plus grande puissance de p qui divise an ?

(Ecole normale supérieure)

I+ Solution.
La question consiste & chercher la valuation p-adique de C;'n . On éerit

RICE, = p*(p" = )(p" - 2)...(p" — (k- 1)).
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On vote v, la valuation p-adigne. Pour tout entier A € [1,k — 1], on a
11
vp(p” — A) = v (),

car si A = p”u avec u non divisible par p et a < n (puisque X < p™), on
apt =X pT(p"T " —u) et p"T* —un'est pas divisible par p. En passant
& la valpation dans I'égalité ci-dessns on obtient. paisgue la valuation
d'nn produit est la somme des valnations des ditférents termes,

vp(k) + v (CE ) = nt wp((k - 1))

et finalement

[yp(Ciu) =1 —uy(k) | <

Liénoned suinant regroupe Irois exereices poses indépendamment.

4.25. Congrucnces de Lucas (1878)

Soil, p un wombre premier et 1,k des entiers naturels.

1. On suppose 2 2= 2. Monlver 'équivalence cotre les assertions
sivanies :

(/) 1 est premier:
(ei) Fie [1,n — 1. n divise C7.

2. Onéerit et kenbase p:n = ng +mp+ - + n;,.-pf et
k= ko+kip+ - +hp' (avee le méme indice j guitte A compléter
avee des zéros). Etablir le théoréme de Lucas :

Ch=ChCi L O (mod pl.
{avee la convention habituelle qne CF = 0 si k > ).

3. Montrer gue le nombre d,, de coefficients binomiaux impairs
st la n-déme ligne du triangie de Pascal {¢’est-a-dire parni les CF
0 <k < n)est nne puissance de 2.

(Ecole normale supérieure)

- Solution.

1. Supposons n premier. On a ponr tout ¢ € [1,2-1], iCL = G
Il en résulte gne o divise (G Dar le lanme de Gauss. n divise ¢ ou n
divise (7. Le premier cas ¢tant visiblerment exclu, 1assertion (i) est
Prouveo.

Réciproquement, supposons que (i) est verifide. Soit d mn diviscur

. ) : T
positif de . Ou a comme ci-dessus, (4 = ; C‘,ﬂ_ll = U {mod n). Cela
¢

mvite & regarder le résidu des C7,_ ) wmodalo 1. On obtient, pour i = 1,
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! =n—1=—1 (inod n) et la formule de Pascal, ¥, _,+CiT, =yt
poir 1 <4 € n—2. donne CW”L_l1 = (! | (mod n), compte-tenu de ().

Hen résulte que pour tout i € [1on- 1], ona C,. | = (=1) (mod n) ct
deie C‘l l = %(—1)‘i =0 (mod n), ce qui n'est possible que si d = 1.
[.‘«:.llcr 7 <st clu(u(: premier,

2. 11 résulte de la question 1 et de la fortade du bindme de Newton
e {14+ X)P = 1+ XP daus (Z/pZ)[X]. Pour « € N, ¢ < p, ou a done
dans (Z/p2)[X],

(l +X)’flp+ﬂ» — (l +X[))Tl(l 'i"' X)a’

Sihe N, b < p.oon obtient, en ilentifiant les coefficients de X¥ 1 dans
lw donx expressions de ce polynome, la congrucuce
kpAlh _ kb .
Crpta = CLC,  (mod p),
veed dlant valable moéme si k > 1 ou b > a, avec la convention indiquée
dans Pénoncé. En opédrant la division enclidienne de n (resp. &) par p,
an pent écrire n = ng + pg ot k = ky +pg’ avec (q.¢') € N*. La formule

precédente donue
c‘.’c _ P'n ('q

n = n‘

(mod p).

O réitlere le méme proeédé en divisant g et ¢" par p, ce qui fait apparaitie
corime restes 11 et by eot, de proche en proche, aprés j itérations, on
oblient
k — ik ki .
C, Cr,‘[’)C"1 -G (mod p).

3. Soit k € [, n]. Berivons r et b en base 2: n = 1y +2n1 - 2m,
elhe = ka2ki 4420k, otun, k) € {0, 1}pour loul U <5 i < 7. Puisque,
dapres Ta question 2, ona CF = C"“C;“ ...Cn_, (mor] 2), pour gue L;f‘f

k11
it iinpair, ie. CF =1 (mod 2).1 iciut et il suffit que CX =1 {mod 2)
pour tout 1. Clest le cas si, et seulement si, 0 < & £ ng pour tout <.

On obtient donc d,, = (no+1)(ny +1) ... (n; +1) =2, ol1 ¢, cst le
nombre de chiffres 1 dans 1écritire binaire de n, Par cxemple, st n est
e puissance de 2, 1l n'y a que 2 coefficients binomianx impairs sur la
n-ieme ligne di triangle de Pascal (les extrémitds, dvidenument). <1

4.26. Un probléme de congruence

=274+ 1 (mod p?).

ig
Soit p premicr. Moutrer que Y CECF, | =
=0

I (Ecole polytechnique)
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> Solution.
Posons S, = Z CECE, .- It est classique que C& = 0 {mod p) pour
tout k € [1.p— 1]} (Ie lecteur trouvera ce résultat dans la question 1 de

Pexercice précédent). Btudions le résidu modulo p de C]D & On a, pour
tout k e [1,p— 1],

k’CNk—(p-}—k)(;oJrk—l) Ap+1)=4k! {mod p).

Il en résulte que p divise k‘!(Cg +x — 1) et comme k! et p sont premiers
entre eux, p divise CE, — 1. Ainsi p? divise CE(CE | 1), ce qui équivaut
aCECE = CF (mod p?). On a donc

SpEl+Cgp+ZC£El+C§p+2p_2 (mod p?),

la dernidre congruence résultant de la formule duy bindme de Newton.

Pour terminer, on esf raniené a prouver que Cgp =2 (mod p?). Cela
est vrai pour p = 2 puisque CZ = 6. Daus la suite. on supposera que p
est un nombre premier impair. On écrit

2p)(2p—-1)... (p+1)

P —2= (————————— - 2=

2 P (p— 1)‘ H(Mk o

Comme p est différent de 2 et est premier avec (p — 1)!, il nous faut
p-1

prouver que [f (p+ k) —(p— 1) = Q(p) — (p— 1)! (o Q(X) est le
k=1

polynéme H (X + k) € Z[X]) est divisible par p®.

Sion ecrlt QX)) =XP 1 g, 2XP 2 4. fa;X +ap, on a clairement
Q(p) = ap+a1p (mod p?). Comme ag = (‘pil)! il suffit donc de prouver
que a; est nul modulo p. En notant Q € Z/pZ[X] la réduction modulo p
de Q, on a

= _ -1 - p—1 _
=[x +H=[[X-p=-F)=][]X-k).
k=1 k=1 k=1

Les racines de Q sont done exactement les éléments non nuls de Z/pZ et
ces racines sont simples. Le polynéme XP~! — T a le méme degré que Q
et s’annule aussi en tout &, pour 1 < k < p— 1, d’aprés le petit théoreme
de Fermat. Il est donc égal & Q.

De l'égalité Q = XP~! + @, oXP 2 4+ - t@ X +a5=X""'—T, on
déduit @; = 0, i.e. p divise a,. <
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4,27. Le probléme de Ducci

+oo

Pour tout n € N, on éerit 7 = ) £,{n)2? ol pour tout ¢ > 0,
=0

zq(n) € {0,1} et £4(n) nul pour ¢ assez grand : il s'agit de ’écriture

de n en munération binaire.
—+o00

1. Pour n 2 1, on note s(n) = 3 g4(n) et v(n) le plus petit
q=0
entier g tel que g4(n) = 1. Montrer que v(n) =1+ s(n — 1) — 5(n),
puis que v(n!) =n — s(n).
2. Soitr z 1 et D:N" — N définie pour (a1,...,a,) € N par

D{ay,. .. ar) = (lay — azl,laz — asf,.. ., lar—1 — ar),lor — aal).

Moentrer qu'il ¥ a équivalence entre :
() pour tout @ € N", la suite (D" (a))n30 stationne a 0;
(#4) r est une puissance de 2.
On pourra wtiliser le Z/2Z-espace vectoriel (Z/2Z)".
(Ecole normale supérieure) J

I - Solution.

1. Sin €N, s(n) désigne le nombre de 1 figurant dans Pécriture de
nen base 2. 8l n £ 0, v(n) désigne la valuation 2-adigue de n, i.e le
plus grand entier k tel que 2% divise n, ou encore 'exposant de 2 dans
(i décomposition de n en produit de facteurs premiers.

e Soit n 2 1. Supposons que le chiffre des ynités de n — 1 soit 0.
Alors celui de n egt 1, les autres chiffres restant inchangés. On a dans ce
cas v(n) =0, s(n) = s(n—1) -+ 1 la relation v(n) = 1 + 8$(n — 1) — 8(n)
st vérifide,

Suppoesons maintenant qu'il y ait r chiffres 1 & droite de Iécriture
den—1:gn—1)=1si0<g<r—1ete (n—1)=0. Alors, par le jeu
dlvs retenues, n va s'écrive avec r zéros 4 droite et un 1 ensnite : g4(n) = 0
S0 < g<r—1ete(n) =1, les autres chiffres restant inchangés. Par
exerple, en binaire 1011100111 +1 = 1011101000. Par conséquent, on a

s(ny=s(n—-1)—r+1 et vn)=r=143n~1)—s(n).

On conclut que pour tout n 2 1, Fj(n) =r=1+sn—-1)— s(n)—|.

e Comme, pour 1 = 1, v(n} est Pexposant de 2 dans la décomposition
de n en facteurs premiers, on a, si (a,b) € N*?, v(gbh) = v(a) + v(b). On
o déduit que
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i

wlnl) = é (k) = S (11 s{k— 1) — s(k)) =n + s(0) — s{n),

k=1

[y(n!) =n — s{n) I

2. o L'idée est de «plonger» le probléme dans Z/2Z pour le rendre
linéaire. On introduit donc I'application linéaire d : (Z/2Z)" — (Z/22.)"
qui & a = {a1,...,a,) associe §{a) = {a; + az,02 + a3,...,a + a1). Si
on note @ le projeté dans {Z/2Z)" d'un r-uplet ¢ = {(a1,...,a,) € N" on
a 8(@) = D{a) puisque, quels que soient les entiers x et y, |z —y| et z +y
ont méme parité.

Montrons que la propriété (i) équivaut & dire que J nilpotent.

* Supposons (¢). Pour tout ¢ & N, sl n est un entier naturel tel
que D™(a) = 0, on obtient §"(@) = D"{a) = 0. On applique ce résultat
aux vecteurs ey, ..., e, de la base canonique de (Z/2Z)". Pour 1 < ¢ <,
il existe n; € N tel que 6™ (e;) = 0. Si p désigne le plus grand des n;,
on obtient §¢ = 0, puisque cet endomorphisme est nul sur une base,
L’endomorphisime § est nilpotent.

* Réciproquenient, supposons & nilpotent, d’indice de nilpotence k.
Pour X = {a1,...,2,) € N, on pose m{X) = fuax a. Il est facile de

voir que m(D(X)) < m(X). 8i on fixe X, la suite (m(D"(X))) est donc
décroissante et le probléme est de montrer qu'elle est stationnaire 2 0. On
a DF{X) = 6*(X) = 0. puisque §* = 0. Tous les coeflicients de D*(X) sont

donc pairs et on peut poser D¥(X) = 2X;. On a alors m{X;) < %m(X),

On reprend le raisonnement avec X; : D¥(X1) a tous ses coefficients
pairs. On éerit D¥(X;) = 2X5. Mais comme D(2X) = 2D{X), on a

D?*(X) = 2D¥(X;) = 4Xy et m{Xs) < %m(Xl) < %m(X).
On itére ce raisonmiement jusqu’a un indice p tel que
1
m(Xp) < 2—pm(X) <1

On a alors X, = 0 et DP¥{X) = 0 La propriété (i) est vérifiée.

e Il faut maintenant démontrer que la propriété (i4) équivaut a 4
nilpotent, c’est-a-dire & 4" = 0. En effet, 'espace vectoriel (Z/2Z)" étant
de dimension r, on sait que si § est nilpotent, alors §™ = 0 (on se reportera
a lexercice 6.8 pour nne démonstration de ce résultat). La matrice de
I'application linéaire § dans la base canonigue est

61 % 00
A= - - =1+P.
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on P est la matrice de permutation d’ordre r

01 0 .. .. 0
00 L
p—=|00o0
. 0 01
L0 ... 0 00O
(O a alors
00 1 .. .0 00 0 .. .1
oo 0 1 ; 100
2 *—1 _ |01 0 T
Pe = R 4 = ,Pr=1
0 L
10 .0 1L 00
0L O .. 00 O ... .. 0 10

On en déduit que
r r—1 r—1
AT=(1+P) =) CIP* =21+ CFPF =" CrP*
k=0 k=1 k=1
L’endomorphisme § est nilpotent, autrement dit A™ = 0, si et seule-
ment si les C* sont tous pairs pour 1 < k < r—1,car (I,P,P?,..., P 1)
est nne famille libre de matrices. Montrons que c’est le cas si et sculement
ki r est une puissance de 2.
* Supposons que les Cff solent pairs, pour tout 1 < k < r —1. Pour
prouver que r est une puissance de 2, il suflit de vérifier que s(r) = 1.
On a, d'aprés la question 1, pour tout 1 <k <r -1,

1< v(CY =) —vk) —v((r —k)) = s(k) + s(r — k) — s(r). (%)

in numération binaire r sécrit lopay_;...ap. 51 r n'est pas une
pulssance de 2, I'un des «; est non nul. Par conséquent, si on pose
k= apay_1...0p, onobtient 1 €< & < r—1,r—k = 10...0 (avec
k zéros) et clajrement,

s(r) = s(k) + s(r — k).

e qui contredit 'inégalité (x). Done r est une puissance de 2.
* Réciproquement, supposons que r soit une puissance de 2. Ceci
entraine s(r} = let, pour 1 €k <r— 1,

p(CEY = s(k) +s(r—k) —s(ry=s(k)+s(r—k) - 121,

ce qui tradnit bien que les CF sout pairs.



150 CHAPITRE 4. ARITHMET[QUE

Le lecteur pourra se reporter 4 Uexercice 4 25 sur les congruences de
Lucas pour une aqutre preuve de cetie propriété.

Ainsi, nous avons prouvé que 4 est nilpotent sj et seulement si la
propriété (i) est vérifiée. C'ela achéve la démonstration. <

Une fonction arithmétique est une application de N* dans C. Le lec-
teur aura déjé pu rencontrer Uun ou Uautre des erxemples importants
suivants : ¢ Vindicatrice d'Euler, ¢ (qui & n associe lo somme des divi-
seurs de n), p la fonction de Mobius, T (qui & n associe le nombre de
diviseurs de n)... Elles ont la propriété suivante : sin et n' sont premiers
entre eur, Uimage de nn' est le produit de Uimage de n par Uimage de
n'. On dif qu'elles sont multiplicatives.

Ces fonctions sont au centre des evercices suivants.

™

4.28. Expression de Y (k)
k=1

On note 7(n) le nombre de diviseurs positifs de V'entier n. Mon-
trer que

3= o8 (3) =230B(7) - o=/
k=1 k=1 k=1

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.
¢ La premidre égalité provient simplement d'une interversion de som-
mation :
n n T 1 n
Yrm=yY1=Y ¥ 1=2&(}),
k=1 k=1 dik d=1 1@dp‘;j;<__n d=1

car Y. 1 compte le nombre de multiples de d dans lintervalle [1,n]
igkgn
dih

et il y en a bien E (g)
e Pour établir Ia deuxiéme expression, on écrit

T
> (k) ZZl =2 1
k=1 =1 dik dd'<n
k
d
la réunion des couples (d,d’) tels que d < /7 et des couples (d,d') tels

en posant d’ = —. L’ensemble des couples (d, d’) vérifiant dd’ < n est
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que d € +/n. Liintersection de ces deux parties étant formée des couples
(,d'yavec d < /netd <+/n,ona

T
SECED SETED SRS S
k=1 dd'<n dd'<n dd'<n
dgvn  dgyn dd'Sya
'ar symétrie, les deux premiéres sommes sont égales et on a donc

n

ZT(k)=2 Z 1—7’2:2;;1E(E) —r%.q

k=1 dd' <n
d<vm

La premiére égalité de Uénoncé permet de montrer que le nombre
P q
(L3

moyen de diviseurs d'un entier entre 1 et n, c’est-d-dire % 3T r(k), est

k=1
fiuivalent a lnn en Uinfin (¢f. Pexercice 3.21 du tome 1 d’analyse pour
un développement asymptotique plus précis).

4.29. Une majoration de o

Pour n € N*, on note a{n) la somume des diviseurs de n. Montrer

S . : -
que o(n) Sntnlnn (Ecole normale supérieure)

1 - Solution.
Soit P l'ensemble des diviseurs de n. Si d € D, il existe k € [1,n] tel

(e & = % +On a done D {%,k € [1, n]l} , d’ott 'on déduit 'inégalité

l.e résultat demandé se déduit de 3
k=1

% 1+ Inn, ce qui se démontre

7| =

ko1
ch remarquant que % < f zdt pout k € [2,n]. <
k—1

4.30. Equation faisant ntervenir o

On note o(n) la somme des diviseurs de n (n entier > 0).
1. Montrer que o(n) est impair si et seulement si n est de la
forme 2%¢? avec g impair.
2. Résoudre I'équation 3a(n) = 4n — 17.
(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

1. L’équivalence est triviale pour n = 1. Soit donc un entier n > 2.
On peut I'écrire sous la forme n = 27p7'p3? ... pp*. ol les p; sont des .
nombres premiers impairs deux & deux distincts (les o; sont dans N
mais & peut étre nul). La somme des diviseurs de n a la méme parité
que la somme des diviseurs impairs de n, c¢’est-a-dire que le nombre de
diviseurs impairs de n. Ceux-ci sont les entiers de la forme pj p2 e pk ,
avec pour tout 4, 0 < F; < a;. Ity ena done (a, +1) (a2 +1). .. (o;,yc +1).
I en résulte donc que o(n) est impair si et seulement si tous les c; sont
pairs, ce qui conduit directement au résultat demandé.

2. Supposons I’équation 3o(n) = 4n— 17 posséde une solution n > 0,
D’aprés la question précédente, on peut écrire n sous la forme n = 2%¢?
avec g Impair.

® 5ia > 1alors g est un diviseur de net ona g{n) = n+ g— =

Mais dans ce cas 3o(n) = 97n > 4n — 17,

¢ On a donc o = 0 et n = ¢°. Si on passe alors modulo 3, on obtient
4n = 17 = 2 [3]. Or, 4n = (2¢)? est congru & 0 ou 1 modulo 3 (2 n’est
pas un carré modulo 3).

Conclusion. L’équation proposée n’a pas de solution. <

4.31. Sur la fonction &

On note toujours a(n) la somme des diviseurs de n.
Pour p € N*, on pose f(p) = sup{n € N*,o(n) < p}. Montrer
gue pour tout £ € N* Péquation p — f(p) = £ a une infinité de

solutions. (Ecole polytechnigue)

> Solution.

e Ona f(1) = 1. Pour p > 2, on pose F = {n e N*,0(n) <p}
L’ensemble ¥ contient 1 et est clairement majoré par p — 1 ear on a
g(n) 2n+ 1 pour n > 2. Donc f(p) est bien définie et f(p) < p — 1.

¢ On remargue que, si p— 1 est premier, p— 1 appartient 4 F et done
gque f(p) = p — 1. Les nombres de la forme 1 4 g, avec g premier sont
donc solutions de 'équation pour k£ = 1. Il y en a bien une infinité.

e Prenons k = 2.

* Analyse. Soit (pp)nzo une suite de nombres premiers a choisir,
tendant vers I'infini. On a

o(pn) = 14+ pn <pn+k etdone flp, + k) 2 pn.

On obtient 'encadrement p, < f{pn + k) < {pr + £) — 1. Pour avoir
F(pn + k) = pr, il suffit donc que, pour tout 1 < m < k— 1, pp + m ne
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sott pas premler (du moins pour n est assez grand}. En effet, dans ces
vonditions, p, + m admet un divisewr strict plus grand que /p, + m et

U(Pn-i-m)2'pn+m+vpn+m+l>pn.+\/]3n+1.

Done & partir d’un certain ng, si n 2 np, /P, = k et la somme des
liviseurs de p, + m est done strictement plus grande que p, + k. Par
conséquent, sin 2 ng, f(pn+ k) = pr. 11 $'agit donc de trouver une suite
(#m)nz0 de nombres premiers, tendant vers l'infini, telle que pour tout
n2z0ettout 1 < m< k— 1, pp +m ne soit pas premier.

* Synthese. Pour n > k, on considére p,, le plus grand nombre premier
inférieur ou égal & n! - (k+ 1). La suite (pp) tend vers U'infini. Pour tout
mell,k—1],ona

Pp<pptmgnl —(k+1)+(E-1)=n! -2

Si pn +m < n! — (k+ 1) alors, par définition de p,,, pn + m n'est pas
premier puisque p, +m > p,. Sin!—k < pp+m < 0l =2, p, + m s%éerit
! — i avee 2 € 7 € k. Dans ces conditions, ¢ divise n! — 4 et i est bien
distinet de n! — § car

A—i—i=nl -2 2ni—2>ki-2i=(k-2)20.

Done p, + m = n! — ¢ ne peut étre premier. Par conséquent, la suite
(pnin>k répond & ce que nous recherchions : d’aprés 'analyse, p, + &
sera solution de léquation p — f(p) = k pour n assez grand. La suite
(1 )n>k tendant vers 'infini, il y & bien une infinité de solutions. <

Il s’agit dans Uexercice suivant de déterminer les fonctions arithmé-
fuques multiplicatives qui sont croissantes.

4.32. Un théoréme d’Erdés (1946)

1. Une fonction f : N* — R est dite compigtement multiplica-
tive si pour tout (a,b) € (N*)?, on a f(ab) = f(a)f(b). Déterminer
toutes les applications complétement multiplicatives. Quelles sont
celles qui sont croissantes ?

2. Une application f : N* — R est dite multiplicative si on a
fleb) = f(e)f(b) lorsque @ et b sont des entiers naturels premiers
cutre eux. Montrer qu'une application multiplicative croissante est
complétement multiplicative.

(Ecole normale supérieure)
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> Soletion.

1. Soit f une application complétement multiplicative. On a pour
tout n 2 1, f(n) = f(n)f(1). Donc soit f est nulle, soit f{1} = 1. On ne
s'intéresse dans la suite qu’au cas olt f est non nulle.

s L’application f est complétemnent déterminée par la suite des images
des nombres premiers. En effet, on a pour tout entier naturel n > 1,

Fm) = T oy

peEP

ol1 P est I'ensemble des nombres premiers et pour tout p € P, vp{n) est
la valuation p-adique de n {le produit est parfaitement défini puisque la
famille (v (n))pep est & support fini).

Réciproquement, si on se donne une suite quelconque (Up)pep do
nombres réels indicée par l'ensemble P, Papplication qui, & tout n = 1,
associe T ul?™ est compléternent multiplicative.

peP

o En gardant ces notations, on va maintenant chercher & quelley
conditions sur la suite (u,)} l'application f obtenue est croissante. Les
applications n - n% pour o € Ry, conviennent. On va voir que ceo
sont les seules. Pour p premier, on a 1 < p et done f{1) = 1 < .
Inwu,
Inp
les arp sont égaux. Choisissons p < ¢, deux nombres premiers et m € N*,
Soit n I'unique entier tel que p™ < ¢™ < p™t!. Par croissance de f, il
vient p®r™ £ g™ £ p@ ("t En passant au logarithme, et en divisant
par nlnp, on ohtient

Posons a, = -Ona alars f{p} = u, = p™. On va prouver que touy

’mxlniq< n+1

ayp .

& — %
n lnp n

Lo

» q

mlng

Inp

. Par passage & la limite dans 1'inégalité ci-dessus,

On fait tendre m vers linfini. Alors, n = E( ) tend aussi vers

I'infini et n ~ mlng

il vient a, < ag < ap, ce qui donne le résultat annoncé.

Conclusion, Les seules applications non nulles complétement multi-
plicatives et croissantes sont les applications n —— n® pour a € Ry.

2. Soit f une application multiplicative non nulle et croissante. En
particulter si n € N*, f(r} 2 f{1) = 1. On souhaite prouver que la
In f{a)

lne

quantité ne dépend pas de a = 2. Une difficulté supplémentaire

provient de ce quil est dorénavant impossible d’éerire f(a*) = f{a)*.

On va commencer par estimer f{a)* en utilisant la monotonie de f.
Ona fla—1) € f{a) € fla+1) avec an{a—1) = an{a+1) = 1. Ainsi,

F@? < F@i(at ) = fa? +a) et £(a)* > (@) fla—1) = f(a* —a).
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I'ssayons maintenant d’encadrer f(a). On a f(a)® < f(a)f(a2+a). Mais
i a et @ +a ne sont pas premiers entre eux. On majore donc f(a +a)
par fla?+a+1) et f(a)® < f( a®+a?+a). De méme f(a )3 = f( a’—a).

On montre alors par une récurrence facile que, pour a 2 2 et k 2 1,
f(ak —a* - —a—-1)< f(a)k gf(a +ak“1+---+a+1).
Poure = 2,onaa®*—a*'—...—g—1 =1 pour tout k : la minoration

nhlenue est triviale. On regardera le cas de Uentier 2 & la fin, Prenons
ilx entiers a et b supérieurs & 3. Soit n = 1. Notons my, le plus petit
rhlier tel que

That-da <h™ =™l _p—1

¢l py, le plus grand entier tel que

1+b+b 4+ <o —a™ = = 1
Ou a,
Ja) < fl+at - +a") S FH™ -0 — o —b=1) < f(O)™
l,
O S FA+d 0 4 40 < fla” —a™ T = = 1) < f(a),

i+ sorte qu'en passant au logarithme, on obtient

B f(o) <mnf(a) < 22 f(n).
n n
Il ne reste plus qu'd étudier les limites de % et o n ™ lorsque n tend vers

I'infini. Les suites (p,) et (my) tendent vers +oc. Par définition de p,,,
on a les inégalités

I Fo+b2 o WP K™ = P — o =1 KLk bt B 4 pPn L

U passe au logarithme. Des équivalences

{(1+b+8% 4+ - L) ~p,Inb et 1n(a”—a”_l—---—1)~n1na,
L1 . . Dn Ina Ty,

on déduit  lim = = - On obtient le mémie résultat pour —~. On
notoo p Inb n

i done In f(a) = 11?1_; n f(b). En conséquence, 11 existe & € R™ tel que
pour tout 2 = 3, f(n) = n.

Reste le cas de n = 2. De f(6) = 6% = f(2.3) = f(2).f(3) = f(2)3%,
on tire aussi f(2) = 2%,

Conclusion. Toute application non nulle rmultiplicative et croissante
cst de la forme n +—— n® pour @ € R, (théoréme d’Erdés). <
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4.33, Probabilité pour que deux entiers soient premiers entre eux

Pour n = 1, on note v, la probabilité pour gque deux entiers
choisis aléatoirement dans [1, n]? soient premiers entre eux. D’autre
part, on définit la fonction de Mdbius u : N* — 7 de la maniére
suivante : u(1) = 1, u(n) = 0 si n est divisible par le carré d'un
nombre premier et w{p;...p) = (—1)". si les p; sont des nombres
premiers deux 4 denx distincss.

1. Montrer que r, = 1 % pi{d) E (L1 )2.

n? i d

2. Caleuler 3 u(d).

dln
3. Montrer que lim r, = —-
n— 00 hig
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Pour n 2 1, notons A, Y'ensemble des couples (a,b) € [1,n]? tels

Card A,

queerb=1.0Onar, = Soit py, ... .pr les ngmbres premiers

inférieurs & n et U; l'ensemble des couples {a, b) de [i,n]? tels que p;ja
et p;lb. 1 est clair que A, est le complémentaire de la réunion des U,
Rappelons la formule dy crible donnant Je cardinal d'une réunion finie
d'ensembles finis.

Lemme. Soit Uy,..., Uy k ensembles finis. Alors, le cardinal de la
réunion des U; est donné par

Card (Cj Ut) = > (-1)Fe4icand (ﬂ U,) :

=1 ax£1C[1,k] i€l

Démonstration. Ce résultat se prouve par récurrence sur k£ ou a l'aide
des fonctions caractéristiques. <

Si1C [1,k] est non vide, le cardinal de Yintersection (1,; U; est égal

au nowbre de couples de multiples strictement positifs de [] p; inférieurs
1€l

n
[T »:

2
) . La formule du crible donne alors
1€1

ou égaux & n; il vaut donc E (

k
Card A, = n® — Card (U Uk)

i=1

=n*- 3 (-1)"™M!Card (ﬂ U,—,)

B#£IC 18] i€l
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2

_ _peedtrig [ 2| _ ¥ )’
—n?— Z (—1)CedI+1E e dgl,u(d)E(d).

0ALIC T k] At

On cn déduit la probabilité r, :

L5 )]

2. Sinous notons S{n) = ¥ u(d), nous avons S(1) = 1 et nous allons
dln
prouver que S(n) = 0, si n 2 2. Pour cela, considérons la décomposition
k
e 1 en en facteurs premiers : n = [] p0%, ot py, ..., Pi sont des nombres
i=1
premiers distinets et e, . . ., oy des entiers strictement positifs. Les seuls
liviseurs d de n pour lesquels u(d) est non nul sont les produits de
nonibres premiers distincts pris parmi py, ..., pe. Pour un tel diviscur,

on a u(d) = (—1)%, ol 7 est le nombre de diviseurs premiers de d. Or, n
possede Ci, diviseurs d correspondant & un i fixé. On en déduit que

z,u ZC‘ ={1-1f=0.

dln =0
lsin=1
On conclut que
. %” {0 sin>?2

3. Pour l’etude asymptotique de ry, il parait naturel de remplacer

mn 1
e terme —q E ( E) par son équivalent R La différence entre les deux
n-
kounnes s'écrit

n 7 2
(d) 1 n 1
S i Zu(d)(—E(— —
d=1 d=1 n? d d2
, n n 1 2 1 ny2 1 .
(.ommeE(E)>E—l,onan—z—E<$E(3) _ﬁgo,cequl

donne la majoration

parce que la somme partielle de la série ha.rrnonique est équivalente &
. 11 en résulte done que hm Ty = Z ,u {la série est absolument

convergente).
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- +0o0
s La quantité 7:—] est Vinverse de {(2) = 3 —l-i Cela nous in-
3 ~
o . = = ld)
vite a caleuler le produit des sonunes 30 5 et ) S Les fa-
n=1 "1t d=1
milles (‘u;(l—f))d>l et (}515) - sont sommables, donc la suite doubly
& =
d . o s
(5’2(”2) . Iest aussi et est elle cst justifinble du théoréme d'asso-
N ; nodzl
ciativité :
pA ) (51wl u(d)
(Zl ) (nzl n? B dme] (dn)® a1
din
- oxtos Ly ua) =1,
peldlp ¥ Pzl i dlp

Limportance de la fonction de Mébius provient de lo «formule d’in-
versiony suivante. St f est une fonetion de N* dans € et yu'on définil
la fonction g : N* — C par g(n) = ¥, f(d), on peut retrouver f i par

d|n
tir de g puisque. pour tout n € ', on a f(n) = 3 ,u(”)q(d) Par
i
eremple, pour n 2 1. on an = Y w(n) (voir 4.17). On en déduit que

#ln) = ()4

d|n

Les deux exercices suivants proposent d’éteblir, avec des arguments
complétement différents, le fuit que toui nombre premier p congru ¢ |
module 4 cst somme de deux carrés. (Uest le premier pas wvers la co-
ractérisation des entiers nolurels v s'éerivant comme somme de dews
carrés :moest somme de deur corrés 81, et senlement si. pour tout nombr
premier p congru @ 3 module 4, Uexposunt de p dans lo deécomposition
en produits de focleurs premicrs de noest pair,

4.34. Ecriture d'an nombre premier comme somme de deux carrés
P!

Soit p un pombre premier impair.
1. Montrer que si p est une somme de deux carrés d'enticrs, on
a alors p =1 (mod 4).




| 34. ECRITUIE D’UN NOMERE PREMIER (OMME SOMME DE DEUX CARRES 159

On suppose p congru 4 1 modulo 4.

2. Dénombrer les carrés dans (Z/pZ)*.

3. En déduire qu’il existe n € Z tel que n = —1 (mod p).
4. Démontrer qu'il existe (a,b) € Z* tels que :

1

< —-.

7
b<b</p et \b——a
v P VP

5. Montrer que (bn — ap)? + b = p.

(Ecole polytechnique )

| Solution.

1. Modulo 4, un carré est congru & 0 ou & 1. Si un entier est somme
de deux carrés, il sera donc congru modulo 4 4 0, 1 ou 2.

Comme p est un entier premier impair, il ne peut étre congru ni 0,
m & 2 (ecar il serait alors divisible par 2). Il s’ensuit qu’un entier premicr
impair, semme de deux carrés d’cutiers est congru 4 1 modulo 4.

2. L’entier p étant premier, K = Z/pZ est un corps. On a doung,
pour {r,y) € K*2,

P =yte= (r—y)xty) =0=ax=yonz=—y.

"oy conséquent, & tout carré de K*, correspondent exactement deux
antécédents dans K* par Papplication £ +— &% (on a bien * # —&

pour x £ K*, puisque la caractéristique de K est p > 2). Il y a donc

CardK*  p—

1 .
exactement carrés dans K*.

3. Il suffit de prouver que —1 cst un carré dans K. Si x € K¥ est un
carré, on peut éerire # = y? avec y € K* et dapres le petit théoréme de
Fermat,

p=1 2y Pl _
itz —yPE =gy L
N . ~ »p=1 p—1 .
Done 7 est racine du polynéme P = X"z — 1. Les —— catrés non nuls
. -1 I
de K sont done racines de P. Or, P a au plus t 5— racines distinctes ou

vonfondues dans le corps K. Nécessaircment, P ‘est scindé et ses racines
sont exactement les carrés de K*,
Comme p = 1 (mod 4), p; .
carré dans K.
4. On pose N = E(/p) +1 et { = g ct on considere les N réels

i = k€ — B(kE) de lintervalle [0, 1], pour 0 < K < N—1, et les N
. 1 1 2 N-1
intervalles {0 *[, [ [,...,{—,1[.

est. pair, (—I)P?;1 =1et -1 est un

NP | NN N
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. R . . . N —
s Supposens d’abord que |'un des xj soit dans Pintervalle {Tl .1 [
On ak »0car xg = (. Eu posant b =k et a = E(k£) 4 1, on obtient
1 1
P
N p

OD<bs N~1<p et )bgfa =

L1 €

Iinégalité N — 1 < /P étant stricte car /2 & N.
¢ Dans Ie cas contraire, los N réels 1y sont dans les N — 1 intervalles
ko b+
N’ N
Dirichlet, il existe k et € distincts tels que g et zy solent dans le méme
intervalle. Supposons par excmple & < £ Notons alors b = £ — kol
a = FE{£) — E(kE). On a de nonvean 0 < b < N -1 < /p ct
1 1

€
VP
Datts tons les cas, nons avons montré Pexistence de {a, b) € Z* tel que
1

S VP

5. Les inégalités obtenues dans la question 4 impliquent

,avee 0 € & < N — 20 D’aprés le principe des tiroirs de

(bg —a| = [(# — EY —{B{0E) — E(hEV] = j7r — 2 <

n
b— -«

0<b< fp ot
P

0<b?<p et (bn—ap) 2p etdonc 0 < (hn—ap)® +6° < 2p
Irautre part. on a n? + 1 =0 (mod p) ot done
(b — ap)® + 6% =07 (n° + 1) — 2abnp + «*p* =0 {wod p).
Cotmme cot entier apparticnt A Uintervalle |0, 2p], cela implique Pégalité
(bn — ap}* +8° = p
Conclusion. Tout nombhre premier congrit a 1 medulo 4 $’écrit comme

sotnine do deux carrds dentiers. <

4.35. Théoréme des deux carrés, preuve combinatoire

Seit p premier congru a 1 module 4, p = 1k + 1. On considére
I'ensernble
S={(a,bc) e N* x 7. dab+c? = v}
1. Montrer que S cst non vide, fini ¢t inclus dans (I\‘J*)Z A
Prouver que S; = {{a,b,c) € 8, a > b+r} et S3 = {(a,b,r) ¢
S, @ < b+ e} forment une parrition de 5. Exhiber nne bijec tlon de

Sy s S, ‘J
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2. Montrer que f : (a,b,c) — (a—b—c, b, —2b—c) est une invo-
hition de 8. Chercher ses points fixes et en déduire que le cardinal
de 8 est congru a 2 modulo 4.

3. Montrer que 8y = {(u,b,¢) €8, a 5 b} aun cardinal divisible
par 4. En déduire que p est somme de denx carrés.

(Ecole normale supérieure)

|- Solution.

1. Comme (k,1,1) € 8. S est non vide. Si (a,b, ¢) € S les entiers a,b
ol |r| sont majorés par p. Donc S est fini. De plug, siea =0 oud =0, on
ap=c?. ce qui cst impossible car p est premier et sic =0, p = dab est
pair o qui est tont aussi absurde. Done S est inclus dans (H*)2 x Z*.

Ona (k1,1) € 8, et (1, &, 1) € Sa, de sorte que S| et Sy sont non
vides, Comme 8; et S; sont visiblement disjoints, il suffit e prouver
quil n'y a pas de triplet {a,b, ¢) € S tel que a = b+c. Or, on aurait dans
ve as

p=4b(b +c) + ¢ = (e +2)%,

e quid est impossible. On o bien 8; US, = 5.

D’autre part. on peut vérilier ¢ue Vapplication gqui & (o, b. ¢) associe
ih a, ¢} est une bijection de 8, sur 8,. Les ensembles 5, et §. ont donc
metne cardinal et |S| = 2|5,

2. Montrons pour commencer que si le triplet (a,b, c) est dans S,
alors (a —b — ¢, b, —2b— ¢) est aussi dans S,. En effet, a — b—cei b sout
positifs, 4(a—b—c)b+ (—2b—e)> =dab+ ¢ =peta -—b—c> b ¢
var g > 0. Done f est une applieation de §) dans S,. Enfin fo f = Idg,
e sorte quion a bien uue involution.

Le triplet (o,b.c) est fixe par f ia = a —b—cet ¢ = =2b —¢,
est-a- dire si ¢ = —b. 11 vient alors p = lab + b% = b(da + b). Comme
pr ¢sl premier, cela impose b == 1 et o = k. Il y a donc un unigue point
lixe. Par ailleurs, la décomposition en cycles 4 supports disjoints de la
pernmitation f est composée uniquement de transpositions (car f est
('ordre 2). La réunion de leurs supports (S, privé du point fixe) est
done de cardinal pair. 11 en résulte gue le cardinal de S, est impair et
done que IS| =2 (mod 4) (puisque |[S| = 2[S4]).

3. A tout {a,b,c) € 5 avec a # b, on peat associer les 4 triplets
distinets (a,b,¢), (a,b, —¢), (b,a,c) et (b, a. —¢) tous dans S. Le cardinal
de 83 est done divisible par 4. 11 résulte de cela et du résultat de la
question précédente qne |S3| ne pent &étre égal a [S| et que Sz est done
strictement inclus dans 3. On pent done trouver un triplet de la forme
{u,a,¢) dans S. On a alors p = 46° + ¢ = (2a)” + ¢ qui est summe de
ilenx carres. <
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Cetie prenve combinatoire du théoréme des deuz carrés est tréy
récente. Elle est due 4 Don Zagier ef date de 1990,

On s'intéresse duns ce qui swit awr sommes de quatre carrés.

4.36. Théoréme des quatre carrés de Lagrange (1770)

1. Etablir que pour tont (e, b.e,d. 2y, 2.4} € Z8,

(02 + 02 + F +d3) (a2 + 47 + 22+ 1) = (az + by + ez + dt) 2+
{ay —bx — ot + dz)2+ (az + bt — cx — A+ (ot — bz 4+ ey — dr)>

2. Soit p un nombre premier unpaiv. Montrer qu'il existe (2,h)
dans Z2 tel que p divise 1 + ¢2 + #°.

3. Soit E Pensemble des cntiers naturels n 2 [ tel que np soit
somme de quatre carrés d’eutiers. Montrer que E n'est pas vide. On
note m son plus petit élément. Montrer que m < p, puis que m est,
INIpAIr.

4. Supposons que 1 < m et que mp = a® + b2 + ¢ +d> En
considérant les résidus de a, b, ¢, d modulo m de valeur absolie mi-
nimale, constriire m’ < m appartenant a E. Conclure,

5. Eu dédnire que tout enticy naturcl peut s’écrive comme
somme de quatre carrds,

(Ecole normale supérieure)

t> Solution.
1. Prendre un logiciel de caleul formel on développer de¢ téte le
membre de droite et 3e convaiucre que les doubles produits s'éliminent,
2. Notons que p divise [ + @ + b° si ot senlement si —1 = @® + I
dans Z/pZ. 1l nons suffit. de muontrer que —1 est somme de deux carrés
dans Z/pZ.

. 4 +1
On sait qu’il y a exactement ©

earrés dans Z/pZ. Rappelons-

en rapidement la preuve. L’application z — x? est un morphisme de

groupes de (Z/pZ)* dans lni-méme, de noyau {11} et d'image e groupe

C dles carrds non nuls. Le premier théoreme d’isomorphisime permet d’af-

firmer que C est isomorphe & (Z/pZ)* /{£1}. Comme ~1 # T (car p est
1

ittpair), il ¥y a cxactement P-

carrés non uuls. En rajoutant 0 le
campte est bon.

Les ensembles {x%, & € (Z/pZ)} et {-1 - y%, y € (Z/pZ)} sont donc
pt+1

tous les denx de cardinal . donc ils se coupent. Notons gue cela

prouve plus généralement que tout élément de Z/pZ est somme de denx
carrés.
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4. La question 2 montre Uexistence de n € N* tel que
np=1+a®+5 =07 412 +d%+b°

v E n'est pas vide, En fait, on peut choisir @ et b avec une valeur

alvolie minimale, ¢est-a-dire vérifiant |a| < g et |b] < g En cffet, si

cen'est pas le cas, on considére @ et ¥, congrus respectivement & « et b
) .. oo .

amdulo p, tels que |a'| < £ ot || < é (les inégalités sont strictes car p

el hnpair). On a alors
T+a? 102 =1+a?+0°=0 (mod p)

ol existe n’ € N* tel que 1+ 0t = w'p. Si a et b vérifient cctte

2

rondition supplémentaire, on a np = 1 +a® + b2 < 1+ % On en déduit.
e < p et done m <2 p. par définition de m.

supposons par Dabsurde que m soit pair. Ou sait qu'on peut éerire
mp = o + 3% 442 4 8%, Les entiers «, 3,7, & sont soit tous pairs, soit
nls imipairs, soit deux pairs et deux impairs. Quitte a changer l'ordre
drw termes, on suppose dans le troisitme cas que « et 3 sont pairs et 7y
i 4 sont impairs. Mais alors, dans les trois cas on penat écrire

a8 2 24 2 o\ 2 - 2
mo_ (a+ﬂ) N (a _ d) N (w) N (,_5) ,
2 2 .2 2 2
e i contredit la minimalité de m. Done m est impair.

4, Notons a, /3,7, les résidus respectifs de a,b. . d introduits par
feneomcé, Onaa? 4+ 324+ 2 +87 = a2 + 87 + ¢ + d2 = 0 (mod m). Soit
i’ < Notel que mm’ = o + 3% + 97 + 8% L'eutier m’ n'est pas nul car
son e diviserait @b, ¢ et d. m? diviserait mp et m divisorait p, ce qui
ol impaossible, car 1 <y < p.

Par ailleurs, comme a” + 3% +~% + 6 < 4 (%
cxlostricte car moest impair), on a 0 < ' < . D'apres la premiére
ipnestion, on peut écrire

2 2 e R
) = m* (I'inégalité

w'mp={(0f + B+ + N+ 41 d?) = AT+ B+ C7 D
AVee

A=aatbidtey+dd= at 4 b Ll dtP =0 {mod m),
B=agd-bau—ci+dy=ab—-—ub—cd+cd=0 (modm)

vt de meme, C et D divisibles par m. On a done

, (A)Z B 2 -C 2 D 2
i (m m e
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ct m' appartient & E. Cela contredit la définition de . On conclul
que m = 1.

5. 1l est clair que 0.1 et 2 sont sommes de quatre carrés. D’apriy
la question 4, tout nombre premicr impair égalcment. Le théoreme
de décomposition cn facteurs premiers et la question 1 permettent de
conclure. <J

Voici un erercice sur les sommes de trois carrés.

4.37. Lemme de Davenport-Cassels

Soit n € N, On supposc que n est la somme des carrés de trois
rationnels. Montrer que n est la somme des carrés de trois entiers.
{Ecole normale supérieure)

> Solution.

La propriété est évidente pour n = 0. Nous suppuoserons done n > (),
Nous donnons de ce probléeme une formulation géométrigne : si la sphere
S de R? d’équation 2 + y? + 2% = n passe par un point rationnel, alory
elle passe aussi par un point enticr. Nous raisonnerons par I'absurde et
suppeoserons que S contient un point & coordonnées rationnelles, mais
pas de point & coordonnées entiéres. _

Soit « € QP NS T existe v € Z9 ot d 2 2 tel que a = éu. Nous
supposerons o et # choisis de telle facon que d soit niinimal.

Montrons qu’il existe o’ € Z% tel que |a — o] < 1 (il $’agit de norme
enclidicnue). 81 a = (x,,2), on considere les entiers o, y', 2" les plus
proches de x,y, 2 respectivement. On obtient |x — 2’| < 3 -y < !

2
o 1,1, 1 _ V3
la —a'|| < stat1=3 <L

Puisque « 1 appartiont pas & Z°, « est distinet de @, La droite qui
joint @ & ' coupe la sphére § en «. Elle la vecoupe en point 4, dont nous
allons calcnler les coordonnées.

Il existe A € R tel que a; = a’ + Ala ~a’). On écrit que o) appartient
a5:

1 I
et |z~ 2| < 5 On cn déduit que

n=lla|* = fla'|* + 22’0 — o) + A|la— o).

Une solution de cette équation du second degré est 1, puisque a € S,

12
L’autre est done A = “3”77,‘;:. Examinons |[e—«’[|?; on obtient
— &
. 2 d
la —&/lI* = 1a')|* + flalf* — 2, @) = [la|]* -~ e’ 1) = Til
2
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w

wee dp € N7, puisque ¢ et u sont dans Z2 et 0 < dy < d. puisque
v fla—a'f < 1.

e 2 _
Ow en dédmit A = "] 7: = dleli” = ») ct
[lie — a’jf? dy
d(lje’||? = n) 1
@ = d+ANe-d)=d+ Mf(u = du')
dq i
2
a'll? —n
O L T
d
Il existe done v € Z* tel que a) = !i'u. Par ailleurs, a; apparticnt & S.
o

Maisona 0 < d; < d, ce qui contredil la ininimalité de o, Nous ohtenons
I contradiction sonhaitée, <

4.38. Une équation diophantienne

Soit m € I, « € N avec v = n 22 2. Montrer que 'équation
2 2 .
T N i N S RN

w’a pas de solution entiére autre gque (0,...,0).
{Ecole normale supérieure)

|
|
|
|
|

1> Solution,

Nous allons raisonner par Pabsurde. en utilisant la méthaode de la des-
vente infinie © supposant qw’il existe une solution (... ., z,), différente
de (0, .., 0). nous dénontrerons qu'on peut trouver une autre solution
(1, .., 4m), différente de (0,...,0). telle que gy ++ -y, <2+ - 41,
Le procédé peut &étre réitéré. La somme Ty + -+- 4 r,, (qui apparticnt
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a N, ne pouvant décroitre indéfiniment, cela donnera la contradiction
souhaitée.

S1 {7s, ..., wp) est une solution différente de (0,...,0), on a, pour
tout i € [1,n], =; # 0. On peut sans perte de pénéralit¢ supposer que
11 € -+ € 2. On va chercher une autre solution de I'équation sous la
forme (z1. ..., Tn_ 1. y) et vérilier que ¥ <2 5, Pour que (&, ... .3 _1,y)
soit solution, il faut que y seit racine Jdu polyndme

n—1

P =X Oy L T X+ Z’l,z
=1

On sajt déja que Pentier 2, cst une racine de P. La somme des racines do
ce polyndme Stant a.ry ..z, _y. Uautre racine y est entitre et strictement,

n—1
positive (car le produit des racines est. 3 w?). Comparons-la i 2,1 Le
i=1
calenl de
-1
2 ; g2 § 2
P(l'n—l) = Enp_1—OQl1...T,_2Ln |+ x5
i=1

n—2
1 y 2 2 2
= (m—or T2+ E ry = {n—2)un_,
i=1

n-2
montre que P{w, ) est strictement négatif, car Y 27 < (n — 2a?
i=]

ot x| ... &np_s 2 a >n Onen déduit gque z, | est cntre x, et y. On a
donc y < x,_1 < Tn.

On a obtenu une autre solution {xy,...,2._1.y} de notre équation,
différente de (0, ... .0} vérifiant &)+ -+ +y < T+ +y_ 1+ 25, <

Ce chapitre d’ortthmétique ne pouvail s’achever sans citer le grand
théoréme de Fermat @ pour n 2 3, Déguation 7™ + 4" = z" n'a pas
de solution non triviale dans Z. On lrouwve mention de ce résultat dans
une annolation marginale, écrite dans Uovvrage de Diophante por Fer-
mat, qui déclarait ne pas pouwvoir donner sa preune par mangue de ploce,
On est certain awjourd’hus que Fermal ne ponvart pas en avoir une
démonstrution compléte. Mais le mythe était crée el des généralions de
mathématiciens pendant trots siécles allaient s’évertuer ¢ (e démontrer.
Le Frangais Lamé crut son hewre de gloire arrivée lorsqu’au siécle der-
nter, i en présenta une preyve. Malheureusement, il utilisail implicite-
ment la foctorialité de certains sous-anneaur de C, qut n'est pas toujours
vérifice. De celte erveur furent firés des prolongerncnts gui ont contribué
a4 meltre en place ln theéoric moderne des annenux et des idéair.
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i "est en 1994 que le mathématicien anglats Wiles achevail ce long
dremin dond le bout dtait écladre depuis déji une vingtaine d'années par
lew anancées de Weil.

Lexercice swvant résout ce qu’on appelle le premier cas du théoréme
Ao drrmal pour certaing nombres premiers,

4.39. Théoréme de Sophie Germain (1823)

Soit p nu nombre premier de Sophie Germain, c'est-a-dire un
nombre premier impair tel que ¢ = 2p+1 soit premier. On se propose
i prouver le théoréme de Sophie Germain : il rn'exisie pas de triplet
Leoyoz) € 23 tel que vy 20 [p] et 2P + y* + 27 = 0.

1. On raisonne par {"absurde. On suppose donné dans la suite
an triplet (x,y,2) € Z% tel que 2" + 47 + 27 = O et 2yz £ 0 [p|.
Ylontrer qu'on peut supposer pged(a, y, z) = 1 et qu'alors, x,y, 2

sont premiers entre cux deux a denx.

2. Montrer qu’il existe deux entiers a ot ¢ lels que y + 2 = o
p—1
cb 30 (—2)Pr iRy = oP. Btablir Pexistence de denx entiers b, e tels
k=0
fque 1'+17(4’ et o + 2 = b,
3. Sim € Z w'est pas divisible par ¢, montrer gque m? = 1 [¢].
bin déduire qu'un et un seul des trois euticrs o, , 2 est divisible par g.
Un supposera que cest .
4. Etablir successivemnent les congruences suivantes, toutes mo-

ilulo ¢
Wi —a"=0: a=0; y=P of of =py’ L

Obtenir une contradiction et conclure.
{Ecale normale supérieure)

1+ Solation. -
. > z
1. Soit d = pged{z.y,2), 2’ = 3’ y = g ot ' = d On a alors
My’ 42 =0, pged(a’. . 2') = 1 et bien entendu 2y 2’ # 0 [p]. On

pent done supposer pged(e, g, 2) = L Snpposons alors que pged(z, y) > 1
cl notons pg un diviseur premicr de pged(s. y). Comme po divise «7 4 ¢,
il divise 27 et done z d'aprés le lemnne d'Euclide, ce qui est contradictoire
avee pged(x,y, 2) = 1, Done @ et y sont premicrs entre eux. Le méme
raisonnement s’appliqgue aux autres couples,

p—1
2. Montrons cn raisennant par Pabsurde que y+2 et Z Lk

sont premiers entre eux. Supposons done qu'ils ont 1n codwlscur pre-
inier p. On a classiquement
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p—1
n (v+2) (Z(—z)”_l“ky") =y* + 2P = —aP = (—z)P.

k=0

On en déduit qualors p’> divise —z® et donc que p’ divise z. De plus,
comme y = —z {p']l,ona

p-1 p—1
Y (P =Y = =0 (),
k=0 k=0

c'est-a-dire que p’ divise py© ). Par k lemme de Gauss, soit p/[p, c’est-
a-dire p’ = p, et dans ce cas p divise x, ce qui est exclu par hypothése,
soit p’ divise ' et divise donc y. Mais alors, z et y ne sont pas premiers
entre cux : nouvelle comradjction

Ainsi, y+z et E( —2)P~1-ky* sont premiers entre eux et de 'égalité
(1) ci-desns, on dudmt I'exdstence de deux entiers a et a tels que

p—1
y+z=a® e Y (2P ' FyF=af
k=0

{Si le produit de denux enticrs 4 el v premicrs entre cux est une puissance
k-iéme, alors u ot sont tons les denx des puissances k-iémes comie nous
Favous prouve: i Lexercice 4.22).

Par symdétrie, on pronve de méme qu'il existc deux entiers b, ¢ tels
quer+y=el zt+z=0

3. Soit m un cntier non divisible par ¢. Par lc petit théoréme de
Fermat, ou sait que m9~! = 1 [g], ce qui donune {mP)? = 1 [g] et donc,
comme ¢ est premier, m? =1 [g] ou m? = —1 |g] (Z/qZ est un corps).

Supposons par P'absurde qu’aucun des trois centiers @, y, z n'est di-
visible par ¢. Alors on a af = *1, y? = 1 ct z¥ = +1 modulo g et
cn sommant, on obticnt que P + y* + z” est congru & 3, 1, —1 ou -3
modulo g (selon le nombre de signe +). C'est absurde (¢ar ¢ > 5). Donc
I'un des trois entiers est divisible par ¢. On peut évidemment supposer
sans perte de généralité que c’est x. Alors on a yz # 0 [g], puisque z,y. z
sont deux & deux premiers entre eux.

. Toutes les congruences suivantes sont modulo ¢. On sait d’aprés
la question 2 que y+z=af, z+y=cP et z + 2z = H. 1| en résulte
que ¥+ —a? = 2x = 0. On a évidemment y = ¢ puisque £ = 0.
Par ailleurs, g ne divise pas y, donc pne divive pas c. Il en résulte que

= +1. De la méme maniére, on obtient z = 1. Si maintenant g ne
divise pas a, on a a? = +1. Mais alors ¢ + b® — a” est congru a 3,1, -1
ou —3 modulo g, ce qui est impossible (car ¢ divisc ¢® + - aP). On
conclut que ¢ divise a
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lRegardons maintenant o®. Sachant que y+ 2 = oP =0, on en déduit
e
p—1

ap:Z( zp—lkkfi pl

k=0
Nous avons montré que y = +1. Il s'en suit que o = p(—1)P~" = p (car
p | est pair). C'est absurde puisque, d’aprés la question 3, une puissance
j wne est congrue & 0, —1 ou 1 modulo g, Nous aboutissons dans tous
s cas & une contradiction, Il ne peut exister de triplet (z,, 2) € Z3 tel
meryz Z0plet ¥ +yP + 2P =0, <«

Sophie Germain (1776-1851) est quasiment la seule femme mathé-
malicienne de son temps. Elle suivit les cours de U'Ecole polytechnique
par correspondance car les femmes n'y étaient pas admises et c’est sous
le psendonyme masculin de Mourice Leblanc qu’elle écrivit o Gauss pour
Ini faire part de ses découveries arithmétigues. C’est dans celte corres-
ponidance gu’apparait le théoréme ci-dessus. Le plus grand nombre pre-
mer de Sophie Germain connw en 2001 est 109433307 x 256152 _ 1 ot 4/
comporte 20013 chiffres. On conjecture qu'il en eriste une infinité.



Chapitre 5

Polynomes

La théorie des dgquations polynomiales, qui précéde de loin lo défini-
ton formelle des polyndmes, a €t€ le propos essentiel de 'algébre jusqu’au
X1xX¢ siécle, Elle est a Uorigine de nombreuses notions : corps, nombres
algébrigues... Son développement est lié aux extensions successives de
la notion de nombre ; introduction des nombres négatifs, des nombres
irrationnels, puis des nombres complezes.

Des la plus haute Antiguité, on rencontre des exemples de résolutions
d'équations. Les Babyloniens savent résoudre Udquation du second degré
¢t les Grecs en font la base méme de leur géoméirie,

Apres UAntiquite, d faudre atfendre le XVI® siécle pour que des
progrés substantiels epparaissent, dus ¢ ['école wtalienne. Scvipione del
Ferro, Tartaghia et Cardan apportent lo solution de 'équation du troi-
sieme degré. L'équation générale est ramenéde & la forme réduite 2° +
pz + g =0, dont une solution s’écrit

2 3 2 3
3 g g P il g q P
T =A== =+ = — 2 =
s VT T TN 2 VTt
¢ P
Cetie solution souléve des difficultés : si Tt % est négatif, cas ou

Udquation a des rucines — on le sait depuis Archimede — on ne peut
pas calculer v. Pour lever la difficulié, Cardan introduit timidement de
nouveaur nombres, «impossiblesy ou «imaginairess. Ferrari et Bombelli
resolvent 'équation du quatriéme degré.

Grace @ l'éeole italienne, la théorie géndrale des équations ulgébrigues
se précise. L'équation €tant mise sous la forme P(x) = 0, on prend
conscience de Uimportance du degré de P pour le nombre de solutions,
On découvre que si a est une racine de P, on peul factoriser par  — a.
Les relations entre les coefficients et les fonctions symnétriques des ra-
cines d'un polynéme apparaisseni che: Viete (1540-1603), mais c’est
Girard qui en 1529 leur donne toute lewr extension. Suivi par Newton,
il exprime les sommes des puissances des racines en fonction des coef-
ficients. L’étude des fonctions symetriques des rucines va se développer
ay XVII® siecle avec Waring et au X1X*° siécle avec Cauchy.

Au XvIt® siécle. la majorité des mathématiciens est conuaincue
qu une éguation de deqré n posséde n racines, celles-ci poyvant ne pas
étre réelles, mais i fout attendre d’Alembert pour trouver en 1724 une
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définition précise des nombres complexes (sous la forme a + v/ —1b). En
1799, Gauss fournit plusieurs preuves rigoureuses du «théoréme fordn-
mental de Ualgébrey ou «théoréme de d’Alembert-Caussy .

Des progres sont réalisés égulement dans U'c¢tude du nombre de racines
réelles, et de leur signe. En 1637, Descartes énonce la régle qui porte son
nom sur le nombre de racines positives d’un polyndme. On trouve dans
I'Algebre de Rolle (1690), lo propridte suivante : entre deux solutions
de Uéquation Plx} = 0. i existe aw moins une solution de équation
P'(x) = 0. C'est Sturm. qui formule, en 1829, les résultats les plus précis
sur le nombre de racines réelles d'un polyndme.

Apres les succés de Uécole ttalienne au Xv1® siécle, les mathémati-
ciens se sont attachés & trouver des formules analogres pour les deqrés
suivants. Les véflexions sur cette question premnent un tour nouvedy
avee les traveuwr de Lagrange (1771), qui étudie les permutotions des
racines dune équation laissant dnwvariantes certammes fonctions de ces
rucines. Ces idées sont approfondies par Cauchy et Ruffini. Abel donne
une démonstrotion rigoureuse de tmpossibilité de résoudre par radicaus
Uégquation générale de degré 5 en 1829, Enfin, en introduisant la notion
de groupe, Galeis énonce la condition génfrale a laguelle satisfait toute
dquation rdsoluble par radicaur (1851).

Lo distinction entre les nombres algébriques, rocines d'un polynome
a coeflicients entiers, et les nulres qu'on nomme transcendants, date
du xvi© siécle, mads il faut ottendre 1844 pour que Liouville démpnire
Vezistence de nombres franscendents et plus longtemps encore pour que
sott démontrée lo transcendance de ¢ (par Hermite en 1872) et celle de
7 {par Lindemann en 1882).

Quant @ la définition formelle des polyndmes et a Uétude de leur
structure, elles chemineront fout au long du X1X° siéele au rythme lent di
processus d’artomatisation de Unlgébre : par cremple, Dedekind infroduit
la netion de corps et définit les idéaur vers 1870.

Les cours modernes remontent Uhistoire @ Uenvers el commencent
presque toujonrs par introduire les polyndmes en tant qu’objet formel.
Suivant cet usage, les premiers erercices concerncent les polyndmes for-
mels ef la structure d’algebre gue {'on oblient.

5.1. Egalité polynomiale

Dans quels corps a-t-on X' =X?4+1 = (X* - 5X+1)(X*+-5X+1) 7
(Ecole polytechnique)

£ Solution.
En développant, on obtient
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(X2 —5X + I)X2 565X+ 1) = X" —23X* + 1.

l{emarquons que si K est un corps qui convient, les polynémes en ques-
Lion sont dans Kg[X], Kg éiant le sous-corps premier de K, autrement
dil 1e plus petit sous-corps de K. On sait que K est isomorphe & Q (si
K est de caractéristique nulle) ou a Z/pZ (si K est. de caractéristique p,
avee P preitiier).

Fn caractéristique nulle, 23 # 1, donc K est de caractéristique p pre-
tier et on doit avoir 23 = 1 {mod p}. Cela arrive uniguement pour p — 2
vlop— 11.

Réciproquement, dans tout corps de caractéristique 2 ou 11, 23 = 1
ol Tégalité X* — X2 41 = (X? — 5X + 1)(X? + 5X + 1) est vérifide.

Conclusion. Tes corps de caractéristique 2 ou 11 sont les seuls corps
repondant au probléme. <

5.2, Une sous-algébre de R[X]

Soit A la sous-algebre de R{X] engendrée par X? ot X*. Montrer
que A n'est pas isomorphe & R[X].
(Ecole normale supérieure)

| - Solution.
e Pour commencer, explicitons la sous-algtbre A, Pour tout entier
& .
i =2, A contient X*, car on peut éerire, si k est pair, X¥ = (X¥}? et si
£ 2
2

i est impair, X*¥ = X3 (X¥) 2 . Comme A est une sous-algébre de R[X],
clle contient I'unité de R[X] et done R. Ainsi A contient Y‘;ﬁt(xk)'

Mais il est clair que \Ii(;églt(Xk) est une sous-algebre de R[X] qui

contient X2 et X%, En effet, ¢’cst par définition un sous-cspace vecto-
riel, qui conticnt 1 el qui est stable pour la multiplication, car pour
lout{k,£) € (N\{1}H? on a X*X¢ = X5 et k+ £ € N\ {1}. Cest
done Al

¢ 80it, ¢ un morphisme ¢’algebres de R[X] dans A. Tl est déterminé de
maniére unique par la donnée de P = ®(X). On a, pour tout Q € R[X],
b(Q) = Qo P et en particulier, deg®(Q) = degPdegQ. Si @ était
sarjective, degP diviserait & la fois 2 et 3 puisque X? ¢t X¥ seraient
dans image. Nécessairement deg P vaudrait 1 cc qui est exclu pour un
polyndéme de A.

Le morphisme & ne peut pas étre un isomorphisme de R[X] sur A,

Conclusion. A n'est pas isomorphe & R[X]. <

On remarque cependant gue A et R[X] ont méme corps de fractions.

On peut aussi démontrer que A n'est pas factoriel, donc n'est pas
principal (cf. exercice 3.10), ce qui fournit une aubre solution de ['ewer-
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cice. En effet, supposons A factoriel. On se rappelle gue X n'est pas
dans A. On cn déduit que X2 et X3 sont irvéductibles {car un diviseur
d’un élément dans A est encore un diviseur dans R[X]). On écrit alors

(XB)E — (XZ)J

On remarque que X* divise le c6té droit de 1'égalité et est premier avec
X3, donc avec son carré, ce qui fournit lo contradiction voulue.

Les exercices suivants ont pour théme cominun les propriétés arith-
métiques de Dannean K[X]| ot K est un corps. Comme Z, it s’agit d’un
annequ enclidien. Cele explique qu'on y dispose des résultats fondamen-
taug : principalité, théorémes de Bezout et de Gauss, décomposition en
produit de polynémes érréductibles...

Lorsque le covps de base est C, les irréductibles de C[X] sont ley
polyndmes de degré 1, et les problémes de divisibilité sont trés simplifiés
comme le montrent les trots exercices susvants.

5.3. Condition de divisibilité (1)

Soit a,bh deux réels strictement positifs, Quels sont les entiers
nagurels 7 tels que X — (a* + b?) divise X*7 — (o +b7)?
(Ecole Polytechnique)

> Solution.

Il faut et il suffit que =v/a? + b? soicnt racines de X*" — (a™ + b™)?
ce qui donne (a® + b?)" = {a™ + b™)?. Visiblement » = 2 convient mais
pas G et 1.

Soit p= va?4+bl et ¥ ¢ }0, g [ tel que @ + ib = pe*®. En divisant
par p?" et en prenant la racine carrée, on obtient, 1 = cos” 8 + sin™ 6,
Sin>2 onacos™d+sin" 8 < cog?d +sin®d = 1, puisque sin 9 et cosd
appartiennent a |0, 1[.

Conclusion. La senle solution est n = 2. <

5.4, Condition de divisibilité (2)

Donner une condition nécessaire et suffisante sur p et g dans C
pour que X% + X* + 1 divise X*™ 4 pX*™ + ¢ olt m € N* est fixé.
{(Ecole polytechnique)

> Solution.
Le complexe w est racine du polynome P = X8 £ X* 41 sj et seulement
si w? est racine de X2 + X + 1, ¢’est-a-dire si w® = j ou 5. Les racines de
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i* sont donc simples : Il s’agit des racines quatriémes de j et des racines
quatriemes de j. 11 en résulte que P divise Q = X3 4 pX'™ 4 ¢ st et
senlement si toute racine w de P est racine de Q. Or si w est racine de P,
oL a

T . 7.2 e
Q) = W™ +p(w")™ +g= " +pi™ +qoui +pi +7.
La condition nécessaire et suffisante pour que P divise Q est donc

P g = g =0,
Deux cas se présentent :

_® 5i 3 divise m., alors 7 =

|+ q+1=0]

=TIt

= 1 ct la condition cherchée cst

n

. S —=3m —m
s Sim n'est pas divisible par 3, alors {527 +p7 +49.5 +pj +q}
est égal A {72+ pj+q. j+ it +q}. Onobtient j2+pj+q =F+pi®+q =0
¢t on frouve finalement la condition . <

5.5, Condition pour que (P’)? divise P

1. Trouver les polynémes P e C[X] tels qu'existent p, g dans N*
tels que (P17 divise P9,
2. Meéme question dans K[X], ot K est un corps quelcongue de
caractéristique nulle.
(Ecole normale supérieure)

| - Solution.
1. Excepté le polynudre nul, tes constantcs ne sonf pas solution. On
suppose dans la suite que n = degP 2z 1. On peut aussi supposer P

unitaire et 'écrire sous la forme P = H {X —2)% o1 zy, ..., 2z sont des
i=1
complexes deux & denx distincts. On a alors

k
o HQ(X H _ 21 rl,fl’
i=1

ot Q est un polynome unitaire de degré k — 1 ne s’annulant en aucun z;.
L’hypothése implique que toute racime de P’ est racine de P. Cela
impose Q = 1 done b = Let P = (X — z,}*. Récipraquement, tous les
polynomes A(X — z1)" sant solutions.
2. La encore. on peut supposer que P est unitaire de degré n > 1.
Ou le décompose en
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i
p=]]Ps.

i=1
ol Py...., P sont des polynémes irréductibles unitaires distinets et
iy, ooy des entiers naturels non rols, Si R est un polyndme irreducti-
ble qui divise P’. alors R divise P7 ot donc PY. Etant irréductible. il
divise P. Les diviscurs irréductibles de P’ sont donc parmi Py...., Pg.
On va déterminer pour chaque P, son exposant dans Y.

Oua P =P;"Q;. ol Q; cst prewier avee P, On en déduit gque

P'=a, Py 'PIQy + P Q) = PO T (0 PIQ, + P,

Ceci mountre que P! divise P/, Montrons que P ne divise pas P
Pour gne P§* divise P/, il faudrait que P; divise PLQ;. Le corps K étant
de caractéristique nmlle, on a deg 1Y) = deg P, — 1. Ainsi P; ne divise pas
PL. et puisgn’il est. irrdduetible. il est premicy avee P est anssi premier
avee Q) par hypothése, done premior avec le produit P;Q; ¢ il ne divise
pas PLQ; et dome P ne divise pas D'

ki
Ainsi P’ éerit PY = n [[ PYO 1. Notons d; 1o degré de D;. Ou a alors
. =1 N
no=degP =Y aidi,etn -1 =degP’ = Y (o, — Ujdi. On en déduit
%1 i=1
ki
que Y, = B Chague Py étant irréductible done de degré d; > 1, on en
i=|
dédnit que B — 1 et dy = 1. Le polynome Py étant. de degré 1 el unitaire,
il existe z; € K tel que Py = X — 11 ot done P = (X — 2. Ou trouve
dote le méme vésultat que dans C[X]. g

Les crercices ci-aprés concernent des équations dans Uannean C[X].

5.6. Une éguation fonctionnelle (1)

Tronver los P € R[X] tels que P(X) = P(1 = X).
(Ecole Polytechnique)

L~ Solution,
Soit. P un polyuome solution. Si  est une racine (complexe) de P,

. - s 1
alors 1 — v est aussi racine de P. Si o est différent de 5y 0na 1-w#a,
et P est divisible par le polynome

(X —a) (X140 =X2_X+a(l -a)

tonn peat noter que tout polynéme de 1a forme X* — X+ A est solution du
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problétne). Notons alors Q) le quotient : P(X) = (X% - X+a{l -a))Q(X).
ston compose cette identité par 1 — X, on obtient que Q(1 — X) = Q(X).
O peut itérer argument précédent avec Q. On en déduit que P a la

turme snivante ¢
P

P=R(X) [[(X*~ X+,
=1
o les A; sont des complexes et ot R est un polyndme dont la seule racine
1 . s
complexe est 5 On peut bien entendu snpposer P (et done R) unitaire,
1

k
Onéerit R = (X— 3 ) . 51 on calenle R{1 — X} nn voit que P est solution si

. . 1y o Ly«
of sewlement si k est pair. On peut noter que (X _ §) = (X‘ - X4+ Z) .

On pent done conclure que les polyndmes unitaires de C{X] solutions sont
cenx qui s"éerivent sous la forme

P= 10 - X 4,

i=1

onn les g sont des complexes pas forcément distincts. Pour obtenir les
solntions de R[X] 1l suffit de regarder a quelle condition in polynime de
Ly forme ci-dessns est & coethicients réels, Cela a lieu si et seulement s
Fensetble des gy non réels (pris avee multiplicité) est stable par couju-
raisorn, <

De Uezercice suivant, nous donmnons une solution élémentaire foi-
sant mtervenir presque fous les aspects des polyndmes : dévivation.
ronsuderations arithmetigues, ralcul des cosfficients... Nous trouuscrons
wrte auire solution. plus éclaironte, de cette équation dans le chapitre
3 (volr Uerercice 3.14). ou elle sera interprétée comme lu recherche
d'unités dans une extension quadratique de Uanneau C[X].

5.7. Une équation fonctiounelle (2)

Trouver les conples (P, Q) € CIXJ? tels que P? = 1+ (X* - Q%
{Ecole polytechnique)

> Solution.
¢ On commence par une analyse et on se donne une solution (P, Q).
Si Q = 0, on obtient P = +1. On suppuosera dans la suite Q non
nul. Dans ce cas, on a n = degP = 1 et deg(l — P?) = 2n de sorte
gque 242 deg(Q) = 20, we. deg{QQ) = n— ). Siaest le coefficient. dominant
de P et & celui de Q. le caeflicient de X2 dans P24 (1 - X?)Q? est o — 1.
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On a done 6 = £b. Observons que (—P,Q), (P, —Q) et (—P.—Q) sont
ericore des couples solntions et que P ot (Q sont premiers cntre eux par
le théoreme de Bezout.

En dérivant la relation on obtient

2PP - 2X()% 4 2(1 - XHQQ = 0.

Il en résulte que QPP ¢t comme P ot () sont premiers entre cux, le
théortme de Gauss nous permet Jd'affivmer que QP Ces deux polyndmes
{tant de méme degré, ils sont associés. Et, an vu des cocflicients domi-
nants, oh a soit P’ = nQ, soit P! = —n(Q}.

Dans les deux cas, on obticnt n2QQ' = P'P” ot n?Q? = P'°. En
remplagant dans la relation obtenue plus haut multipliée par »?, on cn
dédurt que

201 - X2P'P” — 2XP”* + 207PP = 0.

Eun simplifiant par 2P < 0, on obtient Péquation différentielle vérifide
par P
(E.,) 2P — XP' 4 (1 X3HPY =0,

Cherchons P sous la forme ap + a1 X + -+ + 4, X", Aprés un petit
caleul, on voil que V'équation différenticlle (E,,) équivaut aux relations
sulvantes sur les coefficients de P

{#) pas de conlrainte sur a, |
{#) tiy -y =0
i L - . k°—n?
(i5) pour tout k £ [0,n ~ 2]. agez = mak.

11 en résulte que tous les coeflicients dindice e parité opposce  celle
de n sont nuls (cest-a-dire que P oa la parité de n). Pour les autres on
obticnt

fp 2k = On

(—l)kn(n—k—])!:a (-1 »n ok
46k (n — 2k)! LT "Rt

Pour towt n = 1, il exisie donc nn unique polynéme de degré n,
nnitaire, solntion de Péquation différentielle (¥,). Notons-le A, Ses co-
cflicierits sont dounés en prenant @, = | dans les formules ci-dessus.
11 résulte alors de cetle analyse, gque (P. Q) doit étre l'un des couples
(rAp, %QA,'R) ol £ = +1 et olt & st un nombre complexe non nul quel-
corque.

* Synthese : soit P = aA,, avec o complexe non mul et () = %P’ {on
peut se limiter & étudier le cas £ = 1). Déterurinons les valeurs de o pour
lesquelles le couple (P Q) est effoectivernent solution. On va essayer de re-

monter les implicatyons faites lors de 'analyse. En multipliant 1'équation
(E,} par 2P', on obtient [n2P2) = [(X? — 1)P?). Ainsi, il exisle une
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costante complexe ¢ telle que n?P? + (1 — X2)P? = e On aimcrait
avoir ¢ = n?, Or pour caleuler e, il suffit de regarder Ja valeur en 0 du
polynome de gauche : ¢ = n2P(0)? + P'(0)? = n2a®A, ()2 + o2 AL (0)2.
Distinguons suivant la parité de n.

% Si n = 2p est pair, le terme de degré 1 de A, ost nul et done
AL0) = 0. De plus, en faisant n = 2p et & = p dans les formules
preécedenles, an obtient

(=DPRp)(p— 1) _ (=1
AL 0) = 4p7))! ) o

IFyv a donc exacternent deux valeurs de o, & savoir £27% qui conviennent.
* 51 n = 2p+ 1 est impair, cette fois on obtient A, (0) = 0 et

no.

ALL0) = (—1)? — . Ici encore, on trouve o = +27-1,
/ 4?
50 conclusion, les conples solutions de I'éguation sont (41, 0) et Jes
_ 211—[

comples (2277 1A L+
Ces polynomes sont bien connus. Le lectenr aura peut-étre reconne
Peguation différentielle verifice par le n-iéme polynome de Lehebychey

. . - 27!,-- |
de premitre espéce Ty On g en foit T, = 7 1A, et Up_y = Al

A7), n = L1l s'agit de polyndmes réels. <

n:
t

aie U,y est le n-iéme polyndme de Tchebychev de seconde espéce, Cles

polyngmes seront étudiés dans les exercices 5.41 et 5.42.

On ne mangquera pas de rapprocker le théoréme de Liouville ci-aprés
Jdu grand théaréme de Fermat,

5.8. Un théoréme de Liouville (1879)

Soit n € N, n 2 3. Montret qu'il n'existe pas de polyndmes
P, Q.R de C[X] tels que P* + Q" + R™ = ( sans que P, Q et R
solent. tous égaux, 4 une constante multiplicative prés, a un méme
polynome,

(Ecole normale supérieure)

I Solution.
Notons E I'ensemble des triplets (P, Q, R) € C[X]* vérifiant

P Q"+ R = 0. (1)

(ousidérons un triplet non nul (P, Q, R) de E. Quitte & diviser P, Q, R
par leur pged, on peut égalemeut supposer que pged(P, Q.R) = 1. 1
apparait alors que P QL R sont detx i deux premiers cntre enx. En effet,
w1 Py oest un diviseur irréductible de P ot Q, Po divise P? + Q™ = - R"®
ob done P divise IR d’apres e lemine d'Euclide. I en est de méme pour
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les deux autres cas. Le probléme se rameéne alors a montrer que P, Q, R
sont des polyndmes constants.

Suppaosons, sans perte de généralité, que deg(R) < deg(Q) < deg(P).

n
Observons que si R est constant, P* 4+ Q" = [J (P — &:.Q) lest aussi,
k=1

&1, ..., &, étant les racines n-igmes de —1. Donc les P — £, Q sont tous
coustants et ou en déduit que P et () sout constants.

Supposons donc par 'absurde que deg R = 1. En dérivant la rela-
tion (1} et en simplifiant par n, il vient

Pn—lpt + Qn—lQ! + Rn—lR.' — O (2)
En multipliant {1} par R/, {2) par R et en faisant la différence, on obtient :
P*~HPR' — P'R) = Q"1 ('R — QR}.

Les polyntmes P et () étant premiers entre eux, on déduit du théoréme
de Gauss que P?~! divise 'R — QR’. Le polynéme QR’ — Q'R n’est
pas nul, sinon la fraction R avralt une dérivée nulle, elle serait done

constante et (3 et R seraient proportionnels, ce gui est impossible car ily
sont premiers entre eux et de degré = 1. En regardant les degrés on en
déduit que

(n - 1}degP £ max(deg(Q'R), deg(QR')) =degQ +degR — 1
< 2deg(P) -1,

ce qui est absurde car n = 3.

Conclusion. E est ensemble des triplets (aP, bP, eP} oit P € C[X] et
oll (e, b, c} est un triplet de complexes vérifiant o™ 4- ™ 4 ¢ = 0. <

Dans le langage de la géomélrie algébrigue, le résultat de Dexercice
montre que la courbe algébrigue X™ + Y™ = 1 w'est pas unicursale’,
¢'est-a-dire n'admet pas de paramétrisation rationnelle, pourn 2 3. En
revanche, le cercle est une courbe unicursale et pour n = 2, Péquation
des solutions non triviales, par ezemple (1 — X2)? 4 (2X)? = (1 + X?)2,

5.9. Théoréme de Mason (1984)

1. Soit A B, C trois polynémes de C[X], non constants, premiers
entre eux dans leur ensemble et tels que A+ B = C. Soit m le nombre
de racines complexes distinctes de ABC.

1. PERRIN (D.}, Géoméirie algébrique, une introduction, Saveirs actuels, Tn-
terEditions/CNRS Editions, 1995, p. 1-5.
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I ] } !
Montrer que A(K — %) =B (% - %) .
En déduire que max(deg A, deg B, deg C) < m.
2. Retrouver le résultat de l'exercice précédent.,

(Ecole normale supérieure)

|- Solution. ) )
1. La relation A + B = C conduit & % = ‘i\iﬁ qui s’écrit encore

A C B
A(K‘é)—B(E‘ﬁ)'

Décomposons en éléments simples ces différentes fractions rationnelles.
i.es polynomes A, B, C sont deux a deux premiers entre eux, car si deux
de ces polynbmes ont une racine commure z, celle-ci est aussi racine du
Lroisitme, car A + B = C| et X — z divise pged(A, B, C). Posons

A ne

A=a][(X-a)> B= ,GH —b)H C=A[(X-
=1

i=1

olt les a;, b;, ¢; sont les racines distinctes de A B, C, respectivement, On
a done m = na + ng 4 ne. On obtient alors

B’ B )@1 ol B ne ¥
A Z X—a; gm;}{—bi’ Eiiz::lX—ci
Le polyndme U = ﬁ (X - az) —bs) H (X —¢;) est un dénomina-

i=1 1= 1

leur commun A ces trois fractions. Il existe donc deux polynimes non
Af (ol P C.' B Q

nals P et Q tels que X G0 et T B0 De plus, les

degrés de P et () sont majorés par degU — 1 = m — 1 car les fractions
sont de degré —1. De I'égalité AP = BQ, démountrée plus haut, on déduit,
puisque A et B sont premiers entre eux, que A divise 3 et B divise P, 11
on résulte que deg A < m — 1 et deg(B) < m — 1. Cela vaut aussi pour
C = A 4+ B. On obtient finalement max(deg A, deg B, degC) < m — 1.

2. Soit (P, Q,R) un triplet non nul de polyndmes premiers entre eux
vérifiant P + Q" + R" = (. On a vu dans Pexercice précédent que, si
'un des trois polyndomes est constant, les deux autres le sont aussi. Dans
le cas contraire, le théoréme de Mason conduit &

nmax(deg P, deg Q, deg R) < m < deg(PQR),

et
nmax(deg P, deg Q. deg R) < 3max(deg P, deg Q, deg R).
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C'est impossible sin 2 3. <

L analogue du théoréme de Mason pour les entiers aurait d’impor-
tantes applications en erithmétigue @ il s’agit de la conjecture abe, for-
mulée par Masser et Qesterlé®.

Le résultant donne une condition portont sur les coefficients de deux
polynomes pour qu’ils soient prenviers entre eus.

5.10. Résultant de deux polyndmes

Soit F et G deux polynémes non constants & coefficients com-
plexes de degrés respectifs n et m.
1. On considére

Cm_l[X} X Cn_l[X] s Cn+m—1[X]
D (U, V) s UF + VG

Montrer que @ est bien définie, qu’elle est linéaire, et donner une
condition nécessaire et suffisante pour qu’elle soif. injective. Ecrire
la matrice de & dans les bases canoniques.

Le déterminant de cette matrice, noté Res(F,G), est appelé
résultant des polynomes F et G.

2. Soit T' = {(F(t),G(t)) € C% t ¢ C). Btablir l'existence
de R € C[X, Y] tel que, pour tout (z.y) € C?

(z,) €T <= R(z,y)=0.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. e Tout d’abord @ est bien définje : si (U, V) € Cp, 1 [X|xCp_, [X],
onadeglUF €< m—-14+netdegVG € n—1+m dod 'on déduit
deg(UF + VG) £ m +n — 1. Ensuite @ est clairement linéaire.

Supposons P injective. Alors € est surjective, car

dim (Cr 1 [X] x Cp 4 [X]) =m + 1 = dmCypm_1 [X]

et il existe (U, V) € Cpmy [X] x Cp_1[X] tel gune UF + VG = d(U, V) =1

donc, d’aprés le théoreme de Bezout, F et G sont premiers entre eux.
Réciproguement, supposons que F et G sont premiers entre eux et

considérons (U, V) dans Ker ®. On obtient UF = —VG donce F divise VG.

2. Pour I'énoncé de cette conjecturc nous renvoyons le lecteur intéressé & LANG (3.),
Algebra. Addison-Wesley, 3° éd., 1993, p. 194-199 ou au chapitre 5 de NATHANSON
(M.B.), Blewmentary Methods in Number Theory, GTM 105, Springer-Verlag, 2000).
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('omme F est premier avec G, le lemme de Gauss assure que F divise V.
"'iisque deg V << deg F, on conclut que ¥V = 0. De méme, U = 0. Donc
I cst injective.

On conclut que P est injective si, et seulement si, F et G sont premiers
enfre eux, ou encore, puisque C est algébriquement clos si, et seulement
s, F et G n'ont atlcune racine comrnune.

o I] s’agit de prendre dans I'espace vectoriel C,, [X] x C,_1[X] la
hase (Ei)ogigntm 1 o0 E; vaut (X4,0) sl 0 < i < m — Let (0.X5™)
st 2 m.e Sur C,p -1 [X], it s'agit de la base (1,X,X2,...,X"tm 1),
SiF=a, X"+ -+ X +aget G=5b,X"+--- 4+, X+ by, la matrice
de: @ dans ces bases est alors

ag 0 ... 0 bp O ............ 0
a1 o b1 bo
az  ar - 0
ap b
a1 b
0 b L0
n_1 : 0o o0 . b bo
On  Gn-1 @n_ms1 0 0 by
0 an 0 Q
0 . : S o
0 0 ... an T 1 0 bn

Le résultant de I et G, Res(F, 3), est nul si, et seulement si, F et G ont
une racine cominune. Le discriminant de F est le résultant de F et F/. 1
st mul si, et seulement si, F a une racine double. Si F = ¢X? 4+ bX + ¢,
on trouve Res(F,F') = a(dac — b*) et si F = X3 4 pX + q. on obtient
Res(F, F') = 4p® + 27¢°.

2. Soit (z,y) € C2. Dire que (x,y) € I équivant a dire qu’il existe
t € Ctel que F(t) = x et G(t) = y. Cela signifie que F — r et G — y ont
une racine commune ce qui donne & 'aide du résultant

(r,y) € I' == Res(F ~x,G — y) = 0.

On définit R(X, Y) comme étant le déterminant
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ag-X 0 ... 0 bh—Y 0O ... 0
a;  ay— X L3 bo—Y
az aL 0 : ‘
ay — X b
1 b
0 bra 0
Gumt S 0 0o by by —Y
in [ U _imi ] 0 0 b
0 Qn, 0 0
0 . : : : . :
] L 0 o ... 0 b

OnaReCX.Y]ct (z,9) €T == R(z,y) =0. <

On peut définir de la méme maniére le résultant de deur polyndmes
de K[X] pour un corps K quelcongue. Si K nlest pas algébriquement clos,
Vunnulation. du discrinanant n'est pas wne condition suffisante d eris-
tence d'une racine double pour les polynomes de degré z 4. Pour K = R
et T = X%+ pX +g, F posséde trois racines réelles si et seulernent si son
diseriminuat 4p° + 27¢% est négatif ou nul.

Bienw gu’il y soit question de racines, les arguments arithmétiques sonl
cssentiels dans 'exzercice suivant.

5.11. Caractérisation d’un polynéme par les antécédents de deux
points distincts

Soit P et Q deux polynémes non constants de C[X] tels que
I'ensemnble des racines de P (resp. P — 1) soit égal a 'enseinble des

racines de Q (resp. Q — 1). Montrer que PP = Q.
{Ecole polytechnique)

> Solution.

® 51 P et () sont des polyndmes, on notera Z(P) Penseinble des racines
dePet PAQlepgedde Pet Q. Soitn=degP 2 letm=degQ = 1.
Ou suppose sans perte de généralité que n 2 m et on pose R =P — Q.
On a degR < n et on va prouver que R est nul en montrant qu’il a plus
de 1 + 1 racines.

e Par hypothese, R s’annule sur Z(P) et sur Z(P — 1), ensembles
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cvidemment disjoints. Déterminons le cardinal de ces ensembles. Le
nombre de racines distinctes de P est égal & deg P —deg(P AP, En effet,

P
A=A H(X — z;)". an les z; sont deux a deux distincts, on obtient

izl

¥z
Pl = [T{X — z)™ ! et deg{(PAP) = (my— D)+ +(n, —1) = n—p.

i=1

e On a donc
Card(Z{P)) = n —deg(PAP) et
Card(Z(P — 1)) = deg(P — 1) - deg({(P - ) A (P — 1))
=n —deg((P-1)AP".

Mais comme P et P — 1 sont premiers entre enx, (P —1)AP ct PA P
it denx diviseurs premicrs entre eux de P'. En particulier, on a

deg{{(P —1)AP) +deg(PADP )Y <n — 1.
Il en résulte quo
Card{Z(R)) = 2n—deg(PAP) —deg{(P-1IAD) 22n—(n-1) = n+ 1.

M a done R =0, ce qu’il fallait démontrer. <

Bien entendu, on peut remplacer 0 et 1 par dewr compleses distinets
a ot b quelrongues © un polyndme non constant P € C[X] est uniguement
dilermané st on connuit les antécédents de a et de b pur P (ie, les racines
e P —a etde P—b)

Les deuwr exercices suivants wlilisent encore le fait que le nombre de
rucines complezes distinctes de P € C[X] est égal ¢ deg P — deg(P APY).

5.12. Tmage réciproque d’une partie finie par un polyndme

Soit P < C[X] non constant et B nn sous-ensemble fini de €.
Montrer que [P7H(E}| 2 (|E| — 1)degP + L.
{Ecole Polytechnique)

| Solution.

o1 w € € le nombre d'antéeédents de w par P est le nombre de
racines distinctes de P{X) —w. Ce nombre vant deg P — deg{P —w) AT,
Notons . ... w0y les éléments de E (avec + — |E]). On a done

I HE) = Z(dog P-deg({P—w)APY)) =r deg P—z deg({P—w,)AP")

i=1 [
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Or, les polynémes P — w; sont deux & deux premiers entre eux (ils
n’ont aucune racine commune). Il en est donc de méme des polyndmes
pged(P — w;, P’)) et comme ils divisent tous P, leur produit aussi. Par
conséquent, il vient

™ ™
> deg((P ~ wi) AP) =deg [J((P — ws) AP') < deg P’ = degP ~ 1,

i=1 i=1

et [P71(E)| > |E|degP — deg P + 1 ce qui est le résultat voulu. <

5.13. Sur le nombre d’antécédents d’un point par un polynome

Soit P € C[X] de degré d > 1. On note n(z) le nombre de racines

de I'équation P(x) == 2. Donner une expression de Y_ (d - n(z)).
z€C

(Ecole Polytechnique)

> Solution.
Cet exercice utilise encore la formule

n(z) = d — deg((P — 2) AP').

La somime considérée a lair infinie, mais il n’y a en fait qu'un nombre
fini de nombres complexes z tels que d — n(z) soit non mul (z doit étre
limage par P d’une racine de P’ sans quoi P — z et I sont premiers
entre eux). Notons ui,...,u, les racines distinctes de P’ et n; l'ordre
de nmltiplicité de u;. Supposons dans un premier temps que les nombres
complexes P(u;) sont deux & deux distincts. Dans ce cas, on a pour tout 4,
(P—P(u;)) AP = (X—u;)™ car u; n’est pas racine de P(X) —P(u;) pour
J # i, et u; est racine d'ordre n; + 1 de P(X) — P(u;) (il suffit d’écrire la
formule de Taylor en u; pour P pour s’en convaincre). On a alors

dd=n(z) =) deg((P~2) AP) =D deg((P — P(u;)) AP')

zel zeC i=1

P
= ni=degP' =d~1.
i=1

Que se passe-t-il maintenant si certains des P(u;) sont égaux 7 Soit z
I'une des valeurs P(u;) et supposons que z soit atteint avec u;,,...,u;,.
8
Dans ce cas, le pged de P(X) — z et P’ est égal & [] (X — u;, )™ et
i=1
son degré est égal A la somme des ordres de multiplicité des racines u;;.
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11 en résulte que le résultat est identique. Dans tous les cas, la somme
cherchée vaut d — 1.

i L est un sur-corps de K, deux polynimes P,Q de K[X] peuvent
ftre regardés comme des polyndmes de L[X]. Le pged de P et Q ne va pas
dépendre du corps dans lequel on se place : il est obtenu par Ualgorithme
d’Eyclide et ses coefficients appartiennent au plus petit corps contenant
les coefficients de P et Q. On dira que le pged est invariont por extension
de corps. L'exercice suivant utilise ce fait.

5.14, Polyndéme rationnel inséparable de degré 5

1. Soit P un polyndme irréductible de Q[X]. Démontrer que P
n'a pas de racine double dans C.
2. Soit P € Q[X] de degré 5. On suppose que P admet une racine
multiple dans C. Montrer que P posséde une racine dans Q.
(Ecole normale supérieure)

= Solution.

1. Comme 1 < deg P’ < degP, les polyndmes P’ et P sont premiers
entre eux dans Q[X], puisque P est irréductible. IIs le sont donc encore
dans C[X] par invariance du pged par extension de corps. Si o était une
racine double de P dans C, on aurait P(a) = P/(o) = 0 et X — o gerait
un facteur commun & P et P’ dans C[X]. On aboutit & une contradiction.

2. Notons & une racine multiple complexe de P. Supposons par 1'ab-
surde, que P n’ait pas de racine rationnelle et regardons sa décomposition
en éléments irréductibles dans Q[X]. Il ne peut pas y avoir de facteur de
degré 1; le polyndme P ne pouvant &tre irréductible d’aprés la premiére
question, il g’écrit P = QR avec degQ = 2, degR = 3 et Q, R tous deux
irréductibles dans Q[X], puisque sans racine rationnelle.

Les polyndmes @ et R ne peuvent avoir ¢ comme racine commune
dans C. En effet, si on considére D le pged de Q et R dans Q[X], il est égal
&1 puisque Q et R sont deux polyndmes irréductibles non proportionnels.
Mais D est aussi le pged de Q et R en tant que polyndmes de C[X], du
fait de linvariance du pged par extension de corps. Par conséquent, si
on avait Qo) = R{a) = 0, X — o diviserait D, qui serait de degré > 1,
ce qui n'est pas le cas.

Par conséquent, comme (X — «)? divise P, (X — a)? divise soit Q,
soit R. Mais alors Q ou R est un polynéme irréductible ayant une racine
multiple dans C, ce qui est impossible.

L’hypothése faite au départ est fausse : P posséde donc une racine
rationnelle. <
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Le théme commun aur exercices gui suivent est lirréductibilité de
polyriomes & cocfficients entiers. Ruppelons qu'un polyndme non nul P
de ZIX] est dit irréductible si U'éeriture P = QR avec (QR) € Z[X]?
wmpose Q = £1 ou R = £1.

5.15. Un polyndme irréductible de Z|X]

Soit m = 2 el ay,....a, des éléments de Z deux a deux distincts.
Montrer que le polynéme P = (X — a1 )(X —az).. {X —a,)— 1est
irréductible dans Z[X]. .

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Supposons que P = QR ol Q et R sont dans Z[X]. On a, pour tout k
de [1,7], Q(ag)R{ac) = Plag) = =1 et done, soit Q(ax) =1 = —R{ag),
soit Qlng) = —1 = —R(ax), puisque ce sont des entiers. Dans les deux
cag, on a Q(ag) + R(ag) = 0 Le polynome Q + R s’'annule en n points
distinets. Sideg{Q+R) < n,onaalors Q+R =0ct P = —Q? ce quj est
absurde car P(x) serail négatif pour tout x réel et de limite égale 4 +oc
en +oc. On a done deg{Q + R) = n. Mals alors, Q ou R est constant. Le
produit des cocfficients dominants de QQ ct R étant égal & 1, on a done
soit QQ = +1, soit R = +1. Ainsi, P est irréductible dans Z[X]. «

Lexercice suivant établit wn critére fort utile pour montrer qu’'un
polyndme 4 coefficients entiers est irréductible,

5.16. Critére d’Eisenstein

1.a. On dit qu'un polynéme non mui de Z[X] est primitif si le
pged de ses coefficients est égal a 1. Montrer que le produit de deux
polyndmes primitifs de Z[X] est primitil.

b, Pour A € Z[X] non nui. on appelle enntenu de A et on note
o(A) le pged des coefficients de A. Soit A et B deux polyndmes non
nuls de Z[X]. Montrer que ¢(AB) = c(A)e(B).

2. Soit A = a X" + -4+ a;X + a9 € Z[X] et p un nombre
premier. On s1uppose que :

() p ne divise pas @y, ;
(i1) p divise ag, a1, ..., Gn_1;
{¢i1) p* ne divise pas ag.

Montrer que A est irréductible dans Q[X].

(Ecole normale supérieure)
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I Solution. .
143
L,a. Soit A = z ap XK B = 3 5 XF des polyndmes & cocfficients
k=0 P
m-n
entiers et € = 37 e, X¥ = AB. Supposons A et B primitifs et montrons,

1 raisonnant Saf]’absurde. que C est primitif. Si ce n'est pas le cas, il
vsiste un nombre premier p qui divise tous les ¢p. Pour tout P € Z[X], on
ite P le projeté de P dans (Z/pZ)[X] : si P = 3 5. XF, P = 3 s x*
kel kel

i 35 ost la classe de s modulo p. Comme p divise tous les e, on a € = 0
ol done A B = AB = C = Q. Mais (Z/pZ)[X] est intégre, puisque Z/pZ
exloun corps, donc ont a A = 0 ou B = 0. Autrement Jdit, p divise tous
s coefficients de A ou tous les coefficients de B. Ceci est exclu.

On conclut gue le produit de deux polynomes primitifs de Z[X] est
cneore primitif,

b. Ou peut écrire AB = ¢(A)e(B) A

A
(A) (B r(A)

sont alors primitifs, donc leur rodmt anssi d’aprés la question
. 1 q

- Lies polynomes

ol

B
o(B)
pnécédente et le conten de AB est ¢(A)e(B).

2. Montrons gue si A n'est pas wréductible dans Q[X], alors il pent
wierire A = BC avee B et C dans Z[X] de degrés strictement inférieurs
Joowhil de Al |

Soit i = ¢(A) et A' = HA & E[X), A’ est primitif. Comme A est
composé, par hypothése, A’ Vest aussi et on peut écrire A" = B'CY | avec
I et ¢ dans Q[X] de degrés strictement inférieurs a celui de A. Notons
3 iresp. v) le prodmt des dénomiunatenrs des coefficients de BY (resp. C').
Alors les polyndmes B = 4B et C — ~C’ sont dans Z[X] et gyA’ = BC.
Il passant aux contenus, on obtient Jv = Fye(A) = ¢(B)e(C). Par
conséquent. on a

A=a (;}B) (lc) —a (%B)B) (%C)(‘) - (C(”’—B)B) (EZ%SC)

1 N . . . .
——B ¢t —— C sont a coefficients entiers de degré stricteinent
(B) c(C}

miférienr a celui de A.

Passons i la démonstration proprament dite du critére d'BEisenstein.
taisonnons par I'absurde el supposous A non irréductible. D’apres cc
qui précede, il existe B et C dans Z[X], de degrés strictement inféricurs
dom, tels que A = BC . Ferivons alors B = beXF + ... 4 b X + by of
=N+ 40X 4 eg.oavec k = degB et £ = deg C. Comme dans
la question prerédente on projette Yeégalité A = BC dans Z/pZ[X ]. On
abtient @; X" = B C. Les palynémes B et C sont de degrds respectils
et £ car brep = a, wétant pas divisible par p, by # 0 et & £ O Pay
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unicité de la décomposition en irréductibles dans (Z/pZ) [X], B = b X*
et T = X% On aalors by = @ = 0 cest-a-dire plby et pleg. On en
déduit que p? divise ag = bpcp ce qui contredit (i), <

Il résulte du critere d Ewsenstein que le polyndéme X" — 2 est irréduc-
tible dans Q[X| powr tout entier n = 1 (prendre p = 2), ce qui prowve qu'il
i a dans Q[X] des irvéductibles de tout degré. Voier une autre applicalion
du eritére d’Eisonstein.

5.17. Irréductibilité de ®,, dans [X]

Soit w = (3‘3;_’1, ol p est premier. et d, = XP~! 4 . 4 X 4+ 1
(p-icme polyuome cyelotomique).

1. On admet que @, est irréductible dans Q[X]. Démontrer gue
lensemble 7 des polynowmes annulateurs de w dans Q[X] est ¢,Q[X].

2. Montrer que le polyndme (X + 1)¢~! + - 4 (X + 1) + 1 est
irréductible dans Q[X] (on pourra utiliser l'exercice précédent].

3. En déduire gue @, cst irréductible dans Q[X].

4. Démontrer que @ [rﬁT] = {Q(uh, Q £ QIX]} est un corps,
appelé corps cyclotomigue. Quelle ost sa dimension comnie espace
voctoriel sur @7

(Ecole normale supérieure)

> Selution.

1. Posons I = {Q € Q[X],Q(w) = 0}. Cest un idéal de G{X] en
tant que noyan du morphisime dalgebre Q € G[X] — Q(w) € €. Nous
savong (e tout iddal de Q[X] est prineipal. Comme T est non nul, il
existe done un nnigue polyudme unitaire Q) tel que I = QQ[X]. Or, nous
savons que $,(w) = 0, puisque {w - e (w) =w? -1=1-1=0.0On
en déduit que Q divise @, puisque &, € Z. Comme (§ # 1 ot comme @,
est supposé irrédnetible, on a nécessairement Q = @,. On conclut

7= 3,0x||

2. Posons U = (X417 "4+ +(X4+114+1 = &,(X+1), c’est-a~dire

P Bt 0. VA S VI
X+ X

— x#—1 + C;;-'IX}O*Q doee Cf’X + C;] (= Z[X]

Pour montrer que U est irréductible, nous allons utiliser le critére
d'Eisenstein de Dexercice préeédent avec le nombre premier p. Les hy-
pothescs (i) et {(i7) sont claivement vérifiées. 11 s'agit de vérifier (¢4),
clest-a-dire que les C‘-f‘} sont divisibles pav p pour 1 £ k < p— 1. En ellet,
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sl<hkgp—1,ona k!C}'f; =pip—1)...{p—k+1). Donc p divise k!C;ﬁ.
Comme k < p, p cst premier avee k! donce divise CJ.

On conclut A aide du critére d’BEisenstein que U est irréductible.

3. Supposons que $,, est composé ot posons ¢, = BC o1 B, C sont
cans Q[X] avee degB < deg®, et degC < deg @,. On en déduit que
Ve @, (X4+1) = BX41C(X41), avee deg B(X+1) = deg B < deg U et
deg C(X+1) = deg C < deg U. 11 en résulte que U n’est pas irréductible,
cooqui ost faux.

Conclusion. &, = X?~! + -+ + X 4 1 est irréductible dans QX

4. Le polynime @, est 1o polynéme unitaire de plus petit degré an-
mdant w. Done la famille (1w, ... w?7%) est libre sur @ {toute cohi-
naison linéaive non triviale nplle offrirait un polynéme non yual, de degye
strictement inférienr & p— 1, annulant w). Si Q € QfX] et si on noic R le
reste de Q modulo &, il vient Qw) = R{w) puisque $,{w) = 0, ce qui
montre que

Qlw] = Veet(l,w, ..., wP %),

lesystéme (1w, ... wP™?) est done uno base du Q@-espace vectoriel Qw].
Jdem Pon déduit

dimQ[chT"} =p—11

Reste & déuwwontrer gque @ [P. !,,] est un corps. Eu premior lieu, Qfw]
est l'image par le morphisme d'algébre P —— P(w) de Palgébre Q[X]:
¢'est dowe une sous-algebre de la Q-algebre € el en particulier un sous-
annean de €. Seit  un élément non ml de Qlw]. Il existe R € Q[X] non
nnl de degré strictement inférieur & p — | tel que @ = R{w). Comme @,
eal irréductible, il est premier avee R, D'aprés le théoréme de Bezout,
il existe (U V) € Q[X]? tel que Ud, + VR = 1. En évaluant cn w. cela
donne Uw) X 0+ V{w)z = 1, soit V(w)z = 1 ¢t V() € Q| cst inverse
de oz, .

Conclusion. 0 [F%] est un corps de dimension p — 1 sur @ <

Les racines de @y, sont les racines p-iemes de Dunilé différentes de 1.
Plus généralement, pour n € N*, on note 1L, Uensemble des racines pri-
wittives n-iemes de Uunité (rappelons quune racine n-iéme est primi-
hwe si, et seulcment si, elle engendre le groupe mudtiplicetif U, ef que
Vard M, = w(n). ol esi Uindicaleur d’Euler) et @, = ] {X —€). On

£y,
peut alovs monlrer que @, appartient ¢ Z[X] (cv gui est fait dons Uezer-
cice 4.18) et est irrdductible duns Q[X], ce qui constitue le théorime de
Dirichlet Il en résulie que si € est un élément de 1L, alors Q[¢] est
un corps de dunension p(n) sur Q.

3. PERRIM (D), Cours dlalgébre. Elipscs, 1996,
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5.18. Décompositionde 1 + X + X2 4+ ... 4 X}

On suppose que 1 +X 4+ X? + ... + X7~} = P(X)Q(X) o0 P, Q
sont deux polyndmes réels unitaires & coeflicients positifs ou nuls.
Montrer que les coefficients de P et Q sont dans {0, 1}.

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

¢ Les racines complexes de 1 + X + X% +--- + X" (et donc celles
de P ou Q) sont les racines n-itmes de 'unité différentes de 1. La seule
racine réelle est —1, si n est pair. Les facteurs du second degré de P
sont de la forme (X — a)(X — &) = X2 — 2Re(a)X + 1, oil ¢ est une
racine n-ieme de 'unité. Comme P est unitaire, il est produit de tels
facteurs avec éventuellemnent X + 1 pour n pair, de sorte que le terme
constant de P est égal & 1. On remarque d’autre part que si o est racine

1 . . N TP N
de P, == @ est aussi racine de P, avec la méme multiplicité égale & 1
{un tel polyndéme est appelé polynéme réciproque). Les polynémes P
et P = Xdeg(FJP(%) ont donc les mémes racines, toutes simples : ils

. P
sont proportionnels. Etant unitaires, ils sont égaux. Si P = 3 a,X*,
k=0
- P
ou p est le degré de P, alors P = 3 @, 1. X*. On en déduit que Ton
k=0

a, pour tout k € [0,p], ap_r = ar. On obtient évidemment un résultat
analogue pour le polynéme Q, dont on notera g le degré et by, ..., b, les
coeflicients.

¢ Supposons par exemple p £ ¢. Considérons, pour 0 < &k < p, le

k
coefficient d’ordre k de PQ; il est égal 4 1. On obtient ¥ ag._;b; = 1. En
i=0
particulier, pour & = p. on a, compte tenu de la symétrie des coefficients

de P,

14 P

1= Z(Ipfibi = Z(I,'b,;.

=0 =0
Sachant que ap = by = 1 et que tous les coeflicients sont positifs, on en
déduit que, pour 1 € ¢ € p, on a a;b; = 0. On observe en particulier
que b, =0 et donc que g > p.

On peut ensuite montrer simplement, par récurrence sur k entier

entre 0 et p, que a;, et by sont dans {0,1}. C’est vrai pour k = 0 (car
ag = by = 1). Si la propriété est établie jusqu’au rang k — 1, alors

k-1
ag + br = aghg + aghy = 1 — Z x—sb;

i=1
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est un entier plus petit que 1 et positif par hvpothese, donc égal 40 ou 1.
Nous avons le résultat voulu puisque nous savons que ax = 0 ou b = 0.
Considérons ensuite, pour p+ 1 £ &k € q. le coefficient d’ordre k

k

de PQ. On obtient 1 = Y ag—:b;, et done
i=k—p

k—1
b =1- Z (Lk_ibi.
i=k—p

Nous savons déja que, pour 0 < k < p, les coefficients ay et by sont dans
10,1}, Une récurrence semblable & la précédente permet de démontrer
que b € {0, 1}, pour p+ 1< kg <

On peut se demander 8l existe de telles décompositions du polyndme
[+ X 4+ X2 4 ... 4 X*7L, Liexercice précédent démontre gue si n est
premicr, ce polyndme est irréductible dans Q[X). H faut donc avoir P = 1
ou@Q =1. Sin = ab avec a et b entiers naturels, ¢ # 1 et b # 1, on peut
écrive

X"—1  (X)'-1
1+X—|—X2+'~-+Xﬂ_1= =( )

X—1 X -1

we _ 1 b—1 ] a—1 ) b—1 ]
i (B - Exa e

X-1\i5 2=0 i=0

ce qui est une décomposition non triviale du type considéré.

Nous allons meintenant nous intéresser aux fonctions polynomiales et
a leurs propriétés. St K est un corps et A une partie infinie de K, i y un
isomorphisme entre Ualgebre K[X| et lalgébre des fonctions polynomiales
de A dons K. Cela permet d'identifier ces deux algébres, ce que font les
crercices suwants.

5.19. Polyndmes complexes d’image réelle

Quels sont les polyndmes complexes P dont 'image est incluse
dans R? . .
(Ecole normale supérieure)

t> Solution,

Si P € €[X] est de degré supérieur cu égal & 1, la fonction polynéme
associée & P est une surjection de € dans lui-méme. En effet, pour tout
complexe w. 'équation P(z) = w admet une solution par le théoréme de
d’Alernbert,
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Conclusion. Si P(C) C R, c¢’est que P est un polynéme constant
réel. <

L’exvercice suivant s'intéresse aux sommes de deus carrés dans l'an-
neau R(X]. La situation est netiement plus simple que dans Z.

5.20. Sommes de deux carrés dans R[X]

Soit P € R[X]. Montrer que P{z) = 0 pour tout * € R si, et
seulement si, P s’écrit A? + B? avec A et B dans R[X].
{Ecole polytechnique)

> Solution.

Si P est somme de deux carrés de polynémes réels, il est évident
que P(z) 2 0 pour tout z réel.

Réciproquement, supposons que P(z) > 0 pour tout  réel. Le cas
P constant étant trivial, supposons deg P = 1. En considérant la limite
de P en 400 qui ne peut étre que 4o, il apparait que le coefficient
dominani de P est positif. Si e est une racine réelle de P d’ordre n, P
s’éerit {X — a)"Q avec Q(a) # 0. En particulier, Q étant continu sur R,
il garde un signe constant au voisinage de a. Comme P ne change pas de
signe en a, n est nécessairement pair. Par conséquens, P se décompose
sur € de la maniére suivante

r q
P=A]](X—ai™ [[(X-2)™ (X~ 3™,
i=1 i=1
oll a4y....,0p sont les racines réelles de P, oy, ..., o, sont des entiers

pairs et A € R% (dans le second produit on a associé chaque racine non
réelle avec sa conjuguée qui a le méme ordre de multiplicité pnisque P
est réel). Si on pose

C= \/Xﬁ(x~aé)%i ﬁ(x")\j)’”,

j=1
on congtate que P = CC. En écrivant C = A+4iB, avec A et B dans R[X],
on obtient P = (A 4 iB)(A —iB) = A? + B% <«

L’exercice suivant caractérise les polyndmes réels prenant des valeurs
positives sur [—1,1].



r,.21. POLYNOMES POSITIFS SUR [—1,1] 195

5.21. Polynémes positifs sur [—1, 1]

Soit P € R[X] tel que P(z) > 0, pour tout z dans [~1, 1].

1. Omn suppose que P est de degré inférieur ou égal A 2. Montrer
quon peut écrite P = a(X —a)? + 8(1 — X?), aveca 20, 3 > 0
ct e € [-1,1.

2, On revient an cas général. Montrer 'existence de A et B
dans R[X] tel que P = A% + (1 — X?)B2.

(Ecole polytechnique)

f> Solution.

1. Supposons d’abord que P g’annule sur [—1,1], en a.

Si o € ]-1,1], P ne change pas de signe en a, donc o ne peut pas
dtre racine simple de P. Si P est de degré 2, il sécrit done (X — a)?,
avec v > 03 sinon, c’est le polyndme nul, ce qui revient & prendre o = 0.
Siae €)-1,1], P a donc la forme voulue, avec 3 = 0.

Examinons maintenant le cas ot P s’annule seulement en ¢ = £1.
(Juitte & considérer le polynome P(—X), on peut supposer que ¢ = 1. 11
cxiste alors (b, ¢) € R? tel que P = (1 — X)(6X + ¢). De I'hypothese, on
déduit que bz + ¢ 2 0 powr tout = € [—1, 1], ce qui équivaut A b4 ¢ =20
ot —b+¢ 2= 0. Alors P est de la forme voulue, avec a = 1, si et seulement
sSiP=(1-X)(a(l-X)+4(1+X)), Cest-d-dire b= —a+Fet ¢ = a4 73,
ce qui s’obtient en posant o = 3 (e—=bet 3= é(c+b). Les réels a et 3
sont bien positifs d’aprés les conditions trouvées sur b et c.

Dans le cas ol P est strictement positif sur [—1, 1], nous allons mon-
lrer qu'en lui soustrayant un terme de la forme G(1~X?), on peut se ra-
mener au cas précédent. Soit E 'ensemble des k > 0 tels que P— k(1 ~X2)
soit positif ou nul sur [—1, 1|. Puisque P posséde sur [—1, 1] un minimum
strictement positif m, E n'est pas vide : 51 0 < k € m, k appartient
4 E. Cet. ensemble est majoré, par exemple par P(0). Soit J sa borne
supérieure. Le polynéme Q = P — 3(1 — X?) s’annule sur |1, 1], si-
non le méme raisonnement appliqué 4 () permettrait d’exhiber & > 0
tel que Q — k(1 — X?) soit positif ou nul sur [—1, 1], ce qui contredirait
la définition de 3. 5i o est une racine de Q sur [-1,1], a est différent
de £1, sinon P s’annulerait en £1. Le polyndéme (Q est positif sur [—1, 1]
¢t ’annule en ¢ £ |—1,1[. Nous avons montré qu'alors il existe o 2 0
tel que Q = a(X — a)?, ce qui conduit & P = a(X —a)? + B(1 — X?),
avec o 2z 0 et 3 2 0, ce qui est le résultat demandé.

2. Montrons pour commencer que P peut s’écrire comme produit de
polynémes de degré inférieur ou égal 4 2, positifs sur [—1,1]. Notons
1,...,ax les racines de P appartenant &4 | — 1, 1[. Puisque P ne change
pas de signe en g, la multiplicité de a; est paire; on la note 2n,. Le
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polynome P se dédecompoese done en

K ¢
P= H(X T H P;.
1

=1 )=

ou Py Py, Iy sont des polynomes irvédoctibles, doue de degré inté-
ricur o1 ¢gal & 2, ne sanoulant pas sur | - LI Comnne P oest positil
-
sur [—1.1], on en déduit que [ P, est stricternent positil sur | — 1,11,
1=1
(Quitte & multiplier certains P, par —1, ou peut supposer que Py oo Py
sout tous strictement positifs sur [— 1. 1] ot done positifs sar {—1,1]. On a
wontré que P 57éevit comme produit de polvndmes de fa forme (X - a,)?
ou Py tons positits sur [—1, 1] et de degré inférieur ou épal 4 2
Dapres Ja question 1, chieun do cos polyuomes pent s’éeprite

(X — o) + 3(1 - X = (VaX —a))? + (1 - X3)(y/1)?

ce qui est de la forme A% + (1 - X%)B2. Pour conclure, il reste & montrer
quun produil de polyndines de cotte forme est encore uh polyuone ayant
la méme lorme. Le montrer paur deux polynomes cst d'aillours sntlisant.
Cela résulte alors de Uidentité de Lagrauge, valable dans tout aunean -

(0 4 0 ) + ) = (ac - bd)? 4 (ad + be)?.
Formellenrent, ou est tenté d'éerire, pour des polyndmes A, B.C, D,

Q=(A*+ X4)B?) (C* + (1 - X*HD?)

(

(4' VI=X2B)?) (¢* (V1 - XD)?)

= (AC - (1 —XHBD)" + (\/1‘ MD+B())
= (AC—(1- )(2)313)2 + (1= X*)(AD+ BC)”.

Légalite cutre Q et lo dernier 1erme peut se vérificr directement. Elle
démentzre le vésultat voulu, Elle Lient moins du miracle ¢i'il n'en parait
puisque ce caloul se justifierait en se placant sar une «extension» de R[X]
dans laquelle 1 - X2 aurait une racine. <

Il est évident gue réciproquement, toul polyndine & cocfficients réels
qui s'écrit A7 + (1 — X2)B? est positif sur (-1, 1],

Voicr encore un exercice sur les polyndmes réels positifs. On n'ou-
blicra pos yu'un polyndme réel est en parbiculier une fonction de classe
Co a laguelle on peut appligner tous les résultats classiyues de Uanalyse
réelle.
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5.22. Polynonie positif

Soit P € R[X] tel que pour tout x € E, P(z) > 0. Soit u le degrc
de Pet Q=P+ P 4 ---+ P"_ Montrer gne pour toul r € R, on
a Qx) = 0.

\

( Ecole normale supérieure)

(- Solution.

Le polynome P étant positif. n est pair et le cocflicient dominant de P
est positif. Le degré de Q vaut alors n ¢t son coctlicient dominant est
celul de P. 11 en résulte que Q tend vers +00 en +o¢ et en —oo de sorte
que Q est. minoré sur R. Si me est sa borne inférieure, il existe A > 0 tel
que |Q(x)| = m + 1 si |z| > A, ce qui montre que m est aussi la borne
inférieure de Q sur le compact [—A ) A|. La fonction Q étant continue,
cette borne inférieure est atteinte en un point xg. On a alors Q'(rg) — 0.
Ou remarque que Q — Q' = P. On a done Q(xg) = P(zg) =2 0. D'ou le
resultat. <

L exercece suivant étudie les racines modulo p premeer d’un polynome
i@ cocfficients entiers.

5.23. Diviseurs d’un polynome de Z|X!

Soit P € Z[X] et p prewier. On dit que p est un diwiseur de P |

s'il existe un entier n € N tel que P(se) = 0 (mod p) et P(n) # 0.
Montrer que tout polynome non constant a une infinité de diviseurs.
(Ecole norinale supérieure)

> Solution.

On peut supposer que le coefficient constant ¢p de PP n’est pas nul.
Sinon. on écrit P = X*Q. ol k est la valuation de P et il suffit de
démontrer la propriété pour Q.

On note D l'ensemble des diviseurs de P. L'ensemnble des entiers n
tels que [P(n)| < 1 est fini car P nest pas constant. Si n est un entier
naturel tel que |P(n)| = 2. alors P(n) possede un diviseur premmer p qui
appartient a D : D n'est pas vide.

Montrons que le cardiual de D n'est pas fini en raisonnant par 'ab-
siade. Si D = {py.po..-.. pe} (£ € N*) considérons. pour m € K™, le
produit n = m - |ag] - p1-. - pe- Il cxiste N, € Z tel que P(n) = agN,,
¢t N;p = 1 (mod p;...p0). L'entier |IN,,,| tend vers +20 avec m. done
pour m assez grand, on a !N,,| > 2. Alors N,, posscde alors un diviseur
premier p qui appartient a D. D'ou la contradiction cherchée, car on
devrait avoir N,, =1 (mod p). <
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On s'intéresse maointenant aux polyndmes 4 coefficients réels qu
luissent Z stable.

5.24. Polyndmes de Hilbert

On pose Hp = 1 et, pour n € N*,

:X(Xfl)...()(—n—kl).

H,
n!

1. Montrer que, pour tout n € N, on a H,(Z) C Z. En déduire
que le produit de n entiers consécutifs dans Z est divisible par nl,
2. Soit P € R[X], avec deg P < n. Montrer qu’il y a équivalence
entre :
(i) P(Z) C Z;
() PRYCEZ, pour k=0,1,...,n;
(i78) il existe (Ao, ..., An) €27 tel que P = 37 AgH.
k=0
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. SoitneN. Ona

0 si 0gk<€n-1
He.(k)=4{ C} si kzn
(-n"Cr_,_y st k<O

Pour tout k entier, le produit des entiers k. &k + 1,...,k+n —1 vaut
donc ntH,,(k — n + 1}, qui est un multiple de n!.

Il eonvient de remarquer que P(Z) C Z n'implique pas P € Z[X],
comme le prouve l'ezemple des polyndmes H,.

n
2. Bien entendu (i) implique (). Si P est de la forme Y AiHyg,

k=0
avec (Ag,...,A,) € Z"T! alors la question 1 montre que P{Z) C Z.
Douc (#) impligue (7).

Il reste & prouver que (i¢) implique (éif). Chaque polynéme Hj
étant de degié k, la famille (Hy,....H,) est une base de B,[X]. 1l
n

T

existe done (Ao,...,An) € Rt tel que P = 3 AxHy. Montrons, par
k=0

récurrence sur k € [0, n] que A, € Z.

e OnaP(0} = Ap € Z.
¢ Si, pour k € [1,n], (Ao, ..., Ak~1) € Z5, on a alors
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k k k—1
= 3T NHe(k) =3 ACf et done Ag =P(k}~ Y AChL e Z
£=0 £=0 £=0

car P(kY, Ap, . .., Ag—1 sont dans Z. ce qui achéve la démonstration. <

S5i W oest un corps, x,...,1, et Y1, ..., Y, des déments de K, les 1,
flunt deuz & deur distincts, i existe un unigue polynéme P € K, 1[X]
tel que Uon ait, pour 1 <1 < n, P(x;) = y;. Clest le polynéme d’inter-
polation de Lagrange relatif é (z:, yihgign. [l 8'écrit

n ]-;-[(X B 'r.i]
P=S"yLi, oo Li=22 — .
; o t ()
J#i
(n peut remarguer que st (X} = (X —ir;), alors Ly (X} = o)
pi (K=, % ()
Nous appellerons les polyndmes L les polyndmes interpolateurs de base
relatifs au n-uplet (r1,...,2,).

Il en résulte en particulier guun polynéme P € K, _1]X] est unigue-
ment déterminé par ses valeurs en n points distincts Ty, ..., 2z, de K. Les
valeurs P(x;) sont alors les coordonnées de P dans lo base de K, _1[X]
formée des polyndmes Ly, ... L,. Cette idée est a la base de Uexercice

suivant, qui regroupe en fait trois petits exercices sur le méme théme.

5.25. Interpolation de Lagrange

1. Soit P € C[X] de degré n = 1. On suppose qu'il existe k € Z
tel que P(k), P(k + 1), ..., P{k + n) solent dans Z. Montrer que
pour tout z € Z, P(z) Z.

2. Soit P € Z[X] de degré n = 1. On note N le peed de P(0).
P{1), .... P(n). Montrer que N divise P(x} pour tout = € Z.

3. Soit P € R[X] de degré » tel que P(0), P(1), P(4), ..., P(n?)
soient dans Z. Montrer que, pour tout a € Z, P(a?) € Z.

(Ecole pormale supérieure)

> Solution.
1. Quitte & considérer le polynome ( tel que Q(X) = P(X + k), on
peut supposer que k = (. On note Ly, L, ..., L, les polyndmes interpo-

lateurs de base pour le (n 4 1)}-uplet {0,1,...,n}. On a alors, pour tout
entier z, P(z} = 3 P(¢)L;(z). Pour montrer le résultat voulu, il suffit

=
de prouver gue L;(x) € Z pour tout entier r et tout ¢ € {0,n].
On a, pour 7 € [0,n] et z € Z,
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i—1 7

IV RNCEE /R C Vi ACE B ICE)
Li(r) = fS02MT =0 w =
I -5 it (n— ),

J€[0,n]\{i}

Le produit de k entiers consécutifs est divisible par k! (c'est ce que
montre la premiére question de Pexercice 5.24) donc L;(z) est entier.

2. On a encore P(x) = Y P(¢)Li(x) pour tout x € Z. Comme N
i=0

divise les P(i) et que les L;(x) sont entiers d’aprés 1, il est clair que N
divise P(z).

3. Soit Q(X) = P(X?). Onadeg(Q) =2net Q(—n), Q(-n+1), ...,
Q(-1). Q0 Q(1),...,Q(n) sont dans Z. D aprés la question 1, Q prend
des valeurs entitres sur Z : ¢'est le résultat voulu. <

Observons que la premiére guestion fournit une autre solution de la
question 2 de Dexercice 5.24 pour {i1) == (¢). L'exercice qui suit utilise
ausst I'interpolation de Lagrange.

5.26. Polynémes complexes envoyant surjectivement (F sur

Soit P € C[X]. Trouver une condition nécessaire et suffisante
pour que P induise une surjection de {J sur Q.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Un polynéme non nul P € CiX] vérifiant P{Q) < @ est & coeflicients
rationnels. En effet, si n est son degré, ona P = P(0)Lo + -+ - + P(n)Ly,
ol les L; sont les polyndmes interpolateurs de base pour le (n + 1)-uplat
(0,1,...,n) (et les L; sont tous dans Q[X]). On suppose donc P € Q[X].
11 est évident que tous les polyndmes P € Q[X] de degré 1 conviennent,
On va en fait montrer que ce sont les senls, Il est clair que les polyndmes
constants ne conviennent pas. Montrons qu’il en est de méme des po-
lynoémes de degré = 2.

Soit P € Q[X] de degré » > 2. Quitte & multiplier P par un entier non
nul {ce qui ne modifie pas la surjectivité), on peut supposer que P ¢ Z[X].

i

Ecrivons P = ¥ a; X!, avec (ag, . . . L an) € LM G P est un élément non
i=0 g

n

nul de Q, écrit sous forme irréductible, alors q“P(E) = 5 a;plq"
q i=0

Considérons un entier premier m. Si P(E) = alors m divise ¢"” et

done ¢, puisque m est premier. Alors m™ divise ¢" et en particulier
n T

comme n = 2, m divise (r]_n = ¥ a,p'¢" . On en déduit que m divise

i=0
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a,, g™ et done a,, car p et ¢ sont premiers entre eux. Un nombre rationnel
ile la forme — | ol m est un nombre premier ne divisant pas a,, n’a donc
1

pas d’antécédent par P. Donc P{(}) n'est pas égal & Q.
Conclusion. Les seuls polyndmes complexes qui envoient @ sur §
siitjectivement sont les polynédrues 4 coefficients rationnels de degré 1. <

Soit n € N et U, lensemble des racines n-iemes de 'unité. Pour k
dans Z, ona Y, wr=0sk¢gnZet Y, w=nsikecnZ Hen
wel,, wely,
résulte que st P e Cp1[X], % Y. P{w) = P(0). A l'aide d'une simi-
Cwelp
titude, on en déduit facilement que, pour tout polygone régulier de C et

tout P € Cy—1[X], la valeur de P au centre du polygone (qui est liso-
mrycentre des sommets) est la moyenne des valeurs de P aur sommets
iy polygone. Llecercice qui suit montre qu'un polygone {(z1,...,2,) qui
werifie cette propriéte est nécessairement régulier.

5.27. Caractérisation des polygones réguliers

On considére n+1 nombres complexes z, 21, ..., 2n dibtincts tels

que pour tout polynéme P € C,_;[X], on ait P{zg) = T P{z).
noE=
Montrer que =p,..., %, sout les sommets d'un polygone reguher de

A ca r v
centre zp. (Ecole normale supérieure)

L- Solution,

On observe que zp est 'isobarycentre de z, ..., z, (pour le montrer,
il sufit de prendre P = X).

Nous allons exploiter I'hypothése sur une base de C,_;[X]. Nous
proposons deux solutions de I'exercice.

e Une premiére méthode consiste a choisir une base de C,,—[X] ol

la somme des P{z) se calenle facilement : la base (L, ..., L.} des po-
lvudmes interpolateurs du n-uplet (zq,..., 2,) définis, pouré = 1,...,n,
par
I;IV(X - %)
I+
b IT1(z — %)
FE

\ . 1 .. . .
L’hypothése est que, pour tout ¢ € [1,n], Li{z) = 0 Si on introduit

le polynome Q(X) = (X — 21 )(X — z2)... (X — z,), cette égalité ¢'écrit
) 1
Q=) —Q(zy).

20 — 2 .
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Cela impligne que le polynome Q' (X)(X — zp) —n[Q(X) — Q(zy)] s’annule
en chaque z;, ¢ = 1,..., 1. Ce polynome étant de degré inférieur ou égal
adn —1, il est nul. On montre alors gune Q(X) — Q(z) = (X — z¢)". En
effet, on remarque que

(Q(X) - Q.(ZO))' _ WX~ 20) —n(QX) — Qz0))
(X - Zg)n - (X — Zg)n+l -

Qlz) — Q(z0)
(z —z0)"
dominant de Q est 1, elle vaut 1. On obtient, pour tout 1 € [1,n],

{(zi — 20)" = Q=) — Q(=0) = —Q(=0).

La fraction est donc constante et, puisque le coefficient

Conclusion. Les complexes z, — 25, --., 2n — 2o Sont les racines n-
iemes de —Q(zp) et z1,..., 2, forment done un polygone régulier centré
€1l 2p.

e Une autre idée consiste & exploiter hypothése sur une base

de C,_1[X] ot P(z) se calcnle facilement : la base (X — Zo)p)OSp\{nfl'
T

On obtient pour p € [I,n -1}, 0 = ~ > (2 — z0)P. Les sommes de
k=1
Newton 8¢, 85z,...,8,_1 relatives & 21 — 29,22 — 20, .. ., 2n — 2p, définies
n

par S, = 3 {zr — 20)" sont donc nulles. D’apres les formules de Newton,
i=1

qui sont démontrées dans 'exercice 5.31, on en déduit que, si o1,..., ox

sont les fonctions symétriques élémentaires de 2, — 2, ..., 2n — 25, 0N &,

pour l £p<n— 1

(1" po, =S, 1+ -+ a8y = 0.

On adonc ¢y = - = 0,y = 0 et z, — 29,...,2, — 20 sont
les racines du polynéme X™ + (—1)"0,, ¢’est-a-dire les racines n-iemes
de (—=1)"*1o,,. On conclut comme dans la solution précédente. <

Dans Uexercice suivant, il est encore question de fonctions polyno-
miales : il s’agit des fonctions induites par un polynome & coefficients
dans Z ou Q sur Z/pZ ou L/p'Z.

5.28. Polyndmes entiers et fonctions polynomiales induites sur Z/p*Z

Soit p un nombre premier.

1. On note % la classe de l'entier u dans Z/pZ. Pour P € Z[X],
on note ®(P) € F(Z/pZ, Z/pZ) Papplication qui & toute classe I
associe la classe % Etudier la surjectivité de & et son noyau.
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2. Pour n € N*, on note k&, le produit des entiers non multiples
de p qui sont compris entre 1 et n. On pose Hg = 1 et, pour n 2 1,
H, = kl—nX(X —1}...{X—n+1) . Les polyn6émes II,, engendrent
un sous-groupe additif de @[X] noté S. Soit 1 € N*. Maintenant on
note % la classe de l'entier u dans Z/p'Z.

a. Soit Q € S. Montrer que Q(Z) C Z et que u = v’ [p!
implique Q(z) = Q(v') [p'].

b. Pour Q € S on note W(Q) € F(Z/p'Z, Z/p*Z) I'application
qui & toute classe T associe la classe Q(u). Etudier la surjectivité
de ¥ et son noyau.

(Ecole normale supérieure)

1> Solution.
1. L’application qui & P = ¥ 0, X" € Z[X] associe P = 3 @, X"
neM ncl
¢lément de (Z/pZ)[X] est un morphisme d’anneaux. Comme I'application

qui, & un polynéme de (Z/pZ)[X], associe sa fonction polynomiale est
aussi un morphisme d’anneaux, il en va de méme de la composée @.

e Montrons que & est surjective. 5i f € F(Z/pZ, Z/pZ), nous savons
qull existe un unique polynome A € (Z/pZ)[X] de degré inférieur ou
égal & p — 1 tel que pour tout ¢ € {0,p — 1], A(Y) = f(i) (polyndme
d'mterpolation de Lagrange).

—1 —1

Soit {by,....bp—1) € Z7 tel que A = pz b,X7,. Onpose P = pz X7

j=1

i=0
Par construction, on a, pour tout i € [0, p — 1], P(¢) = A(i) = f(i). Ceci
montre que ®(P) = f. L’application $ est surjective.

Ce qui précéde montre que toute application de Z/pZ, dans lui-méme
est polynomiale.

s Dapres le petit théoréme de Fermat, on a P — xz = 0 powr tout
& € L/pZ, autrement dit (XP —X) = 0. Le polynome X? — X appartient
& Ker . 81 P & Z[X], on effectue la division euclidienne de P par X¥ —X.
On obtient P = (X? - X)Q+R, avec Q € Z[X] et R € Z,_4[X]. On a alors
O(P) = o(Q)B(XF — X) + &{R) = &(R). Ceci montre que P appartient
a Ker @ si et seulement si R est dans Ker @.

Pt A
On écrit R = 3 b;X7, avec (bp,...,b, ) € ZP et on consideére son
o
_ p-l_
projeté R = 3 b;X? dans Z/pZ[X]. Si R est dans Ker &, tout élément
i=0
de Z/pZ est racine du polynome R. Celui-ci étant de degré inférieur ou

égal & p—1, c’est le polyndme nul. Ainsi, pour tout 5 € [0,p—1], &, =0,
c’est-a-dire que p divise b;. On en déduit qu'il existe T € Z,,_[X] tel que
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BR=pTetP =(X"-X¥Q+pT. 1l est clair. réciproquement. que tout
polynome ayant cctte forme appartient a4 ker @, ot plus généralement
tous les polynomes de la forme (X? — X)Q+ pT avec (Q, T) € Z[X]* (qui
se ramenent & la forme précédente en divisant T par XF — X).

Conclusion. Le noyau de @ est I'idéal de Z[X] engendré par les po-
lynémes X¥ — X et p.

2.a. Les éléments de S sont les combinaisons lindaires & cocfficients
entiers des polynémes H,. 11 suffit, done de démontrer la propriété ponr
les polynomes H, (n = 1).

Montrons que H,(Z) C Z pour commencer?. Soit z € Z.

o Sidwz<n—1,alors Hy(x )I:D.

A
e Six = n, alors Hy(z) = 2 CT € 7 car, par construc-

z! B
kel —w)l k.
tion, &, divise nl.

e Enfin, siw < 0, alors H, () = ‘

et e nouvean Hy(x) € Z.

Le polynéme k,H, cst & coefficients entiers. S1 v = o' [p'], alors
dapres Jes propriétés des congruences, on a kM, (v) = k,H,(w) [p'].
Autrement dit, p* divise kb, I, (¢) — ke Hy(u)). Or, par hypothese, i, est
premicr avee p. donc avec i . Ou en déduit, d’apres le théoréme de Gauss,
que 1’ divise Hy{u) — H, (0}, cest-a-dire que Hofw) = Hpfw') [‘p‘}.

h. On peur remarquer que ¥ est un morphisme de groupes additifs
{on ne dispose pas d'une struchire d’annean sur S).

1 m—a+ It (=17
kn(—.t’.‘” - k. te-r+1

d ]
e SoitdeNet Q=3 a,H,, avee (ag.....aq) € Z' | un élément
=0
de S. D’wprés ce qui précede, on a, pour 0 < 7 < 4,

Q) = Z an ('”

n=0
Supposons gue Q € KerWw. On a alors Q(j) = 0[p’], pour tout j
de [0,d]. On obtient, en particulier, pour j = O ct j = 1, ag = 0 [p]

et oy + z—l = 0[p'] et done aq = %5 = 0[pt] . Supposons démontré que
"1

1,1t
pour tout n e 1,5 — ], ona 20

k'.'l

7;7—: 7)—2(1@”—('”50{?:}

=0[p'}. On obiient alors

it :
ce qui démonsre, par réeurrence, que pour tout j € [0, d], E’“—;i =0p'].
i

4- En fait, le résultat découle directement de Uexercice 5.24 puisque 11, es1 un mul-
tiple enticn d’un polyndme de 1ilbert.
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Montrons 1‘éci})r0qu9merat que si cette condition est réalisée, alors

OcKerU Eneffet.si0<j<d,onan,H{e)=0pour 0Lz < j—1
a

clgH;(x) = _x’“j_(j? =0 [p], pour 2 = j. On a done, pour toul x € N,

Q) =0 [p] et \II(Q) 0. Le polyndéme Q cst dans Ker ¥, 7
Notons enfin que la condition trouvée équivant & a;j! = 0[p*], pour
tont j de [0,d], puisque k, est premicr avee p. On conclut :

o
Ker ¥ = {ZagH_,,d £ M, (ao, ... a4) € 29 ¥ € [0,d] a,j! = U[pu]} i
i

Remarquons que pour tout j £ N, vp{a,i!) = vp(e;) +v,(j1) 2 v,
S (1) = 4, alors la condition sur a; est antomatiquement réalisée. Soit
Jo le plus petit des entiers § tels que vp(_y.} = i, I résulte de ce qui précéde
e le sous-groupe de 8 engendré par les polyndmes H; ., j = jy est inclus
dnus le noyau,

¢ On peut décrire autrement les éléments du noyaun, Soit Q € Ker W,

L. it i1 o e . . . bk
I condition G;—J = 0 [p*] signifie qu'il existe b; € Z tel que a; = ]-’_I“" L
i I
d
I« polynéme Q s'éerit done p* _ZU b,H’;, oil les polynomes I} sont los
’j:

polynéres de Hilbert défimes par Hj = 1 el pour tout n € N*,

1. .

D, = XX -1)...(X —n+1).

7!
[l est classique de montrer que les polynomes qui s'écrivent comme com-
binnisons linéaires & coefficlents entiers des polynomes de Hilbert sont
lrs polyndmes de Q[X] qui envoient Z dans Z (voir excrcice 5.24). On
obtient finalement

Ker® = {p'Q.Q € QIX], Q(Z) C 2}
s Soit f € U(8) et Q € S tel gque ¥{Q) = f. Notons comme
o

précédemment Q = 3 ayH,. La fonction ¥(Q) nc dépend que des

s

n=0
restes des @ modilo p'. On peut done supposer que les coefficients a;
wont dans [0, p* - L]. DVautre part, Vétude du noyaun montre qu'on peut

prendre d < jg. En notant,
Jo—1

§=4Qe8,Q= Z@'H_T’«(QU:----“JO 1) €0, - ]]io ,
g=0
on a done Im W == T(§) et Card(Im V) < Card(8') = (p')%.
Pour préciser Card(S'), il faut évaluer jq (deﬁm ci-dessus). 11 résnlte
de Yexercice 4.21 gque

i—1
v ((p" = 1)) ZE(

k=1
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* Do la formule du bindme on déduit que, sii 2 2, on a

i) )
‘ +(p—1)i+ > (p—1)% — o _
-y = 2 - e U L) ()

-

et vu((p — 1)) 2 isii = 3oup 2 3 On a alors jn < pt— 1 el
Card(lm W) <« (p') ! (Jomme- Cavd(F(Z/p'ZL, Z/p Z) i)” , Vap-
pleation ¥ n'est pas surjectivesi< =3 oui=2ctp = 3.

+ Dans le cas ot 4 = 1. on a j — p. Montrons qualors la restric-

p—1 o1
tion de ® a § est injective. S1Q = 3. o;IT; ¢t Q) = 3 b, H, sont deux
=0 J=0

éléments de 8 ayant méme image par &, on obtient, d’aprés 'étude du
|
noyau qui précede, pour tont § € [0.p — 1], (a; — by} i— =0 [p]. Mais
7
icl ky = gl car j < p. On adone a; = bypl, ie. a; = b, car gy et b;
sont dans [0, p — 1]. La restriction de ¥ & § cst done une bijection de 8
sur Im @ On en dédniv que Card(Im %) = pP = Card(F{Z/pZ, Z/p})
I'application ¥ est surjective.
* Iintin, dam le cas one = p =2, 0n a jy = 4. On vérific que les

cléments de Q = Z a;Hy et QF = 37 b;H; de 57 ont méine image par ¥
=0 j—(]
si et seuletnent st ag = by, a4, = by, w2 = ba[2] et ag = by[2]. En notant
g — S.Q= Z(U Aug.ay) € [0,3), (ag,a5) € [0.1]7 3
=0

on a done TmW = (5] et Card(Im W) = Card(8") =4-1-2-2 =64 el
Card(F(Z/p 2, B/p E)) = 4" = 256 : ¥ v’cst pas surjective. <

Les epercices suivanls ont pour théme les relations entre les coeffi-
cients el les fonctions symétriques des racines d'un polyndme.

5.29. Images des racines d'un polynome

Soit P = X’ + aX? + bX 4 ¢ € C[X].
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ pour
quc les racines de P forment un parallélogramme.
2. Méme question avec un rectangle.
(Ecole polytechnique)

&> Solution,
1. Notons ry, o2, x3 ¢t 2y les racines «dn polynédue P. Leurs inages
dans le plan complexe forment un parallélogramme si on pent les or-
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donper de telle maniére que z; + 2 = x3 + 4 (relation équivalente a
T1 — X3 = T4 — Z2). Le coefficient de X* est nul donc la somme ¢; des
racines de P est nulle et la condition équivaut & 21 +x2 = 23 + x4 = 0.
En considérant o3 on obtient

b= —03 = —x172(3 + 1) — x324(21 + 22) =0

Réciproquement, si b = 0 on obtient P = X* + aX? -~ ¢ = Q(X?), ou
Q = X? +aX + ¢. En notant z; et 25 les racines de Q. les racines de P
sont les racines carrées de z; et 23 ; elles sont deux 4 deux opposées et
leurs 1images forment un parallélogramme de centre 0.

2. Un rectangle est un parallélogramme dont les diagonales ont la
meéme longueur. D’apres la question précédente. dont on reprend les no-
tations, les racines de P forment un rectangle si et seulement si b = 0 et

|21] = |22|- On cherche donc a quelle condition les racines de Q ont meme
module. En notant w une racine carrée de A = a2 — 4c, on souhaite avoir
| —a—w| = | — a + wl, ce qui équivaut a aw + @w = 0, & Gw imaginaire

pur et donc a a*w? =

on écrit

= a2A réel négatif. Ceci est réalisé si a = 0. Sinon,
A | 4c
a2/ = a,l2 = |af? (1 - —2)
a
W . , v “ « L ,
Cette expression est un réel négatif si et seulement si o est un réel
FI » - 1
supérieur ou égal a "

Conclusion. Les racines de P forment un rectangle si et seulement si

b= 0 et soit a = 0, soit Q—CQ est un réel supérieur ou égal a 3 . <

5.30. Un calcul de ¢(2)

1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un polynome P, tel que,
pour tout ¢ € ][), % [,

sin(2n + 1)t

. %D
sin?"+1¢

P, (cotan®t) =

2. Expliciter les racines de P,, et calculer leur somme.

3. En observant que I'on a cotan®# < < 1 + cotan?t pour
p

2

tout t € ] ' g [ déterminer la valeur de {(2) = Y} — -

(Ecole polytechnique)
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> Solution.

1. On applique la formule de Moivre pour calculer sin(2m + 1)t pour
Lot £ € ]O, g [ On a

n
sin(2n+1)t =1Im{cost-+isin €)2" 71 =Y CITI(—1)% sin®+1 peos® ) 4,
k=0

sin(2n+14
sin?rt+l g

n
oit P,, est le polynéme P,(X) = 3 CRE(—1)Xn—*,
k=0

Eun divisant par sin® "1 ¢ £ 0, on obtient bien =P, {cotan’ ¢
p )

Le polynome P, est unigue car st Q répond également au probléme,
on 4 P,{x) = Q(x} pour tout & > 0, puisque & peut s'écrire T = cotan®t
nvec t = arceotan(+/x) € ]O, g [

2. Lc polyndme P,, est de degrc n et il résulte de la premiere question

km
k o 2
que pour tout & € [1,n], xx — cotan (2n 1

n racines étant deux & deux distinctes, il g’agit des n racines de P,,. La
sonnie des racines de P, est Uopposé du coefficient de X™ L divisé par
le coefficient dominant. Ainsi,

) cst racine de P,,. Ces

G n(2n-1)

ﬁfl+“'+-rri; 11
(-"2n+1 3

3. La double inégalité proposée découle de 'encadrement hien connu
sint £ t < tant valable powr tout ¢t € [0, g { Si on doit le prouver
on peut soit faire une étude de fonction, soit invoquer un argument de

convexité. On éerit alors Iinégalité pour + = znkj_1 ct on sotime pour
k variant de 1 & ri. I] vient a l'aide de la question précédente
on — " (21 4 1)2 2~ 1
n(2n 1)€Z(r1+.) g“ﬁ_n(w 1).
3 m2k2 3

k=1

{(2n+ 1)?
2

On divise alors par et on fait tendre n vers Uinfini. On trouve

40 2
. . 1 T
un résultat sans doute bien connu du lecteur : | (2) = el <
n
n=1

Parmi les fonctions polynomiales symdtriques en n variables les plus

t
witlisées. figurent les sommes de Newton S, = 5. o, Les formules de
i

Newton sont des relations entre les sommes de Newton et les fonctions
symdciriques élémentaires.
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5.31. Fornmles de Newton (1707)

Soit n un entier 2 2, K un corps commutatif, @1,...,r, des
k3

éléments de K. On considére, ponr p € N, la somme S, = ¥ 2. On
i=1
note g, ..., dy, les fonctions symétriques élémentaires de =, ..., rn,

définies par
Tg = E Iy Tig - T, -

1€ <o 5n
=L 2 =

Démontrer qu'on a les relations suivantes :

1. 8, 018y + - + (-ul)”’lan_lsp,n +(-1)"a,8,_, =0
pour p 2 n.

2. 8, —a1Spy ok (=118 + (~1)Ppa, = 0 pour
l1sipsn—1

(Ecole polytechnique)

I> Solution.

n
1. Consgidérons le polyndme P = J[ (X —x;) € K[X]. 11 a pour ex-
i=1
PTESSION

T
P=X" 3 (-1 e X
=1
Pour 1 i< netpzn,onaPle)=al—cal t+ . +(=1)a, =0
~t donc en multipliant par m?_n,

z mmf‘l Lo (Do = 0.

Fn additionnant, pour 1 < i € n, on obtient

Sp - 0181,71 T+ o+ (_]-)lna-nsp—n =0,

2. Soit p entier tel que 1 < p <t n — 1. Ce second cas est nettement
plus difficile. Pour commencer, on compare 5, et a15,_7. On obtient

. n L p*l
Sp = a18p-1 — E Tiy Ty, -
1<e 12 <n
Ll
On compare ensuite cette derni¢re somme et 25,2, On a, cette fois,

o _ z : B S z : . p—2
U’lbpf'}! - liLIiz + mzlxigxm .

1€, 0g 50 1€ € ipfn
it 137y g
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Plus généralement, on pose, pour 0 < kS p—1,

_ . Pk
Ay = E Tiy o Tiy Ty

Ity <- - <igEn
gl P32tk
On re-m&rque gqu'en particulier Ag = S, et A,_| = pa,. On obtient alors,
pour 1 <k < p-—1,
TSk = Ap + A

En multipliant la premiere relation par —1, la seconde par (—1)% .. et
la (p — 1)-ibme par (=1)P=!, on trouve

=1

3 RSy — Ao+ (C1 A = S, + (<1 ey,

k=1

ce qui. 51 on fait tout passer dans le membre de gauche de 'égalité, nous
donne le résultat voulu.

De ce résultat, nous proposons une preuve olternative fondee sur les
séries genératrices.

Soit e« € €. On peut derive le développement en série entiere

— E (Ypr

valable pour |or] < 1. Si on écrit ce développement pour o = x;. pour
1 € 7 £ n et si on somme les relations obtenues, on obticat

1— ez

1 1 +0o
§: Il —r;x EIZHPT
i=1 p=1

n
. . 1
développement valable dans un voisinage de 0. La sommme 3 1-Xa
il LT T
est le développement en éléments simples d’une fraction rationnelle, gue
nous allons déterminer. On sait gue sjon pose P = (X —x1).. . (X — 2.},

an abtlent

P,l i3
P Z X —
i=1
puis e snbstituant 1/X & X,
i 1 P{1/X)  X"'P(1/X)
2.1 X XP(1/X) X P(1/X)

i=1

XP
stdone e =Y ——
z et donc P ;lill/X,

M@

-1
Puisque P = (%J)ka;,;}(”"" ot PP = Y (D) (n — kYo X7 F 1 (e
E=D

8
posant oy = 1}, on obtient
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n—|

5 (——l)k{n — k')rka"“

i 1 _ k=0
o1l wX

2 (—1)FopXF
k=0

['ar conséquent, pour x voisin de 0, on peut éerire

fi--1 ; B n
SIDRn = kot | = [ S | [ 2 (= Dfouat
k=0 p=0 k=0

D’aprés 'unicité des coefficients d'une série entigre et la régle du
prodnit de Canchy, le coeflicient de 2# (pour 1 < p <n — 1) vaut

n
(—1)Youln—p) = Z Si(—1y "kf’p-k
k=0

= Sp - O‘]Sp,'[ + UQSJ,_Q — e+ (“-1)pﬂp§£/
=N

ot finalement

Sp—01Sp_1 + -+ (=1 oSy + (—1)Ppo, = (] <

Ces formules pormettent de déterminer les sommes de Newton de
proche en proche. Inversernent, si le corps est de caractéristique nulle
(4l faut pouwvoir diviser par les entiers), la connaissance des sommes de
Newton permet de détermaner les fonctions syméiriques élémentaires.
{Ine utilisotion de cela est faite dans Uezercice 5.27.

Lexercice sutvant est l'occasion de rappeler que toute expression
rationnelle ef symétrique de xy,xq, ..., 1, peul s’expraner rafionnclle-
ment® en fonction de o1, . .., 0n, fonctions symétrigues élémentaires de
Ly Tn . led, on se contente de le constater sur un evemple pariiculier.

5.32. Polynomes réels scindés

On considére E Tenscmble des pelvnomes réels scindés sur B et
a coefficients dans {0. —1,1}. On souhaite décrire E,

1. Montrer qu'il suffit de connaitre les éléments de F unitaires
et qui ne s’annulent pas cn .

. Le lecteur powrra tronver une prenve de ce théoréme dans ARNAUDIES ().-M.) &
FRAYSER (H.), Cours de Mathématuques, Algébre [, Dunod. 1987, Chapitre X.
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2, Pour n réels strictement positifs aq,..., ¢,, démontrer
Pindgalité ¥ 2 2 n?.
i, jgn T
3. Soit P un polyndme unitaire non constant dans E tel
que P{0) # 0. Démontrer que degP < 3. En déduire P.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. I1 est évident que P est dang E s1 et sculement si —P est dans
E. Tl nous suffit. done de connaitre les dléments unitaires de E. Si O est
racine de P € E avec une multiplicité k, on peut éerire P = X*Q avec
Q € R[X]. Or, Q est scindé et ses coefficients sont aussi dans {0, —1,1}.
Réciproquement, si Q est dans E, alors X*Q € E pour tout entier k.

En résumé, les éléments non muls de E s'éerivent +X5Q, oi1 k € N et
ol Q est un élément unitaire de E n’ayant pas ( comme racine.

2. Cette inégalité résulte du fait que, si @, y sont des réels strictement
positifs. on a rTyd 2= 2. Dans la somme 3 fi[—, on regroupe alors

L 157, jsn %

le terme (4, §) avec le terme (f, i) pour ¢ # j. Comme le quotient vaut )
lorsque ¢ = 3, il vient

a; ‘ .
N Lz nt0i =0t

1<iggn Y

3. Notons n le degré de P. Ecrivons P = X®—a1 X1+ -4 (= 1)"a,,
ol1 les g sont les fonctions symétriques élémentaires des racines de P,
Naotons @1, ..., % ces racines distinctes oun confondues. Par hypothése,
elles sont toutes réelles et non nulles.
5. R T . - . " P
L'inégalité de la question précédente appliquée aux @7 donne
a
S = :‘? } nz.
1€i.5sn 4

Or S est une expression rationnelle des &; et elle va s’expritner a laide
des ap. Comme ces derniers sont majorés par 1, on pourra en déduire
une majoration de n. Plus précisément, on a

2 n g

S = 2 LA z 2 E —
a 2 ¢ w?
1€, i<n 77 i1 i=1""?

2
= (cr% — 202) (anfl) — 207172

n Tn,

On a alors clairement S € 3 x 3 = 9 et donc n < 3. On peut alors mener
une recherche exhaustive.
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*Pour n =1, X — 1 et X 4+ 1 conviennent pour P.

% Pour n =2 on obtient X% —1, X2+ X -1, X> - X — L.

* Pour n = 3, Pétude du cas d’égalité dans la majoration obtenue
phus haut donne oy = +1, 03 = —1, 03 = &1 et oy = —o3. On obtient
alors les polyndmes X? + X% - X — 1 et X* - X? ~ X + 1, qui conviennent
lous les deux. <

Le théoréme rappelé avant Uexercice précédent se généralise aur po-
lynémes ¢ coefficients dans wun anneau. Ainsi, st P est un polynéme
symétrigue en a1, ..., Tn 4 coefficients dans Z, il existe Q ¢ coefficients
dans Z tel que Play, ..., 2n) = Qoy, ..., 0u). On pourre caploiter cela
dans exereice qui sutl.

5.33. Un théoréme de Kronecker

Soil P un polynome unitaire de Z[X] dont les racines complexes
sont toutes de module inférieur ou égal & 1. On suppose P{0} #£ 0.
Montrer que toutes les raciues de P sont des racines de I'unitc.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

e Notons zy,7a,..., 2, los racines de P comptées avec leur multipli-
vitd, n 2 1désignant le degré de P, et o1, . . ., oy les fonctions symeétriques
¢lémentaires des z;. On a donc

PX)=X" o, X"y (1)

ot les 0y sont dans Z, Comme |z;| < 1 pour tout ¢ € [1,n], on obtient,
pour 1 € p < n, la majoration

> 1]~

1€P,([1,n]) i€l

fop) =

< ). 1=CardPy([Ln]) = C.
leP, {[1,2[}

Ceci montre que I'enscrnble {1, des polynémes unitaires de Z[X], de
degré m, dont les racines complexes sont de module inférieur ou égal & 1
est fini.

e 1’idée est alors de considérer pour tout & € N les polynomes
Pp(X) = (X — 20X — 25) ... (X — «¥). Ce sont des polynéines unitaires
de degré n dont, les racines 2 sont de module inférienr ou égal & 1. Pour
tout r € [1, 7], le coefficient de X7 dans Py est (—1)7o,.(2F, ... 2F). 11
wagit d'un polyndéme symétrique cu zg, 22,..., 2z, a coefficients dans Z.
1 est dome égal & vn polynéme & coefficients entiers en les fonctions
symétriques élémentaires des z;. I en résulte que, pour tout cntier k, on
1 Py € Z[X] ct donc que Py € {2,,.
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Comme £}, cst fini, et que chaque élément de , adinet an plus n
racines complexes distinctes, I'ensemnble des racines des éléments de 2,
est aussi fini. En particulicr, pour tout i € [1,#n]. lapplication k — ¥
ne peut pas étre injective. Il existe done deux entiers k& # £ tels que

28 = 2f Comme z; est supposé non nul, il s"agit d’une racine de Funité. <

Si P e CIX] est unitaire vn oppelle mesure de Mahlor® de P et
on note M(P), le produit || max(l,|z|). Le théoréme de Kronecker
P(z)=0
montre donc que si P € Z[X]| est un polyndme uniteire de mesure égale
¢ 1, ses racines sont des rocines de upité (ou 0). Un célébro probléme
de Mahler consiste d chercher 50l exviste & > (} tel gue le résultut reste
vri powr les polynomes de mesure inférieure ¢ 1 + £,

Duns C[X] tout polynore est scindé. Il w'en est rien dans R[X] ¢t ¢est
DUobjet de nombreur ciereices, des plus simples uur plus sophistigués,
de chercher combien de racines réelles posséde un polynome réel et 87
est scindd. Il apparait, dans les exercices suivants, que lo recherche des
racines réelles d’un polynome de R[X] fait essentiellement appel ¢ des
techniques d’analyse.

5.34. Racines réelles de nX™ — X*—1 — ... X —1

Combien P,, = nX" = X" ' — .. =X — I possede t-il do racines
réelles 7
(Ecole normale supérieure)

r= Solution.
Om observe que 1 est racine de P, pour tout n € N*, Pour n 2 2, on
met cn facteur X — 1 powr obtonir

P,=X-DnX"'4+n-1DX"?4+- 42X +1) = (X -1)Q,

Xﬂ+l -1

avec Q, = X"+ X" 1 4. .4+ X+1.0naQ, = X1

dérivant, il vient

de sorte qu’en

nXH = (n 4 DXP 4 1
(X —1)?

Q. =

L'étude des varialions du numeératent est, enfantine ot montre que Q)
adinet exactement une racvine réelle (négative) si 7 est pair et n’adinet
ancune racine réelle si noest impair.

6. Le lectcur trouvera dans lexercice 5.47 une inégalité (duc & Landan) qui fournit
une majoration de M(P).



5,35, 1N FOLYNOME SCINDE SUR R 215

Conclusion. Sin est pair, P, admet 2 racines réelles (dont 1) et sin
et imipair, 1 est I'unique racine réelle de P, «

5.35. Un polynéme scindé sur B

Montrer que, powr tous n = 1 ¢t ¢ € R non multiple de , le
n

polyndme P = 37 CE sin k@ X* a toutes sex racines réelles.
k=0
(Ecole polytechnique)

I - Solution.

n—I

Compte tenu de la factorisation X% —-Y" = [[ (X —B%\’), on pernt

cerice =N
2iP(X) = ?Z CE2isin kO X* = i k ((e""X)‘“ - (e*“’X)’“)
k= i—
- (1”+ e“X) " (1+ :"2}(’) !
- kHl (146X - (1+ X))
b
- “I:[l (1 PO SRl c'rye‘w)}{) )
L=0

Ou en déluit que si o, nombre cornplexe, est racine de P, T'un des

. ;2R ; o dk= _; . .
facteurs (1 —eP5T (e et e i{’)\t’) cet il On a nécessairement
Skxo . FLS.A { - . =
e ST e ear sinon 1= ' 5 et ¢ = (7 antrewent dit § € 7.
On est done en droit d’éerire
kw
el 1 P e sin —
T = T = - =
B T b B RT Lt NN T ) ha
€ ¢ @ (_,( n}_{;( n,) sin 9__
7

Le polynome P u'a donc que des racines réelles. <

Lo theéuréme de Rolle est un instrumend efficace pour trouver des
racines oul polynamaes véels, comme DUillustre Uexercice swivant.
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5.36. Dénombrement de racines réelles

Soit P € B[X], un polynéme admettant n racines réelles simples
strictement supérieures a 1. On pose

Q{X) = (1 + XHPX)P(X) + X(P(X)? + P/0O3).

Montrer que ¢ a au moins 2n — 1 racines réelles distinctes.
(Ecole polytechnique)

r> Solution. f
OnaQ=PPI'X*+ (P2+ P’z)X + PP, expression qui se factorise en

Q = (XP + P')(XP’ + P)

(regarder (3 comrie un «polyndne du second degré en X» ).

s Le polynome XP' + P est le polyndme dérivé de XP. Ce dernier
adimet comme racines celles de P, que l'on note 1 < @7 < 75 <7 -+« < Ty,
et la racine 2y = 0. Le théoréme de Rolle nous assure de Iexistence d une
racine de XP’ + P dans chaque intervalle |z, ;11[, © € J0,n — 1]. Cela
nous donne déja n racines distinctes.

e Pour lc second facteur, on introduit la fonction définie sur R par
f(x) = € /2P(2). Elle est de classe C et f'{z) = ¥ /2(P'(x) + zP(z)).
Le théoréme de Rolle nous donne donc ici aussi n — 1 racines distinctes
pour XP + P’ (une dans chaque intervalle |z, 2,11 ], 4 € [1,n — 1]).

e Il reste enfin & vérifier que ces derniéres racines different des
précédentes. Or si P(z) + xP'(x) = 0 et P/{(r) + 2P(x) = 0. il vient
(1 — a2)P(x) = 0. Mais par construction les raciues obtemics ci-dessus
ne sont ni des racines de P, ni égales 3 £1. D’ol le résultat : Q admet
an moins 2n — 1 racines réelles distinctes. <

On retiendra le résultat classique redémontrd dans Uezercice suivant :
si P e BIX] est scinde sur R, alors il en est de méme de P/,

5.37. Dérivation et polynémes réels scindés

Soit (P,Q) € R[X]%, Q = Y_apX*. On pose R = 3 o, P,
Montrer que si P et () sont scindés sur B, alors R est seindé sur R,
(Ecole pormale supérieure)

> Solution.

Si D désigne 'opératenr dc dérivation sur R[X], on ohserve qu'en
fait R = Q(D){P). Si Q ost constant le résultat cst trivial. Dans la
suite, Q sera donc supposé de degré p 2 1 et unitaire (ce gui ne nuit
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nullement & la généralité). Il s’écrit done Q(X) = (X — M) ... (X = Ap)
{les A; n’étant pas nécessairement deux a deux distinets). On obtient
alors Q(D) = (D= MId)o---o (D — A Id) dans Nalgébre L{R[X]). Il suffit
douc de prouver le résultat suivant : pour tout P € RfX] scindé et tout
véal A, P" — AP est aussi scindé.

Si P est constant, ¢’est clair. Supposons donc n = degP 2 1 et no-
tons ¢y <+ + < &y los racines distincetes de P, de multiplicités respectives
e o, O

o Le cas A = 0 ost classique : les o, sonl racines de P’ d'ordre o, — 1. ce

k
qui fournit Y (e — 1) = n — k racines de P’ comptés avee multiplicités.
im
e plus. s kl> 1, Papplication du théoréme de Rolle sur chacun des
intervalles [z, #;14), 1 €4 € k — 1, fournit k — 1 autres racines de P/,
tlenx & deux distinctes ot distinctes des précédentes. Ce qui fait le bon
comptc.

e Lc cas A quelconque se traite de méme [ o; esl loujours racine
de P — AP de multiplicité a; — 1. Considérons alors la fonction définie
sur R par f(z) = Plz)e " On a f'{z) = (P/(z) — AP{x))e ™" et le
théorbmme de Rolle qui s’applique encore sur les intervalles [a;, 25 41] dotne
drouvean A1 racines supplémentaires. On adone (n—k)+(k—1) = n—1
racines complées avec multiplicité pour P/ — AP, Ce polynéme étant
de degré n, il est nécessairement scindé (le facteur qui reste étant de
degré 1),

Remarquons que si P est & racines simples, P/ — AP l'est également.
Il en résulte que si P est scindé A racines simples, R Pest aussi. <

5.38. Un théoréme de Laguerre

Soit P et Q denx polyndiues non nuls de R[X] scindés sur R. Ou

suppose que les racines de QQ ne sout pas dans l'intervalle [}, deg P).
T i

On note P = 3 Xt et R = 3 apQ(k)X5. Montrey que R est

. k=0 k=0
scindé sur R.

(Ecole polytechnique)

[~ Solutian.

Sans perte de généralité, on peut supposer P et Q unitaires. On note
i le degré de P et g celui de Q.

Une premiere constatation cst qu'il suflit de montrer le résultat pour
nn polyndme € de degré 1 {c’est trivial si (Q est constant), car le résultat
s'¢tend ensuite facilement par récurrence sur g. En effer, supposons le
résultat vrai an rang ¢ — 1. On écrit Q = (X — «)S, ot § € R[X] est de
dogré g — 1 et a est une racine de Q. DVaprés Phypothése de récwrrence,
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ki
le polynéme T = 3 axS(k)XF est scindé sur R et d’aprés le cas ¢ = 1, le

k=0
T

mn
polynéme R = Z arSE))(k — a)XF = 37 axQ(k)X* est scindé swrR.
k=0
On suppose donc dans la suite que Q@ = X — «, olt par hypothése

a ¢ [0,degP] = [0,n]. On a alars, avec P = 3 ap X*,

T k) n
R= Zak(k —a)Xk = Zakak —a Zaka = XP' —aP.
k=0 k=0 k=0

Le coefficient de X" dans R est an(n — @) # 0 de sorte que R est un
polynéme de degré n.

On observe qu'une racine non nulle ity d'ordre k de P est racine
d'ordre k — 1 de R. En revanche, si 0 est racine d’ordre & de P, (} reste
racme d’ordre k de R. En effet, si P = X*P; avec P1(0) # 0, on obtient

= X*1(kP; +XP)) et R = Xk[ k —a)P; +XP!] et le polynéme entre
Crochets ne s'anniile pas en 0 car o # k.

On considére done I'ensemble des racines de P anquel on rajoute, 8'il
n’est pas racine, le réel 0. On note oy < ag < -+ < o, les éléments de
cet ensemble et ig 'entier entre 1 et  tel que ay, = 0. On note s; l'ordre
de oy comme racine de P pour tout ¢ compris entre 1 et r. Si { # ég, on
a §; 2 1, mais s;, peut étre nul.

D’aprés ce qui est dit plus haut, pour ¢ # 4y, @; est racine d’ordre
3;—1de R; 0 = oy, est racine d’ordre s;, de R. Comme 5, +-+-+ 5, = n,
pour que R soit scindé sur R, il suffit de trouver » — 1 autres racines de
R, distinctes des o, puisque

(51 -1+ 48+ +{& -1+ —-1)=n

P

On remarque que R = XP ( D

) . En écrivant

» = r 3:
r_ ysi—1 e = = -
Pr=) siX =) I[(X ™ et =) o
i=1 et ot
on obtient
S — QO 8r

11 suffit donc de prouver que la fonction

f::cr—»( 51 +---+3i"_a+“'+ = )

x - oy x x—

g’annule r — 1 fois sur son domaine de définition D = R\{oq,...,a.}.
Nous distinguons deux cas.
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* Premier cas : e < 0.
La fonction f est continue sur D. Comme les s; sont strictement
positifs ainsi que 8;, — o, ona, pour 1 € i< r—1,

imf=40c et lim f=-o0
a:r Cjp1

ot d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, f s’anmile sur Jay, il
Dol r — 1 autres racines : c’est ce qu’on voulait.
* Deuxieme cas : o > n.

On a 8;y —a < 0. Comime dans le premier cas, f s'annule sur Jog, aq41]
pour ¢ # ip — 1 et ¢ 3 4g. Mais on ne peut plus affirmer que f s’annule
SUE |vig—1, Qi | €6 Sur Jev;,, iy 1. Par contre, on a

St S —a+ A 8 n—

o
x) ~ = — 0" et limf = o0,
f( ) —oc x €T o /

sl e £ 0, ie. iy £ 1. D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f
s'annule sur | — oo. ;[ 8i 4g # 1. De maniére analogue, f s’annyle sur
|, +00] 8l i # v On a donc encore r — 1 nouvelles racines (si 4p = 1
our, f s’annule sur » — 2 intervalles Joy, oy 1)

Dans les deux cas, nous avons en tout v — 1 racines nouvelles et R
est scindé, <

5.39. Plans vectoriels de polynomes scindés

Soit (P, Q) un couple de polynémes réels.

1. On suppose que P et () sont scindés a racines simples et que
leurs racines sont emtrelacées, c'est-d-dire que si « et 5 sont deux
racines de I'un (o < /), il y a an moins une racine de autre dans
lintervalle |, 8. Monirer que le polyndme AP 4 pQ) reste scindé &
racines simples lorsque (X, i) décrit R2.

2. Montrer que si pour tout (A, ) € R?, le polynéme AP+uQ est
scindé & racines simples, alors les racines de P et (} sont entrelacées.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. e De I'hypothése, on déduit qu’entre deux racines consécutives
de P (resp. Q) il y a exactement une racine de @ (resp. P) et donc que P
et ) n'ont ancune racine commune. Ceci montre que, soit les degrés de P
et ( sont éganx, soit ils diffevent de 1. Supposons que deg(P) < deg(Q),
notons 7 le degré de @ et 2q,... 2, ses racines (@1 < -+ < x,). On
peut supposer P et Q unitaires. La propriété & démontrer est évidente
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81 A = 0ou g =0; on suppose désormais Ay # (. Le polyndme AP + Q)
est alors de degré n sanf si deg(P) =deg(Q) —net sl A+ pu=0.

e o est racine de AP + pQ si Qo) # 0 et Qg ; = % Nous allons

dong étudier U'équation F(r) =0, ol F est la fraction rationnelle %

Par hypothése, pour 1 < 4 € n — 1, Q ne change pas de signe et P
change une fois de signe sur l’mtervcﬂle Jizy, %:1]. La fraction F change
donc également de signe sur Jx;, z,+1[. Puisque x; et z;,, sont des poles
simples de F, on en déduit que

(limF = _—ax0 et lim F = +oo) ou (hmF = o0 et lim F = -—oo)

T, F Tip1” x; Trg

Dans tous les cas; pour tout i € [1, 72— 1]. la fonction F prend une fois la

valeur f’f sur |z;, z; 1], d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires.

La fraction F prend déja n — 1 fois la valeur — ; .

De plus, on a d’une part lim F = —no et hm F = +o0 ou hm F=+c0
X rp,t

et lim I = —co, et d'autre part hmF = llm F=0(s degP =n—1)ou

Ty

limF = ng =1 (sidegP = n). 81 degP =mn—1, alors F prend une fois

la. valeur — & # (0, soit gur | —oo, 21 [, soit sur |z,,, +oo|, toujours d’apres

le théore eme des valeurs intermédiaires. Cela reste vrai quand degP = n,

sauf si -——\ =1,

Conclions. 5i degl> = n — 1 ou —‘L; # 1, le palynome AP + uQ
po::sedP n racines réelles distinctes. Il est done scindé. 51 degP = n et
si — X 1, le polynome AP + p@Q est de degré n — 1 et pussede n — 1
racines distinctes. Il est encore scindé. Dans tous les cas, \P + uQ est
scindé a racines simples.

2. & Ou voit en prenant (A u) = (1,0) ou {(0,1) que P et Q sont
scindés a racines simples. Montrons qu'ils n’ont ancune racine commune,
en raisonnant par I'absurde. Si « est une racine commune a P et Q, il
existe des polynémes Py et Q; tels que P = (X—0}P; et Q = (X —0) Q.
On a alors, pour tout (A, x) € R%, AP +uQ = (X —a){AP; +pQ1). Mais o
Qi{a)
Pi(a)’
alors @ est racine double de AP + pQ, ce qui est contraire a I'iypothése.

e Montrons que les racines de P ot QQ sont entrelacées en raison-
nant par Uabsurde. Supposons par exemple qu'il existe deux racines
consécutives de P, z et z’ telles que ) ne s’annule pas sur le segment

est racine ni de Py, ni de Q1. 51 on choisit A et 4 tels que A

[z, 2'] (on sait déja qu’il ne s’annule ni en @ nien z'). La fonction F —

est donc définie et dérivable sur [z, z'] ; elle s’annule en z et 2/. D’aprés
le théorgme de Rolle. il existe £ € lz.2'], tel que F/(&) = 0. Alors £ est
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racine multiple de la fraction rationnelle F — F(£). En multipliant par Q,
on obtient que £ est racine multiple de P — F(£)Q. Clest contraire &
'hypotheése. Les racines de P et Q sont donc entrelacées. <

Lierercice suivant étudie dans un cas simple la question de {a conti-
nutté des ractnes d’un polynome par rapport @ ses coefficients.

5.40. L’ouvert des polynémes scindés i racines simples sur iR dans
I'ensemble des polynémes nnitaires de degré n

Soit P = X"+a1 X" ' 4+ -4 a,, un polynéme a coeflicients réels
scindé sur B, & racines simples. Soit Q = ¥ + XL ... + b,
un polynéme a coefficients réels. Montrer que si les b; sont proches
des a;, alors Q est scindé sur R, & racines simples,

{Ecole polytechnique)

I~ Solution.

Notons 1, ...,%y les n racines, rangées par ordre croissant, du po-
lvnéme P. Celui-ci s’annule et change de signe en zy,...,z,, puisque
ces racines sont simples. Considérons des réels 31, - Yn, Yno1 tels
que Yy < @y < Yo < v < Ey < Yoy On oa alors Plye)Plyks) < 0
pour tout k € [[1,n]. La fonction

L ige (b1. R bn) & Rn L (Q(yl)Q(yl) ----- Q(yn)Q(yn-{-l)) = Rn

est continue puisque polynomiale. Par hypothese, ®(aq,. .., a,) appar-
lient & (Ri)n. Cet ensemble étant un ouvert, on aura, pour (by,...,bys)
proche de (ay, -..,a,) (pour une norme quelconque de R™, celles-ci étant,
équivalentes), ®(by, ..., by) € (RY)", cest-a-dire Qup)Qlyrq1) < 0
pour tout k € [1,n]. Alors la fonction Q change de signe, donc s'an-
nule, entre gy et yi_o 1, pour tout k € [1,n]. Le polynéme Q s’annule
donc n fois : il est scindé sur R, & racines simples. <

En choistssant yr ef ypyr tels que yn 1 — v < €, on montre que,
pour by, ... by proche de ay,...,a,, Q posséde une racine zi telle que
[k — 2| € €. Ceci démontre que, pour k € [1,n]. la fonction, définte sur
un voisinage de (ay,...,Gn), qui 4 (by, ..., bs) associc lo k-iéme racine
e QQ (celles-ci étant rangées por ordre croissant) est continue,

St cette démonstration ne s’appligue plus, le théoréme reste vrai dans
C[X]. On peut utiliser par exemple le discriminant (cf exercice 5.10) :
celui-ci est une fonction polynomiale, donc continue, des coefficients
de P; ¢i P n'a que des racines simples, son discriminant n’est pas nul et
st les coefficients de QQ sont proches de ceux de P, son discriminant reste
iron nul.



222 CHAPITRE 5. POLYNOMES

On ne saurail mieur terminer celte série d’exercices sur les po-
lyndomes scindés que par létude d’une famille de polyndémes scindés sur
R, aux riches propriétés : les polyndmes de Techebychev.

5.41. Polynémes de Tchebychev

Soit n € N*,

1. Montrer qu’il existe un unique polynéme T, € R[X] tel gue,
pour tout réel z, Tn(cosz) = cos(nr). Calenler Tpyq + Too.

Les polyndmes T, sont appelés polyndmes de Tchebychev de
premiére espéce.

2. Montrer que T, & Z[X], préciser son degré, son coefficient
dominant. Déterminer les racines de T,, ainsi que les extrema de la
fonetion x — Ty, (z) sur [-1,1].

3. Montrer que pour tout polyndome P a coefficients réels unitaire

1

etdedegrén,ona sup |[P(z)| = a1 avec égalité si et seulement
ref-1,1]

P = T ,

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. L’existence de T,, peut s’obtenir 4 I'aide de la formule de Moivre
et de celle du binome de Newton. On obtient

cos(nz) = Re(cosx 4+ ising)” = C2k (-1 kcos”_gkx 1—cos® z k,
1
0€2kgn

ce qui prouve 'existence et donne I'expression suivante de T,
E(n/2}
To(X) = D CH(XZ—1)Fxn2k,
k=D
Pour I'unicité, il suffit de dire que si R, est un second polyndme gui
convient, on a (T, — Ry)(cosz) = 0 pour tout réel z Il en résulte
que T, — R, est identiquement nul sur [—1,1]. C’est donc le polyndme
nul.
Les formules de trigonométrie montrent que, pour tout z € R,

(Tny1 + Truo1)(cosz) = cos(n + 1)z + cos(n — 1)z

= 2cosxcosnr = 2cos zTx(cos z).

Donc le polyndme T, | —2XT, +T,, ., est identiquement nul sur [-1, 1].
I1 en résulte qu’il est nul et on a la relation de récurrence :

| Ts1 —2XT, + Tuy = 0]
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2. & On voit sur Iexpression trouvé ci-dessus que T, € Z[X] et
E(n/2)
que deg(T,) < n. Comme le coefficient de X™ vaut 3 Cﬁ"" = 271
k=0
on a deg(T,) = n.
On peut aussi montrer ces résultats par récurrence & ['aide de la
relation de récurrence obtenue en 1.
e Posons pour k € Z, 6, — % + % On a évidemment cos(nfy) = 0
pour tout k. Il en résulte que ry = cos @y est une racine de T',,. Quand
k décrit Z, z; prend n valeurs distinctes, obtenues en faisant varier %
tdlc 0 a n — 1 par exemple. Comme deg(T,,) = n, on dispose de toutes les
racines de T, qui est donc scindé A racines simples sur R. Notons que
fona —l1<a, 1< <21 <ap < 1.
e Comme T, (cosf) = cosnd, on a |T,(2)| <1 pour tout z € [-1,1].
[l v a épalité si et seulement si z est de la forme z, = cos ,%T), avec
0 < k < n. Plus précisément, Tp(zz) = 1 si k est pair et Tp(2i) = —1
si k est impair. Notons gu’en particulier, T, (1) = 1 et Tp(—1) = (-=1)™.
Onvoit gue —1 = 2z, < 1 < Zp1 < -+ <23 <o < 2p=1et
que la fonction T, est strictement monotone entre deux 25 consécutifs.
On a tracé les graphes sur [—1, 1] de guelgues polyndmes.
1 y-

0.5 0.5

l o
0.3
-0.5 05
I O 1
-0.5
-1
n=2>
3. Pour tout polynéme P, onpose |P|| = sup [P(z)|. On considére

z€[~1,1]
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t . o .
e polyuome Py = ——="T, 1l est bien unitaire et de degré n. On a,
d'npres 1a question préecdente. [Pyl = 2177,

s Supposons quil existe un polyname unitaire P de degré n tel
que (|P|| < [P, Btndions le polynime Q =P, ~P. OnadegQ < n—1
car P, et I’ sont tons les denx nnitaires de degré n. L'idée est de re-
garder los valenrs prises par Q aox points zp {définis dans la question

. I
précidente). On a Q{au} = Po(zn) — P(zn) = — P{z) > ) car

Zu yir—1
P < Pl = 2” o— . De méme Q(7) < 0. Q(22) > 0... I résulte alors

du théorime des valeurs interuédiaires que () s’annule au moius ine fois
dans chague intervalle Jzx o, o f pour & < b € n— 1. Ce qui donne n
racines distinetes de €. Comme Q est de degré = n—1, ona Q =0, co
qui est absurde. On a done ||P|| 2 | P, ponr tont polyndme P unitaire
de degré n.

¢ On inontre maintenant qu'il 0’y a ¢galité dans [|P|| 2 ||Pn| quo
poar P = P,,. Reprenons [¢ raisonnement précadent. Soit P ounitaire de
degré n tel que ||P| = ||P,] et Q =P, - P Onadeg(Q) <»n—1
et Qlzn) = 0, Qlz1) € 0.Q(22) 2 0... {ou dojt remplacer les incgalités
strictes par des inégalités larpes). Si tontes les inégalilés sont strictes, Q)
cst nul comme précédemment.

La situation est plus délicate si Pun des Q{zp destnal. 811 € k< n—1

ot Qfzr) = 0. alors P{ag) = & o T ot zp est un cxtremam local de .

On a done P(2p) = 0 et comme P izp) =0, on trouve Q') =0 %
esl nne rachie mualsiple de (),

Moutrous par eécurveuce sur k € [0,n — 1] gne Q posséde au moins
k (resp. k + 1) racines comptées avec leur mu]t)ph(lté dans Pintervalle
[#h. z0] = (o4, 1] 51 Q(z1} # 0 (vesp. Qfzg) = 0). Il 0’y a tien a4 prouver i
k= 0. Supposons k 2 1.

* 81 Q{zr) =0, 7, est une racine au moius double et cornme il ¥
en a anomoins & — 1 dans [z -1, 1] {par lppothese de récurrence), on en
trouve donc an moins b + 1 dans [z, 1].

* 57 Q) £ 0 et Qlze_y) = 0, Vhypothese de récurrence assure
Pexistence de k zéros dans [z o, 1] C [z, 1).

* 51 Qz) # 0 et Qlopsy) £ 0, ana Q=) Q1) < 0 et Q
g'annule sur |zi, k- [. Dans ce cas encore, on a donc au moins k racines
dans [z, 1].

La récurrence est achoevee. 8i Qfz, ) = 0, Q a donc au moins n
racines dang [—1,1]. Dans le cas contraire, Q(—11Q{zn_) < 0 et Q
sannule sur [—1.2,_(f.- Comme on a déja n — 1 vacines dans [z,_1. 13,
on obtient dans cc cas anssi n racines dans [~1,1]. Le polynome Q est
donc nul ece qui donne le eésultat. <1

La démonstration faite dans cet exercice pewt se géndraliser. On dit
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i une fonction continue g équi-oscille surn+1 points de [a, b), 5%l eziste

des points zp < z1 < -+ < 2, de [a,b] fels que, pour tout i € [0, nj,

(=) = lell = 51[11) gt et glzagr) = —g{z) sié < n. On w vy que le
1€ [ab]

polyndéme 'L, dqui-oscille sur n+ 1 poings de [—1.1]. On peui démonirer
le théoréme suivant : pour [ € Cla, b, R), d existe un polyndme unique
(dit de meilleure approzimation) qui réalise le minimurm de distance de f
i Ry 11X] ou sens de lu norme uniforme. Cet unique polyndme g est
caractérisé par le foit que la fonction f — q équi-oscille sur eu moins
1+ 1 points de [a. b]. L'exercice @ montré que si on prend [o,b] = [—1,1],

T
Ir—1

ors g — — X7 réalise le minimum de distance de X* a R,,_¢[X].

On peut démontrer, comine dans la premiére question de exercice
pricédent, que, pour n € N, il existe U, € R[X] de degré n tel que, pour
tout ¢ € R, sin(n + 1)¢ = sin#U, (cosd}. Le polynéme U, est appelé n-
wane polyndme de Tchebychev de seconde espéce. En deérivant la relation
de définition de T,,, on nbtient T), = nU, ;.

La résolution de Vexercice suivant nécessite lu connaissance des po-
lynomes de Tchebychev.

5.42. Inégalités de Bernstein et de Markov

1. Inégalité de Schur (1919). Soit P € R,,_ 1 [X]. Montrer que

Ve € [-1,1], VI —2?2|P(e)] < 1] = V2 €[-1,1], [P{x)| < nl.

(Indication : xg,@1,...,%,— ¢tant les racines du n-itme polynome
de Tchebychev T, décomposer P dans la base des polynomes intet-
polateurs relatifs aux 2,.)

2. Inégalité de Bernstein (1912). Soit

n
QO) = (A cos kO + puy sin kd),
k=0
oit les Ay et gy sont réels. On suppose que sup [Q(4)] < 1. Montrer
433

que sup |Q'(8)] < n.

o<k )

3. Inégalité de Markov (1889). Soit P € R,IX]. On suppose

que sup |P(x)] < 1. Montrer que sup |P'(2)] < n?.
lz|<1 l+{<1

(]:?.cole normale supérieure)
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£ Solution.
1. Le n-iéme polynéme de Tchebychev est de degré n et ses racines

sont les z; == cos (M) on i € [0,n— 1]. Notous 6; _ Gir
2n 2n
Les polyndmes interpolateurs de base pour e n-uplet (xg,. .., 25—, ) sont
(ef les rappels précédant excrcice 5.25) les polyndmes
(I)(X) n—1
LilXy)= ——————(0<ig<n—~1), ol &= X — ).
(X) B (X — 1) UES TS ), ob E)( i)
On a done
nn—1 b 7—| Tn

P-Y D) ~ Y P
g ¢ D () (K — w4) iz § T () (X — 24)
puisque Ty, est proportionnef & ®. On va calcuder les valeurs T (z;).

Par définition de 'T,,, on a, pour tout ¢, T, (cosd) = cosnd et done, en
sin nd,

dérivant, —sin 617 (cos§) = —nsinnf. On en déduit T, (x;) = n
On obtient

Siﬂgi
: : LT e . 5
sinn; =sin | (27 + 1)5 =(-1)" et sind, =+/1—zZ,

—1)'n .
car 0; cst dans |0, 7[, et done T/, (x;) = (=0 , pour tout 1 de [0, n—1].
? Fh 3 ﬂ] — a’:f

On obticnt finalement

n—| i—1
P(‘ﬂt) rF'r " ; . P(.Li)
P = HE —_—— = ”z 1Y /1 — ;0
T =0 T;L(”E’b)(x 7‘7"’5) n ’i:U( 1) :r’l X — i

De Pégalité précédente, on dédnit que, pour tout z € [~ 1, 1\ {@0, . .., 201 },
on a

1—1 qi—1

< ey i A

Siwe [—1,z, 1[U]zg, 1], alors tous les x — z; ont méme signe. On
peut donc acrire

Mais 2, ..., 2, ., Gtant fes n racines de T, on reconnait dans la somme

rp«f

. I, e
ci-dessus ’TM% On a done |P(r)| <

Mt

i
~ {17 (x)]. Or on a vu que, pour
T
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n sin nd

tout # € R tel que sind # 0, on a T, (cosd) =
winlable pour tout @ ¢ R, Isinnf| £
par récurrence sur n), an déduit que
pour tout x € [—1. 2, 1[U]xe, 1],

. De l'inégalité,
n|ginf| (qui se montre facilement
T’ cos 8] < n?. On obtient enfin,

1
Pl < {Tho)l < n,

cequi est inégalité voulue.

Reste & examiner le cas oll © € [z,,_1,7q] = { cos 2_ cos Z—J On
T
n alors
1 1

Pix)| < = < .
| ( )| f1 7 {EZ sin 2£
n

w 1 R .
L.'inégalité \P < i oest vérifide s on a sin — = Crest vrai car on

2n n.
a, plus généralement, pour tout & € [O H sinz = —ux cotte indgalite

Kis
résulte de la concavité de la fonection sinus sur {U 3 ]
2. On va appliquer la question 1 & un polyndéme P approprié. Soit #
un réel. Pour majorer |Q'(0)], on utilise la définition de la dérivée comme
limite du taux d’accroissement, mais on considére Q8 + h) — Q{# — k),
plutét que Q{8 + h) — Q(8), pour des raisons de symétrie. Les formules
de trigonomdétrie usuclles donnent, pour h € R,

QI+ h) —QEH—1) = z Ak (vos{k(f + h)) — cos(k(0 — h))
+,uk(sm(£ (0 -+ b)) —sin(k{f — k)
= 2 Z (—Arsin k€ + pop cos k) simkh.

k=1

On sait que, pour k € N* et b € R, on a sinkh = gin AUy _(cos h),
o1 Up-q est le {k — 1)-iéme polynome de Tehebychev de seeonde espiee;
il est de depré k — 1. On a donc, ¢ élant fixé, pour tout réel A,

Qe+ h)—Q(F—h)=2sinh (Z (—Apsin kO + pp cos k) Up_1 (cos h))

k=1
= 2sin b P(cos i),

ol P appartient & R,_[X].

Montrons que P vérifie hypothese de la question 1.
Pour tout @ € [—1,1], il existe b € [0,7r] tel que & = cos b, On a alors

v1—u#2|P(z)| = |sinh P(cos h)| =

QB +h) — QO —h)| <
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d’aprés I'hvpothese sur Q. Le polyndme vérifie done Phypothése de la
question 1. Ou en déduit que, pour tout z € [-1,1], on a |P(x)| < n. En
particulier. pour tout /i € R tel que sinh # 0, on a

QF+ h) - Qo - h)
2sink

= {P{cosh}| <

Sachant que

;) 2h h—0 2sinh ’

on en déduit, en faisant tendre A vers 0, que
pour tout réel . on a I'inégalité voulue.

3. On utilise la question précédente, en posant Q(8) = P(cos#) pour
tout # ¢ R. Montrons que Q a la méme formme que dans la question
précédente. Cela résulte de la lindarisation de cos™#, pour n € N, a
Vaide de la formule du bindme ¢t de la formule de Moivre. On a, pour
tout n € M,

it e\
e’ 1e k {re—2k)0
o _ kil
cos” 8§ = (———~2 ) = om (2 Cr

k=0

'{8)| < n. Ceci ¢tant vrai

En regroupant les termes conjugnés, on obtient

! C’C cos{(n — 2k)8 sl N est lmpair,
on 1 P
cas" 8 = k-0
1= 1 _
T 3 Ckeos((n — 2k)8) + e SLnest pair.
k=0

Cliaque cos® #, pour 0 £ A < n, étant une combinaison lindaire a

coefficients récls de 1, cos@,cos 28, ... coskf, P(cos#) sera une combi-
naison linéaire de 1, cos 6, cos 26, ... cosnf. 1l existe done dLb constantes
réelles Ap, A1, . ... A, telles que, pour tout 0 € R, Q(4) = Z Apcoskf et
k=0

ainsi Q a la forme voulue.

On a, pur hypothese, pour tout 8 ¢ B |[Q(A)] = |Pcosd)| <1
On en déduit. d'apres la question 2 que, pour tout réel 8. [ {#)] < ».
De Dégalité Q'(¢) = —sin#P’(cosd), on tire s8)] < n. En

posant ¥ = cosd, on obtient alors, pour tout »r € [—1,1],
V1 —a22P'(z)] < n.

. 1 - ; - P
La fouction =P’ vérifie les l]ypothoses de la question 1. On en déduit
n

que pout tout x € [~1,1). on a — }P ()] € n et douc [P (2)] € n?
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Par homogénéité. on en déduit pour tout polynome irigonomeétrique
() de degré inférieur ou €gal & n, sup]Q (&) < nsupiQ &), rest-d-dive

[Q )l < 1|Qlsc- On o de méme, pO‘U'FP dans R,;[X] 1P| < n?||P).
o ||P| = sup |P{x)].

o]
Les exercices qui suivent traitent du probdléme de la locafisation des

racines. Le premier démontre le trés classique théoréme de Gauss-Lucas
et en donne quelques applications posées lovs de différents orauz.

5.43. Théoréme de Gauss-Lucas

1. Soit P & C[X] non constant. Montrer que les racines de P’
sont dans I'enveloppe convexe des racines de P.

2. Déterminer le plus grand entier n 2 2 tel que les racines non
nulles de (X +1)" — X" — 1 soient de module 1.

3. Soit P uu polyndéme non constant de C[X], A une droite du
plan complexe, Hy et H; les deux demi-plans ouverts limités par A,
Omn suppose gque P’ a une racine dans Hy. Montrer que P(H,} = C

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1L Onécrit P=AJ[(X - )™ oltr 21 AcC AL, A el
k=l
som, les racines denx & denx distinctes de P et nq,.. ., i, lenr ordre

respectif. Comuine

P—AZmX Ay X =A™,

ik

on a classiquement la décomposition en éléments simples de P'/P
P i i
P —X— M

Prenons une racine : de P’. Si z est lune des racirnes Ay, elle est
évidemment dans l'enveloppe convexe des racines de P. Sinon, on peut
éerire

Pr{z} " ong d 2 — A
R e e
P(z) Tz M [ A
. . . - zZ— Ak .
co qui donne o1 passant au conjugué ¥ nk PES v 0 puis
z2— i

kE=1
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T
— Thi
3 IWE Ak
_ kot 12— el
2=
i 1y,
Pt EEP
i . .. .
Comme chague ——— est strictement positif. cette formule exprime
4 |z — ,\k‘z i D

le fait que z est un barycentre & coefficients strictement positifs des .
La racine z de P’ est donc dans Venveloppe convexe des racines de P,

2. Sin =2 Pauneseuleracine 0. Soitn 2 Jet P = (X+1)"-X" -1,
Onaalors P/ = n(X+1)"" ! —nX?"1 5i z une racine de P/, on remarque
gque z ne peut &re nul et done

n—1
(Z“) ~1.
2

2l en=i En fait, & # 0 puisque

Il existe donc k € [0, n - 2] tel que

241 # 2 On en déduit que les n — 2 racines de I’ sont les nombres

complexes —kn

= (1< k< - 2).

2¢ sin

n—
Si toutes les racines de P sont de module 1, les racines de P’ sont
nécessalrement dans le disque unité, puisque ce sont des barycentres &

i . 1
cocfficients positifs des racines de P. Le module de 2, est g >0
S

et pour n = 8, on a

T ™
<28in—- =1 et >1
1 6 IZ]‘ H

donc un entier n 2 & ne convient pas.
Regardons Py = (X 4 1)7— X7 - 1. Visiblement, —1 ct 0 sont racines
de Py qui s'écrit

Po = X(X + D)(7X* + 14X 3 21X% 4 14X + 7).

Le polyndme Q = 7X* 4 14X?% 4+ 21X? + 14X + 7, qui est un polyndme
réciproque. peut se mettre sous la forme X*R (X + )17() ot R € R[X].

En effet, en posant Y = X 3 )l( , Ol &

X (7(% ) rre (X g) van)
Q=X ({(X +X'3 3 14 X+X 421

—x2 (7Y2 — 14 _14Y + 21)

= TX3Y - 1)%
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Un racine z de Py distincte de 0 et —1 doit vérifier z + é —1=10,cequi

Gquivaut b 27—z 4+ 1=0etdonc bz = —j ou 2z = —j*. L'ensemble des
racines de Pg est donce {0, ~1,—37, —~3%} qui est contenu dans le disque
uniteé.

Conclusion. Le plus grand entier » pour lequel (X + 1)* - X"~ 1 a
toutes ses racines non nulles de module 1 est ng = 7.

3. Supposons que P(I) # C. Considérons z € C tel que z ¢ P(H;).
lLes racines du polyndéme P — z appartiennent donc & C\ H; = s,
adbérence de Hy. Comme Hy est convexe, le résultat rappelé ci-dessus
montre que les racines de P’ sont encore dans I;. Cela contredit 1'cxis-
tence d'une racine de P’ dans Hi. On a done P(Hy) = C. «

On pourra encore utiliser le théoréme de Gauss-Lucas dans la seconde
question de DUexercice suwvant.

5.44. Polynome & racines réelles

Soit P € CiX]. On suppose que P admet deux racines réelles
distinctes et que P divise P.

1. Montrer que les racines de P sont toutes simples.

2. Montrer que les racines de P sont toutes réelles.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Notons n = 2 le degré de P. On peut supposer P unitaire sans
perte de généralité et Pécrire sous la forme

P(X) = [J(X =z [T(X —wy)™

i=1 =1

oll les nombres complexes zp,..., %, Wi, ..., wy sont deux & deux dis-
tincts et ol les cxposants cy; sont tous supérieurs ou égaux a4 2 (on a
simplement factorisé P en isolant les racines simples). Le but est de
montrer que ¢ = 0. Chaque w; est encore racine de P avec un ordre de
multiplicité o; — 2. On peut done écrire

q
P7(X) = R(X) [ [(X — wy)™ 2,

J=l

)
oll R est un polynéme qui, par hypothése, doit diviser [] (X — 2;).
i=1
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q

Regardons ce que ccla donne sur les degrés. Onan=p+ 3 oj et
F=1

q
1 —QZng}—)I,:?‘+Z(aj —2) = T’+Tl—p*2‘I7
i=1

ot r =deg R < p. On en déduit gque (p — r) + 2¢ = 2 ce qui laisse pen
de posgibilités (car p — 7 2 (). On veut montrer gue g = 0 de sorte qu’il
suffit d’exclure la solution ¢ = 1, p = r. On aurait dans ce cas,

P=(X-z)...(X - oy} (X —w)™
P =nn-1){X—z)... (X=X —w)* 2

[l faut noter que cela scrait parfaitement possible avec p = 0. Mais par
hypothese, P admet an woins deax vacines distinetes et on a done p 2 1.
Posons S = (X — z1}... (X —25). Ona P = {X —uw;)*'8 ¢t en dérivant,
cela deux fois on obtient

P” = (X — w)® ~[a{a — 1)S + 20, (X — w8 + (X - wy)?871L

Le polynéme entre crochets doit etre égal & R = n(n — 1)5. Mais sachant
que 1 < a; < n (car p n'est pas nul), on obtient une contradiction en
évaluant en wy, car on obtient alors que wy est racine de S.

Conclusion. [ cas g = 1 est impossible : ona g = 0 et p=n de
sorte que P est a racines simples dans C.

2. Nous allons utiliser ici le théoréme de Gauss-Lncas (voir 'exer-
cice précédent) ; si Q € C[X], les racines de Q' qui ne sout pas racines
de Q sont des barycentres a cocfficients strictement positifs des racines
de Q; en particulier, elles se trouvent dans 1'enveloppe convexe de ’en-
semble des racines de Q. Nous allons appliquer cela & P et P'. D’aprés
la question précédente le polyndme P admet 1 racines simples z,, ..., 2,
et le polynome P” qni divise P admet donc n — 2 racines simples a
prendre parmi les z;. L'enveloppe convexe de zy,.. . 2, est un polygone
convexe K du plan complexe, Quitte & remunéroter les z; on peut sup-
poser que 21, ...,z sotit les sommets de ce polygone. Iaginons que
k 2 3 clest-a-dire gue K n'est pas un scginent. Les racines de P’ sont
alors nécessairement dans intérieur de K d'apres le résultat que nous
venons de rappeler. Et une nouvelle application de ce théoréme montre
qu’il en est de méme des racines de P, Mais il v a au plus n — 3 raciues
de P dans lintérieur de K ce qui donne une contradiction. On a done
k = 2 c'est-a-dire gue K est un segment. Comme par hypothése P a
deux racines réelles distinctes, le segment K cst inclus dans R et on peut
donc affirmer que tontes les racines de P sont réelles. <
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5.45. Théoréme d'Enestrom-Kakeya

Solt I =g + X + - + @, X" € B[X] aver i - 0 ponr tout k
cdans 0, n].

L. Montrerquesiag = a1 2 -+ 2 ay. alors les racines camplexes
de P sont toutes de module > 1

2. Montrey. dans le cas général, que les racines complexes de P
sont situdes dans la conronne

. a - Ak
{z cC. min < |zl v nax } .

0Tk 1 a4y Nk 1 gy

{Ecole polytechuique)

I+ Solution.
1. Soit z une racine de P. On a

(I —=P2) =0 = —a, 2TV (i, =, )2 4 {0y —an)s + uy,

de sorte que g = (oo — )+ -+ (Gp1 — )" 40y, 24 Supposons
par 'ahsurde que |3] < 1. En passant an module dang cetie dealite ot en
majorant par inégalité triangulaire, on obticnt

an = fue) < {ag —ar) + (1 —az) + - 4+ {tnoy — 0 + 0y = Ay

Contradiction.
[4F)

2. Posons r = min ct R = max —= et conwiclérons le
Nghkgn—1 Apg 1 ko 1 ey +1

polynéme Q défini par

QX)) =PrX) =ap + rar X + - + r"g, X"

Adors ) satistt les conditions de la question [)l&Lt'tli:‘an S : et une
racine de P, 2 est une racine de Q. On a donc | —| . 8oit 2] 2 7.
r

Pour la minoration, considérons
D e 1 k5 rr |
P=X"P f :(J,()X +CL1>\ R S/ P

k]
Conune i,
i,

1
[+ bowr 0 <k < n— 1, dapies ¢e quion vient de
démontrer, tout. racine de P est de module 2 7 Si z est une racie
. 1 1

de P, on a z # 0 puisque ag > 0 et P(z) = 2P ( —) 0. Ainsi, - est
x z

= R, -«

. = 1
une racine de P, — = = et hinalement.
|z} R
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5.46. Construction d’un polynéme satisfaisant des conditions sur le
module de ses valeurs

Soit P € C[X] non nul ayant une racine g telle que |zg] < L.
Montrer gn'il existe @ € CiX) de degré wmtérienr ou égal a celui
de P, tel que pour tout 2 de module 1 on ait (Q(z)] = |P(z)| €t pour
tout z de module strictement inféricur & 1 on ait {Q(z)] > |P(z}].

{Ecole polytechnique)

> Seolution.

On pent supposer P unitaire.

e Comnntengons par étudier le cas o depg P = L Onaalors P = X — 2.
Montrons gue le polyname Q = 1 — TpX convient. L’hypothese sur lo
degré cst remplic et on a pour tout z € C,

[QUz)[* = [P = (1 + |2l — 27 — 72a) — (2l + laol® ~ o0 — 70
= (1= 201 = ],
Le résultat en décunle, car 1 — |20’2 = (.
e Passons au cas général. Notons on, %y, .. .. 2k les vacines de P oaui

sont de module stricternent inférieur a 1, comptées avee leur ordre do
multiplicité. On peut éerirve

PIX) = (X - z0) (X = 2 )R(X),

oll R est un polyndme qui ne s’annule pas dans le disque unité ouvert.
Pusons

QIX) = (1- %X+ (1 — ZXJRIX).

11 résulte du point précédent que si [z| = 1, alors |Q(z}| = I’(z)] et que
stz < 1, alors [Q{)] > [P, car [R(2)] > 0. =

5.47. Inégalité de Landau

[ : )
Pour P =3 &;X" € C|X], on pose ||P)| = (Z, |ai|2) .
i=0 i=0

1. Soit R € C[X] et z € €%, Montrer que
[(1=2X0R} = (X - z)R].

2. Suit P e C[X] unitaire et de degré n. On note M() le module
du produit des racines hors du disque unité de C (M(P) = 1 s'iln'y
en a pas). Montrer que M(P} < ||P|. )

(Ecole polytechnique)
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- Solution.
I. SiPeC[X],ona|P[?* = 3 f P(e*)P(e®)dd : c'cst la formule

de Parseval appliquée a la fonction 2m-périodique 8 —— P(e'?). Cette
constatation conduil & une preuve particulierement courte de 1'égalité
demandée. En eflet. on a

2 -
10X = 2RI = % /(; (¢ — 2)R(e® )™ ~ 7)R(e®)db

- 2 1 08 i) N0
Il - 2X)R|? = :’?fo (1 - 2 R(e7)(1 — e ""R(e0)do

(I suffit de constater que (e — 2)(¢ "% - 2) = (1 — 26“9)(1 - za-'-""ig)
pour tout #. Nolons gqu’un caleul direct des quantités ||[(1 - 2X)R| et
(X = 2)R]| permet de conclure également.

2, On suppose que P possede des racines de module stricternent
supérieur & 1 @ sinon, M(P) = 1 ot I'inégalité est vérifide car [P = 1
puisque P oest nuitaire. Notons zp, ... 2. les racines de P ode module
inférienr ou égal &4 1 ol 3,4.,..., 7, les racines de module strictement

13
supéricur & L. On a done M{P) = ] {z].
t=r4+1
La question précédenie monfre que si on remplace dans P facteur

(X = %) par (1 - ZX) la norrac ne change pas. On va effectucr cette
substitution pour toutes les racines zp,. . ., z,.. Posons

Q=T -2 I] (X ==

=1 J=r+l

Ti

On a ||P|| = |Q- Mais le voeflicient constant de Q est ] ;. On a
J=ril
done M(PY < [|QIl = {[P}. <

5.48. Critére de Routh-Hurwitz pour le degré 3

Soit P = X* + aX® + X 4 ¢ € R[X]. Montrer que, pour que
toutes les racines complexes de P aicnt une partie réelle strictenient
négative il faut et il suffit que a > 0, 6> 0, ¢ > 0 et ab —c > 0.

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

o P éiant dre degrd impair, il posséde au moins unce racine réclle. 1)
existe done (a,5,7) € R? tel que I’ = (X +a}{X? + 3X + ). Les racines
de I' ont toutes une partie réclle strictement négative si a > 0 of 81 les
parties réelles des racines z, et wo do polynéme Q = X7 + X 4+ + sont
strictement négatives,

Si le polvndme Q a deux racines réelles, clest-a-dive si 37 = 4~
on dolt avoir ayaxe = v » O et xy + 30 = —3 < 0. s0it F > 0. 571
pusséde deux racines complexes conjuguées, c/:’wt-&-diro si 9% < 4, on

a alovs Re(r)) = Re(ny) = ‘1;(.:-1 4 xa) = %d I faut done @ > 0 on

remargue gqu'on a. de plus, v > }If}z 0. Daus tons les cas, il fant 3 > 0
et vy > 0.

Réciproquenient, si les conditions 3 >~ 0 et + = () sanl réalisées, soit
Q) posséde deux racines réelles et alors elles sont toutes denx négatives
d’apres ce qui précede, soit Q posséde denx racines complexes conjugudes
ct leur partic réelle est négative puisque 5 > 0.

Les racines de P ont. doue une partic réelle strictenient négative si ef,
seulement sia > 0.3 -0y > 0.

o O remarque alors que o = o+ 3.6 = aF -+, ¢ = ay. On en déduit
quesi o >0, 0 > 06ty = 0 alars a > 0,0 - got e > 0 Ef on a e
plus ab — ¢ = Sia +ad+ ) - .

Réciproquemend, si on aa > 0,h > 0,¢> 0 ab - ¢ > 0, on obtient

v+ 3>0, a4+ >0, ay >0 et ,H(ozg +oid+ =0

On en déduit, que % + o3 +~ = aid +4 > 0: la derniére inégalité donne
alors 3 > . D'autre part, a et 7 sont de méme signe ; 8'ils ¢taient, tous
deux négatifs, on anrait v +v < 0. On adone o = 0.0 > Uy > G et
d’aprés co qui précede, les raciues complexes du polvuome P ont toutes
nne partic réelle strictement ndégative.

Conclusion. Les racines complexes du polynoéme X* 4 X2 + X 4 ¢
ont une partie réelle strictement négative ¢ et seulement s

a>().b>0‘c>().ab—c>0]. -l

La regle de Descartes ef le théoréme de Sturm raménent Uétude du
nombre de racines sur un intervalle d'un polyndme a coefficients réels
a évaluation d’une fonction simple — un nombre de changements de
siyne — en devr points. Ce sont des méthodes aisement programmables et
présentes dans les logiciels de caleu! formel (fonctions sturm, sturmseq.
renlroot de Maple).
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5.49. Regle de Descartes

On cansidere un polynome P 4 coefficients réels de degré n. Pour
tout réel 2, on considére la suite (P¥}(2))repo..q- On note V(z) le
nombre de changements de signe stricts de cette suite : V(z) est le
cardinal de

{6,710 i< j < n, PP () Dot PP g} =0 si i klj).

1. Soit a et b tels que P(a)P{h) # 0 et pl{a,b) le nombre de
racines de P dans Uintervalle [a. b]. comptées avee leur ordee de mul-
tiplicité. Montrer que

pla, by < Vie) = V() et pla,b) =Vie) — V() (mod 2).

2. On note P = ug + a1 X + -+ + a, X%, »{P) le nombre de
changements de signe dans la suite (oo, ..., a,) et 2(P) le nombre
de racines de P dans 7 comptdes avee leur ordre de multiplicitd.

Montrer que p(P) < ¢(P) et que u(P} = #(P} (mod 2),

(Ecole normale supérieure)

| - Solution.

1. Il s'agit d'étudier comment varie V sur Miutervalle |, b).

Remargnons que la fonction 'V oest constante snur chagne intervalle
coutern dans {a,b] sur legnel ancime fonction P (0« A < 0 e
»antule,

Il suitit done de voir conunuent varle V{z} quand o «travorser on
crojssant uue racine d’un des polvnomes PO (0= ks on).

Le raisonnement qui snit est hasé sur la remargne simple que voicl.
SUpPOsOns que ¢ soit une racite d’un polypdme A, noun nul, La fonction
palyndme A? présente en ¢ un minimum strict. Sa dévivée 2AAY est
nogative, pnis positive, sur nn vowinage de o, Alysi, ponr B # 0 asses
petit, A(e+ YA e+ h) ale signe de h.

e Supposons que ¢ ost une racine de P d'ordre s ;¢ anmule done
les polvnoies PP L PY Y inags pas POY . Onen déduit que, pour
0 assez petit ot 0 < ¢ < m — 1, PPe 4 BYPEH e+ 1) a le signe do
L et donc est négatif, puis positit. Ou en déduit qu’en traversant ¢, V{x)
diminue de m, ordre de multiplicité de ¢,

e Supposons maintcuaut que ¢ est une racine de P%® d’ordre m
(on suppose PE=2(ey £ 0y, Le méme raisonucracnt gue précédemment
montre gri'on A une dindontion de Vi) de sl ocar dex produits
PO P ), pour & < 2 € k4 m — 1 de népatifs deviennent po-
sitifs quand x Lraverse e
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Mais une variation supp]él‘ncn‘cairn de V{z) peut étre due au change
mout de signe de PE{()PE (3). O a, par hyvpothése, PE (e} £ 0
et donc P¥— 1 parde un signe constaut dam un voisinage de ¢. Quant A
P il change de signe en ¢ sim est impair.

Si me est pair, V{r} dimiuue done de 1 ; 51 m est impair, V{z) dimiuue
done de m — 1 aum + 1 sclou que P ~1H)PE (1) est positif ou négatil
avant ¢. [ans tous les cas. V(z) dimione ici dun nombre pair.

e (Juant on fait la somnne de toutes les diminutions obtenues de 1,
fonction V ontre a et b, ou trouve la somnie des ordres de muitiplicité cled
racines de P oswr Ja bl et done sur {a, b, car P{o)P{b) # 0, cest-a-dire
pl{a. b)Y & quei s’ajoute nn entier nature) pair. 1] existe done N € N tel
gque Vie) — V{b) = p{a.b) + 2N, On cn déduit que

pla,b) « Via) = V(b) et p{a,b) = Via) — V(b) (inod 2).

2. Chiitice & divi%-(»r le polyndine P par XF on b ost sa valvation, o
qui ne modifie ni w(P), ni »(P), on peut supposer gue ay £ 0

En 1}, on obtient P“)([}) = qlg;, pour 0 £ 7 < n. On en déduit
que V{0) = v(T).

D’autre part, étant donné un polvnone queleonque A, pour x asses
grand A{x) garde nu signe conslant, celui de son coefficient downinant, O
pent done trouver a ¢ B tel que, pour @ 2 a, P(a), P'(z), ... P™(x)
ont le signe de a,,. On en dedult que, pour & 2z e, on a Viz) = 0.

Nous ottenons doue finalement Vi) — V(a) = »{P).

Nous voyons, d’autre part, que toutes los racines positives du P et de
sos dérivees non nulles appartienuent a Vintervalle |0, . De la premiére
question. applignée a Pintervalle [0, 2], nous déduisans done que

#(Py < w(P)ot u(Py=r(Py (mod 2). 2

5.50. Théoréme de Sturm

Seit P e BIX]. On pose Sq = PS8y = P/, puis. aussi Jongtemps
que cest possible, S, = A8 — 8, 1y, avee deg{Siyy ) < deg(S,).

Pour x récl, on note V{x) le nonthre de changemernts de signes
(stricts) de a suite So(r).... S,(z). lorsque S 11 = 0. Ainsi, V(z)
cst le cardinal de Pensemble

{0 i< j<p, S (@)S; () < Det Sp(a)=0sit< k< j).

Soit a < b On suppose que P(e)P(8) £ 0. Montrer que le noilbre
de racines distinctes de P dans [a,b] est €gal a V(a) — V(b).
{Ecole normale supérieure)
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I Solution.
® 3,4 est Vopposé du reste dans la division ewclidiennc de S,y par 8,
U'elle-ci est possible tant que S; n'est pas nul. La suite So,. ... 3,, Sy

esl, done an signe prés la suite des restes obtenus en caleulant le pged
(- P et T/ par Valgorithine d’Euclide. Par construction, on a done, pour
lontt 7 € [[O‘pﬂ

pged(S;, 5, 41) = Sp-

On se raméne 4 un polyndme n’ayant que des racines simples en
posant, pour Lout ¢ € [0, p.

Mors, pour tout i € [0,p], les polynomes T; et T,y sont preuders entre
enx et n’ont done pas de racine comnnine ; on note que Ty = 1,

Les racines de Ty sont. les racines de P, mais toutes les racines de Ty
sonl simples, En effet, si e est racine de P d’ordre m, alors ¢v cst rucine
dordre m — 1 de PP et (X — )™ 1 est en factenr dans S,.

e Notons que si S,(ix) # 0. V() est égal an nombre V() de chan-
svments de signes {stricts) de la suite To(z), ..., T(x). Cest vrai on
particulier si # = a ou b (car P(z) # 0 implique Sp(z) # 0}, On a douc

Via) = V) =V (a) = V (b}

o Il s'agit de démontrer que Vi(e) — Vi{b} est égal au nowmbre de
racines de P (ou de Tg) sur {a,b].

On remarque d’abar¢] gue la fonction Vi esl constante sur tont inter-
valle contemy dans (e, b)) sur lequel anenne des fonctions T; ne s'anoule.

Comme les fonctions T. n'ont quiin nombre fini de raciues, il suflit
(o démontrer que Vi posséde les deux propriété suivantes :

(i} Vi(r) dimimie de 1 quand & ¢traverse» ine racine de To,
clest-d-dire une vacine de P
(41) Vi(2) ne change pas lorsque z «traversey un point a tel

qne Tof{) est non nul et Tif{a) = 0 pour an moins vz incice 2 = 1.

e Sipposons que @ soit une racine de P. La fonetion P? présente
o1l ¢ un mininmn. Sa dérivée 2P est done négative, piis positive.
Ainsi, pour f # () assez petit P(a 4 B)P' (o + 1) a le signe de h ct doue
To(a+h)T (a+h) alesigne de k (car (Sp(e—+ h))}? > 0si Pla+ k) # 0.
(e qui montre quapres la traversée de o, il y a nn changement de signe
de moing entre les termes indice 0 et 1

» Supposons maintenant, que o soit une rucine de Ty, avec @ 2 11
on a nécossairement 1 < p. De Pégalitd 8,7 = A,S; — 8,44, on déduit
Tioq = A;Ty — Tipp, pnis Ty () = =Ty 1 (a). Mais @ n’est pas racine
de T;_y, ni de T,y . On a done Ty (e Tiq (e) < 0. Par contivuité, on
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cucdeduil quion a encore Ty (#) T (1) < 0, porr @ dans un voisinagoe
Jdis v Le nombre de changements de signe entre les termes diindices 7 — 1
ot 7 + 1 ne change pas, il reste égal a 1 {quel que soit. le signe de T, ()
sur ce volsinage de a).

Ceel acheve la démonstration. <)

Les exercicrs suinands traitent de fractions rationnelles. Le premier
esh une clossique decomposition en éléments simples. Rappelans que si
a cst wn pale stnple de la fraction rationnelle ¥ = C%’ la partie polau.
Pl
(X — ) ()

1y

de 170 relative 6 o est

5.51. Décomposition en éléments simples

Seit P un pelvnéme de C[X] n'adimettant que des racines simples

non willes xy, .o, .
T
]
Mountrer que igl T P(O) Que vant tgl o (a

(Ecole polytechnique)

> Solntion.

¢ On décompose en éldments simples F(X) = —— . Les poles dee

X
F cout les x; et Us gont tous simples par hypothese. Puisque 1a partic
enticre de F est nulle on a

—
&

(+)

P

1 1
P(X) T Tl —awg) X~ Z P{r () (X = )

L'ideutité demanlée s'obiicut en évaluant cette épalité en (b

T
d 1 . s .
e Dour calealer la sonune 3 Ble on mltiplie (%) par X, on évalue
. £
=] 7
‘ Tt
en 1 réel et on fait tendre o vers P'infind - 37 Prion) vant 1sin =1et B
x
=1 L

sin > 1.«

L wivreice qui suit offre, & paridr dune relation remarquable entre P
et P, une prenve trés smmple dune indgabité de Bernslein. Elle o éte
lrowvée en 1973 pur P..J. (YHaro.
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L
e

5.52. Inégalité de Bernstein

1. Soit n € N* et z1,...,2, les racines de X" + 1. Démontrer
(ue pour tout polynome P de C,[X], on a
L
ka(sz)
XP/(X P X+ ==
09 = pix)+ 2 3

2. Si P € C[X] on pose |P|| = sup |P(2)|. Montrer que pour
[z|]=1

toue P € C,[X]

(]:Jcole Polytechnigue)

1> Solution.
1. Par linéarité, il suffit de vérifier 'identité penr P X*| lorsque £
est dans J0.n]. Il 8’agit done de calculer
" e i n JEFl
oy “k
n = , = -
Z(:A.—])2 kgl(zkﬂ])z

k=1

s . " 2 ., , . .
ol de vérifler la relation ¢ = 3 + Z . Le carré an deénominateur fail
"

‘e

B que 'on va dériver
Xn 1 rvet:

Décomposons F en éléments simples dans C(X) : il sagit de trouver
P iy dans € tels gne

TN
FoST 2 L Em),

on E(F) désigne la partie entitre de F qui vaut O sif < net 131 f = n.
Fixons k € [1.n], on a alors

penser & une dérivée. On consideére done F =

X - zt 2t
AR S PR S
xXn H(Zk - z) Tr{z)
TEk
zf 2:’+1
ot T = X" + 1. Ainsi, on obtient yp = — %+ = - % car zf = —1. 1l
nz; n
en tésulte
12 f+1 1™ zf+1
_ et FF=_ Z I3 .
i (X 2) o (X =)

pr—l(xn + l) _ nxu—lx."
(X™ +1)2 '

On a done F/{1) = g = %%ﬂ puisque F' =

Dans ces couditions. on abticnt
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est ce qu'on voulait,
2. Soit P ¢ C,[X]. Appliguons la formule précédente en un point

de mndule 1. Par inégalité triangulaire, il vient
Zk
P2} < ( M ) I

car les = sont tous de module 1. Il nous suffit done de prouver que

™ . 2

- ‘“q‘”‘ < Le point ¢lé est que si 2 = ¢ est un nombre com-
=z — 112 4

plexe de module 1 distinet de 1, alors

z e'? 1

(z —-1)® - (eié' _ 1)2 - (6779/2 — 6—16/2)2 - Asin?

-1

b2 I

st réel négatif. Clest en particulier le cas pour les 2. On & done

n 7 2k nz

|7
P N

\zv\‘ - 1‘2 k=1

drapres la question 1 appliquée avee le polyndme constant P = 1. D’oil
le résultat. <

5.53. Inversion de la matrice de Hilbert

,q) dans R, On suppose

—
Soit (@1....,a,), (b,....b,) et (e, ..
que les a, sont deux & deux distinets de méme que les 4,. On suppose
de plus que g¢; + b, % 0 pour tout (4,7} € [[1 'n]}
1. Résoudre le systibme : V5 € [1, 7], L = ¢j.
i=1 @i+ h

2. Soit I = (k) € M, (R) avee by = r;;_] Montrer que H

est inversible et que H™' est & coefficients entiers,
(Ecole normale supérieure)

R™, on considtre la fraction F = 2
)€ 0O i a fractio 2101+)&

(X+a,), alors il existe un polynéme
-1

e Solution.

1. Pour {x....
5il'onnote P le polyndime (X4-a1) ...
Qde K, ;X tel que F = % puisque deg F
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Le systéme considéré équivaut & : pour tout j € [1,n],

F(b;) = ¢;, ¢'est-a-dire Q(b;) = P(b;)e;.

s noréels by.....b0, étant distincts, ces conditions déterminent un po-
lvnéme unique Q de R,,_1[X], qui s’exprime en fonction des polyndmes
interpolateurs de Lagrange relatifs au systéme (b, ..., by), cest-a-dire
I1 (X — be) )
less polyndémes L; = i par Q= ¥ Pible;L;. La fraction ra-
JLI {b; — bi) §=1
SF )

Q

vonnelle F = P est done enticrement déterminde. On en déduit que le

svsteme considéré admet une solution unique. En effet, ¥ ge décompose
n

des naniére unique en F = 3 % Op obtient, pour tout i € [, n].
im0 X
Qi) 1L &
Ty = —mitds = e 3 PR L (— ).
X P’(*@i) P’(—GJ') Z ( J) 3 J( )

T ]:l

Un note gue

PI(AU.,‘) = H(’Tkt - ai),

ki
ef que
[T (—a: — bed N .
k#j
Li(—a)= "2 Tl(a+b :
TR W § AL Py oy
iy y

On obtient finaletncnt

"

II {as + b)) - Hr(ak +b;)
r, = = Zr:-ki? :
t ek - a:) 7o T (b — by)

k#i k72

2, Avec les notations de la question précédente, si on note A la ma-
trice de M, (RY dont le coefficient d’indice (¢, j} est Py (matrice de
i 0y

X' Cq
4 N . N a2 2
Cautchy), le systéme devient AX = C ou X = ) et C =

Ly, Cr

Nous avons démontié gque ce systéne a nue solution unique pour tout
C € B™. La matrice A est done inversible et I'expression des z; en fone-
tion des ©; doune les coeflicients de AL
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Le coefficient d’indice (4, 7) de A~} est

ﬁ (a; + b) H {ay +b;)
! Fr.(l
“ H(akfat)ﬂ(bk*b)

bt ki

a,

La matrice H {matrice de Hilbert) est un cas particulicr de matrice de
. 1 . N
Cauchy avec, pour tout ¢ € [1,n], a; = b; =4 - 3 Le cocfficient d’indice

{i.7) de H! est done

Mii+k—1 MGE+i-1)

R oo ksl RE
1k —1) 1 (k=7
ki =y

On remarque que

i3

T[G+&-1)= Eﬁi_l—[—’ et JJth—4) = (-1 i —1)ln - )l

k1 (7’ ! ki
On en déduit que

G+n~—1)F+n-1)!

Lyt ’
by =(-1) (-G -2 =D -+ -1)

)

) 1 C: 1
Li¢galité — i
Cealite T < (s )

. permet d’écrire

R o DG )

ho—(_1ytigeitl 2—___(71_—__—___—_—

o = s G 6+ 20+ g - 1
=( 1+_?(,t+”_ 1)(C1+3 ‘2) C:L-}-—r:' 2Cﬂ_z

J+n—lr

Cela montre que H™ est & coeflicients entiers. <

5.54. Antomorphismes de K(X)

1. Déterminer les automorphismes de la K-algéhre K([X].
2. Déterminer tes automorphismes de la K-algébre K(X) des
fractions ratiounelles A une indéterminée.
(Ecole polytechnique)
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1> Solution.
1. Soit ® un automorphisme de la K-algébre K[X]. Notons P = $(X).
Alors ®(X™) = P” pour tout n € Net s Q = Y a;X* € K[X],
keN

= Z (Lk(I’(Xk) = Z(LkPk =

kel keEN

[*our que @ soit surjective, il est nécessaire que P ne soit pas constant.
SiQ # 0, deg(®(Q)) = degP x degQ. La surjectivité de ¢ impose
deg P = 1. Il existe done (a,b) € K* x K tel que $(Q) = Q(aX +b) pour
tont Q € K[X).

Réciprognement, si (a,6) € K¥ x K, Q = Q(aX + b) est un aute-
morphisme de la K-algghre K[X] dont I'automorphisme réciprogue est
I'application Q — Q (X; b )

2. e Soit ® un mworphisme d'algébres de K(X). Posons F = ®(X). On
démontre alors, comme dans la question 1, que, pour tout P € K[X], on

a®(P)=PoF. 851G e K(X) s'éerit G = E., avec I et () dans K{X], on

. (2
obtient o E *_(E(_fi)m_ PoF F
(G) = (Q)—cp(Q)*QoF* B

Il est clair, réciprognement, que pour tout F € K(X), Papplication
Pp:GeKX)— GoF e K(X)

est nn morphisme de K-algébre. Reste & trouver & quelle condition sur
F T'application ¢y est un automorphisme.
® 5i &p st un automorphisme il est surjectif et en particulier il existe
G € K(X) tel gue (G) = Go F =X. Soit A,B,P,Q quatre polynémes

tels que 3 et g solent des représentants irréductibles de F et G. On

note ¢ et g les cegrés re<spectifq de P et Q, an....,ap et bg,... b, les
scalaires tels que P = Z a; X' et Q= Z ka""' La refation Ge F =X

équivant A P o F = X(Q F) ¢’est-a- d1rc a
p ) q P A;j q Ak:
Z(LJFJIXZbka7 soit Zfljg :Xzbkﬁ
4=0 k=0 F=0 k=0
Si on note m = max(p, ¢), on obtient

p q
> g AVBT T =X Y b ARFBTR
=0 k=0
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Tous les pelynomes qui interviennent dans cette égalité sont divisibles
par A, sauf ceux quj correspondent & j = O et & — 0. On en déduit que A
divise apB™ —bgXB™. Le polynéme A étant premier avec B et done avec
B™, on en déduit que A divise ag — bpX. Le couple (aqg, by) n'est pas égal
N . P . . . .

& (0,00 sinon a ne serait pas irréductible, donc le polyndome ap — X

est de degré < 1. On en déduit que deg(A) < 1.

Intéressons-nous maintenant aux polynoémes divisibles par B dans
I’égalité précédente. Sim = p = g, B divise (a,—b,X) AP et donc ap—bp X,
puisqu’il est premier avec A?. Le polyndme a, — b, X est de degré 1 car
b, # 0. On en dédunit que deg{B) < 1. 8i m = ¢ > p, on monire que B
divise b, X et si m = p > ¢, B divise a,. Dans tous les cas, la conclusion
est la méme : deg(P) < 1.

Nous avons done démontré qu'il existe (o, b, ¢, d) € K* tel que

aX +b
X +d
Il est clair que F ne pent pas &étre constant; il faut done ad — be £ 0.

* Réciproquement, étant donnés quatre éléments a,b, ¢, d de K tels
que ad — be # 0, notons O, 4, ; 4 le morphisme de K(X) défini par

aX +b
fi)) X)) = .
a,b.c:d( ) X —|—d
On montre facilement que ® 1901 = ldgx) et que si (a,b,c,d) et

(o b, ¢/ d") sont deux quadruplets tels que ad —be £ 0 et a’d’ — b £ 0,
alors
Pypedo o poa = Par pr o ar,

. abyfad a” b
ol o 0", ¢ d" sont tels gque (c d) (c’ d’) = (c” d”)'
-1
/ !
La matrice (i g) est inversible. Si ((;, Z,) = (22) , alors

PopedPupod = Poped ©Poped = ldrx) -
Le morphisme Dy 1 o q 8t inversible : c’est un automorphisme de K{X).

Conclusion. Les auntomorphismes d'algebre de K{(X) sont les appli-

cations ,
aX +5b

K(X
CX-&-d)E (%),

avec (a,b,¢,d) € K* et ad — be # 0. De plus Papplication qui & la matrice

GeK(X)n—»G(

cd
noyau est le spus-groupe des matrices scalaires non rmlles. <

abl _ . .
( € GLo(K) associe ®g4p.04 cst un morphisme de groupes. Son
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Les nombres algébrigues sur Q sont les racines des polynomes @
coefficients entiers. On s’intéresse ici 4 Uapprozimaotion des nombres
algébriques par des rationnels,

5.55. Approximation d’un irrationnel algébrique par des rationnels

Soit P € Z[X] non nul et a une racine irrationnelle de P.
1. Théoréme de Liouville : montrer qu'il existe des réels ¢ > 0

et 7 = 0 tels que ‘a - gl > % pour tout couple (p,g) € Z x N*.
q

2. Montrer qu’il existe d > 0 tel que

d
G — g} £ -5 pour une

infinité de conples (p, q) € Z x N*,
3. Montrer que l'ordre de ¢ comme racine de P est inférieur ou
dgal & g oll n est le degré de P.

(Ecole normale supérieure)

> Seolution.

1. On décompose P en produit de factenrs irréductibles dans QIX]
ol on considere Q € QIX] irréductible, divisant P et tel que Qa) = 0.
On note r 2 2 le degré de Q. Soit p € Z et ¢ € N*. Comme a # g, en

vertu du théoréme des accroissements finig, il existe d € } P , a[ tel que
q

o(2)-a(2) aw-aa (s o)
o) -

existe A € Z* tel que AQ € Z[X]. Il s’ensuit que Ag™Q (g) est dans Z

En passant a la valeur absolue, on obtient a — g ‘ i

et meéme dans Z*, puisque Q n’a pas de racine rationnelle (en effet, il est
irréductible sur Q et n’est pas de degré 1 puisque a ¢ Q cst racine). Par

Ag"Q (2)’ = 1et
q

conséquernt, on a

_ 1
= Ag
Cherchons A majorer |Q'(d)] : la fonction @ est continue sur ja—1, a+1],
done il existe K > 0 tel que, si ¢ € [a — 1,a 4+ 1], |Q'(x)] < K. Ainsi on
a, si g €la—1,a+1],

Q@)fe-?

e 1
Ad"Q (—)‘ = :
q Ag®
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en ayant posé ¢ = KLA > 0. Quitte & changer c en 1 si ¢ > 1, on peut
supposer ¢ € 1. L'inégalité |a 2‘ P £ reste alors vraie si |a — f—:‘ > 1
q ar

Conclusion. On a trouvé r = 2 et ¢ > 0 tel que si (p,q) € Z x N*,

2. Nous allons démontrer la propriété demandée avec d = 1.

o Montrons pour commencer le résultat suivant : étant donné N dany
N*, il existe (p.q) € Z2 tel que |ge — p| < ilﬁ et 0 < g € N. Pour
cela, nous appliquons la méthode des tiroirs de Dirichlet. Considérons
les N + 1 nomnbres réels ay, = ka — E(ka) (0 € k < N). Ils appartiennent

i ikl
N’ N
0 €4 < N-1 Un de ces tiroirs doit contenir denx réels ay. 1l existe

a l'intervalle {0, 1]. Celui-ci est réunion des N «tiroirs» [, pour

. 1
donc des entiers ky et kg tels que 0 €k < ky < N et (ag, —ar,| < N
En posant g = ky — ky et p = E(kza) — E(kya2), on obtient 0 < g < N et
1
lag — p| < N
¢ De ce résultat on déduit, en prenant un entier N strictement positif
i . .
quelconque. gue ’a — E’ < o £ ii ce qui montre l'existence d’un
q q q
couple {p, ¢) vérifant l'inépalité voulue. Pour montrer gu'il en existe une
infinité, on raisonne par 'absurde et on suppose qu’il n’en existe qu'un
nombre fini £2 ... B Puisque o est irrationnel, il existe un entier
qi Gm,
Pi

¢

N strictement positif tel que. pour 1 £ 7 € m, on ait >

Mais, d’aprés ce qui précede, il existe (p.¢) € Z* tel que |ga — p|
14

1
a— —| <
_ q ‘ aN
ce gui montre que ¥ n’est pas un des B Dot la contradiction cherchée,

P

<
et 0 < g < N. On a alors |a — 5, < =,

Zli—‘2|,_.2!"-‘

1 . .
£ -5, mais aussi
q

3. Appelons d lordre de « con%ne racine de P et démontrons
que d < 5’ par récurrence sur d. Considérons a nouveau Q € Q[X],
factenr irréductible de P, admettant ¢ comme racine. Comme o ¢ @, on
adegQ=r22

eSid=1,alors 2 <degQ <degP et n = 2d.

¢ Supposons d > 2. Montrons que a est racine simple de Q. En effet,
Pensemble | = {A € K[X],A(a) = 0} est un idéal de Q[X]. Il est donc
principal et admet un générateur unitaire A non constant. Or Q € 1
donc A divise Q et Q € Q*A, puisque Q est irréductible. Si a était une
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racine double de Q, on aurait Q'{a) = 0 et Q' € 1. Alors () diviserait (),
ve qui est exclu car (Y # 0 et deg ()’ < deg ().

Ainsi, @ est une racine d'ordre d — 1 du polynéme Py = -+, On a,

ol Yon

Q:@E"U

par hypothése de récurrence, n — deg Q = deg Py > 2(d - 1),
doduit mz 2(d — 13 + deg Q = 2d. <

Le théordine démontre dans le premicie question de lcxercice permit
o Liowville de donner lcs premiers exemplcs de nombres transcendants,
o ‘est-g-dire non algébriques (en 1844). Supposons que a soit un réel ir-
rationnel tel que, p(}'HT‘ tout k € N*, 4l existe (p,q) € Zx N*, ¢ = 2

fel que |a — %‘ < 'T Alors. il ne pent exister ¢ ef v comme dans la
[}

jaestion 1 de Uexzercice. En effet, en premant k assez grand, on arrive &

+
ane contradichion puisque ¢ = 2. On montre ainst que ¢ = 3 TG est
franscendant. =0

En 1863, Cantor, aprés avoir démontré que R n'est pos déngmbrable,
prowve Dewistence d une infinité de nombres franscendants en remarquant
que Uensemble des nombres algébriques est dénombrable. L’evercice sui-
cant prouve la transcendance de e, résultat étebli par Hernote en 1873,

5.56. Transcendance de e

#
1. Soit P € R[X] ct, ponr t € R, I{¢t) = ]l et P(u)du. Maontror
L

iq .
que. st deg(P) = ¢, 1(f) = ¢' Z Pe0Y - 3 p(u £
i i=0
2. Supposons donnés des cntiers yelatifs ag, 4y, ..., @, tels

que ag # 0 et ag+ e+ --- 4 a,e™ = 0. Soil p € N; on pose
P=Xt"HX - )X -2)" (X —n)

et
J = al(0) + ay1(1) + - - 4 anl(n).

Montrer que J est un entier. Montrer que (p — 1)! divise J et enfin
que, pour tout entier premier p assez grand, J =£ 0.
3. DMontrer qu'il existe C € B tel que, pour tout p € M, |J] <
ct trouver une minoration de {Ji. En déduire que € est tlanscend.mt
(Ecole polytechnique)

> Solution. .
1. Ou définit D(P) = 3 P et la fonction f par f{u) =¢ "“D(P){u).
=0
On note que D{PY = D{P) — P, car P/**1) = 0 on en déduit que, pour
tout uw € B, on a
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f{u) = — e *D(PY(u) + e “D(PY{u) = —e “P(u).

On obtient alors
t
It = r;‘/ e “Pluydu = ¢ [—P’”D(P)(’u)]:l = e'D(P)(0) — D(P)(t),
o

c’est-a-dire . .
i(t)=¢y_ PU©0) -3 PPr).
1 =0 =0

2. e Avec les notations précédentes, on a, pour tout entier k € I,
i(£) = e*D(P)(0) — D(P)(k).

On en déduit que

J = (Z akek) D(P)(0) - > axD(P)(k) = =D apD(P)(k).
k=0

k=0 k=0

Le polynome P est & coefficients entiers, done D(P) également ; les ay
étant cntiers, on en déduil que J est un entier.

e Montrons, que pour k € [0, n], D{P)(k) est divisible par (p — 1)L
Le polynéme P s’écrit XP~1Q, avec Q € Z[X]. Pour i € N, on calcule P
par la formule de Leibniz. Les termes gui apporient une contribution non
nalle & P™ () sont ceux pour lesquels on aura dérive p — 1 fois XP~1,
La dérivée (p — 1)-igme de XP~! Gtant (p — 1)), on en déduit que, pour
tout entier i, P(“(O) est divisible par (p — 1)1 1l en est donc de méme
de D{P){0).

Pour 1 € k € n, en écrivant P = (X - k)PR, avee R € Z[X], on
montre de la méme manidre que D(P)(k) est divisible par p! et a fortiori
par (p— 1)L

Finalement, chagque D(P)(A) ¢tant divisible par {p — 11!, on conclut
que J est divisible par (p — 1)

¢ Montons gue, si p est un nomhre premicr assez grand, J n’est pas
divisible par p!. Avec les notations précédentes, on a, pour i = 1. Q(0)
divisible par p, car il existe @, € Z[X] tel que Q = QF. On en déduit
que, si 7 3 p, alors PO(0) est divisible par p!. Comme

PUD(0) = (p - D'Q) = (p -~ D=1 ()"
il en résulte que
D(PY0) = (p— D{=-1)"" ()7 (mod p!),

puis que
J = ~ug(p — DI{-DP* (=Y (mod p).
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Par hypothése, ag est non nul. Si p est un entier premier supérieur
O tag| et & n, p pe divise ni ag, ni 7! et done p! ne divise pas J. On en
deduit qu’alors J n’est pas nul.

3. Pour majorer J. on majore (K}, pour O € k£ < n, en revenant a
I'vxpresston initiale de 1{¢). Oun a, pour & € [0, n],

k k
(k)| = f " P(u)du| € sup |P| eFdu = {* — Dysup |P|
0 [0.%] n {0,k]

< e sup P
[0.n]

br. pour tout # € [0, 0], on a
P@)] = 2" (js = Ujz = 2]+ —nl)" <P 7H (07"
Ou en déduit que, pour tout k € [0.n],
I(k)| < e™nf ™" (n7)",

onis que, pour tout entier p € [,

L

T D L

k=)

e"nt T (n"E

Soll @ = max

. 1). On a alors. pour tout p € N,

\J! a? (n™)" < (un™) dest-a~dire |J] < CP,

avee C = agn™

Mais nous avons vu dans la question précédente que, s1 p cst un
entier premier assez grand, alors J ¢st non nul et divisible par (p — 1)L
On en déduit que |J| 2 (p — 1)! et a fortiori, C7 2 (p — 1)L Or on a

D
lim ——— =0. Pour p assex grand, on a done CF < (p — 1j1. D’on

p—+eo (p — 1)}
la. contradiction cherchée. Il ne peut pas exister des entiers ag, a,, ..., a,
appartenant & Z tels que ag 0 et ag +are + - + ae” =0

On en déduit que e est transcendant. En effet, si e est algébrique
s Q. il existe P e Q[X]. tel que P(e) = 0. En multipliant P par
nn entier, on pewni supposcr que P e ZIX]. 1l existe done des entiers
g€y, ..., 0, appartenaut a Z tels que a + aye + -+ + a,e’ = 0. On
peut supposer que aq # 0, car si Lordre de ) comme racine de P est p.
on divise P par XP.

Les derniers exercices du chapitre trattent des polynomes & plusieurs
variables. Le premier est une généralsation du résultat de Uexercice 5.24
aur polyndmes a plusieurs variables.
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5.57. Polynémes a plusieurs variables 4 valenrs entiéres

1. Svit P ¢ R[X] avec deg P < n. Montrer que P(Z) C 7 si et
seulement si P(0), P(1), .., P(n) sont dans Z.

2. Soit Q(Xq,. ... Xs) un polynome & € variables & coeflicients
dans E. Donner une condition néeessaire et suffisante pour que 'on
ait P(Z7) < Z. P

3. Montrer que pom tont (me,... me) € %5 IT & divise

H [mj 7’.'-'?,;;,). E—1

1<i<f<t

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. 11 est claiv que si P{(Z} < Z alors PO}, .. P{n) sont dans Z.
Pour démnntier la réciprogue. n1nus raisonnetons par 16currence sur .

e 51 7 = 0, e polyndme I est constant ¢t cofte constante est cutidre,
puisque P(D) € Z.

e Supposons la propriété établie pour les polyndmes de degré < n—1.
Soit P an polynome de degré £ n tel gque P(U). D(1),. .., P(n) soleul
dans Z. Considérons le polyname ( = P(X + 1) — P(X). Il est. d¢ degré
Ton—let,powr 0 £ kSn—L,onaQkt = P+ ) - Pk ¢ 2
On en déduit que Q(Z) C Z. Om remarque que. pour tout & € N on
aPlk+1)=DPk)+ Qk)et P(—k— 1) = P(-4) = Q(~k — 1). Sachanl
quo P({0) € Z, une récurrence banale sur & permet (le conclure que, pour
toul k& ¢ M. P(k) et P(—k) sont dans Z. On conclut P(Z) € Z, cc gqni
achéve la démonstration”?.

2. Monirous que si 3 € B[X,...., Xy et 51 lc degré de Q en chacune
des variables st inférient vu égal A ». alors Q{Z') € £ s1 et seulement si
on o, pour tout {z,....r) € [0.n]", Qlza,. .. .24) € Z. La cncore une
des denx implications est: évidente. On démontre yue 8i on a, pour lout
(r1,...,4) € [[O,n]}gj Qzy,.. ..m) € Z, alors Q(ZY) C Z, en raisonnant
par récirreuce sur £ € WN*

o Lo cas £ =1 a été traité dans la question précédente.

e Supposons la propriété vérifide au rang £ — 1 2 1 ¢t considérans un
polyudme Q de £ variables ¢t de degré <0 n par rappart a eha?ue viriable,
tel quie Qlaey, ..., 2¢) € Z pour tout (z,..... o) € [hn]". Fixons 2,
dans [0,5] et considérons le polynome Q) € R{Xy. ..., X,_ ] défini par

Q|(Xl,. ..‘er]) = Q(Xl . .,Xg,l,ﬂ?g).

Le polynome Q, est de degré <0 n par rapport & X, ..., Xs_y ot vérific,

7. On o donné ici une preuve ifférente de celle que e lecteur trouvera dans exer-
cice H.24.
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[
(5]
S

e hypothése, pour tout (21.... o _1) € [0, “]]1-4,
Qilay,. - wemr) = Qlay, .., 0e 0, 1¢) € F

[Ye I'hypothése de récurrence, on déduit que Ql(Zf”) ¢ Z. On a donc,

£ . oy — . ”
pour tout (T, ... a_ ) € EZ° 1, Qlay, .o e, we) = Qo -, %)
dawes E, cect pour tout ¢ < J0,n].
Fixous maintenant (i, ....2re_q), élément quelconque de Tl et

considérens le polyndme Qe € R[X,] défini par
Q2 = Q($1.~~-,$!‘--1=Xf)-

Un a degQe € n ot, d’aprés ce qui précéde, Qy(ry) € Z pour tont
sroe [Don]. Onen déduit que Q(a.. .. 71, 2¢) = Qzxe) € Z, pour
it e € Z, dTapros la question 1. Cela montre que Q(Zf) ¢ Z et termine
1 démonstration par récurrence.

3. Considérons le polynime () € R[Xq, ..., Xy défini par

X, - X;
Q- I o
Vit J
Maoutrons que Q{Z°) < Z. Puisque Q cst de degré £ — 1 par rapporl

+ chacune des variables. il suflit de vérifier, d’aprés la question 2 que
O(xy, ..., ) € Z pour toul {ry ... x¢) € [0 € — lﬂf'.

$’i] existe deux indices distincts ¢ et j tels que 2y = 1, alors on a
Q1. ..,wg) = 0 ¢ Z. Sinon, on obtient {x),.. ..o} = {0 1., £ — T}
ot done {zy 41, 041} = {1,2,....8}, Nl existe ¢ € 8, tel que, pour
tout. 1 € 1, €], a3 + 1 = a{i}. On en dédnit que

Qlrr,.ey = ] olj) = ali) =¢(o) £ .

1nicjue 4 7
Calenlons maintenant N—= [ (j — ¢). On obtient,
1Zi jell
4 71 £ £—1
N=]T([TG-a)=T1G-nr=T114"
G2 \i=l =2 J=
I Yapros ce qui précede, on a pour tout {(my. ..., me) € ZE,
11 (m, — 'm"-‘T)
el
Q(ml,...,mg)=] L < 7.
N
£—1 i
Autrement dit, N = [] jldivise [ (my —ma). <
j=1 llicg<?

Le lecteur frouvera dans Uexercice 1.8 du tome 2 d’ulyébre wne wutre
<olution de cette derndre guestion, ulilisand le déterminant de Vander-
monde.
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5.58. Applications de B? dans R polynomiales par rapport a chaque
variable

1. Soit f: R? — R telle que y — f(x,y) est polyromiale pour
tout z € Ret x — f(x,y) est polynomiale pour tout y € R. Moutrer
que f est polynomiale.

2. QQue se passe-t-il si on remplace le corps R par Q7

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Si f est polynomiale de degré » par rapport 4 y, pour tout r € R,
Papplication polyromiale y — f(x,v) est de degré inférieur ou égal
a n. Cela incite & considérer, pour tout d € N, Pensemble Ey des @
pour lesquels Papplication polynomiale y ~—— f{x, y) est de degré < d,
Comme B = U Eg. I'in des ensembles Ey est infini (sinon K serait

neEN
dénombrable). Notons-le E,. Pour tout & € E,, Papplication polyno-

miale y +— f(x,y), qui est degré inférieure on égale & n, est déterminée
par Ies valeurs en 74+ 1 points, dison= 0, 1, ..., n. En notant L, (0 <1< n)
les polynoémes interpolateiirs élémentaires en ces n+1 valeurs, on obtient,
pour v € E, et y € R,

e, y) = Zfrr

ey
Peur tout ¢ € [0, n], l'application 2z —> f(:, 1) est polynomiale. Ainsi
T2
Fapplication g : (x.y) — 3 f{z, i)L;(y) est polynomiale.
i
Soit ¥ € R. Lapplication z ~— f(z,y) est polynomiale et pour
tout & € En, fle,¥) = g(x,y). Les applications polynomiales

x— floiy) et _'L-l———‘-g(-E,y)

qui coincldent pour une infinité de valeurs sont égales. On a done, pour
tout (z,3) € B2 flo.y) = gle,y) et f =g

2. Sile corps de base est ¢ et plus généralement tout corps dénom-
brable, il est possible quaucun des ensembles E; ne soit infini et Ia
démonstration précédente tomhe en défaut. Construisons un coutre-
exemple.

Le degré des applications y —— f(2.y) ne doit pas étre borué quand
z décrit Q; il en est de méme des apphications y — f(x,y). Ainsi f
doit 8tre une somme infinie de termes polynomiaux qui pour & ou y fixé
sont presque tous nuls. Notons (r,) une énumération de @ et pour tout
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vutier naturel 4, L; le polyndme interpolateur de degré ¢ qui vaut 1 en r;
ol.0enrg, ..., ri_1. Posons, pour tout (x,y} € Q%

)
= Z Li(a)La(y)
=0
Onuote que Li{rg) = 081k < 7. Ainsi 1a somme ne C(mtient jamais qu'un

nombre fiui de termes ef, pour tout k € N, f(rg,z) = Z Li{ri)L(z).

|’application y — f(x,y) est donc polynomiale pour tout zeQ. Nlen
wst de ménie de U'application oz —— f(x,y) pour tout y € Q.
Mais f n'est pas polynomiale car pour tout & € Ny — f(ri, x) est
de degré k, donc lensemble des degrés des applications y —— f{rg, z)
west pas borné. <

La démonstration du théoréme de Bezout qui swit tdiustre les grandes
différences entre Uarithmétique de K[X| et celle de K[Xq,. .., X,] pour
n 3z 2. Ce dernier n'est pas un anneau principal (d aprés Uexercice 3.9);
Videntité de Bezout ne s’y applique pas : par exemple X et Y sont pre-
mers entre cur, mais Videntité AX + BY — 1 nlest pas possible pour
(A, B) € KIX, Y. Néanmoins. c'est un uuneaw intégr:; ¢'est meéme un
anneau factariel, ¢’est-d-dire que tout polyndme peut s’€crire comme pro-
duit de polynimes irréductibles (voir 3.10 pour lo définition précise).

5.59. Un théorétme de Bezout

Soit P et () dewx polynomes de K[X, Y], premiers entre eux.
1. Moutrer qu'il existe (A, B} € K[X,Y] et A € K[X], non nul.
tels que A = AP + BQ).
2. Montrer que l'ensemble des couples (#,y} € K? solutions
de P(x. gy} = Q(=z,y) = 0 est fini
(Ecole normale supérieure)

r> Solhution.

1. & On souhaiterait appliquer le théoréine de Bezout a4 P et (Q, mais
comue cela est dit dans le préambule. on ne peut pas le fajre directement,
On va donc se placer sur un anneau ou le théoréme de Bezout 8'applique,
On peut voir P et Q comme des polynomes en Y a coefficients dans KJX].
Comme K[X] est contenu dans le corps commutatif L = K(X), P et Q
se révelent. étre des £léments de L[Y], domaine sur lequel s'applique le
théoréme de Bezout.
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e P ot (} sont premiers entre cux dans K[X, Y], Montoos qu'ils restenl.
pretders entre cux dans L(Y). Raisonmous par Pahsurde of supposons
aquinn ireéductible D de T(Y) divise a la fois P et Q dans B{Y) Le
polynome 1) ¢ écrit

D = a, (X)Y" 4 @ (Y™ e+ (0N + an(X),

avee n = 1 et leg a, (X} € K(X). Quitte & multiplior D par le praduit
des dénominateurs des fractions rationnelles a, (X)) {ce produit est un
Alénrent de 1 non nnl), on peut supposer que les a, (X)) sent dans K[X]
or D e KX Y]

Résumons @ D & K[X,Y] divise P et € dans L[Y] = K(X)[Y]. Il
existe done F) et 175 dans L\YJ tels que F(D = P ot FoD = Q. Pour
arriver & une contradiction, il suffit de montrer que F) et Fy sont en fail,
dans K[X]]Y] = K[X. Y].

Pour cela. dounons guelques définitions {ee sont los mdmes gne
dans Z[X|: o panrea se reporter & exercice 5,16 sir o eritere d Ejsey
stein ). Ponr tout M € K[X][Y] qui s'¢erit ap(X)Y P+ 40 (XY 4ovp(X)
(avec p 2 U et les o (X)) dans K[X]), on appelle contena de M et on hote
ax (M) le pged des o, (X)) pour i variant de 0 4 p. Ou div quiue polvnéene
M ext pramitif «i ox (AN = L En divisant, tous los coeflicients de AL par
ler pged, on trouve 1m polynome primitif @ ajnsi M <’éerit M = (:X(M)M
avee NEe KXY prinitif,

Nous allons nans appuyer snur le lemne suivant.

Lewnme, (Lemme de Ganss) Soif P oef Q dans KXY,
(1Y S0P ot Q sont prondtifs, lewr produst PQ Dest qiessi.
(11) On u ex(PQ) — ex(P) x ex(Q).

Démonstration,
(1) Supposons P et Q primitifs. Raisounons par Pahsurde et imagi-

n m
tons que PQ ne le soit pas. O éorit P = Y o (X)YF () = 37 he(X)Y*
k=U h=0
m+n )
et PO = Y (XY, Prisque PQ m'est pas primitit, il existe R ¢ K[X],
k=u
icréeuctible. divisant tous los ¢ (X). Comme P et ()} sont primitits. il
existe nu plus petit entier & (vesp. £) tols que R one divise pas ap(X)
(resp. b2(X)). Cousidérons alors

UG = anbigr + o rbey 4wl g e b +an
Par défuition de k. log A premiers Lermes gant divisibles par R prosgne

Rodivise a, 510+ k. De merre, par définition de £0 les § derniers termes
sont divisibles par Ro Comme ¢pye ost Cgalement divisible par R, 1l
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Sensuib gue ROdivise le terme restant apbg. Or, cola est iapossible. en
vertu du lemume d’Euclide, puisque ot ag, ni b oe sont divisibles par
Firedcductible 1L
On conclut deme que PQ est primitif. L
(i) On éerit P = rx(P)P Q =y Q)Q, On a PQ = ex (Plex (QIPQ.
Fapres le 1. PQ ext primicif et done le contenu de PQ est ex (PYex (Q).
Yo I'égalil & vorlne. &

Comme D est cgaleinent irréductible ot divise P oot @ dens L(Y).
quitte & remplacer D par D, on peut supposer D primitil. On pent mul-
tiplier Fy € K(X)[Y] par un polynome R(X) € K[X] afin de chassor los
ot F e K[X][Y] On

dénominateurs des coefficients de Fy - F| = . -
R{X)
cerit ensulte T = ex (1)1 avee I© primitif. Par conséguent, on obticnt

 (F)F -
Dfﬂ;(( X))V =T ouencore Dex(F)YF = RX)P

Passons aux contenus @ o) = ex D) e (F) — ex (Dex (I31) — Rex(P).
ex (1) .

% I« KIX[[Y] Auteement
dit. D divise T dans KN, Y], T en est de méme por Q, par sywétrie
i probleme. Clomine P et (3 sond premiers entre enx dans KXY nons
ahoutissons a npe cont radiction.

Sone R divise ox(F) ot Aradetnene ¥ —

e Nous avons done démopiré que P el Q sont prewiers entre enx
dans K(X)[Y]. I existe A ot B dans K(X)[Y] tels que 1T = A'P 4 B'Q.
Soit A € K[X] le praduit des déuominateurs des coofficients de A ot
de B. Ou a alors

A= AP £ BQ avee A = AA' ¢ K[X.Y| et B = AB € K[X, Y.

2. Soit maitenant (z,y} € K? tel que P(x,y) — Q(z.y) = 0. En
substituant dans Uégulité ei-dessus, U vient A(z) = 0. Done & C.Sl. 1ne
racine de A Il ne pent prendre quinn nombre fiad de valeurs puisque A
cst rom mial. Par synétrie du probléenye en X et Y, g lui ausst ne peut
prendre qunn nowmbre fint de valeurs. 11 en vésulte que

V={lw.y) e (¥, Plry) = Qia,y) =0} est find,

Conclusion. Ce résnltat s'iuterprete amnst @ Uintorsection de deux
courbes algébrigues planes Plo.y) = 0 et Q{u, ¢) — 0 est finie i P et Q
sont des polynomes de KX, Y] premiers entre eux. -1

Bezout « en Jord wontré gue si P el Q sonl de degres vespectifs 1
ob i, Lo pombre de pomts diintersection des deux courbes, comptis avee
lewr ordre de mulfiplicite (intersection of en tepant compte des points a
Pinfini, est evactement mn lorsque K est algdbriguement clos.



Chapitre 6

Espaces vectoriels. Algebres

Auw XVIIT® siécle se développent lo vésolution des systémes linéaires
ol lo théorie des déterminants. Les ruisonnements suggérent ropidement
te concept d'espace & n dimensions, Mais i fallait oser un langage
éométrigue, alors qu’une interprétalion sensible dans le plan ou les-
pace foiswit défout powr n > 3.

De maniére indépendante, Cayley en Angleterve et Grassman en Al-
lernagne franchissent le pas vers 1843-1845 et parlent d’espace o n di-
mensions. Le point de vue de Cayley est issu directement de lo géométrie
analytigue ; un vecteur d’un espoce d n dimepsions est un systéme de
n réels ou n complexes. L addition de dewr vecteurs et la multiplication
par un scolaire sont noturellement introduiltes por lo générolisation de
la dimension 3. Pour parvenir prasment d lo nolion d’espace vecloriel,
i fout dégager le concept de sous-espace ct de dimension d’un sous-
cspace. (esl ce que fero Grassman (professeur de lyede autodidacte on
ymarge des ralicur de la recherche) en cherchant ¢ développer une anao-
Iyse géométrigue portant sur des eolculs infrinséques indépendants du
choir des coordonnées. Grassman introduit le produl exlérieur de dews
vecteurs, la définition de DUindépendance hndoire, de lo dimension d’un
espace el démontre la relation fondamentale

dimV +dimW = dim(V+ W) — dim VW,

Ces traveus eurent peu dimpact on début, mais ils furent repris par
Henri Poincaré ot Elie Carton (notamment son «algébre extérieurey en
yéoméirie différentielle).

Cest en 1888 que Peano donnera lo définition axiomatique d'un es-
pace vectoriel réel. Jusqu'en 1930, le point de vue des malrices et des
coordonnées prédomine par rapport on point de vie intrinséque des es-
paces pectoriels.

Les premiers exercices portent sur lcs sous-espaces vectoriels.

6.1. Intersection de sous-espaces

Soit E un espace vectorie] de dimension n et Fy, ... Iy des sous-

k k
espaces de E. Montrer que si Y dim F; > n(k—1) alors [ F; #£ {0}.
iml ) i=1
(Ecole normale supérieure)

2810
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> Solution.
k
o Il suffit d*observer que () F; est isomorphe au noyau de 'apphca-
n=1

tion lindaire

Fiv - xF, — Ek-1
P (-'Elwﬂﬁzp--,mk) — (25'2 XT3 X, TR — »’131)
En effet, o(x,. ... xx) = 0 5i et seulement si (g, ... ,xp) = (0.2, ., x)
k
oin = appartient & [ F;. Le théoréme du rang permet alors d’affirmer
i1

que

k k
dm(F, x Fa x o« By = Y _dimF, = tgyp + dim | | Fe.
=1 i=1

k
Comme 1g{¢) < dimEfF! = n(k — 1), on adim | F; > 0. <
i=l

On peut rédiger la solution & Uaide des espaces quoticnts. Prenons
done cet exercice comme prétexte pour fourmir quelques rappcls sur cotte
netion,

Soit E un K-espace vecioriel, T' un sous-espace de E. Comme F esl
un sous-groupe du groupe ahélien (E, +), on peul considérer le groupe
quotient B/F, défini & partir de lo relation d'équivalence telle que, pour
tout (x,y) € B2

r=y (modF) <= y—xecF.

Lu loi de composition externe est compatible avec cefte congruence, i.e.
sideKete =y (mod F), alors Ar = Ay (mod F), 1 bien que I'on peut
munir E/F d'une loi de composition externe définie pour \e K etz e E
par X& = Xz (la classe de Ar ne dépend pas du représentant & choisi
dans T). Dans ces conditions, E/F est un K-espace vectoriel (le lectewr
est invité a foire les quelgues vérifications d’usage) appelé quotient de B
pur F.

Si B est de dimension finie, E/F est ausst de dimension finie et I" on
edmE/F = dimE—-dimF. En effet, ¢’est une conséquence du théoréme
du ranyg, puisque lo surjection canonique s : x € E —— T € E/F est
linéaire de noyau F.

Revenons maintenant a exercice ci-dessus. Dire que x € F; revient
& dire que son image dons E/F; par la swijection canonigue est nulle.
On consideére done

E -—— E/F;x-- <E/F;
L (Z,...,x)
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k»
Il s’agit juste de prouver que, sous Uhypothése > dimF; > n{k — 1),
i=1
cette application linéaire n'est pas injective. Cest vrai car dimE = n ef
k
dim{(E/Fy x -+ x E/Fp) =nk— % dimF; <n=dimE

i=1

Liexercice suivant o frait & lo notion de supplémeniaire. Iin dimen-
sion finie, Uezistence d’un supplémentoire a un sous-espace donnd résulte
du théoréme de lo base incompléte. Nous pourrons, dans certains exer-
cices de ce chapitre, admetire qu’en dimension infinie, tout sous-espace
vectoriel admet également un supplémentaire, résultat qui nécessite tou-
tefors Daxiome du chote.

6.2. Supplémentaire commun

Soit K un corps infini, E un K-espace vectoriel de dimnension finie.

1. Montrer qu’on ne peut avoir E = V,UVaU---UVy, oitles V;
sont des sous-espaces stricts de E. Que se passe-t-il & K est fini?

2. Montrer que si Fy, Fa, ..., Fp sont des sous-espaces veetoriels
de E de méme dimension (finic), il existe G supplémentaire conunun
atous les I,

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Raisonnons par I’absurde et supposons que E = Vi UVaU- UV,
ol les V; sont des sous-espaces stricts de E. On a nécessairement N 2 2,
siton E = V. Quitie 4 retirer un certain nombre de sous-espaces, jusqu’a
ce que le nombre N de sous-espaces dont la réunion est E soit minimal,
an peut supposer qu’aucun sous-espace n'est contenu dans la réunion
des N — 1 autres. Pour aboutir alors 4 une contradiction, nous proposons
deux méthodes différentes.

La premiére utilise directement un argument de cardinalité. On peut
trouver € Vy tel que £ ¢ V: UVy U -+ U Vyn_;. D’autre part, on
napas ViUV U UVN_; C Vy, sinon on aurait E — V. 1l existe
doncy € Vi UVal--- U Vyog tel que y ¢ V. Considérons, pour tout
X € K, le vecteur y + Az. Il n’appartient pas & Vi, car sinon ¢y € Vy. 11
appartient donc & V; UVaU---UVy_1 de sorte qu'il existe iy € [1, N—1]
tel que y + Az € Vi,. Lapplication ¢ : A € K —— 4y € [I,N — 1] est
injective. En effet, supposons qu’il existe X et p, dans K tels que iy — €.
Les vecteurs y 1 A et ¢+ pa sont dans V;, , done leur différence (A —p)z
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aussi. Comme z ¢ V;, on a ;o = A, On obtient donc une application
injective de K, qui est un ensemble infini, dans [I,N — 1] qui est un
ensemble fini. C'est absurde : E ne peut pas étre rénnion d'une famille
finie de sons-espace stricts.

Autre mdéthode. Quitte & remplacer chaqne sous-espace V; par m
hyperplan le contenant, on pent supposer que les V; sont des hyper-
plans. On considére alors, pour tont 7 € [1,N], une forme linéaire ;
sur B, telle que V; = Kerg;. On n'a pas V, < ) V;. 1l existo
donc z; € Vi \ |J V;. Considérons, pour tout ¢ € [1,N], 'applica-

N
tion F; : K* — K définic par F;(Ar. ..., An) = @i > Ajr;). Clest nne
3=1
fonction polynomiale snr KN, L'hypothése E = V; UV, U--- U Vyy en-
N N
traine [] ¢; = O et doue [J F; = 0. Le corps K étant infini, Ialgébre des
i=1 i=1
fonetions polynemiales sur K™ est isomorphe 4 KXy, ..., Xy], qui est un
anncal intégre. Il existe donce nn entier 4y entre 1 et N tel que F;, = 0.
Puisque N 2 2, on peut considérer un indice 4 # 4p. On obtient alors
wio () =F; (0,...,1,...,0) =0, ce qui contredit le fait que «; ¢ Vy,.

Sile corps K est fini, on obtient K| € N — 1 par la premiéro
démonstration. Ainsi B ne peut pas étre réunion de |K| sous-espaces
stricts ou moins.

Le lecteur pourra montrer gue K| + 1 sous-espaces stricts suffisent
effectivement pour recouvrir B,

2. 11 existe des sous-cspaces G de E tels que ¥; N1 G = {0} pour
tout ¢ € [1,p], par exemple e sons-espace nul. Parmi ces sous-espaces,
considérons-en un de dimepsion maximale que Pon note G. Soit r la
dimension commune des F,. Si r+dim G < dim E, les sous-espaces F; &G
sonl des sons-espaces stricts de 5. Il existe alors, d’apres la premiére
guestion, un vectenr T n’appartenant & aucnn de ces espaces. Mais alors
le sous-espace G' = G & Kz est en somme directe avee tous les Fy,
contredisant ainsi Ja maximalité de G. On a donc r + dim G = dimE
et (¢ est un supplémentaire commun & tous les F;. <

On peut montrer, plus généralement, que dans le cas ot K est infini,
E ne peut pas étre réunion dune famille (F,);e1 de sous-espaces stricts
avee |I| < |K|. Par exemple si K = R, E ne peut pas étre réunion d’une
Jamille dénombrable dv sous-espaces stricts. Nous donnerons une preuve
topologique de ce résultat dans le tome 3 d’analyse, & wide du théoréme
de Baire.

Lo deuztéme question se généralise alors directement guec la méme
démanstration : pour toutc famille (Fi);c1 de sous-espoces de méme di-
mension avee |I] < |K{ i existe un supplémentaire commun & tous les F.
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On rappelle que 51 V est un espace vectoriel de dimension n, un dra-
peau de V est une suite croissanle pour Uinclusion de n+1 sous-espaces
vectoriels Vg C Vq € -+ © V,, avee dimVy = k pour tout k. Cette
notion se présente naturellement dans Uétude de la trigonalisation ; un
endomorphisme w de V est trigonalisable si et seulement s7l existe un
drapeau stable par u (¢’est-d-dire w(Vi) C Vi pour tout k, avec les notae-
tions ci-dessus). Le groupe linéaire opére naturellement sur los drapeaus
et le lecteur vérifiera facilement que cette opération est trunsitive. Le dif-
ficile exercice qui swit étudie le nombre d’orbites pour action du groupe
linéatre sur les couples de drapeawr.

6.3. Drapeaux

Soit V un K-espace veetoricl de dimension n, d et d deux dra-
peaux, respectivement Vo C V; € - C Vet Vi C V] C - C V).
1. Oupose A;; =V |+ V;pouric [Ln+1]ctje[0,n]et

(I(‘L) = min{j, Aij = A'H»l,j} pour s [[l,nﬂ.

Motitrer que o est une bijection de [1,n] sur [1,n] (on pourra
copsidérer Papplication o' définie comme o, mais en échangeant les
riles de d et d').

2. Par définition. une base (e, ..., e, ) cst adaptée a d =i, pour
tout k € [1,nf, Vect{er, ..., ep) = Vi. Trouver une base (¢, ..., ¢5)
adaptée a d et une permutation o de [1, ] telle quie (Cagiys s Cogn))

soit adaptée & 4.
3. On fait opérer naturellement GL{V) sur les couples do dra-
peaux de V. Quel est e nombre d’orbites 7
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. e Notops, pour commencer, que, pour 1 € [1,n], on a () € {1,n].
i effet, pour tout ¢ € [1,n], on a A = Vi_; + Vi = Vi, et donc
Ao # Aiiv 0. Explicitons la définition de (7). L'espace Ay = Vi | +V;
est toujours inclus dans Ay ; = Vi + V. On a Pinclusion inverse si
Vi< Vi_ 4+ V;. Ceci équivaut & Vi € Vi_| +V,; NV}, puisque si z € V]
s'éerit y + 2, avee (y,2) € Vi_ x Vi, alors 2 =z —y € VNV, et done
AV, =Vi_| +V.NV;j, puisque Pinclusion inverse est toujours réalisée.
On obtient les équivalences suivantes :

A=A <= ViV +VINV, < VNV, ¢ V] |,

la dernitre équivalence résultant de dim(V}) = dim{V;_;) + 1. On peut
dong caractériser o (i) par
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ViV, o CVi,
Vi i Vg(i) ;i V!-ii,

puisque. st VIV, VL Lalos VIOV, © VIOV, O VL pow
tout 0 < & £ .

e Pour montrer que o est wne pernatation de [1, 7], considérons,
comne le suggére Vénoned, Vapplication o' @ [Loa] — [1,n] détinie
commme 7, 1ais cn échangeant les riles de d et o' ot montrons que a ol
&' sont réciproquoes 'une de Pautre. Par symétric des roles de d ot d', il
suflit de prowver que @' o g = Idg . Soit 4 « [Lon]. j = o) 1l faul
pronver gue o' (1) = ¢, ¢'est-adire que

V, NV, Vi,

i—1

V, N Vid V.

fSiV, NV 7@V, aloms V=V -V, NV Considérons
un élément z de VoV, T s'Cerit g+ 20 avee (i, 2) €V, 2 x V0V
Onaalorsy =2 —2z € ViNV;_; C V), pusque a(7}) = j: @ esl
done dans V. On a done VIV, < Vi, ce gni est contracictoire
avee a{r) = j. On conehit que V, 1V, < V;_,.

* 81V VIV, ou obtient

VNV C Vo NV oV

ce qui est faux. On adone V, NV E V, g, ce qui termine la démaonstra-
lion.

2. Construisons une baso (... .. e, ) adaptee & d telle gue, pour la
permulation ¢ précédemment définie, on ait (e, ... qpny) adaptée
ad.

Ou a, pour j € [Lin], V; =V, | + V; NV, . Considérons. pour
tout j € [1,n], un veetenr e dans V, 1 \-7"7,(3) \V,_1. La famille (e) est

e base de Vet sion suppose que (6.0, e,_1) estune base de V)
alors (c1,-..,0,) ost une base de V. puisque dim(V, ) = dim(V,_y) + 1
ot que £; € V, |\ V;_q. On a done montré que (e1,...,e,) est uue hase

adaptée A d. On a, d'antre part, pour ¢ € [1,n].

Coiyy € \"'m\i) M V;;UU(” = Va(il M V: [ \‘:
La famille (€5,1,. ... . Fain,) est done une base adaptée & d'.

3. Lo groupe GL(V) agit nalurellement sur los drapeanx : pour
tout f € GL{V) et tout drapean d = (Vy,... V.). (F{Va), .. f(Vy))
est un drapean (ear f conserve la dimension el inclusion), not¢ f{d).
51 (dod) est un conple de drapeanx, (F{), £(d") est un couple de dra-
pears. Nous allons mentrer que les orbites de couples de drapeanx sous
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cette action de groupe sont caractérisées par la valeur de la permnta-
o @ définie dans la question 2
e Comimencons par démoutrer que cette permmutation est anique (mmais

pas la base {e). ..., e,)). Sait doge deux drapeaux d ot o', une permu-
tation 7 de 1, n] et wne base (... .c,) de V otelle gue {ey,....¢0)
it adaptée A d et (ery... . er0y) adaptée & d On a ‘L]()rh, p(ml“

tout ¢ € [1. 0],
Eriny = Vr(i)) Crty) ¢ VT(I)*~1= Crin € V;u €r (i) V:—I

Ow on déduit que V00 Vo F VI cal er(,) appartient an premier
sngemble mais pas au seeond. Dantre part on a

COVog o = Veeb{er o Crpamny e ) D Veet (e oF o 2)
< Vect{e 1y €y, frp -1y C V]

1 résulte de la question | que les inclusions
V; M \-f.,.(z)_ . V;,1
VIOV & Vil

permetrent de conclure que 7(4) = (7). Ceel est vral pous tout i € [1al.
1l en résulte gne 7 = o, ce gni démontre micitd voulne,

e Dang Ja suite, lxons o = (V... Vayotd — (v . Vi) dens
drapeaux de V. B = (e¢).....ep) une hase de Voo o perimntation
de [Lon] telle que 8 soit nne base adaptée & d b que (g 2any) b
ane nous noverony désormals a(B), soit une base adaplée o'

« Ponr tout f € GL(V), B" — (f{r1)...., firu)) est sue base
cle V: p(nn tont € [Lond, (fleg),. ... Sle ) estoune base de f(V))

Cfleqgy - fleq)) est ae base de FIV]). Cocl montre gue B est
nne bmsc E'u'l.'lpt‘ér.' a fid) et a{B') une base adaptée & f('). La méme pet-
rmutation a quau conple (A, o) est done associée au couple (f(d), £(d')).

* Retiprogquement soit {dy, d) ) un conple de drapeans pour legnel
1 existe 1m1e base 57 de V. adaptée & dp ¢t telle que o(B') solt adaptée
a (ifi . Notensd) = ({Wp,... .\/Vn), ff’l = (“ll{)‘ .. \-‘V:E) ot B' = (C] - |
el comsidérons f € GL{V) défini par f{c,) = =4, pour tout @ € [T, n].
On a alors. pour tout 7 < [1,n],

JOV.) = Veat(Fley), o flea)) = Veotleyo e} = W,
FOVY) = Veet( f(eagny), - - S(0a@)) — Veetlenay, oy 80n) = Wi

On a done f(d,d") = (dy,d}). Le couple de drapeaux (d,, d|) appartient
done A PMorbite de (d, d).

On poit denc eonchire gue denx couples de drapeanx sont dins 1
meme orbite si el senlement si la permitation @ gui lew est associée os,
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la méme. L'ensemble des orbites peut &tre mis en bijection avec S,,. Il y
a donc n! orbites. <

Le lecteur trouwvera dans 'ezercice 7.18 une aulre démonstration du
résultat de la dernitre guestion par une méthode matricielle utilisant la
décomposition de Bruhat,

Nous commencons une série d’ezereices assez généroux sur les appli-
cations linéaires. Le premier énonce porte sur les lernmes de factorisa-
tion,

6.4. Lemmes de factorisation

Soit E, F et G deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

1. Soit f : E = F et g: E — G des applications linéaires.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur f et g pour aun’il
existe i : I' — (3 linéaire telle que g = ho f.

2. Soit g: E— Get h: F — G des applications linéaires,
Donner une condition nécessaire et suffisante sur g et ko pour qu’il
existe f: B —— ¥ linéaire telle que g =ho f.

(flcole polytechnique)
o> Solution.
1. e Condition nécessaire. Sup- Emd op
posons qu'il existe o : F — G n
linéaire tel que g = hof. Alors pour g H
tout 2 € Ker f, on a (';

o(z) = h{f(z)) = h{0) = 0.
On obtient donc Ker f C Kerg.

e Supposons réciproquement que Ker f < Kerg. Alors, pour tout
(z,x') € E* tel que f(z) = f(z').onazr—z' € Ker f, donc x—xz' € Ker g
et 9(z) = ().

Pour y € Im f, on pose i'{y) = g{x) € G ol = est un antécédent
quelconque de g par f. Cette définition est coherente, car g{x} ne dépend
pas de 'antécédent « choisi, comme on vient de le voijr.

Par coustruction, pour tout z € B on a h'(f(z)) = g(z). Ceci montre
que M o f =g

Montrons que k' : Ker f — G est linéaire. Soit {y,3") € (Im f)?,
(A ) € K2 et (r,2) € E? tel que f(z) = y et f(z') = y'. On obtient
alors f{Azx + puz') = Ay + py' et Az + pa’ est un antécédent de Ay + uy'
par f. On a par définition

R (dy + py') = ghx + ") = Ag(x) + pg(a’) = A/ (y) + pb' ().
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La linéarité est prouvée.

Toute application b € L(F.G) dont la restriction & Im f est égale
a4 h' (et 1l en existe) répond alors 4 la question posée. On remarque que
si f est surjective, h est unique.

Conclusion. 1 existe b : F' — G linéaire telle que g = ho f si, et
senlement si, Ker f C Kerg.

2. o Dans cette seconde question, il est clairement nécessaire que
V'on ait Img C Im A.

+ Supposons réciproquement B eeees {r___,hp
que Img < Imh. Considérons un
supplémentaire F' de Ker h dans F \l h
Alors h induit un isomorphisme b ‘

de F' sur Im h. Notons
k=h 1. Imh — F.

L'application f = k o g est bien définie car Img C ¥mh. Elle est
linéaire de E dans F’; nous la considérerons comme une application
linéaire de E dans F. On obtient, h{f(z)) = h{k{g(z))) = g{z), pour
tout z € E, de. g=ho f.

Conclusion. 1l existe f: E — F linéaire telle que ¢ = h o f si, et
seulement si, Img C Imh. «

Lexercice précédent permet de répondre o la gquestion suivante : E
étant un K-espace vectoriel, F un sous-espace de E, s : E — E/F lu
surjection cononigue et u € L(E), & quelle condition u induit-t-clle une
application T de L(E/F) telle que Uos = sou ¥ Comme s est surjective, en
cas d’existence, W est unigue. Daprés la premiére questien de lezercice,
T existe si et seulement st Kers C Ker(s o u). Comme Kers = F, cette
condition signifie que pour tout @ € F, u(x) € F. Autrement dit, u passe
au quotient st ef seulement si T est stuble par u.

Plus généralement, st E et F sont deur espaces wvectoriels, u un
élément de L(E,F), B’ et F' deux sous-espaces vectoriels de E et F res-
pectivement, u induit une application linéuire de B/E' dans F/F si, et
sewlement s7, w(E) C F’.

6.5. Condition pour que ygg < rg f

Soit E, ¥ deux K-espaces vectoriels non nuls de dimension finie,

f et g dans L(E,F). Montrer que rgg < rgf si et seulement s'il
existe h€ GL(F) et k € L(E) tels que heg = fok.

(E‘cole polytechunique)




268 CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS. ALGERMEN

> Solution.
e Une des implications est aisée. En effet, 'l existe A € GL(F) ot
ke LE) telsque hog= fok,onag=""1o fok et done

Img=Tm(h ' o fok) CImh ' o f)=h ! (Imf),
d’on Pon déduit, puisque h~' € GL(F),
rg(g) < dim(h™Y(Im f)) = dim(Im ) = rg f.

s Notons p = rgf ot @ — rgg et supposons réciprogquement gne

Yon a ¢ £ p. On considere (ep1y,....€,) me base de Ker f complétée
en (eq,...,e,) base de E et (g4,1,...,¢,) une base de Kerg complétéo
en (g1,...,&,) base de E. La famille (g{z1).. .., 5(c,)) est alors une base

de Im g que l'on peut compléter en {(g(c1),...,9(24), Gg41.- -, 9m) base
de I. Dc méme, (f(ey),..., f(ep)) est une base de Im f que l'on peut
compléteren (fle))..... f(ep), fott,. .. fm) base de F. Soit k dans L(E)
defini par kiz) = ¢1,..., k(gy) = &g, kley41) = - = k(en) =0 et I
dans GL(F) qui transforme la base (g(ey),. .., g{£g)sgqt1, -+, Gmm) €D 1n
base (f(e1)..... Flen), Fort-oo oy fun)-

On obtient alors, si 1 £4 < g. fokls,) = fle;) = hlyles)) = hog(e)
(car § < g < pl.etsii > g, fokle) =0 = hog(e) On a done
bien hog= fok. <

On peut donner une deuaiéme solulion pour lo réciprogue utilisant
un des lemmes de factorisation wus @ Uexercice 6.4 : en ¢ffet, d'aprés le
second lemme, i suffit de montrer que sicg g < g f. on peut trouver h €
GL[F) tel que Im(k o g) C Im f. Pour cele, considérons un sous-espuce
G de I | de dimension rg g et un isomorphisme I’ de Img sur G. Si on
note F' et G des supplémentaires de ITmyg ei G dans T respectivement,
ces sous-espaces vni méme dimension; soit K un isomorphisme de ¥’
sur G'. L’endomorphisme h de F dont les restrictions ¢ lmg et F' sont
respectivernent b’ et h” est un isomorphisme de F, qui vérifie

Imhog="n{Img) =G CImf

Llexercice 7.1 fowrnira une troisidme solution, matricielle.

1l est bren connu du lecteur qu 'un endomorphisme dun espace B qui
stabilise toutes les droites vectorielles st une homothétie. Ce rdsultat
mtervient assez souvent; aussi nous allons en rappeler la preuve.

Lemme. Soit E un K-espace vectoriel non nul et 1w e £(E). On suppose
que pour r € B, u(x) et x sont colinéaires. Alors u est une homaothetie,

Démonstration, L hypothése signifie que tout veeteur non nul de E esf un
vecteur propre de u. H suffit done de montrer que w adrel une unigne
valeur propre. Supposons gu'il erisic deux veleurs propres distineles A
et A de u et considérons deux vecteurs propres x et x' associds. On a
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alors w(x) = Az ef w(z') = XNz’ On sait que (7,2') est une farmlle
Lbre. Par hypothése @ + 27 est ausst un veeteur propre de w ;6 existe un
sealuire o tel que u(x+a") = pla+a’y. Mais, par linéorité nous obienons
anssi w{x + ') = u{x) + uw{x’) = Az + Na'. Par unicité¢ de Uécriture, il
vient A= XN = pu, ce qui est ahsurde. $

Ce résultat est utile dans bien des situations. Par exemple, i E est
un K-espace vectoriel, on peut en déduire que le cenire de L{E) est réduil
aur homothéties. Les homothéties commuteni évidemment avec tout en-
domorphistme. Réciproguement, supposons gue v comonute avee toul en-
iomorphisme de E. Soit v € B, H un supplémentoire de Kz et p la
prajection sur Ko parallélement & H, On a alors,

u(r) = (wop)(z) = {pou)z) = plu{r)) € Kz

ot u est une homothétie d'aprés le lemme.
Les dewr erercices sutvants sont des vouriations sur le théme du
lenne,

6.6. Endomorphisies stabilisant les sous-espaces de dimension &

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n ot & € L, n—1].
Que peut-on dire d'un endomorphisme u de E laissant stables tons

les sous-espaces de dimension & de E? L.
(Ecole normale supérieure)

- Solution.

On sait que pour & = 1. u est une homothétie (cest le lemme ci-
dessus). Soit A € [2,7n — 1] et H un sous-espace de dimension & — 1. On
observe que H peut étre obtenu comme intersection de deux sous-espaces
de dimension % : comme dim H < n — 2, on peut trouver un couple de
vectents libres (e, 2) tel que le plan Vect(e), ez} soit en somme directe
avec H. Posons Hy = Vect{H U {e;}} ot Hy = Vect(H U {e2}). On a
alors H, NHz =H et dimH, = dimHz = .

11 en résulte que si v € £(E} stabilise tous les sous-espaces de dimen-
sion & alors v stabilise aussi tous 1es sous-espaces de dimension k— 1. Par
une récurrence descendante finie, 1l en résulte que w stabilise toutes les
droites vectorielles de E. On conclut alors que v est une homothétie. <

6.7. Exemple d utilisation des espaces quotients

Soit E un K-cspace vectoricl de dimension finie, ¢ ¢ E.
Détermuner les slémcuts u de C(E) tol que por tout z € E, la

famille (e, o, u{x)) soit lide. (Feole polytechnique)
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r> Solution.

e S5ie =0 oudimE € 2, tout » convient, Suppesons a # () ¢l
n = dimE 2 3 et considérons u vértfiant la condition de "énoncé. On
pose e; = a ct on compléte en une base (e1,., ., e, ) de B, 514 2 2, (¢,.4)
est une famille libre et par hypothése, u(e;) € Vect(e;, ¢1). Considérons
le vecteur u(e; + ;). Comme la famille (e; +¢,,2,) est libre, on a

wler + e} € Veeb{er + e;,e1) = Vect(eg, ;).

Puisque nle, + ;) = uler) + ule,) ot que wie;) € Vect{e, e;), on en
dédnit que ufey) € Vect{ey,e,). On obtient

ule;) € Vect(er,eq) N Vect(er, es) = Key.

e On adone u(e) € Ka : la droite Ka est stable par u, donc u induil
un endomorphisme 7 de E/Ka défini par T(T) = u(zx).

Soit « € BE tel que T # 0. Alors, la famille (a,.r) est libre et par
liypothese, 1(z) € Vect(a,z). Il s'ensuit que TZT) = u(z) € Vect(Z).
Comme cela vaut pour tont T € E/Ka, @ est une homothétie : il existe
donc A € K tel que wix) — AT pour tout r € E. 1] s'enswit que pour
tout & € E, u(z) — Az € Na. L’apphcation @ +—— w{r) — Az étant linéaire,
il existe ¢ forme linéajire de I telle que, pour tout 2 € E

lu(z) = As + plra)

Réciproquement, une telle application répoud bien au probléme posé. <

Les deur exercices suivoants concernent des endomorphismes nilpo-
tents.

6.8. Majoration de I'indice de nilpotence

Soit. E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E),
nilpotent. Montrer que v = (.
{Ecole normale supérieure)

> Solution.

Voicl une solnon completement élémentaire de cet excrcice. Sup-
posons par l'absurde que »™ # 0. appelons p Vindice de nilpotence
de u (p > n). L'application w1 n'étant pas mulle, considérons un
vectenr r de B tel que uP71(x) # 0. On va montrer gue la famille
(z,u(z), ..., uP~(x)) est libre ce qui fournit notre contradiction puisque
cette famille est de cardinal p > n. Si la famille est lide, ow peut écrire
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une relation de liaison du type
k .
M) + A 101 () + -+ A1 (&) = 0

avee A, # 0. En appliquant »? % & cette égalité, il vient Agu? " (z) =0,
e qui est impossible. L'hypothtse u® # 0 cst done absurde. <

Bien entendu, il est encorve plus rapide de dire que si u” # 0, le
pelyndme minimal de 1 est XP {p > n), ce qui est impossible puisque
le: polyndme mingmal est de degré wnférieur o n (il divise le polynéme
caractéristique par le théoreme de Cuyley-Hamilton). FEufin le résultal
divoule qusst duectement du résultat de Uerercice 6.14,

Voici une petite applicatton : si n = 2, ot n désigne toujours lo
dimension de lespace, un endomorphisme nilpotent v d'indice de nilpo-
Ience nw'est pas un carré. Br effet. siw = v?, olovs v est oussi nilpotent
ob dome v = 0. Mais alors w* ' = 02" 2 = 0 car 2n. — 2 = n ce qui
contredit le fait gue u est d’indice n.

L énoncé suivant est une généralisation du précedeat.

6.9. Produit commutatif d’endomorphismes nilpotents

Soit E un K-espace vectoriel de dimensjon finie n et uy. ..., tn
des endoniorphismes nilpotents de E qui commutent deux a denx.
(Jue vaut uyocug o ---ou, 7

(Ecole polytechnique)

I~ Solution.

31 tous les uy sont égaux & ug, leur produit vaut u} qui est nul, comnie
nous venons de le démontrer dans 1'exercice 6.8. 11 est donc raisonnable
de penser qu’on a toujours 4y oug o -+ 0 Uy = 0.

Nous savons que. lorsque deux endomorphismes commutent, le noyan
ot I'image de 'un sont stables par Lautrve. Aiusi, pour 1 < &k < n, uy
laisse stable Fryy = Im(ugsy © -+ o ). Or sl Fiy n'est pas réduit
2 {0}, la restriction de uy, & Fryq ne peut étre bijective : en effet, cette
restriction est aussi milpotente. Par conséquent, up(Fiy1) est contenn
stricterient. dans Fry et

dim Fp = dim Uk(Fk+1) < Llika+l.
51 'un des F; est nul ¢’est terminé et sinon, on a par une récurrence

descendaunte finie que dim F; < ¢ pour tout 1 €4 < n. Ceci implique en
particulier dimFy = rglug cus 0 -+ 21, ) < 1, Cest-ti-dire

‘ulougo-uouﬂ:[}}. <




CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS. ALGERNEN

Vel maointenant une série d’exercices asser faciles, centrés sur lv
thearéme du rang. Le premier présente quelques inégalités classiques
d'usage courant.

6.10. Inégalité de Sylvester

Soit E un cspace vectoriel de dimension finie n, a et b deux
endomorphisnies de 1.

1. Comparer rg(e + b) a vgia) + rg(b) en rgla) —re(b).

2. Prouver I'équivalence ;

rg(a+b) = rglo)+rg(b) <= (Imarlmb = {0} ct Kera+Kerb =E)

3. Montrer que rg{e) + rg(h) — n < regfeb) < winfrgla), rg(h)).
Cest 'inégalité de Sylvester.

ol )
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. De I'inclugion Im{a + by € Imea 4 b, on tive les inégalités

rg(a+b) € dim(lina+Imb) < dim(Tna) +dim{Imb) = rg{a)+rg(B). (%)

Eu appliguant co résultat a a + b el —b, an obtient, compte tenu de
Végalite rgih) = rg(—b).
re(a) < rgla +b) + rg(—h) < rgla + b) + rg(b)

est-a-dire . )
rgla) — rgll) < rgia + b).

Par symétrie on a rg(b) — rg(a) < rgla + b). On conclut que

[rg(n) —rg(d)] < rgla + b) < rgla) + reh) l

2. Supposons que rg(e + b) = rg(a) + rg(h). Toutes les indgalités
de (x) sont alors des égalités. On a en particulier

dim(dme + Im ) = dimIma + dimImb.

Sachant que din(Inig NImd) = dimIma + dimIm b — dimm(Tm a + Im b},
on en déduil que Imanlmb= {0},
Ceci étant réalisé, notons qu’on a cusuite Ker(a + b) = KeraNKerh.
En effet, on a toujours iera N Kerb C Ker(e 4+ b) et & 1 € Ker{a + b},
on peut écrire
alr) = bz} € ImaNlmb = {0}
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vtz € Kera N Kerd. On obtient alors

dim(Kera + Kerb) = din(Ker a) + dim{Kerb) — dim(Ker a n Ker b)
= dim(Ker a) + dim(Ker b) — dim(Ker{a + b))
= n —rgla) +n —rg(b) — n 4 reg(n +b) =

miisque rgla + &) = rg(a) 4 rg(b).

On a donc Kera + Kerb = E

¢ Supposons que ImaeNImb = {0} et Kere + Kerb = E. On a alors,
comme il a été démontré précédemment, Ker{a + #) = Keran Kerb. On
i déduit

i

rg{e +b) =n — dim(Ker(a + b))} = n — dim(Kera N Ker b)
n — (dim Ker a 4 diin Ker b — dim(Kera 4+ Ker b)

it

=n —dim(Kera) 4 n — dim(Ker b, car Kero + Kerbp = E
= rgla) +rg(b).

3. De linclusion Im(ab) < hna résulte rg(ab) < rga. Muis o a aussi
tir(ab) = a{lmd), d'on Von dédnit rgl{ab) < rg(dh), car nne application
lindaire n’angmente pas la dimension des espaces vectoriels (cela résulte
du theéoréme du rang). Finalement, on abtient

rg{ah) < minfrga), rg(h)}).

Pour obtenir ’autre inégalité, considérons ia restriction &’ de a & Im b,
Elle vérifie Im(a’) = Im{abd) et Kera' = Kera N Imb. Le théorsme n
rang donne

dim Im(eb) = dim(Imb) — din{Ker a N Iin b)
2 dim(Imb) — dim{Ker ) 2 rg(b) — (n — rg(a)).

On obtient linégalité voulue :

|res(ab) > xele) 4 rg(b) - n|

On peut obtenir «'une autre maniere cette mégalité en ntilisant un
espace vectoriel quotient (cf. page 260 pour des rappels sur la question).
Considérons la restriction ¢ de b & Ker(ab). Son image est incluse dans
Kera, car on a, pour tout z € Ker{ab), eb(z) = 0 et donc b{z) € Kera.
Ou peut done considérer 1 comme un €lément de L(Ker(ab), Keraj. La
restriction de w & Kerb est évidemment nulle, done « induit une appli-
cation lindaire T : Ker(ab)/Kerb — Kera définie par G(F) = u{x).
L'application % est injective, En effet, pour tout # & Ker{ab), on a
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ul(#) = ul{x} = blx) et w(T) = 0 si et seulement si x € Kerl, c'est-i-
dire 51 ¥ = 0, On en déduit goe

dim Kera 2z dim Im % = dim (Ker{ab)/ Ker b) = dim Ker(ub) — dim Ker b,

c'est-a-dire
dim Kera + dim Ker b 2 dim Ker{ab).

En utilisant le théoréme du rang, on rotrouve I'indgalité précedente. <1

6.11. Pseudo-inverse

Solt E un espace vectoriel de dinlension finie,
1. Soit f et g deux endomorphismes de E. On considare les trois
conditions :

(Vfogoef=1f: (i)gofog=g: (i) rg(f) = rglg).

Montrer que & deux de ces conditions sont réalisées, la troisieénie
Post anssi.

2. Soit f un endomorphisine de E. Muntrer 'existence d'un en-
domorphisnie g tel que (¢}, (ii) et {(iif) soient vérifiées.

3. Soit f, g, b, f. g des endomaorphismes de E tels que

fofof=Ff et gojog=g.

Montrer quil existe un endomorphisine u de F tel que fouog=~h
si. et seulement si, fo fehogog=h.
(Ecole polytechnique)

> Sohition,
1. e Supposous (i) et (i1} vérifides et montrons (#éi). On a grace & (4)

rg(f) =1e(foyof) <rg(fog) <rgg

et de meme, rg{g) = rg(go fog) <rglgo f) < rg f. Par conséquent, ou
are f =rgq.

» Supposons (i) et (7} vérifiées et moutrons (it). En composant la
relation {#) a droite par g, on obtient fog = fo{go fog). Pour pouvoir
simplifier patr f & gauche, il suffit que la rvestriction de f & inage de g
soit injective. D'apreés (i), on arg(f) < rg{fog). Comme rg(fog) < 1g f,
il y a égalité. Mais le rang de fog est exactement le rang de la restriction
de falmg. Do le résnltat.

o La symétrie des roles de f et g permet affirmer que (i) et (i)
entratnent {4).
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2. Draprés la question 1, il suffit de constriire g vérifiane {i7) et (4i).
{Ju remarque que si g convient, on a, pour y € Img, go f(y) = y. En
particulier Vimage de g doit étre en somme directe avec le noyau de f et
punr avoir {#i1) il doit méme s’agir d’un supplémentaire de Ker f.

Soit F un supplémentaire de Ker f, Alors [ iz € Fr— f(») €Im f
est un Isomerphisme. Soit G un supplémentaire de T f. 11 existe un
cadomarphisme g de B tel que gyqyy = _1”71 et i = 0. Ou a alors
I'égalité Im g = T f~1 = F, qui entraine gy =dimPF =g f: ainsi g
vérifie (e41).

Drautre part, si z € B, g(x) appartient & F. Il en résulte que

gofoalz)=g(flalr)) = o(f {glx))) = (9o f)9(x)) = g(2).

On adouc go foy =g g vérifie aussi {id).

3. Supposons que fo fohogaog=h. 5 on pose u = jy‘o hog, on
obtient fouog=h.

Réciprogmement, 5711 existe v € L{E) tel que feuog=h.ona

(fofoflouo(gogag)=h
ol done h= fofo(fouoglogog=fofohojog. <

6.12. Endomorphismes « tels que Keru« = Imu

Soit E un espace vectoriel {de dimengion quelconque).
1. Soit u un endomorphisme de E tel que Kerw = Tmo et S un
supplémentaire de Tmu : E = S @ Imw.
a. Montrer que, poir tont = € E. il existe un unigque couple
(y.2) € S tel que &+ =y + u(z). Ou pose z = v(z) et y = wn(w).
b. Montrer que » est linéaire et calculer wo v 4 v o w,
c. Montrer que w est linéaire ct caleuler wow + w o .
2. Soit u € L{E) tel que u* = 0. On suppose qu’il existe © dans
L(E) tel que wov+nou = Idg. A-t-on nécessairement Kerw = Imwu ?
3. Soit u € L(E) tel que u? = 0 ot « # 0. On suppose qu’il
oxiste w € L(E) tel que vow + wow = u. A-t-on nécessairement
Kerw=Tmu?

(Ecole polytechnique)

> Solution.

l.a. e Soit z € E. Comme E = S & Imw, il existe (y, 1) € Sx Imu
tel que x = y+¢. Comme S cst un supplémentaire de Ker #, u induit un
womorphisme de § sur Imw. Il existe done = € S tel que ¢ = u(z). On
obtient done 2 = u + u(2). nvec (y. 1) € 8%,

o Cette écriture est nnique. En effet, sie = o' tu(z') avee (i, ) € §,
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onay—y = u(z'—2) € ImunS. D'ol résultent y—y' = 0 et z'—z c Kern.

Nl s’ensuit que &’ —~z €TmunS = {0}. On a bien y = ¢ ot = = 2"

b. et ¢. # Moutrons la linéarité de v et w. Soit 7 et &’ deux vectenry
de E. Ecrivons » = y+u(s) et 2’ =3 +u(2’) avec y = w(a]. ¢ = w(a),
z=1rt(z), 2 = v{z") 81 A€ K, on obtient
LA =y ) 2 Ay ulz)) = g+ Ay Fulz + A
+ y+ulz) + Ay +ul2)) =y + Ay Hulz 4 A2)

. L . €8 &8
puis, par nnicité de Pécriture,

wiz+ A Y=y dy' =wz) A w(e’), vl ) =24 a2 = olx)+ Av(a’),
Les applications v et w sont douc lindaires.
o On éerit @ = y+u(z) avec (y. 2) € 5% et on caleule (wov 4 vou)(a).
On obtient
(wewv+vou)(w)=u(z) +vu(@)) = u(z) + v{u(y)). caru(z) c Keru,
= w(2) + y =« , par définition de v (y € 8).

On conclut aue (150 4 750 = Ty ]
o On calcule de méme (o w + w o u){x) et on obtient

(vow +wou)(r)=uly) + wlu(x)) = uly) + wluly)
u(y) + 0, par définition de w,

M

= u(r — u(z)) = ulrh car uw{z) € Keru,

On conclut que |wow + wow =ul

2. La réponse est affirmative. De v® = 0, on diduit hny C Keru.
Six € Keru. on peut écrive = u(v(z)) + v{u(x)) = u(v(x)) € Ion. On
a donc Kery = Im w.

3. Par contre ici, la réponse est négative. Considérons u ¢ L(IR?)
défini par u{ey) = 0, u(ez) = 0 et u(es) = €. ot (ey,¢2.€3) désigue la
base canotique de R3. Aloys Imw est strictement incluse dans Keru et

. 1 .
pourtant sl i¢ = 3 Idgs, onna bien vow +wou =u. <

6.13. Endomorphismes u tels que Keru @ Imw = E

Sait E un K-espace vectoriel de dimension Anie et w € L(E}.
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur u pour gu’il existe
v e LIE) tel que wev =0 et u + v inversible.

(Ecole polytechnigue)

&> Solution.
¢ Analyse. Supposons que v € L(E) réponde an probleme posé. On
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ablient Iim v € Kerw ct doncrgow < n—vguct n = rglu+v) < rgutrge.
On a donc n =rgu +rg e ot par suite Imo = Kerw, et fmu + Ime = E
{var E = Im{n 4+ v) € Imu + Imv) . Cette somme est directe et on

conclut que
Keru@lmu—E

e Réciproquement, supposons Ker w3 Imae = E. Soit + le projectenr
sur Ker ¢ parallelement a Imw. On a évidemment v o ¢ = 0. Mentrons
que de plus. w 4+ v € GL(E). Soit « € E tel que {# + t)(#) = 0. On a
nlors w(z) = —v(r) € KeruNImu = {0}, Donc ulx) = v{w) = 0 ct
oz KeruMlmuo = {0} On a done Ker(uw + ¢) = {0} et u + v € GL{E).

Counclusion. Une condition nécessaire et suffisanle d’existence de v
ost Imu @ Kerw = E . <

Lexercice 6.15 donnera d’autres conditions équivalentes ¢ celle-ci.

Lénonceé suivunt établit des résultats importants qui sout @ la base
de la réduction de Jordan des endomorphismes wilpotents,

6.14. Décomposition de Fitting

Soit E un K-espace vecloriel de dimension finie n et u un cndo-
morphisme de E.

1. Montrer que les suites (T uk)kg[\’ et (Ker u* )iy sont d’abord
strictement monetones pour Uinclusion puis constantes a partir d'un
meéme rmg p oK W

2. Montrer goe Ia suite (Ker uh) «g'essoufflen, €'est-a-dive gne
la suite (dim Ker u¥*! — dim Keru¥ ), 50 est déeroissante.

3. Démontrer que E = Keruf @ Iinw?,

4. En déduire que tonte matrice de AM,, (K) est semblable & une

0 . ) o
, oit N est une matrice carrée nil-
0

potente et C ule atrice carrée inversible.
(Ecole normale supérieure)

matrice de la forme

> Solution.

1. On a évidemment Kepa® © Kerub+! et Tme®! ¢ fmoof pour
tont entier naturel A, La suite (Ker uk)keN est done croissaite pour I'in
vlugion et la suite (D uFYrer) décroissante.

La snite d'entiers natnrels {dim Keru"‘)kem est crolssante et ma-
jorée par n. donc est cobstante a partir d’un certain rang. La suite
(Keruj");,,;,n vst. done stationnaire. Soit p le plus petit enticr tel que
Keru? = Ker w?*?. On montre que Kerv* ! = Kerw* | pour tont k 2> p.
Soit k 2 p et 1 dans Ker u®* Alors +% P () est dans le noyan de 0@
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ot donc dans celul de o, Ainsi up(u}‘ P(a)} = uF(z) = D et 2 € Keruh,
On a done Keru®*! C Keru® et donc Keru®t! = Keru®. La suite
(Ker u*)xzo est d’abord strictement croissante, puis constante a partir
du rang p. En particulier, on 2 nécessairement p < n

D’apres le théorgime du mnh dimE = dim Ker «* + dim I «* pom
tout k. 11 en résulte que rgu* —rgu*t! = dim Ker w1 — (im Ker u% o1
done que la suite des images est d’abord strictement décroissante, puis
constante a partir di rang g

2. La preuve la plus courte consiste & utiliser les espaces quotients
(cf. p. 260 et 267 pour des rappels sur la question). On a, pour tout en-
ticr naturel b, u(Ker 1" ™2} < Ker1**' et u{Keruf*1) C Keru®. On en
déduit que v induit une application linéaire 7 de Ker w2/ Ker ¢! dans
Ker 1/ Ker u* . (;es deux espaces vectoriels étant de dimeusions respec-
tives dim Keru®? — dim Ker o*™? et dim Ker «* — dim Ker ¢, il suffit
pour conclure de montrer que T est injective. Soit ¥ € Ker uf+%/Ker 1*+!
tel que (7} = 0. Cela signifie que u(x) € Ker u®, done que & € Ker u#+!

T =10

Le lecteur qui veut éviter ['utilisation des quotients pourra rédiger 1a
solution en introduisant un supplémentaire H de Ker w5+ dans Ker u*t2
et monirer que la restriction de ¢ & H est une injection de H sur un sous-
espace de Ker«*t1 qui est en somme dirccte avee Ker u®,

3. Draprés le théoreme dn rang, il suffit de montrer la somme est
directe. Soit y € Kerw? NImu? ot 2 € E tel que y = u”(x). On a
alors ul'(y) = w*(2) = 0 done © € Ker 1:"3’ = Keru?. Par conséquent,
y = uP{x) = 0. La somme est bien directe et

E = Kerv” & Imu” l

4. Soit A € M, (K). On applique le résultat précédent & Vendo-
morphisme de K7 canouiguement associé 4 A L'entier p étant défini a
partir de cet endomorphisme comme dans la question 1, on a I'égalité
K" = ImAP ¢ Ker A”. Les sous-espaces F' = Ker AP et G = ImAP
sont stables par A, car ou a A(I<er AF) C KerAP™! C Ker AP et
A(lm AP) = Im AP*! = Im A”. La matrice de A dans une base de K™
obtenue par juxtaposition d’une base de Ker AP et d’une base de Im AP

C
restriction de A 4 Ker A? est nilpotente d’indice p et 1a restriction de A
a Im AP est surjective (car A(fm A?) = I AP), donc bijective. Ainsi, N
est nilpotente et C inversible. <

N| 0 . .
est de la forme ), olt N et C sont des inatrices carrées. La

Liezercice qui suit fournit diverses caractérisations des endomor-
phasmes pour lesquels p = 2.
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6.15. Endomorphismes tels que E = Keru & Im u

Soit E de dimension finie sur K et u € L{E).
1. Montrer qu’il y a équivalence cntre :

(i) Keru = Keru”;

(ii) Y = Imu?;

(i7i) E = Keru ¢ Im .
2. Donner des exemples d'endomorphismes vérifiant ces condi-

tions.
3. Le résultat subsiste-il en dimension infinie ?
(Ecole polytechnigue)

- Solution.

1. Notons que l'on a Imu? C Imu et Keru C Keru?, pour tout
u € L(E). En dimension finie, les propositions (1) et {i7) sont donc équiva-
lentes puisque d'aprés le théoréine du rang

2

dim(Ker ) + dim(Tm v) = dim{Ker«*) + dim(Im «*) = dim(E).

¢ Snupposons {i) et montrons (éiZ). Soit ¥ € ImunKer . Il existe v < B
to] que y = u{x). Comme u(y) = 0, on a v23(z) = etz € Keru® = Keru.
Ainsi y = w(z) = 0. Donc Im u et Keru sont en somme directe. Comme
le théoreme du rang assure que dim Im %+ dim Ker ¢ = dim E, on conclut
que E=Keru®Imu.

» Supposons (#2¢) et moutrons (). Soit y € huw et » € E tel
que u(z) = y. Par hypothése, » sécrit @ = &' + 2" avec 2’ € Imu
et 7 € Keru. 1l existe done 2 € E tel que &' = ufz) et & = u{z) +z".
Doit y = u(u{z)) + u(z’) = v?(z) € Imu?. On a donc Imu < Imu? et
finalement (i), puisque 1'autre inclusion est toujours vérifiée.

Cela montre donc 1'équivalence entre les trols propositions.

2. Tout projecteur, tout isormorplisme de E. tout endomorphisme
diagonalisahle véritie ces conditions.

3. En dimension infinie, les trois propriétés ne sont pas équivalentes.

¢ Considérons B = R[X] et prenons comme endomorphisme « de I la
dérivation. Comme w est surjective, Tmu = Imu” = E : (44) est virifié.
En revanche, Ker u = Rg[X] et Keru? = Ry[X] : (¢) n’cst pas vérifié. La
propriété (iii) ne I'est pas non plus car Kern C hnu vt Keru # {0}.

# Soit v I'endomorphisme P —— XP de E. On a Kerv = Kerv? = {0},
Im v? = X?R[X] # Imv = XR[X]: cette fois la condition (i) est remplie
mais ni (47}, ni {#71) ne sont vérifices.

e Par contre on peut remarquer qu’en dimension quelconque, (i4)
est équivalent & (f) et (7).

* Supposons (¢ et {1/}, Comme précédemment, on montre que
la somme Ker v + Im w est directe. Montrons avee (77) qu'elle fait E tout
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entier. 51 ¢ € E, alors w(x) € Imu = hou? et il existe y € E tol que
u(r) = u*(y). On en déduit que w(z —uly)) = 0 ct z —u(y) € Keru. O
obiient finalement » € Iinu + Ker o et B = Kerw 6 I w.

* 51 (91) est vérifié, ou a déja montré que Imw = Tmw?. Soil
dans Keru?. On a w{u(z)) = 0, c'est-a-dire u(x) € Inun Keru = {0}.
On en déduit que x € Kerw. On a montré que Keru® C Kerw et dowe
Keru? = Keru. <

Dans U'énoncd suivant on détermine de maniére trés dlémentai
les prassances d'un endomorphisme dlagonalisable ayant deur velewrs
Propres.

6.16. Endomorphisme annuié par un polynéome de degré 2 i racines
struples

Soit E nu K-espace vectoriel de diwension finie et f ¢ L(E)
vérifiant (f —ald)(f—b1d) = O on a et b sont deux éléments distincts
de K.

1. Etablir Pexistence de A et p non muls tels que A(f — ald)
et p{f —b1d) solent des projecteurs.

2. Montrer gue Im{f —b1d} = Ker(f — a Id).

3. Calculer f™ pour tout n € N.

4. Siab# O, montrer que f € GL(E), et calculer /™ pourn € Z.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. On a par hypothése f2 — (w +b)f + abld = 0. Si A € K, il suffit,
pour que A{f — ald) soit un projectenr, que [A(f —ald}]? = A(f —a1d).
Cest le cas dos que A(f? — 2uf + a®ld) = f — ald. En remplagant f?
par (e +b)f — ebld, on obtient

M —a)f —ale —b)1d) = f-ald.

" cor 1
Comine a £ b, cette Wlentité est vérifige ponr et dans ce cas,
—n

A(f — ald) est un projectenr. Par symétnie du probleme, p(f —b1d} est
1
o b
2. Comme {(f —aId)(f—b1d) = 0, ona Im(f — b D) < Ker(f —ald).
Réciproquement, si # € Ker(f —ald), on a f(x) = az, "ot Fon déduil
que f(z) — bz = (a ~ b et done & = b—i—a (f(z)y —bzx) = Lin{f — b1d).
Ou conclut que Imi(f — bId) = Ker(f —a1d).

un projectentr pour | 4 =
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3. Ecrivons le reste de In division euclidienne de X" par (N —a){X—h)
ous la forme a{X ~ a) + 3(X — b avec (o, §) € K? (st possible car
o # b). On note () le gquotient. En substituant a. puis b & X, 1l vient
at = Ao — h) et b =o(b—a).

lI'n substituant f a X, on obtient

= QAU — ald)(f — DI} + af f —ald) + 5(f — bd)
= alf ~ald) + 3(f — bId)

f”ﬁbigw%J~M®-mﬂf‘M5ﬂ

4, o 51 ab 7 0, U'cgalite _)"2 — (o +b)f + abld =0 devient

et clore

! [—1— ({a+611d —_!')l =1d
ab

ol f esl done un isomerphisme de E.

o Un pose g = [='. A partir de Pégaliné (f — o Ld){f — b1d) =0, on
abtieut égalité (g — o' Id){g - Id) =0. ot e’ = = et h' = T Clesl une
coudition analogue a celle vérifiée par f. De la qiestion précédente, on
dAéenit que. pour w = 1L

n l

g = (V7 (g - M) (g~ V1))

= f1 % (b""“{_alfl —f)~a "B Id —f}) .

a—
puis, en multipliant par f

1
h—a

jcl—n _ (f,l)n—l — (b] “(f —ald) — ol - ()ld)) X

Dm trowve T meme fornmile pour les exposants négatits que pour 7 2 0.
Finalement, on obtient, pour n € Z,

fn. . ﬁ (\b”"(f — .q,]d) - On(f — bld]) .o«
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6.17. Equation linéaire dans £(E)

Soit B un K-espace vectoriel.

1. Soit (f,g) € L(E)? tel que fog— go f = Id. Vérifier que,
pour tout P € K[XJ, on a foP(g) — P(g) o f = P'{g). S1 K est un
sous-corps de C, wontrer gue {g™),>p est une famille libre.

2. Donper, lorsque I8 = B et E = R[X]. un exemple d’endomor-
phisites f ct g de E vérifiant fog —go f=1d .

3. On suppose que K = Z/pZ, ol p est un nombre premier,
et que E est de dimension p. Soit (e;,e2,....6p) une bage de E
et g € L(E) tel que gle;) = ey sil <ip—letgle,) =0.

Déterminer les endomotrphismes f de E tels que fog—go f = Id.

(Ecole polyiechnique)

> Solution.

1. Par linéarité, il suffit de prouver le résultat pour P = X"
Procédons par récurrence sur n € N

e Clest trivial si n =, ¢'est U'hypothese pour n =1,

e Supposons n = 2. Dapres Phypothése de récurrence, on a

fog" =g o f={n-1)g" %
Composant a droite par g. on obtient

(.r?_l)grr—l:fogrt_gn—] ofog:fogn_gn—] 0(gof+ld)
n—1

=fog"—gtof—g" ",

cest-drdire fog® —gto f=ng""',

Montrons en raisounant par I'absurde que la famille (g™}, ¢ cst libre.
Supposons qu’est lide. Il existe done P € K[X], non nul, tel que Plg) = 0.
Choisissons P de degré minimal ; on a nécessairement deg? = 1, car g
n'est pas nul. Alors, il résulte de la formule que nous venonus d’établir
que

P'(g) = foPlg) —Plg)o f =0

Or P’ # 0 (ou est sur un sous-corps de €} et deg P’ < degP, ce qui
contredit la rninimalité de deg P. Done (g7 ).,50 ost libre,

En particulier, si K est un sous-corps de C (ou plus généralement un
corps de caractéristique nulle), Uéquation fog —go f = Id n'a pos de
solution st B est de dimension finie. On peut qussi voir cela ¢ 'aide de
la trace : si dimE = », Tr(Ild) = n mats Ty(fog—go f) =0.

2. Ul s’agit de trouver f et g vérifiant

fog=gof+1d,
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Or si P € B[X], ona (XP)' = XP’' 4+ P. Il suffit donc de prendre
f:P—P ¢ g:Xr— XP

3. L’équation d'inconnue f € L(E) est en fait une équation linéaire.
Si fn est une solution particuliére, on obtient les autres en additionnant
A4 fp une solution de 'équation homogene fog—gof = 0. Or le sous-espace
dles solutions de Iéquation homogene est C(g), le commutant de g. On va
Jone cherchier une solution particuliere, puis déterminer le commutant
de g.

* Si f est solution, on obtient g{f(cy)) = flglep)) —ep = —e,. Clest

le cas par exemple s1 f(ep) = —ep 1. On obtient ensuite
g(flep_1)) = flolep_1)) —ep_1 = flep) —€p1 = —2€p_1.
On peut choisir fle,_ 1) = —2ep-2. En continuant, on constate que

fle)=—-p—i+ g, =(—Ne,1pour2<i<p et fle) =0

cst un bon choix.

Procédons 4 la synthese. Soit done fo € £{E) défini, pour 1 €7 < p,
par fole:} = (# — Dei_1. Vérifions que fo convient. On obticnt, pour
out 1 <i<p—1

bl

(facg —go fo)led) = folewr1) —g{(i —Dei1) =de; — (1 — 1)es = &
ot
(foog—geo f)(ep) = —g(fale,)) = —gllp— Liey_1) = —(p— L)ep = ep.

var dans Z/pZ, —(p— 1) = 1. On a done fpog —go fo = Id
e Déterminons le commmutant C(g} de g. Les initiés auront reconnu en
¢ un endomnrphisme cyclique. En effet, la famille (eq, g(e1), . .. cgt! (e1)).
o'est-d-dire (e, ez, ..., ¢p) est une base de E. Le commutant de g est alors
confondu avec Klg] = {P(g),P € K[X|}. Redémontrons ce résultat. On
a déji clairement Klg) < C(g). Inversement, montrons que si f € Cig), il
cxiste un unique (Ag, ..., Ap~1) € K¥ tel que
f=).UI(1+,\1g+-~+)\I,,”}p_1. (1)
En appliquant & e;, on ohtient
flen) = Aoer + Aen + - -+ Ap_ e (2}

Cette derniére égalité définit, (Ag, ..., Ap) de maniére unique, Il s'agit de
démontrer que I'égalité (1) est réalisée pour cette valeur de (Ap, ..., Au).
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Il suffit de le vérifier pour les vecteurs de e, gle1), ..., gp-1{€1)} de E,
¢’est-a-dire de montrer que, pour 0 < i <p — 1,

Flg'e1)} = dog'(en) + 2ag ™ Her) + -+ Apa g™ o))
= dogtlen) + 4+ A ().
Nons savons que c’est vraj pour 7 = 0; clest I'égalit¢ {2). En calculanl,

I'image par ¢’ des deux membres de 1'égalité (2} et en tenant compte do
fait que f commute avec g done avec g*, on obtient

Flg'(e0)) = g (F(e1)) = ¢ (oo + Mez + -+ Ay 16y)
= An{li(el) +o Azwlgi(ﬁp)'

On obtient donc que f est dans Vect(ld.g,... . ¢*71).
Nous avons démontré les inclusions

Clg)  Vect(Id, g,....¢" ") < Klg] < (g},

qui sont donc des égalités. L'unicité de (Ag,..., Ap) powr tout f € C(g)
montre que (Id, g, ..., g7 1) est une base de C(g) qui est done de dimen-
sion p.

Conclusion. L’ensemble des f qui conviennent est

fo+Vect{ld, g,...,¢" ). «

Voici quelgues ewerciecs consacrés aux projecteurs. On rappelle qur
les projecteurs sont les idempotents de Ualgébre L(E). c'est-g-dire les
endomorphismes p vérifiant p* = p. Leur importance provient des rap-
ports étroits qu’ils entretiennent avee les décompositions de E en semme
directe de sous-espaces.

6.18. Projecteurs

Soit p et ¢ deux projecteurs d'un espace vectoriel E tels
que Iinp C Kerg et » = p+ ¢ — pg. Montrer que r est un projecteur
et trouver son image ¢t son noyau.

{Ecole polyteclmique)

> Solution.
« Comme Imp C Kerg. on a gp = 0. On en déduit que

= (p+qg—pg)p+q—pqg)
=0 4+ py—pla+ap+q” — gpy — pyp — Py + papg
=p+pg—pa-tq-pg=r.
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ol 7 est bien un projecteur de E.

e On apr = p? = p de sorte que Kerr C Kerp. De méme gr = g2 = ¢
ot Kerr C Kerg., Alngl. Kerr € Kerpn Kerg. L'autre inclusion étant
¢vidente, on en déduit que

ﬁer r=KerpnKketrqg |

s ['image de r est clairement incluse dauns Im p + lm q. Réciprogue-
ment, soit € nip + ling que Von éerit & = x1 + &2 avec x, € lmp et
wy & Img. On a g(z) = q(z1) + qo2) = q(a2) = 22 car hup < Kerg.
Afnsi, on obtienr

rlz) = ple) +qlr) —pglr) = a1 +p(r) + 2 —p(ra) =2 + 19 = 2.

[l en résulte que x € Im 7, et on a finalement, la sormme étant directe car

tmp C Kerg,
Imr=TmpeImg| <

Soit p un projecteur d’un K-espace vectoriel de dimension finie. St K
cst de caraciéristique nulle la trace de p est égale’ an rang de p. En fail,
on n de maniere géncrale, Trp = (rgp)lg ou 1 est Uélement wnité de
K. Pour s'en convatnere, o suffit d’éerire la matrice de p dans une base
abtenue pav réunion d'une base de Imp et une base de Ker p.

6.19. Une somme de projecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, K sous-corps
de €. On se donne n1 endomorphismes yon nuls de E, py, po. .., py
tels que, pour 1 € 2,7 <1, B 0p; = 0057,

I, Montrer que pour 1 €i < n,rgp = 1.

2. Montrer que les sous espaces Imp;, pour 1 € 4 < n, sont en
sotnme directe.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Pour tout i, on a p} = p,, done p; est un projecteur. Considérons
la somme p = p1 + -+ - + p,. D'aprés Mivpothese, on a

n i3
= ) pom=Y pi=Y m=p
1

Tt jmn = i=1

1. La trace de p est un ¢lément de K et le rang de p ost dans N, Mals si K est de ca-
ractéristique pulle, on peut identifier § & un sous-corps de K, ce gui est implicitement
[ail icl.
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ol p st aussi un projecteur. Comme le rang d'un projecteur n’est autre
T

n
que sa trace, on argp = Trp =3 Trp; = Y rgp; = n, puisque les p;

i=1 i=1
n

sont non nuls. Donc nécessarement, rgp = > 1gp; = n, ce qui siguifie
i=1

que p = Idg et pour chaque 7, rgp; = 1.
2. Montrons gue les spus-espaces Imp; sont en somme directe. On a

E=1de(E)=(p1+  +p)E) CTpi(E) + - + pa(E)

T

et donc E = Y Imp;. Chaque Imp; est une droite et comme on a de

=1
n

Plus dimE = Z dim I p;, les images sont bien en somine directe; c’est
i=1

uue ronséquence du lemme suivant,

Lemme. Soit E un sous-espuce de dimension finie, (F1,...,F,) une fa-

mille de sous-espaces de E. Alors on a l'dquivalence

P
Fi+ -+ I, est directe <= dim(Fy + -+ Fp} = Z dimF,, .
k:-].
Démanstration. Qun jutroduit Vapplication linéaire

FixFyx---xF, — Fi+F.+ - +F,
[ (T1.%2....,%p) — Ty tda+ -t T

Elle est surjective. Dire que la somme Fy +- - +F, est directe, c’est dire
que f est injective ou encore que dimKer f = 0, ou encore, d’apres le
théoréme du rang que

dim(Fy + -+ + Fp) = dim(Fy x --- x F,) =dimFy + -+ + dimF,. ¢

Si dans {ezercice suivant, il est question de projecteurs de C[X], on
s'intéresse surtout @ la recherche de sous-espaces stables par certaing
endomorphismes.

6.20. Endomorphismes de C[X]

Pour @ € CIX], non nul, soit ng : C[X] — C[X] 'application ’
qui & P fait correspondre le reste de la division euclidienne de P |
par Q.

1. Montrer que, pour tout polynéme @ non nul, 7g est un pro-
jecteur. Déterminer son image et son noyau.
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2. Montrer que si J; et Q2 sont deux polvndmes non nuls, on
a, pour tout P € C[X], 7g,q.(QiP} = Qu7q,(P).

On fixe Q € C[X], non nul, et on considere Sq : C[X] — C[X]
application définie par Sq(P) = 7o (XP).

On dit qu'un sous-espace M de C[X] est stable si Sq(M) C M,
qu'il est invariant si Sg(M) = M,

3. Montrer quesi Q = QQp, alors Q; Im 7, est stable. A guelle
condition est-il invariant 7

4. Soit N un sous-espace stable et M = N + QC[X]). Montrer
que M est de la forme Q; C[X].

8. Soit N un sous-espace invariant. Montrer qu’il existe Q; et Qo
tels que Q = Q1 Q2 et N=Q Immng,.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Montrons gque g est linéaire. Notons n le degyé de Q. Considérons
P et P’ dans C[X], A et A dans C. Par définition, il existe Py et P}
dans C[X] tels que
P = Qpl + mQ (P)
P = QP; + TI'Q(PI).

On en déduit que AP+ NP’ = Q(AP1 + X'P))+ (Arg(P) + XM 7g(P')). Les
polynémes mq (P) et g (P’) appartiennent & C,,_1{X]. Il en est de méme
de A (P)+Xmg(P’). De Punicité de la division euclidienne de AP+ A\'P’
par (). il résulte que

7Q(AP + XN'P) = Arg (P} + Nrg (P,

ce qui montre la lindarité de 7q.

Pour tout P € C[X], on a wg(P) € C,—1[X]. La division euclidienne
de mq(P) par Q s'écrit donc mq(P} = Q x 0 + ng(P). On en déduit
que 7o (mq(P)) = mo(P). On conclut que 7g o wg = 7g : g est un
projecteur.

On a clairement 7q(P) = 0 si et seulement si Q divise P. Autrement
dit, on a Kermg = QC[X]. Il est évident que Im7g = C,,_1[X].

2. On effectune la division euclidienne de P par Q. Il existe Py € C[X]
tel que P = Q2P + 7, (P). On en déduit QP = Q1 Q2P1 + Qi7q,(P).
Le polynbdme mg, (P) est de degré strictement inférieur A celui de Q.
On en déduit que le degré de Qimq, (P} est degré strictement inférieur
au degré de 31Qs. On a done affaire & la division euclidienne de Q1P
par Q;Q2. On en déduit Pégalité mq, g, (Q1P) = Q1mQ.(P).
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3 St Qymg, (P un dément quelvonque de (3 T 7, . Ona, d'apris
In question 2,

So(Qimq. (P)) = mq(XQirg, (P)) = Qymq, (Xrgu(P)).

On obticnt 5q(Q) Inmg, ) = Qymq, (Ximng,) € Q, nmg, : Qr Immg,
est stable. e plus, il est invariant si xq, (XInrg, ) = Imag,.
Si e polyndme Qs est premier avee X, on oblient, pour tot ¥ = C[X],

T (Xmqz(P)) = 0 == Qg divise Xwga(P) = Qs divise mu(P)
- TFQQ(P) =10

La restriction de g, & XIm my, est injective. On a done
dim g, (X Imrg, ) = dim({X hang,) = dim(Im 7g,),
ce qni avee l'inclusion déja démontrée. permet de conclire que
ey (XInmg,) = hinmg, : Q1 Immg, est invariant.

Par contre si X divise Q. on derit o = X{); et on obtient, d'aprix
la question 2.

7, (X7, (P1) = wxqr (Xmg, (P)) = Xag, (mq. (P))

Cle polynonic est tonjours divisible par X. On u'obtient pas ainsi 1m mg,
en enlier. Lo sous-espace vectoriel (3 Inmg, n'est pas invariant.

4. L'aunean C[X] étant priucipal, pour déuwmtrer gque M «'éerit
Q) CIX]. il snffit de démontrer que c'est un idéal de C[X]. Clest déjir
clairement wn sons-groupe additif, puisquun sous-espace vectoriel. En
effet. c’est la somme de denx sous-espaces vectoriels de C[X],

N reste a montrer que s1 P € M et R € C[X], alors PR & AL Le
sons-espace M étant somme de N et de QC[X], it suffit de le démontrey
pour P € N ¢t pour P € QC[X]., Or, il est clair que si P € QC[X], alors
PR € QC[X]. On prend done P € N et on démontre que PR € M, Par
linéarité, on peut se limiter 4 R = X* pour £ 2 1, et méme 4 R = X,

Supposans en cffet démontre que, pour tout P € N, on a XP € M.
Un réenrrence simple sur k vonduit & XFP € M pour fout, P € N, Coesl
démoniré pour £ = 1, et si on snppose que c’est vrai pour k = 1. alors,
pour P € N, il existe P, € N et Py ¢ C[X] tels que X*P = P| + QPo.
On cn déduit que X*+1pP — XP, + QXPs. Lecas k =1 doune XP, e M
et d'autre parl, on a QXP2 € QC[X] © M. On conclut que X**'P est
dans M.

Sait, dose I € N 1 existe P7 = CIX] tel que

PX = QP + ag(PX) = Qr + SQ(P),
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Le polynome QF’ est dans Q C[X] done dans M et par hypothése, N est
stable, done Sq(P) est dans N. On cn déduit que XP appartient & M.

5. Le sous-espace N cst invariant, donc stable. On définit M ot
comme dans la gquestion 4. On remarque que Q est dans M. On cn dédnit
que Q; divise Q : il existe Qo € C[X] tel que Q= Q1.

Soit P € N. Puisque N est invariant par Sg, il existc P! € N te]
que P = Su{P"). Le polynome P appartient & N done & Q; C[X]. U
s'éerit done PP = P, On a douc

P = SQ(QLP”) = ’ﬂ'Q(QlXP”} = TrQle(lepﬂ) = QL‘NQQ(XP”}:

d'apres la question 2. Ceel démontre que N C Qq Imng,. Soit N le
sous-espace vectoriel de I mg, tel gue N = Q; N’

De I'égalité Qy C[X] = N+QC[X]. on dédnit que C[X] = N'+Q, C[X].
l.¢ sous-espace N’ étant inclus dans Im ng, = Cq-1[X], ol 4 est le dogreé
de Qg, on a N' M QxC[X] = {0}. On a donc C[X] = N' @ Q,C[X].
Mais on a aussi C[X) = ImQ; & QuC[X] (7q, est la projection sur
I Qo, parallelement a Qg CIX]), et puisque N* C Immgy,, on conclut
que N’ = Immg, . cest-i-dire que N = Qq Immq,.

On a démontré gne tout sous-espace N iuvariant s'éerit €y I myy,,
avee Q2 = Q. La question 3 permet de préciser que (Qy cst preuiier
avee X. <

L éqalité entre le rang et la trace d'un projectevr rappelée plus haut cst
utitis€e dans Uexercice suwant, pour déterminer la dimension de I'espuce
des points invariwnts sous Daction dun sous-groupe find de GL(E).

6.21. Formule de Burnside

1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie v = 1, G un
sous-groupe fini de GL(E}. On pose

Y — {r€E, YgeG, glx)=ux}.

Montrer gue 1
dimE® = al Z Tr(g).
| geC
2. Seit G un scus-groupe de S, Pour ¢ € G, on note F(g)
le nombre de points fixes de ¢. Soit # le nombre d’orbites pour
lopération de G sur [1, n]. Déduire de ce qui précéde que

1 .
7=@Zl*(g).

geG

3. Donner une prenve directe de la formule de la question 2.
{Ecole normale supérieure)
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> Solntion.

1 . .
1. Posons v = — 3 g. On voit que, si g € G, oh a gu = ug = u.
|GI geG
En effet, on peut écrire par exemple,

=0 =9 =g oo =

e g eG

car, g étant fixé, I'application ¢’ — g¢' est une bijection de G sur G.
Om en déduit que

u? |G|Zg IGlZu:UJ
g€ 9cG
c’est-d-dire que u est un projecteur.
Siz € EY, il est clair que u{z} = z. Mais inversement, si z € Imu,
on a u{z) = z et la relation gu = u implique que pour tout g € G,

g{z) = g(u(z)) = u(z) =z,

ce qui montre que x € E®. Finalement E€ est I'image du projecteur w.
Eu caractéristique nulle, ce qui est le cas icl, Ja trace dun projecteur est
égale & son rang. D’oll le résultat.

2. On réalise G comme sous-groupe de GL,(C) & laide des ma-
trices de permutation : & tout g € G, on associe la matrice P, de terme
genéral §; g5y, ol & désigne le symbole de Kronecker. On vérifie gue,
pour {g,g") € G*, on a Py o Py = Py, L’application g — P, est donc
un morphisme de groupes, injectif, de G dans GL,,(C). On en déduit que

={Py, g € G} est un sous-groupe de GL,, (C) isomorphe & G. Le lien
avec la question précédente apparait déja puisque F(g), le nombre de
points fixes de la permutation g, n'est autre que la trace de la matrice
P,. 11 ne reste plus qu'a voir pourquoi la dimension du sous-espace EC
est égale an nombre r d’orbites.

Notons (e, ..., en) labase canonique de C*, £y, .. ., €, les différentes
orbites de [1, n] sous Yopération de G et posons F, = Vect(e;)ieq, pour
tout b € [1,r]. On remarque que, pour tout g € G, on a Py(e;) = egjy.
Les sous-espaces vectoriels Fk sont donc stahles par les mnatrices de G/,
De plus, on a €' = F; @ --- @ F,.. Soit X € C" que I'on décompose
en X = Xy + .-+ X, avec X; € Fy, pour 1 € ¢ € 7. On obtient,

pour ¢ € G, P, X = Z PyX;. Comme P,X; € F;, on a, par unicité

de la décomposition, P (X) = X si et senlement si P,X; = X, pour
tout i € [1,7]. On en déduit que

EY = @PES nF,).

=1
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Or, il est aisé de voir que ES NF; est la droite vectorielle engendrée par
le vecteur ¥ ey. En effet si z € F; s'écrit 2 = 3 Apeg, on les y; sont
keSS ktﬁz
dans C, on obtient, pour tout g € G, Pg(x)= 3. Areguy }: )\g—l(k)ek
kE Q2

On en déduit que = € ES NF; si et seulement 81, pour tout ke et
tout g € G, on a Ay (k) = Ak Le groupe G agissant transitivernent
sur {1;, par définition, il faut que tous les A, soient égaux, ce qui conduit
au résultat annoncé, On a done, pour tout k € £2;, dlm(EG MNF) =1let
par conséquent dim ES — 7.

3. L’idée est simplement de calculer de denx maniéres différentes
le cardinal de l'ensemble A = {(g,2) € G x [1,n], g{z) = r}. Si on
somme d'abord selon G, on obtient |A| = ¥, F{g). 5i on somne selon

geG
les éléments de [1,n], on a |[A| = |Gk| ot Gk = {g € G, glk) =k}

est le stabilisateur de k. Or, si on note Qq, ..., les orbites de [t,n]
pour I'action de (G, on a

> (G =3 3 G =3 ¥ 5 ~rlGl

15kgn i=] k€ i=1keQ,

On retrouve la formule en identifiant les résultats des deux caleuals. <

Le résultat de cette derniére question se génédralise 4 un groupe fins
guelcongue G opérant sur un ensemble find X, la preuve dtant la méme.
Cette formule de Burnside® est un résultat important en combinatoire
(méthode de Pdlya) qui intervient lorsqu’on cherche & dénombrer les
configurations d'un ensemble modulo Uaction d’un groupe : por exemple,
de combien de maniéres différentes peut-on peindre un cube avec d cou-
leurs. d rotation. prés ¥

Dans Uétude d'un endomorphisme u on essaye, autant que faire se
peut, de découper Uespace en une somme directe de sous-espaces stables
pour se ramener ¢ U'etude (que Uon espére plus simple) des restrictions de
% G ces sous-espaces. Cest typiguement Dobjet de lo réduction avec les
SoUS-ESPACES propres ou les sous-espaces caractéristiques. Dans Uétude
des représentations linéaires d’un groupe fini G, on rencontre la méme
démarche, qui conduit ¢ la notion de représentations irréductibles®.
Cest le lemme de [exercice suivant qui permet cela @ on se donne un

2. Bien qu'usuellement connue sous ce nom, elle n'est pas due & Burnside mais &

Frobenjus. Il ¥ a comme cela un certain nombre de théorémes injustement baptisés...
4. Pour une introduction & la théorie des représentations des groupes le lecteur
pourra constlter SERRE (J.-P.), Représentations linduires des groupes finis, Hermann,
1978 ou résoudre le probléme posé aux ENS Lyon-Cachan en 1997 qui concerno le
début e la théorie : représentations irréductibles, orthogonalité des caractéres.,.
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groupe fini de GL{E) qui stabilise un sous-espace F de E et on cherche
& montrer Uerisience d'un supplémenioire stable. Ce sera loccasion de
voir, comme ennoncé plus haut, le rapport entre les projecteurs et led
décompositions en somme directe.

6.22. Théoréme de Maschke

Soit E un C-cspace vectoriel de dimension finie n = 1, G un
sous-groupe fini de GL(E) et I un sous-espace vectoriel de E stable
par tous les ¢léments de G. Montrer que F admet un supplémentaire
stable par tous les éléments de G.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

* Remarquons qu’il y a une correspondance bijective entre les supplé-
mentaires de I et les projecteurs dent 'image est F, un supplémentaire
de I étant le noyau d’un tel projecteur. La question posée équivaut donc
a trouver un projecteur p d’image F tel que Im p (par hypotheése) et Ker p
solent stables par tous les dléments de G,

Soit p un projecteur de E ot v € L(E). Si Kerp ot Im p sout stables
par u, alors ¥ connrmte avee p sur Ker p et sur Im p, donc par linéaritd
sur E = Im p @ Ker p . Réciproguement, si « et p commutent, alors Kerp
et Imp = Ker(p — Id} sont des sous-espaces stables par « (en effet, ce
sout des sous-espaces propres de p).

Il nous faut donc trouver un projecteur p qui commute avec tous les
éléments de (&; son noyau fournira alors un supplémentaire de F stablo
par tous les éléments de G.

Partons d'un projecteur quelconque g dout Uimage est E, L'idée fon-
damentale est de moyenner les conjugués de ¢ par les éléments de G.
Posons

-1
p= gegeyg
,(,IZ

9eG

* Montrons que p commute avec tout €lément de G. Sigo € G, ona

woP= g Zgo ogog™t = IG‘Z(QOOQ ogoglegy oy
qE(‘ g=G
1 —1
= EZ(QUOQ)OQO(!JUOQ) 90 =P ° go,
geG

car lorsque g décrit le groupe G, gy ¢ g également puisque la translation
a gauche ¢ — gy © g est une bijection de G.
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b

e Pour finir, il n'y a plus qu
d'image F.

Si x € F, puisque F est stable par tous les éléments de (3, on obtient,
pour tout g € G,

4 vérifier que p cst un projecteur

gogog~'(z) =ylg™ (z)) ==

Il en résulte que p(x) = =. Tout vecteur de F est fixe par p.

Si maintenant  est un vecteur guelconque dans E. on a p(x) € F car
gogog~'(x) € F pour tout g € G. On en déduit que p(p(x)) = p(x).
On conclut que p est bien un projecteur d’'image F. <

La preuve ci-dessus reste valide en caractéristique p (premier) a
condition que p ne divise pas le cardinal de G, Sur le corps des réels
{resp. des complexes) on peut également uliliser un argument de moyenne
avee le produil scelaire @ on munit B d'une structure euclidienne (resp.
hermitienne) quelconque et on pose, pour (x,y) € E-,

(,9)c = ﬁ > {glx), glu).

€@

On vérifie gue { |, Yo est encore un produtt scalaire sur B et quc tous les
slémenis de G sont orthogonaux (resp. unitaires) pour ce produit scalaire.
Lorthogonal de T au sens de { ., )a fournit alors un supplémentaire
stable. Cette démarche a aussi ¢4é proposée en exercice d’oral & | "Ecole
polytechnigque.

Nous allons maintenant commencer une série d’erercices plus obs-
traits, consacrés 4 U'étude de Ualgébre L(E) o4 E est un K-espuce vec.
toriel de dimension finie. Nous rappelons av lecfeur que le centre de
L(E) est véduit wur homothéties (on trouvera une démonstration de ce
fait p. 268). Lexercice suivant est consacré ouxr eutomorphismes de
Ualgebre L(E).

6.23. Automorphismes de la K-algébre £(E)

Soit. E nn K-espace vectoriel de dimension finie n 2 1. Montrer
que tout automorphisme de I'algébre £{E) est de la forme

ur— ToyoTr | ol 7 &€ GL{E).

(Ecole polytechnique)
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> Solution,

Les conjugaisons w. : #+— touor ' our € GL{E), sont clairement
des automorphismes d’algebre.

Réciproguement, seit @ un automorphisme d’alggbre de L{E). Choi-
sissons une base {¢),...,€,) de E et notons pour 1 < 4, j < n, uy Den-
domorphisme de L{E) défini par u,,(ex) = d,re;. pour tout & € [1,n].
La matrice de u;; dans la base canonique de K™ est la matrice E,, de
la base canonique de Mp{K). Les u;; forment donc une base de L(E).
Posons alors vi; = @(uij)-

On rappelle que pour tout (7, j.k,1), ui; 0 up = Gy, Comme ¢
est un antomorphisme d'algebre, les v, vérifient les mémes relations, En
particulier. on a, pour tout i, v = vj;, de sorte que vy; est un projecteur,

81 @ est de la forme -, on vérifie que les vi; sont définis & partir de
la base (r(e\),..., 7(en)), exacterent comme les u;; le sont & partir de
{ey,...,€5). Cette remarque nous donne la méthode pous coustroire 3
partir de ¢ 1a base (7(e1)},...,7(e,)) et Papplication r.

Choisissons un vecteur non nul e} dans 'image de v;; et posons pour
tout i € [1,n], € = v;;(€1). On observe alors que :

a ¢} est dans Pimage de vy, car v, (e]) = v 0 vafe)) = va(e]) = 21,

® ¢/ est non nul, car vyg(ef) = vy, ovy(e)) = vi(e]) = e] #0;

e (€],...,€,) est une base de E. En effet, on a vy;(ef) = vy 0vq (e]) =
T

Spv1(e]) = dizel. Alnsi, 81 )~ Ael = 0, en appliquant v,; 4 cette rela-
2=1
tien, il vient A; = 0.
Notons alors 7 I'unique isomorphisme de E qui envoie e; sur e} pour
tout i. On va montrer que v;; = 7 0w o 7 L pour tout couple (¢, 7). En
effet, on a, pour tout & € [1,n],

(r o usj 07 )eg) = (7 0 uiy)ex) = 7(85he) = jne;
et, par ailleurs,
'vij(e'k) =ty © ’Uk](f-‘lj) = 55:}5?,','1 (E"l) = O‘jke;.

11 en résulte que leg automorphismes ¢ et ¢, qui coincident sur la base
(u;;) de L(E) sont égaux. <

Les idéauz de L{E)} ont fait Dobjet de plusieurs exercices posés
aur concours. Comme L(E) est une algébre non commutative (dés
que AimE > 1), on est amené & distinguer les idéauz ¢ droite et les
tdéauz & gauche. Rappelons les définitions : un idéal a gauche (vesp. &
droite) est un sous-groupe additif tel gue pouwr tout @ € L{E} et u € 1,
ou € 1 (resp. wa € 1). On parle d'idéal bilotére pour un idéal 4 droite
el & gauche. Le premier exercice fait montrer que L(E) est une algébre
simple, ¢’est-d-dire sans idéal bilatére non trivial
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6.24. Simplicité de L(E)

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que les
seuls idéaux bilatéres de L£(E) sont {0} et E. Cela reste-t-il vrai en
dimension infinie ?

2. Scit p une semi-norme sur M, (C) vérifiant p(AB) < p(A)p(B)
pour tout (A,B) € M,(C)?. Montrer que p est nulle ou que p est
e norme.

(Ecole normale supérieure)

L

> Solution.

1. On se ramene & la recherche des idéanx bilatéres de M, (K). Soit I
un idéal bilatére non nul de M, (K) et M = (my;)1<i,5¢n € 1, non nulle.
Notons (Eij)1<i,;<n 1o base canonique de M, (K) et (ig, o) € [1,7]° tel
que Mi,j, # 0. Nous savons que Eq;Eg = 6;:E, pour tout (3, j, k. 1) dans
[1,n]. Ainsi, I'élément

n
EiaMEjoj = D muiEin EuEjos = D kg iy Ekj = Mo Eij
1<k Ign k=1
est dans 1, et comme my;, # 0, B est également dans 1. Ceci est
vrai pour tout (4,7) de [1,n]%. Comme les E;; engendrent M, (K), on
obtient I = M, (K).

En revanche, si ¥ est de dimension infinie, il existe des idéaux bi-
latéres non triviaux, par exemple I'idéal des endomorphismes de rang
fini.

2. Considérons I'ensemble N des matrices A ielles que p(A) = 0. La
définition d'une semi-norme impliqie que N est un sous-espace vectoriel
de M, {C). L'inégalité vérifiée par p montre que c'est un idéal bilatére
de M, (C). Comme les seuls idéaux bilatéres sont {0} et M, (C}, on ale
résultat. <

Les deur exercices qui sutvent soni consacrés o lo description des
idéouz & gauche et & droite,

6.25. Idéaux a gauche de L(E)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On note, pour
tout F sous-espace de E,

g(F) = {u € L(E),F C Keru},

et si H est une partie de L(E}, on pose f(H) = [ Keru.
weH
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1. Vérifier que, ponr tout sous-espace vectoriel Fode I g(17) est
un idéal & gauche de £{E) et que lon a (f o g)(I')=T.

Soit Lun idéal & gauche de L(E).

2. Soitu eI, ve L£(E) tel que Kerw < Ker 0. Montrer que v € 1.

3. Sipet g sont deux projecteurs appartenant A I, montrer qu’il
existe un projectenr r dans [ tel que Kerr = Kerp N Ker g,

4. Prouver qu’il existe un projectenr p appartenant a 1 tel
que Kerp = f(I), puis que I = L(E}p.

5. Etndier (yo £y et conclure.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Pour w ef v dans g(F) et ¢« € L£{(E), on a Kern C Keraw et
1" ¢ Keru N Kern € Ker(u + v). Les endomorphismes au et u + v sont
done dans g(F). Tt en résulte que g(F) est un idéal a gauche de £(E).

o On a claitement F <[] Kerw. Sip est la projection sur m

weg(F)
supplémentaire G e F, parallelement & F, on a Kerp = F et p e g(F).
On en déduit gne (] Keorw < F oot finalement [ Kerw = F. ¢est-
ugg(F) nCgll)

a-dire

(f 2 g)(F) =F|

2. Cela résulte dircctemoent du lenine de factorisation (ef. la pro-
miere guestion de I'exercice 6.4) : de Pinclusion Ker u © Ker v, on déduit
quil existe a € L(E) tel quo ¢ = au. Dol il résufte que v st dans 1

3. Soit p et g deux projecteurs appartenant 4 I On cherche nn pro-
jecteur 7 appartenant & I tel que Kerr = Kerpn Ker g. Soit X (resp. Y)
un supplémentaire de Kerp N Kerg dans Kerp (resp Kerq) et Z un
supplénentaire dans E de Ker p+ Ker . On obtient done B = ZEX4Y @
(Kerpn Ker g). Le projectenr vy sur Y 4 Z parallelement 4 X ¢ (Kerpn
Kerg) = Korp a pour uoyauw Kerp, Il est done dans T d’aprés la question
précédente. De méme, le projectent v sur X ol de noyan Kerq @ Z est
dans 1, towjonrs dCapres La quostion précédente. On pose r = #4715, Alors
r esl le projecteur sur Zd: X @'Y de noyau Ker pnKerg ot il est dans L.

4. Seit p un projecteur de T de rang maximal ou, ¢ Fon préfére,
dont la dimension du noyau est mininale ot w4 un élément quelcongue
de I Om pent trouver un projoetenr ¢ tol que Ker ¢ = Ker v, Celui-ei ost
dans I, d’aprés ta question 2. De la question précédento, on déduit gu'il
existe r € 1 tel que Kerr = Ker pM Kerg. Commio dim Kerr = dim Kerp
par choix de p, on en déduit que Kerp = Kerr © Kerg = Kerw. Par
conséquent, on ohtiont
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Kerp ﬂ Kerw C Kerp et |Kerp *—-f(I) -

uel

On a «dd¢ja linclusion Z(E)yp < I puisque p € 1. Réciproquemnent,
si o € 1. comune Kerp C Keru, la guestion 2 monire que v € L{E)p. On
conclit que I = L{E)p.

5. Oual Cy(f(D)) car tous les élémeuts de ideal T s anmudent sur
e sons-espace fiLh Mais tuversement, st e vérifie f(I) = Ker p < Kor i,
o € 1, tonjours daprés la question 2, Ainsi, g(f{l)) =1et go f est
Pidentité.

Conclusion. L'application g ¢tablit nne bijection, strictement déerois-
sante pour l'incluzsion, entre leg wéaux A ganclie et les sous-espaces vocto-
viels de F. Sa bijection réciprogue st f. De plus. tout idéal & gauche Test
engendrd par un projecieny {guelconque) de noyau e sous-cspaee f{1), <i

Chi v obtenir wne descriplion géametvique simadatre des fddaua &
droite, les noyaur élant remplacds por les images.

6.26. Tdéanx & droite de L{E)

Soit. B un K-cspace vectoriel de diuension finde. Si 1 est up idéal
a droite de L{E} ot I un song-espace de B on pose

FO = lmw et g(F) = {n e £(E), Imu ¢ F}

uEl

1. Montrer gne pour tout sous-ospace 10 g{F) est un idval a
droite de LIE) el gque [ o gy(F) =F.

Soit I nn idéal a droite.

2. Soit w € 1, v € L{E) tel que Inte < Il o Montrer gne v € L

3, Soit o et v deux Adments de L Mongrer gu'il existe un pro-
jucteur p e I tel que lmp = Loy + T,

4. En déduire qu'il existe i projocteur p appartenant a [ tel
ane Imp = f(Ii, puis que I = pL(E).

5. Conclore.

(Ecole polytechnigue) |

= Solution.
L. Ou a claivement 0 £ (7). 81w ct ¢ sont daus g(F) ol ¢ € L(E),
on obtient

Im(w +4) Clne + Imo CE 4 1'=F et wi+veglF),

Tluca)y C hinw CF et weoarc g(F).
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Ainsi. g(F) est un idéal a droite de £{E).

Loineclusion f{y(F)) < F est évidente. Si p est un projecteur swr I,
parallélement 4 un suppléwentaire de F, on a Imp = F et p € g(F}), On
en déduit que F < f(g(F)) et finalement

flg(F)) =T

2. Cela résulte directement du second lemme de factorisation (cl.
la guestion 2 de Vexercice G.4) : de linclusion Imv C Imu, on dédnit
l'existence de a € £(E) tel que v = ua, de sorte que ¢ € L

3. Soit S un supplémentaire de Imu N Imv dans Tme On montre
facilernent Iégalité S & Imr = Imu 4 Ime. Seit § un supplémentaine
de cctte somme dans E, de sorte que E =5 285 ® Im . Comme v € |,
le projecteur g sur Imo parallslement & S @& S est dans I d’aprés [n
question précédente (car Img, = Imwv). Comnme u € L. le projecteur gy
sur § paralldélement 3 Im v % S est aussi dans L toujours par la questian
précédente (puisgque Imge C Imu). On en déduit que p = ¢1 + g2, yui
est le projecteur sur ITmu + Im v parallélement & &', est aussi dans 1,

4. On choisit un élément » de I de rang maximal et on pose F' = Imw,
puis on considére un projecteur psur F. D’apris la question 2, p est aussi
dans I La question précédente montre que tout élétnent de ¢ € T a son
image mclise dans F (sinon on pourrait trouver dans 1 un dément doul,
Vimage Imu + F contiendrait F strictement ; son rang serait supérieur i
celui de v). On a done f(I) =F =Imp.

On a clairement pL(E) < L Réciproquement, «i » € L on sait que
Iinu C Imp ¢t J'aprés la question 2, il existe a € £(E) tel gue uw = pa of
done u € pL(E). On conclut que [ = pL(E).

5. On a clairement I < g(f(1)). Tuversement soit u € ¢(f(I)}. On
a alors Imu < f(I) = Imp de sorte que w € I, tonjours d’aprés la
question 2.

Conclnsion. L'application f établit une bijectivn. strictement crois-
sante pour Pinelusion, entre les idéaux & droite et les sous-espaces vecto-
riels de E. Sa bijection réciprogue est g. De plus. tout idéal a droite I est,
engendré par un projecteur (quelcongue) d’image le scus-espace f(I). <

Le théme d’étude suivant de ce chapitre est lo duolité. Rappelons que
le dual d'un K-espuce vectoriel B est le K-espace vectoriel E* = £(E, K)
des farmes linéoires de B dans K. On ¢ dimE* = JdimE en dimen-
ston finde, sans qu'il existe d'isomorphisme canonique entre B et son
dual. Soit (e1,...,€,) une buse de E. La fumille (¢3,... ;) déléments
de B définie par €] (c;) = d&;; est une base de E* appelée basc duale
de (c‘l, Cy en).
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Les formes linéaires permettent de caracteriser analyliguement les
hyperplans de B ;- tout hyperplan, est le noyau d une forme lindaire non
unlle, forme qui est unigue & un scolmre maltiplicatyf prés.

Plus généralement, st ¥ est une partic de E et G une partie de E”.
o note

It ={uc E* Ve eF,ulz) =0} e G°={zecEvucC uz) =0}

On appelle Y Dorthogonal de F et G° lorthogonal de G. On monitre
que FL- et G° sont des sous-espaces vectoriels de E* et E respectivement
ot que - = (Veet FYL et G° = (Vet G)°. On a, de plus, F C (F+)”
vt G C {G7yE.

En dimension finic, ss F et G sont des sous-espaces vectorels de E
et B* respectivement. on u les propriétés suivantes : dim F- = codimF ot
dim G° = codim G. d’o7 on déduit facilement (F1)° =F et (G°): = G,

Le premier exercice ¢i-apres, montre que égalité (G°)* = G subsist
on dimnension infinie pour les sous-espuces G de dinension finie.

6.27. Orthogonalité duale en dimension quelconque

Soit fi..... oo g des furines lincaives sur un espace vectoriel B de

ig

dimension quelcounque. On suppase que [ Ker f; © Ker g, Montrer
=1

que g appartient & Veot(f1,.... fu).

(Ecole normale supérieure)

> Solution,

On peut, supposer g non nulle, sans quoi le résnltat est évident.

¢ En diwension finie. Pexercice ost une nne simple application des
propriétés de lorthogoualité duale. Si on note F le sous-espace de E*
engendré par (f1...., fp) et D la deoite de E* engendrée par g, on a par

hypothése
rl

ﬂ Ker f; = F° C D° = Kerg.

i=1

1l en résulte, en prenant 'orthogonal que (D) C (F°)*. Sachaut qu'en
dimension finie, on a (G°)*+ = G pour tout sous-espace vectoriel G de E*,
on obtient I} C F, cc qui est le résultat demanedé.

e En dimension infinie. Pégalité (G°)L = G n'est malhcurcrsenent,
plus vraie en général. On a a priori sealemene Uinelnsion G C (G7)-.
L’exercice demande de prouver qu’il y a égalité lorsgue G est de dimen-
sion finie. On rajisonne par récurrcnce sur p. On posc H = Korg @ oest
nn hyperplan de E puisquion a supposé g # 0.
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* Traitong le cas p = 1. On a Hy = Ker f; € H. La forme lindaire
fi v'est done pas nulle et Hy est un hyvperplan de E. Par snite, on a
H; = H et le cours permet d’affirmer que les formes lindaires g et f sont.
propartionnelles.

* Supposons le résultat vrai au rang p et considérons des formes

p+l

linéaires fi,..., fup1 telles que ﬂ Ker f, < H. On peut supposer que
foi1 # 0, sans quai Ily pothebe do récurrence §'applique directement.,
Notons alors §, (resp. f, pour 1 < ) la restriction de g (resp. de f£;} d

I'hyperplan Ker fpy ). On a claivement ﬂ Ker f, < Ker g. Par hypothdse
=1

de récurrence, il existe des scalaires (A, ....A,) tels que §j = 3 A f,.
[ .
La forme lindaire g — > A; f; est alors nulle sur Ker fy..1; elle est done

=1
propertionnelle & f,., ce qui permet de conclure. <1

La solution de Uexercice suivani exploite les propriétds de orthogo-
nalité duale. Nous donnerons une seconde solution par récurrence, dans
le chapitre sur les ddterminants du tome 2 d'olgébre {epercice 1.16).

6.28. Familles libres d’applications

1. Soit K un corps commutatif ot fi,..., f, des applications
de K dans K. Montrer que la faunille {(fi,.... fn) est libre dans
F(K,K) si et seulemcnt 8°il existe (wy,... 2,) € K* tel que la ma-
trice {f5(#;))1<ijen 0it inversible.

2. Déterminer les applications f : R — R, dérivables, dont les
translatées (7.e. les applications f, : # — f(r + a) pour 2 € )
engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie de F(R, R},

(Ecole polytechnique}

l> Solution.

1. » Si la famille (fi,...,fa) est liée, les lignes de la matrice
(fi(zi Y g i<n sont lides, quel que soit le choix des scalaives 21, ... z,.
La ¢ontraposée fournit donc une des deux implications.

® Supposons que la famille B = (fy, ..., f.) ost libre et notons F le
sous-cspace de dimension » qu'elle cngendre. Pour tout @ € K, Pappli-
cation d’évaluation en o, €, : F — K, qui 4 f e F associe f(a) € K,
est ame forme linéaire sur F. Lensemble A des formes linéaires e,, pour
o ¢ K, constitue une partic génératrice de F*. En effet, si f = A®, on
a fla) = e (f) = 0 pour tout a € K, i.e. f = 0. Ainsi on a A° = {0}
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ol Vect A = ((Vect AY)L = (A°)t = 01 = F, puisqu’on est en di-
mension finie. On peut done choisir des scalaives zy. ..., ¥, tels que les
furmes linéaires e, ..., &, conslituent une base de F*, Montrons gue
le n-uplet (&1, ....20,) répond a la question.

Considérons la watrice M = (f;{x;))1¢, j¢n cb montrons que les
lignes Ll, ..., L, de M forment une famﬂle libre. Soit (/\1, ALY e K

tel que Z/\ L; = 0. On a alors, pour tout § € [1,n], Z)\ filw) =0,

i=] i=1

étant une base de

n

c'est-a-dire e, (Z /\,f,) =0. La famille e, .. ... €,

*, on a douc T M fo€ (F*) = {0}, La faxmlle {fy, ..., f,) étant une
base de F, on eln déduit que Ay = --- = A, = 0. La matrice M est donc
inversible.

2. Soit f: R’ — K, dérivable, doul les Lranslalées engendrent nn R-
espace vectoricl F de dimension finic . On considere des réels @y, ..., ay,
tels que la famille (f,,.- ... fa, ) soit 1me base de F. D’aprés la question 1.
il existe des réels wy..... &, tels que la malrice M = (f, (#;))1<ijen

s0it inversible. La fonction [ élani dérivable, les fonclions f,, e sonl
dpalement. Ainsi tout élément de F est dérivable.

Soit ¢ uy dément queleonque de Fo Montrons que g’ ost encore
lans F. Il est elair que, pour tout a = R, la fonetion g, est dans F.
En effef on a g, € Veet(fo 4ar. .. fr,ﬁ_(,) < F. 1l existe done des

réels Ay{a), ..., Anle) tels que g, = Z Asla)fs, - Montrons que les fonc-

7—1
tions A, sont dérivables. On a, pour 1 < j < n,

gla +i,) =ga(z Z Mla)fa, (ry)

—1
gla+ 1) Arla)
Matricicllement. cela s'éerit : = 'M . Oucn
glatuw,) Ay, (at)
Ai(a) gla + z)
déduit que = MT! : . Les coeflicients de la
An(a) gle+ @)
matrice *M~! étant indépendants de ¢, on en dédiit que les fonctious
AL, A, sont des combinaisons lin¢aires des touctions gy, - . o, -

Flles sont. dérivables comme ces demi('ﬁre\‘.

O a, pour tout 1éel x, glw + a) = T)\ {a}fe, {x) . En dérivant par

=1
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™
rappurt & a, on obtient ¢'{z +a) = Y Al{a)f., (x). Oun obtient en parti-
i=1
T
cutier, cn prenant o = 0, ¢" = 3 AL{0) fo, € F. On en dédnit, de maniere
i=1
nnmeédiate, que tout élément gf de F est C™ et que, pour tout entier natu-
rel k. on a g'® € F. Clest vrai en particulier pour la fonction f. Lespace
vectoriol F étant de dimension finie n, il existe un entier p (1 < p < n)
tel que f™ ¢ Vect(f, £, ... f®=), La fonction f est solution dune
équation lintaire homogéne 4 coeflicients constants d'ordre p.

Réciproquement, si f est solution dune équation linéaire homogéne
& coefficients constants d’ordre p, il est clair que, pour tout o € B, la
fonction f, est solution de la méme équation différenticlle. L’ensemble
des solutions de cette équation différentielle étant un espace vectoriel de
dimension p, les fonctions f, engendrent un espace vectoriel de dimensjon
finie inféricurc ou égale & p.

Conclusion. Les translatés de f engendrent un cspace vectoriel de
ditncnsion finie 31, et seulement si, f est solution d'une équation linéaire
homogéne a coefficients constants. <

Le lecteur trouvera d’autres exercices sur lo dualitd duns le chapitre 7
sur les matrices,

Les dewr exercices gui suivent concernent o notion de famille positi-
vement génerafrice dans un espace vectoriel réef.

6.29. Familles positivement génératrices

Seit un cspace vectoriel réel E de dimension n > 1 e une famille
F = (¢1,€1,....€,) de vecteurs de E positivernent génératrice, c'est-
A-dire telle que pour tout z € E, 1l existe (M, ..., Ap) € (RY)P tel
que & = Aer + -+ Apey,

1. Moutrer que p 2 n + 1. Donner un exemple do famille positi-
vement géucratrice de cardinal n 4 1.

2. Onsuppose p 2 2n+ 1. Montrer qu’il existe une sous-famille
stricte de F qui est encorc positivement génératrice. Domner un
exemple de famille positivement géndratrice de cardinal 2n dont an-
cune sous-famille stricte ac 1'est.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Comme la famille F cst génératrice, on a p = n. Sip =n, F
est une base de E et alors le vectenr —e; (par exemple) ne saurait étre
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obtenu comme conibinaison & coeflicients strictement positits des ¢, {par
unicité de la décomposition}. On a donc p 2 n + 1.

Donnons-nous une bhase quelconque (f1,..., fu) de E el montrons
que la famille {(fi,. ... fu.—fi — - — fo) ost positivement génératrice.
En coffet, soit x € E, 2 = 211 + -+ + wn fr. Pour tout rvéel t on a

T={zi+t) i+ (a1 +t(_ Z,f)

=1

Il suffit de choisir ¢ assez grand pour que tous les cocfficients soient
strictement positifs.

Notons que I'on montre de la méme facon que toute famille généra-
irice (f1,...; fp) pour laquelle on a une relation de liaison Ay fy + - +
Apfp = 0, avec des coefficients A; strictement positifs, est une famille
positivement, génératrice.

2. La famille F étant de rang r, il existe T < [1,p] de cardinal «
tel que (€)1 soit uue base de E. Posons J = [1,p] \ I Alors, la famille
(e;)jeq ost lide car [J| 2 n+ 1; on peut done éorire wie relation de
Laison Y~ Aje; = 0. ot les A, ne sont pas tous nuls. Par aillours, prisque

i€l
la famille (e;),<icp st positivement gépératrice, il existe des coeflicients
strictement positifs £1,...,¢p tels que Lyey +--- 4+ e, = 0. Pour tont

réel © on a donc
D tici+ Y (1 +wAj)e; = 0.

1E] Jel

On prend z = - -t/\i, ot k € J est choisi de sorte que Ap # U et que la
k

. tr . ..
valeur absolue dit quoticnt 3 soit minimale. Pour cette valouy e x les
%

coctlicients (£; + xA;) restent tous positifs on nuls. Notons K la partie
formée des indices § € J tels que £;+xh; > 0. Il s'agit d'une partic stricte
de J, car k ¢ K. La remarque faite & la fin de la question 1 montre que
la famille (e;):;crup est encore posisivement génératrice.

Si {fi,....fa) est une base quelconque de E, alors la tamille
(f1,-o oy Fas=S1, - - =Jfu) est de cardinal 2n, positivement génératrice.
mais aucunc <o ses sous-fanilles ne lest. <

L'exercice suivant va nous fournir une description des fumilles posi-
Hiverment géndratrices du dual.
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6.30. Familles positivement génératrices de E*

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et p élféments
fiv.o. . fu de son dual.
1. Montrer I'équivalence des deux propositions suivantes :
i} Vz € B, min fi;(z) <0,
() ’lgigpj;( )“\ H

)

(i) Iay.....ap) € (RL)P — {0}, Y aifi = 0.

=1
2. Montrer I'équivalence des deux propositions suivantes :
(i'y Vr e E - {0}, mm filo) <0
1gisp

@Y (fr,. ., fp) est une fanille positivement génératrice

de E”.

(Ecole norinale supérieure)

r> Solution.
1. & Supposons (#} vérifide et ramonnons p:’u I'absurde. Soit z € ¥

tel que, pour 1 <4< p, on ait fi(z) > 0.Ona Z aq fi(x) = 0. Les termey

de cette somme étant tous positifs, on en dedmt que, pour 1 £ 4 < p, on
a azﬁ(m) =0et donc a; =0, car fi(z) > 0. On a donc (ay,...,a,) =10,
ce qui est contraire & lhypothcse

s Pour montxm que (1) 1mp11que (i1}, raisonnons par récurrence sur p.

* Sip = 1, alors, pour tout » € E. on a fi{x) <0ct fi(—2) <0e
done fi(x} =0 fi est Vapplication nulle et 2f; = 0 pour tout & > 0.

* Supposons que Ja famille (fy, .. .. f,,) vérifie la propriété (¢). St f, est
I"application nulle, on conclut comme précédemument. Si (fy. .. .. fo—1)
verifie (i), on appliquc directeinent 'y pothese de récurrence ct on prend
@, = 0. Cest fini, Ces cas étant écartés. soit H le noyau de fp, et e € E
tel que fp(e) = L.

Considérons x € H et v > 0. Posons y = z + ae. On obtient alors
folyy=o>0etpowr 1 <i<p—1, filyl = fi{z) + o fi(e). Supposons
qn'il existe & € H tel que min fl(;r) > 0. Pour o > 0. asscz petit, on

-.""-.p
aalors min fi{y) > Oet donc min fi{y) > 0, ce qui cst contraire 4
Iigp— 1gigp

Yhypothése. On a dong, pour tout z & H. <m<1n Ji(x) £ 0. La famille
1€esip—1

(g1s . cgpor)i Ol g = fi|H= vérifie (7). Y’aprés I'hivpothese de récurrence,
p—1

il existe (ay.. ... a1} € R‘”*l\{(J} tel que 3 a,g; = 0. On a doue, pour
=4

p—1
tout € H, ¥ a:fi(x) = 0. En posant o, = — 3" a;f;(e). on obtient

t=1
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@
finalement Y a;f; = 0, puisque cette application linéaire s’annule en €

i=1
et sur H et que E = H& Re.

Il reste & démontrer que a, 2 0. Raisonnens par 'absurde et suppo-
sons a, < 0. La famille (f1,..., fo—1, —fp) vérifie (if) et donc aussi (i).
Soit ¥ un élément quelconque de E, z € H et o € R tel que y = z + e

eSin>0,0na Juin fily) = Iéug fily) <0, car fp(y) = > 0.

1gigp—1 1igp

®Sia <0, on 0btient1<r;}<in Fily) =min(f1(y), ..., foma(¥), —fp(¥})
p—1

b

négatif ou nul, car —fp(y) = — > 0.

Par continuité, la propriété reste vraie pour o = 0 et on obtient pour

tout y € E, <rn{m Ji(y) €0, cas qui a été écarté. On a donc ap = 0, ce
1

RI&P

qui termine la demonstratiom

2. « Supposons la propriété (i') vérifie. Soit f € E*. Nous allons
démontrer que powr A > 0 assez petit les fonctions {fi — Af,..., fo —Af)
vérifient Ihypothése (i) et appliguer le résultat de la premitre question.

Munissons E d’une norme quelconque (elles sont toutes équivalentes,
car nous sommes en dimension finie) et notons S la sphere unité de E: 8
est compacte. Les fonctions fi sont linéaires donc continues, puisque E
cst de dimension finie. On en déduit que la fonction g = 1m;m fi est elle

€igp

aussi continue (cela se montre aisément par récurrence sur p, a partir de

Iégalité min(f,, fa) = hi+ha ‘fl ;f2|)

compact S, elle y est majorée et sa borne supérieure M est atteinte. De
plus, g étant strictement négative sur S, on a M < 0.

Pour les mémes raisons, | f| est najorée sur le compact S, par a > 0.
Soit A > 0et h = min gigp fi — Af. Ona, pour tout x € S et 1 <i < p,

filz) = Af(x) < filz) + Aa (car f(z) z —a).

On en déduit que, pour tout z € S,

Commnie g est continue sur le

hizy < glz) + Aa < M+ Aa

Si donc on choisit A < —1\;{. alors, on a, pour tout z € S, h{x) < Q.
D’autre part, pour tout z € E — {0}, il existe u € S et o € RY tels
que © = au. On a alors h(z) = ah(u) < 0 de sorte que A(z) < 0 pour
tout = € E.

Les fonctions g1, . . ., gp définies par g;(x) = fi(z)—Af(x), pour z € E
et 1 €4 £ p vérifient alors la condition (¢) de la premiére question. On
en dédnit qu'il existe (a;....,a,) € RE — {0} tel que

Zaig'l’ _Z (fz*Af)=0

=1
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ce qui peut s’écrire

P
P Za't’fh
AY @ =l

=1

puisque A Z a; > 0, (A > 0 et les a; sont positifs et non tous nuls).
=1
Alnsi, tout élément f € E* s’écrit comme combinaison linéaire 3

P
coefficients positifs de (f1, ..., fp). En considérant f - > f;, au lieu de f,

=1
onh peut méme supposer que les coefficients sont strictement positifs.
Cela prouve donc que (f1,..., fp) est une famille positivement géné-

ratrice de E*.
¢ Supposong que tout élément de E* soit combinaison linéaire A co-
efficients strictement positifs de fi,..., fp. Soit « € E et f € E* tel que

J(z) = —1. Ilexiste (a;,....ap) € (RL)" tel que f = Z a; f;. On ne peut
=1
avoir min fi{z) 2 0, car sinon f(z) > 0. On a donc 12112 filz) < 0 et

1sigp tLp
(') est vérifide. <

On peut en déduire une caractérisation géométrique des familles po-
sitivement génératrices de E moyennant Uidentification de E avec son
bidual B** qui est le dual de E*. On rappelle que Vapplication qui o tout
vecteur T € B associe lapplication & € E** définie par £(f) = f(x) pour
tout f € B* est un isomorphisme. L’équivalence de lo gquestion 2 se tra-
duit ainsi : une famille (e, ..., e,) de E est positivement génératrice si,
pour tout f € B, i emiste 1 € [1,p] tel que f(e;) < 0.

Si E est muni d'une structure euclidienne, les formes linéaires sur
sont les fo +y — (x,y). Il en résulte que (e,,...,ep) de E est positi-
vement générgtrice si tout vecteur non nul = de B, il existe i € [1,p] tel
que (x,e;) < 0. Autrement dit, i E la réunion des H,, ou H, désigne le
demi-espace owvert défini par Hy, = {x € E, {z,y) < 0} (on pose Hy = 0).

Voici un exemple dans BR? : en grisé figure le cone positif engendré par
ey, ez et ey, C’est-d-dire Uensemble des combingisons lindaires d coeffi-
cients positifs de e, ea, e3. La famalle n'est pas positivement génératrice
car la zone grisée n'est pas recouverte par les H, .

R*\ H,, UH,, UH,,




6.31. CARACTERISATION DE C 307

Les derniers exercices de ce chapitre auront pour cadre des algébres.

6.31. Caractérisation de C

Soit K une algébre sans diviseur de zéro sur R de dimension finie
n 2 2. On identifie R avec R.1 ol1 1 est I'élément neutre de K pour
le produit.

1. Montrer que tout élément non nul de K est inversible.

2. Soit a € K n'appartenant pas a4 R. Montrer que (1, a) est libre
et que (1, a,a?) est lide.

3. Montrer 'existence de ¢ € K tel que 12 = —1.

4, Montrer que si I est commutative alors K est isomorphe a C.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Soit a un élément non nul de K. Par intégrité de K, I'application
R-linéaire x +— ax est injective, done bijective puisque K est de diinension
finie. Il existe donc & € K tel que ab = 1 ce qui montre qque g est inversible
a droite. De la méme maniére on prouve Pexistence de ¢ tel que ca = 1.
En multipliant cette derniére égalité A droite par b on a ¢ = b. Donc a
est inversible.

2. Dire que a n’est pas réel revient & dire que la famille (1,4a) est
R-libre. Notons quun tel élément a existe car n = dimK > 2. Comme K
est de dimension finie, la famille (a*)z¢ est liée et 'idéal des polynémes
P ¢ R(X] tels que P(a) = 0 est non nul. Notons Q le générateur unitaire
de cet idéal (c’est le polyndme minimal de o). Conime K est intégre, Q
est irréductible sur R. Comme o ¢ R, le degré de Q n'est pas égal & 1.
Par suite Q est de degré 2 et on en déduit que la famille (1,a,q?) est
lide.

3. Notons qu'un réel A commute avec tout élément = de K : en effet,
comme K est une R-algéhre. on peut écrire

Az = (Al)z = A(1z) = A(xl) = 2(Al) = zA.

Soit toujours e choisi comme précédemment et o, 3 les réels tels que

a* = @ + Ba. Bien entendu & est non nul car o ¢ R. On va chercher

notre élément ¢ dans le plan Vect(1,a). Pour (x,y) € R? on a
(v +ay)* = 2% 4 2zya + yPa® = (@® + ay?) + 22y + Gy)a.

x® + Oty2 =-1
2wy + By” =0
nul, ce qui impose ¥ = — % En substituant dans la premiére équation

On cherche donc , y tels que { . On doit prendre y non
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,82
on obtien;’c ¥ (a' + T
car o+ - < 0 puisque le polynéme Q(X) = X? — X — « est irréductible

) = —1, Cette équation admet bien deux solutions

sur R. II existe donc deux éléments (opposés) i dans Vect(l,a) tels que
i? = -1,

4. Le plan vectoriel Vect(1,7) = Vect(1,a) est clairement une sous-
algebre de K qui est isomorphe & €. On va prouver que si K est supposée
commutative alors K = Vect(1,4). Soit b un élément quelconque de K\ R,
La question précédente appliquée avec b 4 la place de ¢ montre ’existence
d’une racine carrée de —1 dans le plan Vect(l,b), Or, comme K est
commutative et integre, I'équation 22 = —1 n’a que deux solutions &
savoir i et —i, On a donc forcément Vect(1, b} = Vect(1,a) = Vect(1,1),
Par suite K = Vect(1,{) et K est isomorphe & C. < :

Llexercice suivant offre une version plus compléte qui caractérise
toutes les algébres réelles sans diviseur de zéro et de dimension finie.

6.32. Théoréme de Frobenius

Soit A une R-algthre sans diviseurs de 0 et de dimension finie
n 2 2. On identifie R avec R1 ol1 1 est 'élément neutre de A pour
le produit.

1. Soit v € A. Montrer quiil existe (a,b) € R? tel que

z? +ar+b=0,

2. Soit z € A tel que 2 € R*. Montrer que z € R.

3. Soit V = {z € A, z? € R™}. Montrer que tout = € A s'écrit
de maniére unique r=r+vavecr ERetv €V,

4. Soit (u,v) une famille libre d’éléments de V et A € K. Montrer
que u— Av & R.

5. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de A.

6. On suppose A de dimension 2. Montrer que A est isomorphe
acC.

7. On pose (u,v) = —(uv + vu) pour tout (u,v) € A% Montrer
que cela définit un produit scalaire sur V.,

8. On suppose que dim A > 3. Montrer qu’il existe 4, 7 dans V
tels que (i.j) = 0,42 = —1, j% = —1 et que (1,4, j,4j) est une R-base
de A. s

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Si z? est réel, on prend @ = 0 et b = —z2. Sinon T est pas
réel et la famille (1, ) est libre. Comme A de dimension finie, la famille
() ken est lide et il existe P € R[X], non nul tel que P(x) = 0. On
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décompose P en produit de polynémes irréductibles P = PiPa ... Py. I
existe k € [1,n] tel que Pi{z) = 0, car A n’a pas de diviseur de 0. Le
polynoéme Py, est de degré 2 puisque la famille (1, z) est libre. En divisant
par le coefficient de z?, on obtient {(a,b) € R? tel que 2 + ax +b=0

2. Notons qu'un élément de A commute avec tout réel. En effet,
sizeRet A\E€ R, A = a:()\l) = Alzl) = Az, car A est une R-algébre.

Soit z € A tel que 2% € ]R+ et A une racine carrée réelle de z?. On
aalors x2 — A2 = 0. Mais 22 — A2 = (. — A){(z + A) car Az = zX. On a
donc & = +A, car A n’a pas de diviseur de 0, et 2 est dans R.

3. Soit z € A,

e Pour l'existence, on considére (a, b) € R? tel que z° + ax+b = 0. On
o —4b

4

Si ¢ Ry, alors d’aprées la question 2, z + g est réel donc x
est réel. Il sécrit z = + 0, avecz CRet 0 E V.

2_
si & 44b cR_, alorsv=x+%€Vetx=—%+v.

e Montrons l'unicité de cette décomposition. Soit (r,r') € RZ
(v,4") € V? tels que r + v = v/ + ¢'. En élevant au carré, on en déduit

2
peut écrire cette égalité (3: + —g) =
a” —4b

(car z commute avec %).

que v'> = (r—+' —|—v) = {r—v)+? -I-Q(r—r)u Les carrés sont
reels donc si r £ ', v est réel et donc v =10, pulsque v? < 0. On obtient
v =(r-r")? ¢ R, et donec v’ = 0, puis # = +/, ce qui est contradictoire.

On conclut : r=r" et v = '

4. Sive Vet AR, alors (Av)? = A%% € R et donc Av € V. 8l
existe r € R tel que u = Av-+r, par 'unicité de la décomposition étudiée
dans la question 3, on obtient r = 0 et u = Av, ce qui contredit Ia liberté
de la famille (u, v).

5. L'ensemble V contient 0.

SiveVetAeV, onamontré dans la question 4 que Av € V.

Soit © et v deux éléments de V. Si la famille (u, v) est lide, il existe
par exemple A € R tel que v — Adu. Onaalors u 4+ v = (1 + Nu € V.
Supposons donc la famille (u,v) libre.

En particulier, u n'est pas nul. Montrons que u est inversible. L’ap-
plication z +— uz est R-linéaire. Son noyau est réduit & {0} car A n’a
pas de diviseur de 0. On en déduit qu’elle est bijective car A est de di-
mension finie. Ainsi il existe u’ € A tel que uu’ = 1. On montre de méme
qu'il existe u” € A tel que w’u = 1. En considérant «"uu’, on montre
que ' = u”, donc que u est inversible.

Considérons le produit weu—'. On a

—1)2 2. —1 2, . —1 2

(uvu =wvuT = vuu  =v,

car v* est réel, donc wvu™' = +v, Cest-d-dire uv = fuvu.

Siuv=—vu, (u+v)2 =u? +4v> €R_et u+v € V.S uv = vy,
{(uv)? = w?v? € Ry et uv € R. Mais alors (u 4+ v)? = w? + 2% + 2uv € R
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et comme d'aprés la gnestion précédente, v + v ¢ R, (u +v)? € R_ ¢l
w4+ v € V. Dans tous les cas, v + v € V et 'V est un sous-espace vectoricl
de A.

6. Soit ¢ nn éément non nul de V {(un tel élément, existe sinon on

a A = R). Comme v* € B*, il existe A > 0 tel que v = —X2. Alors
N2 . \
t—) = —1. On note i = = . La famille (1.7) est libre donc ¢'est une

basede Aet A=R+ R: est isomorphe a C.

7. Pour tout couple (u,v) € V2, ona (u,v) =u? +v? —(u+v)? € R,
car u + v € V done chaque carré est réel.

L’application (u, v} = (u,v) est clairement bilinéaire et symétrique.
Cela résulte des propriétés d’une algébre.

Enfin (o) = 20 € Ry ear u? € B_ et (n,u) = 0 impligne u = 0,
car A n'a pas de diviscar de (0. On a bien un produit scalaire,

8. On montre comme dans la question 6 qu'il existe i € V tel que
2 = 1. D’apris la question 3, on a A = R4 V. Comme dimA = 3, on

adimV z 2et dimit 2 1. Soit ¢ £ i%, non nul. 1] existe e Ry tol
que v¢ = —p? et § = 2 vérifie JP=—let {d,7) =0
I

De (2,7} = 0, on dédnit ji = —ij et (if)? = ijij = —i2% = 1. Ains
onaij € Vetij#0 Onadeplusi(ij) =% = ~j = (§i)i = —~(ij)
done (17,4} = 0 et de méme (34, j) = 0.

La famille (4, j, i7) est donc libre. Supposons que dim 'V > 3. On peut.
trouver k € (Vect(i,7,i7))", non nul. Il vérific ik = —ki, jk = —kj et
ik = —kij. On en déduit

ik = —ikj = kij = —ijk

et done tjk =0, ce qui impossible car A ne posséde pas de divisenr de 0.
Ainsi V est de dimension 3, engendré par (4, 7,17). Comme A =R &V,
onu en déduit que A = Vect(1,4, j.ij). <

Dans le cas ob A est de dimension supérirure ou égale ¢ 3, on ob-
tient une clyébre de dimension 4, de buse (1,1, 4, k) ou ¢, j, k vérifient
i? = j% = k% = ijk = —1. Les éléments 4, j, k anticommutent. Cette
algébre est un corps (puisque touf élément non nul est mversible), non
commutatif, appelé corps des quatermons; 1l est noté H.

Il vésulte de Uexercice que les seules R-alyébres de dimension finie
et sans diviseur de 0 sont R, C et H. Ce théoréme a été démontré par
le matheématicien allemand Geory Frobenius (1878) et indépendamment
par le mathématicien ct philosophe américain Charles Pierce (18380).

6.33. Sous-algébres de dimension finie de C%(R, R)

1

Déterminer les sous-algebres de dimension finie de CY(R.R).
{ Ecole normale supérieure)
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> Solution.

Soit f € CY(R.R), non constante. Alors la famille { /™), est libre.
En effet, nne rclation de Baison A+ A f+- -+ A, f? = 0 implique gne le
polynome P = Xg + A X + - - + A, X? s"annule sur I'image de f. Celle-¢i
dtant un intervalle (d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires), non
réduit A un point par hypothese, elle est de cardinal infini et P = 0. 11
en résulte que la seule sous-algébre de dimension finie est 1'algébre des
fonetions constantes, qui est de dimengion 1. <1

Si A est une K-algébre, une dérivation de A est un endomorphisme
D qui vérifie D(ab) = D(a)b + aD(B) pour tout (a,b) € A%, Cette notion
olgébrique, directement wnspirde e la dérivetion analytique usuelle, o
servl de théme d plusieyrs exercices posés ¢ 'ENS de Lyon.

6.34. Racine carrée de la dérivation

Soit E = (R, C} et D' E — E Popératear de derivation.
Existe-t-il T dans £(E) tel que ToT =D?
(Ecole normale supérienrc)

> Solution.

Suppuosons que T existe. Considérons Ker D?| qui est un plan vectoriel
isomorphe 4 C;[X]. Il est évidemment stable par D, mais anssi par T,
car les endomorphismes T ct D commutent, puisque ToD = T? = Do T.
Notons d et ¢ les restrictions de Det T & KerD?. On at? = det d* = 0.
On en déduit que t* = 0. Ainsi  est nilpotent. Son indice de nilpotence
est inférieur on égal & la dimension de Ker D?, qui est 2 {voir 'cxercice
6.8 et la remarque qui le suit), done d = #2 = 0. Mais ¢'est absurde,
car d # 0.

Conclusion. L’apérateur D n’a pas de racine carrée. <

6.35. ®-dérivation (1)

Soit. A une R-algébre et ® : A — R un morphisme d'alggbres. On
appelle @-dérivation Je A toute forme linéaire & sur A gui vérifie,
pour tout (a,b) € A% §(ab) = ®(a}s(b) + 6{a)P(b).

Déterminer tous les morphismes d’algébre @ : R[X] — R, puis
toutes les ®-dérivations de E[X].

{Ecole normale supérieure)

> Solution.
e Soit @ un morphisme de E|X] dans B. 11 est clair que ¢ va ctre
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déterminé par I'image de X. En effet, posons ¢(X) = @. On alors, por
tont n € N, #(X") = o™, puis par linéarité de @, pour tout P € R[X],
®({P) = P{a). Réciproquement. il est clair que, pour tout réel e, Vappli-
cation & P — P(x) est un morphisme d’algébres de R[X] dans R,

¢ Si @ est le morphisme P +— P(a), on peut remarquer que l'ap-
plication P — P’/(a) est alors une @-dérivation. Cherchons les autres,
Soit D une forme linéaire sur R[X] vérifiant, ponr tout (A, B) € R[X]?,
D(AB) = ®(A)D(B) + (BYD(A). On a D(1) = D(1 x 1} = 2D(1) «t
done D{1) = 0. Posons D(X) = & € R. On obtient alors successivement.

D(X?) = 28(X)D(X) = 2ke,
D(X?) = ®X)D(X?) + (XH)D(X) = 2ka? + ko? = 3ko?.

On montre par récurrence sur n que D{X") = kna™ ™' pour tout n € N”,
Cest vrai pour 1 < n < 3 et si D(X") = kna™ ! alors

DXt =@(X)D(X") + (X )D(X) =a(kna™ ) + o™ (k) =k(n + Da".

On note que na”™ ™! est la dérivée en @ de X”. Par linéarit¢ de D, on en
déduit que, pour tout polynéme P, on a

D(P) = kP'{a).

Réciprogquement, st D est la forme linéaire définie par D(P) = kP/(a),
on a, powr (A, B) € R[X]?

D(AB) = k(ABY (a) = kA(a)B'(a) + kA (0)B(or)
= ®(A)D(B) + ®(B)D(A). «

6.36. ®-dérivation (2)

Dans cet exercice. A désigne I'algébre des suites réelles (a,,) telles
que la série entiére Y a,r™ ait un rayon de convergence supérieur
ou égal & R > 0 fixé.

1. Quels sont les morphismes d’algtbres de A dans R?

2, Soit @ un tel morphisme. Quelles sont les ®-dérivations de
Ialgébre A

(Ecole normale supérienre )

> Solution,

1. lrésulte du cours d’analyse que A est bien une algebre, pour lad-
dition usuelle des suites et le produit de convolution. Par ailleurs, I’ap-
plication qui & une suite (a,,) de A associe application f:] - R.R[— R
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400

definie par f(z) = 3 a,2" est un morphisme injectif d'algebres. per-
n=0

mettant d’identifier A & vne sons-algéhre de F(]— R. R[, R), I'algibre des

lonctions développables en série entiere en () avec un rayon de conver-
gence supérieur au égal a R. Nous ferons cette identification dans la suite
cn regardant les éléments de A cornme des fonctions définies sur |- R, R.

Soit @ un morphisme d’algbbres de A dans R. L’ensemble P des
[onctions polynémes de | — R, R| dans R forme une sous-algebre de A,
isomorphe & R[X]. La restriction de @ & P est un morphisme d’algébres
de P dans R. En reprenant la démonstration de 'exercice précédent,
on montre qu'il existe o € R tel que ®(P) = P{a) pour toute fouction
polynéme P.

Larsque o est un récl de | — R.R], il est clair que I'application
@, A — Rquiaf € A associe fla) est un morphisme d’alggbres
de A dans R, que nous appellerons morphisme d'évaluation en o, 1
semble assez naturel de peuser que o réel o défini ci-dessus appartient
nécessairement a lintervalle JR.R[ ef que © n'est rien dantre gne e
morphisme d’évaluation en o

e Commengons par montrer que o = ®(Id) € |-k, R[. Raisonious
par 'absurde ot supposons que || 2 R, Dans ce cas, la fonction [ délinie

i .z

oo
par f(z)= Y z apparticnt & A, puisque la série entidre 3 '—f'r; est de
a3

o 0"

n=

rayon |@| 2z R. Or, nous savons que, powr |z| < «, f(z)= s i
o

s'écrit encore (] ! Id) f = 1. 5i an applique le morphisme & a cette
p”

dgalité, il vient (1 — O%@(Id)) O(f) = (1 -1®(f) = 1,800t L =10, ce

qui est clairement absurde. Ainsi, le réel ev appartient a | — R.R[.
e Soit g € A. On va montrer que ®(g) = g(a). Cela revient a prouver
glr) — gln)
2—a
prolongée par continuité en a par h{c) = g'(e). Il suflit de montrer

que h € A. En effet, dans ce cas, on pourra écrire g — g(a) = (Id —ajh
et en appliquaut &, il viendra ®(g) — g(e) = (@(Id) — a)®(h} = 0,
c’est-a-dire ®(g) = g(a).

que ®(g — g(a)) = 0. Soit la fonction h définie par h{z) =

+30
Si @ =0, il est clair que h € A : cn posant g(r) = Y. an,a™, ona
n=>0

4o
simplement h(2) = 3 anz™ !
acl

Supposons & nan nul. Puisque A est continue en «, la relation qui
définit h équivaut i A(z)(r — @) = g{r) — g(«a), pour tout = € |-R,R[.

L
Considérons la snite {(a,) telle que g(z) — gla) = 3 anr” et cherchons

w=0
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+oo

une suite (b,) telle que h{z) = Y b,2". La relation qui lic g et
n=0

équivant & @ —aby = ap et pour tout n € N, b,_1 — abdy, = g, On en

déduit, facilement par récurrence que, pout tout entier naturel n,

n +oo
bn _ 726,“}.":—11——1 — Z akak‘fn—l,
k=0 E—net 1
Foa
puisque ¥ apa® = gla) — gla) = 0. Si r € ||of, R], la suite {a,r™) est
k)

bornée. Considérons M > 0 tel gque |a,, 77| < M pour tout n. On a alors,
pour tout 1 € N,

oo +oo M £ /el
no ka1 < M S —h h_n—1 _ - (_)
Y waa |\ S Mol =Y

|br™| =
k=n+1 k=n+t i=0 r
M
T r—la|

Comme la suite (b,r") est bornée, le rayon de convergence de la séric

entiére ¥ b, 2" est supérienr 4 r. Puisque cela vaut ponr tout r € J|a|, R,

le rayon de convergence est bien supéricur ou égal 4 R, On a done, pour
—+oo

tout ® € ]—R,R[, h(x) = X b,2™ 1 la fonction k appartient 4 A,

n=0
Conclusion. Les seuls morphismes d'algebres de A dang R sont ley

morphisimes d’évaluation en un point de lintervalle | — R, RJ[.

2. Soit a € |—-R, R[ et soit D une @,-dérivation de A. On sait d’apreés
[exercice précédent quil existe & € K tel que, pour tonte fonction po-
lynéme P, D{P) = ¥P'{x). Soit g € A. Comme ci-dessus, on introduit la
forolion b € A teile que g — g(ex) = (Id —er)h et on applique D & cette
égalité, Il vient

D{g) = D(Id —)®,, (k) + &,(Id —a)D{h) = kP, () = kh{a) = kg'(a),

car, 1d —a étant unc fonction polynéme, D(Id —a) = k.
Conclusion. Comme dans le cas des polynomes, les seules &,-
dérivations de A sont les applications qui & f € A associe kf'{n). <

6.37. $-dérivation (3)

Soit E = C°(R,R). Déterminer les formes linéaires D : E — R
vérifiant, pour tout (f. g) € E*,

D(f9) = HO)D{g) + g{OID(F).
{Ecole normale supérieure)
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> Solution.

Si on note 1 la fonction constante x —— ¥, ona D{1) = D(114+D(1) et
done (1) = 0. On en déduit que D est unlle pour toutes les applications
constantes. 51 f € E, on pent éerire f = (f — £(0)) + f(0). Par linéarité,
on obtient D{f} = D(f — f(0)} et on est donc ramené 4 étudier la
restriction de D aux applications nulles en 0. I1 est clair que si f € E cst
une application qui vérifie f{0) = 0, alors on a D{f*) = 0.

Soit maintenant f € E telle gqne f(0) = 0. Si f est positive, on pent
écrive f = g% ol g = /f € E vérifie g(0) = 0. D’apres ce qui précéde,
on a D(f) = 0. Dans le cas général, il est possible d’écrire f comme
différence de deux fonctions continmes, positives ct mulles en 0. I suffit
de prendre

g(r) = max{f(x),0) et h{z) = max(—f(z),0).

Onaf—g—h gz20 hz0etg(()=n0) =0 Parlinéarité¢ de D, on
obtient D(f) = D(¢) — D{h) = 0.

Conclusion. Le seule forme lindaire D qui convienne est donc la forme
nudle. <

On termine cette série d’exercices sur les algébres avec ['dnoned sui-
vant.

6.38. Etude d’une algébre

Soit B = G (R, R) et A I'ensemble des ¢ € L(E) tels qu’il existe
une suite (A= & support fini d’éléments de R[X] vérifiant, pour
tout f € E,

e(f) = ZAJ“),

ot 19 désigne la dérivée i-idme de f.

1. Montrer que ¢ = 0 équivaut & A; = 0 pour tout ¢ € N.

2. On admet que A est une algébre. En déterminer les éléments
inversibles.

3. Existe-t-il des morphisines d’algébres de A dans R Y

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. 1lest clair que si les A; sont tous nuls, ¢ est nul. Réciprogquement,
si ¢ = 0, on montre par récurrence sur ¢ que A; = 0, pour fout ¢ € N.

o En prenant f — 1, on obtient ¢(f) = Ay = 0.

e Si on suppose que A, = 0, pour 0 < ¢ < n — 1, on obtient en



416 CHAPI''RE 6. FSPACES VECTORIELS. ALGLUREN
prenant f @ — &, o(f) = 3} A f —nl A, doi Von tire A, = 0.
1Zn
La propriété est établie,
On en déduit quun éiément de A s’écrit de maniére unigue sous la
forme w(f) = Z A f9.

2. Soit ¢ € A défini par ¢(f Z A% ponr tout f € E. Suppo-
sons que i soit inversible et que son inverse ¢ s'éerive y(f) = 3. B, fU

On obtient alors ¢ o p = Idg ¢’est-a-dire, pour tout f € E,

f={wop) ZB (Z”* f(t,)
- ZB:! Z C;?Agj“’“)f(i-g-k)
0

Osk<y

)

=2 | X CATTR, | g
v

Oy
rz2p
en vertu de la formule de Leibnix.

Ni @, mi ¢ ne sont nuls. Soit iy (resp. jo) le plus grand indice 7
(resp. j) pour lequel A; # 0 (resp. B, 3 (). Considérons Ie coefficient
de f*0770) dans la somme précédente. 1 cst égal & A, B,,. En effet, si
i+ 2+ Jo, ona, 8id >0, Ay = 0el, 8ii <dg, 7 > Jo et donec B; = 0.
Siio + jo # 0, le coefficient de fU0+90) w’étant pas nul, on ne peut pas
avoir, pour tont f € E,

- T X e | o
P

ugiEp
itize
d’aprés Punicité de Pécriture démontrée 4 Ia premiére question. On a
dlone néeessaireinent in — jo — 0. On obtient alors f = AeBgf, pour
tout f € E, ce qui n'est vérifié gue si ApBy = 1. Ceel néeessite gue Ay
g0t un polynoéme constant non nul. Alors ¢ = Ay Idg, avec Ag € R™.
Réciproquement, 8'il existe A € R* tel que p = Aldg, alors ¢ est
évidemment inversible, d'inverse 33 = Y Idg.
Conclusion. Les éléments inversibles de A sont les endomorphismes
de la forme A lidg, avec A € R*.
3. Supposons gqu'il existe un morphisme d'algébres F de A dans R.
Notons D et ) les éléments de A définis, pour tout [ < E, par D(f) =
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et i (f) =Idg f: z— zf(x). On a alors, pour tout f € B,
Dow(f) =D(Idr f) = f+1da f' = f + o1 (f'),
et done Do p; = Idg +p1 ¢ D. On en déduit que
F(Idg) = F(Do 1) —F(¢1 0 D) = F(D)F(p1) = F1)F(D) = 0.

Or par définition un morphisme d’algébre doit envoyer 1'élément unité
de A sur 1.
Conclusion. 1l v’y a pas de morphisme d’algébres de A dans R. <



Chapitre 7

Matrices

Les systémes de n équuaiions lindaires d n inconnues sont étudiés dés
le miliew du XVIII® siécle. Cramer déerit explicitement les formules don-
nant lo solution sous forme du quotient de deur expressions qui porte-
ront aprés Cauchy le nom de déterminants. Celui-¢i donnera la formule
générole définissont le produit de deur déterminanis. Lo notion d’ep-
plication linéaire, sous le nom de «substitution linéaire», appareit o
début du XIX® siécle dans les travaur de Lagrange. puis de Gauss sur les
formes quodratiques @ coefficients entiers. Ce dernier, pour lo premiére
fois, représente la substitution linéuire

(z,9,2) — (az + by +cz,d/z + by + 2,0 v + ¥y + '2)

e b ¢
par un tebleaw o ¥ o . Il étudie explicitement ce qui se passe
a’H bn’l CH

quand on compose de telles transformations lindaires, autrement dit, il
donne dans ce cas le régle de multiplication des matrices. Il note gue ce
résultat s’étendruit & un nombre quelconque de variables. Dans ses tra-
vauz de théorie des nombres, Eisenstein élargit le symbolisme de Gouss
et introduit lo notation L quand S o un déterminaent non nul. Le terme
de matrice est inventé pur Sylvester vers 1850. Cayley, qui définit un
espace vectoriel de dimension n comme un systéme de n nombres réels
ou complezes (vers 1845). écrit en 1858 le mémoire que Uon considére
comme ayant cré€ la théorie des matrices : il y définit ¢ lo fois Uaddition
et la multiplication des matrices carrées et rectanguloires. Pour [ui, une
matrice est une facon abrégée de noter une substitution lindaire.

Létude plus approfondie des matrices va se faire 4 travers les formes
quadretiques. Depuis le XxvI1® siécle, on recherche des transformations
linéaires ramenant celles-ci & des formes simples. On est conduit d
considérer des relations matricielles de la forme A’ — YUAV. A par-
tir de 1850, une série de travour ve viser d obtenir des invariants dans
le pussage de A & A’. Ces résultats seront résumés et approfondis dans
les mémoires de Frobenius, vers 1870. Il établit les formules de chan-
gement de bases A/ = U~TAV, monlre que toute mobrice de rang r est
T
00

résolution des systémes d’éguations linéanires.

équivalente & Al élucide de maniére définitive le probléme de la

219
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Rappelons maintenant Uessentiel du cours. Soit E, T deuz K-espaces
vectoriels de dimension finte non nulle, respectivement p et n. Le choix
d'une bose B de E et d’une base C de F permet de ramener Uétude d’une
application linéaire uw de E dans F & celle de sa matrice A € M, ,(K),
relativernent aur bases B et C. En effet, u s’identifie alors simplement
a Uapplication lindaive de K” dans K" canoniquement ussocide 4 A, que
lon note souvent encore A. On dispose alors d’un outil analytique pour
Uétude de u permetiant le caleul du rang, et pour des endomorphismes,
du déterminunt, du polynéme caractéristique, du spectre, efe.

Le fait que Von puisse choisir librement les bases B et C conduit &
indroduire la notion de matrices équivalentes : deur matrices A et B
de My ,(K) sont équivalentes si elles représentent la méme application
linéaire dans des bases différentes. Pour cela, il fout et suffit qu’il existe
(Q,P) € GLp(K) x GLu(K) tel que B = Q YAP. C’est une relation
d’équivalence, dont les classes sont paroméirées par le rang,

Dans ’étude des endomorphismes de E, prendre la méme base a «’ar-
rivées ef au «départy, permet de faire correspondre le produit maotriciel
et la composition. Le changement de base se traduit alors par la notion
de matrices semblables, relafion d'équivalence bien plus fine que lo relo-
tion précédente. On renvole le lecteur au chapitre sur la réduction, dans
le tome 2 d'algébre, pour Udtude de ceite notion. Il y trouvera de méme
un chapitre consacré spécifiguement an groupe linéaire.

Commencons par une série d’ezercices consacrés d la notion de rang.
Le premier fournit un exemple de probléme abstrait gue Uon résout par
une traduction matricielle. Nous en avons déja donn€ une solution sans
faire appel cux matrices dans Uezercice 6.5.

7.1. Condition pour que rgg < rg f

Soit E et F deux K-egpaces vectoriels non nuls de dimension
finie, f et ¢ dans £{E,F). Montrer que rg g < rg f si et seulement
¢'il existe h € GL(F) et & € L(E) tels que heg= fok.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

L’exercice est traité matriciellement. On note n la dimension de F, p
celle de E, r le rang de f. On fixe des bases quelconques de E et F et on
considare la matrice A € My, ,(K) de f. En écrivant 1'égalité hog = fok
sous la forme g = 7' o f ok et en appelant P et QQ les matrices de A1
et k, on voit que Je probltine posé consiste 4 montrer que I'ensemble

Qa = {PAM, P € GLn(K),M € M,(K)}

est 'ensemble des matrices de rang inférienr ou dgal & r = rg A.
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On observe que, pour toutes matrices P € GL,(K) et M € M,(K),
on a rg(PAM) = rg(AM) < rg{A), car Imn AM C Im A, ce qui établit une
inclusion.

On remarque que si B € {24, toute matrice équivalente a B est aussi

dans Q4. On note, pour 0 < k < min(n,m), Jp = (ﬂv”)1<z<n € M, (K)
lgisp
la. matrice définie par a1; = a2z = --- = upk = 1 et a;; = 0 sinon. Elle

est de rang k. Comme deux matrices de M., »(K) qui ont le méme rang
sont équivalentes, il nous suffit de prouver que pour tout s < 7, J; € 4.
On sait que J,. € Qa, puisque A € Q4. Il suffit alors de constater que
; . 1
pour § < 7, Jg = J.M, ot M est la matrice (5 0) de M, (K), pour
conclure. <

L’exercice suivant sera & rapprocher des importants lemmes de foc-
torisation de l'exercice 6.4.

7.2. Factorisation bilatére

Soit A,B,C dans M, (K). Donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu’il existe X dans My (K) telle que C = AXB.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Une condition nécessaire se voit facilement : il faut que Ker B C Ker C
et que ImC < Im A {ce qui impose en particulier que rgC < rg A et
rg C < rg B). On va voir en fait qu’elle est suffisante.

Dans ce qui suit on note (e Uapplication linéaire canoniquement as-
sociée a une matrice M. On suppose donc Ker B C KerCet ImC C Im A.
Choisissons H un supplémentaire de Ker B dans K”. Les applications ¢
et waxp coincident sur Ker B quel que soit le choix de X. I suffit de
faire en sorte qu'elles colncident aussi sur H. L’application ¢p établit
un isomorphisme entre H et l'espace @p(H) = Im B, isomorphisme que
nous noterons ug. Il suffit done de trouver X telle que si f désigne la
restriction de ¢x & ImB alors a o f = ¢ o ug'. Donnons-nous un
supplémentaire X de Ker A de sorte que 4 induise un lsomorphlsme () A
entre K et Im A. Par hypothese, InC C Im A. Donc f = u), Yowgo uB
est bien définie et convient. Il existe évidemment des matrices X telles
que exlmp = f. <

L’ezercice swivant montre qu’une application multiplicative de M, (K)
dans X, non constante, permet, comme le déterminant, de caractériser
Uinversibilité.
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7.3. Fonctions multiplicatives et inversibilité

Soit f une application non constante de M, (K) dans ¥, telle

que, pour toutes matrices A et B, on ait f(AB) = f(A}f(B).
Montrer que f(A) = 0 si, et senlement si, A n’est pas inversible.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

¢ On observe d’abord que f(0) = f(0)}f(0) et donc que f(0) € {0,1}.
Si f(0) =1, oma f(A) = f(A)f(0) = f(0) = 1, pour tonte matrice A,
et Iapplication f est constante, ce qui est contraire & I’hypothése. On n
dene f(0) = 0.

On obtient, de méme, f(I,) = f(I,)f
Si f(I,) = 0, on a f(A) = F(AL) = f(A
trice A, et f est constante. On a done f(I,

. Supposons A inversible. On peut alor

F(AYF(A™Y) = f(I) = 1 et done f(A) #0.

o Soit A et B deux matrices équivalentes : B = QAT avec (Q et P dans
GL,(K). Comme f(B} = f(Q)f(A)f(P), on a, d’apres ce qui précide,
F(A) = 0 si et seulement si f(B) = 0. Autrement dit, sur une classe
d’équnivalence, soit f est identiquement nulle, soit elle ne s’annule jamais.

I1 suftit done, pour la réciproque, de montrer que pour tout v < n il
existe une matrice A de rang r telle que f(A)} = 0. On peut prendre une

0] L,
matrice nilpotente de rang r, par exemple K, = ( 0o ) e M, (K).
On a alors (K, )" = 0 et done f{(K,)"' = 0et f(K,) est bien nul, tout
comie f(A). <

J(1,) et donc f(L,} € {0,1}.
i ( ) = 0, pour toute ma-
)

crire

7.4. Degré et valuation du polynéme det(XA + B)

Soit A et B dans M, (C). On pose P(¢) = det(tA + B). Etablir
(que

“degP <1gA et valP 2n—rgB.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

L. 0

0 0
Elle s’écrit donc A = QJ,.R avec Q et R inversibles. On considere la
matrice B’ telle que B = QB'R. On a

¢ 5ilerang de A est r, A est équivalente & la matrice J, =
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P(t) = det(Q(tJ; + B')R) = det Q det R det(¢J, + B).

En notant (e, ..., e,) la base canonique de C™ et (%1, ..., C,, les vecteurs
colonnes de B, on obtient

P(t) = det Qdet Rdet(te; + Cy, ..., ter + Cr, Crgr, ..., Cr).

En utilisant la multilinéarité du déterminant, on voit que P est un po-
lynéme en ¢t de degré inférienr ou égal 4 r, le coeficient de t" étant
det Qdet Rdet(es,..., e, Crgr, ... Cp).

e Notons Q(t) = det{A + tB) le polyndme obtenn en échangeant A
et B. On a d’apres le point précédent, deg(Q) < rgB. Or, par multi-
linéarité du déterminant, P(t) = " det{A + %B) = QY ; ). Cette ex-
pression montre que la valuation de P est égale & n — deg Q. La seconde
inégalité en résulte. <

On montre dans [ezercice suivant que, pour qu’un endomorphisme
de M (C) conserve le rang, i suffit qu’il conserve le caractére inversible.

7.5. Endomorphismes de M, () stabilisant le groupe linéaire

Soit ¢ un endomorphisme de M,(C) tel que s M appartient
4 GL, (), alors (M) appartient & GL,(C).

1. Donmner des exemples de tels endomorphismes.

2. Montrer que, pour tout M € M,,(C). M appartient & GL,{C)
s, et seulement si, (M) appartient & GL,(C}. Pour cela, on prou-
vera que si rg M < n, il existe P € GL,(C) tel que pour tout A € C,
P — AM est inversible.

3. Montrer que rgyw(M) = rgM. Pour cela, on montrera que
girg M = v, il existe @ € GL (L) tel que Q — AM soit non inversible
pour r valeurs de A exactement.

4. Montrer que ¢ consgerve le rang.

(Ecole normale supérieure}

> Seolution.

1. Si P et Q sont dans GL,(C), I'endomorphismes M — QMP
convient. La transposition convient également. Par suite tous les endo-
morplismes du type M +— Q!MP vérifient la propriété de 'énoncé.

2. Soit M € M, (C).

s Montrons tout d’abord l'indiration. Supposons rg M < n et M non
nulle (si M = 0 toute matrice inversible P convient). Géométriquement,
on souhaite prouver qu’il existe une droite affine de M, (C) dirigée par M
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et incluse dans le groupe linéaire. En multipliant par P~!, le probleme
se rameéne & montrer Vexistence de P € GL, {C) tel que pour tout A e C,
on ait [, — AP7'M € GL,{C). Cette condition éguivaut 4 dire que la
seule valeur propre de P~1M est (, ¢’est-a-dire que P~ *M est nilpotente.

On utilise enrcore les matrices équivalentes. Coinme rgM = ¢ < n,
elle peut s'écrive M = AK.B ol K. = (g I(’)") et (A,B) € GL.(C)*
Comme la matrice K, est milpotente, la matrice B"'A~'*M = B—*K, B,
o lui est seinblable, est aussi nilpotente. Ainsi P = AB convient,

e On suppose toujours rg{M) < 7 et on va montrer maintenant
que (M) est non inversible. La matrice P étant choisie de maniére & rem-
plir la condition ci-dessus, on a (P — AM) = ¢{P) — A2(M) € GL,(C)
pour tout A dans €. Comme P est inversible, (P) I'est aussi et pour
tout A € C,

L — M (M) ((P)) ™ € GL,(C).

Donc 0 est la scule valeur propre de (M) (l,;(f-’))_I : celle-ci est nilpo-
tente, donc non inversible. Nécessairement, (M) est non inversible. On
a donc bien 1'équivalence demandée.

3. L’inégalité rg{e(M)) = rg M est vérifiée si M est inversible. Sup-
posons dans la suite r = rg M < n.

* On conunence par démontrer Vindication en suivant une démarche
arxalogue a celle de la question 2. On écrit cette fois M = AJ B3, avec
J. = (IOT 8 et (A, B) € GL,(C)*. Soit D = Diag(1,2,...,n) € GL,{C).
Posons Q = ADB. On a Q — AM = A(D — AJ,)B. Elle est non inversible
si et seulerpent si A € {1,2,...,7}

e Dapreés Ja question précédente, o(Q — AM) = (Q) — Ap(M) est
non inversible ponr exactenlent r valeurs {non nulles) de A. Il en va de
méme de I, —Ap(Q) (M), Ou en déduit que la matrice »(Q) ~Le(M) a
exactement » valenrs propres non milles distinetes : elle est donc au moins
de rang r. On en déduit que (M) est au moins de rang » puisqu’elle est
de méme rang que ©{Q) 1p(M).

4. Il résulte de la question précédente que ¢ est injectif ; ¢’est done un
automarplisme de lespace vectawiel M, (C). 81 M € GLL(T), ¢ 1 (M)
st inversible en vertu de la question 2 puisque M = @(p~H{M)). L'en-
domorphisme ! vérifie donc la méme hypothesc que . D'aprés la
question précédente appliquée & ¢!, il vient

g M =g ' (9{M)) 2 rgp(M) et finalement g M = rg (M),

Conclusion. L’endomorphistne v de M, (C) conserve le rang. <
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Legercice suivant aborde la détermination de tous les endomor-
phismes de Uespace vectoriel M, (C) qui conservent le rang. On remarque
que ce sont nécessairement des automorphismes. Notons que ce résultat
a fait Uobjet d’un probléme d’éerit posé au concours de I'Ecole polyterh-
nique en 1988.

7.6. Endomorphismes de M., () conservant le rang

1. Décrire les sous-cspaces vectoriels de M, (C) formés de ma-
trices de rang au plus 1.

2. Déterminer les automorphismes de 'espace vectoriel M, (C)
qui congervent le rang.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

On supposera dans la suite que n 2 2, sinon tous les sous-espaces vec-
toriels de M,,{C), puis tous les automorphismes de M,,(C) conviennent.

1. & On commence par décrire les matrices de rang 1. Soit A une
matrice de rang 1 de M,(C). Les vecteurs colonnes de A sont propor-
tionnels. Si on fait la conventian d’identifier M,, | {C) avec C*. 11 existe
donc des vecteurs X € C*\ {0} et Y = *{3n,...,un) € C*\ {0} tels que
les vecteurs colonnes de A soient (11X, ...,9,X). On a donc A = X*Y.
Réciproquement, toute matrice qui s’éerit X ¥Y, ot X et Y sont des vec-
tenrs colonnes non nuls est de rang 1. car elle est non nulle et ses colonnes
sont toutes eolinfaires a X.

L'écriture de A sous la forme X*Y n'est pas unique. On vérifie
aisément que deux matrices A = XY et A" = X'*Y’ de rang 1 éerites
sous cette forme, sont colinéaires si et seulement si les deux familles
(X, X"V et (Y. Y') sont liées et en particulier, on a A — A’ 5] et seulemcent
il existe A € C tel quo X' = A et Y/ = LY.

e Op dispose dés maintenant d’un moyen simple pour fabriquer des
sous-espaces vectoricls de M, {C) formés de matrices de rang an plus 1.
Soit X € C™\ {0} une colonne non nulle. L’application fx : C" — Mn(C)
qui &t Y associe X'Y est linéaire. L'image d'un sous-espace vectoriel L
de C™ par fx cst un sons-espace vectoriel de M (€) formé de matrices de
rang au plus 1. Posons Ex 1, = fx(L). Comme le noyau de fx cst réduit
4 0 d’apres ce qui précéde, fx est injective et Ex 1 a méme dimension
que L.

De la méme maniére, on peut fixer une colonne Y € €™ non yulle
et prendre les images des sous-espaces vectoriels de C* par 'application
lindaire gy : C" — My(C) qui & X associe XY, S§i L est un sous-
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espace de C" on notera Ep v le sous-espace gy(L). On a également
dimEr, vy = dimL.

e On va montrer que les sous-egpaces obtenus dans le point précédent,
sont les seuls possibles. Soit E un sous-espace vectoriel de M, (C) formd
de matrices de rang au plus 1. 5i dimE = 1, le réaultat est clair. On
suppose done dimE 2 2. Soit A et A’ deux matrices non colinéajres
de E (donc non nulles), que nous écrivons A = X*Y et A’ = XYY’ On
note que

rg(A+ A) €1 = (X X') lie ou (Y,Y") lice.

En effet, supposons que les familles (X, X") et (Y,Y’) sont libres. Si

onnote Y = (y;,...,us) et Y = f(yl,....9%), les vecteurs-colonnes
de A + A’ ont pour coordonnées z,l y s y? dans la baso
1 n

(X, X’). Ils ne sont pas tous colinéaires car la famille (Y, Y’) est libre ol
on arg(A+A") =2

* Supposons alors que (X, X') est libre. D'aprés ce qui précade,
comme A + A’ € I, la famille (Y,Y") est lide.

Soit maintenant une autre matrice A” = X”'Y” non nulle, de E,
Supposons que la famille (Y,Y") est libre. Alors (Y',Y") est également.
libre et nécessairement les familles (X, X7} et (X', X") sont lides (toujoury
griice & I'implication ci-dessus). Mais comme X" # 0, la famille (X, X")
est lie, ce qui est contraire & notre hypothése. On a donc Y colinéaire
Y. Comme Y" nest défini qu’a une constante multiplicative prés, on
peut supposer Y” = Y. Tout élément de E peut done s'écrire X7 Y,
avec Y € €\ {0} fixé. Comme Y est fixé, une telle écriture d’un élémeni,
de E est unique. La matrice X" *Y décrivant un sous-espace vectoriel do
M, (C), X" déerit un sous-espace vectoriel L de C". Finalement, on
alk= EL,Y'

% On montre de la méme manidre que lorsque (Y, Y’) est libre, il
existe un sous-espace vectoriel L de C™ tel que E = Ex ..

Conclusion. 11 v a donc deux types de sous-espaces vectoriels do
M, (C) formés de matrices de rang au plus 1, qui sont les sous-espaces
Ex. = {X*Y, Y € L} et By = {X*Y,X € L}, X et Y étant des vec-
teurs non nuls de C" et L un sous-espace vectoriel de C". La dimension
d'un tel sous-espace est celle de L; elle est au plus égale & n.

2. Soit ® un automorphisme de P'espace vectoriel M,,(C) conservant,
le rang. Il transforme tout sous-espace vectoriel de M, (C) formé do
matrices de rang < 1 en un sous-espace formé de matrices de rang < 1,
et de méme dimension. Nous nous intéresscrons particulitrement aux
sous-espaces de dimension n. Un tel sous-espace est de la forme Ex ¢ onl
Eer v. Pour alléger les notations, nous poserons désormais Ex cn = Ek
et Epn y = E%r
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e Soit X un élément non nul, fixé de C™\ {0}. 1l existe X{, ¢ T"\ {0}
tel que @(E)lgo) = E)l% ou Ez‘,). Nous nous contenterons d’examiner le
premier cas, le deuxigme pouvant s’en déduire. En effet, considérons
I'endomorphisme T de M, (C) : A +— *A. C’est un automorphisme de
M (C) qui conserve le rang et T o & également. Mais si ®(Ey ) = E,,
alors T o ®(Ef ) = E)lq) et en rernplagant ® par T o ® on est ramené au
premier cas. On suppose donc dans la suite qu'il existe X € C™\ {0}
tel que ®(EL ) = Eg, .

* 51X € C"\ {0} est colinéaire & Xo, ®(B)} = ®(E ) =Ey, . 5i
la famille (X, X) est libre, alors il résulte des conditions d*égalité de deux
matrices de rang 1 (cf. question 1), que E}, NE} = {0}. On en déduit,
par injectivité de ® que E}, N ®(Ey) = {0}. §'il existe X' € C* \ {0}
tel que ®(EL) = E%, alors E)I(,D N ®(EL) est égal & Vect(X;*X'); clest
inpossible. Nous avons done démontré que, pour tout X € €\ {0}, 1l
existe X' € C* \ {0} tel que ®(EL) =EL..

* Si on prend Y € C"\ {0}, on a By NE = Vect(XotY) et
@(E)l(o) NeEL) = E}lql N®(EL). Si ®(EL) = Ey., alors @(E)lgo) Ne(EL)
est {0} ou E%((,], selen que X)) et Y’ sont ou non colinéaires. Ce n'est pas
une droite vectorielle ; ¢’est impossible. Nous avons donc démontré que,
pour tout Y € C™\ {0}, il existe Y’ € C™\ {0} tel que ®(E3) =E%,.

Le probléme est que X’ et Y’ ne sont pas définis de maniére unique.

& Soit X un élément non nul, fixé de C™ \ {0}. Supposons choisi un
vecteur X' tel que ®(EY) — E},. Pour tout Y € R", ®(X"Y) appartient
a ®(EL) = Ek,. Il existe donc Z € R" tel que $(X'Y) = X'*Z. Le
vecteur X’ étant fixé, ceci définit un Z unique. Considérons P'application
Gx Y € "+ Z € C". Puisque ® est lindaire, V'application Gx est
aussi lindaire. D'autre part, on a

Gx(Y)=0=d(X'YV)=0=X'Y=0= Y =0, car X£0.

On en déduit que Gx € GL,(C). On définit en particulier Gy, par le
choix de X}, effectué tout au debut.

Soit alors Y € €™\ {0} et Y’ tel que ®(E2) = EZ,. On a, pour
tout X &€ C*\ {0},

X'tCOx(Y) = ®(X*Y) € ®(EL) = Fi..

On en déduit que, pour tout X € C*\ {0}, Gx (Y} est colinéaire & Y’ et
donc que Gx(Y) est colindaire & Gx,(Y). Ce qui peut encore s*écrire :
G3r oGx(Y) est colinéajre & Y, ceci pour tout Y € €. C'est un résultat
classique (rappelé avant I'exercice 6.6) qui permet alors d’affirmer que
G)_(:J‘ o Gx est un homothétie : il existe Ax € C* tel que Gx = AxGx,,.
Mais I'application Gx est délinie & une constante multiplicative prés, qui
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dépend du choix de X’. En remplagant X' par un vectemr colinéaire, on
peut supposer que Gx = Gx,, pour tout X € C"*\ {0}.

Pour simplifier on note Gx, = G. On obtient done que, pour tout
X e C", il existe X' € C" tel que (X 'Y) = X' *G(Y). Le vecteur X’ est
maintenant déterminé de maniére unique. Comme précédemment pour
(3, on montre aisément que application F : X € €" —— X' € C" est
linéaire et injective.

Soit P et (3 les matrices respectives de F et G dans la base canonique.
Ce sont des matrices inversibles. On a, pour tout (X,Y) € (C")?,

B(X'Y) = F(X)'G(Y) = PX*(QY) = PX'Y Q.

Autrement dit, on obtient ®({A) = PA ‘Q, pour toute matrice de rang 1.
Toute matrice de M, (C) étant somme de matrices de rang | (par
exemple somme de matrices colindaires aux matrices de base E;;), cette
égalité est vraie pour toute matrice A € M, (C).

Pour terminer, regardons ce qu'on obtient pour & dans le cas on
<I)(E§(O) est de la forme Ei,ﬁ. En composant avec T on obtient une appli-
cation du type précédent : il existe done deux matrices inversibles P et
Q telles que, pour tout A € M,{C),

*(P(A)) =To®(A) = PA'Q, et donc B(A) = Q*A'P.

Conclusion. Si @ est un automorphisne de M, (C) conservant le rang,
alors il existe deux matrices inversibles de M, {C) telles gue I'on ait
soit ®#(A) = PAQ, pour tout A € M,{C), soit ®(A) = P'AQ, pour
tout A € M,,{C). Il est clair que, réciproguement, les applications ainsi
définies sont des automorphismes de M, (T) qui conservent le rang. <

Notons que la prewve ci-dessus n'utilise en aucune maniére le fait
gue le corps de base est C. Aussi le résultat est-il valide pour un corps
quelcongue.

La série d’exercices qui suit concerne la trace. On commence par une
petile équation matricielle qui fait infervenir la frace.

7.7. Equation matricielle X + *X = (Tr X)A

Soit A € M,{R). Résoudre I'équation X + *X = (TrX)A ob
Pinconsue X est dans M, {IR).

{Ecole polytechnique)

> Solution,

Si X est solutiot, on obtient en prenant la trace des deux membres
de I'équation 2Tr X = Tr X Tr A.
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o SiTrX = 0, alors *X =—X : X est antisymétrique. Réciproquement,
toute matrice antisymétrique est solution de I'équation.

e 5i Tr X +# 0. nécessairement, TrA = 2 et A = —;ﬂl—-i(X + *X) est
symétrique. On a alors

(X— T"QXA) 4+t (X— %A) -0

et done X — o X A est antisymétrique. Autrement dit, il existe B anti-

symétrique telle que

x=T%s.p

Réciproquement, si A € R et B est antisymétrique. X = AA + B est
solution. En effet, ona Tt X = ATr A = 2h et X+ "X = 20A = (Tr X)A.

Conclusion. 5i Tr A £ 2 ou si A n'est pas symétrique. les seules so-
lutions sont les matrices antisymétrigues. Si Tk A — 2 et A symétrique,
les solutions s’écrivent AA + B avec A € R et B antisymétrique quel-
conques. <i

En combinant la trace et le produit, on abtient sur M, (K) la forme
bilinéaire (X.Y) — Tr(XY) qui permet d’établir un isomorphisme ca-

nanique entre .Mn(K) el son dual, comme le montre Uerercice suivant.

7.8, Dual de M,,(K)

1. Si A ¢ M, (K), on note fs la forme linéaire définie, pour
tout X € Mo (K), par fa(X) = Tr{AX) . Montrer que application f
qui d A € M, (K) associe fa établit un isomorphisme entre M, (K)
et son dual.

2. Soit f : Mu{K) — K une forme linéaire vérifiant, pour
tout (X, Y) dans M, (K)?, f(XY) = f(¥YX). Montrer 'existence de
A € K tel que, pour tout X € My, (K), f(X) = ATr(X).

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

On notera (E;j)1gi jgn 18 base canonique de M, (K). On rappelle
que, pour tout 1 £ 4,7,k 1 < n,on a Ej;Ey = 8;,E; .

1. On vérifie aisément que f est linéaire. Pour des raisons de dimen-
sion, il suffit donc de prouver quelle est injective. Soit A = (a;;)1<i,j¢<n
telle que fa = 0. On a donc, pour 1 € iy, jo < n,
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0= TT(AE"EOJ'O) =Tr ( Z Qig Eij Eiﬂjo) =Tr (Z @iig Hiig Eiojo)

14, i€ i=1

=" i, Tr (Bijy) = G-

n
=1

o

Donc A est nulle.
2. o On peut donner une solution directe de cette question. On ob-
tient, st 1 £ 4,7 < net i £ j,

F(Ei) = f(EuBEy) = f(EyEq) = £(0)=0.
On a épalement
F(Eq) = f(EyEy) = f(Ejl;) = f(Ey).

Si on note A la valeur commune des f(E;), on remarque que les formes
lindaires f et ATr coincident sur la base canonique de M, (K). Elles sont
done égales,

e On peut aussi utiliser la premiere question. Seit A € M, (K) telle
que f = fa. On a, pour tout (X,Y) € M, (K)?, Tr(AXY) = Tr(AYX).
Comme Tr{AYX) = Tr(XAY), on en déduit que Tr{{AX — XA)Y} =0,
Cela étant valable pour toute matrice Y, on a, d’aprés la question 1,
AX = XA. Ainsi A commute avec toute matrice X ; il s’agit donc d’une
matrice scalaire. Cela résulte du fait (démontré page 269) que le centre
de £(E) est I'ensemble des homothéties. Donnons-en une démonstration
directe. 81 A = (8:;)ige,jgn. 00 a pour 1 €4, < n,

™
AR = Z apByEy = E ariBi;
1<kIgn .

T
=E;;A = Z awBiEp = Z aji B
1<k I<n 1=1

Par unicité de I'écriture, on obtient ay; = 0 pour k £ i et ¢y = aj5 ¢ A
est bien une matrice scalaire. On retrouve ainsi que f = fa est colinéaire
a la trace. <

Notons gue la seconde question fournit une caractérisation de la trace
(@ un scalaire prés) parmi les formes lindaires. Les formes linéaires per-
mettent de caractériser analytiquement ['appartenance ¢ un hyperplan.
Le résultat que Uon vient de voir est done naturellement utilisé dans
lexrercice suivant.
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7.9. Tout hyperplan de M., (K) coupe GL,, (K)

Montrer que pour n 2 2, tout hyperplan de AM,(K) rencontre
GL,(K).

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Soit H un hyperplan de M, (K). C'est donc le noyau d’une forme
linéaire non nulle f. D’aprés I'exercice précédent, il existe A ¢ M, (K)
non nulle, telle que pour tout X € M, (K), f(X) = Tr(AX).

Le probléme est donc de montrer qu’il existe X inversible telle que AX
soit de trace nulle. On va une fois de plus utiliser la notion de matrice
équivalente. Notons r = 1 le rang de A. Nous savons qu’il existe I et
Q dans GL,(K) tels que PAQ = J, = (I{’; 8 . Alors, si X € M, (K),
Tr(AX) = Tx(PJ,QX) = Tr(J,QXP). Il nous suffit donc de trouver une
matrice inversible Y telle que Tr(J,.Y) = 0 (on posera X = Q~'YP~!
qui sera done dans GL, (K) et dans H). La matrice de permutation

00 . .. 01
10 0

Y=|010 : convient car J.Y a sa diagonale nulle. <
. 10

Une question se pose alors neturellement. Quelle est la dimension
mazimale d’un sous-espace vectoriel de My (K) qui ne rencontre pas le
groupe linéadre ¢ C'est aw moins n(n—1) puisque le sous-espace formé des
matrices dont lo derniére colonne est nulle convient. L’exercice suivant
détermine plus généralement lo dimension mezimale d’un sous-espace
vectoriel de M, {K) dont tous les éléments sont de rang inférieur ¢ p, le
cas p =n — 1 répondant & la question posée au début.

7.10. Dimension maximale de sous-espaces de matrices de rang < p

Soit 'V un sous-espace de M, (R) tel que, pour tout M € V, on
ait rg M < p. On souhaite démontrer que dim V < pn.
1. Monirer que que 'on peut se ramener au cas oil V contient

. ! " -
la matrice (%%) Cette condition sera supposée réalisée par la

suite.
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B|O
avec A € My(R), Be M, (R}, C € Mpn_p(R) et BC =0.
2. Conclure, en considérant l'application qui & tout élément
( g g ) de V associe (A, 'B + (), élément de Pespace vecto-
riel E = Mp(R) x M, ,_,(R).
3. Montrer que le résultat reste vrai lorsqu’on remplace le corps
de base R par un corps quelconque infini K. Pour cela, on considérera

\ S . AC . 0,C
I'application g qui a (T’T) associe (T’T)’ W = q(V) et

g EWr— CeM,, ,(K)et on mon-

: - AlC
Montrer que toute matrice de V peut sg'écrire ),

0

B
. {010 ¢

trera que si 5o ) € Ker®, alors pour tout ¢’ € Im®, on

a BC' = (0. On en déduira que dim W p(n— p), avant de conclure,
(Ecole normale supérieure)

Papplication @ ;

> Solution.

1. » On peut supposer que V contient une matrice de rang p (sinon
on remplace p par le rang maximal d'un élément de V). Une telle ma-

0
0 ]
alors V/ = {R™IMS™1 M € V}, qui est un sous-espace de M, (R) de
meéme dimension que V (puisque Papplication M — R™IMS~! est un
automorphisme de M, (R}) et dont les éléments sont encore de rang
inférieur 4 p. 11 suffit donc de démontrer le résultat pour V', qui contient

trice peut s'écrire R ) S, avee R et S inversibles. On considére

1
la matrice P = ( 5’ 8 ) On suppose désormais que V contient P.
. A C
Soit M = |-y~ | dans V, avec A € My(R), B € M,_p,(R),
CeM,, o(R)et DeM, ,(R).
‘12 . A-AM,C
s Considérons, pour A € R, la matrice M — AP = B ik

Celle-ci est dans V' ; son rang est donc inférieur ou égal a p. Considérons
une matrice d’ordre p--1 extraite de M—AP et bordant la matrice A—Al,.
A X?Ip dej yavee 1 4,7 <€
étant un coeflicient quelcongue de la matrice D, X; la i-eme ligne de B
et Y; la j-#me colonne de C. Les indices 1 et j étant fixés, considérons
Iapplication f qui, & tout réel A associe le déterminant de la matrice

Elle sera done de la forme n—p, diy
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( A—XL | Y;

X dij
étant de rang inférieur on égal &4 p, puisque dans V, on a f(A) = 0 pour
tout réel X : f est la fonction nulle.

* Le coefficient de A* dans f est (—1)Pd,;. On a donc d;; = 0.
Comime cela est vrai pour tout (4, 7) tel que 1 < 4,7 < n—p, on en déduit
que D =0.

* Examinons maintenant le coefficient de A?~*. Nommons e;,

). C’est une fonction polynomiale, T.a matrice M — AP

€3, .., ey les vecteurs de la base canonique de R™, C,Cs,...,C, les
. Y
vecteurs colonnes de la matrice ( ;? ) et Z = ( OJ ) Alors, pour
s

tout A € R,
fA)y =det(Cy — Xey,Ca — Aea, ..., Cp — Aep, 7).

On calcule ce déterminant en utilisant la multilinéarité ct on trouve que
le coefficient de AP~ est

P
Z det(—)\eh s —)\ek_l, Ck, */\€k+1, ceey 7/\61“ Z)
k=1

En posant X; = (z1,%2,...,%p) e Y; = *(y1,92,...,4y}, on obtient,
pour 1< & < p,

det(—)\el, oo, —Aek_1,Cr, —Aenit, .- —)\ep, Z) =
—A 1k Y1
Tk Ye | _ o1 Ark Y| _ RS
) ) i —( )\) Th 0l = ( )\) TEYk.
i =X Yp
0 ... Tk .. 0 0

r .
Le coefficient de AP~ est donc (—1)? 3" @pye = (—1)P7'X;Y;. On a
k=1
done, pour 1 € 4,7 €< n —p, X;Y; = 0. Puisque X; est le i-iéme vecteur
ligne de B et Y; le j-ieme vecteur colonne de C, X;Y; est le coefficient
d’indice i de BC, On obtient finalement BC = 0.

Nous avons démontré que tout élément de V g’éerit M = (%P) ,

avec A € Mp(R), BE€ M,,_,,(R), CE M, (R} et BC=0.

2. Considérons 'application ® qui & toute matrice M ¢ V, derite
comme ci-dessus, associe le couple (A, 'B + C}, dlément de lespace
vectoriel E = M,(R} x M, , ,(R}. I’application ® est clairement
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linéaire. Montrons qu’elle est injective. L'égalité &(M) = O équivaut &

A = *B + C = 0. Sachant que BC = 0, on a alors B'B = —BC = 0.
n—p

Pour tout k € [1,p], le coefficient d'indice (k, k) de BB est 3 b%,. On
i=1

adonc by, =0pour I Sk < petl<j<n—p Finalement B = 0 et

donc C = 0. La matrice M est nulle.

De l'injectivité de ®, on déduit que dimV = dim(Im®) £ dimE.
Sachant que dimE = p® + p(n — p) = np, on peut donc affirmer
que dimV £ np.

3. Par des arguments analogues & ceux développés dans la premiére

: . . . (A
question, on se raméne au cas oil toute matrice de V s’écrit (‘B“i>u

avec A € My(K), B € Mp_,,(K}, C € My, oK) et BC = 0 (la
nullité du polyndme f est assurée par le fait que tout élément de K, qui
est supposé infini, est racine de f).

L’application g étant linéaire, W est un sous-espace vectoriel de

s 0 .
M (K). D’aprés ce qui précede, tout élément B g de W vérifie

_ . 0]0 C o 0| C
BC = 0, Soit (ﬂT) € Ker®. 5i C' = fI)(( 5T o )) € Im @,

0 C
B+B |0
éléments de W, et on a donc
0=(B+B)C'=BC +B'C' =B(',

alors la matrice est dans W, comme somme de deux

car B'C’ = 0. En identifiant les matrices aux endomorphismes canoni-
quement associés, on obtient done, pour tout C' € Im @, Im ' ¢ Ker B.

Considérons W' = {B € M, _,,(K), ( ]03 g ) € W} Cet espace

vectoriel est isomorphe & Ker®. Posons E = [] KerB. On a, pour
Bew’
tout C' € Im®, Im C’ C E. Les éléments de Im ¥ s’identifient donec & des

éléments de L(K™™P E). On en déduit que dimIm ¢ ¢ (n — p)dimE. Si

on considére un supplémentaire E' de E dans K?, on a, pour tout B € W',

E C KerB et les éléments de W' s'identifient & des éléments de

L(E K*™P}, On a donc dimKer® = dimW’' < (n - p)dimE. Du

théoréme du rang, on déduit alors que

dimW = dimIm @ + dimKer ® < (n — p){dimE + dimE") = (n — p)p.
Considérons maintenant I’ensemble W des matrices de M, (K) de

la forme ), avec A € M,(K). Il est clair que VC W@W”. On

0
0|0
en déduit que
dmV < dimW + dimW” < (n —plp+p° <np. <



7.11. ORTHOGONALITE DUALE 335

Cette dimension mazximale est atteinte : on peut exhiber sans mol un
sous-espace de dimension np formé de matrices de rang < p, par exemple
lensemble des matrices ayant leurs n — p derniéres colonnes nulles.

Llezercice qut suit exploite les propriétés de Uorthogonalité duale et
la connodssance des formes linéaires sur M, (K). Pour des rappels sur lo
dualité, on se reportera & la page 298 du chapitre 6 (Espaces vectoriels).

7.11. Orthogonalité duale

Soit (A, B) € M,,(K)?. Montrer I'équivalence des deux assertions
suivantes :
(1) IX e M, (K), AX + XA =B;
(i7) ¥C € Mq(K), AC + CA = 0 = Tr(BC) = 0.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
e T’implication (¢) = (ii) résulte d'un simple calcul. Soit C dans
M, (K) telle que AC 4+ CA = 0. On a alors

Tr(BC) = Tr(AXC + XAC) = Tr(AXC) + Tr(XAC)
= Tr(CAX) + Tr(ACX) = Tr((AC + CA)X) = 0,

car on sait que, pour tout couple (M, N) € M, (K)? Tr(MN) = Tr(NM).

¢ Pour montrer que (i4) = (i), interprétons les deux conditions.
I ’application f : M, (K) — M,,(K) définie par f(X) = AX+XA est un
endomorphisme de M, (K). L'assertion (i) signifie que B appartient au
sous-espace Im f. Essayons de dégager la signification de (if). Pour tout
C € M,,(K), l'application T¢ : M — Tr(CM) est une forme linéaire sur
M, (K) et on a vu dans V'exercice 7.8 gue 'application T qui & C associe
la forme T'c est un isomorphisme de M., (K) sur son duat. Notons F le
sous-espace T (Ker f) de M, (K)*. La condition (i7) s’écrit : pour tout
C € Ker f, T(B) = 0. Elle signifie simplement que B appartient & F°,
orthogonal dual de F. La premiére implication a montré que Im f C F°.
1’égalité provient simplement du fait que les deux espaces ont la méme
dimension, puisque dim F° = n? ~dim F = n? —dim Ker f = dimIm £. <

Si A, B sont deux matrices de Myp(K), on appelle crochet de Lie
de A et B, lo matrice [A,B] = AB — BA. 1l s’agit d'une nouvelle loi
de composition interne sur Mn(K), qui en fait une algébre de Lie’.

1. Le lecteur intéressé pourra consulter : MNEIMNE (R.) et TESTARD {F.), Infroduction
d la théorie des groupes de Lie classiques, Hermann, 1986.
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L’exercice suivant se propose de déterminer, en caractéristique nulle, les
matrices qui sont des crochets de Lie.

7.12. Crochets de Lie de M, (K)

Soit K un corps de caractéristique nulle.

1. Montrer qu'une matrice de M, (K) de trace nulle est sem-
blable a une matrice de diagonale nulle.

2. Montrer que si une matrice A € M, (K) est de trace nulle, il
existe B et C dans M, (K) telles que A = BC—CB = [B, C] (crochet
de Lie).

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. On va procéder par récurrence sur n 2 1, le résultat étant trivial
pour # = 1, Supposons n = 2 et A non nulle, Alors, A n’cst pas la
matrice d'une homothétie car si A € K*, la trace de Al n'est pas nulle,
puisque K cst un corps de caractéristique nulle. Il existe donc e € K7
tel que (&, Ae) soit libre (d’aprés le résultat rappelé avant l'exercice 6.6).
On posc €] = e et €5 = A(e) et on compléte le systéme libre (€], €5)
en une base B’ = (ef,eh,...,¢e,) de K* On note B = {e1,e2,....e,) la
hase canonigue de K™. Si P est la matrice de passage de B a B/, P71AP
§'écrit

P'AP = avec A ¢ Mu_1(K).

On a alors TrA = 0+ Tr A’ = (. D’aprés I'hypothese de récurrence, il
existe Q € GL, 1 (K) tel que Q 'A’Q soit a diagonale nulle. Posons




7,13, DIAGCNALES POSSIBLES DANS UNE CLASSE DE SIMILITUDE 337

Comme Q 'A'Q est de diagonale mille, (PP’) 'APP’ l'est anssi. La
récurrence est achevée,

Ce résultat ne demeure pas en caractéristique non nulle. Par exemple,
pour tout p premier, Id, a une trace nulle dans Mp(Z/pZ) et nest
évidemnment semblable qu’d elle-méme.

2. Nous savons que Tr{BC) = Tr(CB), pour tous B et C dans
M, (K). On en déduit que tout crochet de Lie est de trace nulle, 11 faut
démontrer la réciprogne. Observons, pour commencer, que si A = [B, C]
est un crochet de Lie, alors toute matrice semblable & A en est un aussi,
puisque, pour tout P € GL,(K), P~'AP = [P~'1BP,P~!CP]. La ques-
tion précédente permet done de supposer que la diagonale de A est nulle.

I’idée est de fixer une matrice B «simple», par exemple diagonale,
et de regarder 'ensemble des crochets de Lie [B, CJ, ol C décrit M, (K),
Considérons B = Diag(hy,. .., b,) et considérons I'endornorphisme adp
de M, (K) définie par adg(C) = [B,C|. En notant C = (g;;), on obtient
adg(C) = [B,C] = ((b; — by)ci;). On voit déja que Im adg est inclus dans
I'ensemble des matrices de diagonale nulle. Si on prend soin de choisir
les b; deux & denx distincts (ce qui est possible puisque K est infint), on a
alors [B, C] == 0t si et senlement si C est diagonale. Le noyan de adp (qui
n’est autre gue le commntant de B) est dans ce cas de dimension n. Par
le théoréme du rang, on obtient dim(Im adg) = n* —n. C’est exactement
la dimension du sons-espace vectoriel de M, (K) formé des matrices de
diagonale nulle ; celui-ci est done égal & Im adn.

Conclusion. Toute matrice de trace nulie est un crochet de Lie. <

Le lecteur intéressé pourra consulter le probléme de VENSET de 1983
ott Uon démontie que, pour n 2 3, le résultat de la seconde question reste
vrai pour tout corps K différent de Z/27.

7.13. Diagonales possibles dans une classe de similitude

Soit A € M, (K). Quels sont les n-uplets (ay,...,a4,) € K" tels
qu’il existe nne matrice de diagonale (ay,...,4,) semblable 8 A?
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

On identifiera matrice et endomorphisme canoniquement associé. 11
est connut que si A est une matrice scalaire Al,, elle n’est semblable qu’a
elle méme. Dans ce cas particulier, seul (A, ..., A) convient.

Supposoens désormais que A n’est pas uhe matrice sealaire. Nous sa-
vons que la trace est un invariant de similitude. Si (a1,...,a,) convient,
nécessairement @+ - -+a, = Tr A, Nous aflons démontrer par récurrence
sur n que @, + -+ +an = Tr A est une condition suffisante pour A soit
semblable & une matrice de diagonale (a1, ..., an).
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Prenons n 2 2, A € M,(K) et {a1,...,0,) € K* de somme TrA. La
matrice A" = A —a11,, n’est pas scalaire. Classiquement, il existe donc ¢,
un vecteur de K™ tel que (e, A’e; ) soit libre (voir page 269). On compléte

ce systéme libre en une base (e, es,...,e,) de K" (avee ex = A'ep). Via
ce changement de base, la matrice A’ est donc semblable & une matrice
0
1

qui admet comme premiere colomne | 0 | et A est semblable a

a4 X X X
1

AV — 0 B
0

Si n = 2, B est un scalaire b qui vérifie TrA = Tr A” = a; + b; cest
forcément gs. Le résultat est vérifié.

Supposons n = 3. Si B n’est pas une matrice scalaire, comme sa trace
est

TrB=TrA—a, =02+ +an,
il existe, par hypothése de récurrence, P inversible de taille n — 1 tello
. . . 1

que P7'BP soit de diagonale {az,...,a,). Si on pose Q = (0 g), il
produit par blocs donne

—1 1r o (,Ll X
QTATQ= (X P’“lBP)’

qui est une matrice de diagonale (g, ..., a5).
Reste a traiter le cas ot B est scalaire de la forme AL, 1. Changeons
dans la base e3 en e}y, = ea+e;. La famille (e1, €2, €5, €4, . . ., €, ) est encore

une basc de K®. Par ce changement de base, on voit que la matrice A
est semblable &

m X X X X X

=
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ce qui nous raméne au cas oll B n'est pas scalaire. Le résultat est ainsi
démontré. <

Voici, pour terminer cette séric sur les traces, un joli petit exercice
de congruence gu’on peut regarder comme une générulisetion du pelst
théoréme de Fermat,

7.14. Traces modulo p

Soit p un nombre premier, A et B deux matrices de M, (Z).
1. Montrer que Tr{A + B)? = Tr A” + Tr B” [p].
2. En déduire que Tr A» =Tr A [p].
3. Soit la suite récurrente (u,,) définie par ug = 3, u; = 0, up = 2
et, pour tout n € N, wpy3 = g1 + wn . Montrer que p divise u,
pour tout p premier.
{Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Si les matrices A et B commutent, on peut appliquer la formule
ke
du bindéme : (A + B)? = 37 CFA*BP=". On prend la trace et on passe
k=0
modulo p. Comme p divise C;ﬁ pour 1 < k< p—1, il vient

Tr(A + B)P chk Tr(AFBP™%) = Tr A? + Tr B [p].

Dans le cas général, en abscnce de commutativité, le développement de
(A + B)? donne une sormme de 2P termes :

(A+B)" = Z AjAs . A,
(A1,Aq,...,A)e{A B}r

Dans la somme de droite, certains p-uplets vont conduire 4 la méme trace
grice & la propriété Tr(XY) = Tr(YX).

Précisons cela en utilisant une opération de groupe. Soit G le sous-
groupe de &, engendré par le p-cycle ¢ = {1,2, ..., p). C’est un groupe
cyclique de cardinal p. On définit une opération de groupe de G sur
{A, B} par ¢- (A1,...,Ap) = (Az,...,Ap, Ay). La propriété de la trace
rappelée ci-dessus montre que si (Ay, ..., Ap) et (A7, ... Al)sont dans la
méme orbite, alors Tr(A; ... Ay} = Tr(A7 ... Ay). Or les orhites ont pour
cardinal un diviseur de |G| = p. Elles sont donc toutes de cardinal p, ex-
cepté celles quu sont de cardinal 1, ¢’est-d-dire les orbites de (A A, ... A)
et (B,B,...,B). Il en résulte que Tr{A + B)? = Tr A? + TrB” [p].
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2. Soit E le sous-ensemble de M, (Z) formé des matrices A vérifiant
Tr(AP) = Tr(A) [p]. La question précédente montre que E est stable pour
I'addition. Si A € E, une récurrence immeédiate montre que kA € E pour
tout & € N. On a ensuite, en distingnant les cas p = 2 et p impair,

Tr{—-Ay = (-1} TrA? = (-1)’PA = —-A [p],

ce qui montre gune —A € E. Finalement kA est dans E, pour tout &k € Z.
Le lecteur vérifiera facilement que les matrices E;; dc la base canonique
sont dans E (Ef; = 0sii # j et B, = By si i = ). Il en résulte
que E = M, (Z), ce qui est le résultat demandé.

0 1 0
3. Considérons la matrice A= 0 0 1 associée a la relation
110
Upn
de réenrrence linéaire : 81 X, = [ tpq1 | ona X, = AX, pour tout n.
Uny 2
On constate que A? = I3 est de trace 3, que A est de trace nulle ct enfin
0 01
que A= 1 1 0 | estde trace 2. Autrement dit, on a u,, = Tr A™
011
pour n € {0,1,2}.
1 1 0
Or, comme A% = 01 1 = A 413 0naAr+S = An+l | An
1 1 1

pour tout n et la suite (Tr A™),»¢ vérifie ]a méme relation de récurrence
que la suite (i )pz0. On en déduit que u, = Tr A" pour tout n. En
particulier, pour tout entier p premier, on a u, = TrA? = TrA =0
modulo p. D'olt le résultat. <

Le résultat de la seconde question s’obtient directernent si on admet
que L/pZ posséde un sur-corps K, algébriquement clos. Notons A la
matrice obtenue & partir de A en prenant les classes modulo p de ses
coefficients. La matrice A est trigonalisable dans K. Si on note Ay, . .. : Ap
les valeurs propres de A comptées avec multiplicité, on a

Tr(AP) = Z (Z)\) (Tr AP,

=1
Pavant-derniére dgalité provenant du failt que K est de caractéristique p
P
(pour x ety dans K, on (z+y)f = Y ChzPyP~F =P 4 yP puisque p
k=0 _
divise C;ﬁ; sil < k<gp—1) Comme la trace de A est le résidu modulo

p de la frace de A, on obtient Tr AF = (Tr A)? et on conclut avec le petit
théoréme de Fermat.
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Les exercices qui suivent concernent les matrices réelles positives,
c’est-d-dire dont tous les coefficients sont positifs. Dans le fome 2
d’algébre, on trouvera plusieurs exercices sur les propriétés spectrales des
matrices positives, notamment le théoréme de Pervon-Frobenius (exer-
cice 2.10).

7.15. Matrices monotones

On dit qu’une matrice & coefficients réels A est positive, ce qu’on
note A 2 0, si tous ses coefficients sont positifs ou nuls. On dit que
A € M, (R) est monotone si elle est inversible et si Az

1. Soit A € M, (R). Montrer que A >0 si et seulement si pour
tout vecteur colonne X ona: X 2 0= AX =2 0.

2. Soit A € My (R). Montrer que A est monotone si et seulement
81 pour tout vecteur colonne X ona: AX z20= X2 0.

3. Soit (e1,...,cn) € (R4)" Montrer que la matrice suivante
est monotone :

24+ -1 0. 0
-1 24e -1 ... 0
: . . -1
0 cee =1 24¢,

4. Déterminer les matrices qui sont & la fois positives et mono-
tones. ,
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Il est clair que le produit de deux matrices positives est encore
une matrice positive. Ainsi, si A = 0, on a pour tout X 2 0, AX > 0.
Réciproquement, les vecteurs ey, . .., ¢, de la base canonique de R™ sont
positifs. Il en résulte que les colonnes Ae,...,Ae, de A sont toutes
positives. Vo1 'équivalence voulue.

2. Supposons A monotone. Comme A~! est positive, si X est tel
que AX = 0 alors A71AX = X 2 0 d’aprés la question précédente.

Réciproquement, supposons que pour tout vecteur colonne X, AX = 0
implique X > 0. Montrons d’abord que A est inversible. Soit X € Ker A.
Comme AX = 0 2= 0, on a X > 0. Mais comme —X est aussi dans le
noyau de A, on a également —X 2 0, de sorte que X = (0. A appartient
donc & GL,, (R). L’hypothése peut s*écrire : AX > 0 implique A"'AX 2 0
et la question précédente permet de conclure que A~ ! est positive.

3. On va utiliser la caractérisation obtenue dans la question 2.
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I1
T2
Soit X = ) € R™ tel que AX 2 0. En posant zg = Ty = 0,

T
cette condition s’éerit : pour tout k € [1,n], (24 ce)e 2 &6 1 + Trst

Notons p le plus petit des indices £ de [1,n] tels que #s = 1II.}<:11<1 Tk
RRER

e 5i p =1 ou n, on tire des inégalités précédentes (2 + cp)ap > Xp,
soit (1 + ¢p)zp 2 0 et donc x, > 0.

e Sipe[2,n—1], on obtient (2+cp)zp = 22y, ¢'est-a-dire cpz, = 0.
Sic, > 0, on conclut comme précédemment , = 0. Mais il est impossible
d’avoir ¢, = 0, car I'inégalité 2x, > z, | + 2,1 impose que lon ait
Tp = Tp-)| = Tp41, C qui est contraire & la définition de p.

Oun a dene £, 2 0, ce qui implique X 2 0, par définition de p.

4. Montrons gue les matrices positives et monotones sont les ma-
trices positives ayant exactement un terme non nul par ligne et par
colonne, autrement dit les matrices A = (a5 )1<i j<n € Ma(R) pour les-
quelles il existe une permutation o € &, telle que, pour tout ¢ € [1,n],
a0y > 0et ay; = 081 j # ald).

Un telle matrice est évidemment positive et inversible. D’autre part,

:L'l .

T 01,6013 Ta (1)
si on considere X = . € R"™, on obtient AX =

T On a(n) Te(n)

La condition AX 2 0 impose z,;) 2 0, pour tout 7 et donc X > 0. La
matrice A est donc monotone d'aprés la question 2.

Réciproquement, soit A une matrice positive et monotone. Les termes
de sa premigre colonne sont positifs et 'un au moins est stricterment
positif, puisque A est inversible. Notons J = {i € [1,n],a;; > 0}.

a1 1
Ia [P

Soit X = ) cER"et Y = . = AX. Fixons za,..., 2,
Ly Yn

strictement positifs. Si ¢ € J, alors y; = 0, quel que soit le choix de z,.
. s o 12
Sii € J, alors la condition y; 2 0 équivaut 3 z; = — . Y a5, Notons
il 52
z; le terme de droite de cette inégalité. Si, pour tout 2 € J, on a z; < 0,
alors on pourra trouver z; < 0 vérifiant cette série d’inégalités. On aura
alors AX > 0 sans avoir X > 0, ce qui est contradictoire avec A mono-
tone. Il existe done ¢ tel que z; = 0, c’est-a-dire tel que a;; = 0 pour tout
7 # 1. Un tel { est unique, sinon A aurait deux lignes proportionnelles.
On peut effectuer le ménre raisonnement pour toutes les colonnes. Pour
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tout j € [1,n], il existe un unique ¢ € [1, n] tel que tous les termes de la
i-itme ligne soient nuls sauf le j-iéme. L'application j —— i est bijective
et en la notant o~ !, A a la forme voulue. <

Lexercice suwivant étudie les puissances d’une matrice strictement
stochastique. Les matrices stochastiques interviennent en probabilités
(d’oii leur nom). 5i X et Y sont deuz varicbles aléatoires 4 valeurs dans
le méme ensemble fini E = [1,k], la matrice A = (a;) € Myg(R) définie
par ai; = P(Y = j | X = 1) est stochastique, ce qui par définition signifie

i
gu'on a a;; 2 0 i, jshkjet Yy ai;=1(1<5ig<k)
=1

Indiquons dans quel contexte én rencontre les matrices stochastiques.
L’évolution d’un systéme susceptible de prendre un nombre fini d’états 1,
..., k est représentée mathématiquement par une suite (Xg)n>o0 de va-
riables aléatoires & valeurs dans E. C'est ce qu’on appelle un processus
aléatoire (ou stochastique). 5t Xy, 1 s’obtient 4 partir de la valeur de X,
et d’un tirage au sort effectué selon une loi ne dépendant que de cefte
valeur, on dit que le processus est une chaine de Markov. Les exemples
abondent : marches aléatoires, fortune d'un jouveur, modélisation de l'al-
ternance des voyelles et des consonnes dans un poéme de Pouchkine (par
Markov lui-méme), ou prévision (en probabilité) des états successifs d'un
signal pour améliorer la compression en traitement du signel (Shannon).

Techniquement, on dit qu'une suite de variables aléatoires (X)) est
une chaine de Markov st «la lot de Udtat n + 1 conditionnelle au passé
ne dépend que de l'état antérieur ns, ce qui se tradutt par

P(Xn+1 =.§' {XU :'l;D,Xl :ilg---,Xn =3n) :P(X'n.+1 =7 1 Xn :zn)

Si la matrice A = (ai;) € Mp(R) définie par ai; = P(Xpp1 =5 | Xn = 1)
est indépendante de n, on dit que la chaine de Markov est stationnaire.
8i, dans ce dernier cas, on introduit pour n 2 0 le vecteur-colonne
P(X, = 1)
Y, = : , on obtient Y,, .1 = AY, et donc Y, = A™Y).
PXn=k)
Le comportement (probabiliste) d'une chaine de Markov stationnaire,
et noteamment son comportement asymplotique, est donc entiérement
décrit par la donnde de la loi indtiale Yg et des puissances de A.

7.16. Puissances d’une matrice strictement stochastique

Soit A = (ai;) € Mn(R} une matrice strictement stochastique,
c'est-&-dire vérifiant

V(i,5) € [Ln]?, a;>0 et Vie[Ln], Y ay=1

F=1
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Soit £ = mina;; > 0. Pour k € N, on pose A* = (u(-@) et, pour tout
0.

jeli,nl, a(- = mmaff), ,6(- mawa( 7 et 6 ﬁ(k) -k)

1. Moutrer que pour tout & € P , A® est strictement '%tochas—
tigue.
2. Montrer que

a-glc) gaj(_k+1) <’8§k+1) éﬁj(-k) et 5k+1 < (1 - 2¢)8] SR

3. En déduire que la suite {(A*) converge vers une matrice que
I'on précisera.

(]-"]cole polytechnique)

> Solution.

1. Une matrice est strictement stochastique si et seulement si ses co-
efficients sont tous strictement positifs et si le vecteur U = *{1,1....,1)
est vecteur propre pour la valeur propre 1. Il en résulte que le pro-
duit de deux matrices strictement stochastiques I'est encore. Donc, pour
tout k € N*, A* est strictement stochastique.

2. a;k) et ,6’;“ sont respectivement les plus petit et plus grand coef-
ficients de la j-itme colonne de la matrice A*. Comme A%+ = A . A%,

on a
k+1
E azgagj .

(k) (k)

. on obtient

En majorant les ”rj- par g

(’H—l) Za E,B(k) _ g(k) Za*‘f _ ﬁ(
=1

=1

Ceci vaut pour tout ¢ € [1,n], donc ﬁﬁkH) max a(kﬂ) ﬁ;k). On

procéde de méme pour la minoration o) < a(kﬂ)

Soit j fixé, 4, un indice tel que ﬁ(Hl) aﬁ?” On a alors

ﬁ(k) B ﬁ(.k+l) _ [),(k) _ a(f\‘+1) (k) Za“ga{?

7 7 2 )

(k) k k
=Y el - af)) 2 28",
£=1
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car tous les termes sont positifs et il existe au moins un indice £ tel
k) _ W F) ot >
que ag;’ = a; (et ay > €).

(k+1y _ g F
Gizj

ot 1 J k k F
P ok =3 gl — ol 2 et

De méime, si io un indice tel que ey , o1 obtient

En additionnant les deux inégalités, il vient 5(k) 6§k+1) 2 2€5§k): c’est-
a-dire 67 < (1 - 26)08.

3. On suppose bien entendu 7 2z 2, sinon le probléme est trivial.
Dans ce cas, onac < — et 0 £ 1-2¢ < 1. Pour tout 7, la suite 5(-k) tend

donc vers 0 lorsque k tend vers I'infini. Les suites ( (F ))k> e, (ﬁ( ))k>1
sont donc adjacentes et convergent vers une méme limite £; > 0. I

résulte de la définition de ag-k) et ,6§k) que pour tout (i,7) € ﬂl,n]!z, la

il
suite (aé?))k% converge vers £;. De I'égalité 3 aff) = 1, valable pour
i=1
™
tous k = 1 et i € [1,n], on déduit que ¥ £; = 1.
i=1
Ceci montre que la suite (A¥)g5o converge vers une matrice M stric-
tement stochastique de rang 1, dont les colonnes sont toutes proportion-
nelles au vecteur U. En passant & la limite dans 1'égalité AZ* = AFA*,
on obtient M? = M. La matrice M est la matrice d’une prOJectlon
sur Vect(U). <

L’exercice suivant donne une condition nécessaire el suffisanle pour
gue tous les termes qui apporaissent dans le développement du détermi-
nant soient nuls.

7.17. Théoréme de Frobenins-Konig (1912-1916)

Soit A € M, (R). Pour ¢ € &, on appelle serpent de A assacié
& o Densemble S, = {a1 5(1), -+ -+ Un,oem) }-

1. Montrer qu'il y a équivalence entre :

(¢) tous les serpents de A contiennent 0;
(47) 1] existe une sous-matrice nulle de A de taille (r,s),
avec r +s=mn+ 1.

2. On suppose que A esi & coefficients positifs et que la somme
des coeflicients de chaque ligne et de chaque colenne vaut 1 (on dit
que A est une matrice bistochastique). Montrer que A posséde un
serpent ne contenant pas 0.

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

1. & On commence par I'implication facile (i) = (i). Pour 1,J
parties non vides de [1,7] on note Ay la matrice extraite de A obtenue
en gardant les coeflicients a; ; d'indice (i,7) € I x J. Par hypothdse
on peut trouver I (resp. J) de cardinal » (resp. s) telles que Ay = 0
et 7 +5 = n4 1 Soit ¢ € S,. 1l suffit de montrer que o(I) N T # §
pour affirmer que le gerpent S, contient 0. C’est évident, car sinon on
aurait v = |o(I}] < |[[1,r]\J] = n — s, ce qui contredit "hypothese
r+s=n+1l>n. :

e Pour 'implication contraire, on raisonne par récurrence sur n. On
note que si A vérifie (i), toute matrice obtenue & partir de A en permu-
tant les lignes ou les colonnes vérifie encore (i).

Pour n = 1, le résultat est trivial, car A est nulle et »r = 5 = 1
conviennent. Supposons le résultat vrai jusqu'aurang n—1 et considérong
A € M, (R) vérifiant (£). S A est nulle, c’est terminé. On suppose donc A
non nulle et quitte 4 effectuer une permutation des lignes et des colonnes,
on peut SUPposer any, # 0. Notons A’ la matrice extraite A 5,15, [1,n-1]>
Comme @nr, # 0, tous les serpents de A’ contiennent 0. Par hypothise de
récurrence, on peut trouver une sous-matrice nulle de A’ de taille (r, s)
avec r+s — n. Ainsi, quitte A permuter de nouveau lignes et colonnes, on

B
peut supposer que A = (T’%) , ol1 B est carrée de taille s et D carrée

de taille r. Supposons que B admette un serpent qui ne contienne pas 0.
Alors tous les serpents de D contiennent 0. Par hypothese de récurrence,
D admet une sous-matrice nulle D’ de taille (r',8") avec v’ + 5" =7 4 1.
La matrice extraite de A, obtenue en gardant les #* lignes correspondant
aux lignes de I ainsi que les s premiéres colonnes et les s’ colonnes
correspondant aux colonnes de D' est nulle et elle est de taille (', 5+5'),
avec r’'+s+8 =r+s+1 = n+1. Sitous les serpents de B contiennent 0,
on applique I'hypothése de récurrence 4 B et on conclut de méme.

2. Supposons par 1’absurde que tous les serpents de A contiennent 0.
Il existe alors deux matrices de permutation P et (} telles que

ria- (18) -

oll la matrice nulle est de taille (r, s} avec r +s = n 4 1. Mais la matrice
A’ obtenue en permutant les lignes et les colonnes de A est encore bisto-
chastique. La somme des éléments de chaque colonne de B vaut done 1,
de méme que la sommme des éléments de chaque ligne de D. Mais alors la
somme de tous les éléments de B et D est égale A r+s=n 41 ce qui
est, impossible, puisque la somme des éléments de A (et donc de A’} est
égale 4 m. «

Le premier résultat o été obtenu par Frobenius en 1912, En 1915,
Konig en donne une preuve plus élémentaire ¢ laide de la théorie des
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graphes. Les deuxr mathématiciens se sont elors disputé la paternité du

résultat. Le corollaire de la seconde question est di & Kdnig. Il signi-

fie que le permanent d’une matrice bistochastique A, qui est défini par
n

per(Ay= > ] Big(iy €8t strictement positif. En 1916, Van der Waer-
ogES, i=1
den a conjecturé que le minimum du permanent sur le compact formé des

matrices bistochastiques est ¢ €€ inmum n’étant atteint gue pour la

matrice dont tous les termes valent 1/n. Ce probléme est resté ouvert
Jusqu’en 1981 ot il a été résolu indépendamment par Egorichev et Falik-
man. Le beay probléme posé auxr ENS Lyon-Cachan en 1996, en donne
UNe preuve.

Lénoncé suivant constitue une autre présentation de I'exercice 6.3
sur les drapeaur, qui met en évidence ce qui dtait sous-jacent dans celui-
ci : la décomposition de Bruhat. Celle-ci s’¢tablit & partir des opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes utilisées dons la méthode du
pivot de Gauss.

7.18. Décomposition de Bruhat ef drapeaux

On pose G = GL,(K) et on note T le sous-groupe de G formé
des matrices triangulaires supérieures inversibles. On désigne enfin
par D 'ensemble des drapeaux de K™.

1. Montrer, en adaptant l'algorithme du pivot de Gauss, que
toute matrice A € G sécrit sous la forme Ti{P,Ts, ot T; et Ty
sont dans T et oll P, est une matrice de permutation, c’est-a~dire
Py = (8; 0¢j) )1<i,jxn avec o € Sp. Montrer que la permutation o

est définie de manidre unique. La partition G = [ TeP,T; de
oCS,
GL,(K) ainsi obtenue, est appelé décomposition de Bruhat.

2. Montrer que G opére naturellement sur D, de maniére tran-
sitive (¢.e. il n’y a qu’une orbite), et en déduire que D s’identifie &
l’ensemble G/T, des classes 4 gauche modulo T,.

3. On considere 'action de groupe de G sur G/T; xG/T; définie
par A - (X,Y) = (AX,AY). Comment cette action de groupe se
traduit-elle sur les drapeaux? Déduire de la question 1 que l'en-
semble des orbites, pour I"une de ces actions, s’identifie & S,.

> Solution.

1. On va utiliser les matrices correspondant aux opérations élémen-
taires sur les lignes et les colonnes, mais en se limitant & celles qui sont
dans T,. Rappelons ce dont il s’agit. On notera (Ey;}i<:jcn la base
canonique de M, (K}. On appelle matrice de transvection, toute matrice
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de la forme T;;(A) = Id+AE;; avec i # j et A € K. Multiplier une
matrice A & gauche par T;;(A) revient & rajouter & la i-iéme ligne de A, la
j-ieme ligne multipliée par A et multiplier A A droite par T;;(A) revient
4 rajouter a la j-iéme colonne, la 4-ibme multipliée par A, On appelle
matrice de dilatation, toute matrice de la forme D,(a) = Id+(a — 1)E;
ofl & est un scalaire non nul. Multiplier A & gauche (resp. & droite) par
D,(er) revient & multiplier la i-iéme ligne (resp. colonne) par «. Tout
matrice de dilatation est triangulaire supérieure. Une matrice Ty;(X)
lest, pour i < j.

Soit A € G. On construit un algorithme permettant de transformer
A en une matrice de permutation, en la multipliant par des matrices de
transvections ou de dilatations triangulaires supérieures. D’aprés ce qui
précede, on peut ajouter & toute ligne une combinaison lnéaire de lignes
d’indices supérieurs et ajouter & toute colonne une combinaison linéaire
de colonnes d'indices inférieurs. La premiére colonne de A n’est pas nulle
car A € G. Notons 43 le plus grand indice k tel que ax; # 0. En multi-
pliant A par des matrices Ty;, (A), on peut annuler tous les coefficients
ax1 pour k < {1. A P’aide d’une matrice de dilatation, on peut rempla-
cer le coefficient en position (i, 1) par 1 et & l'aide d’opérations sur les
colonnes, on peut annuler tous les autres coefficients de la 4;-iéme ligne.
Notons Aq la matrice obtenue. Comme A, € G. sa seconde colonne n’est
pas nulle. Notons 7» le plus grand indice k tel que le coefficient en posi-
tion (k,2) de A; soit non nul. Comme précédemment, on pent égaler ce
coefficient & 1 et mettre des 0 sur la ip-idme ligne et la deuxidme colonne
partout ailleurs. On vérifie que ces opérations ne modifient pas les termes
de la i3-18me ligne et de la #;-iéme colonne. On continue ’algorithme de
méme avec la matrice Ag obtenue. On construit ainsi une suite injective
1,12, ...,1, d'entlers entre 1 et n, et en notant o la bijection qui envoie
k sur i, la matrice A, obtenue 4 la fin de 'algorithme est la matrice de
permutation P,. La matrice A a été multiplié 4 gauche et & droite par
un produit d'éléments de T, qui est encore dans T,. En cousidérant I’in-
verse de ces matrices, qui sont dans T, on écrit TI]ATZ—l = A, =P,
soit encore A =T P, Ts.

Montrons que la permutation o est définie de maniére unique. Il
suffit de vérifier que, si o et o sont deux permutations et T et TV deux’
matrices de T,, I’égalité TP, — P, T’ impose ¢ = ¢/. On rematque, pour
commencer, que la matrice TP, s'obtient en permutant les colonnes de T
(la j-idme colonne de TP, est la o(j)-i2me colonne de T) et que P, T’
g’obtient en permutant les lignes de T/ (la i-iéme ligne de P, T' est la
ot (i)-ieme ligne de T). Pour tout indice j, les coefficients d’indice {4, j)
de TP, sont donc nuls pour i > o(j). Le coefficient d'indice {0’(3), 7)
de P, T/, cest-a-dire le coeflicient d’indice (7, j) de T’ n'est pas nul,
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car la matrice T’ est triangulaire supérieure et inversible. On en déduit
que ¢’'(j) < o(j). Par symétrie, on a, de méme, ¢'(j) < (7). On obtient
finalement o = o’

Conclusion. On a obtenu GLA(K) = |J TP,T, ol la réunion est
agES,
disjointe, ce qui constitue la décomposition de Bruhat.

2. Si A e Getsid= (Fo,Fi,...,F) est un drapeau, alors
A-d=(A(Fp).A(F1),...,A(F,)) est également un drapeau, puisque
I'image par A d'un sous-espace vectoriel est un sous-espace de méme
dimension. II est clair que cela définit une opération du groupe G sur
I'engemble D des drapeaux. Montrons que cette opération est transi-
tive. Soit (e1,...,en) la base canonique de K" et ¢ le drapeau formé des
sous-espaces Vect(el,....ex), 0 £ &k < n. Soit d = (Fy,Fy,...,Fs) un
drapeau quelconque. On peut clairement trouver une bhase (f1,..., fn)
de K" telle que pour tout k € [1,n], (fi, fz,. .., fx) soit une base de Fy.
L’unique matrice A vériflant A(e;) = fi pour tout 4, est inversible et
vérifie A - § = d. L'opération de G sur 2 est donc transitive, et D est
alors en bijection avec G/Gg, olt G4 est le stabilisateur du drapeau 4. Or
il est clair que pour A € G, A-§ = J si et seulement si A est triangulaire
supérieure. On a donc G4 = T, et D est en bijection avec G/T,.

3. Si d est un drapeau. on considére, avec les notations de la ques-
tion 2, B dans G tel que d = B - 4. On identifie d avec 'élément B de
G/T.. Si A est un élément de G, on a A -B = AB qui s'identifie &
AB-§=A-d Laction de G sur G/T: x G/T, se traduit done, sur les
couples de drapeanx, par I'action naturelle A - (d,d’) = (A -d,A-d'), ol
l'action de G sur les drapeaux est celle qui est décrite dans la question
précédente.

Si X et Y sont dans G, on peut écrire (X,Y) = X(L,.X 1Y). En
décomposant XY en TP, T2, comme dans la question 1, on obtient

(KaXﬁlY) Tl (Tl PO'TQ) = Tl( sy cr)

car Ty et T sont élénments de T;, et finalement (f, ?) - XTI(KK)
Toute orbite contient donc un élément de la forme (I,,,P,). La per-
mutation o est définie de maniére unique, car s'il existe A € G tel que
(I.,P,) = A(T,,P,) = (A, AP,/), alors A est dans T et il existe T € T,
tel que AP, = P,T. D’aprés la question 1, ceci implique ¢ = a’, On
obtient ainsi une bijection de I'ensemble des orbites sur &,,. <

On retrouve ainst le résultat de Dexercice 6.3 . le nombre de classe
de D x D sous l'action de GLy, (K) est n!.

Lorsque gue le corps K est R, le cus le plus probable est celut ot le plus
grand coefficient non nul de lo k-ieme colonne de Ay est toujours sur lo
(n-+1—k)-iéme ligne. On obtient alors lo permutetion 7: k —s n+1-—k.
On peut effectivement démontrer que Uorbite de P, est la plus grande :
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elle est ouverte et dense dans G de sorte que les qutres orbites sond
d’intérieur vide”®.

On termine le chapiire avec une série d’exercices sur les matrices d
coefficients dans Z. Pour les lois usuelles, Mp{Z) est muni d'une struc-
ture d’anneau. On note GL,(Z) le groupe des inversibles de cet anneau.

* 5iM e GL,(Z), il existe N € M, (Z) telle gque MN = NM =1,,. En
passant au déterminant, on a det Mdet N = 1. Done det M est inversible
dans Z et, par conséguent, det M = +£1.

s Réciproguement, supposons que detM = ¢ = x1. Notons N lu
transposée de la comatrice de M. Clest une matrice a coefficients entiers.
Légalité MN = NM = det MI,, = I, monire que la matrice eN, qui
appartient ¢ My (%), est Dinverse de M. On conclut que

M€ GL,(Z) <= detM =1

7.19. Bases d’un groupe abélien

Ktant donné un groupe abélien G, on dit que (e1,...,en) € G"
est une base de G si tout élément z de G s'écrit de manidre unique

= k161+k2€2 +---—|—k;ﬂ6n, ol (kl,kz,...,kn) e Z".

Soit G un groupe abélien, possédant une base {e1,...,¢e,).
1. 8i(e1,...,em) est une famille de m éléments de G, on écrit
i
pour 1 < j < p,g; = Y kije;, avec les ky; dans Z.
i=1
Montrer que (g1,...,6,) est une base de G si, et seulement
si, m = n et la matrice P = (k;;) < j<n est dans GL,(Z).
2. On considere un sous-groupe G’ de G. Montrer que G’ admet
une hase de cardinal ¢ < n.

(]:Bcole polytechnique)

> Solution.
1. e Supposons que {€1,...,Em) est une base de G. Pour 1 < p < m
T

1

on peut écrire e, = Y £ipe;, ol les £;, sont dans Z. On a alors
im1

2. Le lecteur intéressé pourra se reporter & MNEIMNE (R.}, TESTARD (F.), Groupes de
Lie clossiques, Hermanuo, 1986, p. 48-49.
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(%) ep = ée,—p (j; k:jiej> = ;; (Z kﬂelp) €

k3
et, par unicité de 1'écriture, Z k;iip = 0;p. En considérant les matrices

P = (ki) isign € My, m(Z) et Q=1(¢ z5,)1<z<m € M ,n(Z), on obtient

PQ = I,. On enn déduit, en considérant les rangs des matrices en tant
que matrices a coefﬁments dans @, que n — rgl, < 1g P < m. Les deux
bases jouant des roles symétriques, on a, de méme, n 2 m et donec m = n.
Les matrices P et @ sont done carrées de taille n et 'égalité PQ = I,
implique que P appartient & GL,. (Z).

o Réciproquement, supposons que me = 1 et que P est dans GL, (Z);
notons son inverse Q = (f3;)1«,j<n- Le calcul (*) du sens direct montre

que e, = Z £ipe; pour tout 1 < p < n. 1l s’ensuit que les e, sont dans le
i=1
sous-groupe engendré par les g;. Puisque les e, engendrent G, (€1, ...,€x)

est un systéme générateur de G. Il reste & montrer I'unicité de P’écriture
de tout £ € G comme combinaison linéaire 4 coeflicients entiers des &;.
Clairement, il suffit de le vérifier pour 0. Soit (ki,...,k,) € Z" tel que
kg1 + -+ kysn = 0. On a alors

kel

0=> k (é kﬁej) = Z(Zk kﬂ) €,

=1 =1
T

d’oft pour tout 1 £ 1 € n, Z kjik; = 0 et comme ce systéme dont les
i=1

inconnues sont les k;, est de Cramer (la matrice des k;; est inversible

dans M, (Q)), les k; sont tous nuls.

2. On suppose que G’ 3% {0}, sinon la famille vide convient, et on
raisonne par récurrence sur .

e Traitons le cas n = 1. L’application ¢ : ¢ € Z ——— xe; € G est
un isomorphisme de groupes, donc ' (G’) est un sous-groupe de Z, qui
s'éerit aZ avec a > 0. Tout élément de G’ s’écrit de maniére unique kaei,
avec k € Z et (aey) est une base de G'.

& Supposons que 1 = 2 et que la propriété est vérifiée au rang n — 1.
Soit ' un sous-groupe de G, groupe qui posséde une base de n vecteurs

n—1
(€1,...,6n). Considérons G; = 3 Ze; et G} = GyNG'. Alors G est un
i=1
sous-groupe de Gi, groupe qui posséde une base de n — 1 vecteurs. Par
hypothése de récurrence, G posséde une base (ef,...,e,_;) (1 <7 < n).

Si Gy = G/, cest-a-dire si G' C G, la démonstration est achevée,
sinon on considére le morphisme de groupes v : G —— Z défini

i
par V(Z kiei) =k, et on étudie v((z'). (Pest un sous-groupe de Z,
=1
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non réduit & {0}, qui s’éerit done aZ, avec a > 0. Tl existe ¢!, € G’ tel
que plel) =a .
Montrons que (e, ..., ¢el) est une base de 7.
* Supposons quo ko] + -+ ke, = 0, avec les by dans Z. On a
alors

0=w(0) = kr(e)) + kav(e) + - 4 ko(el) = kya.

d’ont Ton tire k., = 0 et Pégalité kel + - + ke_16l _; = 0. Comme
(el .o er_y) est une base de G}, ona k| = -+ = k. = 0.
* 5o € G, alors v(z) appartient & oZ et il existe k, € Z tel
que v{r) = k.o = vike)). Ou en déduit que z — k.l € G} ¢ il existe
ki, oo ke_y dans Z tels quo @ — kel = kel + - ke_yel_ . On obtient
doue & =kiej + -+ + k.ol

On conclut que (e}, ....e,) est unc base du sous-gronpe G’ de G,
avec v < n. <

Un groupe abélien possédant une base de cardinal find est dif libre de
type fini. Le cardinel n d’wne base quelsongue est appelé rang du groupe.
Un tel groupe est isomorphe 6 Z". La question 1 de [exercice montre, en
particulicr, que 51 Z™ est isomorphe & £, alors m = n. La question 2
démontre qu un sous-groupe d’un groupe libre de type Jini est Libre de type
find. En particulier, loul sous-groupe de Z™ posscde une base comportont
meins de novectenrs.

On cherche dans Uevercice suivant & déerive los vecteurs-colonnes qui
pewvent figurer dons wune matrice do GL, (Z). Quilie & dchanger dewr co-
lonrnes, on pewl se lisndter @ lo premiére. Au vu do Uexercice précédent,
te probléme s'interpréte comme suit @ & quclle condition un vecieur de
Z" pout-il éire compldtd en une base de 77 {ou sens défing dans Uexer-
gice précédent) 7 Une autre solution de ce probléme sera donnde dans le
chapitre sur le déterminant du tome 2 dalgébre.

7.20. Premiére colonne d’une matrice inversible de M, {7)

1. Soit u=(u,...,u,) € Z" et

Vi o
n
ol (:E, PR :rn) — Z Ui
i=
On suppose qu’il existe z € Z" tel que u{r) — 1. Démontrer

que 7" = Fa: 0 Ker 4.

2. Prouver gue x € Z" ost la premiere colonne d’nno matrice
wversible de A4, (Z) si, of sculement si, ses composantes sont des
nembres premicrs ensre eux.

(Ecole polytechnigue)
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> Solution.

1. Tl faut préciser la notation & puisqu’il ne s'agit plus de la somme
directe de sous-egpaces vectoricls, Si G est un groupe abélien et s1 Hy .. .,
H; des sous-groupes de G, on écrirva G — Hy & - - @ 11, ¢ tout élément
g de G g’écrit de manicre unique sous la forme g = hy + - 4+ by avec
{hi,.... h;) € Hy x - x Hg. On remarque qu'il suffitc de vérifier 'unicisd
pour 0.

Soit done x € Z" tol que 4(z) = 1. Ponr y € 27, considérons k = o(y)
et z = iy — kx. Comme 7 est visiblement un morphisme du groupe 7
dans Z, on obtient

i(z) = aly) — kit(z) =k — k=0 et zcKerd.

Par conséquent, ¥y = kx + z € Za + Kor w.
Sika+z=0avec z € Kerti et & € Z, on obtient, en prenant Pimage
par 1,
O=ki(x)+8(z)=k+0=k o z=0.

On coneclut que

- Zad Keri

2. e La condition proposée est néeessaire. Bo offer, soin M € GL(Z)
et (C.Cy,...,Cy) ses colonnes. Soit d le pged des coeflicients de la
premidre colonne. On a

1 .
det M = 41 = det(C), Cy....,C,) = ddet ( 01,0, G ) € dE,
S —— ——————
T, (2)
donc d est néeessairoment dgal A 1. Les composantes de () sont done
des nombres premiers enire eux.
e Inversement, soit © = (x ...,%,) € Z" dont les composantes

sont des nombres pronners cux. Dapris Uidentité de Bezonrt, il existe
(u),...,uy) € " tel que

1wy + -+ iy,

Notons @ Papplication

I
(g, oga) €7 — 3 uigs € 2.
i1

Par construction, on a #{x) = 1. De la question précédente, on déduit
done 2" = Zr & Ker w. Puisque Ker @ st un sous-groupe de 7, 1l exisie,
d’aprés I'exereice précédent, €o, .. ., £, dans Z7, tels que

Kerti = Fey & - Ze, ot done Z" =Zx O Zeg D -+ @ Fe,
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On vérifie alors facilerent que (i, €a,...,2.) est une base de Z"
On a donc forcément » = n et la matrice de cette famille dans la base
canonique de Z" est dans GL,{(Z). Sa premiére colonne contenant le
vecteur x, on a lo résultat souhailé. <

Intéressons-nous d la notion de matrices équivalentes dans M, (Z).
Comme dans M, (K), deur maetrices A of B de M {Z) sont dites
dquivalentes §%l existc deur matrices Poet Q de GL,(Z) telles que
B = PAQ. Cest unc relation d cquivalence. Les clusses d'équivalenee
dans M, (Z) ne sont plus paremétrées par uwn seul endier (le rang),
comime dans M (K), mais par ane suile finie d’enticrs. Loutil essentiel
de Pexercice suivant est Dalgorahme du pivot de Gauss,

7.21. Matrices équivalentes dans M, {Z)

On note G le sous-groupe de GL,,(Z) engendré par les matrices
de la forme [ 2E;; et 1 + oE;; pourtout 1 < i, < m, i # jeta € Z
Ou cnvisage la relation R dans M, (7). définie ponr A ot B
dans M, (Z) par
ARB < 3(P.Q) € G°. A = PBQ.
1. Moeniror gque R est nne relation d’equivalence.
Pour A = () 15i,9, € M (Z) non nulle, on note

()I(A) - min{iaU

A4 €0, ay #£ 0}

2. Montrer qu'il exisle daus Ja classe d’équivalence de A une
matrice N = (n3)14i. 500 telle que d{N) soit minimal dans cette
classe et d(N) = .

Montrer que 717, divise les ny,, puis qu'il divise les ng;.

3. Moutrer gue 'on pont trouver N de la forme

N = Diag(n . kingg, krkan g, .. k- Baoama),

ol les &, sont dans N,
4. Déduire de co qui précede qne Gos= G (Z).
(Ecole polytechnigue)

> Solution.

1. Soit A, B et C dans M, (Z).

Comme I € G, car (& est wn sous-groupe, et que A = [AL onra ARA -
la relation R est réflexive.

Supposons ARB. 1l existe alors P et Q dans G tels que A = PBQ,
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Mais alors, on a B = P7TAQ™", on P! et Q7! sont dans G @ R est
syInétrigue.

Supposons ARB et BRC. Tl existe done P, Q. R et S dans G tels
que A = PBQ et B = RCS, On en déduit que A = (PR)C(SQ} et ARC,
puisque PR et SQ sont dans G. La relation cst transitive. C'est done une
relation d’équivalence.

2. &« Notons Tyi(a) = [+ ali; pour l £ ¢ # jSnetaecZ T
s'agit [& d'une matrice de transvection. Rappelons rapidement Ueffet de
la mltiplication par Ti;(a) : si M € A, (Z) est de colommes (Cq,..., Cy)
el de lignes (Ly, ..., Ly}, la matrice Ty; (a}M est la transformée de M par
lopération élémentaire L; «- L; + al;. De moéme, la matrice MT,;;(a)
est la transformée de M par Popération élémentaire C; « C; 4 aC,.
La multiplication a gauche par I — 2E;; correspond & L; «— —L;, el la
multiplieation a droite 4 C; « —C;.

Il est possible de trouver dans (¢ une matrice réalisant la permittation
de deux lignes ou deux colonnes, En effet, le lectenr vérifiera aiséiment
que la matrice (T —2E;) Ty (-1 T (UTH(-D e G (I <4, 7 <n, i # j)
effectue, par multiplication a gauche, I'opération élémentaire L; « L;.
De méme, T;(—1)Ti; (1) Ty (—11{1 = 2E;;) € G effectue par multiplica-
tion & droite Popération C; « C;. Comme les transpositions engendrent
le groupe symétrique, G contient donce toutes les matrices de permuta-
tion,

Tl en résulte que dans la classe d’équivalence de A € GL,.(Z). on
trouve toutes les matrices obtenues A partir de A par une succession
d'opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes telles que nous
venons de les déerire.

e Oun remardue que si A est en relation avec B, alors I3 #£ 0 ¢t d(B) est
donc défini. 1.’ensemble des (B}, pour B décrivant la classe d’equivalence
de A, cst une partic non vide de N*. Elle admet done un plns petit
élément. Prenous N = (ni;}<;i jon dans la classe de A telle que d{N)
soit ce plus petit élément.

Soit. (i, jo) € [1,n] tel que |ng;| = d(N}). Quitte a effeciner
I'opération élémentaire L;, <> L, on peut supposer ip = 1 : on resle bicn
dans la classe de A et d(N) est inchangé. Quitte a effectuer Popération
C,, « Cy, on peut également supposer que jo = 1. Enfin, quitte a effec-
tuer l'opération C; « —Cy, on peut supposer n1; > 0. On a done trouvé
N dans la classe de A telle que d(N} soit minimal avee d(N} = ny .

e Soit 2 £ 5 < n. Opérons la division euclidicnne de ny; par ny;.
Mexiste g € Z et 0 € r < nyg — 1 tels que nyy = ny g + r. Effectuons
l'opération élémentaire, C; « C; —¢C,. Le coeflicient d’indice (1, 5) de
la matrico obtenue, toujours équivalente a A, est . Comme » < d(N) la
minhmalité de d{N} impose r = 0. Dong mig|ny;.

On nontre de méme en agissant sur les lignes que nq divise les ngy.
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e En effectuant pour chaque 2 < § < n, Popération C; — ¢;C; ou g;
est le quotient de ny; par nq1, on trouve dans la classe de A une nouvelle
matrice N' = (n};)1<i,j<n, avec nh; = nyy, le_s ni; =0, niy = ng et
My = Ny — ginit = 1y (mod ni) pour 2 <4, < n.

Soit 2 < 4,7 < n. On effectue sur la matrice N’ opération élémentaire
Cy « C1 + C;. On obtient alors une nouvelle matrice N = (nf}) 1< j<n
dans la classe de A avec toujonrs ny| = ny; = d(N).

Ce qui était valable pour N le reste pour N” : n;; divise encore les
ng = na + ni; = nf; = ng (mod nip). Autrement dit, nqy divise ny;.

3. A partir de la matrice N construite a la question 2, on construit
une matrice équivalente telle que ny = 0sii > 2etny; = 0sij = 2. Pour
cela, on effectue, pour 1 = 2, les opérations élémentaires L; « L; — ? Ly,

ce qui améne des 0 sur les termes de la premiére colonne, sauf le premier,
puis, pour j = 2, les opérations élémentaires C; +— C; — :%Cl, ce qui
amene des ( sur les termes de la premiére ligne, sauf le premier (sans
toucher a la premitre colonne). Ceci est possible, car tous les termes
de la matrice sont divisibles par n;; et le restent aprés chacune de ces
transformations. D’aprés ce qui précéde, on peut donc trouver dans la
classe de A une matrice que nous noterons encore N du type

11 0 ... 0

?111A’

11 est naturel de procéder par récurrence sur n, pour démontrer le résultat
demandé. La propriété est évidente si n = 1. On suppose qu’elle est
vérifiée ay rang n — 1 et on la démontre pour une matrice de taille n.

e Si A’ =0, on prend simplement k; =0 pour tout 1 <4 n— 1.

e 51 A’ #£ 0, d’aprés Ihypothése de récurrence, il existe des matrices
P et Q de taille n — 1 qui sont produits de matrices de taille n — 1
du type I — 2E;;, T;;(a) ou de leur inverse et ky, ..., k, dans N tels
que PA'Q = N ot N’ = Diag(ky, k1k2,..., k1 .. . kp.1). Comme on a
(1-2E;)"' =1 92Ey; et Tij(a) ' = Tyi;(—a), la matrice P est produit
de matrices de taille » — 1 du type I — 2E;; ou Ti(a). Si M =1 — 2E;
ou M = T;;(a), la matrice

M

0

est une matrice de taille n faisant partie des générateurs de G décrit par
I'énoncé. 1] s’ensuit que, d’aprés la régle de multiplication des matrices



7.21. MATRICES EQUIVALENTES DANS My, (Z) 357

1 0...0
0
par blocs, la matrice P/ = ] p est dans G. De méme,
0
1 0 ...0
0
Q = . Q est dans G. Il en résulte que P’N(}’ est encore
0
dans la classe de A. Ainsi, on a
1 0 ... 0 11 0 ... 0
0 0
! L— —
PNQ = n11 PA'Q) h ny N
0 0

- Diag(nu, k1ﬂ11, k1k2'n‘111, P k‘l - kn_lnn).

1

C’est le résultat recherché.

4. On garde les notations de la question précédente. Si on prend
A € GL,(Z), alors N € GL,(Z) et det N = 1. Les coefficients n; et
les k; sont forcément égaux a 1. La matrice A est donc équivalente a 1,
et A € G. On conclut que . <

Puisque G est égal ¢ GL,(Z), la relation R coincide avec la no-
tion de mairices équivalentes dans My (Z). La question 2 de Uexer-
cice démontre que toute matrice est équivalente ¢ une matrice de la

forme Diag(dy,dg,...,dn), 0tt di,...,dn sont des entiers naturels tels
que di|dz|- - - |dn. Signalons qu'on a le résultat d'unicité suivant : soit
(did1<icn: (& heicn devr suites d’entiers naturels telles que dy|dz| - - - |dn

et di|dy|---|dl,. Si les matrices Diag(dy,dz, ..., dn) et Diag(dl,. .. dy,)
sont équivalentes, olors d; = d pour tout ¢. Autrement dit, une classe
déquivalence est paramétrée par une suite de n entiers naturels (d;)1g<n
telle que dy|dz| -+ |dn.

Le lecteur est invité a regarder comment ce résultat se généralise auz
matrices d coefficients dans un annecu principal quelcongue.

Pour terminer, on peut noter que l'exercice a aussi prouvé que 'en-
semble formé des matrices de transvections Ty;(a) 4 coefficients entiers
et des matrices | — 2E,;, qui sont des matrices de symétries hyperplanes,
engendre le groupe GLn(Z). On se reportera au chapitre sur le groupe
linéaire, dans le tome 2 d’algébre, pour des compléments et des utilisa-
tions de ce résultat.

On peut donner de Uexercice précédent une belle application : lo clas-
sification des groupes abéliens finis. Cet exercice compléte Uexercice 2.20
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du chapifre sur les groupes, qui éludiait Dunicité de la décomposition
en produit de groupes cycliques. On suppose connus les définifions et
résultats de exercice 7.19.

7.22. Structure des groupes abéliens finis

Oun rappelle le réaultat établi & 'exercice précédent : pour toute
matrice A de M, (Z), il existe P et Q dans GL,(Z) et un n-uplet
(dy,...,dn) € N" tels que

di|da| - ldn et PAQ = Diag(dy,da, ..., dn).

1. Soit G un seus-groupe de Z". Montrer qu’il existe une base
(€1,...,€n) de Z™, un entier r > 0 et (di,...,dr) € (N*)", vérifiant
dyldal- -+ |dr et tels que (dygy.deea, ..., dree) soit une base de G.

2. On considére un groupe abélien fini H. Moutrer qu’il existe un
entier r > O et des entlers dy, . .., d,.. supérieurs a 2, avec dy |da| - - - |dr
tels que

H~Z/d|Z x Z/dyZ x - x L dy 2.

> Solution.

1. D’aprés 'exercice 7.19, il existe r 2 0 et une base (ef,... &)
de G. Considérons la matrice A de M,(Z) dont les vecteurs colonnes
sont e,...,ep, 0, ..., 0. Le rang de A, vue comme matrice & coefficients
rationnels, est r, car ses r premiéres colonnes sont Z-libres et donc Q-
libres, D'aprés ['exercice précédent. il existe (dy,...,dn) € N, vérifiant
dylda| - jdn et P et Q dans GL,(Z) tels que

PAQ = Diag(d, da, ..., ds) = D.

Le rang de la matrice PAQ) est r, comnie celui de A. La matrice D a donc

7 termes non nuls sur sa diagonale. La condition d,|dz|---|d, entraine
qued; =2 1st¢<retdog;=0dans le cas ou r < n,
Considérons les vecteurs-colonnes £1,...,2, de P~'. La matrice

de passage de la base canonique By de Z™ (qui est celle de Q") &
(E1,...,En) est P71 qui appartient & GL,(Z). Le systéme (g1,...,&p)
est done une base de Z%, toujours d'aprés 'exercice 7.19. La matrice
du systeme (dig5....,d2.,0,...,0), dans la base By, est alors P7D,
Notons (Cy,..., Cr) les vecteurs-colonnes de P71D. On a ainsi

C1=d161, e cr=dr61», Cr+1:“':Cn=O.

L’égalité P~'D = AQ entraine que C;....,C, sont des combinaisons
linéajres & coefficients entiers de e, . .., e, et appartiennent donc &4 G. Le

?



7.22. STRUCTURE DES GROUFPES ABELIENS FINIS 359

systéme (Cy,...,C,) est Z-libre, car Q-libre, puisque rg AQ =rg A =r.
Enfin, on conclut de Igalité A = (Cq|--+|CJ0] - |0)Q ", que les
colonnes de A, c’est-a-dire les vecteurs ey,...,e,, sont combinaisons
linéaires & coefficients entiers de Cy, ..., C,.. Tt en résulte que Cy,...,C.,
engendrent G tout entier. Le systéme (C;)igigr = (0:€i)1gigr cONStitue
donc une base du groupe G.

Conclusion. On a trouvé une base (£1,...,&,) de Z™, des entiers
di > 1 tels que dyjda| - |dy et (d1£1,d262,-. ., drE,) soit une base de G.

2. Onnote Z1,...,In les éléments de H et on considere le morphisme
de groupes

f:(kl,,,.’kn)Eznl—ikl.’:ﬂl‘l""’*l"knﬂ;n e H.

L’application f est surjective et d’aprés le théoréme d'isomorphisme, on
a Z"/Ker f ~ H.

D’aprés la question précédente, il existe une base (g1,...,£4) de Z,
des entiers non muls dy, ..., d, tels que dq|dz|--- |dr et (d151,...,dr&r)
est une base de Ker f. Considérons Iapplication ¢ qui, & X € Z"
associe le systdme de coordonnées de X dans la base (g1,...,eq). Il
s’agit d’un automorphisme du groupe Z™, pour lequel on a p(Z") = Z"
et p(Ker f) = d1Z x - - x dp 5 {0},

Le lecteur se convaincra facilement que dans ces conditions, on ob-
tient

H e 27 Ker f o o(Z7)/p(Ker £) = 2%/ (12 % -+ x doZ x {0}™77)

et donc
He (Z/dZ) % -« x (E)dpZ) x Z % +++ X L.

Comme H est fini, on a nécessairement v = n et
He~ (Z/d2) % - x (L/dnZ).

En notant s le plus petit entier tel que d; = 2 (qui est défini dés que H
n'est pas réduit & Pélément neutre), il vient

|He (2/d,2) x - x (Z/dnZ)|

et la suite (ds,ds4q,..-,dn) a les propriétés voulues. <
On se reportera a Uexercice 2.20 du chapitre 2 (Groupes) pour une
démonstration de Uunicité des d;.

Le résultat suivant tient plus de Uarithmétique que de la théorie des
matrices. Il démontre que dans la résolution d’un systéme lindaire de
m éguations ¢ n inconnues, avec n > m, et dont les coefficients sont
entiers, on peut toujours trovver des solutions «pas trop grandess.
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7.23. Lemne de Siegel

Soit n et m dans N*, avec > e A = (aij) 1, em © Moo {20,

1l jume
On suppose quiit existe ane cntler o > 0 tel que ]l(zz_jJ < 0, pour
tout {1, 51 € [1,m] « [1,n].
Montrer quiil existe X € 77, X # 0, tel que AX = ( ot tol gue,
£
€2
si X = . . on ait. pour toud j € [1,n]

T

x| < (na);fﬁ 41

(Ecole nornale supérieure)

e Solution.

e Romarquens, pour commencer, e le systéme lindaire AX = ()
admet des solutions non 1ulles dans (37, puisqu’ll a m égnations ot n in-
connis avee m < 1. 81 X € Q" est une solution nou nulle, en nuliipliant
X par un entier convenable (par exenple le produit des dénominateurs
des coardomnées de X)), on obtient une solution dans Z". La question
consiste & trouver une solution enticre gassez petiter.

¢ Si on trouve deux vecteurs distincts de Z7, X et X' qui vérifient
AX = AX’, om obtiont un vecteur do noyan de A, a savoir X — X/, 1.idée
de la démonstration cxt la suivante ; choigir des vecteurs de Z* dans
ure partic bornde de B et en choisir suffisamment pour étre siie d'cn
trouver — par unc application du principe des tiroirs de Divichlet — deux
qui ont la méme nnage par A. On notera || || la norrue infinic, que ce soit
dans B™ pu dans R™.

s On va commencer par estimer |AX|] en fonction de || X||. On note

L i
&g u2
X = . ot Y=AX= . .
. Ware
r‘. T
On a pour tout @ € [Lom], ly;| = | Y x| < 5 Jaylle;] € nallX]| ot
J= =1
donc
HAXI| < ne X

s Soit M ¢ N. On wote By la houle ferinée de BY | centrde en 4,
de rayvon M pour la norme || ||. Un vecteur X € 27 est dans By si ot
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Ce livre est le premier tome d'un recueil dexercices réso-
lus des oraux des €coles normales supérieures et de I'€cole
polytechnique, qui en comportera finalement six. L'ensemble
de l'ouvrage offre un trés large panoramoa des exercices
posés ces dix dernieres onnées.

les auteurs ont tenu a présenter les solutions les plus
pédagogiques possible, essayant « d'exposer clairement les
idées et démarches de raisonnement, sans pour autant esca-
moter les détails ou calculs qui peuvent paraitre évidents, »

A ce niveau les énoncés proposés aux candidats sont sou-
vent des résultats intéressants par eux-mémes. Les auteurs
ont fait I'effort de les identifier et de les présenter, autant que
possible, dans leur contexte naturel. C'est ainsi qu'a l'intérieur
d'un chapitre, les exercices sont regroupés par thémes, et que
chaque chagitre est précede d'une introduction historique.
Tout au long du chapitre, les exercices sont insérés dans un
texte de présentation qui tour & tour dégage des idées géne-
rales, apporte des prolongements ou effectue quelques rop-
pels de cours.

Ce livre s'adresse naturellement aux ¢léves des classes
preparatoires, mais il sera également tres utile aux candidats
a l'agrégation qui y trouveront de nombreux développements
pour leur oral. Ces exercices constituent aussi un excellent
" complément & la préparation a I'éerit du CAPES. Ce premier
tome, qui comprend de l'algebre générale (combinatoire,
groupes, anncaux et corps) et linéaire (espaces vectoriels,
matrices), est accessible aux étudiants de premiére année.

Dans cette seconde édition du premier tome, qui voit le jour
alors que les deux derniers (Rlgebre 3 et Analyse 3) restent &
paraitre, figurent 24 exercices nouveaux.
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