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AVERTISSEMENT

Le présent ouvrage est le deuxiéme des cing tomes d’un Cours de Mathémati-
ques écrit d lintention des éléves des classes de Mathématiques Supéricures et de
Mathématiques' Spéciales (tyvpes M, M’ P, P' et T). Il est conforme aux
programmes uctuellement en vigueur.

Au prix de quelques compléments, nous avons fair en sorte que louvrage soit
utilisable par les étudiants du premier cyele scientifigue des Universités.

Conscients du foit quw’'un cours de mathémutigues peut s'organiser de bien des
Jagons, et désireux de respecter le choix des professeurs — auxquels hous iwavons,
naturellement, pas Uintention de nous substituer — nous avons groupé dans chacun
des cing tomes un ensemble cohérent auquel le lecteur pourra se reporter sans
hésitation.

Les deux premiers tomes sont consacrés a UAlgebre et a ses applications a la
Géomeétrie. L’Analyse fuit Fobjet desTomes 3 et 4. Tome 3 : Topologie et €léments
d’analyse; Tome 4 : Séries, équations différentielles et intégrales multiples. Le
dernier tome traite des Applications de 'Analyse a la Géométrie.

o Nous nous sommes efforcés de respecter un muximum Uesprit des program-
mes; il nous est toutefois arrivé de traiter certaines questions sous un angle plus
geénéral que celui qui y figure explicitement. Nowus lavons fuit avec modération : Cest
ainsi que nous avons etudié quelgues généralites sur les modules, cependant sans
aller jusqu'd lu notion de module de type fini.

e Nous avons apporté le plus grand soin au choix des notations. La
termtinofogie utilisée est en général celle des programmes et de leurs commentaires.
Quuand, en de rares occasions, ROUs ROUS en soMMes ecartes, celd a été fait dans un
but de simplification, avec la caution de N. Boursaki dont lautorité est unicerselle-
ment reconnue. C'est ainsi que

—  pour nous, tout anteau possede un elément-unité, ce qui dispense de parler
d’anneau unitaire (ou unifére),
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— nous imposons a toul morphisme d'anneaux de transformer élément-ynité
de Tobjet en celui de limage, ce qui évite Cintroduction de la notion de
représentation,

— nous imposons d fout unneau intégre d'étre commutatif.

o Afin de nous adapter aux exigences des divers utilisateurs de notre ouvrage,
nous avons utilisé deux corps de caractéres, les plus petits étant consacrés

— d'une part g des remarques, exemples et contre-exemples qui doivent étre
considérés comme formant un tout uvec le texte imprimé en caracteéres nOrmaux,

— daurre part ¢ des compléments réservés ¢ une « seconde lecture » et qui, en
Juit, Sadressent aux éléves des clusses M' et éventuellement a ceux des clusses T.

o Nous avons utilisé le signe 7], qui peut se lire : « la proposition en résulte »,
pour matérialiser lu fin d'une démonstration et annoncer introduction dune idée
nouvelle.

o Le double astérisque, * ..., permet disoler un résultat faisant intervenir des
rotions qui wont pas encore éte érudices dans le Cours, mais gui sont connues du
lecteur ( a charge pour celui-ci de s'assurer qu'il W'y a pus de cercle vicieux ).

o Le sypstéme de repérage est simple : le numéro du tome est indigué en chiffres
romains, ceux du chapitre, du sous-chapitre et du paragraphe en chiffres arabes.
C'est ainsi que 1.5.6.2 renvoie au second paragraphe du sixieme sous-chapitre du
cinguieme chapitre du tome 1, ( le numéro de tome w' étant pas spécifié lorsqu’il v’y a
pas d’ambiguité ).

Des exercices sont adjoints d chagque chupitre. Bien gu'ils soient de difficuleé
inégale, nous n'avons pas jugé bon de les repérer pur des lettres avertissant le lecteur
de leur difficulté croissante. En principe, les plus faciles sont en 1éte de chaque série.

Les AuTEuRs
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FORMES BILINEAIRES
SYMETRIQUES
FORMES QUADRATIQUES

§ Dans ce chapitre, K est un corps commutatif, de §
caractéristique autre que 2.

1.1. GENERALITES

1.1.7. Formes bilinéaires sur £ x F

Nous allons compléter les résultats du 1.9.1.7 sur les applications bilinéaires.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie ou infinie.

1° DerFmNiTioN. — On appelle forme bilinéaire sur E x F toute application
bilinéaire de £ x F dans K, c’est-a-dire toute application ¢ de E x F dans K
vérifiant les deux conditions :

i) Pourtout ye F ¢(.,y) : x —= @(x, y) appartient a E¥;
ii) Pour tout x € E, ¢(x,.): y +—> @(x, y) appartient & F*.

ExemPLE. — Lecrochetde dualité < >p :(x*, x) — x*{(x), fencontré au 1.9.3.] est une forme
bilinéaire sur E* x E.

Par simple application de 1.9.1.1, nous pouvons énoncer :

Prorosition I. — L'ensemble des formes bilinéaires sur £ x F est un sous-
espace du K-espace vectoriel K£*F; on le note &, (E, F).

Terminons cette introduction par une proposition dont la démonstration
est immeédiate :

ProrosiTioN 11, — Soit ¢ € %, (E, F). Pour tous sous-espaces vectoriels E' de
E et F' de F, la restriction de © 4 E' x F' est une forme bilinéaire sur E' x F'.

K

2° Applications linéaires associées a une forme bilinéaire. — Soit
¢ € 2,(E, F). |

THEOREME ET DEFINITION. — Les applications :

du,:Fw»E"; y—o(.,y) et g, E - F* x — 0(x,.)
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sont linéaires; elles sont respectivement appelées application linéaire associée d
droite 3 @ et application linéaire associée a gauche a .

Les applications ¢ — d, et ¢ +— g, de #,(E, F) dans Z(F, E*) et
X (E, F*) respectivement sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.

Déja démontré, dans un contexte plus général au 1.9.1.1, 2°. il
La définition précédente entraine la relation fondamentale :

Vi, )eE x F o(x,y) = {dp(y), X2 = {go(x)yor (1)

PRoOPOSITION. — Les notations étant celles de la définition précédente, et ¢ (resp. \ 5) désignant
P'injection canonique de E (resp. F) dans son bidual, on a :

go="W) =g et dy="(gg}=¥p 2)

En utilisant la définition de ‘(d,) : E** — F*, pour tout (x,y)e E x F,ona:

{do(y), xop = (Ygplx), dy(¥ pr = ('(dg) = WeNX) ¥oF,

et, d’aprés (1) :
{golx) ¥or = ({dg) > We)x) yoF

Ceest la premiére relation (2). En outre 4, et g, jouent des roles symétriques. |

3° Rang. — THEOREME ET DEFINITION. — Si I'une des applications linéaires d,,
ou g, associées i une forme bilinéaire p € &, (E, F) est de rang fini r, Fautre est
aussi de rang fini r, et on dit que @ est de rang fini r.

En premiére lecture, on pourra se limiter au cas ol E et F sont tous deux de
dimension finie; on trouvera au 1.1.1, 6° (qui peut étre étudié d’ores et déja) une
démonstration matricielle du théoréme et on constatera que, dans ce cas, toute
¢ € .%,(E, F) est de rang fini.

Dans le cas général, le théoréme résulte des égalités (2) et du lemme qui suit, compte tenu de ce
que la composée d une application linéaire de rang fini p et d’'une application linéaire quelconque est
de rang fini p' < p (ainsi que cela résulte de la démonstration de la proposition du 19.2.4, 3%). ]

LEMME. — Soient E et F deux K-espaces vectoriels, et u € & (E, F), de rang fini. Alors ‘u est de
rang fini, et 7g (‘u) < rgu

Utilisons les notations et les résultats du 1935 3% Nous constatons aisément ;
Im () < (Ker u}t. Or (Ker 1)1 est isomorphe 3 (E/Ker w)* qui — d’aprés E/Keru = Im u — estici
de dimension finie, égale & rg u.. 0

REMARQUE. — Le lemme, et dong le théoréme, ont été obtenus sans recours au théoréme de Zorn;
si on accepte ce dernier, on peut montrer Im ('u) = (Ker u)L et renforcer le lemme sous la forme :
u € #(E, F) est de rang fini si, et seulement si ‘v est de rang fini, et alors rg ('u) = rg u.

4° Orthogonalité. — Soit ¢ € #,(E, F). Posons :

DEerFiNITION 1. — On dit que x € E et y € F sont ¢-orthogonaux, et on note
x 1 y, si, et seulement si ¢(x, y) = 0,
3

Dans le cas ot la forme bilinéaire ¢ est un crochet de dualité, 'orthogonalité
a deja été étudiée au 1.9.3.1. Nous allons étendre les résultats obtenus & cette
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occasion. Notons d’ailleurs que, d’aprés (1), pour tout (x,y}eE x F, les
assertions suivantes sont équivalentes :

1) xLly; i) d(» L x: iy go(x) L y.
@ ¢ SE { OF

En général, il n'y a pas d’ambiguité sur la forme ¢, ce qui permet d’omettre
¢ dans le vocable @-orthogonaux et dans la notation x 1 y.
L

e Le lecteur vérifiera sans difficulté :

THEOREME ET DEFINITION 1I. — Pour toute partie A = E, Pensemble
A ={yeF|Vxed o(xy) =0}

est un sous-espace vectoriel de F, appelé sous-espace orthogonal de A.
Pour toute partic B — F, I'ensemble :

Bl = {xeE|¥yeB ¢(x,y =0}

est un sous-espace vectoriel de E, appelé sous-espace orthogonal de B.

REMARQUE. — Quelques précautions sonl & prendre avec ce vocabulaire et ces notations lorsque
E = F. Soient par exemple E = F = K?; (¢, e,) désignant la base canonique de K?, on constate
aisément que :

©: (G, + Eiey, My + Mye) v EN,

est une forme bilinéaire sur K? x K2

Ona:e, L(e + e;), mais on n'a pas {e, + e,) L ¢,. Si, dans la définition 1L, on adopte
A = Ke, on obtient 41 = K?, mais si on adopte B = Ke, on obtient B = Ke,.

Nous verrons qu'il 0’y a pas d’ambiguité lorsque, E étant égal & F, la forme ¢ est soit symétrique,

soil antisymétrigue (seuls cas que nous envisagerons dans la pratique); & ce sujet, le lecteur pourra
étudier l'exercice 1.8,

THEOREME ET DEFINITION TTI. — Pour teut couple (4, B) de parties 4 — E et
B < F, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) A< B ii) Bc A
Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que les parties A et B sont orthogonales et on écrit
AL B
Chacune des assertions se lit en effet :
Pour tout (x, y)€ A x B, x et y sont orthogonaux. [l

o Propriétés de Porthogonalité. — On vérifie aisément (le signe + dési-
gnant l'addition des parties) :

d) Pour tout couple {C,, C,) de parties de E {resp. F):

C,c(, = Cf = CH (C, W Cyt = Ct ~ CHs
Ct4+CEc(Cy NGyt CHChc(Cy+ Cy*
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(dans cette derniére inclusion, il y a égalitési0 e C, n C,, et, en particulier, si C;
et C, sont des sous-espaces).

by Pour toute partie C de E (resp. F):
CL = (Vect (C)*; C < (CY*  (que Yon note C+4).
¢) Pour tout sous-espace H de E (resp. F) :
H' o (H4)*: et Ht = (HH  (cf. a) et b))
et donc HY = HY*L ou HLL désigne (HY)4)
4 ({0} = F; ({0} = E

5° Nen dégénérescence. — Soit ¢ € ¥ ,(E, F). Remarquons qu’avec les
notations du 2° :

Kerd, = E* et Kerg, = F*
ce qui entraine :
Imd, = F/E- et Img, = E/F- (3)

Dr’aprés ’étude du rang, les espaces vectoriels F/E' et E/F! sont ainsi, soit tous
deux de dimension infinie, soit de dimension finie commune.
Posons :

DEeFINITION I. — Le noyau E* de d,_ et le noyau F* de g, sont respectivement
appelés noyau d droite et noyau d gauche de ¢.

Derinrmion 11 — On dit que @ est non dégénérée si, et seulement si d, et g,
sont des applications injectives, ce qui sécrit :

Et = {0.} et F+ = {0.}.
Dans le cas contraire, on dit que ¢ est dégénérée.

REMARQUE. — Bien que 4, ¢t g, soient de méme rang, 'une d’elles peut éire injective sans que
l'autre le soit.

Voici une importante propriété des formes bilinéaires non dégénérées.

THEOREME. — Soient ¢ une forme bilinéaire non dégénéréesur E x Fet H un
sous-espace de E. Pour que H soit de dimension finie, il faut et il suffit que le sous-
espace H* de F seit de codimension finie, et on a alors :

4) codim,H'=dimH e H'*=H (5

En considérant la restriction ¢’ de ¢ & H x F, qui est une forme bilinéaire
sur H x F (proposition IT du 1°), et en utilisant la non dégénérescence de ¢, on
constate que le @-orthogonal de F est {04}; les espaces vectoriels F/H' et
H/{04}, qui n’est autre que H, sont ainsi soit tous deux de dimension infinie, soit
de dimension finie commune, ce qui se traduit alors par (4).

Dans ce dernier cas, on peut méme appliquer (4} 3 H+* dont I'orthogonal
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HiiL = HY est de codimension finie: on obtient ainsi :
dim H+* = codim; H* = dim H.

Compte tenu de H < H*4, il en résulte (5). ]

REMARQUES. — a) Les formules (4) et (5) valent, en particulier, lorsque E et F sont de dimension
finie, et @ est non dégénérée.

b) Le raisonnement précédent permet de montrer que, pour toute ¢ € £ ,(E, F), 'orthogonal
H' d'un sous-espace H de dimension finie de E est un sous-espace de codimension finic de F, et que
codimy HL < dim H.

COROLLAIRE. — Soient ¢ une forme bilinéaire non dégénéréesur E < F, H, et
H, deux sous-espaces de dimensions finies de E. Alors :
Ht + Hf = (H, ~ Hy)~ (6)

— Sans quintervienne 'hypothése de dimensions finies de H, et H,, nous
avons (cf. 49)

FAHf = (H, + Hy)" (7)
et
HiL A HEY = (HE + HHS

Posons G = H + H+. Compte tenu de (5), la derniére égalité sécrit :
Gt=H, nH,.

— H, et H, étant de dimensions finies:
dim (H, n H;}) = dim H, + dim H, — dim (H, + H;).
— H{ et Ht élant de codimensions finies :
codim; G = codim; H 4 codim; H+ — codim, (H: ~ HY).

Compte tenu de (5) et (7), on en déduit :

codim; G = dim (H, n H;) = codim;(H; n H;}* = codim; G+
Comme G = G4, 1l en résulte G = G4, ||

6" CasoirdimE = petdimF =n, {p > 0,n > 0). — Dansce cas :

dim Z(F, E*) = (dim F)(dim E*) = (dim F){dim E).
Compte tenu de : Z(F, E¥*) 4 #,(E, F), il vient :
dim & ,(E, F) = (dim E)(dim F)

e Représentation matricielle de © € & ,(E, F). — Munissons E et F des
bases :e = (e;, ..., e )etf = (f;, ..., f,). Avecla notation habituelle, & savoir :

Eiep y = Z ;S

1 i=1

=
Il
1=

i
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il vient, en utilisant successivement la linéarité & gauche et la linéarité & droite
de ¢ :

r n
(P(x': y) Z E.l(p(el’y Z (ér Z, wijnj)a

ou wy;; désigne ofe,, f)).
En introduisant les matrices :

LY
Q:

qui appartiennent respectivement a . . (p, n}, .# «(p, 1), # (n,1) on obtient :

n
2 oM
i=1

v =| - et XQY = [o(x, y)].
Z Wpn;
i=1

En d’autres termes : @{x, y) est Punique élément de la (1, 1) matrice 'XQY. Cette
étude permet de poser :

DeriniTioN. — On appelle matrice représentative de la forme bilinéaire
(pe % ,(E, F) dans les bases e de E et f de F, et on note Mat (op; ¢, f) la matrice
= [w;;] € # « (p, n) déterminée par :

V(l’j)e Np X Nu ("Jij = (p(eisj;')'
On a ainsi :
Vix, neE x F o(x,y) ='XQY (8

olt X (resp. Y) est la matrice-colonne des coordonnées de x (resp. v} dans la base e
(resp. f).

(On convient de désigner par le méme symbole une (1,1) matrice et son
unique €lément, qui est aussi son déterminant.}
Une (1,1} matrice étant égale 4 sa transposée, on a aussi ;

Vix,y)e E x F o(x, y) = 'YQX.

ProposiTioN I. — Les bases e et f des K-espaces vectoriels E et F étant
choisies, I'application ¢ +— Mat (; e, f) est un isomorphisme d’espaces vectoriels
de ¥, (E, F)sur .#«(p, n).

La linéarité de 'application est évidente. Sa bijectivité résulte de ce que, &
toute matrice € € 4, (p, n) on peut associer une, et une seule forme bilinéaire
© € ¥, (E, F) telle que Mat (p; e, f) =  : cest application de E x F dans K
qui est déterminée par (8). O



L1.! GENERALITES 7

REMARQUES. — a) Alors que u € #(E, F) ¢st représentée par des (n, p) matrices, ¢ € Z,(E, F)
est représentée par des (p, n) matrices.
b) La proposition I permet de retrouver : dim &#,(E, F} = (dim E) {dim F).

CoroLLaIRE I. — Si Q et () sont des (p, n} matrices sur K telles que :

V(X,Y)e#ip, 1) x #gn 1) XQY ='XQY
alors Q = (0.

Vérification immeédiate. a

e ProposiTion I1. — Pour tout couple (e, f) de bases de E et F, dont les bases
duales sont notées e* et f*, et pour toute forme bilinéaire ¢ € ¥, (E, F) :

Mat (p; e, f) = Mat (4; f, e*) = '(Mat (g,; e, f¥)) 9

— Posons ;
Mat (gq,; e, *) = IR (G, eN, x N,

Draprés 1.9.4.1, 4°, pour tout (j,i) e N, x N, ona:
= {77 gpleddps = {gyled. Dk

et, d'aprés (1) : a; = @(e, f). Ainsi : Mat (g,; e, £*) = ',
— On montre de la méme fagon : Mat (d,; f, e*) = Q. I:l

On sait qu’en dimensions finies toute application lindaire admet un rang fini,
¢gal au rang de I'une quelconque des matrices qui la représentent, el aussi au rang
de la transposée d’une telle matrice. Il résulte donc de (9) que d, et g, ont un rang
commun, égal au rang de Mat (p; e, f). D’on, en utilisant la définition du rang
d’'une forme bilinéaire donnée au 3° :

CororLaIRe [1. — Si E et F sont des K-espaces vectoriels de dimensions finies,
toute forme bilinéaire sur £ x F admet un rang fini, égal a celui de Fune
quelconque des matrices qui la représentent.

REMARQUES. — a} De (9) on déduit : Mat (g,; e, *) = Mat ((d,); e**, I*). A condition
d’identifier E et E** (resp. F et F**) on a donc :

de = 'ld,) [resp.d, = '(g,)]

ce qui résulte d’ailleurs de (2) puisque Y et Yz sont ici des isomorphismes.

b} Le coroliaire I implique que le rang de Mat (p; e, f) ne dépend pas du choix des bases.
L'étude qui suit permet de retrouver cette indépendance.

e Changement de bases — Soient ect ¢ des bases de E, fet f' des bases de F.
Onnote P = PfetQ = P} les matrices de passage. Pour toute forme bilinéaire
g€ P,(E F), il's ‘agit de comparer ;

Q = Mat (¢;e,f) et Y = Mat (p; ¢, f).
Compte tenu de X = PX’ et ¥ = QY ce qui entraine 'X = ‘X"'P, de (8) on
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déduit que, pour tout (x, y)eE x F,on a:
eix,y) = ‘X"PQQY et  o(x,y) ='XQY.

D’aprés le corollaire I, il en résulte ;

Q ='PQQ

égalité qui peut d’ailleurs se déduire de (9} et du changement de bases pour la
représentation d’une application linéaire.

e Forme bilinéaire non dégénérée. — ProrosiTionIII. — En dimension finie,
pour toute ¢ € ¥, (E, F) les assertions suivantes sont équivalentes :

i) la forme bilinéaire ¢ est non dégénérée;
ii) I'une des applications linéaires associées & @ est bijective;
iii) (dim E = dim F) » (rang ¢ = dim E).

La démonstration est laissée au lecteur. g

o Matrice canonique de ¢ € ¥,(E, F). — On sait que, p, n ¢t r désignant respectivement
dim E, dim F et rg d, (qui est de rang de g), il existe un choix de bases e* de E* et f de F tel que

Mat {d,; f, e*) s'écrive :
J I: Ir or,nfr :|
poar
Op—r,r Op—r,n—r

Deésignant par e la base de E qui admet e* pour duale (1.9.3.6, 3°), nous avons :

Mat (p;e,f) = J

poar

1.1.2. Formes bilinéaires sur E

Soit E un K-espace vectoriel.

Toute forme bilinéaire sur £ x E est dite forme bilinéaire sur E; on note
#,(E) pour #,(E, E) ct, en dimension finic Mat {p;e) pour Mat{p;e,e).

Traitons quelques compléments a 'étude du L1.1, qui s’applique intégralement,
en faisant F = E.

1° Changement de bases, matrices congruentes. — Nous supposons ici
dim E = n > 0. Soient e et ¢’ deux bases de E, posons P = P¢.
DYaprés 1.1.1, 6° pour toute forme bilinéaire ¢ € ¥, (E) les matrices :

Q=Mat(p;e) et € = Mat(p; &)

sont liées par ' = 'P Q P [toutes les matrices qui interviennent dans cette
¢galité appartenant a .# x(n}].
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THEOREME. — Dans .# (n), la relation binaire « A # B » définie par « il
existe une matrice P € GL(n) telle que B = 'P 4 P » est une relation d'équivalen-
ce, qui est dite congruence des matrices carrées d'ordre n sur K.

On peut soit faire une démonstration directe, soit remarquer que deux
matrices 4 et B de .# (n) vérifient 4 # B si, et seulement si, toute forme bilinéaire
sur K" représentée par A est susceptible d’étre représentée par B moyennant un
changement de bases de K",

2° Déterminants de Gram; diseriminants. — Soit ¢ e Z,(E).

Dermntion 1. — Pour toute famille x = {x,, ..., x,,) de vecteurs de E, la
matrice carrée :

[eix; xj)](l,;)e M, x M,
est dite p-matrice de Gram de x; son déterminant est dit ¢-déterminant de Gram
de x, et noté Gram, (x).
ProrosiTion I. — Si le systéme x est lié, alors Gram,(x) = 0.

Par hypothése, il existe (1.9.2.1, 1°) k € N,, tel que x, soit une combinaison
linéaire des autres vecteurs de x. Le k-iéme vecteur-colonne de la matrice de
Gram de x est ainsi une combinaison linéaire des autres vecteurs-colonnes.[]

Reprenons 'hypothése dim E = n > 0.

Derinition I, — Pour toute base e de E, on appelle discriminant de ¢ dans la
base e et on note A (e} le déterminant de Mat (p; €); en d’autres termes :
A,(e) = Gram,(e)
La formule de changement de bases ' = ‘PQP donne :
A, (€) = (det POP.A (e) (1)

Comme P? est inversible, son déterminant est non nul, et donc : le discriminant
d’une forme bilinéaire dépend du choix de la base, mais sa nullité éventuelle (et son
signe lorsque K = R) n'en dépendent pas.

!
Prorosimion I1. — Pour que ¢ soit non dégénérée, il faut et il suffit qu'il existe
une base ¢ de E telle que A (e) # 0.

E étant de dimension finie, ¢ est non dégénérée si, et seulement sisonrang —
qui est celui de la matrice qui représente ¢ dans une base quelconque — est égal 4
dim E. On termine le raisonnement en utilisant (1}. O

Prorosition IT1. — Pour toute base e de E et pour tout systéme x de n vecteurs
de E(n =dim E), on a :

Gram, (x) = (det, (x))*. A (e) 2)

Si x est une base de E, (2) n’est autre que (1). Dans le cas contraire, x est un
systéme li€; on a Gram,, (x) = 0 et det, (x} = 0; (2) est encore vrai. il
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CoroLLAIRE 1. — Lorsque la forme ¢ est non dégénérée, un systéme x de n
vecteurs de E (n = dim E), est libre si, et seulement si son @-déterminant de Gram
est non nul.

Soit e une base de E. Reprenons (2).
Compte tenu de A (e) # 0, det, (x) # 0 équivaut & Gram, (x) # 0. [

Nous trouverons une extension du corollaire I au 2.1.1, 2°

CoroLLaIRE II. — Pour tout endomorphisme u de E et tout systéme x de n
vecteurs de E (n = dim E), on a :

Gram, (u(x)) = (det u)*. Gram, (x). (3)

Soit e une base de E. Désignons par & et 8’ les déterminants des systémes x et
u(x) dans cette base. Il vient :

Gram, (x) = 8* A (e) et  Gram, (u(x)) = 8 A (e)

Or, d’aprés la définition du déterminant d’un endomorphisme ; & = (det u).6.

O

1.1.3. Formes bilinéaires symétriques, antisymétriques

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie.

1° Reprenons, dans un cas particulier, une définition donnée au 1.10.1.2.

DeFiNtTioN. — On dit que @ € %, (E) est une forme bilinéaire symétrique
{resp. antisymétrique) si, et seulement si :

Vix, VeE*  o(x ) = oy, %)
[resp. V(X, y} € EZ (P(xs y) = - (P(y’ x)] (1)

K n’étant pas de caractéristique 2, on sait (I.10.1.2, 2°) que :

¢ est antisymétrique si et seulement si : Vxe E  @(x, x) = 0.

EXeMPLE. — Soit I un ensemble quelconque. L'application :

K s KW - K (Ediep (MNdicy) +— ;1 £y

est visiblement une forme bilinéaire symétrique. On 'appelle forme bilinéaire canonigue sur K!). Un
cas particulier important est celui de K} = K™

ProrosiTioN. — Les ensembles respectivement constitués par les formes
bilinéaires symétrigues et par les formes bilinéaires antisymétriques sur £ sont des
sous-espaces supplémentaires du K-espace vectoriel #,(E); on les note & ,(E} et
4 (E).

— Il s’agit de parties d’'un K-espace vectoriel non vides (puisque contenant
I'élément nul} et stables, donc de sous-espaces.
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— Pour tout g € ¥,(E), I'équation a l'inconnue (o, o) :
(@ =0+ o) A (ceF(E) A (2 H,(E)

ne peut admettre pour solution que le couple :

1 1
|:(x7 y} — 5 ((P(x7 y) + (P(y! x})a (x! y) — 5 ((p(x! y} - (P(y3 x))}

1 . . .
ou 3 désigne l'inverse de I'élément non nul 1, + 1, de K (qui n'est pas de

caractéristique 2).
Or ce couple convient visiblement. O

Prorosition I1. — Soit @ € &, (E). Les applications linéaires associées a o,
quiappartiennent a £ (E, E*), sont confondues (resp. opposées) si, et seulement si ¢
est symétrique (resp. antisymétrique},

Démonstration facile, laissée au lecteur. a
2° Orthogonalité; noyau; non dégénérescence. — Soit @ une forme
bilinéaire symétrique (resp. antisymétrique) sur E. Ici :

Vi, e E?  (o(x, y) =0) < (9(y, x) = 0).
Compte tenu des définitions et des résultats du 1.1.1, il en résulte :

— La @-orthogonalité est une relation symétrique;: a toute partic A = E on
peut associer (sans ambiguité) le sous-espace orthogonal :

At ={yeEVxed o(x y) =0}
— Les noyaux a droite et d gauche de ¢ sont confondus et sécrivent .
Et ={yeEVvVxeE o(x, ) =0}

On dit que E* est le noyau de @, qui est non dégénérée si, et seulement si ce noyau est
{0}.

— Pour tout sous-espace H de E de dimension finie, H' est de codimension
finie et :

Codim; H* < dim H.

— Pour tous sous-espaces H, et H, de E : H n Hy = (H, + H,)*~

e Si ¢ est non dégénérée, on a, en outre, les deux propriétés suivantes :

— Pour gu'un sous-espace H de E soit de dimension finie, il faut et il suffit que
H*' soit de codimension finie et alors :

codimy H! = dim H et HL = H.
— Pour tous sous-espaces de dimensions finies H, et H, de E :

Hi + Hf = (H, n H)"*
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REMARQUES. — a} Si E est de dimension finie, tous les sous-espaces de E sont de dimensions
finies; en particulier, pour tout sous-espace H de E -

dim H + dim HL = dim E, avec égalité si ¢ est non dégénérce.
b) Méme si @ est non dégénérée, on n'a pas nécessairement £ = H @ HL Cest ainsi que, si :

E=RY o (G &k (M) — &My — Eanas H = {6y, 82}, = &}
on a : @ € %,(E), p non dégénérée, mais HL = H.

3° Casdedim £ = n > 0. — ProposITION. — Soient E un K-espace vectoriel
de dimension finie # > 0, et e une base arbitrairement choisie de E. Pour toute
¢ € ¥ ,(E) les assertions suivantes sont équivalentes :

i) @ est symétrique (resp. antisymétrique) ;
if)y Q = Mat (p; e) est symétrique (resp. antisymétrique).

En utilisant @({x, y) = ‘XQYet p(y, x) = ‘X*QY on constate que I'assertion
1} est équivalente & :

Y(x, y) € E? XQY = 'X'QY [resp. 'XQY = 'X(—'Q)Y]

LY

et donc, d’aprés le corollaire I du 1.1.7, 6° 4 :

Q="Q [resp. Q = —'Q] O

CoroLLaire. — Sidim E = n > 0, les K-espaces vectoriels &7, (E) et o/, (E)
sont respectivement isomorphes aux K-espaces vectoriels ¥ ,(n) et o (n),
(notation du 1.9.4.5, 2 et donc respectivement de dimension n(n + 1)/2 et
nin — 1)/2.

¥ ,(E) et o, (E) sont en effet les images réciproques de & (n} et . (n) par
I'isomorphisme ¢ +—— Mat (¢; e} de Z,(E) sur .# .(n), qui est déterminé par le
choix d’une base e de E.

4° Eléments isotropes. — Soient E un K-espace vectoriel et ¢ une forme
bilinéaire symétrique sur E. Par orthogonal on entend @-orthogonal (si c'était
nécessaire, on préciserait cependant @-isotrope... dans les définitions que nous
allons maintenant poser).

DermaTion 1. — Un vecteur x € E est dit isotrope si, et seulement s'il est
orthogonal a lui-méme, ce qui s’écrit p(x, x) = 0.

L'ensemble {x € E|p(x, x) = 0}, qui est un céne au sens de 7.3.4 est dit
cdne isotrope de E.

La forme ¢ est dite définie si, et seulement si 0 egt le seul vecteur isotrope.

REMARQUES. — &) Il est inutile d’étendre cette définition et celles qui suivent & @ € o, (E) - en
effet tout vecteur serait alors isotrope !

b) La somme de deux vecteurs isotropes est isotrope si et seulement si les deux vecteurs sont
orthogonaux.

Résulte de @ @{x + y, x + ¥} = @(x, x} + @(y, ¥} + 20(x, y). [}

c) La forme ¢ est nulle si et seulement si tout vecteur de E est isotrope,

La condition est visiblement nécessaire. En utilisant b) on montre qu'elle est suffisante. ]
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Dermvition 11 — Un sous-espace vectoriel H de E est dit isotrope si, et
seulement s'il vérifie I'une des assertions suivantes (dont le lecteur vérifiera
I'équivalence) :

i) H nHt # {0},

ii) Tl existe un vecteur non nul de H orthogonal 4 H;

jii) La restriction de ¢ & H x H est dégénérée.

On notera que le sous-espace 10} r'est pas isotrope.

Derinmmion 11, — Un sous-espace vectoriel H de E est dit totalement isotrope
si, et seulement s'il vérifie I'une des assertions suivantes (dont le vecteur vérifiera
I'équivalence) :

iy H c H:;

ii) Tout vecteur de H est orthogonal & H;

iii) La restriction de ¢ 4 H x H est nulle,

On notera qu’un sous-espace totalement isotrope est soit nul, soit isotrope.
e Voici quelques conséquences des trois définitions qui précédent :

a) Pour tout x € E\{0}, les assertions suivantes sont équivalentes :

i} x est isotrope; i) Kx est isotrope; iii) Kx est totalement isotrope.

b) Tout vecteur du noyau est isotrope (orthogonal A tout vecteur de E, il est
orthogonal 4 lui-méme).

c) Si ¢ est définie, alors © est non dégénérée (si 0 est le seul vecteur isotrope,
alors 0 est le seul vecteur du noyau).

Les réciproques de ces deux propriétés b) et c) sont fausses, ainsi que le montre le contre-exemple
suivant :

E=K PE: E;) (M1, M2l = E1N2 + &y

Ici @ est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, mais non définie :les vecteurs non nuls{1, O
et (0, 1) sont isotropes, mais ils n’appartiennent pas au noyau,

d) Si @ est définie, alors, pour tout sous-espace H de E, la restriction de ¢ a
H x H est définie, et donc non dégénérée (mais dans le cas d’une forme ¢ non
dégénérée il peut exister des restrictions dégénérées).

e} Lorthogonal d’'un sous-espace isotrope de E est lui-méme isotrope.

Compte tenude H = H*Y, H n H* # {0} implique H* n H* # {0}J

N Si @ est non dégénérée, alors pour tout sous-espace Hde EJE = H @ H*
implique H+ = H.

Soit x e H+*. On peut écrire :

x=x + x", avec x'eH et x"eHt
Compte tenu de H < H'', on en déduit x" € H* n H*'*; x” est orthogonal &

tout élément de H, 4 tout élément de H*, et donc a tout élément de E; comme ¢
est non dégénérée, cela exige x” = 0; ainsi x = x". [l en résulte H** < H. [J
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e ProrosiTion. — Pour qu'un sous-espace de dimension finie H de E soit non
isotrope, il faut et il suffit que E = H @ H', ce que I'on exprime en disant que H
admet un supplémentaire orthogonai.

La condition est évidemment suffisante. Inversement supposons que H n'est
pas isotrope. La restriction ¢’ de ¢ 4 H x H est non dégénérée; d,, est bijective;
pour tout y € E, il existe un et un seul y, € H tel que :

VxeH ¢(x, ) = ¢'(x, yo)
ce qui s’écrit ;
VxeH ofx,y — yo) =0,
0ou encore |
¥ — yo € HL
Il en résulte :
E=H®H. 1
Le lecteur notera que H est non isotrope si et seulement si la restriction de @ & H x H est non
dégénérée.
De cette proposition et des propriétés ¢) et f) résulte immédiatement :

COROLLAIRE. — Si ¢ est non dégénérée, alors pour tout sous-espace de
dimensien finie, H, de E, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) H est non isotrope; ii} H+ est non isotrope; iii) E = H @ H-.

REMARQUE. — La proposition ne s'étend pas au cas ol H est de dimension infinie. Soit [ un
ensemble infini et E = K, muni de la forme bilinéaire canonique. Donnons-nous un élément
a = (%), de KN\{0}; Pensemble H des éléments x = (£),; de KU tels que Z’ w&; = 0 est un

e

hyperplan (noyau d’une forme linéaire non nulle). Supposons qu'il existe un élément non nul
b = (B)ie; de H+; (Kb)+ est 'nyperplan de K d’équation Z; BE; = 0,et,en outre, H = (Kb}, ce
1€

qui exige H = (Kb)<. En utilisant I'étude des équations d’un hyperplan, on en déduit b € Ka\{0}, ce
quiexige a € KU, A partir de 14 on montre aisément que HL est Kasia € KUN0}, et {0} sia e KK,
Dans le dernjercasona H » HL = {0} et H @ HL = H.

5° Familles orthogonales; familles orthonormales. — Soit ¢ une forme
bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel E de dimension finie ou infinie.

DeriviTioN 1. — Une famille (x),.; de vecteurs de E est dite :
— @-orthogonale si, et seulement si ;

Vi pel? (i #j) = (px;, x;) = 0); (7
— @-orthonormale si, et seulement si :

Vi, e I? @(x;, x;) = 8;; (symbole de Kronecker). {8)

Une famille orthonormale est ainsi une famille orthogonale dont tout
vecteur x; vérifie @(x; x;} = 1 (ce qui implique que x; nest pas isotrope).
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ProrosiTion . — Toute famille orthogenale de vecteurs de E dont aucun n’est
isotrope (et, en particulier, toute famille orthonormale) est libre.

Soit (x);., une famille de vecteurs de E vérifiant (7). Pour toute famille presque

nulle (a),,, d’éléments de K, 'égalité Y o,x; = 0 implique :

ief

Yiel @ (Z X, x}-) =0,
el
et donc, compte tenu de (7) :
Viel %0(x, x) =0
et encore, si en outre aucun des x; nest isotrope : Vjel ao; =0 ]

Dermvimion 11, — On dit que E est somme directe orthogonale de la famille
(E), <, < » de sous-espaces de E, et on écrit :

1 n n
E= @D E=E® ... @ E,

Igigm

si, et seulement si E est la somme directe des £, et si E; L E; pour { # j.
e En supposant maintenant dim E = n > 0, nous avons :

ProrosiTion II. — Une base e de E est orthogonale (resp. orthenormale)
si, et seulement si Mat (o ; ) est diagonale (resp. égale a la matrice unité d’ordre n).

Résulte de la définition I et de : Mat (@ e} = [o(e, ¢))]. O
Retenons que si e est orthogonale (resp. orthonormale), alors ;

[}

Vix, e E*  olx,y) = Y Enele, e) (resp. Y Emy
=1 i=1

1.1.4. Formes quadratiques

Rappelons que K désigne un corps commutatif de caractéristique autre
que 2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finic ou infinie.

1° Notion de forme quadratiqgue. — Etudions I'application g qui, a toute
forme bilinéaire @ sur E, associe I'application @ : x — @{x, x} de E dans K.

Pour ¢ et donc @ = g(v) donnés, le lecteur établira aisément les « identi-
tés », ou égalités valables pour tous o e K et (x, y)e E? :

O(ax} = ad(x) (1)
Dix + y) = O(x) + P(y) + @ix, y) + @y, x) (2)
DPix — y) = ©(x) + ©(y) — olx, ¥) — @y, X) (3)

O(x + y) — Olx — y) = 2{e(x, y) + @[y, x)). 4)
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THEOREME ET DEFINITION 1. — L’applicatien g est un morphisme de
K-espaces vectoriels de &, (E) dans K, dont le noyau est .7, (E). Son image est un
sous-espace de K, noté 2(F), dont les éléments sont appelés formes quadratiques
sur E.

La linéarité est évidente. Ker ¢ est 'ensemble des formes bilinéaires
alternées sur E, et donc &/,(F) puisque K n'est pas de caractéristique 2. [

THEOREME ET DEFINITION I1. — La restriction de g au sous-espace &, (E) des
formes bilinéaires symétrigues sur F induit un isomorphisme de &,(E) sur 2(E).
L’image réciproque d'une forme quadratique & ¢ 2(E) par cet isomorphisme est
appelée forme polaire de @,

Résulte de : Ker g = o, (E)y et &F,(E) = &,(E) @ ,(E) O

Compte tenu de (2) et de (4), nous pouvons résumer cette étude par
I’énoncé :

Une forme quadratique sur E est une application © € K% telle qu’il existe
e #,(E) vérifiant : Vx e E  @{x) = Y(x, x).

Parmi les formes s vérifiant cette condition, il en existe une, et une seule, ¢,
qui seit symétrique ; elle est dite forme peolaire de @ ; elle s’obtient, 4 partir de @,
grice a l'une ou l'autre des identités de polarisation :

29(x, y) = D(x + y) — C(x) — Py} (5)
40(x, y) = ®(x + y) — @(x — p) (6)

EXEMPLE. — Soit u une forme linéaire sur E. Le lecteur vérifiera que :
p:ExE + K (x, ¥} =+ u(x).u{y} (produit dans K)

est une forme bilinéaire symétrique, et donc la forme polaire d’une forme quadratique qui sera notée
D = u?

Plus généralement, siug, ..., u, sont des formeslinéairessur Eet X, ..., A_desélémentsde K,

m

® = Y Agd est une forme quadratique sur E.

i=1

Notons que si u et v sont des formes linéaires sur E, alors W : (x, ) ~— u(x)o(y) est une forme

bilinéaire non symétrique sur E et donc @ : x — u(x}o(x)est une forme quadratique dont la forme
polaire est non pas  mais o, telle que :

1
eix, y) = E[u(x)v(y) + niy)a(x)].

L'isomorphisme de & ,(E} sur 2(E) permet de considérer que toute notion
attachée a une forme bilinéaire symétrique est également attachée & une forme
quadratique (et réciproquement). C'est ainsi que, s’agissant d’une forme quadrati-
que, on pourra parler de noyau, de non dégénerescence, d’orthogonalité,
d’éléments isotropes, et, éventuellement, de rang, de matrices et de discriminant.

ProposiTion. — Si E’ est un sous-espace vectoriel de E, la restriction a F’
d’une forme quadratique @ sur E est une forme quadratique sur E', et la forme
polaire de la restriction est la restriction & E' x E’ de la forme polaire de ®.

Vérification laissée au lecteur.
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2° THEOREME DE CARACTERISATION. — Une application ® € K* est une forme
guadratique sur E si, et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes :

i) V(ia, x)e K x E ®ax) = o’ D(x).
ii) L’application 6: £ x E—= K (x, y) = Q@{x + y) — ®(x) — O(y)
est une forme bilinéaire.

— Si @ est une forme quadratique, 1), qui n’est autre que 'identité (1) est
vérifiée ; 1i) I'est aussi, puisque, d’aprés (5),on a @ = 2@, ou ¢ est la forme polaire
de @.

— Sii)etii)sont vérifiées, p = 3 8 est une forme bilinéaire symétrique et @

est la forme quadratique de forme polaire @. O

REMARQUES. — a) Une définition équivalente a celle du [° consisterait & appeler forme
quadratique sur E toute application @ € KE vérifiant i) et ii). Une telle défmition aurait le mérite de
s’étendre au cas d’un corps K de caractéristique 2.

b) Dans ii), on peut remplacer 8 par 8" : (x, ¥y} +— O(x + y} — O{x — y).
3¢ Formes quadratigues et polynomes. — Ici dim E = n, (n > 0).

ProprosiTion I. — Sidim E = n (n > 0), alors dim 2(E} = n(n + 1)/2.

Simple conséquence de I'isomorphisme de %, (E) sur 2(E), O

ProposiTion I1. — Le choix d’une base e = (e, .. ., e,) de F détermine un
isomorphisme de 2(E) sur I'espace vectoriel I, des polynémes 2-homogénes a n
indéterminées sur K (1.6.7.8).

— Soit @ € 2(F), de forme polaire ¢. Avec les notations habituelles :

a

A
X = Z Ees, y= Z € ofe, ej) = 0
i=1

i=1

nous avons vu que, pour tout (x, y) € E? ;

o(x, ¥y = Z (&u (z mijnj)) = ,ZN, ml’j&inj ='XQY
i=1 ji=1 (i, flehd,

ce qui s’écrit, en groupant w;{m; + @M, pour i <j:
n

ex, y) = Z o;En; + Z o (Em; + &)

o1 1<i<jgn

En particulier, pour tout x € E :

n

O(x) = ) o +2 1<.-z<:-< ®;,5:E;

i=1

Remarquons que I'on passe formellement de ®(x) & ©(x, y) par la régle du
dédoublement :

& — &M, 2&5&;’ — E.»:'T]_j + E.»_jrli
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— O(x) apparait comme la valeur au point (£,. ..., ) e K" de FeV,
défini par :
F = Z (ﬂj‘-Xiz + 2 Z (DUX,'XJ'-
i=1 Lgi<j<n
En posant F = /(@) nous déterminons une application! : 2{E} — V,,qui
est visiblement linéaire. Il s’agit d’une bijection. En effet tout élément Ge V,
s’écrit d’une, et une seule fagon :

M=

G=

i

wX? + 3 B XX

1 Igi<yg

et admet un, et un seul antécédent par /, & savoir ® € 2(F) tel que ;
Dle) = o, 1l €i<n;

q)(ei’ej)=§[3ijs lgi<jgn
REMARQUES. — a) La théorie des polynémes fournit diverses expressions de F, qui fournissent
autant d’expressions de ®{x). Cest ainsi que le théoréme d’Euler conduit a :

YRR SR
X = - Il
22 eax, ! "
et, par la régle du dédoublement :
1z éF | aF
X, ¥ =- — (& LB = ol LI TTIRSN | W )
olx, ¥) 22; ™ok (& &) 2,‘; E,kaxk (ny )

La formule de Taylor & l'ordre 2 (qui s’applique puisque K n’est pas de caractéristique 2) donne :

O(x) : 23 i (0. 0
X} = — Li— 0, ...,
2(:‘,;‘)%,,)2 o (?XEan

*b) Lorsque K = R, l'étude s"étend au cas oh E est un espace vectoriel normé de dimension
infinie. La forme quadratique @ de forme polaire ¢ € & ,(E), supposée continue, est alors le polynéme
2-homogéne associé 4 ¢, au sens de 111.8.2.6, 1°.

@ est de classe C* ¢t, pour x € E donné on a :

dd(x) : h — 2(x, h);
d2®(x) = d?®(0) ; d"®(x) = Osim = 3.

On en déduit I'identité :

{ ! da( ! d®(

X, ¥) = — X}y = — 5},

®lx, ) 2 ).y 3 ¥).x
et, en particulier I'identité d’Euler :
I
Pix) = 3 d®(x). x.

La formule de Taylor fournit :

1 2 Z
o) = - 4°0(0). %,
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1.2. CLASSIFICATION DES FORMES QUADRATIQUES
1.2.1. Position du probléme

1° Formes quadratiquement isomorphes. — Solent E et F deux K-espaces
vectoriels.

ProvposiTion . — Seit u € #(E, F). Pour toute \y € % ,(F) [resp. ¥ € 2{F)],

Papplication { % u : E*> - K {x, y) — Y(u(x), u{y)
[resp. W cu ' E - K x — ¥(u(x)]

appartient a % ,(E) [resp. 2(E)].

L’application § — s % u [resp. ¥ — W o u] est K-linéaire.

Vérification immédiate.

L’identité de polarisation montre que si \ est la forme polaire de ‘P, alors
U % u est la forme polaire de ¥ - u.

REMARQUES. — a} En dimensions finies, pour toutes bases e et f de E et F, si I'on pose

6 = Mat (y; ), Q = Mat (§ * u;e), M = Mat (u; e, f)

alorsona : Q='MQM.

Cela résulte de ce que, pour tout (x, y)e E* :
XQY = (MX)© (MY) = 'X(M © M.

b) En particulier, si u est un isomorphisme (ce qui exige dim E = dim F}, pour toute baseede E
et pour tout § € %°,(F} :

Mat (¢ * u;e) = Mat (; ufe)

(M est ici la matrice-unité d’ordre dim E).

¢} Enfaisant E = F,eten s’entenant aux automorphismes de E, on vérifie que le groupe GL(E)
opere 4 droite sur &, (E) [resp. 2(E)] par -

wo — o *xu [resp,®) s D cul

DerFmnviTioN. — On dit que ¢ € &,(E) et € &,(F) [resp. © € 2(E) et
Y e 2(F)] sont quadratiquement isomorphes si, et seulement s'il existe un
isomorphisme u de E sur F tel que ¢ = % u [resp. ©® = ¥ - u].

On constate qu'alors : § = ¢ % u~ ! [resp. ¥ = ® s u™'].
On vérific sans difficulté :

ProrosiTioON I1. — Deux formes quadratiques sont quadratiquement isomor-
phes si, et seulement si leurs formes polaires le sont.

Démontrons maintenant °

ProrosiTiON III. — Sidim E = dim F = n > 0, les formes ¢ € ¥ ,{E) et
€ &, (F) [resp. © € Z(E) et ¥ € 2(F)] sont quadratiquement isomorphes si, et
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seulement s’il existe des bases e de E et f de F dans lesquelles les deux formes sont
représentées par la méme matrice.

— La condition est nécessaire d’aprés la remarque b) du 1°,

— Supposons la condition remplie. Il existe un isomorphisme u de E sur F
défini par : Yie N, u(e;) = f. On constate que ¢ et | % u {resp. et ¥ cu)
coincident, pour étre représentées dans la base e par la méme matrice.

2° ProrosiTioN, — L’isomerphisme quadratique est une relation d’équivalen-
ce entre formes bilinéaires symétriques [resp. formes quadratiques] sur un K-
espace vectoriel donné,

Vérification imimédiate. [

DermvTioN. — Classer les formes bilinéaires symétriques [resp. les formes
quadratiques] sur un K-espace vectoriel donné, de dimension finie, c’est déterminer
les classes d’équivalence pour Fisemorphisme quadratique.

De la proposition 11 du 1° on déduit que la classification des formes
bilinéaires symétriques et celle des formes quadratiques constituent un seul et
méme probléme. Dans le cas général ce probléme est difficile; nous nous
bornerons 4 le résoudre dans les deux cas suivants :

a) K = C, I'étude s’étendant & tout corps algébriquement clos;

b) K = R, I'étude s’étendant & tout corps euclidien (corps ordonné dans
lequel tout élément positif admet une racine carrée).

REMARQUES, — a) Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie commune. Si'on
connait la classification des formes quadratiques sur E, le 1° permet d’en déduire la classification des
formes quadratiques sur F. On peut don¢ s¢ limiter au cas de &,{K") ou de 2{K".

b) Draprés la remarque ¢) du 1°, classer les formes quadratiques sur les K-espaces vectoriels de
dimensions finies, c’est déterminer, pour tout # € N\{0}, les orbites de 2(K") sous l'action de GL(K").

1.2.2. Géneralités; classification dans le cas K = C

1° Bases orthogonales (existence et propriétés). — LeMME. — Pour tout K-
espace vectoriel E de dimension finie n > 0, et toute forme ¢ e &, (E), il existeune
base ¢-orthogonale de E.

11 s’agit de vérifier une assertion .«7,. Raisonnons par récurrence.

— 1l est évident que o7, est vraie.

— Soitm e N,telque m = 2. Nous supposons que .o, _ , est vraie. Soient E
un K-espace vectoriel de dimension m et ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E.

Si la forme ¢ est nulle, toute base de E est g-orthogonale. Sinon ¢, qui est
symétrique et non nulle, n'est pas antisymétrique : il existe e, € E non isotrope.

1
La droite H = Ke, est non isotrope et on a: E = H @ H* (cf. 1.1.3, 49).
Appliquons «7,,_, 4 Hl et alarestriction ¢’ de @ & H* x H' :il existe une base
¢’-orthogonale (e,, . . ., e,) de HL. On constate que (e, ¢, . . ., e,,) est une base
¢-orthogonale de E. O
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THEOREME. — Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie n > 0, @ une
forme bilinéaire symétrique sur E, de forme quadratique associée @, et r le rang
commun a ¢ et §. Alors :

i) Toute base @-orthogonale de E comprend exactement n — r vecteurs
isotropes; ceux-ci constituent une base du noyau de ¢;

ii} @ peut se mettre sous la forme d’une combinaison linéaire d coefficients non
nuls des carrés de formes linéaires indépendantes;

iii) Dans toute décomposition de @ du type envisagé en ii), le nombre des
formes linéaires est exactement r.

Preuve de 1). — Soit e = {e,, . .., ¢;) une base @-orthogonale de E.
Nous avons :

Mat (p; €) = diag (T{e,), ..., Ole))

Au titre de rang de cette matrice, r est le nombre des ®(e,) non nuls. En posant :
ielsi®{e) # 0,etieJsi®{e) = 0,on détermine deux parties disjointes I et J
de N, de cardinaux ret n — r,

La famille (e;},-; est formée de ceux des vecteurs de e qui sont isotropes; ces
vecteurs appartiennent au noyau de ¢ car chacun d’eux est orthogonal & tout
vecteur de e, et donc a tout vecteur de E. Extraite d’une base de E, la famille (¢));c;
est libre dans E, et donc dans Ker ¢, dont elle constitue une base puisque
Card J = dim (Ker o). O

Preuve de 1i). — Avec les mémes notations, @ s’écrit :

élel + o+ gnen — Z E.vizq)(ei}'

iel

Soit e* = (e}, ..., e¥} ]a base de E* duale de e. La forme linéaire ¢¥ donne du
vecteur £,e, + -+ + £, I'image £, On a donc :

O = 3 Ole)(ef), avec Cardi =r

ief

et
D) #0 pour iel il
Preuve de iii). — Soit une égalité de la forme ® = Y X,(e¥)? ou les A, sont
i=1
des scalaires non nuls et ou (e}, . . ., e¥) est une famille libre d’éléments de E*.

Complétons cette famille en une base e* de E* et désignons par
e = (e;,...,e,) la base de E dont e* est base duale, ¢ s’écrit :

Eier + 0 4 Eey o Y AER,
i=1

Do : Mat (g; e) = diag(hy, ..., 2,0, ..., 00 et s =rgo. [
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CoroLLAIRE I. — Les hypothéses étant celles du théoréme précédent :
a) Si K = C, il existe une base @-orthogonale ¢ de E telle que :

(e¥)?, cequisécrit:  Mat (p; ¢) = diag (I, 0).

b) 8i K = R, il existe un naturel m, 0 < m < r, et une base p-orthogonale ¢
de E tels que :

o= % @ - 5 @R
i=1 i=m+

ou : Mat (@; €) = diag(/,, — ! 0).

r=m?
Dans les deux cas, on dit que € est une base q-réduite de E.

A partir de toute base orthogonale de E on peut, par permutation sur les
vecteurs, obtenir une base orthogonale e telle que :

Mat (¢p; e} = diag (A, ..., 2,0, ....0), A, #0 pour ieN,
a) Pour i e N, on désigne par ; une racine carrée de A ', et on pose :

g =g sioielN, g, =¢ st ieN\N.

b) On peut supposer que les vecteurs de e ont été rangés de fagon que A, > 0
siieN_ etk <O0siieN\N,. Onpose:g =e¢ siieN\N, g =i "%, si
ieN, g =(—r)y"siie NN, I

Nous verrons (1.2.3, 2°) que, dans le cas b), 'entier m est commun a toutes les bases réduites.

CoroLLAIRE I1. — Sous les hypothéses du théoréme et dans le cas K = C, il
existe des bases ¢-orthonormales de E si, et seulement si ¢ est non dégénérée.

En effet, dans le cas a), la matrice réduite est I, si, et seulement si r = n.

O

CoroLLAIRE III. — Sur un C-espace vectoriel de dimension finie, une forme
quadratique est le produit de deux formes linéaires indépendantes si, et seulement si
son rang est 2,

Vérification aisée, laissée au lecteur. O

2" Application a la classification. — THEOREME., — Deux formes quadrati-
tiques sur des C-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles sont quadrati-
quement isomorphes si, et seulement si les espaces ont méme dimension, et les
formes ont méme rang.

Résulte du corollaire I précédent et de la proposition IIT du 1.2.1, 1°.

REMARQUE. — Pour n e N\{0} donng, les orbites de 2(C" sous l'action de GL (C"), qui sont
associées aux rangs possibles 0,1, ..., n, sont au nombre de n + 1.
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1.2.3. Classification dans le cas K = R

On ne considére ici que des R-espaces vectoriels; sauf %
au 1°, on les suppose de dimensions finies.

1° Formes quadratiques positives, définies peositives. — Soient £ un
R-espace vectoriel et @ une forme quadratique sur E, de forme polaire ¢.

DeFiniTION. — On dit que © et ¢ sont positives si, et seulement si:
¥xe E ©(x} = 0. Ondit que ® et ¢ sont définies positives si, et seulement si elles
sont i la fois définies et positives, ce qui s’écrit : Vx € E\{0} ®(x) > 0.

On dit que I et o sont négatives (resp. définies négatives) si, et seulement si
— @ et — ¢ sont positives (resp. définies positives).

ProrosiTion 1. — Si la forme quadratique @ est définie, alors elle est positive
ou négative,

Pour cette démonstration, et pour la suivante nous associons § tout
(x, ¥) € E? 'application T, , de R dans R :

(x,y)
o @(x 4 Ay) = R3O + 2hp(x, ¥) + D{(x).

— Soit (x, y) € (E\{0})>. @ étant définie, d’une part @ (x) # 0 et ®(y) # 0,
d’autre part ©(x 4+ Ay) = O exige x + Ay = 0. T, , est ainsi un trinéme qui
posséde au plus un zéro. D’ou (p(x, y))* € ©(x). ©(y); les réels non nuls O(x)
et @(y) sont de méme signe. O

Inégalité de Cauchy-Schwar;. — Proprosition IL. — Si @ est positive, alors,
pour tout (x, y) € E%, ona :

(p(x, ))* < D(x). @ () 1)

avec égalité si x et y sont colinéaires, et seulement dans ce cas lorsque la forme est
définie positive.

Soit (x, ) € E%. Ici T, ,, prend ses valeurs dans R ,.

— Si @(y) = 0, alors @(x, y) = 0, sans quoi 7|, , prendrait des valeurs
strictement négatives; (1} est vraie, avec égalité.

Sinon, T est un trindme ne prenant que des valeurs positives et, dong,
possédant au plus un zéro; (1) est encore vraie.

— Supposons x et y colinéaires, ce qui s'¢erit ({y =0) v (Sae R x = ay).

S1y =0, alors @(y) = 0, et on a vu qu’il v a égalité dans (1).

Six = ay,alors ¢(x, y) = a®{piet O(x) = «*®(y);il y a encore égalité dans
(1).

— Supposons enfin que @ est définie positive et que x et y ne sont pas
colin€aires. Ainsi y # 0 et, puisque @ est définie : @(y) # 0. T, ,, est un trindme
ne possédant aucun zéro, car T, ,(Ao) = O exigerait x = — Ayy; (1) est une
inégalité stricte.

RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algébre 2
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Inégalité de Minkowski. — ProposiTion I11. — Si @ est positive, alors, pour
tout (x, e E*, ona :

VO + p) < JOx) + SO (2)

(=0 v ([JaeR. x = ay) (3)

avec égalité si :

et seulement dans ce cas lorsque la forme est définje positive,

Seit un couple (x, y) & E%
~ Nous avons :
O(x + y) = ©{x) + () + 20(x, ).

Compte tenu de: o(x,y) < JP(x).O(y), inégalité qui résulte de
¢(x, ) < lo(x, y)| et de (1), nous en déduisons :

D(x + y) < D(x) + B() + 2,/ D(x).O(y)

qui, du fait de la positivité de @, n’est autre que (2).

— Il y a égalité dans (2} si, et seulement si @(x, y) = \/(I)(x}. @(y), c’est-a-
dire s%il y a égalité dans {1), et si en outre ¢(x, y) = 0. Lafin de la proposition s'en
déduit, compte tenu de la proposition L. O

*CoroLLAIRE I. — Si la forme quadratique @ est positive, Papplication

x +— /®(x) est une semi-norme sur Pespace vectoriel E; si @ est définie positive,
c’est une norme.

Résulte des définitions d’une norme et d’une semi-norme (111 3.1.1, 1°), ainsi
que de l'inégalité de Minkowski. O

ProrosiTion 1V. — Sila forme quadratique @ est positive, il y a identité entre
son noyau et son cone isotrope.

— Comme pour toute forme quadratique, tout vecteur du noyau est
isotrope.
— Inversement soit a € E, 1sotrope par rapport a @ : ®(a} = 0.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine :

VxeE [plx, a)]* < O(x). P(a)
et donc :
VxeE ofx, a) = 0, ce qui s’écrit ae Ker . O

CoroLLAIRE II. — Une forme quadratique positive est définie si, et seulement
si elle est non dégénérée,

2° Signature. — Soicnt E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0, et
@ une forme quadratique sur E, de forme polaire .
DeriniTioN. — On appelle signature de @ (et aussi de ¢) le couple (p, g) € NZ,

ol p (resp. q) est la plus grande des dimensions des sous-espaces H de E tels que la
restriction de © a H soit définie positive (resp. définie négative}.
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THEOREME D'INERTIE DE SYLVESTER. — Si (p, ¢) est la signature de la forme
quadratique @, alors, pour toute base @-orthogonale e = (e, ...,¢,) de E, p
(resp. g) est exactement le nombre des scalaires ©{g,) strictement positifs (resp.
négatifs). La somme p + ¢ est égale au rang r de O.

D’aprés 1.2.2, 1°, il suffit de le montrer dans le cas d’'une base réduite,
cest-a-dire dans le cas d’une base ¢ telle que Mat (o; £} soit de la forme
Diag (1,,, — I,_,, O}

La restriction de ® a Vect ((g, ..., g,)) s'écrit :
E S — Z g2
i=1 i=1

et est donc définie positive; d’out m < p.

La restriction de ® a G = Vect((g,.,, .. -, £,)) S'écrit
n r
Z gy — — Z &2
i=m+1 i=m+1

et est donc négative (pas nécessairement définie).

Soit H, de dimension s, I'un quelconque des sous-espaces de E pour lesquels
la restriction de @ est définie positive. $'il existait un vecteurnonnulxe G N H,
on aurait simultanément ©(x) < 0et O(x) > 0, ce qui est impossible. La somme
G + H est ainsi directe, et dim G +dim H < n, ce qui sécrit s < m. On en
déduit p < m. Finalement p = m.

On montre de méme g = r — m. O

CONSEQUENCES. — a) Dans toute écriture & = Y A(e¥)% oli(e¥, .. ., e¥)est
i=1
un systéme libre de formes linéaires sur E, il y a exactement p (resp. g} coefficients
A; strictement positifs {resp. strictement négatifs),

by La forme @ est positive [resp. définie positive] si, et seulement si sa
signature est (r, 0) [resp. (n, 0)].

¢) Il existe des bases @-orthonormales de E si, et seulement si ¢ est définie
positive.

Au 2.2.2, 2° nous verrons que p (resp. q) est le nombre des racines {distinctes
ou confondues) strictement positives {resp. strictement négatives) de l'équation

caractéristique de la matrice qui représente ® dans une base arbitrairement choisie
de E.

3¢ Classification dans le cas K =R — THEorREME. — Deux formes
quadratiques sur des RR-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles sont
quadratiquement jsomorphes si, et seulement si les espaces ont méme dimension et
les formes méme signature,

Résulte du 2° et de la proposition 111 du 1.2.1, 1°, O



26 FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET QUADRATIQUES 124

REMARQUE. — Pour ne N\{0} donné, les orbites de 2(R") sous I'action de GL(R"), qui sont
associées aux valeurs possibles de la signature, sont au nombre de

Z"(n+1ﬁp):(n+l)(n+2)/2.

p=0

1.2.4. Complément : orthogonalisation effective d'une forme qua-
dratique

1° Proacédé d’orthogonalisation de Gauss. — THEOREME. — Soit i un naturel
non nul. Pour tout K-espace vectoriel de dimension » et toute forme quadratique
sur E,®, il existe une décomposition de & en combinaison linéaire, a coefficients
éventuellement nuls, des carrés de » formes linéaires indépendantes.

Nous allons vérifier par récurrence qu’une assertion (#f,) est vraie pour tout
n e N{0}

— Le fait que (2¢,) est vraie est trivial,

— Soitne N telquen = 2. Nous supposons que (o7,), .. ., (&7, ) ont été
vérifiées, et nous considérons une forme quadratique @ sur un K-espace vectoriel
E de dimension n. L’élément nul de 2(E) pouvant étre considéré comme une
combinaison linéaire (a coefficients nuls) des carrés des éléments de toute base de
E*, nous pouvons nous limiter au cas ou la forme @ n’est pas nulle.

Soit e une base de E. P s’écrit :

n
L, — Z wbl + 2 ;55

1 i=1 Igi<ysn

=

1% cas : il existe un indice i tel que w; # 0. — On peut, pour simplifier la
notation, supposer ®,; # 0, et écrire @ sous la forme :

£ e[ (8 s+ ¥ (£ 50)

ol A, désigne wy,', ol f| est la forme linéaire sur E déterminée par :
H H H
Z Lie, v o, & + Y & = Y o8,
i=1 i=2 i=1]
ou, enfin, ¥ désigne une forme quadratique sur H = Vect ((e,, . . ., €,)).
n
Drapres (o, ), on peut écrire ¥ = ) A g7, on les &, sont des scalaires, et

i=2
ou(g,, - .., g, est une famille libre de formes linéaires sur H. Pour toutj € [2, n],
associons 4 g; la forme linéaire f; sur E déterminée par :

(520

i=1
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Nous obtenons : @ = Y AfZ ou (f), ..., f,) est une famille d’éléments de E*
i=1

qui est libre puisque sa matrice dans la base de E* duale de e s’écrit :

w,;, 0....0
gz
M=]| ! M
(D.lni
ou M’ est la matrice de la famille libre (g,, . . ., g,) dans la basc de H* duale de

e ...,e);onadet M' # 0, w,, # 0, et donc det M #£ 0.

2¢cas :pourtoutie N, o; = 0. Puisque @ n'est pas nulle, 'undes w,;, i # j,
n'est pas nul. Supposons @,, # 0, et écrivons que ® donne de tout
Eiey + ... + E,e, I'image :

] "

2 |:m12&1&2 + &, Z 0,8 + &, Z Oyl + ‘ mi;’&.f&a;]
k=3 k=13 Igi<jsn
qui s'écrit :

2w 51, (i i;ei)-lz (i {'siej) + ¥ i lek)
i=1 i=1 =3

o I, (resp. I,) est la forme linéaire sur E déterminée par :

n 1 n 1 n
Z Lie, — &+ — E N |:r35pv &+ — Z mlkiki|!
i=1

D2 k=3 Wis k=3
et ol ¥ désigne une forme quadratique sur H = Vect {(e;, .. ., e,)).
Nous avons - 4l,l, = (I, + 1,)> — (I, — 1)~
Posonsw,,/2 =x, = — ks L, + L, =f1:1, — 1, =15

— Supposons d’abord n > 2. En utilisant cette fois .o/, _ ,, et en raisonnant
L

comme dans le premier cas, nous obtenons 1 ® = Y A f7,00(f, ..., f)estun
i=1

systéme d’é¢léments de E* qui est libre puisque sa matrice dans la base de E* duale

de e est de la forme :

M = , avec det M" # 0. O
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— Sin = 2,le calcul reste valable, & cela prés que la forme ¥ n’existe pas et

1 1 L
que l'on obtient ® = 4, f? + A, f2et M = [1 1:| sans avoir 4 invoquer
oy -

Application. — lLa méthode de Gauss fournit une démonstration de
Iexistence de bases orthogonales différente de celle du 1.2.2, sur laquelle elle a
lavantage de fournir une decomposition effective de la forme @, et donc une base
orthogonale effective de E.

Combinée aux résultats du 1.2.2, 1°et du 1.2.3, 2°elle fournit en outre le rang
de @ et, si K = R, sa sighature.

EXEMPLES. — a) Signature de la forme quadratique sur R* qui s'écrit dans la base canonigue :
Ox)={n -+ L -& +E -

De ®(x) = 282 + 2n? + 202 ~ 2En — 28 ~ 2ng, on déduit {cf. premier cas précédent) la
décomposition de Gauss :

@ix) = 2(8 — 1/2.n — /2.0 + 3/2.07 + 32.87 - Ing
qui sécrit ;
O(x) = 2(E ~ 1/2.n ~ 1/2.00* + 32.(n — Q7

La forme est dégénérée (rang 2), de signature (2, 0), et donc positive (ce qui était évident dés le
départ).

e Notons que I'écriture ® = 12 + 12 + I3 avec :

hix)=m-¢ Lhix)=( & Liixy=& -n

n'est pas une décomposition de Gauss car (I}, f,, y)est li& 11, = — |, — 1,.
De @ = 212 + 212 + 21,1, on peut cependant déduire la décomposition de Gauss :

O =2(, + 1257 +3/2.82
On retrouve (a 'ordre prés des coordonnées) le résultat précédent.

s Voyons sur cet exemple comment la décomposition de Gauss permet d'obtenir une base
orthogonale relativement 4 @.

Les formules £ =& — 1/2.n — 1/2.0 et 0 = n — £, que nous compléterons par [ = {,
peuvent étre considérées comme des formules de changement de base puisque la matrice

1 —12 -1
M=]0 1 -1
0 0 1

est inversible. Dans la base & correspondante, @ est associée au polynome 2X? + 3/2.¥2: ¢ est done
orthogonale relativement & @.
La matrice de passage P{ n'est autre que M "!. On en déduit aisément :

ey = e, ¢y = 1/2.e, + e, ey = e + ey + ey

REMARQUE. - Le lecteur pourra, i titre d'exercice, rechercher le noyau de ® dans t'une oul'autre
des deux bases, et constater qu'il s’agit du cone isotrope R{e, + e, + ¢,).

b) Signature de la forme quadratique sur R qui s'exprime dans la base canonigue par :

®(x) = £* + 0 + {F - 2uin - 2PE, (o P)eR7
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Le lecteur obtiendra aisément :
Dx) = — P + (L - PEP + (1 ~ o? - pHE?
qui est un¢ décomposition de Gauss, puisque les formes linéaires
x — & x —m -k x —§—pE

sont visiblement linéairement indépendantes. Do la discussion :

-~ Sia? + p? = 1, la signature est (2, 0); la forme est dégénérée (rang 2) et positive.

— Sia? 4+ B? < 1, la signature est (3, 0); la forme est définie positive (on peut dire : non
dégénérée, positive).

— Si o + B2 > 1, la signature est (2, 1); la forme est non dégénérée, mais ni positive et
négative.

2° Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. — Soient E un K-espace
vectoriel, @ une forme quadratique sur E, de forme polaire @, et {x,), .- une
famille libre de vecteurs de E, finie (N' = N}, ou dénombrable (N’ = N\ {0 }).
Pour tout ke W', on pose E, = Vect ({x,, ..., x;)}, et on désigne par ¢, la
restriction de ¢ a E; x E,; on suppose ¢, non dégénérée. On pose E, = {0}.
Pourtousk € Neti € N, on désigne par D, le cofacteur de p(x,, x,)dansla

¢-matrice de Gram de (x,, ..., %) et par A, le déterminant de Gram de ce
systéme.

ProrosiTion 1. — Avec les notations précédentes, on dispose de la famille
{€)keras AVEC :

k
e, =D’ Z Dyx; (1)
i=1

Pour tout k € N', (e, ..., &) est une base ¢ -orthogonale de E,, et on a :
D(e) = ple, x) = AJA 4 (avec la convention A, = 1) (2}

ainsi que : 1
c go(e:-, xk)
G =X — 3 e, (3)
=1 Ple)

— Llexistence des e, est dued lanonnullité des Dy, :sik = lonaD,, =1 ;
si k22, D, =A,_, est non nul au titre de discriminant dans la base
(X[y ..., X,_4) de la forme bilinéaire non dégénérée @, _ .

— On constate :

Vke N e —x eF .

En raisonnant par récurrence, on en déduit que, pour tout ke f’
{e,, ..., &) est une base de E,.
— Fixons k e N'. Pour tout j & N,_, nous avons, en utilisant (1) :

Dy .ole, xj) = Z Dyo(x;, x)), (Dy # 0). 4

i=1

Le second membre de (4) est le développement suivant la k-iéme colonne du
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déterminant déduit de Gram (x,, . .., x,} en remplacant la k-iéme colonne par

la j-i¢me ; comme j < k, ce déterminant est nul, et donc @(e,, x;) = 0. Ainsi ¢, est

¢-orthogonal & chacun des vecteurs de la base (x,, ..., x,_,)de E, . |,etdoncd

chacun des vecteurs de la base (e, ..., ¢,_,) de E,_,. Une récurrence permet

d’en déduire que, pour tout k € N’, la base (¢, . . ., ¢) de E, est @,-orthogonale.
— Fixant a nouveau k, nous avons : ®(e,) = ple, x,) et donc :

k
Dy . ®(e) = Z Dyp(x; x) (3)
i=1
Le second membre de {5) est le développement de A, suivant sa derni¢re
k—1
colonne. Quant 4 la formule (3), elle s'obtient en écrivante, = x, + » Ageten

i=1

utilisant ¢(e, g,) = 0, pour calculer A, ie N, _,. O

Cas de dim E = n > 0. — Pour toute forme ¢ € &,(E) définie, la méthode,
appliquée avec N’ = N, permet, grice a la formule (3), de construire effective-

ment, & partir d'une base quelconque (x4, . . ., x,) de E, une base ¢-orthogonale
(€45 ..., €.
Orthonormalisation dans le cas d'un espace euclidien. — Ici E

est un R-espace vectoriel de dimension finien > Oet @ est une forme quadratique
définie positive; nous dirons alors que (E, @) est un espace euclidien. De la base -
orthogonale (e, . . ., e,) obtenue ci-dessus on déduit une base @-orthonormale de
E, (g4, ..., &,), &n posant :

VkelN, g = &/ /D (e)
Il pourra d’ailleurs étre commode de remplacer (3} par :
k-1

Vu € Nn ek =X — Z (P(Sh xk)Ei‘

i=1

REMARQUES. — a) (&, . . -, &,) est ['unique base orthonormale de E vérifiant ;
i) Vke N, (g, ...,g) est une base de E, = Vect {(x,, ..., x));
i) Yke N, @(g,.x) >0

Vérification laissée au lecteur qui utilisera :
il
Ve N, E.,=E _, @ Re, et (e, x) = Olg) > 0.

b) Tous les déterminants A, sont strictement positifs.
Résulte de (2), compte tenu de ®le,) > O pour tout ke N,

1.3. LE GROUPE ORTHOGONAL D'UN ESPACE QUADRATIQUE

1.3.1. Notion de K-espace quadratique

DeriNTION. — On appelle K-espace quadratique tout couple (E, ©), ol E est
un K-espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E, non dégénérée.
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Méme si cela n'est pas dit explicitement, nous supposerons que 'espace
vectoriel En'est pasnul (E # {0}}et que, par conséquent, la forme non dégénérée
¢ est non nulle.

1.3.2. Adjoint d’'un endomorphisme ;
endomorphismes symétriques

Dans tout le paragraphe, on considére un espace quadratique (E, ¢); on
désigne par ® la forme quadratique associée 4 @.

1° Adjonction. — DEFINITION. — Soit u un endomorphisme de E. §'il existe
un endomorphisme v de F vérifiant :

Vix, e E?  olulx), ) = o(x, t(y)) (1)

on dit que v est un endomorphisme adjoint de « (ou, plus simplement, un adjoint
de u).

$il risquait d’y avoir ambiguité sur ¢, on préciserait « g-adjoint ».,

ExgmpLE. — Idg admet Idg pour adjoint.

ProposiTiON [. — 8i 1 admet v pour adjoint, alors v admet u pour adjeint.

On passe de (1} a :

Yix, e E*  olux), ) = olx, u(y)

en transposant x et y (qui sont « muets »), en utilisant le caractére symétrique de
¢, enfin en échangeant les deux membres. a

ProposiTion I, — Si v admet un adjoint, celui-¢i est unique, ce qui antorise a
le noter u*.

Soient v et r; deux adjoints de u; w = v — v, verifie :
Vi, EE®  olx, w(y) = 0.
Dou :¥ye E w(y)eKer . Comme Ker ¢ = {0}, 0ona w = Oy, O

*EXEMPLE D'UN ENDOMORPHISME N'AYANT PAS D'ADJOINT. — Soil E le R-espace vectoriel des
applications polyndmiales de R dans R. Le lecteur vérifiera aisément que :
1
— lapplication ¢ : Ex E- R (x, 3} +— x(2)y(t) dr est une forme bilinéaire symétri-
que, définie positive ; U 0
J. —— dr esl convergente.
o JT

— pour lout x € E, I'intégrale
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® Soit » I'endomorphisme de E qui a tout x € E associe 'application polyndémiale constante

L
t r—-)j. ir—)cir.
0

T
Supposons (hypothése (H)) que u admette un g-adjoint v. En notant z, 'élément ¢ — °, (n € N),
de E, nous avons d'aprés (1) :

vneN  o{u(z,), zo) = @z, zo))

1 1 1 1
@lu(z,), z2p) = L (L ™2 d‘t) dr = Y

P
Dr’autre part, en explicitant 1{z,) sous la forme ¢ +— z Al
k=0

Or

1 P %,

’
0(z,, zp)) = 2 mhdre = —_—
! ugo * o k§0 n+k+1

P

t prennent Ja méme valeur en tout

Ainsi les fonctions rationnelles et Y l
X+ 12 2 X+k+1

point de la partie infinie N de R, et donc elles coincident (I.7.1.5). La considération des p6les (entiers
pour I'une et pas pour I"autre} montre que I'hypothése (H) conduit & une contradiction. O

ProrosiTioN III. — L'ensemble des endomorphismes de E ayant un adjoint
est une sous-algébre de #(E). L’application involutive 1 —— u* de cet ensemble
sur lui-méme est linéaire,

Résulte de
— 1d, admet un adjoint (4 savoir Idg);
— Pour tous endomorphismes u et v admettant des adjoints, et tout o € K les
endomorphismes u + v, ou et u o v admettent des adjoints, et Pon a :
(v + v)* = u* + v*; (cen)® = o™, (u = of* = v* o u*,
En ce qui concerne u + v et au c’est une conséquence immédiate de (1).
Drautre part, toujours d’aprés (1) :

Vix,y) e E* of(u - v)(x), )

o((x), u*(y))
@, (0* © u*) ). O

ProposITIONIV. — Si u est un automorphisme, et si u et 1~ ' admettent des
adjoints, alors u* est un automorphisme et (u*)™' = (u™!)*

Résulte de -
() ou* = (uou = (IdgP* = 1dg
et :
wr oV = (! s w)* = (Idg* = 1d,.

ProrosiTionY. — Siu admet un adjoint et si H est un sous-espace de E stable
par u, alors H' est stable par u*,

Soit y e H-. Pour tout x € H, on a u(x) € H, et donc ¢(u(x), ¥} = 0, ce qui
s’écrit : o(x, u*(y)) = 0. Ainsi : ¥ye HL u*(y)e HL O
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ProrosiTiON VI, — Si 1 admet un adjoint, alors :
(2) Keru* = (Imu}t; Im u* = (Keru}t (3)

— Pour tout y € E, 'assertion y € Ker u* équivaut (compte tenu de la non
dégénérescence de @) 4 : Vxe E  o(x, u*(y)) = 0, et donc a :

Vxe E o(u(x), y) = 0, ce qui s'écrit : y € (Im u)*
— L’égalite (2) ¢tant ainsi prouvée, on en déduit, en y transposant u et u*
Ker # = (Im u*)+, ce qui entraine : (Ker u)t = (Im u*)tL,
¢t donc (3) puisque I'on sait que : Im u* = {Im u*}*4 O
2° Endomorphismes symétriqgues. — DEFInITION. — Un endomorphisme u

de E est dit symétrique [resp. antisymétrique] si, et seulement s’il admet un adjoint
u* tel que u* = u [resp. u* = — u], c’est-a-dire si et seulement si :

Vix, e E*  ou(x), ¥) = o(x, u(y) [resp. — o(x, u(y)] 4

En d’autres termes, « symétrique » signifie « auto-adjoint ».
EXEMPLES. — Idp est symétrique; O g, est & la fois symétrique et antisymétrique.

ProrosiTion [. — Toute application u de E dans E qui vérifie (4) est linéaire ;
c’est donc un endomorphisme symétrique (resp. antisymétrique).

Considérons u € E* qui vérifie (4).
Soient (x, y) € E? et (o, B) € K?; posons
z = u(ax + By} — om(x) — Puly)
En utilisant (4), et en convenant que € désigne 1 [resp. — 1], nous avons :

VieE  eqlz, 1) = olax + By, ult) — op(x, u(t)) — Bely, ult)
et

VieE  eol(z 1) = ollux + By) — ax — By, u(@®) = 0.

On en déduit z e E+ et, ¢ étant non dégénérée : z = 0. O

ProrosiTiONI]. — L'ensemble des endomeorphismes symétriques et celui des
endomorphismes antisymétriques de E sont des sous-espaces supplémentaires du
K -espace vectoriel des endomorphismes de E ayant un adjoint ; on les note S (E) et
AJE).

P

— Il s’agit de parties non vides et stables, et donc de sous-espaces.
— Pour tout endomorphisme u de E admettant un adjoint, [’équation

u=s+a)As* =5 A@"=-a
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a I'inconnue (s, a) € (Z(E))* ne peut admettre pour solution que le couple :

1 1
—(u + u*), —=(u— u®))
Cueen Lumun)
Or ce couple convient visiblement. ]

1

REMARQUES. — a) Pour tout automorphisme symétrigue u, u~ ' est symétrique.

by Sofent u et v des endomorphismes symétriques; u o v est Symétrique si, et seulement si u et n
commutent,

3° Etude en dimension finie. — Soit (E, ¢) un espace quadratique de
dimension finie n > 0 (ce qui signifie dim E = n > 0). L'application linéaire d,,
associée (a droite et & gauche) 4 ¢ est ici un isomorphisme de E sur E*,

ProrosiTion I. — Tout u € ¥#(E) admet un adjoint, et on a ;
ut* =d;t o' od,
Démonstration intrinséque. — En utilisant la définition de ', on a :
Vix, ye B ou(x), ¥) = {dy), u(x)> = {(u = d)y), x))

Comme ici d, est bijectif, il en résulte :

Vix, y) e B2 ofu(x), y) = (dy([d, ' s = d J(y) x>

ce qui s'écrit
Vix, e 2 ou(x), y) = @lx, [d, " = 'u = d J(). d
Démonstration matricielle. — Soient e une base quelconque de E, ¢t
Q = Mat(p;e) = Mat (d,; e, &%)

¢ étant symétrique et non dégénérée, Q est symétrique et inversible,
Pour tout (u, v) € (Z(E)})?, notons :

Mat (u;e) = M, Mat (v;e) = M.
En utilisant (1), on constate que 'on a v = u* si, et seulement si :
¥ix, y) e E? IMX)QQY = 'XQIM'Y)

ce qui sécrit :'MQ = QM’, ouencore : M’ = Q™' 'MQ. Cette égalité matricielle
traduit dans la base e I’égalité des endomorphismes vet dj ' o'u o d, de E.[J

CoroLLAIRE I. — S (E) ® A(E) est le K-espace vectoriel Z(E).

CoroLLAIRE II. — Pour tout u € #(F) :

i) rgu* =rgu et detu* =detu;

ii) Un sous-espace H de E est stable par u si et seulement si H est stable par
¥,

iii) Im u* = (Ker u)*;
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iv) §'il existe une base orthonormale e de E, alors :
Mat (u*, e) = [Mat (u; €)]
et u est symétrique (resp. antisymétrique) si, et seulement si Mat (u; e) l'est.

L’existence de u* étant acquise :

iy résulte de wu* = d;_' o' cd, ou d, est bijectif (et aussi de
M = Q7 'MO);

ii) résulte dans un sens de la proposition V du 2°, dans l'autre de H1! = H
et u** = u;

iii) est icl (Ker y)t = (Im u*)*+, déja rencontré;

iv) résulte de M’ = Q' ‘ML, compte tenu de Q = [, O

Prorosimon 1. — Lapplication ¢ +— d_ ts d, est un isomorphisme de
& ,(E) sur le K-espace vectoriel S (E) des endomorphismes ¢-symétriques de E;
I'isomorphisme réciproque est : u +— ((x, y) — o(x, u(y))

— Pour e &,(E) donné, u = d, ! - d, est un endomorphisme de E.
Pour tout (x, y) € E*, nous avons :

o(x, uly)) = {dyfu(y), x> = {dy(y), x> = V(x, y)

et, en utilisant la symétrie de @ et de \ : @(u(x), ¥) = o(x, u(y).

— Ainsi § +— d_ ! o d, est une application de &,(E)} dans S (£); sa
linéarité est évidente ; reste & prouver sa bijectivité,

— Soitu € S (E). S'il existe 8 € & ,(E) tel que d !5 dy = u, nécessairement
dyest d, o u, et O est I'application { définie par :

(x, ¥} = Ldfuiy), x>,  Cest-a-dire  (x,¥) > @x, u(y)).

En utilisant la symétrie de u et de ¢, on vérifie : € ¥,(E). O
Retenons la relation caractéristique de u :

Vix, e E?  ix,y) = o(x u().

CoroLLARE II1. — Les K-espaces vectoriels S (E) et A (E) ont pour
dimensions n(n + 1}/2 et n(n — 1)/2.

Dans le cas ou il existe une base orthonormale de E; ce résultat peut se
déduire de dim % (n).

4° Orthogonalisation simultanée de deux formes guadratigues. — On suppose encore
dim E = n > (. A l'espace quadratique (E, ¢} on adjoint une forme quadratique sur E, 'V, de forme
polaire Y. Dans ces conditions :

ProposiTioN. — H existe une base de E a la fois p-orthogonale et \y-orthogonale si, et seulement si
endomorphisrne g-symétrique u = d_ ' o d, est diagonalisable.

La condition est nécessaire. — Supposons qu'il existe unc basec e = {¢,, . . ., ¢,} p-orthogonale et
Y-orthogonale. Nous allons montrer que tout vecteur de e est vecteur propre de u;il en résultera que
u est diagonalisable. Il suffit de raisonner, par exemple, sur e,.

Notons que, e étant gp-orthogonale et ¢ non dégénérée, nous avons : ®(e,} # 0.
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Les noyaux des formes linéaires djfe,) et dyle,) contiennent e, ..., ¢, ct donc
H = Vect{e,, ..., e,); celui de d,(e,), qui ne contient pas ¢, & cause de d{e,) # 0, est H; celui de
dle;) est H ou E; de toute fagon il existe &, € K tel que d,le ) = Xk dle,), ce quis'écritufe,) = A,e,
(cf. 1.9.3.3, 3%). 0O

La condition est suffisante. — Supposons que u est diagonalisable. Soient E,, . .., E, les sous-
€S paces propres associés aux valeurs propres distinctes &, . . ., &, Pourtout k € N, il existe une base
de E, orthogonale par rapport 4 larestriction de ®a E,. et, E élant somme directe des E, 1a réunion de
ces bases (au sens du 1.9.1.2, 99 est une base e = (¢, . .., ¢,) de E. [l s’agit de montrer que, pour
(i, elN,) eti#j e et €; sont p-orthogonaux et Y-orthogonaux. Distinguons deux cas :

1°" Cas : ¢, et ¢; appartiennent 2 un méme sous-espace E,. On a donc gle, ¢) = 0.
Il vient : e, e) = @le, ule) = hoie, e) = 0.

2¢ Cas @ ¢; et ¢, appartiennent respectivement a E et a £, h # k.
On a encore

e, e) = Aple,e)); deméme: ey o) = hyole, ¢)

ce qui $'écrit @ yle, ep) = Aple, e) Dol 1 (3, — Aole, e) = 0. Comme Ay, = %, # 0, il vient
ole, e) = 0, ce qui entraine Yle, ¢;) = 0. : O
CAS PARTICULIERS. — @) Si K est algébriquement clos, @ non dégénérée et « diagonalisable, il
existe une base de E 4 la {ois ¢-orthonormale et Y-orthogonale.
b) Nous verrons au 2.2.2 qu'il en est de méme si K = R et si @ est définie positive.

1.3.3. Projecteurs orthogonaux ;
symétries orthogonales

1° Projecteurs orthogonaux d’un espace quadratique. — THEOREME ET
DEFINITION. — Soient (E, ¢) un espace quadratique et p un projecteur de F, d'image
F et de noyau G. Une condition nécessaire et suffisante pour que I'endomeorphisme p
soit symétrique est G = F ', Lorsqu'elle est remplie, on dit que p, qui est alors noté
P est le projecteur orthogonal sur F, et on constate que Id; — p, est le projecteur
orthogonal sur F*,

— Si p admet un adjoint égal & p, Ker p* = (Im p)* s'écrit G = FL
— Supposons G = FL. Pour tout (x, y) € E?, on peut écrire :

x=px)+x, y=py)+y, avec (x,y)eFY?

et, compte tenu de @(p(x), y) = @(p(y), x') = 0, en déduire que @{p(x), y} et
©(x, p(y)) sont 'un et Pautre égaux a o(p(x), p(¥)). L'endomorphisme p est ainsi
symeétrique.

— St G = F, le projecteur Id; — p,, d’image F* et de noyau F, est
symétrique au titre de combinaison linéaire d’endomorphismes symétriques. [

REMARQUES. — a) Le théoréme peut s'énoncer : un projecteur p d'image F est un endomorphisme
symétrique si, et seulement si F admet un supplémentaire orthogonal et si Kerp = FL.

b) Le théoréme permet de retrouver le fait que si ¢ &.%,(E) est non dégénérée, alors
E = F @ Fl implique F11 = F,
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EXEMPLES. — a) Soient (E, @) un espace quadratique, F un sous-espace de dimension finie de E,
¢ la restriction de ¢ a F x F; nous supposons qu'il existe une base ¢’-orthonormale
e ={e,...,e,)de F, ce quiimplique que F n'est pas isotrope et donc (puisque F est de dimension
finieyque £ = F @ FL

Nous disposons ainsi du projecteur orthogonal pg. En utilisant :

m

pAxX) = Y @lipplxdele, et YieN, olpglxle) = qix.e)

i=1

nous constatons que pp est déterminé par :

¥xeE PeX) = Y olx e)e,

i=1
b) Soient Junensembleinfiniet E = KUY muni de la forme bilinéaire canonique. Nous avons vu

(1.1.3, 4°, remarque) que, pour (2}, € KK, 'hyperplan F de E d'équation Zy x,&, = 0 vérifie

13
Fl =10}, et donc F ® FL = F: on ne peut parler de projecteur orthogonal sur F.

2° Les symétries d’un espace vectoriel. — Soit E un espace vectoriel, pas
nécessairement quadratique.

DerFinmmion. — On appelle symétrie de E tout endomorphisme invelutif de E
(automorphisme s tel que s~ ! = s).

THEOREME. — Seit p un projecteur de E, d'image F et de noyau G (avec
E = F @ G). Alors s = 2p — Id, est une symétrie de E ; on I'appelle symétrie par
rapport a F, parallélement a G.

Onaeneffet : p? = pets® = 4p% — 4p + Id, D’'ou s* = Id,. 0

Notons que, g désignant le projecteur d’'image G et de noyau F, on a :
s=p - getque — s =g — pestla symétriec par rapport a G, parallélement
aF.

THEOREME RECIPROQUE. — Soit s une symétrie de E; on note £, et E_ les

noyaux respectifs de s — Id; et de s + Id.. Alors E = E, ®@ E_, et 5 est la
symétrie par rapport 4 E ., parallélement a E_.

— Par application de 1.12.3.4,1° avec P, =X — 1 et P, =X +1
{polyndémes premiers entre eux puisque K n’est pas de caractéristique 2}, on
obtient E=E_, & E_.

— Considérons les endomorphismes

1 1
p = E(IdE + 5) et g = E(Idf — 5).
Nous avons :
VxeE  (x = p(x) + g(x)) A (p(x)eE,) » (glx)e E_).

Ilen résulte que pest le projecteur sur E _, parallélement A E_. Ors = 2p — Id,.

O
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ProrosiTion. — Deux symeétries de E commutent si, et seulement si leur
produit est une symétrie.

Soient r et s des symétries de E.

— Supposons ros =sor. Il en résulte (sor =scroros = Idg
5 = r est donc une symeétrie.

— Supposons maintenant que s o r¢st une symétrie,soits cr s o r = Id,.
Onendéduit se(sorcosor)or =sold,or,ouros=sor O

3° Les symétries orthogonales d’un espace quadratique. — THEOREME ET
DEFINITION, — Soient (E, @) un espace quadratique, F et ¢ deux sous-espaces
supplémentaires de E et s la symétrie par rapport a F parallélement a2 G. Une
condition nécessaire et suffisante pour que 'endomorphisme s soit symétrique est
G = F', Lorsqu'elle est remplie, on dit que s, qui est alors noté s, est la symétrie
orthogonale par rapport a F, et on constate que — s est la symétrie orthogonale par
rapport a G = FL

. 1 .
En effet s est symétrique si, et seulement si p = E(Idf + s), qui est le

projecteur sur F parallélement & G est symétrique. On utilise le 1°, O

1.3.4. Le groupe orthogonal d’un espace quadratique

Soit (E, @) un espace quadratique de dimension finie ou infinie.

1° THEOREME ET DEFINITION. — Pour tout automorphisme u de E, les trois
assertions suivantes sont équivalentes :

i) Y(x, ) e B2 olux), uly)) = olx, y);

ii) Vxe E  Ou(x)) = O(x);

ili) u admet ! pour adjoint.

Tout u € GL(E)qui vérifie ces assertions est dit automorphisme orthogonal (ou
opérateur orthogonal) de I'espace quadratique (E, ¢).

Preuve de i} < 1i), — Pour tout u € #(E), 'égalité des formes bilinéaires
symeétriques ¢ % u et @ (notations du 12,1, 1° équivaut 4 celle des formes
quadratiques @ o u et D.

Preuve de i) = iii). — Pour tout ¥ € GL(E), i) équivaut a :
Vix, y) e E*  olulx), u(u” () = o(x, u”{y). O

EXEMPLE : SYMETRIES ORTHOGONALES. — Une symétrie s de I'espace quadratique (E, ) est un
automorphisme orthogonal si, et seulement si ¢’est une symétrie orthogonale.

Compte tenu de s~ = 5, 57! = s* s'écrit s = s* On applique 1.3.3, 3°. 0
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ProrosiTion I. — Si F est un sous-espace de E invariant par un automor-
phisme orthogonal u, alors F* est stable par w.

Pour tout y € F-, nous avons :
VxeF  olulx), uy) = o(x,y) =0,
et donc : ufy) e (w(F)+ . Or u(F) = F. |

Notons qu'un sous-espace de dimension finie de E est invariant par u € GI(E)si, et seulement s'il
est stable par u.

® PREMIERES CARACTERISATIONS DES AUTOMORPHISMES ORTHOGONAUX. —
a) Toute bijection u de E sur E qui vérifie :

i) V(x, )€ E* ou(x), u() = o(x, y)
est un automorphisme orthogenal.
Il s’agit de prouver que u est linéaire.
Soient (x, y) € E? et (o, B) € K*. Posons
z = uax + Py) — au(x) — Pu(y).
Pour tout f € E, nous avons :

oz, t) = olu(ax + By), 1) — apu(x), £}y — Peu(y), 1)
et

oz, 1) = @(ax + By, u” (1) — apx, u” (1)) — Py, u” (1)) = 0.

On en déduit z e E* et, ¢ étant non dégénérée : z = 0. 0O

b) Une bijection v de E sur E est un automorphisme orthogonal si et
seulement si elle vérifie :

i) @0 =0) A (V(x,y) e E>  Dlu(x) — u(y)) = Plx — y).

— 1l est évident qu'un automorphisme orthogonal vérifie iv).

— Inversement soit ¥ une bijection de E sur E qui vérifie iv). En faisant
¥ = 0, on constate que u vérifie ii). Nous allons montrer que u vérifie 1), ce qui
permettra d’appliquer a).

Soit (x, y) € E*. Nous avons :

D(u(x) — u(y)) = Pulx)) + Gu(y) — 2(u(x), u(y)
et :

D(x — y) = Plx) + Dy} — 20(x, y).
Compte tenu de iv) et de i1), il vient : @(u(x), u(y)) = @(x, y) O
e Le groupe orthogonal de (E, ¢). — ProprosiTioN II. — L’ensemble des

automorphismes orthogonaux de I'espace quadratique (E, ¢) est un sous-groupe du
groupe linéaire de E ; on 'appelle groupe orthogonal de (E, ) ; on le note O(E, o).

Démonstration aisée, laissée au lecteur. O
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REMARQUE. — Si les formes bilinéaires symétrigues non dégénérées ¢ eI  sont quadrariquement
isomorphes, alors les groupes O(E, @) et O(F, 1) sont isomorphes.

Il existe en effet un isomorphisme u de E sur F tel que ¢ = § * u; on en déduit que
f > u s feu"! est un isomorphisme de O(E, @) sur O(F, ¥}. O

2° Cas de dim E = n, n > 0. — NOUVELLES CARACTERISATIONS. — @) Tout
endomorphisme u de E qui vérifie :

i) Vxe E Ou(x)) = ®(x)
est un automorphisme orthogonal.

Ici encore @ - u = @ entraine @ * v = @,
Pour tout y € Ker u, nous avons

VxeE ofx, y) = ou(x), 0) = 0.

Tout y e Ker v appartient au noyau de ¢ qui est {0}. D’od Ker u = {0}.
Ainsi u est injectif et donc bijectif, puisque dim E = n. |

b} Toute application u de E dans E qui vérifie :
i) V(e e E* ou(x) u(y) = olx, y)
est un automorphisme orthogenal.

D’aprés a), il suffit de montrer que u est linéaire.
Soit e une base @-orthogonale de E. Aucun vecteur de e n’est isotrope. En
utilisant :
Vi, j)eNT  olule), ule)) = ole, e)

on constate que u(e) est une famille orthogonale de » vecteurs de E dont aucun
n'est isotrope ; c’est donc une base @-orthogonale de E.
Pour tout x € E, écrivons :

X = Z S et u(x) = Z n,ue).
i=1 i=1
De o{u(x), u(e;)) = @lx, ¢} on déduit : nDlule;)) = ED(e,).
Comme Q(ufe;)) = Ple;) # 0,1l en résulte : 1; = &,
De : vVieN, n; = &, résulte la linéarité de w. 0

¢) Une application u de E dans E est un automorphisme orthogonal si et
seulement si elle vérifie ;

iv) ((0) = 0) A (V(x, y) € E*  Dfu(x) — u(y)) = B(x — y)).

On raisonne comme au 1° (caractérisation b)), en utilisant le résultat
précédent. |

o Le groupe des rotations de (E, ¢). — Prorosimion I. — Fout automor-
phisme orthogonal de I'espace quadratique (E, ¢) de dimension finie n > 0 a pour
déterminant 1 ou — 1. Les automorphismes orthogonaux de déterminant 1 sont
appelés rotations ; ils constituent un seus-groupe distingué du groupe orthegonal de
(E, @), qui est appelé groupe spécial orthogonal de (E, @) et noté G *(E, ). L'indice
de O*(E, @) dans O(E, ¢) est 2.
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-~ De det u* = detu et u o u* = Idg, on déduit : (detu)® = 1, et dong :
detue!~ 1,1}

— On vérifie que l'application u +— det 4 est un morphisme du groupe
O(E, ¢)dans le sous-groupe { — 1, 1} du groupe multiplicatif K\{0}; I'ensemble
des rotations, qui est le noyau de ce morphisme, est un sous-groupe distingué de
O(E, @)

— L'indice de OF(E, @) dans ((E, @) est, par définition (L.2.3.1) le cardinal du groupe
O(E, )/0* (E, ). Nous allons montrer que celui-ci est isomotphe 4 {— 1, 1}, et donc de cardinal 2,
puisque K n'est pas de caractéristique 2. Il suffit de montrer que 07 (E, ¢) = O{E, eNO " (E, @) n'est
pas vide.

On sait que E posséde des vecteurs non isotropes. Soit ¢, I'un d’eux. Le sous-espace Ke, est non
isotrope et donc E = Ke, @ (Ke,}L. 1l existe une symétrie orthogonale par rapport 4 {Ke,)L, que

nous notons s. Si (¢, - . ., ,) est une base quelconque de (Ke, )L, nous avons (') :
Mats;(e,, e, ..., e)) = diag (— 1,1, ..., 1}
D'od:dets = — letse O (E, @) O

e Représentation matricielle. — Proposition 1I. -~ Seient 4 un endomor-
phisme de E, et e une base de E; on note

Q = Mat (9p; e) et M = Mat (u;e)

Les assertions suivantes sont équivalentes :
i} u est un automorphisme orthogonal; ii) ' M QM = Q.

En effet :
_ V{x, ) €E*  oulx), u(y) = olx, )
s’écrit :
Y(x, y)e E? (MX)QMY)='XQY
ou encore :
MOM = Q. |
Proposimion 11I. — Soient 4 un endomorphisme de E, et e une base

-orthonormale de E; on note M = Mat (u; e).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) ue O(E,p); i) 'MM = I,; iii) u(e) est une base ¢-orthonormale.

Ici Mat (¢;e) = 1,
— L'¢quivalence de i} et ii} résulte de la proposition 1L

— Preuve dei) = iii). — Supposons u € O(E, ¢). Image d’une base par un
automorphisme, u{e) est une base et M = Py, I vient :

Mat (p; ufe}) = 'M(Mat (p;e) M = 'MIM = I,
ce qui montre que la base u(e) est orthonormale, O

(') En remarquant que, dans le cas n = 1, (e,, .. ., e,) est la base vide.



42 FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET QUADRATIQUES  13.5

— Preuvedeiii) = ii). — Supposons que u(e)est une base orthonormale,
ce qui implique que u est un automorphisme, que M = P“ et que
Mat (p; ufe)) = I,. D'ou : I, ="'M I M, qui est ii). O

COROLLAIRE. — Soient ¢ et ¢’ deux bases, la premiére orthonormale; on note
M = P¢. Alors ¢ est orthonormale si, et seulement si ‘MM = I,

On applique la proposition IIT & u € GL(E) tel que Mat (u;e) = M. O

REMARQUE IMPORTANTE. — Dans un espace quadratique de dimension finie, il n'existe pas
nécessairement des bases orthonormales.

1.3.5. Matrices orthogonales

1° THEOREME ET DEFINITION. — Pour toute K -matrice carrée M les assertions
suivantes sont équivalentes :

MM = 1,; M'M=1I_; M estinversible et M~' = ‘M.
Toute K-matrice qui vérifie ces assertions est dite matrice orthogonale.

Conséquence immédiate de 1.9.4.6, 1° 0

REMARQUES. — a) Les matrices-unité sont orthogonales.
b) M e Mg(n) est orthogonale si, et seulement si ‘M est orthogonale.

2° Interprétation des K-matrices orthogonales d’ordre n. — Dans K"
rapporté a sa base canonique g, nous disposons de la forme bilinéaire symétrique
canonique @, telle que Mat (@; €) = I,,; @ est non dégéneérée et la base £ est @-
orthonormale, D'aprés 1.3.4, 2°, ue £(K" est un automorphisme orthogonal de
(K", ¢)si, et seulement si son image Mat (u; €) par la bijection canonique de ¥ (K")
sur M i (n} est une matrice orthogonale,

Dot les deux propositions, que 'on peut vérifier directement :

ProrosiTion I. — L'ensemble des K-matrices orthogonales d’ordre n est un
sous-groupe de GL ((n), isomorphe a O(K", @), qui est appelé groupe orthogonal de
degré n sur K et noté O (n).

ProrosiTion II. — Toute K-matrice orthogonale a pour déterminant 1 ou
— 1. Les matrices orthogonales de déterminant 1 (resp. — 1) sont dites droizes
(resp. gauches). Les K-matrices orthogonales droites d’ordre n constituent un sous-
groupe distingué de O (n), isomorphe a 0" (K", @), qui est appelé groupe spécial
orthogonal de degré n sur K et noté O (n). L'indice de O (n) dans O(n) est 2.

REMARQUE. — Plus généralement O (n) est isomorphe au groupe orthogonal de tout espace
quadratique de dimension n possédant des bases orthonormales.
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e On sait (1.3.4, 2°) que u € (K" est un automorphisme orthogonal de
(K", @) si, et seulement si u(g) est une famille @-orthonormale; or u(g) est, par
définition la famille des vecteurs-colonnes de M = Mat (u; £).

D’ou, en remarquant que les vecteurs-lignes de M sont les vecteurs-colonnes
de ‘M et que M est orthogonale si, et seulement si M est orthogonale :

ProrosiTion III. — Une K-matrice carrée d'ordre n, M = [o], est
orthogonale si, et seulement si la famille de ses vecteurs-colennes (resp. vecteurs
lignes) est ¢-orthonormale, ce qui s’écrit :

Y, k) e (N Y o0y = 8, (symboles de Kronecker);

i=1

(resp. Vi, ) e(N,)? i o0 = BH).

i=1

REMARQUE. — Dans une matrice orthogonale drolte (resp. gauche) chague élément est égal {resp.
opposé) & son cofacteur.

Soit M = [a;;] une matrice orthogonale. En désignant par A;; le cofacteur de o;; dans M, et en
utilisant ‘M = M !, nous avons :

ii

o= (MY o= (M), = ——
% = ki =t b det M

OrdetM =1 (resp. — 1)

ExXEMPLE. — L’étude des vecteurs-colonnes de la matrice réelle :

-2 12
I
M= 2 21
3
1 -2 2
montre qu'elle est orthogonale. Elle est gauche puisque o, = — 2/3 et Ay = 2/3,

3° Matrices de passage orthogonales, — Soient (E, ¢) un espace quadrati-
que possédant des bases @-orthonormales. Le corollaire du 1.3.4, 2° s’énonee :

Seit ¢ une base orthonormale de E. Une base ¢ de E est orthonormale si, et
seulement si la matrice de passage de e 4 ¢ est orthogonale,

1.3.6. Le groupe des similitudes d’'un espace quadratique

1° Le groupe des homothéties d’un K-espace vectoriel non nul E.
— THEOREME. *- L'ensernble des homothéties de E (endomorphismes de la forme A Id;, avec
L e K\[0}) est un sous-groupe de GL(E), isomorphe au groupe muitiplicatif K\{0}.

Démonstration immeédiate. O
Notons que toute homothétie de E commute avec tout endomorphisme de E.
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2° Similitedes. — Dans la suite du paragraphe (E, @) désigne un espace quadratique non nul de
dimension finie ou infinie.

THEOREME ET DEFINITION. — Soient u ¢ GL(E) et € K\[0}. On dit que u est une similitude de
multiplicateur o, si, et seulement si le couple (x, o) vérifie les trois assertions équivalentes :

i) Vix, e ET puix, uly) = 2olx, y);
ii) ¥YxekE O(u(x)) = ad(x),
ii) «© admet un adjoint et : u* oy = w o u* = wldg

Le lecteur vériliera I'équivalence des trois assertions en s'inspirant de 1.3.4, 1°; il constatera
T'unicité du multiplicateur d’une similitude (E # [0}). [
Il démontrera ensuite :

ProPOSITION. — L'ensemble des similitudes de lespace guadratique (E, ¢) est un sous-groupe de
GL(E); on le note GO(E, o). 1l admet pour sous-groupes distingués d’une part O(E, ¢), d"autre part le
groupe des homothéties de E.

C’est ainsi qu'en particulier O(E, @) est le noyau du morphisme de groupes de GO(E, @) sur le
groupe multiplicatif K1{0} qui a toute similitude associe son multiplicateur.

39 Facrorisation d’une simifitude. — PROPOSITION |. — Le produit commutatif d'une homothétie

AId g et d'un automorphisme orthogonal v € O(E, o) est une similitude de E, dont le multiplicateur est un
carré dans K.

Il s’agit d’un automorphisme qui vérifie lassertion ii) du théoréme du 2%, avec o = A% O

PROPOSITION II. — Si o est un carré dans K\{0}, toute similitude » de multiplicatevr « se
décompose, exactement de deux fagons, en le produit commutatif d'une homothétie et d'un
automorphisme orthogonal.

Les décompositions répondant 4 la question sont en effet, avec & = A :
u=(Aldg o (A 'u) et w=(—rldgy«{~ A 'u (1)
4° Etude en dimension finie. — Ici dim E = n > 0.
Soit u € GO(E, @), de multiplicateur «. D’aprés iii) :
(det )t = ",
Distinguons deux cas selon la parité de n.

1" Cas:n = 2m + 1. — Nous avons o = A% avec A = o ™ det u. Nous disposons donc des
deux factorisations (1). Nous avons :

{dct A lu) = AT e o
det{~ A 'uy=(~ 1) det(A'w)= -1
Dot: A 'uc O (E g)et — A" ue O7(E, ¢). 1l en résulte :

Prorosimion I. — Toute similitude d'un espace quadratique de dimension impaire se décompose,
de fagon unique, en le produit commutatif d'une homothétie et d’une rotation.

26 Cas:n = 2m. — Nous avons o " detue |- 1, 1}. Posons:

DEFINITION. — Une similitude u de multiplicateur « d’'un espace quadratique de dimension 2m est
dite directe si det w = %™, indirecte si detu = — o™

Nous étudierons plus spécialement les similitudes d'un espace euclidien au 2.3.6.
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EXERCICES

Les exercices indigués par le signe (*) font appel a des notions de topologie ou d’analyse.
On ne considére que des corps commutatifs de caractéristique autre que 2.

1.1. — Soit Eunespace vectorielsurlecorps F, = Z/pZ (p : premier, telquep > 2).
Scit ¢ une forme bilinéaire antisymétrique sur E. On définit la loi % sur E x F, par:
(x,0) % (0, B) = (x + 2+ B+ ox )
a) Montrer qu'il s’agit d’une loi de groupe.
b) Quel est I'ordre d’un élément de E x F, ?

*1.2. — Soient E un R-espace vectoriel et @ une application de E dans R vérifiant les
deux conditions, sappliquant a tout (x, y) e E? :

a) ©(x + y) + Plx — ¥} = AD(x} + ().
b) Lapplication t +— ®{tx + ») de R dans R est continue.

Montrer que @ est une forme quadratique.

1.3. — Soient E et F deux K-¢spaces vectoriels de dimensions finies p > Oetn > 0,
et soit ¢ une forme bilinéaire sur £ x F, de rang r. Montrer qu’il existe deux familles
{fien, Bt (@3)icn,, de formes linéaires sur E et F respectivement telles que :

Vo WeE x F oty = Y f(x)g0)

i=1

1.4. — Soit @ une forme bilinéaire antisymétrique non nulle sur un K-espace vectoriel
E de dimension finie n > 0. Montrer qu'il existe une base (e,, .. ., e,) de E telle que, pour

tous x = Y Eejety = ) Mgt

i=1 i=1

ox Y =5m; — &y +EMe — &z + 0 4 Sam- 1 Mam — S2mM2m—
avec 2m < n. On commencera par monirer qu'il existe une famille libre (e, e,) vérifiant :
ele,e)=1 et AD AL =E (avec A = Vect (e, ¢,))

1.5. — Euudier la forme quadratique sur R* dont la matrice dans la base canonique
est = [w;;] avec successivement :

ao;=i+j-1

b} (1 = A'4, ou A4 est une matrice-colonne a » lignes;

¢) wy; = sin ((i + ja), (¢ € R donne);

d) o; = ch (o — oy, (@, ..., 2,) € R"donne}.
1
¢) w;,; = — (calcul du discriminant; la forme est définie positive).
i+
1.6. — Rang et signature de la forme quadratique sur R" :

a) O(x) = ;Eﬁéi;



46 FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET QUADRATIQUES

b O(x) = Y (& - )%

" L] p4
c) B(x) = Z EF + Ot(z ﬁi) , {¢ € R donné);

2
dy B{x) = Z gl — (Z ) Loy, ., o) € R donné);

b

¢) ©lx) = Zwu}; Gy avec m,-J-=J‘ LOf {0 dt, ot (f)n, est une famille libre

a

d’applications contmues de [a, b] dans R,

1.7. — Décomposer en carrés les formes quadratiques réelles :

at ®(x) =& + n* + 0 + lcosa + 2LEcos B+ 2ncos v,
b) ®(x} = nl + L& + &n + AME + n + Gt + pry

) ®(x) = &n + ni + Lt + 15

dy ®(x) = 1152 + 10n? + 65 — 80l + 408 — 12En;

e) B(x) =9 — 6n? — 8L + 65n + 18ET + 8ni + 12nt — 41

1.8. — Soit E un K-espace vectoriel. Montrer que, pour toute ¢ € ¥,(E) les
assertions suivantes sont équivalentes :

Vi, e ED (p(x,y) = 0) = (o(y, x) = O);
ii) (@ est symétrique} v (p est antisymétrique).

19. — Scient £ = #gn)etop: Ex E - R, (4, B) — tr(4B).

a) Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique. Est-¢lle non dégénérée ?

b) Montrer que toute matrice symétrique est @-orthogonale a toute matrice
antisymétrique.

Quelle est fa signature de ¢ ?

¢} Soit (M3, 5 en x r, 12 base canonique de E (1, 9.4.2, 1°). Montrer que les matrices

1
E(Mij + Mji) (LeN, x N, et i<y
et

E(Mij - Mji)’ (11]) € Nn x Nn! et i <-]
constituent (aprés indexation convenable) une base g-orthogonale de E.

d) Scit 1e E* telle que (4, B) +— | (AB) soit unc forme bilinéaire symétrique,
Montrer qu’il existe k € B tel que I = k tr.

e) Montrer que si 4 € E et B € E sont symélriques, alors :

S + BY < Ju a2 + Jir B

1.10. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 0, et @ une forme
quadratique sur E, de forme polaire ¢, de rang r. Etant donné « € E, on considére
Papplication :

¥Y:E - K x — D@D(x) — (pla, )%

Mentrer que ¥ est une forme quadratique sur E, de rang au plus égal a r.
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1.11. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie # > 0, & une base de E,

@ une forme quadratique positive sur E; A le discriminant de & dans la base e.
a} Montrer que A est au plus égal au produit des éléments diagonaux de la matrice de

@ dans la base e
b) Montrer que, pour tout u € E*, le discriminant de @ + 12 dans [a base e est au

moins égal & A
£.12. — Soit A, la {n, n) matrice réelle telle que (a;;), = min (i, j).
a} Montrer que le polynéme caractéristique de A, est scindé sur R,
b) On pose : P,(X) = det{l, — XA,
Vérifier :
cos{2n + 1)0
PIXy=Q2-X)P, (X)—P, 2(X) e PJA2—2c088)= ——"—

En déduire les valeurs propres de A4,.
¢} Dans R" rapporté a sa base canonique, 4, représente une forme quadratique @,

Montrer que @, est définie positive en utilisant une décomposition de Gauss.
*Retrouver ce résultat en utilisant I'¢tude des matrices symétriques réelles (cf. ch. 2).,

cos @

L.13. — Soit § I'ensemble des matrices M € .4, (3) vérifiant :
MQOQM=1Q ou §) désigne diag (1,1, — 1}.
a) Montrer que S est un groupe dont trois éléments sont :

21 2 -2 1 2 2 -1
A=11 2 2|, B=1-12 2| cC=]11 -2 2
-2 23 2 =23

2 23

[N}
| E—

b) Résoudre en entiers positifs :
X2 4y = g2
On constatera d’abord que si (x, y, z) est une solution dans laquelle 0 < x <y < z
et x, y, z sont premiers entre eux dans leur ensemble, alors

HEH

fournit une solution de la méme forme, avec Z > z.
1.14. — Soit ® une forme quadratique sur R", définie positive, donnée par sa matrice

dans la base canonique, Q = [0 5
Montrer que I'application de R” dans R donnée par :

X — z (0,0, — OLE} + 2 1<‘Z' (@, 0;; — @0, 158
Li<jgn

i=1
est une forme quadratique positive. Est-elle définie positive ?
1.15. — Soient ne N, et (@), (b;), i € {0, 1, ..., 2n}, deux familles de réels. On définit

@, et &,, formes quadratiques sur R*** par :

n B

D, (x) = Z Z a’i+jE_viE_vj; ®,(x) = z Z bi+j&_vi&_vj-

i=0 j=0 i=0 j=0
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i
On pose, pour touti e {0, 1, ..., 2n}, ¢; = ¥ Clah;_, et on définit ®,, forme quadrati-
que sur R**! par : k=0

D,(x) = z Z Ci-v-jE.vi&j'

i=0 j=¢

Montrer que si @, et @, sont positives (resp. définies positives}, il en est de méme pour @,.

1.16. — Soit 4 une matrice symétrique a coefficients réels; 4 ayant pour élément
genéral a;;, on appelle mineur principal tout déterminant :
a4y,
a ...
D, =" 2 avec 1<p<n
a, ... 4,

a) Dans hypothése ou aucun de ces mineurs n'est nul, montrer I'existence d’une
matrice diagonale A = diag (¢, .. ., ¢,) et d’une matrice triangulaire supérieure T dont
tous les éléments diagonaux sont égaux a 1, telles que A = ‘T A T. On montrera aussi les
relations :

c, =D, c, = Dy/Dy, L., c, =D,/D, |

b) Soit @ la forme quadratique sur R" rapporté a sa base canonique, définie par la
matrice A. Montrer I'équivalence :

i) @ est définie positive;

i) ¥peN, D, >0

{On pourra soit utiliser @) soit effectuer une démonstration par récurrence sur n.)

L17. — Soit 4 une (n, n) matrice réelle inversible. Montrer que toute forme
quadratique réelle représentée par A'4 est définie positive.

1.18. — Dans R" rapporté a sa base canonique on donne deux formes quadratiques
positives par leurs matrices 4 = [a;;] et B = [b;;]. On pose :

C=[c;] et D=[d;] avec c¢;=ah,; et d;=explay

Montrer que les formes quadratiques représentées par C et D sont positives.
Que peut-on dire si les formes quadratiques données sont définies positives ?

L.19. — Soit [o;];;en: une matrice orthogonale a coefficients réels. Montrer

2 oy
i.f

= n

1.20. — Soient nréels &,, ..., &, tels que Y &7 = 1. On pose

i=1
A= [':xfj][f‘j]gwia avec o = 5,

Montrer que la matrice 24 — [, est orthogonale.

1.21. — Socient E un R-espace vectoriel de dimension finie n = 3, @ et ¥ des formes
quadratiques sur E vérifiant :

¥x e E\{0} D(x) + Pix) > 0.
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Montrer qu’il existe une base de E orthogonale a la fois par rapport a @ et par rapport
avy.

1.22. — Soient (E, ) un K-espace quadratique de dimension finie et F un sous-
espace de E totalement isotrope (relativement & o).

a) Soit G un sous-espace de E vériant :
(dim G < dim F) A (F* n G = {0})
Montrer que F n GL 3 {0}, et qu’il existe x, € G vérifiant :
¥xeF nGY xo+x¢F'@G

En déduire qu’il existe x, € F n G+ tel que x, + x, soit isotrope.
b) On suppose en oulre que G esl totalement isotrope. Montrer qu’il existe un sous-
espace totalement isotrope G’ de E vérifiant
(G GYA(Ft G ={0}) A (dim G = dim F)

¢} En déduire que I'on peut associer & F un sous-espace totalement isotrope F' de E
vérifiant :

(Frn F = {0}) A (dim F' = dim F).

*1.23. — Soit FE lespace vectoriel des formes quadratiques sur R". Monirer que
I'ensemble des formes définies positives est un cuvert de E.

*1.24, — On note E Pensemble des x = (x,, ..., x,) € R* vérnifiant :

(vieN, x;, =0 A (i X; = 1)

i=1

a) Soit ¢ la forme quadratique sur R" ; x — Z XiXp
i #
Calculer la borne supérieure sup ®(x).

xeE

b) Soit A une partie de (N,)? telle que :
VieN, GD¢A) AMELNEA (. DeA)

Onpose Py(x) = Y xx, Calculer sup $4(x). [On pourra commencer par démontrer
{Ljled xeE

que sii $ jet (i, j) ¢ A, cette borne supérieure est atteinte en un point (x,, ..., x,) ol
xx; = 0.]

*1.25. — Soitnunnaturelimpairet: —— M(t) une application dérivable de Rdans
Pev.n., .# »(n}, dont les valeurs sont des matrices orthogonales. Montrer que, pour tout
t € B, la matrice dérivée M’(t} est non inversible.




2
ESPACES EUCLIDIENS

2.1. ESPACES PREHILBERTIENS REELS

2.1.1. Notion d’espace préhilbertien réel

1° DeFINmmoN, — On appelle espace préhilbertien (1) réel tout couple (E, @),
ol E est un R-espace vectoriel et ¢ une forme bilinéaire sur E, symétrique, positive
et non dégénérée (i.e. définie positive), qui est dite produit scalaire.

1l s’agit donc d’un R-espace quadratique particulier.

ProrosiTiON. — Soient (E, ¢} un espace préhilbertien réel, et £ un sous-
espace vectoriel de E. Si @' désigne la restrictionde ¢ a E' x E’, alors(E’, ¢') estun
espace préhilbertien réel

¢’ est une forme bilinéaire symétrique (1..1.1); comme ¢, elle est définie
positive. ]

Notons que la proposition he s’étend pas au cas ou (E, o) est 'espace quadratigue le plus général.

2° Premiéres propriétés. — Soit (E, ©) un espace préhilbertien réel. Nous
noterons le produit scalaire (.|.), et nous écrirons E pour (£, {.|.)).

a) 1l wexiste ni vecteur isotrope non nul, ni sous-espace isotrope.

Simple conséquence des définitions. O

b) Les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski s’appliquent; on

dispose de la norme ||.|| : x — /(x|x}, qui est dite norme euclidienne; tout
vecteur de norme 1 est dit vecteur unitaire.

*On considére E comme muni de la distance {x,y) +— [x — y||, et de la
topologie induite par cette distance (II1.3.1.1, 3°). Si l'e.v.n. (E,||.||) est complet,
on dit que E est un espace de Hilbert réel, d’apreés I11.3.1.5, 3° il en est toujours
ainsi lorsque E est de dimension finie.,

¢) THEOREME DE PYTHAGORE. — Pour tout systéme orthogonal (x, ..., x,)
de vecteurs de F :

m 2 m
oxl o= Xk
k=1 k=1

{*) Du nom du mathématicien allemand HiLBerT (1862-1943),



21.2 ESPACES PREHILBERTIENS REELS 51

Le premier membre s’écrit en effet :

(i x, ka)= S (xlx) = ixkuz. .

=1 k=1 U, k) e Ny

d) RECIPROQUE DU THEOREME DE PYTHAGORE. — Si (x,, x,) € E? vérifie :
[Ix; + x,l1% = [Ix,]1% + [Ix,ll?
alors x, et x, sont orthogonaux.
On utilise : ||lx; + x,/I* = IIx,]1* + [Ix1* + 2(x, | x). O
¢) FORMULE DE LA MEDIANE. — Pour tout {x,, x,) & EZ, on a :
1%, + lelz + lx, — -’Cz”z = 2(||x1||2 + lIx2l1%).
Il s’agit d'une propriété générale des formes quadratiques. ]

f) Unsystéme de vecteurs de E est libre si, et seulement si son déterminant de
Gram est non nul.

— On sait que le déterminant de Gram d’un systéme lié est nul.

— Inversement soit x = (x,, ..., x,) un systéeme libre. E' = Vect (x)
est un sous-espace de E de dimension m; soit ¢’ la restriction de ¢ 4 E' x E.
Comme ¢ est non dégénérée, Gram,(x), qui est aussi Gram (x) est non nul,
d’aprés le corollaire I du 1.2.2, 2° O

3° Endomorphismes remarquables d’'un espace préhilbertien E. — Comme
dans tout espace quadratique, nous disposons des notions d’adjeint d'un
endomorphisme, d’endomorphismes symétriques et d’endomorphismes antisymé-
triques, de projecteurs orthogenaux et de symétries orthogonales, d’automorphis-
mes orthogenaux et de groupe orthogonal de E.

Draprés 1.3.4, 1° (propriété b)) les automorphismes orthogonaux de Pespace
préhilbertien réel E sont les isométries (bijections conservant la distance) qui
transforment O en lui-méme, ce qui nous autorise i les appeler isoméiries
vectorielles,

ProPosITION. — Si une isométrie vectorielle 1 d’un espace préhilbertien réel £
admet une valeur propre, celle-ci est 1 ou — 1.

Par hypothése, il existe » € R et x € E\{0] tels que u(x) = Ax. Compte tenu
de |u(x)l| = |Ix|l, ona : [A||x]] = ||x!|l. Comme x # Oentraine ||x|| # 0, il vient :
=1 O

2.1.2. Distance d'un vecteur a un sous-espace
dans un espace préhilbertien réel

Dans tout le paragraphe, E désigne un espace préhilbertien réel.

Pasition du probléme, — Pour tout sous-espace F de E, une condition nécessaire et suffisante
pour qu'il existe un projecteur orthogonal sur F, pg, (et, donc, une symétrie orthogonale par rapport
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a F)est (1.3.3,1°) que F admette un supplémentaire orthogonal. Si F est de dimension finie, cette
condition est remplie. *Nous allons montrer qu'elle I'est encore si F est complet (on rappelle que tout
sous-espace de E de dimension finie est complet).,

Nous étudierons la distance d'un vecteur a € E a un sous-espace F, a savoir :

d{a, F) = inf ||y — a|.
yefF

e ProrposiTioN 1. — Soient a un vecteur et F un sous-espace de E. Pour tout
x € F, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) lla — x|| = d(a, F);

i) a — xeFL

Il existe au plus un vecteur de F qui les vérifie. Si F admet un supplémentaire
orthogonal, p(a} est I'unique vecteur de F qui les vérifie.

Soit x e F. Pour tout (&, y)e R x F, nous avons :
lla =+ WP = lla = x| = — 2Ma — x|y) + A (¥I* (1)

Si x vérific i), alors, pour tout y € F, le second membre de (1) ne prend que des
valeurs positives, ce qui exige :

YyeF {(a —x|y) =0, C'est-a-dire : a—xeF.
Si x vérifie ii), alors, en faisant A = 1 dans (1) nous avons :
vyeF  la—(x + I = lla — x| 20,
et donc, puisque y — x + y est une bijection de F :

fla — x|| = dia, F).

8i x' € F et x" € F vérifient ii), alors, par différence : x' — x"e F n F*, ce
qui exige x’ = x".
Si F @ F! = E, on dispose du projecteur orthogonal p,. On constate :

pelaye F et a — pgla)e FL. O

e Avant d’aller plus loin, établissons un résultat qui nous sera trés utile dans
la pratique :

Prorosition II. — Soient F un sous-espace de E de dimension finie m > 0,
e =(eq, ...,e,) une base quelcongue de F, et a un vecteur de E. Alors :

d*(a, F) = (Gram (¢))”'.Gram (a, e, . .., e,), (3)
les déterminants de Gram étant relatifs au produit scalaire.

Nous disposons ici de pg(a); d%(a, F) = ||a||% avec ¢ = a — p,(a). Le
déterminant de Gram d’un systéme ne changeant pas lorsqu’on ajoute a un des
vecteurs une combinaison linéaire des autres, A = Gram (a, e,, ..., e,) est
aussi Gram (a, e,, . . ., ¢,,). En désignant par M la matrice de Gram de e, et en
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remarquant que a’ est orthogonal a chacun des vecteurs de e, il vient :

{d'|ay 0 0
0
A = det : = ||l&||*. Gram (e}
.M
0
Or, e étant un systéme libre, Gram (e) est non nul. O

REMARQUE. — Si e est orthorormal {ce qui n’était pas nécessaire dans le calcul précédent) alors
(1.3.3,1%

da, F) = lla — pelal,  avec  pela) = ¥ (ale)e;
i=1

et:
d?(a, F} = Gram (a, ¢,. ..., €,).

* o ProrosiTioN I1I. — Tout sous-espace complet F de E admet un supplémentaire orthogonal.

— Soient a€ E et a = d(a, F). D’aprés la définition d’une borne inférieure, il existe une suite
¥ = (Va)peny d'8léments de F telle que ia suite ([la — v,||),. converge vers o. Montrons que y est une
suite de Cauchy.

Soit £ € R%. 1l existe N(e) tel que :
¥nzNiE) ol slla-ylP <o e 4)
Pour tout couple (p, g} de naturels supérieurs a Nig}, on a (formule de la médiane) :

vy — ¥I? = llle = y) — (@ — yJII* =B — v
aveg |

B=2lle ~ yl* + 2lla - )‘qHZs v =4lla — 17200, + y I
On constate : B < 4{o® + g}, v 2 4o’ Dot ||y, — v l° € de |

— Dans l'espace complet F, la suite de Cauchy y admet une limite, que nous notons h. De
tim y, = b, nous déduisons
limla = yll = lla - 8]l

Dot : |la — b|| = «, et {proposition I} : a — be FL.
— Ainsi, a tout a € E, on peut associer he F tel que « — he FL. Onadonc E = F + FL,
Completenude F n FL = [0}, ilvient E = F & FL. 0
Notons que nous disposons du projecteur orthogonal pg et que, pour tout a € E, b n’est autre
que ppla),.

2.1.3. Notion d’espace euclidien

1° DerFiniTioN. — On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien réel
de dimension finie, non nulle.
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2° Propriétés. — Soit E un espace euclidien de dimension n > 0. 1] possede
toutes les propriétés d’'un espace préhilbertien réel. En outre :

a) L’application linéaire x ~— (. | x), associée au produit scalaire est un
isomorphisme de E sur E* (1.1.3, 1°}. L'image d’une base orthonormale par cet
isomorphisme en est la base duale.

Cet isomorphisme est canonique, en ce sens qu’aucune base n’intervient dans
sa définition (il dépend cependant du choix du produit scalaire sur E).

b) Pour tout sous-espace F de E, il existe un supplémentaire orthogonal, ona
11 = F, et on dispose de la distance d'un point de E a F.
¢) 1l existe des bases orthonormales de E et le procédé de Gram-Schmidt
permet d’en construire (cf. 1.2.4, 2°).

d) Toute famille orthenormale ¢ peut étre complétée en une base orthonor-
male.

Famille orthogonale ne comprenant aucun vecteur isotrope, €’ est une base
de H = Vect (¢'). Il suffit de lui adjoindre une base orthonormale de HY.

) Si e est une base orthonormale, pour tous x = Z Ee ety = Y me
i=1 i=1

Vie N, & =(x|e); (x|y) = Z Emis ||x||2 = }:, E.uz

i=1 i=1

f) Pour gu'un endomorphisme de E soit symétrique (resp. antisymétrique;
resp, orthogonal), il faut et il suffit que la matrice qui le représente dans une base
orthonormale arbitrairement choisie soit symétrigue (resp. antisymétrique; resp.
orthogonale).

3° ProrosITION, — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0,
Pour munir F£ de sa structure euclidienne la plus générale, il suffit de choisir
arbitrairement une base e de E, et de la considérer comme orthonormale, ce qui
revient a adopter pour produit scalaire :

(Z SN Z me,-) > Z &

i=1 i=1 i=1

Vérification immeédiate. ]

Cas PARTICULIER :R” EUCLIDIEN. — Il s’agit de R", n > 0, dans lequel la base

canonique est considérée comme orthonormale (ie. de R" muni de la forme
bilinéaire canonique).

4° Coordonnées contravariantes, coordonnées covariantes. — Soient E un
espace euclidien de dimension n > 0, e = (¢, ..., ¢,) une base de E, et x un
vecteur de E.
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H
Nous savons que x est déterminé par x = Z e
i=t
E = (&), €5t la famille des coordonnées contravariantes de x.
Mais x est aussi bien déterminé par la famille & = (o), 00 o; désigne
{e;|x). En effet nous avons :

VieN, (¢]|x) = Z (e;le)&;

;3 nous dirons ici que

i=1
ce qui s’écrit matriciellement :
oy €,
. =0 »
Uy -

oi G est la p-matrice de Gram de e, (@ : produit scalaire);

la matrice G est inversible et chacun des systémes £ et & permet de déterminer
lautre,

On dit que a est la famille des coordonnées covariantes de x.

Notons que la forme linéaire x* = (.| x) s’exprime au moyen des éléments de la base e* de E*
n

duale de e par x* = Z (e;] x)e¥: elle admet donc & pour famille de coordonnées contravariantes

dans e*.
ConseQUENCE. — Le produit scalaire du vecteur x de coordonnées
covariantes f{o, ...,o,) et du vecteur x' de coordonnées contravariantes

(€, ..., E) sécrit ;

L Eilelx) = ) ok
i=1

i=1

59 Orthogonalité et perpendicularité. — Soit E un espace euclidien.
Rappelons (1.1.1, 4°) que deux sous-espaces F et G de E sont dits orthogonaux si,
et seulement si tout vecteur de 'un est orthogonal a tout vecteur de I'autre, ce qui
se traduit par I'une ou I'autre des assertions équivalentes F — G! ou G = F*.
Compte tenu de F1L = Fet G+ = G on en déduit :

THEOREME ET DEFINITION. — Pour tout couple (F, G} de sous-espaces de E,
i} FL et G* sont orthogonaux; ii) Ff = G; iii) G* = F

sont des assertions équivalentes. Lorsqu’elles sont vérifiées on dit que F et G sont
perpendiculaires.

Notons que F et G sont & la fois perpendiculaires et orthogonaux si, et
seulement s'ils sont supplémentaires orthogonaux.

RAMIS. — Marh. Spéc. 2. Algébre 3
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2.2. ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES D'UN ESPACE EUCLIDIEN

2.2.1. Diagonalisation d’un endomorphisme symétrique

S On pourrait théoriquement se dispenser de 'étude qui fait
Pobjet du présent paragraphe, en le considérant comme un
cas particulier de la réduction d’'un endomorphisme
normal qui sera traitée au 2.3.7, mais cette démarche est
déconseillée au lecteur débutant.

LEMME. — Soient E un espace euclidien, et 1 € % (E)symétrique (relativement
au produit scalaire). Alors le polynome caractéristique de u est scindé sur R.

Soit e une base orthonormale de E. La matrice M = Mat (u; e) est
symetrique, i éléments réels. Considérée comme élément de .#¢(n), M a des
valeurs propres. Soit A l'une d’elles; il existe une matrice-colonne non nulle,
X & M c(n 1), telle que MX = AX. M étant 4 éléments réels,ona : MX =1 X,
ol X € .#c(n, 1) est déduite de X en remplagant les éléments par les complexes
conjugués. On calcule :

(= XX ='0J0X - XAX) = (MX)X - 'X(MX)
='X(M — M)X = 0.

Comme ‘XX # 0, on en déduit x — A = 0, c'est-3-dire A e R. O

THEOREME. — Soit n un naturel non nul. Pour tout espace euclidien E de
dimension n, et tout endomorphisme symétrique u de E, il existe une base
orthonormale de E formée de vecteurs propres de u (en d’autres termes : E est
somme directe orthogonale des sous-espaces propres de u).

{On dit que u est diagonalisable dans le groupe orthogonal de E.)

Il s’agit de vérifier une assertion .&/,. Raisonnons par récurrence.

— Il est évident que o/, est vraie.

— Soitme N, telquem = 2. Nous supposons que o7, , est vraie. Soient E
un espace euclidien de dimension m, et 4 en endomorphisme symétrique de E.
D’apres le lemme, # admet au moins une valeur propre, » € R. Soit e, un vecteur
propre unitaire associé & A. Re, est un sous-espace de E stable par u, et donc,
d’aprés la proposition V du 1.3.2, 1°, (Re,)* est stable par u* = u. L'endomor-
phisme «' de (Re,)* induit par u est visiblement symétrique; d’aprés o/, _,, il

existe une base orthonormale (e,, . . ., ¢,) de (Re,}* formée de vecteurs propres
de u', et donc de u; nous constatons que (e e,, ...,e,) est une base
orthonormale de E formée de vecteurs propres de w. O

Pour obtenir dans la pratique une base orthonormale de E formée de
vecteurs propres de w, il suffira donc de rechercher une base orthonormale de
chaque sous-espace propre de u.
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COROLLAIRE. — A toute matrice symétrigue réelle M, on peut associer une
matrice orthogonale réelle S et une matrice diagonale réelle D telles que
M =SDS™ .

Soit u 'endomorphisme de R" (muni de sa structure euclidienne canonique)
qui est représenté par M dans la base canonique € {(qui est orthonormale). D’aprés
le théoreme, il existe une base orthonormale e de R” telle que D = Mat (u; e) soit
diagonale; § = P est orthogonale et D = S™'MS. O

2.2.2. Orthogonalisation d’'une forme quadratique
dans un espace euclidien

1° Soient (E, o) un espace euclidien de dimension n > 0, et ¥ une forme
quadratique sur E, de forme polaire .

— Daprés 1.3.2,3% u = d, T d, est un endomorphisme @-symétrique de
E; u est donc diagonalisable, et (1.3.2, 4°) il existe une base de E a la fois ¢-
orthonormale et y-orthogonale.

— Retrouvons directement le caractére symétrique de u en reprenant :
Yix, y) = <d,(y) x> = {d (u(y), x> = @(x, u(y).
Pour toute base @-orthonormale e de E, et tout (x, y) e E? :
Y(x, y} = ‘X (Mat (u; e))Y.

Il en résulte : Mat (r; &) = Mat (u; e).

Ainsi u est représenté par une matrice symétrique dans toute base
orthonormale de E; il est donc symétrique, et il existe une base ¢-orthonormale
de E dans laquelle u, et donc Vs, est représenté par une matrice diagonale. T

— En utilisant en outre 1.2.3, 2° nous pouvons énoncer.

THEOREME ET DEFINITION. — Soient (E, @) un espace euclidien, et ¥ une forme
quadratique sur E, de forme polaire V. Il existe une base de E a la fois ¢-
orthenormale et \-orthogonale. La matrice qui représente s et ¥ dans une telle
base s’écrit A = diag (A, ..., A), o (A, ..., ).} est un systéme de racines du
polyndme caractéristique (scindé¢ sur i) de 'endomorphisme u = d_ ' - d,; on dit
que ces valeurs propres (distinctes ou confondues} % ,, . . ., A, de u sont les invariants
de s par rapport 4 o.

La signature de WV est (p, g), ot p (resp. q) est le nembre des invariants
strictement positifs (resp. strictement négatifs).

(On dit que ¥ est réductible dans le groupe orthogonal de (E, ¢)).
Notons que, sans effectuer la reduction effective, on peut obtenir les invariants en les considérant

commeg les valeurs propres de la matrice symétrique qui représente ¥ dans l'une quelconque des bases
@-otthonormales de E.
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EXEMPLE. — Réduire dans le groupe orthogonal la forme quadratique ¥ déterminée dans E;
euclidien rapporié i e = (e,, €,., €3} orthonormale par :

3
‘P( ) E..u‘-’u) = &7 + 38] — 3E] — 8E,8, + 2658, — 4EE,
k=1

Ici :

1 -2 1
Q=[—2 3 -4 et gx)=
1 -4 -3

On constate tout d’abord que la signature de ¥ est (L, 1).

On détermine des vecteurs propres unitaires e, €,, €y associés aux valeurs propres A, = 0,
Ay =6,h; = — Sdeuse = (€], €}, €}) est une base g-orthonormale de E dans laquelle u et  sont
représentés par A = diag (0, 6, — 5). Le lecteur vérifiera que 'on peut adopter :

X -1 2 -1
2 X -3 4 = X(X — 6}(X + 3).
-1 4 X +3

0

31~
Sl -

;
]
;

I
2

Bl gl
Sl %)
|

e

-

3
Ainsi: ¥ ¥ F,,"e,") = B(E7)" — S(E,)
=1

2° APPLICATION. — Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0,
et ¥ une forme quadratique sur E. La signature de 'V est (p, ¢) ol p (resp. g} est le
nombre des racines strictement positives (resp, strictement négatives) du polynéme
caractéristique de la matrice symétrique qui représente ¥ dans une base
arbitrairement choisie, e, de E.

Soit (E, @) I'espace euclidien obtenu en convenant que e est une base ¢-

orthonormale. On se trouve ramené au théoréme du 1°. O

UN EXEMPLE IMPORTANT. — Etude de W € 3(E,) déterminée dans une base
quelcongue (i, j) par :
Ei + 1 — at? + 2bEn + enl

Ici:
a b 2 5
Q= N et 4 (X)=X* —(a+ )X + A, avec A = ac — b
c

Les racines A et p de x, sont liées par : Ap = ac — b2, A + p=a + c. En
utilisant 1.2.3, 2° on obtient la discussion :

1* Cas: A > 0 (ce qui exige ac > 0). Selon que 2 >0 ou a <0, la
signature de ¥ est (2,0) ou (0, 2), et la forme est définie positive ou définie
négative.
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22 Cas : A < 0. La signature de ¥ est (1, 1}. Il existe deux formes linéaires
indépendantes sur E,, f et g, telles que ¥ = f2 — 4%

3 Cas: A=0ct a+ ¢+ 0. La signature est (1,0) ou ((,1); ¥ est
dégénérée. On peut écrire ¥ = f2 ou ¥ = — f? avec f e EX\[0}. C'est ainsi
que I'on pourra utiliser :

YEm =a '@ +bn)’ si a#0, et WPEM=cn’

si a = 0 (et donc b = 0).
42 Cas: A=0etg+c=01Icia =5 = ¢ = 0; laforme est nulle.

3¢ Orthogonalisation simultanée de deux formes quadratiques. — Soient E
un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0, @ et ¥ deux formes quadratiques
sur E, de formes polaires @ et . On suppose que @ est non dégénérée positive.

11 suffit de munir E de la structure d’espace euclidien {E, @) et d’appliquer le
théoréme du 1°, pour constater qu'il existe une base de E i la fois -
orthonormale et \-orthogonale.

Dans la pratique, ® et ¥ sont données par leurs matrices A et B dans une base arbitrairement
choisie e de E. L'endomorphisme 4 = d, ' = d, (qui est nécessairement symétrique) est déterminé par
Mat (1; €) = A~ B (cette matrice n'est en général pas symétrique).

On calcule les valeurs propres A, ..., A, de u et on détermine une base ¢’ de E vérifiant les
conditions :

Yk, Ne N2 @le,.e) = B, Vke N, ule) = Ae

{On sait que cela est possible).

2.2.3. Projecteurs orthogonaux, symétries orthogonales
dans un espace euclidien

Soit E un espace euclidien de dimension rn > 0. Pour tout sous-espace F de
E — quiest de dimension finie — nowus disposons du projecteur orthogonal p, et
de la symétrie orthogonale s.; celle-ci est une isométrie vectorielle (1.3.4, 1°).

1° Soient (e, ..., e, ) et (e, 1, - - ., €,) deux bases quelconques de F et de
Ft;e = (e, ...,e,} est une base de E, et on a :

Mat (p;; e)=[10m g] Mat(sF;e)=[ém —IO J

n—m
Onendéduitdet s, = (— 1)" ™, ce qui montre que la symétrie orthogonale s, est
une rotation si, et seulement si la codimension de F est paire. On pose :

DerinviTion. — Toute symétrie orthogonale par rapport 4 un sous-espace de
codimension | (resp. 2} est dite symétrie hyperplane (resp. retournement),

Un retournement est une rotation; une symétrie hyperplane n'en est pas
une.



60 ESPACES EUCLIDIENS 23.1

EXEMPLE. — Détermination de p, et sy, ot H est un hyperplan de E.
Soit ® un vecteur non nul de la droite D = HL. Pour tout x e E :

po(x) = Aw; pulx) = x ~ ho;

sp(x) = — x + 2hw; Sp(x) = — sp(x),
, e . , (x]e)
A € R étant déterminé par (py(x}| @) =0, a savoir A = ol
w
20 Produit de symétries orthogonales. — THEOREME. — Le produit des

symétries orthogonales par rapport i deux sous-espaces perpendiculaires H, et H,
(resp. a deux sous-espaces orthegonaux D, et D.) de E est commutatif; c’est la
symétrie orthogonale par rappert 4 H, n H, (resp. (D; + D,)*).

Donnons-nous deux sous-espaces perpendiculaires H, et H, de E, ce qui
équivaut a se donner deux sous-espaces orthogonaux D, et D,, avec D, = Hi et

D, = Hy; H n H,, quiestaussi (D, + D,)! est noté F. Nous disposons ainsi
i 1
de la somme directe orthogonale E = D, @ D, @ F, et nous constatons que

chacun des produits de symétries orthogonales :

S5,° Sup Su, °Shp Sp, ©5p, Sp, © Sp,

laisse invariant tout vecteur de F, change en son opposé tout vecteur de D et tout
vecteur de D, et coincide donc avec la symétrie orthogonale s,.

RECIPROQUE. — La symétrie orthogonale par rapport i un sous-espace F de £
peut étre considérée comme le produit commutatif des symétries orthogenales par
rapport i deux sous-espaces perpendiculaires de E contenant F (resp. a deux sous-
espaces orthogonaux de E contenus dans F') dont I'un peut étre arbitrairement
choisi, lautre étant alors uniquement déterminé.

On se retrouve en effet dans la situation du théoréme direct en choisissant
un sous-espace D, de F', en désignant par D, le supplémentaire orthogonal de
D, dans F4, et en notant H, = D{", H, = Dj. O

Le lecteur vérifiera, pour terminer :

ProrosiTioN. — Pour tous sous-espaces F et G de E telsque F — G :

Sp e8¢ = 8¢ v 8F F Spgl

2.3. LE GROUPE ORTHOGONAL D'UN ESPACE EUCLIDIEN

2.3.1. Préambule : orientation d’'un R-espace vectoriel

1° Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0, pus nécessaire-
ment euclidien.
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On rappelle que :

— Pour tout couple (e, e’} de bases de E, la matrice P¢ est inversible, et donc
de déterminant non nul;
— Pour tout triplet (e, ¢, ") de bases de F, on a :

Pi=1l; PL=(PYh; P = PP M

THEOREME ET DEFINITION. — Sur I'ensemble des bases de E, la relation binaire
A définie par «e Z ¢ signifie det P, > 0» est une relation d'équivalence.
L’ensemble quotient E/% est formé de deux éléments qui sont dits orientations de
E; orienter E c’est distinguer I'une des orientations.

Le fait que # est une relation d’équivalence résulte de (1) et des propriétés
des déterminants.
D’autre part, € = {&,,£,, ..., £,) €tant une base arbitrairement choisie,

£ = (~ £q,&, - .., £,) est une base telle que det (PY) = — 1; pour toute base e,
on a doncsoit e # g, soit e # €. ]
o Propriétés de lovientation. — ) Dans la pratique, on oriente E en

choisissant une base €, et en convenant de dire que les bases qui appartiennent d la
méme orientation que € sont les bases positives (ou directes), les autres étant les
bases négatives {ou rétrogrades).

b) Toute permutation de signature 1 (resp. — 1) sur les vecteurs d'une base
Journit une base appartenant a la méme orientation (resp. a orientation différente).

¢) Pour tout ue GL(E), les bases

e = (e, ...,e,) et u(e) = (ufe,), ..., ule,)

appartiennent d la méme orientation si, et seulement si det u > 0.
En effet, det Pg est ici det u (1.10,2.2).

2° Comparaison des orientations de deux sous-espaces supplémentaires. —
Soient F et F' deux sous-espaces supplémentaires de I'espace E ; on suppose que
E, F, F' sont orientés.

Pour tout couple (e = (ey, ..., ¢,), € = (¢, ..., ¢, ) de basesde Fet F',
onnote e U €' la base (¢4, . . ., ¢,) de E. Si on considére un second couple (f, f),

on constate
. Pl 0
Pe Se' = .
o P!

DEFINITION. — Les orientations de F et F’ sent dites concordantes si, et
seulement s'il existe un couple (e, ') de bases positives de F et F”' telles quee w ¢
et ¢ U e soient des bases positives de E.

Ceci justifie :

C’est ainsi que, dans E, orienté, les orientations d’un plan P et d’une droite
D {non contenue dans P) sont concordantes si, et sculement §'il existe des bases



62 ESPACES EUCLIDIENS 233

positives {i, j) de P et (k) de D telles que (i, j, k) soit une base positive de E, {(k, i, j)}
est alors positive)}; on dit encore dans ce contexte que « P a été orienté par le
vecteur k de D ».

3° Cas d’'un espace E euclidien. — Deux bases orthonormales, e e ¢,
appartiennent d la méme orientation si, et seulement si la matrice orthogonale P est
droite.

2.3.2. Notations

1° Jusqu'a la fin du présent chapitre 2, E désigne un espace euclidien dont la
dimension, non nulle, sera notée n (il nous arrivera d’ailleurs d’écrire E, pour E);
pour n = 1 (resp. n = 2) nous parlerons de droite euclidienne (resp. plan
euclidien).

E ne sera considéré comme orienté que lorsque cela sera dit explicitement.

2° Le groupe orthogonal ou groupe des isométries vectorielles de E sera noté
O(E); le groupe spécial orthogonal ou groupe des rotations de E sera noté 0% (E);
les éléments de O (E)} = G(ENO'(E) seront appelés isométries vectorielles
indirectes (ou négatives).

Notons que O7(E) n'est pas un groupe et que, v désignant un élément
arbitrairement choisi de O (E),ona : O (E) = u « OT{E).

Rappelons enfin que le choix d’une base orthonormale de E détermine un
isomorphisme de O(E) sur le R-groupe orthogonal de degré n, qui sera noté Ofn).
Le R-groupe spécial orthogonal de degré n sera noté O *{n).

3° Nous nous proposons d’une part d’étudier la structure d’un élément de
O(E,), d’'autre part de rechercher des parties génératrices du groupe Q(E,).

Le cas n = 1 ne présente aucune difficulté. En effet :

o) = {[13,[-11}; 07 () = {11}
et donc, par isomorphisme :

O(E,) = {ldg, — Id, }, O™ (E)) = {ld, }.

2.3.3. Etude de O(E,) et de O*(E,)

1° Les groupes 0(2) et 0*(2). — U désignant {ze C||z| = 1}, nous
démontrerons dans le cours d’Analyse, au 1V-3.3.1 :

THEOREME. — Tout morphisme continu du groupe (R, + )dans le groupe (U, .)
estde la forme t — ™, o € R. Le morphisme t +— &" induit un isomorphisme du
groupe (R/2rnZ, +) sur le groupe (U, .}

1l en résulte que, pour tout (g, b) e R? :

(a> + b = 1) = (0 e R2nZ (@ = cos B) A (b = sin @)
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étant entendu que cos 0 (resp. sin 8) désigne cos ¢ (resp. sin ¢} o ¢ € Rest 'une
quelcongue des déterminations de 8 € R/2nZ (ce que nous écrirons | 8 = ¢ et
aussi : 8 = ¢ (mod 2n)).

e Une matrice S e .#y4(2} est donc orthogonale si, et seulement si ses
vecteurs colonnes sont unitaires, ce qui s’ecrit :

cos @ cos 9’]

39, 9) e (R/2nZ) S = |: . .
sin@ sin @

et orthogonaux, ce qui s’écrit :

cos(0 - 8) =0

Comme, d’autre part : det § = sin (8 — 8), nous pouvons énoncer :

TuEoREME. — O(2) est 'ensemble des matrices :
S_[cose — gsin®
" |sin® scos® |

beR2nZ e eec{—1,1}

avec :

0 *(2) et 0~ (2) sont respectivement lles ensembles des matrices inversibles ;
s - cos® —sinB] . . , _|cos® sin®
® " lsin® cos® ¢ *“lsin® —cosé [

0eR/2n7Z.

avec :

Le lecteur vérifiera que, pour tous 9, 8" et o dans R/2nZ :
SeSe = Squp (S ™! = S_y: (S)7'SeS, = S, (1)
SeSo = So_gs  (Se7' = So; () 7188, = S_p (2)

oS o cos (B8 + o) | cosa cos(0 — m)
Sel . = . s Sal . = R (3)
sin o sin (B + o) sin o sin(0 — o)
{Pour établir la derniére des formules (2}, il utilisera S,S,e 0~ (2)).
e De (1) résulte :

et :

ProprosiTiON, — L’application 8 — S5, est un isomorphisme de groupes de
(R/2n7, +)sur (Q7(2),.}; ce dernier groupe est donc commutatif, et isomorphe a
(U, .)

2° Etude d’un élément de O(E,). — Soit E, un plan euclidien :
Prorosimion 1. — Les isométries vectorielles indirectes de E, sont les

symétries orthogonales par rapport aux droites de £,. On les appelle symétries
axiales.
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Les droites de E, étant les sous-espaces de E, de codimension impaire, il
résulte de 2.2.3 que :

-~ toute symétrie orthogonale par rapport a une droite de E, est une
isométrie vectorielle indirecte ;

— représentée par un élément de ¢ (2) dans une base orthonormale, toute
isométrie vectorielle indirecte de E, est involutive d’aprés (2); c’est donc une
symétrie orthogonale par rapport 4 une droite de E,. J

ProrosiTion 1. — Toute rotation de E, peut étre considérée comme le
produit de deux symétries axiales dont I'une peut étre choisie arbitrairement.

Soit re O'(E,). Choisissons arbitrairement se O (E,) et posons :

ros=2s,sor=s" Nousavons, compte tenudes ' = s:
r=2g s, r=sc¢s"; s'e O7(E,), " e O (E,). O
Notons que si r = Id, alors 5’ = s et 5" = 5. O

ProrosiTioNIIL — Soient ¢ et ¢’ deux vecteurs unitaires de E ,. Il existe une, et
une seule rotation (resp. symétrie axiale) de E, qui transforme ¢ en ¢'.

Soit (e,, €,) une base orthonormale de E,. 1] existe deux uniques éléments o
et o de R/2nZ tels que :

r

e =e 0080 + e,sind; ¢ = e cosa + e,sina.
—~ Daprés (3), r € O*(E,) vérifie #(e) = ¢’ si, et seulement si :
Mat (r; (e, ;) = S,  avec 0 =uo —aq,
ce qui détermine r de maniére unique. Notons que : cos 8 = (e|€').
— Draprés (3), se O (E,) vérifie s(¢) = ¢ si, et seulement si :
Mat (s; {e,, €,)) = Sy, avec 0 =a + . O

On peut dire que le groupe O*(E,) opére fidélement et transitivement sur
Iensemble ¢ des vecteurs unitaires de E, (1.2.5.2, 2°).

3o Le groupe O (E,). — Le choix d’une base orthonormale ¢ du plan
euclidien E, détermine un isomorphisme de groupes de (O *(E,), <)sur(0*(2), .)
et dong, d’aprés la proposition du 1°, un isomorphisme de groupes de {0 " (E,), +)
sur (R/2nZ, +); le groupe des rotations de E, est ainsi commuratif, ce qui résulte
d’ailleurs de la formule 5,5, = S,,, du 1°

Ce qui est remarquable c’est que, sous une réserve que nous allons préciser, il
existe un isomorphisme canonique de 0 *(E,) sur R/2rZ. Démontrons eneffet :

ProrosiTION. — Seit r une rotation du plan euclidien E, orienté. La matrice
orthogonale droite qui représente r dans une base orthonormale appartenant 3 une
erientation donnée est indépendante du choix de cette base.

Soient e et ¢ deux bases orthonormales. Posons : Mat (r; e} = §,
— Si e et e appartiennent 4 la méme orientation, P{ est une matrice
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orthogonale droite §, et, d’aprés (1) :
Mat (r; e} = (S)7'8,S, = Sp

—~ Sieet ¢ appartiennent 4 des orientations différentes, Pt est une matrice
orthogonale gauche S, et, d’aprés (2) :

Mat (r; &) = (5,)7'S,S, = S, O
Nous pouvons énoncer

THEOREME ET DEFINITION, — Le plan euclidien E, étant orienté, on détermine
un isomorphisme canonigque de (07 (E,), <) sur {R/2nZ, +) en associant a toute
rotation r ¢ 0 *(E,)'unigue élément 8 ¢ R/2nZ tel que r soit représenté par S, dans
toute hase orthenormale positive de E,. On dit que 0 est la mesure de r dans E,
orienté. Si on transpose les orientations de E,, cette mesure est remplacée par
I'élément opposé de R/2nZ.

Notons qu'exceptionnellement la mesure de [dg (resp. — Id;) est toujours
0 (resp. n). En effet, pour toute base orthonormale e ;

Mat(ld, ;e) = I, = S, Mat (- Id; ;€) = ~ I, = S5

2.3.4. Angles

1° Angle orienté de deux demi-droites de E,. - Soit E un espace
préhilbertien réel. On appelle demi-droite de E toute partie de laformed = R x,
ou x est un vecteur non nul de E, qui est dit vecteur directeur de d. Toute droite de
£ est ainsi la réunion de deux demi-droites « opposées », notées d et — d.

La demi-droite R | x admet un, et un seul vecteur directeur unitaire, 4 savoir
x/||x]| ; il existe donc une bijection de I'ensemble % des vecteurs unitaires de E sur
'ensemble 2 des demi-droites de E- Etant donnés (d, d') € @2 et ue O(E), u
transforme 4 en d’ si, et seulement si u transforme te vecteur unitaire de d en celui
de d'.

e Revenons aun plan euclidien E,. D’aprés la proposition I11du 2.3.3, 2°, /e
groupe O (E,}opére fidélement et transitivement sur % et, par bijection, sur %. On
en déduit aisément les deux résultats suivants, dont la démonstration est laissée
au lecteur :

THEOREME ET DEFINITION . — La relation binaire % définie sur 3?2 par :
(dy, dy) A (dy.dy) = Ire O7(Ey) (d; = r(dy)) A (dy = r(ds))

est une relation d’équivalence. Les éléments de I'ensemble-quotient (¥ = %%/¢
sont appelés angles orientés de demi-droites; I'angle représenté par (d, d') se note
d d.

ProrosiTion 1. — Pour toute rotation reO'(E;), [lensemble
i(d, d) e 2*|d" = r(d)} est un angle orienté de demi-droites, qui est dit angle de la
rotation r; en le notant y(r) on détermine une bijection ¢ de O*(E,) sur ¢f. En
posant ;

V@ a)e X a+d =Y @) =y @)]
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on défmit sur ¢ une addition, telle que  soit un isomorphisme de (0 (E,, ) sur
(X, +), qui est ainsi un groupe commutatif.

DErINITION. — L'angle orienté associé a la rotation — Id . est dit angle plat,
et noté p.

REMARQUE. — La relation d'équivalence X peut s'écrire :
{di, dy) X (ds, dy) = peO'(E;} (dy = pld,)) A (dy = pld2)).
En effet, pour tout (d,, 4,, d3, d,) € 2*, on peut noter p, p', r, v les rotations déterminées par :
dy = pldy);  da=pdy);  dy=rldy); dy =7dy)

La rotation qui transforme d, end, s’écrit ' = p, et aussi p* - r. Compte tenu de la commutativité, on
a:r' op =r o p, Toutélément d’un groupe étant régulier,onar = rsietseulementsilonap’ = p.

]
Propriétés des angles orientés de demi-droites. — Pour toutes d; dans & :
i)‘m;=0¢’d1=d2; i')E;,?2=p¢>d1=—d2;
i) dy,d; = — d3,dy;
iii) dy,dy + da, dy = dy,d; (formule de Chasles);

—— —T
1,43 =

iv) dy, dy = dy, dy < dy,dy = 4, d,;
T ——
V) Vre O7(Ey) r(d), r(dy) = dy, dy;
. T ——m
Vi) Vse O7(E;) s{d)),sld;) = — d,, d,.

Toutes ces proprietés résultent de 'étude qui précéde, a 'exception de la
derniére, dont veici la justification :

Soit r la rotation telle que r(d,) = d,. On peut écrire :
s{d;) = (s or o s™Hsd,)] et donc  s(d,) = r~[s(d,)]

{en effet, d’aprés la formule 2y du 1° ;s oros™1 = r7 1y, dJ

Mesure. — Tout comme pour les rotations, on peut définir les angles
orientés de demi-droites sans orienter E,, mais la nécessité d’orienter s'impose si
I'on veut mesurer ces angles.

ProrosiTioNI], — E, étant orienté, en associant 4 tout angle orienté de demi-
droites, g, la mesure 6 de la rotation ™ '(a), on détermine un isomorphisme
canonique de groupes de (¢, +) sur (R/2nZ, +); on dit que © est la mesure de a.

Cette mesure est changée en I’¢lément opposé de R/2nZ si I'on transpose les
orientations du plan. On notera cependant que les mesures de 'angle nul et de
I’angle plat sont toujours 0 et .

CoNVENTION. — On note (d, d') 1a mesure, dans F, orienté, de I'angle orienté
dont un représentant est (d, d').

Dans la pratique le contexte permet de distinguer la mesure du couple.
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L’équation nx = adans f [resp. ox = rdans O* (E;)]. — Larésolution de
cette équation — dans laquelle n e N* et a € (X (resp. r € 07 (E,)) sont donnés —
se raméne, aprés qu’on ait orienté E,, a la résolution dans R/2nZ de I'éequation
ny = 6, ou 0 désigne la mesure de a {resp. r).

¢ € R désignant une détermination arbitrairement choisie de 8, cette
derniére équation admet n solutions, et n seulement, a savoir :

2k
2 T mod2m),  avee ke{0,1,...,n—1} (1)
H H

n
L’équation nx = a [resp. » x = r] admet donc pour solutions les n angles
[resp. les n rotations] dont les mesures sont données par (1).

ProposiTion 111 — Soit n € N*. Etant donné deux demi-droites 4 et 4’ de
E,, il existe exactement n demi-droites de E, vérifiant I'équation n 4,5 = ﬂ’, a
I'inconnue & € £.

Ce sont les demi-droites &, définies dans E, orienté par :

2
@d,5) =2 + “Eimod2m), kel01,...,n—1 @
H n

ol ¢ désigne une détermination arbitrairement choisie de (d, 4).

Conséquence immédiate de I'étude qui précéde. O

Les angles droits de demi-droites. — Pour n = 2, la formule (1) montre que
I'équation 2x = a[resp. x ¢ x = r] admet deux solutions delaforme betb + p
[resp. u et — u), ou p désigne I'angle plat et ot — u = {— Idg) o w

En particulier, sia = 0 [resp. r = Idg], les solutions sont O et p [resp. Id et
— Idg]. L’étude du second cas particulier : @ = p [resp. r = — Id] conduit &
énoncer :

THEOREME ET DEFINITION II. — Les solutions de I'équation 2x = p [resp.
x e x = — Idg] sont les angles_ii eté +p [resp. les rotations p et — p] dont les

mesures dans £, orienté sont /2 et — 1/2; on dit que J et & + p sont les angles
droits de demi-droites.

Distinguer 1'une des solutions de 2x = p et la désigner par ¢ équivaut &

orienter E,. Dans ce cas, si deux demi-droites d et d' de 2? vérifient df:i’" =4,
on dit que d' est directement orthogonale & 4.

APPLICATIONS. — On suppose que E, est orienté.
a) Pourtouti{e,, e,) € U? les assertions suivantes sont équivalentes :

i) (e, ;) est une base orthonormale positive (resp. négative);
ity La rotation qui transforme e, en e, est p {resp. —p);
iil) (R,e,, R_.e,) est un représentant de & (resp. @ + p).

L’équivalence de ii) et iii) est évidente. Prouvons celle de i) et ii). Soit r la
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rotation qui transforme ¢, en ¢,; sa mesure 0 vérifie cos 8 = (¢, ] e,); (e, ¢;) est
doncine bzﬁ orthonormale si, et seulement si cos6 = 0, ce qui sécrit
0e{n/2, — n/2}, ou encore r € {p, — p}.

_ Cette condition étant remplie, on a Mat (r; (¢, €,)) = S, ¢t la mesurede r

est /2 ou — 1/2 selon que la base orthogonale (e, e,) est positive ou négative.

O
b) Larotation de mesure 8 s’écrit r(8) = (cos 0) Id; + (sin 8)p. Résulte de :

S 8[1 0 + sin @ 0 -1
= g
9 0s 0 1 sin i 0

) Erant donné (d, &) € 222, les deux solutions de 'équation 2175 = (m,
qui s'écrit 4,86 + d', 8 = 0 sont des demi-droites opposées, dites bissectrices du
couple de demi-droites (d, &'); leur réunion est l'axe de la symétrie qui échange d et
d.

Simple conséquence de {2) et de la propriété vi) des angles de demi-droites.

]

Angle orienté de deux vecteurs non nuls de E,. — Derinimion 1. — On
appelle angle orienté des vecteurs non nuls x et x’ de E,, et on note x, x’, 'angle

orienté d,d’, oid = R, xetd = R, x';dans E, orienté, sa mesure est notée (x, X').

Soient ¢ = x/||x|| et ¢ = x'/||x’|| les vecteurs unitaires de d et d". L’égalité
cos (d, d') = (e|¢) donne :

(x1x7

x| 111

cos (d, d') = cos (x, x) =

3)

Pour obtenir sin 6, avec & = (d, 4}, introduisons les coordonnées (&, n)et (£, 1)
de x et x’ dans une base orthonormale positive arbitrairement choisie de E,;
(A, p) et (A, 1) désignent les coordonnées de ¢ et ¢ dans la méme base. A partir

de :
[l’] _ [0059 — sin 9][1:'_ |:7L cos § — psin 8]
Wl  |sin@ cos® (| p] | pcos® + Asin®

on calcule le déterminant :

AN N T .
J| = sn 6 = sin @
TR noooA
D'ou :
sin (d, &) = sin (x, x') = Lo x] XJ, 4
[Pl 117

ou [x, x'] désigne le déterminant , qui sera appelé produit mixte de x et x’

n Tl'r
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au 2.4.1, (d’ores et déja on peut affirmer que ce déterminant est indépendant du
choix de la base orthonormale positive qui a été utilisée).
Les égalités (3) et (4) déterminent (d, d') € R/2rZ.

REMARQUE. — Sil'on remplace I'une des demi-droites d ou d’ par la demi-droite opposée, chacun
des réels cos (d, &) et sin (4, 4) est remplacé par son opposé, mais, lorsqu'il est défini, le quotient
g (d, d') ne change pas.

2° Angle orienté de deux droites deE,. — Soit & 'ensemble des droites du
plan euclidien E,. Etant donné les droites D = d u(— dyet D' = d u(— d,
pour qu'une rotation transforme D en D’ il faut et il suffit qu’elle transforme d en
d,ouen — d' Il existe donc deux rotations transformant D en D’; elles sont de la

e
forme r et — r; leurs angles sont de la forme a et a + p. Soit 0" (E,) le groupe-
quotient de O (E,) par son sous-groupe {Id;, — Id; }. En convenant d'écrire
D' = #(D) si, et seulement si D" est 'image de D par chacune des deux rotations

* X4 -~ - "-“-—/ Ay
qui composent I’élément ¥ de 0" (E,), on constate que le groupe O* (E,) opére
fidélement et transitivement sur 2. IXou les deux résultats suivants :

THEOREME ET DEFINITION. — La relation binaire %" définie sur 2 par :

. T . .
(D1, D)A (D3, D) < IFe O7(E;) (Dy = F(DY) A (Dy = T(D3))
est une relation d’équivalence. Les éléments de I'ensemble quotient & = 2%/
sont appelés angles orientés de droites; I'angle représenté par (D, D) se note D, ',
ProposiTion]. — En posant {(7) = {(D, D'} € $? | D' = #(D)}, on détermine
— .
une bijection { de O (E,) sur ¢Z. En posant :
Vg ded a+d=ga - W@l
on définit sur & une addition telle que \/ soit un isomorphisme de (O’:EEZ), o) sur

(€X, +), qui est ainsi un groupe commutatif.

On dispose du diagramme commutatif :

v

O (E)—& s : surjection canonique

S5 |[
SN

O (E,)—— t=Yosopt

¥ et | ; isomorphismes

On constate que & est isomorphe au groupe-quotient de (¢ par son sous-
groupe {0, p} et que ¢ est une surjection qui, & tout angle orienté représenté par
deux demi-droites, associe I’angle orienté représenté par les droites supports. En
particulier :

DEirFINITION. — L’angle de droite & = (@) = t(3 + p), dont les représentants
sont tous les couples de droites orthogonales est dit angle droit de droites.
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REMARQUE. — Pour tout & € @, I'image réciproque par ¢ est de la forme
{a,a + p}.Enremarquantquea + aet(a + p) + (¢ + p)sont deux notations
d’un méme &lément de (%, que ’on peut noter g(a) on dispose de g : & — ¢X. On
vérific aisément qu'il s’agit d’un isomorphisme de groupes.

Propriétés des angles orientés de droites. — Le lecteur vérifiera qu’a
I'exception de i) les formules i) & vi) du 1° restent valables quand on remplace les
demi-droites d; par des droites D,

Mesure. — Nous supposons ici que E, est orienté. Pour &€ & donné,
I’ensemble des déterminations des mesures des angles de demi-droites qui
constituent ¢ '{a) est de la forme

{o +2mn\meZ} v{p +n+ 2mn|meZ}

C’estdonc un élément de R/nZ; on 'appelle mesure de a et, (D, D') désignant un
représentant quelconque de 4, on le note (D, D).

En associant sa mesure 4 tout @ € ¢ on définit un isomorphisme de groupes
de (&, +) sur (R/nZ, +).

Siles droites D et D' sont orthogonales ona : (D, D)) = n/2 (mod. m). Sinon,
en deésignant par x et x” des vecteurs directeurs de D et D', on a (cf. 1° in fine) :

[x, x]
(x| x)

Ce qui détermine (D, D'} € R/nZ sans ambiguité.

tg(D, D) =

(3)

L’équation nx = @ (ne N* et ae (¥ donnés). — En orientant E,, on se
rameéne a résoudre, dans R/nZ, I'équation ny = @ (mod =), o0 ¢ désigne une
détermination arbitrairement choisie de la mesure de g Celleci admet
exactement n solutions qui sont les

hd

n
On en déduit qu’en particulier 'équation 2x = 4, admet deux solutions, de la
forme b et b + &, ou J désigne I'angle droit (de droites), et on démontre :

k )
+—n(m0dn) avec kel0, 1,...,n -1} (4)
n

PrOPOSITION II. — Soit n € N*. Etant donné deux droites D et I de E,, il
existe exactement n droites de E, vérifiant : nD, A = D, D',
Ce sont les droites D, définies dans E, orienté par :

¢

k
D.D) =2+ (modnm), kel0,l,...n—1)
n H

ou ¢ désigne une détermination arbitrairement choisie de (D, D).

Cas PARTICULIER, — Etant donné deux droites D et D' de E,, les deux
solutions de Péquation 2 D, A = D, D', qui sécrit D,A + D', A = 0 sont deux
droites orthogonales, dites bissectrices du couple (D, D'); ce sont les axes des

symétries qui échangent D et IV,
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Interprétation d’un produit de symétries. — ProprosiTioN 111, — Seient s
s’ des symetnes axlales par rapport a des droites D et D', Alors 5" o s est la

rotation d’angle g(D D)

E, est orienté et e = (¢,,e,) est une base orthonormale directe. Soit
(¢, @) e R? tel que Mat (s; e} = S5 et Mat (s"; ¢} = Sz (notation du 2.3.3, 1°).
On calcule : Mat (5" o5, €) = S5, '

Par ailleurs, la recherche des vecteurs invariants par s montre que les

vecteurs unitaires de D s'écrivent % ((cos @/2)e, + (sin @/2)e,), et donc que, A
désignent la droite Re, :

(A, D)= @2 (mod. n),

De méme (A, D) = ¢'/2 (mod. n), et donc (D, I’} = (¢ — ¢)/2 (mod. w).
]

30 Ecarts angulaires dans un espace préhilbertien réel. — On peut étendre la
notion d’angle orienté de deux demi-droites (resp. de deux droites) 4 un espace
préhilbertien réel E de dimension infinie ou de dimensien finie # = 3 : il suffit
d’introduire le plan (ou 'un des plans) contenant les deux demi-droites (resp.
droites); si I'on veut mesurer I'angle orienté ainsi obtenu, il est nécessaire
d’orienter ce plan, ce qui, dans la pratique, est en général pcu commode. Pour
cette raison, nous nous en tiendrons a :

DeFINITION. — Soient x, et x, deux vecteurs non nuls d'un espace
préhilbertien réel E. On appelle écart angulaire de x, et x,, et aussi des demi-

(x4 ]x2)

droites R _x, et R x,, le réel Arc cos m On appelle écart angulaire des
Xl 1%z

(g%}
[lx [ 1%zl

En ce qui concerne les demi-droites et les droites, cette définition est justifiée
par l'indifférence du choix des vecteurs directeurs.

droites Rx, et Rx; le réel Arc cos

4° Ecart angulaire de deux sous-espaces de E, euclidien. — 11 sagit d’'une
notion trés complexe ; nous nous limiterons a des cas particuliers.
a) Ecart angulaire d’un vecteur unitaire x et d'un sous-espace F # {0}. En

. . X . 2 sy :
étudiant 6= inf Arccos (]l_l}l)l borne inférieure de I’écart angulaire de x avecun
yeF{0} y

vecteur quelconque de F\{0}, on constate qu’il s’agit d'un minimum, atteint :
— si x e F! pour tout y € F\{0}, et alors égal & n/2;
— si x ¢ F! pour y = p(x), ou p est le projecteur orthogonal sur F.

Dans les deux cas 0 = Arc cos ||p(x}||; on dit que 0 est'écart angulaire de x
et F. On constate que, pour tout vecteur unitaire x € E et tout sous-espace

F # {0}
(xeF) = (8=0 et (xe F) = (6 = n/2).

On constate que O nechange pas quand on remplace x par — x.
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b) Ecart angulaire d'une droite D et d'un sous-espace F # {0}. La constata-
tion précédente permet de le définir comme I'écart angulaire d’un vecteur unitaire
de D et de F (dans le cas ou F est une droite, il n’y a visiblement pas de
contradiction avec la définition adoptée au 3°).

Nous constatons que si 8 est I'écart angulaire de Detde F, celuide Detde FL
est /2 — 0 {pourvu que F # E).

¢y Ecart angulaire d'un hyperplan H et d'un sous-espace F # {0} et F # E.
La constatation précédente nous conduit a le définir comme 8 = n/2 — 8,006
est 1'écart angulaire de la droite H+ et de F. On constate que 0 est nul si et
seulement si F est inclus dans H.

En particulier, I'écart angulaire 6 de deux hyperplans H, et H, est celui des
droites Hi et Hy. Si x,, i € N,, sont des vecteurs non nuls des H;, on a donc :

I(x x5l
Il 1l

On constate que, pour tout couple (H,, H,) d’hyperplans :
(H=H;) = (8=0), et (H, et H, perpendiculaires) < (8 = n/2).

6 = Arc cos

REMARQUES. — g) Dans la pratique, lorsgu’aucune confusion n'est possible
on dit souvent angle, pour écart angulaire.

b} A titre de complément, le lecteur étudiera I'exercice 2.25.

2.3.5. Les groupes O(E,) et 07 (E,)

Dans tout le paragraphe nous considérons un espace euclidien E de
dimension r > 0. Nous allons d’abord démontrer que I’étude d’une isométrie
vectorielle de E se raméne & celles d'isométries vectorielles de sous-espaces de
dimensions 1 ou 2. Ici encore, on pourrait théoriquement se dispenser de I'étude
qui va suivre, en utilisant la réduction d’un endomorphisme normal (2.3.7).

1° LemmE. — Pour toute isométrie vectorielle 1 de E, il existe un sous-espace
vectoriel de E de dimension 1 ou 2 invariant par u.

— Soit v une isométrie vectorielle de E admettant une valeur propre. Celle-
ci (2.1.1,3% est 1 ou — 1; soit a e E\{0} I'un des vecteurs propres qui lui sont
associés. La droite vectorielle Ra, dont tout élément est, selon le cas, conservé ou
changé en son opposé par u, est invariante par u.

— Soit u une isomeétrie vectorielle de E n’admettant pas de valeur propre.
Désignons par v 'endomorphisme # + 4™, qui s'écrit u + u*; nous avons
v¥ = w* + u = v, Ainsi v est symétrique et (2.2.1} admet au moins une valeur
propre; il existe A € R et b e E\[0} tels que v(b) = Ab, ce qui s'écrit :

ub) + u~1(b) = Ab, et ut(by = — b + Au(b).

La famille (b, u(b}}, qui est libre (sans quoi u admettrait une valeur propre), est une
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base d’un plan vectoriel E'. La restriction de u a E’ s’écrit :
&b + nu(b) - Lu(b) + nui(b) = — nb + € + Anu(d)

ce qui montre que E’ est stable par u, et donc invariant par u, puisque E' est de
dimension finie. L’application induite par u sur E’ est un endomorphisme d'un
plan vectoriel qui conserve la norme et n’admet pas de vecteur propre ; c’est une
rotation (toute isométrie vectorielle indirecte, ou symétrie axiale, d'un plan
vectoriel euclidien admet en effet des vecteurs propres). O

THforiEME. — Une condition nécessaire et suffisante pour que u e #(E) soit
une isométrie vectorielle est que E soit somme directe orthogenale d’une famille
(EJ\ <k« de sous-espaces tels que, pour tout k € N_, E, soit de dimension 1 ou 2,
invariant par u, l'application induite u, étant lidentité ou son opposée si
dim E, = 1, une rotation autre que l'identité ou son opposée si dim E, = 2.

La condition est visiblement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire.

Soit u € O(E). D’aprés le lemme et sa démonstration, il existe un sous-espace
E, de E, de dimension 1 ou 2, invariant par u, tel que 'application u, induite par u
sur E, vérifie la condition imposée 4 u, dans 'énoncé du théoréme. D’aprés la
proposition du 1.3.4, 1° (E|)* est stable par u, et donc invariant par u puisqu’il
s’agit d’un sous-espace de dimension finie. Reste a démontrer le théoréme pour
(E,)*; on raisonne par récurrence sur la dimension n de E, en remarquant que,

d’aprés le lemme, le théoréme est vrai pour n = 1 et pour n = 2. O
¢ Convenons d’indexer les E, (1 < k < m),defagonque E,, ..., E, soient
de dimension 1 et formés de vecteurs invariants paru,que E, ., , ..., E,,  soient

de dimension 1 et formés de vecteurs transformés par v en leurs opposés, qu’enfin,
pour tout k > p + g, E, soit de dimension 2.

L L
Ainsi la somme directe @ E,(resp. @  Eg,quin’intervient quesip
l€k<p p+lskgp+y

(resp. g) n'est pas nul, est le noyau E, (resp. E_)de u — Idg (resp. u + Idg), ou
encore le sous-espace propre associé a 1 (resp. — 1).

En désignant par e l’unle quelconque des bases orthonormales de E adaptées
a la décomposition E = @E,, on obtlent le résultat suivant (dont une autre
démonstration sera donnée au 4.3.3, 2°) :

ProrosiTion. — Pour toute isométrie vectorielle u € O(E), il existe une base
orthonormale e de E telle que Mat (u; ¢) sont de la forme :

S, =diag (I, — 1,8, .-, 8) (1)

v

Sq

ol [, et I, sont les matrices-unités d’ordres p et ¢ et ol §,, ..., Sy, sont des
éléments de O (2) distincts de 7, et de — I,

L
REMARQUE. — Les sous-espaces E, E_et(E, P E_)t de E, de dimensions respectives p, g, et
2r,avecp + ¢ + 2r = n,sont imposés par la donnée de w. Il en est de méme des angles des rotations
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induites par u sur les E, de dimension 2, et, pour chacun de ces angles, de la multiplicité aveclaquelle
il intervient, ainsi que du sous-espace engendré par la réunion des plans qui lui correspondent.
Ceci dit, ni la base e ni Pexpression (1) de Mat (u; ¢) ne sont uniques.

CoroLLAIRE L. — L’isométrie u est une rotation si, et seulement si le noyau £ _
de u + Id; est de dimension paire,

On constate en effet : detu = (— 1), avec ¢ = dim E_. O

CoroLLaIRE II. — Si n est impair, pour toute rotation 4 € O™ (E) il existe des
vecteurs non nuls invariants par u.

Ici n est impair et g est pair; p = n — ¢ — 2r est impair, et donc non nul.

O

2¢ Etudede O(E,). — D’aprés le théoréme du 1°, une condition nécessaire et
suffisante pour que u € ¥ (E,;) solit une isométrie vectorielle et qu'il existe une

somme directe orthogonale D @ P = E, ou D est une droite sur laquelle u
induit Id, ou — Idp, et P un plan sur lequel 4 induit une rotation (éventuellement
égale a Idp ou a — 1d,).

La condition étant remplie et E, étant supposé orienté, orientons D en
distinguant I'un des vecteurs unitaires @, et orientons P « par le vecteur @ »; (i, j)
étant une base orthonormale positive arbitrairement choisie de P, (i, j, @) est une
base orthonormale positive de E; et :

cos6 —sinB 0
Mat (u; (i, j,w)) =] sin@ cos® 0
0 0 £

Siue O (Ey), alors & = 1 ¢t 8 # 0 (sauf si u = Idg).
SiueO” (Ej)alorse = — 1et 0 #x(sauf siu = — Idg).

ConvenTION, — Etant donné un vecteur unitaire o € E, et un élément 6 de
R/2nZ,le symbole [ «o, 6] représente Punique rotation de E qui laisse w invariant et
induit sur le plan (Rw)!, orienté par ®, la rotation de mesure 9.

Une rotation non identique donnée admet deux écritures de ce type; si
[w, 8] est 'une d’elles, Pautre est [— @, — 6)].

3¢ Générateurs de O(E,) et de O* (E,). — Reprenant un espace euclidien E
de dimension n > 0, nous allons montrer que O(E) est engendré par 'ensemble
des symétries hyperplanes et que, pour n = 3, 0" (E)est engendré par I'ensemble
des retournements. Ce résultat pourra étre admis en premiére lecture.

® Soit u € O(E). Reprenons les notations du théoréme du 1° et convenons d'associer a tout
automorphisme orthogonal f d’un sous-espace ¥ de E l'application f : E - E qui coincide
avec [ sur ¥ et avec I'identité sur ¥ [on vérifie : [ € O(E)].

Nous avons ainsi : u = u; « - - it ; (produit commutatif).

Pour 1 € k< p, u est I Pour p+ | €k < p+gq, u est la symétric par rapport &
I'hyperplan EL. Pour p + g < &, u,, qui est une rotation du plan E,, s'écrit S S ol 3, et 5, sont des
symétries de E,, par rapport a desdroites D, et D, onau, = 5, 5, oll 5, et 5, sont les symétries de E,
par rapport aux hyperplans D, + EL et D, + EL.
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11 vient :

W= yey o STy, 3 o8 0 S, 0T )
u est ainsi le produit de ¢ + 2r = n — p symétries hyperplanes.

— On ne peut faire mieux car si u est le produit des symétries par rapport aux hyperplans
H,, ..., H,_ [ce qui exige dailleurs (— 1)™ = (— 1)9], alors £, contient H, ~ --- n H, , dontla
codimension n'excéde pas m (d'aprés 1.9.3.6, 4°). D'oa :

n—p=codimE, <codim(H, n -~ nHJ)<sm
Diailleurs si m=n —p alors dune part H, n--- nH,=E, e daure part
codim (H, n -+ n H,) = m, ce qui sigmfie que le systéme (H,, ..., H_} est libre.

— Enremarquant enfin que, pour tout hyperplan H,u = u o sy = sy, nous pouvons énoncer :

ProOPOSITION |. — Seoit uc O(E); on pose E, = Ker (v — Idg). Alors u est, d’'une infinité de
facons, produit de symétries hyperplanes dont le nombre minimal (') est codimg E, ; dans toute
« factorisation minimale » les hyperplans forment un systéme libre et leur intersection est £, . Dans
toute factorisation, le nombre des hyperplans est pair si u ¢ O* (E), impair si w € 07 (E).

Notons que, pour n = 2, ce résultat était connu depuis 2.3.3, 2°.

# Reprenons étude dans le cas : w € 0¥ (E), ce qui implique que g et n — p sont pairs. Nous
nous limitons a n 2 3.

1erCas 1 E, # {0}.Icip 2 1. Choisissons arbitrairement une droite b = E, el désignons par o
la symétrie hyperplane par rapport 4 D&,

Considérons une factorisation minimale 1y = &, o ~-- 2 0,,(2 = n — p). ok o, (je Ny, est
la symétrie par rapport i un hyperplan que nous pouvons noter D{-; nous savons (proposition 1) gue
cet hyperplan contient E , et donc D.

Ainsi, pour tout j € N;, les droites D et D, sont orthogonales et les plans D+ et D} sont
perpendiculaires; d'aprés le théoréme du 2.2.3, ¢ - o, et ©; - ¢ coincident I'un et l'autre avec le
retournement #; par rapport a (D + D)+

Pour tout i € N, on peut écrire :

O3i-1 %02 = (031 o0} o0 cOy) =7y ¢T3
Ainsi u est le produit des n — p retournements ry, - - -, ry, avecn—p < n — L

22Cas: E, = {0}. lci p = O et n est pair. Choisissons arbitrairement x € E\{0}; nous avons
u{x} # x. Comme n = 3 (et méme n = 4), il existe un hyperplan H de E contenant x et u(x). Dans H,
la droite R{u(x) — x) admet un orthogonal ¥. On a codimg ¥ = 2 et, dans E, on dispose du
retournement r par rapport a V.

Posons &' = r « u;u' est une rotation de E laissant x invariant; la dimension p' de Ker (' — Idg)
est paire et au moins égale 4 1,50it p° = 2;sil'onavaitp’ > 2,1l existerait un vecteur non nul commun
a Vet a Ker(w — Idg) et ce vecteur serait invariant par u; finalement p = 2. D’aprés 'étude du
premier cas, &' est produit de n — 2 retournements; » est donc produit de n — 1 retournements.

Nous pouvons énoncer :

ProrosiTiON II. — On suppose dim E = r 22 3. Soit u € O (E); on pose E, = Ker (u — Idg).
Alors u est produit de retournements en nombre égal d codimg £, si E, # {0}, dn — IsiE, = {0},
et, dans les deux cas, au plus égal a n — 1.

REMARQUES. — 4) Icila factorisation mise en évidence n’est pas nécessairement minimale, Cest
ainsi que si ue O*(E,), alors dimE, = | et u peut &tre considéré comme produit de deux
retournements, méme si # est lui-méme un retournement.

by La proposition Il ne s'applique pas lorsque n = 2 :le seul retournement de E; est — ldEJ,qui
n'engendre pas 07 (E,)

{'y En convenant que le produit de zéro symétrie est I'identité.
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2.3.6. Similitudes d’'un espace euclidien.

Reprenons 'étude du 1.3.6 dans le cas ou I'espace quadratique (E, @) est euclidien, de dimension
n >0

1° Pour toute similitude u, de rapport o, on a ici o > 0; o est un carré sur R et peut s'écrire
a = p?, avec pe R%; on dit que p est le rapport de la similitude. Compte tenu de ce que E est de
dimension finie, nous pouvons énoncer :

DEFINITION. — Soient u € #(E) et p € R%. On dit que u est une similitude de rapport p si, et
seulement si le couple (u, p) vérifie les quatre assertions équivalentes :

i) Y(x,y)e E? (u(xHu@) = pixiy)

i) Vxe E [le2 ) = gl

i) ¥ admet un adjoint et &* - u = u -~ u* = p? Id;

(iv) p~! 1 € O(E), i.e. u est le produit commutatif de 'homothétie u 1d;, de rapport positif, et d'un
automorphisme orthogonal.

Notons que toute application v : E — E qui vérifie i) est une similitude (cf. 1.3.4,1°),
Le lecteur complétera I'étude de GO(E), groupe des similitudes de E, en justifiant :

THEOREME ET DEFINITION. — Une similitude » de l'espace euclidien E est dite directe (') si
det u > 0, indirecte si det 1 < 0. Les similitudes directes de E constituent un sous-groupe distingué
dindice 2, noté GO * (E), de GO(E). On pose GO~ (E) = GO{E)\GO" (E).

REMARQUES. — a) O (E} = GO*(E) et O™ (E) < GO~ (E).
b) Lhomothétie & Idg, de rapport A € R*, est une similitude de rapport ||, qui est direcie sauf si
A est négatif et n impair.

¢y Pour n = 2m + 1, nous avons ;
GO(E) = thor)(he R* 1dg) A (re O (E)).
d) Pour n = 2m, nous avons :
GOYEYy={h-rl(heR% 1dg A (re OT(E)} (1)
et, s € O~ (E) étant arbitrairement choisi :
GO (E) = GO*(E) - 5 2)

e) Pour n = 1, nous avons : GO(E) = GL(E).
Dorénavant, nous supposons n = 2.

# ProposITION. — Toute similitude d'un espace euclidien E transforme deux droites quelconques
de E en deux droites de méme écart anpulaire, et, en particulier, deux droites orthogonales en deux
droites orthogonales.

Simple conséquence des propriétés des isométries vectorielles et des homothéties. O

RECIPROGUE. — Soit u un automorphisme de E qui transforme toute paire de droites orthogonales
de E en une paire de droites orthogonales. Alors u est une similitude.

~ Fixons provisoirement x € E\{0}. Les formes linéaires non nulles

y x|y} ety = (u{x)|uly)

('} Enfait on étend une définition donnée au 1.3.6, 4°, dans le cas n = 2w, en remarquant qu'ici
o™ > 0.
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admetient 'hyperplan (Rx}1 pour noyau commun; d’aprés L9.3.3, 3°, il existe 2(x) € R* unique tel
ate: Vye £ (u(x}u() = atx)ix|y).

— Nous allons montrer que o(x) garde une valeur fixe o quand x parcourt E\{0}, ce qui
entrainera que u est une similitude de multiplicateur a.

Soient x et x' deux éléments de E\{[0}. S'ils sont lintairement dépendants on a visiblement
alx) = x(x'). Sinon x + x’ n'est pas nul et, pour tout ye E

(lx + XN u(y) = afx + xWx |y} + alx + X)x"|y)
= a{x)(x[y) + «(xWx'|y)
On en déduit :

{a{x + x7) — a{x)x + (2(x + x) — a(xPx’ =0
et dong : alx) = x(x’) = alx + x) Od

2° Similitudes planes. — Nous nous plagons maintenant dansle cas n = 2. Notons d’abord que
ia commutativite du groupe Q7 (E,)} entraine celle de GO (E,). En utilisant (1) e1 (2), ainsi que la
proposition du 2.3.3, 3°, nous ebtenons :

PrOPOSITION. — Soient E, un plan euclidien et e = (¢, ¢,) une base orthonormale arbitrairement
choisie de E,. Les similitudes directes de E sont les endomorphismes représentés dans la base e par les
matrices de la forme :

pSe. avec peR% et BeR/2nZ,

ou encore par les matrices de la forme :

—b
[Z ] avec  (a, b) & R0, 0)). 3
a

Les similitudes indirectes de E sont les endomorphismes représentés dans la base e par les matrices
de la forme :
pSe, avec peR% et Qe R/2nZ

ou encore par les matrices de la forme :
a b
b , avec {a, by e RA\{{0, 0)}. 4
—-a
Dans chaque cas, on passe d’une écriture a I'autre par :

p=\/a’+b1, a=npcosh, b = psin 8,

o Supposons maintenant que E, est orienté et que ¢ = (g, e,) est une base orthonormale
positive. Désignons par s la symétrie axiale par rapport a Re,, par rgla rotation de mesure 8 € R/2n7.

— La similitude directe de matrice pSy s'écrit ; (p Idg) « rg.

La similitude indirecte de matrice pSp s'écrit : (p Idg) = rg o s.

— En passant aux nombres complexes par la notation z = x + fy, on constate, en utilisant (3)
et (4), que les similitudes directes (resp. indirectes} sont les applications de E, dans E, représentées
par :

z v— kz (resp. z +— kz), avec k e CyJ0}.

o On peul ici préciser le résultat du 1° sur la conservation des angles sous la forme :

ProPOSITION. — Soit u € GO™*(E,) [resp. ve GO~ (E,))-
Pour tout couple (d,, d,) de demi-droites de F, :

T — —— T T T ———
widy), uldy) = dy,dy  [resp. ¢(d,). v(d;) = — d,,d;].

Pour tout couple (D, D,) de droites de E, :

T T — —— et T — ——
ulD), u(Dy) = Dy, Dy [resp. (D)), v(D;) = — Dy, D;]
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2.3.7. Réduction d’'un endomorphisme normal d’un espace euclidien

E Ce paragraphe sera réservé 4 une seconde lecture. s

1° DEFINITION. — Un endomorphisme d’un espace préhilbertien réel est dit normal si, et seulement
<'il admet un adjoint et commute avec cet adjoint.

CAS PARTICULIERS. — Tout erdomorphisme symétrigue, (resp. antisymétrique), tout automorphisme
orthogonal est un endomorphisme normal. Les propriétés des endomorphismes normaux seront étudiées
en 4.2.1, 2°. Nous nous contentons ici de traiter, en dimension finie, le probléme de la réduction d’un
endomorphisme normal.

2° LEMMEL. — Seit 1 un endomorphisme d'un R-espace vectoriel E de dimension finien > 0. Alorsil
existe un sous-espace F de E, de dimension 1 ou 2 stable par u.

1¢7 Cas. — Le spectre de u est non vide. 11 existe un vecteur propre x € E\{0} de u. La droite Rx est
stable par u.

2° Cas. — Le spectre de u est vide. La décomposition de y,,, polyndme caractéristique de u, en
produit de polyndmes irréductibles de R[X] est alors de la forme :

»
La = l_[ X+ 68X + v
k=1

ott les B, et les y;, sont des réels vérifiant : Yk e N, B < 4y, y,(w) étant l'endomorphisme nul de E
(L.12.3.3), I'un des endomorphismes u® + B + v, Idg est nécessairement non injectif. Retenons qu’il
existe (B, v) e R? et x € E\{0} tels que :

w?(x} + Bu(x) + yx = 0.

Le spectre de u étant vide, u(x) est non colinéaire a x et Vect (x, u(x)) est un plan vectoriel; on
constate qu'il est stable par u et que, de plus, 'endomorphisme induit par u sur ce plan a un spectre vide.
O

LeMME IL — Soit u un endomorphisme normal d’un espace euclidien E de dimensionn > (et soit
F un sous-espace de E stable par u. Alors F est stable par u*.

La proposition est triviale si u est symétrique (u* = u) ou antisymétrique (u* = — u).

Elle I'est aussi si v est un automorphisme orthogonal (u* = u~'}, auquel cas F est invariant
par «. Prouvons-la dans le cas général.

~— 8i la dimension de F est 0 ou » le résultat est trivial.

— Supposcns dimF =p avec 1<p<nr—1 1 existe une base orthonormale

e = (e,, ..., e} de E telle que (e, .. ., g,) soit une base de F. Notons :
A ‘B ‘A0, ,
Mat(u;e) = f{-rrvn o ; Matw*;e)= | .. ...
0,,, C ‘B. C

ol A, B, C appartiennent respectivement & .#g(p), #p(p,n — p), MApin —py u* cu = u - u*se
traduit par I'égalité matricielle :

'tAA . ‘AB A'A + B‘BE B'C

qui exige, en particulier : 'AA = A'A + B'B, et donc, puisque les traces de 'AA et A’A sont égales :
tr B'B = 0. Le lecteur vérifiera aisément que tr B'B est ]a somme des carrés des éléments de la matrice
‘B; ir B'B = Gexigedonc'B = O,_, . Ensereportant a expression de Mat (u* ; €), on en déduit
u*(F) < F. &



237 GROUPE ORTHOGONAL D'UN ESPACE EUCLIDIEN 79

LEMME ITL. — Soit E un plan euclidien. Les endomorphismes normaux de E & spectre non vide sont
les endomorphismes symétrigues; les endomorphismes normaux de E & spectre vide sont les similitudes
directes avtres que les homothéties.

Soit e une base orthonormale de E. Pour tout u € #(E), posons :

Mat(u'e)—[a C]' Mal(u"‘e)“[a b:|
UL 4d” e 4

Xy = (X —alX — d) — bhe.

et

Un calcul simple montre que  est normal si, el seulement si
b-b+cy=0A{bt—cla-dH=0
ou gncore si, et seulement si :
fc=bvic=—b#0) n(d=a)

— La condition : ¢ = b s'écrit : « u est symétrique ». Lorsqu'elle est remplie, on constate, en
utilisant y,{a) = — b% que x, est scindé sur B.
— La condition : ({c = — b # O) » (d = a)) s'écrit :

— b
Mat (u;e) = |:: :I, avec (a,b)e B x R*,
a

ou encore (2.3.6, 2°) :

Mat {u; €) = pS,, avec peR%Y et SO0, — I}

ou enfin : « u est une similitude directe autre qu'une homothétie ».
Lorsqu'elle est remplie, x, = (X — a)® + b* n'est pas scindé sur R. O

LemME IV. — Pour tout endomorphisme symétrique « d’'un plan euclidien E, il existe une base
orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Nous venons de voir que le polyndme caractéristique de u est scindé sur R; u admet donc un
vecleur propre unitaire £,. Soit (€,, £,) une base orthonormale de E. La droite Re, étant stable par u,
la droite Re, = (Re,}! est stable par u* = u(proposition 1V du 1.3.2, 1°); £, est donc vecteur propre
de u. O

o THEOREME. — Soit u un endomorphisme normal d’un espace enclidien E de dimension n > 0.
Alors E est somme directe orthogonale d'une famille (E,), <k<m de sous-espaces tels que, pour tout
ke N, E, soit de dimension 1 ou 2, stable par u, 'application induite 1, étant de Ja forme A; Idg, si

dim E, = 1, et étant une similitude directe antre qu'nne homothétie si dim E, = 2.

Nous allons montrer qu'une assertion (.o7,) est vraie pour tout n € N\{0},

— () est vraie (trivial); () I'est aussi (lemmes II1 et IV).

— Soit ne N tel que n = 3. Nous supposons que (&), ..., (&, ) ont éie vérifies et nous
considérons un endomorphisme normal # d'un espace euclidien E de dimension n. D'aprés les
lemmes I et IL, il existe un sous-espace E, de E, stable par « et u*, qui est soit une droite propre de u soit
un plan sur lequel & induit une similitude directe autre qu'une homothétie.

E]l, de dimensionn — 1 oun — 2,eststable par u* et par u** = u; onen déduit que 1 induit sur
Ef' un endomorphisme normal. D'aprés I'hypothése de récurrence on peut donc écrire :

1
i
Ef = , @ E, ou les E, vérihent les hypothéses du théoréme.
"

Sig

Il vient :

E:Elel)(é‘) Ei)=é E,. L

2sism Iskgm
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En indexant convenablement les E, et en désignant par e 'une des bases orthonormales de E
adaptées a la décomposition précédente, on obtient le résultat suivant (dont une autre démonstration
sera donnée au 4.3.3,2%:

PROPOSITION. — Pour tout endomorphisme normal 1 d'un espace euclidien E de dimensionr > 0,
il existe une base orthonormale e de E telle que :

Mat(u; e) = diag (o, ..., o, pISBJ, - -s PySp)

oi les ; sont des réels, les p, des réels strictement positifs, et les Sg, des €léments de O * (2 distincts de 7,
etde — f,.

CASPARTICULIERS. — a) Siuest symétrigue, aucun des E, ne peut étre de dimension 2 (4 causedu
lemme [V) et :

Mat (u; e) = diag (%, ..., %}

by Siuestantisymétrigue, les o;sont nuls, les Sy sont antisymétriques ce qui s'écritcos 8, = 0,0u
encore sin B, e {— 1, 1}. Ici :

0 -1

Mat (u; e) = diag (0, ...,0,B,J, ..., BJ), avec J = |:1 o

:|, By € B*.
¢) Siu est une isométrie vectorielle, les valeurs propres eventuelles sont 1 ou — 1; par ailleurs u
induit une isométrie sur les plans stables (les p, sont €gaux a 1). Ici on peut adopter :
Mat(u; e) = diag (I, ~ 1, SB,- . Sgr).

Conclusion. — Nous aurions pu nous dispenser de I'étude directe faite dans les cas a) et ¢). Celle-
ci est cependant plus aisée et elle a P'avantage théorique de ne pas faire appel & I'existence d'un
polyndme non nul dans 'idéal annulateur de u.

2.4. PRODUIT MIXTE. PRODUIT VECTORIEL

2.4.1. Produit mixte

Soit E un espace euclidien orienté, de dimension n > 0. On rappelle que
o ,(E) désigne I'espace vectoriel, de dimension 1, des formes n-linéaires alternées
sur E.

1° THeOREME ET DEFINITION. — Il existe 8 € o7 ,(E) unique tel que, pour toute
base orthonormale positive e de E, 'élémentdet, de o7, (E) soit égal 4 3; on dit que &
est le produit mixte dans E.

On sait en effet (I, 10.2.1, 2°) que, e et e’ étant deux bases quelconques de E :
det, = A det,, avec A = detey, ..., e) = det(Pg). (1)
D’autre part, si e et ¢ sont orthonormales, de méme orientation :

det (PY) = 1. O

REMARQUE. — Pourtoute base orthonormale négative e, onadet, = — §;ilenrésultequesion
transpose les orientations de E, le produit mixre est changé en U'élément opposé de s {E).
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Notation. — Peour toute famille (x,, ..., x,} de vecteurs de E, le réel
d(xy, . .., X,), qui est appelé produit mixte de la famille, se note [x,, . .., x,].

2° Propriétés du produit mixte. — a) La famille {(x,, .. ., x,) est une base
(resp. une base positive de E} si, et seulement si son produit mixte est non nul (resp.
strictement positif).

Resulte du théoréme de 1.10.2, 1° in fine (resp. de (1)). il

by Le produit mixte est invariant par le groupe unimodulaire (et, en particulier,
par le groupe spécial orthogonal) : pour tout ue ¥ (E) tel que detu = 1, on a ;
V(X ..., x,)eE" Lufxy)s - oulx)] =[xy, .00y X0

Conséquence de la définition du déterminant d’'un endomorphisme. il

3¢ Expression du produit mixte. — Soite = (e,, .. ., e,)une base orthonor-
male positive, arbitrairement choisie de E. Donnons-nous (x,, ..., x,) € E” par :

vieN, x,=13 &e,

i=1
Le produit mixte [x,, ..., x,]. égal a det, (x,, ..., x,), $écrit :
[xp .- x,] = detX, avec X =[Elijen (2)

— Notons que 'X X, qui s'écrit [(x;|x;}]; ;. w2 est la matrice de Gram de
{x,, ..., x,) relativement au produit scalaire de E (1.1.2, 2°. Il en résulte :

[x.00 xn]2 = Gram (x,, ..., x,) (3)
Cas de Ez. - ICi : [xb xz] — Eall &12
&21 E.»zz

Lorsque x, et x, sont non nuls, on a (2.3.4,1% :

[xys x5] = [lxyll [1%5]] sin (x4, x,)

ou (x,, x,) est la mesure dans E, orienté de I'angle orienté des vecteurs x, et x,.

2.4.2. Produit vectoriel

Soit E un espace euclidien orienté, de dimension n = 3.

1° THEOREME ET DEFINITION, — Etant donné la famille (x, ..., x,_,) de
n — 1 vecteurs de E, il existe un et un seul vecteur v € E tel que :
VxekE [xgy .o os Xpo 1 x] = (0]X) (1)
Ce vecteur est appelé produit vectoriel (*) de la famille, etmoté x, A ... A x,_,.
(") Le produit mixte [x,, ..., x,_,, x,] apparait ainsi comme le produit scalaire (v|x,) oi vestle

produit vectoriel x; A ... A x,_,. Clest de la que provient le vocable produit mixte.
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En effet, le produit mixte étant n-linéaire, 'application { :
x — {xg, .. X1, X1

est une forme linéaire sur E. La condition (1} s’écrit v = d, '(l), ou d, est
I'isomorphisme canonique de E sur E* (2.1.3, 2°9). ]

ProposiTion. — L'application de E"~* dans E :
(X, -y Xpq) X A L0 A X,

qui est appelé produit vectoriel, est n — 1 linéaire et alternée ; si on transpose les
orientations de E, elle est changée en I'élément opposé de o/, (E"" 1, E).

Résulte de (1) et des propriétés du produit mixte. O

2° Propriétés du produit vectoriel. a) Lafamille(x,, ..., x,_,)estlidesi,
et seulement si, son produit vectoriel v est nul.

— Supposons la famille liée. Pour tout x € E, la famille (x,, ..., x,_,, x)est
liée, son produit mixte est nul et (v|x) = 0. Ainsi v = 0.

— Supposons la famille libre. Nous pouvons lui adjoindre x, € Edefagona
obtenir une base; ainsi [x,, ..., x,_;, x,0 #0, ou (v|x,) # 0, etdonc v #0. [

b) Le produit vectoriel est Punigque application [ : E*™1 — E vérifiant les trois
assertions suivantes :

) Yixpy,. X% _)€E" fixg, ..., x,_)e(Vect(x,, ..., X,_ )t
ii) Pour route famille libre (x,, ..., x,_,) de vecteurs de E, la famille

(xlv LS 4 xn*lsf(xli R xn—l))
est une base positive de E.
lll) V(xla et xn—l) € En_l ”f{xl’ tr xn—l)”2 = Gram (xll st xn—l)'

o Montrons d’abord que le produit vectoriel vérifie les trois assertions.
Pour cela, considérons un élément quelconque (x,, . . ., x,_ ;) de E*~! et posons
P=Xp A .. A Xyoqe

— Pourtoutke N
liége. D'ou 1).

— Supposons que (x,, ..., x,_,)est une famille libre. Ona(cf a)) : v # 0.

Enutilisant (x,, ..., x,_,v] = (v|v} > 0,onconstateque (x,, ..., X,_, v
est une base positive (2.4.1, 2°, a). D’ou ii).

— Sila famille (x,, ..., x,_,} est liée, alors [|v]| = O et

2— 1» (U]x,) est nul au titre de produit mixte d’'une famille

. . . - Gram (xq, ..., X,_4) = 0
Sinon, écrivons : (X155 Xas)

(% = [X4y v v X4eps ¥]° = Gram (x,, .. ., X,_1, D).
Comme (v|x,) = O pour tout ke N,_, :
Gram (xy, - - -, X, 1, 8) = [ll? Gram (x,, - . ., x,_,)

Dans les deux cas : ||v]|*> = Gram (x,, . . ., x,_,). D’otl iii). O
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e Considérons maintenant une application f vérifiant les trois assertions, et
montrons que les images par f et par le produit vectoriel de tout
(x4, ..., Xx,_,) € E"" sont égales.

C’est vrai dans le cas d’une famille liée, les deux images étant nulles & cause
deiii) Dans le cas d’une famille libre, les deux images appartiennent &
(Vect (xy, ..., x,— ()4, qui est alors une droite, & cause de i); a cause de ii) elles
appartiennent 3 une méme demi-droite ; 4 cause de iii) elles ont méme norme ;
finalement elles coincident, O

3° Coordonnées du produit vectoriel — Soit e = (e, ..., e,) une base
orthonormale positive, arbitrairement choisic de E.  Donnons-nous
_l .
(%9, -y X,— )€ E*7 " par:

Vke INn—l X, = Z éikeis

i=1

et posons :
n
Xp A o AXy = 3 Yien
i=1
L’égalité des formes linéaires : (£, .... &) — v,&; + -~ + y.E, €t :
Eal_l e &l.nf] él
(E.»l’ frre E.m} =
&nl v én.n—l &n
équivaut & celle des coefficients de &,, ..., §,. Dot :
REGLE. — Pour tout i € N, lai-éme coordonnéede x, A ... A x,_,dansla
base orthonormale positive e est égale au cofacteur du terme en position(i, n)dans la
matrice, par rapport ¢ la base e, de la famille (xy, ..., x,_,, x), ot x€ E est

arbitrairement choisi.

2.4.3. Le produit vectoriel
dans E, euclidien orienté

Dans tout le paragraphe, E, désigne un espace euclidien §
orienté, de dimension 3.

1° Double définition. — Icidim E = 3. Pourtout(x,, x,) € E3, nousavons :

{xiix1)  (xylxz)

Gram (x,, X;) = = gl all® = (xq}x,)?

(xzlx,)  (xglxz)
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Si x, et x, sont non nuls, en désignant par ¢ leur écart angulaire(2.3.4, 3%, 1l
vient :

lIx[1? 131 cos? @ = (x;|x,)?
et donc :
Gram {x;, x,) = [|x{|* ||x,]|* sin> @  (avec :sin @ = 0).
En utilisant 2.4.2, 2°, nous avons :
Prorosition. — Dans E,, le produit vectoriel x, A x, admet les deux
définitions suivantes, qui sont équivalentes :
I) x; A x, est I'unique vecteur de E, tel que :

Vx € E, [x1, X3, X] = (X1 A X3[X)

I} Si (x,, x,) est lié, alors x, A x, est le vecteur nul. Sinon, x;, A x, est
I'unique vecteur erthogonal au plar Vect (x,, x,), tel que (x,, x,, X, A x,)soit une
base positive et que :

[1x, A Xx5l] = [IX%4]] |]x,]] sin @,  oml ¢ est I'écart angulaire de x, et x,.

REMARQUES. — a) Dans les classes secondaires, on utilise en général la définition I
b) Pour tout (x, x,, x3) € E3 :

[x1, %5, x3] = (%) A X3lx3) = (x5 A x50} = (x5 A Xxx,).

Consequence de la définition I, et de I'invariance du produit mixte par permutation circulaire. []

c) Pour toute base orthonormale directe (e, 5, e3)

€, A€y =¢€3; €3 A€y =8, & A& =&,

Conséquence de la définition I1. O

d) Pour tout (x,, x,) € EX, on a (égalité de LAGRANGE) :

Gerlxal + lxy A xolF =[x %1%
Coordonnées du produit vectoriel, — Soit (e,, e,, ;) une base orthonormale
positive. Posons ;
x; =g, + Ny + L, (e Nj).

Alors
& & &
[x), X3, %3] = M1 Mz My
(ST SN
et

xp A Xy = (MG, — Emades+ (618, — &8 )e, + (€my — miba)e,

L’égalité d¢ LAGRANGE s'écrit :

(E162 + nyny + 58P + (s — Lol + (6182 — E15,)° + (&ym; — my &y
= (& +ni +LHET + 03 + 5D

2° Double produit vectoriel. — ProposITION. — Pour tout (a, b, ¢) € E3

an b ae)=(aob — (ab)c {1)
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Aprés avoir remarqué que g A (b A ¢} appartient & Vect (b, ¢), choisissons (ce
qui est toujours possible) une base orthonormale positive (e, e, e,) telle que :
b = Pe, et ¢ = ye, + Be,. Posons : a = Ze, + ne, + Le,.

Nous calculons :

an(bacy=npode — EPde,

ce qui s'écrit ;

a (b ac)=(Ey + nd)Pe; — &P(ve;, + dey). O
CoroOLLAIRE. — Pour tout (g, b, ¢) e E3 :
antbrcy+baralicnay+crfanb)=0 ()]
(@nb)nfanc=[abcla 3)
[anb baccnad =[abc]? 4

(2) et (3) résultent de (1); (4) résulte de (3).

3° Division vectorielle. — ProrOsSITION, — Soient a et b deux vecteurs donnés
de E,, avec a # 0. Pour que I'équation :

anx==5b (3)

a I'inconnue x € E ait des solutions, il faut et il suffit que (a|b) = 0. Lorsque cette
condition est remplie, I'ensemble des solutions de (5) est

{b’\“ + aahe R}

llall?

— Siaga A x=b,alors : (alb}) = {ala ~ x) = [a, x,a] = 0. La condition
est donc nécessaire.
— Inversement, supposons qu’elle est remplie. Calculons :
a A (b A a) = |al|*b — (alb)a = ||a|*b.
b Aa
lall?

L’équation peut alors s’écrire :

Il en résulte que x, = est une solution de (5).

anfx—xy)=0
et encore, compie tenu de a # 0 : x — x5 € Ra. il
4° Produits vectoriels et endomorphismes antisymétrigues. — Rappelons
que pour tout u e ¥(E,) il y a équivalence entre les assertions :

i} u est antisymétrique (relativement au produit scalaire), ce qui s’écrit :

Vix,y) € E} @x)|y) = — (x|u());

ii) il existe une base orthonormale e de E, telle que Mat (u;e) soit
antisymétrique.
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# ProrosiTion I. — Pour tout w € E5, ¢, 1 X — ® A X est un endomor-
phisme antisymétrique de E;.

La bilinéarité du produit vectoriel de E; fait que u, est un endomorphisme
de E,. D’autre part, pour tout (x, y) € E3 :

(uo(x)y) = [w, x, v] = — [x, 0, ¥] = — (x[u,(¥) a

Notons que si e = (ey, €,, e;) est une base orthonormale positive de E;, et si
o = ae, + fe, + ye,, alors, pour tout x = e, + mne, + Les, ona:

u,(x) = (B — ynde, + (v& — al)e; + (an — Ple,

En d’autres termes :

. 0 —v p
Mat (i, €) = ¥ 0 —« 6
- B e} 0
— Etudions u, (en &liminant le cas trivial ® = 0). Nous pouvons choisir la
base orthonormale positive e de fagon que e, = ||®||” 'w. Ainsi :

0 —lwl O
Mat (u,;e) = | llo]l O 0
0 0 0

On constate que la droite D = R et le plan P = (Rw)* sont invariants par
u,, qui induit sur D 'endomorphisme nul, et sur P la similitude ||w||p, ou pest la
rotation dont la mesure est n/2 lorsque P est orienté « par le vecteur @ » (2.3.1,2°).

Nous avons :u, = ||@||r © pp, 00 ppest le projecteur orthogonal sur Petr la
rotation de E, qui induit l'identité sur D et la rotation p sur P; © est ainsi le
produit d’un projecteur et d’une similitude directe.

e Prorosimion II — L’application © — u,, est un isomorphisme de E, sur
Iespace vectoriel des endomorphismes antisymétriques de E ;.

L’application, qui est visiblement linéaire, est injective ;en effet siw # 0, 0n
a Keru, = Rw, et donc u, # 0. D'autre part, la dimension n{n — 1)/2, avec
n = 3, de'espace vectoriel des endomorphismes antisymeétriques de E, est égale
a la dimension de E,. O

GENERALISATION. — Reprenons E, euclidien orienté {(n = 3} Soil @ = (w,, ..., ®,_,) un
systéme libre de vecteurs de E,. Associons a @ 'application ;

u,: E, = E, X W A ... Al,_; AX
qui est visiblement un endomorphisme non nul de E,. Pour tout (x, y) € E* ;
(a(xly) = Loy, e, p %3] = — [0 @ 1 X] = — (x]ugly)

, est ainsi antisymétrique. Son noyau est le sous-espace D = Vect((w,, ..., ®,_,) de E,, de
dimension n — 2. Son image, qui est celle de — u = u*, est le plan P = DL,
Soil e, un vecteur unitaire arbitrairement choisi de P. L'égalité :

uule,) = ke,, avec k = (Gram (@, ..., 0,_ )72,
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définit un vecteur unitaire e, € P, orthogonal & ¢,. Sur P orienté de fagon que la base (¢, ¢,) soit
positive, i, induit un endomorphisme antisymétrique v qui transforme e, en ke, et qui s’écrit donc kp,

ou p ¢st la rotation de mesure n/2. Nous avons ici encore : u, = kr = pp, oll pp est le projecteur
orthogonal sur P et ol r est la rotation de E, qui induit I'identité sur D et la rotation p sur P.

5° Traduction matricielle de quelques endomorphismes de E,. — Soient
e = (e}, e,, €3} une base orthonormale de E, et w = me, + Pe, + ve, un
vecteur wnitaire de E; (au début, il n’est pas nécessaire de supposer que E, est
orienté et que e est positive).

On désigne par D la droite Ro, et par P le plan (Ra)t,

Projecteurs orthogonaux ppet p, symétries orthogonalesspet sp. — Ona :
polx} = ho, avec (©|py(x)) = {©|x} etdonc A = (w|x)

Il en résulte :

al of oy
Mat (py;e) = | of B> Py {7)
ay By v°

Les matrices qui représentent p,, s, et s, s’en déduisent par :
pe=1d;, —pp; sp= —Idg + 2pp;  sp= —5p

Rotation r = [0, 0]. — Nous supposons ici que E, est orienté et que e est
positive. Nous avons noté [, 6] la rotation induisant sur P I'identité et sur P la
rotation qui a pour mesure 8 lorsque P est orienté par le vecteur o (ce quiesticile
cas). En reprenant le 4° (avec ||w|| = 1), on constate :

r o= py + (cos B)pp + (sin B)u,,

Compte tenu de p, = Id; — p,, (6) et (7) fournissent Mat (v ; e).

REMARQUES. — a) La trace de r est liée 4 6 par :
trr=1+ 2cos@ {8)
b) Les projecteurs pp el pp sont symétriques; u,, est antisymétrique. Ainsi :
172(r — r*) = (sin B)u,, [C)]
6° Caractérisation d'une rotation. — On donne une base orthonormale
positive e, une matrice orthogonale droite M, et on cherche 4 mettre sous la
forme « canonique » la rotation r qui est déterminée par Mat (r; ) = M. Onsait
que ce probléme admet deux solutions, de la forme [w, 0] et [ - w, — 8], (¢f

notation introduite au 2.3.5, 2°).
o' étant le vecteur de E; qui est fourni par I'égalité :

Mat (u, . e} = 1/2. (M —'M)
on a les deux conditions nécessaires (8) et (9) sous la forme :
cos 0= 12.(tr M — 1); (sin B0 = o’

ce qui fournit deux solutions éventuelles, et donc les deux solutions.
RAMIS. — Math, Spéc. 2. Algébre 4
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C’est ainsi que si, par exemple, M est la matrice orthogonale droite :

2 1 2 0 1 1t
] 1 ]
M=-] -2 2 11, alors : - M-=-'M)y=-| -1 0
3 2 2
-1 -2 2 -1 -1 0

eticiicos® = 1/2; GsinB)w = 1/2(— ¢; + ¢; —e3)
On peut adopter ' r = [1/\/3.(— e, + e, — e3), /3]

EXERCICES

2.1, — Soient u un automorphisme et © un endomorphisme d’un espace euclidien E.
Montrer quil existe un réel k tel que,

VxeE ()l < ki)l

2.2, — Soient u et v des endomorphismes d'un espace cuclidien E. Montrer qu'il
existe un réel k tel que :

Ve E el < k(lIxl® + Tty

2.3. — Montrer qu'une norme N sur un R-espace vectoriel E est euclidienne si, et
seulement si, on a, pour tout (x, y)& E?;

[N(x + 917 + [N(x = y)1? = 2[N)] + [N)]):
2.4, — Soient a et b des vecteurs non nuls d’un espace euclidien E de dimension
nz 2
a) Trouver la forme polaire de la forme quadratique
D x —(a|bx]|x} — (a|x){b]|x)
b) Discuter le rang de ®. Que peut-on dire de sa signature 7

2,5. — Montrer qu'un endomorphisme p d’un espace euclidien E est un projecteur
orthogonal si et seulement sl vérifie :

(P> = p} A (YxcE [lp(x)l < [1xI)

*2.6. — Soit ¥ un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien E.

a) On pose v = u — Idg Montrer : Ker ¢ = (Im v)*.
L3
b) Montrer que, pour tout xec E, la suite n — — z uk(x) converge vers la
Hi=o
projection orthogonale de x sur Ker o,

2.7. — Soit E un espace préhilbertien réel. Pour x € E\{0} on désigne par s, la
symétric orthogonale par rapport a la droite Rx. Montrer que tout endomorphisme de E
qui commute avec toutes les symétries 5., x € E\{0}, est une homothétie. Trouver tous les
endomorphismes de E commutant avec toutes les isométries de E.
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2.8. — Socient A4 et Bdeux matrices réelles d’ordre n, symétriques, de valeurs propres
toutes positives, Etant donné AeR*%, que peut-on dire des valeurs propres de 4+ B, de
M=, — A )i, + 24", deN =(I, — AB){, + AB)~1?

Montrer que les valeurs propres de la matrice M N sont toutes de module inférieur 4 1.

2.9. — Soit f un endomorphisme antisymétrique d’un espace euclidien E.

a) Montrerqueg = Idg + fetg’ = Idg — fsont des automorphismes de E et que
h =g <g ! est une rotation.

b} Réciproquement montrer que si h est un automorphisme orthogonal tel que
h + 1dg soit un automorphisme de E, il existe f, endomorphistne antisymétrique de E tel
que h = (Id; — f) ~(ldz + f)~ ' et qualors h est une rotation.

2.10. — Soit Eun espace euclidien et f un endomorphisme de E. Montrer que deux
des propriétés suivantes impliquent la troisiéme :

iy f est une isométrie; ii) f « f = — Idg; iii) f est antisymétrique.

2.11. — Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n. Montrer que il existe k € N,
k = 2, tel que 4* = I, alors A* = I,

2.12. — Soient A et B des matrices symétriques réelles positives (ce qui signifie que
les formes quadratiques associées sur R" sont positives). On donne k € N\{0}.

a) Montrer que tout vecteur propre de A* est vecteur propre de A.
b) Montrer que si A* = B! alors 4 = B.

2.13. — Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Prouver que
la trace de u est nulle si, et seulement s°il existe une base orthonormale de E formée de
vecteurs isotropes pour la forme quadratique x +— (u{x)| x).

2.14. — Soit A e .# (), antisymétrique a coefficients réels de valeurs propres
Xy, - ., A, Forme générale des B € .#(n), & coefficients réels, admettant pour valeurs
1+ A
propres les L keN,.
1 — X
2.15. — Soit P(X,, ..., X5) le déterminant d'une matrice antisymétrique d’ordre 6

dont la premiére ligne est [0X, X, X ;X . X (], les autres éléments que ceux dela 19 ligne et
de la 1¥* colonne étant des constantes réelles. Montrer que P est le produit de deux
polyndmes du premier degré aux indélerminées X, ..., X,

2.16. — Soient E un espace préhilbertien réel et ¥ un endomorphisme de E.
a) Vérifier I'équivalence des deux assertions :
i) u est antisymétrique; ii) Vxe E  (x|u(x)} = 0.

b} Dans la suite, on suppose E euclidien et u antisymétrique. Montrer que, dans
C[ X1, le polyndme caractéristique de u n’admet que des racines imaginaires pures et que
le rang de u est pair.

¢} Montrer que 42 est diagonalisable. Soient A une valeur propre non nulle de 2 et
E(}\) le sous-espace propre associé 4 A. Montrer que E()) est stable par v et de dimension
paire. Montrer qu'il existe des vecteurs ey, .. ., e,de Etelsque (e, .. ., e, ule,), .. ., uley)
soit une base orthogonale de E(A).
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En déduire Pexistence d’une base orthonormale de E dans laquelle u est représenté
par une matrice de la forme :

0 — o
diag (0, ...,0,M,, ... .M} avec Mi:|: 0 ] a. e R*
X;

(On retrouvera ainsi un résultat obtenu en 2.3.7.)

d) Montrer qu'un endomorphisme v de E est le carré d’un endomorphisme
antisymétrique si, et seulement si, son polynéme caractéristique est de la forme :

(%) = X [T (X7 4

2.17. — Réduire dans le groupe orthogonal la forme quadratique W déterminée
dans E, euclidien rapporté 4 la base orthonormale (¢, ¢,, e;} par :

3
v 2 iké’k) = — 281 + £] — 28] — 45,5, + 28.E, — 4E,E,
=1

2.18. Utiliser I'orthogonalisation simultanée de deux formes quadratiques pour
2n? - 302 + 2%

trouver les extrémums absolus de
38T 47 + 3 - 2L

R¥(0, 0, 0)}.

lorsque (£, n, ) parcourt

2.19. — Soient 4 et B deux matrices symétriques réelles d’ordre n, A étant a valeurs
propres strictement positives. Montrer que le polynéme caractéristique de 4~ 'B est
scindé sur R.

2.20. — Inversion. — Soient E un espace préhilbertien réel et o un réel non nul. On
appelle inversion de puissance o l'application :

iy : B\{0} - E\{0} x Hizx.
[l

a) Montrer que i, est une involution de E\{0} dans lui-méme.

b) Soit § une sphére de centre 4, contenant 0. Montrer que i, (S\{0}) est un hyperplan
orthogonal 4 a. Inversement étudier I'image par i, d’un hyperplan H (éventuellement privé
de 0).

¢) Soit S une sphére de centre a, de rayon r, ne contenant pas 0. Montrer que si
a = |lal|I* = £ i(S) = $. En déduire i,(S) pour tout & € R* (on pourra étudier i, o ig).

2.21. — En utilisant une inversion, montrer que quatre éléments quelcongues
a, b, c, d, d’'un espace préhilbertien réel vérifient :

lla — Bl llc — dll < lla — €l lld — bl + [la —d|l lIb — <l

2.22. — E, euclidien est rapporté a la base orthonormale (e, .. ., ¢,}. On pose :

1
a=7(el+---+en} et F,=Vect(e,...,e) (peN,)
n

Calculer I'angle du vecteur unitaire a et de F,
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2.23. — Dans E, euclidien, une famille d’éléments {x,, . .., x,) est dite obtusangle si,
et seulement si :

Y{i, Jj) € Nf, (i #J) = (x;|x) <0
@} Montrer qu'une famille obtusangle peut avoir » + 1 éléments, mais pas
davantage.
B} Soit{x,, ..., x,)unefamille obtusangle dans laquelle l'angle @ de x, et x,,i # j, est
indépendant de i et j, Vérifier

1 +(p— ljcose =0, avec égalité si p=n+1
2.24. — Soit (e, ..., e,) une base obtusangle de E_ euclidien (cf. 2.23).

Soit x = Y Ee unélément de E, tel que : Yie N, {(x|e) > 0.

1
Montrer : ¥ie N, £, > 0.
2.25. — Soient F et G deux sous-espaces non réduitsa {0} d’un espace euclidien E de
dimension ».

a) Justifier les résultats énoncés au 2.3.4, 4°, q).
by On étudie :

. (x|y)
B = inf < Arc cos (x, 1 eF x G, |Ix|| = |yl = 1.
=l [1yll
Pour cela on introduit la forme quadratique ® sur F définie par x +— [lg(x)]|% ol g est le
projecteur orthogonal sur G; soit (¢,, ..., ¢,) une base orthonormale de F telle que :

‘D(i éseg) = )E otl

i=1 i=1
x) Vérifier o, € [0, 1], montrer que F ~ G admet une base formée des ¢; pour
lesquels o, = 1.
B) Onsuppose F ~ G = {0}. Montrer que B = Arc cos o, ol = max (o). Mon-

trer qu’il s’agit d’'un minimum. Montrer que 8 = Tz—c si, et seulement si F et G sont
orthogonaux.

v} Onsuppose maintenant F ~ G # {0} et F » G # F{onadonc® = 0). On pose
alors & = Arccos o, ou o’ = max {o;[({ € N ) A (o # 1)} Interpréter 8 en utilisant b)
et les sous-espaces

F =Fn(FnG}t et G =G n(F nG*L
&) Interpréter la relation & = n/2. (On ne trouve pas F et G perpendiculaires; cette

étude ne permet pas d'étendre 4 E, la notion d’angle de deux sous-espaces, comme pour
n=2oun=73).

2.26. — Dans R3 euclidien rapporté i la base canonique (orthonormale), on pose :
F={& 00t + bn® + cf? = 0) A (a + bn + <{ = O}

oli{a, b, c) € R est donné. A quelle condition F est-il la réunion de deux droites ?
Quel est alors 'angle de ces droites ?

2.27. — Soient H,, ..., H, des hyperplans indépendants de E, euclidien, u; la
symétrie orthogonale par rapport & H; et u = u, - -+ =u, Montrer que Pensemble des
points invariants de west H; ~ --- n H,
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[Seramenerd p = n,etdonc H, m -+ n H, = {0}: prouver ensuite par récurren-
ceque si u(x) = x,alorsxeH, mn - nH et x =up,, o - cuyix}i]
2.28. — Soient u et ¢ deux rotations de E, euclidien. Vérifier I'équivalence :

Jyuecv=uvou;
i) u et v ont les mémes €léments invariants ou sont les symétries par rapport a deux
droites orthogonales.

2.29. — Etudier les endomorphismes de E, euclidien représentés dans une base
orthonormale par les matrices :

3 1 J6 8 1 —4

1 |
- 1 I —-J6 ], -1 -4 4 -71;
4 Vo 9
-J6 J& 2 18 4
cos @ cos B cososin@ sino
—sin @ cos 6 0
—singcos® —singsind cos@

51l s'agit de rotations, en déterminer I'axe et 'angle.

230. — Soit {a, b, c) € R*. Montrer que

a b ¢
M= |c a b
b ¢ a

est une matrice de rotation si, et seulement si, a, b et ¢ sont racines d’'une équation

x—x2+ k=0 ol Os_ks_i.
’ 27

4 sin ? .
En posant k = ———27-(3 déterminer explicitement les matrices M correspondantes, ainsi

que les axes et les angles des rotations quelles représentent.

2.31. — Dans E, euclidien orienté, on désigne par R la rotation [, 8], ol w est
unitaire, et par r une rotation quelconque. Montrer que r ¢ R o r~! est la rotation

[r(w), 6].

2,32, — Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3.

a) Pour tout (u, v, w) € £, montrer que u, v, w sont linéairement indépendants si, et
seulement si, u A vetu A wle sont.

b} Pour tout (i, v, w, s) € E*, montrer :

(u Avlwas)=(ulwiv)s) — (u]s)o|w)
(urv)anwas=[uos]w— [uuvwls
[vAawwawuav]=[uvwl?
(u|w) (uls)
(v]|w)(v]s)

(u A v]|w A §5)=
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c} Labasel(e,, e,, ¢;) étant orthonormale, on désigne par p; le projecteur orthogonal
sur Vect (e, e,), i, j, k deux & deux distincts. Pour tout (u, v) € E* montrer :

3
e A wll> = ¥ Gram (pu), p{o)).

i=1

2.33. — Dans B® euclidien orienté, on donne deux vecteurs vel wet & tout vecleur x
on associe le réel O(x) = (x|v A (w A X))
a} Montrer que ® est une forme quadratique.

b} Trouver upe base orthonormale de R? qui soit orthogonale pour @. (On montrera
que I'on peut se limiter au cas ol v et w sont unitaires.,)

c) @ est-elle définie 7 Est-elle positive 7

234. — Soit E un espace euclidien de dimension 3.

a) Soit T’ un sous-groupe distingué de O*(E) admettant un élément u # Idg. En
utilisant les rotations «*, k € N, montrer qu'il existe une rotation p € I, de mesure 8 telle
que cos 8 < 0; en déduire qu'il existe x € E\{0} tel que x et p(x) soient des vecteurs
orthogonaux et que, t désignant le retournement autourde Rx,r = top ot = p~ ' estun
retournement apparienant i [

b) Montrer que, pour tout f € O*(E), f « r o £~ est un retournement appartenant
a I'. En déduire que T contient tous les retournements de F, et que T’ = O* (E). [Cette
¢tude montre que les seuls sous-groupes distingués de O * (E) sont {Id g} et O* (E), ce que
Pon exprime en disant que O* (E) est un groupe simple.]

2.35. Cet exercice fait appel a la topologie. *Soit # une isométrie d’un espace euclidien
Ededimensionn > 0.On va donner une seconde démonstration de I'existence d'un sous-
espace de E de dimension 1 ou 2 invariant par u.

On remarque que I'ensemble % des vecteurs unitaires de E est un compact de E, pour
la topologie induite par la distance euclidienne. En déduire que la restriction a % de
lapplication ¢ +— |[u(f) — t|| admet une borne inféricure et qu'il existe x € % en lequel
cette borne est atteinte.

a} Conclure lorsque u(x} e {x, — x}.

by On suppose u(x) ¢ {x, — x} et on pose P = Vect (x,u(x)}. Montrer u*(x)e P et
conclure.

[On pourra considérer y tel que 2y = x + u(x), et montrer que u(y)est le symétrique
de y par rapport 4 la droite Ru{x)].,

2.36. — PoLynomes pe Legenore. — Soit (| ) 'application de R[X] x R[X]
dans R définie par :

+1

(P1Q) HJ P()Qte) dr.

-1
a) Montrer que (R[X], ( | )) est un espace préhilbertien réel.

b} En appliquant a (X", le procédé de Schmidt, montrer qu'il existe une et une
seule famille orthonormale (P}, _, dans laquelle P, est un polyndme exactement de degré
# qui vérifie (P,|X") > 0. Montrer qu'il s’agit d’'une base de R[X].

¢} On définit le polyndme @, par la fonction associée :

I —

dar (IZ l}n
2t de”
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Montrer : deg 0, = n. Montrer que Q, a n racines simples appartenanta ] — 1, + 1[.
Montrer que (), est orthogonal a tout polyndme P tel que deg P < n.

Calculer (Q,1Q,), @.(1), .(— 1)

Montrer P, = 4,0, et calculer X,
d) Etablir :
Ynzl nQ,=02rn - DX0,_., —(n—1}Q,_,
d
vieR a((l -t P+ + PO =0
1
¢) Calculer a, = J P (t} dt.

I+

237, — PourvynoMes bE LAcuerre. — Reprendre I'exercice précédent avec :
(PO — J e "P()Q(t)ydr (on justifiera 'existence}
0
On adoptera ici Q, associé a la fonction

t - ~t n
T dr"( 9

On montrera que (), a # racines simples appartenant & R¥%.
On établira :
m+20, 2+ 32, + X0, +(n+1)Q, =0
VieR Q) + (1 — 0@ty + nQ,it) = 0.

2.38. — Porynomes pE TcuesvcHerr. — Reprendre lexercice 2.36, avec :

J. P(n)Q{z) dr.
\/7
On définira @, par Qn(z + %) =+ :_n

On montrera : Q,(2 cos u} = 2 cos nu.
On établira : Qn = XQH—] - Qn—2ﬁ (ﬂ 2 2)

2.39. — Reprendre les questions a) et b} de 'exercice 2.36, avec
b
(P|Q) = j JOPnQndy,  (a < b),

on f est une application continue, positive et non nulle de [a, b] dans R.

Montrer ensuite que, pour tout n € NY{0}, le polyndme P, admet » racines simples
appartenant & ]a, b[. (Supposant que P, s'annule en changeant de signe aux points
ty ..., tyde Ja, B[, avec 0 £ 1 < n — 1 on montrera :

b
J JOP,OLE —1) ... (¢ - )])de =0

et on constatera qu’il y 3 une contradiction.)
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FORMES SESQUILINEAIRES
HERMITIENNES

FORMES QUADRATIQUES
HERMITIENNES

Dans tout ce chapitre le corps de base est C. Nous
allons développer une théorie voisine de celle des formes
bilinéaires symétriques et des formes quadratiques sur C.

3.1. PREAMBULE
3.1.1. Conjuguée d’'une C-matrice ; adjointe d’une C-matrice
1° DeFiNiTION. — Soit M = [o;] un élément de .# c(n, p). On appelle :
— matrice transposée de M I'élément ‘M = [f;;] de .# .(p, n) défini par :
V(ts J‘) € Np X Nu Bl'j = Cx".J'i'
— matrice conjuguée de M Télément M = [y de .#c(n, p) défini par :
YV, HEN, x N, vy, = OTJ

— matrice adjointe (on transconjuguée) de M Félément M* = (M) de
A c(p, n); on constate que M* = (M),

ProrosiTion 1. — a) Pour toute C-matrice A :
Ay = A (A)=A; (A% = A.
b) Pour tous (4, Bye # (n,p) x Mn pyetaecC:

A4+ B ='"A+'B, (A+B)=A+B; (4+ B =A%+ B
oad) = a4, (ad) = ad;  (ad)* = ad*x

¢) Pour tout (A, Bye .#.(n, p) x Mc(m, n):
‘(BA) = 'A'B; (BA) = BA; (BA)* = A*B*.

d) Pour toute C-matrice carrée inversible 4, les matrices "4, A et A* sont
inversibles et :

(A= @ =@ Wy =
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¢) Pour toute C-matrice carrée :

det 'A = det A, det 4 = {det A); det A* = (det A).
f) Pour toute C-matrice A, les matrices A4, ‘4, 4 et A* ont le méme rang.

En ce qui concerne la transposition, ces assertions ont été vérifiées aux n™
9.4.5, 9.4.6 et 10.2.3. du tome 1. Il suffit donc de traiter le cas de la conjugaison
(celui de I'adjonction se déduisant des deux précédents}; il ne présente aucune
difficulté (une fois vérifie e), f) s’en déduit en considérant le rang d’une C-matrice
comme I'ordre maximum d’une sous-matrice carrée a déterminant non nul).

O

ProrosiTioN II. — Les applications M — M et M — M* sont des
isomorphismes de R-espaces vectoriels de .#c(n, p) sur # (n,p) et #c(p,n)
respectivement.

Conséquence immédiate de la proposition 1.b), O
On observera que, pour les structures de C-espaces vectoriels les applica-
tions considérées ne sont que semi-linéaires (cf. 3.1.2, 2°).

2° Matrices hevmitiennes (') matrices antihermitiennes. — DEFINITION. —
On appelle matrice hermitienne ou auteadjointe toute C-matrice carrée égale a son
adjointe, et matrice antihermitienne toute C-matrice carrée opposée a son adjointe.

Une matrice hermitienne est donc une C-matrice carrée telle que les
eléments de la diagonale principale sont réels, et que deux éléments symétriques
par rapport 4 la diagonale principale sont complexes conjugués.

PropriETES. — 4a) Une C-matrice carrée M est antihermitienne si, et
seulement si la matrice iM est hermitienne.

b) La somme de deux matrices hermitiennes (resp. antihermitiennes) posséde la
méme propriété.

c} La multiplication par un réel waltére pas le caractére hermitien (resp.
antihermitien) d'une C-matrice carrée; ce n'est pas vrai pour la multiplication par
un élément de C\R,

ProrosiTioN. — Les ensembles respectivement constitués par les matrices
hermitiennes et par les matrices antihermitiennes d’ordre # sont des sous-espaces
supplémentaires du R-espace des C-matrices carrées d'ordre n,; I'application
M +— iM est un isomorphisme du premier sur le second; leur dimension
commune est n’.

— Il s’agit de parties d’un R-espace vectoriel non vides (puisque contenant
I’élément nul) et stables pour les lois de structure (cf, propriétés}).

— On vérifie aisément que M +— M est un isomorphisme de R-espaces
vectoriels.

('} Du nom du mathématicien frangais Charles HERMITE (1822-1901).
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— Pour toute C-matrice carrée M, I'équation a I'inconnue (S, A)

(M =S5 + A} A (S est hermitienne) A (A est antihermitienne)

ne peut admettre pour solution que le couple
(1/2M + M*), 1/2.(M — M*))

qui, visiblement, convient.
— Deux sous-espaces supplémentaires et isomorphes d’un R-espace vecto-
riel de dimension 2#n? ont pour dimension commune n. O

3.1.2. C-espaces vectoriels conjugués

1° THEOREME ET DEFINITION. — Seient E = (I', +, T) un C-espace vectoriel,
et 1 la loi externe sur I" définie par :

Vi, x)eC x T elx=aTx

Le triplet E = (I, +, 1) est un C-espace vectoriel, qui est dit espace vectoriel
conjugué de E.

Démonstration immédiate.
Les propriétés de I'un des espaces F ou E se déduisent de celles de I'autre de
la fagon suivante ;

ay On a (E) = E, ce qui permet de parler despaces vectoriels conjugués.

b) SiE = (", +, T) est un sous-espace vectoriel de E, alors E' = (", +, 1)
est un sous-espace vectoriel de E.

¢) Une famille de vecteurs de T est une famille génératrice (resp. une famille
libre; resp. une base) de Tespace vectoriel E si, et seulement si C’est une famille
génératrice (resp. une famille libre, resp. une base) de lespace vectoriel E.

Pour toute base commune e (notée tantot e(E), tantdt e(E)) et pour tout x e T,
on passe par conjugaison des coordonnées de x dans la base e(E) aux coordonnées
de x dans la base e(E).

Les deux espaces sont simultanément de dimension finie. 11 y a alors égalité des
dimensions et, pour tout couple (e, €') de bases communes on passe par conjugaison
de PLE a PIE.

A titre d’exemple, montrons que si la famille e = (g;},; est génératrice pour
E, alors elle I'est pour E.

A tout x € I' on peut, par hypothése, associer un élément {x,),, de Cl tel

que :x = Y o; T e, enconvenant que, pour tout i € 1, B, désigne w;, on constate
iel

que {B),, est un élément de CV tel que : x = > B, L e, |

ief
Nous allons maintenant reprendre les notations habituelles, en écrivant ox
pour & T x et ax pour o L x.
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2¢ Applications semi-linéaires. — Soient E et F deux C-espaces vectoriels.

DEFNImIoN. — On appelle application semi-linéaire de E dans F toute
application u de E dans F vérifiant les deux conditions :

) Vx, e E? ux + ) = ulx) + u(y)

ii) Vi, x) €C x E  ufox) = ow(x).

Le lecteur vérifiera aisément :

ProrosiTion I. — Pour toute application u de E dans F(!), les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) u est une application semi-linéaire de E dans F;
ii) u est une application linéaire de E dans F;
iii) u est une application linéaire de E dans F.

ProrosiTion II. — L’ensemble des applications semi-linéaires de E dans F est
un sous-espace du C-espace vectoriel F£; on le note %, ,(E, F). L’application
identique de ¥ ,(E, F) sur #(E, F) est un isomorphisme, I'application identique
de #,,(E, F) sur Z(E, F) est un semi-isomorphisme (application semi-linéaire
bijective).

L’étude des applications semi-linéaires peut se développer directement ou se
ramener a celle des applications linéaires. C'est ainsi que si u est une application
semi-linéaire de E dans F :

— l'image (resp. I'image réciproque) d'un sous-espace vectoriel de E (resp.
F) est un sous-espace vectoriel de F (resp. E};

— on dispose du noyau Ker u = u™'({0¢}}, de I'image Im u = u(E), semi-
isomorphe 4 E/Keru, et, lorsque Imu est de dimension finie, du rang
rg u = dim (Im u). Si E est de dimension finie on a :

rg u = dim E — dim (Ker u), u injectif = rg u = dim E.
Si F est de dimension finie on a :
u surjectif <> rg u = dim F
3° Formes semi-linéaires. — DEFINITION. — Soit E un C-espace vectoriel. Toute
application semi-linéaire de E dans C est dite forme semi-linéaire sur E.

On notera que, pour toute u e CE les assertions suivantes sont équivalen-
tes

i) u est une forme semi-linéaire sur E;
ii) u est une forme linéaire sur E;

iil) u e CF, définie par x — u(x), est une forme linéaire sur E.

¢") 11 serait plus correct de dire : « pour toute application u de 'ensemble sous-jacent 4 E dans
I'ensemble sous-jacent 4 F ».
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3.2. GENERALITES SUR LES FORMES HERMITIENNES

3.2.1. Formes sesquilinéaires sur £ x F

Soient E et F deux C-espaces vectoriels,

1° Derinimion. — On appelle forme sesquilinéaire (1) sur E x F toute
application ¢ de E x F dans C vérifiant les deux conditions :

i} Pour tout ye F, ¢(., y) est une forme semi-linéaire sur £;

ii) Pour tout xe E, ¢(x, .} est une forme linéaire sur F.

Ces deux conditions s'explicitent sous la forme des identités .
i} o(x + X, ¥) = @(x, y) + olx’, y) et plax, ¥) = Tolx, y),
) plx y + ¥) = olx, ) + o(x, y)y et o(x, ay) = ap(x, y)

En remarquant que i) s'écrit :

i} Pour tout ye F, ¢(., y) est une forme linéaire sur E,

le lecteur établira aisément ;

ProeosiTioN 1. — Une application de E x F () dans C est une forme
sesquilinéaire sur E x F si, et seulement si elle est une forme bilinéaire sur E x F.

L’ensemble des formes sesquilinéaires sur £ x F est un sous-espace du C-
espace vectoriel C5*¥; on le note %, ,(E, F). L'application identique de .%,,(E, F)
sur .Z,(E, F) est un isomorphisme.

# L’étude des formes sesquilinéaires — qui va suivre — est paralléle 4 celle
des formes bilinéaires, 4 laquelle elle se raméne grace & la proposition I. Sauf
difficulté particuliére, les démonstrations seront laissées au lecteur, sans que cela
soit toujours dit explicitement.

e ProrosiTIONII. — Soit ¢ € #,,(E, F). Pour tous sous-espaces E' de E et
de F, la restriction de ¢ 4 E' x F' est une forme sesquilinéaire sur E' x F'.

2° Applications semi-linéaires assaciées & une forme sesquilinéaire. — Soit
© € Z,,(E, F).

THEOREME ET DEFINITION. — Les applications :

d,:F - E* y —=0(.,)) et go ' E = F* x = ¢l(x,.)

("} Le préfixe sesqui peut se lire une fois et demi. D’autre part, nous définissons ici les formes
sesquilinéaires d gauche; on pourrait introduire des formes sesquilinéaires d droite.

(%) 11 serait plus correct de dire ; « une application de I' x A dans C, o0 T et A sont les
ensembles sous-jacents 4 Eet 3 F ».
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sont semi-linéaires; elles sont respectivement appelées application semi-linéaire
associée d droite d ¢ et application semi-linéaire associée a gauche a .

L’application ¢ +— d, est un semi-isomorphisme de %,,(E, F) sur
Z,,2(F, E*); I'application ¢ + g, est un isomorphisme de ¥, ,(E, F} sur
L1 ,,(E, F¥).

La relation fondamentale s’écrit ici :
Vix, neE x F  q(x, y) = {d (¥} x>p = {gylx) y>r (2

3¢ Rang. — THEOREME ET DEFINITION. — Si l'une des applications semi-
linéaires, d, ou g, associées a une forme sesquilinéaire ¢ € £, (E, F) est de
rang fini r, I'autre est aussi de rang fini r, et on dit que ¢ est de rang fini r.

On désigne par 8, et y, les applications linéaires, de F dans (E)‘ et de E dans F*, qui sont

respectivement associées a droite et a gauche 4 ¢, considérée comme élement de &,(E, F). On
conslate que les sous-espaces vecloriels Im g, et Im y, de F* sont confondus, que le sous-espace

Im d, de E* et le sous-espace Im §, de (E)* ont pour ensembles sous-jacents des parties de CF se
déduisant l'une de I'autre par conjugaison et qu'ils sont semi-isomorphes. Ainsid, et §, d’une part, g
¢t v, d’autre part sont soit simultanément de rang infini, soit de rang fini commun. On se raméne au
théoréme du 1.1.7, 3% O

4° Orthogonalité. — Soit ¢ € ¥,,(E, F). Posons :
DerFinviTion. —On dit que x € E et y € F sont @-orthogonaux, et on note x J. ¥
si, et seulement si ¢(x, y) = 0.

On reconnait la condition d’orthogonalité par rapport & ¢, considéré
comme ¢lément de %, (E, F). Les résultats du 1.1.1, 4° s’¢tendent immédiate-
ment : orthogonal d’une partie, parties orthogonales, propriétés de l'orthogonalité.

5° Non dégénérescence. — Soit @€ .¥,,(E, F). Posons (avec les
notations du 2°) :

DeFmiTion. — Le noyau E* de d et le noyau F! de g sont appelés noyau a
droite et noyau a gauche de ¢. On dit que ¢ est non dégénérée si, et seulement sid,
et g, sont injectives, ce qui s'écrit EX = {0} et F+ = {0}

On reconnait les noyaux a droite et 4 gauche, ainsi que la condition de non
dégénérescence de o, considéré comme é&lément de #,(E, F). Les résultats du
1.1.7, 5° s’¢tendent immeédiatement : dans les énoncés il suffit de remplacer forme
hilinéaire par forme sesquilinéaire.

6° CasoudimE = petdimF =n, (p > 0, n > 0), — On constate tout
d’abord :
dim &, ,(E, F) = (dim E).(dim F).

® Représentationmatricielle de ¢ € & ,,(E, F). — Munissons E ¢t F de bases
e et . Introduisant la (p, n) matrice sur C, Q = [w;], avec o,;; = ¢(e, ), on
constate :
Yix, NeE x F ofx, ¥) = 3 &_,munj X*QY

1M, x N

Qest appelé matrice représentative de ¢ dans les bases e et f, et notée Mat (¢ e, f).
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Remarquons que :

Vix, WeE x F @lx, y) =T*Q*X

ProrosiTion [. — Les bases e et f étant choisies, ¢ — Mat(yp; e, f) est un
isomorphisme d’espaces vectoriels de £, ,(E, F) sur .#:(p, n).

Changement de bases. — Soient e et ¢ des bases de E, fet f' des bases de F.
Onnote P = Plet Q = PL.

Pour tout ¢ € &, ,(E, F),Q = Mat(g; e, et ¥ = Mat(yp; e, f)sont lices
par :

Q' = P*¥QQ

e Forme sesquilinéaire non dégénérée. — ProrosimioNn Il — En dimension
finie, pour toute ¢ € ¥',,(E, F) les assertions suivantes sont équivalentes :

i) la forme sesquilinéaire ¢ est non dégénérée;

1) T'une des applications semi-linéaires associées 4 ¢ est bijective;

iii) (dim E = dim F) A (rang ¢ = dim E).

3.2.2. Formes sesquilinéaires sur E

Soit E un C-espace vectoriel.

Toute forme sesquilinéaire sur E x E est dite forme sesquilinéaire sur E;
on note #,(E) pour #,,(E, E) et, en dimension finie Mat (p; e} pour
Mat (¢; e, €).

L’étude des matrices de Gram et des discriminants, qui a fait I'objet du
1.1.2, 2° s’étend immédiatement aux formes sesquilinéaires : dans les énonces, il
suffit de remplacer ¢ € ¥, (E) par ¢ € &,,(E) et les formules (1), (2), (3) par :

Af€) = [det PEJ2.A,(e) (1)
Gram, () = [det,(x)>. A, (e) @)
Gram,(u(x)) = |det u|*. Gram,(x) (3)

3.2.3. Formes sesquilinéaires hermitiennes, antihermitiennes

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie ou infinie.

1° DeFiNTioN. — On dit que ¢ € ¥,,(E) est une forme sesquilinéaire
hermitienne (!) (resp. antihermitienne) si, et seulement si :

V(x, y) e E? @lx, ») = e, x) [resp.o(x,¥) = — ¢, x)] (1)

'y 1l vaudrait mieux dire : forme sesquilinéaire d symétrie hermitienne.
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EXEMPLES. — a) Soit I un ensemble quelconque, L'application :

COx CO 5 € (Eiep Mdie) — T, EM

ief
est visiblement une forme sesquilinéaire hermitienne. On I'appelle forme sesquilinéaire canonique sur
c,
b) Soit [a, b],@ < b,unintervaile de R, et E le C-espace vectoriel des applications intégrables de
[a, &] dans C. L'application :

3
ExE>C (ﬁg)HJf.g
ou Tcst définie par Vi € [a, b] f(r) = ﬁ;): est une forme sesquilinéaire hermitienne.

REMARQUES. — @) Une forme sesquilinéaire ¢ est antihermitienne si, et
seulement si la forme i est hermitienne.

b) La multiplication par un réel n’altére pas le caractére hermitien (resp.
antihermitien) d’une forme sesquilinéaire; ce n'est pas vrai pour la multiplication
par un ¢élément de C\R.

ProrosiTion 1. — Les ensembles respectivement constitués par les formes
sesquilinéaires hermitiennes et par les formes sesquilinéaires antihermitiennes sur
E sont des sous-espaces supplémentaires du R-espace vectoriel des formes
sesquilinéaires sur £; lapplication ¢ +— i¢ est un isomorphisme du premier sur le
second; on les note ', ,(E) et i.¥,,(E).

Toute forme sesquilinéaire sur E s’écrit, de fagon unique, ¢ = ¢ + ig’, ol
q ¢

1
o (x’ y) — E((P(x’ }’] + (P()’, x))

ot & (xy) — — %((p(x, ¥ — @0 X))

sont des formes sesquilinéaires hermitiennes sur E.

ProrosiTioN II. — Soit ¢ € £,,(E). Les applications semi-linéaires assocites
a @, qui appartiennent a % ,(E, E*), sont égales si, et seulement si @ est
hermitienne.

2° Orthogonalité; noyau; non dégénérescence. — Soit ¢ € &¥5,(E). Ici
Vix, NeE*  (¢(x,y) = 0) < (p(y,x) = 0).
Les résultats énoncés au 1.1.3, 2° s’étendent, sans la moindre modification.

3° Casde dimE = n > 0. — Prorosimion. — Seit E un C-espace vectariel
de dimension finie n > 0, et e une base arbitrairement choisie de E. Pour toute
@ € £,(E) les assertions suivantes sont équivalentes :

i) ¢ est hermitienne; ii) Mat (¢; e) est hermitienne.

On utilise ici @(x, y) = X*QY et ¢(y, x) = X*Q*Y. il
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CoroLLARE. — Si dim E = n > 0, le R-espace vectoriel &,,(E) est iso-
morphe au R-espace vectoriel des matrices hermitiennes d’ordre n, et donc de
dimension n.

Ce résultat se retrouve d’ailleurs grace a la proposition [ du 1°
4c Eléments isotropes. — Partant, cette fois, d’un C-espace vectoriel E et

d'une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, ¢, on pose les trois mémes
définitions qu'au 1.1.3, 4°, et on en déduit les mémes conséquences.

5° Familles orthogonales; familles orthonoymales. — On opére de méme.

Retenons, en particulier que si e est une base orthogonale (resp. orthonormale)
de E:

Y(x, y)e E? ¢lx, y) = Z Ei“i@(eis e;) (TCSP- Z Em.—).

3.2.4. Formes quadratiques hermitiennes

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie ou infinie. Etudions
lapplication qui & toute forme sesquilinéaire ¢ sur E associe I'application
D : x — @(x, x) de E dans C. Pour ¢ donné, nous avons les « identités » :

O(oax) = aad(x) (1)
®(x + y) = ©(x) + PO + @(x, ») + @y, x) (2)
O(x + iy) = O(x) + ©(y) + io(x, y) — i@y, X) 3)

20(x, y) = ®(x + y) - i®(x + iy) — (1 - H@(x) + P(y) 4
= 20(x,y) = O(x — y) — iD(x — iy) — (1 — HP(x) + P() )]

4o(x,¥) = ©(x + 1) — B(x — ) — i(O(x + iy) — Olx — iy)) (6)

((3)se déduit de (2) en changeant y en iy; (4) se déduit de (2) et (3) par combinaison
linéaire; (5) se déduit de (4) en changeant y en — y; (6) se déduit de (4) et (5) par
combinaison linéaire).

L’application étudiée est C-linéaire; elle est injective, ainsi que le montrent
chacune des identités (4), (5), (6); pour @ € &,,(E), ® est a valeurs dans R,
puisqu’alors :

VxeE  Ox) = O(x).

THEOREME ET DEFINITION. — L'application ¢, qui 4 toute forme sesquilinéaire
hermitienne ¢ sur E associe lapplication @ : x — o(x, x) de E dans R, est une
application R-linéaire injective de ', ,(E) dans RE. Son image est un sous-espace de
RE, noté #' (E), dont les éléments sont appelés formes quadratiques hermitiennes sur
E; 2'(E) est isomorphe & &,,(E); l'image réciproque par q' d'une forme
quadratique hermitienne @ est donnée par Pune quelconque des identités de
polarisation (4), (5) ou (6), et appelée forme polaire de @,
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Vérification laissée au lecteur, qui utilisera les identités (1) & (6). il

On retiendra que 2'(E) est un R-espace vecloriel, el non un C-espace vectoriel.

L’isomorphisme de &,,(E) sur 2'(E) permet de considérer que toute notion
attachée d une forme sesquilinéaire hermitienne est également attachée d une forme
quadratique hermitienne (et réciprogquement).

REMARQUES. — a) Le lecteur notera que la situation est ici 1égerement différente de celle des
formes quadratiques. L'application ¢ —— @ est injective, sans que I'on suppose ¢ hermitienne; et ®
n'est quadratique hermitienne que si et seulement si @ est hermitienne.

b) Pour toute ¢ € #3,5(E), ¢ est hermitienne si et seulement si :
¥YxecE p{x, x)eR

(vérification immeédiate en utilisant (1) et (6)).

3.3. CLASSIFICATION DES FORMES HERMITIENNES

3.3.1. Position du probléme

1° Formes quadratiquement isomorphes. — Soient E et F deux C-espaces
vectoriels,

ProrosiTioN]. — Soitu € Z(E, F). Pour toute § € &,,(F) [resp. ¥ € Z(F)],
I'application :

Yxu: E2 - € (x,p) — Ylulx), u(y)
[resp.W-u: E-R x — W(u(x)]

appartient & &,,(E) [resp. 2'(E)].
L’application ¢ +—— % u [resp. ¥ — ¥ o u] est R-linéaire.
En dimensions finies, pour toutes bases e et f de E et F.
& = Mat (y; 1), Q= Mat ({ * u.e), M = Mat (u;e, f)
sont lies par : @ = M*OM.
DerviTiON. — On dit que @ € &5,(E) et y € F,,(F) [resp. ® € Z(E) et

¥ e 2'(F)] sont quadratiquement isomorphes si, et senlement s’il existe un
isomorphisme u de E sur F tel que ¢ = \ % u [resp. ® = ¥ - u].

Les propositions I1, ITI du 1.2.1, 1° s’étendent sans difficulté.

2° La proposition du 1.2.1, 2° s’étend elle aussi, ce qui permet de poser :

Dermtion, — Classer les formes sesquilinéaires hermitiennes [resp. les
formes quadratiques hermitiennes ] sur un C-espace vectoriel donné, de dimension
finie, c’est déterminer les classes d’équivalence pour I'isomorphisme quadratique.
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3.3.2. Classification

Les résultats de 'étude de la classification des formes quadratiques sur les R-gspaces vectoriels
sétendent sans difficulté aux formes hermitiennes.

1° Bases orthogonales. — THEOREME. — Soient E un C-espace vectoriel de
dimension finie n > 0, ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, de forme
quadratique hermitienne associée @, et r le rang commun i ¢ et 4 ©. Alors :

i) I existe des bases (-orthegonales de E. Chacune d’elles comprend
exactement B — r vecteurs isotropes; ceux-ci constituent une base du noyau de ¢.

5
ii) ®@ admet des décompositions de la forme : @ = ) X Je¥|?, ou les X, sont
i=1
des réels non nuls, et ol (e}, . . ., e*) est une famille libre de formes linéaires sur E.
Dans toute décomposition de ce type : s = r.
iii) Il existe un naturel m, 0 < m < r, et une base @-orthogonale £ de E, dite
base réduite, tels que :
m r
© =3 - X I
i=1 i=m+1

ou Mat (¢; €)= diag(f,, — I ).

r—mt

En reprenant, pour une forme quadratique hermitienne, les notations et les
raisonnements du 1.2.4, 2°, on constate que le procédé d'orthogonalisation de
Schmidt permet de construire effectivement des bases orthogonales, ef méme des
bases orthonormales dans le cas d’'une forme définie positive (cf. 2°).

2° Formes hermitiennes positives, définies positives. — Soient E un C-espace
vectoriel et @ une forme quadratique hermitienne sur E, de forme polaire ¢. On
rappelle que @ prend ses valeurs dans R.

DerFinimion. — On dit que les formes @ et ¢ sont pesitives, si, et seulement si :
Yxe E ©(x) = 0, et qu'elles sont définies positives si et seulement si :

Yxe E\{0}  ®(x) > 0.

On dit qu’elles sont négatives (resp. définies négatives) si et seulement si — @
et — ¢ sont positives (resp. définies positives).
e Pour tout (x, y) € E2, on pose ¢(x, y) = pe®, avec(p, ) e R, x R ("), si
bien que ¢(y, x} = pe~ ", et on associe & (x, y) lapplication T, ,de Rdans R :
Ao ®x + ke Py) = RMO(y) + 20p + D(x).
En raisonnant comme au 1.2.3, 1°, on obtient ainsi :

ProrosiTiON . — Si @ n’a pas d’autre vecteur isotrope que 0, alors elle est
définie positive ou définie négative.

") Si@(x, y) = 0, on adopte p = 0 et 8 arbitraire.
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ProrosiTion 1. — Si @ est pesitive, alors pour tout (x, y)c EZ ona:
lp(x, VI € P(x). O (Cauchy-Schwarz) (1)

avec égalité si x et y sont colinéaires, et seulement dans ce cas lorsque @ est définie
positive.

On établit ensuite :

ProrosiTion III. — Si @ est positive, alors pour tout (x, ) E> on a :
JOE +y) € /) + /DLy 2

=0 v {JaecR, x = ay) (3)

avec égalité si :

et seulement dans ce cas lorsque la forme @ est définie positive.
Pour établir {2) on utilise :

D(x + y) = P(x) + 2pcos B + ©(y).

On constate ensuite que (p cos 8 = /O(x)P(y)) équivaut i :
(e® = 1) ~ (p = /O)D(Y)
eta: {{o(x, ) e R,) ~ (x et y colinéaires)).

CoRrOLLAIRE I. — Si @ est positive, x — ., /®(x) est une semi-norme sur E; si
@ est définie positive, c'est une norme.

ProrositionIV. — Si @ est positive, il y a identité entre son noyau et son cone
isotrope.

CoroLLAIRE I1. — Une forme quadratique positive est définie positive si, et
seulement si elle est non dégénérée,

3° Signature. — La définition de la signature, le théoréme d’inertie de
Sylvester et ses conséquences (1.2.3, 29) s’étendent 4 une forme hermitienne.

4° Classification. — THEOREME, — Deux formes quadratiques hermitiennes
sur des C-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles sont quadratiquement
isomorphes si, et seulement si les espaces ont méme dimension et les formes méme
signature.

3.4. GROUPE UNITAIRE

3.4.1. Adjoint d’'un endomorphisme;
endomorphisme hermitien

Dans tout le paragraphe, nous considérons un couple (E, ¢}, ou E est un
C-espace vectoriel et ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, non
dégénérée; la forme quadratique hermitienne associée a ¢ est notée &.
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Nous allons voir qu's quelques détails prés, le couple (E, @) posséde toutes
les propriétés d’un C-espace quadratique (cf. 1.3).

1° Adjonction. — Ici encore nous posons :
DEFINITION. — Soit u € #(E). §'il existe v € #(E) vérifiant :

Vix, e E2 oux), ) = ofx, o())

on dit que v est un adjoint de u.

L'¢tude de l'adjonction (propositions I & 1V du 1.3.2,1° s’applique
intégralement, a cela prés que, dans la proposition 111, on a ici (ou)* = ow* et :

L’ensemble des endomorphismes de E ayant un adjoint est une sous-algébre de
& (E). L'application involutive 4 +—— u™ de cet ensemble sur lui-méme est un semi-
isomorphisme.

29 Endomorphismes hermitiens. — Nous posons ici ;

DermviTioN. — Un endemorphisme u de E est dit hermitien (resp. antihermi-
tien) si et seulement s’il admet un adjoint u* tel que u* = u [resp. u* = — u].

En d’autres termes, u € &£ (E) est hermitien si, et seulement si :

Vix, e E:  @u(x),y) = olx, u(y) 0y

ou encore si, et seulement si la forme sesquilinéaire (x, y) — @ (u(x), y) est
hermitienne, ce qui, d’apres la remarque b} du 3.2.4 s’éerit :

VxeE @lu(x), x) e R. (2)
e Compte tenu de la différence de vocabulaire (« auto-adjoint » se disant ici
« hermitien », au lieu de « symétrique ») ’étude du 1.3.2, 2° et 3° s’applique sous
les réserves suivantes :
— De (ow)* = au* on déduit que : ue Z(E) est antihermitien si et
seulement si iu est hermitien; la proposition I1 du 1.3.2, 2° est remplacée par :

L’ensemble des endomorphismes hermitiens et celui des endomorphismes
antihermitiens de E sont des sous-espaces supplémentaires du R-espace vectoriel
des endomorphismes de E ayant un adjoint; lapplication u —iu est un
isomorphisme du premier sur le second; on les note H,(E) et iH (E).

— Pour tout u € ¥ (E) ayant un adjoint, 'unique écriture

u=s +Iis, avec (s, 8’y e (H (E))
1 .
est u=§(u+u*)+%(iu*—iu)

3° En dimension finie tout v € ¥ (E) a encore un adjoint, mais les résultats
du 1.3.3° doivent étre modifiés de la fagon suivante :

— Dans u* = d_ ! o 'u o d,, I'application d, est semi-linéaire;

— On traduit matriciellement v = u* par M' = Q™' M*Q; ici :

det u* = det u.
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S’1l existe une base orthonormale e de E, alors :
Mat (u*, e) = [Mat (u; e}]*.

— H,(E) ® iH (E) est le R-espace vectoriel des endomorphismes de E.
— H(E) est isomorphe & &,,(E), et donc de dimension n®.

4° Projecteurs orthogonaux; symétries orthogonales. — L'étude du 1.3.3
s'étend.

3.4.2. Le groupe unitaire

On considére encore un couple (E, @), ou E est un C-espace vectoriel et ¢
une forme sesquilinéaire hermitienne sur E, non dégénérée; la forme quadratique
hermitienne associée & ¢ est notée .

1° THEOREME ET DEFINITION. — Pour tout automorphisme u de E, les trois
assertions suivantes sont équivalentes :

) Vi, DeE  olulx)uy) = ofx, »;

ii) Vxe E D (u(x)) = O(x);

iii) ¥ admet »~ ! pour adjoint.

Tout u € GL(E) qui vérifie ces assertions est dit automorphisme unitaire de
(E, @).

Au vocabulaire prés (« unitaire » remplagant « orthogonal ») I'é¢tude du
1.3.4. s’étend sans difficulté. En particulier :

— L’ensemble des automorphismes unitaires de (E, ©) est un sous-groupe de
GL(E); on I'appelle groupe unitaire de (E, o); on le note U(E, ¢).

2° Cas de dim E = n,n > 0. — La proposition I du 1.3.4, 2° devient :

Tout automorphisme unitaire de (E, ¢), (dim E = r > 0), a un déterminant
de module 1. Les automorphismes unitaires de déterminant 1 constituent un sous-
groupe distingué de U (E, @), qui est appelé groupe spécial unitaire de (E, ¢) et noté
U*(E, ¢).

En effet ici : det u* = det u et (det u)(det *) = det Id, = 1.
e Représentation matricielle. — Avec les notations habituelles :
Q = Mat (p; ¢} et M = Mat(u;e)

on dispose :
— Si la base e est quelconque, de 'équivalence des assertions :

i) uel(E ¢); ii) M*QM =Q.
— Si la base e est orthonormale, de I'équivalence des assertions :

i) uelU(E, ¢); i) M*M =], iii) u(e) est une base p-orthonormale.
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3.4.3. Matrices unitaires

1° THEOREME ET DEFINITION. — Pour toute C-matrice carrée M les trois
assertions suivantes sont équivalentes :

MM* = 1,; M*M = 1;
M est inversible et M ! = M*.

Toute C-matrice qui vérifie ces assertions est dite matrice unitaire,

REMARQUES. — a) Les C-matrices unités sont unitaires.
h) M e .# (n} est unitaire si, et seulement s1 M* est unitaire.

¢} Une C-matrice carrée 4 éléments réels est unitaire si, et seulement si,
considérée comme R-matrice, elle est orthogonale.

2° Interprétation. — Dans C" rapporté a sa base canonique &£, nous
disposons de la forme sesquilinéaire hermitienne canonique Vs, telle que
Mat (\r; €) = I,; | est non dégénérée; u € & (C") est un automorphisme unitaire si
et seulement si Mat (u; £) est une matrice unitaire.

ProposiTioN . — L'ensemble des C-matrices unitaires d’ordre n est un sous-
groupe de GL(n), isomorphe a U(C", ), qui est appelé groupe unitaire de degré n
et noté U(n).

ProrosiTioN II. — Toute matrice unitaire a un déterminant de module 1. Les
matrices unitaires de déterminant 1 censtituent un sous-groupe distingué de U (n),
isomorphe 2 Ut (C", {), qui est appelé groupe spécial unitaire de degré n et noté
U™*n).

ProposimionIil. — Une C-matrice carrés d’ordre n, M = [«,;], est unitaire
si, et seulement si la famille de ses vecteurs-colonnes (resp. vecteurs-lignes) est
y-orthonormale, ce qui s’éerit :

Wi,k eN2 Y way = B,
[resp. ¥(i, h e N2] Yoy = Oy,

3° Matrices de passage unitaires. — Si (E, @) posséde des bases -
orthonormales ona :

Soit e une base orthonormale de E. Une base ¢’ de E est orthonormale si, et
seulement si la matrice de passage de e a ¢’ est unitaire.

EXERCICES

Les exercices relatifs aux chapitres 3 et 4 ont été rassemblés d la fin du chapitre 4.
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ESPACES HERMITIENS

4.1. ESPACES PREHILBERTIENS COMPLEXES
4.1.1. Notion d’espace préhilbertien complexe

DEFNITION. — On appelle espace préhilbertien complexe tout couple (E, @),
ou E est un C-espace vectoriel et ¢ une forme sesquilinéaire sur E, hermitienne,
positive et non dégénérée (i.e. définie positive ('), qui est dite produit scalaire
hermitien.

ExeEMPLEs. — Reprenons les exemples du 3.2.3, 1V :
a) La forme sesquilinéaire canonique sur € est un produit scalaire hermitien.

b) Selon que E est le C-espace vectoriel des applications continues, ou celui des applications
intégrables de [a, b] (@ < b) dans C,'application :

.3
EXE-C (fg '—».[f_‘-g

est un produit scalaire kermitien, ou seulement une forme sesquilinéaire hermitienne, positive mais
dégénérée (cf. [V.3.5.5).

Au vocabulaire prés, la plupart des propriétés des espaces préhilbertiens
réels s’étendent aux espaces préhilbertiens complexes.

— C’est le cas pour la proposition du 2.1.1, 1°;

— C’estle cas pour les notations et les propriétés du 2.1.1, 2°; on dispose en
particulier de la norme hermitienne|.|| :x +— /(x| x) et delanotion d’espace de
Hilhert complexe; il y a cependant exception pour la réciproque du théoréme de
Pythagore.

Iei :||lx, + x5|I* = {x,]|* + |!x,||* entraine Ze(x, | x,) = 0, mais pas néces-
sairement (x, | x,) = 0.

— La proposition du 2.1.1, 3° doit étre modifiée en ce sens qu’ici : si un
automorphisme unitaire admet une valeur propre, celle-ci a pour module 1.

4.1.2. Distance d’un vecteur a un sous-espace
dans un espace préhilbertien complexe

Au vocabulaire prés, 'étude du 2.1.2 s’étend intégralement.

(') Dans le cas ot la forme ¢ est positive, mais non définie on parle d’espace préhilbertien
complexe non séparé.
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4.1.3. Notion d’espace hermitien

DeFinimion. — On appelle espace hermitien tout espace préhilbertien
complexe de dimension finie.

Au. vocabulaire prés, la plupart des propriétés des espaces euclidiens
(2.1.3, 2° et 3°) s’¢tendent aux espaces hermitiens. Cependant ici :

— La bijection x — (. |x) de E sur E* n’est que semi-linéaire;

— Le produit scalaire hermitien s’exprime dans une base orthonormale e par

(Z Eies Z niei) b Z gini

et donc :
2

= Z |E:u'|2'

i=1

n
Z e
i=1

4.2, PROBLEMES DE REDUCTION

4.2.1. Endomorphismes normaux

Généralisons une définition rencontrée au 2.3.7 en posant :

1° Derinimion. — Un endomorphisme d'un espace préhilbertien réel ou
complexe est dit nermal si, et seulement ’il admet un adjeint et commute avec cet
adjoint.

Nous n’étudierons ici que le cas d’un espace préhilbertien complexe, laissant
au lecteur le soin de traduire les résultats dans le cas réel.

CAS PARTICULIERS. — Tout endomorphisme hermitien (u* = u), tout endomor-

phisme unitaire (u* = u~ ") est un endomorphisme normal.

2° Propriétés f un endomorphisme normal. — E désigne un espace préhilber-
tien complexe.

ProposiTION. — Soit # un endomorphisme normal de E. Alors :
i) VxeE Il = J* (el
ii) V(A, x)e C x E Ju(x) — Ax!| = |u*(x) — kx|,

— 1) s’obtient en constatant que, pour tout xe E :

(u(x)ux)) = (u* © w()|x) = (fu > ¥ (x)|x) = (WHx)u*(x). t
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— ii) s’obtient en appliquant i) & v =u — Ald, On a en effet
v* = u* — Ald; et on vérifie aisément que v* commute avec v. O
De cette proposition, on déduit immédiatement :

THeoREME 1. — Seit 4 un endomorphisme normal de E. Alors :

i) Ker u = Ker u*.

ii) Si A € C est valeur propre de u, alors A est valeur propre de u*, et tout
vecteur propre de u associé 4 A est vecteur propre de u* associé a A (et
réciproquement grice 4 u** = uvet L = A)

Un vecteur propre d’'un endomorphisme étant associé a une scule valeur
propre, on déduit du théoréme I :

CoroLLAIRE. — Toute valeur propre d'un endemorphisme hermitien d’'un
espace préhilbertien est réelle.

REMARQUES. — «) Le thécréme | permet de retrouver que toute valeur propre d'un
endomorphisme unitaire a pour module 1.

5) Le spectre d’un endomorphisme hermitien ou unitaire (et a fertiori normal) peut étre vide.
Cependant en dimension finie le spectre d’un endomoerphisme normal n’est jamais vide ; il en est de
méme, sans considération de dimension, lorsque 'endomorphisme posséde des propriéiés d’analyse
(cf. exercice 4.27).

TuioriME II. — Soit 4 un endomorphisme normal d’un espace préhilbertien
E. Les sous-espaces propres E(L) et E(p) associés 4 deux valeurs propres distinctes A
et u de E sent orthegonaux.

Pour tout (x, y} € E(A) x E{u), nous avons :
Mxly) = (xly) = (X))

Mais y qui est vecteur propre de u associé¢ a p est vecteur propre de u* associé
a |, ce qui s’écrit : w*{y) = py. Il en résulte :

Mx|y) = Ji(x]y), etdonc  (x[y) =0  puisque A #p [

4.2.2. Diagonalisation d'un endomorphisme normal
d’un espace hermitien

Nous nous limitons ici au cas de la dimension finie.

1° THEOREME. — Soit n un naturel non nul. Pour tout espace hermitien E de
dimension n, et tout endomorphisme normal u de E, il existe une base orthonormale
de E formée de vecteurs propres de u (en d’autres termes : E est somme directe
orthogonale des sous-espaces propres de u).

(On dit que u est diagonalisable dans le groupe unitaire de E.)
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La démonstration se calque sur celle du théoréme du 2.2.1. La voici :

Il s’agit de vérifier une assertion «f,. Raisonnons par récurrence.

— Il est évident que &7, est vraie.

— Soitme N, tel que m = 2. Nous supposons que &/, est vraie. Soient E
un espace hermitien de dimension m, et ¥ un endomorphisme normal de E. Le
corps de base étant C, ¥ admet au moins une valeur propre A. Soit ¢; un vecteur
propre unitaire associé a A; il est aussi associé a la valeur propre A de u* (cf. 4.2.7,
2. Ce, est stable par u et par u*; (Ce,)* est donc stable par u* et par u** = u
{1.3.2, 1°). On vérifie que I'endomorphisme v’ de (Ce,)* induit par u est normal
et on termine comme au 2.2.1,

2¢ Interprétation matricielle. — DErFniTION. — Une C-matrice carrée est
dite normale si et seulement si elle commute avec sa matrice adjointe.

ProrosiTioN]. — Soient E un espace hermitien et e une base orthonormale de
E. Alors u € #(E) est normal si et seulement si Mat (i ; ¢) est normale.

Résulte de ce quialors : Mat (u*; e) = (Mat (u; e))*. 0
En remarquant que toute C-matrice diagonale est normale, on obtient :

CoroLLAIREL. — Teut endomorphisme d’un espace hermitien diagonalisable
dans le groupe unitaire est normal.

CoroLLAIREIL. — A toute matrice normale M, on peut associer une matrice
unitaire S et une matrice diagonale D telles que M = S D S~ L.

La démonstration se calque sur celle du corollaire du 2.2.1. O

Notons que M = § D $7! équivaut 4 M* = (S”1)p*D*s* = S DS~

— M = M* s’écrit donc D = D ou « D est & éléments réels ».

— MM?* = [ sécrit SDDS™! =1, ou DD = I, ou « D est a éléments
diagonaux de module 1 ».

Il en résulte :

ProposiTioN II. — Un endomorphisme normal d'un espace hermitien est
hermitien (resp. unitaire) si, et seulement si ses valeurs propres sont réelles (resp. de
module 1).

4.2.3. Orthogonalisation d’'une forme quadratique hermitienne
dans un espace hermitien

Soit (E, @) un espace hermitien de dimension n > 0, et ¥ une forme
quadratique hermitienne sur E, de forme polaire  ; d, et d,, sont les applications
semi-linéaires respectivement associées a @ et .

On constate que u = d, ' © d, est un endomorphisme de E, et que (cf. 2.2.2)

Vix,p) e B2 Vix, y) = olx, u(y).
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Il en résulte que, pour toute base ¢-orthonormale e de E :

Mat (§; e) = Mat (u; e).

L’endomorphisme u est représenté par une matrice hermitienne dans toute
base @-orthogonale de E, et donc u est un endomorphisme hermitien. 1l existe
une base g-orthogonale dans laquelle u est représenté par une matrice diagonale
a éléments réels; {r est représentée dans cette base par la méme matrice diagonale.
Nous avons :

THEOREME ET DEFINITION. — Soient (E, ©)un espace hermitien, et ‘¥’ une forme
hermitienne sur E, de forme polaire . 1l existe une base de £ i la fois ¢-
orthonormale et Y-orthogonale. La matrice qui représente et W dans une telle
base s'écrit A = diag (A, ..., A,) oin (A,, ..., A,} est un systéme de racines du
polynéme caractéristique (scindé sur R) de 'endomorphisme u = d,, ' < d,; on dit
que ces valeurs propres ., ..., A, de u sont les invariants de \t par rapport d ¢.

La signature de ¥ est (p, g), o p (resp. g) est le nombre des invariants
strictement positifs (resp. strictement négatifs).

(On dit que W est réductible dans le groupe unitaire de (E, @).

ExeMPLE. — Réduire dans le groupe unitaire la forme quadratique hermitienne ¥ déterminée
dans C?2 hermitien rapporté a e = (e,, €,, e,) orthonormale par :

‘P(kgl E,-keln) = 5151 + Ezi; + "E.niz - iEzE.n-
Ici :
t

Mat{u;e) = Mat(y;e) = |
0

o oo

1dX) = XX — 2

F=g

On constate tout d'abord que la signature de ‘¥ est (1, 0).

Le sous-espace propre associé ala valeur propre &, = QOestleplan, + if; = 0:lesous-cspace
propre associé a la valeur propre A, = 2estladroite C(ie, + e,). Lelecteur vérifiera qu'il obtient une
base g-orthonormale &' = (e, ¢4, e3) de E dans laquelle ¥ est représentée par A = diag (0,0, 2) en
adoptant :

<

o%‘ "'%|| =
o%w‘ "%| -

Ainsi :

3
o[ T )2z
k=1

2° Orthogonalisation simultanée de deux formes quadratiques hermitiennes.
— Létude du 2.2.2, 3¢ s’étend sans difficulté,
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4.3. EXTENSION COMPLEXE D'UN ESPACE EUCLIDIEN

Le but de ce sous-chapitre — qui pourra étre réservé pour une seconde
lecture — est de monirer comment les propriétés essentielles des espaces
euclidiens {que nous avons trouvées directement) auratent pu se déduire
des propriétés des espaces hermitiens.

4.3.1. Complexification d’'un R-espace vectoriel

Dans tout le paragraphe, E désigne un R-espace vectoriel.
1" THEOREME ET DEFINITION. — Le triplet £ = (E2 +, ), avec :

(+): B2 x B2 S B2 (1 (., p) — (x+ X,y +))
(®: Cx E*E* {{a+iP), (x, ¥} — (ax — Br, Bx + oy}

est un C-espace vectoriel qui est appelé complexifié du R-espace vectoriel E.

Vérification aisée, laissée au lecteur, qui constatera, a titre d’exemple, que le complexifié de R
est C. O

L'injection canonigue. — Comme tout C-espace vectoriel, £ admet un R-espace sous-jacent,
ER, obtenu en remplagant dans la définition précédente la loi externe par sa restriction 4 R x E2,

On constate aisément quej © x +— (x, O} est une injection R-linéaire de E dans ER; on dit qu'il
s'agit de l'infection canonique.

Pour tout (x, y)€ £ on a :

(x, 9} = (x. 00 + {0, y) = (x, 0 + iy, 0) = jix} + ity
Le lecteur en déduira aisément :
£y = J(E) @ ij(E). (1)

La conjugaison. — L'application o : (x, ) — (x, — y) de E dans E est involutive et semi-
linéaire ; on I'appelle conjugaison ; on note z pour ofz). Les élémenis de j(E) [resp. ii{E)] sont dits
vecreurs réels [resp. imaginaires purs] de E.

On constate quesi H estun C-sous-gspace de E, alors H = o{H)est aussi un C-sous-espacede E,
et que si H admet une base z = {z));, alors la famille z = (z)),., est une base de H (dite conjuguée
de z).

Complexification d'un sous-espace. — Le lecteur vérifiera que :

a) Le complexifié F d'un R-sous-espace F de E est le C-sous-espace de E engendré par j(F).

B) Pour qu'un C-sous-espace H de E soit le complexifié d’un R-sous-espace de E, il faut et il suffit
gue ofH) = H. Ona alors H = F, avec F = j"YH ~ JE)).

2° Comparai.on des bases de E et de E. — Soit ¢ = (¢);., une famille de vecteurs de E: on
dispose de la famille j(e) = (j(e)}})., de vecteurs réels de E. Nous laissons au lecteur le soin de montrer
que :

— Sieest B-génératrice [resp. R-libre], alors j(e) est C-génératrice (resp. C-libre), et d’en déduire
que si e est une R-base de E, alors j) est une C-base de E (dite base réelle de E).

Dans ce dernier cas, les familles j{e) et [jie) sont (par isomorphisme) bases des R-espaces vectoricls
HE) et (j(E); leur réunion est R-base de ER.

Casdedimg E = n,n > 0. — Sile,, ..., e)estune R-base de E alors (j(e,), - . ., j(e,yestune C-
ase réelle de £, et . oL .
basc réelle de £ e (erh - - -ojte bier), - . e
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est une R-base de £5. On a done :
dimg E = dimp E;  dimg E = 2 dimg E.

3° Notation définitive. — Nous autorisant de ce que j induit un R-isomorphisme de E sur j(E),
nous identifierons ces deux ensembles, comme nous 'avons d'ailleurs déja fait au [.5 dans le cas
particulier ; E = R, £ = C. Ainsi :

— Nous pouvons écrire : £y = E @ iE:

— Tout (x, y} £ £ g’écrit de maniére unique x + iy;ona:x + iy = x — iy;
— Sidim E = », la méme notation désigne une R-base de £ et ung C-base réelle de E (qui
posséde, naturellement, des bases non réelles).

4.3.2. Complexification d’'un endomorphisme

1° Complexification d'une application linéaire. — Soient E et F deux R-espaces vectoriels, Eet £
leurs camplexifiés :

THEOREME ET DEFINITION. — Pour toute application R-linéaire 1 € & (E, F), il existe une et une
seule application C-linéaire i € #(E, F) [resp. semi-linéaire » & .i"h,z(ff, F)] prolongeant u, en ce sens
que (') :

VxeE  d(x) = ux) [resp.u(x) = u(x)] )

Elle est dite application linéaire [resp. semi-linéaire]l complexifiée de u.

On constate d’abord qu'une solution éventuelle ne peut &tre que I'unique application de E dans
F quia x + iy associe :
u(x) + iu(y) [resp. u(x) — iufy)].
On constate aisément que cette application est C-linéaire [resp, semi-lindaire] et qu'elle
verifie (1). 0
Notons que, pour tout ze £ :

i) = @e); ) = GG ) = G (2)
Propriétés. — Le lecteur vérifiera que :
o) (dg) = 1dg. 3

b) Kerd et Im i sont {es complexifiés de Keru et Imu; u et i sont simultanément injectifs,
surjectifs, bijectifs.
€) SiweLIE Fer{o,a)eR*:

ety » -
ou + o' = ob + o2 (4)
d) Sive #(F E):
F =1 a (%)

En particulier, pour tout ue GUE), on a :

o

HeGLE) et @7 ="

¢) Etant donnée fe P\, F), pour qu'il existe u e #(E, F) tel gue f = u, il faut et il sufft que :
flEy < F.

S} u et i sont soit de rang infini, soit de rang fini commun.

(') Sil'on désigne par j et k les injections canoniques associées a E et F, {1} se lit :

¥xeE  #i{x) = kiu(x) [resp. alj{x)) = kiu(x))].
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Cas de dimension finies. — Soient e et f des bases de E et F, et M = Mat (u; e, f). En utilisant
file) = u(e;), nous constatons qu'a condition de la considérer comme une C-matrice, M représente u
dans les bases e et f de £,

REMARQUE. — Les éléments de la base de £* duale de la base réelle e de E ne sont autres que les
applications linéatres de £ dans C complexifi¢es des applications linéaires de E dans R qui constituent
la base de E* duale de e.

29 Spectre du complexifié & un endomarphisme. — Scient E un R-espace vectoriel de dimension
finie # > 0, ¥ un endomorphisme de E, & 'endomorphisme de E complexifi¢ de u.

ProposiTioN |, — A condition de le considérer comme élément de C[X], le polyndme
caractéristique de u est aussi polynéme caractéristique de i

Resulte de la possibilité de représenter « et i par la méme matrice réelle. O

PropPosITION]L. — Si A € CiR est valeur propre de i, alors X est également valeur propre de &, et
les sous-espaces propres (resp. caractéristiques) de i associés 3 & et 4 X sont conjugués.

Un raisonnement par récurrence sur », qui utilise I'égalité (2), montre que :
rel Yih 2N eC x E (i — & Idgf(z) = (& — A Idgyia). O
ProposiTION [l — Les valeurs propres réelles de ii sont les valeurs propres de u. Soit & I'une
d'elles ; le sous-espace propre (resp. caractéristique) de i associé a A est le complexifié du sous-espace
propre (resp. caractéristique) de 1 associé a A.
Un raisonnement par récurrence sur », qui utilise (3), (4) et {5), permet de montrer :

———T R
vreN VieR (u — AIdg)l = (0 — A Idg). O

ProprosimioN [V. — Une condition nécessaire et suffisante pour que i soit diagonalisable est que i
soit diagonalisable et n’admette que des valeurs propres réelles.

La condition est récessaire. — $'il existe une base e de E telle que M = Mat (u; e) soit une
matrice diagonale (naturellement réelle), alors i est représenté par M dans e considérée comme base
{réelle) de E. |

La condition est suffisunte. — Supposons la condition remplie. £ est la somme directe des sous-
espaces propres F, associés aux valeurs propres &, [ € L. D'aprés la proposttion III chaque F, est le
complexifié d’un sous-espace de E: il admet donc une base réelle e, Soit e une base (réelle) de E
obtenue par réunion des e, ; M = Mat (i ; ) est une matrice diagonale réelle, et u est représenté par M
dans e considéré comme base de E.

4.3.3. Extension complexe d’un espace euclidien

L° Complexification d'une forme bilinéaive. — Soient E un R-espace vectoriel et E son
complexifié.

THEOREME ET DEFINITION. — Pour toute forme bilinéaire @ £ .%,(E), il existe une, et une seule
forme bilinéaire € #,(E) [resp. une et une seule forme sesquilinéaire ¢ € & (£)] prolongeant ¢ en
ce sens que :

Yix, neE?  pix.y) = @ix, ¥ [resp. ¢(x, ») = @(x, y)].

Elle est dite forme bilinéaire [resp. sesquilinéaire] complexifice de o,
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On constate qu'une solution éventuelle ne peut étre que 'application de £ x £ dans C définie

par :
dix + iy, x' + iy} = @(x, X'} + ipix, ¥) + io(y, X) — oy, ¥}
[resp. lx + iy, ¥ + i¥') = @{x, X} + iplx, ¥') — ip(y, X} + oy ¥)]
et que cette application répond 4 la question. O

Notons que pour tout (z, ') Ex E:

$.2) =9z 7). 0z =) ez) = d )
ProOPOSITION I. — Avec les notations du théoréme précédent :

i} ® [resp. p] est non dégénérée si, et seulement si ¢ est non dégénérée.

i} § est symétrique [resp. ¢ est hermitienne] si, et seulement ¢ est symétrique.
ii} est une conséquence immédiate des expressions de & et ¢. Vérifions i) :

— Six + iyappartient 4 Ker & [resp. Ker @], il est $-orthogonal [resp. @-orthogonal] & tout
vecteur réel de £, et :

¥x' e E olx, x) = oy, x)=0;
x el y appartiennent ainsi 4 Ker ¢.
— Inversement, st x ¢t y appartiennent 4 Ker ¢, alors x + iy appartient visiblement a la fois 4
Ker § et 4 Ker . O
@ Propriétés de la forme complexifiée. — Nous reprenons les notaticns du théoréme.

ay Toute famille p-orthogonale (resp. @-orthonormale)d’éléments de E est $-orthogonale (resp.
d-orthonormale) — et encore g-orthogonale {resp. g-orthonormale) — quand on la considére
comme une famille d'éléments de E.

b) Onsuppoese que ¢ est symétrique. Scient © et & les formes quadratiques associées d pet B la

forme quadratique hermitienne associée @ @. Les formes @ et © sont données par :
Dix + iy) = Ox) + Ziglx, ¥v) — B(y);  Blx + i) = dx) + Oy
Elles prolongent @, en ce sens que :
vxeE  ®(x) = Bix) = O(x).
¢) @ est positive (resp. définie positive) si, et seulement si ® est positive {resp. définie positive).

Conséquence immédiate de I'expression de @. ]

Le probléme de la positivité ne s¢ pose pas pour &, qui prend des valeurs dans C\R (sauf dans le
cas trivial d’'une forme o nulle). Il en résulte que l'introduction de ¢ ne présente aucun intérét
pratique.

Retenons qu'avec les notations que nous venons d'iniroduire nous avons ;

ProPOSITION 11 — Si (E, ¢) est un espace préhilbertien réel (resp. un espace euctidien), alors (E, ¢)
est un espace préhilbertien complexe (resp. espace hermitien) ; on dit que (E, ) est lextension complexe
de (E, ¢).

Propriétés de Pextension complexe (E, @) d'un espace euclidien (E, ¢). —
a) Sie est une base de E, et donc une huse réelle de E, alors :

Mat (g e) = Mat (¢; e).

b) Toute base orthonormaie de E est une base orthonormale réelie de E.

¢) Pour tout endomorphisme ue #(E), le complexifié de Tadjoint de u est aussi Padjoint du
complexifié de u,

d) Pour qu'un endomorphisme de E soit normal (resp. symétrique ; resp. orthogonal) il faut et il suffic
que son complexifié soit normul (resp. hermitien. resp. unituire).
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Les vérifications de ) et b) sont immeédiates. En ce qui concerne ¢), on introduit une base
orthonormale e de E et on pose Mat {u; ) = M, ce qui entraine :

Mat (u*.e) = ‘M et Mat (i, e) = M.
On adonc : Mat ((TF)'; e) = ‘M Mat ()*; e) = M* or'M = M* puisque M est réelle. Enfin d) est

une simple conséquence de ¢). |

2° Réduction dun endomorphisme normal d'un espace euclidien. — Soit u un endomorphisme
normal d’un espace euclidien (E, @), de dimension # > 0; le complexifié i est un endomorphisme
normal de 'extension complexe {E, @). On sait que i est diagonalisable dans le groupe unitaire, ce qui
signific que E est ]a somme directe orthogonale des sous-espaces propres F, associés aux valeurs
propres distinctes , (I € L). Le polyndme caractéristique commun 4 et 4 i appartenant 4 R{ X7, les &,
sont des réels et des éléments deux a deux conjugués de C\R.

— Pour A, € R, nous savons que F, est le complexifié du sous-espace propre E; associé a 1a
valeur propre A, de u: nous pouvens choisir une base orthonormale b, de E,, et I'adopter pour base
orthonormale (réelle) de F). Pour &, et A, éléments conjugués de C\R, nous savens que F, et Fy sont
des sous-espaces conjugués de E; nous pouvons choisir une base orthonormale b, de F, et adopter la
« base conjuguee » de F; qui est également orthonormale, pour base by,

— En ordonnant convenablement la réunion des bases ainsi obtenues, nous disposons d’une
base orthonormale de la forme :

b:(el""‘em-fl-jl- B .Tr)- (m+2r =n)

me €; €51 Un vecteur unitaire réel de E vérifiant :

telle que, pour je N
ie) = uley) = ap;, avec a;e R
Pour k € M, f et /, sont des vecteurs unitaires orthogonaux et conjugués vérifiant
) = Bufe. W) = Bk
— On peut, enfin, déduire de b une base orthenormale réelle de £ -
=00 . Cn g g s G d)

en remplagant, pour tout k € N, le couple (£, J;) par la base orthonormale réelle {g,. g}) du plan
Vect((f,. 7)) définie par :

1 1 -
==k~ R a=ch+f
2i 2
En écrivant que les deux membres de I'égalité :
(g, + igd = ;u (cos B + isin B) (g + ig)
ont méme partie réelle et méme partie imaginaire pure, il vient :

dlg) = pyllcos Bg, + (sin B)g):
(g} = p(— (sin 8,)g, + (cos 8,)g5)

~ Nous avons finalement obtenu la base orthonormale réelle e de E, ainsi que la matrice
M = Mat (2. e). En remarquant que e est une base orthonormale de E et que M = Mat (u; €} nous
retrouvons le résultat obtenu en 2.3.7, 2°

THEOREME. — Pour tout endomorphisme normal u d’un espace euclidien E, il existe une base
orthonormale ¢ de E telle que :

Mat (u: e) = diag (o, ..., % plsgl, v Syl

oliles o, sont des réels, les p, des réels strictement positifs, etles § 0, des éléments de O * (2) distincts de [,
etde — [,

CAS PARTICULIERS. ~ Voir 2.3.7, in fine.

RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algébre 5
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EXERCICES

4,1. — Soient E un espace préhilbertien complexe et 1 une application involutive de £
dans E telle que :

Vix, e E>  (w{x)}u(y) = (¥x)
Vérifier :

Vix, e X (ulx)]y) = (u(y)x)
En déduire que u est semi-linéaire.

*4.2. — Soit I* Pensemble des suites complexes x t n —x,, (n = 1), telles que la

série Y. |x,|? converge. A tout (x, y)€1? x 1% on associe :

nzl

+ x .
xly) = ¥ %),
w=1
a) Justifier cette écriture et montrer que (1%, ( | )) est un espace préhilbertien

complexe.

b} Montrer qu'en posant u(x) = &, ou &, = x,/n, on détermine un endomorphisme
hermitien de E. S’agit-il d’'un automorphisme ?

¢} Montrer quen posant v(x) =7, ou n, = Q¢ et n, = x,_, pour n = 2, on
détermine un endomorphisme de E qui conserve la norme. S’agit-il d’un automorphisme
unitaire ?,

4.3. — Soit 4 € .# ~(p) une matrice unitaire. Justifier 'équivalence des assertions :
)A=1,
ii) Pour tout n e N, il existe @(m e N et B, e GL.(p) vérifiant :
Ameln= B-14B
44. — Soit © une racine n-iéme primitive de l'unité. Montrer que la matrice
[a;;] € A ;(n), ot a;; désigne (u“/f, est unitaire.

4.5. — Soient u et v deux endomorphismes d’un espace hermitien E.

a) Montrer que les valeurs propres de u* = u(resp. v* - v) sont positives ; on désigne
par i, (resp. u,) la plus petite, par &, (resp. p,;} la plus grande. Montrer :

VxeE  alIxl? < a0l < Agllxll?
by En déduire que, si p est une valeur propre de u - v, alors
Ay € [pl* € hany.

4.6, —.Soit E un espace hermitien et ¥ un endomorphisme de E. Montrer qu’il existe
une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.

4.7. — Soient E un espace hermitien et u un endomorphisme hermitien de E dont
toutes les valeurs propres appartiennent a [ — 1, 1]. Montrer qu’il existe un automor-
phisme unitaire v de E tel que 2u = v + v*.



EXERCICES 121

En déduire que tout endomorphisme de E est combinaison linéaire de quatre
automorphismes unitaires.

4.8. — Soient 4 une matrice carrée complexe d’ordre n hermitienne, non nulle, et
A e C\R. Montrer que B(A) = (4 + LI A — AI,)”! est unitaire si et seulement si . est
imaginaire pur non nul. On suppose % imaginaire pur non nul, montrer que 1 n'est pas
valeur propre de B(A}.

Réciproquement soit U une matrice unitaire dont | n’est pas valeur propre ; montrer
que pour tout A imaginaire pur non nul, il existe une matrice hermitienne unique A4 telle
que :

U=(A+aI)A - M) "

4.9, — Lorsque A est successivement chacune des matrices :

4 0 —i 1 iJ2 0
—-i 4 1 | —i/2 1 — /21
i1 4 0 2 1
-1 0 -3 0
0 | 0 3
i 0 -1 0
0 -3 0 1

trouver U unitaire et A diagonale telles que A = U~ 14U.

4.10. — Soit ¥ le R-espace vectoriel constitué par les matrices hermitiennes
appartenant & .# ¢ (n). A toute M € 2 on associe la somme des carrés des valeurs propres
de M. Montrer que I'on obtient ainsi une forme quadratique définie positive sur #.

4.11. — a) Montrer que [a;;] — \/Z la;|* est une norme sur .# c(n). Cette norme
étant notée ||.||, montrer o

(l4BI] < |4l 18I lAII* = tr A*A
n
by Montrer : |lA|F = Y A% ou les A, sont les valeurs propres {distinctes ou
k=1
confondues} de 4. Que se passe-t-il lorsque A est hermitienne ?

*4,12. — Soit A € # ¢(n), antisymeétrique (resp. hermitienne}. Montrer que exp (A4),
définie au 111.3.4.2 est orthogonale (resp. que exp (i4) est unitaire).,

4.13. — Soit u un endomorphisme hermitien d’un espace hermitien E. Montrer :
YxeE Yi=a+ifeC [[(x) — Ax|* = |lu{x) — ox||® + B?||x|)?
Retrouver que les valeurs propres de u sont réelles.

*4.14. — Soit u un endomorphisme hermitien continue d’un espace préhilbertien
(récl ou complexe) E. Montrer :

llall = Sup, | (x)lx)l

[On pourra considérer (u(x + y)lx + ) — (u{x — y)x — ¥)],
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*4,15. — Soit E I'ensemble des applications continues de [ — n, n] dans C vérifiant :

Ji—m =f(r) A (.[_ flodt = 0).

A tout (f; ¢) € E* on associe (f|g) = Jn Jgieydr.

a} Montrer que (E,{ | ))est un espace préhilbertien complexe.

b)Y Montrer qu’a toute f € E on peut associer une unique application T(f) € E dont la
dérivée soit if. Montrer que T est un endomorphisme hermitien de E.,

4.16. — a) Soit E un espace hermitien. Un endomorphisme hermitien # de E est dit
positif (resp. défini positif) si, et seulement §'il vérifie les asserhons suivantes dont on
vérifiera 'équivalence :

i) ¥x e E\{0} (h(x)|x} = O (resp. (h{x}|x) > 0);
ii) Toutes les valeurs propres de h sont positives (resp. strictement positives).

b) Montrer que si h est un endomorphisme hermitien positif, alors :
@ Yx e E [lhll* < (h(x)]x) (B (x)|h(x));

) 1l existe un unique endomorphisme hermitien positif g tel que g*> = h.

¢) Montrer que si 4 est hermitien défini positif et #; hermitien positif, alors les valeurs
propres de h - h, sont réelles et positives.

*4) Montrer que si h € Z(E) est hermitien, alors e est hermitien défini positif.,

e} Montrer qu'a tout u € ¥ (F) on peut associer A, et h,, hermitiens positifs, tels
que u o u* = hlet u* cu = hl,

f} Soit u un automorphisme de E. Montrer qu’il existe deux endomorphismes
hermitiens positifs #, et v, et un automorphisme unitaire » tels que

U=ty o0 ="rc¢cHl,

Y a-t-il unicité ?

4.17. — DicomrosiTion DE CakTan. — a) Soit A une matrice complexe inversible.
Montrer qu'il existe un unique couple de matrices (U, H) ol U est unitaire et H
hermitienne posttive (i.e. & valeurs propres positives) tel que 4 = UH.

(On remarquera que la matrice 4*A4 est hermitienne positive et on I'écrira sous la
forme B?).

b} Que se passe-t-il si A4 est réelle ?

4.18. — Decomprosimion olwasawa. — a) Soit H une matrice hermitienne définie
positive (i.e. 4 valeurs propres strictement positives). Montrer qu'il existe une unique
mattice triangulaire supérieure T, a éléments diagonaux positifs telle que H = 7T (on
utilisera 'exercice 4.16).

b) Soit 4 une matrice carrée complexe inversible. Montrer qu'il existe un unique
couple (U, T) o0 U es! unitaire et T triangulaire supérieure a éléments diagonaux positifs,
tel que A = UT (on appliquera a} 3 H = A*A).

Montrer que si A est réelle, alors U et T sont réelles.
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4.19. — Soit A4 une matrice carrée complexe inversible, de vectdurs-colonnes
Cly -« -y O Eléments de C" muni de sa structure hermitienne canonique. En utilisant
I'exercice précédent, montrer :

[det A] < legll - .- llell

avec égalité si et seulement si ¢, . . ., ¢, sont deux a deux orthogonaux.

4.20. — Soit E un espace préhilbertien complexe. On suppose quil existe deux
endomorphismes uet v de E, adjoints 'unde l'autre telsque v e 4 — 4 o v = 1d, On pose
vou = w

@} Montrer que E est de dimension infinie, que u est injectif, que w est hermitien,
défini positif.

b) On suppose le spectre de w non vide. Montrer que le spectre est N\{0}. Montrer

que v n'est pas injectif et que, pour tout # € N\{0}, le sous-espace propre de w associé 4 n
est ¢" L(Ker v).

<) On considére les applications u et v de C[X] dans C[X] qui & P associent
respectivement X Pet P'. Déterminer v = 4 — u o v. Trouver une structure hermitienne de
C[X] pour laquelle v = u*,

d) Trouver deux endomorphismes v et v' de C[X] tels que :
veouw —u v =Idg
avec u' non injectif.

4.21. — Soient A et B deux matrices hermitiennes d’ordre #. Montrer que les valeurs
propres de AB — BA sont imaginaires pures.

4.22. —~ Soient u et v deux endomorphismes hermitiens d’un espace hermitien E.
Prouver 1’équivalence des assertions :

i) u o v est hermitien;

) weov=uvsu;

1) Il existe une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres de u et de v.

4.23. — Soient u et v deux endomorphismes normaux d’un espace hermitien E.
Prouver I'équivalence des assertions :

D uocr=veuw

ii) Il existe une base orthonormale de E constituée de vecteurs propres de u et de v.

4.24. — Soient E un espace préhilbertien complexe et u un endomorphisme de E
admettant un adjoint u*. Prouver I'équivalence des assertions :

i) uest normal; i) Y{x, ¥} € E* (u{x)u(y)) = (u*(x), v*(y)).

4.25. — Soit u un endomorphisme d'un espace hermitien, Prouver I'équivalence des
assertions :

i} u est normal; i) AP e C[X] u* = P(u).

4.26. — Soit f un endomorphisme d’un espace hermitien E.

@) Montrer qu’il existe un unique couple (x, v} d’endomorphismes hermitiens de £
vérifiant : f = u + iv.

b} Montrer que fet f* commutent si, et sculement si » et v commutent.
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*4.27. — Soit ¥ un endomorphisme hermitien d’un espace hermitien E, muni de la
norme ||x|| = /(x|x).

On considére y, € E vérifiant ||[voll = 1 et Jlu(yll = pp = O

a) On définit y; par u(ys} = poy, et on pose py = [lu{y)ll.

o} Montrer py < p,.

B) Onsupposeici p, = p,. Montrer que p3 est une valeur propre de v, a laquelle est
associée le vecteur propre y,, et que u admet une valeur propre de valeur absolue p,.

b} On forme rpar récurrence la suite (p,, y,} avec .

lu(yll = po ot uly} = pyaey

a) Que se passe-t-il 8'il existe npe N tel que p, =p, .7

BY On suppose : ¥neN p, < p,,,. Montrer :

— que la suite (p,} admet une limite p > 0;

— que les suites (y,,) et (¥;, . ) admettent des limites respectives y et y qui sont des
vecteurs propres de u” associés a la valeur propre p?; en déduire que 1 admet une valeur
propre de valeur absolue p.

¢} Généraliser au cas ol u est un endomorphisme hermitien d’un espace préhilber-

tien complexe E, tel que I'image par u de la sphére unité de E soit une partie relativement
compacie de E.,

4.28. — Soit E Pensemble sous-jacent 3 un R-espace vectoriel E. Montrer qu'une
condition nécessaire et suffisante pour que E puisse étre muni d’une structure de C-espace
vectoriel qui prolonge celle de Ey est q{'il existe u € P(Eg) tel que v = — Idg.

4.29. — Soient F un R-espace vectoriel et £ son complexifié.

a) Montrer que tout f'€ Z(E) s'écrit, d'une et une seule fagon, f = & + i, on et §
sont les complexifiés de deux endomorphismes u et v de E.

b) Prouver I’équivalence des quatre assertions :

i} f(E)est un sous-espace de E; ii) f(E} = (if) (E). iii) f(E) = f(E);

iv) E = {(Ker f}, oulest défini par : x + iy — x.



5
ESPACES AFFINES

Dans tout le chapitre, K désigne un corps commuta-
tif. Dans les applications pratigues, on a le plus souvent
K =R

5.1. STRUCTURE D'ESPACE AFFINE

5.1.1. Définitions, premicres propriétés

1° Espaces affines. — DErFinTioN . — On appelle K-espace affine (ou
espace affine sur K) tout triplet (£, E, +) ou & est un ensemble non vide, dont les
éléments seront appelés points, E un K-espace vectoriel, dont les éléments seront
appelés vecteurs, + une loi de composition externe § x £ — & vérifiant les
propriétés suivantes ;

(A,) Pour tout pe &, ©,: x =+ p + x est une bijection de E sur &;

(A,) Pourtous pe&et(x, eEX (p+x) 4+ y =p + (x + y)

On notera que, dans {4,), le sighe + désigne tantdt addition dans E, tantdt la loi externe sur &.
Cet abus de notation ne présente aucun inconvénient dans la pratique.

REMARQUE. — Ici, il est commode de faire opérer a droite la loi de composition externe. Le
groupe additif de E étant commutatif, il reviendrait au méme de la faire opérer 4 gauche,

DerFmvition I, —~ Avec les notations précédentes, E est dit espace vectoriel
associé d Pespace affine &. Si E est de dimension finie n, I'espace affine est dit de
dimension finie .

Par un abus de langage désormais classique, nous parlerons souvent
d’espace affine &, ou (&, E), au lieu de (&, E, +).

CAS PARTICULIERS. — a) & est un singleton si, et seulement si E est réduit &
10}, ainsi que cela résulte de § # & et de (4,). Ici : dim E = 0.

b) Lorsque dim E = 1(resp. dim E = 2) on parle de droite affine (resp. pian
affine).

e Soit (p, g) € £2. D'aprés (A,), il existe un unique vecteur x & E tel que
g = p + x. Nous pouvens donc poser :

-
Derimnvimion IIL. — On note pg, ou g — p, 'unique vecteur x € E tel que
g = p + x. On dit que deux couples (ou bipoints) (p, gl e &% et (¢, ¢) € £2 sont
— —_—
équipolients, si, et seulement si : pg = p'q’.
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NoTtaTIONS. — Pourtout pointa € £ et toute partie F < E,a + Fdésignela
partie {@ + x|x € F} de &. Pour tout point aefettoutepartic #F < £, F — a

désigne la partie {p — a|pe F} = {aplpe #} de E.
2¢ Régles de calcul. — Soit (&, E, +)un espace affine ; nous désignons par 0

le vecteur nul de E.
— —

—
a) Relation de Chasles. — Pour tout triplet (p, q.r) € ¢ & pq + gr = pr.
En effet, par définition : p + pq = q et (p + pq) + qr = r. Donc, d’aprés

(Ay):p + (pq + qr) = r, ce qui s’écrit : pq + qr = pr 0

—

B) Pour tout (p, g} € &2, q—Oequwautap—q

— Dapres a), pour toutpeé’ pp pp+pp, et donc pp—O

- Slpq-0 commcpp—-O ona.gq=p+0etp=p+0,etdonc

g =7 g
¢) Pour tout (p, q) € £, ;c} = — @
— — —
Daprés ayet by : pg + qp = pp = 0. 0

d) Pour tout (p, q, x) € £* x E, I'égalité q = p + x détermine chacun des
trois éléments en fonction des deux autres.

On vérifie p = g + (— x). Les autres déterminations sont connues. [

¢} Les opérations notées + et — obéissent aux régles usuelles de calcul, qu'il
s'agisse des opérations sur E x E, & x Eoud x & :
Vérifions, par exemple, pour (p, ¢) € £ et (x, y) € E* :

g+y—pP+xr=qg—-p+(y-—x).
En effet :

(P+x)+ (g +y—x)=[p+x+(—x]+(pd -+
mp+(}7c;+y)=q+y |

Le lecteur énoncera et vériﬁera d’autrcs formules.

f)y Larelationd eqmpollence pq p q' est une relation d'équivalence sur &2.
-—-—V

Eile s’écrit aussi pp’ = qq . On appelle parallélogramme tout quadruplet {a, b, ¢, d)
— — —> —
vérifiant ab = dc, et donc ad = be.
Vérification aisée, laissée au lecteur, qui constatera aussi que les quadruplets

déduits d’un parallélogramme par permutation circulaire sont encore des
parallélogrammes.

Fic. 1.
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REMARQUES. — @) Le lecteur est invité a vérifier que, & désignant un ensemble non vide et E un
K-espace vectoriel, la donnée d’une application V : 2 — E vérifiant :

iy ¥pe & g v+ F(p. g) est une bijection de & sur E;
i) Yip.g. e d® Vip.r) = Vip.g) + Vig.n N
permet de doter (&, E) d’'une structure d’espace affine (telle que F(p, g} = pg).

b} La défnition d’un espace affine signifie que le groupe additif (E, +) opére fidélement et
transitivement sur &, En utilisant [.2,5.1, 2° on constate que si, pour tout x € E, on désigne, par t,
lapplication m > m + x de & dans lui-méme, on définit ainsi un morphisme x +— ¢, du groupe
(E, +) dans le groupe symétrique (&{E), ). Ce morphisme est injectif, et son image, isomorphe a
(E, +), est appelé groupe des translations de &. Nous retrouverons ce groupe au 5.3.3, 2°

3° Structure canonique d espace affine d un espace vectoriel. — THEOREME . —
Soit E un K-espace vectoriel. Alors (E, E, +), oi + est I'addition vectorielle, est
un espace affine.

E # ; (A,) et (A,) se vérifient aisément. O

Dans la suite, lorsque nous parlerons de structure affine d’un espace
vectoriel, c’est de celle-ci qu'il s’agira. C'est ainsi que nous parlerons, sans autre
precision, des espaces affines K", KY et K"

4° Vectorialisés dun espace affine. — DEFINITION . — On appelle espace
affine pointé tout couple (£, q), ou & est un espace affine et o un point de £, appelé
origine.

DeriniTion I — Soient (£, E, +) un espace affine, et a un point de £, Par la
bijection ¢, : x = a + x, on transporte sur & la structure d’espace vectoriel de
E. On obtient ainsi un espace vecteriel isomorphe a E, qui est noté &, et appelé
vectorialisé de & en a.

Rappelons (1.1.6.3, 3°) que les lois de structure de &, sont définies par :
2 —r —
Vip.g)eé®  (p,q) — @.ap + aq)
Vi p)eK x & (o, p) +— @,(0ap)

s
(la bijection réciproque de @, étant en effet p +— ap).

REMARGQUE. — Pour (a, a') et (p, g) € &% donnés nous constatons (cf. figure 2)
que si g # a, alors les points

— — — —
r=g,ap+aq) et ¥ =q,lap+aq

sont en général distincts. C'est pour cela que nous avons évité d’introduire les
notations p + g et a.p.
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5.1.2. Barycentres

Dans les espaces vectoriels, un outil fondamental est
la notion de combinaison linéaire dune famillle de
vecteurs. La notion de barycentre qui va étre introduite ici

S est destinée  jouer un role comparable.

(&, E, +), ou plus briévement &, désigne un espace affine.

1° THEOREME ET DEFINITION, — Soient a = (g,).., une famille de points de &,
a = (o), une famille presque nulle de scalaires; onpose 5 = Y o, Sio # 0,alors
il existe un unique point g € & tel que : el

Y aga, = 0 (1)

iel
On I'appelle barycentre du couple (a, &) (*). Pour tout O € &, il vérifie :
—

0g = ¢! Y 0,0q, )

el

Choisissons O € & quelconque (£ # ). Alors, pour tout me & :

— — — — —
Y ama, = Y o(Oa; — Om) = Y a,0a, — cOm (3)

el el el

Il existe donc un unique point g € & vérifiant (1); il est donné par (2). O
REMARQUES. — a) o # 0 nécessite I # .

b) On ne modifie pas le barycentire en supprimant — ou en rajoutant — des
points affectés de coeflicients nuls, ainsi qu'en remplagant & par Aa = (Aa)
(A = 0)

el

¢) Réindexation. — Le lecteur vérifiera que le barycentre n’est pas modifi¢, si
I'on remplace simultanément a par (a,,). ¢t @ par (o)., ol s est une
permutation de I (« commutativité du barycentre »).

dy D’aprés (3), lorsque ¢ = 0, le vecteur 3, ocl-m_a: ne dépend pas de m;
el

I'ensemble des g € & vérifiant (1) est alors soit 7, soit &.

NoTaTiON. — Soit O un point arbitrairement choisi dans &. Dans le
vectorialisé &, le point g apparait comme combinaison linéaire, & coefficients
a;/o, des &;. Inversement, toute combinaison linéaire (dans &£,) des a,, avec des

(") Lecouple (a, &) est parfois appelé famille pondérée de points de &; on peut le remplacer par la
famille (a,, %), On dit aussi barycentre des a, affectés des coefficients o, ou encore barycentre des

points massiques (a;, %),
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coefficients dont la somme est 1, peut étre interprétée comme barycentre (dans &)
des a;, affectés des mémes coefficients; elle ne dépend donc pas du choix du
point O. :

Cela nous conduit a écrire symboliquement I'égalité (2} sous la forme (1) :

g = 0_120%

ief

En partict lier toute notation » A.a; supposera implicitemnent que Y &, = 1.

el 1€l

2° Associativité du barycentre. — THEoOrREMEL. — Avec les notations du
théoreme du 1°, considérons une partition (1)), de I telle que, pour tout je J,
o; = » o, soit non nul; désignons par g ; le barycentre de ((@,)..;, (%;),.;)- Alors le

1€l

barycentre g de (a, a) est aussi barycentre de ((¢,),.,. (7))

Remarquons que (o)., est une famille presque nulle et que ) o; est égal
4 o, et donc non nul. Ecrivons : se

03 agd; = 3(3 agd) = T og9, .

el e el Jjed

TheoriME 11 — Soient (g;), ; une famille de points de &, (o)., une famille
presque nulle de scalaires, de somme ¢ = ) o, non nulle, et g le barycentre de
et
({9 ) err (G }),c;)- Donnons-nous d’autre part unje famille (a;),; de points de &, et, pour
tout j € J, une famille (x; )., presque nulle de scalaires, de somme non nulle, telles
que pour tout j € J, g; soit le barycentre de ((a;),.,, (;,)..;)}- Alors g est le barycentre
de ((ai)neh (Bi)!e!)s ou:

B =2 %‘(Z %‘)1 S;

et lef

Vérification aisée, en notant que (B;),; est une famille presque nulle, de
somme ¢, donc de somme non nulle.

REMARQUE. — Du point de vue pratique, le théoréme [l consiste & remplacer €5 points g, par des
familles dont ils sont barycentres. Par le jeu des coefficients nuls, on se raméne aux conditions du
théoréme, ol les g, sont tous barycentre de la méme famille {a,),.; (avec des familles de coefficients
différentes).

3° Isobarycentre. — Soit n € N* On suppose que n n’est pas multiple de la
caractéristique de K.

(') En toute rigueur, nous devrions écrire : g = 3 (g7'

el

o)
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DEFINITION. — On appelle isobarycentre du systéme (a,, ..., a,) e 48" le
n
barycentre g = 3 (1/n)a;

i=1

Il s’agit donc du barycentre de (a4, . . ., 4,), affectés de coefficients égaux non
nuls (par exemple 1, ou encore 1/x). On constate (réindexation) que pour tout
s€@,, I'isobarycentre de (ay) - . ., 4y, est celui de (a,, .. ., a,). Ceci autorise a
parler d’isobarycentre d’une partie finie de & (pourvu que son cardinal ne soit pas
multiple de la caractéristique de K). (On utilise I'indexation identique).

CaspE n = 2. — On parle alors de¢ milieu du couple (ou bipoint} (a,, a,).
(a,, a,) et {a,, a,) ont méme milicu.

THeorEME. — Le corps K m'étant pas de caractéristique 2, un quadruplet
(4, b, ¢, d) € & est un parallélogramme si, et seulement si (a, c) et (b, d) ont méme
milieu,

— — ’ . 0 .

ab = de s'éerit successivement, en fixant un point O e & :

—

— — — — — — —
Ob — Oa = 0c — 0d, Ob + 0d = 0a + Oc;

1 1

REMARQUE. — La définition d’unisobarycentre pour une famille infinie de points est du domaine
de I’Analyse (cf. tome V).

5.1.3. Convexité
% Dans ce paragraphe, le corps de base est K = R ou C. §

1° DeFINITION. — Soit (a, b) € £2. On appelle segment d'extrémités a et b, et
on note [a, b], I'ensemble des barycentres (1 — t)a + th, et t € [0, 1].

Soit @ un point quelconque de &. [a, b] est ainsi'ensemble des points me &
vérifiant :

Om = (1 — 1)0a + tOb,
avec { € [0, 1],

En choisissant 0 = a, on obtient : Eny = ta_[;.
On notera que [a, b] = [b, al, et [a, a] = {a}.

REMARQUES. — a) Le segment [a, b] contient a, b et le milieu de (a, b).
b) On définit aussi les intervalles :

Ja. b} = {1l —ra + tb|re ]0, 1]};
[a. b =1 — na + tb|t [0, 1[};
Ja, b = {1 — a + th|e € 10,11}
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2° THEOREME ET DEFINITION. — Pour toute partie ¢ de £, les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

iy Vg, by e €® [ab] = &;

ii) Tout barycentre de points de %, affectés de coefficients dans R,
appartient a %,

On appelle partie convexe de & toute partie ¥ de & qui vérifie (i} et (ii).
Soit % une partie de &. A tout n € N\{0} associons I'assertion :

(o7,) Pour tous systémes a = (a;).y €€" et a = (o) €(R,)

) tels que Y o, # 0, le barycentre de (a, a) appartient 4 4.

i=1

- (&) est vraie, (& ;) s'¢crit (i), ainsi qu’on le constate en posant ¢, = a,
a, = bet a/(o, + ) =1t

Draprés la remarque b) du 5.1.2, 1°, (ii) n’est autre que : (Vn € N\{0} (=,)).

Reste donc a prouver : (i) = (ii).

— Supposons (i) vraie et raisonnons par récurrence sur n. Soit m = 3;
supposons (<7,) vraie pour tout ne N, _,. Considérons ae €™ et ac(R,)",

Ht

verifiant Y a; # 0. Nous pouvons trouver m — 1 scalaires o, de somme non
i=1

nulle (sinon les o; € R | seraient tous nuls, et donc de somme nulle); supposons,
m=1

pour fixer les idées, que ¢' = ) o est non nul; nous disposons ainsi du point
1 m—1 . i=1 ) .
g =— 3 oa,et, daprés &, _,, ce point appartient a €.
G =1
Draprés le théoréme d’associativité, le barycentre g de (a, &) est le barycentre
des points g’ et a, de € affectés de coefficients dans R, ; d’aprés (.o,), il appartient
a%. O

REMARQUE. — {J et & sont des parties convexes de &. Un intervalle est convexe.

3° g) THEOREME. — Soit (%), une famille de parties convexes de &. Alors

% = [] ¢, est une partie convexe de &,
ief
En effet, si(a, b) € €2, alors pour tout i e I, (a, by e €2 et donc [a, b] = €, 11
en résulte [a, b] = €. il
On établit le méme résultat pour un ensemble de parties convexes de &.

b} Enveloppe convexe. — THEOREME ETDEFINITION. — Soit o/ une partie de £.
Il existeune et une seule plus petite partie convexe de & contenant .o/ ; on I'appelle
enveloppe convexe de o7 et on la note Conv (/). Cest 'ensemble de tous les
barycentres a coefficients dans R, de points de 7.

- L’intersection des parties convexes de & contenant .« répond manifeste-
ment & la question (I'unicité est évidente). Nous disposons ainsi de Conv (&),
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— Notons % 'ensemble des barycentres 4 coefficients dans R, de points de
sf. Visiblement : & — %; % est convexe par application du théoréme II du
5.1.2,2° (en remarquant que si pour tous i et j: o;€ R, et o;€ R, alors
B, € R.); il en résulte Conv (&) — €.

Mais tout point de € est un barycentre a coefficients dans R, de peints de
&, et donc de Conv (&) qui est convexe. D’ou ¥ < Conv (&), 0

ExempLe. — Conv ({4, b}) = [a, b].

REMARQUE. — 8i (%)), est une famille de parties convexes de &, il n°y a aucune raison que | J %;
el
soit convexe. Le lecteur vérifiera cependant que cette réunion est convexe lorsque (%)), est

totalement ordonnée par inclusion, ou, plus généralement, lorsque :
Vi, jel* kel % 0%, <%

Le lecteur complétera cette étude par la démonstration des théorémes de
Carathéodory et de Helly (cf. exercices 5.4. et 5.5).

5.2. VARIETES AFFINES. SOUS-ESPACES AFFINES
5.2.1. Généralités

1° Variétés affines. — THEOREME ET DEFINITION. — Soient (&, E, +) un
espace affine et F un sous-espace vectoriel de E. La relation binaire 2 ; définie sur &
par ;

2 —
Vip.g)eé pReq = pgeF
est une relation d’équivalence. Les éléments de I'ensemble quotient &/ - sont dits
variétés affines de &, de direction F,

Vérification aisée laissée au lecteur. O

2 Premiéres propriétés. — D’aprés les propriétés des classes d’équivalence :

— Une variété affine w'est pas vide;

— Etant donné un point a € &, et un sous-espace vectoriel F de E, il existe
une et une seule variété affine de &, de direction F, qui contienne a (on dit aussi « qui
passe par a »);

— Si & est une variété affine de &, de direction F, alors

—
F={pglipq)ec #*}; Vac¥ F=% —a; YacF F =a+F
Il en résulte, en particulier, qu'une variété affine r’a gu'une direction.

DeFiniTioN. — On appelle hyperplan affine toute variété affine dont la
direction est un hyperplan (vectoriel) de E.

THEOREME |. — Soient (&, E, +) un espace affine, et & une partie de &. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

i} # est une variété affine de &.
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ii) Il existe a € % tel que ¥ — a soit un sous-espace vectoriel de E.

iif) .# est non vide, et pour tout a € #, F — g est un sous-espace vectoriel de
E.

iv) Nexiste a € # tel que # soit un sous-espace vectoriel de £, (vectorialisé de
& en a).

v) .# est non vide et, pour tout g € &, ¥ est un sous-espace vectoriel de £,

vi}) Il existe a € & et F sous-espace vectoriel de E tels que % = a + F.

Vérification laissée au lecteur.

Cas PARTICULIER. — Les variétés affines d'un espace vectoriel (muni de sa
structure affine canonique} sont les translatés des sous-espaces vectoriels de E.

Simple conséquence de (i} < (vi}. ]

TueorEME 1. — Une partie non vide % de & est une variété affine de &£ si, et
seulement sj tout barycentre de famille de points de # est un point de %.

On traduit cette propriété en disant que F est « stable par barycentre ».

— La condition est nécessaire. — On suppose que % est une variété affine,
de direction F. Soita. € K'et ae %/, avecc = ) a; non nul. Endésignant par O

iel

un point quelconque de &, le barycentre g de (a, &) vérifie :

— —
Og = o~ ') o,0a

el

Il en résulte : Og € F, et donc g €0 + F = #. 0

— La condition est suffisante. — Supposons que la partie non vide # de &
soit stable par barycentre et choisissons @ € .#. Nous allons montrer que
F — a est un sous-espace vectoriel de E, et le théoréme résultera du
théoréme I

—~ % — aestnon vide car il contient le vecteur nul.

— Soient (p, q) € # et (o, B} € K% Définissons m € & par

— — —
am = aap + PBag.

Il s’agit de montrer me %.

Or nous constatons que m est barycentre de (g, p, g} F° affecté des
coefficients (1 —~ o ~ B, o, ) € K> (dont la somme est non nulle). O

REMARQUE. — Si K n'est pas de caractéristique 2, 1a « srabilité par barycentre de 2 points » suffit.

En effet, pour tous (a, p, ¢) € #* et (o p) € K* on constate qu'alors appartiennent 2 # les points
— — 1] — — — —
a + aap, a + Pag, a + E(cmp + Pag), a + cap + Pag.
CoROLLAIRE. — Sile corps K est R ou C, toute variété affine de £ est une partie
convexe de &,

Puisqu'une variété affine est stable par barycentre, elle I'est a fortiori par
barycentre a coefficients positifs. O
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3° Sous-espaces affines. — Soit (£, E, +) un espace affine. Supposons qu'il
existe une partie non vide % de & et un sous-espace vectoriel F de E vérifiant -

Vip.xye# x F p+xe# 1

L’application + de & x E dans & induit lapplication + de # x F dans &
qui coincide avec + sur % x F;on dispose ainsi du triplet (%, F, +) qui vérifie
visiblement 'axiome (A4,)} des espaces affines.

Pour que ce triplet soit un espace affine, il faut et il suffit qu'il vérifie en outre
I'axiome {A4,), c’est-a-dire que le couple (%, F) vérifie non seulement (1), mais
encore : _

Vip,q)e #*  pqeF (2)

Or, pour F donné, les parties non vides de & qui vérifient (1) et (2) sont
précisément les variétés affines de & de direction F (¢f. Théoréme [ du 2°).
Concluons en énongant :

THEOREME ET DEFINITION, — Soient (£, E, +) un espace affine, # une de ses
variétés affines, et F la direction de .% ; on désigne par + Papplicationde # x F
dans # qui coincide avec + sur F X F Alors le triplet (%, F, +) est un espace
affine; on dit qu'il s’agit d'un sous-espace affine de (&, E, +) de direction F.

Toute variété affine d’un espace affine qui sera envisagée par la suite pourra, si
nécessaire, €tre munie de cette structure d’espace affine.

C’est ainsi que nous parlerons de dimension d’une variété affine pour
désigner la dimension du sous-gspace affine associé (i.e. la dimension de sa
direction).

Par analogie, nous appellerons codimension d’une variété affine de
(&, E, +)la codimension dans E de sa direction. Ainsi les hyperplans affines sont
les variétés affines de codimension 1,

Enfin il nous arrivera de noter (%, F) la variété affine % de direction F.

4° Parallélisme. — DEFINITION. — Soient (&, E, + ) un espace affine, 7 et %
deux variétés affines de £. On dit que F est paralle‘le d ¥ si, et seulement si la
direction de # est incluse dans celle de %. On dit que % et ¥ sont paralléles si, et
seulement si elles ont méme direction.

Il s’agit respectivement d’un préordre sur 'ensemble des variétés affines de
&, et de la relation d’équivalence associée (¢f. exercice 1.16 du tome I).
On constate, en utilisant le 2°, que si # est paralléle 4 ¢, alors ;

50it F NG = soit F < ¥

Mais on notera que F ~ % peut étre vide sans que 'une des variétés soit
paralléle a l'autre.

ProrosiTioN. — Soient % et 4 deux variétés affines de &£. 7 est paralléle a ¥
si, et seulement s’il existe une variété affine ¥ — ¥ telle que # et ¥ soient
paralléles,

Vérification aisée, laissée au lecteur; en particulier si # < %, alors % est
paralléle a 4 (9" = #).
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5.2.2. Intersection de variétés affines

Soit (&, E, +) un espace affine, qui abréviativement sera noté &.

1° THEorEME 1. — Seit (# )., une famille de variétés affines de &. Alors
(] # ; est soit vide, soit une variété affine de £ dont la direction est 'intersection des

iel

directions F, des %,

Supposons [} F; non vide, et désignons par a I'un de ses points. Alors :

el

F—a=[WF, —a=NF. O

ief il
On établit le méme résultat pour un ensemble de variétés affines de &

TueorEME II. — Soient .# et % des variétés affines de & dont les directions F
et Gvérifient E = F + G. Alors # ~ ¥ est non vide et est denc une variété affine
de direction F ~ G. Si de plus E = F @ G, alors % ~ % est un singleton.

— Soit (g, bye F x 4. Le vecteur EI; de E peut s'écrire x — y, avec
(x,y)e F x G.onadonch — a = x — y,cequis’écrita + x = b + y.Comme
a+xeFetb+yeb onendéduit F n¥ £ .

— Sideplus E = F @ G, la directionde # nFest F nG={0}. O

DeFiNiTION. — Deux variétés affines de £ sont dites supplémentaires si, et
seulement si leurs directions sont des sous-espaces vecteriels supplémentaires de E,

Draprés le théoréme 11, I'intersection de telles variétés est un singleton.

COROLLAIRE. — Soient 3 un hyperplan affine et 2 une droite affine de £. Si 2
n’est pas paralléle a # , 2 ~ J estunsingleton (on dit alors que & coupe ). Si &
est paralléle 4 3, on a soit @ ~ ¥ = F, soit @ < F.

La premiére partie résulte de ce que, pour un hyperplan vectoriel H et une
droite vectorielle Dde E, E = D@® Hou D =« H.
La deuxié¢me partie du corollaire est déja connue. O

Notons qu'icy, si & n # = . on peut affirmer que & est paralléle a #.

CAs PARTICULIER. — Dans un plan affine, deux droites affines sont paralléles
si, et seulement si elles sont confondues ou disjointes. Dans le cas contraire leur
intersection est un singleton (on dit qu’elles sont concourantes).

11 suffit de considérer 'une des droites affines comme un hyperplan. [

29 Variété affine engendrée. ) THEOREME ET DEFINITION. — Soit &/ une
partie non vide de I'espace affine &. Il existe une unique plus petite variété affine de
& contenant %/ ; on Pappelle variété affine engendrée par o7 et on la note Afl ().
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Sa direction est Vect (& — a), ou a est un point quelcongue de <7, Enfin Aff (/) est
I'ensemble des barycentres de points de .

— L’intersection des variétés affines de & contenant o/ répond manifeste-
ment 4 la question (lunicité est évidente). Nous disposons ainsi de Aff ().

— Soient ae & et F = Vect(&/ — a); a + F est une variét¢ affine qui
contient .of, et donc Aff (&) = a + F.

Inversement, pour tout me &/, ﬁ appartient 4 la direction de Aff (@/);
o — a, et donc F est inclus dans la direction de Aff (), ce qui entraine
a + F c Aff ().

—~ Notons % l'ensemble des barycentres de points de «/. Visiblement :
o = B; F est une variété affine de & d’aprés les théorémes 11 du 5.1.2, 2° et du
5.2.1, 2°; il en résulte Aff (&) « B.

Mais tout point de # est barycentre de points de o et donc de Alf (o), qui
est une variété affine; il en résulte # < Aff (o). |

REMARQUE. — Dans le cas K = R ou C, on constate : Conv (&) < Aff (o).

e On définit de méme la variété affine engendrée par une famille (@,),, de
points de & (I # ) en introduisant & = {a;|i e I}. On la note : Aff ((a)))-
Le lecteur vérifiera aisément que Aff ((a),,) est I'ensemble des points :
—
ala + Z dl'at‘,ai!
5

ol i, e I est fixé et (o), décrit K.

DeriNmmioN. — Une partie non vide o7 (resp. une famille non vide (4}, ;) de £
est dite génératrice si et seulement si :

& = Aff () (resp. & = ATT((a),)

ExeMPLE. — Soient un hyperplan affine de & et m € & On vérifie aisément
que ¥ o {m} est une partie génératrice de & si, et sculement si m ¢ .

5.2.3. Coordonnées barycentriques.

Soit & un espace affine.

1° Rang d'une famille de points, ou d'une partie de &. — DEFniTiION . — On
dit qu'une famille non vide (a,),, de points de & (resp. une partie non vide o/ < &)
est de rang fini si, et seulement si Aff {(a,},.,) (resp. Alf (7)) est une variété affine de
dimension finie, dont la dimension est alors appelée rang de la famille (resp. de la
partie).

Notons que si le cardinal de la famille (resp. de la partie) est fini et égal &
n + 1 (ne N), alors le rang est fini et au plus égal a n; en effet la direction de la
variété affine engendrée admet un systéme générateur de n 4+ 1 vecteurs dont
I'un est nul.
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2° Famille affinement libre. — THEOREME ET DEFINITION. — Soit (a;),., une
famille non vide de points de &.

Si pour un i € I, la famille (a),g,x{fa} est libre, il en est de méme pour tout
ip € 1. On dit alors que la famille (a;},.; est affinement libre.

Un systéme de n + 1 points est affinement libre si, et seulement s’il est de rang n.

—
— Supposons (@, &;) ., libre. Considérons i, € I\{i,}, et considérons une

telle que ) oa,a; = 0.
[N

famille presque nulle de scalaires de K, (o)

el

Nous pouvons écrire :

Zas@:—(zaf)ﬁﬂ-

1#E

L’hypothése nous conduit alors a :

(Z o = 0) et  (Yie Nig, i} o =0)

1L N
Il en résulte : o, = 0. Dot : Vie I\{i;} o, = 0.

— La deuxiéme assertion est laissée au lecteur. O
On vérifie également :

ProrosiTion. — Toute sous-famille d'une famille affinement libre est
affinement libre.

EXEMPLES. — a) Un systéme (a, b) € & est affinement libre si, et seulement si a # b; Aff ((a, b))
est alors une droite affine.
En d’autres termes, par deux points distincts de &, « passe » une droite affine et une seule. Il s’agit

— —
dea + Kab = b + Kab.
o
b) (a, b, c) € & est aflinement libre si, et seulement si le systéme (ab, ac) est libre, ou encore si, et

seulement si a, b el ¢ ne sonl pas alignés (i.e. nappartiennent pas a une méme droite affine);
Aff{a, b, ¢)) est alors un plan affine.

o) (a, b, ¢, d) e & est affinement libre si, et seulement si g, b, ¢ et d ne sont pas coplanaires.

ExERCICES. — a} En utilisant la remarque du 5.2.1, 2° le lecteur montrera que si K est de
caractéristique autre que 2 :

Une partie non vide F de & est une variété affine si, et senlement si pour tout couple de points
distincts de .#, ¥ contient la droite affine engendrée par ces deux points.

) Si K n'est pas de caractéristique 2, soient (a, b, ¢, ) un parallélogramme et i le milieu commun
a{a, ¢y et {b, d). Alors a, b, ¢, d et i sont coplanaires.

3° Bases affines. — Derinimion. — On appelle base affine de &, ou repére
barycentrigue de &, toute famille finie ou infinie de points de & qui est a la fois
génératrice et affinement libre,

Il sagit d’une famille (a,),, telle que, pour un iy € I fixé, (a,4;)
base de E. 11 en est alors ainsi pour tout i, € I.

; est une

el
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Notons que tout espace affine & de dimension finie n admet des bases ; celles-
ci comportent n + 1 points (¢f. 5.4.3).

4° Coordonnées barycentrigues. — THEOREME. — On suppose Fespace &
muni d'une base affine (¢}, Alors tout point m € £ peut étre obtenu comme
barycentre de (a)),, affecté d’une famille (£,),, € KY. Cette famille est définie 4 une
constante maltiplicative non nulle prés. Elle est unique si on lui impose la condition

ZEA= L.

iel
— & étant, par hypothése, la variété affine engendrée par (a),,, 'existence
de (&), est assurée. Nous savons que l'on peut imposer » &; = 1.
el
— Inversement, soient deux familles (£,),; et (n,),,; répondant a la question,
avec Y & = Y 1, = 1. Nous pouvons érire :

iel ief

Y&ms, = Ynma =0 dob: ¥ - njma =0

el ief ief
En introduisant iy € I (I est nécessairement non vide) et en écrivant

ma; = ma, + a4,

compte-tenu de 3. (§; — m,) = 0, nous avons : 3 (§; — ni)@: = Q et donc ;

ief ief

er}\{io} &=

Nl en résulte, grace 4 Y &, = Y 1y, (Eir = Miierr

el icf
— Soilent maintenant deux familles quelcongues répondant a la question
(Eher €t (N)ier; posons & = Z g etn = Zn,». DrXaprés ce qui précéde :

ief el

viel &/8=n/n 0

DEFINITION. — (a)),; étant une base affine de &, m un point de &, on appelle
famille de coordonnées barycentriques de m dans la base (1), toute famille
(E:)ies € K'Y, telle que, o désignant la somme de la famille ;

m=o"1% Ea

iel

5° EXERCICE. — Supposons ici K de caractéristique nulle; nous appellerons polyédre (1) tout n-
uplet affinement libre (ay, .. ., a,) € °, face opposée d a; le polyédre (ay, ..., a;_y, @i s - - -, a,)
Chague g, est distinct de I'isobarycentre g, de la face opposée (car a, contrairement 4 g, n'appartient
pas a la variété affine engendrée par cette face opposée). Nous pouvons alors définir la médiane
passant par a; comme la droite afine Aff ({a,, g,)).

(') Pour # = 3, on dit triangle et non triedre.
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En étudiant Isobarycentre g de {a,, ..., a,), el en ulilisant Iassociativité du barycentre, le
lecteur montrera que les n médianes passent toutes par g et que, sur chacune d’clle, g est déterminé
par :

— 1—

gig = — g
n

Il est possible d'énoncer d’autres propriétés, en appliquant différemment I'associativité du
barycentre; par exemple, pour n = 4(tétraédre), g est le milieu commun aux bipoints formés par les
milieux des « arétes opposées »,

5.3. APPLICAT!IONS AFFINES, GROUPE AFFINE

5.3.1. Applications affines

Dans ce paragraphe, (&, E, +) et (¥, F, + ) désignent deux espaces affines
sur le méme corps commutatif, K.

1° THEOREME ET DEFINITION 1. — Une applicationf ; £ — % estdite affine
si et seulement s’il existe u € #(E, F) vérifiant 'une des assertions suivantes, qui
sont équivalentes :

. — —_—y —

(i) Jae& Ygeé& fl(g) = fla) + u(ag) (ou: f(a)f(g) = u(aq));

(i) Jaec& VxeE fla + x) = fla) + u(x);

- 2 — _— —

(iii) Y(p,q)e & fla) = fp} + ulpg) (ou : f(p)f(a) = ulpq)};

(ivy Vpe & Vxe E f(p + x} = f(p}) + u(x}.

— (i) <> (i) et (ii) < (iv) se vérifient aisément grace a la bijection
m +— am de & sur E.

— (i) = (ijcar § # .
— Montrons (i) = (iii). (i) est supposée vraie ; donnons-nous (p, g) € &>,

Nous pouvons écrire : f(p) = f(a) + u(a_p;) et f(q) = fla) + u(a_c;). Il en résulte :
flg) — f(p) = ulag) — u(ap) = u(pq) O

ExempPLE. — Toute application constante de & dans # est affine.

Notations. — L’ensemble des applications affines de & dans # se note
A(&, #). Au lieu d'application affine, on peut dire morphisme affine; lorsque
& = # on parle d’endomorphisme affine ct on note A(£) pour A(&, &).

THEOREME ET DEFINITION II. — Soit ' : & — # une application affine.
L’application linéaire u de la définition I est unique. On 'appelle partie linéaire de f
et on la note L(f).

Ayant choisi arbitrairement un point 2 € £ nous avons en effet :

VxeE  u(x)=f(a + x) — f(a). O
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REciPrOQUE. — Etant donné u € Z(E, Flet{a, a'ye & x #, il existe une, et
une seule application affine de & dans .# qui admette 1 pour partie linéaire et
transforme a en a’,

—
1l s’agit de lapplication : m +— & + ufam). Vérification aiséc. O

CoROLLAIRE. — Une application affine est constante si, et seulement si, sa
partie linéaire est nulle.

REMARQUES. — a} Pour démontirer qu'une applicationf : & — # est affine, il suffir de trouver
ae &1elque x +— f{a + x} — f(a) soit linéaire. Ce résultat élant acquis, on pourra alors appliquer
(iii) ou {iv}, plus forts que (1} ou {ii).

b) Une application f : & — F cst affine si, ct seulement s'Hl existe ¢ € £ tel que f soit une
application linéaire du vectorialisé &, dans le vectorialis¢ # .,

Si tel est le cas, ce résultat est vrai pour toul a € &.

¢) Pour tout (g, b)e § x #, notons @, la bijection x — a + x de E sur & et |, la bijection
y —b + pde F sur #. Le théoréme [ dit (assertion (i)} que f € F ¢ est affine si, et seulement s'il existe
a e & tel que 'application lllf(;) s f o @,de E dans F est linéaire, et (assertion (ii1)) que, si f est affine,
alors, pour tout pe &, L(f) = W5 ° f ° @,

2° Premiéres propriétés des applications affines. — En utilisant la remarque
précédente, le lecteur établira aisément :

THEOREME I. — Pour qu'une application affine f soit injective (resp. surjective}
(resp. bijective) il faut, et il suffit, que sa partie linéaire le soit. Sif est une bijection
affine, il en est de méme de /™' ; on parle alors d'isomorphisme affine.

TrEorEME 1. — Soient &, %, ¥ des espaces affines sur un méme corps
commutatif. Sif : & - F etg: F — % sont des applications affines, alors
gof : & — % est une application affine et

L(g =f) = L(g) = L(f).

En utilisant la conservation du caractére libre (resp. générateur) d’une
famille de vecteurs d’un espace vectoriel par injection (resp. surjection) linéaire,
on déduit du théoréme I :

CoroLLAIRE. — Une injection affine transforme un systéme affinement libre
en un systéme affinement libre. Une surjection affine transforme un systéme
générateur en un systéme générateur. Un isomorphisme affine transforme une base
en une base, et conserve la dimension (finie ou non).

EXEMPLE : INJECTION CANONIQUE. — {#, FYest ici une variété affine de &, munie de sa structure

de sous-espace affine de §. On constate que I'injection canonique j : ¥ — & est affine et admet pour
partie linéaire I'injection canonique de F dans E.

Si,enoutre,f : & — % estuneapplication affine, alors la restrictionde fa #, quis'écrit f - j,est
affine et sa partie linéaire est la restriction de L(f}a F.

3° Conservation du barycentre par application affine. — TuEorREME. — Pour
que l'application /' : & — F soit affine, il faut et il suffit, qu'elle « conserve le
barycentre », ce qui signifie que, pour toute famille (¢}, de points de &, et pour
toute famille presque nulle (2}, de scalaires de somme non nalle, I'image par f du
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barycentre des points massiques (a2, o) est le barycentre des points massiques

(flap, o).

La condition et nécessaire. — Considérons fe A(&, F), et posons u = L(f).
Soit un couple ((a).., (2:},,), o0 la famille de scalaires est presque nulle et de
somme non nulle. Le barycentre g des (a, a;) vérifie Y aga; = 0, et donc

iel

y ociu[ac:} = 0. En utilisant : u(g?zi] = f(g)f(a), on en déduit que f(g) vérific

el

Y w.f(g)f(a;) =0, ce qui montre que f(g) est le barycentre des (f(a). o). [J

el

Lq condition est suffisante. — Soit une applicationf : & -+ % quiconserve
le barycentre. Choisissons ¢ € & et définissons u# : E — F par :

VxeE u(x) = fla + x) — fla).

Il s’agit de prouver que u est linéaire.
Soient (x, y} € E? et (o, P) € K2. Nous avons :

ufax + By) = fla + ax + By) — f(a)
Or a + ax + Py est le barycentre de
((@aa+x, a4+ (1 —a—p o B)
Sfla + ax + By) est donc celui de
(fta), fla+x), fla+ ), (1 —a—B, o B

D’ou :

fla + ax + By) — fie) = (1— & - Bf@f(@) + S @f(a + 0 + Bf@f(a + y)
ce qui s'écrit ¢
u(ox + Py} = aulx) + pu(y). |

ProposiTion, — Si(ay),, est une base affine de £ et si (b)), est une famille de
points de .#, alors il existe une, et une seule application affine, f, de & dans & qui,
pour tout i € I, transforme a; en b, Si m < & admet la famille de coordennées
barycentriques (£}, de somme o = 0, alors f(m) = 6~ L&D,

Compte tenu du théoréme I du 1° et desa réciproque, l'existence et I'unicité
de f résulte de 1.9.1.2, 7° Ceci acquis, I'expression de f résulte du théoréme

précédent. Ol
4 Images dune variété affine, dun convexe. — Soient fe A(&, F) et
u = L(f).

TueoriME I. — L'image directe d’une variété affine (£, E') de & est une variété
affine de %, de direction u(E").
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L'image réciproque d’une variété affine (%, F') de # est ou bien {7, ou bien
une variété affine de &, de direction ¢ '(F").

THEorEME II. — On suppose ici K = R ou C. Alors 'image directe d’un
convexe de & est un convexe de # ; I'image réciproque d’un convexe de % est un
convexe de &.

Les démonstrations sont laissées au lecteur, qui utilisera I'une des caractéri-
sations dont il dispose, la caractérisation barycentrique étant la plus commeode
dans le cas d’un convexe. O

5o Complément : une interprétation des coordonnées barycentrigues. — Reprenons le
K-espace affine (&, E) et notons F ={{0} x E) U(K* x ), ol 0 désigne 0y et ou K*=K\{0}. Nous
définissons sur F une loi interne + en convenant que (les &, x,, m; appartenant respectivement & K*,
E &) :

N0, X)) 4 (0, x;) = (0, x; + x,); 8} (0, x,) + (=g, m) = (2, my + a7 %))

i) Siooty + oy # O, (o, my) + (%, my) = (%, + @y, my), o0 m, est le barycentre de (my, m,)
avec la famille de coefficients (x,, o,).

. . 0y s e
iv) Siay + o, =0, (2, m) + (%, my) = {0, x5}, otk x; = ayam, + o,am,, (a € ).

Le lecteur vérifiera que (F, +) est un groupe commutatif,

On adjoint la loi interne {.), 2 domaine d’opérateurs K, définie par :

iy a0, x,) = (0, 0x); ii) 0.(2;, my) = (0, Op)

i) Sio# 0 a.f{x,m) = (ax,m)

Le lecteur vérifiera que (F, +,.) est un K-espace vectoriel (il pourra interpréter les lois en
saidant d’une figure dans K3, (&, K2} désignant le plan affine constitué par les (5, 1, 1) € K3).

L'application u : F —+ K (0, x) — 0, (o, m) — o si 270 est une forme linéaire sur F, de
noyau {0} x E; {1} x &, ensemble des f€ F vérifiant u(f) = 1, est un hyperplan affine de F de
direction {0} x E.On constate quem +—- (1, m)est un isomorphisme affine de & sur {1} x #cequi
permet d'identifier les deux ensembles. En conclusion, tout K-espace affine peut s’interpréter comme un
hyperplan affine ne contenant pas Porigine d'un K-espace vectoriel.

Si{a,),; désigne alors une base affine de &, dans F, la famille ((1, a,)),; est une base (vérification

triviale) et si m est un point de &, de coordonnées barycentriques (£, avecy & =1,
ief
il est manifeste que (£)),.; constitue la famille des composantes de (1, m) dans la base ((1, a;),; de F.

Ainsi les coordonnées barycentriques ne sont jamais que des composantes de décomposition d’un vecteur
dans une base.

5.3.2 Endomorphismes affines ; projecteurs et symétries

19 Points invariants (ou points fixes) d'un endomorphisme affine. — 11 résulte
de la remarque b) du 5.3.1, 1° que, si un endomorphisme affine admet un point
invariant g, on peut le considérer comme un endomorphisme linéaire du
vectorialisé en ¢. D’ou Pintérét du théoréme suivant :

THECREME. — Soient (£, E} un espace affine, fun endomorphisme affine de &,
u la partie linéairedef, ¥~ = {m e &|f(m) = m} 'ensemble des points invariants de
1. Alors :

i) ¥ est ou bien I'ensemble vide, ou bien une variété affine de & dont la
direction est 'ensemble Ker(u — 1d;) des éléments invariants de u.
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i) Si u — Id; est surjective, ¥ n'est pas vide.

iii} ¥  ne peut étre un singleton que si u — Id; est injective. Inversement, si &
est de dimension finie et si Ker (v — Idg) = {0} (c’est-a-dire si 1 n’est pas valeur
propre de u), alors ¥ est un singleten.

e
— L’application g : m +—— mf(m) de & dans E, muni de sa structure affine
canonique, est affine et L{g) = v — 1d,. En effet, pour tout (p, g) € £ :

dP9@) = &@ — ofip) = FOf@) — pa = (u — 1d.Npg)

¥ est ainsi I'image réciproque de la variété affine {0} de E par I'application affine
g. D’ou 1) O
— Choisissons a € & Compte tenu de f(m) = fla) + u{am), I'équation
— —_—
fm) = m s’éenit ¢ (w — IdKam) + af(a) = 0. S1 u — 1d;; est surjective, cette
€quation a des solutions et ¥~ # 5. D’ou 1), O
— Si ¥ est un singleton, sa direction, qui est Ker (u — Id ) d’aprés 1), est
aussi {0}. Inversement si & est de dimension finie et si u — 1d est injective, alors
u — Id est aussi bijective, ¥” est non vide et de direction {0}. D'ouiii).  OJ

2° Projecteurs affines. — THEOREME ET DEFINITION. — Soient (£, E) un
espace affine, (#, F) une variété affine de &, G un supplémentaire de F dans E.

Pour tout point m € &, il existe un unigue point m’ € # tel que E:: € G; on dit que
m' est la projection de m sur F, parallélement a G.

En posant m’ = (n) on définit une application n de & dans & qui est affine et
admet pour partie linéaire le projecteur (vectoriel) sur F parallélement a G, quisera
noté p; on dit que © est ie projecteur (affine) sur F parallélement @ G, il vérifie
7 o = 1 ; Pensemble de ses points invariants est #.

— Pour m donné, m' est 'unique point commun aux variétés affines
supplémentaires # et m + G de & (cf. théoréme II du 5.2.2,1°).

m+G

ym={m)

{m)

FiG. 3.
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— Nous disposens donc de n : & —» &. Choisissons ¢ € % ; nous consta-
tons m(a) = a. Pour tout me &, m" = n(m) s’écrit successivement :

— —_— _ —_— —
(m'eF)y A (mmeG); (am' € F) A (m'm € G}; am’ = plam).
Alnsi : .

Ymed& nim) = ma) + plam),

ce qui montre que 7 est affine et que L{n) = p.
Le lecteur terminera aisément la démonstration. O

THEOREME RECIPROQUE. — Tout endomorphisme affine f'tel que /- f = fest
un projecteur affine.

Soit fe A(&) tel que f o f = f. D’aprés le théoréme I1 du 5.3.7, 2% p = L({f)
vérifie p o p = p, et donc est un projecteur vectoriel : il existe deux sous-espaces
supplémentaires F et G de E tels que p soit le projecteur sur F parallélement 4 G.

D’autre part, ayant choisi arbitrairement b € £, nous constatons que le
point a = f(b) est invariant par f Désignant par n le projecteur affine sur
# = a + Fparallélement 3 G, nous constatons alors que les applications affines
fet n vérifient L(f) = L(n} et f{a) = n(q), ce qui entraine f = n. O

REMARQUE. — Contrairement a ce qui se passe dans un espace vectoriel, un projecteur affine
n’est pas canoniquement associé & un autre : dans la situation du théoréme direct, on peut introduire
une variéte affine % de & de direction G et dire que r est le projecteur sur # parallelement a #; on
dispose du projecteur sur % paraliélement & #, mais % n'est pas uniquement déterminé.

3° Symétries affines. — Nous supposons ici que le corps de base K est de
caractéristique autre que 2.

THEOREME ET DEFINITION. — Reprenant les notations du théoréme et

défnition du 2°, on associe 4 tout point me & le point o(m)e & tel que :

mao(m) = 2 mn(mj {ou encore : m(m) est milieu de (m, c(m)).

On définit ainsi une application ¢ de & dans & qui est affine et admet pour
partie linéaire la symétrie (vectorielle) par rapport a F parallélement a G, qui sera
notée s; on dit que ¢ est la symétrie (affine) par rappert 4 %, parallélement 3 G elle
est involutive, et donc bijective; 'ensemble de ses points invariants est .

On raisonne comme au 2°. Ayant choisi ¢ € # et constaté o(a) = a, on
aboutit a :

Ymed&  om) = 0@ + 2p — ldam) = o(a) + s(am) =

REMARQUES. — a) On peut dire aussi que o est la Ssymélrie par rapport a # parallélement &
toute variété affine & de & de direction G.

b} Si F est un singleton {a},ona F = {0} et G = E; on parle alors de symétrie-point a, ou de
symétrie centrale par rapport d a.

THEOREME RECIPROQUE. — Tout endomorphisme affine f qui est involutif est
une symétrie affine.
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Ayant choisi arbitrairement b € &, on constate que le milieu du bipoint
(b, f(b)) est invariant par f. Ceci acquis, on raisonne comme au 2° O

ProposITION. — Deux symétries affines commutent si,et seulement si, leur
produit est une symétrie affine.

Méme démonstration que dans le cas vectoriel (1.3.3, 2°). O

5.3.3.. Le groupe affine

Soit (&, E, +) un espace affing, noté abréviativement &.

1° THEOREME ET DEFINITION, — L’ensemble des automorphismes affines de £
est un sous-groupe du groupe symétrique &(£); on I'appelle groupe affine de &; on
le note GA(&).

Résulte immédiatement des théorémes I et II du 5.3.1, 2°. O
On constate de méme :

ProrosiTioN. — La restriction a GA{&£) de Papplication L qui a toute
application affine associe sa partie linéaire induit un morphisme de groupes
surjectif de GA(&) sur GL(E), groupe linéaire de E. Ce morphisme sera noté 0.

La surjectivité tient & ce que, pour tous u € GL(E) et (a, b) € £2, 'application

—_—
m — b + u(am) de & dans lui-méme est un élément de GA(£), de partie
linéaire u. O

REeEmMarRQUE. — Comme tout sous-groupe de S(&£), GA(F) opére sur ; il en est de méme de tout
sous-groupe de GA{£). On constate que GA(£) opére transitivement (mais non fidélement).

2° Le groupe des translations. — DEFINITION. — Soit v € E. L’application
m — m + vde & dans lui-méme est appelée rranslation de vecteur v, et notée t,.

L’image de # < & par t, se note % + v.

THEOREME. — L’ensemble 7{&) des translations de & est un sous-groupe
distingué de GA(&), isomorphe au groupe additif (E, +) et denc commutatif. C’est
le noyau du morphisme 6.

— Soitw e E. Fixons a € & ; nous avons alors t {a + x) — f,(a) = x;¢,est
donc une application affine de & dans lui-méme, de partie linéaire Id,; elle
appartient a GA(&) et méme a Ker 6.

— Inversement, soit fe Kerf. Pour tout (g, m)e&?, nous avons
— —_
f(m) = f(a} + am, et donc : f(m) = m + af(a}; il suffit alors de fixer a € & pour
constater : f = v
Il enrésulte 7{&) = Ker 6; or Ker 9 est un sous-groupe distingué de GA(&£).

— Enfin, le lecteur constatera que v +— ¢, est un isomorphisme du groupe
(E, +) sur le groupe (T{&), o). O
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REMARQUE. — On dispose d'un isomorphisme de groupes entre GL(E) et GA(SYT&)
(surjectivité de 8). Deux automorphismes fet g de & ont méme partie linéaire si et seulement §°i] existe
te &) telle que f=togiresp. f=goi)

3° Groupe disotropie dun point de &. — THEOREME ET DEFINITION. — Soit
2 un point de &. On appelle groupe d'isotropie de g, et on note GA (&), 'ensemble
des automorphismes de & laissant g invariant. La restriction de 8 &4 GA(&) est un
isomorphisme de GA (&) sur GL(E).

1l s’agit d'un sous-groupe de GA(&) (1.2.5.3). On constate :
T(€) A GALE) = {1d,},

la restriction de 8 & GA,(£) est donc injective. En prenant la démonstration de la
proposition du 1°, avec a = b, on vérifie la surjectivité. 0

REMARQUE. — En introduisant le vectorialisé &, de & on a :
GAL8) = GL(&,),

On retrouve ainsi I'isomorphisme entre GA,{&) et GL(E).

THEOREME. — Soit g € & fixé. Tout automorphisme [ € GA(&) s’écrit de facon
unique f=1tog, avec (,g)e TN&) x GAJ(E) (resp. f=g ot, avec
(g’ t) € GA &) x T(&).

— Unicité. — Sit, og, =1, ogy, alors t;! ot; = g, o gy ! appartient a
T(&) n GA,(&) = {1d,} et donc (1, g,) = (L3, g3)-

— Existence. — Soientd’ = f(a), et tlatranslation t7.Posonsg = t7! 5
nous avons g € GA(£), g(a) = t'(a) = a, et donc g € GA(&).

La décompesition f = ¢’ - ¢’ s’étudie de méme. O

Ces résultats montrent que I'étude des automorphismes affines se raméne,

« & une translation prés », a celle des automorphismes linéaires d’un vectorialisé
de &.

4°¢ Groupe des homothéties-translations. — DEFINITION. — Soient g € £ et

—
a € K\{0}. L’application m —a + aam de & dans lui-méme s’appelle homothétie
de centre a et de rapport u, et est notée h_,

Notons que si K est de caractéristique différente de 2, b, _ est la symétrie-point de centre a.

THEOREME ET DEFINITION. — L’ensemble H(£) des homothéties et des
translations de & est un sous-groupe distingué de GA(&), appelé groupe des
homothéties-translations. C'est 'image réciproque par ¢ du groupe des homothé-
ties vectorielles de E. Pour f € H(&), B(f) s'écrit de fagon unique oId; (x € K\{0}).
Le scalaire o est appelé rapport de 'homothétie-translation /.

Une homothétie-translation de rapport 1 est une translation. Une homothétie-
translation de rapport o # 1 est une homothétie de rapport o, dont le centre est
uniqguement déterminé.



5.3.4 APPLICATIONS AFFINES, GROUPE AFFINE 147

— Une homothétie h, , est manifestement une application affine de & dans
lui-méme, de partie linéaire ald,, et donc H(&) = GA(&). Pour tout fe H(#),
0(f) = ald; (a = 1sife TV&)).

— Inversement, soit f € GA(#), telle que 8(f) = ald, aveca # 0.8ia = 1,
alors fe T1&). Supposons donc o # 1, et soit b fixé dans £. Notons b = f(b).
Nous écrivons alors, pour tout me &, f(m) = ¥ + ug;w:; il en résulte que
P'équation f{m) = m, a inconnue m € &, que nous pouvons écrire ;

— —
(1 — o)bm = bb'

e
a comme unique solution a = b + bb'. fest ainsi déterminée par :

-

Vmed fim)=a+ chr:, et done f=h,,

H({&) est ainsi l'image réciproque par 6 du groupe des homothéties
vectorielles de E, ce qui prouve que H{&) est un sous-groupe distingué de GA(&).
L’unicité du centre tient a ce que celui-ci est nécessairement invariant. O

REMARQUES. — a) Le lecteur constatera que l'application qui, & une homothétie-translation
associe son rapport, est un morphisme du groupe H(&) dans le groupe (K*, .).

il en déduira, par exemple, que la composée de deux homothéties de rapport c et o~ ' est une
translation.

b) L’ensemble des homothéties de centre a fixé est un groupe commutatif isomorphe a (K*, .).
C'est le groupe des homothéties vectorielles de &,

5.3.4. Formes affines ; hyperplans affines

1° Formes affines. — a) DiriniTion. — On appelle forme affine sur le
K-espace affine (£, E, +) toute application affine de & dans K, muni de sa
structure affine canonique.

La partie linéaire d’une telle forme est donc un élément de E*, dual de E. On
vérifie aisément :

a) Toutefe A(&, K) est ou bien constante, ou bien surjective. En effet 'image
de L(f) étant un sous-espace vectoriel de K est ou bien {0}, ou bien K.

Notons que l'existence de formes affines non constantes, qui équivaut a
(E* # {0}) suppose que & n'est pas un singleton.

b) A(&, K) est un sous-espace vectoriel de K’ ; f — L(f) est une application
linéaire de A(&, K) dans E*, dont le noyau est constitué par les formes linéaires
constantes.

2¢ Equations dun hyperplan affine. — Soit (&, E) un espace affine non réduit
a un singleton, ce qui implique qu’il existe des hyperplans vectoriels dans E et,
donc, des hyperplans affines dans &.
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THEOREME. — Soit f une forme affine sur &, non constante. Alors I'ensemble
H# = £~ Y0) est un hyperplan affine de &.

M cst Vimage réciproque de la variété affine {0} de l'espace affine K.
Comme ¢ est non vide (du fait de la surjectivité de f), ¢’est une variété affine de
& ; on constate que la direction H de 3 est le noyau de la forme linéaire L(f), qui
est non nulle; H est donc un hyperplan vectoriel de E. O

THEOREME RECIPROQUE. — Soit 3¢ un hyperplan affine de &. Alors il existe
une, et 4 une constante multiplicative non nulle prés, une seule forme affine f
telle que # = f~'(0); f est non constante. On traduit :

Vmed (me #) < (fim) = 0)
en disant que fim) = 0 est une équation de .

— La direction H de 5 étant un hyperplan vectoriel de E, on sait (1. 9.3.3)
qu’il existe u € E*\[0} telle que H = Ker u.

Drautre part, 5 étant non vide, nous pouvons choisir ¢ € #. Nous avons
ainsi :

# = {me&|ulam) = O},

f: & - K déhniepar :Yme & f(m) = u(a_>m), est une forme affine de partie
linéaire u, et donc non constante (u # 0), qui vérifie # = f~ (0.

— Soit alors g € A(&, K), telle que 3# = g~ }(0). Les formes linéaires L{f) et
L(g) ont le méme noyau H, ce qui entraine (1.9.3.3, 3°) qu’il existe A e K\{0} tel
que L(g) = AL(f). De L{g — Af) = 0, on déduit que la forme affine g — A f est
constante ; elle est méme nulle puisqu’elle prend la valeur 0 en tout point de 3 ;
ainsi g = Af. O

Hyperplans affines paralléles. — ProprosiTioN 1. — Deux hyperplans affines
de & d’équations respectives f(m) = 0 et g(m) = 0 sont paralléles si, et seulement
s'il existe A € K\{0} tel que la forme affine g — X f soit constante.

Le parallélisme de 5 et #” équivalant a I'égalité des noyaux de L{f) et L{g),
il suffit de reprendre le calcul qui précéde. O

CoroLLAIRE. — Soient # un hyperplan affine de £ et f(m) = 0 une équation
de 5. Pour tout o € K, on pose ¥, = f~ (). Alors o — 3 est une bijection de
K sur 'ensemble des hyperplans affines de & paralléles a #.

Vérification aisée, laissée au lecteur, ]

Complément. — ProrosiTioN II. — Soient, dans un espace affine réel, un
hyperplan 5 = f~'(0) et une droite Z = Aff (a, b), non paralléle & 5. On sait

(5.2.2,1°) que & ~ # ={m};on a alors : fib)ma = f(aymb.

— —
Posons u = L(f), m = a + tab, et écrivons : fla + tab) = 0, ou encore :

fla) + tufab) = 0,
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ou enfin

fla) + t(f(b) — fla) = 0.

On a: f(b) # f(a), sinon 2 serait paralléle a . On en déduit
Sla)

= —————. ]

flay — fib)

39 Demi-espaces. — Ici, nous supposons K = R.— DEFINITION. — Seient 3¢
un hyperplan affine de &, et f(m) = 0 'une de ses équations. Les deux parties de &,
définies par :

& = {me&|f(m) > 0} et & = {me&|f(m) < 0}

sont appelés demi-espaces ouverts délimités par . On définit de méme les demi-
espaces fermés avec des inégalités larges.

Le lecteur vérifiera que &, et &, ne sont pas vides, et que, d’aprés 2°, pour 5
donné, I'ensemble {#,, &,} ne dépend pas du choix de f. Mais cela naurait aucun
sens de parler de demi-espace « positif » ou « négatif ».

%, R* R, et R_ étant des parties convexes de R, il résulte du théoréme I
du 5.3.1,4°;

ProrosiTion. — Un demi-espace (ouvert ou fermé) est une partie convexe
de &.

EXERCICE. — Soient 3 un hyperplan affine de &, et (a, b} € €2, En utilisant la proposition iI du
2°, on constate que 4 el b appartiennent au méme demi-espace ouvert délimité par # si et seulement
si:

[a, b] n# = @&
*REMARQUE. — Le lecteur montrera, lorsqu’il aura étudié I11.2,6.1, 6°, que si Eestune.v.n. etsi f
est continue, &, et £, sont les deux composantes connexes de £\,

4° Affinités et transvections. — DEFINITION {. — Soient (&, f) un hyperplan affine D une

droite vectorielle supplémentaire de / dans E (i.e. non incluse dans H) et « c K\{0}. On appelle affinité

d’hyperplan directeur #, de direction D et de rapport o I'application de # dans lui-méme qui 2 tout point
e —

m ¢ & associe m’ € & défini par : mym’' = i, o my, est la projection de m sur # parallélement & D.

Sia = Lils'agitdeId,;sia = — 1etsi K n'est pas de caractéristique 2, il s"agit de la symétrie
affine par rapport a 3, parallélement a D.

DEFINITION L. — Soit # un hyperplan affine de &. On appelle transvection d’hyperplan directeur
M toute application de la forme :
m — m + gimx,

ol x, est un vecteur fixé de la direction H de 5, et o g(m) = 0 est une équation de ",
Si xy = 0, il s'agit de Id,.

o Le lecteur vérifiera qu'affinités et transvections sont des automorphismes affines et que, dans
chaque cas ou il ne s’agit pas de 1d g, Phyperplan divecteur est I'ensemble des points invariants.

En vue de démontrer une réciproque, étudions un automorphisme u d'un espace vectoriel E dont
I'ensemble des points invariants est un hyperplan H de E, ce qui s’écrit : H = Ker (u — Idg), et
impliqueque D = Im (u — Idg), isomorphe a E/H, soit une droite vectorielle. Distinguons deux cas :

1°Cas : D & H, c'est-d-dire E = H @ D. — D est stable par u — Id, et donc par «, qui induit
ainsi sur D une homothétie de rapport o (avec a # O d'aprés u € GL{E), et & # 1 puisque Qest le seul
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vecteur de D invariant par u). Pour x = x" 4+ x", avec (x', x")e H x D,on a :
u(x) = x" + ax”.

2°Cas : D < H. — Ayant arbitrairement choisi x, € D\{0}, nous disposons de I'isomorphisme
@ :E —E&x,de K sur Detnous constatons que b = @~ ! » (1 — Idg) est une forme linéaire sur E, de
noyauw H; ici :
VxeE u(xy = x + h{x)xq.

¢ Revenant au cas affine, démontrons :

PROPOSITION. — Soient # un hyperplan affine de £ et f un automorphisme affine de & laissant
invariant tout point de . Alors f est une affinité ou une transvection d’hyperplan directenr 3¢.

- Silexiste @ € £H1, invariant par f, alors f = Id;; en effet # \ {a} est une partie génératrice
de £.

— Supposons maintenant que # est I'ensemble des points invariants de £ Choisissonsa e 3¢ ;f
est ainsi un automorphisme linéaire du vectorialisé &,, dont I'ensemble des points invariants est
I'hyperplan (vectoriel) »# de &,. On applique I’étude vectorielle qui précéde. O

REMARQUES. — a) La méme étude, sans I'hypothése f bijective, donnerait en outre les
projections aflines (cas o« = 0).

b) L’ensemble des automorphismes affines laissant invariants tous les points d’'un hyperplan
affine X est un sous-groupe de GA(&) : c’est 'intersection des GA (&) lorsque a décrit .

Si, 4 un tel automorphisme, on associe son rapport lorsqu'il s’agit d’une affinité, 1 lorsqu’il s’agit
d'une transvection, on définit un morphisme de ce groupe dans le groupe multiplicatif (K\{C}, .).

En particulier la composée de deux affinités de méme hyperplan directeur #, et de rapports
inverses est une transvection, d’ailleurs identique lorsque les affinités ont la méme direction.

5.4. ESPACES AFFINES DE DIMENSION FINIE

K étant un corps commutatif donné, nous considé- 3
rons exclusivement des K-espaces affines de dimension
Jinie, non nulle, ce qui nous garantit Pexistence d hyper-
plans,

5.4.1. Coordonnées et représentations paramétrigues

DEFINITION. — Soit A un ensemble quelconque. On appelle paramétrage oun
représentation paraméirique de A toute application surjective

f: A > A

A est appelé ensemble des paramétres. Si k. € A, I'élément f (1) de A est appelé
élément de paramétre ).

On peut adopter un point de vue voisin en considérant f comme une famille
d’éléments de A, notée (@), avec A = {qJA € A}
Tout ensemble admet un paramétrage : A = A et f identique. Dans la
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pratique, seuls nous intéresseront les paramétrages dans lesquels A est une partie
de K, oude K? (pe N¥%),

Notons que, bien que cela soit parfois commode, nous n’imposerons pas
toujours que f soit bijective.

Au lieu de paramétres, on parle aussi de coordonnées, la distinction entre les
deux vocables étant surtout dictée par usage.

5.4.2. Repéres affines, coordonnées cartésiennes.

1° DeFmiTioN. — On appelle repére affine (ou cartésien) de I'espace affine
(&, E, +), de dimension » > (), tout couple (O, e), o O est un point de &, appelé
origine des coordonnées, et ¢ = (e, ..., e,) une base de E. On appelle coor-

—
données (1) d'un point m € £, les composantes du vecteur Om dans la base e.

Le systéme & = (£, .. ., §,) des coordonnées de m est donc défini par :

On dispose ainsi d’'un paramétrage bijectif de &. Plus précisément :

TreorEME. — Un repére (O, e) de & étant choisi, la correspondance entre

me & et sonsystéme (£, . . ., §,) de coordonnées est un isomorphisme affine de £
sur K"
Vérification immédiate. O
20 Coordonnées du barycentre. — THEOREME. — Soient ((, e) un repére

affine de &, (a,),., une famille de points de &, et (), un élément de K" tel que

o = Y «,soit non nul. Désignons par (&,,, . . ., &) le systéme des coordonnées de

el
a, dans le repére (O, e). Alors lesystéme (&,, . . ., £,) des coordonnées du barycentre
g =6 ') aa, dans ce méme repére, est donné par :
rel
VieN, £ =07 at;
ief
Consequence immédiate de :
s ) .
Og = o ') o0a,. O

iel

3° Représentation matricielle dune application affine. — Soient (&, E) et
(#, F) des espaces affines de dimensions p > 0 et n > 0, (0, e) et (L, £) des

{') Il serait plus correct de parler de coordonnées cartésiennes.

RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algébre 6
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reperes affines de & et #, enfin f une application affine de & dans % de partic
linéaire u,

Mat (u; e, €)est notée M =[a;;]. Nous désignons par N la matrice-colonne
des coordonnées v, de f(O) dans le repére (£2, €), et, pour tout (m, m') € & x &, par
X et Y respectivement la matrice-colonne des coordonnées £; de m dans le repére
(0, e) et celle des coordonnées 1); de m’ dans le repére (£2, €)..

Pour tout (m, m)e & x F, I'assertion m’ = f(m) équivaut a :

— —_ —
Qm' = Qf(0) + u(Om) (1
et donc & :
Y=MX+N (2)

ce qui s'explicite sous la forme :
p

VieN, M= Y af;+ v (3)

i=1
REMARQUES. — @) Dans la pratique, on évitera des erreurs en vérifiant, dans (2), que X = 0
donne les coordonnées ¥ = N de f{O0).
b) Si on choisit Q = f(0), alors N = 0.

Le lecteur vérifiera que, réciproquement, toute relation du type (2) ou (3)
définit une application affine de & dans & dont la partie lin¢aire est représentée
par la matrice M dans les bases e et £ On achéve de la déterminer par 'image
d’un point (généralement celle de P'origine O).

CAS PARTICULIER. — Formes affines. — Soient & un espace affine de
dimension n > 0, et (0, e) un repére affine de &. Toute forme affine sur & s’écrit

f n

f: 8 >K O+ Y Ee;— 3 af;+ o, 4

i=1 j=1

ot (o, ..., %,4,) est un élément de K"*'. Inversement, toute application
f: & — K de la forme (4) est une forme affine sur &.
Notons que f est constante si, et seulement si (a,, ..., a,) = (O, ..., 0).
D’autre part, dans la base duale e* = (e}, .. ., e¥) de e,

L(fy= 3 aer
i=1

4° Changement de repére affine. — Soient (O, e) et (O, ') deux repéres affines
du méme espace affine (&, E) de dimension n > 0. Soit P la matrice de passage
P = P¢, ( la matrice colonne des coordonnées de O dans le repére (O, €)
(Remarquons que P et @ définissent le « nouveau » repére ({7, ') par rapport &
'« ancien » (O, e)).

Si nous notons X la matrice colonne des coordonnées de me & dans le
repére (0, e), X' celle de ses coordonnées dans le repére (0, ¢), la formule :

- —_— —
Om = 00 + O'm
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se traduit alors par :
X=PX +0Q (5
P étant inversible, on en déduira X’ en fonction de X, si ¢’est nécessaire.

REMARQUES. — a) Ici encore, on aura tout intérét a penser au cas X' = 0 (donc m = ') pour
éviter toute erreur dans la signification de Q.

by On awrait pu, comme on Va fait dans les espaces vectoriels, interpréter (5) comme la
traduction matricielle de I'application affine Id : & — &, & étant muni respectivement des repéres
(0, &) et {O, e).

¢) Le lecteur établira une formule de changement de repéres pour la représentation matricielle
{2) d'une application affine.

59 Orientation dun R-espace affine (£, E) de dimensions n > 0. — Par
definition, orienter &, cC’est orienter E et convenir que 'on qualifie de positifs (ou
directs} les repéres de & associés aux bases positives de E, de négatifs (ou
rétrogrades) les autres repéres de &.

Le lecteur pourra remarquer que cette partition de I'ensemble des repéres de & est déterminée
par la relation d’équivalence % définie par « @59 signifie que les bases associées aux repéres # et
#' ont la méme orientation ».

Aux propriétés de l'orientation dans un espace vectoriel, ajoutons ;
Pour toute f € GA(&), les repéres (O, e) et (f(0), f(e)) appartiennent a la méme
orientation si et seulement si det (L{f)) > 0.

5.4.3. Coordonnées cartésiennes
et coordonnées barycentrigues

Soit & un K-espace affine de dimension finie n > 0.
1° S1(0, (e, ...,e,)) est un repére affine de &, alors ;
(0,0 +e,....,.0+¢)

est un repére barycentrique (ou une base affine)de & (cf. 5.2.3, 39).
Inversement si(aq, a4, . . ., a,) est un repére barycentrique de &, alors :

— —y
(ap, (agay, .. ., aga,))

est un repére affine de &.

2° Soient (O, (e,, . ...e,) et (ay, a4, .. ., a,) des repéres ainsi associés. En
utilisant :

n L]
Om=> te, e m=oc '} aa, ol o= ) a,
i=0 i

nous constatons que :
— Si (&, ..., &) est le systéme des coordonnées cartésiennes de m e &,
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alors tous les systémes de coordonnées barycentriques de m sont les
(g, oq, . .., o) donnés par :

VieN, o, =0L; o= c(l -3y E,j)
i=1

ot G peut &tre arbitrairement choisi dans K\{0}.
— Si(og, oy, . .., &) 65t un systéme de coordonnées barycentriques de m,
alors le systéme des coordonnées cartésiennes de m est donné par :

n
. o _
vieN, & =oc"'a, avec o=) a
j=0
3° Pour K = R, si & est orienté, Vorientation de (aq, a4, . . ., a,) est, par
définition, celle de
(@gs (apay, - . ., apa,)).

5.4.4. Représentation des variétés affines

Nous avons vu, au L1L2, que I'ensemble des solutions d'une équation
linéaire était soit ’ensemble vide, soit une variété affine. Nous allons ici aborder
le probléme réciproque.

Dans tout ce qui suit, sans que nous ayons d le répéter, l'espace affine &, de
dimension n > 0, est muni d'un repére affine (0, e).

1° Equations cartésiennes dun hyperplan. — 11 résulte de 5.3.4,2° et
5.4.2,3°:

THEOREME. — a) Toute équation d’un hyperplan affine de & est de la forme :

n

Y of; +a,.,=0, avec (otg, ....o) £ (0, ...,00 ()

i=1

Inversement toute équation de la forme (1) représente un hyperplan affine 3 de &,
toute équation de ¥ s'écrivant alors :

Z": (ho)g; + het,.y =0, avec A e K\{0}

=1

et la direction de # admettant (dans la base e) I'équation :

b) Les deux hyperplans affines admettant respectivement pour équations :

> ot + ey =05 Y B&; + Busr =0

i=i i=1

sont paralléles si et seulement s'il existe A € K\{0} tel que : Vie N, B; = Ao
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2° Equation cartésienne dune variété affine. — DEFINITION. — On appelle
rang d’un systéme ()., dhyperplans affines de & le rang r du systéme

(H )., des directions. Les deux systémes sont dits libres lorsque r = m.

Si, pour tout i e N, f; € A(&, K) est telle que 3, =/ (0) et siw, = L(f),
alors r est le rang du systéme (u;).,_d éléments de E*, mais pas nécessairement le

rang du systéme (f)._déléments de Pespace vectoriel A(&, K).

THEOREME. — Soient p un entier tel que 0 < p < n et ¥ une partiede &, Une
condition nécessaire et suffisante pour que F soit une variété affine de dimension
p de & est quil existe une famille libre ()., = d’hyperplans de & dont

lintersection soit #.

La condition est nécessaire. — Par hypothése, # est une variété affine de
dimension p de &. Sa direction F est un sous-espace vectoriel de dimension p de
E;d’aprés1.9.3.6, 4° il existe une famille libre (H;),y _ d’hyperplans vectoriels de

E dont Vlintersection est F. Fixons ae % et posons: . ¥;=a+ H,

1 i< n—p;(#)e, , est ainsi une famille libre d’hyperplans de & dont
r—p

Pintersectionesta + (| H,=a + F = #. O
i=1 n—p

La condition est suffisante. — Solent & = {1 #, ol (¥#)

e, _

R est une
i=1

famille libre d’hyperplans affines de &, et, pour tout ie N, _, fi(m) = 0 une

équation de . # est ainsi 'ensemble des m € & vérifant :

vieN, , fim) =0 b3
ou encore I'ensemble des O + Y e, vérifiant un systéme de n — p équations

i=1
linéaires a4 » inconnues de la forme :

vieN,_, Y ooE oy, =0

i=1

dont le rang n — p est égal au nombre des équations. D’aprés la théorie des
équations linéaires (I.11.2), ce systéme est compatible et & est non vide; & est
alors une variété affine de & de dimension p (toujours d’aprés 1.11.2, ou encore
d'aprés 5.2.2, 1°). O

ProrosiTION. — Soit la variété affine de &, de dimension p :
L
F = n H ou (5, =fi71(0)]£eN, ,
i=1

est une famille libre d’hyperplans affines de &. L'ensemble des hyperplans de &
contenant % admet le paramétrage A ——g, '(0), avec :

A=y ok )JEeKTRI0, .., 0)) et g, = "f’ .

i=1
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— Pour A # (0,...,0) donné, g, est une forme affine non constante,
puisque

Ligd= 3 MUY

i=1

est une forme linéaire non nulle; g7 ' (0) est donc un hyperplan de &; cet hyperplan
contient & d’apres (2).

— Inversement soit # un hyperplan de & qui contient &. Sa direction
contient celle de &, qui est lintersection des directions des #°, D’apres
1.9.3.6, 4°, toute équation g(m) = 0 de s vérifie donc :

n-p
Lig)= > AL(f), ou (A, ... k,_,) estun élément non nul de K" 2

i=1
n—p n—p
Onal (g - Y A ) = 0,9 — ), A est une forme affine constante; il
i=1 i=1 r—p
suffit de calculer sa valeur en a € # pour constater g = Y Af;. O
i=1
REMARQUE. — Le paramétrage A >—>g,{1(0) n'est pas bijectil. On constate que
9.0 = g2 '@ sécrit po=kx, ke K\O}

11 peut étre commode de se limiter & une restriction injective de ce paramétrage. Cest ainsi qu'en
supposant L, = 1, on obtient un paramétrage bijectif de 'ensemble des hyperplans affines contenant
F qui ne contiennent pas la variété affine

3° Représentation paramétrique dune variété affine. — THEOREMEL —
Soient a un point de & de coordonnées («,, ..., o), v = (v;, . .., v,) unsystéme de

n

vecteurs de E avec v; = Y B
i=1

On dispose alors du paramétrage :

£ €t F la variété affine ¢ + Vect(v,, ..., 0,).

P

E=o + Z ABj (ieN,) (3)

i=1

ou le paramétre A = (A, ..., A} décrit K”. Si de plus v est un systéme libre
{(dim # = p), le paramétrage est bijectif et A est le systéme des coordonnées du
point correspondant de % dans le repére affine (g, v).

Verification immeédiate, chaque point de & étant donné par :

m=a+ Y Ay, 4 0
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REMARQUES. — @) En toute rigueur, Cest la formule (4) qui définit un paramétrage de #. La
formule (3) définit un paramétrage d’'une variété affine de K" isomorphe a #. Par abus de langage,
nous dirons encore que (3) constitue un paramétrage (ou représentation paramétrique) de #.

b) Onretrouve,avec F = £etp = n, la définition des coordonnées cartésiennes, cas particulier
d'un paramétrage de &.

TrueoreME 1I. — Soient (a, - . ., a,) un systéme de points de &, ol g; a pour
coordonnées ()., , et F la variété affine Aff (a,, ..., a,).
On dispose alors du paramétrage :

o le paramétre A = (A, ..., A,) décrit {k eKrt!

P
55,0}
i=0

Le paramétrage n'est pas bijectif. Side plus(q,, . . ., a,) est affinement libre, )
est un systéme de coordonnées barycentriques du point correspondant de # dans le

repere barycentrique (a,, . . ., a,).

Il suffit d’écrire que tout point de F est barycentre de (a,, ..., a,). La
remarque @) du théoréme I subsiste. O

Dans la pratigue, il peut étre commode de se limiter a une restriction injective du paramétrage,
par exemple en imposant &, = 1.
Si nous désignons par H 'hyperplan affine :

r
fero|§ 1o -3}
i=1
de K”, nous obtenons alors une bijection de KM\H sur #\Aff ((a, .. ., a ) (c’est-a-dire & privé d'un
de ses hyperplans affines).
EXEMPLE. — Soient a et b deux points distincts de &, de coordonnées respectives (,, .. ., &,) et

(Bys ..., B,) et 2 la droite affine Aff ((a, b)).
Nous disposons du paramétrage bijectif de P\{a} :

A, + B;
P+ 1

(e N,)

ol le paramétre A décrit K\{ — 1}.

4° Représentation analytique de projecteurs et symétries. — Nous étudions
ici, 4 titre d’exemple, les projecteurs et symétries relatifs a un hyperplan affine. Le
lecteur généralisera 4 d’autres situations.

Soit 2 'hyperplan affine déquation :

f

Z ajéj+an+l =0 ((ot,,...,cx,,);é(O,...,O)) (5)

i=1

n
et D la droite vectorielle engendrée par le vecteur v = Z B.e,. Nous supposons
i=1
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que D n’est pas incluse dans la direction de #, ce qui se traduit par :

L3

> ap;#0 (6)
i=1
Désignons par /m un point queiconque de &, de coordonnées (py, .. ., 1,);
nous nous proposons de calculer les coordonnées (p), . . ., p,)de la projection w'
de m sur 3 dans la direction D, et les coordonnées (p7, . . ., p,)dusymétrique m”

de m par rapport a4 # dans la méme direction.
La droite affine m + D est paramétrée par : p = m + Av (A € K) soit :
E; = W; + AB;(f e N,). Notons A’ (resp. L") le paramétre de m’ (resp. m”). On
. N . _:: _’,u— . " '
obtient A’ en écrivant p € 5, et mm"” = 2mm’ fournit A" = 24",
Il en résulte :

d’ou 'on déduit, pour tout ie N, :
" H
pIRLT TR PR TP
pmw = B, et w—p-2——— 3,

2 B, Y b
i=1 i=1

"

REMARQUE. — On vérifie sur ces formules que sim € #, alorsm = m’ = m".

545, Etudedescasn = 2etn =3

En raison de leur importance pratique, nous allons reprendre ce qui précéde
dans les cas particuliersn = 2etn = 3. L'espace & est suppose muni d’un repére
noté (0, i, j) (resp. (0, i, j, k) et les systémes de coordonnées cartésiennes d’un
point sont notés (x, y) (resp. (x, y, z)). Conformément i 'usage, il nous arrivera de
noter Ox la droite O + Ri (resp. xOy le plan O + Vect (i, j).

1° Droites affines dans un plan gffine. — Une droite affine est en méme temps
un hyperplan affine.
a) Les eéquations d’une droite affine sont de la forme :
ux + vy + w=20 ((u, v) 5 (0, 0)).
Une droite & dont la direction ne contient pas j admet une équation de la
forme y = mx + n; on dit que m est le coefficient directeur de 2.
— Deux droites affines, d’équations respectives :

(Z2) ux +vy+w=020 et ux + vy +w =0 (%)

sont paralléles si, et seulement si :
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Dans le cas contraire, leur intersection est un singleton {a}, et alors les
droites affines contenant a sont les droites d’équations :

(A +p)x + (Ao + )y +Qw+pw)=0 (A, p) # (0, 0)).

Enimposantp = 1, 0on obtient une bijection de K sur I'ensemble des droites
affines contenant a, distinctes de 2.

b) Soient a & &, de coordonnées (x,, y,), et v € E\{0}, de composantes (o, ).
Alors la droite affine 2 = ¢ + Kv admet 'équation cartésienne ;

X — Xg O

. =0
y—Yo P

—r
(On écrit que m appartient & & si, et seulement si am et v sont colinéaires.)
De méme, si a, et a, sont deux points distincts, de coordonnées (x,, y,) et
(x5, ¥3) la droite affine & = Aff((a,, a,)) a pour équation :

X — X, X; — X4
Yy =¥ ¥Y2— W

(On se raméne au cas précédent, avec @ = a, et v = a, — a,.)

=0

¢) En ce qui concerne les paramétrages d’une droite affine, nous laissons au
lecteur le soin d’adapter ce qui a été dit dans le cas pénéralaucasn = 2etp = 1.

d) Condition pour que trois points soient alignés. — Soient (g;)..,, un systéme
de points de &, a; ayant pour coordonnées (x, y,). Il existe une droite affine (au
moins) contenant {a,, a,, a3} si, et seulement si :

x; ¥y 1
X, ¥, 1| =0
x3 vy 1

Il suffit d’écrire que le systéme homogéne, a inconnues u, v, w :
ux; +vy; + w=20 (e Ny)

a une solution autre que la solution banale (en remarquant qu’une teile solution
ne saurait vérifier u = v = 0).

REMARQUE. — En supposant a, # a,, €t en remplagant (x;, y,) par (x, y) on retrouve une
équation de la droite Aff((e,, a,)).

EXERCICE. — Le lecteur cherchera 4 exprimer une condition nécessaire et suffisante pour que
trois droites d’équations u,x + v,y + w; = 0 (feN,) soient concourantes (i.e. contiennent un méme
point); il cherchera & interpréter la relation :

U 4w
U, v, wy| =0
Uy Dy Wy
29 Plans affines et droites affines en dimension3. — Les plans affines, ou

variétés affines de dimension 2 sont ici les hyperplans affines.
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a) Les équations d’'un plan affine sont de la forme :
ux + vy +wz + h=20 ((u, v, w) # (0,0,0)).
— Deux plans affines d’équations respectives :

(#) ux +vy+wz+h=20
et
(H) Wux+vy+wz+h =0

sont paralléles si, et seulement si la matrice :

est de rang 1, ce qui se traduit par la nullité de trois déterminants, 4 savoir :
ow —vw=0; wu —wu=0; w —uv=0("

Dans le cas contraire, leur intersection est une droite affine 2, dont la
direction est engendrée par le vecteur de composantes :

(ow" — v'w, wi' — w'u, uv' — w'v)
et les plans affines contenant & sont les plans d’équations :

(A + pu)x + (v + o)y + (Aw + pw'iz + (Ah+ ph) =0
(X, n) # (0, 0)

En imposant p = 1, on déduit une bijection de K sur 'ensemble des plans
affines contenant %, distincts de .
— Adjoignons a J et ' un troisieme plan 3" d’équation :

wx +v'y +w'z + h =0

Le systéme (#, ', #"} est libre si, et seulement si :

U vow
U v w| =0
uh’ 1 wff

etdanscecas # ~ #' ~ H#"estunsingleton {a}. Les plans affines contenant a
sont alors les plans d’équations :

(Au + pu' + vu)x + (v + pe' + vy + (Aw + pw' + vz
+ (A + plt + Vi) = 0.
avec : (A, 1, v) # (0,0, 0)

(") L'un des trois coefficients u, v, w est non nul. Si on sait par exemple que u # 0, on pourra se
contenter d'écrire :

u’ —wr =0 wy' — wu =0
(cf. 1.11.1.2. 3%,
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En imposant v = 1, on obtient une bijection de K2 sur I'ensemble des plans
affines contenant a, mais ne contenant pas %.

b} Soient a € & de coordonnées (x,, Vo, Zo) et (v, v') € E* un systéme libre,

v=ai+Pf+vk et v=odi+ B+ vk

Le plan affine # = a + Vect (v, v')) a pour équation :

X — x5 o o
y—yo B Pli=0
2=2 ¥ Y

De méme si a; (i € N;) sont trois peints non alignés, de coordonnées
(x: yi 2:), On écrira une équation de # = Vect ((a,, a,, a3)) en se ramenant au
cas précédent

T
(@ =a,, v =a,a, V' = a,a,),

ou bien, en raisonnant comme au 1°, en cherchant une condition nécessaire et
suffisante pour que quatre points soient coplanaires. On trouvera :

x y z 1
xl yl zl 1 = O
Xy Y2 Zp 1
X3 Y3 z3 1

¢) Représentation d’une droite affine. — On a le choix entre une représenta-
tion paramétrique (cf. 5.4.4, 3°), ou un systéme d’équations, ce qui revient a
considérer la droite comme intersection de deux plans.

Un cas favorable est celui ot la direction de la droite n’est pas incluse dans
Vect ((i, N). En effet, dans ce cas on peut trouver un vecteur directeur de
composantes (a, b, 1) et la droite rencontre O + Vect ((i,f)) en un point de
coordonnées (p, g, 0). On peut alors la représenter par :

b

qui s’interpéte s0it comme représentation paramétrique (paramétre z € K}, soit
comme systéme d’équations de deux plans.

az + p

bz + g 2)

EXERCICE. — Déterminer une équation de la projection sur le plan O + Vect ((i, j)), dans la
direction Kk, de la droite affine définie par (2} [en supposant (a, b) # (0, 0],

Le lecteur pourra par exemple remarquer que cette équation s’obtient en éliminant z entre les
deux équations de (2) (en le justifiant !) et il obtiendra donc :

bx —ay —bp +ag =0.
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EXERCICES

Méme lorsque cela n'est pas précisé, &, désigne un espace affine de dimension n, & un
espace affine quelconque. Pour a # b, droite (a, b) est mis pour Aff (a, b).

5.1. — Soit Z/3Z x Z/3Z considéré comme espace-affine sur Z/3Z. Montrer
que dans cet espace affine il existe 9 points, 12 droites et que chaque droite contient
trois points. Montrer que par chaque point passent quatre droites. Montrer qu’il existe
quatre directions de droites et que pour une direction donnée, il existe trois droites ayant
cette direction.

5.2. — THEOREMEDEMENELAUS. — Soient (%), une famille de scalaires et (g, Jien, uneE
famille de points deux a deux distincts de &,; on convient : a,:q = a,;.0n considére les

—_—

points b, i € N, définis par : b,-a,- = a;b.a;,, ce quiimplique qu'aucun des &, n'est égal a 1.

Montrer que s'il existe un hyperplan affine contenant tous les b, et aucun des a,, alors
»

[T @ = 1. Etudier une réciproque.

5.3. — Soit (a;)y, ,, un systéme affinement libre de points de £,. On considére les
- . .'I . N .
points b, i € N, définis par bg, = viaa; ., et le point b déini par ba,,, = va,d,4,-

Montrer que by, .. ., b,, b appartiennent 4 un méme hyperplan affine si, et seulement si :

(V—I)H(V+1) vl v

i=1 i=1

5.4. — THEOREME DE CARATHEODORY. — Soit & un espace affine rée! de dimension n.

a) Soit a = (@), P = n + 2, une famille de points de & Montrer que tout
barycentre a coefficients positifs de points de a est aussi barycentre a coeflicients positifs
d’'une sous-famille de a de cardinal p — 1.

b) En déduire que, si % est une partie de &, son enveloppe convexe, Conv (%), est la
réunion des enveloppes convexes des parties de ¢ de cardinal au plus # + 1. Montrer par
un exemple qu'on ne peut se limiter aux parties de cardinal au plus &.

*¢) Montrer que si & est compacte, alors Conv (%) est compacte. L'enveloppe
convexe d’'une partie fermée est-clle fermée 7,

5.5. — TuEorEME DE HELLY. — a) Soient & affine réel de dimension n et ().,

p = n + 1, une famille de parties convexes de &, telle que lintersection de toute SOUS-
P

famille de cardinal n + 1 soit non vide. Montrer que [} %, est non vide. (On raisonnera
par récurrence sur p). i=1

Le résultat subsiste-t-il avec une famille (), vérifiant la méme hypothése ?

b) Application. — (F)ieny, P 2 3, est une famille de segments de droites paralléles
d’un plan affine réel admettant tr01s a trois une sécante commune. Montrer qu’il existe une
droite rencontrant tous les &,

5.6. — Soit & un espace affine sur un corps K de caractéristique différente de 2. On
donne (g, b, ¢, d) € &* et on désigne par x, y, z, ¢ les milieux de (g, b}, (b, ¢}, (¢, d), (d, ).
Montrer que (x, y, z, t) est un parallélogramme.
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57. — Soient # et % deux variétés affines de &, Etudier la dimension de
Alf (# U %) (on distinguera les deux cas F N ¥ # Jet F n¥ = @)

5.8. — THEOREME DE LA GEOMETRIE AFFINE. — Soient (&, E) et (&, F) deux espaces
affines réels et f : & — % une application. On suppose :
i) dimé& = 2;

ii) Pour toute droite affine 2 de &, f induit une bijection de @ sur une droite affine
de # ;

i) Si @ et @' sont deux droites paralléles de &, f(2) et f(2') sont deux droites
paralleles de #.

On sc propose de montrer que f est affine.

a) Montrer que f est injective et que dim & = 2.

by On choisit a & & et on pose b = f(a). On définit u : E — F par :

VYxcE u(x) = fla+ x) — b
— Montrer : ¥(x, y}e E2 u(x + ¥) = u(x} + u(y) (on distinguera les cas (x, y)

libre et (x, y) lié).
~ Pour m € £\{a}, on définit 5, : R — R en posant :

VEER f(a + Eam) = b + o (E)bf(m)

montrer que o, est un automorphisme de corps de R, en déduire o, = Idy et conclure.

REMARQUE. — On démontre plus généralement que si & et & sont deux espaces affines réels
etsif 1 § - F verifie :

— dim AT [f(£)] = 2

— ¥, b)e & flAff{a b)) = AFF[f(d), f(b)]

alors fest affine.

59. — Soit (£, E) un K-espace affine. Dans les questions a} et b) on suppose K de
caractéristique nulle.

a) Soit fun automorphisme affine de & vérifiant f¥ = 1d,, avec p € N\{0}. Montrer
que f admet un point fixe.

b) Soit I un sous-groupe fini de GA(£). Montrer qu’il existe a € & tel que :
viel'  flay=a

¢) Montrer que a) est faux si K n’est pas de caractéristique nulle.

5.10. — Soient & un espace affine et o un ensemble.

a) Montrer que &+ posséde une structure naturelle d’espace affine.

b) On suppose ici que & est muni d’une structure d’espace affine. Montrer que
Tensemble des applications affines de & dans & est un sous-espace affine de £«

*511. — Soient & et & deux R-espaces affines de dimension finie. On dit gqu’une
application f de & dans # est localement affine si elle posséde la propriété :

Pour tout m e &, il existe un voisinage de m, V{m), tel que la restriction de f & V(m)
coincide avec la restriction a V(m) d'une application affine f,, de & dans #.

Montrer qu'une application localement affine est affine.,,
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*5.12. — On denne p points a, 4, ...,a; , d'un R-espace affine & de dimension
finie. Pour tout i € N, on désigne par a, ; l'isobarycentre de la famille (ay em iy Par
récurrence, on définit pour tout (n, i) e N* x N Tisobarycentre a,.,; de la famille
(a,,'”ENF\{,-}. Montrer que, pour tout i N, la suite (a,,, ), admet une limite m,
Comparer entre eux les points m;.,

5.13. — Dans K[X] muni de sa structure affine canonique, on désigne par &
I'ensemble des polyndmes prenant en p points donnés de K (deux a deux distincts)
%y, .- -, %, des valeurs données B,, ..., B, Montrer que .o est une variété affine.

*5.14. — Pourk € Rdonné, on désigne par £, 'ensemble des applications continues

de J1, + oof dans R qui vérifient :
Viell, + o f%) - fiy =k

a) Montrer qu'il existe k, tel que ¢t — Log(Logt) appartienne 4 &, . Pour tout
k € R, en déduire un élément g, de &;.
by Montrer que &; est un sous-espace affine de R *+ <l et déterminer &,.,

5.15. — Soient (#, E) un R-espace affine de dimension 3, et f € A(£) dont la partie
linéaire u € #(E) est diagonalisable.

a) Quelle relation doivent vérifier les valeurs propres de u pour que, pour tout
mg € &, la suite {f"(m)), . soit formée de points appartenant tous 4 un méme plan,

*b) Trouver une condition suffisante pour qu'il s’agisse toujours de points apparte-
nant 2 une méme parabole ou a4 une méme droite.,

§.16. — Soit fun en endomorphisme affine de &, tel que u = L(f) vérifie u?> = Id.
Montrer qu'il existe un unique couple (¢, g), ou ¢ est une translation et g une symeétrie affine,
telque f=tog=g-ot.

5.17. — Soient (&, E) et (#, F) des espaces affines.
a) Montrer que (€ x &, E x F) peut étre muni d'une structure d’espace affine.

b} Montrer que le graphe de toute application affine de & dans # est une variété
affine de & x #.

¢) Réciproquement,f : & — % dont le graphe T est une variété affine de & x #
est-elle une application affine ?

5.18. — Dans un R-plan affine, on donne un triangle (g, b, ¢). Solent A, p, vtrois réels
dont aucun n’est — 1. On désigne par p le barycentre de ((b, ¢), (1, A)), par g celuide ((c, a),
(1, p)), par r celui de ((a, b), (1, v})). Trouver une condition nécessaire et suffisante :

a) pour que les droites ap, bg, cr solent concourantes;
b) pour que les points p, g, r soient alignés.

5.19. — Soient (a, b, ¢) et (@', ¥, ¢) six points d’un plan affine qui sont deux a deux
distincts et tels que les triplets (a, b, <), (4, b', ¢}, (&', b, c)et (d', &', ¢') soient formés de points
alignés. Montrer que les milicux de aa’, bb' et cc’ sont alignés.

5.20. — Dans un plan affine on donne un triangle (g, b, ¢). Soit m [resp. m'] le
barycentre des sommets affectés des coefficients (o, B, y) [resp. (&, B, v']. Etudier
Papplication m +— m' lorsque ag’ = Bp’ = vy'
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5.21. — Un plan affine est rapporté a un repére (O, i, j); o, B, p’ sont des réels non
nuls. Onnote :a = 0 + ai, b = 0 + B, b’ = O + ['j. Le réel k varie de fagon que les
droites d’équations y = Axet y = — Ax coupent respectivement les droites ab et ab’ en

des points m et m’; montrer que la droite mm’ contient un point fixe.

5.22. — On écrit abréviativement P =0, § =0, R =0 les équations des cotés d’un
triangle de &,, rapporté 4 un repére. Trouver une condition pour que les droites
d’équations

Q-~aR=0, R—-PP=0, P—vQ0=0
SOiEI'lt concourantes.

5.23. — Dans un plan affine on donne deux triangles (a, b, c) et (@', ¥, ¢') tels que les
paralléles menées des points a’, b, ¢ respectivement aux droites bc, ca, ab sont
concourantes. Que peut-on dire des paralléles menéesde a, b, ¢ respectivement 3 b'c’, ¢'a’,
ab ?

5.24. — Soient (&, E) un C-espace affine de dimension finie, et (0, e,, ..., ¢,) un
repére de €. On considére deux éléments

@=(x,...,%) e B=(B,.. .. B)
de C” tels que a;f;, = 1 pour tout ie iy,

On définit les points g, et b; de & par &: = oue; et a: = P.e,; montrer que les n
points g (resp. b} sont affinement indépendants; on note & (resp. 2) I'hyperplan qu’ils
engendrent. On considére de plus un élément p =(p,,...,p,) de C" avec
p. + -+ + p, =1, et on désigne par h (resp. k) le barycentre des points g; (resp. b,)
affectés des coefficients p,.

a) Icip est fixé et on suppose que la droite hk passe par un point fixe ¢. Montrer que,
lorsque & et B varient, Pintersection de # ¢t 2, lorsqu’elle existe, est située dans un
hyperplan fixe 7. Comment faut-il choisir ¢ pour que # et 2 restent paralléles ? Que se
passe-t-il si, au lieu de passer par c, la droite hk a une direction fixe ?

b) p estencore fixé, et ¢ est donné comme en a). On se fixe en outre A £ C. Déterminer

—r —
a et § pour que ch = Ack; montrer I'existence de 27 solutions.

5.25. — Montrer que tout endomorphisme affine de &, dont la partie linéaire a pour
déterminant + 1 ou — 1 est produit de symétries hyperplanes.

5.26. — Dans un plan affine on donne un triangle. Trouver I'ensemble des points p
tels qu’il existe une droite passant par p et coupant les c6tés du triangle en trois points
dont p est 'isobarycentre.

5.27. — THEOREME DE paPPUS. — Soient 2 et @ deux droites d’un plan affine, et g;
(resp. @), i € N5, des points distincts de 2 (resp. de &) n'appartenant pas a &' (resp. 2). On
se place dans le cas général ou existent des points b, b,, b5 tels que, pour i, j, kdeux i deux
distincts, {&;} soit I'intersection des droites aa, et aa; Montrer que ces points sont
alignés. Etudier les cas particuliers.

5.28. — Dans &, affine, on donne la famille libre (4, a,, . . ., a,). Pour idonné, les a;
tels que j # i déterminent un hyperplan 5# . Une droite donnée 2 coupe 3, en b;; soit ¢;
le mitieu de (a,, b,). Montrer que les » + 1 points ¢; appartiennent 3 un méme hyperplan.
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5.29. — Dans un plan affine, on donne cinqg droites & |, &, o, @, @' se coupant
deux a deux en des points distincts. Le point d’intersection des droites .# et A4 s'écrit
[#, 4"]. On considére les six droites :

B, = AL, o), (2, s1,)), avec (,k)eN} et | # k.

a) Sans s’occuper des cas particuliers, prouver 'alignement des points [« ,, #,;],
[of;, B3], [ 5, B, ,], celui des points [, B5,], [F2, B3], [ 5, B, ], enfin celui des
points [#,;, #3,], [B3,, B13], (B2, B3]

b} Montrer que les trois droites ainsi mises en évidence ont un point commun .
5.30. — &, est rapporté au repére (0, e, ,, e;). On considére les points :

a;, = 0+ ke, avec MAAAy #0 et 2/h, = (1/A) + (1/A;),
by =0 + we,, avec  pilopy # 0 et 2/py = 1/} + (1/pa)
¢ = 0+ vey, avec vivovy #0 et 2/v, = (1/vy) + (1/v,)

Montrer que les 7 plans abc, tels que { + j + K = 6 ont un point commun.



6
ESPACES AFFINES EUCLIDIENS

6.1. ISOMETRIES ET DEPLACEMENTS

6.1.1. Espaces affines normés

Nous supposons, dans ce paragraphe, que le lecteur a
déja étudié le chapitre 3 du tome [11. Sitel n’est pas le cas,
il pourra passer directement a la lecture du 5°, sans
inconvénient pour la compréhension.

B désigne le corps des réels ou celui des complexes.

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient (£, E) un [<-espace affine et ||. || une

o
normesur E. Alorsd : & — R, définie par d(a, b) = ||abl}, est une distance sur & ;
elle est invariante par translation; on l'appelle distance de la norme; le triplet
(&, E, ||.|]) est appelé espace affine normé (en abrégé : e.a.n.).

Vérification aisée, laissée au lecteur qui constatera également que, pour

Ocdfixe,m — Om est une isométrie de (&, d)sur (E, ||.|)). On remarque aussi
que, si a est un point de &, le vectorialisé &, peut étre muni d’une structure
d’espace vectoriel normé (par le transport de structure qui a servi a défnir
I'espace vectoriel £ ,).

Les translations sont des isométries de & sur lui-méme. Les homotheéties
affines sont lipschitziennes, ainsi que leurs réciproques {(qui sont aussi des
homothéties) ; ce sont donc des homéomorphismes.

Il en résulte en particulier que toutes les boules ouvertes (resp. fermées) sont
homéomorphes a 'une d’entre elles.

2° On étend aisément aux espaces affines normés les propriétés des e.v.n.
Ainsi le lecteur est invité & vériher :

— Toute boule d'un e.a.n. est convexe;

— Un ouvert d’'un e.a.n, est connexe si et seulement s°il est connexe par arcs
(ou par lignes brisées);

— L’adhérence d'une variété affine est une variété affine. Un hyperplan affine
est fermé ou dense. 1l est fermé si et seulement s'il 5°écrit f ~(0), o f est une forme
affine continue ;

— Lintérieur (resp. 'adhérence) d'une boule est la boule ouverte (resp. fermée)
de méme centre et de méme rayon.

La démonstration peut se faire en utilisant un vectorialisé de &.
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3° Applications affines continues. — TuioriMe. — Soient (£, E) et (#, F)
deux e.a.n. sur le méme corps K, et /. £ — % une application affine, de partie
linéaire u. Les assertions suivantes sont équivalentes ;

(i) f est continue en un point ;

(ii) « est continue;

(iii) f est k-lipschitzienne;

(iv) f est uniformément continue ;

(¥) f est continue.

Nous ferons appel a des résultats du 111.3.1.2, 1°
— (i) = (ii). Nous supposons f continue en a € &.
De :

VxeE  |lulx)ll = d(f(a), fla + X))

nous déduisons la continuité de u en O, et donc la continuité de u.
— (i) = (iil). Nous supposons u continue. II existe donc k € R tel que :

VxcE flulx)l| < &lix]|-
Il en résulte :

Vg e & dLf(p)S@)] = lupgl < kdp, )
— (ili) = (iv), (iv) = (v), (v) = (i) sont connues. O

COROLLAIRE. — Si & est de dimension finie, toute application affine
[ & — F est continue.

4° Equivalence de distances. — THEOREME. — Soient (£, E) un espace affine,
d, et d, des distances sur & respectivement associées aux normes N, et N, sur E;
d, et d, sont topologiquement équivalentes si et seulement si elles sont équivalentes,
et si et seulement si N, et N, sont éguivalentes.

Si & est de dimension finie, toutes les distances associées a4 des normes sont
équivalentes entre elles.

Vérification immédiate; le lecteur constatera de méme que si & est de
dimension finie il est complet, et qu’alors les compacts de & sont les fermés bornés
(quelle que soit la distance que P'on utilise, & condition qu’elle soit associée & une
norme).

5° Espaces affines euclidiens. — DEFINITION . — On appelle espace affine
euclidien tout R-espace affine (&, E) oul E est un espace vectoriel euclidien.

Il s’agit en particulier d’un espace affine normé (pour la norme euclidienne), de
dimension finie.

Pour tout a € &, 'e.v.n. &, est alors un espace vectoriel euclidien.
e Soient (&, E) un espace affine euclidien, (F, F) et (¥, G) deux variétés
affines de &.

DermvimioN II. — On dit que F et % sont orthogonales (resp. supplémentaires
orthogonales) (resp. perpendiculaires) si, et seulement si F et G sont orthogonaux
(resp. supplémentaires orthogonaux) (resp. perpendiculaires).
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L’orthogonalité de & et ¢ se traduit donc par 'une ou I'autre des relations
équivalentes F <« Gt ou G = F..
Leur perpendicuiarité se traduit par F+ < G ou G* < F (2.1.3,4°).

ProrosiTiON. — Si % et ¥ sont perpendiculaires, alors % ~ % # .

L’hypothése G+ = F et I'égalité E = G @ G* entrainent E <« G + F, et
donc E = G + F. On applique ailors le théoréme II du 5.2.2, 1° O

En particulier si .# et % sont supplémentaires orthogonales, elles ont un
unique point commun O et tout point de 'une se projette orthogonalement sur
l'autre en 0.

# Soit (&, E) un espace affine euclidien.

THEOREME. — Soient a = (a)), , une famille de points de &, & = (v;),., une
famille presque nulle de réels de somme o, et k un réel. Notons .« I'ensemble

{me &> wda, m) =k}

iel

— Sio # 0, estsoitl'ensemble vide, soit 'ensemble réduit au barycentre ¢
de (a, o), ou bien une sphére de centre g.

—
— Sic = Qetsilevecteurv = ¥ o,aq, (indépendant de a) est non nul, = est
iel

un hyperplan affine de &, de direction (Rv)'.

Désignons par g le barycentre de (a, «)si ¢ # 0, un point quelconque de & si
o = 0. Pour tout m € &, le réel

Y oda,m = Y algm — gail?
iel el

s'écrit

— —
Z oga;) + Z o;llga|*.

iel el

— 2 —
allgmi® — 2(gm

— Sioc # 0, mess séerit :

dz(g, m] = U_l(k - Z uidz(gs ai))'
iel
Selon que le second membre de I'¢galité précédente appartient & R* ., a {0},
ou d R*, s est I'ensemble vide, 'ensemble {g}, ou une sphére de centre g.

— 81 ¢ = 0, nous savons qu’il existe v € E tel que :

——
Yaed ) aaa; = v,

1€
me .o sécrit :

(gmiv) = 1/2.(2 g, a) — k).
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—
Si, en outre, v # 0 alors m — (gm!v) est une forme affine non constante.

a

Hyperplan médiateur. — THEOREME ET DEFINITION, — Soient a et b deux points
distincts de &. Alors {m € &|d(a, m) = d{b, m)} est un hyperplan affine de & de
direction (Ra_l;)*, contenant le milieu de (g, b), et appelé hyperplan médiateur de
{(a, b).

Cas particulier du théoréme précédent, aveca = (o, b),a = (— 1,1, k=0

et v = ab. (|
CoroLLAIRE [. — Soient (a,, . . ., a,) une base affine de &£, et (m, m') € &7 tel
que :

Yie{0, ..., n} da;, m) = d{a, m).
Alors m = m'.

Si m était distinct de m', Uhyperplan médiateur de (m, ') contiendrait

dg. .. ., 4, et donc Aff ((a,, . .., a,) = &, ce qui serait absurde. O
CoroLLAIRE L. — Soit (a,, . . ., a,) affinement libre (0 < p < n). Alors
# ={medidlag,m) = - = d(a, m)}

est une variété affine de & de dimension n — p. En particulier il existe une sphére
unique contenant les éléments d’une base de &,

# esten effet 'intersection des hyperplans médiateurs des (ay, a;), i € N, qui
forment un systéme libre, puisque leurs directions sont orthogonales aux droites
e

— . -
Raya;, et puisque (aqa;);.y, st libre. O
Projecteurs orthogonaux, symétries orthogonales. — DEFINITION. — Seit
(#, F) une variété affine de &, Par projecteur orthogonal sur %, on entend le

projecteur sur % parallélement & F. Par syméirie orthogonale par rapport % , on
entend la symétrie par rapport 4 %, parallélement & F*.

6.1.2. Isométries des espaces euclidiens

Dans toute la suite du chapitre, & désigne un espace
affine euclidien de dimension n > 0.

Rappelons (cf. I11.2) gu'on appelle isométrie de & toute
application bijective de & sur & qui conserve la distance.

1° TueoreME. — Soit f : & — & une application. Les assertions suivantes
sont équivalentes ;

(i) f est une isométrie ;
(i) f conserve la distance (i.e. Y(p, ) e &% d[f(p).f(q@)] = d(p, 9));
(iii) f est affine et sa partie linéaire u appartient au groupe orthogonal O(E).
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— (i) = (1) est trivial.
— (i) = (iii). Nous supposons que [ conserve la distance. Fixons a € § et
définissons u : E — E par : u{x) = fla + x) — fla). 1l est aisé de vérifier :

u0) =0;  V(x,»eE?  lux) — uwi = lx — yii

Par application de 1.3.4, 2° ¢), nous obtenons ; u € O(E), et donc (iii).
— (iii) = (i). Supposons fe A(&) et ue O(E). f est donc bijective (et
fe GA(&)); d’autre part

Yp.q)e & dLAp).f(@)] = lupa)l = d(p, ). O

2° TuioriMmE . — L’ensemble des isométries de & est un sous-groupe du.
groupe GA(£); on le note #(&).

Démonstration aisée, laissée au lecteur, O

TrueoriME 11 ET DEFINITION. — Une isométrie dont la partie linéaire est une
rotation est appelée déplacement. L’ensemble des déplacements de & est un sous-
groupe distingué dindice 2 de #(£); on le note ¥7(£). Les éléments de
F (&) = FE\F (&) sont appelés antidéplacements de &.

Le lecteur vérifiera que / —— det (L(/)) est un morphisme du groupe #(&)
sur le groupe multiplicatif { — 1, + 1}, de noyau I'ensemble des déplacements;;
en se référant aux exemples qui suivent, il montrera que ce morphisme est
surjectif. O

REMARQUES. — a} # (&) n'est pas un groupe (la composée de deux antidéplacements est un
déplacement).

b} Soient g £ & et .# (&) 'ensemble des isométries de # laissant a invariant. Alors # () = O(F,),
ol le vectorialisé &, est considéré comme euclidien. En particulier .# () est isomorphe 4 O(E).

ExempLEs. — a) Les translations sont des déplacements,

b) Un projecteur affine autre que Identité n’est pas une bijection et n’est
donc pas une i1sométrie.

¢) Une symeétrie affine est une isométrie si, et seulement si sa partie linéaire
est une symétrie vectorieile orthogonale, c’est-a-dire si et seulement si elle est une
symétrie affine orthogonale. D’aprés les résultats du chapitre 4,1] s’agit alorsd’un
déplacement si, et seulement si la codimension de l’ensemble des points
invariants est paire.

DEFINITION. — Toute symétrie orthogonale par rapport a une variété affine de
codimension 1 (resp. 2) est dite symétrie hyperplane (resp. retournement).

Un retournement est un déplacement ; une symétrie hyperplane est un
antidéplacement. L'existence de retournements suppose n 2 2.

Cas 0U & EST UNE DROITE AFFINE (n = 1). Tci £ 7 (&) est T{E) ; F (&) est
I'ensemble des symétries centrales (les hyperplans affines sont ici les singletons).



172 ESPACES AFFINES EUCLIDIENS 6.1.2

39 Détermination dune isométrie. — THEOREME 1. — Soient (a,, .. ., a,)une
base affine de & et (b, ..., b,) un élément de &"~! tels que :

Y(i,/) €0, ..., n}? dla;, a) = d(b, b). (1)
Alors il existe une unique isométrie f € #(£) vérifiant :
vie{0,...,n}  fla) = b, (2)
En outre (b, ..., b,) est une base affine de & ().

— Llexistence et Punicité de f € A(&) vérifiant (2) a été prouvée au 5.3.1, 3°
Reste 4 montrer que cette application f conserve la distance.
— Vérifions :

Vi, K) e (0, ..nY  (aajlam) = (bbbb,).

En effet 2(a i, a ak) et 2(b

i, bib,‘] s'écrivent respectivement :

i j’
—
llaa|I® + IIG.-a,-II2 - Itﬂ,ﬂkll2 et Eibb I* + b II2 — libsb, bl
— Soit (p, q) € &% Ecrivons
n
= Z aimv et donC f(p z °'-rb0 i
i=1 i=1
On déduit de ce qui précéde :
2 e
Lf @I = llpall*.
— Enfin(b,, ..., b,) est une base affine au titre d’image d’une base affine par

fe GA(&). O

—
REMARQUE. — Si & est orienté, f est un déplacement si, et seulement si les bases (aga;);.py et

—_— -
(bgb;)icny de E appartiennent & la méme orientation.

COROLLAIRE. — Soient (a,, ...,a,), avec 0 < p <n — 1, une famille
affinement libre de points de &, et (b, ..., b,) € E7*1 tels que :
V(Isj) € {Os LA | P}z d(au a}) - d(bu J) (3)
Alors il existe un déplacement de &, unique si p = n — 1, et un antidéplace-
ment de &, uniquesi p = n — 1, qui transforment g, en b, pour tout i & {0, .. ., p}.
En outre la famille (b, . .., b,) est affinement libre.

— Désignons par (.o, A) et (#, B) les variétés affines de & engendrées par
(@, .. .. ap) et (by, ..., by); nous avons dim A = p et dim B < p. Choisissons
une base orthonormale (x,,4, ...,x,) de A*, une famille orthonormale

(*) Historiquement, ce résultat était connu, pour 5 = 2, sous le nom de « troisiéme cas d’égalite
des triangles »,
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(¥ps1r - --» ¥u) de B, ce qui est possible car dim B* 2 n — p, et posons :

a;=ay, +x; et b, =by + ¥, (ie{p+1,...,n})
En utilisant (3) et le théoréme de Pythagore, nous vérifions :
Vi, )0, ....n}?  dia,a;) = db,b). (1
D’aprés le théoréme, il existe donc une unique fe #(E) vérifiant f{a;) = b;
pour tout ie {0, ..., n}. En outre pour tout ke {0, ..., n}, (by, ..., b)) est

affinement libre au titre d’image d’une famille afinement libre par fe GA(£);
retenons que dim B = p et que s = Aff ((b,, ..., b,_)) est un hyperplan.

Lesisométriesfetg = s < f, ol sest la symétrie hyperplane par rapport i 3,
transforment a; en b; pour tout i € {0, . .., p}; I'une est un déplacement, I'autre
un antidéplacement.

— Supposons maintenant p = n — 1. Ici (x,) et (¥,) sont des bases des
droites vectorielles A+ et BL. Toute isométrie de & qui transforme a; en b, pour
toutie {0, ..., n — 1} doit transformer a, = a, + x,soitenbd, = b, + y,, soit
en b, = b, — y,, et ne peut étre que fou g. O

THEOREME DE PROLONGEMENT DES ISOMETRIES. — Soient (), et (b)), des
familles de points de & telles que :

Y(i, j)e 12 d(a, a)) = d(b, b)).
Alors il existe fe .#(#) vérifiant :
viel f(a) = b,

of = Aff ((q))..) et # = Alf (b)) sont des variétés affines de & de
dimensions p et g au plus égales a n. Du corollaire précédent, applique
successivement 4 une base de o et a une base de %, on déduit g = petp = g;
d’ot p = g

o admet une base de la forme (a;),., avec J < I (théoréme de la base
incompilete); (b,),; est affinement libre et, & cause de la dimension, c’est une base
de 2. Par ailleurs, il existe f e #(&) vérifiant : Vie J f(a;) = b, Comme [ est
affine, f{/) < %, et méme f() = 4.

Soit k € 'J. On constate que, pour touti € J, d(b, b)et d(b,, f(a,))sont'une
et 'autre égales a d(a;, q;). Du corollaire I du 6.1.1, 5°, appliqué 4 & de base (b)),
on deéduit : f{a) = b,. O

4° Forme réduite d une isométrie. — THEOREME. — Soit f une isométrie de &,
Il existe un unique couple (1, #), formé par une translation ¢ et une isométrie 1 dont
Pensemble ¥~ des points invariants est non vide, qui vérifie la condition :

f=toh=hot

En outre la direction 7 de ¥" (qui est une variété¢ affine) contient le vecteur de ¢,

Etude préliminaire, — Posonsu = L(f)etv = u — 1d,. Deu € O(E), et donc
u* = u~ ', nous déduisons v* = u~"' — Id,.
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Comme, pour tout x € E, (u{x) = x) <> (u~'(x) = x), nous avons
Kerv = Ker v* et donc Ker v = (Im »)*.
Ainsi :

L
E=Kerv@® Imv.

—_—
D’autre part, nous avons vu au 5.3.2 que g : m > mf(m) est une

application affine de £ dans E, de partie linéaire v ; g(£) est donc une variété affine
de E de direction Im v. En considérant Ker v comme une variété affine de E de
direction Ker v, et en utilisant la somme directe précédente, nous constatons que
g(&) n Ker v est un singleton, que nous notons {x,}.

Unicité. — Supposens qu'il existe une solution (¢, k). De L(h) = L{f) = u,
nous déduisons V' = Ker v (5.3.2). Soit alors ae ¥
Nous avons f(a) = t(a) = h(t(a)), et donc t{a) € ¥, Ainsi le vecteur de ¢, qui
— — . N . N . . .
est atla) = af(a) appartient a la fois & Vet 4 g(&£); 1l s"agit donc de x,,.
Une solution éventuelle ne peut ainsi étre que le couple (t,, hy) o0 1, est la
translation de vecteur x, et ou by, = t5 ' of.

Existence. — Reste & montrer que (t,, h,) répond 4 la question, c’est-a-dire
que h, coincide avec h; = fot3 !, ou encore (comme Lihy) = L(h,) = u) qu’il
existe un point de & qui a méme image par h, et h,, et que, par ailleurs, s, admet
un point invariant.

De g{&) n Ker v = {x,} nous déduisons 'existence d’un point b € £ tel que
—
bf(b) = x,. Nous avons :

ho(b) = f(b) + Fb)b = b, et hi(fB) = f(b,
ce qui entralne (compte tenu dem e Kerv) :

hy(b) = h,(f(b)) + u(f(b)b) = f(b) + fib)b = b.
Par ailleurs b est invariant par h,,. O
REMARQUES. — a) Pour toute translation t de vecteur x, et toute isométrie h

dont I'ensemble ¥ des points invariants est non vide, on a t ch = h ot si, et
seulement si x, appartient d la direction V de la variété affine ¥

Le lecteur pourra démontrer ce résultat et en déduire un second énoncé du
théoréme précédent.

b) On sait (5.3.2) que si f n’a pas de point invariant, alors Ker v # {0}.
Dans f =t oh = h o, ha alors au moins une droite de points invariants.

6.1.3. Ftude de quelques factorisations

Soit (&, E) un espace affine euclidien de dimension n > 0. Pour toute variété
affine & de &, s, désigne la symétrie orthogonale par rapport 4 #.
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1° Factorisation d'une translation. — THEOREME. — Soient (3, H) et
(5, H) deux variétés affines paralléles de &. Il existe un unique vecteur v € H* tel
que ', = ¥, + v ('); Sx, © Sy, est la translation de vecteur 20.

Nous avons L(s, ) = L(s, )etdonc L(sy os, ) = Idgce qui montre que

Sk, © Sy €Stune translation. Le vecteur de cette transiation est 2 m,m,, ol m, est

un point quelconque de #, et m, la projection orthogonale de m, sur 3, (ainsi
—_

que 'on s'en assure en cherchant I'image de m,); nous avons mym, € H*.
Inversement, toute égalité #, = #, + v,avecv € H., implique que, pour tout
m, € #,, m; + vsoit la projection orthogonale m, de m, sur J#, et, donc, que

v=mm,. (]

REciPROQUE. — Toute translation t de £, de vecteur w, s'éerit t = s %, °Sx0
o #, est I'une quelconques des variétés affines de & dont la direction est

1
orthogonale &4 Rw, et ol ¥, est la variété affine #°, + R

Lecouple (3, # ,)ayant été choisi comme il vient d’&tre dit, on se retrouve
en effet dans la situation du théoréme direct. 3

PraTiQUE. — 1l peut &tre commode de factoriser une translation en produit

— de deux symétries orthogonales par rapport & des hyperplans paralléles;
— de deux retournements autour de variétés paralléles (droites si n = 3),

On peut avoir a procéder a Popération inverse.

2° Factorisation dune symétrie orthogonale. — a) Compte tenu de ce que
deux variétés affines perpendiculaires de & ont au moins un point commun, on
déduit du 2.2.3, 2°, par recours i un vectorialisé :

THEOREME. — Le produit des symétries orthogonales par rapport i des
variétés affines perpendiculaires # | et #, (resp. a des variétés affines orthogona-
les %, et %, ayant un point commun o) est commutatif; c’est la symétrie
orthogonale par rapport a #°, N 3, (resp. i la variété affine qui contient a et est
supplémentaire orthogonale de Aff (2, U %,)).

RECIPROQUE. — La symétrie orthogonale par rapport a une variété affine #
de & peut étre considérée comme le produit commutatif des symétries orthogonales
par rapport a deux variétés affines perpendiculaires de & contenant # (resp. a deux
variétés affines de & orthogonales entre elles, orthogonales 4 %, et ayant un point
commun avec ) ; Pune d’elles peut étre arbitrairement choisie, I'autre étant alors
uniquement déterminée.

PraTIQUE. — Tl est souvent commode de factoriser un retournement en
produit commutatif de deux symétries hyperplanes par rapport d des hyperplans
perpendiculaires, ou de procéder & Popération inverse,

('} Rappelons que cetie notation signifie que %, est 'image de #°, par la translation de
vecieur v,
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ProrosiTioN I. — Pour toutes variétés affines (%, F) et (¥4, G) telles que
F 4.

Sg 0S4 = S 057 = 3
ob ¥ est la variété affine qui contient # et a pour direction F @ G*.

b) Retrouvons le résultat suivant, valable pour n = 2.

ProposiTioN 1. — Toute translation ¢ peut étre factorisée en le produit de
deux retournements.

Ecrivons ¢t = Sy, © Sy ,00 3, el #, sont des hyperplans affines paralicles
(cf. 1°). Comme n = 2, il existe un hyperplan affine 5 perpendiculaire a # |, et
donca #,. Nousavonst = r, o ry,0ur; etr,sontles retournements s, o s, et

Sy, 5y

3° Complément sur le produit commutatif de deux symétries orthogonales. —

o Commengons par remarquer que si # est une variété affine et s une symétrie orthogonaie telie
que s(F} < F, s induit sur F une application ¥ — F qui conserve les distances. Il s’agit done
d’une isométrie (du sous-espace affine associé) et il en résulte s{#) = #. La notion de variété affine
stable et celle de variété affine invariante coincident donc.

Remarquons également que 'isométrie induite par s sur # est involutive. I1 s’agit donc d'une
symétrie orthogonale, que I'on achéve d'identifier par 'ensemble de ses points invariants.

e Soient (#, F)et (4, G) deux variétés affines de £, Nous laissons au lecteur le soin de vérifier, &
titre d’exercice, les résultats suivants :

THEOREME . — Pour que s; (%) < % il faut et il suffit que soient vérifiées les denx assertions :
WEFNELP:;MG=(GnF)@& G nFL
la seconde étant équivalente 4 : G < (G n F) + (G n F1L),
[En ce qui concerne la vérification de I'équivalence on utilisera :
(G NnF)n(GnFL)y=06 n(F nFL={0}; (G NnF)+{(G n¥FL<=G]

Plus généralement, le lecteur pourra étudier, en dimension finie, les sous-espaces invariants par
un endomorphisme diagonalisable.

CAS PARTICULIERS. — Avec les notations du théoréme, chacune des conditions suivantes est
suffisante pour que s z(%) = ¥ :

WF cY%ou¥cF;

i) F N% # et F et % sont orthogonales;

iii) # et % sont perpendiculaires.

Inversement, si n < 3, pour que s (%} = ¥ il est nécessaire que I'une des conditions 1), 1), ou iii}
soit remplie. Il n'en est pas de méme si n = 4.

[Pourn < 3, on utilisera des considérations de dimension ; pour i 2 4, on pourra considérer E,
cuclidien muni d'une base orthonormale (e, ..., e,). et étudier F = Vect ((e,, ;) et
G = Vect{(e,, e4)}]

REMARQUES. — a) Si, dans I'énoncé qui précéde, # et % sont des hyperplans, (i) s'écrit # = #;

b} Si ¥ est invariante par symétric orthogonale par rapport 4 #, elle I'est aussi par toute
symétrie par rapport 4 a + F et ¢ + FL, ou 2 est un point arbitraire de %.

THEOREME II. — Les assertions suivanies sont équivalentes :
i} 55 054 = S 055,01 55(%) < F1iii) s4(F) = &,
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THEOREME 1II. — Le produit s, - 55 est une symétrie orthogonale si, et seulement si 5 ; et
s commutent. 11 s’agit alors de la symétrie par rapport i la variété affine contenant & ~ % (qui w'est
pas vide) et de direction (F n G) @ (FL ~ G1).

On retiendra, en particulier que si ), et &, sont des hyperplans distincts, s p ets  commutent
siet seulement si # | et # ; sont perpendiculaires (auquel cass , -~ 5, estle retournement autour de
H | A, comme il a été vu ci-dessus).

6.1.4. Générateurs de ¥ (£ ) et de ¥ (&)

Soit (&£, E) un espace affine euclidien de dimension n > 0. Nous allons
montrer que _# (&) est engendre par Pensembie des symeétries hyperplanes de & et
que, pour n = 3, # *(#) est engendré par Vensemble des retournements. Ce
résultat pourra étre admis en premiére lecture.

1° ProPOSITION. — Seient / une isométrie de &, u sa partie linéaire, ¥ 'ensemble des points
invariantsdef,ets = codimg(Ker(u — Idg)). Si ¥ est now vide (Cest alors une variéié de codimension s}
f se décompose en un produit de s symétries hyperplanes, par rapport 4 des hyperplans affines
d'intersection ¥, formant un systéme libre (%} ; si ¥~ est vide, f se décompose en un produit de s + 2
symétries hyperplanes, et s + 2 < n + 1.

1erCas 1 ¥ # (F. — Soita € ¥ 1l suffit d’appliquer la proposition I du 2.3.5, 3° au vectorialisé
&, dont f est une isométrie linéaire,

26 Cas . ¥ = . — Notons que cette hypothése implique s < n — 1. En utilisant 6.1.2, 4°,
écrivons f = t - h, ol hest une isomeétrie (de partie linéaire ) admettant des points invariants, et out
est une trapslation autre que l'identité; ¢ est produit de deux symétries hyperplanes (6.1.3, 1°); h est
produit de s symétries hyperplanes (cf. premier cas). |

REMARQUE. — On peut exhiber des isométries de &, qui ne se décomposent pas en moins de
n + 1 symétries hyperplanes.

2® On rappelle qu’une translation se décompose en produit de deux retournements.

THEOREME. — On suppoese n = 3. Soient f un déplacement de & autre qu'une translation, et u la
partie linéaire de { on pose : s = codimg (Ker{u — Idg))
Alors f se décompose en produit de p retournements, avec p < min (s, n — 1)

1er Cas : f admet un point invariant a. — 1l suffit d’appliquer la proposition I du 2.3.3, 2° au
veclorialisé &,, dont f est une rotation.

Si Ker (u — Idg) # {0}, alors s < n — 1, et on peut adopier p = s.

Si Ker (u — Idg) = {0}, alors s = n, et on peut adopter p = n — 1.

2¢ Cas :f n'admet pas de point invarignt. — Cette hypothése exige s < n,; comme s est non nul
(d’aprés ¢ T(&) et pair (d"aprés u € O*(E)}, nous avons en outre : s 2 2.

En utilisani 6.1.2, 4°, écrivons f = ¢t ¢ i, ou h est un déplacement (de partie linéaire &) dont
I'ensemble ¥ des points invariants n’est pas vide, et o1l ¢ est une translation dont le vecteur (non nul)
engendre une droite vectorielle D contenue dans la direction V de ¥,

D’aprésle 1°, nousavonsh = hy o ... o h, oules k, sont les symétries hyperplanes par rapport

1

a des hyperplans affines (o, H,) formant un systéme libre, avec ¥V = [} H,.ce quientraine D < H,

k=1
pour tout ke N,

(") En convenant que le produit de zéro symétrie est l'identité.
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D’autre part, r est le produit b - A, de deux symétries hyperplanes par rapport a des hyperplans
X', et ¥, de direction commune DL

Pourtousj e Mjetk e N, #" et #), sont perpendiculaires (d’aprés D = H,}; #}et h, commutent
et k) < b, est un retournement. D'ou :

f= h’lchl chlz"hz"h:sc--- chx=r1 o F, nf’

olr, et rysont des retournements et ol /' = hy o ... o h est undéplacement dont la partie linéaire,
u', est le produit des symétries hyperplanes par rapport aux hyperplans d’un systéme libre
(Hs, ..., H).

Hy n... n H, de codimension s — 2, est inclus dans Ker (v — Idg); dou :

5" = codimg (Ker (v — Idgh) 5 — 2

(en fait, on a, exactetnent, s’ = s — 2, cf. exercice 2.27).

Comme f’ admet pour poini invariant tout élément de ', ~ ... N ¥, (qui est une variété
affine de & de dimension n + 2 — s, d'aprés 5.4.4, 2°} et comme | est valeur propre de u’ (d’aprés
" < n), Pétude du premier cas nous apprend que f* est produit de s retournements, ¢t donc que fest
produit de p = 5" + 2 retournements; onaici :p<s<n — L. 0O

ConCLUSION. — Pour n 2 3, tout déplacement de &, peut étre considéré comme produit de p
retournements avec p << n — 1.

C’est ainsi qu’un déplacement de &' est un retournement ou un produit de deux retournements.

6.1.5. Similitudes affines

Soit (&, E) un espace afline euclidien de dimension n > 0.

1° THEGREME ET DEFINITION. — Soient pc R% et f: & -» & une application. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) ¥(p, ghe & dlfip), fla)] = ud(p, g}
ii} f est affine et sa partie linéaire est une similitude (vectorielle} de rapport p.

Si ces assertions sont vérifices, f est appelée similitude affine, et le réel p, qui est alors uniquement
déterminé, est appelé rapport de la similitude.

— L'unicité de y tient a 'hypothése p > 0.

— Notons que toute homothétie affine de rapport p vérifie (i).

— Supposons (1) vérifiée et soit g une homothétie affine de rapport 1/u et de centre
arbitrairement choisi. Il est aisé de vérifier que h = g - f conserve la distance; c'est donc isométrie, et
en particulier elle est affine. D’o0, f = g~ ' o h est affine.

Enfin L(g™ '} = u Idg, et donc L(f) = p L(h) avec L(h) € O(E), soit L{f) € GO(E).

— L'implication (ii) = (i) est laissée au lecteur. ]

2° TuEOREME 1. — L'ensemble des similitudes affines de £ est un sous-groupe du groupe affine
GA(&). L'application qui & toute similitude associe son rapport est un morphisme de ce groupe dans
(R*,.), dont le noyau est .#(&).

Veérification immeédiate. |

THECREME II. — Toute similitude f de rapport p 5 | admet un unique point invariant O (appelé
centre). Elle s'écrit de maniére unique /' = k o g, ot  est 'homothétie de centre O et de rapport 1, et g
une isométrie de £, De plus g(0) = Oethcg =g <h.

— La partie linéaire u = L(f) étant une similitude vectorielle, elle sécrit # = pv avec v e O(E).
Comme | # 1, u ne peut admettre 1 comme valeur propre; I'existence et ['unicité de @ en résulte.

— Sigexisteelle s'écrit g = h™' « f, d’on I'unicité; inversement k! - fest une similitude de
rapport (1/p)p = 1, donc une isométrie.
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O est invariant par A~ ! et f, donc par g. Enfin g = h et h o g ont méme partie linéaire pL(g) et
donnent la méme image de O. o

L'¢tude des similitudes affines qui ne sont pas des isométries se raméne ainsi & celle des
similitudes vectorielles d'un vectorialisé.

Le vecteur vérifiera en particulier que, lorsque n est impair, on peut remplacer h par une
homothétie de rapport dans R*, et imposer alors g € #* (&)

REMARQUES. — d) Inversement soient k 'homothétie affine de centre O est de rapport
peR¥\{1},etg e F(&) vérihant g -« h = h = g. Alors f = g hestla décomposition canonique de la
similitude f.

Eneffet g (0) = h[g(0)] et doncg(0) = O(unique point invariant de h). O est doncle centre def.

*b) Lelecreur ayant étudié le tome I11 vérifiera que I'existence et 'unicité du point O résultent de
I'application du théoréme du point fixe soit 4 f soit £~ ' (suivant que p < 1 ou p > 1)*.

6.1.6. Isométries d’'un plan affine euclidien

Dans tout le paragraphe, & désigne un espace affine euclidien de dimen-
sion 2; toutes les fois que cela sera nécessaire, nous considérerons que & est
orienté.

Par symétrie axiale nous entendrons ici symétrie affine orthogonale par
rapport 4 une droite de &,

1° Rotations. — DEFINITION. — Soit O un point de &. On appelle rotation de
centre O toute rotation vectorielle du vectorialisé £,

Si f est une telle rotation, il existe r € 0" (E) telle que :
—_— —
Vmed Of(m) = r(Om)

Sfest done un déplacement de partie linéaire r. Si on suppose f # Id, (C’est-a-
dire r # ld;), O apparait comme 'unique point invariant de f. Le centre d’une
rotation autre que I'identité est donc unique.

D’aprés les définitions vues au chapitre 4,la donnéeder € O ' (E)équivaut a
celle d’un angle orienté de demi-droites de E, que I'on appelle angle de la rotation
f:lorsque le plan & est oriente, la donnée de cet angle peut étre remplacée par
celle de sa mesure, que I'on appelle aussi mesure de la rotation f.

CONSEQUENCE. — O € & et 9§ € R/2nZ étant donnés, la rotation de centre O et
de mesure O du plan orienté & est Papplication [ : & — & définie par .

— — —_— ——
(vme& IOfm)l = [|IOm]) A (Yme N[O}  (Om, Of(m))) = 0)
Lelecteur vérifiera que la symétrie par rapport a O est la rotation de centre O
et d’angle plat {ou de mesure n, quelle que soit l'orientation de &).

2° TuecreME. — L’ensemble .#*(&) des déplacements du plan affine
euclidien & est constitué des rotations et des translations; 'ensemble .# ~ (£) des
antidéplacements est constitué des produits commutatifs s < t = 1t < s, ol1 5 est une
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symétrie orthogonale par rapport a une droite affine 2 et 1 une translation dont le
vecteur appartient a la direction de 2.

a) — Les rotations et les translations sont des déplacements.

— Réciproquement soit f un déplacement. f se décompose en produit de p
symétries par rapport a des droites (hyperplans de &) avec p < 3, et p pair car
f e (&) Donc pe {0, 2}.

Sip=0, f = Id, peut étre considéré comme une translation (de vecteur
nul) ou une rotation (de centre arbitraire et d’angle nul).

Sip =2 écrivons f =5, o §;, 00 §; est la symétrie par rapport a 2,
Lorsque 2, et £, ont méme direction, f est une translation. Dans le cas
contraire nous savons que 2, n 2, = {0}. Le point O est un point invariant de
£, qui est ainsi une rotation vectorielle du vectorialisé &, et donc une rotation
de centre 0.

b) — Ilestévident que le produit d’une symétrie orthogonale par rapport a
une droite affine et d’'une translation dont le vecteur appartient a la direction de
cette droite est commutatif, et qu’il s’agit d’un antidéplacement.

— Réciproquement soit f un antidéplacement. D’aprés 6.1.2, 4° on peut
écrire, de fagon unique, f =t os =5 o¢, ol ¢t est une translation et s une
isométrie, nécessairement négative, admettant pour ensemble de points inva-
riants une variété affine & de & dont la direction contient le vecteur de ¢. On
constate que % est nécessairement une droite; s est la symétrie orthogonale par
rapport a 9. O

3° Décomposition dune rotation en produit de deux symétries axiales. —
Nous utilisons I'isomorphisme g de 'ensemble X des angles orientés de droites
dans I'ensemble (7 des angles orientés de demi-droites (cf. 2.3.4, 2°, remarque). La
symétrie orthogonale par rapport & une variété affine % de & se note encore sg.

TuEOREME. — Soient (2, D) et (2', D) des droites affines ayant un point
commun O. Alors le produit s, - 5, est la rotation de centre O, d'angle g(B:l-)T). I
n'est commutatif que dans les deux cas suivants :

— @ = 2, et il sagit de Id,;

— 9 et &' sont perpendiculaires, et il s'agit de la symétrie par rapport a O.

Inversement toute rotation de centre O se décompose d’une infinité de
maniéres en produit de deux symétries orthogonales par rapport a des droites
passant par O, 'une d’elle pouvant &tre choisie arbitrairement, I'autre étant alors
uniquement déterminée,

On se raméne aux résultats vectoriels en raisonnant dans &,. 0

4° Composition de deux rotations.

Nous nous donnons deux rotations r, de centre O, et d’angle a, e &f (i € N,), el nous nous
proposons d’étudier le déplacement f = r; or,.

Nous constatons tout d’abord que L(f) est la rotation d’angle &, + a, et donc que f est une
translation si, et seulement si @, + a, est 'angle nul{ilen es! ainsi par exemple si, a, et a, sont Pangle
plat, C’est-a-dire si #; et r, sont des symétries centrales).
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— 8i0; =0, ry,>r, =r, cryestlarotationdecentre 0 = 0, = @, etdanglea, + a,(en
raisonnant dans &p).

— Supposons maintenant 0, # 0,;s0it (Z, D)la droite qui contient O, et 0,. D'aprés le 3% il
existe deux droites (2, D)) et (%, D;) telles que r, = sg © Sg €lry =5y ©sg. e qui eniraine
S = 54, 54 . Ces droites sont déterminées par :

—m— —
0,e2,; 0,69y Dl,D=g_l(al); D, D, = g7 (ay)

fag) D

FiG. 5

— @, et 9@, sont paralléles si, et seulement si a;, + a, est 'élément nul de ¢¥; f est alors une
translation;
— Dans le cas contraire, 2, n %, = {0}, f est la rotation de centre O, d’angle a, + a,.

5° Composition & une symétrie axiale et dune rotation. — Soit f = s - r, ou r est la rotation
de centre O et d’angle a, et ou s est la symétrie orthogonale par rapport a la droite 2. Pour trouver la
forme reduite de l'antidéplacement f (cf. 2°), écrivons r = sq 5, 00 & et 2, sont des droites
choisies de fagcon que @, soit paralléle & 2. 1l vient f = £ « 55, , 0l ¢ est la translation s « Sa,

Onachéveenécrivantt = 1, = t; 00, etf, sont des translations dont les vecteurs appartiennent
respectivement 4 la direction de 2, et & la direction orthogonale, et en remarquant que £, - 5., est la
syméirie orthogonale par rapport 4 une paralléle a 2.

6.1.7. Isométries d’un espace affine euclidien
de dimension 3

Dans tout le paragraphe, & désigne un espace affine euclidien de dimen-
sion 3, éventuellement orienté.
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1° Rotations et vissages. — THEOREME ET DEFINITION [. — On appelle
rotation tout déplacement de & qui admet un point invariant. L’ensemble des points
invariants d’une rotation autre que identité est une droite affine, appelée axe de la
rotation.

Si fe " (&) admet a pour point invariant, alors f est une rotation
(vectorielle) du vectorisalis¢ &,; on applique 2.3.5, 2° O

Une rotation non identique f est ainsi déterminée par la donnée de son axe
(2, D) et de la rotation vectorielle p que L(f) induit dans le plan euclidien D+,
I'angle de p est aussi appelé angle de f.

Si & est orienté, on peut orienter D+ par le choix d’un vecteur unitaire ® de D
et écrire L(f) souslaforme [w, 8], ot O est ila mesure de la rotation p, et donc celle
de Vangle de f.

ConvenTion. — Id, est considérée comme une rotation d’axe arbitraire et
d’angle nul.

DerFniTIoN IT. — On appelle vissage tout produit d’'une rotation (éventuelle-
ment identique) et d'une translation dont le vecteur appartient i la direction de l'axe
de la rotation.

On sait (remarque a) du 6.1.2, 4°) qu’un tel produit est commutatif,

REMARQUES. — a) L’unicité de la forme réduite (6.1.2, 4°) permet de parler
de I'axe, de I'angle et du vecteur d’un vissage (sur la figure, 2 est 'axe, 6 la mesure

—
de Pangle, aa’ un représentant du vecteur).

D
ar
e
m
v
a
par =y
FiG. 6.

b) Une translation est un vissage d’angle nul; une rotation est un vissage de
vecteur nul.

THEOREME. — L’ensemble des vissages coincide avec I'ensemble ¢ * (£) des
déplacements.

— Produit de deux déplacements, un vissage est un déplacement.
— Inversement soit fe % *(&) Ecrivons-le sous sa forme réduite
Jf =1t oh = hot;hadmettant un point invariant, c’est une rotation;si # = Id,,
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S est un vissage. Sinon le vecteur de r appartient par hypothése a la direction de
T'axe de h : f est encore un vissage.

2¢ Factorisation dun vissage. — La factorisation d’une translation a été étudiée au 6.1.3, 1°
Dans le cas d'une rotation, nous avons :

ProposiTiON L. — 8i #, et &, sont des plans qui se coupent suivent une droite &, alors sz, o 55,
est une rotation d’axe 2.

Inversement toute rotation d’axe & se décompose en produit de symétries orthogonales par rapport
4 des plans passant par 2; 'un de ces plans peut étre choisi arbitrairement.

11 suffit d’introduire un plan affine perpendiculaire a @ et d’utiliser le théoréme du 6.1.6, 3°
[

e Pour traiter le cas du vissage le plus général nous aurons besoin de :

LEMME. — Seient (%,, D) et (2,, D,) deux droites affines. Il existe une droite affine (2, D)
orthogonale i la fois & 2, et 2, et qui les rencontre toutes deux. Si &, et &, ne sont pas paralléles, elle
est unique (et improprement appelée « perpendiculaire commune d 2, et B, »).

— 812, et 2, sont paralléles, elles appartiennent & un méme plan et toute droite de ce plan
orthogonale a 2, répond a la question.

— Supposons maintenant D, # D, etsoit Ple plan vectoriel Vect (D, u D) =D, + D,.812
existe, nécessairement D = PL, Notons &, le plan affine contenant 2, et de direction D; + D. On
constate que #, m #, est une droite affine qui est 'unique solution au probléme. O

Aprés avoir rappelé que le produit de deux retournements d’axes paralléles est une translation,
démontrons :

ProposiTioN 1. — Soient (2, D)), (2,, D,) des droites non paralitles et (2, D) leur
perpendiculaire commune. Si r| et r, désignent les retournements d'axes &, et 2,, alorsr; ¢ 7, est un
vissage d'axe 2.

Pour i € N,, désignons par ), le plan de direction D+ qui contient &, et par #, le plan qui
contient 2 et @, En utilisant le fait que .#; et &, sont perpendiculaires, nous avons :

ryer, = (sw1 osg,z) o (Sx, ”9’.)
#, et #, ¢tant perpendiculaires, s, el s, commutent, si bien que :
el = (5.#1 ° Sxi) ° (59-2 °59,)
Oll 54 ©5, estune rotation d'axe & et 5, o5, une translation de vecteur appartenant 4 D.(J

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier :

RECIPROQUE. — Tout vissage d’axe 2 se décompose en produit de deux retournements-dont les
axes 2, et &, coupent orthogonalement 2; P'un de ces axes peut &tre arbitrairement choisi,

3¢ Antidéplacements. — Pour les antidéplacements a point invariant, on se
raméne a 'étude vectoriclle. Pour les autres, on utilise la forme réduite en
remarquant que,si f =t o h = h o t,lavariété des points invariants de h ne peut
étre de dimension 0. On en déduit facilement que les antidéplacements sont de
trois types :

o) symétrie plane (un plan de points invariants);

By produit commutatif d'une symétrie par rapport a un plan 2 et d'une rotation
non identique d’axe orthogonal @ & (point invariant unique);
v) produit commutatif d'une symétrie par rapport d un plan 2 et d'une

translation non identique dont le vecteur appartient @ la direction de % (pas de
point invariant).

RAMIS. — Marh. Spéc. 2. Algébre 7



184 ESPACES AFFINES EUCLIDIENS 6.2.1

6.2. PROBLEMES DE DISTANCES ET D'ANGLES

(&£, E) désigne un espace affine euclidien de dimension
n > 0. Le produit scalaire des vecteurs v et w sera
traditionnellement noté v.w.

6.2.1. Distance de deux variétés affines

On rappelle que, par définition :

dF, %= inf dip,qg

pgleF x4
1° Distance dun point & une variété affine. — THEOREME. — Soient a un
point de & et (#, F) une variété affine de &. Alors :
— 1l existe un unique point a,€ # tel que d(a, ay) = d(a, F); cest la
projection orthogonale de a sur % ;

— Pour tout point b e F et toute base (¢, ..., ¢) (non nécessairement
orthonormale) de F ;

J—
Gram (ab, e, ..., ¢
o, F) = Sl e ) (1
Gram (e, ..., ¢)
Résulte de I'étude vectorielle du 2.1.2 (propositions I et 1I). O

CoroLLaIRE I. — Si ;1; appartient & F, alors d(m, #) = d(a, #).

— —
ab — mb élant une combinaison linéaire de ¢, .. ., g, on a en effet :
— —
Ybe #F Gram (ab, €,, . . ., ¢) = Gram (mb, ¢,, .. ., ) O

CororLaire II. — Soient # et % deux variétés affines de & telles que % soit
paralléle 3 %, Alors la distance 4 # d’un poin¢ de % est indépendante du choix de ce
point.

Simple conséquence du corollaire L O
— Reprenons maintenant les notations du théoréme.

Cas PARTICULIERS. — a) Si n = 2 et k = 1 (droite d’un plan), (1) s’écrit :

ab,
d{a, F) = |Lab, e, ]|
lles ]
by Sin=3etk=1,0na:
lab A e

d =
@& ="
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¢) Sin 2z 3etk = n — 1 (% estunhyperplan), on a (& étant arbitrairement
orienté) :
s
_labey, ... e, 4]l

llew A oo A el

d(a, #)

CAS OU LA BASE (e, . . ., &) EST ORTHONORMALE. — Alors (1) s’écrit

d%(a, #) = Gram (EE;, ey ..., 8)

En particulier,si k = n — 2 etsife,, ..., e,_;)est orthonormale on a (& étant
arbitrairement orienté) :

-
dia, Fy=|lab rn e, A ... A e,_5l

2° Distance de deux variétés affines. — TuEOREME I. — Soient (#, F) et
(%, G) deux variétés affines de &. Alors il existe un couple (o, b) e F x ¥ tel que
d(F, %) = d(a, b); ce couple est unique si, et seulement si F ~ G = {0}; dans ce
cas,sia # bondit que la droite Aff (a, b) est la perpendiculaire commune 3 F et 4.

DeF c F + GetG < F + G ondéduit 'existence de deux variétés affines
paralléles de &, % | et %, de direction commune F + G, cofttenant respective-
ment # et 4. Il en résulte que # et sa projection orthogonale # ' sur %, sont des
variétés affines paralléles de &.

F’ et 4 sont deux variétés affines de 4, dont la somme des directions est
égale a la direction de %,, ce qui entraine &' n % # @. Soit b un point
quelconque de ' n ¥; d’aprés b e &', il existe un unique point ¢ € # qui se
projette orthogonalement sur 4, en b, et :

d(a, %) = d(a, b).

D’autre part, en utilisant successivement la définition de d(p, %), I'inclusion
% — ¢, et le corollaire T du 1°, nous avons :

Yip.q)e F x 9% dip,q) =zd(p, %9

Vp € '9; d(ps g) ? d(ps gl)
Ype F dp,9,) = d(a, %,).
F
a
|
]
!
I
I
|
s =
b

Fic. 7.
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Finalement :
Vip,g)e & x ¢ dip,q) = d(a, b)
et donc :
d(F,%) = d(a, b).

La fin du théoréme résulte de ce que b est unique si, et seulement si
F n G = {0} et de ce que, d’autre part, si p € # se projette orthogonalement sur
%, en p' € #'\%, alors (Pythagore) :

Va4  dip,q) > dip.p)

Or d(p, p) = d(a, b) = d(#, %). O
TuiéoreME II. — Soient (F, F) et (%, G)des variétés affinesde &, (e,, . . ., &)
une base guelconque de F + G, p et g des points quelcongues de F et 4. Alors :
—y
PF. 6 = Gram (pg, e, .. ., &) )
Gram (e, ..., &)

d(F, %) est en effet la distance de pe % a la variété affine %,, de direction
F + G (notation du théoréme 1); g est un point de %,. On utilise la formule (1)
du 1° [}

CasPARTICULIER. — Distance de deux droites non paralléles # et 4.Sie, et e,
sont des vecteurs non nuls de % et ¥ respectivement, (e,, ;) est une base de
F + Get,pourtout (p,qle & x 94 :

—
dz (g g) — Gram (pqs €5, e},)
’ Gram (e,, e,)

6.2.2. Calcul pratique de la distance d’un point
: a un hyperplan

# =(0,e,, ...,e,) est ici un repére, initialement quelconque de &.

o

1° Interprétation métrique des équations d'un hyperplan. — a) Etant donné
le point m, de & et ie vecteur non nul v de E, seit # 'hyperplan affine de & qui
contient my, et a pour direction H = (Ro)L,

Il " ¥
Une équation de # est : v.mygm = 0. En posant :

n "
mp=0+ Y &%, e m=0+ 3 te,
j =1

i=1 i

cette équation s'écrit :

2 (we)E; — &) =0 (1)
j=1
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Nous sommes conduits a introduire les coordonnées covariantes u; = v.e,,
je€ N, du vecteur v (cf. 2.1.3, 4°), qui coincident avec les coordonnées contrava-
riantes (ou composantes) lorsque le repére # est orthonormal. L’équation (1)
s’écrit ainsi :

n

2 ufg; —E) =0 (2)

i=1

b) Inversement, soient { une forme affine sur &, non constante, et (o, H)
Phyperplan affine f~'(0). Explicitons :

"

m=0+ iéjej et fimy= 3 uf, +k

i=1 i=1

Le vecteur v de coordonnées covariantes u; = v.e, j € N,, est non nul (sans
quoi la forme f serait constante); 'équation f{m) = 0 de # s’&crit :

—
v.0m + k = 0.
On en déduit que (v) est une base de la droite vectorielle H* et que la
—
projection orthogonaie h de O sur # est déterminée par Ch = Avavec he #, et

d Oh
onc par Oh = — ——p,
o]l

¢) Equations normales. — Avec les mémes notations, si v est unitaire, on dit

—
quefim) = Oest une équation normale de #. Ici Ok = — kv;on poseen général
—
k= — p,etonaOh = puv

REMARQUES. — @) Si,en outre, le repére # est normé (|le,|| = 1 pour toutj e N ) alorsu; = v . ¢;
est le cosinus de I'écart angulaire des vecteurs unitaires ¢; et v.

b) Dans tout repére, un hyperplan donné admet deux équations normales.

29 Application ; distance dun point & un hyperplan. — Reprenons le cas
général (notations du 1°, b})). Pour tout point m de £, nous avons, en désignant
par m’ la projection orthogonale de m sur  :

fm)=v.0m+k e O0=v.0m +k

Do, par différence :

—_ I3 - + - h
et, m'm étant colinéaire 3 v :

mm = |[v]| =% f(m)v.
La distance de m & 3 est donc :
d(m, #) = |jv|| ™' | f(m)|
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REMARQUE. — Les demi-espaces de & définis par #, et déterminés par sgn (f(m)), peuvent étre
caractérisés par le sens de m’'m sur la droite H orientée grice au vecteur unitaire {[o|| ! v, Cest-A-dire
par le signe de m'm = || !||f{m), que nous appellerons distance algébrigue de # a m.

Retenons :

TueorEME. — Ladistancedupoinem = O + ) &, alhyperplan affine #
=
d’équation Y uf; + k = 0 est

i=t

H
d(m, #) = |jv|| ! z uf, + k‘
=
oll v désigne le vecteur de coordonnées covariantes u,, . . ., u,.
Sile repére est orthonormal, u, . . ., u, sont les composantes de v dans la base

orthonormale (e,, .. .,¢,)de E, eton a:

n 1/2
llell = (Z uf) -
Jj=1

Dans toute la suite, nous ne considérons que des repéres orthonormaux.

3° Distance d un point & une variété définie comme intersection " hyperplans.
— ProposiTion. — Soit (#, F} la variété affine intersection de la famille
(% G))n, T'hyperplans devx a deux perpendiculaires. Alors, pour tout me & :

P
d*(m, Fy = Y d*(m, %) (3}
i=1
Soit ¢; un vecteur unitaire de la droite G;'; (e,, ..., e,) est une famille
orthonormale de vecteurs de F, et donc une base puisque, a priori,dim FL < p.
Notons au passage : dim % = n — p. Pour tout me &, nous désignons par m’ et
—
m;, les projections orthogonales de m sur # et sur %,. Le vecteur m'm appartient a

e
F 1L et ses coordonnées dans la base (e, .. ., e,) sont les réels ¢;.m'm. D'ou :

2 2 3 2
& (m, F) = |mmll* = 3 (e;.m'm)
i=1
. . — —— —_—r . —_— .
En écrivant m'm = m'm; + mm, et en utilisant e,.m'm; = 0, on obtient :

L A—
d*m, F)y =3 |mm]>. O

i=1

Cas général. — Soit (#, F) la variété affine de dimension n—p qui est définie
comme I'intersection dela famille libre d’hyperplans (#, H;),.,, . On suppose que
M ; est donné par une équation f;(m) = O dans le repére orthonormal # de &. On
sait ainsi trouver un vecteur non nul v, € H' et (v, ..., v,) est une base de FL.
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Par le procédé de Schmidt on en déduit une base orthogonale (e,, . .., e,)de F!
(il n’est pas nécessaire d’avoir une base orthonormale), avec :

vieN, e = Y A

P
Pour i donng, posons g; = ) A,;f; Comme les X;; ne sont pas tous nuls (sans

=1
quoi e; serait nul), la forn;e affine g; est non constante (cf 5.4.4, 2°). Nous
disposons de la famille des hyperplans deux & deux perpendiculaires
(%), avec &, = g '(0). L'intersection des %; a pour dimension n — p et
contient & ; ¢’est donc #. La distance d(m, %) se calcule grice 4 la formule (3).

ExEMPLE. — Distance d’un point 4 une droite dans le cas n = 3 (¢f. 6.3.2, 3°).

6.2.3. Angle de deux variétés

Il sagit en fait d’'un probléme vectoriel, puisque seules interviennent les
directions (cf. 2.3.4, 4°). En pratique le calcul se raméne toujours au calcul de
I'écart angulaire de deux vecteurs, qui ne présente pas de difficultes.

6.2.4. Mesure sur un espace
affine euclidien

Cette étude suppose connue celle du chapitre 7 du g
tome [V

Soit & un espace affine euclidien de dimension » > 0. R" est muni de sa
structure canonique d’espace affine euclidien. A tout repére orthonormal
# = (0,e,, ..., e,) de & nous associons I'application bijective :

Y R - & (E,.. ) —O0+Ee + - +E&e.

Nons constatons que cette application est affine et qu’elle conserve la distance.

Si &' est un second repére orthonormal de &, \IJ;,’ =y, est donc une
isométrie de R" (au sens du 6.1.2, 1°). En utilisant le corollaire [ du IV. 7.2.2, 3°
nous en déduisons que, pour toute partie &/ = &, si ' (&) est une partie
cubable de R", il en est de méme pour w;,l(ﬂ), avec égalité des mesures. Ceci
justifie :

DeriniTioN. — Ondit que &/ = & est cubable si, et senlement si, # étant un
repére orthonormal de & arbitrairement choisi, K = §_'(s¥) est une partie
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cubable de R". On appelle alors mesure de .7, et on note y(</) la mesure m(K) de
K dans R".

e Proposition I. — Etant donné (aq, . . ., a,) € £°*', le « parallélépipéde »

" —
‘@ = {aO + Z aiaoailaie [09 1:13 iE Nn}

i=1
est cubable, de mesure u(#} = |[aga,, - - ., aga, |-

Résulte du corollaire II au IV.7.2.2, 3° et de la définition du produit mixte.

]
ProrosiTion II. — Etant donné (aq, ..., a,)} € £"*', le « simplexe plein »
& = {Z Aald h=1,220ie{0, ...,n}}
i=qQ i=0
1 — —
est cubable, de mesure pu(¥) = - Wagay, ..., apa,ll
n!
Ceest trivial si (ag, - . ., a,) est lié, auquel cas p{%”) = 0. Sinon cela se déduit
par récurrence de :
l ’
W&y = - hu(#)
oo ¥ est le simplexe défini par (a,,...,q,) dans lhyperplan

# = Aff ({a,, ..., a,)) et ou h est 1a distance de oy 4 #.

Pour vérifier cette derniére formule, on se place dans R" et on étend la
démonstration qui en est donnée pour v = 3 au IV.7.3.2, 2° (volume de la
pyramide). O

Dans la pratique, on introduit les coordonnées (£, ...,%,) de a,
i€ {0, ..., n}, dans un repére orthonormal & de & ; n ! p(&) est alors la valeur
absolue du déterminant :

Z::n _ z’;10 E.vlnT élo J;10 E.:ll é_lu
= (- 1y g
: ) gu(} E.ml éun
E.ml _ E.mO -' " -' E.rrm _ E.mO 1 1 FEPEN l

En particulier, pourn = 2(resp. n = 3)on obtient I'aire du triangle (resp. le
volume du tétraédre).
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6.3. GEOMETRIE EUCLIDIENNE ELEMENTAIRE

g Ici Tespace affine euclidien & est de dimension 2 s
[resp. 3]. On le munit d’un repére orthonormal &, qui sera
noté (0, i, j} [resp. (O, i, ], kY], les coordonnées d'un point
me & dans ce repére s'écrivant traditionnellement (x, y)
[resp. {x, y, z)].
Toutes les fois que cela sera nécessaire, & sera
orienté et nous supposerons alors que # est direct.

6.3.1. Etude de la dimension 2.
1° Coordonnées polaires. — A tout réel 8, associons les vecteurs unitaires
u, = (cos Q)i + (sinQ)j; v, = ty 7 ={— sin 8)i + (cos 8.

(g Uy) est une base orthonormale de E. Lorsque & est orienté et & direct, cette
base est positive, et 0 est la mesure de 'angle orienté de vecteurs (i, ug).

THEOREME ET DEFINITION, — L'application @ : R — & qui a tout couple
(p, 0) associe le point m = O + pu, est surjective. Il s’agit donc d’'un paramétrage
de &. Tout antécédent par @ du point m € & s'appelle sysiéme de coordonnées
polaires de m (par rapport au repére ). Un tel antécédent n’est pas unique, et si
m e §\{ 0} admet (p, 6) pour systéme de coordonnées polaires, tous les systémes de
coordonnées polaires de m sont ;

Py 6 + 2km); (—p, 0 +m+ 2kn), (ked)

Sim = O, il est image par ® de tout couple (0, 8), o 0 € R est quelconque.
e —_
Supposons maintenant m # 0. Nécessairement |p| = ||Om]||. Inversement pour
— | —

tout réel p tel que |p| = |[Om||, p est non nul et — Om est unitaire, donc est de la
forme uy, ot 6 e R est défini & 2km prés (ke Z). La fin résulte de uy, , = — ug
. O

e Passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes. — Il

résulte immeédiatement de la définition que si m € £ a pour coordonnées polaires
(p, 9) ses coordonnées cartésiennes sont données par :

x =pcosO y =psind (N

Inversement si m € £ a pour coordonnées cartésiennes (x, ), pour obtenir
ses coordonnées polaires on choisit

p=Jx2+y ou p=—/x?+?
et si p # 0, 0 est alors défini 4 2km prés (k e Z) par :
cosB =x/p et sin@ = y/p
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REMARQUE. — On ne peut pas expliciter {p, 8) en fonction de (x, ¥). Notons cependant que, en
notant 2 la dem droite O + (R_)i {ensemble des points de coordonnées (x, 0) avec x < 0), la
restriction de @ 4 BY x] — n, + a[ induit une bijection sur &\&, et qu’alors nous pouvons écrire,
pour tout m € £2 de coordonnées (x, y) :

p=x+ B=2Arctg7y—

x+ /x2+

2° Equations normales dune droite (%, D). — 9 est ici un hyperplan de &;
on applique 6.2.2. Tout vecteur unitaire de D! peut s'écrire u, et I'’équation
normale correspondante est :
xcosO + ysin® — p =0, (1)

la projection orthogonale h de O sur % étant donnée par Oh = pu, (si & est

orienté (p, 8) est un systéme de coordonnées polaires de h).
— Inversement, a partir de (1) on dispose de u,, de h, et donc de 2.

3° Problémes de distances et dangles. — Appliquons 6.2,
a) Distance de deux points m; de coordonnées (x, y)), i€ N,)

dim,,m;) = [(x; — x1)2 + (v, — v

b) Distance d'un point m de coordonnées (x,, v,) @ une droite (%, D) :
— Si @ est donnée par une équation ux + vy + w = 0, alors

dim, @) = (u* + v¥)- Viux, + vy, + Wl
En particulier, si I’équation est normale :
d(m, &) = |xgcos & + y,sin @ — p|.

— Si @ est donnée par un point pe @ de coordonnées (g, b) et par un
vecteur non nul e € D de coordonnées (v, B) alors :

Lmp, €] _ 1Bla — xo) — b — o)l
lrell (a® + B2 '
e Application . bissectrices de deux droites affines. — Soient (2, D)), (i € N,),

deux droites affines, d’équations : u;x + v,y + w; = 0. L'ensemble des points
équidistants de 2, et &, admet I'équation :

dim, @) =

yx + vy + wy _ luzx + vy + wy
(u + o7y (3 + vj)n

(2)

Le lecteur vérifiera que, lorsque 2, el &, ne sont pas paralléles, (2)
représente la réunion de deux droites affines orthogonales, contenant le point
commun a 9, et 9,.

Ces deux droites sont appelées bissectrices de &, et 4,.

Le lecteur pourra également montrer (en utilisant de preférence des
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équations normales) que les directions des bissectrices de £, et %, sont les
bissectrices de D, et D, (au sens du 2.3.4, 2°).

REMARQUE. — On peut distinguer les deux bissectrices sur I'équation (2) en utilisant
I'interprétation du signe de u;x + v;¥ + w; par la « distance algébrique »,

¢) Angle de deux vecteurs, de deux demi-droites. — Le plan ctant oriente,
I'angle orienté des deux vecteurs non nuls x,, de composantes (o, B;), est donné
par le cosinus et le sinus de sa mesure (¢f. 2.3.4, 1°), soit :

cos (x,, x,) = o, + BB, .
PR (@ + B + e’
. a,B, — «
sIn (x4, X,) = — IEZ 22[31 T
(] + B3y + B3)2
d) Angle de deux droites. — Qu’ill s’agisse d'angle orienté ou d'écart

angulaire, on se raméne a l'angle ou A I'écart angulaire de vecteurs normaux.
Signalons le cas particulier oi %; est donnée par I'équation normale :

xcos 8, + ysin®, — p,; =0 {ieN,).

L’angle orientc Z,, 2, a alors pour mesure :

(2,,2,) =86, — 8, (mod. n).

6.3.2. Etude de la dimension 3

On désigne encore par ug le vecteur (cos 8)i + (sin 8)j.

1° Coordonnées semi-polaires ou cylindriques. — THEOREME ET DEFINITION.
— L'application ¥ : R® — & qui a tout triplet (p, 0,z) associe le point
m = O + puy + zk est surjective. Il s’agit donc d’un paramétrage de &. Tout
antécédent par ‘¥ du point m e & s"appelle systéme de coordonnées semi-polaires (ou
cylindrigues) de m (par rapport au repére 52). Un tel antécédent n’est pas unique et si
m e &, wappartenant pas a la droite O + Rk (dite « axe des z »), a pour systéme
de coordonnées semi polaires (p, 0, z), tous les autres systémes sont :

(P, 0 + 2hm,2) et (— p, 8+ & + 2hn,2) (helZ)

Siatoutm = 0 + xi + yj + zk nous associons my = ¢ + xi + yj nous
constatons que (p, 6, z) est systéme de coordonnées semi-polaires de m si, et
seulement si, (p, 8) est systéme de coordonnées polaires de m, dans le plan
O + Vect (i, j) orienté et rapporté au repére direct (G, i, j).

Le théoréme résuite alors de 6.3.1, 1°, dont les formules restent valables,

a
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29 Coordonnées sphérigues.— THEOREME ET DEFINITION, — L'application
© R - & quia tout triplet (r, B, ¢) associe le point :
m = 0 + r((cos 6)k + (sin B)u,)
est surjective, Il s’agit donc d'un paramétrage de &. Tout antécédent par © du point
m € & s'appelle systéme de coordonnées sphériques de m (par rapport au repére ).
Un tel antécédent nest pas unique et si m c &, n'appartenant pas a la droite

O + Rk, admet (r, 0, ¢) pour systéme de coordonnées sphériques, alors tous les
systémes de coordonnées sphériques de m sont (avec he Zeth' e Z) :

(r,0 + 2hm, @ + 2h'n);  (r, — 0 + 2hm, @ + n + 2h'M);
(—rn0+m+2hn,0 + 20); (—r —0+ 7+ 2hn, 0+ n+ 20N

Soit me & un point quelconque et (p, @, z) un systéme de coordonnées
cylindriques de m :

—
Om = pu, + zk.

=4

<y

FiG. &

Dansle plan O + Vect (K, u,), muni du repére (O, k, u,), m admet un systéme
de coordonnées polaires (r, 8), ce qui signifie :

Om =r [(cos B)k + (sin O)u,].

Ainsi @ est surjective; lorsque m n’appartient pas a « axe des z » nous
savons déterminer 'ensemble de ses coordonnées cylindriques, puis I'ensemble
de ses coordonnées polaires dans le plan O + Vect (k, u,).

Il est facile d’en déduire la fin du théoréme. O

REMARQUES. — ) Si m appartient 4 « 'axe des z », sans étre O, ses coordonnées sphériques

—3
sont ; (r, 2hn, @) et (— r,® + 2hn, @), o0 r = Om.k, heZ et oeR;si m = 0, tous les triplets
{0, 8, ). ou {6, p) € R?, conviennent.
b) 1l est possible — et souvent commode — de se limiter & :

reR,, 8[0,n]; ¢el[0 2n].
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e Passage des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes. — Soit
me & de coordonnées sphériques (r, 8, @). Il résulte de la définition que ses
coordonnées cartésiennes sont :

x =rsinfcosp, y=rsinOsing, z=rcosh.

Inversement, si m n'appartient pas a4 «laxe des z» et si I'on se limite a
rn®eR, x[0,n]:

2 2 2 4
F=x*+y*+ 2, 8= Arccos—;
r

cos @ = sin @ =

x ) ¥

les deux derniéres déterminant ¢ modulo 2x.

3° Problémes de distances.

a) Distance de deux points m; de coordonnées (x;, v, z)), ie N, :
dim;, my) = [(x; — x,)° +(y; — }’.1)2 + (2, — 2,1~
b) Distance d’'un point m de coordonnées (x,, vo, Z,) d un plan (2, P).
— Si 2 est donné par une équation ux + vy + wz + h = 0, alors :
dim, &) = (1 + v? + wh-12jux, + vy, + wz, + Al

— Si 2 est donné par un point p e & de coordonnées (a, b, ¢) et par deux
vecteurs e; de composantes (x,, B;, v,) formant une base de P, alors (6.2.1,1°) :

dim, Z) = lle; A 32”_1 I[pm, e, €;]|
avec

lleg A 32“2 = (Byy2 — Bavi)* + (1i2t; — 72011)2 + (B, - Blot])z
et :

Xg—a o, o

—

[pm, e, e, =|\yo—b By, Ba
g —C Yy Y2

¢) Distance d'un point m de coordonnées (x,, y,, 2,) 4 une droite (2, D).
— Si @ est donnée par un point p € ¥ de coordonnées (a, b, c) et par un
vecteur non nul ¢ € D de composantes (o, B, ) alors :
dim, Z) = flell "' llmp A ell  avec  [lefi* = a® + B* + ¥
et :
limp A el = [y(vo — B) — Blzo — )1 + [a(zg — ©) — ¥(x, — @]’
+ [Blxg — a) — oy — b)]z-

— Si @ est donnée comme l'intersection de deux plans 2 = f~1(0) et
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2 = g~ 1(0), on peut se ramener au cas précédent en cherchant un point p e @ et
un vecteur e D.
Cependant si 2 et 2 sont perpendiculaires, on a intérét a utiliser :

d*(m, D) = d*(m, ) + d*(m, 9).

Dans le cas général, on peut encore utiliser cette formule en remplagant 2
par le plan # = (f + Ag)”'(0), ot X a été choisi de fagon que £ et # soient
perpendiculaires.

d) Distance de deux droites affines (9, D,) et (9,, D,). — On suppose &,
définie par p, € 2, de coordonnées (a;, b, ¢;) et ¢; € D, non nul, de composantes
(o B v (F € N).

— 8i 2, et @, sont paralléles : d(Z |, 2,) = d(p{, Z,), (cf. €)).

— Sinon, la derniére formule de 6.2.1, 2° donne ici (4 cause de n = 3) :

—
_ i[p1p2 €1. €2

d(F,%
( ) lley A esll

que le lecteur explicitera. Il pourra ensuite rechercher la perpendiculaire
commune 4 &, et Z,.

REMARQUE. — Lorsque 2, et 2, sont définies comme intersections de plans, on se raméne au
cas précédent. On peut aussi chercher la distance d’un point p, € 2, au plan de direction D, + D,
qui contient 2,,

49 Exercice. — Considérons les droites affines 2, = 0 + Rk (« axe des z ») et @; représentée
par:x = az + p,¥ = bz + g (cl. 84.3, 2° ¢)). Nous supposons (g, &) # (0, 0) de sorte que 2, et 2,
ne sont pas paralléles. &, contient le point p, de coordonnées (p, g, 0); D, contient le vecteur ¢, de
composantes {a, b, 1).

a) Distance d(2,, 9,). — Tout plan contenant &, a une équation de la forme ux +vy = 0. En
particulier le plan 2, qui contient 2, et est paralléle & 2, s'écrit bx — ay = 0. Il vient :

lbp — agi

d(2,, %)= dip,, P,) = .
Jat + b2

b) Perpendiculaire commune d 2, et @,. — C'est une droite (2, D) telle que D contienne le vecteur
k A e,, de coordonnées (— b, a, 0). Nous la déterminerons comme intersection des deux plans 2;
contenant £, dont les direcuons contiennent k A €.

Nous constatons immédiatement que 2, admet I'équation ax + by = 0.

Nous cherchons une équation de 2, sous la forme ;

Ax —az—p)+ Wy — bz~ g =0

avec la condition : — Ab + pa = 0, ce qui permet d'adopter L = aet p = b.
En définitive, 2 peut étre représentée par le systéme :
{ax + by =0
(@ + b5z 4+ ap + bg = 0.

REMARQUE. — Le lecteur comparera ces résultats 4 ceux qu’il obtiendrajt en étudiant le
minitnum de :

z —{az + p)® + (bz + @~
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6.3.3. Complément : inversion

1° DEFINITION. — Solent E un espace préhilbertien réel, (£, E) un espace
affine, © un point de & et k un réel non nul. On appelle inversion de pole o et de
puissance k l'application de £ {w} dans lni-méme qui au point m associe le point m'
défini par 'une on l'autre des conditions équivalentes :

- - . r —k ——
i) Les points w, m, m’' sont alignés et om .oom’ = k.

w ko —n
ll) wm = :ﬁz(!)m
Heoml|

Le lecteur verifiera I'équivalence des conditions i) et ii). Il déduira de i)
quune inversion est une application involutive. A titre de complément il
résoudra 'exercice 2.20.

2° Cas d'un espace euclidien. — Ici & est de dimension finie n > 0 et
& =(0,e,, ...,e,)estunrepére orthonormé. Soit .# I'inversion de pdle O et de
puissance k. Simadmet (§,, .. ., £,) pour coordonnées cartésiennes dans 2, alors
#(m) admet des coordonnées (&), ..., &) données par :

kE.
vieN, &= z—&ﬁ
1+ -+ &,
Dans le cas particulier d’'un plan affine euclidien orienté et d’un repeére

(0,1, j) orthonormé direct, si m admet pour systéme de coordennées polaires
(p, 8) alors un systéme de coordonnées polaires de m’' est (k/p, 0).

EXERCICES

La notation &, (resp. &) désigne un espace affine euclidien de dimension 2 (resp. 3),
éventuellement orienté (les repéres envisagés étant alors directs).

6.1. — Soient s, i € N; des retournements par rapport & des droites 2, de &,. A quelle
condition 53 ¢ 5, o s, est-il une translation ? un retournement ?

6.2. — Etudier les déplacements de &, qui commutent.

6.3. — a) Si fest un antidéplacement de &,, f? est une translation.

b)A Sif,, f5,f sont des symétries de &, (f, = f5 of; of, =f4)* est une translation dont
on précisera le vecteur.

*6.4. — Les seuls sous-groupes compacts du groupe # * (£,) sont les sous-groupes
formés des rotations de méme centre.,

6.5. — Si deux triangles (q, b, ¢) et (@', ¥, ¢') de £, sont tels que les perpendiculaires
mences des points @', ¥, ¢’ respectivement aux droites bc, ca, ab sont concourantes, alors
les perpendiculaires menées de a, b, ¢ respectivement a b'c’, ¢'a’, @'’ sont concourantes.
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. —
6.6. — Soit (), une famille de points de &,. On note d;; = |la,a)||. En utilisant les
exercices 2.20 et 2.21, montrer qu'on a toujours :

diydys S dyyds; + d4dy;

I'égalité étant atteinte si et seulement si les points sont alignés ou cocycliques. Montrer
qu’ils sont cocycliques si et seulement si est vérifiée 'une des égalités

* d12d34 + d13d42. + d14d23 =0
6.7. — Dans &, on donne les points a, b, ¢, d, avec b, ¢, d appartenant a une droite 2.
Vérifier la relation de Stewart :

—_—  — e — = -
llabll*cd + |lac|l*db + |lad{|*bc + cd.db.bc =0
ol il s’agit de mesures algébriques dans un repére unitaire de %.

6.8. — Dans &, on donne le triangle (a, b, ¢). Ecrire les équations des hauteurs dansle
— —
repére (a, ab, ac) et montrer qu'elles sont concourantes.

69. — Dans &, on donne le triangle équilatéral (a,, a,, a;). Soit m un point
appartenant au cercle circonscrit, mais distinct de a,, a, et a;. Pour i, j, k deux a deux
distincts, les droites ma, et a;a, se coupent en a;. Montrer que I'aire du triangle (a), a5, a3}
ne dépend pas du choix de m.

6.10. — Dans &, on donne un triangle équilatéral de centre 0. Une droite pivotant
autour de ¢ coupe les cotés en p, g, r. Etudier I'ensemble décrit par I'isobarycentre de
(P, g, 1}

6.11. — Dans &, on considére trois points non alignés a, b, cet d ¢ {a, b, c}. On note
2, la symétrique de la droite Aff (a, 4) par rapport aux bissectrices des droites Aff (a, b et
Aff (a, ). On définit de maniére analogue 2, et 2,

Montrer que 2,, 2, ¢t %, sont en général concourantes. Cas d'exception ?

6.12. — & estrapporté au repére orthonormal #; 2 désigne la droite qui admet dans
ce repére les équations x = y et y = z. Soit &' le repére déduit de # par symétric par
rapport & 2. Ecrire les formules de changement de coordonnées.

6.13. — Dans &, on donne le triangle équilatéral (a,, a,, a;) et le point m. Pour
, j, k deux a deux distincts, b; désigne le symétrique de m par rapport a la droite a;a,.
Montrer que les trois droites a;b,, i € N, ont un point commun.

6.14. — Dans &, rapporté 4 un repére orthonormal les plans d’équation
bz —cy =p; X — az = g; ay — bx =r
forment {en général) une surface prismatique; calculer 'aire d'une section droite.

6.15. — Dans &, rapporté 4 un repére orthonormal d’origine (' on donne le point
a de coordonnées (a, a, 0). Calculer les coordonnées de b et ¢ sachant que b appartient au
plan y = 0 et que le tétraédre (O, a, b, ¢} est régulier.

6.16. — Dans &, rapporté i un repére quelconque, déterminer les droites
rencontrant les quatre droites :

t=a)A(x=b, G=-arp=—-bh
(z="H A (ux + vy = 0), (z=—h A (ux — vy = Q).
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6.17. — Dans &, rapporté 4 un repére quelconque on donne les droites :
(x =a) A (y = a;z), ieN,.

Condition pour que le plan d’équation ux + vy + wz + h = 0les coupe en trois points
alignés.

6.18. — Dans &, rapporté a un repére orthonormal on donne les plans :
x+y—1=0; y+z—1=0; z4+x-—-1=0; x+3y+z=0

Déterminer A pour que les projections orthogonales du point (1, 1, A) sur les quatre plans
soient coplanaires.

6.19. — Dans &, rapporté i un repére orthonormat on donne les droites :

(@ x—z—a=0Ay+3z+1D =0,
(2) x+2y+z-2b=0A(Bx+3y+22-T=0.

Condition pour que & n 2" # &; quelle est alors I'équation de Aff (2 U 2} ?

6.20. — Dans &, on donne quatre droites &, i € N,. Un point m € @, est projeté
orthogonalement en m, € 9,; on projette de méme m, en m, € 2, puis m; en m, € %4,,
enfin m, en m' € 2,. Déterminer m pour que m' = m.

Etendre I'étude a &, euclidien.

6.21. — Dans & on donne deux points a et bet un ptan 2 contenant le milieu de (a, b)
et faisant avec Aff(a, b) un angle de mesure n/4. Etudier 'ensemble des m e & tels que

TP AT 2
limali* + limb|i* = klimhi|
ol h est la projection orthogonale de m sur 2 et k un réel donné.

6.22. — Soient 2,, 9,, @, trois droites non coplanaires de &; ayant un point
commun. Pour i, j, k deux & deux distincts, 2, est le plan qui contient 2, et est
perpendiculaire au plan déterminé par 2; et 2, (on suppose que ce plan est unique).
Montrer que les #; ont une droite commune.

6.23. — Soient (0,1, ), k} un repére orthenormal de &, et (a, @) [resp (b, b');
resp. (¢, ¢')] un couple de points de la droite (0, i) [resp. (0, j); resp. (0, k)]. On désigne par
g I'isobarycentre de (g, b, ¢}, et par h 'orthocentre de (&', ¥, ¢'). Montrer que O, g et h sont
alignés si et seulement si

0a.0d = 0b.0b = 0c.0c.

6.24. — Dans un tétraédre de &, les quatre faces ont des aires égales. Montrer que
deux cbtés opposés quelconques ont méme tongueur.

6.25, — Dans &, rapporté a (0, e, e,, ;) orthonormal on donne deux droites Aet &
contenant O, de vecteurs directeurs (1, 1, 1)et(a, b, ¢). Pour i € N, IT; (resp. #;) est le plan
contenant A (resp. &) dont la direction contient e;; 2 est le symétrique de &, parrapport i
I,

a) Montrer que les #; ont une droite commune 2'.
b) Comment choisir (a,b,¢) pour que 2 et £ soient confondues
[resp. orthogonales].
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6.26. — Dans &, rapporté a un repére orthonormal on donne les plans :
@): y=z (@) z=x; (P x=y.

On appelle G le sous-groupe de #(£;) engendré par les symétries par rapport d ces plans.
Etudier G, ses SOus-groupes, ses sous-groupes distingués.

Montrer que pour tout m € &5, les transformés de m par les divers éléments de G sont
coplanaires.

6.27. — Etant donné deux applications, f quelconque et g bijective, d’'un ensemble &
dans lui-méme, on appelle transmuée de { par g I'application g - f - g~ 7. Etudier les cas
suivants :

a) & est affine, g est affine, f est une homothétie.

b) & est affine euclidien, g est une similitude, fest une homothétie (resp. une symetrie).

6.28. — FORMULE FONDAMENTALE DE LA TRIGONOMETRIE SPHERIQUE. — Dans £ on
considére le triédre Z, constitué par trois demi-droites non coplanaires de méme origine 0,
de vecteurs umitaires i, j, k. On désigne par a, b, ¢ les mesures (entre 0 et w} de ses fuces, par
o, B, v les mesures (entre 0 et n) de ses diédres; c’est ainsi que a est Pangle des vecteurs jet k,
et que o est I'angle des demi-droites obtenues en coupant par un plan de direction (Ri)! les
demi-plans limités par la droite (O, i) qui contiennent respectivement les demi-droites (0, j)
et (0, k).

a} Montrer (k A i).(i A j} = cosbcosc — cos a. En déduire :

cosa = Cos b.cos ¢ + sin b sin ¢ cos oL

b) &, ayant été arbitrairement orienté, on note &’ le triédre de sommet O dont les
demi-droites admettent les vecteurs unitaires ¢, j/, k' tels que :

I'sina=jAnk; [jsinb=kni k'sine =i naj.
On dit que & est le triédre supplémentaire de &@. Quel est alors le triédre supplémentaire de
&7

Onnote &, b, ¢’ (resp. o, B, ¥') les mesures des faces (resp. des diédres) de &°. Déduire
de a) la formule :

cosa = cos B cos ¥y + sin B sin y cos a.

6.29. — Tuiorime bE MorLEV-PeTERSEN. — a) Montrer que les droites &, i € N3, de
£ 5 admettent une perpendiculaire commune si et seulement si le produit de retourne-
ments s, © 5, © 5, €stunretournement.

b) Soient &, i € N, trois droites de &, puis A, la perpendiculaire commune a &, et
@4 b j, k deux 4 deux distincts, et enfin &, la perpendiculaire commune 4 2, et 4 A,
Montrer que les trois droites &; admettent une perpendiculaire commune (une autre
démonstration fait 'objet de I'exercice 8.12).

* 6,30. — Soit fune application de £, dans lui-méme qui « conserve la distance 1 »,
ce qui signifie :

Vi, ed: ixy)=1 = (d(fix)f(y) = 1.

Montrer que [ est une isométric : on montrera que f conserve la distance \/3 et on
utilisera le fait que Z + Z\/3 est dense dans R,
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* 6.31. — On désigne un espace affine réel, ¥ une partie convexe de 4.

a) Montrer que si a € est m € 6, alors[a, m[ < .

b} En deduire ¥ < % et, si % est fermé non vide, ¥ = &.

¢) On suppose & affine euclidien de dimension 2, et on le rapporte 4 un repére
orthonormal.

Ondonne a € % et on suppose ¢ compact. A tout 8 € R, on associe la demi-droite 2,
d’origine « et dirigée par le vecteur de coordonnées (cos 6, sin 8). Montrer que
%y n Fr (%) est un singleton {mg} et montrer que § ——m, est continue. «

6.32. — TueoriME DE KrEIN-MILMaN. — *& désigne un espace affine euclidien.
1® a) Montrer que si € < £ est convexe, % est convexe.

b) Cnit % un convexe fermé, et a € £\%. Montrer qu'il existe un hyperplan affine #
tel que @ € # et que % soit contenu dans un des demi-espaces ouverts délimités par #. (On

introduira b e % tel que d(a, b) = d(a, %) et, en posant N = :z_l;, on définira 3 par:
me H < N.agm = Q).
¢) Soit ¥ convexe, et a € Fr (¥). Montrer qu’il existe un hyperplan affine 5 de & tel

que a € 3 et que ¢ soit contenu dans I'un des demi-espaces fermés délimité par 2. Il est
alors appelé hyperplan d’appui pour a. (On montrera d’abord gqW’on peut supposer ¢

1 .
fermé; ensuite, & tout n € N* on associera a, € & tel que d(a, a,) < - et a, ¢ €. On définit
n

alors N, = ;I;: comme au b), puis N, = N_/||N ||, et on utilise une valeur d’adhérence N
de la suite (M), n.)

d) Montrer que si ¢ est convexe, contenu dans un demi-espace fermé délimité par un
hyperplan affine #, et si ae 6 n #, alors g € Fr(%).

2° Soit ¥ unconvexe de £. Un point a € ¥ est dit extrémal si et seulement si €\{a} est
convexe,

a) Montrer que a € % est extrémal si et seulement si :

Y(m,. m,) e €* a g my, myl

b) Montrer que si % est un convexe compact de &, tout hyperplan d’appui # de ¢
contient au moins un point extrémal de %. (On raisonnera par récurrence sur n = dim &
en remarguant gue tout point extrémal du convexe # ~ % est un point extrémal de €.)

¢) Soit % un convexe compact de &, %, 'ensemble de ses points extrémaux. Montrer,
en utilisant 'ensemble des résultats précédents, que ¥ est Fenveloppe convexe fermée de
%o-

d) Montrer que le résultat du ¢ reste valable dans un espace affine réel de dimension
finie (non nécessairement euclidien). ¢
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ETUDE DE QUELQUES
ENSEMBLES REMARQUABLES

Dans tout le chapitre (£, E) désigne un R-espace
affine de dimension finie; dans certains cas, qui seront
précisés, nous le supposerons muni d’'une structure eucli-
dienne.

7.1. EQUATIONS D'UN SOUS-ENSEMBLE
D'UN ESPACE AFFINE REEL

7.1.1. Généralités

1° Soit & un sous-ensemble de &. Au I, 1.4,4, 1°, nous avons défini la
fonction caractéristique ¢ de /. Nous traduirons I'égalité :

o = {medlom) =1}

en disant que @(m) = 1 est une équation de .
Plus généralement, posons :

DEerFinTION I — Soit o/ un sous-ensemble de £. S'il existe une fonction fde &
vers R?, pe N*, telle que .« = £~ {0), ce qui signifie :

& = {me &|f(m) = 0}, (0 est ici Og),

on dit que f(m) = 0 est une équation de .

Si p est strictement supérieur a 1, et si f,, ..., f, sont les applications
composantes de f, on dit que (f;(m) =0, ..., f,(m) = 0) constitue un sysiéme
d’équations de o

ExempLES. — a) Tout hyperplan affine de £ admet une équation fim) = Golf: & - Restune
forme affine non constante,

b) Toute variétéailline F de & peut &tre considérée (5.4.4) comme I'intersection de p hyperplans;
elle admet donc un systéme d'équations (f;(m) = 0, ..., f(m) = 0), on les f, - & — R sont des
formes affines non constantes; elle admet ainsi I'équation f{m) = 0, ou f désigne l'application
/1, .. .. f,) de & dans RP,

REMARQUES. — Ainsi que le montre I'exemple précédent (ef, plus généralement, le recours
possible 4 la fonction caractéristique), Uentier p ne joue théoriguement pas de role inirinséque.
Dailleurs si ¢ : R® — RS9, (p, ¢) € (N*)?, est une application quelconque vérifiant :

YxeR?  (px)=0) = (x =0)
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4 toute équation f(m) = 0, ou fest une fonction de & dans R®, on peut associer I'équation g(m) = 0
avec g = ¢ o f, ol g est une fonction de & dans Rv.

Cependant le lecieur constatera qu’en pratigue I'entier p joue un réle important. Par exemple, si
ladimension de & est 3 (resp. 2)et sip = 1, nous parlerons de la « surface & » (resp.la « courbe o »),
sans chercher pour le moment a donner un sens mathématique a cette locution.

Cette situation sera expliquée au tome V dans le cadre de la géométrie différentielle.

2° En 5.4.1 nous avons vu qu’une partie .« de & peut étre caractérisée par
une représentation paramétrique @, ou ¢ est une application surjective d’un
ensemble A sur . Avec ces notations nous poserons :

DEeriniTiON 11 — Soit 7 une partie de 7. S'il existe une fonction fde A vers
R%, p € N*, telle que # soit 'ensemble des points ¢(}) e .« vérifiant f(A) = 0, ondit
que f(A) = 0 est une équation curviligne de 2, relativement a o.

Notons qu'alors la partie B de A qui admet f(3) = 0 pour équation vérifie # = @(B), mais pas
nécessairement B = ¢~ !(#), sauf bién entendu si ¢ est une bijection.

e Dans les cas particuliers que nous allons envisager maintenant, nous
supposerons .o/ = &; nous parlerons de coordonnées au licu de paramétres.

a) Equations cartésiennes d'une partie 7 de &. — On rapporte & 4 un repére
#=(0,e,, ...,e)de &; ¢ est ici la bijection :

(p:R"'"’éa (gls"'s&n)’_’0+zgiei‘
i=1

La définition II devient :

DeriniTion 1. — Seit & une partie de &. S'il existe une fonction f de R” vers
R?, p € N*, telle que % soit 'ensemble des points de & dont les coordonnées dans #
vérifient f(£,, ..., £,) =0, on dit que f(&,, ..., &) = O est une équation
cartésienne de # dans le repére #.

Sip = 2etsif = (f,, ..., f,), onparle de systéme d’¢quations cartésiennes de

REMARQUE. — Fn fait, ici B = ¢~ '{#).

b) Equations polaires, cylindriques ou sphériques. — & est supposé affine
euclidien, orienté, de dimension 2 ou 3 ; ¢ est ici la surjection de R? (resp. R*) sur
& qui définit les coordonnées polaires (resp. cylindriques ou sphériques).

Explicitons, par exemple, la définition d’une équation polaire dans (&, E)
euclidien orienté, de dimension 2, rapporté a un repére orthonormal direct
% = (0, 1, j); nous nous en tiendrons au cas usuel p = L.

DeérFInTION IV, — Seit  une partie de &. S'il existe une fonctionfde R? vers R
telle que 2 soit 'ensemble des points de £ dont un systéme de coordonnées polaires
au moins vérifie f{p, 6) = 0, on dit que f(p, 8) = O est une équation polaire de 4
dans le repére #.
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Ici  n'est pas bijective; f{p. 8) = 0 est une équation d’une partie B de R? vérifiant ¢(B) = %,
mais pas nécessairement B = ¢~ ‘(&)

I1 se peut qu'il existe un point m, € & admettant un systéme {py, 6,) de coordonnées polaires tel
que f{pg, Bo) # 0.

REMARQUES. — a) 81 # et &' sont deux repeéres de & et si f(§,, ..., ,) = 0 est une équation
cariésienne d’une partie & de & dans &, les formules de changement de repéres 5.4.2, 4" permetient
d’obtenir une équation cartésienne g(&,, ..., &) = 0 de # dans #".

b) & étant un espace affine euclidien, orienté de dimension 2 et (0, i, /) un repére orthonormé
direct de &, nous savons que sim € & a pour systéme de coordonnées polaires (p, 9), ses coordonnées
cartésiennes dans (0, i, j) sont (p cos 8, p sin 8). Disposant d’une équation cartésienne f(x, y) = Ode
8, nous pouvons en déduire I'équation polaire g(p, 9) = 0 de &, ol :

g(p. 8) = f(pcos 8, psin B).
Nous pouvons évidemmend faire une remarque analogue dans le cas des coordonnées cylindriques ou
spheériques, lorsque & est de dimension 3.

¢) Plus généralement, 4 tout systeéme de coordonnées dans & peut ére associé un type
d’équation d’une partie # de &; on peut, par exemple, utiliser les coordonnées barycentriques. En
pratique, si¢ : A — & est 'application surjective définissant le systéme de coordonnées utilisé, on
est ramené a déterminer une équation f(A) = 0 d’une partie B de A vérifiant # = @(B).

7.1.2. Problémes d’unicité

Soit f(m) = 0 une équation d’une partie &/ de &, fétant une fonction de &
vers RP. Si u est un automorphisme de I'espace vectoriel R*, il est évident que
(u = f)(m) = Oest une équation de .o/, En particulier, si p = 1, on obtient ainsi les
equations (Af)(m) = 0, avec he R*;si p > L et f = (f, ..., f,), on obtient le
systéme d’équations

P
(Z o, fi(m) = 0) s ou [au].‘nswi
j=1 refs,
est une matrice inversible de .4 (p) arbitrairement choisie.

Mais il est clair que 'on n’obtient pas ainsi toutes les équations de /. On
peut cependant, dans certains cas, arriver A une réciproque ; il en est ainsi lorsque
o est une varieté affine de & d’équation f(m) = 0,et lorsque I'on impose a fd*étre
une application affine de & dans R”.

Des considérations analogues peuvent étre développées dans le cas des
équations cartésiennes d’une partie .« de &, dans un repére fixé. Nous verrons
que, sous réserve d’utiliser des applications fde " vers € d’un type particulier,
nous pourrons parfois parler de 'unique équation cartésienne de o (équation
normale d’un cercle par exemple). Une étude plus poussée de ces problémes
d’unicité est Au domaine de la géométrie algébrique qu’il est hors de question
d’aborder ici.

REMARQUE. — Dans le cas des équations polaires (resp. cylindriques ou sphériques), le probiéme
est compliqué par la non bijectivité de 'application ¢ de R" dans & wtilisee en 7.1.1, 2°, b,

CasPARTICULIER. — Sif(p, 0) = 0 est une équation polaire d’une partie o de
&, ou & est un espace affine euclidien orienté de dimension 2, rapporté a un repére
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orthonormal direct, alors, pour tout ke Z,

flp, 6 + 2kr) =0 et fl—=p,9+n+ 2kn)=0

sont des éguations polaires de of.

7.2, SOUS-ENSEMBLES REMARQUABLES
D'UN PLAN AFFINE

gDans ce paragraphe (&, E) est un plan aﬂine.g

7.2.1. Les droites d’'un plan

1° Equations cartésiennes dune droite. — Le plan affine (&, E) étant muni
d’un repére # = (0, i, j), nous avons déja acquis les résultats suivants :

Prorosimion, — Etant donné une droite affine & de &, elle admet une
équation cartésienne de la forme :

ux + vy + h =90 (u, v) # (0, 0).

Réciproquement 'ensemble des points m de & dont les coordonnées cartésien-
nes (x, y) vérifient ;
ux + vy + h =0, (u, v) # (0, Q)

est une droite affine.

RaPPELS. — a) Pour que ux + vy + h =0 et u'x + vy + b = 0 soient des équations
cartésiennes d’une méme droite, il faut et 1l suffn qu'il existe o € R* tel que (v, v, B) = a.(u, v, A).

b) Dans le cas on £ est euclidien, nous avons introduit les deux équations normales de % (cf.
6.2.2,1%.

2° Equations polaires dune droite.

(&€, E)est iciun plan affine euclidien orienté, rapporté
d un repére orthonormal direct (O, i, j).

TutoriME I. — Toute droite 2 de £ contenant O admet une équation polaire
de la forme 0 — 0, = 0, avec 8, c R.

Soit uI'un des deux vecteurs directeurs unitaires de 2. Il existe 8, € R tel que
u s’écrive cos B,i + sin Oy,
__, Pour que m e & appartienne 4 2, il faut et il suffit qu’il existe p € R tel que
Om = pu, ou encore que m admette un systéme de coordonnées polaires de la
forme (p, 6,). |
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RiciproQuE 1. — Etant donné 0, € R, le sous-ensemble % de & admettant
0 — 6, = O pour équation polaire est une droite contenant O,

Soit %" 1a droite qui contient O et est dirigée par le vecteur ;
cos 8, + sin 8,].

D’aprés le théoréme 1, %' admet 6 — 8, = 0 pour équation polaire; d'ou
D=9, |

TueoreMmE Il. — Toute droite & de & qui ne contient pas O admet une
équation polaire de la forme :

l/jp = acos 0 + P sin 6, avec (2, B) e R3\{(0, 0)}.
% admet une équation cartésienne de la forme :
ax + By =1, avec (a, B) € RA{(0, 0y}

et dong une équation polaire dela forme : p(xcos® + Psin8) = 1. Le théoréme
s’en déduit, compte tenu de ce que p n’est nul en aucun point de 2. O

ReciProQUE 1. — Etant donné (o, B) € R?\{(0, 0)}, le sous-ensemble & de &
d’équation polaire 1/p = xcos 0 + P sin 0 est une droite ne contenant pas 0.

% admet en effet ax + Py = 1 pour équation cartésienne. O

Y

N

FiG. 9.

REMARQUES. — a} Avec la notation de la réciproque II, la mise en place de & se [ail en posant
o = rcos @, p = rsin @, avec naturellement r # 0, ce qui revient & désigner par {r, ¢) un systéme de
coordonnées polaires du point = 0 + o + Bj de &. On dispose ainsi de :

pcos (B — @)= 1/r et xcosp +ysing — 1 =0

qui sont respectivement une autre forme de 'équation polaire et I'une des équations normales de %.
Draprés celle-ci la projection orthogonale b de O sur & est définie par :

— . .
Oh =r Ty, on 1 désigne cos @i + sin @j.
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— —

by De Oa = ru et OF = r~'u nous déduisons quc h csi 'image de « dans 'inversion de pdic
0, de puissance 1 {6.3.3). L'é¢quation polaire de & sous la forme 1/p = &« cos @ + P sin 0 esi ainsi
unique, ce que 'on retrouve d'ailleurs par la comparaison des diverses équations cartésiennes (cf. 1°).

Cas PARTICULIERS. — Pour o # 0 (resp. B #0), 1/p = xcos B (resp. 1/p = P sin 0) est
I'équation polaire d'unc droite ne contenant pas @, de direction Rj (resp. Ri).

7.2.2. Gerbes de droites

(&, E) est un plan affine, pas nécessairement eucli- g

§ dien. S

1° Derinimion, — Seit O un point de &. On appelle gerbe de droites contenant
O, toute réunion d’'un nombre fini p € N* de droites affines de & contenant O.

Nous rapporterons £ a un repére d’origine O, # = (0, i, j).

THEOREME. — A toute gerbe % de droites contenant (J, on peut associer un
polynéme P € R[X, Y], p-homogéne et non constant tel que P(x, y) = 0 soit une
équation cartésienne de %,

Soit ¢ la réunion des p droites %, i e N, d’équations cartésiennes :
ux + vy = 0’ (ujv Ui) S Rz\{(os O)}'

% admet pour équation cartésienne P(x, y) = 0, ot P désigne le polynéme p-
homogéne non constant :

14
[T (X + v,Y) O
i=1
RECIPROQUE. — Soit un polynéme n-homogéne non constant, P e R{ X, Y.
Alors le sous-ensemble % de & qui admet P(x, y) = O pour équation cartésienne est
soit une gerbe de p < n droites contenant O, soit { O} auquel cas on dit que % est la
gerbe réduite a {O}.
Désignant par g la valuation de P en tant qu'élément de R{Y][X],
écrivons :

P=73 aV X4 avec a, # 0.
k=g

Si ¢ = n, % est la droite affine qui contient O et a pour direction Rj.

Sig < n,le polynéme Y a7 * de degré n — g, se factorise dans C[ 7]
k=g
sous la forme a (T — a,) ... (T — a,_,). 1l en résulte :
P=aX{Yy —o,X)... (Y —«a,_X)

Enremarquant que y — ax = Oest’¢quation d’une droite affine contenant O si
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a € R et est I'équation de {0} si a € C\R, il est visible que % est soit {0}, soit une
réunion de p droites affines contenant O, avec | < p < n. O

Dans la pratique, on recherche d’abord si la droite 0 + Rj, d’équation
x = 0, est une partie de %(g = 1). Les droites affines autres que O + Rjincluses
dans % sont les droites contenant O dont les coelficients directeurs sont les
racines réelles de 'équation P(1, 1) = 0.

REMARQUES. — a) Une gerbe de droites contenant O peut admettre des équations {(méme
algebrigques) non homogénes; c'est le cas pour :

(x2+ ¥+ IYix + 3 =0

1l n’en serait pas ainsi si I'on travaillait sur C au lieu de R.

b) Nous pouvons appliquer I’¢tude qui précéde i une réunion finie de droites vectorielles d’un
plan vectoriel rapporté & une base (i, j).

¢} Sil'on transforme I’équation P(x, y) = 0 par changement de repéres affines de méme origine,
on obtient une nouvelle équation cartésienne @{x, y) = 0 ou le degré du polyndme homogéne ¢ est
celui de P. Cependant le degre de P n'a pas de signification intrinseque pour la gerbe définie par
P(x, y) = 0(on peut par exemple élever un facteur ;X + v,Y 4 une puissance arbitraire, non nulle,
sans modifier la gerbe).

2° Un cas particulier fondamental :
P(X,Y)=aX? + 2bXY + cY* avec (a, b, c) #(0,0,0)

— Sil'on considére deux droites &, et Z, contenant I'origine O, d’équations
cartésiennes respectives ux + v,y = 0, avec i e N,, la gerbe 2, v %, a pour
équation cartésienne :

i, X2 + (8, + 01Xy + 0,y =0

et les conditions (i, v;) & R®\{(0, 0)}, i € N,, impliquent
(U, vyuy, + vyu,, 0,0,;) # (0, 0, 0).

Dans ce cas particulier, nous voyons que la gerbe &, w 2, a pour équation
—
®(0Om) = 0 ou @ est la forme quadratique non nulle sur E définie par :

Dxi + yj) = wu,x? + (v, + vou,)Xy + 00,32
— Inversement soient ¢ une forme quadratique non nulle sur E, et % le
—_

sous-ensembie de & dont une équation est ®(Om) = 0.
Soit (O, i, j)unrepére de &. dest caractérisée par sa matrice dans la base (i, j)

de E, q‘Lll est de la forme :
|: :|
M
b ¢

% est ainsi le sous-ensemble de & d’équation cartésienne :
ax? + 2bxy + ¢cy? =0 avec (a, b, ) # (0, 0, 0).

L’étude de 1° s’applique et permet de déterminer .
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Nous nous proposons ic1 de reprendre cette étude en utilisant 1a théorie des
formes quadratiques. Nous connaissons (2.2.2, 2°) les résultats suivants :

— Siac — b? > 0, ® est définie positive ou définie négative; ¥ est la gerbe
réduite & {0}.

— Siac — b% = 0, ®est de rang 1, soit @ = af?, avec w € R*, o1 fest une
foEs linéaire non nulle sur E; 4 est la droite contenant O, d’équation
f(Om) = 0.

— Siac — b* < 0, ®est de signature (1, 1) et I'on peut écrire @ = 2 — g?
ol fet ¢ sont des formes linéaires sur E indépendantes ; ¢ est alors la réunion des
deux droites distinetes, d’équations respectives

(F—@Om=0 et (f+g)(Om) =0

REMARQUE. — En utilisant I'équation aux coefficients directeurs des droites constituant % (cf.
1°), le lecteur vérifiera que les deux gerbes non réduites a {Q}, d’équations respectives :

ax® + 2hxy +cyi =0 ax® + xy + 'y =0

sont confondues si et seulement s'il existe o e R* tel que (&, &', ¢) = a.(a, b, ¢).
Par contre x? + yp* =0 et x* + 2y? = 0 représentent deux gerbes confondues, puisque
réduites a {0},

3° Cas du plan affine euclidien. — Ici & est euclidien, (O, i, j) est orthonor-

mal. Etudions la gerbe % d’équation cartésienne :
ax® + 2bxy + cy* = 0.
Introduisons pour cela ia forme quadratique :
O E - R (xi + yi) — ax? + 2bxy + oy’

Nous savons qu'il existe une base orthonormale (1, J) de E dans laquelle @,

s’écrit :
(XI + YJ) — AX? + py?

b
] et ou I et J sont les

ol A et p désignent les valeurs propres de M = [;
¢

vecteurs propres du u € #(E) défini par :
Mat (u; (i, )) = M
Nous avons d'ailleurs : A + p = a + cet Ap = ac — b

Si nous nous limitons au cas ou % est constitué de deux droites contenant O
{ce qui équivaut 4 ac — b? < 0), nous en déduisons alors aisément :

T
— L’angle 8 des deux droites &, et @, constituant %, 6 e JO, 5], vérifie

A la + ¢
tg- = [— —,etdonccotg § =
K 2

= . En particulier 4 est constituée de
b

— ac
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deux droites orthogonales si et seulement sig + ¢ = O (notonsquea + ¢ = 0
implique ac — b* < 0).
— Les bissectrices des droites 2, et &, constituent la gerbe d’équation :

b(y* —x) +(a—oxy=0

Ces bissectrices sont en effet les droites O + RlIet O + RJ, il suffit donc d’écrire
que le vecteur xi + yj est soit nul, soit propre pour 'endomorphisme u ce qui
équivaut a :

x ax + by

v bx + ¢y

7.2.3. Le cercle

g (&, E) est ici un plan affine euclidien; tous les repéres z
considérés sont orthonormaux.

1° Premiéres propriétés. — RAPPEL D'UNE DEFINITION. — Etant donné un
point ® de £ et un réel R strictement positif, on appelle cercle de centre o, de rayon
R I'ensemble % des points de & dont la distance A ® est égale a R.

L’ensemble des points de &€ dont la distance a4 o est strictement inférieure
(resp. strictement supérieure) 4 R porte le nom d’intérieur (resp. d’extérieur) du
cercle 4. De la définition d’un cercle i} résulte que toute droite contenant son
centre (appelée diamétre), est un axe de symétrie du cercle ; il en résulte aussi que
le centre est un centre de symétrie du cercle. On constate que les diamétres et le
cenfre sont respectivement les seuls axes et centre de symétrie d’un cercle.

Deux points a et b d’un cercle ¥ symétriques par rapport au centre sont dits
diamétralement opposés; on dit encore que & est le cercle de diamétre (a, b).

REMARQUE. — Dans la définition adoptée ici, le rayon R est strictement positif, ceci en accord

avec la terminologie topologique du 111.2.3.1. Cependant il nous arrivera de considérer lecas R = 0,
a savoir le cas d’un sous-ensemble € de & réduit 4 un point w; nous parlerons alors du eercle-point .

% Jusgw'a la fin du 1°, # = (0, i, ) est un repére orthonor- é
mal donné

ProprosiTioN. — Le cercle % dont le centre o a pour coordonnées (¢, B) et dont
le rayon est R admet I'équation cartésienne :

x>+ y—20x — 2By +y=0 avec y=o+ p*— R?
qui est dite équation normale de €.

ReciprOQUE. — Etant donné (o, B, v) € R?, si @ est le point de & de
coordonnées (o, ), le sous-ensemble ¥ constitué des points de & dont les
coordonnées (x, y) vérifient :

x4 y? —2ax — 2By + 7y =10
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est

I'ensemble vide si o + B2 — y < 0;
— le cercle-point @ si o> + B* — vy = 0;
le cercle de centre w, de rayon :

R=Ja* +PB2—v si O+ pfE—-v=>0
La propositlion et sa réciproque résultent trivialement de ce que, pour tout
me & dont les coordonnées dans le repere # sont (x, y) :

—
llom ] = x* + y* — 20x — 2By + o + B O

Cette égalité montre aussi que l'intérieur (resp. l'extérieur) du cercle € est
I'ensemble des m e € dont les coordonnées (x, y) vérifient :

x4+ pr —2ax — 2By + v <0 (resp.x? + y* — 20x — 2By + v > O).

REMARQUE., — Plus généralement étudions .# < § d’équation cartésienne :
ald + )+ bhx+or+d =0, (g b dieR

— Sia =0, l'étude est faite au 7.2.1, 1°
— 81 a3 0,4 admet 'équation :

it ba x+oa v +da”t =0
et on peul se reporter & la réciproque qui précéde.
Etant donné un cercle % de & et deux repéres orthonormaux # et 4, le
lecteur vérifiera quen remplagant respectivement x et y, coordonnées de m € &
dans le repére # en fonction de x’ et y’, coordonnées de m dans le repére &',

I’équation normale de ¥ dans # se transforme en I’équation normale de €
dans 22"

2¢ Intersection d une droite et dun cercle. — Soient % un cercle, de centre @
et de rayon R, et % une droite sur laquelle ® se projette orthogonalement en a.
Par simple application du théoréme de Pythagore, nous constatons que :

3 e
— Si|jwal| > R, alors $ N2 = &;

. —r -
— Sillaa| = R,alors% n @ = {a};onditalors que % est une rangente au
cercle €

—
— Si ||wal] < R, alors € N & est constituée des deux points de % dont la

distance a a est ./ R? — |lwal®

Notons qu'étant donné m € %, il existe une et une seule tangente a ¥ qui

—
contient m (sa direction est orthogonale a wm).

® En utilisant I'expression analytique de la distance d'un point a une droite, on justifie :

DEFINITION. — & élant rapporté & un repére orthonormal 4, si w admet pour coordonnées (o, P,
alors :
(e + vp + M2 — R +0v3) =0
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qui est une condition nécessaire et suffisante pour que la droite d'équation
ux + vy + h =20
soit tangente a %, est appelée une équarion tangentieile du cercle %.

REMARQUES. — a) Nous avons défini i1 ¢ priori une tangente 4 un cercle. Nous verrons au tome
V qu'il n'y a pas contradiction avec la notion générale de tangente i un sous-ensembile de 4.

b) La droite contenant w, centre de %, et orthogonale a % est un axe de symétrie de & n 4.

Application : intersection de deux cercles. — Soient 4| et €, deux cercles
distincts de &, de centres @, et @,, de rayons R; > 0et R, > Q.

Toute droite contenant w, et @, étant axe de symétrie pour ¥, ~ %,,1l est
possible de choisir un repére orthonormal (0O, i, j) tel que %, et %, admettent
respectivement pour équations :

x*4+y =R} et (x—d?+ y*=R3

—
avec d = |lw,®,] et donc d = 0.
Doun ¥, n¥, =%, n %, ou % est le sous-ensemble de & d'équation :
2dx = d* + R? — R
— Sid = 0 (cercles concentriques), alors 2 = et 4, "%, = .
— Etudions maintenant lecasd # 0. Ici & est une droite dont la distance &
o, est
& = |d*> + R? — R3}/2d.

Il s’agit de comparer & et R, et donc¢ d'étudier le signe de :

(@ + R} — RY)? — 4d°R} = ((d + R)* — R)(d — R,)* — R))

1 CAs : |d — Ry| < R, <d + Ry, ce qui scrit :
[R, — R3] <d <R; + R,
%; N %, est constituée de deux points symétriques I'un de 'autre par rapport a
la droite »,0,; on dit que les deux cercles sont sécants.
22Cas:dé¢[|Ry — Ry, R, + R;]. Ici %, n%, = .
3 Cas: d =R, + R,. & cst tangente & %, et a4 ¥, au point a de

coordonnées (R, 0. Ona%, n %, = {a}. Comme visiblement %,\{a} est inclus
dans lextérieur de %, on dit 6, et €, sont tangents extérieurement en a.

4¢ Cas : d = |R; — R,|. L’étude précédente vaut, i cela prés que, si par
exemple R, > R,, %,\{a} est inclus dans 'intérieur de €, et on dit que % est
tangent intérieurement ¢ %, en a,

(Le lecteur fera les figures correspondant aux divers cas.)

REMARQUE. — A priori nous savions {inégalité triangulaire} que
R, - Ryl <d € R + R,

est une condition nécessaire pour que 6, N %, # .
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3% Angle de deux cercles; cercles orthogonaux. — THEOREME ET DEFINITION,
— Soient €, et %, deux cercles distincts de centres w, et w,, derayons R, > Oet
E—
R, > 0, tels que ¥, n %, # . Alors I'écart angulaire ¢ des vecteurs mo, et
—_—
mw, est indépendant de m €%, N %,; on lappelle angle de €, et ¥,; on a :

R + R2 — llo, 0,
cos @ = : 22R R L2 et @ e[0,n].
17*2

Les deux cercles sont tangents intérieurement (resp. extérieurement) si, et
seulement ¢ = O (resp. ¢ = 7).
Si ¢ = n/2 on dit que les deux cercles sont orthogonaux.

e W

£,
Fic. 10.

%, N %, est en effet formé d’un point ou de deux points symétriques par
rapport 4 Aff (®,, ®,), qui est une droite puisqu’ici @, # ®,. O
On a immédiatement :

ProrosiTion. — Pour tout couple (%';, %) de cercles de centres ©, et w,, de
rayons R, > O et R, > 0, les assertions suivantes sont équivalentes :

i) %, et ¥, sont orthogonaux;

i) €, et ¥, sontsécants,etentout me 4, N ¢, lestangentesa €, et %, sont
orthogonales;

iii) ||m1m2[{2 = Ri + Rg;
2

iv) 2(2,05 + BiBa) = v, + 72 0 x* 4+ pP = 20x — 2By + v, = 0,
i € N,, sont les équations des ¥; dans un méme repére orthonormal.

REMARQUE. — Les assertions iii) et iv) sont vraies lorsque 'un des cercles %, ou %, est un cercle
point inclus dans 'autre, qui peut éire lui-méme un cercle-point. Dans ce cas, on convient de dire
encore que les deux cercles sont orthogonaux.

4° Puissance dun point par rapport a un cercle. — DEFiNnITION, — Etant
donné un cercle ¥ (éventuellement un cercle-point) de centre w, de rayon R, on
appelle puissance du point m € & par rapport a ¢ le réel :

F(m) = lom|? — R2.

Notons que I'(m) = 0 (resp. T'(m) > 0; resp. I'(m) < 0) si, et seulement si
m <% (resp. m est extérieur 4 ¢ resp. m est intérieur a ).
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Si x2 + y* — 2ax — 2By + v = 0 est I'équation normale de ¥ dans un
repére orthonormal 4, et si m a pour coordonnées (x,, ¥o) dans #, alors :

Cim) = x3 + y& — 20xy — 2Byo + 7. (n
En particulier, y est la puissance de "origine O par rapport a .

DIFFERENTES INTERPRETATIONS, — Avec les notations du théoréme :

a) Si p et g sont des points diamétralement opposés de %, alors I['(m) est le
—r —
produit scalaire mp.mgq.

— — — e — —_ —
Résulie de mp.mg = (me + op).(mo + vg) et de og = — wp. |
b) Si une droite & contenant m

— coupe ¥ en deux points distincts a et b, alors ['(m)= ;c;.;l;;

—
— est tangente en a A €, alors T'(m) = ||mal|®.

On utilise a), en remarquant que, si a' désigne le point diamétralement
opposé i a sur %, la projection orthogonale de a’ sur & est, suivant le cas, b ou 4,
—

i — ) — — —
ce qui montre que ['(m) = ma.ma’ est, suivant le cas, ma.mb ou |jma|*. O

REMARQUES. — ) En utilisant la définition de la puissance ou I'interprétation b) on constate que,

pour {out a € %, un point m € & appartient a la tangente en a & ¥ si, et seulement si ['(m) = ||mal>.
On peut en déduire les tangentes 4 % contenant m € # donné. On obtient :
— Si I'(m) < 0, aucune solution;
— 8i I'(m) = 0, une solution, ta tangente en m & 6,
— Si I'(m) > 0, deux solutions, les tangentes 4 ¢ aux deux points qui constituent intersection
de ¥ et du cercle centré en m, de rayon /I'(m).

b} Sion adjoint & %€ le cercle %’ de centre ', de rayon R, on constate que I'orrhogonalité de % et
%' équivaut d I'(iw') = R'2.

Axe radical de deux cercles. — ProposiTiON. — Etant donné deux cercles
distincts €, et €, (éventuellement des cercles-points) de centres respectifs o, et w,,
I'ensemble des points de & qui ont méme puissance par rapport 4 ¥, et %, est :

— l'ensemble vide si ©, = ©,.

— une droite & si ®, # ©,. Dans ce cas 2, dont la direction est orthogonale

—_—
a @, 0., est appelée axe radical des cercles non concentriques €, et ..

Soient x? + y* — 2ux — 28,y + y; = 0 des équations normales des &,
i e N,, dans un repére orthonormal quelconque #.
Pour tout m e &, la condition I',(m) = I', (m) s’écrit :

200 —ox + 2(By — By + v, — 1, =0

Siw, = ws,0na g, = o, etf, = B, mais 1y, # y,, puisque ¥, # %,.Si
0, # w,ona:(x, # o) v (P, #pB) 0
e Soient %, et %, deux cercles non concentriques (@, # ®,) d'axe
radical &. Les trois ensembles €, n%,, €, N 2, ¥, N Z sont constitués des
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points ayant une puissance nulle par rapport 4 ¢, et 4, ils coincident donc. Soit
{h} = 2 n Aff(o,, ©,).

— Si h est extérieur a 'un des cercles, il est extérieur a 'autre; les trois
ensembles sont vides;

— 51 h appartient & I'un des cercles, il appartient & I'autre et & est une
tangente commune aux deux cercles, les trois ensembies s'écrivent {h};

— 81 h est intérieur & I'un des cercles, il est intérieur a {autre; les trois
ensembles s'écrivent {a, b} ou a et b sont distincts et symétriques l'un de I'autre
par rapport a h.

(Le lecteur est prié de faire les trois figures correspondantes.)

REMARQUE. — Parmi les points m e &, h est celui qui réalise le minimum de la puissance
commune I'(m) par rapport aux deux cercles 4| et €.

Centre radical de trois cercles. — Prenant trois cercles deux 4 deux distincts, %, de centres
respectifs o, i € N,, nous pouvons étudier 'ensemble des points de 4 ayant méme puissance par
rapport a ces trois cercles.

) Si deux des centres sont confondus cet ensemble est vide.

B} Siles trois centres w, sont deux 4 deux distincts, nous disposons, pour i, j, k distincts, de 'axe
radical &; de % et %,. L’'ensemble cherchéest @, n @, (quiestaussi 2, n @,et @, ~n F,). D'ou :

— Siles m, ne sont pas alignés, 2, et 2, ont un unique point commun qui est dit centre radical
des %, ie N;;

— Siles w,; sont alignés et si @, et %, sont paralléles et distinctes, I'ensemble est vide;

— Siles w, sont alignés et s1 ¥, = %,, 'ensemble cherché est 2 ; cette situation sera reprise
au 6°.

5° Points conjugués par rapport a un cercle. — DeFmaTion. — Etant donné
un cercle %, deux points m, et m, de & sont dits conjugués par rapport a ¢ si et
seulement si le cercle de diamétre (m,, m,) (qui est éventueliement un cercle-point)
est orthogonal & 4.

PROPOSITION. — & étant rapporté a un repére orthonormal 4, si % a pour
équation normale x? + 32 — 2ox — 2By + v = O, pour que m, et m,, de coordon-
nées respectives (x,, y;) et (x,, v,), soient conjugués par rapport a %, il faut et il
suffit que I'on ait :

XyXp + yi¥y — (X + X)) =By +y)+y=0 (2)

Le cercle de diamétre (m,, m,) est I'ensemble des m € & vérifiant

—_—F —
mm, .mm, = 0.

Il admet dans 4 'équation normale :
xP 4y = (g + X)X — (¥ + ¥y +xixy + 31y, =0
La condition d’orthogonalité de ce cercle (qui est éventuellement un cercle

point) et de ¥ n'est autre que (2). 0

REMARQUE. — Un point m € & est conjugué de lui-méme par rapport 4 € si, et seulement s'it
appartient a €.

RAMIS. — Math, Spéc. 2. Algébre 8
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Polaire dun point. Pote dune droite. — THEOREME ET DEFINITION, — Etant
donné un cercle ¥ (autre qu'un cercle-point), de centre ® et un point m'e &,
Fensemble & des conjugués de m par rapport a % est :

— T'ensemble vide si m = o,

—
— unedroite orthogonale 4 wm si ® 3 m;dans ce cas 7 est appelée la polaire
de m par rapport an cercle €; elle ne contient pas .

Prenons un repére orthonormal % de & dans lequel % a pour équation
normale x* + y* — R? = 0.8i(x,, yo) sont les coordonnées de m; pour que n, de
coordonnées (x, y) soit conjugué de m par rapport a %, il faut et il suffit que I'on
ait

XoX + yoy — R* = 0.

Le lecteur achévera la démonstration. O
THEOREME RECIPROQUE. — KEtant donné un cercle ¢ (autre quun cercle-
point), de centre © et une droite & ne contenant pas , il existe un point i € & et un

seul tel que # soit la polaire de m par rapport a %. Ce point, qui est distinct de o, est
appelé le pole de la droite # par rapport au cercle €.

Les notations étant celles du théoréme précédent, # a une équation :
ux + vy + h=0, avec (u,v) # (0,0) et h # 0
Soit m e £\{w}, de coordonnées (x4, yo)- Sa polaire ' a pour équation :
XoX + Yoy — RZ = 0.
On a # = & si, et seulement s'il existe & € {0} vérifhant :
{xg = Au) A (¥ = M) ~ {— R? = Ah)

c’est-a-dire si, et seulement si x, = — R*u/h et yo = — R*v/h. O

Nous disposons ainsi de I'application de &' {w} sur I'ensemble des droites de & ne contenant pas
w, qui & m fait correspondre sa polaire par rapport 4 %, cette application est une bijection;

Papplication réciproque est Fapplication qui a une droite ne contenant pas w fait correspondre son
" pble par rapport 4 %,

6° Faisceau linéaire de cercles. — DEFINITION. — & étant rapporté a un
repére orthonormal # = (0O, i, j), on considére deux cercles distincts ¥, et % .,
d’égquations normales respectives :

Fm) =0, avec Tm) =x>+y" —2ax —2By+7v, ieN,

On appelle faisceau linéaire de cercles de base %, et ¥, l'ensemble F des
cercles de & (y compris les cercles-points) admettant dans # une équation
cartésienne de la forme :

ML (m) + A,T,(m) =0, (A, Ay e R2

Notons d’abord que l'ensemble % dépend de %, et %,, mais non du
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repére4, ainsi que cela résulte de la remarque b) du 1°. Nous pourrons dong, pour
etudier #, choisir un repére # particulier.

Notons ensuite que si A, = — A,, l'équation A, T",(m) + A, ,(m) =10
représente & s1A, = 0, une droite ou @ si A, # 0. D’autre part siun cercle de %
est fourni par le couple (A, &), alors, pour tout k e R\{0}, le couple (ki ,, ki)
fournit ce méme cercle. Nous pouvons donc nous limiter aux couples (A, &,) de
la forme (3, 1 — A).

Pour tout A € R, posons F, = A", + (1 — A)I", et désignons par ¥(}) le
sous-ensemble de £ dont une équation dans & est F,(m) = 0.

F.(m) s’explicite sous la forme :

x? + y* = 20(l)x — 2By + y(0),
avec :
afh) = Aoy + (1 — Moy, P) =B, + (1 — 4)B,,
Y(A) = Ays + (1 — W12
Nous pouvons écrire & = {#(A)h e A}, avec
A= DoeRleP(R) + 8200 — y(d) = 0.

On notera que, pour A ¢ A, ¥(A) est 'ensemble vide.

Pour L e A, le cercle () e #F admer pour centre le point de coordonnées
(x(R), B(L)), ¢’est-G-dire le bar ycentre des centres o, et @, de €, et 6, affectés des
coefficients k. et 1 — A.

ProrosiTioN. — Si €| et €, sont deux cercles distincts de #, le faisceau 7' de
cercles de base €', et ¢, coincide avec %,

Il est évident que %' = #. Inversement supposons qgu'avec la notation
précédente % et %7, correspondent aux valeurs y, et p, du paramétre 2. Nous
avons :

Fp| =pu, Iy + (1 —pl,, Fo=pI +(1—p,)l,.
Comme en outre 4, # W, on en déduit deux égalités de la forme :
U= vilF, + vyF,, ieN, a

ConNsEQUENCE. — On peut prendre pour cercles de base deux cercles distincts
quelconques de # (éventuellement des cercles-points).

Cercles du faisceau ¥ contenant un point donné m,c £&. — Ce sont les
ensembles €(}) tels que :
AT (mg) + (1 — AT y(mg) = 0.

{Pour un tel A, ¥ (%) contient m,, et donc est un cercle).
— Siles puissances de m,, par rapport a4 %, et €, sont distinctes, il y a une
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solution unique; il s’agit du cercle dont une équation (pas nécessairement
normale) est :

Fa(mg) Ty (m) — Ty (mg) T (m) = 0.

— 81T (mg) = T';(my) — ce qui signifie que ¥, et ¥, sont non concentri-
ques et admettent un axe radical 2 quicontient m, — alors aucun cercle de % ne
contient m, si mg, ¢ 4 ,, tous les cercles de % contiennent m, dans le cas contraire.

Description du faisceau & de cercles de base €, et €,. — Reprenons ’étude
du faisceau sous la forme F 1

a) Supposons que les cercles de base sont concentrigues (0, = ©;). —
D’aprés ce que nous avons vu sur les centres, tout cercle de # est centré en o, ;
d’autre part, par tout m, € &, il passe par m, un et un seul cercle de &. Il en
résulte que % est 'ensembie des cercles de centre o, ; on dit qu’il §’agit d’un
faicceau de cercles concentrigues.

b) Supposons que les cercles de base sont non concentrigues (®, # m,). —
Tout cercle de % est centré sur Aff (w,, ®,) qui est dite ligne des centres du
faisceau. 4, et %, admettent un axe radical %, ensemble des points ayant la
méme puissance par rapport a tous les cercles de . Nous pouvons supposer que
le repére a ¢té choisi de fagon que O + Ri et O + R soient respectivement la
ligne des centres et I'axe radical, ce quirevient 4 convenir que B, = [, = Oetque
¥, et y, ont une valeur commune notée v. Iei :

Fm) = x2 + 32 — 200, + (1 — Noay)x + 7, o, # o,

L'application & +— }a; + (1 — A)a, est une bijection de R sur R, ce qui permet
d’introduire, pour tout p = R, I'ensemble C(p) d’équation :

ey —2ux +y=0 ou (x —p?+y=p' - 3)
et décrire :
F = {C(p)lp vérifie p? — vy > 0}.

1" Cas : ¥ <€ 0. La condition p? — v = 0 est remplie par tout pe R;
= {C()p € R}. L'ensemble des centres des cercles de % est O + Ri.

— Si y < 0, cest-a-dire si ¥, N %, = {a, b} avec a # b, alors F est
I’ensemble des cercles contenant a et b. On dit que % (qQui ne contient aucun
cercle-point) est le faisceau de points de base a et b.

— Siy = 0, c’est-a-dire si ¥, et ¥, admettent @ pour tangente commune
en 0, alors # est 'ensemble des cercles qui admettent & pour tangenteen 0. On
dit que % (dont le seul cercie-point est centré en Q) est un faisceau de cercles
tangentis.

2¢ Cas : y > 0. La condition p> — v > 0 sécrit ici p¢ ]— ﬁ,_ \/w;[, ce

qui conduit A introduire les points p = 0 — \/Yl et g =0 + \/yi, qui se
trouvent étre les centres des deux cercles-points du faisceau. & est engendré par le
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cerclede centrew = O + pietderayon./u? — ¥ lorsque w décrit la partie de la
droite O + Ri qui est extérieure a Uintervaile ]p, g[. On dit que F est le faisceau
de points limites p et q.

Fig. 11.

REMARQUES. — a) Dans le 2¢ cas, le faisceau #° de points de base p et g est Pensemble des
cercles C,, d’équation normale x2 + y* — 2vy — v = 0,avec v € R; lelecteur vérifiera que chacun
des faisceaux F et F’ est 'ensemble des cercles orthogonaux a tous les cercles de l'autre faisceau ; les
deux faisceaux sont dits conjugués (sur la figure 11, on a traduit 'orthogonalité du cercle de diamétre
(p, g) et de chacun des cercles de base de #).

b} @ er &' étant des droites orthogonales se coupant en O, et # et F' étant les faisceaux des
cercles tangenisen O & P et 4 &', il est manifeste (sans calcul) que les deux faisceaux sont conjuguésau
sens de la définition donnée dans la remarque a).

a) Dans le cas ol # admet deux cercles-poinis de centre p et g, on consiate en adoptant ces
cetcles points pour cercles de base, que # est Pensemble des sous-ensembles de & d’équations :

— — 3
ki llmpll = kylimagll, (&, k;) e B3A{0, 0} el ky # k.

Il en résulte que l'ensemble des points de & dont le rapport des distances d deux points donnés p et g est
une constante donnée, autre que 1, est un cercle du faisceau de points limites p et g.

7o Propriétés angulaives du cercle. — THEOREME. — Soient % un cercle de
centre ©, et a, b deux points distincts de %. Alors (!) :

i) Vme €\la, b} Ec;, wb =(m)(m, b).
i

ii) 7, désignant la tangente en a a ¥ :

——

wa, ab = (g7 AT @B)

— Pour me €\{a, b}, on écrit :
S S e
— — — — _—
oa, Mo = og, ma + ma, mo.

{") g désigne la bijection de I'ensemble ¥ des angles orientés de droites dans 'ensemble ¢% des
angles orientés de demi-droites qui a été définie au 2.3.4, 2°
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La symétrie orthogonale par rapport 4 la médiatrice de (a, m) donne :

— — — — —r —
®a, ma = — oM, am = Mma, M,

— — — — —_— — —_
Ainsi :wa, me = 2ma, mo,et, de méme ob, mo = 2mb, mw. Par différence, on
Ty = 3
en déduit wa, ob = 2ma, mb, et 1). O

F—
— Pour m = g, on remplace Aff (m, a) par #,, ma par un vecteur directeur
de &, et la médiatrice de (a, m) par Aff (a, o). O
On déduit du théoréme :

COROLLAIRE. — Soient a et b deux points distincts de & et o € 7 un angle
orienté de droites. On pose :

/__‘_‘_\
= {me &\{a, b} |Aff (m, a), AT (m, b) = o}, € = & v {a,b}.

— Siac=0alors ¥ = Aff (o, b);
— Sia # 0, alors € est le cercle qui contient a et b et admet pour tangente en

T —
a la droite &, définie par : 7, Aff (a, b) = o

Vérification laissée au lecteur. 1

8° Représentations paramétrigues d'un cercle. — PROPOSITION. — & étant
rapporté i un repére orthonormal (O, i, /), on donne le point @ de coordonnées (o, )
et le réel strictement positif R. Alors 'application de R dans & :

8 — O+ (2 + Rcos8)i + (p + Rsin By

a pour image le cercle ¥ dont le centre est @ et le rayon R.
Tout point de 'image vérifie
(x —a)? + (v — B)? = R*(cos? 8 + sin? 6)
et est donc un point de %.
— Inversement, pour tout m € €, il existe 6 € R tel que :

Eﬁ = R{cos 0)i + R (sin 0) O

REMARQUE. — Il est évident que la proposition est encore vraie si 0 décrit [o, @ + 2n[, v e R;
I'application envisagée est alors une bijection de cet intervalie sur 4.

ProrosiTioN II. — Dans les mémes hypothéses que la proposition I, 'applica-
tion de R dans &, qui a ¢ fait correspondre le point m de coordonnées :
1 —¢? 2t

=a+ R—, =3+ R
X 1+ &2 y="»8 1+
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est une bijection de R sur le cercle ¥ de centre @, de rayon R, privé du point de
coordonnées, (&« — R, f).

Se déduit de la proposition I en faisant décrire a 8 Pintervalle ]— n, n[ (ce
qui exclut le point correspondant 4 6 = =) et en posant t = tg §/2. O

Conformément a la définition de 5.4.1, les deux applications définies par les propositions I et 11
constituent des représentations paramétriques respectivement du cercle 4 et du cercle € privé d’un
point.

9° Equation polaire dun cercle. — Ici & est un plan affine affine euclidien
orienté, rapporté a4 un repére orthonormal direct # = (0, i, ).

Soient ¥ un cercle de centre w et de rayon R, et (o, §) les coordonnées du
centre. L’équation normale de % est :

x4+ 2 —2ax — 2By + vy =0, (y=o + B* — R

Pour que le point me & dont {p, ) est un systéme de coordonnées polaires
appartienne a % il faut, et il suffit, que I'on ait

p? — 2apcos® — 2Bpsin® + y = 0. (4)

11 en résulte que (4) est une équation polaire de 4.
— Réciproquement, il est évident que le sous-ensemble de ¥ admettant une
équation polaire de la forme (4), avec o + B> — v = 0 est le cercle de rayon

o + B2 — y centré au point de coordonnées (x, f).

Un cas particuliérement intéressant est le cas y = 0. Alors :

ProposiTiON. — Le cercle ¥ de & qui contient O et qui a pour centre le
point € & de coordonnées cartésiennes (o, B) admet pour équation polaire :

p = 20tcos @ + 25 sin 6. (5
Drapreés (4), ¢ admet pour équation polaire :
(p=0 v (p=2acos8 + 2B cos ). (6)

On peut trouver 8, € R tel que 2o cos 8, + 2p sin 8, = 0. Le systéme (0, 6,) de
coordonnées polaires de O vérifie donc :

p =20cos8 + 2B cos 6.
ce qui montre, compte tenu de (6), que (5) est une équation polaire de ¢. [

REciproQuE., — Etant donné (¢, B) € R, le sous-ensemble de & qui admet (5)
pour équation polaire est le cercle centré au point de coordonnées (v, ) qui
contient 0.

Tient 4 ce que lorsque vy = 0, (5) équivaut a (4). O
REMARQUES. — o) Sous la forme (5), le point ¢ de coordonnées cartésiennes (22, 2PB) est

diamétralement opposé 4 O sur %. Si (2r, ¢) est un systéme de coordonnées polaires de a, (5} s'écrit
p = 2rcos(f — o).
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b) Le faisceau linéaire des cercles centrés sur Ox (resp. Oy)et contenant O est constitué des cercles
admeitant une équation polaire de la forme
p=2rcos 9 (resp.p = 2rsin0).

¢) Etant donné une inversion de pdle O de rapport k € R*, I'inverse d’un cercle contenant O et
privé de O est une droite ne contenant pas O et réciproguement.

FiG. 12.

7.2.4. Les coniques

1° Ellipses, hyperboles, paraboles.

$ (&, E) est un plan affine euclidien §

DerINTION 1, — Etant donné un point f € &, une droite affine & de & ne
contenant pas f et un réel ¢ strictement positif, 'ensemble % des points m € &
vérifiant :

—> —
limf 1| = ellmhAll,

ou h est la projection orthogonale de m sur 2, est appelé :

— une ellipse si 0 < ¢ < 1
— une parabolesie = 1;
— une hyperbole sie > 1.

On dit que f est un foyer de ¥, que 2 est la directrice associée au foyer f, enfin
que ¢ est lexcentricité,

La droite orthogonale 4 % qui contient f est un axe de symétrie de €; on
I'appelle axe focal de %. Nous noterons k la projection orthogonale de fsur 2,

=
nous poserons o = || fk||, p = ex, et nous dirons que p est le paramétre de 6.
DEermution II. — Les notations étant celles de la définition I on appelle :
. . . e —
— intérieur de € I'ensemble {m < &|||mf || < e||mh||};

— extérieur de € Iensemble {m & &||lmf || > e|mh|]).
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On notera que f appartient a I'intérieur de %.

REMARQUE. — Si nous modifions la définition I en adoptant [ € 2, % devient :

— l'ensemble vide sie < 1;
— la droite orthogonale a4 @ qui contient fsie = 1;
— un couple de droites contenant f, symétriques par rapport 4 @, sie > 1,

Etude dune parabole #. — Les notations sont celies de la définition 1, & cela
prés qu'ici e = | et que I'on écrit € au lieu de %.

Le milieu s de (f, k) est un point de & appele sommet. Nous adoptons le
repere orthonormal # = (s, i, jy tel que i = [|sf||"sf, les coordonnées de [ sont
ainsi (p/2, 0); celles de k sont (— p/2, Q).

Pour tout m € &, de coordonnées (x, y), nous avons :

IfiF = (x — p/2? + % mhl® = (x + p/2R

Y

Fic. 13.

Il en résulte que # admet I'équation :
2 _2px=0 (1)

— Réciproquement, étant donné le repére orthonormal (s, i, j) et le réel
non nul p, le sous-ensemble de & d’équation cartésienne y> — 2px = O est la
parabole & dont un foyer est le point f de coordonnées (p/2, 0) et dont la
directrice associée a f est la droite d’équation x = — p/2.

e Le lecteur vérifiera que Uintérieur et Pextérieur de 2 sont respectivement
caractérisés par :

T_2px <0 et y: = 2px > 0.
D’autre part on dispose des représentations paramétriques bijectives de & :
yZ
y— 0+ =i+ yeR,
2p

et r— O + 2pi%i + 2pij, teR
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REMARQUES. — a) En utilisant une représentation parametrique de 2, on voit qu'une droite
rencontre & en au plus deux points, et qu'en particulier une droite paralléle 4 I'axe focal rencontre &
en un point et un seul,

b) 2 est 'ensemble des points m € & qui sont centre d'un cercle contenant f et dont % est une
tangente.

c) La droite orthogonale en fa 'axe focal rencontre # en deux points net n', dont la distance 4 f
est p.

Etude dune ellipse . — Les notations sont celles de la définition I; ici
0<e<l.

Adoptons provisoirement le repére orthonormal :

#=([i) telque i=|fk]fk;

les coordonnées de k sont ainsi (a, 0). Pour tout m € &£, de coordonnées (x, y),
nous avons :

— —
lmf 12 = %% + ¥ [lmh)® = (x — &),
Il en résulte que ¥ admet ’équation :
x? 4+ y? =X (x — a)?,

qui, compte tenu de 0 < ¢ < 1 s’écrit :

x + elaf(l — ez))2 y?
+ —1=0 2
( ea/(l — e*) (ea/ /1 — €2)? @
Posons :
e p ea
a= = c = ea

P
l—ez_l—ez; b=\/1 T 3
—e \/l—e

ce qui entraine ¢ = /a® — b%.

.,
Soient O tel que fO = — ciet & le repére orthonormal (0, §, /). De (2) on
déduit une équation de % dans &', 4 savoir :
x:z yJZ
?+b—2—1=0, avec 0<b<a (3

— Réciproquement, soit % un sous ensemble de & admettant dans un
repeére orthonormal 42, (3) pour équation cartésienne. Introduisons le point f'de
coordonnées (¢, 0)dans &', avecc = /a* — b?,ladroite @ d’équation x' = a?/c
etleréel e = ¢/a. On a 0 < ¢ < 1 et une transformation triviale de (3) en (2)
montre que ¥ est {'ellipse de loyer f, de directrice associée 2 et d’excentricité e.

e L’équation de % dans le repére &' fournit les résultats suivants :

— O est un centre de symétrie de 4

— Ladroite O + Riest un axe de symétrie de %, que 'on a déja appelé axe

focal et qui porte aussi le nom de grand axe; elle coupe & aux points A = O + ai
et A" = O — ai qui sont appelés des sommets de 4.
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— Ladroite O + Rjest un axe de symétrie de %, dit petit axe; elle coupe €
aux sommets

B=0+b e B =0-b

Fig. 14.

— Sil'on considére le point f” et la droite &’ respectivement symétriques de
fet de @ par rapport 4 O, on constate que % est aussi I'ellipse de foyer [, de
dirsctrice associée @' et d’excentricité e.

— Une droite dirigée par j, x’ = h, rencontre % en deux points symétriques
parrapporta O + Risi|h| < a,enAsih = g,enA’'sih = — a;elle nerencontre
pas € si jh| > a. On étudie de méme I'intersection de % et d’une droite dirigée par
le vecteur i

— L’intérieur et I'extérieur de % sont respectivement caractérisés par :
xYa® + vt —1 <0 et x%a® +yEE —1 >0

— Les cercles €, et ¥, de rayons a et b et de centre commun O sont
respectivement appelés cercle principal et cercle secondaire de l'ellipse € celle-ci
se déduit de ¥, par I'affinité orthogonale g, d’axe O + Rietderapportb/a,de %,
par laffinité orthogonale g, d’axe O + Rj et de rapport a/b.

On en déduit que l'aire de I'intérieur de % est nab.

On en déduit aussi, pour tout y € R, le paramétrage bijectif de % :

@ +— O + (acos )i + (bsin g)j, oely,y + 2n[.
On constatera que, pour tout me %, les points O, m, = g; '(m) et

m, = g5 ‘(m)sont alignés (fig. 14).
On dispose aussi du paramétrage bijectif de #\{A'} :
1 -2 2t

t—0+a i+ b , teR.
1+ ¢2 e
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REMARQUES. — g) En utilisant une représentation paramétrique de € on voit qu’une droiie
rencontre % en au plus deux points.

b) La droite orthogonale a O + Ri qui contient f rencontre € en deux points net #' et 'on a :
= ru
full = ILf'll = p.

Exercice. — Le lecteur vérifiera que % est I'ensemble des points m e &
satisfaisant 4 :

r "
lf 1| + flmf|l = 2a.

Etude dune hyperbole . — L'é¢tude commence comme dans le cas de

— —
lellipse, a cela prés qu'ici e > 1 et que 'on adopte i = — |[fk|[”' fk, ce qui
entraine que X admet dans le repére % =(fi,j) I'équation
x? + y? = e%(x + o) qui Séerit :

+ 2afer — \? 2
(x € 2/( )) B y _i=o0 )
eafle’ — 1) (eaj/e* — 1)?
Posons :
ea p b ea p
— = ; = = . C = éd
P I R \/ez—l Je — 1
ce qui entraine ¢ = /a* + b%.
Dans le repere orthonormal # = (0, i, j) tel quef_é = — ci, # admet
Pequation :
x'2 yrz
S - -1=0 ()

— La réciproque s’établit comme pour Pellipse.

e () est centre de symétrie; O + Ri et O + Rj sont axes de symétrie; on
introduit les sommets, points d'intersection A et A’ de # et de 'axe focal O + Ri
qui est dit axe transverse; son intersection avec # ¢tant vide, la droite O + Ry est
dite Faxe non transverse; ici encore on dispose d'un second foyer et d’une
directrice associée.

— On étudie aisément I'intersection de # avec une droite paraliéle 4 'un
des axes. On constate enfin que l'intérieur et Vextérieur de # sont caractérisés
dans le repére & par :

xfz yrz 2 y;z

‘ =

V]

— En outre les applications :
@ — O + (ach )i + (bsh oy [resp.¢ — O — (ach @)i +(bsh @)]

de R dans la partie .#, (resp. #,) de 3 incluse dans le demi-plan x’ = 0
[resp. x" < 0] sont des bijections. #, et #, portent le nom de branches de
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I'hyperbole #°. * Ce sont les deux composantes connexes de #, considérée
comme sous-ensemble de £ muni de sa topologie naturelle.

En exprimant ch ¢ et sh @ en fonction de ¢t = ¢° ou de t = th ¢/2, on
obtiendrait d’autres représentations paramétriques de .

L b4

b

S~

FiG. 15,

— La gerbe des deux droites contenant O représentée dans %' par
x'?/a* — y'?/b* = O sera étudiée au tome V sous le nom de gerbe des asymptotes
de . Contentons nous de dire ici qu'elle coupe le cercle de diamétre (f, /') en
quatre points dont les projections sur Gx sont les sommets A et A’ (fig. 15) ce qui
justifie les formules :

cos{f = afc = é; siny = b/c (fig. 15).

L’hyperbole est dite équilatére lorsque les asymptotes sont orthogonales ce qui
s'écrit a = b, et aussi e = \/5

— Les remarques faites au sujet de Pellipse s'étendent; en particulier :
H# est I'ensemble des m € & vérifiant |[|;_;”|| — ||Ef}’||| = 2a.

COMPLEMENT. — A titre d’exercice, le lecteur montrera qu’une parabole n’a
qu'un foyer et donc qu’une excentricité, qu'une ellipse (resp. une hyperbole) n’a
que deux foyers et qu'une excentricité. Il en déduira que les trois sous-ensembles
de (&) respectivement formés des paraboles, des ellipses et des hyperboles sont
deux a deux disjoints.

2° Equation polaire dune parabole, ellipse ou hyperbole dont un foyer est
Forigine. — On suppose ici que (&, E) est afline euclidien orienté,

— Ondonne le réel e > 0, la droite @ < & et le pointf ¢ £; on noteket h
les projections orthogonales de fet de m € & sur £; on pose

— — —
kll=o, ex=p et ¢ ={mesllm |l = ellmhl}.
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On a vu que, dans le repére orthonormal direct # = (f,i,j) tel que
i = ||TkH“j‘k*, % admet 'équation cartésienne :
x*+ y? = e (x — a)? 6)
et donc I'équation polaire :
p? = e*(pcos B — u)? (N
qui sécrit (compte tenu de ex = p) :

(p(1 + ecosB) — p)(— p{l —ecos8) —p) =0

Y|
S

il h
i

] k

f i x
] D
FiG. 16.

Dot ¢ = ¥, v %,, ¢, et ¥, admettant les équations polaires respectives

& f(p,0)=0 et g0 =0 (9
avec :
J(p.9) =p(l +ecos®) —p et g(p,0) =f(—p 0+
It en résulte que (9) est aussi une équation polaire de €, et que 6, = ¥, = %, sl
bien que (8) et (9) sont deux équations polaires de 4. Enongons :

Prorosimion. — L'ensemble % admet dans le repére # I'équation polaire :

p(l + ecos8) =p 8

— En remarquant que si un ensemble admet (8) pour équation polaire, il
admet a fortiori (7) pour équation polaire et (6) pour équation cartésienne, on
vérihe :

ReciPROQUE. — Etant donné les réels strictement positifs e et p, et le repére
orthonormal direct #, I'ensemble qui admet p{l + e cos B) = p pour équation
polaire dans % est, selonquee = 1, ¢ < 1 one > 1, une parabole, une ellipse oun
wie hyperbole dont I'excentricité est ¢, dont wn foyer est l'origine, la directrice
associée admettant p cos 9 = p/e pour équation polaire.
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REMARQUE. — Comnsidérons la fonction de | vers & qui a 6 fait correspondre le point m qui
admet (pA1 + e cos 8), 8) pour systéme de coordonnées polaires. Cette fonction induit :

— sie < 1, une bijection de [v,y + 2a[ sur lellipse % (y arbitrairement choisi);

— si e = 1, une bijection de ] — =, n{ sur le parabole €;

— 8 e > 1, une bijection de - + ¥, — Y[ v I — ¢, m + Y[ sur T'hyperbole ¥ (¥
désigne Arc cos l/e).

® Rotation des axes. — Si l'on convient de définir le repére orthonormal
direct # = (J, i,j) par

3 _1 =g . - .
k(™" fk = (cos )i + (sin @),
il y a lieu de reprendre la proposition en remplagant (8) par :
p(l + ecos(6 — @) = p.

— Quant a la réciproque, elle reste vraie si on y remplace 0 par 0 — ¢.

On notera que les équations polaires considérées dans la réciproque s'écrivent :
(¢} l/jp=acosO + bsinb + ¢; l/p=acos8 + bsin (2)

avec {a, by # (0,0) et ¢ # 0.
Drautre part les extrémums de p, considéré comme fonction de 0, correspondent a des sommets
de %.

3° Les coniques dun plan affine.

(&, E) est provisoirement un plan affine pas nécessai-
rement euclidien.
THEOREME ET DEFINITION. — Soient # = (0, i, j) et # = (O, ¥, j) deux

repéres de &£. Si, dans le repére 92, un sous-ensemble % de & admet pour équation
cartésienne :

@(b?:) + e(m =0

ot  est une forme quadratique non nulle sur E et ¢ une forme affine sur &, alors
dans %', ¥ admet pour équation cartésienne :

DO'M) + @'(m) = 0

ol ¢’ est une forme affine sur &.
Un tel sous ensemble % porte le nom de conigue.

Désignons par ¥ la forme polaire de @. Nous avons :

OOm) + @(m) = BO'm) + 24(00, O'm) + OOO') + (m).

Or m — 200, O'm) + o(m) + BOO)
est manifestement une forme affine sur &. O

On retiendra que la forme quadratique @ ne dépend pas du repére.
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Notations. — Nous nous proposons d’étudier, dans le plan affine & rapporté
a un repére # = (0, i, j), la conique ¥ gqui admet pour équation dans &,
P(x, ¥y) = 0 avec :

Px, ) = @(xi + yj) + 2dx + 2ey + f
ol : D(xi + yj) = ax® + 2bxy + cy*.

Nous posons :

. a b
M = Mat(®; (i, /) = [b J

Recherche dun centre évemtuel. — Nous dirons que O’ € & est un centre de

—
% si, et seulement s'il existe k € R tel que ®{O'm) + k = 0 soit une équationde ¥
{cette condition entraine que ¢ est un centre de symétrie de %).

Ftant donné le point @ = O + x,i + yoj, nous considérons le nouveau
repére &' = (w,i,j) et, dans #’, nous disposons de 'équation cartésienne
Q(x', v}y = 0 de ¢ avec :

Q(x, y) = @i + y)j) + Plxo, vo)
+ 2(axy + byy + d)x' + 2(bxy + cy, + €)y.

On en deduit que ® est centre de % si, et seulement si (x,, ¥,) est solution du
systéme :
fax + by +d =0 A bx+cy+e) =0 (10)

La discussion fait intervenir det M = ac — b2

1o Cas cac — b% # 0, ce qui signifie que @ est non dégénérée, et encore que
la gerbe d’équation ax? + 2bxy + cy? = Qestsoit réduite a {0}, soit constituée
de deux droites. Ici (10) est un systéme de Cramer; ¥ admet donc un centre
unique ; on dit qu’il s’agit d'une conigue @ centre.

22 Cas: ac—bh* =0; @ est dégénérée; la gerbe d’équation
ax? + 2bxy + y* = 0 est une droite. On dit qu'il sagit d’une conigue du genre
parabole; (10) montre que ou bien elle n'admet aucun centre, ou bien elle admet
une infinité de centres qui sont les points d’une droite.

Nous ne pousserons pas plus loin I'étude des coniques d’un plan affine
guelconque,

4° Les coniques d'un plan affine euclidien (&, E).

% Tous les repéres considérés sont orthonormaux. g

o Etude dune conigue a centre. — Nous poursuivons le calcul précédent
dans le cas ac — b? # 0. Nous avons déterminé le centre et le repére
& = (v, i, j} dans lequel ¥ admet P'équation cartésienne :

ax? + 2bx'y + eyr + =0, f = P(xg ¥o)
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Eliminons le cas f* = 0, qui correspond 4 ® € % (la conique est alors une gerbe
réduite & {@} si b — ac < 0 et formée de deux droites contenant @ si
b2 — ac > 0).

Nous étudions donc :

¢ = (me&|D(om) +f =0}, avec [ #0.

Pour cela, nous utilisons la réduction de la forme quadratique & dans le groupe
orthogonal de E, ce qui nous conduit a introduire 'endomorphisme symétrique u
de E défini par :

Yve E ®(v) = ufv).v

Comme @, u ne dépend pas du repére.
Nous avons :

a b
Mat(u; (i, ) = Mat(d; (i, ) = |:b C:'
Posons :

DeFmniTion. — Toute direction de droites de & dirigée par un vecteur propre de
u est dite direction principale de la conique ¥%.

Nous savons (2.2.1.) que le polyndme caractéristique de ¥ est scindé sur R et
qu’il existe une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de u.

Léquation t2 — (a + o)t + ac — b* = 0 admet donc deux racines A et
éventuellement confondues, non nulles puisque ac — b # 0, qui sont les valeurs
propres de u. Le discriminant de I'équation sécrivant (a — c)* + 4b>, nous
avons ;

1 Cas.:a=cetb=01Icih = p=a avec a # 0. Toute direction de
droites de £ est une direction principale. Toute base orthonormale (I, J) de E est
constituée de vecteurs propres de u, et dans tout repére orthonormal (w, 1, J), ¥
admet a(X* + Y*) + f' = 0 pour équation.

%estvidesia™'f’ > 0;cest un cercle de centre wsi a™ ' ' < 0 (lPéquation
de ¥ dans le repére # fournissait d’ailleurs ce résultat).

22°Cas ' a # coub s 0. Ici A et psont des racines simples de 'équation
caractéristique ; les sous-espaces propres associés sont des droites vectorielles
orthogonales que nous pouvons écrire Rf et RJ, ou f et J sont des vecteurs
unitaires ; en d’autres termes, ¥ admet deux directions principales, qui sont
orthogonales. Dans le repére orthonormal #' = (o, I, J), ¥ admet I'équation
cartésienne :

AX? + ¥+ =0

Discutons suivant les signes des réels non nuls A, pet /7.
o) Siac — b > 0, alorssgn . = sgn . Sisgn L = sgn (— f7), alors € est
une ellipse de centre o, d’axes X et Y, sinon ¥ = .
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B) Siac — b* < 0, alors sgn & = sgn (—p); € est une hyperbole de centre
o, d’axes 0 X et wY. Elle est équilatére si, et seulement si A + p = 0, ce qui se
traduit dans I'équation initiale par a + ¢ = 0.

o Etude des coniques du genre parabole. — Nous partons de % définie dans le
repére orthonormal # = (0, i, j) par ’équation :
ax® + 2bxy + ¢y* + 2dx + 2ey+ f =0,
avec : ac—b* =10
1*Cas : e = 0,etdonc b = Oet ¢ # 0. ¥ admet Péquation :
(v + efc)® + 2dfc.x + (¢of — e)ic? = 0.

— Sid = 0,0n constate que, suivant sgn (¢f — e2), € est 'ensemble vide, ou
une droite paralléle & Ox, ou la réunion de deux droites paralléles a Ox.

. . of —e e
— Sid # 0, prenons le points = O — P— -
2cd c
Dans le repere #' = (s, i, j), ¥ a pour équation °
yi= —2djc.x

% est une parabole, de sommet s, d'axe sx”.

2¢ Cas : a # 0. ¥ admet dans le repére # une équation de la forme :
(ax + By +2d,x +2e,y +f;, =0, avec o #0.
Soit (I, J) la base orthonormale de E définie par
I=(a®+ BB —of); I =(® + B " + Bj).

Un calcul laissé au lecteur montre que ¥ admet, dans le repére (O, I, J)
P’équation :

(o2 + B3¥Y? 4+ 2d,(BX + oY) + 2e,(— oX + B+ f, /o2 + B2 = 0.

Nous sommes ainsi ramenés au premier cas.

ExemrLE I — Etnde de lu conique 6 déquation cartésienne duns le repére orthonormal
A =1(0,4j}:

7x? — 6./3 xp + 13y% + (6./3 — 8)x + (12./3 — 26}y + 25 — 12,/3 = 0.

On constate (3 \/5)2 — 7.13 # 0,ils’agit donc d’une conique a centre. Le centre w a des coordonnées
(xg, ¥o) dans &, vérifiant :

(14x, — 6:/3 yo + 6./3 — 28 = 0) A (= 6./3 xo + 26y, + 12/3 — 26 = 0),

On calcule : x5 = 2, yg = 1.
Une équation de ¢ dans #' = {w, i, f) est :

Tx'? —6./3xy +13y2 - 16 =0



7.2.4 SOUS-ENSEMBLES REMARQUABLES D'UN PLAN AFFINE

233
Ona:

[ 7 - 3\/3}
Mat (B (i, /)) = Mat (w0 (1, )} = -
-3/3 13

Les valeurs propres de u sont les racines de 117 — 20t + 64 = 0. Ontrouve A = 4etp = l6eton

peut déja affirmer que € est une ellipse admettant dans un repére orthonormal (e, 1, J) qu'il s'agit
de préciser I'équation 4X? + 16Y? — 16 = 0, et donc Iéquation :

XZ
— +YP-1=0
4

1 et J sont des vecteurs propres unitaires respectivernent associés aux valeurs propres 4 et 16, On
constate que ['on peut adopter :

= JY2i+v124  T=— 120+ /32

EXEMPLE II. — Etude de la conigue € d'équation cartésienne dans le repére orthonormal
R =1{0,i)):

(x —yF —2x+4y +1=0
11 s'agit manifestement d’une conique de type parabole.
Choisissons unc base orthonormale ({, J) de E telle que ®(f) = 0, par exemple

P20+ F= 12—+ )
Une équation de ¥ dans (O, 1, J) est :

2P+ S2X +3/2Y + 1 =0
qui s’écrit aussi :

(o2 = =)

52 3./2

Prenons le point s = 0 + Tl - TJ, de coordonnées dans # (11/8, — 1/8) Dans
{s, 1, J) une équation de € est :

Y? = - 1 /2.X

% est une parabole de sommet s, d'axe (s, /) et de paramétres 1/2 \/i :on notera qu'elle est contenue
dans le demi plan X* < 0.

Autre méthode. — L'équation donnée s'écrit, o € R étant quelconque :

(x—y+al +Px,»=0 o Pix, )= -2+ Ix +2a+2y+1—a

On choisit a pour que x — y + o = Oet P (x, y) = Oreprésentent des droites orthogonales &
el &'; on trouve o = — 3/2; 9 est dirigée par [ = l,fﬁ(i + ) @ par J = 1/\/5(— i+ j); soit
.1
R

= % n %' En utilisant la « distance algébrique » d’une droite 4 un point on constate que le
passage au nonveau repére (s; I, J) se traduit par :

X f2=x+y-54 e -V 2=x-y-32

La nouvelle équation de % est \/2 ¥? 4+ X' = 0. On termine comme ci-dessus.
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7.2.5. Applications

Un sous-ensemble .« du plan affine & étant caractérisé par une propriété
géométrique, nous venons de voir qu’il est parfois possible den obtenir une
équation (cartésienne ou polaire) ou une représentation paramétrique, ce qui
nous permettra ultéricurement de « construire » . Il est méme arrivé que la
méthode permette d'identifier o/ & un sous-ensemble remarquable déja connu
de &, ce qui en termine I’étude.

Voyons maintenant quelques autres exemples d’étude d’un sous-ensemble
de &.

ExemMpLE]L — Ondonne un cercle € de centre w, de rayon R, et un point 0. Etudier Pensemble o

—
des points m € E\[O} vérifiant la condition swivante . la droite menée par m orthogonalement a Om
rencontre 6 en deux points n et n' tels que les droites On et On’ solent orthogonales (on dit que la corde
(n, ') est vue de O sous un angle droit).

On note que :

— A0, w)si O # w, n'importe quelle droite contenant O si 0 = w, est un axe de symétric
pour &,

— TIénoncé de la propriété ne fait pas intervenir de repére; on peut donc choisir un repére
orthonormal (0, i, j) tel que Ow = ai, a = 0.

Ceci posé, suivons la démarche qui consiste & traduire directement la condition imposée au point
m et qui, de ce fait, est dite méthode directe.

Figc. 17.

— Nous commengons par associer & tout m € £{0}, de coordonnées (x,, yo), la droite 2,
—
menée par m orthogonalement 4 Om; elle admet la représentation paramétrique :

£ O+ (xg — Yol + {py +1xg), teR
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— Nous étudions £,, n %, ensemble des points de @, dont le paramétre est une racine de
I'équation a l'inconnue Te R :

(X0 — Tvo — @ + (ya + Txo)* = R%,

qui est aussi :
{x3 + YOT* + 2ay,T + {xg — af' +y§ — R* =0 m
(1) admet deux racines réelles ¢, et ¢, si, et seulement si est vérifiée la condition :
atys — (x5 + ya)i(xo — @)’ + ¥ — R > 0 {2)

Dans ce cas, n et n’ existent et ont pour coordonnées :
{Xg — f1¥0 Yo + LiXg); (Xo — t2¥00 Yo + 13Xo).

On vérifie qu'ils sont distincts de O.
e . - . ol IRT + -
— Lacondition imposée & mest donc que (2) soit vérifiée et que, en outre, on ait On.On' = 0,ce
qui s'écrit (xZ 4+ y2)(1 + t,£,) = 0, et encore, compte tenu de m # O :

(xo —al + ¥4 —R*+x3+y3=0 (3)

On constate que, pour tout m € £\{ 0}, (3) implique {2). Il en résulte que .o est le sous-ensemble de &
dont une équation est :

ix - a/2) + y? = (2R* — a4 4

Nous reconnaissons ici un sous-ensemble connu de &.

— 8i2R* — a* < 0, ce qui équivaut a@n = Rﬁ, o est F,

— 8i2R? — 4% = 0,ce qui équivaut & [|[Ow|| = R\/i, o est le point de coordonnées (a/2, 0), &
savoir le milieu de (0, w);

— Si2R? — @® > 0, ce qui équivaul & Ha;” < Rﬁ, & est le cercle de centre le milieu de

(0, w), de rayon /2R? — a?/2, privé éventuellement du point O (ce qui ne se produit d'ailleurs que
dans le cas particulier R = a).

ExeMPLE II. — & est rapporté d un repére orthonormal (0, i, j). On donne les deux cercles € et 6'
d'équations respectives :

x? 4 y* — 2ax =0, x4+ 3 + 2ax =0, a e R {0}

et les deux points A et A' de coordonnées respectives (0a, aa) et (¥a, ?'a), avec o # 1,0 # — let
o+ o # 0

Etudier Pensemble s des points m € & vérifiant la condition suivante : il existe une droite 93 O
coupant €en Qetp # O et € enQ et p' # O defagon gue Afl(A, p) et Afl(A’, p'Y contiennent, Fune et
lautre, le point m.

— lcila condition 4 laquelle m est assujeti ne peut s'exprimer simplement. Nous allons suivre le
mode de construction de m.

— Nous constatons que nous disposons d'une bijection de R sur le faisceau des droites
contenan! @, privé de Oy, obtenue en associant au réel ¢ la droite &, déquation y = 1x. Dol la
possibilité de calculer les coordonnées des points d'intersection p, et p, de @, et de €\{0} et "\{0}
respectivement, puis d’obienir des équations des droites A, et A; respectivement définies par 4 et p,, et
par A" et p; (on a en effet 4 ¢ €\{0} et A" ¢ ¥"\[0O] ce qui garantit 4 # p, et A" # p)).

Nous pourrons affirmer que .o est engendré par A, n A; lorsque ¢t parcourt R. Cette démarche
est dite méthode indirecte.

— Voici les calculs. {0} v {p,} est fourni par le systéme :

(y = tx) A (x2 + 3 = 2ax)
qui s'écrit :
(r = tx}) A {L + t9x? — 2ax = Q)
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X
Fic. 18.
x = 0 correspond 4 O, les coordonnées de p, sont donc :
(2a/(1 + 3, 2at/(1 + £*)).

Celles de p; sont : (— 2a/{1 + ), — 2atf{(l + t*)).
On en déduitdes équations de A; et Ay, 4 savoir :

(@(l + %) — 20x — (a(l + £} = 2)y = 2aa(l — 1) (3)

('l + %) + 20x — (o'(1 + £3) 4+ 2y = — 2a0(1 — ). (6)

Pour ¢ donné, on étudie A, ~ A} en utilisant

a(l +t3 -2t —oa{l +t5)+2

( : ( ) =2a + )l + 3 -1
(1l +1) + 2t —a'{l +1t3) -2

Comme @ + o # 0 on constate que :

— pourt = 1, A, n Ajest la droite &, d’équation y = x;

— pourt # 1, A, n A s’éerit {m,}, ol m, est le point de coordonnées :

_w—o el 4+ %) (o — ot +ax'(1 + 63
Total ey T @ al + 1)

N

lerCas ;¢ = o'. Pourtoutt € Ry{1} onam, = A. En utilisant 4 € &,, on constate & = 2, c¢
qui est évident sans calcul.

2¢ Cas: « # o«. En remarquant que, pour ¢ = 1, (7) fournit un point de &, on peut écrire
o = 9, v &, ou # est 'ensemble représenté paramétriquement par (7), avec f e R,

En posant @ = 2 Arc tg f, on constate que # admet la nouvelle représentation paramétrique :

x = Ba + ya(l + cos o), y = PBa + yasing (8)
pile o —a
avec p = LY = -etgpe]—munaf.
o+ o o+ o
. 2“ remarque que, pour ¢ = — T, (8) fournit le point b(Pa, pa) de &, (tel que
bA bA ‘= — 04 JOA). Dol & = 2, u @', oll # estle cercle de centre w((B + v)a, Ba), de rayon

ivla, fourni par (8), avec o e[ — n, n[.
On notera que le point b' € #' qui correspond a p = /2 appartient lui aussi 3 2, et on vérifiera
—_— e

sur la figure que wb ¢t wb' sont respectivement colinéaires a § eta j.
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ExempLEIIL - Ondonne deux droites & et G sécantesen O, et un pointa € @\[0}. Atout pe &'
— — —_—

on associe les points m et m' de Aff(a, p) qui vérifient |Opll = |lpmil = llpw’||. Etudier Pensemble s
constitué de ces poinis m et ',

On choisit un repére orthonormal (0, 1, j) tel que la droite (O, i) soit 2. Les coordonnées de ¢ sont
de la forme (2, 0), o € R\[0} et &' admet un vecteur directeur de composantes (, 1}, p € R.

L’é¢tude débute comme celle de I'exemple I1. It existe ici une bijection de B sur %' qui au réel 1
associe le point p, de & de coordonnées (ut, t). Soit A, la droite Aff (a, p,}et %, le cercle de centre p, qui
conlient 0. & est engendré par A, m &, lorsque ¢ parcourt R. Nous disposons des équations
respectives de A, et de %, :

{rx — (- )y —at =0, %
x4 2 — 2ux — 2ty = 0. (10)

Comme il n'est pas commode de résoudre ce systéme & Pinconnue (x, y), adoptons une méthode mixte
qui consiste & revenir mainienant a la méthode directe.

Fic. 19

Pour que m, € 4, de coordonnées (x,, y,) appartienne 4 o, il faut et it suffit que les deux
équations algebriques :

{(xo — W¥y — ol = — ay, (11)
2puxp + vkt = x3 + ¥ (12

admetient une racine commune f € R,

11 sagit d’'un probléme d*élimination particuliérement aisé (il n’y a pas. du fait des degrés, de
probléme de réalité des racines).

— On ne peut avoir simultanément x, — py, — o = 0 et px, + y, = 0, car I'équation (12)
exigerait x, = yo = O et on aurait — a = Q.

— D'ol nécessairement (x, — pyy, — o # 0} v (puxy + yp # 0 ce qui s'éerit @

(Xg, ¥o) # (A1 + p?), — pof(l + p?)
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L'¢limination conduit a la condition :
(X0 = Wyal(xg + ¥§) — alxg — 2pxoye — ¥i) = 0.
& s’obtient & partir du sous-ensemble # de & d’équation carniésienne :
(x — py)x® + y%) — alx® — 2uxy — %) = 0

par o = &b} ou b est e point de coordonnées (/(1 + p?), — pe/(1 + p?)), qui est la projection
orthogonale de O sur la paralléle menée de a & 9",
& n’est pas un sous-ensemble connu de £. En fail, il s"agit d’une strophoide (cf. exercice 7.19).

7.3. SOUS-ENSEMBLES REMARQUARBLES
D'UN ESPACE AFFINE DE DIMENSION 3

Dans ce paragraphe (&, E) est un espace affine de
s dimension 3.

7.3.1. La sphére

g (&, E) est ici affine euclidien. 3

1° Premiéres propriétés. — DEFINITION. — Etant donné un point @ de &
et unréel R strictement positif, on appelle sphére de centre w, de rayon R 'ensemble
& des points de & dont la distance a © est égale a R,

L’ensemble des points de & dont la distance & w est strictement inferieure
(resp. strictement supérieure) 4 R porte le nom d'intérieur (resp. d’extérienr) de la
sphére &

De la définition d’une sphére il résulte :

— que le centre o est un centre de symetrie de .%;

— que toute droite contenant o (appelée diamétre) est un axe de symétrie
pour .%;

— que tout plan contenant o (appelé plar diamétral) est un plan de symétrie
pour .

Notons que ce sont les seuls centres, axes et plans de symétrie de &,

REMARQUE. — Comme en 7.2.3, 1° il nous arrivera de parler de sphére-point.

L’étude des sphéres étant analogue a celle des cercles g
% du plan affine euclidien, nous nous contenterons d'énoncer
les résultats dont les démonstrations ne différent pas de
celles de 7.2.3.
& est rapporté 4 un repére orthonormal donné
R = (0,1, k).
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ProrosiTion. — La sphére & dont le centre © a pour coordonnées (x, B, v) et
dont le rayon est R, admet I'équation cartésienne :

x4+ 2 422 —20x — 28y —2yvz + 8 =0
8§ =a2+ B+ y2 - R? (1

qui est dite éguation normale de .

Riciproque. — Etant domné (o, B, v, 8) € B, si © est le point de & de
coordonnées (z, 3, v), le sous-ensemble & constitué des points de & dont les
coordonnées (x, y, z) vérifient :

X2y 4zt — 20x — 2By — 2z + 85 =0
est :
— lensemble vide si o* + B2 + v — & < 0;
— la sphére-point ® si «* + B? + y2 — 86 = 0
— la sphére de centre o, de rayon :

R=\/ct2+[32+72—5 siio P +P+yY —8>0.

REMARQUES. — a) De cette étude résulie I'étude de I'ensemble des points de & admettant pour
équation cartésienne :

ax* + V¥ +z2) +bx + oy +dz+e =0

by Létude de lintérieur (resp. de 'extérieur) de % est analogue 4 celle faite pour le cercle en
7.23,1°

2° Intersection dun plan et dune sphére. — Appelant a la projection
orthogonale de , centre de %, sur le plan affine %, nous avons :

_ Silleal|l > R & n2? = .

— Silwall = R, ¥ A = {a):si R > 0 on dit que #, qui est le plan
orthogonal en a 4 Aff(w, a), est le plarn tangent en a 3 &,

_ Silloal < R, & ~ 2 est le cercle du plan affine cuclidien 2 dont le

centre est a et le rayon \/Rz - |{E;||2 ; la droite menée de o orthogonalement 4
# est I'axe de ce cercle, qui est dit « grand cercle » de & lorsque g = .

Inversement & tout cercle € d'un plan affine 2 on peut associer la
droite A orthogonale 4 2 menée par le centre de ¥ — qui est dite axe du cercle —
et considérer ¥ comme Vintersection de 2 et d’une sphére centrée en un point
arbitrairement choisi de A.

DEFINITION. — (4o + vf + wy + W2 — RY(u? + v* + w?) = 0, qui exprime une condition
nécessaire et suffisante pour que le plan # d'équation :
ux + vy +wz + h=0

soit tangent a la sphére % dont le centre a pour coordonnées (o, B, y) et dont le rayon est R, est appelée
une équation tangenticlle de la sphére %,
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3° Intersection dune droite et dune sphéve. — Ici g désignant la projection
orthogonale de », centre de &, sur la droite &, nous avons :

. —
— Si|lwa|| > R, ¥ n@ = 7,
— Silloall = R, ¥ n 2 = {a};

Si R > 0, la droite 2 est dite une tangente en a a la sphére &, elle est
contenue dans le plan tangent en a 4 &.

—
— Si ||og|| < R, ¥ n @ est constituée des deux points de & dont la
distance a a est ./ R* — {laa|.

REMARQUE. — Nous verrons que les plans tangents et tangenies 3 une sphére que nous venons

d’intreduire sont des plans tangents et des tangentes au sens de la définition générale qui sera donnée
au tome V.

4°¢ lntersection de deux sphéres. — Le seul cas intéressant est le cas ol 4,
distance des centres des deux sphéres, est comprise entre |R, — R,|et R, + R,
oU R, et R, désignent les rayons des deux sphéres envisagées. Se ramenant alors a
l'intersection d’un plan et d'une sphére, on a :

— Si|R; — R,| <d < R, + R,, l'intersection est un cercle. Les sphéres
sont dites sécantes.

— Si|R; — R,| =dousiR, + R, = d, l'intersection est un point et en ce
point les deux plans tangents aux deux sphéres sont confondus. Les sphéres sont
dites tangentes et comme en 7.2.3, 2° on peut préciser la disposition relative des
deux sphéres.

REMARQUE. — Dans le cas des sphéres sécantes, la droite contenant les centres des sphéres est
orthogonale au plan du cercle intersection et rencontre ce plan au centre du cercle intersection.

S Sphéres orthogonales. — La définition et les résultats sont analogues a
ceux de 7.2.3,3° 8i %, i € N,, a pour équation normaie :

X2+ yt 2t =200 — 2Py — vz + 8, =0
une condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité de &, et &, est :

a0, + BBy + viv2) = 0, + &,

6° Puissance dun point par rapport a ine sphére. — Mémes définitions et
résultats qu'en 7.2.3, 4°.

Plan radical de deux sphéres. — ProrosiTion. — Etant donné  deux
sphéres distinctes %, et &, (éventuellement des sphéres-points), de centres
respectifs m, et w,, I'ensemble des points de & qui ont méme puissance par rapport
a9 et S, est:

— l'ensemble vide si ©, = w,.

— un plan # si w, est distinct de w,. Dans ce cas, & est de direction
orthogonale a 6-1_0::: et il est appelé le plan radical des deux sphéres; il contient
FNn .
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Axe radical de trois sphéres. — Prenant trois sphéres /%, de centres respectifs w,, i€ N,
nous cherchons I'ensemble des points de & ayant m&me puissance par rapport a ces trois sphéres.
Dans le cas général des trois centres non alignés, cet ensemble, qui est I'intersection des plans
radicaux des sphéres &, et %, et des sphéres %, 1.9, (et qui est alors inclus dans le plan radical des
sphéres ¥, et.%,), ¢st une droite appelée axe radical des trois sphéres. Cette droite est orthogonale au
plan # contenant les trois centres w,, i € N, et elle rencontre ce plan # au centre radical des trois
cercles 6, i e Ny, o0 6, est %, N 2.

Le lecteur étudiera les différents cas particuliers,

Centre radical de guatre sphéres. — Dans le cas de quatre sphéres ayant des centres non
caplanaires I'ensemble des points de § ayant méme puissance par rapport a ces quatre spheres est
constitué d’un point, intersection des six plans radicaux définis par ces quatre sphéres ou encore
intersection des quatre axes radicaux définis par ces quatre sphéres prises trois 4 trois. Ce point porie
le nom de centre radical des quatre sphéres.

79 Points conjugués par rapport & une sphére. — Le lecteur généralisera les
définitions et propriétés de 7.2.3, 5°; en particulier il montrera :

Etant donné un point m qui n’est pas le centre de la sphére &, 'ensemble des
conjugués de m par rapport a & est un plan, appelé plan polaire du point m par
rapport a la sphére &.

8° Faisceau linéaire de sphéres; réseau linéaire de sphéres. — En ce qui
concerne les faisceaux linéaires de sphéres, le lecteur généralisera 7.2.3, 6°.

DeriNTION, — Etant donné trois sphéres %, de &, i € N,, d'équations normales respectives,
dans un repére orthonormal # :
Fim)=x + 32+ 22 —2ox — 2By — 2y2 + 8, =0, ieN,

on appelle réseau linéaire de sphéres de base &, i € N, 'ensemble des sphéres de £, admettant dans .#
une équation cartésienne de la forme :

MTomy + AoTa(m) + ATyim) = 0, (A, ky, A3)e R
Le lecteur étudiera les propriétés et les différents cas de réseaux linéaires de sphéres.
9° Représentation paramétrique dune sphére. — ProposiTion. — Etant

donné le point ©» de & de coordonnées (a, B, y) et le réel R strictement positif,
I'application de R? dans &, qui a (p, 0) fait correspondre le point m de coordonnées :

x=uo+ RsinGcosgp, y=p+ Rsinbsing, z=1vy+ Rcos
a pour image la sphére & de £, de centre ®, de rayon R.
La proposition se déduit trivialement de I'utilisation des coordonnées

sphériques dans le repére (o, i, j, k) 4

REMARQUES. — a) La notion de représeniation paramétrique des nappes sera abordée en V.
b) Le lecteur vérifiera que I'on peut supposer

(¢, 0)e[x 2 + 2r[ x [0, x]. xe R
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7.3.2. Les quadriques

é (&, E) est provisoirement un espace affine de dimen- g
sion 3.

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient # = (0, i,j, k) et & = (0',i, ], k)
deux repéres de &. Si dans le repére #, un sous-ensemble # de & admet pour
équation cartésienne :

OOm) + @(m) = 0

ou P est une forme quadratique non nulle sur £ et ¢ une forme affine sur &, alors
dans %', 2 admet pour équation cartésienne :

®O'm) + ¢'(m) = 0

ot ¢ est une forme affine sur &.
Un tel sous-ensemble 2 porte le nom de guadrigue.

Démonstration analogue 3 celle de 7.2.4, 3° |

Notations. — Nous nous proposons d’étudier, dans I'espace affine & rapporté-
a un repére # = (0, i, j, k} la quadrique 2 d’équation P(x, y, z) = 0 avec

P(x,y,z) = ®(xi + yi + zk) + 2cx + 2’y + 2"z + d
ou
O (xi + yj + zk) = ax? + d'y? + a"z* + 2byz + 2b'zx + 2b"xy.

Nous posons :

a b.U b.’
M=Mat(®;(j k)=l b" a b |, A=detM
b b g

2° Recherche d’un centre éventuel — 0’ € & est dit centre de 2 si et
seulement s'il existe k € R tel que ®(0'm) + k = 0soit une équation de 2. Etant
donné ® = 0 + x4 + yof + zyk, nous considérons le nouveau repére
# = (w, i}, k)danslequel 2 admet Péquation cartésienne §(x’, ¥, z') = Oavec :
Q(x,y, 2 = D(x'i + yj + 2k) + Plxg, vy, 2p) + 2{axy + by + b'zg + c)x’
+ 2(b"xq + a'yy + bzg + )Y + 2(b'x, + by, + a"z, + ")
Ici les centres sont fournis par le systéme :
fax + by +bz+c=0Aab'x+ay+bz+ ¢ =0)
AbBx+by+az+c" =0 (1)
1# Cas : A # 0, ce qui signifie que @ est non dégénérée; (1) est un systéme de
Cramer : 2 admet un centre unique; on dit qu'il s’agit d’une quadrique dé centre.
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2¢Cas : A = 0; P estde rang 2 ou 1; 'ensemble des centres de 2 est soit vide,
soit infini (et il s’agit alors de tous les points d’une droite ou d’un plan).
Nous ne poussons pas plus loin 'étude dans le cas général.

Dorénavant (&, E) est un espace affine euclidien de %
dimension 3; tous les repéres sont orthonormaux.

Nous utiliserons la réduction de la forme quadratique @ dans le groupe
orthogonal de E, en introduisant u € % (E), symétrique, défini par :

VoeE DO(v) = u(v).v.
Nous avons : Mat (u; (i, j, k)) = M. Nous posons :

DerFmnITION. — Toute direction de droites de £ dirigée par un vecteur propre de
u est dite direction principale de 2,

Nous savons que le polynéme caractéristique de u est scindé sur R; ses
racines, pas nécessairement distinctes, seront notées X, L, v; en outre, il existe une
base orthonormale (I, J, K), évidemment pas unique, formée de vecteurs
propres de u; on a dans une telle base :

QXTI + YJ + ZK) = AX? + p¥? + vZ?, avec huv = det M.

3° Etude d une quadrique i centre. — Dans un premier temps on passe du
repére imitial # = (0, i, j, k) au repére &' = (w, i, j, k) ou w est le centre de 2; la
quadrique admet dans #' I’équation :

D(x'i +vji+ k) +d =0, ou d = P(xy, Yo, Zo)-
On passe ensuite au repére (o, I, J, K)ot (I, J, K) est une base orthonorma-
le formée de vecteurs propres de u, et on obtient 'équation :
AXTP 4+ uY? + vZ2 + 4 =0, avec Auv # 0.

Des trois réels non nuls A, y, v, deux au moins ont le méme signe, ce qui
permet de se ramener 3 'équation suivante, dans laquellex > 0, > 0,y > 0

X2+Y2+ Zz+ o se{—1, 1}
a? PP y? ge{— 1,01}
Nous nous autorisons A anticiper sur des questions {cones, surfaces de
révolution) qui ne seront vues que plus loin.
— Sig =0, 2 est un cone, au sens du 7.3.4.
— Pour concrétiser la forme de 2, il est commode de la considérer comme

o
I'image, dans I'affinité orthogonale de plan invariant (®, I, K) et de rapport E dela

quadrique de révolution 2’ d’axe ® + RK (¢f- 7.3.6) qui a pour équation dans le
repere (w, I, J, K) :
X+ ¥ z? )
[+ 4
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4 admet pour méridienne la conique %’ d’équations :
X2 2
(Y=0)/\ (—2+£—2+8'=0).
a Y

Suivant les valeurs de € et €, nous distinguons les six types suivants :

Equation réduite Nature de ¢’ A2 est dite...
x* rr z cbne réduit
L5+ +-—5=0 réduite 4 {»}) )
o B ¥ a {w}
X yr z L , X
I — + Erz- - =10 réunion de 2 droites cone
o Y
x* r oz
IIl.—2-+F+—2+l=O vide vide
x ¥
X v oz
WV,—+—=+—-1=0 etlipse ellipsoide
2 B2 2
o ¥
v x* yr z [ —o hyperbole hyperboloide
B S L B d’axe non transverse w +RK} 2 une nappe
z >z hyperbole hyperboloide
VL o+ Z f1=0 P
By | d'axe transverse @ + RK a deux nappes

— La quadrique Z est elle méme de révolution lorsque u a deux valeurs
propres confondues (A = p # v) ce qui correspond avec nos conventions a
a = P # v. Aux valeurs propres v et & correspondent alors respectivement une
direction principale unique, dont un vecteur directeur unitaire est pris comme
vecteur K, et un « plan » de directions principales, (RK)*, dont une base
orthonormale quelconque est prise pour (I, J).

ZI

FiG. 20.
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Si,enoutre, A = p = v, 4 est encore de révolution et ¢’est une sphére (toute
direction est principale).
— Lescas IV, V, VI correspondent respectivement aux figures 20, 21, 22,

Fic. 21, Fic. 22.

On a dessiné les coniques intersections de .4 et des plans de coordonnées, qui sont
des plans de symétrie (les axes de coordonnées étant eux-mémes des axes de
symétrie). Dans le cas des hyperboloides, on s’est hmité & une zone de la forme
Ze[— h, h] et on a donné la zone correspondante du céne asymptote, réunion
des asymptotes des hyperboles sections de 2 par les plans qui contiennent la
droite ® + RK.

— Le lecteur vérifiera qu’il dispose des représentations paramétriques
suivantes :

Ellipsoide (cas 1V). — Avec (9, 9) e [02n[ x [0, n]:
(p,0) — © + wsinbGcosgl + BsinBsineJ + ycos K.

Hyperboloide a une nappe (cas V). — Avec (@, ) e[0,2n[ x R :
(9,0 — @+ achdcosgpl! + ch0sing@J + vshok,
Hyperboloide d deux nappes (cas VI). — Ici 'intersection de 2 et du plan
X oY est vide. En notant 2, (resp. 2_) la « nappe » de 2 située dans le demi-

espace Z > 0 (resp. Z < 0), on constate que 2, admet la représentation
paramétrique :

(9.9) — o + xshBcosel + PshBsingJ + ych8 K

avec (9, 0)[02n[ x R.
(En ce qui concerne 2 _, on adopterait — v ch 8 pour coefficient de K.)
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REMARQUE. — *Au titre d'images continues d'un connexe de R?, un ellipsoide, un hyperboloide
4 une nappe, une nappe d'hyperboloide 4 deux nappes sont des sous-ensembles connexes de &, Un
hyperboloide & deux nappes admet deux composantes CORNEXes.,,

4> Etude de la quadrigue 2 dans le cas on la forme quadratiqgue @ est de
rang 2. — On peut supposer 2. # 0, u # 0,v = 0. Durepére initial (0, i, j, k) on
passe & un repére (0, I, J, K), ou RI, RJ, RK sont des directions principales
respectivement associées a A, p, v. On obtient ainsi une équation de la forme :

AXET 4+ uYr 4+ 20,X + 2¢\Y + 20{Z +d =0,
qui s’écrit, en posant ¢c;/h = — Xget\/jup=— Y,

MX — X2 + (Y — ¥) +21Z +d, =0.
Introduisonsle point O' = 0 + X,I + Y Jetlerepére # = (0, I, J, K),dans
lequel 2 admet pour équation :

A X2+ uY* +20Z7+d;, =0 (2)
Distinguons deux cas :

1 Cas : ¢] # 0. En posant s = O' — d,/2c]. K, nous déterminons un
repére {s, I, J, eK} dans lequel, suivant que Ap > 0 ou Ap <0, 2 a pour
équation :

VIL E/p+nijg-2=0, (p>0,49>0)
ou VIII £%p ~n?/g-20=0, (p>0,¢94>0)

— Le cas VII se rameéne par affinit¢ orthogonale au cas de
2 + m? — 2pt = 0, qui est la surface de révolution d’axe s + RK dont une
méridienne est la parabole d’équations (n= 0) A (2 — 2p{ = 0). On dit, dans
ce cas, que 2 est un paraloloide elliptique (fig. 23).

FiG. 23.

— La quadrique correspondant au cas VIII sera étudiée au 7.3.3, 4°, b) sous
le nom de paraboloide hyperbolique.
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2¢ Cas : ] = 0. L’équation (2) peut admettre 'une des formes :

xX?* y? .
X —+5=0: 2 est la droite (O, K).
o p
xX* 12 L
X — ——5=0: 2 est la réunion de deux plans,
&2 BZ
sz er )
XI — 4+ - +1=0:2estvide.
x p
sz }nz
Xl — + 5 — 1 =0:2est un cylindre elliptique.
o p
3 Yv2
XIII —5 — 5 — 1 =10: 2est un cylindre hyperbolique.
o p

Dans le cas XII (resp. XIII), le lecteur vérifiera que 2 est un cylindre, au sens
de 7.3.3, dont la direction de génératrices est RK. On dispose d’une base dans le
plan X’0'Y". Un changement de repére permettrait de montrer que tout plan non
parailéle 4 s + RK coupe 2 suivant une ellipse (resp. une hyperbole), ce qui
Justifie le vocabulaire.

5° Etude du cas oi laforme quadratique ® est de rang 1. — On peut supposer
L =u = 0,v # 0. Du repére initial, on passe au repere (O, I, J, K} dans lequel 2
admet I'équation

vZ? + 2¢,X + 2¢\Y + 2¢{Z +d =0,

En introduisant le point 0" = O — ¢}/v. K et le repére (0, I, J, K), on obtient
une nouvelle équation de la forme :

VvZ? 420X + 2¢\Y + d, =0. (3)
1= Cas : ¢, et ¢ ne sont pas nuls tous les deux. Prenons les vecteurs unitaires
orthogonaux :
I'=(c} + ) Pe,d + eyJ);
J = (] + cFyVH= il + eyJ)
Dans le repére (O, I', J', K), 2 a une équation de la forme :

vZ" + 2,X" + d, = 0.

En posant O's = — d,/2¢,.1, on se raméne enfin 4 un repére (s, I, J', K) dans
lequel 2 a une équation de la forme :

XIV (% — 2pk = 0 : 2est un cylindre parabolique.
La direction des génératrices est RJ'. Tout plan non parallele 4 0’ + RJ’
coupe 2 suivant une parabole.
RAMIS. — Muath. Spéc. 2. Alyébre 9



248 ETUDE DE QUELQUES ENSEMBLES REMARQUABLES 133

2¢ Cas i ¢, = ¢, = 0. L’équation (3) prend I'une des formes :

(Xvy Z?=0; 2 est un plan.

(XVD) Z% 4+ a2 =0,o0#0;.2est vide.,

(XVIID) Z'? — «® =0, « # 0; 2 est la réunion de deux plans paralléles.

7.3.3. Les cylindres

Nous revenons au cas général ou (&, E), espace affine
de dimension 3, n'est pas nécessairement euclidien.

1° DeFiNITION. — On appelle cylindre tout sous-ensemble % de & auquel on
peut associer un vecteur non nul u de E tel que, pour tout point m € %, la droite
qui a pour direction Ru et qui contient m soit incluse dans €.

Terminologie. — Toute droite incluse dans % et de direction Ru
{cf. définition) est dite génératrice du cylindre ; on dit que Ru est une direction de
génératrices de %; une telle direction n'est pas nécessairement unique (cf.
exemples a) et b) ci-dessous).

On appelle ensemble directeur de €, tout sous-ensemble de ¢ qui rencontre
toute génératrice de % (1); si # est un plan non paralléle a u, ¥ n& est un ensemble
directeur plan que 'on appelle une base de %. Dans le cas particulier ou (&, E}est
affine euclidien et ou # est orthogonal 4 w, on parle de hase droite de €, les
différentes bases droites se déduisant de "'une d’entre elles par translations de
vecteurs appartenant a Ru.

ExXEMPLES. — a) L'ensemble vide est un cylindre; & est un cylindre.

b} Tout plan affine (%, P} de & est un cylindre. Ici u est un vecteur non nul, quelconque de P.

REMARQUES. — @) € = & est un cylindre pour la direction Ru, si et seulement s'il existe
u € E\[0} tel que, pour tout élément 1 du groupe des translations de vecteur colin€aire & w, on ait :
%) = %.

¢} Un cylindre est réunion de ses génératrices.

2° TutoriME. — Etant donné deux formes affines f et g sur %, de parties
linéaires indépendantes, le sous-ensemble ¥ des points me & vérifiant
F(f(m), g(m)) = 0, ot F est une fonction de R* vers R, est un cylindre dont une
direction des génératrices est la direction Ru de la droite intersection des plans
710y et g7 (0) de 8.

— L’hypothése implique que f/~ 1(0) et g~ '(0) sont des plans sécants.
— Pour tous my € & et my € & tel que mgmy = o, a € R, nous avons :

E(flmg), g(mo)) = 0 (1)

('} Lorsqu’a un méme cylindre on peut associer ptusieurs directions Ru it y a lieu de préciser la
terminologie : on parlera de génératrices de direction Ru et d’ensembles directeurs relatifs d la direction
Ru.
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et, en désignant par / la partie linéaire de la forme affine f:

flmg) = fmo) + al(u).

Or I(u) est nul d’aprés le choix de u; d’on f(mg) = f(mg) et, pour une raison
analogue g(mg,) = gi{m).
De (1) on déduit F(f(my), g{mp)) = 0, et donc m;, € 6. O

EXEMPLE. — On suppose § muni d’un repere (0, i, j, k). Soit ¥ P'ensemble des points de &
d'équation :
xPpyt =2z - zy + 22T -1 =10 {2}
{2} s’écrit
x-—z2P+(y—-2-1=0
Prenant pour formes affines sur £, f et g définies dans (0,7, J, K}y par f(m) = x — zetgim) =y — 2,
on conclut que ¥ est un cylindre doni une direction des génératrices est R{i + j + k).

Pour avoit « la forme » de %, il suffit de connaitre une base de %, par exemple I'intersection de %
avec le plan xQy, qui est représentée dans le repére (0, i, j) par

x4+ —-1=0

CAS PARTICULIER. — & étant muni d'un repére # = (0, i, j, k), et F étant une
fonction de [k vers R, le sous-ensemble de & d’équation F(x, y) = 0 dans & est le
cylindre de direction de génératrices Rk qui admet pour base le sous-ensemble du
plan xOy dont une équation dans le repére (O, i, j) est F(x, y) = 0.

REMARQUES. — & éant muni d'un repére # = (0, i, j, k), soit € un cylindre de direction de
génératrices Rk, de base # dans le plan xOy.
a) 8iG(x, y} = 0, on G est une fonction de R? vers R, est une équation cartésienne de % dans le

repére (0, i, j) alors G(x, y) = 0 est évidemment une équation cartésienne de ¢ dans #.

b) En désignant par m le point m = O + xi + yj, nous disposons de F : R* — R définie par :
Fix,y})=0 si med#; Fix,y)=1 s1 m¢®R

% admet ainsi pour équation cartésienne F(x, y}) = 0, ce qui constitue une « réciprogue » du cas
particulier du théoréme, d'aucun intérét pratique évidemment.

3° Recherche d'une équation cartésienne d'un cylindre. — & estrapporté a un
repére # = (0, i, j, k). On donne un vecteur non nul u de E, de composantes
(o, B, v) dans la base (i, j, k), et un sous-ensemble & de & On se propose de
trouver une équation cartésienne dans % du cylindre ¢ dont Ru est une direction
de génératrices et dont 2 est un ensemble directeur (relatif 4 Ru).

e 1 Cas: =% NnHF ou B et # sont donnés par des équations
cartésiennes

fix,y,2) =10 et glx,y,2)=0.

Pour que my € &, de coordonnées (x,, y,, 2,), appartienne 4 ¥, il faut et il
suffit que la droite de direction Ru qui contient m, rencontre # et % en un méme
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point. Cette droite admettant la représentation parameétrique :
t — O+ {xq + at)i + (v + Bry + (zo + 70k, te R,
la condition m, € € équivaut i 'existence de ¢ € R vérifiant :
(flxg + at, yo + Bt, 2o + 1) = 0y A (glxy + at, yo + Pty zg + vt) = 0).

Dans le cas classique ou f et g sont des applications polynomiales, nous
avons affaire 4 deux équations algébriques et la théorie de I’élimination nous
apprend & trouver une condition nécessaire et suffisante R(x,, ¥4, 2) = 0, ol
ReR[X,Y, Z], pour qu'elles aient une racine commune sur C. Il y aura lieu
d’adjoindre & R{x,, v, 2,) = 0 des conditions traduisant la réalité de I'une des
racines communes sur C.

CAS PARTICULIER : u = k. — % est appelé « cylindre projetant & paralléle-
ment a k ». L.a méthode précédente consiste & écrire que les deux €quations :

fxo Vo 2o + 1) =0 et gXo Yo, 2o + 1) =0

ont une racine réelle commune, ce qui est manifestement équivalent 4 écrire que
les deux équations & l'inconnue ze R :

f(x()v y07 Z) = 0 et g(x()s yOa Z) = 0
ont une racine commune,

ExEMPLEL. — Le vecteur u a pour composuntes (1, 1, 1}; # est le plan d'équationx + y + z = 1,
# a pour équation x* + y* — z = 0. (8i & est euclidien et le repére orthonormal, %' est un
paraboloide de révolution.)

Il s'agit d'écrire que les deux équations & l'inconnue te R :

Ut xe+ Yot zo=1 et 2%+ 2xo+ yo) + x5+ yE =124+t

ont une racine commune.
La premiére, de degré 1, ayant une seule racine sur C, et cette racine étani réelle, on obtient sans
difficulté "équation cartésienne de % :

SxT 4+ 5y + 222 —Bxy — Wz —2pz + Sx + Sy — 10z -1 =0
EXEMPLE I1. — Le vecteur u est j; & est la quadrique d*équation x* + y* + z* = a?; & est le
cylindre déquation x* + y? — ax = 0, ae R*.
(Si & est euclidien et le repére orthonormal, # est une sphére, 4’ est un cylindre de révolution;

G = d#  # est alors appelée « [enétre de VIVIANL ».)
% est ici un cylindre projetant. Il s’agit d’écrire que les deux équations a Uinconnue ye R :

Vaxi+p—at=0 et P+ xi —axy =0
ont une racine commune. On obtient la condition :
(z2 + axg — a? =0 A (x3 — ax, < 0}
Comme z2 + ax, — ¢* = 0 implique x, < a, € a pour équation :
0 0 piq 0 P q

(22 +ax — &> =0) A (x =0)
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e 2¢ Cas : & est donné par une représentation paramétrique :
t —d, =0 4+ @) + Yty + Bk
ol @, V, O sont trois applications d’une partie A de R dans R.

Pour que m, € &, de coordonnées (X, yo, Zo) appartienne & %, il faut et il

juiinly )
suffit qu’il existe ¢ € A tel que d,m, soit colinéaire 4 u. En d’autres termes, il faut et
il suffit qu’il existe (¢, p)e A x R vérifiant :

(xo — ®(t) = pa) A (yg — V() = PP) A (2o — 8(8) = p¥).
On en déduit une équation cartésienne de 4.
— % admet la représentation paramétrique :
(t,p) +— O + (o(t) + ap)i + (Y(1) + PpY + (B(1) + yn)k
avec (t, p)e A x R Ce point de vue sera repris au tome V.

— Notons que dans le cas ol aucun des réels o, 3, ¥ n’est nul, le recours a p
est inutile; on obtient une équation cartésienne de € en écrivant qu'il exister € A
vérifiant ;

Xq — @fr) _ yo — Wt) _ zo — 8(1)

o B Y
EXEMPLE II1. — Le vecteur u a pour composantes (1, 1, 1); 2 admet lu représentation para-
métrique :
t 12 e
L — 0 + i+ Jj+ k, te {1}
t —1 t—1 =1

Une équation cartésienne de % s'obtient en écrivant qu'il existe + € B\{1} vérifiant :

ou encote qu'il existe 1 € Ri{1} vérifiant :
x-—y=-0Dnaly—z=—1%

Le probléme de la réalité de la racine commune ne se pose pas ; par contre il ne faut pas oublier la
condition ¢ 3 1, si bien que :
(x=y+y-z=0
n'est pas une équation de %, mais une équation de la réunion de % et de la droite représentée par :

(x—y+1=0 Ay —z+ 1 = 0)(droite qui contient te point de coordonnées {— 1,0, 1) et est
dirigée par u).

4° Cylindres circonscrits. — Lorsque nous disposerons des notions de nappe et de tangente d
une nappe (<f. tome V) nous pourrons poser :

DEeriNITION. — Etant donné une nappe & et une direction de droites Ru, on appelle ¢ylindre
circonscrit @ & parallelement ¢ Ru I'ensetnble des tangentes & % dont la direction est Ru.

Nous pouvons cependant, d’ores et déja, adopter cetie définition dans le cas on . est une sphére.
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7.3.4. Les cOnes

% (&, E) est encore affine de dimension 3, pas nécessai- é
rement euclidien.

1° Dervition. — On appelle cone tout sous-ensemble € de £ auquel on peut
associer un point S € & tel que, pour tout m € ¢\{S} la droite Aff (S, m) soit incluse
dans %.

Terminologie. — On dit que S est un sommet du cbne. Toute droite incluse
dans % et contenant § est dite génératrice du cone. Un cOne peut avoir plusieurs
sommets,

On appelle ensemble directeur de %, tout sous-ensemble & de ¥ qui
rencontre toute génératrice de € en un point différent de S('). (Notons que si &
ne contient pas S, la condition « différent de S » peut étre supprimée.)

Sl existe un plan %, ne contenant pas S et rencontrant toutes les
geéneratrices de %, alors ¥ M 2 est un ensemble directeur de %, appelé base de 4.
On notera que si & est un plan paralléle & 2 ne contenant pas S, 4 n 2 est une
base de ¥ qui se déduit de ¥ n 2 par homothétie de centre S.

EXEMPLES. — @) L'ensemble vide, I'ensemble {S}, & sont des cones.
b} Tout plan affine de & est un céne admettant pour sommet tout point du plan.

REMARQUES. — @) Si un céne non vide admet pour sommet un point §, il contient §',

b} & est un céne qui n'admet pas de base. Par contre tout cone est la réunion d'au plus trois
¢ones admetiant chacun une base ; il suffit de considérer trois plans indépendants ne contenant pas §.

¢) Etant donné% < & et S & %, 6 est un cone de sommet S si et seulement si, pour tout élément
h du groupe des homothéties de centre S, on a : h{§) =

2° THEOREME. — Seit F: R3 —» R upe application polynomiale
p-homogéne (2); étant donné trois formes affines f, g, h sur & de parties
linéaires indépendantes, le sous-ensemble ¥ des points m de & vérifiant
F(f(m), g(m), h(m)) = 0, est un céne dont un sommet est le point S intersection des
trois plans £~ 1(0), g~ '(0), A~ '(0) de &.

— Notons tout d’abord que ’hypothése implique que les formes affines
1, g, h sont non constantes et que f '(0), g~ '(0), h'(0) sont des plans affines
admettant un unique point commun, que 'on peut noter S,

— Sip = 0, Fest une application constante et % est soit &J, soit &; dans les
deux cas il s’agit d’'un cbne dont un sommet est S,

— Supposons maintenant p = 1. Nous avons F(O 0,0) =0, et doncS e%.

Drautre part, pour tous m, € €\{S} et m;, € & veriliant Smo =t Smo, t € R, nous

("} Si le cdne admet plusieurs sommets, on parlera de génératrices ct d'ensembles directeurs
relatifs au sommet S.
(*} La définition d'un polyndéme p-homogéne, ou p € N est donné, se trouve au 1.6.7.8, 1°
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avons, puisque fest affine et f{(S) = 0 :
Jmo) = tf(my).

De méme :
glmg) = tglmy) et h(mg) = th(m,).

On en déduit, compte tenu de la p-homogénéité de F :
F(f(mo), glmy), h(my)) = tPF(f(mo), g(my), himg)) = 0

et 1mye%b. U

CAS PARTICULIER. — & étant mumi d’un repére # = (O, i, J, k), le sous-
ensemble de & d’équation F{(x — x,, ¥ — v,z — z,) = 0,00 F : R* — Rest une
application polynomiale homogéne, est un cone dont un sommet est le point S de
coordonnées (x,, Vo, Z5)-

GENERALISATION. — Le théoréme s'étend au cas ot F : &* — R est une application a laquelle on
peut associer un rationnel non nul 2, de représentant irréductible p/g, avec (p, g) € Z x N* et g impair,
vérifiant :

Vix, v, 2)e R®  ¥te RO} F(tx, ty, 1z) = t3F(x, y, 2) {3}
(condition qui implique F(0, 0, 0) = 0 puisque F(0, 0, 0) = 2=F(0, 0, 0)).
Verification laissée au lecteur. O
La généralisation vaut pour a = 0, & condition d’adjoindre 4 (3) la condition F(0, 0,0} = 0.
REMARQUES. — & est muni d'un repére # = (0, §, j, k).

a} Seit % un cbne non vide de sommet @. En associant i tout {x,y, z)e R® le point
m =0 + xi + pj + zk, nous disposons de F : [ — R définic par -

Flx,9,2)=0 si me%,; Fle,y,z) =1 si mé¢&

et F verifie £(0,0,0) = O et (3), avec & = 0. F(x, y, 2) = 0 est une équation de %; on a ainsi une
réciproque, sans intérét pratique, de la généralisation.

b} Soit € un cdne de sommet O admettant une base # dans le plan z = 1, définie par une
équation G(x, v} = 0 dans le repére (w,f,j)ol @ = O + k.

Ona 0 e €. D'autre part, pour que m € £{0}, de coordonnées (x, y, z) appartienne a € it faut et il
suffit que :

(¢ # 0 A (G(x/z,y/2)) = 0. 4)

Dans la pratique, G est une application polynomiale non constante et il existe k € N* tel que
Z*G(XJZ, Y{Z) soit un polyndme k-homogéne F(X, ¥, Z). En remarquant que F(0, 0, 0) = O et en
utilisant (4), on peut affirmer que F(x, y, z) = 0 est une équation de %', ou %" est soit le cone %, soit
un cone obtenu en adjoignant & % des «génératrices parasites », contenues dans le plan
z=0 Cest ainsi que si Ton adopte g{x,y) = b®x* — &®y* — u?b?, on obtient
Fix,y,2) = b*x* — a®y* — ¢*b"z% Lesdeux droites :{z = 0) » (bx + ay = ()appartiennent 3 ¢,
mais pas a €. (Leur présence est liée 4 celle de branches infinies de I'hyperbole 4).

3¢ Recherche dune équation cartésienne dun cone. — & est rapporté a un
repére & = (0,14, j, k). On donne un point S € &, de coordonnées (a, B, ¥), et un
sous-ensemble & de £. On se propose de trouver une équation cartésienne dans
% du cOne ¥ de sommet S, dont 2 est un ensemble directeur (relatif a §).
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e " Cas: @ =B nH, ol B et & sont donnés par des équations
cartésiennes :

flx,v,2)=0 et gix, y,2z) = 0.

Pour que m,, e &{8}, de coordonnées (x, y,, Z,), appartienne a 4, il faut et
il suffit que la droite Aff (S, m,) rencontre %\{S}, ce qui se traduit par I'existence
de r € R\{0} vérifiant les deux équations :
5) {f(“ +itxg — ) B+tlyg — By +tzo —v) =0
glo + tixg — ), P+tlyg — B, v +tzg —¥Y) =0
Dans le cas classique ou f et g sont des applications polynomiales, nous
avons affaire 4 deux équations algébriques et la théorie de I'élimination nous
apprend a trouver une condition nécessaire et suffisante R(x, ¥o, 24) = 0, ou
ReR[X, Y, Z], pour qu'elles aient une racine commune sur C. Il y aura lieu
d’adjoindre & R(x,, vy, 25) = 0desconditions traduisant Pappartenance de I'une

des racines communes & R\{0} ; on aura alors une équation de €\{S} ; il restera a
en déduire une équation de %.

EXEMPLE I. — § a pour coordonnées {u, 0, 0), ae R%; # est la quadrigue d'équation
x2 + y? + 22 = a?; # est le cylindre d'équation z* + ax = a’.
Onremarque que S € 2, et que Z\{§} # {F ;% est donc un ¢dne ni vide, ni réduit 3 un sommet.
Ici (5) s'écrit :
(@ + tlxg — alf + 13y + 75) = @’) A (P23 + & + at(xg — @) = &),

La racine commune ¢ = 0 ne nous intéresse pas ; nous devons donc écrire qu'il existe ¢ € {0}
vérifiant :

(tixg — @ + ¥2 + 23) + 2a{xq — a} = 0) A (tz3 + alxy — a) = 0).
Nous obtenons ainsi, pour tout m, e £{5}, I'"équivalence de my € € et de
ko — @) # 0 A {(xo — @ + y§ — 25 = O).
# et % désignant respectivement le plan d’équation x = a et le cdne d’équation :
(x —a? +y* — 22 =0,

nous avons 4 = ($"\#) v {S}.
Notons que ' n @ = A U A’, ol A et A" sont les droites d’équations :

(x=a)a(y—z=0) et x=aAaly+z=0.

*Aprés I'étude du tome V, le lecteur pourra vérifier que A et A’ sont les tangentes en 5 3 &,

e 2¢ Cas : & est donné par une représentation paramétrique :
(b d, =0 + @) + (1) + 90k, ted (A <R

Pour que m, € £1{S}, de coordonnées (x, yo, Zo), appartienne a €, il faut et

il suffit qu'il existe ¢ € A tel que le point d, soit distinct de S et que les vecteurs
- = » - » . . .
Smy et Sd, soient colinéaires, ce qui s’écrit :

(d, # 8) A (rang M(my, t) = 1)



1.3.5 SOUS-ENSEMBLES REMARQUABLES D'UN ESPACE AFFINE 255

avec !
Xo— o yo—B 20_7]
o) — o Yo — B 6 — v

On obtient ainsi une équation cartésienne de 4.

M(m(}! t) = [

— ‘€ admet aussi la représentation paramétrique :
(t, p) +— O + (a + plo(t) — o)i + (B + p(¥(t) — B + (v + p(B{) — 1k
avec (t, p)e A’ x R avec A" = {te A|d, # S}. Ce point de vue sera repris au
tome V.
EXEmMPLE II. — S est O; & adme! la représentation paramélrique :
t— O+ (1 + 0+ 3 + 3%, 1eR,

IciO ¢ P et & # . Lecone § n'est ni vide ni réduit au sommet. La conditiond, # S est vérifice
pour tout { € R. On a d'autre part :

x Yo 2
M{mg, 1) = [ ¢l "3].
1+ ¢ t
— Pour y, # 0 {ce qui garantit m, # 0), la condition rang M(m,, 1} = 1 s'écrit :
(ot — zgt? = 0} A (xgt? — wotl + &) = 0}

Nous obtenons deux équations 4 Finconnue t € R, la seconde ne pouvant étre vérifiée part = 0,
dcausede y, # 0;unesolution commune ne peut donc étre que z,/y,, quiest un réel. Ainsi, pour tout
mgy e & tel que y, # 0, 'assertion m, € § équivaut 4 mye ¥ ol ¥ est le cone d’équation :

x2t —yly + ) =0,

— Poury, = 0, M{(my, t)ne peut &rederang 1 quesit: = Q, et M(m,, 0) n'est derang 1 quesi
25 = 0. Ainsi pour tout mg € £{0} tel que y, = 0 I'assertion m, € € équivaut a z, = 0.

En remarquant que le sommet O vérifie (y = 0) A (z = 0) on constate gu'une équation
cartésienne de % est :

Wy + 2 — x> = 0) A (y £ 0 v((y, 2} = (0,0)

A désignant la droite 0z, on a finalement : 6 = (¥"\A) v {0}
*Aprés I'étude du tome V, le lecteur vérifiera que A correspond 2 la direction asymptotique de
.
*
4" Cénes circonscrits. — Aprés avoir éludié le tome V, nous pourrons poser ;
DerniTioN. — Etant donné une nappe & et un point S, on appelle cone circonscrit 4 & de
sommet S 'ensemble des tangentes 4 % qui contiennent S.

Nous pouvons cependant, d’ores et déja, adopter cette définition dans le cas ou & est une sphére.

7.3.5. Les conoides
g (&, E) est encore affine de dimension 3, pas nécessairement %
euclidien.

1° DEFmITiON. — On appelle conoide tout sous-ensemble % de & auguel on
peut associer un plan vectoriel P de E et une droite affine & de &, non paralléle
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a P ("), tels que pour tout point m € ¥\ %, la droite contenant 1, rencontrant 2 et
paralléle 4 P soit contenue dans %.

Terminologie. — Le plan vectoriel P est appelé un plan directewr du conoide ;
% porte le nom d’axe du conoide. Si (£, E) est euclidien et si & est orthogonale &
P, le conoide est dit droit.

Pour tout m € ¥\& la droite A,, qui contient m, rencontre & et est parallélec a
P s’appelle une génératrice de €. Tout sous-ensemble o7 de % qui rencontre toute
génératrice de % en un point n"appartenant pas & & est dit ensemble-directeur du
conoide.

EXEMPLES. — a} (& et & sont des conoides.

b) Toute partie d’'une droite affine @ est un conoide daxe %, de ptan directeur P ol P est un plan
vectoriel quelconque tel que 2 ne soit pas paralléle & P.

¢} Tout plan £ de direction P est un conoide de plan directeur P, d’axe & ol & est une droite
quelconque non paralléle 4 P.

2° THEOREME. — Soit F : R® — R une application polynomiale telle que
pour tout z e R, fixé, l'application polynomiale (x, y) — F(x, y, z) soit p-
homogéne, Etant donné trois formes affines f, g, h sur & de parties linéaires
indépendantes, le sous-ensemble ¥ constitné des points me & vérifiant
F(f(m), g(m), him)) = O est un conoide dont un plan directeur est la direction P du
plan /1~ 1(0) et dont un axe est la droite 2 intersection des plans /' ~'(0) et g~ '(0).

— L’hypothése implique I'existence des plans affines A~ 1(0),f~ *(0), g~ (0),
celle du plan vectoriel P et de la droite 2, ainsi que la non appartenance de la
direction de &% 4 P.

— 8i p = 0, ¥ est une réunion, ¢éventucllement vide, de plans dont la
direction est P. C'est un conoide.

— Supposons maintenant p > 1. Nous avons, pour tout zeR,
F{0,0,z) = 0et donc & = %.

D’autre part, & tout m, € 6\% associons la droite A, qui contient m,, est
paralléle 4 P et rencontre & en un point qui sera noté k. Pour tout mj e A, , il

e —
existe ¢ € R tel que kmy = thkm,.
Puisque fet g sont affines et puisque f(k) = g{k) = 0, il vient :

fimy) = tf{mg) et glmy) = tg(my).
Drautre part h(my) = h(m,), et, ainsi :
F(f(Mb), glmo), h(mp) = F{tfimy), 1g(mo), himg))

tPF(f(mo), g(mo) himg)) = 0.
On a donc mj, € %. a

(*) Par abus delangage, nous dirons qu'une droite affine & est paralléle (resp. orthogonale) 4 un
plan vectoriel P pour dire que la direction de @ est incluse dans P (resp. orthogonale 4 P).
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CaS PARTICULIER. — & étant muni d’un repére (O, i, j, k) le sous-ensemble des
points de & d'équation cartésienne F(x, y,z) = 0, oll F est ume application
polynomiale du type précédent est un conoide de plan directeur Vect (i, /), d’axe la
droite O + Rk.

GENERALISATION. — Le lecteur pourra généraliser le théoréme qui précéde en opérant comme
au 7.3.4, 2%

3° Recherche dune équation cartésienne d'un conoide. — & est rapporté a un
repere & = (0, i, j, k). On donne, f, g, h désignant des formes affines indépen-
dantes :

— le plan affine (2, P) d’équation h(x, y, z) = 0;

— la droite affine % d’¢quation (f(x, v, z) = 0) A (g(x, ¥, 2) = 0);

— le sous-ensemble & de &.

On se propose de trouver une équation cartésienne du conoide % de plan
directeur P, d’axe &, dont & est un ensemble directeur.

1 Cas. — & =2 n &, oh # et #' sont donnés par les équations
cartésiennes ;

Fix,y,z) =0 et Gix,y,2)=0. (1)

Pour que m, € £\%, de coordonnées (xq, y,, z¢). appartienne a ¥\%, il faut et
il suffit que la droite A, d’équations :

(h(x9 ¥, Z) = h(x(b yOa ZO))
A (g(x0, Yor 20)f (%, 1, 2) — f(Xgs Yoo Zodg(x, ¥, 2) = 0)  (2)

rencontre «/\%, ce qui se traduit par I'existence de (x,, y,, z,) € R? vérifiant les
quatre équations (1) et (2), mais ne vérifiant pas les deux équations :

fix,y,2)=0 et glx, y,z) = 0.
Il restera & adjoindre 4 ¥\% la partie de % incluse dans %.

CAS PARTICULIER IMPORTANT ¢ P = Vect (i,j) et Z = 0 + Rk,
Pour m, € £\%, de coordonnées (x,, yo, 2o) avec (Xq, ¥o) # (0, 0), A,, admet
ici la représentation paramétrique :

t — O+ xpti + yotj + zok, t€R
et m,, appartient a €\ si, et seulement s7l existe t € R\{0} vérifiant :
(F(xgt, yolb, 20) = 0) A (Glxgt, yot, 2g) = O).
Nous sommes ramenés, avec les précautions habituelles, & un probléme
dé¢limination.
Nous verrons un exempie au 4°,

2° Cas. — .o est donné par une représentation paramétrique :

t v d, =0+ o) + (1) + 8(k, teA (A < R).
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Posons :
A ={teAld ¢ D).

— En raisonnant comme dans le 1®cas, on constate que m;e &\ ¥
appartient & €\% si, et seulement s'il existe t € A" vérifiant les deux équations :

{h(tp (0 (1), 8(1) = h(xq Yo, Zo)
9(X0, Yos 2o)@ (1), (1), O(2) — flx0, Vo Zo)g (D), W(2), 8(1)) = O

Ici encore il y a lieu de traiter & part I'ensemble ¥ n .
— Dans le cas particulier de P = Vect (i, j) et 2 = O + Rk, on adopte
évidemment ;

fix,y,2) = x, glx, v, z) =y et hix, y,2) = z

EXEMPLE DE L'HELICOIDE DROIT. — Dans (&, E) euclidien rapporté a (0, i, j, k) orthonormal, il
s'agit du conoide de plan directeur Vect {i, j), daxe O + Rk, d'ensemble directeur Uhélice circulaire of
représentée paramétriquement par :

t +— O + {acost) + (asint) + btk, te R, {a, b) € (R* )2
Icied n% =etd =4 =R Onécrit:
JteR (bt —zy =0} A {ppcost — xgsint = 0).
En remarquant que % < ¥, on obtient I'équation cartéstenne de % :
z z

ycos— — xsin— =0,
b b

— Si & est orienté et si le repére est direct, on en déduit une premiére équation cylindtique de € :

z
psini8 — -] =0
h

A titre d'exercice, le lecteur vérifiera quune autre équation cylindrigue de % est : z = b6,

4° Complément sur les quadriques. — a) THEOREME ET DEFINITION. — Dans
un espace affine (£, E) de dimension 3, on donne une direction de plan P et deux
droites affines & et &/, ni coplanaires, ni paralléles a P. L’ensemble € des points des
droites paralléles & P qui rencontrent & et %/ est un conoide de plan directeur P
d'axe ¥ et d’ensemble directeur o (et aussi d’axe .« et d’ensemble directeur ). Un
tel conoide est appelé paraboloide hyperbolique.

Vérification immédiate. ([

Pour étudier analytiquement le paraboloide hyperbolique®, nous pouvens
choisir le repére & = (0,1, ], k) tel que ¥ = O + Rk, P = Vect (i, j), et que &
admette des équations de la forme :

(x = a) » (z = 8yp), avec (a, &) e (R% ).

D’aprés le calcul du 3° (1* cas), m, € £\% appartient & ¥\Z si, et seulement s'il
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existe t € R\{0} vérifiant
(xot = @) A (2o = dy,l) 3

ce qui exige d'ailleurs x, # 0.

A cause de a # 0, t+ = 0 ne peut vérifier (3); nous avons donc a écrire que
x, # Oet qu'il existe un réel vérifiant (3), réel qui ne peut évidemment &tre que
a/x,. En conclusion, ¥\% admet pour équation :

(xz = 8ay) A (x # 0).

Comme tout point de & appartient 4 une génératrice et est ainsi un point du
paraboloide hyperbolique, celui-ci admet pour équation :

xz = day.

— Cette équation montre que % est aussi le conoide de plan directeur
P = Vect (j, k), d’axe O + Ri, et d’ensemble directeur o" d’équations :

(z =a) A (x =06y
D’ou les deux familles de génératrices de € :

F = (DMew ol A, admet les équations (x = ka) A {(Az = By);
F ={Aep ou A; admet les équations {z = ha) A {(Ax = dy).
Le lecteur vérifiera aisément que : deux génératrices d’une méme famille sont non

coplanaires, deux génératrices de familles différentes ont un point commun, par tout
point de € passe une et une seule génératrice de chaque famille.

b) Revenons a I'étude de la quadrique 2 d’un plan affine euclidien qui est
représentée dans un repeére orthonormal (s, 1, J, K) par I'équation :

Xp—-Yg-2Z=0, (p>0,9g>0), (cas VIIIdu7.3.2 4.

En posant :

Xi/p-YiSa=X: X\[p+Y¥Se=Y, Z=2Z

on obtient un repére (s, I', J', K), qui n’est orthonormal que si p = g = 2,
dans lequel 2 admet une équation : X'Y = 22Z', ce qui montre que 2 est un
paraboloide hyperbolique au sens de la précedente définition.

z-

|
i
i
1

Fic. 24,
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Sur la figure 24, on a représenté la partie de 2 qui vérifie
{(—asX<a)a{Z=h (PeRy
On a tracé les génératrices sX' et s¥".

5¢ Conoides circonscrits. — Yoir tome V.

7.3.6. Les ensembles de révolution

g (&, E) est un espace affine euclidien de dimension 3, g
tous les repéres considérés sont orthonormaux. N

1° DeFmiTion. — On appelle ensemble de révolution tout sous-ensemble &
de £ auquel on peut associer une droite & de & telle que, pour tout point m € &, le
cercle d’axe & qui contient m soit inclus dans &.

Terminologie. — On dit que % est un axe de &. Tout plan contenant % est dit
plan méridien. Pour tout m € &, le cercle %, qui admet & pour axe et contient m
est un paralléle de .

Toute partie & < & qui rencontre tout paraliéle de & est dite ensemble
directeur de &. En particulier, pour tout plan méridien &, # ~ % est un
ensemble directeur qui est dit méridienne de 5. Soit I une méridienne; toutes les
autres méridiennes s'en déduisent par rotation d'axe %, d’autre part, si G est le

groupe des rotations d’axe 2, alors & = | r(2).
rels

Remplagant la méridienne par I'intersection de % avec un demi-plan fermé
limité par 2, nous obtenons un nouvel ensemble directeur de & qui est dit demi-
méridienne et posséde les mémes propriétés qu'une méridienne, sauf la symétrie
par rapport a %.

REMARQUES. — &)} G désignant le groupe des rotations d’axe %, & est un ensemble de révolution
d’axe & si, et seulement si pour tout r € G, r(¥) = &.

b) Un plan est un ensemble de révolution d’axe & oU 2 est 'une quelconque des droites de &
orthogonales au plan.

2° THEOREME. — On donne une application F : R? — R, une forme affine sur &,
g, non constante, et un point ® € £; on note f 'application de & dans R qui a m

associe ||E£||2, et le sous-ensemble des points m € & vérifiant F(f(m), g(m)) = 0.
Alors & est un ensemble de révolution dont un axe est la droite & qui contient le
point o et est orthogonale au plan g~ (0).

Pour tout m € &, on note %,, le cercle d’axe % qui contient m.
Pour tous m, € & ¢t m; € €, nous avons :

(flmg) = flmg)) A (glmy) = glmy)).

F(fimp), g(my)) = F(f(mo), glme)) = 0, et mye . a

D’ou :
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® Recherche dune méridienne de ¥. — Dans la pratique, on dispose d'un
repére orthonormal # = (0, i, j, k); (¢, B, v) désignant les coordonnées de o, on
a:
fim =(x - +(y—=PB*+@—-7° e glm=ux+vy+wz+h,

le vecteur non nul n = wi + v/ + wk étant un vecteur directeur de 2.

On introduit un nouveau repére orthonormal # = (o, I, J, K), ou K est
u* + v* + w?) " et ol (, I, J) est un repére orthonormal — qu'il est inutile
d’expliciter — du plan # orthogonal en ® & Z.

Pour tout m € &, nous avons ainsi f(m) = X% + ¥2 + Z2 et, en utilisant
deux expressions de la distance algébrique de & am:

g(m) — g(®) = Ju* + v* + w*Z.

& admet dans le nouveau repére 'équation :

FIX?2+ Y2+ 2% Jut + V¥ + w'Z + g(@) = 0.

On obtient une meéridienne en coupant % par le plan d’équation ¥ = 0.

EXEMFLE. — Etude du sous-ensembie & de & qui admet dans R Péquation :
3+ 42 - 3xyz - =0, ae R*.
Le lecteur montrera qu’une autre équation de & dans # est :

x+y+0B0¢ + P+ -+ y+2f) - 220 =0
ou gm}(3yi(m) — g*(m) — 2a° = 0
avec ;
fim) = x? + y* + 2 et gmy=x+y+ 2.

Daprés le théoréme, & est une surface de révolution d'axe 0 + RK avec K = 3-172(i + j + k).
Dans tout repére orthonormal de la forme (0, 1, J, K), & admet pour équation :

IJIZX + ¥ — 2 = 0,
On dispose de la méridienne M :
(Y=0) A {3\/322(1 — 23% = O).

Enremarquant que X n’est nulen aucun point de T, le lecteur construira Men la considérant comme

la courbe plane d’équation Z = 2a3/(3\/3 X?) dans le repére (0, I, K); il aura ainsi une idée de la
forme de &,

e (CAS PARTICULIER IMPORTANT. — & est rapporté a un repére orthonormal
# = (0, i, j, k); G est une application de R* dans R. Alors le sous-ensemble & de &
qui admet G(X? + Y?, Z) = 0 pour équation dans le repére % est I'ensemble de
révolution d’axe 2 = O + Rk, dont une méridienne a pour équations :

(Y =0) A G(X2, Z) = 0.

— On se raméne au théoréme en remarquant qu'il existe une application
F:R? > R telle que :

VXY, Z)eR® G(X*+ Y,Z)=F(X2+ Y+ 7% 2Z) 0
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— On peut ausi reprendre le raisonnement en remarquant que, pour tout
my € & le cercle ¥, d'axe 2 qui contient m, a pour équations dans # :

(X2 + Y2 = X2+ Yy n (Z = Z)

REMARQUE. — Dans le cas particulier, une équation cylindrique de & est G(p?, z) = 0. D'autre
part, 8, € R étant arbitrairement choisi et f désignant (cos 8)i + (sin 8,)f, 1a méridienne contenue
dans le plan méridien d'équation polaire & — 8, = 0 admet, dans le repére orthonormal (0, I, k)
I'équation G(X?, z) = 0.

3° Recherche d une équation cartésienne dun ensemble de révolution. — & est
rapportéd un repere # = (0, i, j, k). On donne un sous-ensemble o de & et une
droite % = @ + Rn avec :

w=0+ o+ B + vk; n=ui + v + wk, (u, v, w) # (0,0, 0.

On se propose de trouver une équation cartésienne dans % de I'ensemble de
révolution % dont £ est un axe et & un ensemble directeur.

1 Cas: o =B nF ou # et % sont données par des équations
cartésiennes :

flx,»,2) =0 et glx,y2) =0 (1)
Pour que m, € £, de coordonnées (x,, ¥, z,), appartienne a &, il faut et il
suffit que le cercle €, d'équations :
2 {(x — =B - = -+ e = B (-
ulx — xg) + vy — yo) + w(z — z¢) = 0
rencontre .of, ce qui se traduit par I'existence de (x,, v, z,) & R? vérifiant les
quatre équations (1) et (2).

CASPARTICULIERS. — a) & a pour direction Rk (u = v = 0,w = 1).
Il est plus commode d’adopter pour équations du cercle €, :

(x—a +(—B =~ + Gy — BNz -2 =0) (2)
b) @ = O + Rk et of est une méridienne.
Si G(X?, z) = 0 est une équation de .o/ dans un repére (0, I, k), ot
I = {cos B,)i + (sin B,)j,

le calcul fournit I'équation G(x? + ¥?, z) = 0 de &.

] @ =0 + Rk et o est une demi-méridienne.
Si(F(X, z) = 0)A (X = 0)estune équation de o dans un repére (0, I, k), on

dispose de la méridienne déquation dans (0, 1, k) :
F(X,z).F(— X, z) = 0,qui s"écrit en général G(X?, z) = 0, ce qui rameéne 3 b),

EXEMPLE. — @ = 0 + Rk, of = @B n &', # el & étant respectivement le cylindre et le plan
d’équations :

x2—y —4x+2=0 e x4+z=1 (0
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(Un changement de repére montrerait que & est une hyperbole.) Adoptons ici :
(x* + y* = x5 + ¥l alz — 2o, = Q) )

Les éléments de R* vérifiant (1) et (2') sont les triplets (1 — z,.y,, Zo) 01 ¥, est I'une quelconque des
racines réelles communes aux deux équations algébriques :

(— Y+ 224220 - 1=0pafy? —x3—yi+2l -2+ 1 =0
La condition d’existence d’un tel réel y, est :
2+ 2 —222 =0 A2k + 22, -1 2 0)

Une équation de & est dong ;

(4P =22 = Oazel- 1 -2 - 1+ )
& estla partie du cdne de révolution d'équation x? + y* — 2z = Oquiestsituée « a lextérieur » de
labande ze]— 1 — \/2, -1+ \/2[.

2 Cas : of est donné par une représentation paramétrique :
t — O+ (i + Yty + B8(k, re A

Pour que m, € &, de coordonnées (x,, ¥, Z,), appartienne a %, il faut et il
suffit qu'il existe ¢t € A vérifiant les deux équations :

(@) — @) + (W) — B> + (6() — v)° = (xo — )?
3) + (¥ — ﬁ)z + (2 — 'Y)Z
ulp(t) — xo) + v(W(t) — o) + w(B(t) — z0) = 0.

Dans le cas particulier ou % a pour direction Rk, on remplace (3) par
(o() — @ + V(&) = BP = (xo — @) + (¥o — P)})A (20 — 6(t) = O).

4° Complément sur les quadrignes. — a) DEFmvaTion. — On appelle
ensemble gauche de révolution tout ensemble de révolution % dont un ensemble
directeur est une droite </ ni coplanaire a 'axe 2, ni orthogonale a %.

En utilisant la perpendiculaire commune & % et ¢, naus déterminons un
repére orthonormal (0, i,j, k) dans lequel & est O + Rk, et & admet la
représentation parameétrique :

t— O +ai+tj+ 8k, teR (a 8)e(R%)%
Nous avons a écrire (¢f. 2-iéme cas du 3% qu'il existe £ € R vérifiant :
(@ + 2 =x3 + ¥y A (2o — 8 = 0).
D’ou Péquation cartésienne de & :
x? + y? — 22/8% = o’

& est donc un hyperboloide 4 une nappe, au sens du 7.3.2, 3°. Soient G le groupe
des rotations d’axe % et I I'ensemble des symétries orthogonales par rapport aux
plans qui contiennent 2. Les familles de droites :

=) e F = (S(HA)er
RAMIS. — Math. Spéc. 2. Algébre 10
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sont formées d'ensembles directeurs de % qui, ainsi que le lecteur le vérifiera,
possédent les propriétés :

i) F=UJA; ¥ = J A,
AeF AeF'
i) Deux éléments distincts de F (resp. ') sont non coplanaires

1) Un élément de F et un élément de F' sont coplanaires;
iv) Par tout point de & passe un et un seul élément de chaque famille.

by Drapres 7.3.2, 3° tout hyperboloide 4 une nappe 2 d'un espace affine
euclidien peut étre considéré comme image d'un ensemble gauche de
révolution dans une affinité orthogonale. Il existe donc deux familles & et # de
droites incluses dans 2 et possédant les propriétés i) 4 iv).

A partir de I'’équation réduite, dans un repére orthonormal (w, I, J, K) :

Xa? + YR - ZYy? -1 =0
on peut introduire :

fm) = Xju — Zfy;  glmy = X/jo + Zfy,
him)=1—-Y/B; lm=1+Y/B

et vérifier que I'on peut adopter :

r —_ r.’ _ 1
F = (A Jowewyooy € F = (A pwerno.o

ou A, , et Aj , sont représentées dans (w, I, J, K) par :

(Af(m) = ph(m)) A (ng(m) = Al(m))
et

(Af(m) = pl(m) A (pg(m) = Lh(m)).

On notera que A, | et A}, ne changent pas si on multiplie A et p par k € R*.

5° Complément sur le tore. — DEFINITION. — On appelle tore tout ensemble
de révolution admettant pour ensemble directeur un cercle et pour axe une droite
incluse dans le plan du cercle et n'en contenant pas le centre.

Soient % un cercle de centre m, de rayon R > 0, contenu dans un plan 2, et

% une droite de 2 telle que » ¢ 2. Pour étudier le tore & d’axe & et d’ensemble

directeur ¢, choisissons un repére orthonormal (0,1, j, k) tel que O soit la
—

projection orthogonale de wsur 2, que 2 = 0 + Rketque O = ai,a > 0.
% aamet ainsi les équations :

(¥ =0)A((x —a? + 22 = RY.

La méridienne & n Psécrit € « €', o0 ¥’ est le cercle de 2 symétrique de € par
rapport 4 &. Dans le repére (0, i, k) cette méridienne admet I'équation :

(x* + 2% — 2ax + a® — R¥)(x® + 2% 4 2ax + a* — RY) = 0.
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& admet donc (¢f. cas particulier b) du 3°) dans (0, i, j, k) I'équation :
(x* + 12 + 2z +a* — R —4a®(x* + y9) = 0.

— Sia>R, & n% = (; ¥ est dit tore a collier;
— Sia=R, 7 nD = {0}, est dit tore & collier nul;
— 8i0 < a < R & n % est constitué de deux points; & est dit tore croisé.

Fig. 25.

En utilisant des coordonnées cylindriques, le lecteur vérifiera que # admet la représentation
paramétrique :
0, 8y — O + (a + R cos t){{cos 8)i + (sin 9)j) + R (sin )k

avec (0, 1) e [0.2n[ x [0.2xn[.

6° Ensembies de révolution circonscrits. — VYoir tome V.

7.3.7. Applications

1° Le lecteur étendra ce qui a été dit au 7.2.5. Voici quelgues exemples
d’étude d’un sous-ensemble de I'espace affine euclidien (£, E); nous utiliserons
successivement la méthode directe (exemple 1) et la méthode indirecte (exemple I1).

ExeMPLEL, — On donne deux droites @ et 2'. Etudier Pensemble o des points dont les distances ¢
D et @' sont egales.

Que 2 et 2’ solent coplanaires ou non, il existe au moins une perpendiculaire commune &
rencontrant 2 en het @' en b’ (avecéventuellement h = ). Posons & = O + Rk, ol k est unitaire et
ou 0 est le milien de (h, ). 2 désignant le plan orthogonal en O a %, nous disposons des projections
orthogonales 2, et 2 de @ et @' sur 2, avec 0 e 2, n 2. 1l existe donc un repére orthonormal
(0,4, j} de & dans lequel 2, et &, admettent les équations cartésiennes respectives :

xcosa + ysina =0 et xcosa —ysina =0, aeR

(0, i, j, k) est un repére orthonormal de & dans lequel 2 et 2 admettent les équations cartésiennes
respectives (avec ae R,) ©

(xcosa + ysine=0) a{z=a) e (xcosa —ysina=0)A(z=—a)
Pour tout m, € £ de coordonnées (x,, y,, z,), les carrés des distances de m, 4 @ et 2’ sont :
(xgo08 @ + yosina) +{zp — @) et (xgcosa — yosina) + (z, + @)
On en déduit que & admet, dans (0, i, j, k), I'équation :

Xy Sin & cos & = az.
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Dans le cas général ol a sin o cos o # 0, o est un paraboloide hyperbolique. Le lecteur étudiera les
cas particuliers.

EXEMPLE II. — On donne un plan &, une droite @ ri paralléle ni orthogonale a &, et un point pe #
distinct de O = # ~ P, Erudier la réunion o des perpendiculaires communes @ @ et aux droites de
qui contiennent p.

Il est manifeste que & est un conoide droit d’axe 2.

Le lecteur vérifiera que 'on peuwt adopier un repére orthonormal (G, i, j, k) tel que & = 0 + Rk
et que i appartienne a la direction de 2. Soient ainsi y — pz = 0, avec p € R*, une équation de 2, et
{a, b, ¢), avec b = uc, les coordonnées de p.

Les droites de 2 qui contiennent p sont :

— d'une part la droite A déquations {y — uz = 0) A {x — a = 0); la perpendiculaire
commune 3 2 et A est visiblement & = O + Ri;

— d’autre part les droites de la famille (Aj),.p, 0U A, admet les équations ;

p—pz=0A{tlx —at+y—b=0);
la perpendiculaire commune & 2 et A, est dirigée par le vecteur :
ka(G—4g—pu k) =ti+j
at + b

n(l +t%)
On en déduit o = & U &, ol # admet la représentation paraméirique :

et elle rencontre 2 au point O +

(&P} +— O + piti +j) + (t. pre R

a
3k
p(l + %)
® A titre d'exercice, cherchons une équation cartésienne de &. Soit m; € £, de coordonnées
{xg. ¥p» Zp)- L'assertion m, € & s'écrit :

HeR  (xg = tyod A (Wl + 2z = at + b).
— 51y, = 0, on constate que m, € & exige x, = 0, et s'écrit :
(xg =0} Az, < 7y € 2,),
ol z, et z, sont les zéros de
T(z) = — 4u%z? + 4pbz + &, (avecz, < 0 < z,).

En d’autres termes, si y, = 0, Passertion m,, ¢ # s"écrit my € &', ol 2’ est le segment de la droite @
limité par les points d’abscisses z, et z,.
— Si1 y, # 0, on constate que mye @& s’écrit my e %, ou % est le conoide droit d'axe 2,
d’équation :
w{x? + ¥z — axy — by? = Q.
Enremarquant quele plan y = Ocoupe $ suivant @ o &, etenreprenant &/ = & u #,onobtient :
o =F Ui D) ou o =EDD)

Comme tous les points de 2 ont une cote comprise entre z, ¢t z, on peut &crire finalement
I'équation suivante de & :

(R + Nz —axy = by =0 A (2, € 2 € 2,).
e Le conoide droit % appartient 4 une famille de conoides, que nous allons étudier.

2° Complément : le conoide de Pliicker. — THEOREME ET DEFINITION. — & étant rapporté i un
repére orthonormal (0, i, j, k) ensermnble ¥’ d’équation cartésienne :

2Hx? + yf) —ax® = WPy — 22 =0, (o B, vhe RA{(0,0, 0}

est un conoide droit d’'axe =0 + Rk, qui est dit conoide de Pliicker.
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Vérification immeédiate, d’aprés le théoréme du 7.3.5, 2° O

Notons que la forme de I'équation de € ne change pas si on remplace O par un autre point de &,
et (1, /) par une autre base de la direction de plan orthogonale a 2.

On obtient en particulier deux droites orthogonales A et A’ si, et seulement si, on coupe % par le
plan d’équation z = (a + ¥)/2, dont l'intersection avec 2 est notée w; on dit que A et A’ sont les
génératrices principales du conoide. Sion adopte un nouveau repére orthonormal (w, I, J, k) tel que les
droites w + RI et o + RJ soient les bissectrices de A et A', le conoide admet une nouvelle équation,
dite réduire, de la forme :

ZXT+ Y - B(XT - ¥y =0, Sel*
et donc une équation cylindrique de la forme :
{p=0) v (Z = 5cos20)

Notons que 'équation cylindrique Z = 5 cos 20 représente (dans le second repére) le conoide droit
& que I'on obtient en otant de € les points w + zk, z ¢ { — |8, [8]]-

EXERCICES

La notation (&), n € {2,3}, indique que Uon se place dans un espace affine euclidien de
dimension n; la notation (£, #) indique que cet espace est rapporté @ un repére
orthonormal R qui, pour n = 3, est noté tantdt (0, i, j, k), tantot (0, e,, e,, e4).

7.1. — (£,). RELATIONS METRIQUES DANS UN TRIANGLE & = (x,y,2z). — On note
— —

a = ||yz|{; par angle A(0 < A < n) on entend écart angulaire de vecteurs xy et ; On

introduit les hauteurs, les médianes, les bissectrices intérieures et extérieures; d’ou des

segments qui sont notés h,, m,, i, e,, et ainsi de suite; R, r et r, sont les rayons des cercles

circonscrit et inscrit et celui du cercle exinscrit « dans Pangle 4 »; § est 'aire; p est le

demi-périmétre 2p = a + b + ¢).
Vérifier les formules :

b + ¢t —@a?

A=— nA = r2 \/ - — bh(p —
= - C .
cos 2he ; sm be plp — ajip (P }s

= 2R:

sin — = ; - = - = - = N
2 be sin A sin B sin C

A \/(pb)(p—c)_ a b ¢

1 1
S=5aha:§bcsin,4 =pr = \/p(p —ajip — bip — ¢);

R — abc _
\/(a+b+c)(a-+-b—c)(a—b+c)(—a+b+c)’
dm? = 2(b* + ) — a*; p—ay,=35;
2
i, = e plp —a)be, e, = m\/w —Bp — b sib # o)

7.2. — (&,). Danstout triangle ona 3 \/5 S < p?(notation du 7.1), avec égalité si, et
seulement s’il s’agit d’un triangle équilatéral.
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1.3. — (£,) On donne un triangle isocéle & = (x, y, z), avec ||§\| = ||;;||. Un
cercle est tangent intérieurement au cercle circonscrit & & et, en outre tangenten pet g
respectivement aux droites xy et xz. Montrer que le milieu de (p, g} est le centre du cercle
inscrit dans &.

74. — (&,). On donne trois droites &,, i € N,, déterminant un triangle. Etudier
I’'ensemble des centres des triangles équilatéraux dont les trois sommets appartiennent
respectivement a 2, 2, et Z,.

7.5. — (&,). TutoréME DE Simson. — Montrer, par des considérations d’angles de
droites, que 'ensemble des points qui se projettent en des points alignés sur les ¢otés d’un
triangle est le cercle circonscrit.

7.6. — (£,, #). On considére le triangle # dont les cotés sont les droites
P, =f7"0), avec [fi(x,y)=xcoso + ysino; — B, ieN;
¢) Montrer que :
fafssinla, — az) +faf sin (e — o) + fifysin(ey, — o) =0

est une équation du cercle circonscrit 4 &.
Exprimer le rayon de ce cercle en fonction des o; et des B,

b) Nature de I'ensemble des peints de &, dont les projections sur les 2, forment un
triangle d’aire donnée. Retrouver, en particulier, le théoréme de Simson (7.5).

7.7. — (£,). Ondonne un cercle € et 'une de ses tangentes &. Quand on peut mener
par m € &, deux tangentes a 4 déterminant avec & un triangle, on note f(m) l'aire de ce
triangle. Etudier 'ensemble de définition de la fonction f; calculer ses extremums.

7.8. — (£,). On donne un cercle % et deux tangentes paralléles # et &". Soient 2 et
%' deux tangentes variables orthogonales, I'une et I'autre distincte de & et '. On note :

P nE=1pl, D nE=Ip), DnE ={4;, D nE =g}
Nature de Pensemble engendré par le point d’intersection des droites pg’ et p'g ?

7.9. — (£, #). On donne deux cercles sécants %, de rayons R,, i € N,, sous la
forme f ' (0), (équations normales). Montrer que chacun des cercles (R, f, + R, f;)” (0}
coupe ¥, et €, sous des angles égaux.

1.10. — (&,, #). On donne trois cercles ¥; d’'un méme faisceau, de centres w;, de
rayons R, i € Ny, sous la forme £, 1(0), (équations normales).

a) Montrer que : w0, f; + 0,0, f, + ©,0, f; est la fonction nulle de &£, vers R.
b) On considére un quatriéme cercle, gui coupe %, sous angle ¢, Montrer :

w,m.R, cos ¢, + w0, R, cos¢, +w,0,R;cos 9, = 0.

T.11. — (&,). Soient @, i € N, quatre droites telles que trois quelconques d’entre
¢lles déterminent un triangle. Pour 1 € i < j € 4, on note &, N %, = {a,;}. Montrer
que les cercles qui admettent respectivement pour points diamétralement opposés a,; et
@34, Ay3 €t @y, a4 € a,5 appartiennent 3 un méme faisceau linéaire.

7.12. — (&,). Nature de I’ensemble des points dont les polaires par rapport a trois
cercles donnés sont concourantes ?
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713. — (&;). On donne un triangle (a,, a,, a;}. Soient O le centre du cercle
circonscrit, et, pour (i, j, k) distincts appartenant a N, b; le centre du cercle circonscrit au
triangle (0, a;, ). Montrer que les droites ab,, i € N, sont concourantes. (On sen tiendra
au cas geénéral).

7.14. — (&£,). Ondonne uncercle % et ’'un de ses diamétres 2. Nature de 'ensemble
des centres des cercles tangents 4 2 qui coupent ¢ sous l'angle ¢ = n/4 ?

7.15. — (#,). Montrer que les cercles " qui font des angles égaux avec deux cercles
sécants donnés € et €' sont orthogonaux & un cercle fixe ou 4 une droite fixe. Cas o0 € et
%' ne sont pas sécants.

Méme question lorsque la somme des angles de I avec ¢ et %' est .

7.16. — (£,). Soient & et %' deux faisceaux linéaires de cercles ayant un point limite
commun. Nature de 'ensemble des points communs 4 deux cercles orthogonaux % € # et
CedF.

7.17. — (#,). Construire un triangle (a, b, ¢} connaissant les points d’intersection
a', b, ¢ des médianes et du cercle circonscrit. On se placera dans le plan de la variable
complexe; on montrera que les affixes o, B,y de a', b, ¢’ sont liées 4 laffixe z de
I’équibarycentre de (a, b, ¢) par :
1 1 1

+ +
z—a z—fB z-—v

=0

7.18. — (&,). Limacon pE Pasca. — On donne le cercle €, le point O € € et le réel
strictement positif a. Pour tout p € %, 22, désigne Aff (O, p]ié) # Oﬂla tangenteen 0 a
sip = O, onassocie a ples points metm' de 2, vérifiant||pm|| = ||pm’|| = a. Onappelle
limagon de PascaL Pensemble % engendré par m et m’ lorsque p décrit €.

a) Trouver, dans un repére judicieusement choisi, une équation polaire et une
équation cartésienne de 2.

b) Etudier le cas particulier ot a est longueur d’un diamétre de € ; & porte alors le
nom de cardioide.

7.19. — (€,). StroPHOIDE, CissoiDe. — On donne le cercle ¥, la droite 2, le point
O e ¥,avec O ¢ 2. Pourtout p € &, &, désigne Aff(0O, p). Sila droite 2, n’est pas tangente
en O a4 %, elle coupe ¥ en O et en g #£ O, sinon on pose g = O.

a) Trouver, dans un repére judicieusement choisi, une équation polaire et une

vy
équation cartésienne de I'ensemble &/ qui est engendré par le point O + gp lorsque p
décrit 2.

b} Etudier les deux cas particuliers suivants :
— 9 est un diamétre de ¥ ; o porte alors le nom de strophoide;
— 9% est une tangente a ¥, & porte alors le nom de cissoide,

Parmi ces cas particuliers on examinera les cas ou 2 est en outre paralléle 4 la
tangente en O 4 € (st.ophoide droite, cissoide droite).

7.20. — (£,, #). Onconsidére les points fixes aet o', de coordonnées (o, @) et — «, ),
et les deux points variables p et p’ de coordonnées (€, 0) et (£, 0), avec £ = 1.

a) Nature de I'ensemble décrit par le point d’intersection des droites ap et a'p’ ?

b) Etudier I'ensemble décrit par le point d’intersection autre que O des cercles
circonscrits aux triangles (0, a, p) et (0, o', p').
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7.21. — (£,). Le point m décrit une ellipse de foyers f et . Montrer que le centre du
cercle inscrit dans (m, f, f’} engendre une conique de sommets [ et f7.

7.22. — (&,, R). Soient o I'ellipse d’équation x? + 4y* — By = 0, wson centre, et a
un point de &, tel que a ¢ & ; met m’ désignent des points variables de &/, symétriques par
rapport 4 o et distincts de O. Les projections orthogonales de a sur les droites Omet Onm’
sont alignées avec un point fixe.

7.23. — (&,, #). Discuter suivant A € R la nature de la conique d’équation :
1+ Mx2+y+201 —Mxy—4hy +1=0
On déterminera, §'il y a lieu, les coordonnées du centre et celles des foyers.

1.24. — (&,, #). On donne le point a de coordonnées (0, a). Etudier I'ensemble des
points de contact des tangentes menées de g aux cercles tangents aux deux axes de
coordonnées.

7.25. — (&£,). On donne un faisceau de cercles 4. Etudier 'ensemble :
a) des points des cercles de # en lesquels la tangente a une direction donnée;
b) des points des cercles de # en lesquels la tangente passe par un point donné;

c¢) des points d’intersection des cercles de # avec ceux de leurs diamétres qui passent
par un poeint donné.

7.26. — (&£,, #). Trouver une équation réduite de la conique représentée par chacune
des équations :

132 = 2xy + 372 —2x + 14y — 5=0, xy +3x +5y -4 =0
2x + 3P +4x + 6y —5=0;, (2x+ 3y +4x+5r-5=0
(x — xgF +(¥y —yo)* —e*(xcosa + ysinae — pf =0

et écrire dans chaque cas les formules de changement de repére.
127, — (&, A). On considére les coniques d’équations :
x?sin® & — xy sin 20 + y*(1 + cos? 8) = a? sin? 0.
Etudier 'ensemble des foyers, puis 'ensemble des sommets.

728. — (&, #). Soit Pe R[X], de degré 3. Montrer que lorsque Féquation
P(x) — P(y) = 0 représente la réunion d'une droite et d’une ellipse, celle-ci a une
excentricité fixe.

7.29. — (&,). Ensemble des centres d’'une hyperbole équilatére vaniable dont on
donne un foyer et un peint.

7.30. — (&3, #). Condition pour que le plan d’équation ux + vy + wz + h =0
coupe suivant deux cercles orthogonaux les sphéres d’équations

x4+ % 427 — 2ux — B = 0; X4+ +22+2x—p2=0

7.31. — (&,, #). Trouver les coordonnées du centre de la sphére circonscrite
au tétraédre dont les faces ont pour équations :

x+y+z=35; xX+y—z=4;
X —y+z=06, —X+y+z=—1
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7.32. — (£, A). Soient a, o,, o, les racines (supposées réelles) de 'équation :
P +ptttgt+r=0

et a,, a,, a5 les points O + a,e,, 0 + o,e,, O + o€,
Exprimer en fonction de p, g, r le rayon du cercle circonscrit au triangle (a,, a,, a3).

— —
7.33. — (&5). On donne une sphére & et un point intérieur O. Les vecteurs Oa, Ob,
pa—
Oc sont deux 4 deux orthogonaux et tels que a, b, c appartiennent 4 &. On définit m par
Om = Oa + Ob + Oc. Nature de 'ensemble décrit par m lorsque a, b, ¢ varient.

1.34. — (£,, #). Le point m décrit la sphére x* 4+ y? + z* = 1;la sphére de centre m
et de rayon 1 coupe la droite O + Re,en O eten a, i € N,. Etudier I'ensemble décrit par
Porthocentre de (a,, a,, a,).

7.35. — (€5, &). Sur les axes de coordonnées, on définit six points distincts de O par :

Oa, = o8, Oa,; = ape, le N,

@) Montrer que les orthocentres des huit triangles (a,, @,p ay), (i, j, K} € N3,
appartiennent 4 une méme sphére %,
b) Soient R le rayon de %, et y la puissance de O par rapport a .. Montrer :

g e gy

. - =
2
Y o oi=1 %2 T i iy O

¢) Démontrer que pour que les centres de gravité des huit triangles soient sur la
sphére &, il faut et il suffit que les six points donnés soient cosphériques.

7.36. — (£4, A). Soient 7 et & les cercles d’équations :

(&) : z=0 A (x> +3* =2y —1=0)

(#) : x=0Arx*+yp*+2y—1=0.
&, est la sphére de centre O + ok qui contient o/ ; & est la sphére de centre O + Pi qui
contient #.

a) Montrer que, quels que soient « et B, &, et ¥} sont orthogonales. Ecrire des
équationsde %, = &, n ¥};calculer lescoordonnées du centre et le rayon de ce cercle ;
vérifier que son plan contient un point fixe ; comment ce cercle coupe-t-il of et & ?

b) Etudier I'ensemble engendré par le centre de Fup

— quand « (ou B) varie seul;

— quand x et p varient indépendamment I'un de lautre.

7.37. — (£5). Ensemble des centres des sphéres qui coupent suivant des grands cercles
deux sphéres données.

7.38. — (&3, &). Trouver une équation réduite de la quadrique représentée par
chacune des équations :

2x2 + 2yt + 22 — 2yz 4+ 2zx +4x — 2y —z24+3=0;
(x +»iy—2)+ 3x — 5y =0;
x2 =2yt — 22 —d4yz 4+ 2xz2 4+ 2y + 22 + 3 =0;
x40y + 42 — 12y +dex —6xy +dx -2y +z 4+ 4=0.

et écrire dans chaque cas les formules de changement de repére.

RAMIS. — Math, Spéc. 2. Algébre 11
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7.39. — (£, 9#). Montrer que les équations (3 coefficients réels) :

(ox + By + vz + (@x+ Py + vz +(x + By +vzP —-1=0
(ox +ay+ 2"z +(Bx + By + Bz +(vx+ ¥y + 72 —1=0

représentent en général des ellipsoides isométriques.

740. — (&, &) Trouver une équation du cylindre de direction de génératrices
®(i + j) dont un ensemble directeur est :

() X = sin {, y = cos t, z = sint cos L.
7.41. — (£, #). Montrer que ¢ = ¢* + ¢” est une équation d’un cylindre.
742, — (£,, #). Nature de 'ensemble qui admet pour équation :
23+ 3%z + 3z + bxyz + 2xz + 2yz 4+ x +y =0,
7.43. — (£, #). Trouver une équation du cylindre dont une base droite est :
() x = y=1t-+1, z=12 -1+ 1.
744, — (€4, #). Parmi les cylindres contenant U'ensemble :
(#) x=2/ 1), y=1—-1, z=E+DA2 +t+1)
existe-t-il des quadriques ?

745 — (£, #). Montrer que Péquation (x + 2y + z)* + 4z = 0 représente un
cylindre dont les bases droites sont des paraboles; en déterminer le paramétre.

7.46. — (&,, ®). Soit @ la droite qui contient le point & — 2i + 3jetestdirigée parle
vecteur{ + j + k. Trouver une équation du cylindre de révolution d’axe 2 dont les bases
droites ont pour rayon 1.

7.47. — (&5, %) Etudier 'ensemble des sommets des cones d’ensemble directeur :

(=) F+y+z2Z2—-1=0Aalx+y+z—-1=0).
qui coupent le plan xOy suivant une hyperbole équilatére.

748, — (&, &) On donne la sphére & d'équation x% + y> + 22 — 2az =0
(a € R%). Montrer que, pour z, > 2a,le cone de sommet S(x,, yq, zo) dont les génératrices

sont tangentes d S coupe le plan xQOy suivant une ellipse dont un foyer est O et dont la
longueur de petit axe ne dépend pas de (x,, o)

7.49. — (£, #). Trouver une équation du cone d’ensemble directeur :
() x=tft—1, y=0f-1, z=0ft-1
dont le sommet est le point de ./ qui correspond a la valeur ¢, donnée de t.

7.50. — (£5). Soit ® une forme quadratique réelle tetle que :
2 = {me&@(Om) = 0}

soit un cdne de sommet O, non réduit a {O}.
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@} Montrer que pour que 2 admette trois génératrices deux a deux orthogonales, il
faut et il suffit que : tr(Mat ®) = 0.

b) Sicette condition est remplie, £ admet une infinité de triplets de génératrices deux
4 deux orthogonales.

71.51. — (£, 9#). Trouver les plans coupant suivant deux génératrices orthogonales le
cone d’équation :

ay 2x? + y? — 322 = 0.

by x2 + 3y —z2 — 2bxy = 0 (beR).

1.52. — (&5, #). Trouver une équation du cbéne de révolution d'axe
O + R(i + j + k) qu contient les axes de coordonnées.

1.33. — (£5). On donne deux droites non coplanaires 2 et &'. On étudie la réunion &
des droites A telles qu’il existe une rotation d’axe A transformant & en 9.

@} Montrer sans calcul que, nécessairement, une droite A coupe orthogonalement
I'axe de l'une des symétries qui échangent & et &',
b} Montrer que & est un paraboloide hyperbolique.

c) Comparer cette étude a celle de I'exemple I du 7.3.7.

7.54. — (£, #). Nature de la réunion & des droites qui contiennent trois points de
I'ensemble :

() x=t y=£8, z =1t

7.55. — (&5, #) a) Trouver des équations des conoides droits &, et &, d’axes
respectifs O + Rk et O + Rj, d’ensemble directeur commun

() X=1t, y =12, z =1
b) Ewudier #, n &,
7.56. — (&4, #). Montrer que toutes les génératrices du conoide déquation :
2(x% + y3) — aty? = 0
sont des tangentes 4 l'une et 4 Pautre de deux sphéres fixes.

1.57. — (&5, #). Soit € un conoide de Plicker (7.3.7, 2°).

a) Un plan £ contient une génératrice A de % et n’est ni paralléle, ni perpendiculaire
au plan directeur. Montrer que & N ¥ = A U &, ou & est une ellipse. Calculer les
longueurs d’axes et la distance focale de & en fonction des paramétres qui déterminent .
Que remarque-t-on ?

b) Etudier 'ensemble des projections d'un point donné de & sur les génératrices de %.

7.58. — (£, %) Montrer que 'ensemble d’équation :
alx* +y + 2+ 2b(yz +zx + xP) + 23 (x + y + 2y +d* =0
est de révolution. Trouver P'axe et une méridienne.

7.59. — (&,, #). Equation et méridienne de l'ensemble de révolution d’axe 2 et
d’ensemble directeur &/, dans chacun des cas suivants :

a) D=0+ Rk; (F)x=1ty=1tz=1*
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b) 2 =0 + Rk, (o) x =cost,y=sInt 2z =sintcost,;

)G =0+ Rk; () x=cos’t,y =sint,z = cos 2;

d =0+ Ri;(&#x=(1 +costhcost,y=(l +cos¢f)sint,z=1+ cost;
€} s est la parabole (x = z? + 22} A (y = 2z — 2); 2 en est Vaxe;
N@)y=0) Az =x5(H)z=0 A x(x*+ ") =ay’).

g9) D=0+ + mk; () iz =0 A (x*+ y* - 2ax = 0).

7.60. — (&£, %). Comment choisir a et b pour que 'ensemble de révolution d’axe
0 + Rk, d'ensemble directeur :

() x=ay A (¥ + 22 - -2p=0

so0it un tore ?

7.61. — (&£, 4). Utiliser une interprétation vectorielle pour trouver la nature de
I'ensemble qui admet pour éguation :

a) (x* — yz + (* — zx)* + (22 — %) —a* = 0;

by (P? + cN)x? + (¢* + ad)y® + (a® + b*)z* — 2abxy — 2bcyz — 2cazx = h.

7.62. — (#,). On donne une conique ¢ de foyer f, d’axe focal 2. Soit & I'ensemble de
révolution d'axe 2, de ménidienne %. Un plan £, ne contenant pas f, coupe & suivant un
ensemble /. Montrer que le cone de sommet f; d’ensembile directeur o est de révolution.

7.63. — (£;, 98). Soit & le paraboloide hyperbolique d’équation xy = az.

a) Déterminer tous les couples de droites (2, ') tel que & soit 'ensemble des points
équidistants de & et &',

b) Etudier I'ensemble réunion de ces droites.

7.64. — (£;). On considére une suite (m,),., de points de & ainsi définie : m, est
arbitrairement choisi ; pour tout n € N, m, , | est l'isobarycentre des projections orthogo-
nales de m, sur quatre plans donnés, dont trois déterminent un triédre trirectangle.

a) Montrer que, sauf exception que U'on précisera, les points m, appartiennent tous a
une parabole %, .

b) Nature de la réunion des ¢, quand m, décrit une droite donnée.

7.63. — (&£,, #). Trouver une équation de la réunion des cercles de centre O qui
rencontrent les deux droites données par leurs équations :

(@) z=hA(y=mx); (ZVe=—hA(y=—mo

7.66. — (£5). Trouver une équation, dans un repére judicieusement choisi, de
I'ensemble & des cercles % qui contiennent deux points donnés a et b et ont une tangente
incluse dans un plan donné #, lui-méme paralléle a la droite Aff (a, b).

Trouver tous les cercles inclus dans .

7.67. — (£3). @) On donne un cercle ¥ et un point a € €. Trouver une équation, dans
un repére judicieusement choisi, de Pensemble % des projections de a sur les plans qui
contiennent une tangente a %.

b} Quelle est la nature de ’homologue de ¥\{a} dans une inversion de pdle a ?
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7.68. — (£,, #). Trouver les droites incluses dans 'ensemble déquation :
a) x2z* — a¥(x* + y9) = 0;
X+ +—a=0
7.69. — (£,, #). Trouver les droites ct les cercles inclus dans 'ensemble d’équation :
z2(x? + y? + 2% — 2a*x + by + c*z) = 0.
7.70. — (£4, ). Soit & 'ensemble qui admet la représentation paramétrique :
Xx=u+ l/u, y=1v+ lp, z = ufv + v/u

a) Etudier lintersection de % avec une droite de direction Rk;
b) Former une équation cartésienne de & ;
¢) Trouver les droites incluses dans &.

7.71. — (&3, ®). Former une équation de la réunion des droites paralléles 4 (0, i, j) qui

rencontrent en deux points l’ensemble d’équations ;

(y =ax?) A (z = b(x + x3)).

7.72. — (&5, &). Etudier I'ensemble & des milieux des cordes d’une hélice circulaire.

On montrera que % est a la fois un conoide et une « surface de translation » ce qui signifie
qw’il existe un ensemble o et une famille & de translations (non toutes identiques) tels gue

¥ = J ).

tef




8
LES TORSEURS

8.1. NOTION DE CHAMP EQUIPROJECTIF

8.1.1. Champs de vecteurs

Dans ce paragraphe (£, E) désigne un R-espace affine, pas nécessairement
euclidien. Nous allons introduire une terminologie conforme i celle qu'utilisent
les physiciens.

1° DerFniTioN. — Toute fonction [ de & vers E est appelée champ de vecteurs
sur &; on dit que Def (f) est lensemble de définition du champ f.

2° Champs de vecteurs particuliers. — On appelle :

— champ affine, tout champ de vecteurs f défim sur &, (Def (f} = &), tel que
I'application f soit affine;

— champ central, tout champ de vecteurs sur &, f, pour lequel il existe un
- point o de ﬁﬁppe]é centre du champ, tel que, pour tout m € Def (), f(m) soit
colinéaire 4 om;

— champ uniforme, tout champ de vecteurs sur &, f, tel que I'application f
de Def (f) dans E soit constante.

3° REMARQUES. — a} L'ensemble des champs de vecteurs sur & définis sur une partie donnée
of < & estle R-espace vectoriel que nous avons noté E<; I'ensemble des champs affines est un sous-
espace vectoriel de E€,

b} Soit & — E. Atoutcouple (g, f} € B¥ x E# nous pourrons associer un champ de vecteurs
sur &, ¢ . f, défini sur & par :

Imed (¢ . fHm) = @(m)f{m).

Nous constatons que E< est ainsi muni d’une structure de R<-module.

¢) Dans le cas ou, le R-espace affine (£, E) est normé, on peut étre amené a parler de continuité, de
différentiabilité d’'un champ de vecteurs sur & cet aspect de la question sera reptis au tome V.

d) Au tome V, nous étudierons sous le nom de champs de scalaires sur & les fonctions de &
vers R.

8.1.2. Champs équiprojectifs

Ici (&, E)désigne un espace affine euclidien, de dimension n > 0. Le produit
scalaire des vecteurs x et y de E est noté x. y.
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DeFmimion. — Un champ de vecteurs f défini sur £ est dit égquiprojectif si, et
seulement s'il vérifie la condition :

Viab)e &  f(a).ab = f(b).ab (0

Lorsque les points a et b sont distincts, (1) signifie que les deux vecteurs f(a) et f(b} ont la méme
—
projection orthogonale sur la droite vectorielle Rakb; d’ol l'erigine du terme « équiprojectif ».

THEOREME. — Seit f un champ de vecteurs défini sur &, Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

i) f est un champ équiprojectif.

ii) f est un champ affine et sa partie linéaire 7.(f) est un endomorphisme
antisymétrique de E.

i) = ii). — Soitf :4§ - Eunchamp équiprojectif. Fixons un peinta e &
et définissons une application 4 de E dans E par :
u(x) = fla + x) — fla).

Soient x et y deux ¢éléments quelconques de E. En posant m = a + x et
1 =a + y, NOus avons :

u(x).y = (fim) — fla). an

Mais f(m) — fla) = f(m) — f(n) + fln) — fla) et (fin) — f(a));'; =0
Dou :

u(x).y = (fm) — f(n)).an.

, . —r —r —_— . .
En écrivant an = am + mn et en utilisant (f{m) — f(n)).mn = 0, nous en

déduisons :
u(x).y = (fim) — f(n)).am
Mais f(m)— f(n)= fim)— f(a)+ fia)— f(n) et (f(m)— f(a)).am =0. D’od :

u(x).y = (f(a) — f(n).am = — x.u(y).

Il en résulte que, d’aprés la proposition I de 1.3.2, 2°, u est un endomorphis-

me antisymétrique de E. ]
i) = 1). — Vérification aisée, laissée au lecteur, O
ProrosiTion 1. — Le sous-ensemble & de E“ constitué par les champs

nn + 1)

équiprojectifs est un espace vectoriel de dimension

Il est facile de montrer que & est un sous-espace vectoriel de E¢. De la
caractérisation d’une application affine par sa valeur en un point et par sa partie
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linéaire, on déduit ensuite que, a € & étant arbitrairement choisi, 'application
f = (f(a), L(f)) est un isomorphisme de & sur E x &/(E), ou «/(E) désigne
I'ensembie des endomorphismes antisymétriques de E. D’ou :

nin — 1)

dim# = dim E + dim &#/(E) = n + 5

a

ProprosiTion II. — Seit f un champ de vecteurs sur £ défini sur une partie
affinement génératrice 7 de & et vérifiant :

¥(a,b)e #*  fla).ab = f(b).ab.

Alors il existe un et un seul champ équiprojectif défini sur & et prolongeant f.

Puisque Aff (&#) = & nous pouvons trouver une famillede n + 1 poinﬂe

o, (@;)gcicn CONstituant une base affine de &. Posons pour ie N, ¢ = apa;;
e = {e,),, est alors une base de E.

Il existe un endomorphisme u de E et un seul déterminé par :

VieN, ule)) = fla) — flay)

Utilisant la propriété ;

Vi) e(01, ... )  fla).ag, = fla).aaq,

il est facile d’établir, comme nous 'avons déja fait lors de la démonstration du
théoréme précédent :

Vi, j)e N2 ule).e; = — e;.ufe))

u étant un endomorphisme, la bilinéarité du produit scalaire et le fait que e est
une base de E, montrent :

Vix, yye E? u(x).y = — x.u(y)
Définissons f : & — E par:
Ymed  fJ(m) = flag) + ulagm).

Comme u est un endomorphisme antisymétrique de E, § est une application
affine dont la partie linéaire est un endomorphisme antisymétrique de E, et f est
donc un champ équiprojectif.

Par deéfinition de u :

vie{0,1,...,n} fla) = flay.
Par hypothése, pour tout a € &, pour tout i e {0, 1, .. ., n}

(fla) — fla).aa; = 0.
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Puisque f est un champ équiprojectif :

(fla) — fiay).aa, = 0.

Il en résulte :
Vie(0,1,...,n)  (f@ — J(a).aa, = 0.

Comme () ;< » €t une base affine de &, @:)og@ est une famille génératrice de
E, donc fla) — f(a), qui est ainsi orthogonal a E, est nul; f prolonge f [

L'unicité résulte trivialement du fait qu'une application affine est caractéri-
sée par ses valeurs sur une base affine de &§. O

REMARQUES. — a) La proposition Il peut étre inexacte si Aff (s/) n’est pas &. Le lecteur s’en
assurera en prenant par exemple un plan euclidien 2, un repére orthonormé (0, i, j} de 2, la partie of
de 2 constituée des points O, O + i, O — i et 'application f de of dans E définie par :

foy=0 flO+h=j JflO-i=]

b) Anitre d’exercice le lecteur pourra montrer que la proposition 11 reste vraie dans le cas o0 o/
est une partie de & constituée de n points affinement indépendants. Ce résultat sera repris au 8.2.2.

8.2. LES TORSEURS

8.2.1. Notion de torseur

Ici (#, E) désigne un espace affine euclidien de dimension 3. Nous allons
encore introduire une nouvelle terminologie.

DerFinimion. — Tout champ équiprojectif T défini sur £ est appelé rorseur sur
& ; la valeur 7(m) qu’il prend en un point m € & est appelée moment du torseur T au
point m (cf. 8.2.3).

Avec cette nouvelle terminologie, les résultats du 8.1 deviennent (compte
tenu de n = 3) ;

ProrosiTion [ — T étant une application de & dans E, les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

i) T est un torseur,

ii) 7 est une application affine dont la partie linéaire est un endomorphisme
antisymétrique de E.

ProposiTiON [1. — Dans E¢, le sous-ensemble & constitué des torseurs est un
sous-espace vectoriel de dimension 6.

L’élément neutre de @ pour 'addition, a savoir le torseur dont la valeur est 0
en tout point de &, est appelé le torseur nul.
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8.2.2. Eléments de réduction d’'un torseur
en un point

g Dans toute la suite du chapitre, (&, E) est un espace é
affine euclidien de dimension 3, oriente.

1° Résultante dun torseur. — THEOREME ET DEFINITION. — Etant donné un
torseur 7 sur &, il existe un unique vecteur R € E vérifiant :

Ve b)ed Th)= T@ + R A ab (1)
On dit que R est la résultante (ou encore le vecteur) du torseur T.

ReciproQuUE. — Si T est une application de £ dans E et s'il existe un point
a € & et un vecteur R € E tels que :

e
Vmed& Tim)= T(ay + R ~ am (2)
alors T est un torseur sur & et R en est la résultante,

Les deux propositions résultent de la caractérisation d'une application
affine et de celle d’'un endomorphisme antisymétrique d’un espace affine euclidien
orienté de dimension 3 (2.4.3, 4°). R

REMARQUE. — Sil'on change d'orientation sur £, la résultante de tout torseur sur & est changée
en le vecteur opposé de E.

2° Eléments de véduction. — THEOREME ET DEFINITION. — Etant donné un
torseur 7" sur & de résultante R et un point a € &, le couple ( T(a), R) caractérise le

torseur. On dit que 7'(a) et R sont les éléments de réduction en a(ou les coordonnées
vectorielles en ag) du torseur T.

Conséquence immeédiate de (2). O

ProrosiTioN. — Le point a € & étant donné, Papplication T +— (T(a), R) qui
4 tout torseur associe le couple de ses éléments de réduction en a est un
isomorphisme de & sur E x E.

Vérification immeédiate. O

Pratigue. — On rapporte & & un repére orthonormal direct (0, i, J, k). Seit
T le torseur caractérisé par (7(0), R), €léments de réduction en @. On note :

T(0) = Loi + Myj + Nok; R = pi + ¢ + rk.

Sim e & admet (x, y, z) pour coordonnées dans le repére (0, i, , k), alors les
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composantes (L, M, N)de T{m) = T(0O) + R » En’ dans la base (i, j, k) sont
données par les formules :

L =L, +qz—ry
M=M,+rx—pz
N =Ny +py—gx

La matrice dans la base (i, j, k) de la partie linéaire de T est :
0 —Fr g
EEE
-4q r 0

REMARQUE. — On donne parfois aux six réels (Ly, My, No, p, g, 1) le nom de coordonnées
pliickériennes du torseur T dans le repére (O, i, j, k).

3° Prorosimion — Etant donné trois points (a, b, ¢) de & non alignés et trois
vecteurs Xx,, y,, z, de E vérifiant :

— — —r — — —
Xo.ab.= yy.ab, Xg.ac = z5.ac, yo.bc = zy.be 3

il existe un et un seul torseur 7 sur & vérifiant la condition :
(T(a) = xo) A (T(b) = yo) A (T(c) = z,)
Unicité. — L’application ¢ de # dans E* qui au torseur 7T fait correspondre
(T(a), T(b), T{c)) est manifestement linéaire.
Drautre part si T(a) = T(b) = T{(c) = 0, en utilisant :
Th)=T@ + R nab et T(c) = T(a) + R A ac

on constate que la résultante R du torseur T vérifie :

— —
Raagb=R A ac=0.

— —

Comme ab et ac sont indépendants, on a R = 0 et 7, qui a pour éléments de
réduction en g, (0, 0), est le torseur nul. Ainsi ¢ est injective et la solution au
probléme, si elle existe, est unique. O

Existence. — Désignons par u, v, w les trois applications de E* dans R, qui a
{x, v, z) font respectivernent correspondre :

—

— —
(x —y).ab, (y— z2).be, (z — X).ca.
Il s’agit de formes hinéaires. Si (a, B, v) sont trois réels vérifiant :
au + Bv + yw = Q,
g - . i — .
en utilisant le triplet (x, 0, 0), on voit que 2ab + yac est nul, puisque orthogonal &

E;onadonca = v = 0;1l est alors trivial que f = 0. Ainsi ces formes linéaires
sont indépendantes et &', sous ensemble de E> constitué des (x, y, z) vérifiant :

— — — — — —
(x.ab = y.ab) A (x.ac = z.ac) A (y.bc = z.bc)
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est un sous-espace vectoriel de £3 de dimension 9 — 3 = 6 (intersection de trois
hyperplans indépendants).

Im @ est un sous-espace vectoriel de &'; comme ¢ est injective, Im ¢ a pour
dimension 6, donc Im ¢ = &”, ce qui prouve I'existence d’une solution. Notons
que nous venons de montrer que ¢ est un isomorphisme de & sur #'. O

REMARQUES. — a) Une autre fagon d’établir I'existence d’une solution est de montrer que les
deux équations :

—

—
Yo = X5 + R A ab, Zy = Xg + R A ac

a I'inconnue R € E ont une solution commune, c'est-a-dire qu'il existe (x, B) € R? vérifiant

—E —
ac A (¥g — X bas d ac A2y — X —
—-(0 °)+aab=w(° °)+Bac
— —
llab| llac|

b) *Le résultat qui précéde est importani en cinématique du solide; connaissant 4 un instant, les
vitesses de trois points non alignés du solide, nous connaissons en effet le torseur cinématique du
solide & cet instant.,

8.2.3. Comoment de deux torseurs.
Invariants d’'un torseur

1° THEOREME ET DEFINITION [. — Etant donné deux torseurs sur £, 7, et T,
de résultantes respectives R, et R,, alors le réel

T.(a).R; + T,(a).R,,

ol & est un point de &, est indépendant de ce point. On l'appelle comoment des
torseurs 7, et 7',; on le note y(T,, T,).

Soit (a, b) € £2. Utilisant :

— —
T,b)=T(a) + R, ~nab et T,b)= T,a)+ R, A ab,

nous obtenons :

T,(b). Ry + T(b). R, =T, (a). Ry + Ty(a). R, +(R, Aab). R, +(R, A ab).R,
= T,(@).R, + T»(a).R, O
ProrosiTion. — L'application yde & x & dans R qui a deux torseurs associe

leur comoment est une forme bilinéaire symétrique.
Vérification immédiate. O

o Expression du comoment. — Supposons & rapporté i un repére ortho-
normal direct (0, I, j, k) et les deux torseurs T, et T, donnés par les composantes

(Lé, M3, NP1y gy, ri)et(LE, M2, N2),(p,, q,, r,) de leurs éléments de réduction
au point O. L’expression du comoment v(7,, T,)est, d’aprés sa définition méme :

Y(Ty, Ty) = Lip, + Mg, + N:l)";z + L%Pl + Mﬁ‘h + Nir,
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REMARQUE. — Nous savons que l'application T +— {T(O}, R) est un isomorphisme de & sur
E x E. Cet isomorphisme permet de prendre dans &, la base @, dont I'image par cet isomorphisme
est la base de E x E, ({i, O} (j, 0), (k, O}, (0, i), {0, ), {0, k)). Notons que I'expression de y(T,, T,) qui
précéde permet d'obienir la matrice de y dans la base # puisque (Lo, My, Ny, p, g, r) sont les six
composantes d'un torseur T dans cetie base #.

2° THEorEME ET DEFINITION II. — Etant donné un torseur sur &, T, de
résultante R, le réel T(a). R, oli a est un point de &, est indépendant de ce point. On
Pappelle invariant scalaire du torseur T; on le note h(T).

Conséquence immédiate de T(b) = T{a) + R A ab. ]
On peut direque T +— 2h(T) est la forme quadratique sur # dont la forme
polaire est .

o Expression de Pinvariant scalaire. — Dans les mémes hypothéses que pour
Pexpression du comoment, si T est caractérisé par ses éléments de réductionen O,
de composantes respectives (Lo, M, N,) pour T(O) et (p, g, r) pour R, alors :

h(T) = Lop + Myg + Nyr.
Notons qu'en écrivant 4h(T) sous la forme :
(Lo + PP — (Lo — P + (Mg +af — (Mg — g + (No + 1) — (Ny — 1)}

et en remarquant que les six formes linéaires sur & ainsi mises en évidence sont indépendantes, on
constate que la forme quadratique 2k sur & est non dégénérée, de signature (3, 3). L'étude des
éléments de & qui sont isotropes pour cette forme quadratique sera faite en 8.3,

3° DemNmon 111, — Etant donné un torseur T sur &, de résultante R non

T
nulle et d’invariant scalaire 4(7), le vecteur { 2
vectoriel du torseur T. (IRl

R de E est appelé invariant
Nous verrons en 8.2.4 {'intérét de cet invariant.

REMARQUE. — Le comoment de deux torseurs et I'invariant scalaire d'un torseur dépendent du
choix de I'orientation de E et ils sont changés en leurs opposés si cette orientation est changée. Au
contraire, l'invariant vectoriel ne dépend pas de I'orientation de E.

8.2.4. Axe central

1° THEOREME ET DEFINITION. — Seit T un torseur sur & de résultante R non
nulle. L’ensemble A des points de & en lesquels le moment du torseur 7T est
colinéaire i R est une droite qui admet R pour vecteur directeur; en tout point de A,
le moment du torseur T est Pinvariant vectoriel du torseur; A est appelée axe
central de T.

Choisissons arbitrairement a € £ et caractérisons T par ses éléments de
réduction en a, (T(a), R). Par définition de A :

Vine & (meA) < (3ueR T(m) = oR)
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Mais, pour tout me &, T(m).R est A(T), si bien que s'il existe a e R tel que
T(m) = aR, o est nécessairement h(7)/||R||%2. Compte tenu de Vexpression
générale de T(m), on en déduit que A est 'ensemble des solutions de I'équation &
linconnue me & :

(1)

L’étude de la division vectorielle (2.4.3, 3%) nous conduit & considérer le réel

h .
(“ g; R — T(ﬂ))v R, 4 constater qu'il est nul et 4 en déduire que A est non vide et

que :
— R A T(a)
A=qmedé|IpeR am = —-—5— R 2)
IRl
e, . . . R A T(a)
A est donc ia droite dirigée par R qui contient ie point a + W
Enfin (1) montre que, pour tout m € A, T(m) est I'invariant vectoriel de T.
]
REMARQUE. — A ne dépend évidemment pas de I'orientation de E.
2¢ Détermination analytique de laxe central. — Ici & est rapporté 4 un

repére orthonormal direct (O, i, j, k). On adopte a = O et on pose :
TO)=Lyi + Myj + Nok et R=pi+gi+rk, (pgr #(000

D’aprés (2) la droite A admet la représentation paramétrique :

(GNy — rM)(p* + @ + )™ + pp
(Lo — pPN)P* + @ + )" +pg (peR)
=@M, —qL)(P* + ¢* + )7 + pr

X

(2 < »
z
RESOLUTION DE L'EQUATION (1) PAR LE CALCUL., — On Décrit :

Ly +gz—ry
(1 My +¥rx — pz

No +py —ax

pllop + Mog + Nonl(p? + 4% + 797!
qllop + Moq + Nyrdip* + ¢° + 777!
rilop + Mg + N (P2 + 42 + 77!

Sous cette forme, il s'agit d'un systéme linéaire la forme :

(gz —ry =0 A lrx — pz=m} A (py — gx = n}

0 —-r g
r Q0 —p
-q p 0

Le rang du systéme est celui de la matrice, a savoir 2 puisque (p, ¢, *} # (0, 0, 0). On constate
pl + gm + rn = 0, ce qui exprime que le déterminant caractéristique relatif a 'équation non
principale est nul. On en déduit que A est une variété affme de & de dimension 3 —2, et donc une droite
Chacune des equations (2) représente exceptionnellement 'espace tout entier (C'est le cas pour la
3¢ si p = q = 0) et, en général, un plan contenant A et paralléle & un axe de coordonnées.

dont ta matrice est :
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3° Propriétés de Faxe central. — Une fois connu I'axe central A du torseur
T de résultante non nulle R, une construction simple du moment T{m) de T au
point m € & est fournie par la formule :

—
T(m) = T(a) + R A am
ol g est la projection orthogonale de m sur A, et o0 T{a) est I'invariant vectoriel
de T, qui sera noté G.
— Si m est un point de A, alors T(m) = G.
— Supposons m ¢ A. T(m) est la somme des vecteurs orthogonaux G et
—_— . - — — 3 . .
R ~ gm, Celui-ci est tel que (R, am, R A am) soit une base orthogonale positive
de E et que :

— —
IR A am|| = |IRI| [lam]|

A i

FiG. 26.

Notons que 'angle o de T(m) avec le plan ® orthogonal en m & R est donné
par
G|

tg o = —_—
([R]] llami|

# Nous laissons au lecteur le soin de déduire de cette étude qu'étant donné le torseur T, de
résultante non nulle, d’axe central A :

o) A est Pensemble des points m e & en lesquels || T{m)|| est minimal;

B) Pour tout vissage [ de & d'axe A, de partie linéaire u, on a :

Ymed&  T(fim) = u(T(m)).

8.2.3. Moment d’un vecteur lié,
moment d’un vecteur glissant

Du point de vue de I'historique, et aussi de la physique le présent paragraphe est important. Son
¢tude n'est cependant pas indispensable pour les développements ultérieurs de la théorie des torseurs.
Nous reprenons (£, E), espace affine euclidien orienté de dimension 3. Nous aurons a utiliser :

DEFINITION. — On appelle :
— wecteur lié tout élément de & x E:
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— wvecteur glissant tout couple (A, R) ol R € E est un vecteur non nul ei A une droite dirigée par R,
dite support du vecteur glissant:
— axe tout vecteur glissant (A, u) dans lequel u est un vecteur unitaire.

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soit {a, R} un vecteur lié. L’application :

—

M: &+ E m+—R A am

est un torseur sur & de résultante R, qui est appelé champ des moments du vecteur lié {a, R).
L'invariant scalaire de ce torsenr esi nul.

Si R = 0, W est le torseur nul. Si R # 0, I'axe central de IR est la droite dirigée par R qui
contient a.

On a manifesiement M{a} = 0. On en déduit d’abord :
VYmedé& Mim) = Mia) + R A am

ce qui montre que W1 est le torseur d’éléments de réduction en a : (0, R). Le reste de la proposition en

découle aisément, ]
On retiendra que si R # 0, 'axe central de M est I'ensemble des m € & tels que M(m) = 0.
Remarquons enfin que MM dépend du choix de l'orientation de E.

THEOREME. — Soient{a,, R,}et(a,, R,) deux vecteurs liés de champs de moments respectifs 0, et
.. Pour que les torseurs IR, et T, soient égaux il faut, et il suffit, que 'on ait 'une des deux propriéiés
suivantes :

I R, =R, =0;

ii) R = R; # 0 et a,a, est colinéaire 4 K.

Pour que deux torseurs soient égaux il faut, e il suffit, qu'il existe un point de & en lequel leurs
éléments de réduction soient égaux. Ainsi R; = R, est une condition nécessaire pour que R, = I,.
Supposons qu'elle est remplie,

1¥Cas : Ry = R, = 0. — Alors M, et M, coincident I'un et autre avec le torseur nul.
2Cas: R = R, # 0. — Comme M,{a;) = 0, on aura M, = I, si, et seulement si,
— —_—

My(a,) = Ry A aya, est nul, et done si, et seulement si, a,a, est colinéaire a R,. 0

2° THEGREME ET DEFINITION. — Etant donné un vecteur glissant (A, R) le champ des moments
du vecteur lié (4, R), 0@l @ est un point de A, est indépendant de ce point. Ce champ des moments, qui n'est
pas le torseur nul, est appelé champ des moments du vecteur glissant (A, R).

Prenant b e A, les vecteurs liés (a, R) et (b, R) vérifient R # O et ;l; colinéaire 4 R, O

® Remarquons que A, support du vecteur glissant, est 'axe central commun a tous les champs de
moments des différents vecteurs liés (a2, R) lorsque a décrit A, qui est ainsi I'ensemble des points de &
en lesquels le champ des moments du vecteur glissant (A, R) prend la valeur 0.

e Nous aurions pu aussi introduire sur I'ensemble des vecteurs liés, la relation, manifestement
d’équivalence :{a,, R,}est équivalent a (a,, R,)si, et seulement si, les champs des momentsde (a,, R,}
et (a;, R,) sont égaux. Dans & x E les classes d’équivalence sont alors :

— laclasse constituée des éléments de & x {0}, qui ont pour champ de moments commun l¢
torseur nul.

— les classes constituées déléments de & x E appartenant 4 A x {R} o0 A est une droite
afline de & de vecieur directeur R ; le champ des moments, commun & tous les élémenis de A x {R},
est le champ des moments du vecteur glissant (A, R).

PrOPOSITION. — Etant donné deux vecteurs glissants (A,. R,) et (A, R,), le comoment de leurs
champs de moments est nul si, et seulement si, les droites A, et A; sont coplanaires.
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Choisissons a, € A et a;, € A,. Le comoment considéré s’écrit :
— —
(Ry A 21a;).R; = [Ry,a,a; R;].

 ——
Or le produit mixte [Ry, a,4,, R,] est nul si, et seulement si, les droites affines A, et A, son!
coplanaires. O

8.2.6. Moment d’'un torseur
par rapport a un axe

THEGREME ET DEFINITION. — Soient T un torseur sur &, et (A, &) un axe.
Le produit scalaire T{a).u, 00 a est un point de A, est indépendant de ce point.
On l'appelle moment de T par rapport a (A, u).

En effet, pour tout (a, b) € A? :
Th).u — T(@).u = (R A ab).u =0 O

REMARQUES. — a} Le moment de T par rapport a (A, u) ne dépend pas de l'orientation de E.
b} Les moments de T par rapport aux axes (A, ) et (A, — u) soni opposés,

Interprétation du moment de T par rapport a (A, u). — 1l s"agit ;

— dela mesure algébrique constante de la projection orthogonale du vecteur
T(a) sur la droite vectorielle Ru, lorsque a décrit A;

— du comoment du torseur T et du champ des moments du vecteur
glissant (A, u).

DeriNiTION. — On dit qu'une droite A est une droite de moment nu! pour un
torseur T si, et seulement si, le moment de T par rapport & I'un des axes de
support A est nul.

ProrosiTioN. — Les droites de moment nul pour le champ des moments d'un
vecteur glissant donné (A, R) sont les droites coplanaires avec A.

Résulte de la seconde interprétation du comoment. O

8.3. LES TORSEURS ELEMENTAIRES

8.3.1. Notions de glisseurs et de couples
DerFNniTioN . — Un torseur élémentaire est un torseur dont Pinvariant
scalaire est nul.

— Notons que, si R # 0, invariant vectoriel d’un tel torseur est nul.
— Dans Pensemble & des torseurs sur &, les torseurs élémentaires sont donc
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les éléments isotropes pour la forme quadratique 2k ils ne dépendent pas de
l'orientation, bien que la forme 2h en dépende.

— 1l résulte d’autre part de I'¢tude du comoment que la somme de deux
torseurs élémentaires est un torseur élémentaire si, et seulement si, leur
comoment est nul (il s’agit ici d’un résuitat général concernant la somme de deux
vecteurs isotropes, ¢f. remarque b) du 1.1.3, 4°).

DeriniTioN II. — On appelle couple tout torseur sur & qui est constant, ou
encore, ce qui est équivalent, tout torseur sur & de résultante mulle.

Nous désignerons par % le sous-ensemble de # constitué¢ des couples.

Dernimion 11, — On appelle glisseur, tout torseur T sur & pour lequel il
existe un point g € & en lequel T(a) = 0.

Nous désignerons par % le sous ensemble de & constitué des glisseurs.
Notons que le champ des moments d’'un vecteur glissant est un glisseur.

THEorREME. — L’ensemble des torseurs élémentaires est constitué des
glisseurs et des couples.

— Tout glisseur (resp. tout couple) est trivialement un torseur élémentaire.
— Réciproquement soit T un torseur ¢lémentaire de résultante R.SiR = 0
il s’agit d'un couple. Si R # 0, T admet un axe central en tout point duquel le
moment de 7 est Iinvariant vectoriel, qui est nul; 7 est donc un glisseur. [

ProposiTioN 1. — % est un sous-espace de @ isomorphe a E.

L’application qui & ¢ € ¥ associe sa valeur (qui est la méme en tous les points
de &) est un isomorphisme de % sur E. ]

ProprosiTion 1I. — Le seul glisseur de résultante nulle est le torseur nul, que
I'on appelle aussi glisseur nul.

— Pour un glisseur g de résultante nulle, il existe, d’aprés la définition d'un
glisseur, un point ou g admet les éléments de réduction (0, 0) ; g est donc le torseur
nul.

— Inversement, il va de soi que le torseur nul est un glisseur de résultante
nulle. il

ProrosiTion III. — Soient g un glisseur de résultante R # O et A son axe
central. Alors g est le champ des moments du vecteur glissant (A, R); on dit que A
est le support du glisseur g.

L’existence de I'axe central A est assurée par R # 0. Soit a € A; g(a) est
Pinvariant vectoriel de g, a savoir 0; g d’une part, le champ des moments du
vecteur glissant (A, R) d’autre part admettent (0, R) pour éléments de réduction
en a; les deux torseurs coincident donc. O

Dans la pratique, le support d’'un glisseur donné par ses éléments de réduction en un point 0,
(g(O), R), s'obtient au titre d’axe central d'un torseur (8.2.4, 2%, a cela prés quon a ici g(0). R = C,
ce qui s'ecrit Lyp + Myq + Nyr = 0.
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8.3.2. Somme de deux glisseurs

Soient g, et g, deux glisseurs non nuls, et donc de résultantes non nulles R,
et R, ;désignons par A, et A, leurs supports;g, + g, estuntorseur de résultante
R, + R,. Distinguons deux cas :

1"Cas: R, + R, = 0,4, + g, estuncouple; ce n'est un glisseur (et il s’agit
alors du glisseur nul) que si A, = A,.

2° Cas: R, + Ry # 0. Pour que le torseur g, + g,, de résultante non
nulle, soit un glisseur (non nul), il faut, et il suffit, que le comoment des glisseurs g,
et g, soit nul, c'est-a-dire (proposition du 8.2.5) que A, et A, soient coplanaires.
Supposons cette condition remplie et étudions le glisseur g, + g, dont le
support est désigné par A. Deux nouveaux cas sont possibles :

o) R, et R, sont colinéaires {ou encore A; et A, sont paralléles). Nous
pouvons poser R, = p;u, R, = p,u, o0 u est un vecteur unitaire, avec
P+ Py # 0

Ayant arbitrairement choisi a, € A, et a, € A;, nous disposons du barycen-
tre ¢ de a, et a, affectés de p, et p,. Calculons :

R, A ajc + Ry A aye

(g, + g2)(©)

— —
u A (prac + pyaye) =0

A est donc la droite paralléle 4 A, qui contient ¢; A,, A,, A sont ici trois droites
paralléles, confondues si A, = A,, coplanaires et distinctes si A, # A,.

) R, et R, sont indépendants;les droites coplanaires A, et A, ont un unique
point commun a; A est la droite de vecteur directeur R, + R, qui contient a. Ici
A,, Ay, A sont coplanaires, concourantes et distinctes.

REMARQUES. — &} Contrairement a %, % n'est pas un sous-espace vectoriel de &. Cependant,
pour tout (o, g} e R x % on a ag € %, ce qui monire que ¥ est un cone de &.

b) Le lecteur généralisera 4 la somme de m glisseurs.

8.3.3. Décompositions d’'un torseur en somme
de deux torseurs élémentaires

1° Soit ¢ un point de &. Désignons par %, le sous-ensemble des glisseurs
g €%, vérihant g(a) = 0. 11 est facile de constater que ¥4, est le sous-espace
vectoriel de & constitué du glisseur nul et des glisseurs non nuls dont le support
contient a.

THEOREME, — Le point g € & étant choisi, les sous-espaces € et % de @ sont
supplémentaires.
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— Il est évident que ¥ N %, est constitué par le torseur nul.

— Pour tout torseur T €&, on désigne par (7(a), R) ses éléments de
réduction en ¢ et on constate que 7 est la somme du couple de valeur constante
T(a) et du glisseur dont les éléments de réduction en a sont (0, R).

COROLLAIRE. — Soit T un torseur qui n'est pas un couple (la résultante R est
non nulle et il existe un axe central A). Alors 7 admet une unique décomposition
T = ¢ + g, oli g est un glisseur non nul et ¢ un couple tels que la valeur constante de
c soit colinéaire 3 la résultante de g.

— Supposons qu’il existe une telle décomposition. Pour tout point b du
support de g, T(b), qui vaut c¢(b), est colinéaire 3 R, et on a donc b € A. Ainsi g ne
peut &tre que le glisseur de support A et de résultante R; la décomposition
éventuelle est donc unique.

— L'existence résulte du théoreme précédent, appliqué avecae A, [

2° Nous allons envisager ici des décompositions d’un torseur a I'aide de glisseurs. Il s’agit en
quelque sorte de réciproques de I'étude faite en 8,3.2,

ProPOSITION . — Soit T un torseur de résultante R # 0, d'invariant scalaire 1(T) = 0, et soit 2
une droite qui n'est pas de moment nul pour 7, et qui n’est pas dirigée par R. Alors 7 peut &re considéré,
d’une fagon et d'une seule, comme la somme de deux glisseurs non nuls dont I'un admet £ pour support.

Soit g le glisseur, champ des moments du vecteur glissant (2, u}, ou u est un vecteur unitaire de 2.
Il s’agit de résoudre I'équation :

« T — Agest un glisseur non nul » (1)

4 l'inconnue A e R\{0}.

Pour tout & € R, la résultante R — Audu torseur T — g est non nulle (4 cause des hypothéses
sur R et sur la direction de ), et T — Ag est un glisseur (evidemment non nul) si et seulement si
h(T — Lg) = 0. Reprenant la forme polaire ¥ de la forme quadratique 2k, nous en déduisons que
I'équation (1) s’écrit :

hT) — RY(T, 9) + 22hi{g) = 0. )

Comme g esi un glisseur, ona hig) = 0. Comme y(T, g) # 0,1'équation (2) admet sur R 'unique
salution A{Tiv(T, g), qui, d’ailleurs est non nulle puisque A(T) # 0. O

ProOPOSITION I1. — Seient ¢ un couple non nul de valeur constante C, et g un glisseur non nul de
support orthogonal a4 C. Alors il existe un unique glisseur g' tel que c = g + ¢

Il s’agit de montrer que le torseur g¢' = ¢ — gest un glisseur. La résultante de g’ étant opposée a
la résultante R de g, et donc non nulle, il s’agit de montrer que hic — ¢} = 0, ce qui s’écrit :

h(c) — y(e.g) + hig) = 0.

Or ¢ et g sont des torseurs élémentaires, et donc h(e} = h{g} = 0. D'autre part y(c, g), qui s’écrit C. R
est également nul, O
Le lecteur déduira des propositions Let I1:

THEOREME. — Tout torseur est la somme de deux glisseurs (éventuellemens nuls).

Il n’y a naturellement pas unicité de cette décomposition.
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8.3.4. Appendice

La théoric des torseurs développée dans ce chapitre n'est mathématiquement pas la plus
satisfaisame. Il est en effet possible de développer une théorie des torseurs sur un espace affine, non
nécessairement de dimension finie, ceci grace aux applications biaffines aliernées. Dans le cas des
espaces euclidiens, on monire 'existence d’'un isomorphisme naturel entre les torseurs, au sens de
cette théorie, et lespace vecioriel des champs de vecteurs euclidiennemens équiprojectifs (champs qui
sont, pour nous, les torseurs). Cependant cette théorie, qui fait appel a l'algébre extérieure d’un espace
vectoriel, nous a paru disproportionnée par rapport aux resultats élémentaires qui suffisent pour
étudier la cinématique du solide.

EXERCICES

(&, E)désigne un espace affine euclidien orienté de dimension 3. On ne considére que des
torseurs sur &.
Par « glisseur (A, R) » on entend le glisseur de support A et de résultante R.

8.1. — Soient deux glisseurs g, et g, dont les supports A, et A, ne sont pas
coplanaires.

a) Montrer que 'axe central du torseur g, + g, rencontre la perpendiculaire
commune & A, et A,, et lui est orthogonale.

b) Déterminer 'ensemble engendré par 'axe central du torseur g, + ag, lorsque a
décrit R

8.2. — Soient T un torseur de résultante R et (#, P)un plan affine. On suppose R ¢ P.
a) Montrer qu'il existe un unique point a € # tel que T(a) scit orthogonal 4 P.

b) Nature de I'ensembtle des m e 2 tels que T(m) € P.

¢) Existe-t-il deux glisseurs de somme 7T dont les supports soient respectivement
inclus dans # et orthogonal 4 2 ?

8.3. — Soient T un torseur et (%, P)un plan affine. Nature de 'ensemble des m € 2
tels que T(m) fasse avec P un angle donné. Discuter.

8.4. — Soient 7 un torseur et @ un point.
a) Trouver deux glisseurs (A,, R,) et {A,, R,) de somme T vérifiant :

IR = lIR:Ml; aed;.

b} Montrer que, quand on considére toutes les solutions, la droite A, contient un
point fixe.

8.5. — Etudier les axes d’un plan affine donné par rapport auxquels deux torseurs
donnés ont des moments égaux.

8.6. — Soient T et T’ deux torseurs. Déterminer I'ensemble des m € & tels que :
a) [ Tm)il = 1 T'(mli; &) Tim) L T'(m); ¢) T(m) = T"{m).

8.7. — Soient les points donnés par leurs coordonnées dans un repére orthonormal
direct :

a,(0,2,0),  a,(0,9.0,  a3(2,0,0),  5,(0,7,0)  by(0, 8 4)
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Déterminer 'axe central du torseur somme des glisseurs dont les supports contiennent
—_— —— ——

respectivement a,, a,, a,, et dont les résultantes sont a, b,, a,b,, a;0.
8.8, — Etant donné quatre peints a, b, ¢, d de &, on définit application :

— —r — —
M. & - E mv+—ma A mb+ mc A md.

a) Montrer que W est un torseur.

i b) Ici(a, b, c)est fixe, avec?z_l; . EE = 0, et d décrit la parallele 4 Aff (a, b} qui contient c.
Etudier Pensemble engendré par I'axe central du torseur 9.

89 — Ftudier I'ensemble des droites de moment nut d’un torseur donné

a) passant par un point donné;
b} incluses dans un plan donné.

8.10. — On donne (2, 2,, @) c & et (a, bye D
— —_ [
Trouver (m,m,,m,)e @ x 2, x B, vérifiant ab = mm, + mm,.

8.11. — @) On donne les points a,, les points b; et les réels A, i € N, Etudier le champ
de vecteurs :

" — —
m o Y Ama; A mb,
i=1

b) Danslecasn = 2,4 quelle condition ce champ est-il un glisseur, dont on précisera
le support.

—_ >

8.12. — Ondonne(0, a)e £ et G € E\{0}, avec OQa. G = 0. Montrer qu'il existe une

infinité de glisseurs dont le support contient a et dont le moment en O est G. Nature de
I'ensemble des projections orthogonales de O sur les supports de ces glisseurs ?

8.13. — Eléments de réduction en O du torseur dont I'axe central est donné par les
équations dans le repére orthonormal direct (0, i, j, k) :

Px—y=0A@dx —y—z+1=0
¢t dont les moments par rapport aux axes (O, i} et (0, j) sont égaux a 5.
8.14. — On donne un glisseur g,. Pour tout 8 € R, on désigne par g le glisseur déduit

de y, par rotation d’angle 8 autour d'un axe (%, u) donné. Déterminer Paxe central Agdu
torseur g, + go Montrer que A, rencontre une droite fixe lorsque 0 varie.

8.15. — On donne deux points a et b de & et une rotation vectorielle r = [u, n/2]
de E. Etudier le champ de vecteurs f : m — m?a + r(g).
Caractériser 'ensemble {m € &|u. f(m) = 0}.

8.16. — On donne un repére orthonormal direct (0, i, j, k) et une rotation r de & dont
P'axe contient 0. A tout m € £ on associe m’ = r(m), et h milieu de (m, m").

e
a) Montrer qu’il existe un glisseur fixe dont le moment en A4 est Am'.
b) En déduire la matrice de la rotation r.



EXERCICES 293

8.17. — On donne le point O de & et les vecteurs indépendants a et b de E. Pour tout
(p, q) = R, &,, désigne le torseur dont les élements de réduction en O sont
(pa + gb, qa + pb).

a) Comment choisir (p, g} pour que &, soit un glisseur ?

b} Décomposer &, en la somme de deux glisseurs d’axes orthogonaux.

¢) Onsuppose a.b = 0. Déterminer la réunion % des axes centraux des torseurs &,
lorsque p et g varient. Démontrer que par un point m donné de & on peut faire passer (en
general) une droite unique 2 de moment nul pour tous les torseurs &, et que cette droite
£ rencontre trois axes de torseurs & ,,, deux de ces axes ne dépendant pas du choix de m.

8.18. — Ondonne untorseur T, un plan affine 4 et un point a. Etudier les axes (2, u),
%D < @, tels que le moment de T par rapport 4 (Z,u) ait une valeur absolue
proportionnelle a la distance de a 4 %.

8.19. — On donne un torseur T et une droite affine 2. Atoutme Z onassociem e &
tel que H = T{m).

a) Nature de I'ensemble engendré par »7.

b) Nature de I'ensemble engendrée par la droite Aff (m, m').

8.20. — On considére six glisseurs non nuls dont les supports sont les arétes d'un
tétraédre (non aplati). Montrer qu’ils forment une famille libre de torseurs.

8.21. — On donne un tétraédre (non aplati) a,a,a;a,; (a,, R,) est le vecteur li¢
perpendiculaire au plan a,a,a,, dirigé vers ce plan, de norme k x aire a,asa, (k donné);
¢, estle glisseur de résultante R, dont le support contient @,. On définit de méme g,, g3, g,-

Ftudier le torseur g, + ¢ + g3 + ga

8.22. — Torseurs orTHOGONAUX. — On donne des torseurs T, et T, de résultantes
non nulles R, et R,, d’axes centraux A, et A,. Prouver I'équivalence des assertions :

i}y A, et A, sont orthogonaux et concourants;
iy R,.R, = Oet y(T,, T,) = 0.

(Lorsque ces assertions sont vérifiées on dit que T, et T, sont orthogonaux.)

8.23. — Soient g, et g, deux glisseurs non nuls, de supports non paralleles A et A,.
On désigne par (G, R;) et (G,, R,)} leurs éléments de réduction en un point fixé a.

a) Montrer que la perpendiculaire commune 3 A, et A, est dirigée par R, A R, et
qu'etle contient le point b tel que :

—g (R, A Ry) ARy A G, — R, AGY)
ab = .
IRy A R,|f?

b) Montrer que la distance de A, 4 A, est :
Y(g1 g2VIIR, A Ryl

8.24. — PRODUIT VECTORIEL DE DEUX TORSEURS. — @) Soient T et T, deux torseurs de
résultantes R, et R,. Montrer que le champ de vecteurs :

r'anT,: &£ - E m+— R, A T,(m)— R, ~n T,(m}

est un torseur de résultante R, A R,.



294 LES TORSEURS

b) Montrer que, si R, A R, # 0, 'axe central de 7, A T, est la perpendiculaire
commune aux axes centraux de T, et T,.

¢) On suppose R, # Oet R, # 0. Montrer que T, A T, est le torseur nul si, et
seulement si 7, et 7, ont le méme axe central.

8.25. — TueoreMmE DE MorLey-Petersen. — a} Soient T, i € N5, trois torseurs de
résultantes non nulles et d'axes centraux deux a deux non coplanaires; on suppose en
outre que 7; + T, + T, estle torseur nul, Montrer que les axes centraux admettent une
perpendiculaire commune (droite les coupant orthogonalement).

On montrera que le torseur 7, A T3 + T3 A T, + T, A T, est orthogonal a
chacun des T; (cf. exercice 8.22).

b) Soient 2,, i € N, trois droiies de &, puis A, la perpendiculaire commune a 2; et
D, i, j, k deux & deux distincts, et enfin &, la perpendiculaire commune & €; et 4 A,
Montrer que les trois droites %, admettent une perpendiculaire commune.

On introduira des glisseurs non nuls g, de supports £, On considérera A; comme

'axe central du torseur T, = g; A g, et &, comme I'axe central du torseur g; A T,
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CARTAN (décomposition de —)....... 122 Demi-espace ...................... 149
CAUCHY-SCHWARZ {inégalité de —) 23, 106 Déplacement .. ..................0. 171
Centred'uncercle.................. 210 Déterminant de Gram .............. 9
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— dunesphére ................. 238 — — — — unifaire............. 112
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Direction d’une variété affine ...... .. 132
— principale. ... ... Ceeee 231, 243
Directrice d’une conique ............ 222
Discriminant ...................... 9
Distance algébrique ................ 188
— delanorme.................. 167
Division vectorielle. ........... .. ... 85
Double produit vectoriel .. .......... 84
Droite de moment nul .. ............ 287
Ecart angulaire................. 71, 72
Eléments de réduction .......... ... 280
Eléments isotropes . ............ 12, 103
Ellipse . ... .o 222
Ellipsoide .. ........cooviiiivnnn . 244
Endomorphisme anti-hermitien ... ... 107
— anti-symeétrique ............... 33
— hermitien .. ............. ... 107
— mnormal .................. 78, 111
— SYMEIHQUE . . o\t 33
Ensemble de révolution............. 260
— directeur ....... 248, 252, 256, 260
— gauche de révolution .......... 263
Enveloppe convexe................. 131
Equation cartésienne ............... 203
— curviligne .................... 203
— cylindrique................... 203
— d'un sous-ensemble. ........... 202
— normale ., ....... 187, 192, 210, 239
— polaire ...................... 203
— sphérique ............. e 203
_ — tangentielle ............. 212, 239
Equipollence .. .................... 125
Espace affine ...................... 125
— — euclidien.................. 168
— —noOtMé . . ............. ... 167
— - pOIME . 127
— euclidien.............. . ... 53
— hermitien .................... 111
— préhitbertien ......... ... 50, 110
— quadratique . ................. 30
— vectoriel associé a un espace affine 125
— — COMUBUE . ................ 97
Excentricité ....................... 222
Extension complexe ................ 118
Extérieur ,.......cooiiiiiiiii 222
Faisceau linéaire.............. 216, 241
Faisceaux conjugués. ............... 219
Famille affinement libre .. ........... 137
— génératrice ......... .. ...l 136
— orthogonale . ............. 14, 103
— orthonormale ............ 14, 103
— pondérée .................... 128
Forme affine ...................... 147
— bilinéaire .................... 1
— — antisymétrique ......... 10, 45
— — canonique ...........0. . 10
— — complexifiée ............. .. 114
— — définie.................... 12
— — {(non)dégénérée............ 4
— — symétrique . .. ... 10
— polaire .................. 16, 103
— quadratique . ................. 16

— — (définie) positive . .......... 23

— — (définie) négative .. ......... 23
— — hermitienne ............... 103
— — — (définie) positive ........ 105
— — — {(définie) négative ... ... .. 105
— semi-linéaire ................. 98
— sesquilinéaire............. 99, 101
— — — antihermitienne .. ..... .. 101
— — — complexifiée............ 117
— — — {non) dégénérée......... 100
— — — hermitienne ............ 101
Formes quadratiquement isomor-
phes ... ... .. Ll 19, 104
Formule de la médiane ............. 51
Foyer ........ ... ..o i 222
Gauss (procede d’orthogonalisation de
e 26
Génératrice .............. 248, 252, 256
Gerbe de droites .. .....ovoveven... 207
Glisseur ............... ... i 288
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lisationde =) ................... 29
Groupe affine ..................... 145
— d'isotropie d’'un point.......... 146
— orthogonal................ 39, 42
— spécial orthogonal ......... 40, 42
— — unitaire ............. 108, 109
— unitaire ................ 108, 109
HELLY (théoréme de —) ............ 162
HILBERT {espace de —) ......... 50, 110
Homothétie, homothéties-translations . 146
Hyperbole ........................ 222
Hyperboloide ..................... 244
Hyperplan affine.............. 132, 147
— médiateur. .............., ... 170
Identités de polarisation ., ....., 16, 103
Intérieur . . ... ... i 222
Invariant scalaire, vectoriel .......... 283
Invariants d'une forme bilinéaire symé-
IQUE e e 57
— — — sesquilinéaire hermitienne 114
Inversion ......................... 197
Isobarycentre. . .................... 130
Isométrie vectorielle .. .............. 51
Iwasawa (décomposition de —) ... .. 122
KREIN-MILMAN (théoréme de —). .. .. 201
LAGRANGE (égaliteé de —) ........... 84
LAGUERRE (polynémes de —)........ 94
LEGENDRE (polyndémes de —)........ 93
Matrice adjointe . .................. 95
— anti-hermitienne .............. 96
— CANONIQUE . .................. 3
— COMJUBUEE. ... ... iernnnnn, 95
— d'une forme bilinéaire ......... 6
— — — sesquilinéaire........... 100
— deGraM ........ ... G
— hermitienne .................. 96
— orthogonale .................. 42
— transconjuguée ............... 95
—umMaire. .. ... 109
Médiane dans un polyédre .......... 138
MENELAUS (théoréme de —) .. ....... 162
Méridienne ............ ... .. ... 260
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Mesure d’'une rotation .. ............ 65
— d'un angle oriente ......... 66, 70
Milieu........ci i 130
MiNkKOwsKI (inégalite de —) .... 24,106
Moment d'un torseur ......... 279, 287
MORLEY-PETERSEN (théoréme
de =)....... ...l 200, 294
Norme euclidienne . ................ 50
— hermitienne .................. 110
Noyau ..o e 4, 100
Opérateur orthogonal .............. 38
Orientation ..............cc... 61, 153
Origine. ... 127
Orthogonalité .. ................ 2, 100
Parabole ......................... 222
Paraboloide. . ................ 246, 258
Paralléle. . ............... .ot 260
Parallélépipede .............. . 190
Parallélisme . ..........c0ovvnn o 134
Parallélogramme., . ................. 126
Parameétre .......... ... iana 222
Pappus {théoréme de —)............ 165
Partie convexe. .................... 131
— cubable........... ...l 189
— génératrice . .................. 136
— linéaire ...................... 139
Parties orthogonales ............... 3
PascaL (limagonde —)............. 269
Perpendiculaire commune . .......... 185
Plan diamétral .................... 238
— directeur. ........ .00 e, 256
— méridien .. ................... 260
— polaire ...... ... ..l 241
— radical ............ ... ..., 240
PLUCKER {conoide de —) ........... 266
Points conjugués ............. 215, 241
—debase............ ... 218
— diamétralement opposés ... .. .. 210
— limites......... oo 219
— MASSIQUES. . ... 128
Polaire ......... ..o 216
POle ...t s 216
Polyédre........... oo 138
Produit mixte ..................... 80
— sealaire . ... ..o 50
— — hermitien ................. 110
— vectoriel . ... ... 81
— — de deux torseurs  ......... 293
Projecteur affine . ........... ... ... 143
— orthogonal. .............. 36, 170
Projection ................. oo 143
Puissance d’un point .. ........ 213, 240
PYTHAGORE (théoréme de —) .. ...... 50
Quadrique ........... ... . oo 242
Rang d’une famille de points ........ 136
— — forme bilinéaire, ., ......... 2
— — — sesquilinéaire........... 100
Rayon ............... .00 210, 238
Régle du dédoublement . ............ 17

Représentation paramétrique ........ 150

Réseau linéaire .................... 241
Résultante d'un torseur . ............ 280
Retournement .. ................ 59,171
Rotation ................. 40, 179, 182
Segment ......... ... ... ... 130
SINAtULE .. ...t 24
Similitude . ........ ..o 44, 76
—affine........... .o 178
Simplexe plein...............0..un 190
Somme directe orthogonale ......... 15
Sommet d'uncone ................. 252
— duneellipse.................. 224
— d’une hyperbole .............. 226
— d'une parabole ............... 223
Sous-espace affine .. ... ... ... ... 134
— — HSOIFOPE ... i 13
— — orthogonal ................ 3
— — totalement isotrope ........ 13
Sous-espaces perpendiculaires. ... .. .. 55
Sphére ... ... 238
Strophoide. . .............. ... 238, 269
Supplémentaire orthogonale . . ... .. .. 14
Support d'un glisseur .. ............. 288
SyYLVESTER {théoréme d'inertie de —) . 25
SYMELFIE .. .o e et 37
—affime. ... 144
— axiale ................... 63, 179
— hyperplane............... 59, 171
— orthogonale. ............. 38, 170
Systéme d’équations ................ 202
Tangente .................... 211, 240
TCHERYCHEFF (Polyndmes de —). .. .. 04
Tétraédre .. ....... ... ... .. 139
Théoréme de la géométrie affine. ... .. 163
— de prolongement des isométries . 173
TOre . oo 264
Torseur ..o 279
— élémentaire ........... ..., 287
Torseurs orthogonaux .............. 293
Translation ............ccovunvnn., 145
Transvection ............vuuuun.... 149
Triangle .......... ... ool 138
Trigonométrie sphérique ............ 200
Variété affine . ..................... 132
— —engendrée................. 135
Variétés affines orthogonales ........ 168
— — perpendiculaires .. ......... 168
— — supplémentaires ........... 135
— — — orthogonales ........... 168
Vecteur d’un torseur ............... 280
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