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PREFACE

La logique est, en France, une discipline traditionnellement négligée dans les études
scientifiques universitaires. Cela tient, sans doute, 4 1'histoire récente des mathématiques
dans notre pays, dominées pendant longiemps par 1'école Bourbaki, dont, comme on sait,
la logique n'était pas le fort. La logique part, en effet, d'une réflexion sur l'activité
mathématique, et une réaction épidermique courante du mathématicien est de dire: « A
quoi bon tout cela ? nous ne sommes pas des philosophes, et ce n'est pas en se cassant la
téte sur le modus ponens ou le tiers exclu que l'on résoudra les grandes conjectures, ni
méme les petites». Voire ...

Cependant un élément nouveau, et de taille, est venu clore ce débat un peu byzantin sur
l'intérét de la logique : l'explosion de l'informatique, dans tous les domaines de la vie
économique et scieniifique, dont I'onde de choc a fini par atteindre les mathématiciens
eux-mémes.

Et petit & petit, une évidence se fait jour : pour cet{e nouvelle science en irain de naitre,
les bases .théoriques ne sont auires que cette discipline si discutée: la logique
mathématique.

Il est vrai que certains domaines de la logique ont été mis 4 contribution plus vite que
d'autres. Le calcul booléen, bien sir, pour la conception et 1'étude des circuits; la
récursivité, qui est la théorie des fonctions calculables sur machine ; le théoréme de
Herbrand, la résolution et l'unification, qui sont & la base de la programmation dite
«logique» (langage PROLOG) ; la théorie de la démonstration, et les divers avatars du
théoréme de complétude, qui se révélent de puissants outils d'analyse pour les langages
de programmation évolués ...

Mais, au train ol vont les choses, on peut penser que le tour ne saurait tarder & venir,
méme pour des domaines restés encore complétement <« purs», comme la théorie des
ensembles, par exemple.

Comme il se doit, I'interaction n'est pas i sens unique, loin de 13, et un afflux d'idées et
d'intuitions nouvelles et profondes, issues de l'informatique, est venu renouveler tous ces
secteurs de la logique. Cetie discipline est maintenant l'une des plus vivantes qui soient
en mathématiques, et en évolution trés rapide.

Aussi 'utilité et l'actualité d'un ouvrage d'initiation générale en logique ne font-elles
pas de doute, et ce livre vient donc & son heure. Issu d'un enseignement du D.E.A. de
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Logique et fondements de !'Informatique & 1'Université Paris 7, il couvee un vaste
panorama : algébre de Boole, récursivité, théorie des modéles, théorie des ensembles,
modéles de 1'arithmétique et théoremes de Godel.

La notion de modéle est un élément central de l'ouvrage, et c'est i fort juste titre, car
elle a aussi une place centrale en logique : malgré {ou grace i) son caractére simple et
méme élémentaire, elle en éclaire tous les domaines, y compris ceux qui en paraissent les
plus éloignés. Comment comprendre, par exemple, une démonstration de consistance en
théorie des ensembles, sans avoir d'abord maitrisé le concept de modéle de cette
théorie ? comment saisir vraiment le théoréme de Gédel sans avoir une idée sur les
modéles non standard de l'arithmétique de Peano ? L'acquisition de ces notions
sémaniiques est, je le crois, caractéristique d'une véritable formation de logicien, &
quelque niveau que ce soit. R. Cori et D. Lascar le savent fort bien, et leur livre va tout
4 fait dans ce sens. Qui plus est, ils ont réussi le difficile pari d'allier toute la rigueur
nécessaire avec la clarté, le souci pédagogique et l'agrément de la lecture.

Nous disposons donc 14 d'un outil remarquable pour l'enseignement de la logique
mathématique, et, vu le développement de la demande en ce domaine, il devrait
connaitre un franc suceés. C'est, bien sdr, tout ce que je lui souhaite.

Jean-Louis Krivine
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AVANT-PROPOS

Ce livre fait suite 4 une expérience de plusieurs années d'enseignement de la
logique & 1'U.F.R. de Mathématiques de I'Université Paris 7, tant en deuxiéme cycle que
dans le D.E.A. de Logique et Fondements de |'Informatique.

Dés que nous avons commencé i préparel nos premiers cours, nous avons
constaté qu'il allait étre bien difficile d'indiquer & nos étudiants des ouvrages généraux
de logique écrits {ou méme traduits} en francais. Nous avons alors décidé de profiter de
I'occasion qui nous était donnée de remédier 3 cela. Les premiéres versions des huit
chapitres qu'on va lire ont donc été rédigées en méme temps que leur contenu était
engeigné. Nous tenons & remercier chaleureusement tous les éiudianis qui ont ainsi
contribué i une amélicration sernsible de l'exposé initial.

Nos remerciements vont aussi 4 tous nos collégues et amis logiciens, de Paris 7
ou d'ailleurs, qui nous ont apporté une aide trés appréciée, par leurs nombreuses
remarques et par un soutien moral d'une rare qualité. Presque tous sont co-auteurs de
cet puvrage, puisque, pour consiituer les listes d'exercices qui accompagnent chaque
chapitre, nous avons puisé sans retenue dans le fonds inestimable que représentent les
centaines et centaines de textes qui ont été proposés aux étudiants, pendant plus de
vingt-cing années, au cours desquelles 'Université Paris 7, piorniére en la matiére, a
organisé des enseignements de logique ouverts & un large public.

Parvenu A ce siade, le lecteur s'attend en général & une phrase du type suivant :
<« ils sont tellement nombreux que nous ne pouvons évidernment pas les citer tous». En
effet, ils sont trés nombreux, ceux 4 qui va notre gratitude, mais pourquol ne pas essayer
de les citer tous ?

Merci, donc, & Josette Adda, Marouan Ajlani, Daniel Andler, Gilles Amiot, Fred
Appenzeller, Jean-Claude Archer, Jean-Pierre Azra, Jean-Pierre Bénéjam, Chantal
Berline, Claude-Laurent Bernard, Georges Blanc, Elisabeth Bouscaren, Albert Burroni,
Jean-Pierre Calais, Zoé Chatzidakis, Peier Clote, Francois Conduché, Jean Coret,
Maryvonne Daguenet, Vinceni Danos, Max Dickmann, Patrick Dehornoy, Frangoise
Delon, Florence Duchéne, Jean-Louis Duret, Marie-Christine Ferbus, Jean-Yves Girard,
Daniéle Gondard, Catherine Gourion, Serge Grigorieff, Ursula Gropp, Philippe Ithier,
Bernard Jaulin, Ying Jiang, Anatole Khélif, Georg Kreisel, Jean-Louis Krivine, Ramez
Labib-Sami, Daniel Lacombe, Thierry Lacoste, Richard Lassaigne, Yves Legrandgérard,
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Alain Louveau, Francois Lucas, Kenneth Mac Aloon, Gilles Macario-Rat, Sophie Malec-
ki, Jean Malifaud, Pascal Manoury, Francois Métayer, Marie-Héléne Mourgues,
Catberine Muhlrad-Greif, Francis Oger, Michel Parigot, Donald Pelletier, Marie-Jeanne
Perrin, Brunc Poizat, Jean Porte, Claude Précetti, Christophe Raffalli, Laurent Régnier,
Jean-Pierre Ressayre, [égor Reznikoff, Philippe Royer, Paul Roziére, Gabriel Sabbagh,
Claire Santoni, Marianne Simonot, Gerald Stahl, Jacques Stern, Anne Strauss, Claude
Sureson, Jacques Van de Wiele, Frangoise Ville.

Nous tenons aussi A rendre hommage au travail administratif et technique
remarquable accompli par Mesdames Sylviane Barrier, Giséle Goeminne et Claude
Orieux.

Que ceux que nous avons oubliés nous pardonnent. Ils sont tellement nombreux
que nous ne pouvons les citer tous.

Nota bene

- Les coquilles et erreurs dans le premier tirage étaient tellement nornbreuses
que méme Alain Kapur n'a pu les relever toutes. Qu'il soit assuré de tous nos
encouragements pour la lourde tache qui Mattend encore.

Nous remercions également Edouard Dorard et Thierry Joly pour leur lecture
trés attentive.

- Selon des sources dignes de foi, le Mercredi 23 Juin 1993, Andrew Wiles a fait
perdre 3 l'exercice 6 du chapitre 6 une bonne partie de son intérét. Nous ne lui en
voudrons pas trop.



INTRODUCTION

Nombreux sont ceux qui considérent la logique comme une branche des
mathématiques ayant un statut un peu' spécial, qui la distingue de touies les autres.
Curieusement, ses adversaires les plus acharnés et certains de ses fervents disciples se
rejoignent dans cette conception qui place la logique en marge des mathématiques, & leur
frontiére, voire en dehors d'elles. Pour les uns, la logique n'a pas sa place dans les
« vraies» mathématiques ; d'autres, au contraire, y voient la discipline reine dans les
mathématiques, celle qui transcende tout le reste, qui soutient le grand édifice.

Le premier conseil que nous pourrions donner au lecteur qui vient nous rejoindre
dans cet ouvrage, en vue de s'initier A la logique mathématique, est d'adopter un point
de vue radicalement différent de ceux-la, et d'étre exactement dans le méme état
d'esprit qu'en consultant un traité d'algébre ou de calcul différentiel. Nous wvous
présentons un livre de mathématiques, nous allons y faire des mathématiques, et pas
autre chose. Il nous semble que c'est une condition essentielle pour une bonne
compréhension des notions qui seront exposées.

Cela ne signifie pas que la question de la place de la logique dans les
mathématiques soit sans intérét. Elle est au contraire passionnante, rnais elle reléve
d'une problématique exiérieure aux mathématiques. Tout mathématicien peut (et nous
dirons méme doit) & certains moments réfléchir sur son travail, se transformer en
épistémologue, philosophe ou historien des sciences ; il faut simplement qu'il soit clair
que, ce faisant, il cesse provisoirement son activité mathématique. Le plus souvent, il n'y
a d'ailleurs aucune ambiguité: lorsqu'il lit un cours d'analyse, 1'étudiant en
mathématiques s'attend & y trouver des définitions, des théorémes, et des
démonstrations pour ces théorémes ; si l'auteur a cru bon d'y ajouter des commentaires
d'ordre philosophique ou historique, le lecteur n'a jamais la moindre difficulté pour
séparer ce qui reléve de ces cornmentaires de la matiére proprement dite.

Nous voudrions que le cours qui va suivre soit abordé de cette maniére, et que la
logique soit regardée comme une branche tout a fait ordinaire des mathématiques. Mais
il est vrai que ce n'est pas facile.

L'objection majeure apparall lorsqu'on réalise qu'il est nécéssaire d'accepter
simultanément les deux idées suivantes :

¢ 1) la logique est une branche des mathématiques ;
¢ 2} la logique a pour objet d'étude les mathématiques elles-mémes.
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Face & cet apparent paradoxe, il y a trois attitudes possibles : on peut tout
d'abord le considérer comme tellement grave qu'il condamne par avance toute démarche
de logicien ; en deuxiéme lieu, on peut estimer que la prétendue incompatibilité entre 1)
et 2} conduit simplement 4 renoncer 4 1), ou tout au moins & le nuancer, ce qui améne 3
étudier la logique en pensant ne pas éire viaiment en train de faire des mathématiques ;
la troisiéme attitude, enfin, est celle qui consiste & démonter le paradoxe, 3 se convaincre
que ¢e n'en est pas um, et 4 situer en effet la logique mathématique 13 ol est sa place,
c'est-a-dire au sein des mathématiques.

C'est sur cette derniére voie que nous vous invitons § nous suivre.

« Minute ! » nous dirons ceux pour qui le mot paradoxe est encore trop faible :
«qui croyez-vous abuser en venant, dans votre chapitre 7, donner des définitions de
notions (intersection, couple, application, ensemble ordonné...} que vous avez utilisées en
permanence dans les six chapiires précédents ? 11 s'agit bien de paradoxe ! Vous nous
entrainez en réalité dans un cercle vicieux ! >>

Et bien non. Il n'y a ni cercle vicieux, ni paradoxe.

Nous nous adressons & des lecteurs qui ont déja «« fait »» des mathématiques, qui
en ont une certaine pratique, commencée 4 1'école primaire. Nous ne vous demandons
pas d'oublier tout cela afin de tout reconstruire i partir de zéro. C'est le contraire que
nous attendons de vous. Nous exploiterons le fonds commun qui est le ndtre: la
familiarité avec les raisonnemenis mathématiques {récurrence, preuves par
I'absurde, ...}, avec des objets mathématiques courants {ensembles (mais oui!},
relations, fonctions, nombres entiers, réels, polynames, fonctions continues ...) ou un peu
moins courants (anneaux, espaces vectoriels, espaces topologiques, ...). C'est ce qui se
fait dans tout cours de mathématiques : utiliser un savoir préexistant pour en acquérir
un nouveau ; nous procéderons de méme, et nous ferons connaissance avec de nouveaux
objets, éventuellement avec de nouvelles techniques de preuve (mais atiention : le
raisonnement mathématique que nous pratiquons habituellement ne sera 3 aucun
moment mis en cause ; il est au contraire le seul envisagé ici).

La démarche du mathématicien est, en simplifiant un peu, presque toujours la
méme lorsqu'il étudie les espaces vectoriels, les ensembles ordonnés, la théorie de la
mesure ou tout autre domaine des mathématiques, disons classiques : il s'agit d'examiner
des structures, c'est-i-dire des ensemnbles munis de relations et de fonctions, et des
correspondances entre ces structures. Mais, pour chacun de ces domaines, il y a
naturellement une motivation particulidre qui a justifié sa naissance et son
développement : on a cherché 4 donner une représentation mathématique d'une situation
{plus ou moins} <« concréte >, 4 répondre 4 un besoin exprimé i l'extérieur du monde
mathématique, en fournissant un outil mathématique efficace (les espaces vectoriels,
représentant, au départ, 'espace physique dans lequel nous vivons, sont 1'illustration la
plus banale de ce propos}. La logique, elle, suit le méme processus ; sa particularité est
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qu'elle tente de décrire, non une réalité extérieure au monde mathématique, mais cette
réalité que sont les mathématiques.

Cela ne doit pas étre génant, 4 condition que 'on sache précisément de quoi il va
s'agir. Aucun étudiant en mathématiques ne fait de confusion entre son environnement
physique et un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, mais la connaissance de
cet environnement aide 4 avoir une bonne intuition lorsqu'il faut démontrer une
propriété de la structure mathématique en question. En logique, c'est la méme chose :
nous allons en quelque sorte faire une copie, une maquette, osons dire un modéle réduit,
de l'univers mathématique qui nous est (relativement) familier. Plus précisément, il
s'agira de toute une collection de copies, plus ou moins réussies (les espaces vectoriels ne
ressemblent pas tous A l'espace physique). A c6té d'un exemplaire vraiment similaire &
l'original, on en aura inévitablement créé d'autres (on devrait étre en mesure de
comprendre pourquoi & l'issue du chapitre 6), parfois assez différents de{ ¢e qu'on
imaginait initialement. L'étude de cette collection est riche d'enseignements ; elle permet
notamment & celui qui l'entreprend de se poser d'intéressantes questions sur sa
perception, sur son infuition du monde mathématique. Quoi qu'il en soit, on comprend
qu'il est primordial de ne pas confondre l'original qui nous a inspirés avec la ou les
copies. Mais I'original nous est indispensable pour réaliser la copie : notre familiarité
avec le monde mathématique nous guidera dans la confection de la représentation gue
nous allons en donner, mais en méme temps, notre travail sera un travail mathématique,
3 l'intérieur de cet univers que nous cherchons & mieux appréhender.

Il n'y a donc¢ pas de cercle vicieux. Plutdt qu'un cercle imaginez une hélice (qui
n'ayrait rien de vicieux !), une sorte d'escalier en colimacon : nous nous trouvons sur le
palier de 1'étage n, ou se trouve notre univers mathématique ; nous appellerons cet étage
le «niveau intuitif>». Notre travail va consister & descendre & 'étage n moins 1, o il y
aura la maquette, le modéle réduit : nous serons alors au niveau «formel» et notre
périple d'un niveau A l'autre s'appellera <« formalisation». Quelle est la valeur de n?
Cela n'a aucune importance ; il n'y a ni premier ni dernier niveau. En effet, si notre
maquette est hien faite, si elle n'a omis aucun détail dans la reproduction de l'univers
mathématique, elle comportera aussi la réplique de notre travail de formalisation, ce qui
oblige & concevoir un niveau n meins 2, etc. Le niveau intuitif est celui o0l nous nous
trouvons au commencement de ce livre, Les étres qui I'habitent seront aussi appelés des
objets intuitifs, on pourra les distinguer de leur réplique formelle en affectant & leur nom
le préfixe <« méta» {méta-entiers, méta-relations, mais aussi méta-univers, puisque le
mot <« univers » sera réservé & un usage trés précis (au chapitre 7}). Nous pourrions nous
risquer 4 dire que, quel que soit n, le niveau n, dans notre escalier, est intyitif par
rapport au niveau n moins 1 mais formel par rapport au niveau n plus 1. Au cours de
notre descente, c'est-i-dire dans notre travail de formalisation, nous pourrons nous
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arréter 4 tout moment pour prendre un peu de repos, et en profiter pour vérifier que la
maquetie formelle, ou ce que nous en apercevons, est conforme & l'original intuitif. Ce
temnps de repos reléve du méta-intuitif, c'est-a-dire du niveau n plus 1.

Il faut donc se rendre & 1'évidence : il n'est pas plus possible de batir toutes les
mathémaiiques <« ex nihilo> qu'il n'est possible d'écrire un dictionnaire francais-francais
qu'un martien, ignorant tout de notre belle langue, pourrait utiliser. Il faut une
connaissance minimum. On touche 13 4 une question qui a eu une importance
considérable dans le développement de la logique au début du siécle, et dont il vaut la
peine de dire quelques mots.

La théorie des ensembles (peu importe que ce soit la théorie ZF, Z, ou une
auire), en donnant le droit de cité aux objets infinis et en permettant de manipuler
ceux-¢i avec les mémes régles logiques que les objets <« réels »» (par exemple les entiers) a
provoqué heaucoup de réticences de la part de certains mathématiciens, d'autant plus
que les premiers essais se sont avérés contradictoires. Le monde mathématique était alors
divisé en deux clans : d'une part ceux qui ne pouvaient se résoudre & renoncer i la liberté
que leur offrait le cadre de la théorie des ensembles, ce <« paradis cantorien> comme
1'appelait. Hilbert, d'autre part ceux pour qui seuls les objets finis (les entiers, ou tout ce
qui peut se définir & partir des entiers par des opérations finies) ont un sens et qui, par
conséquent, niaient toute validité aux démonstrations utilisant la théorie des ensernbles.

Pour concilier ces points de vue, Hilbert avait imaginé la stratégie suivante (le
fameux <« programme de Hilbert>>}: d'une part, on réduit les démonstrations & des
suites finies de symboles, et donc & des objets finis ; c'est ce qui est fait dans ce livre aux
chapitres 4 et 6; d'autre part, on construit un algorithme qui transforme toute
démonstration utilisant la théorie des ensembles en une démonstration finitaire,
c'est-A-dire une démonstration au-dessus de tout soupgon. Si ce programme avait pu
étre mené & bien, on aurait pu voir, par exemple, que la théorie des ensembles est
consistante : sinon, elle permet une démonstation de 0 =1, qui, & l'aide de 1'algorithme
évoqué ci-dessus, se transforme en une démonsiration finitaire, ce qui n'est pas pensable.

Cet espoir a été ruiné par le second théoréme d'incomplétude de Godel :
certainement, n'importe quelle théorie des ensernbles digne de ce nom permet de
construire I'ensernble des nombres entiers, et, par conséquent, sa consistance implique la
consisiance des axiomes de Peano. D'aprés le théoréme de Godel, celle-ci ne peut pas
étre démontrée de facon finitaire.

La conclusion est que méme les mathématiques finitaires ne permettent pas
d'asseoir "édifice mathématique, tel qu'il se présente actuellement.

Le travail de formalisation comporte deux étapes essentielles. On fixe d'abord le
cadre dans lequel voni évoluer les ohjets (les struciures), tout en se donnant une
syntaxe pour exprimer leurs propriétés (les langages et les formules). La notion
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importante est alors la notion de satisfaction, et ce que |'on peut dire 4 ce sujet reléve de
la sémantique. I est irés possible de s'en tenir 13, mais on peut aussi aller plus loin, et
vouloir formaliser le raisonnement lui-méme: c'est une deuxidme étape dans la
formalisation. On parle alors de déductions ou de démonstrations formelles, devenues
objets mathématiques & leur tour. On n'est pas loin de la théorie de la démonstration,
qui est la branche de la logique qui s'intéresse & ces questions.

Ce livre donne délibérément la pricrité 4 la premiére étape. La deuxiéme ne sera
pas pour autant ignorée : elle est le terrain des théorémes qui sont peut-étre les plus
célébres en logique mathématique : les théorémes de Godel. Le chapitre 4 est consacré
aux résultats positifs en ce domaine : 'équivalence entre les points de vue sémantique et
syntaxique, dans les conditions ol nous nous sormnmes placés. Cette équivalence est
appelée complétude. Il ¥ en a plusieurs, tout simplement parce qu'il ¥ a plusieurs choix
possibles de systémes de déduction formelle. Un de ces systémes connait une certaine
vogue en ce moment, en raison de l'utilisation qui en a été faite en informatique : il
s'agit de la méthode de résolution. Nous avons choisi de 1'exposer aprés avoir présenté le
théoréme de complétude plus classique.

Le chapitre 6, lui, aprés l'étude de l'arithmétique de Peano, donnera des
résultats négatifs, avec les théorémes d'incomplétude et d'indécidabilité. Il s’agit, comme
nous 'expliquions plus haut, d'abandonner nos éventuelles illusions.

En dehors des deux chapitres que nous venons de mentionner, il ne sera pas
question de formalisation du raisonnement.

Le chapitre 1 traite des opérations élémentaires sur les valeurs de vérité <« vrai»
et «faux». Il y faut une syntaxe trés simple {les formules propositionnelles) et une
sémantique qui n'est pas bien compliquée {les célébres tables de vérité). On s'intéresse &
la valeur de vérité des propositions, mais en évitant soigneusement de discuter de la
nature des propriétés exprimeées & travers ces propositions. S'intéresser 4 ce qu'elles
expriment, et 4 la maniére dont elles 'expriment, c'est I'objet du chapitre 3. On voit
tout de suite que les opérateurs considérés au premier chapitre (les connecteurs «et »»,
«ou», <«implique», etc.) ne suffisent pas pour l'expression des propriétés
mathématiques usuelles. 11 faut y ajouter les quantificateurs, et il faut aussi disposer
d'un moyen de nommer les objets mathématiques : cela conduit & des formules qui sont
des suites de symboles obéissant i des régles assez complexes. Aprés la description d'une
syntaxe nettement plus compliquée que celle du calcul des propositions, on y définit la
notion essentielle : celle de satisfaction d'une formule dans une structure. Tout cela, qui
constitue le calcul des prédicats, sera utilisé en abondance dans les chapitres 4 et 6, déja
mentionnés, ainsi que dans les chapitres 7 et 8. Vous aurez compris que seul le chapitre 5
ne nécessite pas 1'étude préalable du calcul des prédicats. Il est en effet consacré anx
fonctions récursives, notion tout & fait fondamentale dés qu'on s'intéresse si peu que ce
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soit & l'informatique, et on peut parfaitement commencer par ce chapitre (i ceci prés que
le procédé de définition inductive utilisé pour les fonctions récursives est décrit en détail
au chapitre 1, ou il apparait déji).

Au chapitre 7, on présente la théorie axiomatique des ensembles. C'est
certainement 12 que le sentiment de paradoxe que nous évoguions pourra étre le plus
fort, puisqu'on prétend y construire des univers mathématiques comme on définirait un
€OTps ou un groupe commutatif. Mais, une fois passé un éventuel moment de doute, on y
trouvera tout ce qu'un mathématicien se doit de connaitre sur les notions importantes
d'ordinaux et de cardinawx, sur l'axiome du choix dont le statut est en général mal
connu, et, naturellernent, sur la liste des axiomes de la théorie des ensemnbles.

Le chapitre 8 se propose de vous entrainer un peu plus loin dans un des
domaines entrevus jusqu'alors : la théorie des modéles. 1l a 1'ambition de vous donner le
golt et la curiosité d'en apprendre plus, et en tous cas de vous laisser deviner que la
logique mathématique est un terrain riche et varié, ou l'on peut faire de belles choses, ce
qui peut aussi vouloir dire des choses difficiles.

Avons-nous oublié le chapitre 2 7 Pas du tout. Simplement, il constitue une
singularité dans ce livre. D'abord, il est le seul ou l'on utilise des notions de
mathématiques classiques que l'on n'aborde pas avant le deuxiéme cycle des universités
(espaces topologiques, anneaux et idéaux). D'autre part, il peut parfaitement étre mis de
cOté par le lecteur : seuls quelques exercices et une section du dernier chapitre utilisent
les notions qui y sont développées. Nous 1'avons fait figurer pour au moins trois raisons :
la premiére, c'est que les algébres de Boole sont la <« bonne » structure algébrique pour
la logique ; la deuxiéme, c'est que nous avions 14 l'occasion de montrer comment des
mathématiques on ne peut plus classiques, et d'un niveau pas tout & fait élémentaire,
pouvaient &tre trés naturellement lides A un cours de logique ; la troisiéme enfin, c'est
que nous avons constaté que les exposés sur les algébres de Boole étaient chose assez rare
dans la littérature mathématique généralement proposée aux étudiants, et encore plus
rares dans les programmes des facultés. Considérez donc, si vous le voulez bien, ce
chapitre 2 comrme un petit supplément que vous pourrez, i votre guise, consulter ou non.

On nous reprochera probablement de n'avoir été équitables, ni dans le choix des
sujets traitds, ni dans l'importance relative accordée i chacun d'eux. La logique est
maintenant un domaine tellement vaste qu'il était absolument impossible d'aborder
chacune de ses composantes. Nous avons donc fait des choix : comme on 1'a déji dit, la
théorie de la démonsiration est seulement effleurée ; le lambda-calcul ou la complexité
algorithmique sont absents, alors qu'ils occupent une place de plus en plus importante
dans les travaux de recherche en logique (en raison de leurs applications décisives a
l'informatique théorique); sont également absentes les logiques non classiques
{intuitionniste ...}, la logique du deuxiéme ordre (ot l'on quantifie sur les relations aussi
bien que sur les éléments d'une structure) ou encore les logiques dites « infinitaires » (ol
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I'on admet des formules de longueur infinie). Ces choix ont été dictés d'abord par notre
volonté de présenter un cours de base. Nous ne pensons pas que l'apprentissage de la
logique puisse commencer autrement que par 1'étude détaillée du calcul des prédicats du
premier ordre, qui est le cadre que nous nous sommes fixé (chapitre 3). A partir de 13,
nous avons voulu présenter les trois domaines (théorie des ensembles, théorie des
modeéles, théorie des fonctions récursives et problemes de décidabilité) qui nous
paraissent les plus importants : ils le sont certainement historiquement ; ils le sont aussi
parce que les « grands » théorémes de la logique s'y trouvent tous ; enfin, nous estimons
que s'étre familiarisé avec ces trois domaines est une condition préalable indispensable
pour qui veut s'intéresser 4 tout autre secteur de la logique mathématique. Une fois fixé
ce programme, il nous était encore loisible de moduler l'importance relative accordée 3
chacun de ces trois grands axes. L, il est indéniable que nous nous sommes laissés guider
par nos penchants personnels : il est clair que le chapitre 8 aurait tout aussi bien pu étre
consacré i autre chose qu'a de la théorie des modéles.

Ces lignes ont été &crites aprés la rédaction du cours qui va suivre. Nous pensons
qu'elles devraient étre lues aprés qu'il ait été étudié. Comme nous 'avons déja dit, on ne
peut vraiment parler d'une activité, la décrire (la formaliser !), qu'aprés avoir acquis une
certaine familiarité avec elle.

A tout-a-1'heure.

Paris, Septembre 1992






MODE D'EMPLOI

Le livie est organisé en deux tomes. Le premier comporte les chapitres 1 & 4, le
second les chapitre 5 4 8. Les notions exposées dans un chapitre donné supposent connues
celles qui ont fait 1'objet des chapitres antérieurs (mais les chapitres 2 et 5 font exception
4 cetie régle).

Chacun des huit chapitres est divisé en sections, elles-mémes composées d'un
certain nombre de sous-sections, numérotées de la fagon la plus simple qui soit : 2.3
annonce le début de la troisiéme sous-section de la section 2. Les définitions, lemmes,
propositions, théorémes, corollaires et remarques sont identifiés par la sous-section dans
laquelle ils figurent ; lorsqu'il y a, par exemple, deux lemmes dans une méme
sous-section, ils sont numérotés : lemme 1 et lemme 2. Cela conduit & un systéme de
références internes tout 4 fait explicite qu'il est inutile de détailler davantage. Précisons
simplement, que les références internes & un chapitre ne comportent pas l'indication de
celui-ci.

Les sections sont, en général, divisées par des intertitres qui concernent plusieurs
sous-sections. Ces intertitres se retrouvent dans la table des matiéres mais ne font pas
partie du systéme de références.

Le début et 1a fin des démonstrations sont respectivement signalés par les signes
Get Q.

A la fin de chaque chapitre figure une liste d'énoncés d'exercices. Les solutions
sont tegroupées & la fin du tome correspondant. Dans les solutions d'exercices, les
références sont traitées comme dans le chapitre correspondant : celles qui ne comportent
pas d'indication de chapitre sont internes ; ainsi, la mention <« découle du corollaire 2.4 »
que 'on trouve dans le corrigé de I'exercice 21 du chapitre 5 se rapporte au ¢orollaire 2.4
du chapitre 5. Les solutions sont, surtout pour les premiers chapitres, assez détaillées.

Notre lecteur est supposé avoir une certaine pratique des mathématiques, et des
connaissances correspondant, grosso modo, aux mathématiques classiques enseignées
dans les lycées et dans les premiers cycles universitaires. Nous nous référerons librement
4 ce que nous avons appelé ce « fonds commun », en particulier dans les exemples et les
exercices.

Cependant, le cours lui-méme ne suppose dans l'ensemble aucune connaissance
particuliére préalable.
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Nous utilisons la terminologie et les notations les plus répandues pour tout ce
qui reléve du {méta-Hangage mathématique ensembliste habituel : opérations sur les
ensembles, relations, applications, etc, de méme que pour les ensembles les plus
fréquentés en mathématiques : N, Z, Z / nZ, ¢, R.

Si E et F sont des ensembles, et si f est une application définie sur une partie de
E et & valeurs dans F, le domaine de f est noté dom{f) (¢'est 1'ensemble des éléments de E
en lesquels f est définie}, et son image est notée Im(f) (c'est 'ensemble des éléments y
appartenant & F tels que, pour au moins un élément x de E, on ait y =f(x)). Si A est une
pariie du domaine de f, la restriction de f 4 A est 'application de A dans F, notée f I 5,
qui, & chaque élément x de A, associe f(x). L'image de I'application f I 5 est aussi appelée
image directe de A par f et notée f[A]. 5i B est une partie de F, 1'image réciproque de B
par f est la partie de E, notée f(B), constituée des éléments x de E tels que f(x) € B. En
fait, étant donnée une application f d'un ensemble E dans un ensemble F, on peut lui
asgocier canoniquement une application de PB(E) (ensemble des parties de E) dans PB(F) :
l'application <« image directe>, notée ¥, qui, & toute partie A de E, associe f[A], qu'on
pourra donc également noter f{A). On peut de méme associer & f une application de B(F)
dans PB(E), l'application <«image réciproque> , notée ', qui, & toute partie B de F,
associe £71[B], qu'on notera donc aussi F{B). {Voir aussi I'exercice 19 du chapitre 2.}

Il est peut-éire également utile de donner quelques précisions sur la notion de
mot sur un alphabet, qui sera la premiére utilisée :

Soit E un ensemble, fini ou infini, que nous appelons alphabet. Un mot m sur
l'alphabet E est une suite finie d'éléments de E (c'est-i-dire une application de
l'ensermnble {0,1,...,n —1} (n étant un entier) dans E) ; on écrira m =(ap,ay,...,an) OU
méme 2gdy...35 le mot qui est l'application de domaine {0,1,...n—1} qui a ¢
(0 < i < n—1) fait correspondre a;. L'entier n est appelé la longueur du mot m et est
notée {g[m]. L'ensemble des mots sur E est noté #(E).

Si n =0, on obtient le raot vide. On fera I'abus de langage consistant 3 identifier
un mot {a) de longueur 1 avec 1'élément a. L'ensemble .#(E} peut étre muni d'une
opération binaire, la concaténation : soient my=(aga1,...,an1} € My = {by,by,...,.bmy)
deux mots. On peut former le nouveau mot m = (ag,31,-.-,3n-1,00,b15-- by} {c'est-a-dire
'application m de {0,1,..,n + m—1} définie comme suit: si 0gign—1, alos
m(i}=a;;singign+m—1, alors m(i) =b;.,). Ce mot est appelé le concaténé de m,
avec m, et est noté mym,. Cette notation est justifiée par le fait que la concaténation est
une opération associative et explique I'écriture agay...aq-1 pour (apg,ar,...,ap-1)-

Ftant donnés deux mots m et my, on dit que my est un segment initial de m §'il
existe un mot mjy tel que m = mymy. Autrement dit, si m = (3¢,31,....80-1), 163 segMents
initiaux de m sont les mots de la forme (ag,a1,...,3p), 0 p €8t un entier inférieur ou égal
a n. On dit que m, est un segment final de m s'il existe un mot my tel que m =mymy ; les
segments finaux de (2¢,31,-..,8n1) sont donc les mots de la forme (aq,3q+1y--» 1), 0L q
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est un entier inférieur ou égal & n — 1. En particulier, le mot vide et m lui-méme sont des
segments initiaux et des segments finaux de m. Un segment (initial ou final) de m est
propre 5'il est différent de m et du mot vide.

Lorsqu'un élément b de l'alphabet <« apparait»> dans un mot m =aga;...ap~, ON
dit qu'il a une occurrence dans m, et les divers <« endroits » ol il apparait s'appellent les
occurrences de b dans m. On peut naturellement étre plus précis et plus formel : on dira
que b a une oceurrence dans m si b est égal & 1'un des aj, pour i cornpris entre O et n—1
(c'est-a-dire si b appartient & l'image de m) ; une occurrence de b dans m est un entier
k, inférieur & Ig[m], tel que b = ay. Par exemple, la troisiéme occurrence de b dans m est
le troisidme élément de l'ensemble {k; 0 gk gn—1 et a,=b} rangé dans l'ordre
croissant. Ce formalisme ne sera pas explicitement utilisé dans le cours : l'idée donnée au
début de ce paragraphe sera amplement suffisante pour ce que nous aurons & faire.

Les Jaits suivanis sont & peu prés évidents et seront constamment utilisés :

» pour tous mots my et my, lglmymz] =lg[m,] + lg[ma} ;

e pour tous mots m;, my el mg, I'égalité mym; = mym3 implique 1'égalité my; = my
{on dit que l'on peut simplifier 3 gauche) ;

* pour tous mots m;, m et my, I'égalité m;my = mym; implique 1'égalité m; = my
(on peut simplifier  droite) ;

e pour tous mots my, my, ms el my, 5i mmo =mam,, alors my est un segment
initial de mj ou m3 est un segment initial de m;. D'une facon analogue, avec les mémes
hypothéses, m, est un segment final de my4 ou my est un segment final de m; ;

® 3si m,y est un segment initial de my et my est un segmeni initial de my, alors
m; = ma.

On utilisera aussi le fait que #{E) est dénombrable si E est fini ou dénombrable
{c'est le théoréme 4.9 du chapitre 7).






Chapitre 1

Calcul propositionnel
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Le calcu! propositionnel est l'étude des connecteurs propositionnels ; ceux-ci sont
des opérateurs sur les énoncés ou formules. Il y a d'abord la négation, que I'on symbolise
par le signe -, qui se place devant une formule. Les autres connecteurs se placent entre
deux formules: on considérera la conmjonction, (le <« et>, noté A), la disjonction (le
«ou», noté V), l'implication (=} et I'équivalence {&=). Ainsi, par exemple, 4 partir de
deux énoncés A et B, il est possible d'en former la conjonction : c'est un autre énonceé qui
est vral si ef seulement si A est vrai et B est vrai.

La premiere chose que I'on fait, c'est de construire des objets purement formels
que I'on appellera formules propositionnelies, ou, plus simplement dans ce chapitre,
formules. On utilise comme briques des variables propositionnelies qui représentent
intuitivement des propositions élémentaires, et on les assemble avec les connecteurs
mentionnés plus haut. Les formules apparaissent dans un premier temps comme des
suites de symboles convenablement assemblés. Dans la premiére section, on precise leurs
régles de formation et on se donne les moyens de retrouver la facon dont a été construite
une formule donnde, ce qui rendra possible sa lecture. Toutes ces considérations formelles
constituent ce qu'on appelle Ia syntaxe.

Cette construction formelle n'est évidemment pas gratuite. Il faut ensuite dopner
un sens 4 ces formules. C'est le but de la deuxiéme section. Sachant, pour chaque
proposition élémentaire intervenant dans une formule F, si elle est vraie ou non (on parle
de la valeur de vérité de cette proposition), il faut étre capable de décider si F elle-méme
est vraie ou non. Ainsi, on dira que (A = B) est vraie dans trois cas sur les quatre
possibles : lorsque A et B sont vrales, lorsque A et B sont fausses et Iorsque A est fausse
et B vraie. On remarque ici la différence avec I'usage courant : par exemple, la phrase
« A implique B> sous-entend, dans le langage courant, et méme dans les textes
mathématiques, upe relation de causalité qui p'existe absolument pas dans notre
contexte.

On arrive ainsi aux importantes notions de ce chapitre : les tautologies (ce sont
les formules qui sont vraies quelles que soient les valeurs de vérité imposédes aux
variables propositionnelles) et I'équivalence logique (deux formules sont logiquement
équivalentes si elles prennent la méme valeur quelles que soient les valeurs de vérité des
variables propositionnelles}.

Dans Ia troisiéme section, on voit gqu'une formule est toujours logiquement
dquivalente & une formule s'écrivant sous une forme trés particuliére (forme disjonctive
ou conjonctive) et la quatriéme section est consacrée aux théorémes d'interpolation et de
définissabilité qui prendront tout leur sens lorsqu'ils seront généralisés auv calcul des
prédicats (dans le chapitre 8). Le théoréme de compacité, démontré dans la derniére
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section, est particuliérement important, et Iui aussi sera généralisé au chapitre 3. I
affirme gque, s'il est impossible d'assigner des valeurs de vérité aux variables
propositionnelles de facon 4 rendre vraies toutes les formules d'un ensemble infini X,
alors cette Impossibilité existe déja avec un sous-ensemble fini de X.

1. SYNTAXE

Les formules propositionnelles

1.1  On considére un ensemble P non vide, fini ou infini, qu'on appelle ensemble des
variables propositionnelles. Les éléments de P seront le plus souvent désignés par des
lettres majuscules de I'alphabet francais, éventuellement affectées d'indices.

On se donne d'autre part les cing symboles suivants :

n v A = =

qu'on lit respectivement : «non», «wol», «et>», «implique» et < équivaut a>, et
qu'on appelle les symboles de connecteur propositionnel. On  suppose qu'ils
n'appartiennent pas & P.

Les symboles -, ¥, A, = et & s'appellent respectivement : symbole de négation,
symbole de disjonction, symbole de conjonction, symbole d'irmplication et symbole
d'équivalence.

En raison du rdle qui va leur étre assigné (voir la définition 1.2 ci-dessous), on
dit que le symbole - est unaire (ou i une place) et que les quatre autres symboles de
connecteur sont binaires (ou 4 deux places).

On considére enfin les deux symboles suivants :

) (

appelés respectivement parenthése fermante et parenthése ouvrante, distincts des
symboles de connecteur et n'appartenant pas non plus i P.

Nous allons appeler formules propositionnelles (ou propositions) certaines des
suites finies constituées avec les variables propositionnelles, les symboles de connecteur
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propositionnel et les parenthéses. Les formules propositionnelles seront donc des mots
formés sur 1'alphabet suivant ;
A=PU{~-yAa==}U{L(}

REMARQUE ;: Dés les premiéres lignes de ce chapitre, nous voyons déji apparaiire une
des difficultés auxquelles on pourra, si I'on n'y prend garde, étre confronté tout au long
de l'apprentissage des notions de base de la logique formelle : certains mots et certains
symboles utilisés dans le langage mathématique courant (que nous appelons le
métalangage)} apparaissent aussi dans les divers langages formels qui seront parmi les
principaux objets de notre étude: par exemple, le mot «implique>», ainsi que le
symbole =, dont le moins que 1'on puisse dire est qu'ils interviennent fréquemment dans
tout discours mathématique, servent ici & désigner un objet mathématique précis : un
des symboles de connecteur. Nous essayerons, autant que possible, d'éliminer de notre
métalangage tout mot ou symbole utilisé dans un langage formel. 1l serait cependant
difficile de tenoncer a recourir dans notre discours & des mots comme <« et », << QU >, Ou
<«nom » ou aux parenthéses {la présente phrase le démontre assez clairement ...). C'est
pourquol nous attirons d'emblée l'attention du lecteur sur ce probléme et l'invitons &
avoir toujours présente & l'esprit la nécessité de bien faire la distinction langage formel /
métalangage. (On retrouvera notamment le méme probléme au chapitre 3 avec les
symboles de quantificateur.)

Comme annoncé dans le mode d'emploi, nous conviendrons d'identifier les
&léments de € avec les mots de longueur 1 correspondants dans {.#). En particulier,
P sera considéré comme un sous-ensemble de #{.€).

12 DEFINITION : L'ensemble & des formules propositionnelles construites sur
P est le plus petit sous-ensemble de HA{.4) qui
* contient P ;
s chaque fois qu'il contient un mot F, contient aussi le mot -F ;
» chaque fois qu'il contient des mots F et G, contient aussi les mots :
(F AG), (FvG), (F=G)et (F = G).

En d'autres termes, ¥ est la plus petite partie de #(.€) qui contienne P et soit
stable pour les opérations :
Fr—-F ,
(FG)— (FAG),
(F.G)— (FV G},
(F.G)— (F=G),
(F.G)— (F =0G).
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Remarquons qu'il y a au moins une partie de #(.%) qui posséde ces propriétés,
c'est H(£) elle-méme. L'ensemble F est 1'intersection de toutes les parties de #(.€)
qui ont ces propriéiés.

Voici des exemples de formules (A, B et C sont des éléments de P) :
A
(A= (B =A))
{(-A=A)
(A= A)
{({(AA(-B=-A) A (B v -()) = (C=-A)

Et voici des mots qui ne sont pas des formules :
AAB .
-(A)
(A=BvC()
A=8C
(AABAC)
YA (A v -A)
({(An(B=2QO)v{(-A={BAO)A(-AVB))

Nous conviendrons plus loin de certains abus d'écriture dans les formules : par
exemple, A A B pourra &ire accepté dans certains cas comme abréviation pour la formule
(AAB); cela ne changera évidemment rien i la définition ci-dessus, nous nous
donnerons simplement plusieurs modes de représentation d'un méme objet : si A A B est
une écriture admise pour représenter la formule (A A 8), la longueur de AAB sera
malgré tout égale & 5. Notons au passage que la longueur d'une formule est une notion
déja définie, puisqu'on a défini la longueur de n'importe quel mot sur un alphabet.

1.3 1l est possible de donner de l'ensemble & une description plus explicite : nous
allons pour cela définir, par récurrence, une suite (5",.)1“N de parties de A{.£). On pose:

Fo=P
et, pour chaque n,
Fra=F U {-F;Fe F}U{{F aG);FGe Fq, ae {pv,==}}

On notera que la suite (F,) , est croissante (pourn € m,ona &, € Fp).

)neﬂ

THEOREME : 5=\Jﬂ Fn.
n
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B8 11 est clair que &, contient P et est stable pour les opérations indiquées
ci-dessus (si deux motsnf: et G appartiennent 4 5, pour un certain entier n, alors -F,
(FAG), (FvG), (F=G) et (F = G) appartiennent & Fy,q). Il en résulte que % Fa
contient le plus petit ensernble qui posséde ces propriétés, c'est-i-dire F.

Pour obtenir l'inclusion inverse, on montre par récurrence que, pour chaque entier
n, on a F, € F Clest vral par définition si n=0, et si on suppose (hypothése de
récurrence) Fy € ., alors on a aussi Fy. € F d'aprés la définition de Fy,y et les
propriétés de stabilité de F.
3

14 On a ainsi deux définitions équivalentes de l'ensemble des formules
propositionnelles. On parle souvent de « définition par le haut s> pour la premiére et de
<« @éfinition par le bas>> pour celle qui découle du théoréme précédent.

On retrouvera i plusieurs reprises dans ce cours ce type de définitions dites
inductives ou par induction (voir par exemple l'ensemble des termes ou I'ensemble des
formules du calcul des prédicats au chapitre 3, ou encore l'ensernble des fonctions
récursives au chapiire 3). Il s'agit dans chaque cas de définir le plus petit des
sous-ensembles d'un ensemble fixé E qui contiennent un sous-ensemble donné et sont
stables pour certaines opérations définies sur E (c'est la définition par le haut). On a
toujours une définition par le bas équivalente : elle consiste & construire 1'ensemble que
l'on veut définir, étage aprés étage; le sous-ensemble donné initialement est le
rez-de-chaussée et les éléments de 1'étage n + 1 sont définis & partir de ceux des élages
inférieurs comme leurs images par les opérations considérées. L'ensemble A définir est
alors la réunion d'une suite de sous-ensembles, indexée par l'ensemble des entiers
naturels. La notion de hauteur, ainsi que la méthode de démonstration par induction,
décrites ci-dessous, se retrouveront dans tous les exemples d'ensembles définis
inductivement que 1'on rencontrera ultérieurement.

DEFINITION : La hauteur d'une formule F € % est le plus petit des entiers
n tels que F € 5,. Elle est notée h[F].

Par exemple, si A et B sont des variables propositionnelles, on a :
h[A]=0;b[((AVvB)A(B=A))]=2; h[~~~--A] =5.

On remarquera que &, est l'ensemble des formules de hauteur inférieure ou égale
an, et que Fpa - F, est 1'ensernble des formules de hauteur exaciement n + 1.
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Il résulie également de la définition que, pour toutes formules Fet G € F,0ona:
h[-F] < h[F] + 1 et h[(F @ G)] < sup{h[F},h[G]) + 1
quel que soit le syrnbole de connecteur binaire .
{On verra en fait, aprés le théoréme 1.8, qu'on peut remplacer ces inégalités par
des égalités).

Démonstrations par induction sur I'ensemble des formules

1.5 Supposons que nous voulions démontrer qu'une certaine propriété F(F) est
vérifiée par toute formule F € . Nous pouvons pour cela faire un raisonnement par
récurrence (au sens usuel) sur la hauteur de F: nous serons alors amenés 4 montrer,
d'abord que %(F) est vraie pour toute formule F appartenant & Fy, puis que, si F(F)
est vraie pour toute F € &, alors (F) est également vraie pour toute F € &,,, (et ce,
quel que soit 'entier n}.

Cette facon de raisonner est associée & la définition <« par le bas» de 'ensemble
des formules.

1] est plus commode et plus naturel de s'inspirer plutdt de la premiére définition
et de procéder comme suit : la premiére éiape est la méme, on montre que F(F)} est
vérifiée pour toute formule F appartenant & P {c'est-i-dire & F) ; I'étape d'induction
consiste & prouver, d'une pari que, si une formule F satisfait la propriété %, la formule
SF la satisfait aussi, d'autre part que, si deux formules F et G satisfont ., il en est de
méme des formules {F A G), (F v G), (F = G) et {F = G).

Comme on le voit, ce raisonnement ne fait pas apparaitre expliciiement la
hauteur des formules, ni d'ailleurs aucun autre entier naturel {c'est pourquoi on préférera
éviter de parler ici de raisonnement par récurrence).

Avant de montrer la correction de cette méthode de démonstration (ce qui est
I'cbjet du lemme 1.6), donnons-en un premier exernple d'utilisation : montrons que la
hauteur d'une formule est toujours strictermnent inférieure & sa lomgueur. La propriéié
Z(F) est donc ici : h[F] < 'g[F]. Si F est une variable propositionnelle, on a h[F] =0 et
lg[F]=1; l'inégalité est vérifiée. Passons a l'étape d'induction: supposons qu'une
formule F vérifie h[F] < Ig[F}; on a alors h[-F] < h[F] + 1 < Ig[F] + 1 =1g[-F], ce qui
montre que %(-F) est vraie ; supposons ensuite que F et G soient deux formules telles
que h[F] < Ig[F] et h{G] < Ig[G] ; alors, pour tout symbole de connecteur binaire e, on a :

h{(F & G)] < sup(h[FLAG]) + 1 < sup(g[Flg[G]) + 1
< Ig[F] + Ig[G] + 3 =g[(F e Q)]
ce qui signifie que F((F a G)} est vérifiée et achéve la démonstration.
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Notons, comme conséquence de cette propriété, qu'il n'y a pas de formule de
longueur 0 {ce qui est une des fagcons de montrer que le mot vide n'est pas une formule !)
et que les seules formules de longueur 1 sont les variables propositionnelles.

Les deux lemmes qui vonl suivre permetient de justifier la méthode que nous
venons de décrire et d'utiliser. Le premier en donne une variante que l'on adaptera
ensuite facilement (1.6).

On considére une propriété #(M) relative & un mot M € .#(.£) quelconque (qui
ne soit pas nécessairement une formule). Voici une condition suffisante pour que la
propriété ¥ soit vérifiée par toutes les formules :

LEMME : Supposons, d'une part que (M) soit vraie pour tout mot M e P,
et d'autre part que, quels que soient les mots M et N, si #(M) et Z(N)
sont vraies, alors #(-M), Z((MAN)}, Z(MVN)), Z(M=N)) et
J((M &= N)) sont également vraies. Dans ces conditions, J(F} est
satisfaite pour toute formule F.

%] Appelons Z I'ensemble des mots qui ont la propriété # :
Z={Me A(4); FM)}.

Les hypothéses du lemme indiquent que Z contient P et est stable pour les
opérations : M—-M, {(MN}—{MAN), (M\N)—{MVN), (MN}— (M= N} et
{M,N} — (M & N}. On en déduit, suivant la définition 1.2, que F est inclus dans Z, ce
qui veut dire que tout élément de ¥ vérifie la propriété .

Q

1.6 Considérons maintenant le cas ol on a une propriété F(F) qui n'est définie que
pour des formules et non pour des mois quelconques {c'est le cas par exemple de la
propriété : h{F] < Ig[F], puisque la notion de hauteur n'est définie que pour les éléments
de F).

LEMME : Supposons, d'une part que F(F) soit vraie pour toute formule
F € P, et d'autre part que, quelles que soient les formules F et G, si &(F)
et F(G) sont vraies, alors F(-F), F{(F A G)), F({(FVG)), F({(F=G)) et
F((F = G)} sont également vraies. Dans ces conditions, F(F) est
satisfaite pour toute formule F.
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a 1l suffit de considérer la propriété Z{M): «M est une formule qui satisfait la
propriété %>, définie pour tout mot M € 4£{.#). Comme ¥ contient P et est stable
pour les opérations : M — -M, (M,N)+— (M A N), (M,N)+— (M v N}, (M,N) — (M = N)
et (M,N})+— (M &= N}, on voit immédiatement que, si la propriété ¥ satisfait les
bypothéses énoncées, alors la propriété ¢ satisfait celles du lemme précédeni. On en
déduit que ¥(F) est vraie pour toute formule F, et qu'il er est donc de méme de E(F).

Q

Arbre de décomposition d'une formule

1.7  Parmi les premiers exemples de formules que nous avons proposés figure le mot M
suivant :
(((A A (-B=-A)}} A (-BV-C))=(C=-A))
Le lecteur qui, & juste titre, n'a pas l'intention de nous croire sur parole, se
convaincra que ce mot est bien une formule de la maniére suivante :

En posant
Mg=({A A (-B=-A)) A (-B Vv-())
et M, =({C = -A),

il constatera d'abord que M s'écrit (Mp = M,).
Ensuite, posant
Moo= (A A (-8 =5 -A)),
Moy ={-B v -(C),
M]O =C
et M =-A,
il écrira Mg = (Mon A Mg) et My={Myg = My).
Poursuivant ainsi, il sera amené & poser successivement, :

Mooo = A, Mogi = (-8 = -A),
Mpi0 =B, Mon = -C,
Muo =4, Moo = -B,
Moo = -4, Moo =B,
Moo =C, Mgo100 = B-
et Moono = A,

de telle sorte que :
Mog = (Mooo A Moar), Mo = (Moo ¥V Mo}, My =-Mipp. Mo = (Meoro = Moon).
Mo = “Maiog. Mgn = “Mone, Moo = -Monoe €8 Moo = -Moorio-
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Ceci montre que le mot M a été obtenu en partant de variables propositionnelles
et en appliquant un nombre fini de fois les opérations prévues dans la définition des
formules. Il en résulte que M est une formule.

On peut représenter la décomposition précédente sous forme d'un arbre :

M
.
/ AN
Mg M,
A e
N\ /
MRO M31 M'lﬂ Ql'l
ST N S\ *
Mooo Moo Moo Mo Myo
] /— é—\ T - o
Maore Moon Moo Mo 10
= = - L]
[ |
Monoo Mooio
[ ] [ ]

La racine de 1'arbre (la formule M) est en haut, et les branches <« poussent > vers
le bas. Chaque sommet (ou nceud} de l'arbre est constitué par un mot N (qui est toujours
une formule si le mot A la racine en est une) ; trois cas peuvent se présenter : ou bien N
est une variable propositicnnelle et constitue alors une extrémité de l'arbre {les mots
correspondant A ce cas ont &té signalés par un point noir dans notre schéma), ou bien N
s'écrit -N' et il part alors de N une unique branche qui aboutit au niveau immédiatement
inférieur au sommet N', ou bien enfin N s'crit (N' @ N") (& étant un symbole de
connecteur binaire) et il part alors de N deux branches qui aboutissent au niveau
inférieur & deux nceuds N' et N* (on a fait alors figurer entre les deux branches le
symbole de connecteur binaire approprié€).

18 La décomposition de la formule que nous avons choisie montre que celle-ci
appartient & &5 Sa hauteur est donc inférieure ou égale 3 5. Rien ne permet pour
l'instant d'affirmer que cette hauteur soit exactement 5. Pourquoi en effet ne pas
imaginer une deuxiéme fagon de décomposer cette formule qui conduirait & un arbre plus
petit 7 Tout ce que l'on peut dire (et ce, grace au théoréme 1.3), c'est que, pour toute
formule F € &, il existe au moins une décomposition du type de celle que nous avons
faite. L'unicité sera établie par le prochain théoréme, pour lequel nous avons d'abord
besoin des quelques lemmes qui vont suivre et qui seront, exception faite du lemme 3,
démontrés par induction sur 1'ensemble des formules.
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Le théoréme de lecture unique

Pour chaque mot M € .#(.#), convenons de désigner par o[M] (respectivement :
f[M]) le nombre de parenthéses ouvrantes {respectivement : fermantes) figurant dans M.

LEMME 1 : Dans toute formule, le nombre de parenthéses ouvrantes est
égal au nombre de parenthéses fermantes.

a ¢ Pour toute formule F € P, on a o[F] =1[F] =0.
« Pour toute formule F e & telle que off]={[F], puisque o[-F]=o[F] et
1[-F]) =1[F}, on a o[-F] =f[-F].
« Pour toutes formules F et G appartenant & F telles que ofF] =f[F] et
o[G] =[G}, et quel que soit le symbole de connecteur binaire @, on a:
o[(F & G)] =ofF] + o[G] + 1 =1{F] + f[G] + 1 =fl(F & G)].

Ainsi, off] =f[F] pour toute formule propositionnelle F.

LEMME 2 : Pour toute formule F € F et tout mot M € HA{.#), si M est tn
segmment initial de F, alors o|M] = 1[M].

=) L'induction porte sur la formule F.

¢ Si F € P, alors, pour tout segment initial M de F, on a o[M]={[M] =0, donc
ofM] = f[M].

+ Soit F une formule telle que, pour tout segment initial M de F, ofM] 2 f[M].
Considérons un segment initial N de -F : si N est le mot vide, alors o[N}=f[N]=10;
sinon, il existe un segment initial M de F tel que N=-M; on a o[N]=0o[M] et
fIN] =f|M], et comme o[M] 3= f[M] (hypothése d'induction), on en déduit que o[N] = f[N].

s Soient F et G deux formules dont tous les segments initiaux ont au moins
autant de parenthéses ouvrantes que de parenthéses fermantes, et soit & un symbole de
connecteur binaire. Posons : H=(F @G). Soit N un segment initial du mot H. Quatre
cas peuvent se présenter :

»50it N=9:
alors o[N] =f[N}=0;
o s0it N =(M
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(M étant un segment initial de F}: alors, o[N]=o[M] 4 1 et [N} =f[M], et comme
o[M] = f[M] (hypothése d'induction), on en conclut que o[N] 2 f{N] ;

esoit N=(F oK
(K étant un segment initial de G} : alors, o[N] = o[F] + o[K] + 1 et f[N] =f[F] + f[K] ; or
o[F] =1{F] (lemme 1) et o[K] = f[K] (hypothése d'induction), ce qui permet de conclure
encore que o[N] > f[N] ;

ss0it N=H:
alors o[N] =f[N] (lemme 1).

On voit ainsi que, dans tous les cas, o[N] z f[N].

5]
LEMME 3 : Pour toute formule F € & dont le premier symbole est une
parenthése ouvrante, et pour tout mot M€ #(.€) qui est un segment
Initial propre de F, on a :
o[M] > 1[M]
(inégalité stricte).
] Pour une fois, la démonstration ne se fait pas par induction !

Comnsidérons une formule F qui s'écrit F={G aH), G et H étant des formules
quelconques et @ un symbole de connecteur binaire.
Soit M un segment initial propre de F. Il y a deux cas possibles :
e 50it M =(K
(K étant un segment initial {quelconque} de G); dans ce cas, o[M]=o[K] +1 et
f{M] ={[K], et comme o[K] 3 f[K] (lemme 2), or en conclut que o[M] > f[M] ;
s s0it M=(G el
(L étant un segment initial de H); dans ce cas, ofM]=o[G] +o[L] +1 et
fIM] =1[G] + L] ; or o[G] =1[G] {lemme 1) et o|l] = f[L] (lemme 2), ce qui conduit
encore i o[M] > f[M].
@

LEMME 4 : Quelle que soit la formule Fe 5 et quel que soit le mot
M e H#(.%), si M est un segment initial propre de F, alors M n'est pas une
formiude.
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3] L'induction porte, 14 aussi, sur la formule F.

® Une variable propositionnelle n'a pas de segment initial propre.

# Si F est une formule dont aucun segment initial propre n'est une formule, et si
N est un segment initial propre de -F, alors ou bien N =- et n'est pas une formule (les
seules formules de longueur 1 sont les éléments de P), ou bien N =-M, M éiant un
segment initial propre de F; dans ce cas, M n'est pas une formule (hypothése
d'induction) et N =-M non plus. On obhservera que, contrairement & ce que l'on serait
tenté de croire, le fait que, si M n'est pas une formule, -M n'en est pas une non plus,
n'est pas une simple application de la définition des formules, mais exige une
démonstration, que voici: si -M est une forrnule, 'examen de son premier symbole
monire que ce ne peut étre ni une variable propositionnelle, ni une formule du type
(H a K} ; il existe donc (théoréme 1.3} au moins une formule G telle que -M =-G;
l'identité des mots ~M et -G exige celle des mots M et G, ce qui prouve que M est une
formule.

# Soient F et G deux formules quelconques, & un symbole de connecteur binaire,
et N un segment initial propre de (F a G}. On a o[N] > f[N] {lemme 3). On en déduit que
N n'est pas une formule (lemme 1}. On peut remarquer qu'il n'a pas été nécessaire, dans
cette partie du raisonnement par induction, de supposer que les segments initiaux
propres de F et de G ne sont pas des formules.

7]
THEOREME (de lecture unique) : Pour toute formule F € &, un et vo seul
des trois cas suivants se présente :
Casl:FeP.
Cas 2 : il existe une unique formule G € F telle que F = -G.
Cas 3. il existe un unique symbole de connecteur binaire a et un
unique couple de formules (G,H) € F2 tels que F = (G a H).
@ Tl est évident que ces trois cas s'excluent l'un l'autre : suivant que le premier

symbole de F est un élément de P, le symbole -, ou le symhole { (ce sont, d'aprés le
théoréme 1.3, les seules possibilités), on est dans le cas 1, dans le cas 2, ou dans le cas 3
(sous réserve d'avoir éiabli I'unicité dans chacun de ces cas}.

Ce que 1'on sait déji (théoréme 1.3), c’est que : soit F € P, soit il existe au moins
une formule G telle que F = -G, soit il existe au moins un symbole de connecteur binaire
e et des formules G et H telles que F = (G a H).

I ne nous reste donc qu'd démontrer, dans les cas 2 et 3, l'unicité de la
décomposition.

C'est & peu prés évident pour le cas 2 : si F =-G =-G', alors 6 = G".
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Pour ce qui est du cas 3, supposons qu'il existe des formules G, H, K et L et des
symboles de connecteur binaire @ et 8 tels que F=(G aH)=(K SL). On en déduit
I'égalité des mots G e H et K 81, ce qui montre qu'une des deux formules G et K est un
segrnent initial de l'autre. D'aprés le lemme 4, il ne peut s'agir d'un segment initial
propre. Comme le mot vide n'est pas une forrmule, on conclut que G=K. Il en résulte
I'égalité des mots @ H et S L. Les symboles e et §sont donc identiques, de méme que les
formules H et L.

8]

Comme premiére application de ce théoréme de lecture unique, nous avons
1'unicité de l'arbre de décomposition d'une formule, tel qu'il a été décrit plus haut.

Nous en déduisons aussi (comme annoncé 3 la fin du paragraphe 1.4) que, pour
touies formules F et G appartenant 3 ¥, on a:

h[=-F] =h[F] + L et h[(F & G)] = sup(h[F},h[G]} + 1
quel que soit le symbole de connectieur hinaire .

Démontrons par exemple la deuxiéme égalité (1'autre se traite de fagon tout A fait
analogue) : appelons H la formule (F @& G). Comme ce n'est pas un €lément de P, il existe
un {(unique) entier n tel que h{H] =n + 1. Cela signifie que H € Fy4y et H ¢ F,,. D'aprés
la définition de ..., et parce que H commence par une parenthése ouvrante, on en
déduit qu'il existe deux formules Hy et Hz € &, et un symbole de connecteur binaire §
tels que H =(H, § H;). Le théoréme de lecture unique montre alors que §=a, H; =F et
H; =G. Par conséquent, F et G appartiennent & . S'il existait un entier m < n tel que
F et G appartiennent & Fp, la formule (F & G} appartiendrait & Fp,, done aussi & F,,
ce qui est faux. Il en résulte que l'une au moins des formules F et G est de hauteur n,
d'ou : h[{F a G)] =svp(h[F],h[G}) + 1.

Définitions par induction sur I'ensemble des formules

19 De méme que l'on fait des démonstrations par induction sur l'ensemble des
formules, on peut donner des définitions par induction, pour des fonctions ou des
relations dont le domaine est I'ensemble des formules. Le principe est le suivant : &ant
donné un ensemble E quelconque, pour définir une application ¢ de & dans E, il suffit de
se donner, d'une part les valeurs de ¢ sur P, d'autre part des régles permettant, pour
toutes formules F et G, de déterminer @(-F), ¢{(F A G)), K(F ¥ G)), p{(F = G)) et
(F &= G)) & partir de p(F} et G). Soyons plus précis :
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LEMME : Soient ¢ une application de P dans E, f une application
de F =E dans E, et g, h, i et j quatre applications de 52 x E2 dans
E. Alors il existe une unique application p de & dans E vérifiant les
conditions suivantes :

e [a restriction de @ & P est iy ;

» pour toute formule F € F, o(-F) =1(F,F)} ;

s pour toutes formules F et G € %,
P((F A G)) = g(F.G,(F),AG)), W(F v G)) =h(F,G,¢(F).o(G)),
P(F = G)) =i(F.G.e(F).p(G)) et A(F &= G)) = i(F.G.F).(G)).

=] L'existence et l'unicité de ¢ se démontrent trés facilerent par -neetion—omrr
Fensemble deseformrees) en utilisant le théoréme de lecture unique. Nous confions au
lecteur ce petit exercice.

5]

Voici un premier exemple de définition par induction, celle des sous-forrnules
d'une formule propositionnelle :

DEFINITION : A chaque formule F € %, on associe un sous-ensemble sf(F)
de &, appelé ensemble des sous-formnules de F, défini par induction par les
conditions suivantes :
esiFeP,
sf(F) = {F} ;
e 5i F =AG,
sf(F) =sf{(G) U {F} ;
ss5iF=(GaH)(ac{r;v;=;=})
sf(F) =sf(G) usf(H) U {F}.

11 est facile de vérifier que les sous-formules d'une formule sont exactement celles
qui figurent aux neends de son arbre de décomposition.

Substitutions dans une formule propositionnelle

1.10 Soit F une forrule de %, et soient A,, Ay, ...,A, des variables propositionnelles de
P, deux A deux distinctes (cette hypothése est essentielle). Nous utiliserons pour désigner
F la notation F[A,,Ag,...,Aq] lorsque nous voudrons préciser que les éléments de P qui ont
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au moins une occurrence dans F se trouvent parmi A,, Ay, ...,A,. Par exemple, la formule
F={A= (B vA)) pourra étre notée F[A,B], mais aussi, si c'est utile dans le contexte,
F{A,B,C,D].

Etant données une formule F[A,Ay,...,An,B},By,...,Bg] et n formules Gy, Gy, ..., Gy,
considérons le mot obtenu en substituant la formule G, (respectivement : Gy, ..., Go} d la
variable A, (respectivement : Ag, ..., A,) dans toules les occurrences de celle-ci dans F.
Ce mot sera noté Fg fa,.6,/ay G, /4, (lire: «F indice Gy remplace Ay, G, remplace Ay,
et ceetera, G, remplace A, >}, mais nous utiliserons aussi pour le désigner la notation
F[G1,G2,...,GnyB1,Ba, .., B, bien que celle-¢i puisse poser des problémes délicats.

Par exemple, si F =F[A,B] est la formule (A= (B V A)), et si G est la formule
(B = A}, alors F¢/y est le mot {((B = AY= (B v {B = A))), que I'on pourra donc noter
aussi F[G,B] ou encore F[(B=A),B]. 5i on considére maintenant une variable
propositionnelle C (distincte de A et B) et la formule H=C, alors Fyyy est le mot
{C= (B v <)), que l'on pourrait noter, suivant nos conventions, F[C,B]. Une ficheuse
ambiguité apparait alors car, & partir des égalités :

FIAB]=(A=(BVA))et FI(,B]=(C=(Bv{)),

on voit mal comment déterminer laquelle de ces deux formules est la formule F.

Cependant, la notation F[G4,Gz...,Gp,B1,B2,...,By] €st extrémement commode et, le
plus souvent, parfaitement claire. C'est pourquol nous nous permettrons de 1'utiliser,
malgré les dangers signalés, en nous limitant & des cas o il ne peut y avoir d'ambiguité.

On peut en fait donner de FG:"“p“z“zs"'an“n une définition par induction sur la
formule F (Gy, Gy ..., Gn € F et Ay, Ag, ..., Aq € P étant fixés) :

GesiF=A, (1 gkgn);
osi FeP, alors: Fg fa, .G fa,6 fA ={
118Gl Ayl FAy F siFgf ALAg,... Ay}
® s5i F =-G, alors ; FGI!‘.'I’G‘Z’!A‘Z""’GI\IAH ='-Gclfa,.czln2,---,c“hn ;
o 3i F =(G aH), alors :
Fe fag6, hpe-Golny = (66, /A 6o Apr 6o Ay AHG A 6o 1A 6, 18 )

quels que soient les formules G et H et le symbole de connecteur binaire a.

Dans les exemples que nous avons donnés, on a pu constater que le mot cbtenu
aprés substitution de formules & des variables propositionnelles dans une formule était
dans chaque cas lui-méme une formule. 1l n'y a rien d'étonnant A cela :

THEQREME : Etant dornés un entier n, des formiles F, Gy, Ga, ..., Gn, €t
des variables propositionnelles Ay, Az, ..., Ay, le mot Fc1“1,52;ﬁ2,...‘5n“n
est une formule.
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] Gy, Gz, ..., Gp € F et Ay, Ay, ..., Ay € P é&ant fixés, on fait 1a démonstration par
induction sur la formule F.

®5i FeP, Fg /a 6,0y 6, /a, €t égal & Gy si F=Ac (1gkgn) et &F si
F ¢ {A,Az,...Ay )} ; c'est dans les deux cas une formule,

® 5i F=-G, et si on suppose que Gg,/a,,6,/hp G, /4, €5t une formule, alors
FG1“1=¢2“2=""°n“n’ qui est le mot ﬂGGﬂ’*‘vcz”z““ﬁn“n’ est encore une formule.

» 51 F =(G @ H) {aétant un symbole de cormecteur binaire), et si on suppose que
les mots ch’*vczf"zr“ﬁﬁn“n et HGI""‘er“z"“'Gn“n sont des formules, alors
F6, /a6, A0 6 /A, QUi €5t le MmOt (GG /a6y ay .6 /A, € HG A 6o 0y 6 Ia, ), €S
aussi une formule.

@

REMARQUE : Il convient d'insister sur le fait que la formule FG /a6 Ay o fA, €S e
résultat de la substitution simulianée des formules Gy, Gg, ..., Gp, aux variables A,;, A,
<., Ap dans la formule F. On obtiendrait une formule a priori différente si on effectuait
ces substitutions successivement ; de plus, le résultat obtenu dépendrait de l'ordre dans
lequel ces substitutions seraient effectuées. Examinons un exemple :

posons F = (Ay A Ag), Gy =(A; V Az) et Gz ={(A, = Ay). On a alors :
F,/a,6,/8, = (A1 ¥ Ag) A (Ay = Aj)) 5
tandis que [Fe,/aJc,/a, = ({A1 V(A1 =2 Ag)) A (Ay = Ag))

et [F(;zfnzl(‘,“,‘,\‘ = ((A] v Az) A ((A1 v Az) = Az))

On peut aussi, dans urne formule F donnée, procéder & la substitution d'une
formule G A une sous-formule H de F. Le mot obtenu i l'issue de cette opération est
encore une formule Bien que, dans la pratique, ce genre de substitution soit trés
fréquent, nous ne lui réserverons pas de notation particuliére et n'entrerons pas dans les
détails. Contentons-nous de donner un exernple. Supposons que :

F={(((AAB)=(-BAA=0O)Vv(B=(B=(AVC)))),

G={A=(BVQ)
et H=(-BAA= Q).

Alors, en substituant dans la formule F la formule G & la sous-formule H, on
obtient la formule :

{((AAB)=(A=BVC))V(B=(B=(AVI))
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2. SEMANTIQUE

Distributions de valeurs de vérité, tables de vérité

21 DEFINITION : Une distribution de valeurs de vérité sur P est une
application de P dans I'ensemble {0,1}.

Au lieu de <« distribution de valeurs de vérité s, certains disent «valuation»> et
d'autres <« évaluation ».

Une disiribution de valeurs de vérité sur P est donc un élément de l'ensemble
{0,1}*.

Se donner une distribution de valeurs de vérité 6 € {0,117, c'est attribuer &
chaque variable propositionnelle A une valeur §A) qui est 1 ou 0 (intuitivernent : vrai ou
faux). Ceci étant fait, nous allons voir qu'il est alors possible, d'une fagon et d'une seule,
de prolonger & 4 l'ensemble de toutes les formules propositionnelles, en respectant des
régles & peu prés conformes & l'intuition suggérée par les noms donnés aux différents
symboles de connecteurs. Pourquoi « 4 peu prés» 7 Parce que, s'il est vraisemblable que
nul ne s'étonne quune formule F se voie attribuer la valeur 1 si et seulement si la
formule -F prend la valeur 0, la décision de donner la valeur 1 & la formule (F = G)
lorsque les formules F et G prennent toutes deux la valeur 0 suscitera peut-étre
davantage de perplexité (du moirs de prime abord). Une fagon de dissiper cette
perplexité est de se demander dans quelles conditions la formule (F = G) peut étre
considérée comme fausse : on conviendra probablement que c¢'est uniquement dans le cas
oll F est vraie sans que G le soit, ce qui conduit bien 4 donner & (F = G) la valeur 1 dans
les trois autres cas possibles. La difficulté vient sans doute du fait que, en faisant des
raisonnements mathématiques, on a l'impression de n'avoir pratiquement jarnais &
prendre en considération des situations du type <«faux implique faux» ou <«faux
implique vrai». Mais cette impression est trompeuse. Personne ne coniesiera, par
exemple, que I'énoncé : <« pour tout entier naturel n, n divisible par 4 implique n pair»,
soit vrai. Mais cela a pour inévitable conséquence que les deux énoncés suivants sont
vrais :

< ] divisible par 4 implique 1 pair> ;
<« 2 divisible par 4 implique 2 pair».

Les situations <« faux implique faux» et <«faux implique vrai>» étajent donc
présentes dans notre énoncé initial ; disons simplement que nous ne nous en soucions
guére.



2. S5émantique 33

Une autre remarque s'impose ici. Si on faisait un sondage parmi les
mathématiciens en les invitant 4 dire si 1'énoncé : « n divisible par 3 implique n impair »
est vral ou faux, la deuxiéme réponse remporterait siirement un succés écrasant. Car
tout mathématicien penserait avoir lu ou eniendu en fait 1'énoncé: <«tout entier
divisible par 3 est impair», et répondrait donc légitimement : c'est faux. C'est que
I'usage en mathématiques est de considérer les énoncés sous forme d'implication comme
automatiquement accompagnés d'un quantificateur universel sous-entendu. Les
exemples ne manquent pas (I'énoncé Ve >0 37> 0 (Jx-y| <p= [f(x)-f(y)| <&) est trés
couramment utilisé pour la définition de la continuité uniforme d'une fonction f, les
quantifications ¥x et Wy étant assez souvent omises, parce que considérées comme allant
de s0i ; ce qui peut expliquer les difficultés qu'ont certains étudiants & exprimer ce qu'est
une fonction non uniformément continue...). Quant & la question de notre sondage, elle
n'a, telle que nous 1'avons posée, aucun sens, tant qu'on ne sait pas quel est 1'entier n. Et
il suffit de remplacer n par 3, par 4 ou par 5 pour que l'énoncé soit vrai (il sera,
respectivement, du type «vrai implique vrai»», «faux implique faux» et «faux
implique vrai »).

Il y a une autre difficulté A propos de l'implication, c'est que les mathématiciens y
voient en général une notion de causalité, dont le calcul propositionnel ne tient, lui,
aucun compte. Si Py et P; sont deux énoncés vrais, la logique propositionnelle impose la
valeur vrai pour 1'énoncé <« P, implique P;>>. Mals un mathématicien se refusera le plus
souvent & affirmer que « P, implique P> est vral si les énoncés Py et P, sont «sans
rapport > entre eux. Est-il vrai que le théoréme de Rolle implique le théoréme de
Pythagore ? Ceux qui ne rejetteront pas cette question comme &tant absurde répondront
en général non, parce que répondre oui signifierait pour eux étre en mesure de donner
une démonstration du théoréme de Pythagore dans laguelle le théoréme de Rolle
intervienne effectivement.

Si les conflits entre l'intuition ou 'usage mathématique et les définitions que nous
nous apprétons i donner surgissent surtout A propos de l'implication, les autres
connecteurs peuvent aussi y avoir leur modeste part (la disjonction est souvent
interpréiée comme exclusive (A ou B mais pas les deux) alors que notre V ne le sera pas).

En calcul propositionnel, ce genre de questions n'est pas de mise. Nous nous
contentons de faire des opérations fort simples sur deux objets : 0 ei 1, ef le recours aux
définitions de ces opérations, c'est-a-dire 4 ce que nous allons appeler plus loin les tables
de vérité, sera notre unique point de repére.

2.2 Qu'il soit bien clair que l'intuition A laquelle nous avons fait référence ci-dessus
reste exclusivernent l'intuition mathématique. Notre propos n'est pas du tout d'invoquer
la logique <«de la vie courante» {celle qu'on nomme volontiers «le bon sens»). Les
mathématiciens n'ont pas la prétention de détenir un mode de raisonnement universel.
L'application de raisonnements mathématiques & des situations extérieures aux
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mathématiques est une démarche qu'on ne résiste pas 4 entreprendre, séduit que on est
par la rigueur de ces raisonnements, quand on les découvre. Mais le résultat n'est pas
celui que l'on a pu espérer : on a tot fait de constater que les problémes humains ne se
laissent pas résoudre par la logique mathématique. Quant aux éventuelles vertus
pédagogiques de la <« mise en situation concréte », elles sont & 1'opposé de ce que certains
pourraient attendre. Ce type de démarche ne facilite pas de fagon déterminante
I'apprentissage des régles de la logique mathématique, mais il est trés utile pour inciter
chacun de nous & la prudence, voire & 'humilité : pour apprendre le raisonnement
mathématique, étudions les mathématiques. En effet, on peut se demander si, pour
illustrer 1'équivalence entre une proposition sous forme d'implication et sa contraposée, il
est plus convaincant de prendre l'exemple (célébrissime) de <«s'il pleut je prends mon
parapluie >> comparé & <« si je ne prends pas mon parapluie, il ne pleut pas> ou celui de
<« §i n est premier, n est impair » associé A «si n est pair, n n'est pas premier ». Il suffit
d'ailleurs de faire les deux expériences pour constater que l'exemple du parapluie
provoque immédiatement, et 4 juste titre, une foule d'objections. Il n'est pas
inintéressant de remarquer aussi que la contraposée de <«s'il pleut, je prends mon
parapluie>> est, le plus souvent, énoncée sous la forme: <«je ne prends pas mon
parapluie, donc il ne pleut pas», qui ressemble beaucoup plus & une <« conjonction
argumentée » qu'a une implication. L'application de la logique mathématique & la <« vie
courante» a produit un florilége d'exemples cocasses, que tous les éléves de Daniel
Lacombe connaissent bien, et qui ont acquis une grande popularité parmi les logiciens :

» Un pére menace son fils : <¢si {u ne te tais pas, tu auras une gifle !», et lui
administre la gifle, bien que l'enfant se soit tu immédiatement ; cet homme n'est pas en
faute du point de vue de la logique mathématique : la table de vérité de = montre que,
en se taisant, 1'enfant rend l'implication vraie, quelle que soit 1a valeur de vérité de <« tu
auras une gifle>» ... (un bon pére aurait di dire : «tu auras une gifle si et seulement si
tu ne te tais pas»).

» Au vu de la tautologie n* 17 de 2.11, que faut-il penser de I'équivalence entre
«8i tu as faim, il ¥ a de la viande dans le frigo» et sa contraposée : <«cg'il n'y a pas de
viande dans le frigo, tu n'as pas faim» ?

» Quand un concours propose comme premier prix <cune voiture neuve ou un
chéque de 1000600 Francs»», pourquoi le vainqueur ne réclamerait-il pas la voiture et le
chéque, table de vérité de la disjonction & I'appui ?

On le voit, tout cela a incontestablement un aspect plaisant, mais n'aide guére &
résoudre des exercices de mathématiques en général ou de logique mathématique en
particulier. Nous laisserons donc notre parapluie au vestiaire ef resterons dans le monde
mathématique, oll il y a déja fort & faire.
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2.3 THEOREME : Pour toute distribution de valeurs de vérité §€ {0,1}P, il
existe une unique application §: F — {0,1} qui coincide avec § sur P
{c'est-d-dire prolonge ) et vérifie les propriétés suivantes :

(i) pour toute formule F :
¥-F) =1 si et seulement si §F)=0;
(ii} pour toutes formules F et G ;
8((F A G)) =1 si et sevlement 5i §F)=3G)=1;
(i) pour toutes formules F et G :
B((F v G)) =0 si et seulement 5i F}=HG)=0;
{(iv} pour toutes formules F et G :
H(F = G)) =0 si et seulement si {F) =1et HG)=0;
{v) pour toutes formules F et G :

H(F &= G)) =1 si et seulement si §F) =§G).

A Dans le but de simplifier les écritures, observons tout d'abord que les conditions
(i} & (v) peuvent s'exprimer en utilisant les opérations d'addition et multiplication du
corps & deux éléments Zf2%, auquel on identifie naturellernent l'ensemble {0,1}. Ces
conditions sont alors équivalentes 3 :

quelles que soient les formules F et G :

(i) H-F) =1+ 3F);

(i) H(F AG) =HFING) ;

(ii") H(F v 6))=BF) + BG) + KFIHG) ;

(iv') H(F = G))=1+HF) + KF)NG);

(v) H(F = G)) =1+ HF) + G).

(La vérification est immédiate).

On voit alors que la fonction & est définie par induction sur l'ensemble des
formules, ce qui garantit son existence et son unicité (lemme 1.9 ; les fonctions f, g, h, i
et j sont ici définies sur Zf2F par: pour tous x et y, f(x)=1+x, glxy)=xy,
hixy) =x+y+xy,i(xy)=1+x+xyetjixy)=1+x+y)

&

Signalons que 'identification de {0,1} avec Z/2Z est extrémement pratique ei sera
utilisée par la suite.

2.4  On peut récapituler les conditions (i') & {v') ¢i-dessus dans des tableaux que l'on
appelle les tables de vérité de la négation, de la conjonction, de la disjonction, de
l'implication et de 1'équivalence :
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F |1 G [(FAQ Fl G [(Fvo
F|-F 0 { 0 0 o | o 0
0o | 1 0o | 1 0 o | 1 1
1] oo 1| o 0 1| o 1
1|1 1 1|1 1
F| G |[(F=0 F| 6 [(Fe g
0o | 0 1 0o | o 1
0 | 1 1 0o | 1 0
110 0 1| o 0
1| 1 1 1 |1 1

Dans la pratique, on ne fera pas vraiment la distinction entre une distribution de
valeurs de vérité et son prolongement i l'ensemble des formules. On parlera de «la
valeur de vérité de la formule F pour la distribution §>» et on oubliera éventuellement la
barre sur le § indiquant qu'il s'agit du prolongement.

Si F est une formule et § une distribution de valeurs de vérité, on dira que F est
satisfaite par §, ou que & satisfait F, lorsque {F)=1.

2.5 Etant données une formule F et une distribution de valeurs de vérité & la
définition du prolongement ¥ indique clairement une méthode pour calculer F) : elle
consiste & calculer les valeurs prises par & pour les diverses sous-formules de F, en
commencant par les sous-formules de hauteur 1 {les valeurs pour la hauteur ¢ étant
précisément les données), et en appliquant autant de fois qu'il le faut les tables
ci-dessus. Par exemple, si F est 1a formule ((A = B} = (B vV (A & ())), et si § est une
distribution de valeurs de vérité telle que HA)=4§B)=0 et §C)=1, on a alors
successivement :
HA=BN=1; {(A=Q)=0; {(BVv(A=0O)))=0 et HF)=0.

Bien entendu, il peut arriver qu'il soit inutile de calculer les valeurs de 3 pour

toutes les sous-formules de F : ainsi, si on considére la formule
G=(A=2({((BA-A)V(-CAA)) = (AV(A=-B))))
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et une distribution de valeurs de vérité A qui vérifie A(A) =0, on peut conclure que
A(G) = 1, sans se préoccuper de la valeur de la sous-formule :
{(({(BA-AYV(-CAA) = (AV{A=-B)))

Dans les exemples que nous venons d'examiner, pour calculer la valeur de vérité
d'une formule, nous n'avons utilisé que les valeurs prises par la distribution de valeurs de
vérité considérée sur les variables figurant effectivement dans la formule. 11 parait clair
qu'il en va toujours ainsi :

LEMME : Pour toute formule F=F[AA,,..., Adl {ne comportant pas de
variable propositionnelle en dehors de Ay, Az ..., Ap), et toutes
distributions de valeurs de vérité A et g € {0,1}F, si X et g coincident sur
{A,Az,... Ay}, alors M(F) =u(F).

@ La démonsiration n'offre aucune difficulté, Elle se fait par induction sur les
formules.
@

26  Soit G=G[A,Az....,A;] une formule. Pour connaitre les valeurs de vérité de G
associées & 1'ensemble des distributions possibles, on voit donc qu'il suffit d'«oublier »
momentanément les variables de P qui ne figurent pas dans G, et de supposer que
l'ensemble des variables propositionnelles est {A;,Ag,...,Ap}. 11 ¥ a alors un nombre fini
de distributions de valeurs de vérité i considérer: c'est exactement le nombre
d'applications de {Ay,Az,...,An} dans {0,1}, c'est-a-dire 2" (rappelons que la notation
G[A1,Az,..-,An] sous-entend que les variables A; sont deux 4 deux distinctes). On peut
alors identifier chaque application & de {A,A,...,A,} dans {0,1} au n-uple
{(HA4),8A2),....8(Ax)) € {0,1}" et faire figurer I'ensemble des valeurs de vérité prises par
G dans un tableau, ol chaque ligne correspondra & un des 2" n-uples et comporiera la
valeur de vérité correspondante pour G. Un tel tableau, qui pourra aussi comporter les
valeurs de vérité des sous-formules de G, s'appellera table de vérité de la forrule G. Il
g'agit en fin de compte tout simplement de la table des valeurs d'une certaine
application de {0,1}" dans {0,1}.

Reprenons 'exemple donné un peu plus haut :
G =(A=({((BA-A)V(-CAAY) = (AV(A=-B)))).
Posong H=(BA-A), I=(-CAA)}, I={(A=-B), K={Hvl}), L=(AvJ)} e
M =(K & L). On a alors G = (A = M). Voici la table de vérité de G :
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A|lB|CJFA|-B|[-C|H[IT |JJ|K]L|M G
o(ofjoj1(1|1jOo|0|1]|0|1]0 1
oo (1)1 (1(o0o|@|0O|2]|0O]1]0O 1
ofr1j(o0}j1jyo | 1j1rloj1]1|1]1 1
oj1|jr1ry1r;o0;0|1/0}1]1|1]1 1
ifofojo0oj1jrjoj1r1{1(1]1 1
1jo0j1jof1|o0fOo|O(1|(O|1]|0®O 0
1i1f(fojofoj1rfojrjof1{1]1 1
1j1:110f0 | O[O0 (0|0 1|0 0

On remarquera que, avec les conventions relatives i la notation GfA1,Ag,...,A], il
n'y a pas unicité de la table de vérité d'une formule (les 4 premiéres colonnes de la table
ci-dessus peuvent par exemple étre considérées comme table de vérité de la formule -A).
Il y a cependant une table « minimale» pour chague formule, celle ot ne figurent que
les variables propositionnelles ayant au moins une occurrence dans la formule.

Mais, méme en s'en tenant A cette notion de table minimale, on peut avoir pour la
méme formule plusieurs tables qui différent par l'ordre dans lequel on y fait figurer les
n-uples de {0,1}".

Il est raisonnable de choisir une jois pour toutes un ordre particulier (parmi les
2" possibles) et de l'adopter systématiquement. Nous avons choisi l'ordre lexicogra-
phique (l'ordre «du dictionnaire») : le n-uple {a),az,...,aq} figurera dans la table avant
{b1,b2,....ba) si, pour le premier indice j € {1,2,...,n} tel que aj # bj, on a aj < b;.

Ces remarques étant faites, on ne se privera naturellement pas de parler de «la>»
table de vérité d'une formule.

. Tautologies, formules logiquement équivalentes

27 DEFINITIONS -
» Une tautologie est une formule qui prend Ia valeur 1 pour toute
distribution de valeur de vérité.
s La potation pour « F est une tautclogie> est :
FF;
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tandis que ¥ F signifie : <« F n'est pas une tautologie».
e Etant données deux formules F et G, F est logiquement
équivalente & G si et seulement si la formule (F & G) est une tautologie.
» La notation pour «F est logiquement équivalente & G» est :
FogG.

REMARQUE : On déduit immédiatement de ces définitions les deux propriétés
suivantes :

s Quelles que soient les formules F et G, on a F ~ G si et seulement
si, pour toute distribution de valeurs de vérité € {0,1}%, §(F} = §G).

» La relation binaire ~ est une relation d'équivalence sur &.
La classe d'équivalence de la formule F pour la relation ~ est notée cl{F}.

Une tautologie est donc une formule dont la table de vérité ne contient que des 1
dans sa derniére colonne, autrement dit une forrmule <« toujours vraie> . Deux formules
logiquement éguivalentes sont deux formules qui sont satisfaites par exactement les
mémes distributions de valeurs de vérité, donc qui ont méme table de vérité. Toute
formule logiquement équivalenie & une tautologie est une tautologie. Les tautologies
constituent donc une des classes d'équivalence pour la relation ~, notée 1. Les formules
dont la négation est une tautologie (que certains appellent des antilogies et d'antres des
antitautologies) constituent une autre classe d'équivalence, distincte de 1, notée O : ces
formules sont celles qui sont « toujours fausses », c'est-4-dire dont la table de vérité ne
contient que des 0 dans sa derniére colonne.

Quand on fait de la sémantique, on raisonne « 4 équivalence logique prés»>. Cela
sera justifié par I'étude de l'ensemble des classes d'équivalence pour lg relation ~, qui
sera faite un peu plus loin et complétée au chapitre 2.

Examinons maintenant 1'effet des substitutions sur les valeurs de vérité des
formules :

28 THEOREME : Soient & une distribution de valeurs de vérité, n un entier
naturel, F, Gy, Ga, ..., Ga, des formules, et A,, Ag, ..., A, des variables
propositionnelles deux & deux distinctes. Appelons A la distribution de
valeurs de vérité définie par :
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E(x) si X ﬁ { A'IaAZr‘ - aAn} i
Pour tout X € P, A(X):{

KGi) siX=A; (1 gign).
On a alors :

K a6,/ 0y 6,0, ) = A(F).

(= On raisonne par induction sur la formule F.

» 5i F est un élément de P, alors :
- ou bien F £ { AyAy,...,Aq } ; dans ce cas F¢;1“l,52;,2‘,..‘cn;,n =Fet:
HFg, a6, 00y6 14 ) = OF) = 8(F) = MF) = X{(F) ;
-oubien F=A; (1 €1 £ n); dans ce cas FGI“‘I’GZ‘“T""Gn‘“n =G;et:

E(Fc,h,,czlnz,v--,cnnn) =§Gi) = A(A;) = A(F) = A(F), par définition de X.

»S5i F=-G, et si on suppose E(GGIIAI‘GZI“Z""’GnIAn)=I(G) {hypothése
d'induction), alors :
HFo, 10,6 806,74 ) = BCE /N 6,006 f0g) =1 + WG,/ 650 0g 600, )
=1+ MNG) =3(-G) =X(F).

» Si F =(G A H), et s5i on suppose (hypothése d'induction) :
HG fa,65 Ay 6,18, } = A(G) €t HHg /a 6,08,-.60/4,) = A(H)
alors :
AF6,/n,65 Ay G olhy) = W (GG /40650806, 10 A HG /A G 006, 78,))
=BG/l h g4 g YAHG a5 Ay -G f2,) = KG)K(H) = X(G A H)) =X(F).

sles cas F=(GVH), F=(G=H) et F=(G &= H) se traitent de fagon
similaire, sans la moindre difficulté ; d'ailleurs, nous pourrions méme ne pas les prendre
en considération {voir pour cela la remarque 3.7 plus loin).
&

Qn déduit irmmédiatement de ce théoréme le résultat suivant :

COROLLAIRE : Quelles que soient les formules F, Gy, Gg, ..., Gy, et les
variables propositionnelles deux & deux distinctes Ay, Aq, ..., Aqn, si F est
une tautologie, alors la formule Fcﬂ’*rcz-“'*z-“"cn“n en est également une.
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a FEtant donnée une distribution de valeurs de vérité quelconque & en définissant la
distribution A comme dans le théoréme précédent, on a :
8(Fe /640006, 0, ) =A(F) =1,
puisque F est une tautologie.
g

29 Un autre type de substitution permet de préserver l'équivalence logique des
formules :

THEQREME : Considérons une formule F, une sous-formule G de F et une
formule H logiquement équivalente & G. Alors la formule F', obtenue &
partir de F en substituant & la sous-formule G la formule H, est
logiquement équivalente 4 F.

3] On raisonne par induction sur la formule F.

» Si F € P, alors, nécessairement, G=F et F'=H. On a hien F' ~ F,

s 51 F=-F,, alors, ou bien G=F, F'=H et on a F'~F; ou bien G est une
sous-formule de F; et, par hypothése d'induction, la formule F,'. résultat de la
substitution de H & G dans Fy, est logiquement équivalente & Fy. La formule F' est alors
la formule -F,'; elle est bien logiquement équivalente & F puisque, pour toute
distribution de valeurs de vérité § ona §F') =1+ ¥F,'} =1 + ¥F,) =§-F,} =3(F).

e 5 F={(FyAF;), alors il y a trois possibilités. Ou bien G=F, F'=H et on a
F'~F. Ou bien G est une sous-formule de F, et, par hypothése d'induction, la formule
Fy', résultat de la substitution de H 3 G dans F, est logiquement équivalente & F,. La
formule F' est alors la formule (Fy' A F3) ; elle est logiquement équivalente 4 F car, pour
toute distribution & on a HF'}=¥F,"Y8(F;) =3(F }5(F;) =3((F1 A F2)) =¥F). Le
raisonnement est tout & fait similaire dans la troisiéme éventualité, celle od G est une
sous-formule de F,.

Les cas F=(F1V¥Fy), F={Fy=F;3) et F={F, = F3) se traitent de fagon
analogue, en utilisant les relations {iii'} 4 {v') du théoréme 2.3.

2

210 En pratique, pour montrer qu'une formule est une tautologie, cu que deux
formules sont logiquement équivalentes, on dispose de plusieurs méthodes. On peut
d'abord utiliser les tables de vérité, mais cela n'est plus viable lorsque le nombre de
variables dépasse 3 ou 4. On peut aussi recourir dans certains cas & ce que 1'on pourrait
appeler une «table de vérité économique > : cela consiste 4 faire une discussion suivant
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les valeurs prises par un nombre restreint de variables ; en quelque sorte, on traite en

une fois plusieurs lignes de la table de vérité. Prenons un exemple : montrons que la

formule F suivante est une tautologie :
({(A=({(BY-OQAa~-(A=D))v{{DAa-E)v(AvO)).

Enposant: H={(A=((BV-C)A-(A=D))),et K=((DA-E)V{AVC)), ona
F =(H v K). Considérons alors une distribution de valeurs de vérité 4 Si §A) =0, alors
on voit que B{H) =1, donc aussi F}=1. Si {A) =1, alors {(Av )} =1, d'on EK} =1
et 3(F)=1.

On peut également utiliser le corollaire 2.8 et le théoréme 2.9 en se servant de
quelques tautologies « de base » (voir la liste en 2.11). Par exemple, pour montrer que
la formule G = ({~A ¥ B) v -(A = B)) est une tautologie, on utilise d'abord le fait que
les formules (~A ¥ B) et (A = B) sont logiquement équivalentes, ce qui montre que G est
logiquement équivalente & {{A = B) v ~{A = B)) (théoréme 2.9), ensuite on remarque
que cette derniére formule est obtenue en substituant la formule (A = B) 4 la variable A
dans la tautologie {A v -A), et est donc elle-méme une tautologie {corollaire 2. 8).

Bien entendu, on est assez rarement amené i détailler un tel raisonnement de
cette maniére. .

Il ¥y a aussi des méthodes purement syntaxiques qui permettent de démontrer
qu'une formule est une tautologie (voir le chapitre 4).

Enfin l'exercice 14 montre comment on peut se ramener & un simple calcul
polynomial.

Quelques tautologies

2.11  Voici une liste de tautologies courantes (qui sent autant d'exercices proposés -
sans corrigé ! - au lecteur)

(A, B et C désignent des variables propositionnelles {mais on peut, d'aprés le
corollaire 2.8, leur substituer des formules quelconques): T désigne une guelcongue
tautologie et L la négation de T, ¢'est-3-dire une formule qui prend toujours la valeur 0.)

((AAA) = A)

{(AvAYe=4)

((AAB) &= (BAA)

((AVB)&= (BVA))

({(AA(BAQ)) = ((AAB)AC))
{(Av(BVYQ))={(AvB)Vv ()
(Aa{(BYCH = ((AABYY(AAQ)])

AL e
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8. ((Av(BACH={{(AvB)A(AVQ)))
9. ((AA(AVB)=A)

10. ((AV{(AAB))=A)

11. (+(AVB)= (-AA-B))

12. (-(AAB)=(-AvV-B))

13. ((AaTy=4)

4. ((AVLi)e=A)

15, ((AAL)e=1)

16. ((AvTye=rT)

17. ((A= B} &= (-B = -A))

Ces tautologies traduisent des propriétés importantes. Les n° 1 et 2 expriment
l'idempotence de la conjonction et de la disjonction, les 3 et 4 leur commutativité, les 5
et 6 leur associativité, les 7 et 8 la distributivité de chacune d'elles par rapport & 1'autre.
Mais attention, tout ceci doit s'entendre & équivalence logique prés (c'est-a-dire que ces
propriétés sont en réalité celles d'opérations sur l'ensemble & f~ des classes d'équivalence
pour la relation ~ sur & : pour plus de détails, on pourra se reporter a l'exercice 1 du
chapitre 2). Les n° 9 et 10 s'appellent les lois d'absorption. Les n* 11 et 12 expriment les
lois de de Morgan (voir aussi le chapitre 2). La tautclogie n” 13 {respectivement : n* 14)
exprime que la classe 1 des tautologies (respectivemnent : la classe ¢ des antilogies) est
&lément neutre pour la conjonction (respectivement: pour la disjonction). La n 15
(respectivement : n* 16) exprime que la classe 1 (respectivement : la classe ) est
élément absorbant (on dit aussi zére) pour la conjonction (respectivement: pour la
disjonction). (Cela n'a rien & voir avec les lois d'absorption). La formule (-8 = -A)
s'appelle la contraposée de (A = B) et la tautologie n* 17 exprime que toute formule
sous forme d'implication est logiquement équivalente 3 sa contraposée.

Nous poursuivons maintenant notre liste avec d'autres tautologies usuelles :

18. {Av-A) 19. (A= A)

20. (A =3 A) 2. (A S=A4)

2. (A= (AvB)) 23. ((AAB)Y=A)

24. (((A=B)AA)=B) 25. (((A=B)A-B)=-A)

26. (A= A)=A) 27. ((FA=A)e=A)

28. (FA=(A=B)) 20. (Av(A=B))

30. (A= (B=A)) 3. {((A=8Aa{B=20Q)=HA=0)
32. ((A=B)v(C=A)) 33 ((A=8)v(-A=B))

3. ({(A=B)v(A=-B)) 3. (A=8)=2{(B=20=2A=0))

36. (A= ("B = (B=A))) 37. ((A=B)=(((A=C)=B)=B))
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D'autre part, dans la liste ci-dessous, les formules qui se trouvent sur une méme
ligne sont deux & deux logiquement équivalentes.

38. (A=8B), (-AvB) , (-B=-A)} , (AAB)Y==4A), ((AVB)=B)
39. -(A=B), (AA-B)

40. (A+=B), ((AAB)V(-AA-B)) , {(FAVB)A(-BVA))

4l. (A=B), ((A=BA(B=A)) , (-A=-B), (B=A)

42. (A=18B), ((AvB)=(AAB))

43 ~(A=B),{Ae=>-B), (F-A=18)

4. A, A, (AANA), (AVA), (AV(AAB)) , (AA(AVE))

45. A, PA=A), ((A=B)=A), ((B=A)A(B=A))

6. A, (AraT), (Avy , (A1), (T=A)

47. A, (A=-A) , ((A=B)A(A=-B))

48. ~A , (A=1) , (A=1)

49. 1, (AAL) , (Ae==-A)

50. v, (AvVT), (A=1), 1=A)

51. (AAB), (BAA), (AA(-AVB)) , (A= -B)

52. (AvB), (BVA), (Av(-AAB)), (FA=B), ((A=8)=18)
53, (A=(B=C)), ((AaB)=0) , (B=(A=0Q) , {(A=B=A=Q)
5. (A=(BAQ)), (A=B)a(A=Q)

55. (A=(BvC)), (A=B)v{(A=(Q)

5. ((AAB)=C), (A=0)v(B=C)

57. ((AvB)=C), (A=0a(B=0)

58. (A=(B=Q), (A=B=Q).

On retiendra des lignes 54 4 57 qu'il n'y a pas distributivité de 'implication par
rapport a la conjonction ou i la disjonction. On voit qu'il y a cependant distributivité &
gauche (54 et 55), c'est-3-dire lorsque le A ou le ¥ se situent & droite du =. Dans le cas
ou 1'un ou l'autre se situe & gauche de =, on remarque qu'il y a une sorte de fausse
distributivité, le A (respectivement : le ¥) étant transformé en v (respectivement : en A)
aprés sa « distribution > (56 et 57}. Il convient en tous cas d'étre vigilant en manipulant
des formules de ce type.

2.12  Or se permettra désormais les abus d'écriture suivants :

s D'une fagon générale, on s'autorisera en écrivant une formule i omettre
les parenthéses extrémes. Cette convention suppose que ces parenthéses soient
automatiquement rétablies dés que la méme formule apparait comme sous-formule
(stricte) d'une autre formule: par exemple, on acceptera de considérer la formule
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F=A B, puis la formule F=-C, mais ceite derniére s'écrira évidernment
(A+=B)= -~Cetnonpas A= B=-C.
e Quelles que soient les formules F, G et H,
la formule ({F A G) A H) sera notée (F A G AH),
la formule ({F v G) ¥ H) sera notée (F ¥ G v H}.
On pourra aussi, appliquant la convention précédente, écrire FAG A H ou
FvGvH.
» Plus généralement, pour tout entier naturel non nul k, si Fy, Fy, ..., Fx
sont des formules, on représentera par
FyAFaA .. AFy
la formule {{...(Fy A F2) A F3} A ... A Fi) (qui commence par k - 1 occurrences du symbole
de parenthése cuvrante). On fait bien sir une convention analogue pour la disjonction.

® Si | = {iy,iz,...,ik} est un ensemble fini non vide d'indices et si Fil’ Fiz, vy

F;k sont des formules, la formule FH AF; GA A Fik sera également notée :

1{1\ i
(lire : <« conjonction pour j appartenant 4 [ des Fj»).

On remarquera qu'il ¥ a dans cette notation une ambiguité relative & l'ordre des
indices de I'ensemble |, que 'on doit fixer pour que 1'écriture ait un sens. Le choix de cet
ordre n'a en fait aucune importance, tant qu'on ne se préoccupe que de sémantique, vu la
commutativité de la conjonction.

De la méme maniére, la formule Fi' v Fi2 V..V Fik §'écrira en abrégé -
VE.
jel Fj
(lire : <« disjonction pour j appartenant & | des Fy»),
Bien entendu, on aura aussi des variantes, telles que
un ensemble {ini de formules), dont la signification est claire.

VA p
Khkn Gk ou pex F (X étant

En fait, décider, par exemple, que 1'écriture A ¥ B ¥ C représentera la formule
((A v B} v C) résulte d'un choix arbitraire. On aurait pu aussi bien opter pour la formule
(Av{BvC)) qui est logiquement équivalente & la premiére. C'est l'associativité de la
conjonction et de la disjonction {n* 5 et n* 6 de 2.11) qui nous a conduits 4 supprimer
les parenthéses, sachant que, quelle que soit la fagon de les rétablir, on obtient une
formule de 1a méme classe d'équivalence. (Dans 1'exercice 16, on comprendra pourquoi il
est imprudent de faire les abus d'écriture analogues dans le cas de <=, qui semble
pourtant, d'aprés le n® 58 de 2.11, s'y préter aussi bien que A et ¥).
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3. FORMES NORMALES
SYSTEMES COMPLETS DE CONNECTEURS

Opérations dans {0,1} et formules

3.1 Nous supposerons, jusqu'en 3.5 inclus, que l'ensemble P des variables
propositionnelles est un ensermnble fini & n éléments {(n 2 1) :
P ={AAz...,An}.
Ceti nous permet de considérer que toute formule F € 3 a ses variables parmi A,
Az, ..., Aq (et d'écrire donc F =F[A,Ag,....,An]).

NOTATICONS :

» Pour chaque n-uple {(£1,€2,....£q} € {0,1}" nous appelons 65152....;" la distribution
de valeurs de vérité définie par 6‘1‘2“'%(Ai) =g; pour tout i € {1,2,...,n}

# Pour chaque variable propositionnelle A et pour chaque élémert ¢ € {0,1}, nous
notons €A la formule égale AAsie=1et & ~Asie=0.

¢ Pour chaque formule F, nous désignons par A(F) I'ensernble des distributions de
valeurs de vérité qui satisfont F :

AF)={ée {0,1}F; §F)=1}.

Pour chaque formule F, on définit une application ¢ de {0,1}" dans {0,1} par :

or{e1E2,.vEn) = M(F}.

L'application @r n'est donc rien d'autre que celle qui est définie par la table de
vérité de F. Nous nous permettrons de commettre le petit abus de langage consistant &
dire que ¢F est la table de vérité de F.

On remarque que deux formules F et G sont logiquement équivalentes si et seule-
ment si @r = g. Cela signifie trés précisément que l'application F v ¢ (de ¥ dans

n
{0,1}({0’1} )] est compatible avec la relation ~; on voit aussi que cette application
n'est pas injective {par exemple, pour toute formule F, on a: @prf = 9F), mais que

l'application qu'elle induit, de ¥/~ dans {0,1 }({0'1}") {application cl(F) s @§) est,
elle, injective (rappelons que cl{F) désigne la classe d'équivalence de la formule F pour la
relation ~). Cela montre que le nombre de classes d'équivalence pour la relation ~ sur &
est au plus égal au nombre d'applications de {0,1}" dans {0,1}, c'est-a-dire & 22"
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3.2 Reste a savoir 8'il y a exactement 22" classes de formules ou 'l y en a moins. En
d'auntres termes, l'application Fr— ¢ est-elle surjective 7 Ou encore: est-ce que la
table d'une quelconque application de {0,1}" dans {0,1} peut éire regardée comme table
de vérité d'une certaine formule ?

La réponse & ces questions est positive, comme nous allons le voir avec le prochain
théoréme. La preuve de ce théoréme nous fournira une méthode explicite pour trouver
une formule connaissant sa table de vérité

LEMME 1 : Quel que soit le n-uple (€1,€2,...,&4) € {0,1}", l2 formule

A
1K k<n ExAk

est satisfaite par la distribution de valeurs de vérité 65152...50 et

uniguement par celle-14.

(Avec nos notations, cela s'écrit : A(K{}n ExAK) = {63152"‘% 1)

& Pour toute distribution de valeurs de vérité X, on a A( Ef ) =1 si el

N
[[474]
seulement si, pour chaque k € {1,2,...,n}, AexAx) =1, ce qui équivaut aussi, vu la
définition de 65152.‘.511, & : pour chaque k € {1,2,...,n}, A{Ax) = 6EIEZ"'En(Ak)’ c'est-a-dire

AA= ey,

&

LEMME 2 : Soit X un sous-ensemble non vide de {0,1}" et soit Fyx la
formule :

N e
(€y,€2,- . .,Ent €X (1(i<n £ihi).

Alors 1a formule Fy est satisfaite par les distributions de valeurs de
verité 651.:2.‘{“ telles que (£1,£2,....€a) € X et uniguement par celles-1a.

{Avec nos notations : A{ (€12, |<{>n eihi)) ={ fe ey, 3 (€1,€2, €0} € X))

.wznle)((



48 Chapitre 1. Caleul propositionnel

4] Pour toute distribution de valeurs de vérité X, on a X{Fx) =1 si et seulement si il
existe un n-uple (€,,€2,....6q) € X tel que X(l< iCn €iA;) =1, ce qui, d'aprés le lemme 1,
équivaut &: il existe un n-uple (€,62,...,£4) € X tel que A=6E'gz...5“, c'est-3-dire 4 :
A€ {6‘152'"‘.1 i (61,62, £} EX }

@

THEQREME : Pour toute application y de {0,1}" dans {0,1}, il existe au
moins une formule F telle que gr = .

{Autrement dit : toute application de {0,1}" dans {0,1} est une table de vérité).

] Donnens nous une application o de {0,1}" dans {0,1}.
s 5i elle ne prend que la valeur 0, alors elle est la table de vérité, par exemple, de la
formule F = (Ay A ~A4).
# Dans le cas contraire, 1'ensemble
X =@ {1}] ={(en€2,..-.€a) € {0,1}" ; € 1,€2,....80) = 1}
est non vide, et, en vertu du lemme 2, la formule :

Fx (N, €49

est satisfaite par les distributions de wvaleurs de vérité 65152.,‘5" telles que

T ey e3,. .. &) €X

HEpE. . En}y=1 et par celles-13 seulement. En d'autres termes, pour tout n-uple
(€2 sEn) € {0,1}", 0n a
Ee,ez---sn(Fx) =1 si et seulement si p(€),€2,--.,6n) =1.

Cela signifie justement que ¢ est la fonction Py table de vérité de la formule Fy.

On voit ainsi qu'il y a 22° classes de formules sur un ensemble de n variables
propositionnelles, correspondant aux 22" tables de vérité possibles.

33 Les applications de {0,1}® dans {0,1} sont parfois appelées connecteurs
propositionnels & n places. On voit qu'il n'y a pas d'inconvénient 3 identifier un tel objet
et la classe de formules qui lui est naturellement associée.

Dans les cas n=1 et n =2 que nous allons examiner en détail {et qui conduisent
respectivement 4 4 et 16 tables de vérité), on retrouvera parmi les dénominations
usuelles de ces connecteurs & une ou deux places des noms déja utilisés pour désigner les
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symboles de connecteur. Ainsi par exemple, V désigne en méme temps le symbole de
connecteur et la classe d'équivalence de la formule (A, v A;), ou encore I'application
correspondante de {0,1}2 dans {0,1}.

Les deux tableaux ci-dessous présenteni tous les connecteurs propositionnels 3
deux et & une places (¢ & g et ¥y & ¥). Les premiéres colonnes donnent les valeurs de
chaque application en chaque point de {0,1}% ou de {0,1}. La colonne qui suit donne une
formule appartenant & la classe d'équivalence correspondante. Enfin, la derniére colonne
comporte éventuellement le symbole courarmment utilisé pour représenter le connecteur
ou sa dénominatior usuelle.

VALEURS DE 5
: EXENPLE DE FORMULE Ugﬁgif:“;éON_
£ 0| 0| 1] 1] ADMETTANT gp; CONME ¢i
TABLE DE VERITE
Egq ol1]0]1 SYMBOLE NOM
wi{er,ezd] o |0 (0|0 (A A ~Ay) ¢ FAUX
Pz{EhEz) 0 0 0 1 (A] A Az] A ET
p3(er,exd] 00| 1|0 (A = Ay) & N'INPLIQUE PAS
P4(E|,52) 0 0 1 1 A|
ps(er,e2)f 0 | 110 [0 (A = Ay) 4#—
pe(€r,2){ 0 | 1 |0 [ 1 Ay
prlev,e) 0| 1|1 |0 (A =AY &= |MoN EQuIvALENT
PS(E|,52) 0 1 1 1 (A] v Az) A) ou
BARRE DE
PQ(Eh‘EZ) 1 0 0 0 -'(Al v AZ) * SHEEFER "ou"
pro(er,g2)f 1 |0 | 0|1 (A = A) = EQUIVAUT A
pra(er,e2) 1|0 110 ~Ay
praer,e2)) 1| 0| 1|1 (A2 = 4) =
pr3{e,e2)| 1|11 0| O -h,
914(51,52) 1 1 0 1 (A\] =] Az) = IMPLIQUE
BARRE OE
prs{er,e2)) 1 (1] 1 {0 (A A Ag) A SHEFFER "ET"
prsler,e2}] 1 | 1] 1] 1 (A v ~Ay) 1 vRAI

Les connecteurs a deux places
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YALEURS DE ;‘J; EXEMPLE DE FORMULE DESIGNATION
ADMETTANT #; COMME USUELLE
£y 0|1 TABLE DE VERITE DE ¥
¢|(E|) 0 0 (A| A ﬂpq) ¢ (F!\UX)
Pa(eq)| 0| 1 A, I DENTITE
vale ) L | O Ay - (NoN)
ﬁ‘(el) 1 1 {A] ¥ _|A'|) 1 (VRﬂl)

Les connecteurs & une place

Formes normales

34  Le théoréme 3.2 a des conséquences importantes. Donnons avant de les examiner
des définitions :

DEFINITIONS :
1) Une formule F est sous forme normale disjonctive (FND} si et seulement
si il existe :

- un entierm > 1,

- des entiers kg, ky, ..., km 2 1,

- pour chaque i€ {1,2,...m}, k; variables propositionneiles: By,
Biz; ey Biki et ki éléments €5y, Eiz, .-y E;ki de {0,1},

tels que :

F \ém (B AeBi A AikBik).

=1<i

2} Une formule F est sous forme normale disjonctive canonique {FNDC) si
et seulement si il existe un sous-ensemble non vide X de {0,1}" tel que :

ANY
(€y,€2,. .- ,Ent €X (I(i(n £ifi).
3) En échangeant les symboles de disjonction et de conjonction dans les
parties 1) et 2}, on obtient respectivement les définitions de formule sous
forme normale comjonctive (FNC) et de formule sous forme normale

conjonctive canonique (FNCC).
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Ces définitions appellent quelques remarques. Tout d'abord, on voit qu'une forme
normale disjonctive cano'nique est un cas particulier de forme normale disjonctive (celui
o chaque k; est égal & n, ol pour chaque i € {1,2,...,m} et chaque j € {1,2....,n}, B;j = A;j
et ot les m n-uples (£i1,€i2,----Ein) s0Nt deux & deux distincts, ce qui, soit dit en passant,
oblige m & étre au plus égal & 2").

D'autre part, en examinant la démonstration du théoréme 3.2, on voit que, étant
donnée une application ¢ de {0,1}" dans {0,1}, distincte de l'application nulle, il existe
une formule F sous forme normale disjonctive canonique, telle que pr = p. (La formule
Fx que nous avions considérée est bien sous FNDC). On en déduit aussi une sorte
d'unicité pour les formes normales disjonctives (ou conjonctives) canoniques, en ce sens
que deux formes normales digjonctives (ou conjonctives) canoniques qui sont
logiquement équivalentes ne peuvent différer que par «l'ordre de leurs facteurs». Plus
précisément, si les formules :

€iA7) et

A V A pa
(€1,€3,. . . ,€n) €X (ICi(n LTI PR PO A § (1( ign q'A')

sont logiquement équivalentes, alors les sous-ensembles X et Y de {0,1}" sont identiques.
L'analogue est évidernment vrai pour les formes conjonctives.

35  Ces remarques nous conduisent au théoréme de forme normale suivant :

THECREME : Toute formule est logiquement équivalente & au moins une
formule sous forme normale disjonctive et & au moins une formule sous
forme normale conjonctive.
Toute formule qui n'appartient pas 4 la classe 0 est logiguement
+ équivalente 4 une unigque formule sous FNDC; toute formule qui
n'appartient pas & la classe 1 est logiguement équivalente & une unique
formule sous FNCC, 'unicité s’entendant « & I'ordre des facteurs prég».

3] Soit F une formule.

» Si F est une tautologie, elle est logiquement équivalente & A, ¥ ~A, qui est aussi
bien une FND qu'une FNC.

#.8i -F est une tautologie, ¥ est logiquement équivalente & A; A ~A; qui est une
FND et une FNC.

o Dans les antres cas, on vient de rernarquer que F est logiquernent équivalente &
une formule sous FNDC. Mais c'est également vrai pour -F, ce qui fait qu'il existe un
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sous-ensemble non vide X de {0,1}" tel que :

N e
€162, - Bn) €X (i<'idn EiR3)-

_lFN

On a donc :
Fonmf - _l((El,Ez‘-\-/-,En] €X (1({<\n EiAi)) ~ (el,ez,(.\‘,enl eX (IC}{n -‘EiAi)
{lois de de Morgan). La derniére formule, pour peu qu'on y supprime les doubles
négations, nous donne une FNCC.
La deuxiéme partie du théoréme découle clairement de la premiére et des
remarques qui précédaient.
%

On pourra donc parler de «la FNDC s d'une formule, lorsque celle-ci n'est pas
une antilogie, et de «sa FNCC»>, lorsque ce n'est pas une tautologie.

Le théoréme de forme normale fournit aussi une méthode pratique pour obtenir, &
partir d'une formule dont on connait la table de vérité, sa FNDC et sa FNCC,
lorsqu'elles existent. Ainsi, par exemple, la formule :

G=(A=(({(BA-A)V{(-CAA) = (AV(A=-B))])
dont nous avons donné la table de vérité (2.6) est satisfaite par les distributions (0,0,0},
0,6,1), (0,1,0), (0,1,1), (1,0,0) et {1,1,0), tandis que -G est satisfaite par (1,0,1) et
(1,1,1). On en déduit la FNDC de G :

(FAA-BA-C)V(-AA-BAC)V(-AABAAQ)V
(FAABAC)V(AA-BA-C)V(AABA-C),
puis la FNDC de -G :
(AA-BAC)V(AABACQ),
et enfin la FNCC de G :
(FAVBVY-C)A (A YV -B YV Q).

Signalons que les formules du type £;A; sont parfois appelées des littéraux
(essentiellement par les informaticiens), que les formules du type k¥ By (c'est-a-dire
les disjonctions de littéraux) s'appellent souvent des clauses et que les formes normales
conjonctives s'appellent alors des formes clausales. Nous retrouverons cette terminologie
au chapitre 4.
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Systemes complets de connecteurs

3.6  Une formule qui est sous FND ne fait pas intervenir de symbole de connecteur
autre que -, A ou V. On déduit donc du théoréme 3.5 que toute formule est équivalente i
au moins une formule dans laquelle seuls ces symboles apparaissent éventuellement.

Cette propriété peut aussi étre traduite en termes de connecteurs propositionnels,
C'est-3-dire d'opérations dans {0,1} :

LEMME : Pour tout entier m 3 1, toute application de {0,1}™ dans {0,1}
peut s'obtenir par composition des applications ~ (de {0,1} dans {0,1}), A
et v (de {0,1}? dans {0,1}}.

8 Soient m un entier naturel non nul et ¢ une application de {0,1}® dans {0,1}.
Choisissons une formule £ admettant ¢ comme table de vérité et écrite sans autre
symbole de connecteur que -, A et ¥V {par exernple une formule sous FND}. L'arbre de
décomposition de F nous donne alors une composition d'applications prises parmi les
applications -, A et ¥ qui coincide avec la fonction . Sans entrer dans des détails
inutilement lourds, contentons-nous d'examiner un exemple.

L'application ¢ de {0,1}3 dans {0,1} qui prend la valeur 0 en {1,0,1) et {1,1,1) et
la valeur 1 pour les six autres triplets de {0,1}° est, comme nous 'avons déja vu plus
haut, la table de vérité de la formule

{(-AVBVY-CY}Aa{-AvV-BVvV-).

(Nous avons choisi ici la FNCC, bien plus courte que la FNDC, et écrite elle aussi avec
les seuls symboles -, A et V).

L'écriture véritable de cette formule est :

(({(=A v B) v -C) A ({(~A v-B) v -O)).
On en déduit que, pour tous éléments x, y et z de {0,1}, on a
(P(W:Z) = A(V(V{-x,y),-z),V(V(-x,-y),-z))

{expression dans laquelle -, A et V désignent cette fois les opérations dans {0,1}).

On voit donc que les opérations -, A et V engendrent toutes les opérations {& un
nombre quelconque de places) sur {0,1}.
&

3.7  On exprime la propriété qui vient d'ére mise en évidence en disant que {-,A,V}
est un systéme complet de connecteurs.
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DEFINITION : On appelle systéme complet de connecteurs toul ensemble
de connecteurs propositionnels permettant d'engendrer, par composition de
ses éléments, tous les connecteurs propositionnels.

Un systéme complet de connecteurs est dif minimal lorsqu'aucun de
ses sous-ensembles stricts n'est un systéme complet de connecteurs.

L'ensemble {-,A,V} n'est pas un systéme complet minimal. En effet, 3 toute
formule F ne comportant pas d'autre symbole de connecteur que -, A et V, on peut
associer une formule logiquement équivalente qui ne comporte plus que les symboles de
connecteur - et V : il suffit de substituer & chaque sous-formule de F de la forme (H A K)
la formule logiquement équivalente -(-H ¥ -K), recommencant 1'opération autant de fois
que c'est nécessaire pour éliminer tous les A. Ceci démontre que {-,V} est un systéme
complet de connecteurs, stricternent inclus dans {~.A,v}.

L'ensemble {-,V} est, lui, un systéme complet minimal. Il suffit pour s'en assurer
de vérifier que {-} et {V} ne sont pas des systémes complets. Les formules ou ne figure
pas d'autre symbole de connecteur que - sont les formules du type ~...~A {une variable
propositionnelle précédée d'un nombre fini, éventuellernent nul, d'occurrences du
symbole -). Une formule de ce type est logiquement équivalente soit & A, soit & -A, et il
est clair qu'il y 2 des formules (par exemple (A AB)) qui ne sont logiquement
équivalentes & aucune formule de ce type. "Ainsi, {~} n'est pas complet. Pour ce qui
concerne {v}, observons que toute formule faisant intervenir le seul symbole de
connecteur V est satisfaite par la distribution de valeurs de vérité & définie par §(X) =1
pour toute variable propositionnelle X. Cela se démontre par induction sans difficulté
{exercice 20). On en déduit que la formule -A, qui prend, elle, la valeur 0 pour &, n'est
logiquement équivalente & aucune des formules utilisant le seul symbole de connecteur V.
Donc {v} n'est pas complet,.

On verra dans 'exercice 15 que chacun des deux connecteurs « barre de Sheffer >
(4 et ¥) a la propriété de constituer & lui tout seul un systéme complet de connecteurs.
On y montrera aussi que, parmi les connecteurs & une ou deux places, ce sont les seuls
qui aient cette propriété.

REMARQUE : Supposons que nous voulions démontrer, par induction, qu'une certaine
propriété &(F) est vraie pour toute formule F € #, et supposons que cette propriété soit
compatible avec la relation ~ (c'est-i-dire que toute formule logiquement équivalente i
une formule qui posséde la propriété ¥ la possede aussi). Nous pouvons alors exploiter le
fait que {-~,v} est un systéme complet en nous limitant, dans la démonstration par
inductior, aux étapes d'induction relatives & — et & V. §i nous prouvons que F(F) est
vraie lorsque F est un élément de P, et que, chaque fois que Z(F) et &(G) sont vraies,



4. Lemme d'interpolation 55

alors {-F) et F((F ¥ G)) le sont aussi, cela nous assurera que la propriété .F est vraie
pour toutes les formules qui ne font pas intervenir de symbole de connecteur autre que -
et V. Soit alors H une formule quelconque de F. Puisque {-~.v} est complet, H est
logiquement équivalente & au moins une formule K écrite avec ces seuls connecteurs.
F(K) est alors vraie, et comme % est compatible avec ~, F(H) l'est aussi. Bien entendu,
cette remarque s'applique aussi bien A tout autre systéme complet de connecteurs.

A titre d'exemple, notons que, dans la démonstration du théoréme 2.8, nous
pouvions légitimement nous dispenser des étapes relatives 3 ¥, =3 et <, grice i la
remarque que nous venons de faire {car {-,A} est un systéme complet), & la compatibilité
de la propriété i démontrer avec ~ (qui est évidente}, et moyennant la vérification {tout
aussi simple) du fait que la complétude du systéme {-,¥} se démontre sans recourir au
théoréme 2.8 (sans quoi nous tournerions en rond !).

4. LEMME D'INTERPOLATION

41 LEMME : Soient F et G deux formules n'ayant aucune variable
propositionnelle en commun. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. La formule (F = G) est une tautologie.
2. L'une au moins des formules -F et G est une tautologie.

B8 {1 est clair tout d'abord que la deuxiéme propriété implique la premiére : pour
toute distribution de valeurs de vérité 4, on a §{G) =1 si G est une tautologiec et HF) =0
81 -F en est une. Dans les deux cas, H{F = G} =1.

Supposons maintenant que la propriété 2. soit fausse. On peut choisir alors une
distribution de valeurs de vérité A telle que AM-F)=0, c'est-i-dire A(F)=1, et une
distribution de valeurs de vérité g telle que p{G) =0. Définissons une distribution de
valeurs de vérité § en posant, pour chaque variable propositionnelle X,

& A(X) si X aau moins une occurrence dans F ;
X)={

s{(X} si Xn'a aucune occurrence dans F.
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Comme, par hypothése, aucune variable ayant au moins une occurrence dans G
ne peut avoir d'occurrence dans F, on voit que é coincide avec A sur 'ensemble des
variables de F et avec g sur I'ensemble des variables de G. On en déduit (lemme 2.5} que
HF) = AF) =1 et que &G) = g(G) =0, et, par suite, que &(F = G)) =0. La propriété 1.
est donc mise en défaut.

B

4.2 Le résultat suivant est connu sous le nom de lemme d'interpolation :

THECREME : Sofent n ur entier non my, Ay, A, ..., A, des variables
propositionnelles deux & deux distinctes, et F et G deux formules ayant A,,
Aj, ..., A, comme variables propositionnelles communes. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La formule (F = G) est une fautologie.

2. Il existe au moins une formule H, ne contenant aucune variable
propositionnelle en dehors de Ay, Aq, ..., Ay, telle gue les formules

(F=H)et (H=G)

soient des tautologies.

{Une telle formule H est alors appelée une interpolante entre F et
G).

8 Supposons F* (F = H) et ¥ (H = G), et considérons une quelconque distribution
de valeurs de vérité & Si §(H)Y=0, alors §F)=0 (parce que &(F =H))=1); si
&H) =1, alors §(G) =1 (parce que &(H = G)) =1}. Dans les deux cas, (F =G))=1,
ce qui démontre la propriété 1.

Pour démontrer la réciproque, nous allons, supposant F* {F = G), raisonner par
récurrence sur le nombre de variables qui ont au moins une occurrence dans F, sans en
avoir dans G.

« S ce nombre est zéro, alors en posant H =F, on obtient clairement une formule
n'avant aucune variable propositionnelle en dehors de Ay A, ... ,A, et telle que
P (F=H)et F{H=G).

¢ Supposons (hypothése de récurrence) que la propriété 2. soit vraie pour les formules F
qui ont au plus m variables ne figurant pas dans G, et examinons le cas ol il y en a
m + 1. Appelons By, By, ..., By, By les variables de £ qui ne figurent pas dans G. Avec
nos conventions, on a donc F = F[A;,As,...,An,B1,B2,...,BeBmu]-

Fosons Fi=F[A,Az,...,Ap,B1,Ba,....BrAy] = F;.l;fg“"1

et F[l = F[AhAZ:'--vAI'I:BhBZv-':Bﬂh-'A'Il = F"ﬁ.l."‘ﬂ

m+]
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Remarquons que, étant donné que Bp,y ne figure pas dans G, le résultat de la
substitution de la formule A; & la variable Bp,y dans la formule {F = G) est la formule
(Fi = G), et le résultat de la substitution de la formule -A, i la variable B,y dans la
formule (F = G) est la formule (Fp = G). Avec le corollaire 2.8 et notre hypothése, on
conclut que {Fy= G) et {Fo=G) sont des tautologies, ainsi donc que la formule
((F1= G) A (Fe= G)) et que la formule

{{(F1 v Fo) = G)
{voir le n> 57 dans notre liste du 2.11).

Les variables de la formule (F, ¥ Fg) sont parmi A, A;, ..., An, By, By, ..., B On
peut donc appliquer notre hypothése de récurrence et trouver une formule H qui soit une
interpolante entre (Fy v Fg) et G, ¢'est-4-dire qui ait ses variables parmi Ay, Ay, ..., Ap et
soit telle que

B ((F1vFg)=H)et ¥ (H=G).

Nous allons maintenant montrer que (F={(F,VFy)) est également une
tautologie. Ceci achévera la démonstration puisque nous pourrons conclure {avec la
tautologie n* 31} : F* (F = H}, ce qui fera de H une interpolante entre F et G.

Soit donc & une distribution de valeurs de vérité qui satisfait F. On a (théoréme

2.8):
- ou bien &A() = §Bmus), et dans ce cas &Fy) = §F) =1,
- ou bien &A) # &Bms1), et alors #Fp) = §(F)=1.
Dans tous les cas, &(F, ¥ Fg)) =1. On a bien P (F = (F, ¥ Fy)).
]

Théoréme de définissabilité

43  Voici un corollaire du lemme d'interpolation, le théoréme de définissabilité :

THEOREME : Scient A, B, A, Az ..., Ay des variables propositionnelles

deux 4 deux distinctes et F=F[AAA,,...,A] une formule (dont les

variables sont donc parmi A, Ay, Aa, ..., Ax). On suppose que la formule :
({F[A,ALA,....A A F[BALAL..,A) = (A = B))

est une tautologie. Alors il existe une formule G = G[A,A,,...,A¢], dont les

variables sont seulement parmi Ay, A,, ..., Ay, telle que la formule -

(F[A.A,A,....Al) = {A = G[ALA2.. ., AL))
s0it une tautologie.
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Intuitivement, I'hypothése dit que la formule F[A,A,A,,...,Ay] détermine la valeur
de A en fonction de celles de Ay, Ay, ..., Ak, en ce sens que toutes les distributions de
valeurs de vérité qui satisfont F et qui prennent la méme valeur en Ay, Az ..., Ay,
prennent aussi la méme valeur en A ; la conclusion est que cette valeur en A est celle que
prend une certaine formule G[Ay,Ag,...,Ax] qui ne dépend pas de A et qu'on pourrait
appeler une <« définition de A modulo F »». L'exercice 18 propose une démonstration de ce
théoréme qui s'inspire directement de cette intuition. Nous allons ici nous contenter
d'appliquer le lemme précédent.

@ En tenant compte, notamment, des n* 41, 53 et 54 de notre liste du 2.11,
I"hypothése nous conduit successivement aux tautologies suivantes :

F ((F[AA1,Az,...,Ad A F[BALA,,. A} = (A= B)),

P ({((F[A,A, Az, A A F[B,ALA,,... . A} A A) = B),

F {((F[AA1.Az,....,AK] A A} AF[B AL Ay, Al]) = B),

P ((F[AALAz... . A A A) = (F[B,AA;,...,A) = B)).

Le lemme d'interpolation nous fournit alors une interpolante G[Aq,A,,...,Ay] entre
{F[A.Ay,Ag,...,A] A A) et (F[B,Ay,A,,...,Ac]) = B). On a donc en particulier :

F (F[AALAL,...,A A A) = G)

et par suite :
(o) F (F[AALAL,. .. A = (A= G)).
D'autre part :
F (G = (F[B,Ay,Az,...,Al]) = B)),
d'oi : P {(G A F[B,A1Az.. ,A) = B),

F ((F[B,Ay,Az,...,Ak) A G) = B),
P (F[B,A1Az,....A)) = {(G=B)).
Le résultat de la substitution de A & B dans cette derniére formule est encore une
tautologie (corollaire 2.8} -
(we) F (FIAALA2,... A]) = (G = A)).
Les propriétés (e} et (ee) et les n® 41 et 54 du 2.11 nous donnent enfin :
F {F[AALA2. LAY = (A &= G)).
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5. THEOREME DE COMPACITE

Satisfaction d'un ensemble de formules

51  DEFINITIONS : Spoient £ et £ deux ensembles de formuiles du caleul
propositionne! sur l'ensemble de variables propositionnelles P, G une
formule et 8 une distribution de valeurs de vérité sur P.

— 6 est satisfait par & {ou § satisfait .€) si et seulement si &
satisfait toutes les formules qui appartiennent 3 %.

— £ est satisfaisable (ou consistant, ou nmon coniradictoire} si et
seulement si il existe au moins une distribution de valeurs de vérité qui
satisfait .

— £ est finiment satisfaisable si et seulement si tout sous-ensemble
fini de € est satisfaisable.

— € est contradictoire si ef seulement si il n'est pas satisfaisable.

— G est conséquence de € (ce que 'on note : A G) si et seulement
si toute distribution de valeurs de vérité qui satisfait € satisfait G.
(La notation pour « G n'est pas conséguence de A&» est : AP G)

— £ et B sont équivalents si et seulement si toute formule de € est
conséquence de @ et toute formule de 2 est conséquence de .

Par exemple, considérons des variables propositionnelles deux & deux distinctes A,
B, Ay, Ay, ..., Aq, ... : 'ensemble {A,B,(~A v B)} est satisfaisable ; {A,-B,(A = B)} est
contradictoire ; 'ensemble vide est satisfait par n'importe quelle distribution de valeurs
de vérité (si ca n'était pas vral, on pourrait trouver une distribution & et une formule
F € § telles que &F) =0 ; mais une telle performance est clairement irréalisable...). On a
{A.B} P (A A B), {A(A = B)}F* B. Les ensembles {A,B} et {(A A B)} sont équivalents,
de méme que les ensembles :

{ALAzAm. et {ALAT A Ag AV A Bg AL A A}

5.2 Le lemme suivant énumére un certain nombre de propriétés qui découlent de ces
définitions. Presque toutes en sont des conséquences immédiates. Le lecteur débutant
s'exercera avec profit & faire soigneusement toutes les démonstrations. Nous nous
contenterons de prouver les trois propriétés repérées par deux points ()} au lieu d'un.
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LEMME : Quels que scient les ensembles de formules £ et &, les entiers m
et px1 et les formules G, H, Fy, Fa, ..., Fn et Gy, Ga, ..., Gp, les propriétés
suivantes sont vérifiées :

o £ Gsiet seulement si £ U {-G} est contradictoire.

» 5i £ est satisfaisable et si B C £, alors & est satisfaisable.

o Si £ est satisfaisable, alors £ est finiment satisfaisable.

e 5i 4 est contradictoire et si A4 C &, alors & est contradictoire.

» Si £ Getsi £C 2, alors 2P G.

* AU {G) P H si et seulement si 4 F (G =H).

o AP (G AH)si et seulement si S Get £HFH.

o {Fy,Fa....Fo} ¥ G si et seulement si F* ((Fy A F2 A ... A Fg) = G).
. * G est une tautologie si et seulement si G esi conséquence de
l'ensemble vide.

o G est une tautologie si ef seulement si G est conséquence de
n'importe quel ensemble de formules.

& £ est contradictoire si et seulement si A {G A -G).

e £ est contradictoire si et seulement si foute formule est
conséquence de 4.

e £ est contradictoire si et seulement si toute antilogie est
conséquence de 8.

& £ est contradictoire si et seulement si il existe au moins une
antilogie qui soit conséquence de 4.

o {F,F2,..,Fu} est coniradictoire si et seulement si
(-F, v -Fa ¥ ... ¥ =F) est une tautologie.

s £ et B sont équivalents si et seulement si ils sont satisfaits par
les mémes distributions de valeurs de vérité.

e En remplagant dans £ chaque formule par une formule
logiquement équivalente, on obtient un ensemble équivalent 4 €.

e 5i £ est contradictoire, alors B est équivalent 4 £ si et
seulement si @ est contradictoire.
. » ¢ est équivalent 4 'ensemble vide si et seulement si toute
formule appartenant & € est une tautologie.

* L'ensemble vide est satisfaisable.

» L'ensemble & de toutes les formules est contradictoire.

» Les ensembles {G} et {H} sont équivalents si et seulement si les
formules G et H sont logiquement équivalentes.

» Les ensembles {Fy,Fa,...,Fu} et {G1,G2,...,Gp} sont équivalents si et
seulement si la formule ((FyAF2A . AFp) &= (GIAGzA ... AGp)) est
une tautologie.
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e Tout ensemble fini de formules est équivalent & un ensemble
constitué d'une seule formule.
. » Lorsque 'ensemble P est infini, et seulement dans ce cas, il existe
des ensembles de formules qui ne sont équivalents & aucun ensemble fini.

o La relation binaire «est équivalent 4» est une relation
d'équivalence sur l'ensemble des parties de F.

& oo ¥ G si et seulement si @ F G : 'ensemble vide étant satisfait par toutes les
distributions de valeur de vérité, G est conséquence de |'ensemble vide si et seulement si
toutes les distributions de valeurs de vérité satisfont G, autrement dit : si et seulement si
G est une tautologie. On remarquera que la notation P G pour « G est une tautologie >
apparait ainsi comme naturelle.

se % est équivalent & @ si et seulement si tout élément de .4 est une tautologie :
il est clair tout d'abord que toute formule appartenant & § est conséquence de £, et ce,
pour n'importe quel ensemble £ (sinon, il existerait une formule appartenant & ¢ qui ne
serait pas conséquence de £, et cela est visiblement impossible) ; ce gque nous devons
donc montrer, ¢'est que toute formule de £ est conséquence de 9 si et seulement si toute
formule de .# est une tautologie, mais c'est exactement la propriété qui précéde.

se P gst infini si et seulement si il existe un ensemble de formules qui n'est
équivalent & aucun ensemble fini: si P est fini et a n éléments, il y a 22" classes de
formules logiquement équivalentes ; choisissons un représentant dans chaque classe ; on
peut alors, étant donné un ensemble de formule ¥ quelconque, en remplagant chaque
formule de % par le représentant choisi dans sa classe d'équivalence, obtenir un

ensemble équivalent & ¥ qui sera fini puisqu'il n'aura pas plus de 22rl éléments ; si P est
infini, considérons l'ensemble infini de formules ¥ = {A1Az,... . Am,...} {les A; étant des
variables propositionnelles deux & deux distinctes) ; si ¥ était équivalent & un ensemble
fii £ de formules, alors £ serait satisfait, comme #, par la distribution & constante
égale & 1, et on pourrait choisir au moins un entier k tel que la variable Ay ne figure dans
auncune des formules de & (qui sont en nombre fini) ; alors la distribution A qui prend la
valeur 1 partout sauf en Ay ol elle vaut O satisferait encore Z (lemme 2.5) mais ne
satisferait évidemment pas ¥, témoignant ainsi d'une contradiction: on a donc un
ensemble # qui n'est équivalent a aucun ensemble fini.

e
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Le théoreme de compacité du calcul propositionnel

5.3  Nous en venons i ce qui est incontestablernent le théoréme majeur de ce chapitre.
Nous en verrons plusieurs applications dans les exercices.
11 s'énonce sous plusieurs formes équivalentes :

THEQREME DE COMPACITE, VERSION 1 :

Pour tout ensemble € de formules du calcu! propositionnel, /€ est
satisfaisable si et seulement si £ est finiment satisfaisable.

THEOREME DE COMPACITE, VERSION 2 :

Pour tout ensemble £ de formules du caleul propositionnel!, £ est
contradictoire si et seulement si € admet au moins un sous-ensemble fini
contradictoire.

THEQREME DE COMPACITE, VERSION 3 :

Pour tout ensemble € de formules du calcul propositionnel, et pour
toute formule F, F est conséquence de 6 si et seulement si F est
conséquence d'au moins une partie finie de 4.

5] La démonstration de I'équivalence de ces trois versions est un simple exercice
utilisant des propriétés élémentaires énoncées dans le lemne 5.2. On voit aussi que la
partie <« seulement si»» dans la version 1, et les parties <«si>» dans les versions 2 et 3
sont évidentes.

Nous allons démontrer la partie <<si» de la version 1.

54  Voici une premiére démonstration, valable dans le cas ol l'ensemble P des
variables propositionnelles est un ensemble dénombrable :
P = {Ap,A1LA2,....Am... ).
(Pour le cas ol P serait fini, le théoréme est a peu prés évident (il n'y 2 qu'un
nombre fini de clagses d'équivalence de formules), mais on peut toujours se ramener 4 la
situation de la présente démonstration en étendant P en un ensemble dénombrable.)
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@ Considérons donc un ensemble £ de formules, finiment satisfaisable. Il
s'agit de prouver l'existence d'une distribution de valeurs de vérité satisfaisant toutes les
formules de .4 Nous allons pour cela définir, par récurrence, une suite (e,)
d'éléments de {0,1}, telle que la distribution de valeurs de vérité &, définie par : "X

pour tout n € N, &(Aq) =¢q,
satisfasse 6.

Pour définir £¢, on distingue deux cas :
* CAS 0p : pour toute partie finie @ C £, il existe au moins une distribution de valeurs
de vérité § € {0,1}F qui satisfait & et qui est telle que §Ap) =0.
Dans ce cas, on pose €5 =0.
* CAS 1p: ¢'est le cas contraire : on peut choisir une partie finie g C o€ telle que, pour
toute distribution de valeurs de vérité §€ {0,1}F qui satisfait Bo, on ait §Ag) =1.
Alors, on pose gp=1.

Dans le cas 1y, 12 propriété suivante est vérifide :

Pour toute partie finie & C £, il existe au moins une distribution de valeurs de
vérité § € {0,1}" qui satisfait B et qui est telle que HAg)=1.

En effet, étant donnée une partie finie & C £, F U Bp est une partie finie de £
qui est satisfaisable d'aprés I'hypothése initiale. Choisissons une distribution de valeurs
de vérité § qui la satisfait. Alors § satisfait By (qui est une partie de B U Bo ), et,
d'aprés le choix de Bp, on a &(Ag) =1. Mais comme § satisfait aussi F, la propriété
annoncée est établie.

Nous pouvons donc déduire de notre définition de £¢ 1a propriété (Ro) suivante :

Pour toute partie finie @ € £, il existe au moins une distribution

(Ro) de valeurs de vérité 6 € {0,1}F qui satisfait 2 et qui est telle que

KAg) =€p.

Supposons {hypothése de récurrence) qu'aient été définis €, €1, ..., £q (éléments
de {0,1}), de telle sorte que la propriété (Rn) suivante soit vérifiée :
Pour toute partie finie 2 C .4, il existe au moins une distribution
(Ra) de valeurs de vérité §€ {0,1}P qui satisfait .2 et qui est telle que
8Ag) =£g, HA) =61, ..., Aq ) =Ena et HAn)=£,.
On définit alors €441 en distinguant deux cas :
o CAS Dy : pour toute partie finie & C .4, il existe au moins une distribution de
valeurs de vérité & € {0,1}F qui satisfait 2 et qui est telle que &Ao) =20, {A) =&y, -,
KAn) =¢en et HApnn)=0.
Dans ce cas, on pose £,47 =0.
o CAS 1,41 c'est le cas contraire : on peut choisir une partie finie 25,4 C £ telle que,
pour toute distribution de valeurs de vérité ¢ {0.,1}P qui satisfait BFn. et qui est telle
que &Ag) =&q, HA1) =€, ..., H{Aq) =€q, on ait HAga) =1.
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Alors, on pose €p41=1.

Montrons que la propriété (Ry,.q) est alors satisfaite. Cela revient 4 prouver que,
dans le cas 1,., pour toute partie finie &€ .4, il existe au moins une distribution de
valeurs de vérité & € {0,1}" qui satisfait B et qui est telle que 8(Ag) =g, HA) =&, ...
HA,) =€, et HAn)=1

Cousidérons donc une partie finie & € 4. Alors, B U B4+ est une partie finie de
4 ; et, d'aprés la propriété (Ra), on peut choisir une distribution de valeurs de vérité §
qui la satisfait et qui est telle que H{Ag) =e0, HA ) =£, ..., HAp) =£,. Alors & satisfait
Bnn et, d'aprés la fagon dont cet ensemble a été choisi, on en conclut que 8(A,.) =1.
Comrme & satisfait &, notre objectif est atteint.

[l

La suite (&q) & est donc définie ; et, pour tout entier n, la propriété (R,) est
n

vérifiée.

Posons, comme annoncé, §(An) =&, pour tout n.

Soit F une formule appartenant & .4, et soit k un entier naturel tel que toutes les
variables propositionnelles qui apparaissent dans F se trouvent dans {AgA,...,Ak} (F
étant une suite finie de symboles, un tel entier existe nécessairement). La propriété (Ry)
et le fait que {F} soit un sous-ensernble fini de £ montrent qu'on peut trouver une
distribution de valeurs de vérité &€ {0,1}P qui satisfait F et qui est telle que §(Ag) =&y,
KAL) =¢€q, oy é{Ak) =¢). On voit que et f coincident sur I'ensemble {Aqg,Ay,..., Ak}, ce
qui nous permet de conclure (lemme 2.5) que &(F) = §(F) = 1.

La conclusion est que & satisfait toutes les formules de 2.

[®

5.5  Venons-en i la démonstration du théoréme dans le cas général : on ne fait plus
aucune hypothése particuliére sur 'ensemble P.
Nous devrons utiliser le théoréme de Zorn (voir chapitre 7, 3.3).

8 Donnons-nous & nouveau un ensemble £ de formules, finiment
satisfaisable.

Appelons & l'ensemble des applications dont le domaine est une partie de P, qui
prennent leurs valeurs dans {0,1}, et qui, pour toute partie finie & C ¢, admettent un
prolongement § I'ensemble P tout entier qui est une distribution de valeurs de vérité qui
satisfait 2.

Formellement, :

£ ={pe ka)P {0.1}%; (V2P )6 {0,1}P)(8tx = pet (YVFe B)HF)=1))}.

Notons que cet ensemble n'est pas vide, car il contient 1'application vide (ceux
que cet objet laisse perplexes trouveront des commentaires a son sujet dans le chapitre 7,
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en 1.9). En effet, pour toute partie finie B C .4, il existe d'aprés 1'hypothése une
distribution de valeurs de vérité 4 sur P qui satisfait 2. Comme § est évidemment un
prolongement de l'application vide, celle-¢i satisfait la condition requise pour étre un
élément de &.

Il est intéressant de noter que c'est ici le seul point de la démonstration ou sera
utilisée 1'hypothése qui nous dit que £ est finiment satisfaisable.

Sur #, définissons la relation binaire  par :

i & ¥si et seulement si 4 est un prolongement de
(c'est-2-dire dom(yp) C dom(4) et, pour tout A € dom{p), (A} = WA)).

11 est trés facile de vérifier que  est une relation d'ordre sur #.

Nous allons démontrer que l'ensemble ordonné (&,g) est inductif, c'est-a-dire
que toute partie de & totalement ordonnée par £ admet au moins un majorant dans &.
1] revient au méme (voir chapitre 7, 3.3) de démontrer que & est non vide et que toute
partie non vide de & totalement ordonnée par & admet au moins un majorant dans &.
Ceci nous permettra (théoréme de Zorn) d'affirmer 1'existence dans & d'an moins un
élément, maximal pour l'ordre <.

On a déja observé que & est non vide. Considérons une partie ¥ de &, non vide,
et totalement ordonnée par . On définit une application A de la maniére svivante :

s Le domaine de X est la réunion des domaines des éléments de & .
» Pour tout A € dom(}) et pour tout g€ &, si A € dom(y), alors A(A) = ¢{A).

Cette définition a un sens parce que, si @ et ¢ sont des éléments de € tels que
A e dom{yp) et A € dom(¢), alors on a p < You ¥ < @ et dans les deux cas p{A) = #(A),
de sorte que la valeur de l'application X au point A peut légitimement étre définie
comme la valeur au point A de l'une quelconque des applications appartenant au sous-
ensemble & et définies en A. Ainsi, A est le prolongement commun naturel de tous les
éléments de .

Montrons que A est un élément de &. Pour cela, il nous faut, étant donnée une
partie finie .2 € £, trouver une distribution de valeurs de vérité g € {0,1}", qui prolonge
X et qui satisfait #. Comme & est fini, les formules qui appartiennent i .2 ne font
intervenir au total qu'un nombre fini de variables propositionnelles.

Appelons Ay, Ag, ..., A, les variables propositionnelles qui apparaissent dans au
moins une formule de & et qui appartiennent au domaine de A, c'est-a-dire & la réunion
des domaines des éléments de ¥ . Il existe alors dans ¥ des éléments @y, 2, ..., ¥n tels
que A; € dom(gy), Az € dom(is), ..., An € dom{ps). Comme ¥ est totalement ordonné
par <, l'un des ¢; majore tous les autres: appelons-le @ On a donc we & et
{Ar.Az,....A} Cdom{gy). En tant qu'élément de &, yp admet un prolongement ¥p & P
qui satisfait .B. Définissons l'application g de P dans {0,1} comme suit :
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A(A) si A € dom(A) ;

wa) = _
(A}  siA¢dom(A).

+ pest un prolongement de X : il coincide avec A sur dom(X).

+ psatisfait 2 : en effet, on a, d'une part, pour toute variable A € dom(¢y) :
#A) = A(A) = po(A) = Yo(A) ; on en déduit notamment que g coincide avec yy sur
{A,Aq,...,An} ; d'autre part, si A est une variable propositionnelle qui apparait dans au
moins une formule de .2 sans appartenir & l'ensemble {A,A,...,Aq}, on a A ¢ dom(A),
donc u(A) =#(A); on voit ainsi que, sur toutes les variables propositionnelles qui
interviennent dans l'ensemble 2, g prend la méme valeur que #p; comrne thy satisfait
B, il en est de méme de g {lernme 2.5).

Nous avons trouvé une distribution de valeurs de vérité qui prolenge A et qui
satisfait 2 : donc A€ £ et & est bien un ensemble ordonné inductif. Le théoréme de
Zorn nous permet alors de choisir un élément 7 dans &, maximal pour 'ordre .

Supposons que le domaine de 4 ne soit pas 'ensemble P tout entier, et considérons
une variable propositionnelle A n'appartenant pas au domaine de 4 Nous allons définir
une prolongement 7' de 7 4 l'ensemble dom(4)} U {A}, de la facon suivante :

. 'T"domtql =73

s 7'(A) =0si, pour toute partie finie F de .4, il existe une distribution de
valeurs de vérité & sur P qui satisfait &, qui prolonge 7, et qui est telle que §(A}=0;

» 7'(A) =1 sinon,

Nous avons alors la propriété suivante : si ¥'(A) =1, alors, pour toute partie finie
F C 4, il existe une distribution de valeurs de vérité & sur P qui satisfait &, prolonge v,
et est telle que &A) =1.

En effet, lorsque 7'(A) £ 0, on peut trouver une partie finie By € £ telle que,
pour toute distribution de valeurs de vérité & qui satisfait By et prolonge «, on ait
&A)=1. Soit alors # une partie finie quelconque de £ L'ensemble 2 U 2y est une
partie finie de ., il y & donc (par définition de l'ensemble & auguel appartient 7} une
distribution de valeurs de vérité § qui prolonge v et satisfait @ U By ; § satisfait By et
prolonge 7 : donc §A)}=1. On a bien trouvé un prolongement de 4 & P qui satisfait &
(puisque & € Z U .Bp) et prend la valeur 1 au point A.

On voit ainsi que, quelle que soit la valeur de y'(A}, il existe, pour toute partie
finie .# de .4, un prolongement & de v & P qui satisfait .2 et est tel que &A) = y'(A).
Mais cela revient tout simplement & dire que & est en fait un prolongement de 4'. Par
conséquent, pour toute partie finie .2 C .4, 7' se prolonge en une distribution de valeurs
de vérité qui satisfait #. Cela signifie que 7' appartient & & : 7' est alors dans £ un
majorant strict de ¥ pour 'ordre  {dom{7} ¢ dom{¥")), ce qui est en contradiction avec
le fait que 7 est un élément maximal de &.

L'hypothése que nous avions faite sur le domaine de - était donc absurde.



5. Théoréme de compacité 67

Il en résulte que dem{y) =P. On voit donc que 7 est une distribution de valeurs
de vérité sur P, et que tout prolongement de ¥ & P est égal & 7. Par définition de &,
toute partie finie @ de £ est donc satisfaite par 7. C'est en particulier vrai pour toute
partie & un élément, ce qui signifie que toute formule £ € ¢ est satisfaite par y: € est
donc satisfaisable.

0

Dans le chapitre 2, nous donnerons deux autres démonstrations de ce théoréme.
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EXERCICES

1. Etant donnés deux entiers naturels n et m, guelle est la longueur d'une formule du
calcul propositionnel qui comporte n occurrences de symboles de connecteur binaire et m
occurrences du symbole de négation ?

2. On considére les formules du calcul propositionnel sur un ensemble P de
variables. Etant donné un entier naturel n, déterminer les différentes longueurs possibles
pour une formule de hauteur n.

3. On définit l'ensemble des pseudoformules construites sur un ensernble P de
variables propositionnelles comme le plus petit ensemble de mots sur l'alphabet
Puf{-,a,v,=, &, (} quisatisfasse les conditions suivantes :

e tout élément de P est une pseudoformule ;

e 5i F est une pseudoformule, alors -F en est une ;

« 5i F et G sont des pseudoformules, alors les mots :

(FAG , (FVG , (F=G6 , (F=G6

sont des pseudoformules.

Les pseudoformules sont donc les mots qu'on obtient i partir des formules
usuelles en y supprimant toutes les parenthéses fermantes.

a) Montrer qu'il ¥ a, pour les pseudoformules, un théoréme de lecture unique
analogue & celui des formules usuelles.

b} Obtiendrait-on un résultat analogue si, dans les formules, on supprimait les
parenthéses ouvrantes au lieu des parenthéses fermantes ?

4, On appelle F l'ensemble des formules construites sur un ensemble de variables
propositionnelles P donné. Soit F* le sous-ensemble de F constitué des formules dans
lesquelles les symboles A, ¥ et & n'ont pas d'occurrence.

a) Donner une définition inductive de l'ensemble & ¥

b) Soit g une application de P dans 5. Montrer qu'il existe un unique
prolongement pdepi F* tel que, pour toutes formules F et G appartenant a 5"
BF) =5(F)
et B(F = G) =-(3(G) = k(F)).
¢) Montrer que, pour toutes fortmules F et G appartenant & &, si F est une
sous-formule de G, alors 3{F) est une sous-formule de #(G).
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d) On définit gg: P — ™ par: pour tout A appartenant 3 P, #o(A) =-A. Ecrire les
formules @o({A == B)) et fig((-A = B)). Montrer que, pour toute formule F appartenant
4 &, polF) est logiquement équivalente 4 -F.

5. a) Montrer que les deux formules suivantes, écrites avec les variables

propositionnelles 4, A;, Ag, By, By et Bs, et pour lesquelles on s'est permis quelques abus

d'écriture, sont des tautologies :

Fa={{((Ar=2B) A (A2 =2 B3) A ~(By A Ba) A (A V AZ)) = ((B, = A)) A (B:= A)));

Fa=({({Ai=Bi)A(A,=B) A{A3=B3) A(ByAB} A~{B AB3) A-(BaAB3) A(A VA,V Ag))
= ((By = A} A (B2 = A) A (B3 = A3)))

b} Ecrire une tautologie Fn qui généralise F; et Fs, avec les 2n variables Ay, By, Ay,
BI; ey AI‘I} BI‘I'

6. On counsidére la formule E={{B A C) = (A = (-B v {}}), dans laquelle A, B et
C sont des variables propositionnelles.

a} Déterminer une formule logiquement équivalente & E, écrite sans autre symbole
de connecteur que = et &=,

b) Donner une FND de E, aussi réduite que possible.
¢) Quel est le nombre de termes (conjonctions élémentaires) dans la FNDC de E ?

d) Montrer que les formules ((={(B={A=(B=0)})) et {(C=(B=A))
sont logiquement équivalentes.

Quelles sont les distributions de valeurs de vérité sur P={A;Az...,Aq} qui
satisfont :

a)la formule F = ({Ay = A) A (A2 = A3} A A (A = An)) ?
b) la formule G =(F A (Ay = A¢)) ?

¢) la formule H =1<{>" (A=A 7
1Kj&n

i=]j

Donner une FND pour F, pour G et pour H.

8. On considére 'ensemble de variables propositionnelles P = {A,Az,....Apn }.

a) Montrer que la formule :

(VY (airn) e

V a.
1Ki<ign i<ica i A1)

est une tautologie.
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b) Quelles sont les distributions de valeurs de vérité sur P qui rendent fausse la

forrnule : AN
VoA )
(tc i<n Ai) = iKikn (j;:i Aj) 1
¢) Montrer que la formule précédente est logiquement équivalente 4 :
A (a= VA
1Kikn (A' = jei AJ)'
9. Un coffre-fort est muni de n serrures et peut étre ouvert uniquernent lorsque ces n

serrures sont simultanément ouvertes. Cing personnes : a, b, ¢, d et e doivent recevoir
des clés correspondant & certaines de ces serrures. Chague clé peut étre disponible en
autant d'exemplaires qu'on le souhaite. On demande de choisir pour l'entier n la plus
petite valeur possible, et de lui associer une répartition de clés entre les cinq personnes,
de telle maniére que le coffre puisse étre ouvert si et seulement si on se trouve dans une
au moins des situations suivantes :

= présence simultanée deaet b ;

» présence simultanéde de a, cet d ;

¢ présence simultanée de b, d et e.

10.  On considére un ensemble de quinze variables propositionnelles :
P={ApAn.,Au}.
Les indices sont considérés comme &léments du groupe additif < Z/157,+4 > et
les opérations (+ et -) sur ces indices seront celles de ce groupe.
Déterminer les distributions de valeurs de vérité sur P qui satisfont 'ensemble .£
de formules suivant :
{AcU{(Ai=A) ;0 MU {((AiAA) = ALy} 0<igldet 0 g 14}

11.  On considére des variables propositionnelles distinctes A et B et un symbole de
connecteur binaire e D'une formule qui n'est ni une tautologie, ni une antilogie, on dira
qu'elle est neutre. Poyr chacune des formules :

Fo=(A (B aA))

et Ga=({(B aA) a-~(A aB)),
indiquer si c'est une tautologie, une antilogie, ou une formule neutre, lorsque :

a) a=A b) e=V c) a==
d] ae=< e)] a=¢ f) a=V

(Certes, dans les cas e) et f), & n'est pas un symbole de connecteur, mais il est utilisé
suivant des conventions évidentes : par exemple, (B 4 A) est la formule ~(B A A)).
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12.  a) Montrer qu'il existe un unigue connecteur & trois places tel que, pour tout t
appartenant & {0,1}, on ait :

elt,~t1) = 1,0,0) =1
et plt,tAt) = t,1,1) =0.

b) Donner une FND aussi réduite que possible du connecteur défini en a).

¢) Dans chacun des cas suivants, donner un exemple de formule F du calcul
propositionnel sur {AB,C} qui, quelle que soit la distribution de valeurs de vérité
b€ {B}l}“’ﬂ’c}, satisfasse la condition proposée :

L 3(F) = p(8(A),5A),6A)) 2. ¥F)=w(KA).XB).58))
3. B(F)= p(6(A),8(R),&B)) 4 HF)= W &A)HB).KA))
5. B(F)=o(8(A),0(&B),&B),&B)).&A))

6. (F)=¢(5A).5B),5B)) = o(5A).&B),HA)).

[On aura remarqué que, dans 6, = désigne, non le symbole de connecteur binaire,
mais le connecteur correspondant {c'est-a-dire l'opération binaire sur {0,1}). Une
remarque analogue vaut pour l'utilisation du symbole ~ dans les conditions imposées & p
en a)].

d) Peut-on obtenir le connecteur ¥ , par composition, 4 partir du connecteur ¢ 7

e) Est-ce que {} est un systéme complet de connecteurs ?

13.  En additionnant deux nombres dont I'écriture dans le systéme binaire (systéme de
numération de base 2) utilise au plus deux chiffres, soit ab et cd, on cbtient yn nombre
d'au plus trois chiffres : pgr. Par exemple, 11 + 01 =100. On demande de donner
I'expression de p, q et r en fonction de a, b, ¢ et d, & |'aide des connecteurs usuels.

14, On considére un ensemble P de variables propositionnelles.
Comme annoncé en 2.10, on identifie {0,1} au corps <Z/2Z,+,x,0,1>.

a) Exprimer les connecteurs usuels & 1'aide des opérations + et x.
b} Exprimer les opérations + et x & 1'aide des connecteurs usuels.

¢) Montrer qu'a toute formule propositionnelle F[A,A;,...,A,), on peut associer un
polyndme & n indéterminées Pg € Z/2E[X,X2,....Xq] tel que, pour toute distribution de
valeurs de vérité § € {0,1}¥, on ait :
3(F) = Pe(HAN KA, . 5(Aw)),
expression dans laquelle P désigne la fonction polynéme (application de {0,1}" dans
{0,1}) associée au polynéme Pg.
Y a-t-il unicité de P, pour une formule F donnée 7

d) Déduire de ce qui précéde une méthode pour déterminer si deux formules sont
logiquement équivalentes, ou si une formule est une tautologie.
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15.  On se propose de modifier un peu la notion de calcul propositionnel telle qu'elle a
été définie, en ajoutant dans la syntaxe des « constantes vrai et fawcs,

On se doune toujours un ensemble P de variables propositionnelles, les cing
symboles de connecteur et les parenthéses, et on ajoute deux nouveaux symboles T
(constante vrai) et r (constante faux), que l'on peut, si I'on veut, considérer comme
symboles de connecteur 0-aires, pour compléter 1'alphabet sur lequel on construit les
formules. La seule modification 4 la définition de l'ensemble des formules consiste &
admettre deux nouvelles formules de hauteur 0 :

T et L.

Bu point de vue sémantique, il fant compléter comme suit la définition du
prolongement & d'une distribution de valeurs de vérité & (qui est toujours une
application de P dans {0,1}) :

Hry=1 e BHa}=0.

Toutes les autres définitions sont inchangées.

La formule T appartient & la classe 1 des tautologies, et la formule 1 A la classe 0
des antilogies. Cela justifie 1'utilisation de ces symboles faite au n* 2.11.

a) Montrer que, dans ¢e nouveau cadre, le lemme d'interpolation est vrai méme si
on n'y fait plus I'hypothése que les formules F et G qu'on y considére ont au moins une
variable commune.

b) Montrer que toute formule écrite avec une unique variable A, et les symboles
de connecteur A, ¥, v et + (3 'exclusion des autres), est logiquement équivalente & une
des trois formules T, 1, A.

c) Montrer que toute formule écrite avec deux variables distinctes A et B, et les
symboles de connecteur -, &, 1 et 1 (& l'exclusion des autres), est logiquement
équivalente 4 une des huit formules v, 1, A, B, -A, -B, (A = B), (A <= B).

d) Montrer que les systémes suivants de connecteurs sont complets :
[=.0};{0.=,v}; {0,=.A}; (4} (¥}

e) Montrer que les systémes suivants de connecteurs ne sont pas complets :
{1.=Av};{0,1,A,v}; {0,1,~, =}

f) Montrer que, parmi les connecteurs & zéro, une, ou deux places, les barres de
Sheffer 4 et ¥ sont les seuls qui aient la propriété de constituer un systéme complet de
connecteurs a un élément.

16.  a) Montrer que la formule (A & (B & C)) est logiquement équivalente i
((A &= B) &= C) mais pas & ((A &= B) A (B + C)}. La premiére constatation aurait
pu nous conduire & adopter une écriture simplifiée A & B — C comme pour la
conjonction ou la disjonction {voir n® 2.12). Expliquer pourquoi la deuxiéme nous incite
& ne pas le faire.
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b) On considére un entier naturel n > 2 et un ensemble & ={B,Bs,....B,} de
variables propositionnelles (deux & deux distinctes). Soit ¥ (@) I'ensemble des formules
que l'on peut écrire en utilisant : une occurrence de chacune des n variables
propositionnelles B,, Ba, ..., Bn, n-1 occurrences de la parenthése opuvrante, n-1
occurrences de la parenthése fermante et n-1 occurrences du symbole & . Montrer que
toutes les formules de #(.®) sont deux & deux logiquement équivalentes et sont
satisfaites par une distribution de valeur de vérité & si et seulement si le nombre de
variables B; (1 € i < n) rendues fausses par & est pair.

c) A chacune des formules G de ¥ (.3), on associe la formule G obtenve & partir
de G en y substituant le symbole &= au symbole &, en chacune de ses occurrences.
Montrer que G est logiquement équivalente & G si n est impair et & -G si n est pair.

d) Soit E un ensemble. Pour tout entier naturel k > 2, et pour tous
sous-ensembles X, X3, ... Xk de E, on peut définir la différence symétrique de X, X,, ...
Xk, notée X; A X; A ... A Xy, par récurrence, comme suit :

X AXg={x€E;xeX, &3 x € X3} ;
X1AX A AXen=0GAX AL AX) A X

Montrer que, pour tout entier naturel k 3z 2, et pour tous sous-ensernbles X,, Xz,
WXy de E, Xy A Xy A A X est 'ensemble des éléments de E qui appartiennent 4 un
nombre impair de sous-ensembles X;.

17.  On considére des variables propositionnelles A, B, Ay, Az, ..., A,.

a) Démontrer la réciproque du théoréme de définissabilité : pour toute formule
FAy,Az,...,Aq,A], 5'il existe une formule G[A,A,,...,A,] telle que la formule :
(F[Ar,Az,...,An,A] = (G[A1,A2,-..,An] & A))
soit une tautologie {on dit alors que G est une définition de A modulo F), alors la
formule :
((F[A1,Az.-. AnA] A F[ALA,... AgB]}) = (A &= B))
est aussi une tautologie.

b) Dans les 5 cas suivants, on demande d'associer A la formule F[AyAz,....AqA]
proposée une formule G[A;,Az,...,Aqy] qui soit une définition de A modulo F :
I F=A &A;
2 F=(A)=A)A(A= A} A (A = Ay);
3 F=A AAzAA;
4 F=(A=AM)A(AVA)A-(ANA) A(A2 Ay)
5 F=(A= A) A (A= A) A (A3 = A) A (A = (A &= HAg))

18.  On propose ici une autre démonstration du théoréme de définissabilité.
Soit F[A1,Az,...,Ap,A] une formule propositionnelle telle que la formule :
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(F[Aq,As,... Ay A] A F[AyA;,.. AgB]) = (A = B)
soit une tautologie. Rappelons que wr désigne l'application de {0,1}"*' dans {0,1}
associée & F (sa «table de vérité»).
On définit une application ¥ de {0,1}" dans {0,1} comme suit :
Quels que soient les éléments &y, €5, ..., £, de {0,1} :
Herean en) = { 0 si grlees....e00)=1

1 sinon
a) Montrer que, si gr(€1,€2,...,&n,1) =1, alors ¥E1,€2,..,6n) =1.

b) Soit G =G[A,Az,...,Ap] une formule qui admet ¢ comme table de vérité
{c'est-a-dire qui est telle que g = 9). Montrer que G est une définition de A modulo F,
c'est-a-dire que la formule :

(F[A1,Az,.. An,A] = (G[AA,,...,Aq] &= A))
est une tautologie.

19.  On considére un ensemble de cing variables propositionnelles :
P={ABCDE}

5

a) Combien y a-t-il, 4 équivalence logique preés, de formules satisfaites par
exactement dix-sept distributions de valeurs de vérité ?

b} Combien y a-t-il, & équivalence logique prés, de formules qui soient
conséquences de la formule (A AB) 7

20.  Onmn considére un ensemble de variables propositionnelles P.
On désigne par & la distribution de valeurs de vérité sur P définie par -
$i(A) = 1 pour tout élément A € P.

a} Montrer que, pour toute formule F, il existe au moins une formule G, me
contenant pas le symbole -, telle que F soit logiquement équivalente 4 G ou logiquement
équivalente & ~G.

b) Montrer que, pour toute formule F, les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) F est logiquement équivalente & au moins une formule ou les seuls
symboles de connecteurs qui apparaissent (éventuellement) sont A, Vet =.
{ii) F est logiquement équivalente & au moins une formule qui ne
contient pas le symbole -

(iii} TF) =1

21.  On considére un ensemble fini de variables propositionnelles : = { A, Ag,...,Ap }.
On définit sur I'ensemble {0,1}P une relation binaire ¢ par :
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pour toutes distributions de valeurs de vérité A et g sur P, A < g si et seulement si, pour
tout i appartenant & {1,2,...,n }, A{A}) < s(A;).

a) Mantrer que < est une relation d'ordre sur {0,1}F. Est-ce un ordre total 7

b) Une formule F est dite croissante si et seulement si, pour toutes distributions
de valeurs de vérité A et gsur P, si A < g, alors X(F) < p(F).

La négation d'une formule qui n'est pas croissante est-elle nécessairement une
formule croissante 7

¢) Montrer que, pour toute formule F, F est croissante si et seulement si : F est
une tautologie, ou -F est une tautologie, ou il existe une formule G, logiguement
équivalente & F, dans laquelle aucun des trois symboles de connecteur », = et & n'a
d'occurrence.

22, On dit qu'un ensemble £ de formules du caleul propositionnel est indépendant, si
et seulement si, pour toute formule F € €, F n'est pas conséquence de .% - {F}.

a) Les ensemnbles suivants sont-ils indépendants :

{{A=B),(B=0), (C=A)}; {{A=B),B=0),(A=0)};
{(AvB),(A=0),B=C), (A= (BVC)}; {A, B, (A=0),{C=B)};
{(A=Bv(),(C=-B),B=(AVvQ),(BAC)=B),(A=(),(B=A)};
{{{(A=8B=0,(A=0.B=0,(=EB=A7),(A=B)=A=B)}"7

Pour chacun d'eux, s'il n'est pas indépendant, déterminer un, et, si possible,
plusieurs, sous-ensemble(s) indépendant(s) qui lui soi{en)t équivalent(s).

b) L'ensemble vide est-il indépendant ? Donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un ensemble contenant une unique formule soit indépendant.

¢} Montrer que tout ensemble fini de formules admet au moins un sous-ensemble
indépendant équivalent.

d) Montrer que, pour qu'un ensemble de formules soit indépendant, il faut et il
suffit que chacun de ses sous-ensembles finis soit indépendant.

e) L'ensemble infini {Ah A| A Az, A| A Az A Aa., vy g A A2 A A A", } admet-il
un sous-ensemble indépendant équivalent ? {Les A; sont des variables propositionnelles).
Existe-t-il un ensemble indépendant qui lui soit équivalent ?

f} Montrer que, pour tout ensemble dénombrable de formules - {Fo, Fy, ..., Fn, ...},
il existe au moing un ensemble indépendant équivalent.

23.  Etant donné un ensemble E, un graphe sur E est une relation binaire G symétrique
et antiréflexive {ce qui signifie que, pour chaque élément x de E, (x,x) ¢ G).
Si k est un entier naturel non nul et si G est un graphe sur E, on dit que G est
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k-coloriable si et seulement si il existe une application f de E dans {1,2,....k} telle que,
pour tout (x.y) € G, f(x) =f(y).

a} Soit, pour chaque couple (x,i) € E = {1,2,...k}, une variable propositionnelle
Ay,i- Définir un ensemble #{E,G k) de formules du calcul propositionnel sur I'ensemble
de variables Ay, ; qui soit satisfaisable si et seulement si le graphe G est k-coloriable.

b) Montrer que, pour qu'un graphe soit k-coloriable, il faut et il suffit que toutes
ses restrictions finies le soient.

24, Un groupe abélien < G,.,1 > est dit ordonnable si et seulement si il existe sur G
une relation d'ordre total € compatible avec l'opération ., c'est-i-dire telle que, pour
tous éléments x, yet zde G, six € v, alors x.z € y.2.

Un groupe abélien <{G,., 12> est dit sans torsion si et seulement si, pour tout
élément x de G, distinct de 1, et pour tout entier naturel non nul n, x" est différent de 1.
(x™ est défini par récurrence par : x! =x et, pour tout entier k 3 1, x**' =x.x¥).

Un groupe abélien <CG,.,12> est dit de type fini s5i et seulement si il est
engendré par une partie finie de G {ce qui veut dire qu'il existe une partie finie XC G
telle que le plus petit sous-groupe de G contenant X soit G lui-méme).

On utilisera le théoréme d'algébre suivant {voir par exemple, dans <« The theory
of groups », de 1.D. Macdonald, Oxford University Press, 1968, le théoréme 5.09) : Pour
tout groupe abélien de type fini sans torsion < G,.,1 2>, non réduit 4 I'élément neutre,
il existe un entier naturel non nul p tel que <G,.,1> soit isomorphe au groupe
<If,+,0>>.

a} Soit <CG,.,1>> un groupe abélien. En prenant comme ensemble de variables
propositionnelles {Ayy; {x,y) € G*}, définir un ensemble 4(G) de formules du calcul
propositionnel qui soit satisfaisable si et seulement si le groupe G est ordonnable.

b) Montrer que, pour qu'un groupe abélien soit ordonnable, il faut et il suffit que
tous ses sous-groupes de type fini soient ordonnables.

¢) Montrer que, pour qu'un groupe abélien soit ordonnable, il faut et il suffit qu'il
s0it sans torsion.

25.  On considére deux ensembles E et F et une relation binaire RCE < F.
Pour chaque élément x € E, on note Ry l'ensemble des éléments de F qui sont en
relation avec x par R :
Rx={y€F; {xy)eR}.
Pour chaque partie A C E, on appelle image de A par R I'ensemble :

Ra=\_} Ry
xeh

On fait les deux hypothéses suivantes :
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L Pour toute partie A de E, le cardinal de Ry est supérieur ou égal 4 celui de A.
1. Pour tout élément, x de E, 'ensemble Ry est fini.
Le but de cet exercice est de démontrer la propriété suivante :
III. Il existe une application injective f de E dans ¥ telle que, pour tout élément x de
E, f(x} € R, (c'est-a-dire une application injective f de E dans F contenue dans R}.

a) On suppose que E est fini. Sans utiliser 'hypothése 11, démontrer III, par
récurrence sur le cardinal de E, en étudiant deux cas :
L il y a au moins une partie A de E, telle que A # 9, A # E et card(A) =card(Ra) ;
2. pour toute partie non vide A § E, card(A) < card(R,).

b) Donner un exernple ol I est vraie, tandis que II et III sont fausses.

¢) En utilisant le théoréme de compacité, montrer III lorsque E est infini.






Chapitre 2

Algebres de Boole
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Lorsqgu'on identifie les formules du caleul propositionnel qui sont logiquement
équivalentes, on obtient un ensemble sur leque! on peui définir de facon natureile une
opération unaire et deux opérations binaires, qui correspondent respectivement 4 la
négation, 4 Ia conjonction et 4 Ia disjonction. La structure ainsi construite est ce que l'on
appelle une algébre de Boole. Un autre exemple d'algébre de Boole est fourni par
Vensemble des parties d’un ensemble donné, muni des opérations de complémentation,
d'intersection et de réunion {d'ailleurs souvent appelées opérations booléennes).

Il y 2 diverses fagons d'aborder les algébres de Boole. Partant de deux
présentations purement algébrigues (comme anneaux ou comme ensembles ordonnés),
nous découvrirons & la fin du chapitre qu'on peut tout aussi bien adopter un point de vie
topologique : toute algébre de Boole peut étre identifiée & V'ensemble des parties 4 Ia foig
ouvertes et fermées d'un espace topologique compact de dimension zéro. Que le lecteur
ne s'inquiéte pas devant ces mots éventuellement peu familiers ; la premiére section
contient tous les rappels nécessaires, en algébre comme en topologie (on suppose
néanmoins que le lecteur connait la définition d'un anneau, d'un corps et d'un espace
topologique ; dans le cas contraire, il pourra consulter le «cours d'algébre>> de Roger
Godement (éditions Hermann, 1966) et celui d'analyse de Laurent Schwartz {éditions
Hermann, 1967 et 1970, remani€ et republié en 1991 : « Analyse I : théorie des ensembles
et topologie» ).

La section 2 comporte les définitions algébriques et les premiéres propriétés
correspondantes. Une algébre de Boole est un anneau dans lequel tout élément est égal d
son carré; mais c'est également un treilils distributif et complémenté, c'est-d-dire un
ensemble ordonné dang lequel : il ¥ a un plus petit et un plus grand élément, & deux
éléments quelconques on peut assccier une borne supérieure et une borne inférieure, ces
opérations étant distributives 'une par rapport & lautre, enfin tout élément admet un
compiément. On établit I'équivalence de ces deux points de vue et on étudie des
exemples. La troisiéme section est consacrée aux atomes, qui sont les éléments non nuls
minimaux pour l'ordre de !l'algébre de Boole. Cette importante notion infervient
fréquemment dans la suite, et notamment dans de nombreux exercices.

Dans la section 4, on s'intéresse aux homomorphismes d'algébres de Boole.
Comme toujours en algébre, les noyaux de ces homomorphismes (qui sont ici les idéaux}
Jouent un réle essentiel. Lorsqu'on considére une algébre de Boole £ en tant que treillis,
on préfére, plutdt que les idéaux, étudier les filtres, qui leur sont canoniquement associés
{on obtient un filtre en prenant les compléments des éléments d'un idéal). L'étude des
idéaux et filtres est I'objet de la section 5. Une atiention particuliére est accordée aux
filtres maximaux ou ultrafilires, qui correspondent évidemmment aux idéaux maximaux,
mais aussi aux homomorphismes de £ dans 'algébre de Boole {0,1}. L'ensemble de ces
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homomorphismes est doté d'upe topologie : on I'appelle alors 'espace de Stone de .4,
espace qui est étudié dans Iz sixiéme et derniére section. Le théoréme de compacité du
calcul propositionnel, dont on donne déji une démonstration de nature topologique dans
Ia section 1, est naturellement lié 4 la compacité de l'espace de Stone de I'algébre des
classes de formules logiquement équivalenies (exercice 13).

1. RAPPELS D'ALGEBRE ET DE TOPOLOGIE

Algébre

11  On considére un anneau commutatif et unitaire £ =<A,+ ,x,0,1>.

On supposera toujours que, dans un tel anneau, on a 0 # 1. Comme c'est 1'usage,
nous nous permettrons, pour désigner le produit de deux éléments a et b de A, d'utiliser
indifféremment la notation a = b ou la notation ab.

Un idéal de £ est un sous-ensemble | de A tel que :
e <|,+,0>> est un sous-groupe de <A, +,02> ;
« Pour tout élément x de | et pour tout élément y de A x xy €l

L'ensemble A lui-méme satisfait clairement ces conditions. Un idéal de .# distinct
de A est appelé idéal propre. Un idéal | de € est un idéal propre si et seulement si 1 1.
{Sil=A, alors 1 €1;si 1€, alors pour tout élément yde A, 1 xy=y €|, donc A=1).

Nous ne considérerons ici que des idéaux propres. Un idéal de £ sera pour nous
une partie | de A qui vérifie, en plus des deux conditions ci-dessus, la propriété suivante :

s 1l

Adopter ce point de vue peut avoir quelques inconvénients : par exemple, étant
donnés deux idéaux | et J de ., il n'y a pas nécessairement de plus petit idéal de £
contenant a la fois | et J, car la somme des idéaux | et J (c'est-A-dire l'ensemble
P+ J={xeA; {yel)(Fzel){x=y + z)}), qui joue habituellement ce réle, peut fort
bien ne pas étre un idéal propre. Ainsi, dans 'anneau 7 des entiers relatifs, la somme des
idéaux 2 (ensemble des multiples de 2) et 37 est I'annean I tout entier.
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Cependant, ces inconvénients éventuels ne seront pas génants pour ce que aous
aurons & faire ici. Le lecteur qui tiendrait absolurment 4 conserver la définition usuelle
des idéaux devra remplacer partout dans ce qui suit <<idéal»> par <<idéal propre ».

1.2  Le théoréme de Krull s'énonce comme suit :

THEGREME : Tout idéal d'un anneau commutatif et unitaire est contenu
dans au moins un idéal maximal,

(Un idéal maximal est un idéal qui n'est strictement inclus dans aucun autre idéal).

3] La démonstration utilise le théoréme de Zorn {chapitre 7, 3.3). Soit | un idéal de
l'annean .£. Désignons par & l'ensemble des idéaux de £ qui contiennent |:
& ={J€P(A); ) est un idéal et | CJ}. Le théoréme sera démontré si nous prouvons
'existence d'an moains un élément maximal dans 'ensemble ordonné < & ,C >, Mais il
suffit pour cela (théoréme de Zorn) de montrer que cet ensemble ordonné est non vide
(rmais cela est clair car | € &) et que toute partie totalement ordonnée non vide de &
admet au moins un majorant dans &. Soit donc X une partie de & totalement ordonnée
par la relation d'inclusion {on dit aussi : une chaine de <C & ,C2>}; on suppase X non
vide. Appelons lg la réunion des éléments de X: lg= U J. Comme X est non vide, et
comme n'importe quel élément de X contient [, | est mclus dans lp, donc D€ lg. Sixety
sont des éléments de ly, il y a deux idéaux J et K dans X tels que x € J et y € K. Comme
X est totalermnent ordonnée, on a J € K ou K C J. Si on est, par exemple, dans le premier
cas, alors x € K et y € K, donc x -y € K et x - y € lp. On en déduit que <'lg,+,0> est
un sous-groupe de <A, +,0>>. Par ailleurs, si x € I et y € A, alors, pour au moins un
idéal J € X, on a x € J, donc xy € J et xy € lg. Enfin, an & 1 ¢ lg, car dans le cas contraire
1 appartiendrait & 'un des éléments de X, ce qui est exclu. Nous avans ainsi établi que ly
est un idéal de £ qui contient |, ¢'est-a-dire un élément de &. Pour chaque J dans X,
J € lg: il en résulte que lg est, dans &, un majorant de la chaine X.

]

1.3  Soit | un idéal de I'anneau £ On définit sur A une relation d'équivalence, appelée
congruence modulo 1 et notée =, par :
quels que soient les éléments x et y de A, x = y si et seulement six -y €.
Le fait que c'est bien une relation d'équivalence se prouve trés facilement. Notons
2 la classe d'équivalence de l'élément 2 € A. On a 0=I. La congruence modulo | est
compatible avec les opérations + et x de 1'anneau : cela veut dire que, si a, b, ¢ et d sont
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des éléments de A, siazycet b d, alorsa+ bz c+detaxbs cxd Cecl permet
de définir sur l'ensemble Ajfs) des classes d'équivalence deux opérations, qu'on se
permettra de noter encore + et x, définies par: pour tous éléments x et y de A,
X+y=x+y et xxy=xxy. Ces deux opérations conférent a l'ensemnble Af=; une
structure d'anneau commutatif et unitaire (le zéro est I, 1'élément unité est 1) appelé
annean quotient de £ par l'idéal | et noté £/I plutét que €/=. Toutes les vérifications
4 faire sont élémentaires. L'exemnple le plus connu de ce que nous venons de décrire nous
est fourni par les anneaux Z/nZ (n étant un entier naturel supérieur ou égal 4 2).

THECREME : L'anneau quotient £f| est un corps si et seulement si I'idéal
| est maximal.

& Si on suppose que | n'est pas maximal, on peut alors choisir un idéal J de £ tel
que } ¢ J {inclusion stricte). Soit a un élément de J qui n'appartient pas 4 ). Ona a #1),
donc 2 est un élément non nul dans I'anneau quotient. Si cet élément é12it inversible, il y
aurait un élément b € A tel que 3 x b =T, c'est-a-dire ab 5y 1, ou encore ab - 1 € |, donc
aussi ab-1€J. Or aelet J est un idéal, donc abe ). Alors, la différence
ab - (ab - 1) =1 appartiendrait & J, ce qui est impossible. On en déduit qu'il existe au
moeins un élément non nul et non inversible dans l'anneau /1 : celui-ci n'est donc pas
un COTpS.

Supposons maintenant que | soit maximal. Soit a un élément de A tel que a#0
{autrement dit : a ¢ ). Nous nous proposons de montrer que a est un élément inversible
dans I'anneau quotient .£fl. Considérons l'ensemble K suivant :

K={xehA;{IyeA)(Tzel)(x=2ay +2)}.

Il est facile de vérifier que <CK,+,0>> est un sous-groupe de </A,+,0> : tout
d'abord 0 € K puisque 0 ={a x 0} + 0 ; de plus, si %, € K et x € K, alors on peut trouver
des éléments yy et y» dans A, et z; et zz dans |, tels que xy=ay; + zy et xg =ays +22; on
en déduit que xy-xz=aly1-y2) +z1-22, Y1-y2€A et -z €, donc x - x2 €K
DVautre part, si x e K et t € A, alors xt € K : en effet, il ¥ a des éléments ye A et z€
tels que x =ay + z, donc xt = afty) + tz; maisty € A et tz €1, d'ou xt € K. On voit ainsi
que les deux premiéres conditions de la définition d'un idéal sont satisfaites par K. Si la
troisiéme de ces conditions était également satisfaite (donc si 1 £ K), X serait un idéal de
J£. Mais 'ensemble K contient strictement 'ensemble | : en effet, tout élément x de |
peut s'écrire x = (a = 0) + x, donc appartient aussi a K ; et I'élément a, qui peut s'écrire
{a x 1) + 0, appartient 4 K mais pas & |. Cornme | est un idéal maximal, K ne peut donc
pas étre un idéal de £ On en déduit que 1 € K. On peut donc trouver deux éléments
yEAetz€ltels que:

ay+z=1.
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On a donc 1 - ay =z €1, ou encore, en passant aux classes d'équivalence pour la
relation =y, T -ay=0, ce qui se traduit par: axy=1. L'élément 3 admet donc un
inverse dans I'anneau quotient .6/l.

Nous avons donc montré que tout élément non nul de cet anneau est inversible :
{1 est don¢ un corps.

&

On remarquera qu'il ¥ & dans la démonstration que nous venons de faire une
illustration de ce que nous disions plus haut au sujet de la somme de deux idéaux. En
effet, 'ensemble K que nous avons considéré est la somme de 1'idéal | et de ce que l'on
appelle 1'idéal principal engendré par a {c'est-a-dire l'idéal constitué des multiples de a).
'‘Or nous nous sommes justement trouvés dans un cas ou cette somme d'idéaux était
'anneau tout entier.

Topologie

14 Soient X un espace topologique et Y un sous-ensemnble de X. On munit Y d'une
topologie, appelée topologie induite sur Y par celle de X, en prenant comme ouverts de
cette topologie les traces sur Y des ouverts de X. En d'autres termes, pour qu'une partie
£2 C Y soit un ouvert pour la topologie induite, il faut et il suffit qu'il existe un ouvert O
de la topologie sur X tel que @ =0 nY. On voit immédiatement que les fermés pour la
topologie induite sont les traces sur Y des fermés de X. Lorsque nous parlerons d'un
sous-espace de |'espace topologique X, il s'agira d'un sous-ensemble muni de la topologie
induite.

Une base d'ouverts pour la topologie de l'espace X, c'est une famille (O3),
d'ouverts de cette topologie, telle que tout ouvert soit réunion d'ouverts de cette
famille ; autrement dit, pour tout ouvert G, il existe au moins un sous-ensemble J C 1 tel
que G= U Oj;. Lorsqu'une base d'ouverts a été choisie dans un espace topologique, les
éléments de cette base d'ouverts sont appelés ouverts élémentaires. Les complémentaires
dans X des ouverts élémentaires sont les fermés 8lémentaires, et il est clair que tout
fermé est une intersection de fermés élémentaires. Pour la topologie usuelle de I'ensemble
R des nombres réels, les intervalles cuverts bornés (c'est-a-dire les ensembles de la forme
Ja.b[ ot a€R, beR et a < b) constituent une base d'ouverts. D'autre part, il est
évident que, dans un espace topelogique quelconque, la famille de tous les ouverts est
une base d'cuverts. La propriété suivante est immédiate :
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LEMME : Si (0}, , est une base d'ouverts pour la topologie de X et si Y est
une partie de X, alors la famille (O; 0 Y’)i£| est une base d'ocuverts pour la
topologie induite sur Y par celle de X.

Cela signifie que les traces sur Y des ouverts élémentaires de X sont des ouverts
élémentaires pour Y.

L5  Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application f de X dans Y est dite
continue si et seulement si 'image réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de
X. Autrement dit, f est continue si et seulement si, pour tout cuvert §2 de VY, l'ensemble
Q) ={x e X ; f{x) € O} est un ouvert de X.

LEMME : Soit (ﬂi)iu une base d'ouverts de Nespace topologique Y, et soit f
une application de X dans Y. Pour que f soit continue, il est nécessaire et
suffisant que, pour tout indice i € |, F'[Q] soit un ouvert de X.

8 C'est nécessaire d'aprés la définition de la continuité (ce qui est vral pour tous les
ouverts de Y est en particulier vral pour tous les ouverts élémentaires). C'est suffisant
car, si €& est un ouvert quelconque de Y, alors il existe une partie JC| telle que
ﬂzjkt)J 0j, d'ot F“[ﬂ]:j\z)j f1[0§] (c'est la une propriété bien connue de l'image

réciproque) ; si tous les f10;] sont des ouverts de X, f'[€) sera une réunion d'ouverts,
donc un ouvert de X.
7]

Un homéomorphisme de 1'espace topologique X sur 1'espace topologique Y est une
application de X dans Y, bijective, continue, et dont la bijection réciproque est une
application continue de ¥ dans X. {On parle alors d'application bijective et bicontinue).

16 Un espace topologique X est dit séparé si et seulement si, quels que soient les
éléments distincts x et y de X, on peut trouver deux cuverts disjeints G et H tels que
x € G ety € H. I] est immédiat que tout sous-espace d'un espace séparé est séparé :

LEMME : Soit X un espace topologigue séparé et soit Y un sous-ensemble
de X. Alors, la topologie induite sur Y par celle de X fait de Y un espace
séparé.
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@ 5i x et y sont des points distincts de Y, les traces sur Y de deux ouverts disjoints
de X contenant respectivement x et y sont deux ouverts disjoints de la topologie de Y
contenant respectivement x et y.

@

1.7 Un recouvrement de l'espace topologique X est une famille (E;)i(I de parties de X
telle que X = U Ei. Si tous les E; sont des ensembles ouverts, on parlera de
recouvrement ouvert Un sous-recouvrement du recouvrement (E) est une
sous-famille (E,)’.e J {JCI), qui est elle-méme un recouvrement de X. On parlera de
recouvrement {ou de sous-recouvrement) fini lorsque l'ensemble d'indices correspondant
sera un ensemble fini.

Un espace topologique X est dit compact si et seulement si, d'une part, il est
séparé, et, d'autre part, de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un
sous-recouvrement fini.

LEMME 1 : Soit X un espace séparé. Pour que X soit compact, il faut et il
suffit que toute famille de fermés de X dont Vintersection est vide admette
une sous-famille finie dont I'intersection soit vide.

2] Il suffit d'observer que, si (Fi), , est une famille de fermés de X, et si on désigne,
pour chaque i € |, par O; le complémentaire de ¥; dans X (qui est un ouvert}, alors on a
ﬂ Fi=0 si et seulement si U 0;=X. Alnsi, 3 une famille de fermés de X dont
l'intersection est vide, correspond pa.r complémentation un recouvrement ouvert de X, et
vice-versa.

@

LEMME 2 : Soit X ur espace séparé muni d'une base d'ouverts (fh),,.
Pour que X soit compact, il est nécessaire et suffisant que, de tout
recouvrement de X par des ouverts élémentaires, on puisse extraire un
sous-recouvrement fini.

@ La condition est évidemment nécessaire. Supposons qu'elle soit satisfaite et

considérons un reccuvrément (Gk)kd( de X par des ouverts gquelconques. On a

X= H Gy, mais comme chacun des Gy est réunion d'ouverts élémentaires, on aura un
L3
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recouvrement, de X par une famille d'ouverts élémentaires (n,')jc | (J € 1), chaque Q; étant
contenu dans au moins un des ouverts Gg. On peut alors, d'aprés notre hypothése,
extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement fini, et on aura par exemple
X=85 UL, u... U . Il suffit alors de choisir dans la famille (Gi), , des ouverts G,
sz, - G"n contenant respeciivement, jS, ﬂjz, ey ﬂjn, et on aura bien un
sous-recouvrement fini de {Gy), , puisqu'alors X =Gy UG, U ... UGk . Cela prouve
donc que X est compact.

3

La propriété précédente peut naturellement étre traduite en termes de fermés :

LEMME 3 : Seit X un espace séparé dans lequel on s'est donné une base
d'ouverts. Pour que X soit compact, il faut et il suffit que, de foute famille
de fermés élémentaires dont l'intersection est vide, on puisse extraire une
sous-famille finie dont Uintersection soit déji vide.

18  On appellera ouvert-fermé dans un espace topologique X tout scus-ensemble de X
qui est en méme temps un ouvert et un fermé {c'est-i-dire tout ouvert dont le
complémentaire dans X est également un ouvert).

Un espace topologique dans lequel il existe une base d'ouverts constituée
d‘ouverts-fermés est dit de dimension zéro. Par exemple, dans 1'ensemble  des nombres
rationnels, les intervalles ouverts bornés i extrémités irrationnelles constituent une base
d'ouverts-fermés pour la topologie usuelle (vérification trés simple) : § est donc un
espace topologique de dimension zéro.

LEMME 1 : Pour qgu'un espace topologique X soit de dimension zéro, il faut
et il suffit que la famille de tous ses ouverts-fermés constitue une base
d'ouverts.

7] Il est évident que toute famille d'ouverts contenant une base d'ouverts de X est
elle-méme une base d'ouverts de X. Donc, si X est de dimension zéro, alors la famille de
tous ses ouverts-fermés en est une bage d’ouverts. La réciproque est immédiate.

8
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LEMME 2 : Tout sous-espace Y d'un espace topologique X de dimension
zéro est de dimension zéro.

e Soit (0i), , une base d'ouverts pour X, constituée d'ouverts-fermés. La famille
(G NY),,, est alors une base d'ouverts pour la topologie de Y (lemme 1.4), mais ces
ouverts sont également des fermés de Y, puisque ce sont les traces sur Y de fermés de X.
&

Un espace topologique compact de dimension zéro est appelé espace booléen.

19  Soit (Xi)icl une famille d'espaces topologiques. Sur le produit [[xi de cette
famille, on définit une topologie en prenant comme ouverts élémentaires les
sous-ensembles de la forme Elr 0, on, pour chaque indice i €1, O; est un ouvert de X;,
mals ou, pour tous les indices 1 & 'exception d'un nombre fini d'entre eux, on a O; =X;.
On vérifie facilement qu'en prenant toutes les réunions des ensembles ainsi définis, on
obtient une famille d'ensernbles stable par intersection finie et par umion quelconque.
C'est cette famille que 1'on adopte comme famille d'ouverts pour la topologie sur H X;.
La topologie ainsi définie est appelée topologie produit.

Le théoréme de Tychonoff affirme que :

Le produit de toute famille d'espaces topologiques compacts est un
espace topologique compact.

La démonstration utilise le théoréme de Zorn. On peut en trouver une par
exemple dans le livre de Laurent Schwartz cité dans l'introduction de ce chapitre (mais
elle présente V'inconvénient d'utiliser la notion de filtre qui sera étudiée plus loin), ou
encore dans celul de J.L. Kelley {General Topology, Van Nostrand, 1955, réédité par
Springer-Verlag, Graduate Texts in Mathematics, 1975).

Examinons maintenant le cas particulier auquel nous allons nous intéresser ‘dans
ce chapitre {section 6): celul ol on prend la famille d'espaces (Xi)iu dans laquelle
chacun des X; est l'espace {0,1} muni de la topologie discréte (celle ol tous les
sous-ensernbles sont des ouverts).

Le produit H X; est alors I'ensemble {0,1}' des applications de | dans {0,1}.
Pour avoir un ouvert élémentaire € de la topologie produit, on doit se donner un

nombre fini d'indices : 1, iy, ..., iy dans | et des ouverts Q;, O , O, pris dans {0,1},

ip Oigy -
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soit, en I'occurrence, des sous-ensembles quelconques de {0,1}. On pose alors :
0= {O,I}I_{"’ 200k} 05, % Oy x ... % 05,
Ou encore :
Q={fe{0,1} ;f(i;) e O;l et fiz) € Oi,et ... et flix) € Oik}'

On peut naturellement supposer qu'on ne s'est intéressé qu'aux indices ij pour
lesquels l'ouvert correspondant est distinct de l'ensemble {0,1} tout entier. Il est
également inutile de considérer le cas ot l'un des Oij serait l'ensemble vide, car on
obtiendrait alors l'ouvert € = . 11 reste deux possibilités pour le choix de chaque Oij :
Oij = {0} ou Oij ={1}.

On voit donc que, pour gbtenir un ouvert élémentaire £ de la topologie produit
sur {0,1}, on doit se donner un nombre fini d'indices : iy, iy, ..., ik dans | et un méme
nombre d'éléments : £y, €y, ..., £ dans {0,1}, et poser alors :

Q={fe {01} ; (i) =€, et f{iz) =€z et ... et fi) =&k }.

Un ouveri élémentaire, ¢'est donc |'ensemble des applications de | dans {0,1} qui
prennent des valeurs données en un nombre fini de points donnés.

Remarquons que le complémentaire dans {0,1}' de I'ensemble 2 que nous venons
de considérer est 1'ensemble suivant :

M, (feon ity =1- ).

C'est donc la réunion de k ouverts élémentaires, qui est évidemment un ouvert.
On en déduit que l'ensemble £ est un fermé.

Les ouverts élémentaires de la topologie de {0,1}' sont donc des ouverts-fermés.
Nous avons ainsi prouvé le :

LEMME : L'espace topologigue {0,1}' est de dimension zéro.

Comune l'espace discret {0,1} est & 1'évidence compact, on peut, avec le théoréme
de Tychonoff, conclure :

THEOREME : L'espace {0,1}' est un espace topologique booléen.
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Application au calcul propositionnel

110 Le théoréme de Tychonoif permet de donner une preuve trés rapide du théoréme
de compacité du calcul propositionnel (théoréme 5.3 du chapitre 1)

5] On congidére un ensemble P de variables propositionnelles et 1'ensemble & de
formules qui lui est associé. Pour chaque formule F € &, appelons A(F) l'ensemble des
distributions de valeurs de vérité qui la satisfont :
AFy={§e{01}" ; §F)=1}.

51 Ay, Ay, ..., A, sont les variables qui figurent dans la formule F, on voit que

A(F) est une réunion d'ensembles de la forme :
{8 {01} : BA) =e et §(A)) =6t ... et HAq) =cn ),

ol les £ sont des éléments de {0,1}.

En effet, la satisfaction de la formule F par une distribution & ne dépend pas des
valeurs que prend & en dehors de 'ensemble { Ay,Ay,...,A, } (lemme 2.5, chapitre 1).

L'ensemble A(F) apparait donc comme une réunion d'ouverts élémentaires de
I'espace topologique {O,I}PA Cette réunion est finie : €lle comporte au plus 2" ensembles.
On en déduit que A(F) est lui-méme un ouvert-fermé.

Cousidérons alors un ensemble de formules T € & qui ne soit pas satisfaisable.
Cela signifie exactement que l'intersection : QI_A(F) est l'ensemble vide. Ainsi, la
famille {(A({F))rer est une famille de fermés dont l'intersection est vide, dans l'espace
compact {B,l}P. I est donc possible d'en extraire une sous-famille finie dont
l'intersection soit déja vide: i1 existe donc une partie finie ToCT telle que

e A(F)=8. Cela veut dire qu'il ¥ a une partie finje de T qui n'est pas satisfaisable.
€l
Le théoréme de compacité du calcul propositionnel {version 2) est démontré.

Q

On trouvera dans l'exercice 13 une démonstration de plus de ce théoréme de
compacité : celle-13 utilisera ce qui aura été fait dans les sections 5 et 6 et évitera de
faire appel au théoréme de Tychonoff dont nous n'avons pas donné de démonstration.



2. Définition des algébres de Boole 91

2. DEFINITION DES ALGEBRES DE BOOLE

21 DEFINITION : Un anneau de Boole (ou une algébre de Boole) est un
anneau < A,+,x,0,12> dans lequel chague élément est idempotent pour
ia multiplication (¢'est-4-dire égal 4 son carré).

EXEMPLES : L'anneau < Z/2Z,+,=,0,12>> ; I'anneau <P(E},A,n,¥#,E>, on E est un
ensemble nou vide quelconque, A et N étant respectiverent les opérations de différence
symétrique et d'intersection sur l'ensemble B(E) des parties de E : voir I'exercice 2.

Un autre exemple intéressant est fourni par le calcul propositionnel :

Considérons un ensemble de variables propositionnelles P et soit . 'ensemble de
formules correspondant. Comme nous le précisons dans 'exercice 1, 'ensemble 5/~ des
classes de formules logiquement équivalentes est muni d'une structure d'auneau de Boole
avec les opérations &= et A (opérations qui sont définies dans cet ensemble grice i la
compatibilité de la relation ~ avec les connecteyrs propositionnels). La classe O des
antilogies et la classe 1 des tautologies sont, respectivement, les €léments neutres des
opérations &= et A. Nous aurons l'occasion de revenir sur cet exemple, qui est en fait
notre principale motivation pour |'étude des algébres de Boole.

Propriétés des anneaux de Boole, relation d'ordre

22 LEMME:
« Dans tout anneau de Boole, chaque élément est son propre opposé.
e Tout anneau de Boole est comunutatif.

1] Soient <A ,+,x,0,1> un anneau de Boole et x et y des éléments de A. On a
=x, y¥=yet (x + y)? =x + y d'aprés la définition, mais par ailleurs, comme dans tout
anneau, (x + y)2=x2 + xy + yx + y2 On en déduit donc : x + y = x + xy + yx + y, soit,
en simplifiant, xy + yx =0. En choisissant y =1, on obtient en particulier x + x =0 ou
x =-x, ce qui établit le premier point. Pour x et y quelconques, xy est donc l'opposé de
xy, mais puisque xy + yx =0, c'est aussi 'opposé de yx. On en conclut que xy = yx et que
I'anneau est commutatif.

7]
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REMARQUE : L'anneau de Boole <Zf2F,+,x,0,1>> est le seul anneau de Boole qui
soit un corps, et méme le seul anneau de Boole qui soit intégre : en effet 1a relation
x? =x, qui équivaut & x(x - 1) =0, exige, dans un anneau intégre, x =06oux=1.

2.3 Soit <A,+,x,0,1> un anneau de Boole. On définit une relation binaire < sur
A comme suit : quels que soient les éléments x et y de A, x v si et seulement si xy =x.

On vérifie qu'il s'agit d'une relation d'ordre. En effet, quels que soient les
éléments x, y, et zde A, on a:
* x < x, puisque x% =x par définition ;
ssixgyetyzalorsxy=xetyz=y;dolxz=(xy)z=x(yz) =xy=x, doncx g z;
o8l x € yetyx, alors xy =xet yx =y, donc x =y d'aprés la commutativité.

La relation < est bien réflexive, transitive et antisymétrique.

Le théoréme suivant énumere les principales propriétés de cette relation d'ordre :

THEQREME :

1) Il y a pour la relation < un plus petit élément: 0, et un plus
grand élément : 1.

@ En effet, pour tout x, 0.x =0¢et x.1 =x, donc 0 g xet x g 1.

2} Deux éléments quelconques x et y de A admettent une borne
inférieure (¢’est-4-dire un plus grand minorant commun), notée x ~y : leur
produit xy.

a8 On a (xy)x =x%y = xy et {xyly = xy? =xy, donc xy minore i la fois x et y. De plus,
si z est un minorant commun 4 xet y,onazx=zetzy=z, d'ol z{xy) = {z)y =2y =2, ce
qui veut dire z & xy ; xy est donc le plus grand des minorants communs de x et y.

5

3) Deux éiéments quelconques x et y de A admettent une boroe
supérienre (c'est-i-dire un plus petit majorant commun) notée x~vy:
P'élément x + y + xy.

@ En effet, x(x +y+xy)=x2+xy+x¥y=x+xy+xy=x+0=x, et de fagon
analogue : y{x + y + xy)=y. On a donc bien x £ x + ¥y + xy et y € x + y + xy. D'autre
part, 81 z est un élément de A tel que x € z et ¥ £ z, c'est-a-dire xz =x et yz =y, alors
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x+y+xy)z=xz+yz+xyz=x+y+xy, doncx+y+xy<z;x+y+xy est done le
plus petit des majorants communs de x et y.

3]

4) Les opérations ~ et v ainsi définies sur A somt associatives et
commutatives.

3] Cela est vrai (et trés facile & démontrer I) dans tout ensemble ordonné pour lequel
les propriétés 2 et 3 sont satisfaites.
3]

5) 0 est élément neutre pour l'opération - et élément absorbant pour
l'opération ~ ; tandis que 1 est neutre pour !'opération ~ et absorbant pour
'opération ~.

) Autrement dit : pour tout élément x de A, on a x v 0=x, x~0=0,x~1=x et

x~1=1. Cela est vrai dans tout ensemble ordonné qui satisfait les propriétés I, 2 et 3.
La vérification est immédiate.
2

6} Toute partie finie non vide {%;,x3,...,xx } de A (k € N*} admet une
borne inférieure égale & : %y ~ xz ~ ... ~ Xy, et une borne supérieure égale & :

Xy Xgw o X,

) Le cas évident o k=1 mis & part, il s'agit d'une simple généralisation des
propriétés 2 et 3, que 'on obtient naturellement par récurrence sur k.

On voudra bien étre attentif au fait suivant : 1"écriture x; ~xg ~ ... ~ x n'est pas
une notation nouvelle destinde & un objet nouvellement introduit. Elle désigne un
élément de A qui est parfaitement défini (par récurrence) dés lors que l'opération ~ l'est
{c'est 1'élément qu'on devrait désigner par: ((...((x) ~ xz) ~x3} . A Xk} A xi),
expression qui contient k - 1 couples de parenthéses, que nous avons supprimés pour
cause d'associativité). A propos de l'opération ~, la propriété 6 affirme deux choses
distinctes : d'une part, les éléments xy, Xz, ..., xx admettent un plus grand minorant
commun ; et d'autre part, ce plus grand minorant commun est x3 ~ Xz~ ... ~xx. La
démonstration de ces deux faits est certes extrémement simple {nous nous sommes
d'ailleurs abstenus de la faire 1), mais la difficulté est peut-étre justement de déterminer
ce qu'il y a lieu de démontrer. (Méme remarque, bien sir, pour l'opération ).

G
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7) Les opérations ~ et -~ sont distributives 'une par rapport &
Vautre.

3] D'une part,
x~(yvz)=x(y+z+yz)=xy+xz+xyz=xy +xz +xyxz=(x~y}v{x~2),
quels que soient les éléments x, y et z de A, ce qui garantit la distributivité de ~ par

rapport i .
D'autre part, toujours pour x, ¥ et 2z quelconques,
(xvy)~(xvz)=(x+y+xy)x + 2z +x)
=x2 +xz+x% + yx +yz + yxz + x¥ + xyz + Pz
=x+yz + xyz
aprés des simplifications évidentes.
Mais x + yz + xyz =x v (yz) =x « (y ~ 2, d'o0 'autre distributivité.

%]
8) Pour tout élément x de A, il existe un élément x' dans A, appelé
complément (ou complémentaire) de x, tel quex~x'=1letx~x'=0.
& Si un tel élément x' existe, il vérifie x'=0 et x +x'+xx'=1, donc aussi

x4+ x' =1, ou encore x' =1 + x. 1l est d'autre part facile de vérifier que x ~ {1 +x) =1
et x ~ (14 x)=0.
On a ainsi établi 'existence, mais aussi 'unicité du complément de x : c'est 1 + x.

3]
9) L'application x+— 1+x de A dans A est une bijection qui
renverse lordre.
1] Cette application est méme une involution {bijection égale i son inverse) puisque,

pour tout x, 14 (1 4 x}=x. D'autre part, quels que soient les éléments x et y, on 2
(1+x)1+y)=1+x+y+xy Cet é&lément est égal 2 1 +x si et seulement si
y + xy =10, ou encore xy =y. On voit ainsi que 1 +x £ 1 + y si et seulement si y g x.

3]

REMARQUE : La relation d'ordre dans un anneau de Boole est compatible avec la
multiplication : cela veut dire que, si des éléments a, b, ¢ et d vérifient a € b et ¢ £ d,
alorsaxcgbxd(siaxb=aetcxd=c alorsaxcxbxd=axc), Mais ce qu'il est
important de retenir, c'est que cet ordre n'est pas compatible avec 1'addition : par
exemple,onalg letl g1, maisonn'apas0+1g1+1.
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Voici une propriété que nous utiliserons trés souvent :

LEMME : Quels que soient les éléments x et y de A, on a x < 1+ y si et
seulemnent si xy = 0.

@ En effet, x £ 1 + y signifie par définition x(1 + y) =x, ou encore x + xy=x, ce
qui équivaut bien i xy =0.
3

Les algébres de Boole en tant qu'ensembles ordonnés

24  Les propriétés I, 2, 3, 7 et 8 du théoréme 2.3 caractérisent en fait les anneaux de
Boole, comme le montre le théoréme suivant, qui nous fournit une deuxiéme fagon de
définir ces anneaux.

THEOREME : Soit <A, 2> un ensemble ordonné possédant les propriétés
suivantes :

a} il y 2 un plus petit élément (noté 0) et un plus grand élément
(noté 1) ;

b) deux éléments quelconques x et y ont une borne supérieure (notée
x vy} et une borne inférieure (notée x ~y) ;

¢) les opérations ~ et ~ sont distributives I'une par rapport i
Vautre ;

d) pour tout élément x de A, il existe au moins un élément x' de A
tel guexwx'=1letxnx'=0.

Alors on peut munir A d'une structure d'anneau de Boole:
< A,+,x,0,1>> de telle sorte que l'ordre  donné sur A coincide avec
'ordre associé & Ia structure d'anneau de Boole (c'est-4-dire qu'on ait
x £ y s et seulement si xy =x).
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& La démonstration se fait en plusieurs étapes :

o REMARQUES PRELIMINAIRES : Un ensemble ordonné qui posséde les propriétés a) et
b} de I'énoncé est appelé un treillis. 5'il posséde aussi la propriété ¢), on dit que c'est un
treillis distributif. Si a), b) ¢) et d) sont satisfaites toutes les quatre, on parle de treillis
distributif et complémenté, le complément (ou complémentaire) d'un élément x étant
I'unique élément x' tel que x — x'=1et x ~ x" = 0. L'unicité est facile & prouver :

8 Supposons que x' et x" soient des compléments de x, et considérons
I'élément y = (x ~x') ~ x". D'une part, y est égal 4 0+~ x", donc & x". D'autre part, la
distributivité nous conduit & : y={x v x"}~» {(x' v x") =1~ (x' v x") =x'«x". On a donc
x" =x'«x", ce qui veut dire x' £ x". Mais en échangeant les rdles de x' et x", on aboutit
naturellement 3 x" ¢ x*, et finalement & x' =x".

&

Le complément de 1'élément x sera noté x°. On a évidemment 1°=0et 0°=1. On
notera que 'unicité du complément a aussi comme conséquence le fait que l'application
x+— x° de A dans A est une bijection égale & son inverse (pour tout x, (x¢)° =x).

On remarquera aussi que, comme nous 1'avons déja signalé, lorsque les hypothéses
a), b), ¢} et d) sont satisfaites, les propriétés 4, 5 et 6 du théoréme 2.3 sont aussi
nécessairement vérifiées.

« Montrons maintenant ce que l'on appelle généralement les lois de de Morgan :

Quels que soient les éléments x et y de A,

(x~y)f=x° v,
et {(xwy)f=xtnyt

@ La deuxiéme loi se déduit de la premiére en y remplagant x par x© et y par
¥, puis en passant aux compléments dans les deux membres.

Pour établir la premiére, on montre que (X*w~y)w(x~y)=1 et que
{(vy)~{x~y}=0 : on utilise pour cela les propriétés de distributivité des
opérations « et ~, ainsi que leur associativité et leur commutativité :

(o ¥) v (xmy) =Gy v x) n (v g e y) = (L ¥ (v ) =1 n T =1
vy m () = 6 nxny) v (F rxny) = (0ny) v (0~x)=0v0=0,

&

» Ces lois de de Morgan se généralisent immédiatement (par récurrence) ainsi :

Quels que soient entier k 2 1 et les éléments xq, Xz, ..., X de A,
(X1~ xgr )T =T o gt e e,

et (x1v g v )t =t gt A xS
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» Nous allons maintenant définir une addition + et une multiplication = dans !'ensemble
A : pour tout x et tout y, on pose :

xxy:xny;

et x+y=xny) - (xEay)
On obtient une autre expression de x + y en utilisant la distributivité de v par
Tapport & ~:
x+y=(xvx}nlxwy)ny®wx)n(y" vy}
=La(xvy)r(XCry)nl,
d'od X+ y={x~y)~(xvy) (*)

Nous allons montrer que <A, +,x,0,1 > est un anneau de Boole :

a8 » La propriété : « pour tout x, x2 =x> est immédiate (x ~x =x) ;
s <A ,+,0>> est un groupe commutatif :
- la commutativité résulte immédiatement de celle des opérations ~ et ~.
- 0 est &lément neutre pour l'addition : pour tout élément x de A,
X+ 0=(x~0) v (x*~l)=(x~1)w0=x-0=x
- tout élément x de A admet un opposé : lui-méme ; en effet,
X+ x=(x~rx) v (xEnx)=0v0=0.
- reste 4 prouver l'associativité : soient x, y et z des éléments de A ; on a :
xty)+z=(x+y]~) v (x+y]°~2)
(par définition de +)
=[x~ ¥}« ()]~ 2)~ ([x + Y]~ 2)
{idemn)
=[x ~y) v Ay~ 2) v ([(x v y) ~ v ¥O) ~ 2)
{d'aprés la relation (x))
=([(x ~¥) v (E ) ~ ) ([(x v ¥)° v (x v ¥ ~ 2)
(lois de de Morgan)
=([(x A y) v &y 2w ([(xE ¥ v (x v y)] ~2)
{idem)
=[xy n2) v (EnynzfY v [(Enyirz) v (xaynz)
{distributivité de ~ par rapport & ).
Finalement, en tenant compte de 'associativité de v, on obtient :
(x+y)+_z=(xnycnz¢)u(xcny.nzc)u(xcnycnz) u(xnynz)'
La commutativité des opérations « et ~ monfre que toutes les permutations sur x,

y et z donnent le méme résultat. En particulier {x + y) + z=(y + z) + x, mais comme
I'addition est commutative, on a aussi :

x+y)+z=x+(y+2)
o La multiplication x est associative et admet 1 comme élément neutre : ce

sont des propriétés évidentes de l'opération ~.
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e La multiplication est distributive par rapport & l'addition : pour le
démontrer, nous utiliserons encore 1'associativité et la commutativité de « ef ~ et la
distributivité de ~ par rapport & -, ainsi que les lois de de Morgan. Nous ne justifierons
pas cette fois chaque étape du calcul, le lecteur n'aura aucune difficulté a le faire.

Soient x, y et z des éléments de A. On a:
Xy txz=(xny)+(x~z)
=[x~ y) A2l v [(x~y)° A (xn2))
=[xry) ~n(xE v 2) ~ [xEy) ~ (x~2)]
=[xrynx)elxoynzfY v [xEnxnz)v (¥ rxnz)]
=0« {xnynzhu0v(xry nz)
=(xaynf)v(xnrytaz)
=xn[ly~29) v (¥ ~2)
=xn [y + z]
=x({y + z).

< A,+,x,0,1>> est donc un anneau de Boole.
%]

Notons € l'ordre associé A cette structure. On a, quels que solent les éléments x et
y de A, x €y si et seulement si xy =x, ou encore x ~y =x, mais cette derniére égalité
signifie exactement que x est inférieur ou égal a y pour l'ordre  donné initialement sur
A_ Il en résulte que les deux ordres coincident.
Le théoréme est donc démontré.
@

Une algébre de Boole, c'est donc, indifféremment, un anneau dans lequel tout
élément est égal 4 son carré, ou un ensemble ordonné qui a une structure de treillis
distributif et complémenté.

Nous aurons plutét tendance, sans que ce soit une régle absolue, 4 adopter dans la
suite du cours le second point de vue.

Pour 'exemple, donné en 2.1, de 'ensemble des parties d'un ensemble, ce point de
vue est beaucoup plus naturel que le premier. La relation d'ordre est la relation
d'inclusion. Les opérations -« et ~ sont, respectivement, la réunion et l'intersection. Le
complément d'un élément est son complémentaire au sens ensembliste (voir I'exercice 2).

Dans la suite, quel que soit le point de vue adopté, nous nous permettrons
d'utiliser simultanément l'crdre <, les opérations ~ et ~, la multiplication et l'addition.
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3. ATOMES DANS UNE ALGEBRE DE BOOLE

31 DEFINITION : Ur élément a dans une algébre de Boole <<A,g,~,~,0,1>
est appelé un atome si et seulement si il est non nul et n'a pas de minorant
strict non nul.

En d'autres termes, a est un atome si et seulement si : a # 0 et, pour tout élément
bdeA,sibga,alorsb=aoub=0.

EXEMPLES :

+ 1) Dans 1'algébre de Boole PB(E) des parties de l'ensemble E, les atomes sont les
singletons {c'est-a-dire les parties & un €lément).

¢ 2} 11 y a des algébres de Boole sans atome : c'est le cas de l'algébre de Boole
F [~ des classes de formules du calcul propositionnel, lorsque 1'ensemble P des variables
propositionnelles est infini (voir les exemples 2.1).

8 L'ordre de cette algébre de Boole est le suivant {exercice 1} :
si F et G sont des formules, alors cl{F} g <I(G) si et seulement si la formule
(F = G) est une tautologie.

Pour prouver qu'il n'y a pas d'atome dans F/~, nous allons montrer que tout
&ément non nul admet au moins un minorant strict autre que 0. Considérons donc une
formule F telle que cl(F} # 0, c'est-a-dire que -F n'est pas une tautologie, ou encore qu'il
¥ & au moins une distribution de valeurs de vérité sur P qui satisfait F. Choisissons une
telle distribution et appelons-la &

Choisissons d'autre part une variable propositionnelle X qui n'apparait pas dans
la formule F. Un tel choix est possible parce que P est infini.

Désignons par G la formule (F A X).

On a évidemment F* {(F A X) = F), donc d{G) < cI{F).

La distribution de valeurs de vérité A définie par : pour tout Y € P,

6Y) siY#X
AMY) = {
1 gY=X
satisfait F (puisque X ne figure pas dans F) et satisfait X, donc elle satisfait G. Il en
résulte que cl(G) £ 0.
D'autre part, la distribution de valeurs de vérité g définie par : pour tout Y € P,
Y) siY#X
PURE |
1] siY=X
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satisfait F (pour la méme raison que A) mais ne satisfait pas G, donc elle ne satisfait pas
la formule (F = G). On n'a donc pas cl(F)  cl(G), ce qui montre que ¢l{G) est un
minorant strict de ¢l{F) ; d'aprés ce qui précéde, c'est un minorant strict non aul.

&

32 DEFINITION : Une algébre de Boole est atomique si et seulernent si chacun
de ses éléments non nuls est minoré par au moins un atome.

C'est le cas, par exemple, de 'algébre de Boole des parties d'un ensemble (chaque
partie non vide contient au moins un singleton).

THEQREME : Toute aigébre de Beole finie est atomique.

(3] Soit <A, g,v,~,0,1> une algébre de Boole finie et x un élément non nul de A.
Désignons par m(x) l'ensemble des minorants stricts non nuls de x dans A. $i m{x) est
vide, alors x est un atome. Si m(x} n'est pas vide, alors, comme il est fini, il admet au
moins un élément minimal (c'est-3-dire non strictement minoré) pour l'ordre . Il est
facile de voir qu'un tel élément minimal est un atome de A qui minore x.

&

3.3 THEOREME : Soit <A ,+,x,0,1>> une algébre de Boole {finie ou non).
Alors, pour chague élément a non nul de A, et pour tout entier k » 2, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

{1}  aestunatome;

{2)  pour chaque élément x de A,on2aa < xona 1 +x;

{3}  pour tous éléments xy, Xz, ..., X de A, 512 € Xy v Xp v ..o v xy,
alorsa € xq00a £ X200 ... OU 3 £ X

& Observons tout d'abord que, en vertu du lemme 2.3 et de la définition de
l'ordre <, (2) est équivalente & :

{2} pour tout élément x de A, on 2 ax=a ou ax =10.

Démontrons maintenant le théoréme.
Soient a un élément non nul de A et k un entier naturel supérieur ou égal & 2.

R P
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» (1)== (2} pour chaque x € A, on a ax < a, done, lorsque a est un atome,
ax=aouax=0.

* {2) = (3) : supposons (2}, et choisissons des éléments x,, x3, ..., X de A tels que
a X~ Xg v ... Xy 5ion n'avait ni a € %y, 0i a X, 0 ..., Ni a € x, o0 aurait, d'aprés
(2,agl+xp,etagl+xget...,etag]+x; aserait alors un minorant commun 3
1+x, 14+xp, .., 1+x, donc aussi un minorant de leur borne inférieure
1+ (x4 = xz v ... v x¢) (de Morgan). L'élément a minorerait donc A la fois xy v xp~ ... v xg
et son complément, ¢e qui est impossible puisque a n'est pas nul. (3} est donc démontré.

e {3)= (1) : supposons {3), et soit b un minorant de a. On a évidemnment
agb<«{1+b)=1 Enprenant xy=betxy=x3=...=xc=1+ b dans (3), on en déduit
que agb ouagl+b Dans la premiére éventualité, on obtient b=a, et dans la
deuxiéme, b = ab =0 (lemme 2.3). On a ainsi prouvé que a est un atome.
2

4. HOMOMORPHISMES, ISOMORPHISMES
SOUS-ALGEBRES

Homomorphismes et isomorphismes

Un homomorphisme d'algébres de Boole, c'est ce que 'on appelle en général un
homomorphisme d'anneaux unitaires, ¢'est-a-dire une application qui respecte l'addition
et la multiplication, ainsi que leurs éléments neutres. Nous donnerons les définitions, des
exemples, des contre-exemples, et des caractérisations en termes d'ensembles ordonnés.

4.1 DEFINITION : Soient J£=<{A,+,x,0,1> et £'=<A".+,x,0,1>
deux anneaux de Boole ei b une application de A dans A'. On dit que h est
un homomorphisme d'algébres de Boole de £ dans €' si et seulement si,
quels que soient les élémentsx et y de A, on a:

h(x +y) =h{x} + h{y) ;
h(x = y) = h{x} = h{y} ;
h{1) =1.
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REMARQUE 1: La condition h(0) =0 ne figure pas dans la définition car elle se déduit
immédiatemnent de la premiére relation (faire x=y =0).

La situation est différente pour 1'élément neutre de la multiplication : la troisiéme
relation n'est pas une conséquence de la deuxiéme, comme le montre 'exemple suivant :
prenons A="{N) et A’'=9(Z) avec leur structure naturelle d'zlgébre de Boole et
prenons pour h l'application identique de A dans A (qu'on peut considérer comme
application de A dans A' puisque A C A') ; il est trés facile de vérifier les deux premiéres
relations de la définition ci-dessus, mais la troisiéme n'a pas lieu puisque 1'élément
neutre de la multiplication est N dans A alors que c'est ¥ dans A'.

On aura également remarqué que nous avons commis 1'abus qui consiste & donner
le méme nom aux opérations (ainsi qu'a leurs éléments neutres) dans € et 6",

REMARQUE 2 : La notion d'homomorphisme définie ici n'est autre que celle, plus
générale, d'homomorphisme d'anneaux unitaires, appliquée au cas particulier des
anneaux de Boole. {On observera toutefois qu'il peut exister des homomorphismes
d'anneaux unitaires entre un anneau de Bocle et un annezu unitaire qui n'est pas un
anneau de Boole.) Les propriétés vrales pour les homomorphismes d'anneaux unitaires
quelconques demeurent évidemment pour les anneaux de Boole: par exemple,
I'application composée de deux homomorphismes d'anneaux de Boole est un
homomorphisme d'anneaux de Boole. Dans le méme ordre d'idées, nous aurions pu nous
dispenser du corollaire 4.2 ci-dessous.

LEMME : Soient #=<A,<,0,1> e A£'=<A" g,0,1> deux
algébres de Boole et h un homomorphisme d'algébres de Boole de € dans
A'. Alors on a (avec les notations précédemment adoptées, et en
perpétuant 'abus mentionné dans la remarque 1} :

Quels que soient les élémentsx ety de A :
h(x ~y) = h{x} ~ hy),
h(<) = (h())",
hix v y) =h{x) - h(y),
six £y, alors h{x) < h{y).

3] Les opérations x et ~ étant identiques, la premiére relation & démontrer est déj
dans la définition d'un homomorphisme. La deuxiéme peut s'éerire : b(1 + x) =1 + h{x),
ce qui résulte immédiatement de h(1) =1 et de l'additivité de h. La troisiéme relation
découle des deux premiéres et des lois de de Morgan. Enfin, la derniére relation se



4. Homomorphismes, sous-algébres 103

traduit ainsi : si xy = x, alors h{x}h{y} = h(x) ; cela est vrai puisque h{xy) = h{x}h(y).
@

THECREME : Soient 4=<{A,<,0,12> et A4'=<A',<.0,1> deux
algébres de Boole et h une application de A dans A'. Pour que h soit un
homomorphisme d'algébres de Boole, il faut et il suffit que, quels que
soient les éléments x et y de A, on ait :

h(x ~y) =h(x) ~ by},
h(x®) = {h(x))*.

3] La condition est nécessaire d'aprés le lemme.
Supposons qu'elle soit vérifie, et soient x et y des éléments de A. On a alors :
h{xy}) =h{x ~ y) =h{x} ~ h(y) = h{x)h(y).
hix + y) = h({x ~ y} » (x° ~ y}} = h{{{x ~ ¥°)° ~ (x° ~ ¥))°)
= (h{{x ~ ¥} ~ (x° ~ y)P)€ = (h{{x ~ ¥)) ~ h({x" ~ y)°))°
= {(h{x ~ y))¢ ~ (b{x° ~y}))° = h(x ~ y¢) « h{x" ~ y}
= {h{x) ~ h(y)) ~ (h{x) ~ h(y)) ={b{x} ~ (b{y))) ~ ((h{x))* ~ h(y))
=h(x) + h(y).
On en déduit que h(0)=0 (voir la remarque 1) et done aussi que:
h(1} = h(6%} = {h(0))° =0° =1.
Cela montre bien que h est un homomorphisme.

REMARQUE 3 : 11 est clair que, dans 1'énoncé du théoréme précédent, on peut remplacer
partout 'opération ~ par l'opération .

4.2 DEFINITION : Un  isomorphisme d'algébres de Boole est un
homomorphisme d'algébres de Boole qui est bijectif.

THEQREME : Soient £=<A,<,0,1> et £'=<A',<,0,1> deux
algébres de Beole, et h une application surjective de A dans A’. Pour que h
soit un isomorphisine d’'algébres de Boole, il faut et il suffit gue :

quels que soient les éléments x et y de A,

(*)

x €y s et seulement si h{x) < h(y).
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@ Supposons d'abord que h soit un isomorphisme et soient x et y des éléments de A.
Si x £y, alors, d'aprés le lemme 4.1, h{x) < h{y). 8i h{x} < h(y), alors, par définition
de £ et parce que h est un homomorphisme, h(x} =h{x}h{y} = h(xy). Mais comme h est

injective, cela exige x = xy, c'est-a~dire x  y. (*) est donc satisfaite.
Réciproquement, supposons (*) satlsfalte et soient u et v deux éléments de A tels
que h{u) =h(v). On a h(v) < h{v} et h(v) < h{u), donc, par (), v < v et v £ u, soit

u=v. Ainsi, h est injective. Par ailleurs, soient x et y deux elemenns quelconques de A.
Posons t =h{x) ~ h{y). Comme h est bijective, il existe un unique élément z dans A tel
que t =h{z}. On a h(z)  h{x) et h(z} < h(y), donc, d'aprés (¥), zg xet z gy, et, par
conséquent, z € x ~y. Mais comme x ~y g x et x~y <y, o0 &, toujours grace a (*},
hix ~y) € h(x) et h(x~y) < h(y), ce qui entraine h(x~y) < h(x) ~h{y)=h{z}. En
utilisant encore (), on obtient x ~ y « z, et en définitive z=x ~ y, ce qui prouve que:
h{x ~ y) =h{x] ~ h{y).
En remplagant ~ par ~ et  par 3 dans cette démonstration, on obtient :
h{x v y} =h{x} v h{y).

Soit v un élément quelconque de A’ et t son unique antécédent dans A par h. Dans
Aona0gtettg . Il en résulte, avec (*), que, dans A', h(0) € v et u g h{1). Cela
montre que h{0} et h(l) sont respectivement le plus petit et le plus grand élément de A',
autrement dit, que h(0) =0et h{l) =1.

Pour tout élément x de A, on a alors :

h(x¢} ~ h(x) =h(x® ~x}=h(0)}) =0
et h(x®) « h{x) = h(x®* w x) =h(1) =1.
h(x*) est donc le complément de h(x}, c'est-a-dire que (h(x))¢ = h(x®).
On conclut avec le théoréme 4.1 : h est un homomorphisme d'algébres de Boole.

On remarquera que la relation h{x ~y) =h{x) ~ h(y) ne nous était pas nécessaire
pour appliquer le théoréme 4.1, mais a servi & prouver que h commute avec l'opération
de passage au complément.

&

COROLLAIRE : L'application composée de deux isomorphismes d'algébres
de Boole, ainsi que Ia bijection réciproque d'un isomorphisme d'algébres de
Boole, sont des isomorphismes d'aigébres de Boole.

8 Soient £ =<A 4 ,x,0,1>, B=<B,+.,x,0,1> et € =<C,+,x,0,1>
des algébres de Boole, ¢ un isomorphisme d'algébres de Boole de € sur 2, et ¢ un
isomorphisme d'algébres de Boole de .# sur ®. Les applications ¢ et 1oy sont
évidemment surjectives. Quels que soient les éléments u et v de B, ¢ '(u} < ¢'(v)
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équivaut & (¢ (1)) € wl@(v)), c'est-a-dire & u < v. D'autre part, quels que soient les
éléments x et y de A, on a x £y si et seulement si @(x} € @y), et @x) < &y) si et
seulement. si ¥{(x)) < W(y)). Avec le théoréme précédent, on en déduit que ™ et
¥ o ¢ sont des isomorphismes d'algébres de Boole, respectivement de B sur € et de £
sur .

%)

43 THECREME : Toute aigébre de Boole finie est jsomorphe & lalgébre de
Boole des parties d'un ensemble.

Z] Soit £=<CA g,0,1> une algébre de Boole finie et soit E 1'ensemble de ses
atornes. Remarquons que E n'est pas vide puisqu'il ¥ 2 au moins un atome qui minore
l'élément non nul 1 {théoréme 3.2). Nous allons montrer que .# est isomorphe & 1'algébre
des parties de E.

Considérons pour cela l'application h de A dans P(E) qui, 3 tout élément de A,
associe |'ensemble des atomes qui le minorent :

pour chaquex € A, h{x)={a € E;a g x}.

» h est surjective : en effet, on a tout d'abord h(0) =@ (aucun atome ne minore
0) ; d'autre part, soit X={aaz,..,ax} une partie non vide de E, et posons
Mx=ayvazw~..vag;onah(My}=X:l'inclusion X C h(My) résulte immédiatement de
la définition de h (tout élément de X est un atome qui minore My ; I'inclusion inverse se
montre avec le théoréme 3.3 : soit a un élément de h{My), c'est-i-dire un atome qui
minore My =2, v azv ... v ai, alors on a a < a; pour au moing un indice i (c'est clair si
k=1, et c'est la condition {3) du théoréme si k > 2), mais comme a et a; sont des
atornes, cela exige a =aj;, donc a € X.

¢ Pour tous éléments x et y de A, si x vy, alors h{x} C h(y) : en effet, si x gy,
tout atome qui minore x est un atome qui minore y.

# Pour tous éléments x et y de A, si h{x) C h(y), alors x < y : en effet, si x n'est pas
inférieur ou égal & y, alors x{1 +y)} #0 (lemme 2.3). Comme .£ est finie, elle est
atomique (théoréme 3.2), on peut don¢ trouver un atome a € E tel que a £ x{1 +y).
L'atome a est donc un minorant de x et de 1 + y; il ne peut pas minorer aussi y, car il
n'est pas nul. On a done a € h{x} et a £ h{y), ce qui prouve que h{x) n'est pas inclus dans
h(y).

Nous pouvons alors conclure, grice au théoréme 4.2, que h est un isomorphisme
d‘algébres de Boole de ¢ sur B(E).

]
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COROLLAIRE : Toute algébre de Boole finie a pour cardinal une puissance
de 2.

8 Si l'ensemble fini E a pour cardinal n, l'ensemble de ses parties, P(E), a pour
cardinal 2"
2

Sous-algebres de Boole

44  DEFINITION : Spit 6=<CA,+,x,0,1> une algébre de Boole. Une partie
B de A constitue une sous-azlgébre de Boole de .$ si et seulement si B
contient les éléments 0 et 1 et est stable pour les opérations + et =
(autrementd'itl]eB, 1leBet,sixeBetyeB, alorsx +y€B et xy e B).

Une sous-algébre de Boole de €, c'est donc un sous-anneau de .4 contenant
'élément 1. Cette précision est essentielle : dans un anneau unitaire, un sous-anneau
peut &tre lui-méme unitaire, sans pour autant contenir 1'élément unité de 1'anneau tout
entier : le rdle d'élément neutre de la multiplication est alors joué par un autre élément.
Reprenons I'exemple de l'anneau <P(Z),A,n,8,Z> : P{N)} en est un sous-ensemble
stable pour les opérations A et N et il contient @ ; ¢'est donc un sous-anneau de P(I).
Evidemment, T ¢ ‘B{N). Néanmoins, N est élément unité pour I'anneau PB(N}. Ainsi,
l'anneau de Boole P(N} est un anneau unitaire, est un sous-anneau de P(Z), mais pas un
sous-anneau unitaire : ce n'en est donc pas une sous-algébre de Boole.

THEOREME 1: Soient .=<A,+,x,0,1> une algébre de Boole et B
une partie de A. Pour que B constitue une sous-algébre de Boole de %, Il
faut et il suffit qu'il existe une algébre de Boole £'=<A',+' ' 0',1'>
et un homomorphisme d'algébres de Boole h de ' dans £ tels que
Vimage de Papplication h soit le sous-ensemble B.

5] o il faut: prenons A'=B, +'=+, x'=x, 0'=0, 1'=1 et h=1application
identique de B dans A. On vérifie immédiaternent que h est un homomorphisme
d'algébres de Boole dont 1'image est B.
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s if suffit : choisissons ' et h comme indiqué. On a h(0')=0, donc D€ B, et
h{1') =1, donc 1 € B. De plus, si x et y sont des éléments de B, alors on peut choisir dans
A' des éléments x' et y' tels que x =h{x") et y =h{y"). On a alors :
x+y=h{x} +h{y') =h(x' +y'). doncx + yeIm{h) =B ;
et xy = h{x"}h{y") = h{x'y"), donc xy € Im{(h) =B.
B est donc bien une sous-algébre de Boole de .#.

7]
THEOREME 2 : Dans une algébre de Boole £=<{A,+,x,0,1>>, pour
qu'une partie B de l'ensemble A constitue une sous-algébre de Boole, il
faut et il suffit que B contienne 0 et soit stable pour les opérations
x—xtet (xy)—xny

5] e il faut : comme x° =1 + x et x ~ y =xy, et comme B doit contenir ¢ et 1 et étre

stable pour + et x, le résultat est immédiat.

« il suffit : on a, pour tous x et y dans A, x — y = (x® ~ y¢)°. La stabilité de B pour
le passage au complément et pour l'opération ~ garantit donc la stabilité pour
l'opération «. De plus, 1 =0° doit appartenir & B. Comme les opérations + et x peuvent
se définir & partir de ~, de v et du passage au complément exclusivement, on en déduit la
stabilité de B pour + et x et le fait que <<B,+,%,0,1 > est une sous-algébre de Boole
de 4.

e

45 EXEMPLES:

¢ 1} Soient E un ensemble infini, A=9E) l'ensemble de ses parties et B le
sous-ensemble de A constitué des parties de E qui sont finies ou dont le cornplémentaire
est fini. Montrons & l'aide du théoréme précédent gque B constitue une sous-algébre de
Boole de 1'algébre de Boole des parties de E.

Z) Nous appellerons partie cofinie de E toute partie dont le complémentaire est fini.
L'ensemble vide, qui est une partie finie de E, appartient & B. Il est clair que l'ensemble
B est stable par passage au complément : le complément (ici: le complémentaire
ensembliste) d'une partie finie est une partie cofinie et le complément d'une partie
cofinie est une partie finie. Enfin B est stable pour l'opération ~ (ici: l'intersection
ensembliste) : en effet l'intersection d'une partie finie de E avec n'importe quelle partie
de E est une partie finie de E ; quant i l'intersection de deux parties cofinies de E, ¢'est
une partie cofinie de E : supposons en effet que U CE et V CE soient cofinies ; cela
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signifie que E-U et E~V sont finies et il en est donc de méme de leur réunion
(E-UYu{E-V) qui n'est autre (nous dit de Morgan) que E - {UnV); il en résulte
bien que U n V est cofinie.

&

» 2) Voici un exemple qui nous sera utile dans la section 6. Soient X un espace
topologique et F(X} le sous-ensemble de P(X) constitué des parties de X qui sont & la
fois ouvertes et fermées pour la topologie de X (on parlera d'ouverts-fermés, comme
indiqué dans les rappels). Cet ensemble Z{X) constitue une sous-algébre de Boole de
1'algébre de Boole des parties de X.

3] Tout d'abord, 'ensemble vide (0) et I'espace X tout entier (1) sont naturellement
des ouverts-fermés. Ensuite le complémentaire d'un ouvert-fermé est un ouvert-fermé et
l'intersection de deux ouverts-fermés est un ouvert~fermé. Le théoréme 2 de 4.4 permet
donc, 1a aussi, d'obtenir la conclusion attendue.

%

Il peut arriver que I'algébre de Boole #(X) considérée ici se réduise & {0,1} (c'est
le cas par exemple si on prend pour espace X l'ensemble R muni de sa topologie usuelle :
@ et R sont les seules parties & la fois ouvertes et fermées) ; 2(X) peut aussi coincider
avec P(X) (lorsque la topologie sur X est la topologie discréte {celle ol tout
sous-ensemble est ouvert) et, évidemment, seulement dans ce cas).

Donnons maintenant deux exernples d'homormorphismes d'algébres de Boole :

# 3} Considérons 1'algébre de Boole F/~ des classes de formules logiquement
équivalentes dans le calcul propositionnel construit sur l'ensemble P de variables (voir
les exemnples 2.1). Choisissons une distribution de valeurs de vérité & sur P et appelons
comme d'habitude 8 le prolongement de § 4 I'ensemble & de toutes les formules. On
peut alors définir une application hg de F/~ dans {0,1} en posant, pour toute forrule F :

ha(cl(F)) = KF).

Cette définition est légitime puisque &F) a la méme valeur pour toutes les
formules d'une méme classe d'équivalence.

Cette application hg est un homomorphisme d'algébres de Boole de &/~ dans
{0,1}. En vertu du théoréme 4.1 et de la définition des opérations de I'algébre de Boole
Ff~, il suffit pour s'en assurer d'établir que, pour toutes formules F et G dans &, on a:

hs(cI(F A G)) = ha(cl{F)} hs{ci(G))
et ha{cl{~F)} =1 - hg(cI(F)).

Or ces relations équivalent & :

¥F A G)=¥F)¥G)
et ¥-F)=1-§F),

ce qui est vérifié, par définition de 3.
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On démontre (exercice 13) que tous les homomorphismes d'algébres de Boole de
FJ~ dans {0,1} s'obtiennent de cette maniére.

o 4} Spient £ =<A,+,x,0,1> une algébre de Boole et a un atome de cette
algabre {on suppose qu'il en existe). Définissons une application h, de A dans {0,1} par :

1 sixedetagx
ha(x) = {
0 sixeAetagl+x
{ces deux cas s'excluent I'un 1'autre puisque a est différent de 0, et il n'y en a pas d'autre

puisque a est un atome : voir le théoréme 3.3).
Alors hy est un homomorphisme d'algébres de Boole de ¢ dans {0,1}.

@ Montrons-le & 'aide du théoréme 4.1 : soient x et y deux éléments de A. On a
ha(x ~y) =1 si et seulement si a & x ~ vy, mais cela équivaut, par définition de la borne
inférieure, &4 a < x et a gy, donc & ha(x) =1 et ha{y)=1, ce qui est nécessaire et
suffisant pour que ha(x) ~ ha(y) = 1. 11 en résulte que :
ha(x ~ y) =ha(x) ~ ha(y).

D'autre part, ha(x®) =1 si et seulement si a  x°, c'est-a-dire a £ 1 + x, ce qui

équivaut & ha{x) = 0. Comme h, ne prend que les valeurs 0 ou 1, cela signifie que :
ha(x®) = (ha(x)).

8

5. IDEAUX ET FILTRES

Propriétés des idéaux
Comme indiqué dans les rappels, « idéal »> signifiera ici « idéal propre ».

51 THEOREME : Scient <A,<,0,1> une algébre de Boole et | un
sous-ensermble de A. Pour que | s0it un idéal, il faut et il suffit que les trois
conditions suivantes soient satisfaites ;

(i) Delet1gl;
{if} pour tous élémentsx et ydel, x«yel;
(1ii) pour touit x € l et pour tout y€ A, siy < x, aforsy € |
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9 Supposons d'abord que | soit un idéal. C'est donc en particulier un sous-groupe du
groupe <CA.+,02>, donc 0 €. Si 1 était dans |, | serait l'anneau tout entier, ce que
nous avons exclu ; {i) est donc établi. 81 x et y sont dans |, il en est de méme du produit
xy et, par suite, de la somme x + y + xy =x ~ y, ce qui prouve (if). Vérifions enfin (iii) -
sixeletyeA, alors xy € 1, et si de plus y < x, alors xy =y et, par conséquent, y €.

Réciproquement, supposons que {i), {ii) et {iii} soient vérifiés et montrons que |
est un idéal dans . Si x€l et ye€), alors xwyel d'aprés (ii}, mais comme
%+ y € x ~y (vérification immédiate), et comme x + y =x - y {nous sommes dans un
anneau de Boole), on en déduit avec (iii) que x - y € |. Puisque 0 €|, les conditions sont
réunies pour que <!, +,0 > soit un sous-groupe de <A, +,02>. Par ailleurs, si x € | et
y € A, alors, puisque xy < x, (iii) permet de conclure que xy € |. L'ensemble | esi donc
bien yn idéal dans .# (I # A puisque 1 g1).

@
CORCLLAIRE 1 : Dans une algébre de Boole <CA,+,x,0,1 >, étant donné
un idéal I, il n'existe aucun élément x de A tel quex€let 1l +x€l.
%] 5i l'idéal 1 contenait & la fois x et 1+x, il devrait également contenir

x~ (1 + x) =1 (propriété (ii) du théoréme). Mais cela est impossible puisque 1 € 1 {({i)).
@

COROLLAIRE 2 : Soient 6=<CA,<,0,1> un anreau de Boole et | un
idéal de 8. Quels que soient Nentier k = 1 et les éléments xy, xa, ..., X del,
Ia borne supérieure x; « xz v ... « Xy appartient 4.

@ 11 s'agit d'une généralisation de la propriété (ii} du théoréme précédent (le cas
k =1 allant de soi) dont la preuve est immédiate, par récurrence sur l'entier k.
8

52 EXEMPLES :

s 1) Si E est un ensemble infini, I'ensemble Pe(E) constitué des parties finies de E
est un idéal dans 1'algébre de Boole P(E). Les conditions (i}, {ii) et (iii} du théoréme 5.1
sont trés faciles & vérifier : 0 est une partie finie de E mais E n'en est pas une, la réunion
de deux parties finies de E est une partie finie de E, ¢t toute partie incluse dans une
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partie finie de E est une partie finie de E.

e 2) Soient £ =<CA,+,x,0,12> un anneau de Boole et a un élément de A
différent de 1. L'ensemble ly={xeA;xga} est un idéal de .4 LA encore, la
vérification de (i), (i} et (iii) est 1mméd1ate :0n a0 g a,et, comme a est distinct de 1,
onnapasl ga;sixgaetygaalorsxvyga;enfinsixgaetygx alorsyga
On dit que I, est 1'idéal principal engendré par a. On retrouve bien 1a la notion usuelle
d'idéal principal dans un anneau commutatif quelconque puisque, dans un anneau de
Boole, 1'ensemble des minorants d'un élément est aussi l'ensemble de ses multiples.

» 3) Dans toute algébre de Boole, {0} est, de toute évidence, un idéal.

53 LEMME : Pour tout anneau de Boole £=<A,+,x,0,1> et tout idéal |
de ¢, l'anneau quotient £/l est un anneau de Boole.

5] Pour chaque élément x de A, notons x la classe de x modulo I. On sait déja que
JAfl est un anneau. Il suffit donc de montrer que tout élément est idempotent pour la
multiplication. Mais cela résulte immédiatement de la définition de la multiplication

dans /) et du fait que £ est un anneau de Boole : six € A, x2=x2 =
3]

54  Référons-nous & la remarque 2 de 4.1, et rappelons que, dans un anneau
commutatif et unitaire quelconque, les idéaux sont exactement les noyaux des
homomorphismes d'anneaux unitaires définis sur cet anneau. Le théoréme qui suit ne fait
que reprendre ce résultat pour les anneaux de Boole, en y apportant une petite
précision : il montre que les idéaux d'un anneay de Boole sont exactement les noyaux des

homomeorphismes d'algébre de Boole définis sur cet anneau.

THEOREME : Soient £ =<A,+,x,0,12> un anneau de Boole et | un
scus-ensemble de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1} Vestunidéal de £,
(2} 1 existe un homomorphisme d'algébres de Boole h défini sur
A dont | est Ie noyau (¢'est-d-dire tel que :
| =h7[{0}] = {x € A h(x) =0}) ;
(3) il existe un homomorphisme d'anneaux unitaires
{commutatifs} défini sur A dont | est le noyau.
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5] Le résultat rappelé ci-dessus est I'équivalence entre (1) et (3); quant & (2) = (3),
c'est une évidence. Nous allons tout de méme démontrer {3) = (1), et ensuite (1) = (2),
qui est, comme anngncé, plus précis que {1} = (3).

» (3)= (1) : supposons qu'il ¥ ait un homomorphisme h de .£ dans un anneau
unitaire @ = <B,+,x,0,1>> tel que |=h7"[{0}] ={x € A; h{x) =0}. Vérifions que les
conditions (1}, (ii), et (i) du théoréme 5.1 sont satisfaites :

Onah(@)=0eth(l)=1donc0elet1¢l. Sixeletyel h{x)=0et hiy) =0,
done h{x~y)=h{x +y +xy) =h{x) + h(y) + h{x}h(y) =0 et x~yel. Enfin, si x€l,
yeEAety g x alors hix) =0et xy =y, d'olt My} =h(x}h{y) =0, c'est-a-direy e |.

Ainsi, | est un idéal de 4.

(Bien sfir, il ne pouvait &tre question d'utiliser dans & une relation d'ordre ou des
opérations - ou ~).

s (1)= (2] : supposons que | soit un idéal de .4, et considérons 1'application h de
A dans A/ qui, & chaque élément x, associe sa classe modulo [ : x {h est donc ce que I'on
appelle d'habitude la surjection canonique de A sur Af1). h est un homomorphisme
d'algébres de Boole (I'homomorphisme canonique de € sur .£/1). On s'en assure avec le
théoréme 4.1 : si x € A et y € A, alors

h(x ~y) =h{xy) =xy =x x y =h(x) = h(y) = h{x} ~h(y) ;
et h(x¢) =h{l 4+ x) =T+ x=T +x=T + h{x} = (h(x))".

11 est d'autre part clair que | =0={x € A; h{x) =0} : 1 est le noyau de h.

Idéaux maximaux

5.5  Voicl diverses caractérisations des idéaux maximaux dans une algébre de Boole :

THEOREME : Pour tout annean de Boole £=-<A 4+ ,x,0,12>, pour tout
idéal | de £, et pour tout entier k > 2, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) |est un idéal maximal ;

(2) €/l est isomorphe & l'algébre de Boole {0,1} ;

{3) | est e noyau d'un homomorphisme de £ dans {0,1} ;

(4)  pour tout élément x de A, x€loul +x€l;

(5}  pour tous élémentsx et y de A, sixy €|, alorsxelouyel;

{6}  pour tous éléments X, Xz, .., Xk de A, S xix3..x € |, alors

xp€louxz€lou..ouxg€l
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5] e (1})=1(2): On a rappelé (section 1} que, si I'idéal | est maximal, l'anneau
quotient £/l est un corps. Mais on a également observé (remarque 2.2) que le seul
anneau de Boole qui soit un corps est {0,1}. Avec le lemme 5.3, on obtient donc la
conclusion attendue.

*(2)=(3}: Il suffit de remarquer que | est toujours le noyau de
'hormomorphisme canonique h de .# dans £/l $'il y a un isomorphisme ¢ de /| sur
{0,1}, | sera évidemment le noyau de 'homomorphisme ¢ o h de ¢ dans {0,1}.

¢ (3)= (4} : Considérons un homomorphisme h de .# dans {0,1} dont I soit le
noyau, et soit x un élément quelconque de A. On a h{x) =0 ou h(x) =1. Dans le prerier
cas, x € | ; dans le second, on a 1 + h(x) =0, soit h{l +x}=0,et 1 + x € |.

e (4)= (5): Solent x et y des éléments de A tels que x gl et y £1. Si (4) est
vérifié, alors 1 + xelet 1 +yel, donc (1 +x) « (1 + y) € | (propriété (i) du théoréme
5.1). Mais (1 +x}>{L+y)=1+ (x~y)=1+xy, donc, d'aprés le corollaire 1 de 5.1,
xy & | et {5) est démontré.

s [5)= (1} : Supposons que !} ne soit pas maximal. Soient J un idéal de £
contenant strictement | et 2 un élément de J qui n'appartient pas & . D'aprés le
corollaire 1 de 5.1, 1 + a ¢ J, donc 1 + a €| puisque | C J. L'idéal | ne contient ni a ni
1 + a, mais il contient évidemment le produit a(l + a) = 0. On en déduit que {5) n'est
pas satisfait.

s (5} = (6): On suppose que {5} est satisfait et on raisonne par récurrence sur
l'entier k. Pour k=2, (6} coincide avec (5}. Supposons (6) vérifié & l'ordre k et
prouvons-le i 1'ordre k 4+ 1. Considérons des éléments xy, Xz, ..., Xk, Xk+1 dans A tels que
XiXp...XeXkay € . D'aprés (3), on a alors xyxz..xg €1 0u %k € 1. Dans la premiére
éventualité, on a, par hypothése de récurrence, x4 €l ou x, €l ou ... ou x, € I. On vpit
don¢ qu'on doit avoir xi €| pour au moins un indice i tel que 1 i1 k+ 1, ce qui
démontre (6) a l'ordre k + 1.

s (6) = (5): Soient x et y deux &léments de A tels que xy € ). Posons xy=x et
Xa=x3=..=xg =¥ On axxg..xg =xy € |. Dong, si (6} est vrai, on doit avoir x; € | pour
au moins un indice i compris entre 1 et k, c'est-a-dire x € L ou y € |, et (5) est vérifié.

]

REMARQUE 1: Dans un anneau commutatif quelconque, un idéal qui posséde la
propriété (5} du théoréme précédent est appelé idéal premier. Ce que nous venons de
voir, ¢'est que, dans un anneau de Boole, les idéaux premiers sont exactement les mémes
que les idéaux maximaux. Mais il y a des anneaux ol cela cesse d'étre vrai. Ce qui est
toujours vrai, c'est qu'un idéal est premier si et senlement si 1'annean quotient qui lui est
associé est intégre (c'est facile & démontrer) ; on en déduit aussi qu'un idéal maximal est
nécessairement premier (il suffit de considérer I'annean quotient correspondant). C'est
donc la réciproque qui peut étre mise en défaut (par exemple, dans 1'anneau R[X,Y] des
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polyndémes & deux indéterminées & coefficients réels : 1'idéal engendré par le polyndéme X,
¢'est-3-dire 'ensemble {XP ; P € R[X,Y]}, est premier mais n'est pas maximal car i est
strictement inclus dans l'idéal engendré par les polyndmes X et Y, c'est-3-dire
'ensemble {XP + Y Q ; P e R[X,Y], Q eR[X,Y] }).

REMARQUE 2 : On retiendra en particulier 'équivalence entre les propriétés (1) et {3).
On observera que, si deux homomorphismes g et h d'une algébre de Boole
A=<A +,x,0,1>> dans {0,1} ont méme noyau |, ils sont identiques : car, pour tout
élément x dans A, ou bien x € | et g{x) =h(x) =0, ou bien x ¢ | et g(x) =h{x} =1. On en
déduit que I'ensemble des idéaux maximaux d'une algébre de Boole est en bijection avec
l'ensemblé des homomorphismes d'algébre de Boole de cette algébre dans {0,1}.

Filtres

56  Nous allons maintenant introduire la notion duale de celle d'idéal dans une
algébre de Boole : nous allons définir les filtres.

DEFINITION : Un filtre dans une algébre de Boole £= < A, +,x,0,12>
est une partie F de A telle que 'ensemble

{xeA;xFeF}
soit un idéal dans 6.

Soit F un filtre dans une algébre de Boole .£=<A,+,x,0,1>>. Appelons |
l'idéal {x €A ;x®eF}. | apparait comme l'image réciproque de F par l'opération de
complémentation : x —s x®. Mais comme cette opération est involutive (théoréme 2.3, 9),
| est aussi 1'image directe de F par cette opération : |={x € A; Iy(yeF et x=y%)}. En
d'autres termes, | est l'ensemble des compléments des éléments de F et F est I'ensemble
des compléments des éléments de |. L'idéal | est appelé 1'idéal dual du filtre F. 1] est trés
facile de woir que, étant donné un idéal quelconque J de ., I'ensemble
G={x€eA;x"eJ} est un filtre dont l'idéal dual est précisément J. A la surprise
générale, G s'appellera le filtre dual de 1'idéal J. Il y & done une correspondance bijective
entre 'ensemble des idéaux et 1'ensemble des filtres dans une algébre de Boole. On a
pour les filtres un dual du théoréme 3.1 :
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THEOREME : Soient < A,<,0,12> une algébre de Boole et F un
sous-ensemble de A. Pour que F soit un filtre, il faut et i suffit que les
trois conditions suivantes soient satisfaites :

(f} 0gFetleF,;
(ff) pour tous élémentsx ety deF,x~y€eF;
(ftf) pourtout x € F et tout y € A, siy 32 x, alorsy € F.
e Posons |={xeA;x*€F}. S F est un filtre, | est I'idéal dual et les conditions

(i), (ii) et (iii) du théoréme 5.1 sont satisfaites. On a donc0el, d'oi 0°=1€F, et 1 £1,

d'ot 1°=0¢F, ce qui prouve {f). SixeFetyeF, alorsx® el et y e, donc x* v y* €l

((ii}}, et comme x° « y¢ = (x ~ y)°, on en conclut que x ~y € F et (ff) est établi. Enfin, si

xEF,y€Aetyzx alors xP elet y¢  x¢ et (par (i)} y*€letyeF, don (fif)
Réciproquement, on voit de fagon tout a fait analogue que (i) se déduit de {f), (ii)

de (ff) et (iii) de (fff).

&

CORCLLAIRE : Spient #=<(A g,0,1>> une algébre de Boocie et F un
filtre de €. Quels que soient l'entier k = 1 et les éléments xy, xo, ..., xx de
£, la borne inférieure xq ~ xa ~ ... ~ x appartient i F.

@ Analogue du corollaire 2 de 5.1.

Ultrafiltres

57 DEFINITICN : Dans une algébre de Boole, un ultrafiltre est un filtre
maximal, c¢'est-§-dire un filtre qui n'est stricterment inclus dans aucun
autre filtre.

Il est clair que, dans la dualité évoquée ci-dessus, les ultrafiltres correspondent
aux idéaux maximaux. En d'autres termes, le filire dual d'un idéal maximal est un
ultrafiltre, et l'idéal dual d'un ultrafiltre est un idéal maximal.

Nous aurens pour les filtres un analogue du théoréme 5.5 :
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THEOREME : Pour tout anneau de Boole 4 =<A,+,=,0,1>, pour tout
filire F de £ et pour tout entier k 3 2, les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(1) F est un ultrafiltre ;
(3'} il existe un homomorphisme h de € dans {0,1} tel que -
F={xeA;h(x)=1};
(4'}  pour tout élément x de A, x€Foul +x€F;
(5')  pour tous éléments x et y de A, si xwy€eF, alors x € F pu
YEF;
{6')  pour tous éléments xy, Xz, ..., Xk de A, §i x; wxg~ ... vxy € F,
alorsxyeFouxgeFou..ouxg€F.

@ L'algébre £, le filtre F et l'entier k étant donnés, appelons | 'idéal dual de F. Des
vérifications tout A fait élémentaires permettent de montrer que les propriétés (1°), (3],
{(4'), (5') et (6") pour le filtre F sont respectivement équivalentes aux propriétés (1), (3),
{4), (5) et (6) du théoréme 5.5 pour l'idéal | (on utilise la correspondance entre | et F,
les lois de de Morgan, etc).

2

REMARQUE 1 : Dans la propriété {4) du théoréme 5.5, comme dans la propriété {4')
ci-dessus, le «cou>» est en fait un «ou exclusif> (voir le corollaire 1 de 5.1). Cela veut
dire que, si F est un ultrafiltre dans une algébre de Boole <A, +,x,0,1>>, et si | est
l'idéal maxirnal dual de F, alors | et F constituent une partition de l'ensernble A. Ainsi,
chacun des ensembles | et F se trouve étre en méme temps :

» le complémentaire de l'autre (en tant que parties de A),

» et 'ensemble des compléments des éléments de I'autre {au sens de 'algébre de
Baole considérée).

La deuxidme situation se retrouve chaque fois qu'on a un idéal et un filtre duaux
I'un de l'autre, mais la premiére ne se produit que si 1'idéal et le filtre en question sont
mMaximaux.

REMARQUE 2 : Revenons sur la remarque 2 de 5.5 : nous pouvous la compléter et retenir
le fait que, étant donnée une algébre de Boole ¢, il y a correspondance bijective
canonique entre les idéaux maximaux de ., les ultrafilires de €, et les
homomorphismes d'algébre de Boole de £ dans {0,1}.
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58 EXEMPLES : Pour avoir des exemples de filtres, il suffit évidemment de se
reporter aux exemples d'idéaux déja examinés (5.2) et de les transformer par dualité. Le
lecteur fera sans difficulté toutes les vérifications nécessaires :

»1) 51 E est un ensemble infini, l'ensemble des parties cofinies de E (voir
I'exemple 1 de 4.5} est un filtre dans 'algébre de Boole </B(E},C,8,E >>. Ce filtre est
appelé filtre de Fréchet sur E. Ce n'est pas un ultrafiltre, parce qu'ill y a des parties de E
qui sont infinies et dont le complémentaire est aussi infini, ce qui fait que la condition
{4') du théoréme 5.7 n'est pas satisfaite.

%2} Si a est un élément non nul dans une algébre de Boole <A, g,0,1>,
l'ensemble F ={x € A; x > a} est un filtre appelé filtre principal engendré par a. C'est
le filtre dual de 1'idéal principal engendré par 1 + a.

* 3) L'ensemble {1} est le filtre dual de I'idéal {0}.

5.8 THEOREME : Soient <A, <,0,1>> une algébre de Boole et a un élément
non nul de A. Pour que le filtre principal engendré par a soit un ultrafiltre,
il faut et i suffit que a soit un atome.

8 En vertu du théoréme 3.3 et de la définition du filtre Fa, 2 est un atome si et
seulement si, pour tout &lément x de A, x € F; ou 1 + x € F,, mais, pour ¢ela, il faut et il
suffit que Fj soit un ultrafiltre (théoréme 5.7, (4') &= (1')).

3]

Lorsque le filtre principal ¥, engendré par I'élément non nul a est un ultrafiltre
{donc : lorsque a est un atome), on dit que c'est un ultrafiltre trivial. L'homomorphisme
ha & valeurs dans {0,1} qui lui est associé s'appelle aussi homomorphisme trivial. Comme
il est défini par: ha(x)=1 si x€Fy et ha{x})=0 si x¢gF, et comme cela est
manifesternent équivalent A: ha(x) =1si a £ x et hy(x) =031 a 1+ x, on voit qu'il
s'agit exactement de I'homomorphisme étudié dans l'exemple 4 de 4.5.

5.10 LEMME : Soient .£ une aigébre de Boole et ¥ un ultrafiitre de £ Pour
que ¥ soit trivial, if faut et il suffit qu'il contienne au moins un atome.

& Si % est trivial, il est engendré par un atome a, et puisquea g a, a € %.
Réciproquement, si % contient un atome b, il contient aussi tous les majorants de
b (condition (fff) du théoréme 5.6). Il en résulte que le filtre principal Fy engendré par b
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est inclus dans % . Mais, comme b est un atome, ¥y, est maximal et ne peut étre inclus
strictement dans le filtre %. Donc % =Fp et ¥ est un ultrafiltre trivial.
e

611 THEOREME : Soit E un ensemble infini et % un ultrafiltre de l'algebre de
Boole P(E). Pour que % soit non trivial, il faut et il suffit qu'il contienne
Ie filtre de Fréchet sur E.

3] Les atomes dans 3(E) sont les singletons {parties & un &lément) ; ce sont donc des
parties finies. 5i & contient le filtre de Fréchet, toute partie cofinie de E appartient A
%, donc aucune partie finie de E n'appartient & % (¥ ne peut contenir en méme temps
une partie de E et son complémentaire : voir la remarque 1 de 5.7). En particulier, aucun
atome n'appartient 3 #. On en déduit, avec le lemme précédent, que % est non trivial.
Si # ne contient pas le filtre de Fréchet, on peut choisir une partie cofinie X de E
qui n'appartient pas 4 %, et qui est donc telle que son complément{aire) E - X
appartient 3 %. Comme E est I'élément unité de l'algébre de Boole P(E), Ee % ; d'ol
X #E. Le complémentaire de X dans E est donc une partie finie non vide de E: par
exemple, E - X ={m,0s,...,a4} (nz1). On a donc {@,a,...an} € ¥, c'est-a-dire
aussi: {o}ufootu...U{a}={a}~{e}v..v{om}e¥. S n=1, {a}e®. Si
n 2 2, d'aprés la propriété (6} du théoréme 5.7, on a {a;} € % pour au moins un indice i
compris entre 1 et n. On voit que, dans tous les cas, #% contient un singleton,
c'est-4-dire un atome. Le lemme précédent montre alors que % est trivial.
2

REMARQUE : Dans l'exercice 16, on démontre une propriété dont ce théoréme 5.11
apparaitra comme un cas particulier.

Bases de filtre

5.12 DEFINITION : Dans une algébre de Boole <CA,<,0,1 >, une base de filire
est une pariie B de A qui posséde la propriété suivante, appelée propriété
de lintersection fnie: toute partie finie non vide de B a une borne
inférieure non nuile.
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En d'autres termes, B C A est une base de filtre si et seulement i : quel que soit
I'entier k = 1, et quels que soient les &éléments xy, %z, ..., X de B, xy nxg .. ~nxg £ 0.

LEMME : Soient .6=<CA,<,0,12> une algébre de Boole et X une partie
de A. Pour qu'il existe un filtre de £ contenant X, il faut et I suffit que X
s0it une base de filtre.

3] Si X est inclus dans un filtre F, et si xy, X, ..., X sont des éléments de X, alors leur
borne inférieure xy ~xg ~ ... ~xy appartient & F (corollaire 5.6), et comme 0 ¢ F, cette
borne inférieure est non nulle ; X est donc une base de filtre.
Supposons maintenant que X soit une base de filtre.
¢ 5i X =9, {1} est un filtre sur £ qui contient X.
# 51 X n'est pas vide, on pose :
Fx={x € A il existe un entier k 3> 1 et des éléments x;, xz, ... xx de X
telsquex 2 xyrxgnr...nxg }
Fx est donc constitué des bornes inférieures des parties finies non vides de X ainsi
que de tous les majorants de ces bornes inférieures. En particulier, chaque élément de X
appartient & Fy, donc Fy contient X. Il est facile de prouver que Fx est un filtre.
Bornons-nous aux indications suivantes :
(f} 0 ¢ Fy (sinon la propriété de l'intersection finie ne serait pas vraie pour X)
et 1 € Fx (parce que X est non vide : 1 majore alors au moins un élément de X}.
(ff} Sixzxinxzgn..nxpetyzy nyan..oygalorsona:
XAy ZX Xz nXpniny2n o Yk
(tff} Sixzxynxgr .. xgety 2xal0Tsy 2 X nXg~ .~ X
On a bien trouvé un filtre contenant X.

513 Le théoréme de Krull, rappelé au début du chapitre, peut étre énoncé, dans le cas
particulier des anneaux de Boole, en termes de filires. On l'appelle alors le théoréme de
I'ultrafilire :

THEQREME : Dans une algébre de Boole, tout filtre est contenu dans au
moins un uitrafiltre.

2] Etant donné un filtre F, 1'idéal dual de F est contenu dans au moins un idéal
maximal, dont le filtre dual est un ultrafiltre qui contient F.
&
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Bien entendu, la formulation en termes de filtres et la formulation en termes
d'idéaux sont, pour les algébres de Boole, équivalentes.

Le théoréme de 1'ultrafiltre nous permet de donner une version un peu différente
du lemme 5.12 :

LEMME : Soient €= <A,g,0,1> une algébre de Boole et X une partie
de A. Pour qu'il existe un ultrafiltre de £ contenant X, i faut et il suffis
que X soit une base de filtre.

%] Les propriétés <« il existe un ultrafiltre de .€ contenant X >»> et <« il existe un filtre
de .# contenant X» sont équivalentes : bien évidemment, la premiere implique la
deuxiéme ; l'implication inverse résulte du théoréme de l'ultrafiltre. Le lemme 5.12
permet de conclure.

2

6. LE THEOREME DE STONE

6.1 Le premier exemple d'algebre de Boole qui vient & l'esprit, c'est sans doute celui
de 1'algébre des parties d'un ensemble. Est-ce que toute algébre de Boole est (nous
voulons dire <«cest isomorphe 4») l'algébre de Boole des parties d'un ensemble ? Nous
avons déji les éléments pour répondre non & cette question : nous avons rencontré des
algébres de Boole sans atome (exemple 2 de 3.1} et nous savons que l'algébre des parties
d'un ensemble contient toujours des atomes: les singletons; or un isomorphisme
transforme un atome en atome (exercice 3) ; une algébre de Boole sans atome ne peut
donc étre isomorphe & une algébre de Boole qui en contient.

Cependant, le théoréme de Stone, auquel cette section est consacrée, montre qu'il
¥ & toujours un lien qui rattache une algébre de Boole a l'algébre des parties d'un
ensemble. De fagon précise, toute algébre de Boole est isomorphe 4 une sous-algébre de
Boole de I'algébre des parties d'un ensemble.
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L'espace de Stone d'une algébre de Boole

On considére une algébre de Boole £ =<A,+,x,0,1>>.

6.2 DEFINITION : On appelle espace de Stome de .4, et on note S{.%),
l'ensemble des homomorphismes d'algébres de Boole de £ dans {0,1}.

On pourrait choisir tout aussi bien l'ensemble des idéatnx maximaux ou 1'ensemble
des ultrafiltres de .# (en raison de la remarque 2 de 5.7).

L'ensemble ${.6) est une partie de {0,1}", ensemble des applications de A dans
{0.1}, que nous avons considéré comme un espace topologique en le munissant de la
topologie produit de la topologie discréte sur {0,1} (voir 1.9). On peut donc munir $(.4)
de 1a topologie induite de celle de {0,1}*, Les ouverts de la topologie de S{.#) sont alors
les traces sur S{.€) (c'est-A-dire les intersections avec 5(.#)) des ouverts de {l],l}"‘.

6.3 LEMME : L'espace topologique S(.$) est de dimension zéro.

5] On a vu (lemme 1.9) que {0,1}* est de dimension zéro. Il suffit donc d'appliquer
le lemme 2 de 1.8.
9

Nous avons mis en évidence, en 1.9, une base d'ouverts (ﬂ;)iEI de l'espace {0,1}*,
constituée d'ouverts-fermés. Chacun des f2; est l'ensemble des applications de A dans
{0.1} qui prennent des valeurs données en un nombre fini de points donnés. D'aprés le
lemme 2 de 1.8, si nous posons, pour chaque i € |, 'y = £ N 5(.4), la farnille (1";)iel ainsi
obtenue est une base d'ouverts pour S(.€) constituée d'ouverts-fermeés. Chaque I'; est
l'ensernble des homomorphismes d'algébres de Boole de ¢ dans {0,1} qui prennent des
valeurs données en un nombre fini de points donnés.

Désormais, c'est exclusivement cette base d'ouverts que nous considérerons pour
l'espace 5{.#}). Quand nous parlerons d'un ouvert élémentaire de l'espace de Stone de .,

il s'agira d'un des ouverts-fermés de la famille (I';), , -
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6.4 LEMME : Pour qu'une partie A de 5(.6) en soit un ouvert élémentaire, il
faut et il suffit qu'il existe un élément a dans A el que :
A={he3(£);ha)=1}.
De plus, quand cette condition est réalisée, un tel élément a est
unique.

8 e i! suffit. Supposons que A={heS3(#);h(a)=1}; A est l'ensemble des
homomerphismes de ¢ dans {0,1} qui prennent la valeur 1 au point a : ¢'est donc un des
ouverts élémentaires de S(.#).

o i} faut. Supposons que A soit un ouvert élémentaire de S{.%).
»SiA=0 alors A={he5(.£); h(0)=1}
e 5i A# 8, alors il existe un entier n 3 1, des éléments a,, ag, ..., a, dans
A, et des éléments €y, €3, ..., €4 dans {0,1}, tels que :
A={heS5(A);ha)=c1et h{ag)=¢€zet ... et h(ap) =€, }.
Pour chaque k € {1,2,...,n}, posons :
ak sigg=1;
o=
1+ 3y siee=0.
Pour tout homomorphisme h € S(.£), et pour tout k€ {1,2,...n},on a:

h(ag) sieg=1;
h(ow) = { |
1+ h(ak) sieg =0.

On en déduit que, pour h € S{.%), h € Asi et seulement si h(bg} =1 pour tout
k€ {1,2,...,n}. Mais cette derniére condition équivaut & : h(by) ~h(bg) ~ ... ~h{bs} =1,
ou encore, puisqu'il s'agit d'homomorphismes, 3 h(by ~by~... ~ by} =1L

On voit donc que, sionposea=by~bp~...~by,0na:

A={heS();h(a)=1}

Montrons maintenant I'unicité : si a et b sont deux éléments distincts de A, 2 + b
est différent de 0 ; on peut donc considérer le filtre principal engendré par a + b et,
d'aprés le théoréme de l'ultrafiltre, un ultrafiltre contenant ce filtre. A un tel ultrafiltre
est associé un homomorphisme ¢ de £ dans {0,1} qui est tel que p(a + b) =1, ou encore
w(a) + ¢(b) =1, ce qui signifie que un et un seul des deux éléments g2} et w(b) est égal
& 1. Cela prouve que {heS{A);h{a)=1}#{heS(#);h(b)=1} puisque ¢
appartient & un de ces deux ensembles et pas a l'autre.

0
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COROLLAIRE : L'ensembie des fermés élémentaires de 5(.#) coincide avec
'ensemble de ses ouverts élémentaires.

e Soit I' un fermé élémentaire de S(.4). Alors A=5(.£)—T est un ouvert
élémentaire ; don¢ (lemme précédent), il exdste un élément a € A tel que :
A={heS{A);h(a)=1}.

D'ol :

F={heS{A);hla)=1}={heS{.A);Ma)=0}={heS(A);hl+a)=1}
On voit, toujours grice au lemme précédent, que I' est un ouvert élémentaire.

On montrerait de méme que tout ouvert élémentaire est un fermé élémentaire.

&)

6.5 LEMME : L'espace topologique S{ .4} est compact.

e Tout d'abord, la topologie de S(.€) est séparée puisque celle de {0,1}* 'est.

Il nous faut ensuite montrer que, de toute famille de fermés de S(.€) dont
Vintersection est vide, on peut extraire une sous-famille finie dont l'intersection est déja
vide. Mais on a vu (1.7, lemme 3) que !'on peut se contenter de le vérifier pour une
famille de fermés élémentaires; or, ici, comme on vient de le voir, les fermés
élémentaires coincident avec les ouverts élémentaires. Considérons donc une famille
(Ej)j( ; d'ouverts élémentaires de S{.#), infinie, telle que Q E;=9. D'aprés le lemme
précédent, il existe, pour chaque j € J, un unigue élément x; dans A tel que :

Zj={heS(£); h{x;)=1}.

Posons X ={x; ; j € J}. Dire que l'intersection de la famille {E}j)jtJ est vide, c'est
dire qu'il n'y a aucun homomorphisme d'algébres de Boole de ¢ dans {0,1} qui prenne
la valeur 1 en chaque élément de X, ou encore qu'il n'y a aucun ultrafiltre de £ qui
contienne X. Cela signifie (lemme 5.13} que X n'est pas une base de filtre. Il existe donc
une partie finie non vide {xj,.xj,...xj, } C X dont la borne inférievre est nulle. Aucun
ultrafilire de £ ne peut alors contenir en méme temps xj,, Xj,, --et xj,. En d'autres
termes, aucun homomorphisme de .# dans {0,1} ne peut prendre la valeur 1 en Xj s Xy
-y Xj, Simultanément. Cela revient a dire que :

I, 0%, n.. nE; =0

On a ainsi une sous-famille finie de la famille (E:j)je ; dont I'intersection est vide.
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REMARQUE : On peut donner une autre démonstration de la compacité de S(.4), en
utilisant le fait que {0,1}* est lui-méme compact (théoréme 1.9). Il suffit alors de
montrer que S(.#) est fermé dans {0,1}* (car, dans un espace compact, tout
sous-ensemble fermé est compact) -

PouraeAetb e A, onpose:

Q(a,b) ={fe {0,1}*; f(ab) =f(a)f(b} et f(1 + a) =1 + f(a) }.
D'aprés le théoréme 4.1, on a 5(A4) = Q {a.b).
beB
Mais on peut écrire, pour tous élémentsaet b de A :

Ma,b) ={f e {0,1}*; f(a} =0 et f{b) =0 et f(ab) =0 et f(I + a) =1}
U{fe{01}*;fla)=0etf(b)=1etflab)=0etf(l +a)=1}
U{fe{0,1}*;f(a)=1et f(b)=0¢t f(ab)=0et f{1 + a) =0}
U{fe{01}*;fa)=1et f{b)=1etfzb)=1etf(1 +2a)=0}.

Chacun des quatre ensembles figurant au second membre de cette égalité est un
ouvert élémentaire de {0,1}*, donc un ouvert-fermé. Leur réunion £){a,b) est donc en
particulier un fermé. L'intersection de tous les ensernbles ¥¥{a,b) lorsque a et b décrivent
A est donc un fermé de {0,1}*. Or nous venons de voir que cette intersection est S{.).

Cette démonstration a, pour nous, l'inconvénient de reposer sur un théoréme que
nous ne démontrons pas (le théoréme de Tychonoff, qui a été invoqué pour justifier la
compacité de {0,1}*). La preuve que nous avons donnée en premier lien s'appuie, elle,
sur le théoréme de Krull démontré dans la section 1.

6.6 COROLLAIRE : L'espace de Stone de . est un espace topologique booléer.

]

('est en effet un espace compact (lemme 6.5} et de dimension zéro (lemme 6.3}.

6.7 LEMME : L'ensemble des ouverts-fermés de S(.€) coincide avec I'ensemble
de ses ouverts élémentaires.

5] On sait déja (6.3) que tous les ouverts élémentaires sont des ouverts-fermés.
Inversement, soit I' un ouvert-fermé quelconque de S{.#). Comme I est ouvert, il
est réunion d'ouverts élémentaires: par exemple, I'= kJJ i, pour un certain
1€
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scus-ensemble J €. Mais comme T est fermé dans l'espace compact S(.£), il est
lui-méme compact, et du recouvrement ouvert {I'y), , de I, on peut extraire un
sous-recouvrement fini, par exemple: T =I‘j' U szu o U I‘jm, On sait (lemme 6.4)
qu'on peut trouver des éléments xy, Xz, ..., Xm dans A tels que, pour tout k € {1,2,...,m},
L, ={h e€5(.8); hixi)=1}. Posons x=x)~xp v ... v xm, A={h € S(A) ; h{x) =1}, et
montrons que ' = A. Tout élément de T est un homomorphisme qui prend la valeur 1 en
au moins un des points x;, Xa, ..., Xm ; il prend donc aussi la valeur 1 au point x qui est
leur borne supérieure. Donc T' C A D'autre part, tout homomorphisme qui n'est pas
dans T, et qui ne prend donc la valeur 1 en aucun des points x;, Xz, ...,Xy, doit prendre la
valeur 0 en chacun de ces points, donc aussi en leur borne supérienre x, et ne peut
appartenir & A, Cela prouve que A CT. Finalement, ' = A, et comme A est, d'aprés le
lemme 6.4, un ouvert élémentaire, il en est de méme de I'.

@

Le théoréme de Stone

6.8 THEQREME (de Stone) : Toute algébre de Boole est isomorphe & l'algébre
de Boole des ouverts-fermés de son espace de Stone.

8 L'algébre de Boole des ouverts-fermés de S{.€) est notée 2Z(5(.A€)) (voir 4.5,
exemple 2).

Appelons H I'application de A dans P(5(.#)) qui, 4 tout élément a de A, associe :
H(a)={h € S(4) ; h(a) = 1}.

Montrons que H est un isomorphisme d'aigébres de Boole de € sur #(5(.€)).

D'aprés les lemmes 6.4 et 6.7, 'application H prend ses valeurs dans 2(S(.£)) et
son image est exactement B(S{.€)). H est donc une surjection de A sur B{5(.4)).

En vertu du théoréme 4.2, pour montrer que H est un isomorphisme d'algébres de
Bowoie, il suffit alors de s'assurer que, quels que soient les éléments x et y dans A, x £ v si
et senlement si H{x) € H(y).

Soient donc x et y deux éléments de A. Si x est inférieur ou égal 2 y, alors, pour
tout homomorphisme h € S{.#), h{x} < h(y), donc, pour tout homomorphisme h tel que
h{x) =1, on a aussi h(y) =1, ce qui signifie que H(x) est inclus dans H(y). Si x n'est pas
inférieur ou égal & y, alors x(1 + y) # 0 (lemme 2.3). On peut donc considérer le filtre
principal engendré par x(1 +y)}, puis un ultrafiltre le contenant (théoréme de
l'ultrafiltre), et I'homomorphisme h e S(.#} associé A cet ultrafiitre. On a
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h(x(1 +y)) =1, donc h{x} =1 et h(1 + y) =1, c'est-a-dire h(y} =0. On en déduit que
h € H{x} et h ¢ H(y), et que H(x} n'est pas inclus dans H(y).
3

Le théoréme de Stone permet de donner une preuve trés simple du théoréme 4.3 :

COROLLAIRE : Toute algébre de Boole finje est isomorphe i 'algébre de
Boole des parties d'un ensemble.

8 Si I'ensemble A est fini, la topologie sur {0,1}* est la topologie discréte. Il en est
donc de méme de la topologie induite sur le sous-ensemble S{.%). Toutes les parties de
S{.£) sont donc ouvertes et fermées. L'algébre de Boole #(5(.#)} coincide donc avec

P(5(.£)), et £ est isomorphe & P(5(.£)).
5

Dans le cas d'une algébre de Boole quelconque, ce que montre le théoréme de
Stone, c'est qu'elle est isormnorphe A une sous-algébre de Boole de l'algébre des parties
d'un ensemble {(exemple 2 de 4.5).

Les espaces booléens sont des espaces de Stone

6.9 A chaque algébre de Boole £, nous avons associé un espace topologique booléen :
son espace de Stone S(.#), et nous avons vu que £ est isomorphe i 1'algébre de Boole
des ouverts—fermés de cet espace booléen. Il est donc assez naturel d'étudier le cas o 4
est donnée comme algébre de Boole des ouverts-fermés d'un certain espace topologique
booléen X. Le probléme qui se pose alors est de comparer 1'espace X & cet autre espace
booléen qu'est 1'espace de Stone de £, autrement dit, de comparer X et S{2({X)). Le
résultat de la comparaison est que ces deux objets se ressemblent beaucoup ... :

THEQREME : Tout espace topologique booléen X est homéomorphe &
H'espace de Stone S(B(X)) de l'algébre de Boole des ouverts-fermés de X.
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] Soit X un espace booléen. D'aprés le lemme 1 de 1.8, nous pouvons prendre
comme base d'ouverts pour la topologie de X l'algébre de Boole 2{X) de tous les
ouverts-fermés de X.

Paur chaque x € X, notons f, l'application de F(X} dans {0,1} définie par :
pour tout élément ¥ appartenant 3 2(X),

1 sixef};

f"(m={u six g Q.

Nous allons montrer que l'application f qui, & chaque x € X, associe f,, est un
homéomorphisme de l'espace topologique X sur 1'espace topologique S{.2(X)).

Comme f est a priori une application de X dans {0,1}‘5’ , nous devons montrer
pour commencer qu'elle prend en réalité ses valeurs dans 5( Z(X}) :

s Pour chaque x € X, fx est un bomomorphisme d'algébres de Boole :

e Pour tous ouverts-fermés € et A de X, on a f, (3N A) =1 si et senlement
si x €N A, c'est-3-dire x€ @ et x€ A, ce qui équivaut & fx()=1 et fL{A)=1, et
donc & f () fx(A)=1 On en déduit que f{¥n A)="f(Q)f(A). D'autre part,
(X - 02) =1 si et seulement si x € X - £}, c'est-a-dire x ¢ {1, ou encore f,(R) = 0. Ainsi,
fu{X - @) =1+ 1,(). On voit que les conditions du théoréme 4.1 sont satisfaites : f, est
bien un homomorphisme.

©

» L'application f est injective :

3] Soient x et y deux éléments distincts de X. Comme X est un espace séparé,
on peut trouver un ouvert O tel que x € O et y € O (on peut par exemple prendre pour O
'ensemble X - {y}). Mais O est réunion d'ouverts élémentaires de la base B(X);il y a
donc un ouvert-fermé € F(X) tel quexeNet y £ On a f () =1 et {,{NN) =0, ce
qui prouve que f, est différent de f,.

3]

s L'application f est surjective sur S{ B(X}) :

8 Soit h un élément de S(B(X)), c'est-a-dire un homomorphisme de B(X)
dans {0,1}. L'ultrafiltre de .B(X) associé & h est :

¥ = {fe B(X); h(®) =1} = W1}
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Comme % a la propriété de l'intersection finje (lemme 5.13}, comme les éléments
de % sont en particulier des fermés, et comme 1'espace topologique X est compact, on
peut affirmer que l'intersection de tous les éléments de % est non vide. Soit x un élément
de cette intersection.

Pour chaque cuvert-fermé 2 € F(X}, on a : ou bien N € %, et alors () =1 et
h{f2}=1, cu bien N ¢ ¥, et dans ce cas X - Qe ¥ (5.7, remarque 1), f,{Q) =0 et
h(£2) = 0. Ainsi, pour tout £ € B(X), fx(2) = h{f2}. 1l en résulte que h =f, = f(x).

a

On peut remarquer que l'élément x, dont nous venons de montrer que c'est un
antécédent de h par l'application f, est 1'unique élément de l'intersection de tous les
ouverts-fermés appartenant & ¥ . En effet, tout élément y de cette intersection vérifierait
de la méme maniére h=1f(y), mais comme f est injective, cela exige y=x Cette
remarque va nous permettre de décrire la bijection réciproque f1: C'est 'application de
S{(B(X)) dans X qui, & tout homemerphisme h de B(X) dans {0,1}, associe 1'unique
élément de l'intersection de tous les ouverts-fermés appartenant 4 l'ultrafiltre h-1[{1}].

e L'application T est continue :

3] Soit G un ouvert appartenant 3 la base d'ouverts-fermés de S(.Z(X)).
D'aprés le lemme 6.4, il existe un unique élément N de B(X) tel que
G={heS(B(X)); h(9)=1}. L'image réciproque de G par 1'application f est :

{xeX feGl={xeX ;L) =1}={xeX;xe} =0

C'est donc un ouvert de X.

@]

e L'application réciproque 71 est continue :

(3] Soit © un ouvert élémentaire de 'espace X (c'est-a-dire un élément de
B(X})). L'image réciproque de £ par I'application {7, c'est son image directe par f,
puisque f est bijective. C'est donc l'ensemble f[] = {{x; x € @}. Nous devons montrer
que ¢'est un ouvert de i'espace S{ Z(X)).

Posons V = {h € S{(B(X)) ; h(f) =1}.

L'ensemble V est un ouvert (et méme un ouvert élémentaire) de S(.2(X)) (lemme
6.4). Montrons que f[§3] =V, ce qui achévera la démonstration.

Pour tout x € £2, par définition de fy, on a (2} = 1, soit {5 € V. Donc : f[2] C V.

Pour tout h € V, h admet un antécédent y € X par Ia bijection f: h =f,. Comme
heV,onah(Q)=1,(Q)=1,d'oiye et fy=h e f[Q). Ainsi, V est inclus dans {[R2)].

@
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On pourra remarquer que la démonstration du dernier point était superflue : il y a
en effet un célébre théoréme de topologie qui affirme que toute application bijective
continue d'un espace topologique compact dans un espace topologique séparé est un
homéomorphisme (la continuité de la bijection réciproque étant alors assurée).

5]

Nous avons en définitive établi entre algébres de Boole et espaces topologiques
booléens une correspendance biunivoque (& isomorphisme prés d'un c¢Oté, &
homéomorphisme prés de 'autre) :

» toute algébre de Boole est {isomorphe a) 1'algébre de Boole des ouverts-fermés
d'un espace topologique booléen ;

¢ tout espace topologique booléen est (homéomorphe &) l'espace de Stone d'une
algébre de Boole.

On notera en passant qu'il y avait d'assez bonnes raisons d'appeler <« espaces
hooléens »» les espaces topologiques compacts de dimension zéro.

Nous avons naturellement aussi les deux propriétés suivantes {qui se déduisent
aisément de tout ce qui précéde) :

s pour que deux algébres de Boole soient isomorphes, il faut et il
suffit que leurs espaces de Stone soient homéomorphes ;

» pour que deux espaces topologiques booléens  soient
homéomorphes, il faut et il suffit que les algébres de Boole constituées par
leurs ouverts-fermés respectifs soient isomorphes.
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EXERCICES

1. {Voir exemples 2.1). On considére un ensemble P de variables propositionnelles et
l'ensemble & de formules qui lui est associé. On va étudier 'ensemble quotient F/f~,
c'est-a-dire l'ensemble des classes de formules logiquement équivalentes. La classe
d'équivalence d'une formule F suivant la relation ~ sera notée cl{F).

a) Montrer que, si on pose, pour toutes formules F et G de 5 :
~l{Fy=c{-F}; c{Fyac(G)=cd{FAG); d(F)vd(G)=c{FvG);
c{F) =2 cl(G) =cl{F = G) ; cl(F} &= d(G) =cl{F &= G) ; d(F) &= (G} =cl(F &= G),
on définit des opérations internes dans & [~ (désignées, abusivement, par les mémes
symboles que les connecteurs correspondants). Montrer que les opérations &= et A font
de Ff~un anneau de Boole. {Rappel : (F §= G) =-(F &= G)).

b) Montrer que l'ordre de cet anneau de Boole est le suivant : pour toutes
formules F et G de &:
d(F) < <|(G) si et seulement si F* (F =2 G).
{Voir exemple 2, 3.1).
Préciser quelles sont les opérations de borne supérieure, de borne inférieure et de
complémentation.

¢) Montrer que, si 'ensemble P est fini, l'algébre de Boole Ff~ est atomique, et
préciser ce que sont alors ses atomes.

2. Soit E un ensemble quelconque. Sur P(E), on définit (voir exercice 16, chapitre 1)
'opération binaire A {différence symétrique) comme suit :
Quels que soient les éléments X et Y de P(E),
XAY=(XUuY)-(XnY)=(Xn(E-Y)U(E-X)nY).
{La différence symétrique des parties X et Y de E est l'ensemnble des éléments de E qui
appartiennent i une et une seule de ces parties).
Aprés avoir remarqué que, pour toutes parties X et Y de E,on a:

XAY={xeE;xeX&xeY},
montrer, en utilisant les propriétés des connecteurs usuels, notamment A et &5, que
l'ensemble PP(E), muni des deux lois de composition internes A et n, a une structure
d'anneau de Boole. Préciser 1'ordre de cet anneau de Boole, ainsi que les opérations de
borne supérieure, de borne inférieure, et de complémentation.

3 Soient £ =<CA,+,x,0,1>> et $=<B,+,x,0,1>> deux algébres de Boole et
f un isomorphisme d'algébres de Boole de £ sur 2.
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a) Montrer qu'un élément a € A est un atome de £ si et seulement si f(a) est un
atome de 2.

b} Montrer que ¢ est sans atome si et seulement si 8 est sans atome.
¢) Montrer que £ est atomique si et seulement si & est atomique.

d) Montrer qu'une partie | C A est un idéal de ¢ si et seulement si {l), son image
directe par f, est un idéal de 2. '

e} Montrer qu'une partie % C A est un ultrafiltre de . si et seulement si f{ %} est
un ultrafiltre de 2.

4, On dit qu'une algébre de Boole <CA,,0,12>> est compléte si et seulement si
toute partie non vide de A admet une borne inférieure.

a) Montrer que, pour qu'une algébre de Boole soit compléte, il faut et il suffit que
toute partie non vide admette une borne supérieure.

b) Montrer que toute algébre de Boole isomorphe & une algébre de Boole compléte
est compléte.

¢) Montrer que 1'algébre de Boole des parties d'un ensemble est compléte.

d) Montrer que l'algébre de Boole des parties finies ou cofinies d'un ensemble
infini (exernple 1, 4.5) n'est pas compléte.

e) L'algébre de Boole des classes de formules logiquement équivalentes du calcul
propositionnel {exercice 1) est-elle compléte ?

f) Montrer que, pour qu'une algébre de Boole soit isomorphe 3 1'algébre de Boole
des parties d'un ensemble, il faut et il suffit qu'elle soit atomique et compléte.

5. Soient = <A ,+,%,0,1>> une algébre de Boole et &=<B,+,x,0,1>> une
sous-algébre de Boole de .#. Montrer que tout élément de B qui est un atome de € est
également un atome de & mais qu'il peut exister des atomes de 2 qui ne soient pas des
atomes de 4.

6. Soit /£ =<{A,+,x,0,1>> une algébre de Boole. Montrer que, pour tout élément
a € A, 'ensemnble

B={x€eA;xzaouxgIl+a}
constitue une sous-algébre de Boole de .#, et que cette sous-algébre est une algébre de
Boole compléte (voir exercice 4) lorsque £ est elle-méme compléte.

7. Soit J£=<CA,+,x,0,1> une algébre de Boole. On considére un sous-ensemble
non vide Z de P(A) constitué de filtres sur 4.
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a) Montrer que 1'ensemble q F, intersection des filtres appartenant & 7, est
également un filtre sur ., mais que la réunion U F des éléments de Z peut ne pas étre
un filtre.

b) On suppose, de plus, que Z est totalement ordonné par la relation d'inclusion.
Montrer que 1'ensemble er)z F est alors un filtre sur %,

8. Soit E un sous-ensemble dénombrable de PB(N) qui a la propriété de I'intersection
finie {c'est-a-dire que E est une base de filtre dans 1'algébre de Boole B(N}). L'ensemble
des filtres sur P(N) qui contiennent E est alors non vide, et l'intersection des éléments de
cet ensemble (voir l'exercice 7) est appelée filtre engendré par E.

Montrer que, si le filtre engendré par E est un ultrafiltre, alors c'est un ultrafiltre
trivial.

9. On considére un ensemble P de variables propositionnelles, et 1'algébre de Boole
Ff~ qui lui est associée (exercice 1). On dira qu'une classe x € Ff~ est positive s'il
existe dans x au moins une formule F ne comportant aucune occurrence du symbole de
négatiorn.

a) Montrer que, pour toute classe x € F/~, x est positive si et seulement si, pour
toute formule F € x, &{F) =1 (& étant la distribution de valeurs de vérité qui donne la
valeur 1 & toutes les variables propositionnelles : voir exercice 20, chapitre 1).

b) Montrer que 1'ensemble J des classes positives est un ultrafiltre de 1'algébre de
Boole F/~.

¢} Quel est I'homomorphisme de F/~ dans {0,1} associé & l'ultrafiltre J ?

10.  Soit X un espace topologique. Une partie Y CX est dite dense dans X si et
seulement si tout ouvert non vide de X a au moins un point commun avec Y. (Certains
disent <« partout dense» A la place de «dense»). Un é&lément x € X est appelé point
isolé si et seulement si le singleton {x} est un ouvert de X.

Soit 6=<CA,+,x,0,1> une algébre de Boole. Désignons par S son espace de
Stone et par H l'isomorphisme de .€ sur &(S) défini dans la démonstration du théoréme
de Stone (6.8).

a) Montrer que, pour tout élément x de A, x est un atome de 4 si et seulement si
l'ensemble H{x) est un singleton.

b) Montrer que £ est sans atome si et seulement si 1'espace topologique S n'a pas
de point isolé.

¢) Montrer que £ est atomique si et seulement si I'ensemble des points isolés de §
est dense dans 5.
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11. On dit qu'une algébre de Boole ¢ = <A, ,0,1 > est dense si et seulement si la
relation d'ordre  sur A est dense, ce qui signifie que, quels que soient les éléments a et b
de A, si a < b, alors il existe au moins un élément c € A tel que a < ¢ < b. Il importe
naturellement de ne pas faire de confusion entre cette notion d'algébre de Boole dense et
la notion topologique de scus-ensemble dense évoquée dans 1'exercice 10.

Montrer qu'une algébre de Boole est dense si et seulement si elle est sans atome.

12 Le but de cet exercice est de démontrer qu'il n'y a, i isomorphisme prés, qu'une
seule algébre de Boole dénombrable sans atome.

On considére une algébre de Boole sans atome €= <{A,+,x,0,12>>. On suppose
que l'ensemble A est dénombrable, et on s'en donne une énumération : A={ap;neN}.

a) Etant donné un élément x non nul de A, on appelle bipartition de x tout couple
(y,z) € A? tel que: y=#0, 220, yrz=0 et yvz=x Montrer que (y,z) est une
bipartition de x si et seulement si0 <y < xetz=x+y.
Montrer que, dans A, tout élément non nul admet au moins une bipartition.
b) Montrer qu'il est possible de définir une farnille :
{uﬂoi‘.1. e Epy 3 (50,51,...,5"-1) 13 {U,I}ﬂ L € N}
d'éléments non nuls de A, telle que ug =1 et, pour tout entier n,

L] (uEOE‘ . EI'I‘IO, UEDEI . ‘en_'l) est une bipa.rtltlon de Ugugl . E'l'l‘]

et osilee e, ~anEDEt Uge e o (1 + ap) =0, alors

n-1
Uege,. . . 6nq0 = Ugge . . g ™ dp
et UsoeI.‘.en_1l=usoe1.“zn_1"{1 + an)

(Ainsi, si ag € {0,1}, alors ug=ap €t vy =1+ ag; sinon, (ue,uy) est une bipartition
arbitraire de 1.)

¢) Montrer que, pour tout élément x € A, et pour toute suite & =(.=:.,)MJd
d'éléments de {0,1}, une et une seule des deux conditions suivantes est satisfaite :

(i) o pour tout n €N, x ~uge e, 20

(ii) e pour tout n €M, (1 + x) ~ g . .e, *0.

d) On considére deux entiers m et n tels que 0 < n g m et m + n + 2 éléments :
€0y €15 ooy Ey 601 E'l! ety Eﬂ'l dans {011} Montrer que, pour que UEOE.I. . ~ Uﬁoﬁ.l . .E.m
soit non nul, il faut et il suffit que ep=£€pet ey=E& et ... &t &4 = &p.

&) Soit h I'application de A dans P({0,1}N) qui, & chaque élément x € A, associe :

h(x) = {f € {0,1}*; (¥n € N) (x ~ ureor ey -Finy 20}

Montrer que h est un isomorphisme d'algébres de Boole de . sur B({0,1}N),

algébre de Boole des ouverts-fermés de {0,1}V.
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13.  On reprend les notations de 'exemple 3 de 4.5.

a) Montrer que l'application g de {0,1}F dans {0,1}5/" qui, & chaque
distribution de valeurs de vérité 4, associe 1'homomorphisme hg de &/~ dans {0,1}, est
une bijection de {0,1}F sur I'espace de Stone S(.Ff~).

b) Montrer, sans utiliser le théoréme de compacité, que, pour toute partie T de
F, T est satisfaisable si et seulemnent si l'ensemnble T/~ ={cl{G)} ; G € T} est une base de
filtre de l'algébre de Boole Ff~.

¢) En déduire une nouvelle démonstration du théoréme de compacité du calcul
propositionnel (théoréme 5.3, chapitre 1).

14.  Soient 6= <CA,<,0,1>> une algébre de Boole et a un élément de A. On appelle
B 1'idéal principal engendré par a {exemple 2, 5.2) et | 1'idéal principal engendré par a® :
B={xeA;xga};
I={x€eA;xga*}

a) Montrer que la relation d'ordre gg, restriction & B de la relation d'ordre g, fait
de B une algébre de Boole. Comparer les opérations de cette algébre de Boole avec les
opérations correspondantes de l'algébre de Boole ..

b) Montrer que l'algébre de Boole <{B, g > est isomorphe i 1'algébre de Boole
quotient /1.

15.  Soient E un ensemble fini non vide et £ 1'algébre de Boole des parties de E.

&) Montrer que, pour qu'une partie | C B(E) soit un idéal de .4, il faut et il suffit
qu'il existe une partie X ¢ E (inclusion stricte) telle que | =%(X).

b) Soient ¥ =<C,<,0,1> une algébre de Boole quelconque et h un
homomeorphisme d'algébres de Boole de € dans ¥. Montrer qu'il existe une unique
partie K € E telle que, pour tout élément ¥ appartenant a P(E), h(Y} =0 si et seulement
siYCK.

On désigne par Z le complémentaire de K dans E.

Montrer que la restriction de h & PB(Z) est un isomorphisme d'algébres de Boole
de ¥B(Z) sur la sous-algébre de Boole de # qui est l'image de . par h.

16.  Soit .£=<CA,<,0,1> une algébre de Boole.

a} Montrer que, si A est fini, tout idéal de . est principal. On comparera ce
résultat avec celui de 15.a).

b) Montrer que, s'il existe un entier k 3z 1, et des atomes a,, ay, ..., ax de € tels
que &y~ az~ ...~ ag =1, alors A est fini.
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¢) On suppose qTie I'algéhre de Boole € est infinie. Montrer que 1'ensemble :
G={x€A;1+xestunatome}
est une base de filtre sur 4.

d} On suppose encore que £ est infinie. Montrer que, pour gu'un ultrafilire & de
& soit non trivial, il faut et il suffit que G soit inclus dans % . Retrouver & partir de ce
résultat le théoréme 5.11.

¢) Montrer que, pour qu'il existe un ultrafiltre non trivial sur ., il faut et il suffit
que £ s0it une algébre de Boole infinie.

17.  Soient E un ensemble et # = <P(E), C > 'algébre des parties de E.
a) On considére une famille (Ei)iu qui réalise une partition de E (ce qui signifie
que chaque E; est non vide, que, pour t # j, Ei N Ej =8, et que H Ei=E).
Montrer que l'ensemble
B={X eB(E); QICH(X=\J E}

constitue une sous-algébre de Boole de .4, et que chacun des E; est un atome de cette
sous-algébre de Boole.

b) On suppose que E est fini et non vide, et on considére une scus-algébre de
Boole # de PH{E). Montrer que les atomes de 1'algébre de Boole ¥ sont des parties de E
qui réalisent une partition de E.

c) Montrer que, pour tout ensemble fini non vide E, il y a une bijection entre
l'ensemble des partitions de E et I'ensemble des sous-algébres de Boole de B(E).

18.  a) Est-ce que toute sous-algébre de Boole d'une algébre de Boole atomique est
une algébre de Boole atomique ?

b} Existe-t-il des algébres de Boole dont toute sous-algébre de Boole soit
atomique ?

c) Est-ce que toute sous-algébre de Boole d'une algébre de Boole sans atome est
une algébre de Boole sans atome ?

d) Existe-t-il des algébres de Boole dont toute sous-algdbre de Boole soit sans
atome ?

e) Bst-ce que toute sous-algéhre de Boole d'une algébre de Boole compléte est
une algébre de Boole compléte ?

f) Existe-t-il des algébres de Boole dont toute sous-algébre de Boole soit
compléte ?
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19.  Soient fet .£' deux algébres de Boole, S{.#)} et S(.£'} leurs espaces de Stone.

a) Montrer qu'on peut établir une bijection @ entre l'ensemble Hom( .4, .£") des
homomorphismes d'algébres de Boole de £ dans .£' et 'ensemble CO(S(.£"),5(£)}) des
applications continues de S{.£') dans S({.#).

b) Montrer que, pour tout homomorphisme o€ Hom{.€,.4'), @ est injectif
{respectivement : surjectif) si et seulement si ®(¢) est surjective (respectivement :
injective).



Chapitre 3

Calcul des prédicats
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Le travail de base du mathématicien est d'examiner des structures, d'énoncer
des propriétés 4 leur sujet et de se demander si ces propriétés sont vérifides ou non. Le
calcul des prédicats est en quelque sorte la premiére étape dans la formalisation de
Pactivité mathématique. Il comporte deux volets : d'abord, on se donne les outils formels
adéquats pour nomuner les objets (ce sont les termes) ef écrire fcertaines de} leurs
propriétés (ce sont les formules) ; puis, on étudie 1a satisfaction de ces propriétés dans les
structures considérées.

Comme pour le calce! des propositions, les formules sont des suites de symboles
pris dans un alphabet et obéissant 4 des régles syntaxiques précises.

Il n'y aura pas un alphabet unique, mais un alphabet approprié, appelé langage,
pour chaque type de structure envisagé. Par structure, on veut dire : un ensemble M non
vide, muni : d'un certain nombre d'éléments distingués ; pour chaque entier p positif,
d'un certain nombre de relations 4 p places sur M (on dit aussi <« prédicats», d'ou
lexpression : «calcul des prédicats»)}; pour chaque entier p positif, d'un certain
nombre de fonctions de XP dans X. Evidemment, on n'utilisera pas le méme langage pour
parler, par exemple, de groupes et d'ensembles ordonnés.

Certains symboles sont communs & tous les langages : ce sont les connecteurs
propositionnels et les parenthéses, déjad utilisés en calcul propositionnel, mais aussi, et
c'est 'innovation essentielle, les quantificateurs ¥ {<« pour tout» ) et 3 {« il existe» } et
les variables vy, vy, ...

Les autres symboles dépendent du type de structure que lon a en vue; ils
représenteront des éléments distingués, des prédicais ou des fonctions. Par exemple, pour
les groupes, il faut un symbole de constante (pour représenter I'élément neutre) et un
symbole de fonction binaire (pour représenter la multiplication). Pour les ensembles
ordonnés, il faut seulement un symbole de relation binaire.

Les formules dont il est question ici sont appelées <« formules du premier
ordre»». Cela se justifie par le fait que les quantificateurs vont porter sur des éléments de
la structure. Il y a de nombreuses propriétés mathématiques pour lesquelles cette
restriction est fatale. Par exemple, pour exprimer gu'vn ensemble A est bien ordonné, il
faut dire : pour tout sous-ensemble B de A, si B n'est pas vide, alors B admet un éiément
minimum. On voit que le quantificateur <« pour tout>», dans cette définition, porte sur
les sous-ensembles de A, et non sur les éléments de A. II s'agit d'un guantificateur de
second ordre. La notion d'ensemble bien ordonné ne s'exprime pas par des formules du
premier ordre.

Les problémes syntaxiques, fraités dans la premiére section, sonf sensiblement
plus compliqués que pour le calcul des propositions. Tout d'abord parce que, avant de
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définir les formules, il faut définir les termes ; ensuite parce qu%il faut introduire la
notion de variable libre et de variable liée : on devine sans peine gue le statut de la
variable vp n'est pas le méme dans les deux formules suivantes : vp+ vo~vg et
VYvovg + vo ~ vo- On dit que vg est libre dans la premiére et liée dans [a seconde. Cette
distinction est fondamentale pour la suite.

Dans la seconde section, on guitte momentanément la logique pour définir ce
gu'on entend par structure. Dans Ia troisiéme, on définit la satisfaction d'une formule
dans une structure (on dit aussi que la structure est modéle de la formule). Les deux
faits mentionnés plus haut, plus particuliérement le fait qu'i! faille définir la satisfaction
d'une formule avec variables libres, vont alourdir considérablement notre tdche. Mais il
ne faut pas que le lecteur s'inquiéte: malgré sa complication, la définition de Ia
satisfaction ne donne rien d'autre que ce qu'll aura probablement deviné dés le début.

Dans la quatriéme section, on montre que toute formule est éguivalente &
{c'est-4-dire satisfaite dans les mémes structures que) une formule écrite sous une forme
trés particuliére (avec tous les quantificateurs en téte : cela s'appelle une forme prénexe}.
On verra aussi comment éliminer les quantificateurs existentiels en ajoutant des
symboles de fonction au langage (forme de Skolem)}). On donne, dans la cinguiéme
section, le b-a-ba de Ia théorie des modéles, qui est l'étude de I2 correspondance :
ensemble de formules { classe des modéles de cet ensemble. Cette étude sera approfondie
au chapitre 8. Enfin, dans la derniére section, on analysera le comportement de I'égalité
qui est un prédicat binaire pas tout 4 fait comme les autres.

1. SYNTAXE
Langages du premier ordre
11 Un langage du premier ordre (nous dirons souvent seulement un langage) est un

ensemble L de symboles qui se compose de deux parties :

e la premiére, commune A tous les langages, est constituée, d'une part, d'un
ensemble infini dénombrable,
V= {vmv"l"'}vna"' }}
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d'éléments appelés symboles de variable ou plus simplement variables, et, d'autre part,
des neuf symboles suivants :
- les parenthéses : ), ( et les symboles de connecteur : ~, A, V, =, &,
déja utilisés en calcul propositionnel,
- et deux nouveaux symboles :
vV, appelé quantificateur universel et qu'on lit « quel que soit »> ou encore
<« poux tout >,
3, appelé quantificateur existentiel et qu'on lit « il existe au moins un >
Ol << pOUT au moins un> ou simplement <« il existe > ;
(notons que chacun des quantificateurs est appelé le dual de 1'autre} ;

# la deuxiéme partie, qui, elle, varie d'un langage 4 1'autre, est 1z réunion d'un
ensemble ¥ et de deux suites (y“)nm* et {ﬁn)“_ﬂ, d'ensembles (deux & deux disjoints et
tous disjoints de €) ;

- les éléments de % sont appelés symboles de constante ;

- pour chaque entier n 1, les éléments de &, sont appelés symboles de
fonction (ou fonctionnels) 3 n places (ou & n arguments, ou n-aires, ou d'arité n) et les
éléments de R, sont appelés symboles de relation {ou de prédicat, ou relationnels) & n
places {ou & n arguments, ou n-aires, ou d'arité n); (on dit respectivement unaire,
binaire et ternaire au lieu de 1-aire, 2-aire et 3-aire) ;

- on considére un symbole particulier : le symbole =, appelé symbole d'égalité,
qui, lorsqu'il figure dans un langage du premier ordre, est un élément de &, ¢'est-a-dire
un symbole de relation binaire, avec un statut spécial (qui sera préeisé plus loin) ; les
langages o apparait ce symbole d'égalité s'appellent des langages égalitaires; & une
importante exception prés (voir le chapitre 4), nous ne rencontrerons guére dans ce livre
que ce genre de langage, et quand nous dirons « langage » sans davantage de précision, il
s'agira toujours d'un langage égalitaire.

Naturellement, tous les symboles dont nous venons de faire l'inventaire et qui
constituent le langage sont supposés deux i deux distincts.

Se donner un langage du premier ordre L, c'est donc définir les deux suites
(2 ..)Mm,et (.?n)nd“* et considérer 1'ensemble :

L=% u {}(,~Av,=2,e=V I Uu ¥ u H* Ry U M‘ Fo .

Les symboles de constante, de fonction et de relation sont parfois appelés
« symboles non logiques> du langage. Certaines présentations différent trés légérement
de la nétre : il arrive qu'on regarde les symboles de constante comme des symboles de
fonction 4 0 places, ou qu'on admette deux symboles de relation particuliers & 0 places, T
(<< vrai») et L («faux»). Ces petites variantes ne modifient rien d'important dans tout
ce qui va suivre.
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1.2 Dans la trés grande majorité des cas que nous examinerons, les langages ne
comporteront qu'un petit nombre de symboles de constante, de fonction ou de relation,
ce qui se traduira par le fait que les ensembles &, et &, seront presque tous vides, et
que ceux qui seront non vides comporteront tout au plus deux & trois symboles. Dans ces
conditions, au lieu de donner une définition fastidieuse des deux suites (.%,.)Mm* et
(¥ ,.)" o+ O € contentera de donner la liste des symboles apparaissant dans ces suites,
en précisant leur statut (relation, fonction) et leur arité, et d'indiquer les éléments de
I'ensemble ¥¢. Comme il est évidemment inutile de répéter, pour chaque langage,
I'énumeération des symboles immuables que sont, par exemple, les variables, les
connecteurs ou les quantificateurs, on commettra I'abus consistant & identifier le langage
et la liste de ses symboles de constante, de fonction et de relation. Ainsi, lorsque nous
serons amenés 3 dire :

«« Considérons le langage L={R,c,f,g} ot R est un symbole de relation
binaire, ¢ un symbole de constante, et f et g deux symboles de fonction unaires »»,
cela signifiera que nous nous intéresserons & l'ensemble ¥ ={c} et aux deux suites
(), qux €6 (Fn}, gn définies par :
Ra={=,R}, Zn=0pourn#2 F={f,g}et Fo=08pournz2
(I 8'agira d'un langage égalitaire, en l'absence de précision contraire.)

13 Partant d'un langage du premier ordre pris comme alphabet, nous allons
maintenant construire, suivant la méthode inductive déji utilisée pour le calcul
propositionnel, une famille de mots que nous appellerons les formules du premier ordre
associées 4 notre langage. Il nous faudra pour cela une étape intermédiaire dans laquelle
nous définirons, toujours inductivement, une autre famille de rmots appelés termes.

Notre but étant de décrire formellement certaines propriétés d'objets (ou
individus) mathématiques, on peut intuitivement considérer que les termes vont servir
de noms pour désigner ces individus, tandis que les formules seront des récits de faits les
concernant.

Considérons un langage du premier ordre L.

Les termes du langage

14 Les symboles qui servent d'ingrédients pour la fabrication des termes sont les
variables et les symboles de fonction. On notera que les parenthéses n'interviennent pas
dans |'écriture des termes.
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DEFINITION : L'ensemble (L) des termes du langage L est le plus petit
sous-ensemble de A{L) qui :
e contient les variables et les symboles de constante (c'est-i-dire
Vensemble ¥ U € ) ;
s pour chaque entier n = 1 et chaque élément f € 5, est stable pour
l'opération :
(mq,ma,...,my) — fmymag...my, .

Autrement dit, les termes sout les mots qu'on peut obtenir en appliquant un
nombre fini de fois les régles suivantes : les variables et les symboles de constante sont
des termes (rappelons que nous ne faisons pas de différence entre un symbole d'un
alphabet et le mot de longueur 1 constitué par ce symbole) ; si n € W, si f est un symbole
de fonction n-aire de L, et si ty, tg, ..., t; sont des termes, alors le mot ft,tz..t, est un
terme.

Aprés cette définition <«par le haut», voici la définition <« par le bas»
équivalente :
On pose Fp(L) = ¥ U €, et, pour chaque entier k :
Fin(L)= S (LU K_ﬁ* {ftatatn;f € Fp, t1 € FulL), t2 € FuelL), .., ta € F(L) }

ne

On a alors :

) = 14, L)

On définit la hanteur d'un terme t € F(L) comme le plus petit des entiers k tels
quet € Ji(L).

Observons que, dans un langage, il y a toujours des termes de hauteur 0 : les
variables ; mais il est tout & fait possible qu'il n'y ait aucun terme de hauteur non nulle
(cela se produit lorsqu'il n'y a pas du tout de symboles de fonction).

On peuat définir pour les termes une notion d'arbre de décomposition, de facon
analogue 4 ce qui a été fait pour les formules propositionnelles, & ceci prés que, de chague
noeud, est susceptible d'étre issu un nombre quelconque de branches, qui est exactement
l'arité du symbole de fonction utilisé a ce stade de la construction du terme. Il y aura
aussi un théoréme de lecture unique (1.7) qui garantira l'unicité de l'arbre de
décomposition.

15 Prenons l'exemple d'un langage comportant un symbole de constanie ¢, un
symbole de fonction unaire f et un symbole de fonction ternaire g. Considérons le mot :
M = ggfvagvavecictigfcgvafvoffefcfc .
Est-ce un terme du langage ?
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Avec un regard vif, quelques tatonnements, ou un peu de chance, en posant :
r = gffvgguavgcfc, 5= ﬁgfcgvzfvoﬁdc ,ett="1e,
et, mieux, en insérant des espaces & bon escient. :
r =g fivg gvavoc fc, s =11 g fc guafvpffc fe | et t =fc,

on découvre que r, s et t sont bien des termes, et que le mot M proposé, qui s'éerit grst
{un symbole de fonction ternaire suivi de trois termes) est lui-méme un terme (de
hauteur 7) dont il n'est dés lors pas difficile de dessiner 1'arbre de décomposition (pour la
lisibilité duquel on a posé s3 = gvafvgiic, 5, = gicssfe et s = fs,, de telle sorte que s =1s,).

M
( | )
I \ i I
ffvg EvavoC fc 54 C
I N I | .
fVu Vg v C C 5z
| . . . » / | }
Vg fe C
’ | ‘} I
c fvo f c C
[ ] L ]
Vn fC
. I
C
»
1.6 Le théoréme qui va suivre fournit un test trés simple pour déterminer si un mot

est ou non un terme, dans un langage donné. Il permet aussi, lorsque le test est positif,
de trouver la décompasition du terme. Enfin, il nous fournira une démonstration trés
simple du théoréme de lecture unique. Donnons d'abord une définition :

DEFINITION : On appelle poids d'un symbole de fonction 'entier relatif
égal 4 son arité diminuée de 1. Le poids d'un symbole de variable ou d'un
symbole de constante est -1. Etant donné un mot M écrit avec les variables
et les symboles de constante et de fonction du langage, on appelle poids de
M, et on note p(M) ia somme des poids des symboles constituant le mot M
(le poids du mot vide étant 0).

On dit qu'un mot M satisfait 13 régle des poids si et seulement si le
poids de M est égal 4 -1 et le poids de tout segment initial propre de M est
positif ou nul.
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THEQREME : Pour qu'un mot M, écrit avec les variables et les symboles
de constante et de fonction du langage, soit un terme, il faut et il suffit
qu'il satisfasse la régle des poids.

(3] Montrons d'abord, par induction, que tous les termes satisfont la régle des poids.
En ce qui concerne les variables et les symboles de constante, c'est clair : leur
poids est bien égal & -1, et ils n'admettent pas de segment initial propre.
Considérons un entier n > 1, un symbole de fonction n-aire f, et n termes t;, to,
...y tn dont nous supposons (hypothése d'induction) qu'ils satisfont 1a régle des poids.
Posons t = fttg...tp.
On ap{t)=p{f) + p(t1} + p{t2) + ... + pltn}=n -1+ nx(-1})=-1.
Par ailleurs, soit m un segment initial propre de t. Il existe alors un indice
i € {1,2,...,n} et un segment initial m; de t; tels que :
m =1ty tigm;.
Notons que, si i =n, m; est nécessairement un segment initial propre de t;, mais
que, 8i i # n, alors m; peut étre égal A t; ou au mot vide.
Ona:
p(n} =p(f) + p{ts) + p(t2) + ... + p{tia} + p(m;)
=n-1+4(-1}x(-1) + p(m;) (d'aprés I'nypothése d'induction)

=n -i+ p{m;).
Or, par hypothése d'induction, p(m;} est soit -1 soit un nombre positif ou nul
(suivant que m{=t; ou non). On en déduit que p{m) = n-i-1 qui est un nombre

positif ou nul si i est strictemnent inférieur & n. 5i i =n, alors m;i # t; (sans quoi m serait
égal 4 t), done p(m) =p(m;) 2 0.

On voit donc que m a dans tous les cas un poids positif ou nul, ce qui montre
que t satisfait la régle des poids.

Il nous faut maintenant montrer, réciproquement, que tout mot qui satisfait la
régle des poids est un terme. Nous allons le faire par récurrence sur la longueur des mots.
Le mot de longueur 0 ne satisfait pas la régle des poids (son poids est 0).

5i un mot de longueur 1 satisfait la régle des poids, alors son poids est -1. 11
s'agit donc, soit d'une variable, soit d'un symbole de constante, ¢'est-a-dire, dans tous
les cas, d'un terme.

Considérons un entier k > 1. Supposons (hypothése de récurrence) que tout mot
de longueur strictement inférieure & k qui satisfait la régle des poids est un terme.
Considérons un mot M de longueur k qui satisfait la régle des poids. Par exemple,

M = oo ox,
les o étant des variables ou des symboles de constante ou de fonction {de sorte que
p{@i) = -1 pour chaque i).
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On a done p(M) = -1 et, pour chaque i€ {1,2,...k - 1}:
ploog...ai) = 0.

Comme k > 1, o constitue un segment initial propre de M ; donc p(ay) > 0, ce
qui montre que ay ne peut étre qu'un symbole de fonction d'arité au moins égale 4 1.
Désignons cette arité par n + 1 {n =p{m} = 0).

Si n=0, le mot a,...ax satisfait la régle des poids (la suppression d'un premier
symbole de poids 0 ne modifie ni le poids total ni le poids des segments initiaux
propres) ; la longueur de ce mot étant k - 1, I'hypothése de récurrence s'applique :
oo...ax est donc un terme, et il en est de méme de M, puisque oy est, dans ce cas, un
symbole de fonction unaire.

Examinons maintenant le cas n > 0.

Appelons ¢ 'application de {1,2,....k} dans Z qui, & chaque indice i, associe
p(mon..a7) = p(m) + p(aa} + ... + plo).

Ona@(l)=n>0et k) =-1. Comme on passe de @i} 3 p{i + 1) en ajoutant
un entier relatif supérieur ou égal 4 -1 {p{ai.y)), on voit que l'application @, pour passer
de la valeur initiale n & la valeur finale -1, doit nécessairement prendre au moins une fois
chacune des valeurs entiéres intermédiaires : n -1, n - 2, ..., 1, 0 (cette fonction ne peut
pas décroitre de plus de 1 4 chaque étape).

Désignons par j (respectivement : jp, ..., jn) le premier entier (dans {1,2,...k})
pour lequel la fonction  prend la valeur n - 1 (respectivement : n - 2, ..., 0). (On posera
pour compléter : jo=1 et oy =k, de sorte que @(jo) =n et Kjns) =- ).

On a nécessairement :

=l<jh<i<.. <jn<jeer=k-
{Le raisonnement que nous venons de faire s'applique encore : la fonction ¢ ne peut pas
passer de la valeur @(1)=n & la valeur @(jz) =n - 2 sans prendre au moins une fois la
valeur n - 1 ; donc j; < jg, €t ainsi de suite.)

Posons :

t =a, a“ , t2 jrﬂ"'ajz . tn = ajn_m..,ajn . t“+I = ajnﬂ.‘.ak .

Nous allons montrer que chacun de ces n + 1 mots est un terme ; étant donné
que M s'écrit oqtqta...tptps ef que oy est un symbole de fonction d'arité n + 1, cela
prouvera que M est aussl un terme.

Soit hunentiertelquel g hgn+1.0Ona:

T G %y

d'ot : p(tn) =wlin) - @lh)=n-h-(n-(h-1})) =-1L.

Par ailleurs, si t, admettait un segment initial propre de poids strictement
négatif, cela voudrait dire qu'il existerait un indice i € {jn4 + 1,...,jn-1} tel que :

p( k=141 G)—tdl) ‘P{Jhl) (,C{) (ﬂ—(h—l)}(ﬂ

Ou encore : @iy gn-h
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Mais ¢{jn)=n -h + 1. D'aprés un argument déji invoqué 4 deux reprises, la
valeur n - h serait alors prise par la fonction ¢ pour un indice compris entre j, et i,
c'est-a-dire strictement inférieur 4 j,, ce qui contredirait la définition de jp.

On a ainsi montré que ty, satisfait la régle des poids, et, comme la longueur de tp
est strictement inférieure & k, on peut conclure, grice & 1'hypothése de récurrence, que ty
est un terme.

3]

1.7 Le théoréme de lecture unique se démontre alors en deux étapes :

LEMME : Pour tout terme t € J(L}, aucun segment initial propre det n'est
un terme.

B C'est une conséquence immédiate de la régle des poids : si t est un terme, et §i v
est un segrnent initial propre de t, alors le poids de u est positif ou nul, et v ne peut donc
pas étre un terme.

g
THEOREME : Pour tout terme t€ J(L), un et un seul des trois cas
suivanis se présente :
® t est une variablede L ;
s t est un symbole de constante de L ;
e i} existe un unique entier k 3z 1, un unique symbole de fonction
k-aire f du langage L et un unique k-uple (uy,uz,...,ux) € F(L)* tels que :
t =fuus...ug.
2] Considérons un terme t € J(L). Par définition de cet ensemble, on est dans un

des deux premiers cas, ou alors dans le troisiéme, mais sans que l'unicité soit a priori
garantie. De plus, il est clair que ces trois cas s'excluent I'un l'autre (il suffit pour s'en
convaincre d'examiner le premier symbole du mot t). La seule chose qu'il nous faut donc
établir, c'est 1'unicité, dans le troisiéme cas.

Considérons pour cela deux entiers naturels non nuls k et h, deux symboles de
fonction f et g respectivement k-aire et h-aire du langage L et k + h termes ty, to, ..., ti,
Uy, Uz, ..., up de F(L), et supposons que :

t =ftta.. .t =gusua. .Un.
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On déduit de cette égalité que les symboles f et g sont identiques {premiers
symboles du méme mot), ainsi donc que leurs arités. On a alors :

t =ft1t2‘..tk ZflI]Uz...Uk.

Supposons maintenant qu'il y ait un indice i € {1,2,...,k } tel que :
b=, ta =1y, ., tiqg=uiaq et ti# v
On obtient aprés simplification :

titisg otk =Uilje.. Uk ;

¢e qui prouve que l'un des deux termes t; et u; est un segment initial propre de I'autre
(cette propriété a été indiquée dans le mode d'emploi, au début du livre). Or cette
situation est justement interdite par le lemme précédent.

On a donc :

ty=up, ta = Uy, .y g = Uk,

ce qui garantit l'unicité de lecture de 1.
@

1.8 Un terme dans lequel aucune variable n'a d'occurrence est appelé terme clos. On
voit immédiatement qu'un terme clos doit nécessairement contenir au moins une
occurrence d'un symbole de constante. Il en résulte qu'un langage sans symboles de
constante n'a pas de termes clos.

NOTATION : Etant donnés un terme t € FY{L) et des entiers naturels iy, iz ,
..., In deux & deux distincts, nous utiliserons Ia notation t =t[‘”|’"iz"“=‘”n]
pour indiquer gque les variables ayant au moins une occurrence dans le

terme t sont parmi Vig Vig - Vi

On remarquera que, pour tout terme t, il existe un entier m tel que :
t =t[vg,Vise-oVnl ;
(parce que t ne comporte qu'un nombre fini de symboles, donc un nombre fini de
variables, et il suffit de prendre pour m le plus grand des indices des variables qui ont au
moins une occurrence dans t).
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Les substitutions dans les termes

DEFINITION : Soient k un entier naturel, wy, ws, ..., wy, des variables deux
& deux distinctes, et t, uy, ua, .., ug des termes. On définit le mot
T[T (PR N {lire : «t indice u, remplace wy, u, remplace w,, et
catera, ug remplace wy » }, résultat de la substitution des termes uy, ug, ...,
uy aux variables wy, wo, ..., Wy, respectivement, daas toutes les occurrences
de ceiles-ci dans le terme t, par induction {surt), comme suit :

®» 5i t est un symbole de constante ou une variable autre que wy, wo,
vy Wi, 2I0LS ©

Yu fwpugfwg o fw =t
ssit=wi (1 gigk) alors:

tulfwl.uszz,--nukfwk =uj;

® si t =ftyta..4y (n étant un entier av moins égal 4 1, f un symbole
de fonction n-aire et ty, ta, ..., t, des termes), alors :

tulfwl‘uz.-"wz"“.ukfwk =

f t .t .
Yy fenuafugoui it 2oy e e conie /i Mg e o

LEMME : Quels que soient 'entier k, les variables deux & deux distinctes
Wi, W3, ..., Wi, &t les termes t, vy, Uy, ..., Uk, Je mot LY IO AT L

un ferme.

(5] La démonstration est immédiate, par induction sur t.

1.9 NOTATION : Etaat doannés deux entiers h et k, h + k variables zy, z, ...,
Zn, Wi, Wa, ..., Wi, Ul terme t =t[zy,zz,...,Z0,Wy,Wa,... Wi, €t k termes u,, uy,
.wy U, OII POUTrTa noter :
t[z1,22,- 520U 1,U3, -, UK}

le terme ty fu,uptwy - f v



1. Syntaxe 149

REMARQUES :

¢ C'est évidemment un choix de pure commodité d'écriture que nous avons fait
en énumérant les variables dans un ordre ou celles qui sont concernées par la
substitution se suivent & la fin de la liste. Il va de soi que nous entendons aussi que,
étant donnés, par exemple, un terme :

b= tlwy,wy,wz,wa,ws],
et deux termes quelconques v et u', I'expression :
t[w,0',w3,u,ws]

puisse étre utilisée pour désigner le terme :

tl.l',"wzd.l)‘.*‘-

e La notation avec les crochets présente des inconvénients analogues A ceux qui
ont €té déja signalés & propos des substitutions dans les formules du calcul propositionnel
(chapitre 1). Nous I'utiliserons, avec les précautions d'usage.

« Comme en calcul propositionnel, il convient d'étre attentif au fait que les
substitutions définies ci-dessus sont des substitutions simultanées; les mémes
substitutions, faites successivernent, donnent en général un résultat différent, qui dépend
d'ailleurs de l'ordre dans lequel elles sont faites.

Les formules du langage

1.10 Nous abordons maintenant la définition, par induction, de l'ensemble des
formules du langage L. Voici d'abord ce que sont les formules du « rez-de-chaussée »
(celles qui auront pour hauteur 0) ; on les appelle formules atomiques.

DEFINITION : Un mot M € #{L) est une formule atomique si et seulement
si il existe un entier naturel n € W¥, un symbole de relation n-aire R, et n
termes ty, ta, ..., ta du langage L, tels que :
M = Rtyt;...t,.
Dans le cas ou L est un langage égalitaire, quels gque soient les

termes t et u € (L), on convient d'adopter I'écriture :

t>u
pour Ia formule atomigue :

~tu.
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Convenons de noter At{L) 'ensemble des formules atomiques du langage L.

Notons qu'il y a unicité de lecture pour une formule atomique : on s'en convainc
facilement en observant qu'une formule atomique devient un terme lorsqu'on remplace
son premier symbole (qui est un symbole de relation) par un symbole de fonction de
méme arité : il suffit alors d'appliquer le théoréme de lecture unique des termes pour
obtenir 'unicité de lecture des formules atomiques {la convention faite au sujet du
symbole d'égalité n'entrainant aucune difficulté en la matiére).

Passons & la définition de 'ensemble des formules de L.

1.11 DEFINITION : L'ensemble F(L) des formules (du premier ordre) du

langage L est le plus petit sous-ensemble de A(L) qui :

e contient toutes les formules atomiques ;

« chaque fois qu'll contient deux mots M et N, contient également
les mots :

-M,(MAN},(MVYN),(M=N), (M= N),
et, pour tout entier naturel n, les mots :
Yvp M et v, M.

Etant données deux formules F et G € F(L), les formules ~F, (F A G) et {F v G)
s'appellent respectivernent : négation de la formule F, conjonction des formules F et G et
disjonction des formules F et G.

On est naturellement amené i comparer la définition ci-dessus, ou tout au
moing la partie de cette définition qui concerne les symboles de connecteur, & celle des
formules propositionnelles, donnée au chapitre 1. On remarque ainsi que le réle joué 1a
par les variables propositionnelles est ici tenu par les formules atomiques. La différence
majeure tient au fait que les variables propositionnelles étaient alors une matiére
premiére indécomposable, alors que les formules atomiques sont le produit d'une
construction déja assez complexe. Il importe en tous cas de ne pas imaginer d'analogie
entre les variables propositionnelles du chapitre 1 et ce que nous appelons ici variables,
qui sont certains des symboles constitutifs des termes, eux-mémes ingrédients dans la
fabrication des formules atomiques. L'autre différence fondamentale entre les deux
situations est évidemment l'apparition des quantificateurs, qui nous fournissent deux
nouveaux praocédés de fabrication de formules.

Donnons la définition <« par le bas> de l'ensemble des formules. Posons :
Fo(L) = At(L);
et, pour chaque entier m,
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5m+1(|.) = 5,“(|.) u {—lF; F e 5.11(].)}
UV{(F aG);Fe Fal), G € Fall), a€ {AV=,=1}}
U{YkF; FE Fn(l), k eN}U{IviF ; Fe Fnl), k eN}.

On a alors :
5’(L)=& Fall).

Comme il se doit, la hauteur d'une formule F € F(L), notée h[F], est le plus
petit des entiers k tels que F € F(L).

1.12 1l y a, pour les formules du premier ordre, un théoréme de lecture unique :

THEOREME : Pour toute formule F € F(L), un et un seul des cing cas
suivants se présente :

* F est une formule atomique (et il y a alors une seule facon de la
<« lire»};

& il existe une unique formule G € F(L) telle que F =-G ;

» il existe un unigue couple de formules (G,H) € F(L)? et un unique
symbole de connecteur binaire a € {A,¥,=, &=} tels que F=(G a H) ;

il existe un unique entier k et une unique formule G € F(L) tels
que F =¥ G ;

e il existe un unigue entier k et une unique formule G € F(L) tels
gue F = 3w G.

8 On peut trés facilement adapter la démonstration faite dang le cas des formules
du calcul propositionnel : ici encore, il est clair que ces cing cas s'excluent 1'un 1'autre et
que l'on doit se trouver dans au moins un de ces cas (eo omettant toutes les indications
d'unicité) ; dans les deux derniers cas, qui n'ont pas d'analogue en calcul propositionnel,
l'unicité est évidente ; dans le premier, 'unicité de lecture a déja été signalée (1.10) ;
dans les deuxiéme et troisiéme cas, la démonstration du chapitre 1 se laisse transposer
sans probléme (en particulier, les quatre lemmes préalables, relatifs aux parenthéses et
aux segments initiaux propres, restent vrais).

2

On peut, ici aussi, parler de 1'arbre de décomposition d'une formule : ce qui
change par rapport au caleul propositionnel, c'est, d'une part, que les extrémités sont ici
les formules atomiques, et, d'autre part, que l'on aura trois types de branchements
unaires au lieu d'un :
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-F V\tg F 3\.'k F

113  Les sous-formules d'une formule du premier ordre, ce sont les formules qui
apparaissent aux neeuds de son arbre de décomposition. Précisément :

DEFINITION : L'’ensembie sf(F) des sous-formules d'une formule F € F(L)
est défini comme sult, par induction :
* si F est atomique,
sf(F} = {F} ;
s 5i F =40,
sf(F} = {F} U sf(G) ;
e 5i F =(G a H), @ étant un symbole de connecteur binaire,
sf(F) = {F} usf{G) u sf(H) ;
® 51 F =W G, ou si F =3Ivi G,
st(F) = {F} usf(G).

Variables libres, variables liées, formules closes

1.14  Etant donnés un entier naturel k et une formule F € $(L), les occurrences
éventuelles de la variable v dans la formule F peuvent étre de deux sortes: libres ou
liées. La définition est donnée par induction :

DEFINITION :

» 5i F est afomique, totites les occurrences de vy dans F sont libres ;

e si F =0, les occurrences libres de vy dans F sont les occurrences libres
de vy dans G ; i

» 5si F ={(G aH), aétant un symbole de connecteur binaire, les occurrences
libres de vy dans F sont les occurrences Ilibres de v dans G et les
occurrences libres de v dans H ;

wsi F=WyG, ou si F=3v,G, pour un entier h distinct de k, les
occurrences libres de vy dans F sont les occurrences libres de vy dans G ;
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® 5i F=¥YwG, ou si F=3vG, aucune des occurrences de vy dans F n'est
une occutrence libre.

Les occurrences de v dans F qui ne sont pas libres sont appelées
pecurrences lides.

Dans le passage de la formule G 4 Ia formule W G (respectivement :
IvG), on dit que la variable vy a été quantifiée universellament
(respectivemnent : existentiellernent) ou encore que la formule G a subj une
quantification universelle (respectivement : existentielle) sur la variable vi.

Examinons un exemple : dans le langage L ={R,c,f} oi R est un symbole de
relation binaire, ¢ un symbole de constante et f un symbole de fonction unaire,
considérons la formule :

F =Wvg (Jvi Vo (Rvive = o = va) A W (Fva (Rviva V fvg = €) A vy ~ v3))

Dans F, toutes les occurrences de vg et toutes les occurrences de vp sont liées ; les
deux premiéres occurrences de vy sont lides tandis que la troisiéme est libre; enfin
l'unique occurrence de vz est libre.

1.15 DEFINITION : Les variables libres dans une formule F € F(L) sont les
variables qui admettent au moins une occurrence libre dans F.
Une formule close est une formule dans laqueile aucune variable
n'est libre.

Alnsi, dans 1'exemple précédent, les variables libres dans F sont v, et v Il en
résulte que F n'est pas close.

On peut aussi remarquer qu'une formule close ne contient pas nécessairement de
quantificateur : la formule Rfcc est une formule atomique close, dans le langage que nous
venons d'utiliser. Cependant, dans un langage sans symbole de constante, il n'y a pas de
formule close sans quantificateur.

NOTATION : Etant donnés une formule F € F(L) et des entiers naturels iy,
iz, .., in detix & deux distincts, nous uatiliserons la notation
F= F[vi1,v ir‘“""in] pour indiquer que les variables libres dang Ja formule F

se trouvent parmi Vigs Vigs oo Vi
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Comme 4 propos des termes, nous poOUVONS Temarquer que, pour toute formule
F e (L), il existe un entier m tel que :
F =F[vo,v1.--- ¥m)-

116 DEFINITION : Etant donnée une formule F = F["'ir‘"iz"""”n] du langage |,
dans laquelle chacune des variables Vip Viy .- Vi & au moins une
occurrence libre, ia formule :

Vvileiz...Vvi" F,

et toutes celles que !'on en déduit en permutant de facon quelcongue
l'ordre des guantifications sur les variables Vip Vig - Vi, SO0 appelées les
clétures universelles de Ia formule F.

On voit que les clatures universelles d'une formule sont des formules closes.

REMARQUE : On ne fait presque jamais de distinction entre les diverses clétures
universelles d'une formule F et on parle de la cldture universelle de F, désignant par la
'une quelconque d'entre elles (le choix pouvant étre dicté par l'ordre des occurrences des
variables libres dans F, ou par 'ordre de leurs indices, ou par toute autre considération).
Cet abus est vraiment sans importance : on verra que les diverses cldtures universelles
d'une formule sont équivalentes pour tout ce que nous aurons 3 faire : tant du point de
vue sémantique (sections suivantes) que pour les démonstrations formelles (chapitre 4).

117  Revenons i la formule F prise comme exemple en 1.14. Nous avons dit que la
troisiéme occurrence de la variable vy ¥ est libre, contrairement aux deux premiéres. Cela
tient au fait que, comme en témoigne 1'arbre de décomposition de F, la quantification v,
«agit > sur les deux premiéres occurréences mais pas sur la troisiéme. On dit que les
deux premiéres occurrences de vy sont dang le champ du quantificateur Iv,, ou encore
{anglais oblige) sous le scope de ce quantificateur. En vue d'une définition générale
précise, considérons, dans une formule F, une occurrence de quantificateur Qv (Q désigne
¥ ou 3 et v la variable qui suit nécessairement @ dans F). Le mot Qv est nécessairement
suivi, dans le mot F, d'une sous-formule G (unique) de F {le mot QvG étant, & son tour,
une sous-formule de F, que l'on peut caractériser cornme la sous-formule de hauteur
minimum contenant l'occurrence considérée de Qv). On définit alors les occurrences de v
qui sont dams le champ (ou sous le scope) du quantificateur Qv comme étant les
occurrences libres de v dans la formule G, ainsi que l'occurrence de v qui suit
immédiatement le quantificateur Q. Par exemple, dans la formule :
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F{vovVWovev)=Svavy),
les occurrences de v qui sont dans le champ du premier quantificateur sont les trois
premiéres et les deux derniéres. Les quatriéme, cinquiéme et sixiéme occurrences sont
exclues, bien qu'étant dans le «champ géographique» de v, parce qu'on convient,
raisonnablement, que chaque occurrence de variable est dans le champ d'au plus un
quantificateur.

Les substitutions dans les foriules

1.18  Nous allons maintenant définir la notion de substitution de termes i des
variables libres dans upe formule. Les variables d'une formule apparaissant
nécessairement au sein de termes, et la substitution de termes & des variables dans un
terme ayant déji été définie, notre nouvelle définition irait de soi, s'il n'y avait une
importante restriction & apporter : la substitution ne concernera que les occurrences
libres des variables considérées. La définition est donnée, comme on peut s'y attendre,
par induction.

CEFINITION : Soient F une formule, k un entier naturel, wy, ws, ..., wy, des
variables deux & deux distinctes, ef uy, uy, ..., uk des termes. On définit Ie
mot F“J"'v"z*'*r“""kf*k (lire : «F indice vy remplace wy, uy remplace w,
et cetera, vy remplace wy » ), résultat de ia substitution des termes u,, ug,
..., Uy aux variables wy, wy, .., wyi, respectivement, dans toutes les
occurrences libres de celles-ci dans Ia formule F, comme suit :

® 5i F est la formule atomique Rtyty...t,, n éfant un entier 21 moins égal
& 1, R un symbole de relation n-aire, et ty, t3, ..., t, des termes, alors :

Fullw,,uza"wzp-‘.uka"wk=
Rt'| tz ---tn h
VWl War oMW S e WLl R T U WU W g W
e s5iF=-G,
F“l-‘""v“z]"z""’"k"“"k ="Gu|fw1.usz2,u-|ukfwk i
e 5si F =(G a H}, a étant un symbole de connecteur binaire,
Fu,!wl,uszz,v--.uke"wk ={Gu1fwl.u2)'w2‘---,uk!wk o Hu,lwl,uszz,‘-nukfwk) ;
°siF=WG (V ¢ {W],sz..‘,Wk}),

F“lf“'l‘"z"‘"z"“-‘“k!"k :VVGu,!w,.uzi'wz.---,ukJ'wk ;
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o siF=3G (v ¢ {wiw,..wi }),

F“ll""v"zf"‘zf“’“kf“’k =% G“lf"‘l’“zf“ﬁ"“"" kw3
osiF=¥w;G (ie{1,2..k})

FuJ*r“zf\vz,-...uk.-"wu :VwiG"11*1’"2*"*2*""“i-1f*i-1'”iﬂ""‘iﬂ""’”kh" ’
o 5iF=3w;G (i e{1,2,..k}),

Fu,)"w,,uz;"wz,---‘ukfwk = HWiGqu',uszzr--,u et g Vi Wi o

NOTATION : Etant donnés deux entiers h et k, h + k variables z;, z, ...,
Zh, Wi, W2, ..., W, une formule F = Fzy,z3,...,25,w1,Wa,.. Wy, €t k termes uy,
uz, ..., Uk, 1l nots arrivera de noter :

Flz1,z2,. 12 U 1,02, Uk]

I& formuje Ful.\“‘rl,uz;’wz,""“ kf*k'

Cette notation exige quelques précautions, du méme ordre que celles qui ont été
signalées A propos des termes : les remarques faites en 1.9 & ce sujet : distinction entre
substitutions simultanées et successives et influence de |'ordre des substitutions, sont A
transposer icl.

1.19  Reprencns la formule qui nous a servi d'exemple ci-dessus :
F = Vv (3w Wog (Rvjvg = g = vg) A Wug (Fva (Rvpvg V fug = €} A vp 2 vy)).
Appelons t le terme ffc. Alors, le mot Ft/‘,rl est :

Yvg (T Wvg (Rvvg = ~vp = va) A W (Tva (Rffovs ¥ fug =€) Ava = vy)).
Le résultat de la substitution de termes & des variables libres dans une formule

est toujours une formule :

LEMME : Quels que soient la formule F, I'entier nature! k, les variables
deux & deux distinctes wy, wa, ..., wy, et les termes uy, vg, ..., ug, le mot
Fu fwpptipfwyeooo f, €5% Une formule.

%] La démonstration est immédiate, par induction sur F.



1. Syntaxe 157

1.20 Un autre type de substitution consiste, d'une maniére analogue 3 ce qui a déja
été rencontré en calcul propositionnel, 4 remplacer, dans une formule donnée du langage,
une occurrence d'une des sous-forrnules par une autre formule. Sans rentrer dans les
détails d'une définition précise, contentons-nous de signaler 'essentie] : le résultat de ces
substitutions est toujours une formule du premier ordre.

121 Plus importantes, parce que plus délicates, sont les substitutions que nous
appellerons changement de nom de variable liée. 11 s'agira, en fait, de substituer, dans
une formule, une variable (et non un terme quelconque !) & une variable donnée, dans
toutes les occurrences de celle-¢i qui se trouvent dans le champ d'un quantificateur
donné. Par exemple, dans notre formule :
F =¥ (Ivi Yo (Rvivo == g = va) A Vg (Tva (Rvgva ¥ fvg = €A va 2 va)),
on peut changer le nom de la variable liée v; en lui substituant, en ses occurrences qui
sont dans le champ du quantificateur ¥v;, la variable vs. Cela conduit 4 la formule :
Yvp (Fv1 Yoo (Rvive = v = va) A Vs {Tva(Rvava ¥ fug ~ ) A vs ~ vg))

D'une fagon générale, si, dans une formule H, il y a une sous-formule QvG, le
changement de nom de la variable v en w dans le champ de ce quantificateur Qv
consistera tout simplement & remplacer dans H la sous-formule Qv G par la formule :

QWwa v
On voit done que le résultat obtenu est nécessairement une formule.

REMARQUE : Le changement de nom de variable liée est une opération qu'il convient de
manipuler avec la plus grande prudence. On pourrait, en effet, étre tenté de croire qu'il
s'agit d'une transformation anodine qui conserve intact le <«sens» que nous donnerons
plus loin aux formules (autrement dit, et en anticipant, qui transforme une formule en
une formule logiquement équivalente}. Or cela peut s'avérer faux si 'on ne prend pas
quelques précautions (nous verrons lesquelles en temps utile : 3.8 et chapitre 4). Par
exemple, un changement de nom de la variable v en w fait passer de la formule
JwWwv=w i la formule IwVww~w donot on devine qu'elle n'aura pas la méme
signification que la précédente.

11 n'est pas prévu de notation particuliére pour c¢es changements de nom de
variable liée.

1.22 Avant d'achever cette présentation de la syntaxe, mentionnons encore un type
de substitution, de nature un peu différente de celles que nous venons d'évoquer, mais
d'usage tout aussi courant. Nous ne nous attarderons ni sur la définition, ni sur le fait,
important mais facile & vérifier, que le résultat de ces substitutions est toujours une
formule du premier ordre.
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Il s'agit de partir d'une formule J du calcul propositionnel sur un ensemble P
quelconque de variables propositionnelles, et de substituer & chaque wvariable
propositionnelle, en chacune de ses occurrences dans J, une formule du premier ordre du
langage L. Voici un exemple, dans le langage L={R,c,f} déja utilisé plus haut:
supposons que A, B et C soient des variables propositionnelles ; considérons la formule
propositionnelle :

J=JABC ) ={{AAB)=(-AV()),
et les trois formules suivantes du langage L :
F =Vvg-Rvyvg ;
G ={v; ~ ¢ = FvyRvfvy) ;
H=-fc~c.

Alors, en substituant les formules F, G et H, respectivement aux variables
propositionnelles A, B et C, dans la formule propositionnelle J, on obtient la formule du
premier ordre :

{{(Wwp~Rvivg A (v 2 ¢ = vz Rvifvy)} = (-Wvg-Rvyvo v ~fc = ¢))
que l'on peut décider de noter J|F,G,H] si cela ne crée pas d'ambiguité.

REMARQUE : Toute formule sans quantificateur est obtenue par une substitution du
type de celle que nous venons d'indiquer: il suffit de prendre comme ensemble de
variables propositionnelles |'ensemble des formules atomiques du langage.

2. LES STRUCTURES

21 Ce que l'on entend en général en mathématiques par une <« structure », ¢'est un
ensemble muni d'un certain nombre de relations et de fonctions (ou opérations internes),
avec éventuellement ce que 'on a coutume d'appeler des < éléments distinguds ». Ainsi,
le corps ordonné des nombres réels est la structure <R, g, +,x,0,1 > (la précision des
deux éléments neutres étant parfois jugée superflue, donc omise) ; le groupe additif des
entiers relatifs est la structure <<Z,+ > (ou <<¥,+,02>). Les formules que nous avons
décrites dans la section précédente vont servir & exprimer des propriétés de telles
structures. Dans ce but, le langage doit étre adapté 4 la structure considérée. Ainsi, on
devine facilement que, pour parler du corps ordonné des nombres réels, il faudra disposer

dans le langage d'un symbole de relation binaire R (destiné & représenter |'ordre g), de
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deux symboles de fonction binaire f et g (pour les deux opérations + et x), et,
éventuellement, de deux symboles de constante c¢ et d (pour 0 et 1). Alors, nous
exprimerons le fait que 1 est élément neutre de la multiplication en disant que la formule
du premier ordre :

Wup{gvod = vp A gdvg = vg)
est satisfaite dans la structure étudiée. Quant 3 la formule :

vo Wy (fvivo = vy A fuguy = vy},

elle est satisfaite parce que |'addition admet un élément neutre. Mais la formule :

Yvo vy {Rvgv; = Rvyivp),
elle, n'est pas satisfaite, car la relation binaire  sur R n'est pas symétrique.

Qu'en est-il de la formule Revg 7 On comprend que, en 1'absence d'indications
sur l'individu vg, la question de savoir si cette formule est satisfaite ou non est dépourvue
de sens. Cependant, il paraitra naturel de dire que Revy est satisfaite lorsque ¢'est le réel
7 qui est désigné par vy, et qu'elle ne 1'est pas lorsque c'est le réel -1.

On voit donc que la notion de satisfaction d'une formule va devoir étre définie
avec précaution, et que la définition tiendra compte de facon essentielle de la présence ou
non de variables libres dans la formule considérée. Une autre constatation s'impose aprés
ces quelques exemples : la syntaxe que nous avons définie nous obligera & rompre avec de
solides habitudes ; si le fait de représenter la multiplication par un symbole autre que x
ne doit pas beaucoup nous géner, le passage de 1'écriture usuelle vy g vy & 1'écriture dite
<« préfixe» ou <« polonaise>> gvgvy peut étre plus dérangeant. Cette notation polonaise est
pourtant nécessaire si 'on vent une syntaxe uniforme, applicable & toutes les situations,
et notamment i la représentation de fonctions d'arité supérieure 4 2. L'autre avantage
considérable de la notation polonaise, c'est qu'elle dispense d'utiliser les parenthéses,
dont on ne peut se passer avec l'écriture courante des opérations binaires. La méme
remarque vaut, mais 4 un degré moindre, pour les formules atomiques : on n'a en effet
guére 'habitude d'écrire vovy 4 la place de vy € vy, mais l'écriture préfixe se rencontre
tout de méme quelques fois.

Toutes ces remarques sont destinées a4 préparer le lecteur A une série de
définitions marquées par les rigueurs de la syntaxe. Suivant une démarche familiére aux
mathématiciens, une fois que ces définitions auront été données, nous nous empresserons
de commettre toutes sortes d'abus, d'écrire v x vy et 1 £ 0 au lieu de gvgvy et Rdc, et,
plus généralement, de prendre toute mesure permettant de rendre les formules plus
intelligibles, quitte & faire subir quelques outrages a la sacro-sainte rigueuf. Mais nous
n'en sommes pas encore 3.

Nous allons, dans un premier temps, donner une série de définitions et propriétés
purement, algébriques relatives aux structures, la syntaxe n'intervenant qu'incidemment
(le langage servira & préciser le type de structures considéré ; quant aux formules, elles
ne joueront aucun role dans cette premiere phase) : aprés avoir défini les structures, nous
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examinerons quelques outils permettant de les comparer : sous-structures, restrictions,
homomorphismes, isomorphismes.

Ce n'est qu'd la section 3 que nous aborderons l'aspect vraiment logique des
choses, en présentant la notion de satisfaction d'une formule dans une structure.

Les réalisations d'un langage

22 On se donne un langage du premier ordre L, non nécessairement égalitaire.

DEFINITION : On appelle réalisation du langage L, ou L-structure, toute
structure M constituée :

s d'un ensemble non vide M, appelé emsemble de base de {ou ensemble
sous- jacent i) la réalisation T ;

» pour chaque symbole de constante ¢ de L, d'un élément ™ de M, appelé
interprétation du symbole ¢ dans la réalisation S ;

® pour chaque entier nature! k » 1, et pour chaque symbole de fonction
k-aire f de L, d'une application F°° de M¥ dans M (c'esi-a-dire d'une
opération k-aire sur l'ensemble M), appelée interprétation du symbole f
dans la réalisation 9N ;

e pour chaque entier naturel k > 1, et pour chaque symbole de relation
k-aire R de L, d'un sous-ensemble R™® de M¥ {¢'est-d-dire d'une relation
k-aire sur l'ensemble M), appelé interprétation du symbole R dans la
réalisation 9M.

Dans le cas ou L est un langage égalitaire, on dit que MM est une
réalisation égalitaire de L si la relation binaire Em, interprétation dans SR
du symbole d'égalité, est la relation d'égalité sur M, c'est-a-dire
Pensemble (aussi appelé diagonale de M) -

{(a,b} e MZ;a=b}.

Comume nous l'avons déja dit, nous n'étudierons, sauf exception, que des
langages égalitaires ; alors, seules nous intéresseront leurs réalisations égalitaires {voir &
ce propos la section 6). En 1'absence d'indication contraire, <«langage» et
«réalisation» signifieront toujours, respectivement, «lanpgage égalitaire» et
« réalisation égalitaire».
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Il est important de retenir que 1'ensemble de base d'une structure du premier
ordre ne peut &tre qu'un ensemble non vide.

23 Dans la pratique, on notera les réalisations de la fagon suivante : elles seront
désignées par des lettres gothiques (le plus souvent 2 ou M), la lettre latine
correspondante servant souvent i désigner l'ensemble de base ; on précisera ensuite les
interprétations des divers symboles de constante, de fonction ou de relation (de
préférence dans 1'ordre ol ils apparaissent dans la présentation du langage) ; cela pourra
aller d'une simple énumération (lorsqu'on disposera de symboles ou de noms attitrés
pour les interprétations considérées) & une définition plus laborieuse. Ainsi, si le langage
L={R,f,c} est constitué d'un symbole de relation binaire R, d'un symbole de fonction
unaire f et d'un symbole de constante ¢, il nous suffira d'écrire :
Ot =<R, g, ,cos, x>,

pour définir la réalisation de L dont I'ensemble de base est 1'ensemble des réels, et dans
laquelle les interprétations des symhboles R, f et ¢ sont respectivement : la relation
d'ordre usuelle, 1'application x — cosx et le réel x. Il nous faudra par contre un peu plus
d'espace pour définir la L-structure :

M=<M,RTFH >,
dont J'ensemble de base M est 'ensemble des entiers naturels qui ne sont pas divisibles
par 5, et dans laquelle la relation RM oot définie par : quels que soient a et be M,
{a,b) € R™ 5 et seulement si pgcd(a,b) = 3, V'application F® est celle qui, 4 chaque
élément a € M, associe l'entier a + 10, et T est le premier nombre premier dont
I'écriture décimale comporte un million de chiffres. Il est & noter que, dans cet exemple,
langage et réalisation sont égalitaires, puisqu'il n'y a pas eu d'indication contraire.

11 est évidemment essentiel de bien faire la distinction entre un symbole du
langage et ses interprétations dans les diverses réalisations ; c'est ce qui explique la
notation un peu lourde utilisée (Em pour l'interprétation du symbole s dans le mod2le
). Ceci étant, nous omettrons l'indication du modéle toutes les fois qu'aucune
confusion ne sera possible. Il arrive parfois que ce soient les symboles désignant les
relations et opérations d'une structure particuliére qui commandent le choix des
symholes du langage. Ainsi, on pourrait choisir pour la structure :

M=<R,g,c05, x>,
le langage {<,cos, 7} ol g est un symbole de relation binaire, cos un symbole de
fonction unaire et x un symbele de constante. On aura compris que le soulignage est, en
quelque sorte, 'opération inverse du sur-lignage {souligner fait passer de la structure au
langage, et sur-ligner {(ou barrer) du langage & la structure) : par exemple, @m: cos.
On utilisera notamment ce genre de notation pour l'arithmétique (chapitre 6).

Il nous arrivera souvent de parler d'« une L-structure M= <M, ... > », g'il ne
nous est pas nécessaire d'en savoir plus sur les interprétations des symboles de relation et
de fonction ou de constante.
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Sous-structures, restrictions

2.4 Comment passer d'une structure & une structure plus <« vaste» ? Il y a deux
facons assez naturelles d'envisager cela: ou bien on agrandit l'ensemble de base, en
étendant opportunément les relations et les fonctions ; on obtient alors ce que nous
appellerons une extension de la structure initiale, le langage demeurant inchangé ; ou
bien, conservant le méme ensemble de hase, on ajoute de nouvelles relations ou de
nouvelles fonctions ou constantes sur cet ensemble ; cela oblige naturellement 3 enrichir
en méme temps le langage d'autant de nouveaux symboles; on aboutit ainsi 3 une
structure que l'on appellera un enrichissement de la structure de départ, bien que le
vocable expansion, traduction du méme mot anglais, soit peut-étre plus souvent utilisé.
Le mot «expansion>» a deux défauts majeurs : d'une part, il est laid (mais c'est un
critére, hélas, rarement décisif en mathématiques), d'autre part, il encourage 4 la
confusion avec « extension »», confusion qu'il est précisément essentiel d'éviter !

2.5 DEFINITION : Etant données deux L-structures M=<M,. > et
MN=<N,..>> MM est une extension de M, et M une sous-structure {ou
une sous-réalisation} de M, si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites :

o N est un sous-ensemble de M ;

« pour tout symbole de constante ¢ de 1,
A
H

& pour tout entier naturel k = 1, et pour tout symbole de fonction k-aire £

de L,
= fmng ;
« pour tout entier naturel k = 1, et pour tout symbole de relation k-aire R
de L,
RA_RP Nk,

Ainsi, pour que 91 soit une sous-structure de 9, il faut que les interprétations
dans 9 des symboles de L soient les restrictions au sous-ensemble N de leurs
interprétations dang M. Cela a une conséquence importante pour les constantes et les
fonctions de la structure £ D'une part, si ¢ est un symbole de constante, 1'élément s
de M doit appartenir au sous-ensemble N (puisque T® =¢ %)
symbole de fonction k-aire du langage L, la restriction au sous-ensemble N* de

. D'autre part, si f est un
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I'application T doit étre 'application TR ¢'est-a-dire une application de N* dans N. On
en déduit que le sous-ensemble N doit étre clos {ou stable, ou globalement invariant)
pour l'opération k-aire ™ En d'autres termes, étant donnés une L-structure
M=<M,...> et un sous-ensemble N CM, pour qu'il existe une L-structure
d'ensemble de base N qui soit une sous-structure de I, il est indispensable, d'abord,
évidemment, que l'ensemble N soit non vide, puis, qu'il contienne toutes les
interprétations dans M des symboles de constante de L et soit clos pour toutes les
fonctions de la structure MM {on vérifie sans peine que ces conditions sont également
suffisantes ; lorsqu'elles sont satisfaites, il y a évidemment unicité de la sous-structure).
Reprenons 1'exemple de la structure :
MN=<R,g,co8, 7>,
réalisation du langage L ={R,f,c}, déja évoquée ; elle n'admet aucune sous-structure
dont 1'ensemble de base soit [-1,1], parce que l'interprétation du symbole de constante c,
c'est-a-dire le réel x, n'appartient pas 4 ce sous-ensemble de R ; elle n'admet pas non
plus de sous-structure dont 'ensemble de base soit [0,4], car ce sous-ensemble de R n'est
pas clos pour la fonction cosinus, interprétation dans 9% du symbole de fonction f. Par
contre, il ¥ a une sous-structure de 9 dont l'ensemble de base est A =[-x,4] ; il s'agit de
la L-structure :
A=A, g, 08ty 72>

Cette contrainte relative aux fonctions n'a pas d'équivalent pour les relations ; si
on a un langage L sans symbole de constante ni de fonction et une réalisation
Mt =<M,... > de ce langage, alors, pour tout sous-ensemble non vide N de M, il existe
une (et une seule} L-stucture d'ensemble de base N qui soit une sous-structure de 9 :
c'est la structure dans laquelle l'interprétation de chaque symbole de relation est obtenue
en prenant la trace sur N de son interprétation dans 9, c'est-a-dire (pour un symbole
d'arité k) son intersection avec Nk.

Dans le cas général, s'il n'y a pas toujours de sous-structure d'une structure
donnée ayant pour ensemble de base un scus-ensemble donné N, il y a néammoins une
sous-structure, en un certain sens minimale, dont l'ensemble de base contient le
sous-ensemble N : on l'appelle la sous-structure engendrée par N. L'exercice 12 décrit
cette notion de fagon détaillée.

2.6 Venons-en aux enrichissernents de structures (et donc de langages).
DEFINITION : Soient L et L' deux langages du premier ordre tels que L C L'

{or dit alors que L' enrichit L ou que L est une restriction de L'). Soient 9
une L-structure et M' une L'-structure.
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M' est un enrichissement (ou une expansion) de T, et M une
restriction de TM', si et seulement si "M et MM ont méme ensemble de base
et chaque symbole de constante, de fonction ou de relation du langage L a
la méme interprétation dans la L-structure 9N et dans la L'-structure OM".

Cela signifie tout simplement que M’ est un enrichissernent de MM si et
seulement si 9M' est obtenue & partir de la L-structure 9 en la complétant par des
interprétations pour les symboles de constante, de fonction ou de relation du langage L
qui ne figuraient pas déji dans le langage L.

On dit aussi alors que M est le réduit de ' au langage L.

Par exemple, la L-structure :

MN=<R,g, o5, 7>,
(L étant le langage {R,f,c}) est un enrichissement de la Lg-structure :
<R, <>,
Lo étant le langage {R}.

Homomorphismes, isomorphismes

27 On considére ici un unique langage L. Soient M=<M,...> et N=<N,... >
deux L-structures et  une application de M dans N.

DEFINITION : L'application ¢ est un homomorphisme de L-structures de
M dans M si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

s pour tout symbole de constante c de L,

G ETME
* pour tout entier naturel n = 1, pour fout symbole de fonction n-aire f de
L et pour tous éléments ay, ag, ..., 3, appartenant 4 M,

DT (31,32,...,20)) =T Par), 9(22), . Aan)) ;

e pour tout entier naturel k = 1, pour tout symbole de relation k-aire R de
L et pour tous éléments ay, ay, ..., ay appartenant 4 M,

si (a1,32,..,3¢) € RZY alors (o2}, ¢(32),....¢(ak)) € R™
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Un homomorphisme d'une L-structure dans une autre, c'est donc une
application de l'ensemble de base de la premiére dans celui de la deuxiéme, qui
«respecte » toutes les relations, les fonctions et les constantes de ces structures.

b oo
- | GEARLA =
2.8 DEFINITION : Un _Emn()morphisme de L-structures de MM dans N est un
homomorphisme de IR dans M qui posséde la propriété suivante :
pour tout entier naturel k = 1, pour tout symbole de relation
(*) k-aire R de L et pour tous éléments ay, ay, ..., ax appartenant 4 M,
(a1,92,....ax) € R2¥ 5i et seulement si {p(a1),@{az),....(ak)) € K™

On peut aussi, bien s{ir, prendre pour définition de la notion de monomorphisme
la définition 2.7, en y remplacant la troisiéme condition par la condition (*) ci-dessus.

LEMME 1 : Tout monomorphisme est injectif.

@ Il faut rappeler que nous ne considérons ici que des réalisations égalitaires de

langages égalitaires. Si ¢ est un monomorphisme de 2% dans 9, la propriété (+) appiiquée

pour le symhole d'égalité ~ montre que, quels que soient les éléments 2 et bde M, on a :
{a.b) € =™ si et senlement si (@{a), b)) € =7

c'est-A-dire a = b si et seulement 51 (3} = p{b).

3]

LEMME 2 : Quels que soient la L-structure M=<N,..> et le
sous-ensemble Ny de N, pour qu'il existe une sous-structure de M dont
Vensemnble de base soit Ny, il faut et il suffit qu'il existe une L-structure
M=<M,... > et un monomorphisme ¢ de MM dans N tels que I'image de
I'application ¢ soit le sous-ensembie N,.

3] On suppose d'abord qu'il y a une sous-structure T, de 91 dont l'ensemble de
base est N, Alors les définitions 2.5 et 2.8 montrent clairement que l'application
identique, de M, dans Ny, est un monomorphisme de M, dans M dont I'image est N,.
Réciproquement, supposons qu'il existe une L-structure M =<M,..>> et un
monomorphisme @ de T dans 9 qui ait pour image N,. Alors, pour tout symbole de
constante ¢ de L, on a = c,p(Em], donc T¢ Ny; de méme, pour tout symbole de
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fonction k-aire f de L (k 2 1), et pour tous éléments ay, as, ..., ag de Ny, on peut trouver
des éléments by, by, ..., b de M tels que p{b;} =a;pour 1 i < k, et on a alors :

P a122,-3k) = AF R (by,ba,-.. b)),
ce qui prouve que Tm(aj,az,...,ag) appartient & Ny. D'aprés ce qui a &été dit en 2.5, on en
déduit qu'il existe une sous-structure de N dont 'ensemble de base est N;.
5]

2.9  DEFINITIONS : Un isomorphisme d'une L-structure ¥ sur une L-structure
N est un monomorphisme de M dans M qui est une application surjective.

Un automorphisme d'une L-structure M est un isomorphisme de M
sur M.

11 est clair que, si I'application bijective ¢ : M — N est un isomorphisme de la
structure P sur la structure M, alors l'application réciproque ' : N — M est un
isomorphisme de M sur #M. Deux structures entre lesquelles existe un isomorphisme sont
dites isomorphes.

REMARQUE : Avec le lemme 2 de 2.8, on voit que tout monomorphisme d'une structure
M=<M,...> dans une structure M =<N,...>> peut étre considéré comme un
isomorphisme de fIR sur une sous-structure de 9.

210 EXEMPLES : (les vérifications sont laissées au lecteur)

# Le langage étant constitué d'un symbole de constante ¢ et d'un symbole de
fonction binaire g, les structures <R%Y,1,x>> et <R,0,+ > sont isomorphes, comme en
témoigoe 1'application x +— Inx de R¥ dans R.

e Dans ce méme langage, l'application n+— (-1)" est un homomorphisme de la
structure < Z,0,+ > dans la structure < {-1,1},1, x>

» Dans le langage réduit & un seul symbole de relation binaire R, les structures
<R,g > et <]0,1[, < > sont isomorphes, et ce, grice & 'application de R dans J0,1] :

X — % + %_Arctan X.

Tandis que l'identité, de ]0,1[ dans R, est seulement un monomorphisme de la
seconde structure dans la premiére.
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On aura remarqué l'abus qui a consisté 4 utiliser le méme symbole pour la
relation d'ordre dans R et dans ]0,1[.

¢ Sans changer de langage, considérons les structures M= <{0,1},=>> et
M=<{0,1},<>. L'application identique de {0,1} dans {0,1} est évidemnment
bijective et est un homomerphisme de 9 dans 91, mais n'est pas un isomorphisme. On
voit donc qu'on ne peut pas remplacer <« monomorphisme> par <« homomorphisme »
dans la définition 2.9.

3. SATISFACTION DES FORMULES
DANS LES STRUCTURES

Interprétation des termes du langage dans une structure

3.1 Nous avons déja dit que les termes d'un langage vont servir & nommer les objets.
Supposons que le langage comporte un symbole de constante ¢ et deux symboles de
fonction f et g, respectivement unaire et binaire. On devine que, dans une structure
M=<M,c,,g>, le terme fic sera interprété par 1'élément de M : T(F(c)), et le terme
gfcgee par 1'élément g(f{c),glc,c)). Mais pour interpréter le terme fug, il faudra
préalablement savoir quel objet désigne vp. Or, dans une structure, on ne se donne pas
d'interprétation pour les variables (sinon, on ne les appellerait peut-étre pas des
variables...). Plus exactement, les variables peuvent étre appelées 3 désigner des
éléments ... vartables de la structure. Ceci nous conduit & avoir pour le terme fvy une
interprétation qui dépend de l'interprétation donnée & vg. Pour chague élément a de M,
nous dirons ainsi que l'interprétation dans 9 du terme fvp lorsque vg est interprété par a,
est I'élément T(a). Evidemment, le terme fvy, lorsque v, est interprété par a, aura
exactermnent la méme interprétation. Quant au terme gfgvoCvy, il sera interprété, lorsque
vy est interprété par a et v, par un élément b € M, par 1'élément :

g(f(g(b,0)).a)-
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DEFINITION : Etant donnés un entier naturel n, n variables wy, wy, ..., Wy
deux & deux distinctes, un terme t =t[wp,wy,...,.wn] du langage L, une
L-structure M= <M,... 2>, et n éléments ag, ay, ..., ap de M, on appelie
interprétation du terme t dans Ia | -structure SR lorsque les variables wo,
wy, ..., wpo Sont respectivement interprétées par les éléments ag, ay, ...,
an-1, 'élément de M noté :

T
t [WQ"ao,W'|"a1,.--,Wn-‘|"an.‘|] y
défini comme suit, par induction surt :

esit=w; (0gjgn-1}

fm[wo—'ao,w,—-al,‘.‘,wn_r'a.-._]] =aj;
» sit =c (symbole de constante de L),

fm[wo—uao,wl—oal,‘.‘,wn_,—;anq] =,
o 5i t =ftta. by (k €N* f symbole de fonction k-aire de L, 14, ta, ..., ty
termes de L),

fm[wo-iao,w,-im,...,w"_|-|an_1] =
Tm(t_,m[woaag,.“,w.,.,-’an_l],Em[wo-nao,...,w,..,-m,..,],...

AT Wgr30, .., Wa_t7301]).

Dans la pratique, nous noterons plus simplement :
fm[ao,al,..‘,a,._,]

1'élément, fm[wo-ao,wraa,,...,w.,-,-nanq], bien que cette notation soit ambigué : en
effet, elle n'indique pas & quelle suite de variables libres (incluant celles qui ont une
occurrence dans t) on se référe ; or il y a une infinité de telles suites, différant les unes
des autres, soit par la présence de variables supplémentaires arbitraires (sans occurrence
dans t), soit par l'ordre dans lequel les variables sont énumérées. S'il n'y avait cette
ambiguité, il aurait d'ailleurs été commode de définir, comme on le fait parfois,
l'interprétation de t dans la structure 90t comme une application de M" dans M (celle
qui, & tout n-uple {ag,a1,..-,An-1), associe fm[wg-ao,w,-a| yee  Wnop=2pa]).

Quoi qu'il en soit, la notation simplifiée prévaudra dans la plupart des situations
concrétes, ou le contexte permetira de lever toute ambiguité. Par exemple, dans le
langage considéré au début de la sous-section 3.1, si on appelle t le terme gvofvy, et M la
structure <{R,0,cos,+ >, tout le monde comprendra que, pour tous réels a et b,
T™(a,b] désigne le réel a + cosb (les choses auraient été déja moins claires s'il §'était agi
du terme gvqfvg : il aurait alors été prudent de préciser, par exemple : t =t[vp,v4], ou de
s'en tenir 4 la notation officielle).
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REMARQUE : Dans la définition préecédente, il est clair que l'ordre dans lequel sont
indiquées les interprétations des variables est sans importance ; précisément, pour toute
permutation o de l'ensemble {0,1,....n-1}, 0na:

T [wooa0,Wima1, ..., Wn1=ana] = D00 [Wo0) 23010 s Wot) #3a0) 5 - s Watn1) 23gin-1) |-
En toute rigueur, il faudrait faire pour s'en assurer une démonstration par induction sur
t, mais elle est, évidente.

Le lemme qui suit indique que l'interprétation d'un terme dans une structure est
indépendante de 1'interprétation des variables qui n'y ont pas d'occurrence.

LEMME : Soient n et m deux entiers naturels, wg, wy, ..., Wnoy, Zg, Zty -
Zma, N + m variables deux 4 deux distinctes, et t un terme de L dont les
variables soient parmi wg, wy, ..., way (tandis que zg, zj, ..., Zmq 2'0nt pas
d'occurrence dans t}, c'est-4-dire tel qu'on puisse écrire :

t= t[wﬂswh"'}wn—ﬂ = t[Wg,Wl,.“}Wn_hZo,Z],.“,qu].

Alors, pour toute L-structure M= <M,... >, quels que soient les
éléments ag, a1, ..., dp-1, by, by, .., by de M, 0n a :

m —
1 [WO"aO,WI"aIv--,Wn—l"an—l]"‘

D
T [wy-ao,... ,Wn123n-1, 207 bg, -.. , Zpg2bp ]

=) La démonstration est immédiate, par induction sur t.

Nous examinons maintenant l'effet d'une substitution dans un terme sur
l'interprétation de celui-ci :

PROPQSITION : On considére un entier naturel n, n + 1 variables deux a
deux distinctes v, wg, wy, ..., Wpy, et detx termes de L : t = t|wo,wy,...,Wno]
et u = u[v,wo,wy,...,Wn]-

Alors, si on désigne par 1 le terme uft,wo,wy,...,Wn_1], ¢'est-d-dire le
terme uyfy, pour toute L-structure M=-<M,... >, quels que soient les
éléments ag, a1, ..., apg de M, oni a :

T [wg-r20,W1 a4, Wn1 23] =
Esm["'"fm[\'\fu-'ilo,w-,\ﬂlfnq-'311-1],Wcr'i!u,u-,wn-1-'3 n-1)-
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@ On remarque d'abord que les variables qui ont une occurrence dans r sont parmi
Wo, Wy, ..., Wn.y, C8 qui donne un sens au premier membre de I'égalité annoncée. Celle-ci
se démontre alors par induction sur le terme u :

# 5i v est un symbole de constante c de L, on a r =u =¢, et les deux membres de 1'égalité

désignent 1'élément T ;

¢si u est la variable w; (0 gign-1), r=u=w;, et les deux membres de 1'égalité
désignent 1'élément a; ;

& 5i u est la variable v, on a r=t, et les deux membres de 1'égalité désignent 1'élément
m
1™ [wo—ag, w13y, ... Wo5an] ;

» 8l u =fuyus...uk (k étant un entier supérieur ou égal & 1 et f un symbole de fonction
k-aire de L), en posant r, = Uigyys rp= U2,y oo e =t ona:

r=fnra.re;

I'hypothése d'induction est que, pour tout i € {1,2,... .k},
Fiﬂx["\m_’a‘-""\“_'ah'"':"""l'l-‘l"al'l‘l] = Eim["_’fﬂn[wo_'al)r“:wn—1"al'l—'l]:wﬂ" 30:A~,Wn—l"3n—l] V
on voit alors, en se référant A la définition ci-dessus, que :

- —m +m
1 worap,witay, . Woa=ana] =u" V=TT [ Wo—ao,..., W~ 2a1 | Wo—20,... . Wao 3]

@

Satisfaction des formules du langage dans une structure

3z On se donne un langage L, une L-structure M = </M,... 2>, un entier naturel n,
n variables wg, wy, ..., Wy deux & deux distinctes, une formule :

F = Flwo,w1,-..,.waq] € F(L),

et n é&léments ag, 3y, ..., any de M. La définition qui va suivre, et qui est faite par
induction sur la formule F, va donner la signification de la phrase suivante :

<« la formule F est satisfaite dans la structure M lorsque les variables wy, wy, ...,
wpy 500t Tespectivement interprétées par les éléments ag, 3y, ..., anq .

La notation pour cette propriété sera :

<M ; woap, Wi=ar, .., Wna+3pa > F F

(le symbole b se lit ; <« satisfait »).
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En réalité, comme pour l'interprétation des termes, on aura recours le plus
souvent A une notation et A4 une expression moins lourdes, mais non exemptes
d'ambiguité. On écrira :

M F Flag,ar,--ranl|

et on dira :
<« N satisfait F de ag, 2y, ..., ap-1> ;
ou: <«le n-uple (ou la suite) (3¢,31,...,98-1) satisfait la formule F dans M» ;
ou: «la formule F est satisfaite dans 9 par le n-uple {(ag,a1,...,30-1}> ;
ou: «le n-uple (ag,ay,..-,an-1) satisfait la formule Flwp,wy,...,wp-1] dans SR>,

Cette derniére formulation est destinée i rappeler qu'on entend que wp, wy, ...,
wp Soient respectivement interprétées par ap, 3, ..., 3n-1, C& que n'indiquent aucune des
formulations précédentes ; I'ambiguité est ici analogue & celle qui a été signalée & propos
des termes (3.1) : il faut avoir fait le choix d'une liste ordonnée de variables contenant
les variables libres de F. Mais, comme pour les termes, dans la plupart des cas, les choses
seront rendues claires par le contexte.

Pour 1'instant, le lecteur est invité & ne voir dans la notation

M F Flag,a,...,an]
qu'une simple convention d'écriture, et & ne pas considérer que Flag,ar,...,an) désigne
une formule. D'ailleurs, rien de ce qui précéde ne l'y autoriserait. Une telle
interprétation deviendra toutefois possible un peu plus loin; nous aurons alors les
moyens de la justifier {théoréme 5.9).

La négation de « <M ; wg-ag, wy~ay,... ,Wyg+ag ~ F F> est notée:
<M ; wo+3ag,W131,..., Way2ang >~ B F,

ou encore, avec la notation simplifiée

M ¥ Flag,as--ana)-

Voici la définition annoncée :

DEFINITION :

e 1. Dans Je cas ol F est la formule atomique Rtita...t, k éfant un entier
naturel supérieur ou égal 4 1, R un symbole de relation k-aire de L et ty, t,
.., te des termes de L (tels que, pour chaque i€ {12,..k},
ti =ti[we.wi,....Wn]}, 00 2 :

< ; wo—ag, W123y,..., Waaana >~ & F i et seulement si -

G Wo=a0, - Waet230ct]o T W00, ..., Wng 2ana]) € R

(en particulier, lorsque le langage est égalitaire, si M est une réalisation
égalitaire, on a :
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<IN ; wo—+ag, Wy—+ay, ..., Wy —3p > F tg ™tz 5 et seulement si ;

Em[wn"aoa :Wn-l"an-l] =Gm[wﬂ"ao:--- aWn-l"an-l])'

e 2 Danslecasot F=-G:
<5 ; wp—=ag, W ay, ..., Wy 3p > E F siet senlement si:

< M wo—ag,Wi=ay, ..., Wpg2apg = H G.

» 3. Danslecasou F=(G AH):
<IN ; wo—+ag,wWy23y,...,Wnqanq -~ E F si et seulement si:

<SR ; wo=ag, Wi=ay,... ,Wpq2dpg > E G
et <M ; wop—=ag,WySag,..., Wy 2apg > F H.

o4 Danslecasod F=(GVH):
<9 ; wo—ag,Wy=3y,... ,Woan > F F si et seulement si :

<IN wo=ay,W1231,... . Wpg=apa> F G
ou <m;Wo—’ao,wl—’a1,“-,Wn—l_’an—|> F H.

® 5. Dans le cas ot F={G = H) :
<M ; wo-a9,W1+31,..., Waa2ana o> F F siet seulement si :

<M ; wyrag, W12y, ..., Wygtan g 2> B G
ou <M ; wo—rag,W1+31,... ,WpyHapg > E H.

» 6. Dans le cas ot F = (G &= H) :
<M ; wo=3g,W1=31,...,Wnq=ang o> bk F siet seulement si:

<M ; wo—ap, Wi=3y, ..., Waq=apq > K G
et < 9M; wg—+ag, W =3y,... ,Wyg=agg > F H,

ou: <IM;wo-ag,Widy,...,.Woaanqg> H G
et <M ; wo-=ag, Wi=ay,....Wpa=2anq > F H.

o7 Danslecas ot F=WG (ve ¥ - {wowy,....Wa }) :

<O ; wo—+ag,wWy=aq,... ,Wo2ap > B F i et sevlement si, quel que
soit l'élément 3 € M,

<IN voa,wgdg, W1237, -, Wng=ang > E G
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¢ 8 Danslecasot F=3IvG (Ve ¥ - {wo,wi,...ownq }) -

<M ; we=ag,Wi=ay, ..., Wnq=anqg > E F si et seulement si, pour au
moins un élément 3 € M,

<9 ; voa,wo=ap, W =3y,..., Wnq=ang > F G.

¢ 9 Danslecasoi F=¥w;G(0gign-1):

<M wo-ag,wyay,...,Wnaanqg > F F si et seulement si, que!l que
soit I'élément a € M,

< Wota0,..., Wi i1, Wi%3 , Wis1 2 3ia1, ..., Wng2p > B G,

s 10 Danslecasod F=3wiG (0 gign-1}:

<O ; wo—ag, Wy=ay,... . Woq=ang > B F si et seulement si, pour au
moins un élément a € M,

<HM; woag, .., Wig3ia, Witd , Win#3is1, s Waatagq > F G

Pour une bonne lecture de cette définition, il convient de remarquer que, dans
les clauses 2, 3, 4, 5 et 6, les variables libres de la formule G, ainsi que celles de H, sont
parmi wg, wy, ..., Wp-1 ; dans les clauses 7 et &, les variables libres de la formule G sont
parmi v, wWg, Wy, ..., wy-r; enfin, dans les clauses 9 et 10, les variables libres de G sont
parmi wg, wy, ..., woy {la variable w; n'est alors pas libre dans F, ce qui n'interdit
nullement de considérer que F = F[wg,wy,...,wn-1]).

Cette définition s'applique notamment au cas ol la formule F est close. On
obtient alors la propriété :

M F

{lire : <« I satisfait F»). Lorsque cette propriété est satisfaite, on dit aussi que F est
vraie dans R, ou encore que IR est un modéle de F.

REMARQUE : La définition de la satisfaction ne dépend pas de l'ordre dans lequel on
indique les interprétations des variables. Cela signifie que, pour toute permutation o de
l'ensemble {0,1,...,n-1},0na:
<M ; wop=ag, w3y, ..., Wp~agq > F F gl et seulement si :

<M ; Woi0) +36(0) ;W) o) - s Watn-1) Yoy > F F.
La démonstration est évidente : on raisonne par induction sur F; le cas des formules
atorniques est réglé par la remarque 3.1 ; la suite va de soi.
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On a observé que, étant donnée une formule, on a toujours la possibilité
d'allonger artificiellement la liste de ses variables libres (en ajoutant des variables qui
n'y ont aucune occurrence libre). 1l est alors tout naturel de se demander si cela peut
affecter la notion de satisfaction, telle qu'elle vient d'étre définie. La réponse, négative,
est fournie par le lemme suivant.

LEMME : Soient n et m deux entiers naturels, wo, Wy, ..., Woy, Zgy Z1, s
Zm, N + i variables deux 4 deux distinctes, et F une formule de L dont les
variables libres soient parmi wo, Wy, ..., Wp (t2ndis que zg, 2y, ..., Zm
n'ont pas d'occurrence fibre dans F), ¢'est-a-dire telle qu'on puisse écrire :

F= F["""O;er--)wnd] = F[WO;WI:-v-)wn—l;zﬂyzlsm)zmﬁl‘

Alors, pour toute L-structure M= <M, ... >, quels que solent les
éléments ag, a4, -.-, an-1, bg, by, ..., bmy de M, les propriétés suivantes sont
équivalentes -

(1} <9 ; wo~ag,wy=2q,...,Wpa2apg> F F
(2) <9, wpag,...,Wn1~3p,20-bg, ..., Znatbyy > F F

(3] La démonstration se fait, naturellement, par induction sur F.

¢ Si F est la formule atomique Rity...ty, k étant un entier naturel non nul, R un symbole
de relation k-aire de L, et t;, ty, ..., t des termes de L, alors, par hypothése, pour chaque
i € {1,2,....k }, on peut indifféremment écrire :
ti = ti[wg,wy,-.. wal] OU t; = tilwo, Wy, Waor,20,20,0 0 2ma]

on a dong, d'aprés le lemme 3.1 :

Em[wo-'ag,wrnm,...,w,._,-'anq] =ﬁm[wu-»ag,... \Wn1=2n-1,Z0bg, ... ,Zn-17 bpa],
ce qui, par définition de la satisfaction (clause 1), donne 'équivalence entre {1) et (2).
® Pour les étapes de l'induction relatives aux symboles de connecteur, la démonstration
est évidente.
o1l en est de méme pour les cas ou F=WG ou F=3vG. lorsque la variable v
n'appartient pas & {z¢,21,-..,Zm1 }-
® 8 F =¥z, G, h € {0,1,....m~-1}, les variables libres de G sont parmi zy, wo, W1, -.., Wa-1.
La propriété (1) est vérifiée si et seulement si, pour tout élément b de M,

<M ; zp-b wo~ap, Wi=3y,... , Wy 23g > F G,
ce qui équivaut encore, par hypothése d'induction, et compte tenu de la remarque qui
précede, & :
pour tout b € M,
< ; wo=30,....Wna+2n0,204bo, ., Zn4bh1, Zh b, Zhay 2 bher s Znaoba 2> F G,
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mais cela signifie, par définition {clause 9) :
<IR; wg2g,....Wn-153n-1,20+ Doy, Zh -1 # Dy -1,ZR 2 BRoZh a1 = Bhatee Zna 2 bny = B Wy G,
€e qui est exactement la propriété (2).
eLlecas F=3vy G (he {0,1,.. ,m-1}) se traite de facon tout A fait analogue.
e

Voici une conséquence trés utile de la définition de 12 satisfaction ; elle concerne
les substitutions dans les formules :

PROPOSITION : Soient n et p deux entiers naturels, v, wg, wy, ..., Wn-1, Up,
Uy, ..y Upqg N+ p + 1 variables deux & deux distinctes, t =t[wo,Wi,...,Wn-1]
un terme de L et F = Fv,wgwy,...,Wn_q,ugy,...,upa] tne formule de L. On
suppose que, dans F, aucune occurrence libre de v ne se trouve dang le
champ d'un quantificateur Yw; ou Iw; (0 gign-1).

Alors, pour toute L-structure M=<M,... >, quels gue soient les
éléments ag, a4, ..., 3n, bo, by, ..., bpoy de M, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) <T; wp=ag, ..., Wny=an-1,Up~+bg, .. ,upy=bp 2> kB Fypy s

(2) <M ; v-tfm[wa-nao, B T

wp3dg, .-, Wp-1+3dn-1, Uo—'bo, vary up_|—'bp-|> E F.

= On remarque d'abord que les variables libres de la formule Fy/, sont parmi wyp,
Wi, .., Wpoy, Ug, Uy, ..., Upg C€ qui donne un sens a la propriété (1). La démonstration se
fait par induction sur F.

» 51 F est la formule atomique Rtyt,...1y, k étant un entier naturel non nul, R un symbole
de relation k-aire de L, et t;, ty, ..., ti des termes de L, alors, pour chaque i€ {1,2,....k},
on peut écrire : ti =ti[v,wg,Wy,...,.Wn_1,UgyU1,...,Upl, €, d'aprés la clause 1 de la définition

de la satisfaction, si on pose ri =t; v la propriété (1) signifie ;

m
(ﬁ [WU"aD:W1"aIs---;Wn—l"an—‘huO"bO:ul"b‘h--'aup-l"bp-l]:---
—iR m .
RN 13 [Wo—'ao,wl—'ah~-,Wn—1—'3n—1,Uo—’bosul—'bl,---,Up—l—'bp—IDER— ;

or, en vertu de la proposition 3.1, en posant, pour chaquei € {1,2,....k} :
bi =EM[V—’YM[WD—iBO,.“,Wn_'|"3|-|_'|],Wo"ao,...,wn.l"anq,UU"bo}...,Up-]"bp-]],
cela équivaut encore A :
(b1,b,....bx) € R,
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c'est-A-dire {clause 1 de la définition) & |'assertion suivante, qui est la propriété (2) :
<M, v—ofm[wo—!ao,... Wa193p-], Wo~2g, ..., Wag=anar, 89 bg, ..., Up 2 bpa > F F.
» Les étapes de l'induction relatives aux symboles de connecteurs sont évidentes.

» Supposons que F soit égale 4 32 G ; les variables libres de G sont parmi z, v, wg, Wy, -..,
Wnoy, Ug, Uy, ... ,Up. Si z est ]'un des wj, alors par hypothése v n'a pas d'occurrence libre
dans G, ni dans F; si z=v, v n'a pas d'occurrence libre dans F; dans ces deux cas,
Fipv =F ; 'équivalence entre {1) et (2) résulte alors simplement du lemme précédent. Si
z est différent de v et de tous les w; (0 < i < n - 1), alors on a Fyfy =3z Gy ; dans le cas
ou z est également distinet de tous les uj (0 € j < p - 1), la propriété (1} équivaut alors
{parce que z n'est pas une des variables de t) & l'existence d'un élément a € M tel que
<M ; z-+a,wgag, W 3aq,..., Wny—+an_y, Up=bo,u=by, . upy=bp4 > F Gy
par hypothése d'induction, cela équivaut aussi & l'existence d'un élément a € M tel que :
<ﬂ'ﬂ;v—!fm[wo-iao,...,wn_ﬁan_,] L 242 , Wy =0, Waoy=apo1, Up=bg .y Upoy 2 bpy 2> B G,
autrement dit & l'assertion suivante, qui est exactement la propriété (2) :
<M v-!fm[wo-ao, veey Wy no1], Woag, .o, Wnoy +ana1, U= by, ..., Upg=bpg 2> F 312G
Dans le cas ol z=u; (0 £ j € p - 1), il suffit de reprendre les ¢ing lignes précédentes en
omettant <« uj=bj »> dans les assignations de variables

¢ Le cas de la quantification universelle est similaire.
3]

Les hypothéses faites au sujet des variables dans cette proposition sont assez
compliquées. La plupart du temps, on dispose d'hypothéses plus fortes (et plus simples)
pour l'appliquer : c'est le cas par exemple lorsqu'aucune des variables wg, wy, ..., wpy D'a
d'occurrence liée dans la formule F.

33 Considérons encore une fois le langage L = {R,c,f} utilisé plus haut, ainsi que la
L-structure M= <R, g, 1,cos >>. Voici divers exemples d'une formule Flvg] de L avec
l'indication de l'ensemble des réels a tels que 9t F F[a] {ce qui est, rappelons-le, une autre
fagon d'écrire : <<M; vp=a > k F):

Revy [7,+o[;
Fvyfvy > vg [-1.11;
vy fvg = vy R;
fvg=cC 8 ;

v (Revg A fvy = vg) b

Ivy {Revy A fvy = vg) [-1,1];
Y Rvgfvy ]-w,-1];

¥v; Rfvgiv, {{i2Zk+V)r; kel};



3. Satisfaction des formules 177

Yy vz (Rviva A fvo ~ vp) [-1,1];
Vg v vy~ vp ¢,
a\l] V\'z Rf\"z\ﬁ R

On aura remarqué que les deux derniéres formules proposées sont closes. La
derniére est satisfaite dans T et 1'avant-derniére ne l'est pas. Ranger ces deux formules
dans la catégorie des formules & une variable libre peut paraitre saugrenu, surtout aprés
avoir vu les vérifications pour le moins fastidieuses auquelles la définition adoptée nous a
conduits. Il semblerait heaucoup plus naturel de se contenter d'associer & chaque formule
la liste des variables qui y ont effectivement au moins une occurrence libre. C'est
d'ailleurs ce qui est fait spontanément dans la pratique : quand on s'intéresse aux suites
d'éléments qui satisfont la formule (¥vg Rvpc = {(-Rvywv2 V Rvafvs)) dans une certaine
structure, c'est évidemment & des suites de longueur 3 que l'on pense. Ce qui justifie la
définition plus large que nous avons, malgré tout, adoptée, c'est essentiellement le fait
que les sous-formules d'une formule ne font pas nécessairement intervenir toutes les
variables libres de la formule (et en font éventuellement intervenir d'autres, qui sont
liées dans la formule compléte) ; agir autrement nous aurait donc amenés 4 avoir, pour la
notion de satisfaction, une définition par induction beaucoup plus compliquée. On voit
qu'il s'agit surtout de considérations techniques, et il n'est donc pas nécessaire
d'accorder une importance excessive aux subtilités purement formelles que l'on peut
aisément faire surgir & propos de cette définition.

La notion essentielle qu'il convient de retenir de ce qui précéde, c'est celle de
satisfaction d'une formule close dans une structure.

Equivalence universelle et conséquence sémantique

34 11 g'agit ici de donner des définitions et un vocabulaire de base qui sont
constamment utilisés en théorie des modéles.

On se donne un langage du premier ordre L (égalitaire ou non).

DEFINITIONS :

¢ Une formule close de L est universellement valide si et seulement si eile
est satisfaite dans toute L-structure. (Au lieu de <« formule universellement
valide s, on dit parfois « formule valide» ).
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La notation pour : « la formule F est universellement valide»> est :
P F,

tandis que ¥ F signifie : « F n'est pas universellement valide>.
¢ Une formule close de L est contradictoire {ou inconsistante) si et
seulement si sa négation est universellement valide.
¢ Une formule comportant des variables libres est universellement valide si
et seulement si sa cloture universelle est universellement valide {voir la
remarque 1 ci-dessous).
» Etant données deux formules (closes ou non) F et G de L, on dit qgue F est
universellement équivalente {ou logiquement équivalenie, ou simplement
équivalente) 4 G si et seulement si la formule (F&=G) est
universellement valide.

La notation pour « F est universellement équivalente 4 G > est :

FwG.

» On appelle théorie de L tout ensemble de formules closes de L.
e Etant données une théorie T de L et tine L-structure M, on dit que M est
un modéle de T (ou que TN satisfait T, ou que T est satisfaite dans M) si et
seulement si M satisfait chaque formule appartenant 4 T.

La notation pour - «IM est un modéle de T » est :

meET,

tandis que MM ¥ T signifie : <« ¥ n'est pas un modéle de T ».
e Une théorie consistante {ou non contradictoire} est une théorie qui admet
au moins un modéle.

Une théorie qui n'est pas consistante est contradictoire (ou
inconsistante).
» Une théorie finiment consistante est une théorie dont toute partie finie
est consistante.
* Biant données une théorie T et une formule close F du langage L, F est
conséquence sémantique de T (ou simplement conséquence de T) si et
seulement si toute L-structure qui est modéle de T est aussi modéle de F.

La notation pour : «F est conséquence de T » est :

TP F,

alors que T VW F signifie : « F n'est pas conséquence de T ».
¢ 5i T est une théorie et F une formule de L comportant des variables
libres, F est conséquence de T si et seulement si la cléture universelle de F
est conséquence de T. La notation est !a méme que pour une formule close.
® Deux théories Ty et T, de L sont équivalentes si et seulement si foute
formule appartenant 4 T, est conséquence de Ty et toute formule
appartenant i Ty est conséquence de Ty.
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REMARQUE 1 : La définition qui a été donnée ici pour la notion de formule non close
universellement valide est 2 priori incorrecte. Elle n'a de sens que s'il est établi que les
diverses clétures universelles d'une formule sont toutes universellement équivalentes. On
vérifie ce fait intuitivemnent clair en se reportant i la définition de la satisfaction (3.2).
On aura d'ailleurs 4 peu prés la méme chose A faire pour démontrer un peu plus loin la
propriété (5) du théoréme 3.9.

REMARQUE 2 : 1l faut se méfier de la notion de formules universellement équivalentes,
lorsqu'il s'agit de formules non closes : pour que deux formules soient équivalentes, il ne
suffit pas que leurs cldtures universelles le soient. Considérons par exemple, dans le
langage réduit au seul symbole d'égalité, les forrmules :
F=-wp2vijet G=rwvy=vy
Leurs clétures universelles sont, respectivement :
Fi=Yug¥vywg = vy et Gy =YvgWvawvp = vy

Les formules Fy et G4 sont universellement. équivalentes : elles sont en fait toutes
deux contradictoires ; dans une structure T quelconque, en prenant un élément a de
I'ensemble de base (nécessairement non vide), on a: <9M;vg—a,vy2a> W F et
<M ; vg-a,vp-a> W G, ce qui montre que M ne satisfait ni Fy ni Gy, donc satisfait la
formule (F; & G;). Pourtant, la formule (F &= G) n'est pas universellement valide, car
3a clature universelle :

oW Yo (-wp ~ vy & wp ~ va)

n'est pas satisfaite dans la structure dont l'ensemble de base est {0,1} : en effet, on a
<M vg=0,v=21l,vp+0 > B F et <{IM; vg=20,v21,vp=20> ¥ G; il en résulte que
<M vg=0,wy=2 1, vz+0 2> B (wp~ vy & wy~vy). La cloture universelle de cette
derniére formule est donc fausse dans la structure considérée.

Ce qui est néanmoins vrai, c'est que, si deux formules sont universellement
équivalentes, alors leurs clotures universelles le sont également (exercice 6).

35 11 est temps d'indiquer quels sont les abus d'écriture que nous nous permettrons

de faire & propos des formules du premier ordre. En fait, nous allons nous contenter de

reconduire ceux qui ont été décidés & propos des formules du calcul propositionnel :
supression des parenthéses extrémes, notation (FAGAH) au lieu de

((F A G) A H}, utilisation des « grandes > conjonctions ou disjonctions telles que / MFi.

La justification de l'utilisation de ces notations abrégées est essentiellement la
méme que pour le calcul propositionnel : sa transposition aux formules du premier ordre
est fondée sur le résultat suivant, trés simple mais constamment utilisé :
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LEMME : Or considére des variables propositionnelles A,, Ag, ..., Ay, une
formule propositionnelle J[AyA,,...,Ax], et des formules du premier ordre
du langage L : ¥y, Fa, ..., Fy. 8i ia formule J est une tautologie, alors la
formule du premier ordre J[Fy,Fa,...,Fi] (résultat de la substitution des
formules Fy, Fa, ..., Fyx aux variables propositionnelles A, Aa, ..., Ay,
respectivement, dans la formule J} est une formule universeliement valide.

(5 Supposons que les variables libres des formules Fy, Fa, ..., Fi soient parmi v,
Vi,-., ¥q. 11 en est alors de méme des variables libres de la formule F = J[Fy,Fa,...,Fy].
Considérons une L-structure DB =<IM,... > et des é&léments ag, ajy,..., a, de M. On
définit une distribution de valeurs de wvérité & sur {A,Aa...,Ac} en posant, pour
1gigk:

=T

1 siMM k Fifag,at,...,dn] ;

E(A')_{o SO H Fifagar,....an).

On a utilisé ici la notation simplifiée pour la satisfaction. La définition de la
satisfaction montre clairement que la formule F est satisfaite dans 9 par le n-uple
{ap,a,..-,an) i et seulement si la distribution de valeurs de vérité & donne la valeur 1 4 la
formule J (raisonner par induction sur J). On en déduit immédiatement que, lorsque J
est une tautologie,

M F Flag,ay,-...24l,

et ce, quel que soit le n-uple (ap,ay,...,an), C€ qui prouve que la cléture universelle de F
est satisfaite dans n'importe quelle L-structure, c'est-i-dire que F est universellement
valide.
@

Les formules universellement valides obtenues par la méthode qui vient d'étre
indiquée & partir de tautologies propositionnelles sont appelées tavtologies du calcul des
prédicats.

On voit done que tout ce qui a été dit dans le chapitre 1 & propos des tautologies
{associativité de la conjonction et de la disjonction, entre autres) se laisse transposer
sans difficulté aux formules du premier ordre, les notions de tautologies et de formules
équivalentes devenant respectivement celles de formules universellement valides et de
formules universellement équivalentes.

On notera enfin qu'aucune abréviation particuliére n'est adoptée & propos des
quantificateurs.
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3.6 Les propriétés énoncées dans le théoréme qui va suivre sont des conséquences
immédiates des définitions ci-dessus.

THEQREME : Quels que soient les théories T et S de L, les entiers m et
p =1 et les formules closes G, H, Fy, Fq, ..., Fm et Gy, Ga, ..., Gp de L, les
propriétés suivantes sont vérifiées :

o La formule G est contradictoire si et seulement si elle n'est
satisfaite dans aucune L-structure.

o La formule G est conséquence de T si et seulement si la théorie
T u {-~G} est contradictoire.

e S5i T est consistante et 5i S C T, alors S est consistante.

» 5i T est consistante, alors T est finiment consistante.

» 5i T est contradictoire et si T CS, alors S est contradictoire.

e SiTP GetsiTCS, alors SFG.

o T U {G} ¥ H si et seulement si T (G = H).

o TH (G AH)siet seulement si TH Get TH H.

o {F\,Fa,....,Fn} F* G si et seulement si ™ ((FyAFz A ... AFg) = G).

¢ G est universellement valide si et seulement 51 G est conséquence
de la théorie vide.

o G est universellement valide si et seulement si G est conséquence
de toute théorie de L.

s T est contradictoire si et senlement si T ¥ (G A -G).

o T est contradictoire si et seulement si toute formule de L est
conséquence de T.

T est contradictoire si et seulement si, pour toute formule
universellement valide F, -F est conséquence de T.

o T est contradictoire si et seulement si il existe au moins une
formule universellement valide F telle que -F soit conséquence de T.

s {F,Fa,...,Fa} est une théorie contradictoire si et seulement si
(~Fy v ~Fz v .. V-Fy) est une formule universellement valide.

e Les théories T et S5 sont dquivalentes si et seulement si elles
admettent les mémes modéles (autrement dit, pour que T et S soient
équivalentes, il faut et il suffit que, pour toute L-structure M, MM soit un
modéle de T si et senlement si 9 est un modéle de 5).

e En remplacant dans T chaque formule par une formule
universellement équivalente, on obtient une théorie équivalente 4 T.

® Si T est contradictoire, alors S est éguivalente 4 T si et seulement
$i 5 est contradictoire.
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s La théorie T est équivalente 4 la théorie vide si et sewlement si
toute formule appartenant 4 T est universeilement valide.

» Toute L-structure est un modéle de la théorie vide.

» La théorie vide est consistante.

» L'ensemble de toutes les formules closes de L est une théorie
contradictoire.

» Les théories {G} et {H} sont équivaientes si et sewlement si les
formules G ef H sont logiquement équivalentes.

¢ Les théories {F(,Fa,....,Fn} et {Gy,Ga,-..,Gp} sont équivalentes si et
seulement si Ia formule :

((FIAFzA . AF} = (GiAG A ... AGE))

est universellement valide.

» Toute théorie finie est équivalente 4 une théorie réduite 4 une
seule formule.

s La relation bingire <« est universellement équivalente 4> est une
relation d'équivalence sur 'ensemble des formules de L.

e La relation binaire <«est équivalente 4> est une relation
d'équivalence sur l'ensemble des théories de L, c'est-d-dire sur 'ensemble
des parties de 'ensemble des formules closes de L.

] Le lecteur est invité & faire les démonstrations lui-méme (il s'agit surtout de
raisonnements analogues & ceux qui entrent en jeu dans le lemme 5.2 du chapitre 1).
@

37 La proposition suivante exprime la compatibilité de la relation ~ d'équivalence
entre les formules avec les opérations intervenant dans la construction des formules
(utilisation des connecteurs et des quantificateurs).

PROPOQSITICN : Pour toutes formules F, G, F' et G', et pour tout entier k,
si F et G sont respectivement équivalentes & F' et G, alors les formules :
“F,(FAG),{(FVG),(F=G),{F=G), VWiF et InF
sont respectivement équivalentes 4 :
SFL(FPAGY) (FPYGY, (F'= 6", (P &= G"), Wi F' et v F'.
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4] Traitons par exemple le cas de la quantification existentielle. Supposons que les
formules F et F' soient équivalentes et aient leurs variables libres parmi vg, vy, ..., va
{n = k). Il s'agit de montrer que, dans une L-structure arbitraire M=<<M,..> la
cléture universelle de la formule (IvgF = IvxF') est satisfaite. Considérons des
€léments ag, 2y, ..., 3k, Aksy, --., an de M. Si on suppose :
<IN ; vg+3g, V=81, - s VR 23kt Vi1 2 AKat oo,V 28 o b Jvg T,
alors on peut trouver un élément a € M tel que :
<ML; vg—+3p, V1431, , Vi Bkt s VK3, Va1 2 Akag ooy Va2 > B F g
mais, comnme F est équivalente & F', on a aussi :
<5 vo=a30, V1431, e s Vi1 H 3y s Yk =3, Va1 2 BKa1, oo,V 2an o> E F,
donc : <IN ; vg=ag, VA, Vi F k=1, Vke1 2 ket s Va*ag o> F JvF'.
On voit de la méme maniére que, réciproquement,
si < M w230, V1281, e V12 kods Ve1FBKe1, - Vi 3n > E I F',
alors <P ; vg=20, V1287, Vi1 P 3k=1, Vs Fakats -, ¥n23n > B T F,
et on en conclut que :
<M ; vg-a0, V1231, -, VR k-1, Vhke1= ket -, ¥n~an = B [FveF &= Iy FY).
Les autres cas se traitent de facon analogue.

[}
COROLLAIRE : Spient F une formule, G une sous-formule de F, et G' vne
formule équivalente 4 G. Alors, la formule F*, obtenue & partir de F en y
remplacant une occurrence quelconque de Iz sous-formule G par G', est
équivalente & F.

@ On raisonne par induction sur F. Lorsque F est atomique, G ne peut qu'étre

égale & F, donc F'=G" et le résultat est immédiat. Pour toutes les autres étapes de
l'induction, il suffit d'appliquer la proposition précédente.
%

Ainsi se trouve justifide une opération que l'on fait pratiquement en perrmanence
lorsqu'on manipule des formules du premier ordre d'un point de vue sémantique :
remplacer des sous-formules par des formules équivalentes.

3.8 Le changement de nom de variable liée, lorsqu'il est fait sous certaines
conditions, transforme une formule en une formule équivalente (voir la remarque 1.21) :
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PROPOSITION : Quels que soient les entiers k et h et Ia formule F, si la
variable vy, n'a aucune occurrence dans F, alors les formules :

Wi F et Yy, th;vk (respectivement : v F et vy, th;,k)
sont équivalentes.

] Le résultat est trivial si h =k. Supposons donc que h et k sont distincts et que
F= F[\ril,viz,...,vin,vk], les entiers iy, iz, ..., in étant deux & deux distincts et distincts de k
et h {ce que I'hypothése permet). Etant donnée une L-structure M= <M, ... > et des
éléments a3y, 3z, ..., an quelconques de M, il s'agit de montrer que :

(*) <EUI;vil—nahviz—naz,..‘,vin—!an> F ¥ F
si et seulement si

(xx)  <IM; Vi # 31, Vi, 72, ., Vi, 73, >k Yy, Fup/vo
et l'analogue avec 3.

La propriété (*) signifie que, quel que soit 1'élément a € M, on a :

<9 Vo3, Vi 1, Vi a2, Vi Y >FkF;

mais, d'aprés le lemme 3.2, cela équivaut aussi 4 :

<M ; v—a,vp=a,vi -»a,,viz-naz,..,,vin-ta.-.)' EF:

1
on applique alors la proposition 3.2 (les hypothéses le permettent), en remarquant que :

—m
3 =V [Vh"a,Vi"'aj,Viz"az,.,‘,\fin_'an],

¢t on obtient la propriété suivante, équivalente & {*) :
pour tout a € M, <91; VA, Vi a1, Vi, 232,00, Vi H3n >k Foplvie
qui signifie par définition :
<ﬂJI;vi14a,,vi2-»az,...,vin-a..> F ¥YenFy, fv,
c'est-&-dire la propriété ().
2

3.9 Avec les tautologies et les formules propesitionnelles équivalentes du chapitre 1,
on ohtient naturellement d'innombrables exemples de formules du premier ordre
universellement valides ou équivalentes. Les importantes propriétés qui suivent vont
nous fournir des exemples qui n'ont pas d'analogue dans le calcul propositionnel
puisqu'ils mettent en jeu les quantificateurs. Ces propriétés sont, en particulier,
extrémement utiles pour une bonne maitrise de la manipulation des quantificateurs dans
les énoncés mathématiques courants: parmi les premiers exercices de ce chapitre,
plusieurs vont précisément dans ce sens.
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THEQREME : Pour tous entiers k et h et pour toutes formules F et G, on 2
fes équivalences logiques suivantes entre formules :

(1) —-Vvk F w~ 3Vk -F
(2) Y (FAG) ~ (VWi FAVWG)
(3) Fvi (FVG) ~ (Hvk F ¥ v, G)
(4) Ty (F=}G) ~ (V\Jk F= v G)
(5) V\ik V\rh F ~ V\Fh V\Fk F
(6) a\f'k 3\‘]| F ~ Elvh ka F
De plus, les trois formules suivantes sont universellement valides :
{(7) I (FAG)= (Fvic F A I G)
(8) (W FYW Q) =V (FVG)
(9) a\fk Yoy F= Vv, dv F
Par ailleurs, si la variable vy n'est pas libre daans G, alors :
(10) YieG ~ G ~ G
(11) WYvi (F t\G] ~ (V\kohG)
{12} I (FYG) ~ (I FVYG)
(13) Vv, (F ¥ G) ~ (V\tk Fv G)
(14) Fvi (Ft\G] ~ (3Vk F!\G)
{15} I (G=F) ~ (G=IwF)
(16} YW (G=F) ~ (G=VvF)
{17} W (F=G) ~ (WF=0)
{18) Y (F=G) ~ (AwF=0G)
@ On obtient (1), (2), (5}, (6), (7) et {9) sans difficulté en se reportant & la

définition 3.2 ; (3) et (8} se déduisent respectivement de (2} et (7) {appliqués & -F et -G)
ainsi que de (1) et de tautclogies usuelles ; {4} est une conséquence immédiate de {3)
appliqué & -F et G; compte tenu de l'hypothése supplémentaire sur vi, {16) et {13)
résultent de la définition et du lemme 3.2 ; {11) et (15} se déduisent de (10} et de (2) et
{4} ; c'est encore grice & (1) et & des tautologies que l'on passe de (11} 4 (12}, de {13) 4
(14), de {15) & (17) et de (16} 4 (18) ; (16) s'obtient par (13) appliqué & F et -G.

Bien entendu, ces bréves indications supposent une utilisation intensive de la
proposition 3.7 et de son corollaire.
©

On peut dire, de fagon un peu abusive, que le quantificateur universel est
<« distributif>> par rapport & la conjonction mais pas par rapport 4 la disjonction, tandis
que c'est l'inverse pour le quantificateur existentiel. C'est ce qu'expriment les propriétés
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(2) et (3), et le fait qu'on ne conserve pas, en général, des formules universellement
valides, lorsqu'on remplace dans {7) et (8) le symbole = par & : ainsi, i le langage L
se commpose de deux symboles de relation unaire A et B, si F = Avg et G =Bvg, et si on
considére le modéle 9 dont 1'ensemble de base est N et ol A et B sont respectivement
interprétés par les relations «&tre pair» et «étre impair>, alors il est clair que M
satisfait les formules JvoF A IveG et Wwo(F ¥ G), mais ne satisfait ni la formule
Ivo{F A G) ni la formule WoF V V¥vgG. Le comportement des quantificateurs vis-a-vis de
l'implication est plus complexe; ce que l'on peut retenir, ¢'est que, si on essaye de
<« distribuer » le quantificateur dans une formule du type Qv (F = G) oi Q est ¥ ou 3,
alors, dans les cas ou cela est possible :

o 5si le quantificateur doit étre «rentré» 4 droite du symbole =, alors il
«rentre » tel quel,

» tandis que s'il doit &tre «rentré» a gauche de =3, alors il doit étre remplacé
par son dual Q* (Q* =3si Q =Vet Q*=V3iQ=1).

On peunt permuter deux quantifications universelles (respectivement :
existentielles) consécutives (propriétés (5) et {6)), mais pas un ¥ avec un 3: (9) ne reste
pas une formule universellement valide quand on y remplace = par . On s'en
convaine en considérant & nouveau le modéle 9 ci-dessus et en prenant pour F la
formule (Avg & Bvy) ; alors M F WvpIwF {car pour tout entier ay, on peut trouver un
entier a, qui n'ait pas méme parité que ap), mais M ¥ Iv¥wF (car on peut
difficilement exiger d'un entier qu'il ait une parité distincte de celle de n'importe quel
entier...). Laissons-nous aller 4 dire que, dans la formule Vv, 3w F, c'est pour chacun des
vh qu'est exprimée l'existence d'un v {qui peut donc dépendre de ), tandis que dans
v Wvn F, le vy dont l'existence est affirmée doit étre <« le méme pour tous les vy, >, ce qui
rend cette formule « plus forte» que la précédente. Cette remarque a une illustration
classique en analyse avec les distinctions continuité simple/continuité uniforme ou
convergence simple / convergence uniforme : on sait bien que tout le probléeme consiste &
déterminer si «le ¢ (ou le N) dépend ou non du x>»... et qu'en fin de compte, lorsqu'on
formalise ces propriétés, elles ne différent que par une inversion de quantifications.

310  En utilisant ce qui a été dit au chapitre 1 sur les systémes complets de
connecteurs, ainsi que le lemme 3.5, la proposition et le corollaire 3.7, et la propriété (1)
du théoréme précédent, on obtient immédiatement, :

THEQREME : Toute formule duv premier ordre est universellement
équivalente 4 au moins une formule ne comportant pas de symbole de
connecteur ou de quantificateur autre gue : -, ¥ et 3.
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On peut évidemment remplacer dans cet énoncé - et V par les éléments de
n'importe quel systéme complet de connecteurs ; on peut aussi remplacer 3 par V.

REMARQUE : La remarque 3.7 du chapitre 1 se laisse transposer ici: pour démontrer
qu'une certaine propriété, compatible avec la relation ~, est vraie pour toute formule du
premier ordre, il suffit de faire un raisonnement par induction <«restreint » aux étapes
relatives & la négation, & la disjonction et & la quantification existentielle.

311 Nous terminons cette section avec un résultat fort simple mais indispensable. 11
s'agit de comparer la satisfaction d'une formule dans une structure de son langage avec
sa satisfaction dans une structure d'un langage plus riche.

LEMME : On considére un Iangage du premier ordre L ef vn langage L* qui
enrichit L. Spient M =-<_M , ... 2> une L-structure, "M* un enrichissement
de MM au langage L*, F = Flvpw,...,vna) une formule du langage L, et ag, a1,
..., an des éléments de I'ensembie M.

Dans ces conditions, on a :

M F Flag,ar,...,aa-1] 8 et seulement si T* F Flag,ay,...,an4]

8 La seule chose qui ne soit pent-étre pas évidente, c'est que ces deux propriétés
aient un sens ! On s'en assure en remarquant que F est en méme temps une formule de L
et une formule de L*. Pour le reste, un simple coup d'ceil sur la définition de la
satisfaction de F dans $t* nous indique que celle-ci ne fait intervenir que les symboles de
L et les relations et fonctions de la structure M. Le résultat va donc de soi (le lecteur
souhaitant étre tout & fait rigoureux fera une démonstration par induction sur F).

a

Observons cependant que Ja question n'aurait plus de sens si F compertait des
symboles du langage L* n'appartenant pas & L.
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4. FORMES PRENEXES ET FORMES DE SKOLEM

4.1 Ce que nous allons faire dans cette section sera abondamment utilisé au chapitre
suivant, quand on décrira une méthode qui permettra de répondre 4 des questions du
genre : « telle formule close est-elle universellernent valide ? »> ou <« est-elle conséquence
de telle théorie 7 ». Il s'agira de se ramener, au prix d'un changement de langage, & des
formules dont la construction syntaxique est relativement simple : les formes de Skolem.
Auparavant, on aura montré que toute formule F est équivalente 4 une formule (du
méme Jangage) qui se présente sous la forme d'une suite de quantificateurs suivie d'une
formule sans quantificateur (c'est ce qu'on appelle une forme prénexe de F). Le théoréme
de la forme prénexe {4.2) a un intérét et une importance qui dépassent le cadre qui vient
d'étre décrit. 11 présente aussi un (petit) danger : celui de faire croire qu'une formule est
plus <« facile & comprendre » quand elle est sous forme prénexe ; en fait, on se rend vite
compte que ¢'est le contraire qui est vrai, et que, pour saisit la propriété exprimée par
une forrnule close, on a tout intérét & y « distribuer » au maximum les quantifications,
c'est-a-dire A faire l'inverse de la mise sous forme prénexe.

Formes prénexes

4.2 DEFINITIONS : Une formule F est prénexe si et seulement si il existe un
entier k, des variables wy, w3, ..., Wi, des symboles de quantificateur Q,
Qa, ..., Qi, et une formule sans quantificateur G tels que :

F=Quw;Qaws... Quwi G.

Le mot Quw Quwsy...Quwy s'appelle alors le préfixe de la formule
Dprénexe.

Une formule prénexe est polie si et seulement si son préfixe contient
au plus une occurrence de chaque variable.

Pour toute formule H, on appelle forme prépexe de H toute formule
prénexe universellement équivalente 4 H.

Une formule universelle est une formule prénexe sans quantificateur
exigtentiel.

Une formule existentielle est une formule prénexe sans
quantificateur universel.
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Bien entendu, le cas k =0 correspond 4 F =G, c'est-A-dire que les formules sans
quantificateur sont des cas particuliers de formules prénexes (qui sont d'ailleurs polies,
universelles et existentielles).

On voit immédiatement que toute cléture universelle d'une formule prénexe est
une formule prénexe.

Attention, une formule telle que Yvg(Ivyvg ~ vi = vp ~ v¢) n'est pas prénexe !

THEOREME : Toute formule du premier ordre admet au moins une forme
prénexe polie.

3] On montre par induction que, pour toute formule F, on peut trouver une formule
prénexe polie F' universellement équivalente & F. Cette propriété étant clairement
compatible avec la relation ~, la remarque 3.10 nous permet de limiter le nombre de cas
& envisager.

# Si F est atomique, il suffit de prendre F' =F.

#5i F=-G, et 3si G est équivalente & Qqw,Qowa...Quw G", ou G" est sans
quantificateur et ol les variables w; sont deux & deux distinctes, il suffit de prendre
F' = Qw Tows... Qiew ~G", o, pour 1 < h < k, Qj est le dual de Q.

#5i F=(GVH), si G est équivalente & G'=Quw;Qowy...QewG" et H &
H'= 121 Q222... QmzmH" (00 G" et H" sont sans quantificateur et ol, dans chacun des
préfixes, les variables sont deux & deux distinctes), alors, aprés avoir choisi k + m
variables deux 3 deux distinctes x;, x2, ..., Xky ¥ ¥2, .- ¥m D'ayant aucune occurrence
dans G' ni dans H', il suffit de poser :

Gt :G"x‘f"tsle"wzx”':Xk;Wk f Ht =H"Y‘fz|:¥2f22.“w)’mfzma
puis de prendre :
F'= Qi Qaxz... Qexk Qiy1 Qdya ... Qmym {Gr ¥ Hy).

Pour vérifier que cette formule est bien équivalente & F, on applique principalement
(k + m fois) la proposition 3.8 et les propriétés (12} et (13} du théoréme 3.9. Il est &
noter que l'ordre dans lequel on procéde aux applications répétées de ces deux propriétés
n'a pas d'importance: on pourrait par exemple «sortir» d'abord tous les
quantificateurs Qj, puis tous les Q;, ou encore alterner arbitrairement; ce qui, par
contre, ne peut changer (sauf cas particulier), c'est I'ordre des Q; entre eux ou des Qj
entre eux. On voit en tous cas qu'il n'y a sirement pas unicité pour une formule prénexe
équivalente & F.
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o5 F=2G, et si G est équivalente & QuwyQaws...Qw, G", ot G" est sans
. quantificateur et ol les variables w; sont deux A deux distinctes, alors, ou bien
v € {wiwa,..wi } et il suffit de prendre F* = 3vQyw;Qaw;... Quwi G", ou bien, pour un
indice j compris entre 1 et k, on a v =w; : dans ce cas, v n'est pas libre dans la formule
Qi Qawo... QuwiG" ; on peut donc prendre F'=Qw;Qaw,...QuwrG" puisque cette
formule prénexe polie est équivalente & F en vertu de la propriété (I10) du théoréme 3.9.
0

REMARQUE 1: La démonsiration qui vient d'étre faite fournit un procédé pour
construire une formule prénexe équivalente 3 une formule F donnée (on dit aussi
«mettte F sous forme prénexes»). Si on s'v conforme scrupuleusement, on doit
commencer par éliminer les symboles A, =3, &= et ¥. En réaliié, la seule chose qui soit
indispensable, c'est de ne pas comserver &=. Il est alors possible, en changeant
opportunément des noms de variables liées, de «faire sortirs» progressivement les
quantificateurs, en remontant dans l'arbre de décomposition, en utilisant pas & pas les
propriétés énoncées dans le théoréme 3.9, comme nous venons de le faire pour 1'étape
d'induction relative 3 la disjonction. Bien entendu, on peut selon les circonstances étre
plus ou moins économe en matiére de changements de nom de variables : il est rare qu'il
faille comme nous 1'avons fait renommer toutes les variables liées qui apparaissent.

Le but des changements de nom de variables liées est évidemment d'obtenir une
formule ol aucune variable n'ait d'occurrence dans le champ de plus d'un quantificateur,
afin que le théoréme 3.9 s'applique en tous cas. Il en résulte un accroissernent éventuel
du nombre de variables utilisées. Mais si l'on souhaite minimiser la longueur (et la
hauteur) de la forme prénexe, il peut arriver que 1'on ait intéréi au contraire 4 substituer
4 une variable liée une variable figurant déja dans le champ d'un autre quantificateur.
Prenons un exemple: la formule F =Wo{¥Wwwy=vi= Ivavg 2 vy) A Vv ~vy est
équivalente & la formule prénexe G =Wvov;IvaWes((-v;=v;=vp=vg) Avz=vy),
obtenue comme indiqué plus haut, en changeant notamment le nom de la variable lide v,
{(en v3) dans le champ du quantificateur le plus i droite dans F ; mais on peut trouver
une forme prénexe bhien plus simple pour F, en remarquant que les propriétés (2} et {4)
du théoréme 3.9 peuvent ici s‘appliquer : on est donc amené A substituer (dans F) v aux
occurrences de vy, puis vg aux trois derniéres occurrences de vy ; la formule ainsi obtenue
est H =Vug (Vv = vy = Jvgvg = vq) AWova ~ v ; elle est bien équivalente 4 F et les
Propriétés que nous avons invoquées nous en donnent la forme prénexe suivante :

Vg vy (v = vy =3 vo 2 vy) A vp 2 vp),
dont la hauteur est § (celle de G est 7) et qui est évidemment plus courte que G.

REMARQUE 2 : La derniére partie de la démonstration du théoréme précédent indique
clairement, que, pour passer d'une formule prénexe F quelconque & une formule prénexe
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polie équivalente, il suffit, pour chaque variable, de supprimer dans le préfixe de F toutes
les quantifications portant sur cette variable & l'exception de celle qui se situe le plus &
droite. Par exemple, si G est une formule sans quantificateur, la formule :
Vg Ivy Ivg v Wy Fvg vy g G
est logiquement équivalente A la formule prénexe polie :
Ty Wy vz v G.

REMARQUE 3 : En appliquant & une formule F la méthode qui a été décrite pour en
obtenir une forme prénexe, on aboutit 4 une formule qui a les mémes variables libres que
F (la vérification est immédiate). En particulier, & partir d'une formule close, on obtient
ure formule prénexe close.

4.3 Soient F une formule du premier ordre, G une forme prénexe de F, et H la
sous-formule de G obtenue en supprimant le préfixe. Comme H est sans quantificateur,
elle est obtenue & partir d'une formule propositionnelle J par la substitution décrite en
1.22. Comme toute formule propositionnelle, | admet une forme normale conjonctive Jy
et une forme normale disjonciive J;. La substitution qui transforme J en H va
transformer J; et Jj, respectivement, en des formules du premier ordre Hy et Hyz, qui sont
clairement universellement équivalentes & H. Les formules prénexes G, et Gj, obtenues en
faisant précéder respectivement Hy et Hy du préfixe de G, sont équivalentes 4 F. On dit
que Gy (respectivement: G;) est une forme prénexe conjonctive (respectivement :
disjonctive) de F.

Formes de Skolem

4.4 Considérons une formule prénexe polie d'un langage L. Il existe donc des
variables deux i deux distinctes wy, wa, ..., wp, des quantificateurs Qq, Qa, ..., Qn, €t une
formule sans quantificateur G de L tels que F = Qw; Qawsz... Quw, G.

Appelons ji, f, ..., Jp les indices de @ qui correspondent 4 une quantification
existentielle : {je {1,2,..,n}; @i=3} ={niz--.p } (0n suppose 1 {fi<jp<... <jpgn}.

Nous allons associer & F un langage Lsi{F), qui sera un enrichissement du
langage L, obtenu en ajoutant p nouveaux symboles de constante ou de fonction f;, fz, ...,
fo, appelés symboles de fonction de Skolem associés & F, et correspondant aux p

occurrences du symbole 3 dans le préfixe de F. Pour 1 £ h  p, l'arité du symbole fy, doit
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étre égale 4 j, - h, c'est-a-dire au nombre d'occurrences du quantificateur V situées i
gauche de Qj, dans le préfixe de F (on convient ici d'assimiler les symboles de constante
4 des symboles de fonction d'arité 0 ; pour que fy, soit un symbole de constante, il faut et
il suffit que j, =h, c'est-&-dire que les h premiéres quantifications du préfixe de F soient
existentielles ; naturellement, dans un tel cas, fy, 3, ..., fy sont aussi des symboles de
constante ; l'arité de fy croit d'ailleurs avec h). Par exemple, si le préfixe de F est :
Vv Vvp v Vg Ty Wvg Yvg vy Fvg g Wy vy,

il conviendra d'ajouter 3 L ¢ing nouveaux symboles de fonction f;, 1, f3, fy et fs, d'arités
respectives 2, 3, 5, S et 7. '

Ayant ainsi précisé notre nouveau langage, nous allons maintenant y définir une
formule Fgg, que nous appellerons la forme de Skolem de F, et qui sera une formule
universelle polie du langage Lgg(F).

Tout d'abord, pour 1 < h < p, on désigne par vy le terme de Lgi(F) constitué du
symbole fy suivi des jy - b variables quantifiées universellement & gauche de wj, dans le
préfixe de F. Autrement dit :

up = fhwiwz...le_th'”...wjz_thzﬂ ...... Wiy Wi e Wit

Ensuite, pour chagque indice h compris entre 1 et p, on remplace dans la formule
G chaque occurrence de la, variable w iy, Dar le terme uy,.

Enfin, on fait précéder la formule ainsi obtenue du préfixe de G amputé de
toutes ses quantifications existentielles.

On aboutit ainsi 4 la forme de Skolem de F, qui est donc la formule

FSk = VW]VWZ‘.. VWJ"_'| ij'l” Vthq Vthﬂ e Vij-t Vij“ I VWn G"lf*jfu!!wjz’m'up!*jp‘

EXEMPLE : 5i le langage L est constitué d'un symbole de fonction unaire f et d'un
symbole de relation binaire R, et si on considére la formule F suivante de L :
Jvg vy Yoy vz Vo Wos ug { (Rvgva A fvg = v3) = (Rivgva v (Rvvs A Rvgvs))),
alors le langage Lsk(F) comporte, outre les symboles R et f, quatre nouveaux symboles :
deux symboles de constante f; et f, un symbole de fonction unaire f3 et un symbole de
fonction ternaire f4. La forme de Skolem de F est la formule :
Yo W Wi ((Rfpvg A fvg ~ favg) = (Rffavavavsva V (Rfavs A Rugfava))).

45 Etant donnée une formule F quelcorque d'un langage L, on a vu gqu'on peut
trouver une formule prénexe polie F*' équivalente & F. La forme de Skolem de F' sera
aussi appelée une forme de Skolem de F (il n'y a pas alors unicité de la forme de Skolem
pour une formule donnée).

Il est trés important de ne pas perdre de vue le fait qu'une forme de Skolem
d'une formule F d'un langage L n'est pas (en général) une formule de L, mais d'un
langage plus riche. Cela permet d'éviter de commetire une erreur assez courante : celle
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qui consiste 4 croire qu'il y a équivalence entre une formule et sa forme de Skolem. Une
telle affirmation n'a de sens que si on considére F comme une formule du langage enrichi
Lsk(F), ce qui est naturellement possible, mais on voit tout de suite que, si on voulait
I'étayer, on serait amené & examiner des Lgy(F)-structures arbitraires, et 1'équivalence
envisagée n'aurait vraiment aucune raison d'avoir lieu. Un exemple sera d'ailleurs plus
convaincant qu'un {rop long discours : la forme de Skolem de la formule F =¥vg3dv; Rvgvy
est la formule VvpRvogve (on a ajouté le symbole de fonction de Skolem unaire g au
symbole de relation binaire R qui constituait le langage initial L} ; la structure dont
'ensemble de base est Z, ou R est interprété par la relation d'ordre usuelle et g par
'application n — n -1, satisfait manifestement la premiére formule et pas la deuxiéme.

Ce qui est néanmoins vrai, ¢'est que toute formule F, considérée comme formule
du langage Lgi(F), est conséquence sémantique de sa forme de Skolem. De plus, &
condition d'admetire I'axiome du choix (voir le chapitre 7), toute L-structure qui est un
modéle d'une formule (close) F peut étre enrichie en une Lgy(F)-structure qui soit un
modéle de la forme de Skolem de F. Cela a notamment pour conséquence que, pour
qu'une forrmule close ait un modéle, il faut et il suffit que sa forme de Skolem en ait un
(on dit parfois que F et Fgy sont équisatisfaisables, faute d'étre équivalentes). C'est cette
derniére propriété qui sera principalement utilisée au chapitre suivant. Avant de prouver
tout ce que nous venons d'affirmer, vérifions-le sur un exemple trés simple ol l'idée
essentielle apparait clairement.

Reprenons la formule F =¥vp3vyRvgvy qui vient de nous servir d'exemple. On a
donc L={R}, Lsk(F)={R,g} et Fsx=WvoRvogvy. Soit M=<M ,K,g> une
Lsk(F)-structure qui satisfait Fgi. Cela signifie que, pour tout élément a€ M, on a
(2.8(2)) € R. Done, évidemment, pour tout élément a € M, on peut trouver un élément
beM (& savoir g{a)) tel que (a,b) € R, ce qui veut dire que M satisfait la formule F.
Ainsi, Fg = F est une formule universellement valide de Lgi(F).

Considérons maintenant une L-structure M= <N , p > qui soit ur modéle de la
formule F. Cela veut dire que, pour tout élément a € N, l'ensemble des éléments b € N
tels que (a,b) € p est non vide. C'est ici qu'intervient 1'axiome du choix : il nous garantit
l'existence d'une application ¢ de 'ensemble des parties non vides de N dans N (appelée
fonction de choix sur N) telle que, pour toute partie non vide X C N, 1'image de X par ¢
soit un élément de X (p(X} € X). A l'aide d'une telle fonction de choix ¢, nous allons
enrichir 0 en une Lg(F)-structure qui va satisfaire Fgy. I1 s'agit de donner une
interprétation au symbole supplémentaire g. Nous prendrons pour cela l'application 7
ainsi définie sur N : pour tout a € N,

Ha}=e{{beN; (ab) ep}).

Il est alors clair que la Lg{F)-structure <N, p, 72> est un modéle de Fgy.

Venons-en aux propriétés annoncées, dans le cas général.
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LEMME 1 : Soient yy, ¥z, ---, ¥n, des variables deux & deux distincies, et
F = Flyy,ya---¥a] une formule prénexe polie du langage L. Alors la formule
Fsk =2 F du langage Lsi(F) est universellement valide.

8] On montre, par récurrence sur le nombre d'occurrences du quantificateur
existentiel dans le préfixe de F, que, pour toute Lgi(F)-structure M= <M, ... >, et
pour tous élémenis by, by, ..., by de M, si la formule Fgy est satisfaite dans 9 par la suite
(by,ba;-..,ba), alors la formule F y est satisfaite par la méme suite (n'oublions pas que les
variables libres sont les mémes dans F et dans Fgi). Le résultat est évident lorsqu'il n'y a
pas du tout de quantification existentielle dans F, car alors Fgx =F. Supposons
(hypothése de récurrence) que le résultat soit vrai pour toutes les formules prénexes
polies comportant au plus k quantifications existentielles, et supposons que F soit une
formule qui en ait k + 1. Donc F=Wx;¥x;... Y I Gy1, ¥z, ¥n %1, %2y Xmx], G étant
elle-méme une formule prénexe polie, avec au plus k quantifications existentielles. Il y &
alors dans le langage Lgk(F) un symbole de fonction m-aire 1, tel que la forme de Skolem
de F soit la formule obtenue en substituant & la variable x le terme fix;xz...xm dans la
forme de Skolem de la formule :

F' =¥, Vxa... ¥tm G[¥1,¥25 - ¥noX1sX2so - XX
On a donc :

Fsi=Flsk Fixyx2... Xmfx

(On remarque que Lgi(F') =Lg(F) - {f;}. On peut donc considérer F' comme une
formule de Lgk{F), dont la satisfaction dans une Lgi(F)-structure équivaut & la
satisfaction dans son réduit au langage Lg(F'} (lemme 3.11)).
Mais, en se référant A la définition de la forme de Skolem, on voit immédiatement qu'il
revient au méme, partant de la formule F', de prendre d'abord sa forme de Skolem, puis
d'y substituer fixixz...xm & x, ou d'inverser ces deux opérations, ¢'est-a-dire de faire
d'abord la substitution dans F', puis de prendre la forme de Skolem de la formule
obtenue : cela tient essentiellement au fait que les variables concernées par la
substitution ne sont pas quantifiSes existentiellement dans F'. On a donc aussi :

FSk = Flf1x1x2---xn.~“xSk-
La formule F'fu"l"z"‘*m’" est prénexe polie avec au plus k quantifications existentielles,
on peut donc lui appliquer 1'hypothése de récurrence :
si <<, yy2by,y2-ba,...,yn=2bn > F Fsy, alors on aura aussi :
<IM; y1=bysyarbo, . yn-by > F F|f1x1x2--‘xn;'m
ce qui veut dire que, quels que soient les éléments ay, ag, ..., ap de M,
<IM; y1-by,y2-ba, .. ¥n2ba,xi231, 504232, . Xpran > b Gf‘xixz-ﬂxma"x‘
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Cela équivaut encore {proposition 3.2} 4 :
<mMm ¥ YI-'bI 1)’2_")2: 'Yn"bn yX1Hag, X273y, ... ,xm—iam,x—!ﬁm(al,az,..,,am) > F G

Ainsi, quels que saient ay, 3y, ..., 4y, 1l existe un élément b € M, 3 savoir ﬁm(al,az,,..,am),
tel que :
<O yioby,y2oba, o ya - ba X221, %2022, . X~ am, XD 2> kG,
ce qui montre que :
<M yi=by,va=by, o ¥a2ba, Xg 23y, %2232, ., XA >k IxG,
et, finalement :
<M yioby,yaba, . va—ba 2 F OV Vg W IXG,
ce qui est la propriété attendue.
3]

LEMME 2 {avec axiome du choix): Quels que soient Ig langage L, les
variables deux & deux distinctes vy, Y2, .-, ¥n. la formule prénexe polie
F=Flyny2---¥o] de L, Ia L-structure M=<N,..>, et Je n-uple
(by;ba,....bs) d'dléments de N qui satisfait Iz formule F dans 9, il est
possible d’enrichir Ia structure R en une Lge(F)-siructure dans laquelle le
n-uple (by,ba,....by) satisfasse la formule Fgy, forme de Skolem de F.

3] On commence par fixer une fonction de choix ¢ sur N. On fait encore une fois
une récurrence sur le nombre de quantifications existentielles dans la formule F, et,
encore une fois, on constate que le cas oll ce nombre est 0 est trivial (Lgk(F) =L, Fge =F
et M est assez riche telle quelle). On suppose donc que le résultat est vrai pour toutes les
formules prénexes polies (dans tout langage) ayant an plus k quantifications
existentielles, et que F en a k + 1. Dans les mémes conditions que dans la démonstration
du lemme I, on peut poser :
F =¥ ¥xz... ¥t X Gy1.¥2, - ¥ Xt %25 o XmX] 5
F' =Vx ¥z i Gy Yz, Y0 X1Xay - XenX]
et on aura, pour les mémes raisons :
Fsk = Flsk fyxgag. .. Amf % = F'f‘xlxz-v-xm,’x Sk’
Comme notre hypothése est : <M ; y3-by,y2ba, ..., ya2ba 2> F F, il en résulte
que, quels que soient les éléments ay, ay, ..., 3g de N, 'ensemble :

{b €N 3 <m1 yl_'bisyz_.bZ!-"syn_’bl'l }x‘l_’ahxz_.aZ!"'sxm_.amax_'b> F G}

est non vide. Alors, en utilisant la fonction de choix ¢, on peut définir une application 7
de N™ dans N en posant, pour tous ay, az, ..., agpde N :
’}‘(31,32,,..,3"-.) = "d{b EN M Nk G[b,,...,bn,ai,..,,am,b]}).



196 Chapitre 3. Calcul des prédicats

On peut dés lors affirmer que, quels que soient aq, 39, ..., 3m:
(¢) <T;yi=by,¥2ba, ... ,¥a—bn, X123y, %2732, .., Xm~3m, X2 W31,32,....2m) = F G.

Appelons L, le langage obtenu en ajoutant 4 L le symbole de fonction m-aire f,
du langage Lgi(F) (celui qui correspond A la premiére occurrence de 3 dans F). On peut
enrichir M en une L;-structure 9% en interprétant le symbole f; par 'application . La
condition (e} devient alors (on applique le lemme 3.11) :

<M ; y;-b,,yzﬂbz,...,ynabn,xt-»ahxz-raz,...,xm-nam,x—!Tg.t'(al,az,.“,am)> F G.

Cela équivaut aussi (proposition 3.2) & :
<y ; yi2br,yaoba, L ¥aoba X221, X032, Xman > B Gf1x1x2--vxmfx-
On a par conséquent :
<IN yrobr,yamba, o Yo b 2> b Vxa¥ka.. Vi [Gr ey xp/x)-
Comme x est distincte des x;, cette derniére formule n'est autre que :
[Vx,sz..‘meG]f‘x‘xzﬂ.xm;x = F'fix'xz...,m;,,
qui est une formule prénexe polie Fy du langage L,, avec au plus k quantifications
existentielles. Par hypothése de técurrence, on peut ernrichir la structure i, en une
Ly, (F1)-structure 9" telle que :
<M yi=by,yaoba, o ynba > E Flf1xlx2"'xm"’5k'
On reconnait-1 la formule F (on aura remarqué au passage que le langage Ly, (F1) est
exactement le langage Lgi(F)).

@
COROLLAIRE : Pour qu'une formule close admette un modéle, il faut et il
suffit qu'une guelconque de ses formes de Skolem admette un modéle.
8 C'est une conséquence immeédiate des deux lemmes précédents et du théoréme de
la forme prénexe (4.2).
a8

Les exercices du chapitre 4 fourniront d'autres occasions de s'exercer & 1'art de la
mise sous forme prénexe et sous forme de Skolem.
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5. PREMIERS PAS EN THEORIE DES MODELES

Satisfaction dans une sous-structure

51 Nous allons cornrnencer a nous intéresser & ce qu'il advient de la satisfaction des
formules lorsqu'on passe d'une structure & une autre. 5'il ne faut pas s'attendre & avoir
beaucoup de renseignements dans le cas de deux structures quelconques, on dispose de
quelques résultats élémentaires dans des cas particuliers. Nous en avons d'ailleurs déja
rencontré un : celui ot on compare la satisfaction d'une formule dans une structure i sa
satisfaction dans un enrichissement de cette structure & un langage plus vaste (lemme
3.11}. Nous examinerons maintenant, successivement, ce qui peut étre dit lorsqu'on
étudie la satisfaction d'une formule dans deux structures dont 1'une est une extension de
'autre, puis dans deux structures isomorphes.

Sachant qu'une formule est satisfaite dans une certaine structure, peut-on en
déduire {quand cela a un sens) qu'elle est satisfaite dans une sous-structure ou dans une
extension ? La réponse est en général non, mais on a tout de méme des renseignements
utiles si la formule considérée est suffisamment simple {théorémes 1 et 2 ci-dessous).
Nous avons besoin pour commencer d'un lemme :

LEMME : Soient L un Ilangage, M=<M,..2> une L-structure,
M =<N, ..>> une extension de M, t =t[vg,v1,...,ymn] un terme de L, et
ag, 34, ---» am des éléments de 'ensemble M. Alors :

fm[ag,a,,,‘.,a,ﬂ] =fm[ag,a,,...,aw;].

@ Cela se démonire par induction sur t :

- 8l t est la variable vj (0 £ j £ m-1), alors fm[ao,at,...,am.t] =f"n[ao,a|,.“,am_|] =2j;
- si t est un symbole de constante ¢, alors fm[au,al,..‘,am.,] = Em=3m=fm[ao,a,,...,am.1]
{puisque 9 est une extension de 90M) ;

-8l t =ftyty...tp, f étant un symbole de fonction p-aire et ty, tz, ..., tp des termes
vérifiant : ﬁm[au,ah.‘.,a,...] =Em[ao,a,,.,.,a,H] pour 1 i < p (hypothése d'induction),
alors :
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Em[a‘}:a 13-4 m-l] =¥m(t—lm[a°!alr< -'sal‘n-I] )Gm [%Ms---;%.—l];---;ﬁm [30;31;---:3m—1])

=f (tlm[aU}a'I.:"')al'l'l—1]15ﬂn[aﬂsaIs"'saI'D-I]s--';Emlaosah'"?aﬂhd)
(car T est la restriction & M¥ de F %)

=f {tlm[aosah-'-ral'n-‘l]:Gm[aD:ah"':am-I]':'“:Em[amals'“)am—d)
{par hypothése d'induction)

=fm[aa,a1,...,am.|].

THEOREME 1: Sojent L un langage, M =<'M, .. > une L-structure,
F=<N,..> une extension de M, F = F[vgvy,...,vm1] tne formule sans
quantificateur de L, et ag, ay, ..., ap des éléments de ensemble M. Alors F
est satisfaite dans 9 par la suite {ap,aq,...,9mq) S et seulement si F est
satisfaite dans R par cette méme suite.

8 On fait une démonstration par induction sur F.

» Si F est atomique, il y a un symbole R de relation k-aire (k 2 1) et des termes
1y, t2, ..., ty dont les variables sont parmi vg, v1, ..., Vi1, t€ls que F =Rtgty.. ty. Alors,
<8O ; vo—ag,¥i=a1,... ,¥Ym-i~*am1 =~ F F gi et seulement si ;

(x) O 20,00, 30 T2 T 20,21 Amet)sroo Tk ¥ [205215. - ,3m1]) € R,

Or1, d'aprés le lemme, on a t_imt[ao,al,...,am—ll=Em[30,3|,...,3m_1] pour 1gigk, et,
comme R =R %n Mk, (+) équivaut & :

(**) {Em[aO:als-"1aﬂ-l]1sm[aOsah"'gam—l]v"sﬁg‘t[amals"‘sam—l]} € R—g‘ts
ce qui signifie exactement : << ; vo~+ag,v1~31,--.,¥m123m1 > F F.

o Les étapes de l'induction relatives aux connecteurs -, A, ¥, = et & soni
évidentes. Il n'y en a pas d'autre 4 examiner puisque F est sans quantificateur.
3]

THEQREME 2: Soient L un langage, M=<M,..>> une
L-structure, M= <IN, ... > une extension de M, F = Fvg,vy,-..,Vm-1]
une formule universelle de L, G =G[vgvy,...,vmq] une formule
existentielle de L et ag, a4, ..., amq des éléments de 'ensemble M.
Dans ces conditions :

o si F est satisfaite dans M par la suite {ag,3y,---,am), alors F
est satisfaite dans 9 par cette méme suite ;
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‘e 5i G est satisfaite dans O par la suite (ag,a1,...,am1), 2lors G
est satisfaite dans M par cette méme suite.

] La deuxiéme assertion se déduit immédiatement de la premifre: si G est
existentielle, -G est équivalente & une formule universelle F' {propriété (1) du théoréme
3.9). Si G est satisfaite dans 9 par (ag,ay,...,8m-1), F* ne 'est pas, donc {contraposée de la
premiére assertion) F' n'est pas satisfaite dans M par (ag,ay,...,amy), C€ Qui prouve que G
l'est.

On montre la premiére assertion par récurrence sur le nombre de quantificateurs
universels constituant le préfixe de F. St ce nombre est 0, le résultat est donné par le
théoréme 1. Sinon, F =W H {H étant universelle avec un quantificateur universel de
moing que F, et vérifiant |'assertion par hypothése de récurrence). Quitie i remplacer k
par h =sup(k,m) et H par Hy, /v, {ce qui donne une formule équivalente 4 F), on peut
supposer k = m (et méme, st l'on veut, k=m). On a alors H=H[vgvy,....;vmq,vk], €t
<O vp+ag,vi=31,...,¥m1~*amg > F F signifie que, pour tout élément a de N,
<M vp~ap,v1731,... ,Vmi~3m1,Vk—3 > F H; cela doit étre vrai en particulier pour
tout élément a de M. Grace & 'hypothése de récurrence, on peut alors en déduire que
<M ; vo=ap,¥1=31, ... . V12 3ma o> F Wy H,

0

On résume le contenu du théoréme 2 en disant que les formules universelles sont
préservées par sous-structure tandis que les formules existentielles sont préservées par
extension. Des propriéiés de préservation plus raffinées seront exposées au chapitre 8 (cn
aura aussi une réciproqgue pour le théoréme 2: toute formule préservée par
sous-structure (respectivement : par extension) est équivalente i une formule universelle
{respectivement : existentielle)).

5.2 Il y a une propriété de préservation qu'il est raisonnable d'attendre pour
n'importe quelle formule : la préservation par isomorphisme. C'est ce que va garantir le
prochain théoréme.

LEMME : Soient L un langage, Ti=<M,..> et M=<N,..> deux
L-structures et h : M— N un homomorphisme de S0 dans 9t Alors, pour
tout terme t =t[vgvy,....vmq] de L, et tous éléments ag, ay, ..., amq de
Fensemble M, on 2 :

hE ™ [ag,a,....am-i]) =T [1(a0),(ar),---sH{ama)]
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8 La preuve se fait par induction sur t : si t est la variable vj (0 5 j € m-1), alors
chacun des membres de 1'égalité & montrer est égal 4 h(aj); si t est un symbole de
constante ¢, alors le premier membre est h(Em) et le second est Egt; ils coincident
puisque h est un homomorphisme ;

i t =ftyta..tp, f étant un symbole de fonction p-aire et ty, ta, ..., tp des termes
vérifiant (hypothése d'induction) : h(t_im[ao,a,,..‘,am-ll) =Em[h(ao),h(a1),...,h(am.,)] pour
1<gigp,alors:

h(fm[amall'")am—'l]) = h(fm(ﬁm [30131:“ ')am-l])“wgmt[ao‘alv-'aam-l]))

=T P 2o, anet])se- 0T T 2021, 3ma]))
(parce que h est un homomorphisme)

=17 T [0(a0),1(31),-,b(am-s)], - p " {h(a0),h{31),-.. h(3m)])
(par hypothése d'induction)

=1 Mh(ag}h(ar)s....n{am1)l.

@
THEQREME : Soient L un langage, M=<M, ... 2> gt M=<N,..>
detix L-structures, h : M +— N un isomorphisme de U sur R,
F = F[vg,1y...,¥vm1] une formule quelconque de L, et ag, a1, ..., am-r des
eléments de lensemble M. Alors F est satisfaite dans M par la suite
(30,31,-.,3m) Si et seulement si F est satisfaite dans 91 par la suite
(h(30)!h{al)s"'1h{am—l))‘

7] On fait une démonstration par induction sur F.

# 5i F est atomique, il y a un symbole R de relation k-aire (k = 1) et des termes
ty, ta, ..., tx dont les variables sont parmi vg, vq, -.., Vm-1, tels que F =Rtqtg...ty. Alors,
<M ; vg=ag,v1=3q,...,Vmy~am > F F 3i et seulement si:

(+) 6 ™M 20,81 3ma) T2 T 205315 3met) -tk 2 [305215---s3mt]) € R,

Comine h est un isomorphisme, (+) équivaut & :

) (G 0,21, 20l T (30,34, 3mal )y N k2 [30,21, - s3ma])) € RO

ou encore, d'aprés le lemnme, & :

(6 (a0}, b (a1}, -b(ama)].E2 " [h{a0) b (2e)se- o h(Bent )]sk (30} {31),--oh (ama)]) € RS
ce qui signifie exactement : <IN ; vg=+h(ag),vi=h{a1),...,vm1=h{ami) > F F.

» Les étapes ultérieures de 1'induction ne posent aucun probléme (en veriu de la
remarque 3.10, on peut d'ailleurs se contenter d'étudier les cas de ~, v et 3). Traitons par
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exemple le cas de la quantification existentielle : on suppose donc F = 3v, G et, comme
dans le théoréme 2 de 5.1, on peut supposer kzm et G=Glvpvy¥miVi] ;
<D ; vp~+3g,¥1= 34, ., Vmi=3mq > Pk F signifie alors qu'on peut trouver un élément
a€M tel que <TM;vy-ag,vi=ay,....Vmy~amg,vk—3 > F G; par hypothése
d'induction, cela équivaut 4 :

<M ; vo-h{ag),vi=h{as),... ,vmash{amy) , vii#h(3) > F G,
¢e qui prouve que :

<, vo—h(ao),vi~h(a1),...,¥m1—~h(amq) > F F;
réciproquement, si cette condition est réalisée, on trouve un élément b e N tel que
<M; vo=+h{an) ,vi=+h{ay),...,vmy=h{am),vii+b > F G, et, puisque h est bijective, un

élément a € M tel que b=h(a); on conclut alors comme précédemment grice &
I'hypothése d'induction.

@
Equivalence élémentaire
5.3 Une conséquence immédiate de ce théoréme est que deux L-structures

isomorphes satisfont exactement les mémes formules closes du langage L. Ceci nous
ameéne & une notion tout A fait fondamentale en théorie des modéles, celle d'équivalence
élémentaire.

DEFINITION : Une L-structure 9 est élémeniairement équivalente 4 une
L-structure M {ce que Pon note : T =N} si et seulement si toute formule
close de L satisfaite dans M est également satisfaite dans M.

On en déduit tout de suite que =N si et seulement si M et N satisfont les
mémes formules closes de L : en effet, si une formule close F n'est pas satisfaite dans 5,
alors ME -F, donc 91E-F et F ne peut étre satisfaite dans M On voit ainsi que
I'équivalence élémentaire = est une relation d'équivalence sur la classe des L-struciures.
On dira donc indifféremment <« 9 est élémentairement équivalente & M>> ou <« M et N
sont élémentairement équivalentes ».

La notation 3M # N sigrifie : ¥ et N ne sont pas élémentairement équivalentes.

Le théoréme 5.2 a donc pour conséquence :
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PROPOSITION : Si detx L-structures sont isomorphes, alors elles sont
élémentairement équivalentes.

Nous aurons d'innombrables occasions de constaier que la réciprogue est loin
d'étre vraie. L'existence de modéles élémentairement équivalents non isomorphes met en
évidence les limites du pouvoir d'expression d'un Jangage du premier ordre: dans la
pratique mathématique, lorsque deux structures ne sont pas isomorphes, on décéle en
général une propriété satisfaite par l'une et pas par l'autre; si ces structures sont
élémentairement équivalentes, une telle propriété ne pourra pas ére traduite sous la
forme d'une formule du premier ordre du langage, ni méme d'un ensemble de formules.
Prenons un exemple en anticipant un peu : il s'avérera que les structures <<R , < > et
<0, > sont élémentairement équivalentes (le langage est naturellement constiiué
d'un symbole de relation binaire); elles ne sauraient é&ire isomorphes puisque la
deuxiéme est dénombrable mais pas la premiére ; cela a pour conséquence gu'aucune des
propriétés qui les distinguent ne s'exprime par une théorie du langage ; c'est le cas en
particulier pour la fameuse propriété de la borne supérieure (toute partie non vide
majorée admet, une horne supérieure) qui est vraie dans R mais pas dans (.

5.4 Les remarques que nous venons de faire nous aménent 4 la définition suivante :

DEFINITION : Soient L un langage du premier ordre et F(¥M) ure
propriété gue chaque L-structure S0 est susceptible de vérifier ou non.

La propriété B("M) est dite axiomatisable (respectivement :
finiment axiomatisable) s'I! existe une théorie T de L (respectivement : une
formule close F de L) telle que, pour toute L-structure T, Z(TM) est
vérifiée si et seulement si M est un modéle de T (respectivement : de F).
Lorsque cela se produit, on dit qu'une telle théorie T (respectivement :
formule close F} axiomatise la propriété % (S0).

On dit que F(N) est pseudo-axiomatisable 5'il existe un langage L*
plus riche que L et une théorie T de L* tels que, pour toute L-structure S,
1a propriété F(IM) est vérifie si et senlement si M est le réduil au langage
L d'une L*¥-structure qui est un modéle de T.

K

Evidemment, toute propriété axiomatisable est pseudo-axiomatisable.
Au lieu de <« propriété axiomatisable », on dit parfois : <« propriété du premier
ordre .
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Ce que nous avons indigué plus haut peut donc se traduire ainsi : la propriété
(pour un ensemble muni d‘une relation binaire) d'étre un ensemble toialement ordonné
dont toute partie non vide majorée admet un plus petit majorant n'est pas axiomatisable
(elle n'est d'ailleurs méme pas pseudo-axiomatisable),

LEMME 1: 5i une propriété est finiment axiomatisable, sa négation l'est

aussi,
@ C'est immédiat d'aprés la définition : si une propriété est axiomatisée par la
formule close F, sa négation est axiomatisée par la formule -F.
8
LEMME 2 : Si une propriéié n'est pas axiomatisable, sa négation n'est pas
finiment axiomatisable.
8 Il suffit de contraposer 1'énoncé du lemme 1.
&

Pour monirer qu'une propriété est axiomatisable, il suffit évidemment de
trouver un ensemble de formules closes dont les modéles sont exactement les structures
ayant la propriété en question. On devine qu'il peut étre plus délicat de montrer qu'une
propriété n'est pas axiomatisable. Le fait de ne pas avoir irouvé de théorie qui convienne
ne prouve évidemment pas qu'il n'en existe pas. On a indiqué une possible voie avec
I'exemple de R et § : trouver deux structures élémentairement équivalentes dont l'une
posséde la propriété considérée et l'autre non. De nombreux exercices aborderont ce
genre de question. Nous traiterons des exemples simples un peu plus loin.

55 Auparavant, procurons-nous un outil trés efficace pour résoudre ces problémes
de non axiomatisabilité, mais aussi de trés nombreux autres problémes de théorie des
modéles. Il s'agit du théoréme de compacité du calenl des prédicats, que l'on peut
considérer comme un des quelques «grands» théorémes de la logique mathématique.
Nous n'en verrons la démonstration qu'au chapitre 4, mais il serzit dommage que nous
ne nous donnions pas dés maintenant la possibilité de l'utiliser {ce que nous ferons
librement dans beaucoup d'exercices), d'autant plus que son énoncé est trés simple,
surtout pour qui a déji abordé le théoréme analogue du calcul propositionnel.
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THEOREME {avec axiome du choix) : Pour qu'une théorie dans un langage
du premier ordre soit comsistante, il faut et il suffit qu'elle soit finiment
consistante.

Comme celui du calcul propositionnel, ce théoréme de compacité admet
plusieurs versions équivalentes :

Pour qu'une théorie du premier ordre soit contradictoire, il faut et il
suffit qu'elle admefte au moins un sous-ensemble fini qui soit
contradictoire.

Ou encore :

Pour qu'une formule close F d'up langage du premier ordre L soit
conséquence sémantique d'une théorie T de L, il faut et il suffit qu'il existe
une partie finie Ty de T telle que F soit conséquence sémantique de Ty.

L'équivalence entre ces trois versions se déduit immédiatement du théoréme 3.6.
D'autre part, les parties <«il faut >> de la premiére version et <« il suffit » des deux autres
sont des évidences.

56 Nous allons maintenant examiner la question de l'axiomatisabilité de quelques
propriéiés usuelles, relatives 4 des structures pour le langage le plus simple qui soit : le
langage réduit au seul symbole d'égalité. De telles structures ne sont évidemment rien
d'autre que des ensembles non vides.

Pour chaque entier n 21, la propriété «éire un ensemble 4 au moins n
éléments » est finiment axiomatisable, grace A la formule :

Fp=3vdvy... v, t(iﬁ}(n - v

La propriété «étre un ensemble & au plus n éléments» est, elle, axiomatisée par la
formule ~Fp,y. Quant & la propriété <« étre un ensemble A exactemeni n éléments », ¢'est
bien sir la formule Fy, A =F 4 qui 1'axiomatise.

La propriété «étre un ensemnble infini »> est axiomatisée par la théorie suivante :

{Fa;neN*}

Deux questions se posent maintenant naturellement : <« étre un ensemble infini »
est-clle une propriété finiment axiomatisable ? « Etre un ensemble fini» est-elle une
propriété axiomatisable 7 La réponse est non dans les deux cas.
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THEOREME 1: La propriété «étre un ensembie fini» n'est pas pseudo-
axiomatisable.

1] On raisonne par 'absurde. Soit T une théorie dans un langage L, possédant les
propriétés exigées dans la définition 5.4. Alors TU{F,; n €l*} est un ensemble de
formules closes de L qui est contradictoire (pour en étre un modéle, il faudrait étre i la
fois une structure finie et une structure infinie 1). D'aprés le théoréme de compacité, on
peut alors trouver un sous-ensemble fini T' C T U {F, ; n € * } qui soit contradictoire. 11
existe certainement un entier p tel que T'CTp=TU{F,; 1 < n g p). La théorie T,
est donc elle-méme contradictoire. Or on voit tout de suite que c'est faux, car 1'ensemble
fini {1,2,...,p} est, d'aprés notre hypothése, l'ensemble de base d'au moins une
L-structure £ qui est un modéle de T, et M satisfait évidemnment Fy, F3, ..., Fp, done est
un modéle de Tp.

]

Le lemme 2 de 5.4 nous donne aussitdt :

THEQREME 2 : La propriété: <« étre un ensemble infini» n'est pas
finiment axiomatisable.

Cependant, les ensembles infinis sont exactement ceux qui peuvent étre rmunis
d'un ordre total dense. On pourrait donc dire que <« étre un ensemble infini>» est une
propriété « pseudo finiment axiomatisable >».

5.7 Voici encore une notion absolument fondamentale :

DEFINITION : Une théorie T dams un langage L est compléte si et
seulement si :

I*) T est consistante ;

2" } tous les modéles de T sont élémentairement équivalents.

LEMME : Pour qu’une théorie T dans un langage L soit compléte, il faut et
il suffit que :

I* )} T soit consistante ;

2* ) pour toute formule close F de L, on ait TH F ou T ¥ -F.
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] Si la deuxiéme condition n'est pas vérifiée, on trouve une formule close F de L
telle que T F et T ¥ -F, ce qui signifie qu'il y a deux modéles 2 et M de T tels que
MEF et MK -F, autrement dit IMKEF et Ik F; on voit donc que MM, ce qui
contredit la condition 2*) de la définition : T n'est donc pas compléte. Réciproquement,
si T n'est pas compléte tout en étant consistante, on trouve deux modéles A et W de T
tels que A £ B, ce qui prouve qu'il ¥ a une formule close F satisfaite dans ¥ et pas dans
B ; on ne peut donc avoirni T P F, ni T * ~F.

3]

EXEMPLES : Dans le langage réduit au seul symbole d'égalité, la théorie constituée de
I'unique formule ¥vo¥vivg = v, est compléte. En effet, les modéles de cette théorie sont
les ensernbles & un élément ; ils sont tous isomorphes, donc tous élémentairement
équivalents. Dans ce méme langage, la théorie vide n'est pas compléte : en effet, toute
L-structure est un modéle de cette théorie, et il n'est pas difficile de trouver deux
L-structures non élémentairement é&quivalentes: ainsi, un ensemble & un élément
satisfait la formule Wvo¥v,vp =~ vy, mais un ensemble & au moins deux éléments ne la
satisfait pas.

REMARQUE : Le fait qu'une théorie soit compléte ou non dépend de fagon essentieile du
langage choisi : si on considére YvgVvyvo = v; comme une formule du iangage comportant,
en plus du symbole ~, un symbole de relation unaire P, on voit immédiatement qu'elle ne
constitue plus une théorie compléte, car certains de ses modéles satisfont la formule
Jvg Pvp, et d'autres non.

5.8 En vue d'exemples un peu plus intéressants, donnons encore une définition :

DEFINITION : Etant donnée une L-structure 9, on appelle théorie de M et
on note Th(M) H'ensemble des formules closes de L satisfaites dans 9 :

Th{t) = {F € F(L); F est close et MFEF}.

THEOREME : Pour toute L-structure 0T, Th(2N} est une théorie compléte
del.
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3] D'une part, Th(9M) est consistante puisque 2 en est & 1'évidence un modéle.
D'autre part, pour toute formule close Fde L, on a :
s ou bien M F F, et alors F € Th(SM), done Th{SM) ¥ F ;
* ou bien MK F, et alors Mk -F, donc -F € Th{t) et Th{S) I* -F.
On conclut avec le lemme 5.7.
5]

On trouvera dans les exercices de nombreux exemples de théories complétes ou
non complétes.

Langage associé a une structure, formules 3 paramétres

5.9 Considérons un langage L et une L-structure ft=<M, .. 2. Nous allons
enrichir le langage L en un langage noté Ly et appelé langage associé & la L-structure 9N,
de la maniére suivante: i chaque élément a € M, on fait correspondre un nouveau
symbole de comstante qu'on note a; on suppose que ces nouveaux symboles sont
vraiment nouveaux (c'est-a-dire qu'ils sont distincts de tous les symboles de L), et qu'ils
sont deux & deux distincts {si a # b, alors a #b). On pose alors :

lu=LU{a;aeM}

1l n'est pas bien difficile d'enrichir alors 2 pour en faire une Ly-structure. Il
s'agit de décider d'une interprétation pour chacun des nouveaux symboles. Nous ne
surprendrons personne en décidant d'interpréter le symbole a par 1'élément a. Si on
appelle M* la structure enrichie, on a done, pour chaque a e M :

PR
les symboles de L ayant évidemment dans 9* la méme interprétation que dans 9.

A chaque formule F =F[vg,vi,...;¥m1] de L, et & chaque m-uple (ag,ay,...,am1)
d'éléments de M, on peut associer de fagon naturelle une formule close du langage Lt : ia
formule Fau"""n'aﬂ"'v""am-ﬂ'“m—n' que l'on peut noter suivant nos conventions :

F{iﬂ:?—‘l:-- -aﬁm:l]-
On a alors le résultat suivant :

THEGREME : Les propriétés suivantes sont équivalentes :
L <M vo=ap,vi~ay, . Y123 > F F
2. M* F Flap2as,...dma)-
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(] Rappelons que Flag,ay,...,amy] est la formule suivante de Ly :

Fén! Yozi/ Vi o3metf Vm1
Avant de donner la démonstraiion de ce théoréme, notons qu'il apporte la
justification annoncée en 3.2 pour la notation :

M F Flag,ar,.-,3m) (»
que nous avions indiquée comme une possible abréviation pour la propriété 1 ci-dessus
{et que mous avons déjd utilisée). En effet, on passe de la propriété 2 4 (e) en oubliant
d'affecter le 9 d'une étoile et de souligner les a;. Confondre, d'une part les éléments
d'un modéle et les symboles de constante qui leur correspondent dans le langage associé,
et d'autre part le modéle et son enrichissement naturel pour ce langage, constituent deux
abus qui ne présenient aucun réel danger et que nous commettrons souvent. Une
assertion telle que {#) pourra donc, aprés la démonstration qui va suivre, avoir deux
significations distinctes, mais dont le théoréme nous dit justement qu'elle peuvent
légitimement étre confondues.

Ce théoréme est en fait un cas particulier du résultat plus général suivant :

LEMME : Quels gue soient les entiers p et q, les variables deux 4 deux
distinctes : xp, X1, <y Xp-t, Yo Y4r -, Yq-1, fa formule du langage L:
G = G[xg, X1y Xpts Yo Y- ¥au]s €6 e (p + q)-uple d'dléments de M:
{ag,21,.--13p-1,b0,b1,.--,bq-1), les deux propriéiés suivantes sont équivalentes :

1 <2 xg-+ao, --‘axp-i_'ap-l:)‘D_'bl]:)"l_'bhm:YQ-I_’bI‘I-I> FG;

2. <", yobo, Yabi, . Yaavbea > F Ganfxo’iihp...‘!p;lfxp-f

@ La preuve se fait par induction sur G. Si G est la formule atomique Rtyts.. 1y
(ol ty, tg, ..., Ty sont des termes du langage L ayant leurs variables parmi xg, %y, ..., Xp-1,
Yo, Y1, -1 Yq-1), al0rs la propriété 1 est équivalente & :

(Gm[301311"‘1ap'1!b0ab11"'qu-l]l"'1Hm[301a11"'sap-hb01b1l"'vb1'|]) € Rms
et la propriété 24 :

O (™ 0™ boebaetly T (38T 1o Zam D boy-sbart]) € R

Or R =R g Em* =ﬁm pour 1 £ j £ k puisqu'll s'agit d'un symbeole de relation ei
de termes de L. La définition des 3;- - permet d'obtenir 1'équivalence attendue.

Les autres étapes d'induction sont faciles. Examinons la gquantification

existentielle : 81 G = IzH[xg,x4,.. . Xp1,¥0:¥1,--,¥g-1,Z] {00 peut pour des raisons déja

mentionnées (théoréme 2 de 5.1 et théoréme 5.2) supposer z distincte des x; et des yj),
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alors la propriété 1 signifie qu'il existe un élément a € M tel que :

<IM; Xo29, X431, Xp-173p1, Yo=bo, ¥1- b1, ... Va1 2 bq, 272 > F H,
ce qui, par hypothése d'induction, équivaut & I'existence d'un élément a € M tel que:

<IM* |, yo—-+bo,¥1-b1, ..., Yo bga,z0a > F Hénf"ﬂ'ilf"i!-w'in;lf"p-t ;
mais, par définition de la satisfaction, cela est encore équivalent 4 :
<IM* , yo-bo,y1-by, -, Ya1*ba > F IH

cette derniére formule n'est autre que G
I'équivalence entre les propriétés I et 2.

&

20/xpa1fxy:....apafxp-1 i
; on a donc bien montré
anfxg:a1f*1-...3pfxp-t

Pour obtenir le théoréme, il suffit évidemment de prendre q =0 dans le lemme.
Notons qu'on ne pouvait pas faire )'économie de cette généralisation que constitue le
lernme : en effet, dans la démonstration par induction, il n'est pas possible de ne
considérer que des formules closes du langage Ly.
7]

510  Les formules du langage Ly sont souvent appelées formules & paramétres dans
M, les parameires étant précisément les éléments du modéle devenus symboles de
constante. Nous ferons grand usage de cette notion dans ie chapitre 8. Nous aurons alors
besoin des deux définitions suivantes, relatives & une réalisation M d'un langage L :

DEFINITION 1 : On appelle diagramme simple de M et on note A{TR)
H'ensemble des formules closes sans quantificateur du langage Ly satisfaites
dans S0T*.

DEFINITION 2 : On appelle diagramme complet de "M et on note D{IN)
lensemble des formules closes du langage Lw satisfaites dans TR*,
c'est-4-dire I'ensemble Th(S*).

Certains appellent aussi diagrammes élémentaires les diagrammes compiets. Il
ont pour cela une excellente raison qui apparaitra au chapitre 8. Mais comme il n'est pas
forcément simple de faire la distinction entre simple et élémentaire, nous préférerons
nous en tenir A notre terminologie (prudence élémentaire...).

Enoncons dés maintenant un résultat dont la démonstration sera donnée au
chapitre 8. 11 permet de caractériser, 4 isomorphisme prés, les extensions d'une structure.
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THEOREME : Etant donnée une L-structure S, pour qu'une Ly-structure
N soit un modéle du diagramme simple de M, i faut et il suffit que P soit
isomorphe & une sous-structure du réduit de M au langage L.

Relations et fonctions définissables dans une structure

511  Oun considére un langage du premier ordre L et une L-siructure M= <M, ... >.

DEFINITION :
® Pour tout entier k supérieur ou égal & 1, et toute partie A de MK, A est
définissable dans M par une formule de L si et seulement si il existe une
formule F = Flwq,wa,...,wi] 4 au plus k variables libres de L telle que, quels
gue soient les élémenis a,, aa, ..., ax de M :

(31,92,.-.,3k) € A s5i et seulement si M F Flay,az,...,3k]-
Lorsque cela a lieu, on dit qu'une telle formule F est une définition de A
dans TIR.

& Un élément a €M est dit définissable dans 9N par upe formule de L
lorsque le sous-ensemble {a} de M I'est. Toute définition de {a} est alors
appelée une définition de I'élément a.

e Pour tout entier k supérieur ou égal i 1, et toute application ¢ de M¥
dans M, ¢ est définissable dans "R par une formule de L si et seulement si il
existe une formule F = Flwywa,...,wi,z] & au plus k + 1 variables libres de L
telle que, quels que soient les éléments b, a,, ap, ..., ay de M :

p{aq,33,...,a} = b si et seulement si M F Flayaz,...,3x,b].
Une telle formule F est alors appelée une définition de @ dans M.

En considérant le graphe d'une application ¢ de M* dans M comme étant
I'ensemble : {{a;,32,...,3k,b) € M¥*1; b = pay,az,...,ax) }, on voit immédiatement qu'une
telle application est définissable dans P par une formule de F si et seulement si son
graphe 'est, et que les formules qui définissent 1'application sont les mémes que celles
qui définissent son graphe.

Il est important de noter que, pour une partie de M¥ ou une application de Mk
dans M, le fait d'étre définissable dépend de facon essentielle du langage considéré et de
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la structure affectée 4 1'ensemble M. Par exemple, il peut arriver qu'une partie qui n'est
pas définissable dans @ par une formule de L le devienne dans un enrichissement de oW,
grace & une formule d'un langage étendu.

Cependant, lorsqu‘aucune confusion n'est & craindre an sujet du langage et de la
structure, on se contente de parler d'ensemble {oun relation) ou fonction définissable, sans
plus de précision.

EXEMPLES : e L'ensemble MK et l'ensemble vide sont i{oujours des parties
définissables de M* : le premier grice 4 la formule wy = wy, le second grace 3 sa négation.

¢ L'ensemble des entiers relatifs pairs est définissable dans la structure
< Z,+ > par une formule du langage {g} (g est un symbole de fonction binaire) : il
suffit de considérer la formule Fwggwewg = wy.

THEQREME 1 : Pour tout entier k supérieur ou &gal 4 1, l'ensemble des
parties de M* qui sont définissables dans T par une formule de L est une
sous-algébre de Boole de I'algebre des parties de MX.

8 On vient de remarquer que @ et M sont définissables. D'autre part, si A et B
sont des parties définissables de M, et si F = F[wy,wa,....wi] et G = G[wy,wa,...,wy] sont,
respectivement, des définitions pour A et B, alors il est clair que ~F, (FAG) et (F v G)
sont, respectivement, des définitions pour le complémentaire de A dans M¥, I'intersection
de A et B et la réunion de A et B.

&

THEQREME 2 : Pour tout entier k supérieur ou égal 4 1, pour toute partie
A de MY définissable dans ™M par une formule de L, et pour tout
automorphisme h de la structure M, I'ensemble A est invariant par h (ce
qui signifie que, guels gque soient les éléments ay, aj, ..., ap de M, si
(31,32,....ak} € A, alors (h(a,),h(az),.-,h(ak)) € A).

7] Soit F =F[wq,wa,...,wx] une formule de L qui est une définition pour 1'ensemble
ACMY et solent ay, ag, .., ax des éléments de M. Si (ayaz...ax) € A, alors
M E Flay,az,-..,ak] ; dans ce cas, pour tout autormnorphisme h de la structure 9, on a
aussi (théoréme 5.2) : M F F[h{a1).h{az},...,h(ax)], ce qui prouve {parce que F est une
définition de A) que (h{ay),h(a3),...h{ai)) € A.

&
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Ce théoréme est utile quand on wveut prouver qu'un ensemble n'est pas
définissable : il suffit pour ce faire de trouver un automorphisme de la structure
considérée qui ne laisse pas invariant 'ensemble en question.

Montrons, & titre d'exemple, qu'aucun sous-ensemble de R autre que R et & n'est
définissable dans la structure <R, > par unme formule du langage {R} (R est un
symbole de relation binaire) : on raisonne par l'absurde, en supposant 'existence d'une
partie A CR, distincte de R et 8, définissable par une formule F = F[w] de ce langage ; on
choisit alors un élément a € A (A est non vide) et un élément beR - A (R - A est non
vide}, et on voit que l'application h de R dans R qui, & tout réel x, associe le réel x + b-a,
est un automorphisme de <R, < >> qui ne laisse pas A invariant (puisque h{a} =b), ce
qui est en contradiction avec le théoréme ci-dessus.

512 Nous définissons maintenant la notion de définissabilité avec paramétres, qui
généralise celle qui vient d'étre étudiée.
On considére toujours un langage L et une L-structure S0 = <M,... >,

DEFINITION : Pour tout entier k supériear ou égal 4 1, et toute partie A de
Mk, A est définissable avec paramétres dans M si et seulement si il existe
un entier m supérieur ou égal & 1, une formule F = Flwy,wy,...,Wk,Z1,22, .- ,Za]
4 au plus k + m variables libres de L, et m éléments by, by, ..., by de M, tels
que, quels que soient les éléments ay, ag, ..., ax de M :

(21,32,-..,3k) € A si et seulement si M F Flay,az,...,ak,b1,b2,-..,bn]-

Lorsque cela a lieu, la formule Flwiwa,....Wg,bba,....be] est appelée une
définition de A dans 9 avec les paramétres by, by, ..., by,

On définit de maniére analogue la notion d'application de M¥ dans M
définissable avec paramétres dans 0.
Par exemple, toute partie finie { oq,09,...,0p } de M est définissable dans 9 avec

les paramétres oy, @, ..., @p, grice i la formule : W,

1€5i<p

On voit immédiatement qu'étre définissable avec paramétres dans SR équivaut &
étre définissable (au sens de la définition 5.11) par une formule du langage Ly dans la
structure 21*, enrichissement naturel de 9 & Ly (voir 5.9).
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6. MODELES NON EGALITAIRES

6.1 Nous allons faire une incursion aussi bréve que possible dans ce domaine.

On considére un langage L comportant le symbele ~ d'égalité, On désigne par E
la théorie de L constituée des formules closes suivantes {appelées axiomes de 1'égalité) :

- la formule : Yvgvg 2 vo;

- la formule : VoW (vo~ vi = vy = vg) ;

- la formule : WwoWiWa({vo = vi Avy 2 vo) = vp = va) ;

- pour chaque entier k > 1 et chaque symbole de fonction k-aire f de L, la

formule : ¥, Wy VoW Wi, W ( Vi @ Vi = Frvzo v @ frviea. vai)

1Kigk
- pour chaque entier k > 1 et chaque symbole de relation k-aire R de L, la
formule : Y Wva... WiV Wiaa. .. W ((Rviva...vic A l(/i>k Vi ™ Viei) = Rvpaviae...vax).

1l est bien clair que toutes ces formules sont satisfaites dans toute réalisation
égalitaire du langage L.

Considérons une réalisation quelconque M= <M, ...> de L, dans laquelle le
symbole ~ est interprété par une relation binaire sur M que nous désignons par . Nous
allons montrer que, si M est un modéle de la théorie E, alors on peut définir de facon
naturelle & partir de @@ une réalisation égalitaire de L possédant des propriétés
intéressantes.

Supposons donc que MM F E. La relation @ est alors une relation d'équivalence sur
'ensemble M (d'aprés les trois premiéres formules de E), compatible avec les relations et
fonctions de la structure (d'aprés les autres formules). Désignons par A l'ensemble
quotient M/# (ensemble des classes d'équivalences suivant #). La classe d'équivalence de
'élément a € M sera notée cl{a). On peut faire de A une L-structure A en définissant
comme suit les interprétations pour les symboles de L :

- pour chaque symbole de constante ¢ de L, Em = cI(Em} ;

- pour chaque entier k 2 1 et chaque symbole de fonciion f de L, Tm est
l'application de A¥ dans A qui, 2 chaque k-uple (cl(a;},c(3z),...,cl(ax)} € A, associe
1'élément cI(Tm(ahaz,...,a k}) ; cela a un sens prace & la compatibilité de & avec Tm;

- pour chaque entier k » 1 et chaque symbole de relation R de L, R'Ql est la
relation k-aire sur A définie par: (cl(a),cl(az),...,cl{ax)) € R’ﬁ si et seulement si
{a1,32,...,ak) € R ; (méme remarque que pour les fonctions).

On voit immédiatement que la structure A ainsi définie est une réalisation
égalitaire du langage L : en effet, I'interprétation du symbole ~ dans 2 est 1'ensemble des
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couples (cl(a),ci(b)) € A? tels que (a,b) € =, c'est-a-dire tels que (a,b) € & ou encore
tels que cl{a) =cl(b} ; il s'agit bien de la diagonale de AZ

6.2 LEMME : Pour toute formule F=F[vgwy,...vaq] de L, et pour tous
éléments ag, 3y, ..., 3n, by byy o, bpadeM, ona:

1*) si (ai,bi)} € 8 pour tout i compris entre 0 et n -1, alors :
M F Flagay,...,an-) sf et seulement si S F Flbg,by,...,bn-] ;

2 )M E Flag,ay,...,anq] §i et sealement si A F Flc(ag),cl{ay),....cl{ay)]-

9 On démontre ces deux propriétés par induction sur F. Le cas des formules
atomiques est réglé par la définition méme de A Ensuite, la remarque 3.10 nous permet
de nous limiter aux étapes d'induction relatives & —, v et 3. Seul ce dernier mérite qu'on
s'y attarde: supposons donc que F=3IvnGlvgvy,...,¥a-1,¥m]- On peut supposer que
m > n-1, en vertu d'une remarque déja faite & plusieurs reprises. Dans ces conditions,
pour que I satisfasse Flag,ay,...,an), il faut et il suffit qu'il existe un élément b e M tel
que M F Glag,ay,...,dn,b]. Etant donné que G satisfait le lemme par hypothése
d'induction, et que, pour tout b€ M, (b,b) € & (premiére formule de E), si {apbi) e @
pour tout i, alors on peut conclure que Mt k Flag,ay,...,an-] 8t et seulement si il exisie un
élément b € M tel que MM F G[bg,by,...,bn-1,b). Autrement dit, 2 k Flap,a1,-...an-1] 51 et
seulement si M F Flbg,by,...,bno], ce qui prouve 1° ). On voit de méme, avec I'hypothése
d'induction, que M F Flag,ay,...,80] si et seulement si il existe un élément b e M tel
que :
A F Glcl{ag),d(ay),...,cl{an1),cl{b}],
ce qui équivaut a :
<A ; voucl{ag) , v daq), ... . vpaq=d(an4) > F IvnG,
Ou encore i :
Ak Flelag),cl(a1},....cl{an-1)] ;
cela prouve bien la propriété 2° ) pour F.
5]

6.3 THEQREME : Pour qu'une théorie T du langage L admette un modéle
égalitaire, il faut et il suffit que la théorie TUE admette un modéle
{guelcongue).
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9 Si T admet un modéle égalitaire, alors E est satisfaite dans un tel modéle,
comme nous 'avons fait remarquer juste aprés la définition de E ; donc T U E admet un
modéle.

Si T UE admet un modéle M= <M , ... >, alors, puisque M est un modéle de
E, on peut, comme précédemment, construire la réalisation égalitaire ™ sur 1'ensemble
quotient de M par l'interprétation dans 2 du symbole ~. Il résulte évidemment du
lemme précédent que chaque formule de T (il s'agit de formules closes), satisfaite dans
O, sera aussi satisfaite dans . La struciure A est bien un modéle égalitaire de T.
5]

Le lecteur que cela intéresse pourra démontrer que, dans la liste des axiomes de
I'égalité, il n'était pas nécessaire de faire figurer la deuxiéme et la troisiéme formule
(celles qui expriment la symétrie et la transitivité de 1'égalité). Elles se déduisent en effet
de celles qui expriment la compatibilité avec les relations de la structure (relations parmi
lesquelles se trouve naturellement, l'interprétation de =).
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EXERCICES

1. Le langage L étant constitué d'un symbole de fonction unaire f et d'un symbole
de fonction binaire g, on considére les formules closes suivantes :

Fi: I Iy fgny = fx ;

Fa: VxWy fgxy =~ fx ;

Fy: Jyxfgry = fx ;

Fq: Vx By fgxy =~ fx ;

Fg: Dy fgxy =~ fx ;

Fe: Wy Defgxy = fx.

On considére les quatre structures dont l'ensemble de base est W*, on g est
interprété par l'application {(m,n} +— m + n, et ol f est respectivement interprété par :

a) L'application constante égale 3 103 ;

b} L'application qui, & chaque entier n, associe le reste de sa division euclidienne par 4 ;
¢) L'application n +— inf(n2 + 2, 19) ;

d) L'application qui, & chaque entier n, associe: 1 8i n=1, et le plus petit diviseur
premier den sin > 1.

On demande, pour chacune des six formules proposées, si elle est satisfaite ou
non par chacune de ¢es quatre structures.

2. Dans le langage L constitué d'un symbole de prédicat unaire P et d'un symbole
de prédicat binaire R, on considére les six formules suivantes :

Gy IxVy 3z ((Px = Rxy) A Py A -Ryz) ;

G2 Ix 3z ((Rzx = Rxz) = ¥y Rxy) ;

G3: ¥y (JzVt Rtz A ¥x {Rxy = -Rxy)) ;

Gy I Vy ({Py = Ryx) A (Vu (Pu = Roy) = Rxy)) ;

Gs: Vi Wy ((Px A Rxy} = ((Py A -Ryx) = 3z(-Rzx A -Ryz))) ;

Gg: Yz Vu IxVy ({Rxy A Pu) = (Py = Rz)).

On demande, pour chacune de ces formules, si elle est satisfaite ou non dans
chacune des trois L-structures définies ci-aprés :

a) L'ensemble de base est N, l'interprétation de R est la relation d'ordre usuelle
<, celle de P est le sous-ensemble des entiers pairs.

b) L'ensemble de base est P(N) (ensemble des parties de N), l'interprétation de R
est la relation d'inclusion C, celle de P le sous-ensemble constitué des parties finies de N.
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¢) L'ensemble de base est R, l'interprétation de R est l'ensemble des couples
(a,b) € R? tels que b = a2, celle de P est le sous-ensemble des nombres rationnels.

3. Le langage L comporte deux symboles de fonction unaire f et g.

a) Ecrire trois formules closes F, G et H de L telles gue, pour toute L-structure
M=<M,f,g>, onait :

s Tk F si et senlement si f =g et T est une application constante ;
o M F G si et seulement si Im{T) CIm{g);
* M F H si et seulement si Im(T) N Im{g) est un ensemble 4 un élément.

b) On considére les ¢ing formules closes suivantes de L :

Fy: Wxfx = gx ;

Fap: Vx¥yfx ~ gy ;
Fjy: WxIyix ~ gy ;
Fa: IcWyfx ~ gy,
Fs: I Iy fx ~ gy.

Donner un modéle pour chacune des six formules :
Flﬂ"Fz;Fz;"F|AF3 H ‘|F1 A F4; "FgﬂﬂF4l\F5; ﬂFs.

4. Soit L un langage du premier ordre. Pour chaque formule Flvg,vy,...,v&] de L, on
note MvgF la formule suivante :

va(Flvo,vrs. . vi) A Wit (F[viens vy vi] = vien = vo)).
(El!v.; F se it : «il exisie un et un seul vy tel que F»).

On remarque que, dans toute L-structure M= <IM,...>>, JyF est satisfaite
par un k-uplet {a;,az,...,ax) si et seulement si il existe un unique objet a € M tel que le
(k + 1)-uplet {a,a,,32,-..,3k) satisfasse F.

Soit F[vg,vy) une formule de L. Ecrire une formule close G de L qui soit satisfaite
dans une L-structure M =< M,...> si et seulement si il existe un unique couple
(a,b) € M2 tel que <IM;vg~a,vi=b> k F. Est-ce que les formules :

G ; dwpdivF ; JvydvoF ;
sont équivalentes ?

5. Soit L un langage du premier ordre.
a) La formule
¥y Alx,y] = Ty ¥x Alx.y]
est-¢lle satisfaite dans toute structure quelle que soit la formule & 2 variables libres de L
Alx,y] ?
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b} Reprendre la question a) avec la formule :
Jy Ve Ax,y] = Wx Iy Alx,y).

¢) Montrer que, quelles que soient les formules & 2 variables libres Alx,y] et
B[x,y], la formule suivante est universellement valide :
{"x¥y Alx,y] = IxJyB[x.y]} <= Ix3y (Alx,y] = B[x,y]).

d) Soit F la formule :
VxVy (Alxy] = Alyx]} = (VoW (A[u,v] = Bluv]) = I3y (Alxy] = Clxy])),
ou A, B et C sont des formules & 2 variables libres quelconques.
Montrer qu'il existe une formule G=G[xy] & 2 variables libres sans
quantificateur telle que F soit universellement équivalente & IxJy G.

6. Montrer que, si deux formules sont universellement équivalentes, il en est de
méme de leurs clotures universelles.

7. Dans tous les langages considérés dans cet exercice, R est un symbole de relation
binaire, *» et @ sont des symboles de fonction binaire, ¢ et d sont des symboles de
constante.

On écrira x @y et x * y au liey, respectivement, de éxy et *xy (on rappelle que
cela nécessite 1'utilisation de parenthéses dans 1'écriture des termes). «* sera une
abréviation pour x * x.

a} Dans chacun des six cas suivanis (i=1 i 6}, on donne : un langage L; et deux
Li-structures 2; et Bj, et on demande une formule close de L; vraie dans %; et fausse
dans B;.

Ly ={R}; A= <N, g>; By = <L, >

2) L= {R}; A=<, <> B, = <L, x>

3) Lz = {¢}; Az = <N, x> B3 = <P(N),n>.

4) Ly = {c,*}; Ay =<N,1,x>; By =<T,1,=x>

5)Ls = {cd@*}; ®Us=<R,0,1,+,x>; By = <Q,0,1,4,x>.
6) Lg = {R}; W= <L,=>; B = <I,=23>.

{x et + sont les opérations usuelles de multiplication et d'addition, n est 'opération
d'intersection, =p est la relation de congruence modulo p.

b) Pour chacune des formules closes suivantes du langage {c®%R}, on
demande de donner un modéle de cette formule ainsi qu'un modéle de sa négation :

Fi: VYuWXx{-vzc=uo(vex}=c);

Fa: YuWWwix(-wac=0d(v+x)8(w+*x)=c);
Fz: WxVyVz{Rxx A ((Rxy A Ryz) = Rxz} A {Rxy = Ryx)) ;
Fa:  WxVyVz{Rxy = Rx¥zy*z);

Fs: ¥xVy{Rxy = -Ryx).
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8. Le langage L est constitué d'un seul symbole : R, symbole de prédicat binaire.

On considére la L-structure P dont l'ensemble de base est M={n el ; n 2 2}
et dans laquelle l'interprétation de R est la relation <« divise», ¢'est-a-dire la relation R
définie par : pour tous entiers m et n 2 2, (m,n) € R si et seulement si m divise n.

a) Pour chacune des formules suivantes (i une variable libre x) de L, indiquer
'ensemble des élémenis de M qui la satisfont :
Fi: W{Rp=x~y);
Fa: Vy¥z((Ryx A Rzx) = (Ryz v Rzy)) ;
F3: VyV¥z(Ryx = (Rzy = Rxz));
Fe: V¥tdy3z(Rix = (Ryt A Rzy A -Rtz)).

b) Ecrire une formule G[x,y,z,t] de L telle que, quels que soient les éléments a, b,
cet d de M, la structure M satisfait G[a,b,c,d] si et seulement si d est le p.g.c.d. de a, b
et c.

¢) Soit H 1a formule close suivante de L :
VxVWyVz {(3t {Rtx A Rty) A 3t (Rty A Rtz)) = 3t Vu{Rut = (Rux A Ruz))).
1) Donner une forme prénexe de H.
2) La formule H est-elle satisfaite dans 9 ?
3) Donner un exemple de structure IM'= <M, R> telle qu'en
remplacant S par 9’ dans la question précédente, on obtienne une réponse différente.

9. Soit L le langage du premier ordre constitué d'un symbole de relation unaire 2
et de deux symboles de relation binaire | et R
On considére les formules suivantes de L :

Fy: Vi ~Rcx ;

Fs: Vx (fx = -Rxx) ;

F3: VxVyVz ({(Sx A Qy A Ixz A lzy) = §2)

Fe: VxVyVz((flx A fly A £2z A Rxy A Ryz) = Rxz) ;
Fs: Vx ¥y {(f2x A Qly} = (-Rxy ¥ =Ryx)) ;

Fo: VxVy (£ A Ray) = Q) ;

Fr: VxVy ((x A Ryx) = Qy) ;

Fa: ¥x3ydz(Ryx A Rxz) ;

Fy: ¥xJyIz(flx = (Ryx A Rxz A Ly A Q2)) ;

Fio: ¥xVy3z{(§3x A Sly A Rxy) = (Rxz A Rzy A Qz)).

a} On considére la L-structure M dont l'ensemble de base est P(N), ou §2 est
interprété par la relation unaire <« étre infini et de complémentaire infini», ou | est
interprété par la relation d'inclusion et ou R est interprété par la relation binaire qui est
satisfaite par un couple (A,B) si et seulement si ACB et card(A) =card(B —A) (la
notation card(X) désigne le cardinal d'un ensemble X : voir le chapitre 7).
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Pour chacune des formules ci-dessus, indiquer si elle est satisfaite ou non dans la
structure 1.

b) On ajoute au langage un nouveau symbole de prédicat unaire D. Est-il
possible d'enrichir la structure MM avec une interprétation de D telle que les 4 formules
suivantes soient satisfaites :

Gy: ¥y ((Dx A Dy) = (Ixy v Iyx)) ;
Gz: VxWyz((DxADyAlxy Ax~y)=(DzAlxzAlzy A-x~z Ay =~2));
G3: VxIyz(Dx= (DyADzAlxyAlzx A-xoy A-x=2));
Gy ID(x) 7
10. Soient L un langage et F une formule close de L.

On appelle spectre de F et on note Sp(F) l'ensemble des cardinaux des modéles
finis de F, ¢'est-a-dire 1'ensemble des entiers naturels n tels que F admette au moins un
modele dont 1'ensemble de base a n éléments.

a) Pour chacun des sous-ensembles de M suivants, on demande de donner,
lorsque c'est possible, un exemple de langage L et de formule close non contradictoire F
de L qui admette comme spectre 'ensemble proposé :
1}0;2)N; 3)N*; 4) {neN*; peb)(n=2p)}; 5) {n e¥*; (IpeN)(n =p?)} ; 6) {3} ;
73{1,2,3.4}; 8)N —{0,1,....k} {od k est un entier naturel non nul fixé) ; 9) I'ensemble
des entiers naturels non nuls non premiers ; 10} 1'ensemble des entiers natyrels premiers.

b) Montrer que toute formule dont le spectre est infini admet au moins un
modéle infini.

11. Montrer qu'une théorie du premier ordre qui est non contradictoire et dont tous
les modéles sont isomorphes est compléte.

12. Soient L un langage du premier ordre, ¥t une L-structure, et A une partie de
'ensemble de base de 8.

a) Montrer que, si A n'est pas vide, il existe une unique sous-structure 2 de M
telle que :

# 1) I'ensemble de base de % contient A ;

* 2} toute sous-structure de ¥R dont l'ensemble de base contient A est une
extension de Y.

2 est appelée sous-structure de I engendrée par A.

b) Montrer que, lorsque A=#9, il n'y a pas nécessairement de sous-structure
engendrée par A. Donner un exemple ol il y en a quand méme une,
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c) On suppose que, dans L, il o'y a pas de symbole de fonction d'arité 2 1.
Quelle est alors la sous-structure engendrée par une partie A 7

d) On dit qu'une sous-structure N de I est de type fini si et seulement si N est
engendrée par une partie finie non vide de M.

Soit F une formule close universelle de L. Montrer que F est satisfaite dans 9 si
et seulement si F est satisfaite dans toute sous-structure de type fini de R,

e) Donner un contre-exemple i d) pour une formule non universelle.

13. Le langage L est constitué d'un symbole de constanie ¢ et de deux symboles de
fonction unaire f et g. On appelle T la théorie de L constituée des formules suivanies ;

Hy - VYo ffvg = fvg ;

Hj: VvoBEvo ™ EVo ;

Hy: Wolfgvo~cAgivox o) ;

Hy: Vg Wy (fvg = fuy A gvg = gvy) = vo = vy) ;

Hs: Yy Weg (e = vy A gvz ™ va) = vp(fvo = vi A gvp ~ v2)).

a) Montrer que, pour tout terme t de L, on est dans au moins un des quatre cas
suivants :
oT P t=c;
e il existe une variable x telleque T ¥ t=x;
e il existe une variable x telle que T Pt~ fx;
s il existe une variable x telle que T P t > gx.

b) Soient A et B deux ensernbles non vides, ag un élément de A et by un élément
de B. On appelle IM(A,B,ap,bp) la L-structure dont l'ensemble de base est A = B, dans
laquelle ¢ est interprété par (as,bp), f par l'application (a,b)«— (a,bg) et g par
l'application (a,b) — (ag,b). Montrer que $JY(A,B,aq,bg} est un modéle de T.

¢) Montrer que les formules suivantes sont conséquences de T :

Hg : ferc,

Hz: gc2c;

Hg: Weolfvo~vo = gvo ) ;

Hg : Yoplgvg 2 vg =g~ o) ;

Hip: Vg (fvg = vp &= Ivilvy = vg) ;

Hip: Wolgvo = vp & Inigvi 2 vo) ;

Hyz: Vvo((fvo = vo A gvg > vo) &= vo~ ) ;
Hyz: Vo Wy (fvp = gvy = fyg 2 c).

d) Etant donnés quatre ensembles non vides A, B, C et D et quatre éléments
agEA, by e B, cp € Cet dg € D, montrer que, si A et C sont équipotents, et si B et D sont
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équipotents, alors les structures 9%(A,B,ag,bg) et (C,D,co,dg) sont isomorphes (deux
ensembles sont dits équipotents s'il existe une bijection enire eux).

&) Soit M= <M, &, p, ¥ > un modéle de T. On pose :

A={xeM; px)=x},B={xeM; ¥x)=x},3p=bp=a

Montrer que MM est isomorphe & la structure TM(A,B,aq,bg).

Pour chaque entier n 3 1, écrire une formule close F,, (respectivement : G,) de L
vraie dans 2 si et seulement si l'ensemble A (respectivernent : B) a au moins n éléments.

Montrer que la théorie Top=TU{F,, Gp, “Fnu, Gpa} est compléte quels
que soient les entiers n et p 2 1.

1} Soit F une formule close de L satisfaite dans tout modeéle infini de T. Montrer
qu'il existe au moins un entier ntel que TU{F,vG,} P F.

La théorie T U {Fy ¥ Gy ; k € N* } est-elle compléte ?

Les deux derniéres questions qui vont suivre utilisent des notions qui ne seront traitées
que dans les chapitres 7 et 8.

g) Décrire tous Jes modéles dénombrables de T.

h) La théorie T*=T U {F¢; k €W } U{Gy; k EN*} est-elle compléte ? (Pour
cette question, on aura besoin du théoréme de Vaught (corollaire 2.6 du chapitre 8).)

14, On considére le langage L constitué d'un symbole de fonction unaire f.
On désigne par A la formule :

Vx (fffx = x A ~fx ~ x).
a) Démontrer que la formule suivante est conséquence de A ;
WedyWz(~fix 2 x A-fixaixAfy2xA(fzex=z2y)).
Pour chaque entier n € W*, on désigne par F, la formule :
AN e a (VY xex

3, Elxz...Elx.,Vx((K ica X1E Xj} A (Ki‘nx = x;}).

b) Montrer que, pour tout entier n € §*, la formule A A F, admet un modéle si et
seulement si n est ur multiple de 3.

¢) Montrer que, pour chaque p € l*, la théorie { A,F3, } est compléie.

d) Donner un modéle dénombrable de la formule A (c'est-a-dire un modéle de A
dont 'ensemble de base soit en bijection avec 'ensemble des entiers naturels).

¢} Démontrer que tous les modéles dénombrables de A sont isomorphes.

15. On considére un langage L comportant deux symboles de fonction unaires d et g.
Pour chaque terme t de L, on pose : d% =g% =t, et, pour chaque entier k, d**'t =dd*t
et gk*it = ggkt.
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On appelle F la formule :
VxWyJuIv(((dx ~dy vpx o gy = x =y} A (x = du A x = gv) A {=dx ~ gx A dgx = gdx)),
et, pour chaque couple {m,n) d'entiers naturels, Fpy, la formule :
W (~d™g"x ~ x A ~d™ ~ g"x).

On désigne par T la théorie constituée par F et par l'ensemble des formules Fpp
telles que (m,n) £ {0,0).

a) Montrer que, pour tout terme t de L, il existe une variable x et des entiers m
et n tels que :
T P et ~d"g"x

b) Vérifier que la structure My dont l'ensemble de base est Z x ¥ et ol les
symboles d et g sont respectivement interpréiés par les applications :
sg:(i,)—(,j+1) {successeur droit)
et sg:(i,N—(i+1,]) (successeur gauche)
est un modéle de T, que nous appellerons le modéle standard de T.

¢) Montrer que, étant donnés deux entiers relatifs a et b, l'application hyp de
T » 7 dans Z = T définie par hgp(i, ) = (i+a,+b) est un automorphisme de .

d) Quelles sont les parties de Z = I définissables dans la structure i, par une
formule de L ?

16. On s'autorise les abus de notations suivants : pour chaque entier n 2 1, on note
0,1, ..., n—1les éléments de Z/nZ (c'est-3-dire les classes respectives modulo n de 0, 1,
2, ..., n —1), et + 'addition dans cet ensemble.
a) Le langage L est constitué d'un symbole de fonction unaire f.
On considére les L-structures suivantes :
My =<Z/nl ,x—x+12>;
My=<E/nZ ,x+—x+22>
Pour chacune d'elles, déterminer les sous-ensembles définissables de l'ensemble
de base.

b) Le langage L' est constitué d'un symbole de fonction binaire g.
On considére les L'-structures suivantes :
MNy=<I/3L, (xy)—x+ty>;
My=<Zf6L, (xy)—x+y>;
My =<K, {xy)r—xy >
Pour chacune d'elles, déterminer les sous-ensembles définissables de l'ensernble
de base.

¢) Le langage L" est constitué d'un symbole de relation binaire R.
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On considére la L"-structure <<R , g >
1) Quels sont les sous-ensembles de R définissables dans cette structure 7
2) Quels sont les sous-ensembles de R? définissables dans cette structure ?

17. Etant donnés un entier n 3 2 et une relation binaire 5 sur un ensemble E, on
appelle cycle d'ordre n {ou n-cycle) pour 5 tout n-uple (a1,a3,...,ay) d'éléments de E
vérifiant : (ay,a2) €5, (a2,33) €5, ..., (8n-1,3n) € S et {an,24) € S. Par exemple, l'ordre

strict usuel sur R n'admet aucun n-cycle, tandis que la relation binaire sur l'ensemble
{1,2,3} dont le graphe est {{1,2},{(2,3),(3,1)} admet des 3-cycles mais aucun 2-cycle.

Dans le langage du premier ordre L constitué d'un symbole de relation binaire R,
on considére, pour chaque entier n > 2, la formule F, suivante :

¥y ¥xz... Y o(Rxpxz A Rxgxg A ... A Rxpoxn A Rxpx;).

Onpose T={F,;nelN,nz2}

On dira qu'une L-struciure <{M , R 2> est sans cycle si, pour tout entier n 3 2,
R n'admet aucun n-cycle, et est avec cycles dans le cas contraire. Il est clair que les
modéles de T sont les L-structures sans cycle.

a) Donner, pour chaque n 2 2, un modéle de la formule :
FoAFgh ... AF, A-Fpy.

b) Montrer que, si G est une formule close de L qui est conséquence de T, il
existe au moins un entier p > 2 tel que G soit satisfaite dans toute L-structure dans
laquelle 'interprétation de R n'admet aucun cycle d'ordre inférieur ou égal 4 p.

¢) Montrer que toute formule close qui est conséquence de T admet au moins un
modéle avec cycles.

d) Montrer que T n'est équivalente & aucune ihéorie finie. (Done, la notion de
relation binaire sans cycle, axiomatisée par T, n'est pas finiment axiomatisable).

18. Rappelons qu'une relation d'ordre sur un ensemble E est une relation de bon
ordre si et seulement si toute partie non vide de E admet pour cette relation d'ordre un
plus petit élément. Nous nous proposcns de montrer que cette propriété n'est pas
pseudo-axiomatisable.

Soient Ly un langage constitué uniquernent d'un symbole de relation binaire R,
et L un langage qui enrichit Lp. Montrer qu'il n'existe pas de théorie T de L possédant la
propriété suivante : pour toute Ly-structure = < M,p>>, g est un bon ordre sur M si
et seulement si M peut &tre enrichie en une L-structure qui est un modéle de T.

On utilisera pour cela le langage L' obtenu en ajoutant 3 L une irfinité
dénombrable de nouveaux symboles de constante: Co, Ci, ..., Ca, ... (deux A deux
distincts), et, pour chaque entier n, on considérera la formule close F, suivante de L':

Ren+iCn A 7Cpet ™ Cp-



Exercices 225

19. Soient L un langage du premier ordre et L' le langage obtenu en ajoutant a L de
nouveaux symboles de constante : ¢y, ¢, ..., Ck-

On considére une théorie T et une formule Fxy,xa,...,%] de L.

Montrer que, si F[cy,ca,...,¢] (formule close de L'} est conséquence de T
(considérée comme théorie de L"), alors T F* ¥x¥ig... ¥xi F[x1,%2,...,xi] (la conclusion ne
concernant que le langage L).

20. Soient L un langage du premier ordre, 9 = <M, ... >> une L-structure, et T une
théorie de L.
On rappelle que A(N) désigne le diagramme simple de 90 (5.10, définition 1).

a} On suppose qu'aucune extension de MM n'est un modéle de T. Montrer qu'il
existe une formule Glxy,xa,...,xa] sans quantificateur de L telle que :
T P ¥y Vxa... Vo G[xq,%2,.-., %]
et MR Ve Vxa... Vg Glxp,%2,0 %)
{Considérer la théorie T U A(I) ; utiliser le théoréme 5.10 et 1'exercice 19).

b) On désigne par U(T) I'ensemnble des formules closes universelles de L qui sont
conséquences de T.

Montrer que, pour qu'il existe une extension de M qui soit un modéle de T, il
faut, et il suffit que 9N soit un modéle de U(T).

(Ce résultat est un cas particulier de ce qu'on appelle le théoréme de
plongement).

¢) Appelons sous-siructure de type fini de 20 toute sous-structure de IR
engendrée par une partie finie non vide de M. {La sous-structure de 20 engendrée par
une partie non vide A C M est la plus petite sous-structure de M dont 'ensemble de base
contienne A ; voir l'exercice 12.)

Montrer que, pour que 9% admette une extension qui soit un modéle de T, il faut
et il suffit que toute sous-structure de type fini de 2 ait la méme propriété.

2L On considére un langage du premier ordre L et on note 5; l'ensemble des
formules de L 4 au plus une variable libre.

Etant donnés une L-structure M =< M,...>> et un élément a € M, on appelle
iype de a dans 91 (ou simplement type de a s'il n'y a pas ambiguité ; ce vocabulaire sera
repris au chapiire 8) l'ensemble #a) des formules de 7, satisfaites par 'élément a dans
le modéle #t. Autrement dit, on pose :

#a) = {F[v] € &1 ;v est une variable et M I F[a) }.

a} Montrer que, 51, dans une L-structure = <'M, ... >, une partiec A C M est
constituée d'éléments ayant tous le méme type, alors toute partie de M définissable dans
20t par une formule de L contient A ou est disjointe de A (voir la définition 5.11}.
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b) Soient h un automorphisme d'ure L-structure M=<M,.. > et a un
élément de M. Montrer que a et h(a) ont méme type.

c) R, f, g et ¢ étant, respectivement, un symbole de relation binaire, un symbole
de fonction unaire, un symbole de fonction binaire et un symbole de constante, on
demande, dans chacun des exemples suivants, de trouver deux éléments a et b du modéle
proposé ayant des types distincts ou de montrer que ce n'est pas possible.

. Li={R} ; W =<R,g>;

. Lz ={f} ; My=<N,n—n+1>;
. Ly={f} ; My=<T,n—n+1>;
. Ls={g,c} ; W=<T,+,0>;

. Ls={g} ; M=<T,+>

d) Soit T une théorie de L, et soient Fy, Fy, ..., Fp n formules de &, (n 2 1).
On suppose que la forrule :

G =VV0VV|( (Fi[VO] — Fi[\r‘]]) =wv =v|)

A
1€ikn
est conséquence de T.

Montrer que tout modéle de T a au plus 2" éléments.

e) Soit S une théorie de L qui admet au moing un modéle infini.

Montrer qu'il existe un modéle R =<M, ... > de S tel que M contienne au
moins deux éléments distincts ayant le méme type.

{Indication : raisonner par l'absurde ; enrichir le langage de deux nouveaux
symholes de constante distincts, appliquer ensuite le théoréme de compacité & une
théorie appropriée écrite dans le langage enrichi, enfin utiliser I'exercice 19 et la question
précédente. )

f} Donner un exemple de langage L et de théorie T de L tels que :
# il existe au moins un modéle de T de cardinal = 2;
o il n'existe aucun modéle de T qui contienne deux éléments distinets
ayant méme {ype.

g) Donner un exemple de réalisation infinie d'un langage L fini qui ne contienne
pas d'éléments distincts ayant méme type.



Chapitre 4

Les théoremes de complétude
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La formalisation que a I'on effectuéde jusqu'd présent a permis de représenter les
énoncés mathématiques, ou due moins certains d'entre eux, sous la forme de suites de
-symboles. On va poursuivre dans cette direction et formaliser maintenant les preuves. i1
¥ a bien des facons de faire cela, et, disons-le tout de suite, celle que I'on a choisie
présente un certain nombre d'inconvénients ; en particulier elle refléte assez mal la
maniére dont ces preuves sont pensées dans le cerveau des mathématicien{ne)s. De plus
elle se préte pey a lanalyse des démonstrations, analyse qu'll est convenu d'appeler
théorie de la démonstration, et dont on ne parlera que peu dans ce livre. En revanche,
elle est un peu plus proche de la fagon dont sont écrites les démonstrations, et surtout,
elle nécessite l'introduction de peu de notions préalables. C'est pourquoi elle nous esi
apparue la plus facile & comprendre lors d'un premier contact.

Une démonstration formelle est une suite de formules, dont chacune est justifiée,
soit parce que c'est un axiome, soit parce qu'elle peut se déduire de formules qui Ia
précédent. Il est bien clair que, si on §'y prend correctement, une démonsiration ne peus
conduire qu'a des formules universellement valides. La réciproque de cette assertion, &
savoir que toute formule universellement valide admet une démonstration, est ce qu'on
appelle un théoréme de complétude, et, effectivement, un tel résultat montre que les
axiomes et les régles que l'on s'est fixés sont suffisamment forts, autrement dit qu'ils
sont complets. Dans la seconde section, on en donnera une preuve utilisant une méthode
due & Henkin, et on en tirera une importanie conséquence, purement sémantique, le
théoréme de compacité. Le but de la troisiéme section est d'exposer la méthode de
Herbrand, qui permet de ramener la satisfaisabilité d'une formule du calcul des prédicats
4 la satisfaisabilité d'un ensemble infini de formules propositionnelles.

Un aspect essentiel est le caractére effectif de ces notions. Par exemple, une
question trés naturelle est la suivante : peut-on trouver un algorithme produisant les
démonstrations des théorémes ? On verra plus tard, au chapitre 6, ce qu'il faut penser de
ceite question en général. Dans la guatriéme section on va s'intéresser 4 une classe
restreinte de formules universelles (les clauses universelles), et on va introduire un
nouveau type de démonstration ; c'est la méthode de résolution. Cette méthode se préte
mieux i une implémentation sur machine {c'est la base du langage prolog). On se
contentera d'esquisser lgs algorithmes nécessaires, sans donner les détails d'une
éventuelle réalisation.

Dans ce chapitre, on ne parlera pas de I'égalité ; on ne supposera donc pas que ce
symbole fasse partie du langage, et, lorsqu'il en fait partie, les modéles que l'on construit
n'ont aucune raison d'étre des modéles égalitaires. Cependant, on peut se ramener & des
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modéles égalitaires grice au théoréme 6.3 du chapitre 3. Pour éviter les malentendus, on
réservera, dans tout ce chapitre, le mot démonstration pour les démonstrations formelles.
Le mot preuve sera utilisé pour désigner ce qui est nécessaire pour prouver les théorémes
énoncés, et que !'on pourrait aussi appeler méta-démonstration, conformément i ce qui a
été dit dans 'introduction.

1. DEMONSTRATIONS FORMELLES

Régles et axiomes

1.1 En mathématiques, démontrer un théoréme, c'est le déduire de propositions
données au préalable et que 1'on appelle axiomes, au moyen de régles bien précises. C'est
cette notion de démonstration que 1'on va formaliser dans cette section. Pour la définir,
il nous faut donc préciser ce que sont les axiomes et ce que sont les régles ; commencons
par les régles :

LES REGLES DE DEDUCTION : Ce sont des régles qui, & partir d'une ou plusieurs
formules, permettent d'en déduire une auire. Dans la notion de démonstration qui est
présentée ici, il y a deux régles de déduction :

1) Le modus ponens : & partir des deux formules F et F = G, le modus ponens
permet de déduire G. Cetie appellation latine ne vous est peut-étre pas familiére, mais
ce qu'elle recouvre correspond 4 un type de raisonnement tout i fait baral.

2) La régle de généralisation : si F est une formule et v une variable, la régle de
généralisation permet de déduire WF de F. Cette régle est un peu plus troublante que la
précédente, mais sa justification est simple: si on sait démontrer F(v), et ce, sans
hypothése particuliére sur v, alors on saura que YvF(v) esi aussi vraie. Elle est
couramment utilisée en mathématiques. Imaginez, par exemple, que vous vouliez
prouver que tout entier positif est la somme de quatre carrés. Vous diriez : soit n un
entier positif, et vous développeriez ur argument se terminant par : donc, il existe a, b,
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¢, et d tels que n =a% + b2 + ¢2 + ¢2, et vous estimeriez, & juste titre, avoir terminé la
preuve. Ce n'est qu'une application de la régle de généralisation, ol n joue le cole de la
variable libre.

L'exercice 5 aide & apprécier 1'utilité de cette régle.

LES AXTIOMES LOGIQUES : Ce sont les formules suivantes :

1) Les tautologies. Rappelons que les tautologies dans le calcul des prédicats
sont les formules obtenues de la fagon suivante : on part d'une tautologie F du calcul des
propositions dont les variables propositionnelles sont, disons, 4,,A,,...,A, . On dispose
d'autre part de n formules G;,Gy,...,Ga du langage considéré. La formule H obtenue en
remplacant dans F toutes les occurrences de A, par Gy, celles de A, par G, ete. est alors,
par définition, une tautologie du calcul des prédicats {voir chapitre 3, 3.5).

2) Les axiomes des quantificateurs : Ils se répartissent en trcis ensembles infinis

(on appelle généralement ces ensembles infinis des schémas d'axiomes) :

a) les formules de la forme :

vF = W F

ol F est une formule quelconque et v variable quelconque ;

b) les formules de la forme :

W(F = G) = (F = WG)

ou F et G sont des formules quelconques et v une variable qui n'a pas d'occurrence libre
dans F ;

c) les formules de la forme :

Wk =Fy/y

ou F est une formule, t un terme et aucune occurrence libre de v dans F ne se trouve dans
le champ {ou sous le scope) d'un quantificateur liant une variable de t.

1.2 On va, pour chacun des trois schémas d'axiomes, montrer que 1'on a affaire i des
formules universellement valides et aussi justifier les restrictions éventuelles sur les
variables.

a) Ces axiomes n'offrent aucune difficulté. Leur but est de donner une définition
syntaxique du quantificateur exisientiel 4 partir du quantificateur universel (voir
chapitre 3, théoréme 3.9, (1)).

b) Ce n'est pas bien difficile non plus (chapitre 3, théoréme 3.9, (16)). La
restriction au sujet de la variable v est c¢lairement indispensable : par exemple, prenons
un langage n'ayant qu'un symbole de prédicat unaire P et posons F =G =Pv. Alors
¥v(Pv = Pv) est toujours vral, contrairement & Pv = WPy, qui veut dire que, si un
point satisfait P, alors tous les points satisfont P.
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c) C'est le schéma le plus difficile & comprendre parce que la condition qui
l'aceompagne n'est pas simple, et aussi, peut-étre, parce qu'une analyse superficielle
pourrait laisser croire que WYk = Fyy, est toujours satisfaite, sans qu'il soit utile de faire
des restrictions. Montrons qu'il n'en est rien.

Considérons, dans un langage comprenant un seul symbole de prédicat binaire R,
la formule F = Fvy=Rvvy, et le terme t =vy. Alors Fyfy = Iv-Rvpvy, &t

WF = Fipy = WolvpRw; = iRy ;
cette formule est fausse, par exemple, dans une structure dont I'ensemble de base a plus
d'un élément et ol R est interprété par l'égalité.

On voit bien ce qui se passe: contrairement 4 ce gu'on pouvait naivement
attendre, la formule Fyj, n'exprime pas du tout que l'objet représenté par t posséde la
propriété formalisée par F ; la raison en est que le terme t, qui est ici une variable, se
retrouve quanitifié dans Fy/y.

On montre maintenant que toutes les formules du schéma ¢) sont
universellement valides. Soient uy,ug,...,un les variables de t et wy,wa,...,wp les variables
libres de WvF autres que uguy,...,u,. Insistons : les variables wi sont différentes des uj,
mais les u; peuvent trés bien apparaitre, libres ou liées, dans WvF, et il n'est pas exclu
que la variable v se trouve parmi les uj. Cette hypothése nous place exactement dans les
conditions d'application de la proposition 3.2 du chapitre 3.

Soit Mt une structure du langage de F; Nous allons voir que notre formule
YWF = F,/, v est vraie. Considérons des éléments ay, 3z, ---, 3n, b1, bz, .-, bp de la base
M de DM tels que <P, uy-=aj,uz-az,...,Up=3p,wWi=by, warba, ..., wpabp> F WF.
Cela signifie par définition que, pour tout élément 3 € M, on a :

{0} <I,v-3,uy=37,Up~+32,...,Up+3p,wWy=by ,worba, . wp—bp > F F.

En prenant pour a 1'élément, fm[a,,az,...,a.,], on peut conclure, grice & la proposition 3.2
du chapitre 3, que :

<M, uy-ay,up~33,..., Un=3n,Wy=by, was by, . o wa-bp > Fyyy,

ce qui achéve notre preuve.

En fait, ce schéma c) sera surtout utilisé sous la condition qu'aucune variable de
t ne soit liée dans F {qui est évidemment une condition plus forie que celle qui a été
requise pour le schéma c)), et en particulier si t est un {erme clos. On s'en servira aussi
dans l'exemple 4 de 1.3, exemple qui sera lui-méme utilisé plusieurs fois dans la preuve
du théoréme de complétude.
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Démonstrations formelles

1.3

On peut maintenant donner la définition d'une démonstration formelle.

Rappelons que les formules qui forment une théorie sont des formules closes.

CEFINITION : Scient T une théorie et F une formule de L; une
démonsiration (formelle) de F dans T est une suite finie de formules
D ={Fy,Fy,...,Fs) de L se terminant par F et qui est telle que chaque F;
{(pour i variant de 0 4 n} satisfait au moins !'une des conditions suivantes :

e FjeT

s F est un axiome logique.

o F; se déduit d'une ou de deux formules qui la précédent dans la
suite @ par l'une des deux régles de déduction.

§'il existe une démonstration de F dans T, on dit que F est
démontrable dans T ou que F est conséquence syntaxique de T, ou que F
est un théoréme de T, et on écrit TV F. Daas le cas ot T est vide, on dit
que F est démontrable et on écrit b F.

EXEMPLE 1 : Supposons que F et G soient deux formules closes et posons T={ F,G };
on va montrer que TFFAG. Voici une suite de formules qui constitue une
démonsiration de F A G dans T :

F (F est dans T)
G (G est dans T)
F=(G=(FAG)) (c'est une tautologie)
G=(FAQG) {par modus ponens i partir de {1} et (3))
FAG (par modus ponens & partir de (2) et (4)).

EXEMPLE 2 : Soient F une formule et t un terme ei on suppose qu'aucune occurrence
libre de v dans F ne se trouve sous le scope d'un quantificateur liant une variable de t.
On va montrer que F Fyp, = IvF:

(1)
(2)

YeoF = -Fyy (axiome des quantificateurs de type ¢})
(W~F = -Fypy) = (Fefy = -W-F)
(tautologie obienue & partir de (A = -B) = (B = -A)).
Fefv = -W-F (par modus ponens 3 partir de (1) et de (2))
IF = -W-F (axiomes des quantificateurs de type a))
(Fipy = WoF) = ((vF = -W-F) = (Fyy = F))
(iautologie obtenue & partir de (A =B)= ((C &= B)= (A= (}))
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{6) (IF = Wv-F) = (Fipy = WF) (par modus ponens A partir de (3) et (5))
(7) Fi/y = vF {par modus ponens & partir de {4) et (6)).

EXEMPLE 3 : 5i w est une variable qui n'a aucune occurrence dans F {ni libre ni liée},
alors F ¥YwFt, = WF :
(1) YwFofy = (Futv)viv
Il s'agit d'une utilisation un peu acrobatique du schéma c) : en effet, dans Fut, , les
seules gceurrences libres de w sont celles qui ont pris la place des occurrences libres de v
dans F, et, bien évidemment, celles-¢i ne se trouvent pas sous le scope d'un
quantificateur liant v (sinon, elles ne seraient pas libres!). La formule (1) appartient
donc bien au schéma c).

Puisque w n'a pas d'occurrence dans F, (Fy/y)v/w=F. On peut don¢ réécrire :
(1) YwF,/,=F
Par généralisation :
(2) WiVwFy/, = F)
et, puisque v n'est pas libre dans YwF,/,, 1a formule suivante fait partie du schéma b} :
(3) Y(vwF./y = F) = (Vw7 = WF)
{4} VYwFyfy = YWF | par modus ponens.

EXEMPLE 4 : Moutrons que FWF=F.

C'est encore une utilisation du schéma c). En effet, F= Fv v et il est bien clair que,
dans F, les occurrences libres de v ne se trouvent pas sous le scope d'un quantificateur
liant v.

EXEMPLE 5 : Montrons enfin que F WYvo¥v|F = Vv VvoF .

{1) VvoWviF = VyF {exemple 4)
(2} YWWF=F {exemple 4)
(3 (Wvo¥uiF = YW F) =((V\F = F) =(¥vg¥viF = F))

c'est une tautologie ; en appliquant deux fois le modus ponens, on obtient :

(4) Yyo¥u F = F

{(5) Yoo(VvoVv,F = F) {par généralisation)
(6} Vvg(YgvviF = F) = (Vg F = WoF) {schéma b))
(T} Yoy F = WYvoF (par modus ponens)
(8 Vv, (Vv F =2 VygF) (par généralisation)
(9) (Wi (VoW F = WoF)) = (Wvo¥vyF = Y ¥ygF) (schéma b))

(10)  Wvp¥viF = Y, WoF {par modus ponens).
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14 REMARQUE 1 : Supposons que F = G soit une tautologie. Alors WF = WG est
démontrable.

WF=F (exemple 4)
F=G {c'est une tautologie par hypothése)
(WF=F={(F=G6)=WF=G)) (tautologie).
De 13, sans difficulté, 4 I'aide de deux applications du modus ponens ;

WF=G

W(WwF = G) (par généralisation)
W(WF = G)) = (WF = WG) (schéma b))
WF = WG (par modus ponens).

REMARQUE 2 : Supposons que F soit une formule close, que THFetque TU{F}FG;
alors THG.

En effet soit (Fo,Fy,...,Fn) une démonstration de F (donc F,=F) dans T et
(Go,Gyye..,Gm) une démonstration de G dans TU{F } (et donc Gn=G) ; alors la suite
(Fo,F 1y, F n.GsGuse-.,Gem) €3t une démonstration de G dans T.

1.5 DEFINITION : On dit qu'une théorie T est cohérente s'il n'existe pas de
formule F telle que l'on ait simultanément TFF et T | -F.

REMARQUE : Si T n'est pas cohérente, alors toute formule est ‘démontrable dans T. En
effet, supposons que T F F et que T+ =F et soit G une formule quelconque. On peut alors
mettre bout 4 bout une démonstration de F et une démonstration de -F. Pour obtenir
une démonstration de G, il suffit d'ajouter les formules suivantes i cetie suite :

F=(-F=G) {c'est une tautologie)
“F=G {par modus ponens, puisque F est déji apparue)
G {par modus ponens encore).

La réciproque (<« si toute formule est démontrable dans T, alors T n'est pas cohérente »)
est évidente d'aprés la définition. Par ailleurs, on vérifie immédiatement que :

e 51 T n'est pas cohérente, alors, pour toute formule F, T + FA-F;

« pour que T ne soit pas cohérente, il suffit qu'il existe une formule F telle que
TF FA-F.
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Théoréme de finitude et lemme de déduction

1.6 Voici maintenant le théoréme de finitude, qui esi simple mais extrémement
important :

THEQREME : Pour toute théorie T et toute formule F, si THF, alors il
existe un sous—ensemble fini To de T tel que Tk F.

a8 Seit & une démonstration de F dans T ; ¢'est une suite finie de formules. Elle ne
fait donc appel qu'a un nombre fini de formules de T. 8i T, est le sous-ensemble fini de
T constitué de ces formules, alors & est aussi une démonstration de F dans Tg.

3]

COROLLAIRE 1 : Si T est une théorie dont toutes les parties finies sont
cohérentes, alors T elle-méme est cohérente.

a Sinon T démonire F A -F {F désigne n'importe quelle formule) et on déduit du
théoréme de finitude qu'il existe un sous—ensemble fini Ty de T qui démontre cette méme
formule ; To n'est done pas cohérent {remarque 1.5}, ce qui est contraire aux hypothéses.
]

COROLLAIRE 2 : Soient | un ensemble et, pour chaque i€, T une théorie
cohérente, et on suppose que I'ensemble {Ti; icl} est totalement
ordonné par inclusion {ce qui veut dire que, si i et j sont deux éléments de
I, alors soit T;CTj, soit T;CT;) Alors T =li\2)! T; est une théorie
cohérente.

8 Si on suppose le contraire, on voit {corollaire 1) qu'il existe des formules Fy, Fo,
..y Fo dans T telles que la théorie { Fi; 1 < k < n } ne soit pas cohérente. Or chagque
formule Fi appartient & une théorie T; , avec ix€l, et puisque {Ti; i€l} est
totalement ordonné par inclusion, l'ensemble {Tik 1 1€ kg n} admet un plus grand
élément, disons Tiu' Alors { Fx; 1 €k n} est inclus dans Tio’ qui n'est donc pas
cohérente, contrairement aux hypothéses.

0
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17 Il est & peu prés évident que, si la formule F = G est démontrable dans T, alors
la formule G est démontrable dans T U { F } (par modus ponens). La réciproque, que 1'on
appelle lermme de déduction, est un outil extrémernent utile

LEMME : Soit F une formule close et supposons que TU{ F } F G. Alors
THF=G.

@ Soit & ={Ge,Gy,...,Ga) une démonstration de G dans T U { F }. On va construire
une démonstration $' de F =G dans T en faisant quelques insertions dans la suite
(F= Gg, F = Gy,..., F = G,).

» 5i G; est une tautologie, pas de probléme car F = G; en est anssi une.

* 351 G; est un axiome des quantificateurs ou encore appartient & T, il faut
insérer entre F = G4 et F = G; (ou simplement placer avant F = Gj, dans le cas on
i =0} les formules G; puis Gi = (F= G;) {qui est une tautologie) ; F = G; se déduit
bien par modus ponens des deux formules précédentes.

« S8 Gi=F, il n'y a pas de probléme car F = F est une tauiologie.

« Supposons maintenant que G; soit obtenue par modus ponens, c'est-i-dire
qu'ill existe des entiers j et k strictement inférieurs a i tels que Gy =Gj =3 G;. On insére
alors entre F = G5 et F = G; les formules :

-(F=G6)=(F=(G=6)=(F=G;)) (c'est une tauiologie)

-(F=(G;=G))=(F=G;) qui se déduit par modus ponens de la
formule précédente et de F = Gj qui est déja apparue.

- F = G; se déduit alors par modus ponens de cette derniére formule et
de F = (Gj = G;) qui est égale & F = Gy et qui est donc aussi déji apparue.

o Supposons que G se déduise par généralisation de Gj, avec j< i {(donc
Gj =WGj). Ce sont alors les formules suivantes qu'il convient d'insérer entre F = Gi4
et F=Gj :

- W(F = G;j) obtenue par généralisation & partir de F = Gj

- W(F = Gj) = (F = WGj) c'est un axiome des quantificateurs, car, F
étant une formule close, v n'y est certainement pas libre.

- F = G; se déduit par modus ponens des deux formules précédentes.
8

Le corollaire suivant justifie les preuves par 'absurde :

COROLLAIRE : T F sf ef seufement si T U { -F } n'est pas cohérente.
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(5] Il est clair que si T FF, alors T U {-F } n'est pas cohérente. Réciproquement, si
Tu{-F} n'est pas cohérente, elle démontre n'importe quelle formule, et en particulier
F ; grice au lemme de déduction, on voit que T+H-F=F. Or (-F = F)=F est une
tautologie, ce qui montre bien que T FF.

&

1.8 La moindre des choses que l'on puisse exiger d'une démonstration, c'est qu'elle
ne conduise qu'a des formules vraies (plus précisément, une démonstration 4 partir d'une
théorie ne doit conduire qu'a des conséquences sémantiques de cette théorie). C'est ce
que nous allons voir maintenant.

THEQREME : Sotent T une théorie, F ume formule et F' une cléture
universelle de F. Alors :

1) 8i T FF, alors tout modéle de T est un modéle de F' (gutrement
dit THF).

2) SikF, alors F' est universellement valide.

(Rappelons que les cldtures universelles d'une formule sont obtenues en quantifiant
universellement, toutes les variables libres de cette formule ; il peut y en avoir plusieurs,
parce qu'il ¥ a le choix dans l'ordre des quantifications : voir chapitre 3, 1.16.)

5] Il suffit de démontrer 1) ; 2) en est un cas particulier (prendre T =0). On a déja
remarqué que les axiomes sont universellernent valides ; leurs clétures universelles sont
donc vraies dans tout modéle de T.
On va montrer par récurrence sur n la propriété suivante :
(*) Soient (Fo,Fy,...,Fy) une démonstration de F, dans T, et Fa une cléture
universelle de Fq ; alors T H Fp, .
® Cas n =0 alors soit la formule Fy est un axiome, soit elle appartient &
T. Dans les deux cas, Fj est vraie dans tout modéle de T.
» Passage de n & n+1 ; on distingue plusieurs cas :
- i Fp4 est un axiome ou si elle appartient & T, alors comme
précédernment, tout modéle de T est un modéle de Fq..
- Fa.1 est obtenue par modus ponens. Il existe donc des entiers i et
j inférieurs ou égaux i n tels que Fi =Fj =2 Fy,y. Supposons que les variables libres de F;
sont vo,vr,...,vp (et donc les variables libres de Fj et de Fy.y sont parmi ces v;) ; Fj et
Fj = Fns1 ont des démonstrations de longueur au plus n. Donc, par hypothése de
réeurrence, si M est un modéle de T :
M b YvoWvy...WvpFj
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et M WoWvi.. . WilFj = Fru) ;
donc : M YuoWvy.. W Fp
Or les formules Yvg¥vy...¥vpFpaq et Fryy sont universellement équivalentes, et donc :
MEFras
- il n'y a rien & montrer si Fy4 €5t obtenue par généralisation.
3]
COROLLAIRE : Si T & un modéle, alors T est cohérente.
(] Parce que si T n'est pas cohérente, elle démontre F A =F qui n'a pas de modéle.
%]
2. LES MODELES DE HENKIN
Les témoins de Henkin

21 On va maintenant prouver la réciproque du dernier corollaire de la section
précédente : 81 T est cohérente, alors T a un modéle. La preuve passe néressairement par
la construction d'un modéle, et de ce fait, est certainement beaucoup plus difficile. On a
d'abord besoin d'un certain nombre de lemmes et de définitions.

DEFINITION : Seit T une théorie dans un langage L. On dit que T est
syntaxiguement compléte {dans L) si, premiérement, elle est cobérente et
deuxiémement, pour toute formule F closede L,ona TFFou T F -F.

11 faut bien remarquer que le fait que T soit syntaxiquemnent corpléte dépend du
langage dans lequel on se place ; en principe, si celui-¢i n'est pas expliciternent spécifié,
c'est qu'il est clair d'aprés le contexte.
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Il résultera du théoréme de complétude (2.6) et du théoréme 1.8 qu'une théorie
est syntaxiquement compléte si et seulement si elle est compléte (voir 5.7, chapitre 3). Il
n'y aura donc pas lien, aprés cela, de distinguer enire ces deux notions.

Voici maintenant la notion qui va nous permettre de constuire les modéles :

2.2 DEFINITION : Soit T une théorie dans un langage L ; on dit que T admet
des témoins de Henkin dans L si, pour toute formule F[v] & une seule
variable libre v, il existe un symbole de constante ¢ dans L tel que :

IF[vl = F[c] € T.

La preuve du théoréme de complétude se scinde en deux parties : on montre
d'abord qu'une théorie syntaxiquement compléte et admettant des témoins de Henkin a
un modéle ; ensuite qu'une théorie cohérente peut toujours s'enrichir en une théorie
syntaxiquement compléte ayant des témoins de Henkin.

23 PROPOSITION A : Soit T une théorie dans L, syntaxiquement compléte et
admettant des témoins de Henkin dans L. Alors T 4 un modéle.

a On va, 4 partir d'une théorie vérifiant les hypothéses de la proposition,
construire de toutes piéces un modéle de T.

Soit & l'ensemble des termes clos de L. Comme la théorie admet des témoins de
Henkin, il ¥ a des symboles de constante dans le langage, et & n'est pas vide. Voici la
L-structure 2T qui s'avérera étre un modéle de T :

o L'ensemble sous-jacent & 2 est 1'ensernble J.

+ Si ¢ est un symbole de constante, son interprétation dans MM est c.

« 8i R est un symbole de prédicat d'arité n, alors l'interprétation R de R est
définie par :

pour tous tq,tz,...ts de J, (tyta,..ta) € R™ gi et seulement si T F Rtyty...th.

e S0it f un symbole de fonction d'arité n; il nous faut définir fm,
'interprétation de f dans %, qui doit &tre une application de 9" dans 5. 5i ty,ta,...,tn
sont des points de & alors, par définition, fm(tl,tz,...,t.,) est le terme fita.. .ty .

Avec cette définition, on voit que, si F est une formule atomique close, on a
Tk F si et senlement si M F F. Cette équivalence va éire étendue 4 toutes les formules
closes de L.
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La preuve se fait par induction sur F. Le cas on F est une formule atomique a
déja été vu. On suppose donc que la formule F est de 'une des formes suivantes :

1) F=-G,;
2) F=GAH;
3 F=GVvH;

4) F=G=H;

5) F=G&=H;

6) F=WG;

7 F=3G.

On ne traitera que les cas 1), 3), 6) et 7), laissant les autres au lecteur.

1} Par hypothése de récurrence, on sait que Mk G 51 et seulement si THG. Or
MEF si et seulement s'il est faux que MEG. Parce que T est une théorie
syntaxiquement compléte T | F si et seulement s'il est faux que T F G ; d'ou le résultat.

3) On suppose d'abord que "Mk F; alors $MEG ou Pk H; si, par exemple
ME G, alors, par hypothése de récurrence, T+ G ; mais la forrnule G = GVH est une
tautologie, et done T + F.

Dans 1'autre sens, supposons que TGV H ;si TFG, alors, par hypothése de
récurrence, E G et M E F. Sinon, toujours parce que T est syntaxiquement compléte,
TF-G; or GV H= (-G =H) est une tautologie. Il en découle donc que T+ H, et, par
hypothése de récurrence, M EH et M EF,

6) Si THWG et sit € F, alors, parce que la formule ¥wG = Gy/y est un axiome
(1 est un terme clos), on voit que T F Gy, et par hypothése de récurrence, M F Gty Or
tout élément de T est 1'interprétation d'un terme clos. Il en découle que MM F WG,

Supposons maintenant que YwG ne soit pas démonirable dans T ; en utilisant la
remarque 1 de 1.4 {-~G = G est une tautologie), on voit que T ne démontre pas non
plus ¥W-G et, puisque T est syntaxiquement compléte, T F -¥v--G. Mais la formule
Iv-G &= WG est un axiome du schéma a), ce qui permet, grace 4 des tautologies et
au modus ponens, de conclure que T b v-G. Parce que T admet des témoins de Henkin,
il existe un symbole de constante ¢ te]l que T F =Gy, (v est Ja seule variable libre de G
puisque F est close). Comme T est cohérente, T ne démontre pas Ge/yv ; par hypothése
d'induction, MM F ~G¢/y, et WG est faux dans DT

7) Si M E WG, c'est qu'il existe un &ément de 7, disont t tel que Mk G/, et,
par hypothése de récurrence, T F Gyyy. Or il est facile de trouver une démonsiration
formelle de IvG & partir de G/, (exemple 2 de 1.3), et done T F G,

Réciproquement, supposons que T F IvG. Gréce aux témoins de Henkin, on en
déduit qu'il existe un symbole de constante ¢ tel que T F Ggfy, €t, par hypothése de
récurrence, TN bk Gty ; donc MM F G,

Cela termine la preuve de la proposition A.

3]



2. Les modéles de Henkin 241

Le théoréme de complétude

2.4 Onu va voir maintenant comment obtenir une théorie satisfaisant les conditions
de la proposition A i partir d'une théorie cohérente :

PROPOSITION B : Soit T une théorie cohérente dans un Iangage L ; alors il
existe un langage L' contenant L ef une théorie T' qui contient T, est
syntaxiguernent compléte et admet des témoins de Henkin dans L'.

Suivant la méme démarche que pour le théoréme de compacité du calcul des
propositions {chapitre 1, 5.3}, on va donner deux preuves (en fait, deux versions de la
méme preuve) de la proposition B. Dans la deuxiéme, on fera appel & I'axiome du choix ;
dans la premiére, plus facile & comprendre, on fera I'hypothése supplémentaire que
l'ensemble des symboles de L est find ou dénombrable. On verra plus tard (chapitre 7,
4.9 que, dans ces conditions, on peut trouver une énumération (Fg,Fy,-...Fn,...) de toutes
les formules de L.

Premiére preuve :

e On ajoute & L un ensemble infini dénombrable C = {¢g,Cy--,Cn,--- } de nouveaux
symboles de constante (ce qui veut dire qu'aucun des ¢; n'appartient déja & L). Soit L' le
langage obtenu. Le langage L' est aussi dénombrable et on peut trouver une énumération
(Fo,Fy.-...Fn,...) de toutes les formules closes de L.

On va définir par récurrence sur n une théorie T, en démarrant avec Tg=T, de
telle sorte que pour tout entier n, les conditions suivantes soient vérifides ;

» T, est cohérente ;

* T CThars

o T, - T est fini ;

sFoeToou-F,eTy;

e 3i F, est de la forme IvH et appartient & T,, alors il existe un symbole de
constante ¢ tel que Hefy € T,

Voyons comment, définir Ty.q & partir de T, - on considere Fy, la (n + 1)-éme
formule dans I'énumération que 1'on s'est fixée au départ. Si T, U { F } est une théorie
cohérente alors on pose G, =F, ; sinon, c'est que T, F -F, (corollaire 1.7) et on pose
alors G, = -F,. Dans les deux cas, Ty U { G, } est une théorie cohérente.

Si Gp n'est pas de la forme 3vH, on s'arréte 1A et on pose Tpu=To U { Gy }.

Si G, est de la forme AvH, on choisit un symbole ¢ dans C qui n'apparait dans
aucune formule de T, U { G, }; c'est possible car les symboles de C apparaissant dans
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Tn U { Gy } apparaissent nécessairement dans (T, U{ Gn }) - T, et sont donc en nombre
fini. On pose alors :
Toa=TaU{ Gy, Heto }
Les quatre derniéres conditions exigées de T, sont clairement réalisées. I reste
a vérifier que la théorie T,y est cohérente; cela sera une conséquence du lemme
suivant :

LEMME : Soient S une théorie, F une formule dont la seule variable libre
est v, ¢ un symbole de constante qui n'apparait ni dans F ni dans S ; si
SF Fety, alors 5 FWF.

& Soit {Hy,Hz,...,Hn) une démonstration de F¢f, dans S (et donc H, =F,/,). On
choisit une variable w n'apparaissant dans aucune des formules H; pour i compris entre 1
et n et on appelle K; la formule obtenue en remplacant dans H; le symbole ¢ par w. Un
simple examen des régles et axiomes monire que :

¢ si H; est un axiome logique, K; en est un aussi ;

» si H; se déduit soit par modus ponens, soit par généralisation d'une ou de deux
formules précédentes, alors K; se déduit de la méme fagon des formules correspondantes ;

» d'autre part, si H; € 5, alorts Hi =K et K; €5.

11 découle de tout cela que (K(,Ka,...,Kn) €5t une démonstration dans S de Fy/,.
Par généralisation, on obtient 5F ¥wF,t,, et grice aux axiomes des quantificateurs,
S F WF (voir 1.3, exemple 3).

&

On raisonne maintenant par 1'absurde et on suppose, pour obtenir une
contradiction, que T,,, n'est pas cohérente. Avec le corollaire 1.7, on voit que :
T U{IWH} F -Heys.
Grice au choix de la constante ¢ et avec le lemme précédent, on peut déduire que :
ToU{IH}FW¥W-H
¢e qui n'est pas possible puisque T, U { Gn } est cohérente.
On g donc terminé la construction des théories T, ; posons alors :

T=\JT,.

nel
On voit d'abord que T' est cohérente : cela découle du corollaire 2 de 1.6. D'autre part
T' est syntaxiquement compléte : soit F une formule close de L'. 1l existe un entier n tel
que F=F,, et, par construction, F € T, ou bien -F € T,,. De plus T' admet des témoins
de Henkin : soit H une formule de L' & une variable libre v ; il existe encore un entier n
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tel que Fp, = IvH, et soit -F, € T, s0it il existe un symbole ¢ tel que Hely € Ty, Dans les
deux cas, Ty FIvH = Hcyy, ce qui prouve que vH = Hey € T (sinon, T contiendrait
~{IvH = Hc/y) et ne serait pas cohérente).

2

25 Deuxiéme preuve :

8 Ou utilise ici le lemme de Zorn. On commence par ajouter des constantes de
Henkin au langage. D'aprés le lemme 2.4, si T est une théorie cohérente dans un langage
L, si F est une formule dont la seule variable libre est v, et si ¢ est un symbole de
constante n'apparaissant ni dans F ni dans T, alors la théorie T u {WF[v] = F[c] } est
encore cohérente. Introduisons un nouveau symbole de constante cg pour chaque formule
F & une seule variable libre de L et appelons L, le langage ainsi obtenu. Soient r un entier
et, pour chaque entier p compris enire 1 et n, Fp une formule ayant une seule variable
libre wy, ; alors n applications du iemme 2.4 montrent que la théorie :

T U {wpFpiwp) = FP[CFPD ;lgpgn}

est cohérente. Du théoréme de finitude (1.6), on déduit donc que la théorie :

Ty =T v {IvF[v] = F[cF] ; F est une formule de L 4 une variable libre v}
est encore cohérente.

11 faut bien se garder d'en conclure que T, admet des témoins de Henkin : elle
n'en admet que pour les formules de L et c'est insuffisant puisqu'elle est exprimée dans le
langage L; qui est plus riche. Mais il suffit de montrer un peu d'entétement et de
recommencer 1'opération : ajoutons encore, pour chaque nouvelle formule F de L; & une
seule variable libre un nouveau symbole de constante ¢f ; soit L, ie langage obtenu et
posons :

T2=TU{WF{v]=F[ce| ; F est une formule de L, {et pas de L) & une variable libre v }.
La théorie T, est encore cohérente, et on définit de la méme maniére Lz et Tj, etc.
Toutes les théories T, ainsi obtenues sont cohérentes, et puisqu'elles sont emboitées les
unes dans les autres, par le corollaire 2 de 1.6 on voit encore que T'= U T, est
cohérente ; T' est exprimée dans le langage L'= U La, et, cette fois, T° I:audmet des
témoins de Henkin : si F est une formule deL'n ayant qu'une seule variable libre v, alors
il existe un entier n tel que F soit dans L,. Par conséquent, vF[v] = Flcp] € Tay C T

Il reste & trouver T", toujours dans L', qui soit cohérente, syntaxiquement
compléte, et qui contienne T'. 11 est clair que T" admetira encore des témoins de Henkin
(on ne change plus de langage). Le lemme qui suit suffit done pour conclure :

LEMME : Soit T' une théorie cohérente dans un langage L'. Alors il existe
une théorie T" dans L' qui est cohérente, syntaxiquement compléte, et qui
contient T'.
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B C'est ici que 1'on va utiliser le lemme de Zorn. Considérons l'ensemble :
I'={S; S est une théorie cohérente de L' contenant T'}.
La théorie T' appartient 4 I', qui n'est donc pas vide. Par ailleurs, soit :
#={S;i;i€l}
un sous-ensemble de T totalement ordonné par inclusion, c'est-a-dire tel que, st i et )
sont des éléments de |, alors $; C 55 ou 5j C 5;. Alors la théorie

S=k,: Si

est encore cohérente (corollaire 2 de 1.6) et est donc un majorant dans I’ de ¢. On peut
donc appliquer le théoréme de Zorn (chapitre 7, 3.3}, et trouver un élément T" maximal
pour l'inclusion dans I'. On va voir que T" est une théorie syntaxiquemnent compléie.

Soit F ure formule close de L' et supposons que F &€ T". Cela veut dire que
T*u{F} contient strictement T", et par maximalité de T", T"U{F} n'est pas
cohérente. Avec le corollaire 1.7, on en déduit que T" F -F.

&

La proposition B est donc encore une fois démontrée.
3]

2.6 On peut dong conclure avec le théoréme de complétude (Godel, 1930) :
THEOREME : Toute théorie cohérente admet un modéle.

8 Avec la proposition B, on trouve un langage L' contenant L et une théorie T'
dans L', qui est syntaxiquement compléte et admet des témoins de Henkin; avec la
proposition A, on trouve un modéle fM' de T'. Le réduit de MM’ & L est un modéle de T.

2

Le théoréme de complétude peut aussi s'énoncer sous la forme suivante :

PROPOSITION : Si T est une théorie et si F est une formule close qui est
vraie dans tout modéle de T, alors T F F.

8 En effet si F n'est pas démontrable dans T, alors TU {-F } est cohérente
{corollaire 1.7) et a donc un madéle.
7]



3. La méthode de Herbrand 245

En particulier, on voit que les formules universellement valides sont exactement
celles qui peuvent se démontrer dans la théorie vide.

REMARQUE : Nous voild convaincus, grice au théoréme de compiétude, que les notions
de conséquence sémantique et de conséquence syntaxique coincident. Il n'est donc plus
indispensable, désormais, de faire la distinction entre elles. En particulier, au-deld de ce
chapitre, les deux symboles ¥ et |, respectivement réservés jusqu'ici & chacune de ces
deux notions, seront confondus : nous n'utiliserons plus que le second.

2.7 Concluons par un mariage heureux, celui des théorémes de finitude (1.6) et de
compléiude (2.6) ; l'enfant était attendu depuis le chapitre 3 (5.5} ; c'est le théoréme de
compacité du calcul des prédicats :

THEOREME : Si T est une théorie dont toute partie finie a un modéle,
alors T elle-méme a un modéle.

o Toute partie finie de T est cohérente, et donc {théoréme de finitude} T est
cohérente. Le théoréme de complétude nous dit alors que T a un modéle.
5]

3. LA METHODE DE HERBRAND

Quelques exemples

31 Dians cette section, on va donner une autre preuve du théoréme de complétude,
essentiellement pour avoir une occasion d'exposer la méthode de Herbrand. On oublie
donc que 1'on a déjh démontré le théoréme de complétude. Bien que Herbrand entendait
prouver son théoréme pour toutes les formules, on se contentera ici des formules écrites
sous forme prénexe. Le lecteur que cette resiriction chagrine pourra toujours se ramener
A ce cas en prouvant que toute formule est syntaxiguement équivalente i une formule
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sous forme prénexe (il faut étre bien conscient de la différence avec le théoréme 4.2 du
chapitre 3 ; ici, on affirme qu'il existe une démonstration formelle de F & G, ou G est
une forme prénexe de F).

On va développer un raisonnement du méme type que ceux, familiers aux éléves
du secondaire, qui commencent par : <« supposons le probléme résolu». On cherche &
déterminer si une formule F a un modéle. On suppose done que l'on dispose d'un modéle
I de F, et on remarque que, dans celui-ci, il y & nécessairement des éléments
satisfaisant certaines formules sans quantificateurs. On accumule ainsi un certain
nombre d'informations, et aprés un certain temps, on s'apergoit, soit que ces
informations sont contradictoires, soit que 1'on en sait assez pour construire un modéle.
Voici deux exemples avant le cas général.

3.2 EXEMPLE : Le langage n'a qu'un seul symbole de prédicat ternaire P. On
cherche & déterminer si la formule :
F = WvgIwnIva((-Pvoviva &= Pygvavi) A (SPvavava &= Pyavava) A (-Pvovivz &= Pvivova))

a un modéle.

Le modéle éventuel ne doit pas étre vide: soit donc a un de ses points. La
formule F nous dit qu'il doit exister deux points, que 1'on va appeler ag et a, tels que

(-Paagay &= Paaag) A (-Paaga; = Pajaga) A (-Paaga, = Pagaay)
soit vrai dans le modéle. Maintenant, ag, 4 son tour, réclame l'existence de deux autres
points ; évidemrment, il peut arriver que l'un de ces points soit &gal & a, 4 ag ou 4 a4, mais
en absence d'informations, on va leur donrer des nouveaux noms (de toutes fagons, rien
n'interdit de donner plusieurs noms & un méme point). I1 y a donc des éléments ag et ap
tels que
(~Pagagoaor & Pagamago) A (-Pagageans += Pagmaopas) A (~Pagagagy &= Pagpacan)

soit vrai dans le modéle. On fait la méme chose avec a,, et on trouve des points ag et ay
tels que

(-Paja 10911 = Pagyiain) A (-Pasasoan = Payndigai) A (-Pasaean & Paypaian)
soit aussi vrai dans le modéle. 11 faut alors recommencer avec les points agy, am, 310, 314,
puis recommencer avec les huit nouveaux points, etc. Appelons ¢ l'ensemble des suites
finies de 0 et de 1. On définit donc ainsi, pour chaque s € ¢, un point a; de telle sorte
que, pour tout s € ¢ :

{~Pasasoas) = Pasasiaso) A (-Pasaspass &= Pagiaseas) A (-Pasasodst &= Pasodsdsi)
soit vrai. Ces renseignements nous guident maintenant dans la construction d'un modéie
de F ; pour chaque s € &, on choisit un point ¢, de telle sorte que, si s #t, cg# ey (on
peut, tout bétement, prendre ¢ =s). L'ensemble de base de notre modéle 9 sera :

M ={cs; s est une suite finiede O et 1}.
Il reste & définir l'interprétation de P, et il suifit de le faire de sorte que, pour tout s € &

(=Ptstsncer &= Pescsicso) A (~PesCootst &= PeaiCsots) A (-PCsCspter &= Pesolstst)
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soit vrai. A ce point, on est ramené & un probléme du calcul propositionnel : en effet,
introduisons pour chaque triplet (s.t,u) d'éléments de of, une variable propositionnelle
Ag.to - On cherche une distribution de valeurs de vérité € qui rende vraie chacune des
formules suivantes :

8 “Ag 50,51 & Ass1s0 pour s € o ;
8 ~As 0,51 & Asrsois pour s € & ;
8 ~Ass0,51 & Aso,s,51 > pour s € ¢,

5i on la trouve, il suffira de définir l'interprétation PP de P par :

pour tous s,t,u de &, (¢s,Cr,Cu) € P™ 5i et seulement si e(Ase) =1
Si, au contraire, il n'existe pas de telle distribution, alors on saura que F n'a pas de
modéle.

Dans le cas qui nous occupe, la distribution £ est, en fait, trés facile & trouver :
par exemple, on peut prendre £(Aq,;,,} =1 pour les triplets (s,t,u) de la forme (s,50,s1),
et £(As,1,u} =0 pour les autres.

On a donc trouvé un modéle de F.

33 EXEMPLE : Il y a dans le langage un symbole de prédicat ternaire P et un
symbole de constante ¢. On considére les quatre formules suivantes :

Fi: VoW WeoWuaWeWus((Pvoviva A Pyvavy A Pygvavs) = Pygvvs)

Fa:  WvoWvi¥vaWvaWv Wus((Pvoviva A Pvvavys A Pygvavs) = Pyavpvs)

Fg i WQPVOCVU

Fe:  WvgdvPvgvic.
On veut prouver que ces quatre formules impliquent : YvgPcvgvg. On ajoute donc la
négation de cette derniére formule (ou plutdt une formule équivalente & cetie négation) :

F5 M HVQ"PCVQVQ
et on tente de construire un modéle des formules Fy, ..., Fs par ia méme méthode que
précédemment. L'échec de cette tentative nous donnera une preuve du fait que
l'ensemble {F,....Fs} est contradictoire, et done que YvgPevovg se déduit de Fy, ..., Fy.

On suppose donc que M est un modéle de Fy, ..., Fs. La satisfaction de la
formule F5 exige qu'il ¥ ait un point d dans 9 tel que :

(1) Mk -Pedd ;
puis F, nous oblige & admettre l'existence de points ¢; et d; de 9. pour i € N, en partant
de¢p=cet dyp=d, avec:

(2) TP Pcicint pour tout i €N ;

(3)  MEPdidic pour tout i M.
Posens A={ci;ielN}u{dj;iel}. Linterprétation de P dans T doit donc satisfaire
les conditions (1),(2),(3), outre les conditions {4), (5] et {6) snivantes exigées par les
formules Fy, Fyet Fg:

(4)  DF (Pxyu A Pyzv A Puzw) = Pxvw pour tous éléments x.y,z,u,v,w de A

(3)  DE (Pxyu A Pyzv A Pxvw) = Puzw pour tous éléments x,y.z,u,v,w de A
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{6) Dk Pxcx pour tout x €A .
On est encore une fois ramené 3 un ensemble de propositions {dont les variables
propositionnelles sont les Pxyz, avec x, y, z dans A), dont il faut savoir §'il est
satisfaisable. On va voir qu'il ne I'est pas.

En effet, en prenant (4) avec x =c, v =w =d, on obtient des implications dont
la conclusion est P(cdd), qui est faux d'aprés (1}. Donc, on doit avair :

(7} ~{Pcyu A Pyzd A Puzd) pour tous éléments y,z,u de A ;
et donc, en prenant u =y=c¢:

{8}  ~{Pccc A Pczd A Pezd) pour tout z dans A.
Or Pcce doit étre vrai d'aprés (6), et done, en prenant z =d,

(9)  -PcdA.
La condition (5) avec w=x=d, y=4d;, z=dz, w =v=c donne :

{10) (Pddic A Pdydac A Pdcd) = Pedad.
Or Pddyc et Pdydxc sont vrais d'aprés (3), Pded est vrai d'aprés (6) et Ped,d est faux
d'aprés (9) : on a un ensemble contradictoire ; YwoPovgvp se déduit bien de Fy, ..., Fy.

REMARQUE : On comprendra mieux cette preuve si on considére que P est le graphe
d'une opération binaire. Alors Fy et F; expriment que cette opération est associative, Fy
qu'il y a un élément neuire i droite, et Fy que tout élément admet un inverse i droite.
La conclusion Fs, c'est que 1'élément neutre i droite est aussi élément neutre & gauche.
C'est un fait qui se montre assez facilement, mais, ce qu'il y a d'un peu surprenant, c'est
qu'on n'a pas besoin de I'hypothése que P est le graphe d'une application.

Les avatars d'une formule

34 On va maintenant faire les choses en toute généralité. On va aussi faire les
choses mienx, puisque, dans le cas o0 'on n'arrive pas 4 construire un modéle de F, c'est
vraiment une démonstration formelle de -F que I'on obtient. Voici tout d'abord quelques
définitions :

DEFINITIONS :

I" } Or dit qu'une formule F est propositionnellement satisfaisable si
~F n'est pas une tautologie.

2) Orn dit qu'un ensemble fini E de formules est
propositionnellernent satisfaisable si la conjonction des formules de E est
propositionnellement satisfaisable.
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3°) On dit qu'un ensemble de formules est propositionnellement
satisfaizable si tous ses sous-ensembles finis le sont.

Soit L un langage et fixons une formule prénexe close F de L. 11 suffit de ne
retenir de L que les symboles apparaissant dans F, et on peut donc supposer que L est
dénombrable. On va faire I'hypothése que, dans la suite des quantificateurs qui se trouve
au début de F, les quantificateurs universels et existentiels alternent, que le premier
quantificateur est universel et le dernier existentiel. Autrement dit, on suppose que F est
de la forme :

F =W Iva¥vs.. W dvak Blve,va,... vk,
oi B est une formule sans quantificateur. Sans cetie hypothése, la preuve serait
exactement la méme; elle exigerait seulement des notations sensiblement plus
compliquées. D'autre part, on peut toujours se ramener i ce cas d'une fagon artificielle,
en ajoutant des quantificateurs portant sur des variables libres qui n'apparaissent pas
dans F {et en montrant que la formule obtenue est syntaxiquement équivalente a celle
dont on est parti, ce qui n'est pas bien difficile).

Appelons & l'ensemble des termes de L et, si i € M, ©; l'ensemble des suites de
longueur i d'éléments de 7. Fixons une fois pour toutes, pour tout i compris entre 1 et k,
une application injective a; de € dans N qui satisfait les conditions suivantes :

i) si v, apparait dans l'un des termes tq,ta,....t;, alors a;{ty,tz,...,ti) > n;

i) si j<i et (tpts...t;) est une suite qui prolonge (ty,ta,....tj), alors
aj(teta,.. . b)) < ailtyta,.. 1) ;

iifi}  si 7 et ¢ sont deux suites distinctes de longueurs respectives i et j, alors
ai(7) = aj{0).

Il est trés facile de construire de telles applications : par exemple, en utilisant les
codages qui seront effectués au chapitre 6, on peut poser, pour i compris entre 1 et k :
al(tht:’_s e ) om 31{|.1J 1t|.2] 1_( )1". i? ,
ol m est le plus grand indice de variable aya.nt une occurrence dans l'un des t;
{1 jgi),on 7est la fonction qui est désignée par # au chapitre 6 (3.2), et ol west la
fOI’lCt.lOH qui, & chaque entier n, associe Je (n +1)-éme nombre premier.

35 DEFINITION : Un avatar de F = VvyTva¥vz. . Wvag3var Bvy,va,...,vak] est une
formule de 1z forme suivante :

B[ti’ [ (lll’tz’ aglty, tp) ’tk’v&k{t].lz,.‘.,lk]]

ot ty,ta,....tx sont des termes quelconques de L.
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Chaque avatar A de F est une formule sans quantificateur, et c'est donc une
combinaison booléenne de formules atomiques. Appelons At l'ensemble des formules
atomiques de L. 5i on considére les éléments de At comme autant de variables
propositionnelles, les avatars apparaissent comme des formules propositionnelles. Dire
qu'un ensemble fini E d'avatars est propositionnellement satisfaisable {voir définition
3.4), c'est dire que I'on peut assigner & chaque formule atomigue une valeur de vérité, 0
ou 1, de fagon A& rendre vraies les formules propositionnelles qui correspondent aux
éléments de E. Grdce au théoréme de compacité du calcul propositionnel {chapitre 1,
5.3), cela reste vrai pour tout ensemble d’avatars. On est maintenant en mesure
d'énoncer le premier résultat important de cette section :

THEQREME : 5i l'enseinble des avatars de F est propositionnellement
satisfaisable, alors F a un modéle.

5] Soit done & une application de At dans {0,1} qui est telle que §A) =1 pour tout
avatar A de F, o0, comme d'habitude, & est le prolongement canonique de § A 1'ensemble
des formules sans quantificateur de L.

Il faut construire un modéle 9 de F. L'idée la plus simple est de prendre
lui-méme comme ensemble de base de 2N et d'utiliser § pour définir l'interprétation des
différents symboles du langage de sorte que tous les avatars de F soient vrais dans 2 ; ce
n'est guére souhaiiable, car les symhboles comme vy désigneraient en méme temps une
variable et un élément du modéle, et, & cause de nos coupables abus de langage, il y
aurait une ambiguité lorsqu'on les rencontrerait dans une formule. On va donc faire une
copie de & en ajoutant & L des nouveaux symboles de constante ¢;, pour i €N, destinés &
étre substitués aux variables v; ; on appelle L* le langage ainsi obtenu. A chaque terme t
de L, on fait correspondre le terme clos t* de L* obtenn en remplagant dans t, pour
chaque entier n, les occurrences de v, par ¢,. {Autrement dit :

t* =t
cofvo,£1/¥1,--- ,Enf¥n

si les seules variables de t sont vg, vy, ..., v5)- On fait la méme chose avec les formules : i
G est une formuyle de L, G* est la formule close de L* obtenue en remplagant dans G,
pour chaque entier n, les occurrences libres de v, par ¢,. Soit &* l'ensemble des termes
clos de L* {c'est aussi l'ensemble {t*; t€ F}). De méme At* sera l'ensemble des
formules atomiques closes de L¥, et c'est aussi {G*; G € At}.

Il est” clair que l'ensemble {A*; A est un avatar de F} est aussi
propositionnellement satisfaisable : définissons la distribution de valeurs de vérité £ sur
At* de la fagon suivante :

pour tout G € At, £(G*) = ¥G) ;
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alors, pour toute formule H sans quantificateur de L, on aura :
E(H*) =3(H),
et, par conséquent, pour tout avatar A de F, e(A*} =1.

On est maintenant prét i définir . Son ensemble de base est 9*. Si ¢ est un
symbole de constante de L, alors ey =c; si f est un symbole de fonciion de L, disons
d'arité n, et vq,ug,...,un € F¥, alors :

fm(ut,uz,...,u,.) = fuyuy...uy.
51 R est un symbole de prédicat de L, disons encore d'arité n, et uy,u3,...,u, appartiennent
a4 7%, alors :

(ug,uz,...,00) € R i et seulement si e(Rujz...up} =1,
ce que 'on peut encore écrire :
M F Rujuy...un siet seulement si e(Ruquz...up) =1
Cette équivalence s'étend A toutes les formules sans quantificateur (preuve par induction
sur la hauteur de la formule) : 8i H[vvz,...,va] est une formule sans quantificateur et
Uy,Y3,..., U, appartiennent & %, alors :
Mk Hluy,uz,...,u,] 5i et seulement si £(H[vy,uz,...,0q]) = 1.

On assure ainsi que, si A est un avatar de F, alors M F A* .

11 reste & voir que 1'on a bien un modéle de F. C'est ici que les fonctions a; vont
dévoiler leur vraie nature : ce sont des fonctions de Skolem déguisées. Pour chaque i
compris entre 1 et k, définissons I'application f; de (9*) dans 9™ par :

filtuta, . ti) = cuittptz,....t;} '

Alors, pour toute suite {ty,tz,...,tx) d'éléments de M, on a :
M E Bty hita ) tafaltnt2) - tifi{ty, bz, ti)]-
(parce que B[ty fi(ts)tafalts,ta), . st filtnta. . te)] =
B[tt""m ap Yottt ‘“"tk’vaktthtz,.‘.,tk)]*)
Si on considére les fonctions f; comme des fonctions de Skolem, on voit que T satisfait
une forme de Skolem de F, et donc 2 satisfait F (chapitre 3, 4.5, lemme 1).
(5]

36 Le théoréme 3.5 montre donc que, si F n'a pas de modéle {c'est le cas
notamment si -F est démontrable), alors il existe une conjonction d'avatars de F dont la
négation est une tauntologie; c'est la réciproque de ce fait que l'on va prouver
maintenant.

THEOREME : Si lensemble des avatars d'une formule F n'est pas
propositionneliement satisfaisable, alors -F est démontrable.
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[ On sait qu'il existe des avatars de F en nombre fini, disons Ap pour p compris
entre 1 et n, tels que la formule . <¥" -Ap 30it une tautologie.

Désignons par .# 'ensemble des formules de la forme :

i iy Vg 3 Bl t

ol i est un entier compris entre 0 et k, ty,tz,...,t; € 7, et les wj sont des variables qui
n'apparaissent dans aucun des termes ty,ty,....t;, et différentes de v

aylty)? 2’vu.2tt|_t2] “"‘ti’vuiu,_tz,...‘til‘w2i+|’w2i+2""’wzk ’

v P
oqity)’ oyt ta) ! !

vui(h,tz,...‘ti} :

Les avatars de F appartiennent, manifestement & £ (prendre i =k). On connait
done un sous-ensemble fini | de £ tel que F fy -f . L'idée est de guantifier peu & pen
toutes les variables libres de cette formule. Lorsque ce sera fait, on aura une formule
équivalente 4 -F.

Supposons donc que | soit un sous-ensemble fini de £ tel que F f}{-f .On va

trouver un autre sous-ensemble fini de £, J, tel que I'on ait aussi F o -f et que r}{ -f

ait au moins une variable libre de moins que fy =f.
Soit -

T, Iy Vg, W, Bl

ortty P2V oyt 1) ""’ti’vai{thtz,.‘.,ti)’wziﬂl’wziQ’""wzkl
une formule de £. Associons a f l'entier n{f) = ai(ty,tz,...,t;). C'est le plus grand indice
de variable ayant une occurrence libre dans f, autrement dit, si p > n(f), alors vp n'est
pas libre dans f. Cela provient des propriéiés exigées des fonctions ;. D'autre part,
supposons que, pour une autre formule f* € £, n{f) =n(f'} ; posons :

f'=¥z Vz,, 3z, Bluw

2inFaje aytuy) 2V agwy,u9 7Y V0 (u1,u2,..._uj)’zzjﬂ’zzjﬂ’”"zzk]‘

Par construction, les images des différentes fonctions a; sont disjointes ; il en
découle que i =j, et, puisque a; est injective, t; = vy, t =ug,....t; =u; Autrement dit, f et
f' ne différent éventuellement que par le nom des variables liées, et donc F 1 &= {' {voir
les exemples de 1.3).

On peut commencer par supprimer les redites dans | : avec ce qu'on vient de
remarquer, on peut supposer que, sif et f* sont dans |, alors n{f) = n(f'). Prenons alors la
formule g € | ielle que l'entier n{g) soit maximum. Alors la variable v, (g; n'est libre dans
aucune autre formule f de 1.

Posons :
A L Lo L B[ta‘"a,{m ¥ agtn itV aictr ta, oo ) W2ierWaier W]
et H=I-{g}.

Par généralisation, on obtient :
e (Y )

et, puisque vq,g) n'apparait libre que dans g (voir l'exercice 4) :
F (;}{ ) ¥ ¥on ) 8.
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Soit wyi-y une variable n'apparaissant pas libre dans g, et prenons waj = vq g3 - Notons :

'=Yw_ . Jw_..Jw_ Bt v t,v
E 2ia Wiy, Bl a2 Vot 1 7 o Vet b i aier oWk

Alors, F g' = Jvy ) g (<< prendre » Wi =t;}, et donc :

F¥vn g g = g,

et il ne reste plus qu'a poser J =H U {g'} pour obtenir : F r¥ .

Lorsque toutes les variables libres sont éliminées, el aprds suppression des
redites, on obtient :
b ~¥w dwVws. . dwaBlwiwa,... wa ;
et cette derniére formule ne différe de -F que par les noms des variables liées.
0

37 Résumons :

THEOREME : Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
i} F n'a pas de modéle ;

i) il existe des avatars Ay, Ag, ..., A, de F tels gue KXn_' Ap
soit une tautologie ;
i) kAF.
8 L'implication i} = ii} est le théoréme 3.5, l'implication ii) = iii} le théoréme
3.6, et l'implication iii) = i) est le théoréme 1.8,
3]
REMARQUES :

1) La preuve du théoréme de complétude que l'on vient d'exposer n'est valable
que pour une forrmule, alors que la méthode de Henkin nous I'a donnée pour une théorie
quelconque. On verra, dans l'exercice 8, comment utiliser la méthode de Herbrand pour
prouver le théoréme de complétude pour une théorie dénombrable.

2} De la preuve précédente, on peut trés bien tirer un algorithme ermetta.nt de
coustruire une démonstration de -F i partir d'une tautologie de la forme Kp<n -Ap .



254 Chapitre 4. Théorémes de complétude

4. LES DEMONSTRATIONS PAR COUPURE

La régle de coupure

4.1 Nous allons présenter dans les deux derniéres sections une nouvelle forme de
démonstration. On y privilégie les régles de déduction par rapport aux axiomes ; elle ne
s'applique qu'a une classe trés restreinte de formules, les clauses universelles. Pourquoi
prouver encore une fois le théoréme de complétude, surtout dans un cadre beaucoup
moins général ? Parce que ces démonstrations sont celles que I'on peut demander le plus
facilement 4 un ordinateur. Elles sont la base du langage prolog. Derriére presque chaque
résultat de ces sections se cache un algorithme ; cependant, nous nous contenterons de
donner une idée de la méthode, sans vraiment nous intéresser & ces algorithmes.

Dans les premiéres sections, nous ne nous sommes pas occupés de
démonstrations formelles dans le calcul des propositions, tout simplement parce que nous
avons choisi de mettre brutalement toutes les tautologies parmi les axiomes. Ce n'est pas
ce que nous allons faire ici, parce qu'on veut donner une méthode permettant de se
rendre compte si une proposition est une tautologie ou non qui soit plus rapide que celle
utilisant les tables de vérité. Cette section est donc consacrée au seul calcul des
propositions. Rappelons d'abord une définition signalée au chapitre 1 (3.5) :

4.2 DEFINITION : Une clause est une proposition de la forme :
(A V=RV . VAL VB VBV ... v By)
ot Ies A; et les Bj sont des variables propositionnelles.

La clause (=A, ¥ ~Az V ... ¥ oA, ¥ B, V B2 ¥ ... V By) est logiquement équivalente,

lorsque m et n sont strictement positifs, 4 la formule :
(ATAAZA L AA)Y= (B VBV ... VBy),

et c'est ainsi qu'on la notera habituellement. La prémisse de cetie clause est la
conjonction (A;AAxA ... AA,), tandis que sa conclusion est Ja  disjonction
(B4 VBaV.. .V By

Il peut arriver que n ou m soient nuls. La clause {B; vV By V ... v B,) sera notée
= (B, V¥ B3 V...V By) et la clause {(-A; ¥ Ay V...V -A,) sera notée (Aj A Az AL A Ap) =
{On pourrait étendre les conventions faites au chapitre 1 (en 2.12) et définir la
conjonction d'un ensemble vide de formules comme étant la proposition toujours vraie et
la disjonction d'un ensemble vide de formules comme étant la proposition toujours
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fausse.) Si n et m sont tous les deux nuls, alors on obtient une disjonction vide, qui, par
convention, désigne la proposition fausse, que l'on notera D et que l'on appellera
précisément la clause vide.

On a déja prouvé que toute proposition est équivalente & un ensemble fini de
clauses {chapitre 1, théoréme 3.35).

Les démonstrations par coupure se font uniquement i l'aide de régles de
déduction. La premiére est la régle de simplification : si dans la prémisse d'une clause .8,
une variable propositionnelle A apparait plusieurs fois, alors la clause .£' obtenue en
supprimant de la prémisse de £ toute les occurrences de A sauf une est une formule
logiquement équivalente 4 4. Evidemment, la méme chose est vraie pour la conclusion
de . On dit alors que l'on a simplifié £ et que £' est déduite de ¢ par simplification.

Par exemple, (A;AA;AAIAA) = (B, VB VB;) peut se simplifier en
(A1 A Az A AL = (B V By V By) qui se simplifie lui-méme en (A, A Ay A Ay) = (B v By).

43 DEFINITION: Soient # =(AjAA;A..AA)= (B, VB2V..VBy) et
P=(CiACA. . AC)= (DyVDyV ... vDg) deux clauses. On dit que la
clause € se déduit de ¥ et & {ou de & et € ) par coupure s'll existe des
entiersi (lgigm)eti(l<jgp)telsqueBi=Cjetsi & est la clause :

(ATAAIA . AARACACA . ACHACA . AC) =
(B4VBaV..VBiqVBiyV..VBunV Dy vDaV .. VDy).

Ainsi par exemple, si une variable propositionnelle A apparait a la fois dans la
conclusion de ¥ et dans la prémisse de &, et s) on suppose de plus que A n'a, dans ¥
comme dans &, qu'une seule cccurrence, alors on peut déduire de % et & une troisiéme
clause dont la prémisse et la conclusion sont respectivement la conjonction des prémisses
et la disjonction des conclusions de ¥ et 2 desquelles on a supprimé la variable
propositionnelle commune A.

EXEMPLE : Considérons les clauses :

€ ={(AABAC)=(DVEVF)
et F={(DAAAG)=(EVH).
On peut appliquer la régle de coupure de fagon i faire disparaitre la variable
propositionnelle D qui se trouve 4 la fois dans la conclusion de ¥ et dans la prémisse de
Z. On obtient la clause (AABACAAAG)=(EVFVEVH), qui, aprés
simplification, donne la clause (AABACAG)= (EVF v H).

La régle de coupure est justifiée sérantiquernent par la proposition suivante :
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PROPOSITION : Supposons que & se déduise par coupure de & et &.
Alors toute distribution de valeur de vérité qui rend vraie 4 la fois ¥ et &
rend vraie &.

@ Donnons-nous € et 2 comme dans la définition 4.3, avec B; =Cj, et
E=(ATAAIA L AATAGAGA LAGAGqA . AC)=
(BiVBa V.. VB VBinV..VBavDy VD, v... VD)
Soit £ une distribution de valeurs de vérité telle que (#)=0. On va montrer
qu'on aalors: £(F)=00ue(P) =0
On a nécessairement :

1) e(Ay)=1pourtout ktelquel gk gn;
82} e{C)=1pourtoutktelquel gk gpetk=j;
#3) £(By)=0pourtout ktelque l gk g meth=i;
¢ 4} £(Dy) =0 pour tout k tel que 1 < k £ q.

Comme B; =Cj,ona:
® 50it £(Cj) =1, et alors e(F) =0 (& cause de 2) et 4)) ;
® 50it £(B;) =0, et alors £(¢ ) =0 (4 cause de 1) et 3)).
]

REMARQUES : # I1 est évident que, si une méme variable a simultanément une
occurrence dans la prémisse et une occurrence dans la conclusion d'une clause, alors cette
clause est une tautologie. La réciprogue est également vraje: si une clause est une
tautologie, sa prérisse et sa conclusion ont au moins une variable en commus.

» 1] est utile de se rendre compte que la clause vide ne peut pas se déduire d'une
autre clause par simplification.

s D'autre part, si o se déduit des clauses ¥ et & par coupure, alors il existe
nécessairement une variable propositionnelle A telle que, ¥ =A= et F== A ou
l'inverse.

44 Les démonstrations par coupure sont en réalité utilisées sous forme de
réfutations : on démontre qu'un ensemble de clauses n'est pas satisfaisable.

DEFINITIONS : Soient T un ensemble de clauses et ¥ une clause. Une
démonstration par coupure de ¥ & partir de I' est une suite de clauses
{2, Da,..., Ds) se terminant par Ia clause ¥ (Do =€) et telle que, pour
tout | compris entre 1 et n, soit & appartient 4 I', soit 2 se déduit par
simplification d'une clause @ avec j strictement inférieur 4 i, soit P; se
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déduit par coupure de deux clauses 2 et By avec j et k strictement
inférieurs 4.

On dit que ¥ se déduit (par coupure) de T s'il existe une
démonstration par coupure de ¢ & partir de T

Une réfutation de T est une démonstration par coupure de la clause
vide o 4 partir de T".

On dit que T est réfutable s'il en existe une réfutation.

La méthode est adéquate, ce qui veut dire gu'on ne peut réfuter que ce gui n'est
jamais vrai :

PROPOSITION : Si " est réfutable, alors T n'est pas satisfaisable.

@ Soit (21, %,...,4,) une réfutation de T, et supposons, pour obtenir une
contradiction, que £ soit une distribution qui rende vraies toutes les clauses de I'. On
montre, par récurrence sur l'entier i compris entre 1 et a, que (@} =1. C'est clair si
ZieT. 51 & s'obtient par simplification de F; {j < i), alors £( ;) =1 {par hypothése
de récurrence} et donc £(F;) =1, parce que #; et Fj sont logiquement équivalentes.
Enfin, si #; est obtenue par coupure, on utilise la proposition 4.3.

Si o appartient & T, alors, d'aprés nos conventions T n'est pas satisfaisable {on
remarquera d'ailleurs que ce cas est vraiment sans intérét : la méthode gque nous
décrivons est destinée & étre appliquée & des ensembles de <« vraies» formules
propositionnelles). Dans le ¢as contraire, on a vu que &, =0 se déduit de deux clauses
Fi=A=et Pj==>A avec i et ] inférieurs & n (voir la remarque & lz fin de 4.3}. Ce
n'est pas possible car alors (&) =1, ce qui implique £{A)}=0 et £(&;) =1, ce qui
implique e(A) =1.

]

Complétude de Ia méthode

45 Nous allons montrer maintenant la complétude de la méthode.

THEQREME : Tout ensemble de clauses qui n'est pas satisfaisable est
réfutable.
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] Soit T' un ensemble de clauses non satisfaisable. Grice au théoréme de compacité
du calcul des propositions (chapitre 1, 5.3}, on peut supposer que I' est fini. On raisonne
par récurrence sur le nombre de variables propositionnelles apparaissant dans I'.

Pour chaque clause #, on notera €~ sa prémisse et €' sa conclusion. On va
d'abord voir gque 1'on peut se ramener au ¢as oit ' satisfait les hypothéses suivantes :

1°) T ne contient pas de tautologies ;

2°) T ne contient pas la clause vide ;

37 toutes les clauses de I' sont simnplifiées ;

4"} pour toute variable propositionnelle A qui a au moins une occurrence dans
une clause de T, il existe deux clauses distinctes € et 2 de I telles que A figure dans la
prémisse de ¥ et dans la conclusion de 2.

Pour les conditions 1°), 2°) et 3*}), il n'y a guére de probléme - si on supprime
les tautologies et on remplace chague clause de I’ par une clause simplifiée, on obtient
encore un ensemble non satisfaisable, et si T' contient la clause vide, alors on sait bien
qu'il est réfutable. Pour la condition 4*}, il suffit d'appliquer le lemme suivant :

LEMME : Si A est une variable propositionnelle qui n'apparalt dans aucune
prémisse ( ou bien dans aucune conclusion) de clause de T, alors

I"={¥ ;¥ el et A n'a pas d'occurrence dans ¥ }
n'est pas satisfaisable.

@ On suppose d'abord que A n'apparait dans la prémisse d'aucune clause de T,
et, en vue d'obtenir une contradiction, que I'" est satisfaisable. Soit 6 une distribution de
valeurs de vérité telle que 3(#¥)}=1 pour toute clause ¥ de I'. Appelons &' la
distribution de valeurs de vérité égale & J sauf, peut-&tre, en cé qui concerne la variable
propositionnelle A ol §'(A)=1. §i ¥ €I, alors §'(#)=8¥)=1 (parce que A
n'apparaft pas dans €}, et 5i ¥ € [ - I, alors 8'(#) =1 (parce que A apparait dans la
conclusion de ¥ ).

On raisonne de fagon analogue lorsque A n'apparait dans la conclusion d'aucune
clause de T'; il faut alors poser 8'(A) =0.

Q

On va raisonner par récurrence sur le nombre n de variables propositionnelles
apparaissant dans I'. On observe que n n'est pas nul car ['=0 ('ensemble vide est
satisfaisable Y et o ¢ I.

Supposons que n =1. Les seules clauses simplifiées, en dehors des tautologies et
de la clause vide, ne faisant intervenir que la variable Ay sont : Ay = et = A;. Comme I’
est contradictoire, I' = { Ay =3, = A; }, et T est donc réfutable.
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Voyons maintenant le passage de n & n + 1. On suppose donc qu'il y an+1
variables propositionnelles apparaissant dans I, et soit A I'une d'entre elles. On pose :
Fo={ # €T; An'apas doccurrence dans & } ;
I'={# el';Aauneoccurrence dans ¥~} ={ €,,€,,....,6n };
I"={¢ €I;Aauneoccurrence dans ¢* } ={ &), %...,9p }.
Avec nos hypothéses, on voit que I' est la réunion disjointe de Iy, I'" et ', et gue ni T~
ni I'* n'est vide. 5i 1 est compris entre 1 et m et j est compris entre 1 et p, on peut
appliquer la régle de coupure sur % ; et &; pour éliminer la variable A : appelons £ la
clause ainsi obtenue. Si 'une des clauses & est la clause vide, alors on a trouvé une
réfutation de I'. Sinon, posons :
M=Tou{&ij;1gigmetlgjgp}
On va montrer que I n'est pas satisfaisable. Cornme les variables apparaissant dans I
sont au nombre de n {ce sont toutes celles de I’ sauf A} on saura, par hypothése de
récurrence, que F' est réfutable ; vu ce que sont les & j, on prolongera immédiatement
une réfutation de I'* en une réfutation de I'.

On raisonne par l'absurde. Soit & une distribution de valeurs de wvérité
satisfaisant I". Puisque A n'apparait pas dans I, on peut supposer que A) =0, et il est
clair que &, la distribution de valeurs de vérité égale & & partout sauf (peut-étre) en A ol
elle vaut 1, satisfait aussi I'. On voit que & satisfait Ty (parce que I'p est inclus dans I'}
et I~ (parce que &A)=0) mais pas I {qui n'est pas satisfaisable). Il existe donc au
moins un entier j compris entre 1 et p tel que &P} =0, ce qui implique { Zj) =1 et
K} =0.

Fixons un entier i compris entre 1 et m. On sait que § satisfait £ ;;. Donc :

o s0it H(&5,)=0; alors &ij=FjA€", ol &' est la formule obtenue en
supprimant de #; la variable A ; dans ce cas & #¢')=0 (parce que & Fj)=1), et,
puisque & et £ sont égales sur toutes les variables autres que A, £{% ') =0 ce qui entraine
(€7 =0.

# soit 8(&7;)=1; cette fois, £3,j= 6 Vv 2", ol " est obtenue en supprimant
la variable A de & ; comme (&) =0, on doit avoir &) =¢(¥}=1.

Dans les deux cas €(% i) = 1. Ceci étant valable pour tout i compris entre 1 et m, il en
résulte que £ satisfait I'". Mais £ satisfait aussi I'p (parce qu'il satisfait I'") et T {parce
que £(A) =1). Donc ¢ satisfait I', ce qui est impossible.

e

4.6 Pour savoir 31 un ensemble fini ' de clauses est satisfaisable, il suffit donc
d'appliquer 1'algorithme suivant : d'abord on simplifie toutes les clauses de T' et on
élimine toutes celles qui contiennent dans leur prémisse et leur conclusion une méme
variable, ensuite on applique systématiquement la régle de coupure entre deux clauses
quelconques de T, et ce, de toutes les fagons possibles : ceci fait, on recommence ces
opérations. Au bout de quelgue temps, on n'obtiendra pas de nouvelles clauses (parce
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que, si l'ensernble des variables propositionnelles est fini, l'ensemble des clauses
simplifiées 1'est aussi, et on ne peut pas 'accroitre indéfiniment}) : si on obtient o, ¢'est
que I' n'est pas satisfaisable ; sinon, il 'est. Evidemment si on veut vraiment faire ce
travail, ou méme le faire faire par une machine, il faut utiliser une stratégie un peu plus
subtile que celle que 1'on vient de décrire. Malis cela est une autre histoire.

47

EXEMPLES :

1} Déduire, en utilisant la régle de coupure, la clause B =3 des clauses
(AAB)=(, = A et C = (autrement dit, déduire -B de (A A B) = C, A et -C}.

Chapitre 4. Théoremes de complétude

De(AAB)=Cet C=,ondéduit (AAB)=.
De (A AB}= et de = A, on déduit B =.

2) Montrer que l'ensemble des clauses suivantes n'est pas satisfaisable :
E1=(AAB)=(CVvD); ¥3:=(CAEAF)=;¥€3=(AAD)=;
Fy== BV, €s==(AV(); Fs=C=E; #;:=C=F.

Voicl une réfutation de { &y,..., %7} :

(

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7
8
9

)

)
10)
11)

(CACAF) =
(CAF)=
(CaC)=
C=

=A

=B

D=
B={(CvD)
=(CvD)
=D

u]

par ¥qaet Fg

par simplification de {1}
par (2} et ¥+

par simplification de {3)
par (4} et €5

par (4} et &,

par (5) et €3

par (5} et ¥,

par (8} et (6}

par (9} et (4}

par (10} et (7).
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5. LA METHODE DE RESOLUTION

Unification

51 On va, dans cette sous-section, présenter la technigque de l'unification, dont on
aura besoin pour étendre les preuves par coupure au calcul des prédicats ; le probléme
qui se pose est le suivant : on a, dans un langage donné contenant des symboles de
fonctions, deux termes ty[vyvz,....¥n) et tafwi,wa,...,wm), ol les vi et les wj sont des
variables. Il s'agit de savoir s'il existe des termes ay,as,...,an €t by,ba,...,.bm tels que les
termes ty[a;,az,...,an] &t ta[by,ba,...,by] soient identiques, et de trouver toutes les solutions
le cas échéant. Cela s'appelle unifier les termes ty et ta. On va faire les choses un peu plus
formellement.

Soit ¥ un langage sans symbole de relation, et fixons un sous-ensemble V de
l'ensemble des variables. Appelons J{V) l'ensemble des termes de .# dont toutes les
variables appartiennent & V. La plupart du temps V sera, soit déterminé par le contexte,
soit sans importance, aussi omettra-t-on de le mentionner et on notera & au lieu de
F(V). On peut trés naturellement définir une #-structure dont l'ensemble de base est
FV), que l'on appellera T(V) (ou T): si ¢ est un symbole de constante, alors
l'interprétation de ¢ dans % est précisément ¢, et si f est un symbole de fonction d'arité
n, alors l'interprétation f‘I de f dans ¥ est la fonction de F" dans & définie par :

3ty 120 tn) = Ftitpe b

Par exemple, si .# ne comporte qu'un seul symbole de fonction unaire (et pas de

symbole de constante) et si V={ v;; 1€l }, alors :

F={f";;nel,icN}
ol il est entendu que f" est une abréviation de la suite composée de n occurrences du
symbole f (c'est la suite vide si n =0).

Rappelons la définition 2.7 du chapitre 3 qui, dans le cas ol nous nous trouvons
{absence de symboles de relation dans .¥), devient :

52 DEFINITION : Scient T et M deux .Z-structures et o une application de
M dans M On dit que o est un homormorphisme si :

1°) pour tout symbole de constante ¢ de .2, a(cm) =

2 } pour tout n, pour tout symbole de fonction f d'arité n, et pour

tOus 31,32,...,3n dans T, on a o{fTH(ay,az,..,20)) =1 {a(ar),a(az),....o{an)).

Cgt,‘
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La structure T(V) est librement engendrée par l'ensemble V, ce qui veut trés
exactement dire la chose suivante :

PROPOSITION : Soient 9 une S-structure et a une application
quelconque de V dans S Alors il existe un homomorphisme et un seul de
T(V) dans M qui prolonge a.

& On va définir une application 8 de (V) dans MM par induction :

i) si t =c est un symbole de constante, alors on pose Ht) = T ;

ii) st t =v; est une variable, alors 8(t) = ofvi) ;

fii) si ¥ = ftyt,...ts, 00 f est un symbole de fonction n-aire et les t;, pour i compris
entre 1 et n, sont des termes pour lesquels &t;} a déja été défini, alors :

Bt) = P Bt1), B(ts), - Btn)).

L'application # ainsi définie prolonge clairement o« (4 cause de ii)) et est un
homomorphisme i cause des conditions i) et ifi). D'autre part, si 8' est un autre
homomorphisme prolongeant e, alors pour tout terme t, A(t) = 8'(t) : cela se montre
sans peine par induction sur t.

2

Les homomorphismes de T dans lui-méme sont appelés des substitutions. Ce
nom est pleinement justifié : soit @ une application de V dans F{V) et posons afvy) = up.
Soit # 1'unique homomorphisme de T dans lui-méme qui prolonge & L'homomorphisme
B n'est rien d'autre que l'application qui, & un terme t[v,vz,...,vo], fait correspondre
t . Une substitution est donc entiérement déterminée quand on connait

U/ ¥pU2{¥2;...;Unf¥n o ] N
ses valeurs sur l'ensemble V. On ne prendra évidemment pas la peine d'utiliser deux
notations distinctes pour une application de V dans ¥ et l'unique substitution qui la

prolonge.

5.3 DEFINITION : Soit 5 = { (t1,ur){tzuz),..,{ta,un) } un ensemble fini de couples de
termes. Un unificateur de S est une substitution & telle gue, pour tout i compris entre 1
et n, o{t;} = o(u;). Unifier S, c'est trouver tous les vnificateurs de S.

REMARQUE : Si ¢ est un unificateur de S et si 7 est n'importe quelle substitution, alors
700 est aussi un unificateur de S : il est bien clair que si ofty) = o{u;), alors

roo(t;) = Tao{u;).

EXEMPLES : On suppose que V ={wvyvavavse}, que ¢ et d sont des symboles de
constantes, h un symbole de fonction unaire et f et g des symboles de fonctions binaires.
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1) S ={(fvihvg,gvagvivs) }. Quelle que soit la substitution o, le terme
ofvihvz) =fo(v }hof{v,} commence par le symbole f tandis que le terme o{gvagviva)
=go{va)go(vi}o(vs) commence par g : il n'y a pas d'unificateur.

2) S ={{vi,gviv2}}. L& encore, il n'y a pas d'unificateur : en effet, pour toute
substitution o, e{gviva) = go(vi)o(va) est un terme strictement plus long que o(v).

3) 5 ={({fwigvova,fhvavy} }. Soit ¢ une substitution; posons, pour v;eV,
o{vi} = u;. Pour que ¢ soit un unificateur, il faut et il suffit que les termes fuguoug et
fhusu, soient identiques, donc (chapitre 3, théoréme 1.7) que :

uy=hus et pguuz=u,
On voit donc que l'on peut donner 4 uy et us des valeurs arbitraires, mais que, une fois
celles-ci fixées, les équations ci-dessus déterminent uq et vy Voici donc un unificateur x,
qui est le plus simple auquel on puisse penser :
rvay=vz, 7(vs)=va, m(w)=hvy, x(vy)=pgvova.

On a déjA vu que toute substitution de la forme rox est aussi un unificateur. En
fait, on a 13 tous les unificateurs (on dit alors que = est un unificateur principal, voir la
prochaine définition) : soit ¢ un unificateur quelconque de S et soit 7 une substitution
telle que w{va} = avz) et m{va) = olva). Montrons alors que o= rox . En effet si i est égal
4 2 ou 3, alors a(vi) = r{v;) = rox(v). D'autre part, o{v1} =he{vz) (parce que ¢ est un
unificateur), et he(vz) = hr{vs) = r{hvs) (parce que 7 est une substitution) et on sait que
hvg=x(v;). On conclut bien que ofv;)=rea(v;). On montrerait de méme que

o(vs) = Tom{vy).

54  DEFINITION : On dit que x est un unificateur principal d'un systéme S si
c'est un unificateur de S et si pour tout unificateur ¢ de S, il existe une
substitution T telle que ¢ = Tor.

L'existence d'un unificateur principal n'est pas un cas particulier :

PROPQSITION : Tout systéme admettant un unificateur admet un
unificateur principal.

8 Soit % = {{t1,1y 1, {t2u2)s-s(tntn) } un systéme non vide. Désignons par V{S)
'ensemnble (fini) des variables ayant au moins une occurrence dans un terme figurant
dans 5 et par Uni(S) !'ensemble des unificateurs de 5. Deux systémes seront dits
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équivalents s'ils ont le méme ensemble d'unificateurs. Convenons de dire qu'un terme t
figure efficacement dans S si S contient un couple de la forme {t,u) ou (u,t) avec t = u.
La hauteur d'un systéme est la plus petite des hauteurs des termes qui figurent
efficacement dans 5.

On va décrire un algorithme permettant :
¢ soit de montrer que S n'a pas d'unificateur ;
» soit de trouver un systéme 5' et une substitution r tels que V(5') ait
strictement moins d'éléments que V(S) et Uni(5) ={ oot ; ¢ € Uni(S"} }.
Cet, algorithme comporte trois étapes : ménage, simplification et réduction.

A. Ménage.

Dans cette étape, on élimine d'abord de $ tous les couples de la forme (t.t) ;
ensuite, si un méme couple apparait plusieurs fois, on n'en garde qu'un exemplaire ;
enfin, si les deux couples (u,t) et (t,u} appartiennent au systéme considéré, on n'en garde
qu'un des deux. On obtient un nouveau systéme 3, équivalent & 5 et de méme hauteur.

B. Simplification.

Cette étape permet d'obtenir un systéme équivalent de hauteur 0 ou de conclure
3 1"impossibilité de 'unification. Appelons h la hauteur de Sy, que 'on suppose supérieure
ou égale & un (sinon il n'y a rien & faire). Prenons un couple (t,u) dans Sy tel que, par
exemple, 1a hauteur de t soit égale & h. On sait que la hauteur de u est au moins égale a
h, et donc les premiers symbeles de t et de u sont des symboles de fonction. On fait alors
le:

Premier test de compatibilité : si t et v débutent par des symboles de fonction différents,
alors il est inutile d'aller plus loin car ni Sy, ni S n'admettent d'unificateur.

Sinon, on peut écrire t=1rrp..rg et v =15;53..5¢. Le systéme 5; obtenu en
remplagant, dans Sy, le couple (t,u) par les k couples (ry,s), {ras2), ... . {rk.5¢) est
équivalent 3 5,. Remarquez que la hauteur de chacun des r; est strictement plus petite
que h. Comme on a supposé que t=u, il existe i compris entre 1 et k tel que
rj #5;. Donc, si on fait encore une fois le ménage, on obtient un systéme S;, de hauteur
stricterment plus petite que h et équivalent & S, et satisfaisant de plus V(5,) C V(5),
puisqu'on n'a pas introduit de nouvelles variables.

En itérant ce processus, on trouve, du moins si on n'obtient pas auparavant la
conclusion que S n'a pas d'unificateur, un systéme 53 de hauteur 0, équivalent & 5 et tel
que V{S3) C V(5).

Soit donc (xy,v1) € S3, %y £y, %y de hauteur 0.

C. Réduction.

On va maintenant se concentrer sur 'unification de (xy,y1). On fait d'abord des
tests pour éliminer certains cas :
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Deuxiéme test de compatibilité : si x; est un symbole de constante et y; n'est pas un
symbole de variable, il n'y a pas d'unificateur.

Test d'occurrence : si x est une variable, disons vi, et si vj a une occurrence dans y, (mais
n'est pas €gale & yq, puisque yq #xq), alors quelle que soit la substitution &, e{v;) est un
sous-terme propre de ofyy), et on ne peut donc avoir a(x)=e{ys): il n'y a pas
d'unificateur.

En dehors de ces cas, et en échangeant éventuellemnent les réles de x; et yq, 0n a
un couple de la forme (vi,y(), 0 y; est un terme dans lequel v; n'a aucune occurrence.
L'unification de x; et y; est alors possible : soit 1y la substitution définie par :

o mi{vi)=wn
o si j=i, T{vj) =vj

Alors, toutes les variables apparaissant dans y, sont laissées fixes par ny, et donc
mily1) =y1. Il en résulte que ny{vi) = nilyq}, et que 7y est un unificateur de {vi,y;). Mieux,
c'en est un unificateur principal : soit ¢ un unificateur de (vi,ys). On va montrer que
ooty =o. En effet, d'une part, si j#i, nfv;)=vj et gom(vj) =o{vj); d'autre part,
ofvi)=o(y;) (parce que o est un unificateur de (viy1)), et 7{vi)=y1 et donc
aori(vi) = o(yy) = o(vi). On a donc bien trouvé une substitution ¢', & savoir o, telle que
o=0'n.

Revenons maintenant au systéme S3. Tous les unificateurs de S;3 sont en
particulier des unificateurs de {x;,y4) et donc de la forme oory, 0l 7y est la substitution
définie plus haut. Enumérons 53 :

S3={ (xy1).(x2:y2}- - (xm¥m} }-
Dong, pour que gery soit un unificateur de 53, il faut et il suffit que, pour tout i compris
entre 1 et m, o{n{x))=o{rnlyi)). On sait déja, d'aprés le choix de ;, que
o{ri(x1)} = o{mi(y1)). Dong, il faut et il suffit que o soit un unificateur de :
S'={ (ni(x2},ri(y2)):(nlxa). malya))o--- (malxm), Talym)) }-

Or, quelles sont les variables qui peuvent avoir une occurrence dans ny(xi) ou my(vk),
pour 2 € k € m ? Seulement les variables ayant une occurrence dans un terme ni{vj), ou
vj a elle-mérme une occurrence dans un des termes xj ou yx, pour k comnpris entre 2 et m,
donc, ol vj appartient & V(53). En se reportant 2 la définition de 7, on voit donc que
V(5") ne contient pas v; et est inclus dans V{53). Nous avons donc tenu nos promesses.

Il suffit alors de recommencer ces trois opérations A, B, C, pour éliminer toutes
les variables libres : soit on tombe sur une impossibilité, soit on trouve des systémes S,
S2, ..., 5% olt V(SK) est vide, et des subsitutions ny,7s,...,7x telles que, pour tout i compris
entre let k - 1,
Uni(S} = {ooTier; 0 € Uni(SHN) ).
Maintenant, tous les termes apparaissant dans S* sont des termes clos {puisque V{(Sk) est
vide). et sont donc laissés fixes par n'importe quelle substitution. Donc, s'il existe un
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couple (t,u) € ¥ tel que t #u, alors ni 5%, ni par voie de conséquence S, n'admettent
d'unificateur ; sinon toutes les substitutions sont des unificateurs de S% et les
unificateurs de S sont exactemnent les substitutions de la forme gorye---707m 00 & est
n'importe guelle substitution : Tye- - - 7201y €st un unificateur principal de 5.

3]

5.5 Cette preuve fournit un algorithme permettant de décider si un systéme admet
des unificateurs et de trouver un unificateur principal le cas échéant. Il faut alterner
deux sous-algorithmes : d'une part, des opérations de ménage et de simplification qui
donnent un systéme équivalent sans aucun couple de la forme (t,t) et ol figure au moins
un terme de hauteur 0 ; d'autre part, la réduction qui diminue le nombre de variables.

EXEMPLE : Dans cet exemple, ¢ est un symbole de constante, f et g des symboles de
{fonction binaire et k un symbole de fonction ternaire. Soit & unifier le systéme 5 :
S = {{kfcgvavzfcgvavakvavevy , kvavavy) }.
1B : Simplification. Le systéme S est équivalent & :
{(fegvavs , va) , (fegvave, va) , (kvavavz, vi) }
1C : Réduction. On pose 1y{va} =fcgvava et 1y{vi) =vi pour i 2. On obtient le systéme :
S1={(fegvavy , fegvavs) , (kvavafcgvavs, vi) ).
24 et 2B : Rien & faire : le systéme est simplifié.
2C : Réduction. On pose v} =kvavafcgvava et m{vi) =v; pour i #1. On obtient le
systéme : S2={{fcgvavs, fegvava) ).
3B : Simplification. On obtient successivement les systémes équivalents 4 52 :
{(c.c), {gvavs, gvava) } puis {(c,c),(vave){vav3}}; aprés ménage, on voit que le
systéme Sj est encore équivalent & : (va,vq).
3C : Réduction. On pose maintenant 73(v4) =v3 et 73(v;) =v; pour i 4. Le systéme 53
est vide.
La substitution r3e70m = 7 est un unificateur principal de S. On peut calculer :

T(vi) = kvavsfegvavy , (vy) =feguavs, T{vz) =v3, 1{va) = va.

REMARQUE 1: On aurait pu conduire les calculs différemment {par exemple réduire le
couple {kvavqva,vi} & 'étape 1B, ou poser 73(vs) =v4 & 1'étape 3B) ; on aurait trouvé un
autre unificateur principal. L'exercice 15 indique cornment trouver tous les unificateurs
principaux d'un systéme a partir de I'an d'entre eux.

REMARQUE 2 : 1l peut arriver que dans un systéme, on puisse faire plusieurs réductions
d'un seul coup. Par exemple, supposons que dans S, il ¥ ait les couples {vi,t;) et {va,t3).
Alors, si ces couples satisfont les tests de compatibilité et d'occurrence et si de plus, v
n'apparait pas dans t; ni vy dans t;, alors on peut réduire au moyen de la substitution 7
définie par r{v,} = ty, r{vz) =tz et 7(v;} = v; pour 1 différent de 1 et 2.



5. La méthode de résolution 267

Les démonstrations par résolution

5.6 On va adapter la méthode de démonstration par coupure au calcul des prédicats.
Comme dans le cas du calcul propositionnel, il s'agira de réfutations plutdt que de
démonstrations. et la méthode ne s'appliquera qu'a une classe restreinte de formules, la
clagse des clauses universelles. On fixe un langage . (qui peut comporter des symboles
de relation) et on appelle 5 l'ensemble des termes de .#. Nous conviendrons que,
lorsqu'il sera question de substitutions dans la suite, il s'agira de substitutions {au sens
de 5.2) relativement au langage ¥ privé de ses symboles de relation.

DEFINITION : Une clause universelle est une formule close de la forme
suivante :

Yoo, We{-A ¥ -Ap v .. VA, VB, VBaV ... v By),
ou les A; et les Bj sont des formules atomiques.

On se contentera souvent d'écrire <«clause> au lieu de <«clause universelle>>.
On fait aussi plusieurs conventions afin de simplifier 1'écriture :

17) On n'éerira pas les quantificateurs : cela est justifié par le fait que
tous les quantificateurs sont universels et que toutes les variables sont quantifiées. La
seule ambiguité est donc l'ordre dans lequel les variables sont quantifiées, qui n'a, en
fait, aucune importance.

2*) Comme pour le calcul des propositions et avec notre convention de ne
pas écrire les quantificateurs universels, on utilisera pour désigner la clause universelle :

Yo Vg V(-8 VB V .. V-4, VB, VB v ... v By),
la notation :
(B AAA L AA)=(B;VBV ...V Bp);
{A; A Az A ... AA,) est encore appelé la prémisse et (B, V By V ... v By) la conclusion de
la clause.

3°) Il est trés possible que les entiers n ou m soient nuls. On utilise les

mémes notations qu'a la section 4 : (A; A Ax A ... A A,) = est la clause :
Voo V(-8 V 2Az V. V -4, ),
et = {B; VBzV ... V By} est la clause :
Yo ¥va. Wy {B; ¥ Ba V ... vV By}
Si m et n sont tous les deux nuls, on obtient, par coavention, la clause toujours fausse,
qui est encore notée o.
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5.7 Soit o une substitution de & (l'ensemble des termes de .¥). Alors o agit sur les
formules : si F est une formule dont les variables libres sont, disons vy,va,...,vx, alors, par

définition, o{F) est la formule AXt[Vth]Vz,--‘,xl:fVl:’ ol x; = ¢(v;) (pour i compris entre 1

et k). Par exemple, si A est une formule atomique, elle est de la forme :
Rtitz...tj
ol R est un symbole de prédicat d'arité j et ty,12,...,tj sont des termes ; alors :
o(A) = Raft,)ota)...o{t;).
Si € est une clause universelle, disons € ={A;AAzA ... AA) = (B;VBaV ...V Bg)
alors, par définition,

o(€) = (o(A)) A o(A2} A ... A 6(A4)) = (0(By) V 6(B2)} V ... V o(Bn)).

REMARQUE : De la définition de la satisfaction d'une formule dans une structure
(chapitre 3, 3.2), on déduit immédiatement la trés importante propriété suivante : si F
est une clause universelle et si 9M est un modéle de F, alors, pour toute substitution o, I
est aussi un modéle de o{F).

L'unification, & son tour, s'applique aux formules: Soient Ay, As, ...,Ap des
formules atomiques. On veut déterminer toutes les substitutions ¢ telles que

a(A;)) = a(Az) = ... = o(Aq), que l'on appellera les unificateurs de (Aq,Az,...,A,). Puisque
les formules A; sont des formules atomiques, elles s'écrivent :
A; =R]t't'.,.t",
1277 "mj

ol R; sont des symboles de prédicat d'arité n; et les tji sont des termes. Si ¢ est une
substitution, on a vu que : o .
ofA)) = Rio{t")o{t;)“.a(tr:‘i)‘

Dong, si pour des entiers i et j distincts et compris entre 1 et n, R; est différent de Rj,
alors il n'y a pas d'unificateurs. Sinon, tous les entiers m; prennent la méme valeur que
nous appellerons m et les unificateurs de (Ay,A,,...,Ap) sont exactement les unificateurs
de I'ensemnble :

{Ghtdslskgml<ign},
et on peut donc appliquer les résultats de la sous-section précédente : soit il n'y a pas
d'unificateur, soit il ¥ a un unificateur principal.

58 DEFINITION : On dit que deux clauses sont séparées si elles n'ont aucune
variable en commun.

Soient deux clauses ¥ et & et supposons que l'ensemble des variables V est
infini ; on peut alors trouver une permutation o de V {c'est-a-dire une bijection de V
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dans V} telle que € et o &) soient séparées. il suffit de définir & de telle sorte que pour
toute variable v; ayant une occurrence dans &, ofv;) soit une variable n'ayant pas
d'occurrence dans €.

Nous sommes maintenant en mesure de décrire la régle de résolution.

Etant données deux clauses € et &, nous allons expliguer ¢e gu'on entend par :
« une clause & déduite de € et & par résolution »>.

La situation est analogue & celle ou, pour des clauses propositionnelles, on a
exposé la régle de coupure. Le réle joué 13 par les variables propositionnelles est tenu ici
par les formules atomiques. La différence essentielle dans la méthode est qu'ici, nous
n'allons pas exiger qu'une méme formule atomique soit présente simultanément dans la
prémisse d'une des clauses et dans la conclusion de l'autre, mais seulement qu'on puisse
se ramener & ce cas moyennant une unification.

Partant de ¥ et & (il est trés possible que ¥ = &), on commence par les
séparer, c'est-A-dire que l'on remplace @ par une clause &'=¢{F), oii 7 est une
permutation des variables telle que & et &' soient séparées, comme on vient de
I'expliquer. Ecrivons ¥ et @' :

# =(AABz A .. AA)=(BiVBaV...VBp)
et D' =(CACA L AC)=(DVv DV ... vDy).
Supposons que l'on puisse unifier certaines des formules de la conclusion de ¥ avec
certaines des formules de la prémisse de &' ; plus précisément, supposons qu'il existe un
sous-ensemble non vide X de {1,2,...,m} et un sous-ensemble non vide Y de {1,2,....p}
tels que l'ensernble {B;; i€ X} U{C;; j€Y) admettent un unificateur. Soit alors o un
unificateur principal de {Bi;ie X}u{(j;jeY}

La régle de résolution permet, dans ces circonstances, de déduire de # et F la
clause universelle £ dont :

e la prémisse est la conjonction de of{Aq) A oA} A ... A a(A,) et des
formules o(Cy) pour h e {1,2,...m} =X ;

e la conclusion est la disjonction de (D) V o(D2) V... ¥ 0{Dgq) et des
formules o{By) pour k € {1,2,....p} - Y.

On pourrait dire aussi que cette clause est obtenue par la régle de simplification
et de coupure {au sens de la section 4) des formules # et &'

REMARQUE : Dans le régle de résolution, on insiste pour que l'unification se fasse au
moyen d'un unificateur principal. La taison est d'origine informatique : il est beaucoup
plus facile d'écrire un algorithme cherchant un unificateur principal que d'écrire un
algorithme cherchant tous les unificateurs.
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EXEMPLE : Le langage comprend : un symbole de fonction unaire h, un symbole de
fonction binaire f, un symbole de prédicat binaire R et un symbole de prédicat ternaire
P. On considére les clauses :

# 3 =Pvwvy = (Rfvjvavs ¥ Rfvvphfvivy)

&t % 2 =Rvyhv; = Pvpvyv,.
On commence par séparer ces clauses : on remplace done € par ¥3:

# 3 =Ruvghvy = Pugvyvy.

Il est facile d'unifier Pvyvavs dans la prémisse de %4 avec Pvyvev, dans la conclusion de
# 5 : un unificateur principal de {(vy,va), (va,va), {va,ve) } est o
a(vi} = o{vz) = o{va) = o(va) = va.
Alors :
o{ % 1) = Pvyvyvy = (Rfvgvgvy V Rfvgvghfvgvg) et o 62} = Rvghvy = Pygvavy.
La régle de résolution donne donc la clause Rvghvy = (Rfvgvgvy ¥V Rivgvghfvgvy).

On peut aussi unifier Rfwvavy, Rfvwahfvgw, et Rvghvy Pour cela, on doit
chercher l'unificateur principal de f§{fvyvafvva), (va,hfviva), (Fvvave) , (va,hvg) ). Le
lecteur vérifiera gue la substitution 7 suivante est un unificateur principal :

)= 5 TR =vy 5 va) =Mfews 3 {ve) = o
On a alors - (% 1) = Pvpvahfvivg = (Rivivahfvvg v Rfvivahiviv,)
et : (¥ 3) = Rfvyuahfuvg =3 Phuvpfuvafug,.
La régle de résolution donne doac :
P vyvahfvivs = Prvofuivafuqva.

5.9 La proposition qui suit exprime que la régle de résolution est sémantiquement
justifide :

PROPOSITION : Supposons que la clause universelle & se déduise des
clauses ¥ et & au moyen de la régle de résoiution. Si M est un modéle de
# et de 2, alors c'est aussi un modéle de £ .

5] On peut évidemment supposer que € et & sont séparées. [l existe donc une

substitution o telle que & soit obtenue par une coupure i partir de o(%) et o @),

éventuellement aprés simplification. Soit M=<M;... > unmodélede € et de &. On a

vu (remarque 5.7} que 9 est aussi un modéle de (%) et de o( 2). Explicitons :
a(F)=(AjAAzA .. AA)=(B VB, V.. VBp),

et o D)=(CACsA ... ACE)=2(Dy VDV ...V Dg),

et supposons que la coupure se fasse sur les formules B pouri e X (X € {1,2,....,m}) et j

pour je Y (¥ C{12,..p} Donc & est équivalente i 13 formule :
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E'=(AjAAZA L AA, A({}lch)):»(ol vDav.. . ¥ qu(f}{Br))

oil={12..m}-XetJ={12,..p}~Y.
Supposons que les variables apparaissant dans ces clauses sont vyva,... v €t
goient a,,as,...,ax des points de M. Notons (en remarquant qu'on passe au langage Ly) :

Al=(A) Bi=(B1)

ayfvyagfva..oapfvg » ete.

ayfvyazfva...agfvy
Omn a alors

ME(ATAAZA .. AA) = (BiVBIV...VBp),
et ME(CIACIA . AC)=((D1v D3V ... VD).
En utilisant la simplification et la régle de coupure dans le cadre du calcul propositionnel
(4.3), on obtient :

Mk (AL AASA .. AAL AN CiY) = (i VD3V .. v D v (Y BY)

X '
et donc : Mk & apfvpagfva...anfva’
@

510 DEFINITION : Soient I' un ensemble de clauses. Une réfutation de T est
ung suite de clauses ¢ = (2, Pa,...,Pn) Se terminant par o, et telle que,
pour tout i compris entre 1 et n, s0it @i appartient & T, soit &; se déduit
de deux clauses la précédant dans o & l'aide de la regle de résolution. On
dit que I est réfutable 5'il en existe une réfutation.

Il découle done de ce qu'on a dit, comme en 4.4, que, si I' est réfutable, alors T
n'z pas de modéle. C'est la réciprogue qui va nous occuper maintenant. Il s'agit done,
lorsque I' n'est pas réfutable, d'en construire un modéle. On va se ramener au cas du
calcul des propositions, en utilisant une méthode de Herbrand simplifiée.

Rappelons que V={ vy ; k €M } est 'ensemble des variables, et & l'ensemble
des termes de .¢. Comme on n'a pas & manipuler les guantificateurs, on n'aura pas les
scrupules qu'on a eus i la section 3, et on va construire un modéle dont 'ensermble de
base est précisément 7. L'interprétation des symboles de fonctions est définie comme en
3.4: 51 f est un symbole de fonction d'arité n alors, tout naturellement, l'interprétation
de f-est la fonction de & dans 9 qui & ty,tg,....t, fait correspondre ft;t;...t,. Appelons &
l'ensemble des formules atomiques. Pour définir complétement notre #-structure, il
reste & décider, pour chaque entier n, pour chague symbole de prédicat n-aire R et pour
chaque suite (tytz, ... , ty), 51 Rtyta..ty ¥ est vraie ou non. Toutes ces décisions sont
indépendantes les unes des autres et peuvent étre prises arbitrairement. Autrement dit,
pour chaque fonction & de # dans {0,1}, on construit une .#-structure Tp de la fagon
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suivante : si R est un symbole de prédicat d'arité n, et si ty,12,....tn € F, alors (t,tz,....ka)
appartient & l'interprétation de R dans T (i.e. TgF Rtjta..ty) si et seulement si
&Rtz ty) =1.

On va considérer les éléments de P comme des variables propositionnelles et &
commme une distribution de valeur de vérité. On étend canoniquement § en une
application 8, qui donne la valeur de vérité des formules sans guantificateur de .%, et
donc, si F est une de ces formules sans quantificateur,

Ty F F si et seulement si §F)=1.

Maintenant, soit G =W ¥va...WvsF[vy,v2,...,va] une formule universelle. A quelle
condition T3 est-il un madéle de G 7 La réponse est simple : il faut et il suffit que pour
toute suite {iq,tz,...ta} d'éléments de Z, on ait

Tp P Flta,tz,. . ta],
ce qui revient A dire que, pour toute substitution o, Ty F 6{F), ou encore o(F)) = 1.

511 T reste & prouver :

THEOREME: Soit T={#;; lgign} un ensemble de clauses
universelles qui n'a pas de modéle ; alors T est réfutable.

3] L'ensemble
X={o{¥); 1 i n,eest une substitution}

n'est pas propositionnellement satisfaisable : si & était une distribution de valeurs de
vérité satisfaisant X, la structure Ty construite ci-dessus serait un modéle de I'. Par le
théoréme de compacité du calcul des propositions, on en déduit qu'il existe un
sous-ensemble fini Xy de X qui n'est pas propositionnellement satisfaisable, et, par le
théoréme 4.5, qu'il existe une réfutation de Xo & l'aide des régles de coupure et de
simplification. On va voir comment transformer cette réfutation en réfutation de I’ (au
sens de la définition 5.10). Il nous faut d'abord un langage plus précis :

s Si A est un ensemble de clauses universelles et 2 est une clause universelle, on
dira que 2 est démontrable par coupure A& partir de A s'il existe une suite
(21, P2,...,Z) telle que F = Py et, pour tout i compris entre 1 et n, soit P € A, soit
il existe j < i tel que #; se déduise par simplification de &}, soit il existe j et k inférieurs
a1 tels que & se déduise par coupure de & et de Fy.

# 51 A est un ensernble de clauses universelles et & est une clause universelle, on
dira que & est démontrable par résolution i partir de A s'il existe une suite
(21, D3,...,Dn) telle que F = P, et pour tout i compris entre 1 et n, s0it &; € A, soit il
existe | et k inférieurs & i tels que & se déduise par résolution de &; et de Py,
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o5 ¥ est une clause, ¥* désignera l'ensemble des formules atomigques
apparaissant dams sa conclusion et % - l'ensemble de celles qui apparaissent dans sa
prémisse. 5i ¥ et 2 sont deux clauses, on écrira € C Fsi €°C @ et €*C F.

On sait déja que la clause vide o est démontrable par coupure & partir de Xg. On
Va montrer :

LEMME : Soit & une clause démontrable par coupure a partir de X. Alors
il existe une clause & démontrable par résolution 4 partir de I' et une
substitution 7 telles que (&} C 2.

11 est d'abord clair que le lemme permet de conclure : en 'appliquant 4 la clause
vide, on voit qu'il existe une clause € démontrable par résclution & partir de [ et une
substitution 7 telle que 7{&) C 0. Nécessairement, (&) =npet § =n,

@ Soit {24, Fy,..., @n) la démonstration par coupure de & & partir de X (et
donc @ = @,). On raisonne par récurrence sur l'entier n. Différents cas sont &
envisager :

a) @y € X; cela veut dire qu'il existe une substitution & et une clause €; €T
telles que & = o(¥ ;). 1l suffit alors de prendre & =¥ et r=0.

b) Il existe i < n tel que P, s'obtienne par simplification i partir de F;. Cela
implique que &; C &y, parce que F; = D, et F; = Dy. Par hypothése de récurrence, il
existe une clause & démontrable par résolution i partir de I' et un substitution r telles
que 7{&) C &;. D'ot la conclusion.

€} @q est obtenue par coupure 3 partir de deux clauses Fiet Fj, ol i et jsont
des entiers inférieurs & n. Par hypothése de récurrence, il existe des clauses &4 et &,
démontrables par résolution & partit de I' et des substitutions n et 7 telles que
(&1} C Di et (84) C Pj. Séparons £, et &,: soit ¢ une permutation de l'ensemble
des variables telle que, en posant #3=o0{&2), &, €t &4 soient séparées. Il existe alors
une substitution g telle que : si v; est une variable ayant une occurrence dans &, alors
glvi)=m{vi) et si v; est une variable ayant une occurrence dans &3, alors
B(vi) = oo (v;). Dans ces conditions :

BE)=n(8,) C @i,

#(83) =007 (&3) =72 E2) C Pi.

Explicitons &,et &3

E1=(AyAAZA . AA)=(ByVByV .. VB
et E3={CiACA  AC)=(DVD Y. VD).

On sait que I'on peut appliquer la régle de coupure au couple (&, &j). Cela veut dire
qu'il ¥ a une formule atomique E qui apparait dans la conclusion de &; et dans la
prémisse de #j, & moins que ce soit l'inverse ; on peut supposer, par exemple, sans rien
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perdre en généralité, que E € .@'; et E € &} Comme @, est obtenue par coupure A partir
de Piet Fjet que o{84) C Fiet p(&3) C P, on voit que :
(%) {s(Ai);1<igr}u({p(C);1gigt} —E}C 24

et {pDi);igigt}u{{uBi);1gigs}-E)C &

La formule E n'apparait pas nécessairement dans p{#,)*, ni dans p(&3)", ce qui
nous oblige & distinguer plusieurs cas :

1} pour tout k compris entre 1 et s, E = p{By) ; dans ce cas, p{&,) C &y, et on
obtient la conclusion recherchée ;

2) pour tout k compris entre 1 et t, E = 4{Cy) ; dans ce cas p{ € 3)= (€ 2)C Ty,
et on obtient encore ce gue 'on veut ;

3) Les ensermnbles X={i; 1gigs et u(By=E} et Y={j;1gjgt et
#(C;)=E} ne sont pas vides. On peut alors unifier {Bi;ieX}U{C;j;jeY} et
appliquer la régle de résolution & & et &, Voyons comment avec plus de précision. On
a déja séparé &, et £, et obtenu &, et &3 Soit alors o un unificateur principal de
{Bi;i€X}U{Cj;je¥Y} Puisque p unifie ces formules, il existe une substitution r
telle que g = rog. Par résolution, on obtient une clause &, qui a toutes les propriétés
requises :

» elle est démontrable par résolution & partir de I' {puisque &, et £, le sont).

e 8.={0(B)); 1gigs et igX}U{a(Di}; 1 <igu}; cela montre que
) =m{&) ={uB); 1gigsetigXJu{pD); 1<igu} Avec (*), on voit
que (& 4)* C 2.

¢ Un raisonnement analogue montre que 7{&4)"C &5,

5]

512  EXEMPLES:

1°} Le langage contient un symbole de constante ¢, deux symboles de prédicats unaires $
et Q, un symbole de prédicat binaire R et un symbole de fonction f. Il s'agit de déduire la
clause vide des six clauses suivantes :

(1) Qfveg = Svp (2] =§(SVO v RonVo)
(3)  Pvo=Quv (4)  (Pvy A Rvgvy) = Pvg
(5) =Pc (6) Sc=

On applique d'abord la régle de résolution entre (1) et (6), en unifiant Svp et Sc, au
moyen de 1'unificateur principal ¢{vp) = ¢ {on convient que, si on ne précise pas ce qu'est
a{vi}, c'est que ofvi) =vi). On obtient :

() Qfc=.
En unifiant Qfc et Qvp (unificateur principal o'(ve) =fc), on obtient & partir de
(et (7):

(8) Pfc=;
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puis avec (4), en unifiant Pfc et Pvy au moyen de o' :
' (9)  (Pv; ARfcv) =
On peut maintenant unifier Rfcvy dans (9) et R fvgvp dans (2). L'unificateur principal
est o"(vg) = o"(vy) =, et la régle de résolution donne :
(10) Pc=5c.
Avec (5), on obtient = Sc et avec (6) la clause vide.

2°) On va reprendre l'exemple 3.3. Les formules F4 et F5 ne sont pas des clauses. Pour
$e Tamener i ¢e cas, on introduit des fonctions de Skolem, soit : un symbole de constante
d et un symbole de fonction unaire f. On doit alors déduire la clause vide de 1'ensemble
de clauses suivant :

(Pwovivs A Pyvavy A Pygvavs) =3 Pyovgvs

(Pvgviva A Pvyvavg A Pygvavs) =3 Pygvovs

)
)
J = Puyg
1} = Pugfugc
) Podd=

Avec (1) et (5), en unifiant Pvgvgvs et Pedd (unificateur évident), on obtient :

(6)  {Pcvivg A Pyyvad A Pygvad) =,
Les clauses (6) et (3) sont séparées et on peut unifier Pvgtvg €t Povivy 2 1'aide de
I'unificateur principal o{vg) = 6{v{)} = o(v3) = ¢ : on obtient :

(7} (Povad A Povad) =

On applique maintenant la régle de résolution entre (7) et(2) : il faut d'abord les
séparer, et on remplace (7) par {Pcved A Povgd) =. On unifie ensuite Povgd et Pugvavs
{o(ve) = ¢, olvs) =d, o{vg) =vz) et on obtient :

(8)  {PvgviC A Pujvavy A Pyovgd) = ;
Pour séparer (3) et (8), on remplace (3) par Pvgcvs, et, en unifiant cette formule avec
Pvovad (a(vg) = ofvg) =d, a(vy) =), on obtient :

{9}  (Pdvic APvvx) =
On applique alors la régle de résclution entre (4) et (9) en unifiant Pwgfvee et Pdvyc
{o(ve) =d, alv,) =1d)) ; d'oid :

(10) Pfdvze =,
puis entre (4) et (10) pour obtenir la clause vide (g(vo) =fd, o{vy) =ffd).

5.13 Lz proposition 5.9 et le théoréme 5.11 donnent une base théorique 4 la méthode
de résolution : imaginons que l'en veuille déduire une formule F des formules G,
Ga,...,Gn. On essaiera plutdt de montrer que l'ensemble

§ G,Gay--,Gr YU {-F }
n'a pas de modéle. On commence par remplacer ces formules par un ensemble de clauses.
Pour cela, on ajoute d'abord des fonctions de Skolem: et on obtient ainsi des formules
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universelles. Ensuite, on met la partie sans quantificateur de chacune de ces formules
sous forme normale conjonctive {chapitre 1, 3.4). On utilise alors la distributivité du
quantificateur universel par rapport 4 la conjonction (chapitre 3, 3.9) pour obtenir un
ensemble de clauses universelles.

C'est de cet ensemble qu'il faut alors déduire la clause vide au moyen de la
régle de résolution. Evidemment, dans la pratique, on ne peut pas se contenter
d'appliquer systématiquement la régle de résolution de toutes les fagons possibles. Il faut
adopter une stratégie, et un grand nombre de ces stratégies, dont on ne parlera pas ici,
ont été élaborées.

Remarquons qu'il ¥ a une différence théorique essentielle avec le cas du calcul
des propositions : on a déja dit que, dans ce dernier cas, la recherche était bornée. Ce que
l'on entend par li, c'est qu'aprés un certain nombre d'applications de la régle de
coupure, nombre qui peut étre borné & priori {(au maximum 3" s'il y a n variables
propositionnelles : voir 1'exercice 10), si on n'a pas obtenu la clause vide, alors on ne
I'obtiendra jamais et 1'ensemble de clauses dont on est parti est satisfaisable. Ceci n'est
plus vrai dans le calcul des prédicats {sauf pour des langages particuliérement pauvres).
Dans le cas général, tant que l'on n'a pas obtenu la clause vide, on n'est pas certain que
la recherche soit terminée. Ce n'est gue si l'on n'obtient jamais la clause vide, et si la
recherche est menée de fagcon systématique, que l'on peut conclure & coup sir que
l'ensemble de clauses initial est satisfaisable (théoréme 5.11). Cette diiférence
s'exprimera sous une forme plus frappante au chapitre 6 : le calcul des propositions est
décidable, le calcul des prédicats ne l'est en général pas.
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EXERCICES
1 La formule F = WvF est—elle universellement valide pour toute formule F ?
2. a) Donner un exemple montrant que la restriction «w n'est pas libre dans F»

est nécessaire pour pouvoir affirmer que Wk = YwF,/y est universellement valide.

b) Donner un exemple montrant que la restriction «w n'est pas liée dans F » est
nécessaire pour pouvoir affirmer que WF = YwF,/, est universellement valide (voir 1.3,
exemple 3).

3 Soient, dans un langage &, une théorie T, deux formules F et G. On suppose que
ThIvF et T V(F=G).
Montrer, sans utiliser le théoréme de complétude, que :
T+ IvgG.

4, Soient F et G deux formules, et on suppose que la variable v n'est pas libre dans
F. Donner une démonstration formelle de F ¥ ¥G & partir de W(F v G}.

5. Soient . un langage et ¥ l'ensemble des formules de %

a) Montrer qu'il existe au moins une application ¢ de l'ensemble & dans { 0,1}
satisfaisant les conditions suivantes :
' 1) SiF € & et F commence par un quantificateur universel, alors ¢(F} =0 ;

2) S§i F € & et F commence par un quantificateur existentiel, alors ¢p{F}=1;

3) Si F est de la forme -G, alors ¢(F) =1 —¢(G) ;

4) §i F est de la forme (G a H), ol a est un symbole de connecteur hinaire,
alors o(F) = 3{(G),0(H)), ot & est l'application de {0,1}% dans {0,1} correspondant au
connecteur a.

b) Montrer que, si F est un axiome, alors (F} =1.
¢) Montrer que, si o{F = G)y=1et p(F} =1, alors p{G) =1.

d) Montrer que, si F admet une démoenstration qui ne fait pas appel 4 la régle de
généralisation, alors ¢(F}=1. En déduire qu'on ne peut pas se passer de la régle de
généralisation, c'est-A-dire qu'il existe des formules démontrables, mais qui ne sont pas
démontrables sans la régle de généralisation.

6. On va utiliser une méthode analogue a celle employée & l'exercice 5 pour
montrer que le schéma d'axiome c) des quantificateurs est indispensable.
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a) Définir une fonction ¢ de & dans { 0,1 }, qui satisfasse les conditions 3) et 4}
de l'exercice 5 et :
1) Si F € ¥ et F commence par un quantificateur universel, alors @(F) =1;
2) 51 F € & et F commence par un quantificateur existentiel, alors ¢F) = 0.

b) Montrer que, si F admet une démonstration ne faisant pas appel au schéma
c}, alors {F) =1.

¢) Ecrire une formule qui est démontrable, mais dont toute démonstration utilise
le schéma c).

7. Si F est une formule, on appelle F* la formule obtenue en remplacant, en

chacune de ces occurrences, le quantificateur existentiel par le quantificateur universel.

Montrer que, si F admet une démonstration ne faisant pas appel au schéma a), alors
FF*.

Ecrire une formule démontrable, mais dont toute démonstration utilise le schéma a}.

8. Utiliser la méthode de Herbrand pour montrer le théoréme de complétude
suivant :

Soient T={Fs; neMN} un ensemble de forrmules closes qui sont toutes sous
forme prénexe. Montrer que, si T est cohérente, alors T a un modéle.

9. A l'aide d'une preuve par coupure, donner une réfutation de chacun des guatre
ensembles de clauses suivants :

(@(AAB):C,:A,C:,:B};
B {{(AABy=C,A=B,=A,C=};
c{{(AAB)= ,C=A, =, D=B,=(DVB)}

; (AABY={(CvD},{CAEAF)=,{AAD)=,=(BVv(),=(AV(),
- C=E,CF )
T
10. }  On suppose que l'ensemble des variables propositionnelles est de cardinalité n et
estjégal 4 { ALAg ..., Ap }. On veut compter le nombre de clauses, mais, premiérement
on ne considére que les clauses ol une méme variable propositionnelle n'apparait pas
plus d'une fois (si un variable propositionnelle apparait plusieurs fois dans la prémisse,
ou dans la conclusion d'une clause, alors on peut la réduire, si une variable
propositionnelle apparait dans la prémisse et dans la conclusion d'une clause, alors ¢'est
une tautologie) ; deuxiémement, on ne veut compter qu'une fois les clauses dont la
prémisse et la conclusion ne différent que par 1'ordre des variables. On dira qu'une clause
est réduite si elle est de la forme :
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(A AAALA J=(A VA VA )
T 12 'n n 12 Im
ol n et m sont des entiers et (iy,iz, ..., n) €6 (jisjz, --- .Jm) SO0t des suites strictement

croissantes. Le nombre recherché est exactement le nombre de clauses réduites. Quel
est-il 7

11. Soit $ un ensemble de 7 clauses, et on suppose que, dans chacune d'elles,
apparaissent au moins 3 variables propositionnelles distinctes. Montrer que 5 est
satisfaisable.

12, On considére 'ensemble I' des quatre clauses suivantes :
#,=(AAB)=C ; €,=(BAC)= ;
$3=A=1B ; Fa==A

a) Donner une réfutation de I' 4 1'aide d'une preuve par coupure.

b) Montrer que des clauses ®, et ®3 on peut déduire par coupure et
simplification la clause P =A=' C, mais que l'ensemble {¥, ¢, L} n'est pas
réfutable.

13, Le langage ¥ comprend deux symboles de constante a et b, deux symboles de
fonction & une place h et k, et deux symboles de fonctions 4 deux places f et g. Unifier les
cing systémes suivants :

a} (gvoghbgvavs , EEEvsvahvaghbyy) ;

b) (gvagBv2aEVoV , BEEVOV2EVOVIEEV2RYS) ;

c} (gvaggfevivefusviogfvigavafvovs , gffvavgfuiviggvagfvioafvevave) ;

d} (fvofffgvaevifvavsigvrbvogvavs , fggvovagvavioffvefgvibfvivizva) ;

e) {gvogekvsgviivrggvighvakvavghvg , ghgviovaggveggkky ghvavigviavavo).

14, On appelle V l'ensemble des variables et % l'ensemble des termes. Soit @ une
permutation de V (c'est-i-dire une bijection de V dans lui-méme). Montrer que o,
I'unique substitution qui prolonge e est bijective.

On suppose réciproquement que 7 est une substitution, qui est une application
bijective de 9 dans . Montrer que la restriction de v 4 V est une permutation de V.

15. Dans cet exercice, on suppose que l'ensemble V des variables est fini et égal &
{v1,¥2,....¥n }. On appelle 7 l'ensemble des termes.

a) Soient & une substitution et t un terme et on suppose que o(t)=t. Montrer
que si v a une occurrence dans t, alors ofv) =v.
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b) Solent & et x deux substitutions et v une variable. On suppose que x = gor.
Montrer que l'une au moins des deux affirmations suivantes est vraie :
i}olv)=v;

ii) pour tout terme t, v n'a pas d'occurrence dans a{t).

¢) Soient maintenant , 1y, @, oy des substitutions et on suppose que x = gomy &t
M1 = oo, On pose :
A={veV;il existe un terme 1 tel que v a une occurrence dans #{t) }
et B=f{alv);veA}
Montrer que B { V, que oy est une bijection de A sur B, ¢ une bijection de B sur A, et
que gooy est 1'identité sur A.
Construire des bijections &' et ¢} de V dans V telles que :
i) pour tout v € A, oy(v) = ai(v) ;
ii)  pourtoutv € B, o(v)=¢'{v) ;
iii}  o's0} et opoo’ sont égales A 'identité sur V ;
iv)] x=d'm;

v) = Ojof.

d) On suppose que x est un unificateur principal d'un systéme S. Montrer que
'ensemble des unificateurs principaux de S est égal 4 :
{ oo ; & est une substitution et une bijection de Fsur I}

16. Le langage est constitué de trois symboles de prédicat unaire P, R et 5, un
symbole de prédicat binaire Q, et un symbole de fonction unaire f. Appliquer de deux
fagons différentes la régle de résolution aux deux clauses universelles suivantes :

Svo= (Pvg¥ Rvg} , (PvgAPfv) = Quovy.

17. Le langage est le méme que pour l'exercice 16. Ajouter des fonctions de Skolem
au langage pour pouvoir mettre les formules suivantes sous forme de clauses, puis utiliser
la méthode de résolution pour montrer qu'elles forment un ensemble contradictoire :

ug¥vi{Pvg A (Rvy = Qupwi)) ;

Yo (-Pvg ¥ =Svq V ~Qvgyy) ;

Fvy(Rvy A Svyq).

18. Le langage comprend un symbole de prédicat binaire R et un symbole de
fonetion unaire f. On considére les formules suivantes :

F, Wvo{3v Rvovi = Rvefve) ;

Fz WVvodviRvovy ;

F3 EIVQRHVQVO M

G JvodviIvz(Rvgvy A Rvivz A Rvavg).
Montrer, & 1'aide de la méthode de résolution, que G est conséquence de {Fy,Fa,F3}.
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CHAPITRE 1

1. Pour chaque formule F, appelons respectivement b[F] et n[F] le nombre
d'occurrences de symboles de connecteur binaire et le nombre d'occurrences du symbole
de négation dans F. Nous allons démontrer par induction que la longueur de F est :

(*) lg[F] =4b[F] + n[F] + L.

¢ 5i F € P, alors b[F] =n[F] =0et lg[F] =1 ; (*) est vérifife.

¢ Si F =G, alors b[F] =b[G], n{F] =n[G] + 1, et Ig[F] = Ig]{G] + 1. Par hypothése
d'induction, Ig[G] = 4b{G] + n[G] + 1. On en déduit que (*) est encore vérifiée.

8 5i F=(G aH) (ol & est un connecteur binaire), alors b[F] =b[G] + b[H] + 1,
n[F]=n[G] + n[H], et Ig{F]=1g[G] +Ig[H] +3. Par hypothése d'induction,
Ig[G] =4b[G] + n|[G] + 1 et Ig[H] =4b[H] + n[H] + 1. La aussi, (*) est vérifiée.

2. Désignons par X, l'ensemble des longueurs des formules de hauteur n. Les
formules de hauteur 0 étant les éléments de P, on a X = {1}.

Nous avons démontré (1.5) que la hauteur d'une formule est toujours strictement
inférieure & sa longueur. Omn en déduit que tout élément de X, est supérieur ou égal i
n + 1. Or la formule -...-A {n occurrences du symbole ~} est de longueur n + 1 et de
hauteur n. Cela prouve que n + 1 appartient & X, et en est le plus petit élément.

Remarquons maintenant, afin de nous convaincre que X, est fini, que, si toutes les
formules de hauteur n - 1 ont une longueur au plus égale A un entier x, alors toutes les
formules de hauteur n ont une longueur au plus égale & 2x + 3 : en effet, si F est une
formule de longueur maximum parmi les formules de hauteur n - 1, alors toutes les
formules de hauteur n ont une longueur inférieure ou égale i celle de la formule (F a F),
oll @& est un symbole de connecteur binaire. Comme Xo= {1}, nous avons montré ainsi,
par récurrence, que, pour tout entier n, I'ensemble X, est majoré, donc fini (s'agissant
d'un ensemble d'entiers naturels). Désignons par L, le plus grand élément de X,. Par la
méme occasion, nous avons établi 1a relation de récurrence :

Lp=2Lpq+ 3
Un calcul classique montre alors :
La=2"72-3.

Toute formule de hauteur n a donc une longueur comprise entre n + 1 et 272 - 3,
le minimum correspondant aux formules utilisant n occurences du symbole de négation
et pas de symboles de connecteur binaire, le maximum aux formules n'utilisant pas du
tout le symbole de négation. Le lecteur pourra s'amuser 4 montrer que, entre ces valeurs
extrémes, toutes les longueurs sont possibles, & l'exception de :

n+2,n+3 2"2-8 22 _5¢ 22 -4
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3. a) Pour chaque mot M (sur l'alphabet PU{-,A,Vv,=, &=, (}), désignons
par b[M] le nombre d'occurrences de symboles de connecteur binaires dans M (et
rappelons gue ofM] est le nombre de parenthéses ouvrantes dans M).

D'une facon i peu prés analogue & e qui a ét€ fait pour les formules, on montre,
par induction, les quatre faits suivants :
{1}  Toute pseudoformule se termine par une variable propositionnelle.
{2}  SiF est une pseudoformule, alors o[F] = b{F].
{3}  5i M est un segment initial propre d'une pseudoformule F, alors o[M] 2 b[M].
{4) Si M est un segment initial propre d'une pseudoformule, et si le dernier symbole
de M est une variable propositionnelle, alors o[M] > b[M].

A partir de 13, il n'y a aucune difficulté 4 montrer que :
(5] Un segment initial propre d'une pseudoformule ne peut pas étre umne
pseudoformule,

Enpsuite, on peut conclure comme dans le cas des formules et montrer le théoréme
de lecture unique pour les pseudoformules :

Pour toute pseudoformule F, un et un seul des trois cas suivants se
présente :
o © g5t une varigble propositionaelle ;
» il existe une unique pseudoformule G telle que F =-G ;
» il existe un unique symbole de connecteur binaire « et
un unigue couple de pseudoformules (H,K) tels que F = (H a K.

b) On a donc montré qu'on pouvait trés bien se passer des parenthéses fermantes
dans 1'écriture des formules. Il faut se garder d'en déduire qu'on pourrait tout aussi bien
supprimer les parenthéses ouvrantes au lieu des fermantes : la responsabilité en incombe
4 la présence du symbole de connecteur unaire qu'est la négation, qui détruit toute
symétrie ; ainsi, la formule -(A=B), qui, dans le cadre ci-dessus, devient la
pseudoformule ~{A = B, conduirait, en cas de suppression des parenthéses ouvrantes, au
mot, -A = B), mais c'est exacternent le méme mot qu'on obtiendrait en faisant subir ce
traitement i la formule (-A = B}. Un tel procédé est donc voué i 1'échec.

4. a) F* est le plus petit ensemble de mots sur l'alphabet P U {-,=,},{} qui
contienne P et soit stable pour les opérations X — X et (X,Y) — (X=Y).

Pour une définition par le bas équivalente, on poserait 5”5=P et, pour tout
entier n €N, Fny=FaU{-F;Fe FalU{(F=GC);Fe€ Fn, G€ Fr}. On aurait
alors : & =Li Fr.

ne

b) Les conditions données permettent de définir, par induction, une unique
application & de 5 dans 5 : B est déja définie (égale & g) sur Fg=P, et, si on la



284 Solutions des exercices

suppose définie sur Fn, les conditions données fournissent ses valeurs sur ..

¢) On raisonne par induction sur G. 8i G € P, alors la seule sous-formule de G est
F=G et, dans ce cas, #{F} = 2{G) est une sous-formule de B(G). Si G =-H, et si F est
une sous-formule de G, alors, ou bien F = G et u{F) = #(G) est une sous-formule de B(G),
ou bien F est une sous-formule de H et, par hypothése d'induction, p(F) est une
sous-formule de z(H), donc aussi de ~g(H) = (~-H} = #(G). Si G=(H = K), et si F est
une sous-formule de G, alors, ou bien F =G et g{F) = (G} est une sous-formule de #{G),
ou bien F est une sous-formule de H ou une sous-formule de K et, par hypothése
d'induction, g(F) est une sous-formule de (H} ou une sous-formule de g(K), donc aussi
de la formule ~(g(K) = a(H)) = B{((H = K)) = %G).

d) o((A = B)) = (=B = -A) et go((-A = B)) =(-B = —A).
Ce serait évidemment une erreur d'écrire, par exemple, zo({A = B}} =-(A = B), méme
s'll doit s'avérer ensuite que ces formules sont logiquement équivalentes. L'application to
associe & chaque formule de F* une formule uniquement déterminée.

On démontre la derniére propriété par induction sur F. Si F € P, fi(F) = -F, donc
Bo(F) ~ ~F. Si F =G, et si {hypothése d'induction) go(G) ~ G, alors go(F} = ~jap(G) est
logiquement équivalente & -»G =-F. §i F={G = H), et si (hypothése d'induction}
#0{G) ~ -G et fo(H) ~ ~H, alors fig(F) = ~(fio(H) = 1(G)) est logiquement équivalente
~(-H = =G}, don¢ aussi & ~(G = H) =-F.

5. On traite directement la question b) dont a) ne représente que deux cas
particuliers. On prend pour F, (n € N, n 3 2) la formule suivante :

(Ai=Bi)A A -(Bi A Bj} A A A=

1€i<in 1Kign Bi= Ai).

(IC{}n I<{>n (

Posons G“=|</i>n (Ai=8), H, A ~(BiABj), Ki

= . A et
1Ii<ikn

=V
15 i<n
Lo =, %, (Bi= Ay). Fu s'éerit donc : ((Ga A Ha AKy) =5 L),

Considérons une distribution de valeurs de vérité § et supposons que &Lq)} =0.
Cela veut dire qu'on peut trouver un indice j compris entre 1 et n tel que &Bj)=1 et
HAj)=0. 51 on suppose de plus que H,) =1, on doit en conclure que, pour tous les
indices i compris entre 1 et n et distincts de j, on a &B;) =0. Ajoutons aussi 'hypothése
¥Gy) =1. Alors, pour tout i différent de j, on doit avoir §A;) =0. Mais comme &{(A;j) est
également mul, la conclusion est que & ne satisfait pas la formule K,. On voit ainsi qu'il
n'est pas possible que & donne la valeur 0 4 L,, tout en donnant la valeur 1 & G, & Hp et
4 K,. Cela revient & dire que & ne peut pas donner la valeur 0 & la formule F,. Cette
formule est donc une tautologie.

6. a) En s'aidant des numéros 38 et 53 de la liste du 2.i1, on voit que E est
logiquement équivalente & :
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B=(C={AsB=0)),
formule qui satisfait aux conditions exigées.

b) Toute distribution de valeurs de vérité qui donne la valeur 0 & B ou & C
satisfait la formule E. 51 & est une distribution de valeurs de vérité telle que
&B) =§C) =1, alors {(-Bv )})=1, d'oll 'on déduit que HE) =1 si et seulement si
&A)=1. Ainsi, il y a une seule distribution de valeurs de vérité sur I'ensemble {A,B,C}
qui rend fausse la formule E : celle qui vaut 1 en B et C et 0 en A. Cette observation nous
fournit la FNCC de la formule E :

(A v-Bv-C),
qui en est en méme temps une forme normale disjonctive réduite.

¢) De ce qu'on vient de dire, il résulte que les distributions de valeurs de vérité
sur {A,B,C} qui satisfont E sont au nombre de 7. Il y a donc 7 conjonctions élémentaires
dans la FNDC de E.

d} On a constaté & la question a) que la formule E est logiquement équivalente 2 :
(B= (C= (A= (B=C))),
mais cette formule est aussi logiquement équivalente 4 (C = (B = (A &= (B = ())))
(se reporter encore au numére 53 du 2.11). Par ailleurs, la FND de E trouvée en b) est
visiblement logiquement équivalente 3 (C = (B = A)), d'ol le résultat attendu.

7. a} Soit & une distribution de valeurs de vérité sur P qui satisfait F, et soit i un
entier compris entre 1 et n. On voit immédiatement que,

o si 8(A) =1, alors HAiy) =HAua)=... =&A)=1;

o si §A;) =0, alors A} =HAiz)=...=HA ) =0
On en déduit que les distributions de valeurs de vérité sur P qui satisfont F sont les
n + 1 distributions & (0 < p < n) donnant la valeur 1 aux p derniéres variables de P et
la valeur 0 aux n — p premiéres, ¢'est-a-dire définies par:
Dsiign-p;

Caa={
) 1 si1>n-p.
On en déduit la FNDC de F :

(FAYAAZA L ARV (AL A AR AAD Y (CATA L ASAR AR A A Y L
W VATAA A L AAD Y (AT A A A LA AL A AL

b} Soit & une distribution de valeurs de vérité sur P qui satisfait G. Evidemment,
& doit satisfaire F, donc étre une des distributions &p ci-dessus. Mais 6 doit aussi
satisfaire (An = A}, et il n'est donc pas possible que l'on ait &A,) =1 et A} =0, ce
gui exclut la possibilité pour & d'étre égale & &, lorsque 1  p < n - 1. On vérifie que les
distributions de valeurs de vérité & et &, (c'est-2-dire les deux distributions constantes)
satisfont G. D'aprés ce qui vient d'étre dit, ce sont les seules.
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On en déduit 1a FNDC de G :
(A A-AA L ACAI V(A A A A L AAL).

¢) La formule {A;=-Aj) est logiquement équivalente i -{A; A Aj). Par
conséquent, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une distribution de valeurs de
vérité § satisfasse la formule H est qu'il n'existe pas de couple d'indices distincts i et j
tels que &A;) = A} =1. Les distributions de valeurs de vérité sur P qui satisfont H
sont donc celles qui donnent la valeur 1 & au plus une variable de P : il s'agit des n + 1
distributions Ap (0 < p < n) définies par :

AP(A])={1 sii=p

{Ag est donc la distribution constante égale & 0). On en déduit la FNDC de H :
(CATAAIA L ASAIV (A AR A L ASA VY (PAT A AR A A A AL Y L
e VAT AR A L ASAR G A AL ACAL Y (PALASAL A LA CAL A A,

Dsii¢p

= V' oaaa; = N (Va
8. a) Posons F = Kicicn (AiAAjdet G= A0 (j,i Aj).

Soit & une distribution de valeurs de vérité sur P.

Pour que & satisfasse F, il faut et il suffit que & prenne la valeur 1 pour au moins
deux des variables Ay, A3, ..., A,. Pour que & ne satisfasse pas G, il faut et il suffit gu'il
existe un indice i tel que &A;) =0 pour tout indice j distinct de i. En d'autres termes,
8{G) =0 si et seulement si § donne la valeur 1 & au plus une des variables Ay, Ay, ..., A,.
On en déduit que & satisfait G si et seulement si § donne la valeur 1 & au moins deux des
variables Aq, Ag, ..., A,. On voit donc que & satisfait G si et seulement si 4 satisfait F. La
formule (F &= G) est bien une tautologie.

= V
b) Posons H={( ¥
P. Pour que & satisfasse H, il faut et il suffit que & prenne la valeur 1 pour au moins une

des variables Ay, Az, ..., An. Or nous venons de voir que & satisfait G si et seulement si §
donne la valeur 1 & au moins deux des variables Ay, As, ..., Ap. On en déduit

Aj) et considérons une distribution de valeurs de vérité & sur

immédiatement que :

» si & donne A toutes les variables de P la valeur 0, alors 3(G) = ¥H)=0;
» s5i & donne la valeur 1 4 une et une seule des variables de P, alors 8(G) =0et §(H)=1;
e 5i §donne la valeur 1 & au moins deux des variables de P, alors 8(G) = §(H) =1.
Les distributions de valeurs de vérité qui rendent fausse la formule (H &= G) sont
donc les n distributions &, &, ..., &, définies par :
Isii=j
Ji(Aj)z{ (pourl gignetl gjgn).
Osii#j
¢) Connaissant les distributions de valeurs de vérité qui rendent fausse la formule
(G &= H), on en déduit immédiatement sa FNCC :
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(PR VAZV ARV VA A(AI VB VAV VAL ALA(A VAV LV AL VSAL)
La 1-éme de ces n clauses (pour 1 £ i < n) est logiquement équivalente 4 :

ce qui nous donne le résultat attendu.

9. On considére un ensemble de 5 variables propositionnelles :
P={A,B,C,D,E}

Intuitivement, la variable A (respectivement: B, C, D, E) prendra la valeur
«yrai» i et seulement si la personne a (respectivement : b, ¢, d, €) est présente. La
condition imposée par 1'énoncé est que le coffre puisse étre ouvert si et seulement si la
formule propositionnelle suivante est satisfaite :

F=(AAB}V(AACAD)V(BADAE).

Appelons 5y, S, ..., 5, les serrures du coffre. Pour que le coffre puisse étre ouvert,
il faut et il suffit que, pour tout entier i compris entre 1 et n, la présence de 1'un au
moins des détenteurs de la clé de 5; soit assurée. Si, par exemple, ce sont les personnes ¢
et e qui détiennent cette clé, alors, I'ouverture de la serrure 5; équivaut i la satisfaction
de la formule (C v E). La possibilité d'ouvrir le coffre est donc équivalente & la
satisfaction de la conjonction de formules de ce type (i prenant les valeurs 1, 2, ... n),
c'est-a-dire d'une formule sous forme normale conjonctive. Or, on l'a vu, 'énoncé nous
impose que cette condition équivale & la satisfaction de la formule F qui est, elle, sous
forme normale disjonctive. Il nous suffit donc de trouver une FNC éguivalente & F, aussi
réduite que possible ; le nombre de termes disjonctifs (de clauses) dans cette FNC
correspondra au nombre minimum de serrures nécessaires, et chacune des clauses
fournira la liste des personnes 4 qui doit étre remise une clé de la serrure correspondante.

En distibuant les disjonctions sur les conjonctions dans F {ce gui conduit & une
FNC comportant dix-huit clauses avec, pour chacune, trois accurrences de variables),
puis en simplifiant {en tenant compte des propriétés d'idempotence et d'absorption (n* 2
et n° 10 du 2.11): par exemple {B v C ¥ B) devient (B v (), ce qui permet ensuite
d'éliminer (B v C ¥ D) et (B v C v E)), on aboutit & la FNC suivante pour F :

(AVB)A(AVD)A(AVE)A(BVO)A(BVD).

Des vérifications fastidieuses permettraient de s'assurer qu'il n'est pas possible de
réduire davantage le nombre de clauses. Nous n'aborderons pas cette question.

La FNC que nous avons obtenue nous indigue que le nombre de serrures gqui
convient est 5, et qu'une possible répartition des clés consiste 4 donner :

® 3 alesclésde S, Sqet 5y,

® 3 bles clés de Sy, Sqet S5 ;

e iclaclédeSy;

e 4 d les clés de Sy et S5 ;

o i ela clé de 53
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10.  Seit & une distribution de valeurs de vérité sur P qui satisfait 4. Appelons Hs
I'ensemble des éléments i de Z/15Z tels que &A;)=1. On voit que 0 € Hg, et que Hg est
stable par les opérations i — -i et (i,j)—i + j. Cela signifie que Hj est nécessairement
un sous-groupe du groupe < Z/15Z,+ 2>, Réciproguement, si H est un sous-groupe de
< 2/15Z,+ >, la distribution de valeurs de vérité § définie par :

6( ) 1siieH
Aj ={

0siigH
satisfait clairement l'ensemble 6. Or <{Zf15F,+>> admet les quatre sous-groupes
suivants : Z/15Z,{0}, {0,510} et {0,3,69,12}. Il ¥y a donc quatre distributions de
valeurs de vérité sur P qui satisfont .€: celle gui est constante et égale & 1, celle qui

vaut 1 en Ay et 0 ailleurs, celle qui vaut 1 en Ag, As et Ayg et 0 ailleurs, enfin, celle qui
vaut 1 en Ag, Aj, Ag, Ag et Ap et 0 ailleurs.

11.  Les formules F= et Gy sont des tautologies. Les formules Ga, Ge=s, G et G
sont des antilogies. Les six autres formules proposées sont neutres. En voici la liste, avec,
pour chacune d'elles, l'indication {entre crochets) d'une formule logiquement équivalente
plus simple :
Fa [AAB],Fy [AVB],G= [-{A+=B)],Fe [B],F= [A]et F+ [-A A B].
Les vérifications ne présentent aucune difficulté.

12.  a) Les conditions données définissent entiérement ¢ : la premiére nous indigue que
v doit prendre la valeur 1 aux points (0,0,0), (0,1,0), (1,0,0) et (1,0,1), et la deuxiéme
que @ doit prendre la valeur 0 aux points (0,0,1), (0,1,1), {1,1,0) et (1,1,1).

b} Une FND pour ¢ est fournie par la formule :
G[AB,C] =(-B A~C) V(-AAB A-C) V (A A-B A C).

c) 1 suffit de prendre une formule qui soit logiquemnent équivalente & G[A,A,A]
dans le cas 1, & G[A,B,B] dans le cas 2, & G[A,A,B] dans le cas 3, & G[A,B,A] dans le cas 4,
& G[A,G[B,B,B],A] dans le cas 5 et & (G[A,B,B] = GJA,B,A]) dans le cas 6. Voici des
formules qui répondent & la guestion :

1. -A 2. -B 3 (-AA-B)
4. (~Av-B) 5 (A=8B) 6 (A VA)

d) Comme 1z formule (A v B) est logiquement équivalente & {-~A v +B}, on va se
référer au cas 4 de la question précédente, et il n'est pas difficile de vérifier que le
connecteur ¥, défini par : quels que soient x et y appartenant 3 {0,1},

#x,y) = p{elx.x,x), @y.y,y) @(xx,x))
est exactement la disjonction.

e) La disjonction {question d}) et la négation (cas I de la question c)) s'expriment
4 partir du seul connecteur ¢, par composition. Comme tout connecteur s'exprime &
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partir de la disjonction et de la négation, on en déduit que tout connecteur s'exprime &
partir du connecteur 4. Ainsi, {} est un systéme complet de connecteurs.

13.  Solution : p={aabad)vibacadiv(aa-baclv(arca~d);
q=brd)= (=) ; r=xbe=d)
La vérification ne présente pas de difficulté. Bien entendu, -, A, V &t &
désignent ici les opérations dans {0,1}.

14.  a) Il s'agit d'exprimer les connecteurs en tant qu'opérations dans Z/27. Quels que
solent les éléments x et y de cet ensernble, on a :
x=14x; xXhy=xy; xVy=x+ytxy;
x=y=1l+x+xy; xe=y=14+x+y.
Les vérifications sont élémentaires. Comme d'habitude, nous nous autorisons a
écrire xy au lieu de x = y.

b) Quels que soient les éléments x et y de Z/2F, on a:
xy=xAy;
x+y=-(x =y)=xgay=(xAw)V{xAy)

¢) On définit P par induction, en s'inspirant évidemment de la question a).
» Si F est la variable propositionnelle A; (1 i 5 n), on pose Pg =X;.
® 5i F =-G, on pose Pe =1+ Pg.

e Si F=(G AH), on pose Pgp =Pg x Py.

e 8i F={(G v H), on pose Pr =Pg + Py + P¢ Py
8 Si F=(G=H},on pose Pg =1+ Pg + PgPy.
¢ Si £ =(G = H), on pose PF =1+ Pg + Py.

On montre ensuite, par induction, que, pour toute distribution de valeurs de
vérité §e {0,1}%, on a:

(*) 3(F) = Pe(&(A1),8(A2),...,8(A0))- )

51 F est la variable propositionnelle Aj, on a Pg =X;, et la fonction polynéme Pg
associée est la i-éme projection, c'est-a-dire l'application de {0,1}" dans {0,1} qui, &
tout n-uple (£y,€3,...,£q} associe &;. Cela montre que la relation (*) est vérifiée.

Si F=(G A H), et si (hypothése d'induction), pour toute distribution de valeurs
de vérité 6, on a ¥G) =Pg(d(A).8A2),....8HAx}) et B(H) =Pu(&Ar),8A2),....8(Aa)),
alors, étant donné que Pg = Pg Py, on aura Py = P¢ Py, donc, pour toute distribution &,
PE(8(A1),&Az).....8(An)) = B(G) B(H) = B({G A H)} (par définition de 3) ; cela prouve (*).

Les autres étapes de l'induction se traitent de fagon analogue.

La définition que nous avons adoptée définit, pour chaque formule F, un unique
polynéme Pg, mais on pourrait en choisir d'autres, tout en conservant la propriété (*):
par exernple, le polyndme associé A la formule (A, & A;) est, suivant notre définition,
1+ Xy + X4, mais il est. clair que le polynéme 1 + Xf + x% aurait aussi bien fait 1'affaire.
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Ce qui est. unique, pour une formule F donnée, c'est la fonction polyndme associée (elle
est la table de vérité de F).

d) De ce qu'on vient de voir, on déduit que, pour qu'une formule soit une
tautologie, il faut et il suffit que le polyndéme associé (ou plutét la fonction polyndme)
prenne constammment la valeur 1. Pour que deux formules soient logiquerent
équivalentes, il faut et il suffit que les fonctions polyndmes associées coincident. A titre
d'exemple, vérifions que les formules G={(A= (B= ()} et H={(A AB)=C) sont
logiquement équivalentes (nous prenons pour simplifier A, B et C au lieu de A;, Az et A
et X, Y et Z au lieu de X;, Xz et X3). Ona:

Pe=1+X+X(Q+Y+YZ)=1+XY+XYZ
(X + X étant le polyndme nul), et
Pu=14+{XY)+ (XY)Z)=1+ XY + XYZ =Pg.

15.  a} On a vu {lemme 4.1), que, si F et G sont des formules n'ayant aucune variable
propositionnelle commune, et si la formule (F = G) est une tautologie, alors, ou la
formule G est une tautologie, ou la formule F est une antilogie. Il est évident que, dans le
premier cas, la formule T est une interpolante entre F et G, et dans le deuxiéme cas, la
formule 1 est une interpolante entre F et G.

b) La démonstration se fait par induction sur F: c'est évident lorsque F est de
hauteur 0, et il faut simplement vérifier que, étant données deux formules G et H, si
chacune d'elles est logiquement équivalente 4 1'une des trois formules v, L et A, alors il
en est de méme de (G A H) et {G v H) : cela ne présente aucune difficulté.

¢) Raisonnement analogue : on montre cette fois que, si chacune des formules G et
H est logiquement équivalente & 'une des huit formules T, 1, A, B, -A, =B, (A &= B),
-(A &= B), alors il en est de méme de (G A H) et (G v H). Il y a 64 cas & examiner, mais
des raisonpements élémentaires permettent d'en réduire sensiblement le nombre.

d) Puisqu'on sait déja que les systémes {-,v} et {- A} sont complets, pour
montrer qu'un systéme donné de connecteurs est commplet, il suffit de prouver que les
connecteurs -~ ef ¥, ou encore les comnecteurs -~ et A, peuvent étre obtenus par
composition & partir des connecteurs du systéme considéré. Appliquons cette remargue
aux systérnes qui nous sont proposés. Quels que solent les éléments x et y appartenant &
{0,1},ona:

s x=x=0etxVy=(x=0)=vy;donc {=,0} est complet ;

‘e x=xe=0¢et Ve {0,&,v}; donc {0,,v} est complet ;

o x=xe=0et A€ {0,&=,A}; donc {0, A} est complet ;

ex=xkxetxAy=(xhy) h{xhy);donc {§} est complet ;

s x=x¥xetxVy=(x¥y}¥{(x¥y); donc {¥} est complet ;

{les symboles -, A, ¥, =, &=, 4 et ¥ désignant ici les opérations dans {0,1}).
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e) Appelons & la distribution de valeurs de vérité sur P constante et égale 4 1, et
appelons % l'ensemble des formules écrites avec les symboles de connecteur v, =, A et
v, & l'exclusion de tout autre. J% est défini inductivemnent comme le plus petit ensemble
de formules contenant P U {r} et stable pour les trois opérations (M,N)+— (M =3 N},
(M,N}— (M A N}, et (M,N}+— (M v N}. (On pourra comparer avec 'exercice 20). Par
induction, on montre que la distribution de valeurs de vérité § satisfait toutes les
formules appartenant & J#. C'est vral pour les variables propositionnelles (par définition
de &) et pour la formule v, donc pour toutes les formules de hauteur 0 de & S5i on
suppose que F et G sont deux formules de J telles que &{F) = 6(G) =1, alors on a :

B{(F = G)) = &((F A G)) = &((F v G)) = 1.

On en déduit que la formule -A n'est équivalente & aucune formule de J¥, puisque
&{-A) =0. La conclusion est que {1,==,A,V} n'est pas un systéme complet.

Il est facile de trouver une formule, par exemple -A, qui ne soit logiquement
éguivalente 4 aucune des trois formules v, L et A. On en déduit, grice 3 la guestion b},
que A n'est logiquement équivalente & aucune des formules écrites avec la variable A et
les seuls symboles de connecteur T, r, A et ¥, ce qui montre que le systéme {A,V,0 1}
n'est pas complet. On pourrait nous objecter que nous n'avons pas envisagé la possibilité
pour -A d'étre logiquement éguivalente 3 une formule utilisant pour seuls symboles de
connecteur T, 1, A et V, mais cornportant évenfuellement des variables autres que A : 51 G
était une telle formule, la formule G' obtenue en substituant dans G la formule v & toutes
les variables autres que A serait encore équivalente & —A (lemme 2.5), et cela contredirait
¢e que nous avons établi précédemment.

Un raisonnement gsimilaire prouvera, avec la question c), que le systéme
{0,1,~,&=} n'est pas complet. On considére par exemple la formule (A ¥ B), qui n'est
logiquement équivalente 3 aucune des huit formules de 'ensemble E de ¢). On en déduit
qu'elle n'est logiquemnent équivalente 4 aucune formule écrite en utilisant les seuls
symboles de connecteur T, r, ~ et &= (si une telle formule existait, on en trouverait une
logiquement équivalente, écrite avec les mémes symboles de connecteur et avec les seules
variables propositionnelles A et B).

1) Référons-nous & la liste des connecteurs & une et deux places donnée dans les
tableaux du n* 3.3. Aucun systéme de connecteurs 3 une place n'est complet: par
exemple, la formule (A,V Az) n'est logiquement équivalente 4 aucune des formules
écrites avec les seuls symboles de connecteur T, L et .

Montrons maintenant, que, en dehors de g et @5, aucun connecteur a deux
places ne constitue & lul seul un systéme complet. En ce qui concerne @2, 4, @6, ¢, ¥10.
P12, P14 €8 @y, ON remarque que chacun de ces connecteurs prend la valeur 1 au point
(1,1), ce qui prouve que le connecteur ¢, par exemple, qui, lui, prend la valeur 0 en
(1,1), ne peut étre obtenu par composition & partir d'un des précédents (ni de plusieurs,
d'ailleurs). Cet argument a déja été utilisé, sous une autre forme, i la question e), pour
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montrer que le systéme {1,=2,A,V} (qui n'est autre que {¢, 8,914, 16}) n'est pas
complet. Un argurnent en quelque sorte dual s'applique pour les connecteurs qui
prennent la valeur 0 en (0,0} : le cas de ¢, ¢, 5 et @7 se trouve donc aussi réglé. Quant
& v et @y, 115 ne dépendent en réalité que d'un de leurs denx arguments, ce qui fait
que, si 'un deux constituait un systéme complet, ce serait aussi le cas du connecteur 3
une place correspondant, et on a vu que ce n'était pas vrai. Comme on a vu & la question
d) que chacun des connecteurs g et 5 constitue un systéme complet, on aboutit i la
conclusion attendue.

16. a}Nous avons déja maintes fois signalé I'équivalence logique entre
(A= {B=()) et ((A+= B} +==C}(n" 58 de 2.11) ; on peut la vérifier & 1'aide des
polyndmes correspondants dans Z/2F[X,Y,Z] (exercice 14}, ou encore en constatant que
ces formules sont satisfaites par les mémes distributions de valeurs de vérité sur
{A,B,C}, & savoir (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0) et (1,1,1). La formule ((A &= B) A (B += (}),
quant i elle, est satisfaite par les deux distributions de valeurs de vérité (0,0,0) et
(1,1,1), et seulement par celles-1a; elle n'est donc pas logiquement équivalente 3
(A = {B = ()). Or c'est une pratique quasi universelle que d'écrire, dans le langage
mathématique courant, des «équivalences en chaine» ; par exemple, quand nous disons
de trois propriétés I, Il et III qu'elles sont équivalentes, ce que nous écrivons
l &= 11 &= 111, nous entendons par 13 qu'elles sont, soit vraies toutes les trois, soit
fausses toutes les trois; et nous comprenons en effet '"écriture 1 &= II <= III comme
(1 &= 11} A (II &= I1I), et siirement pas comme {I &= (II & III)} qui a, comme nous
venons de le voir, une signification différente. Cela va naturellement a 1'encontre des
conventions usuelles relatives & l'associativité, qui, appliquées ici, nous conduiraient a
interpréter &= 11&=111, indifféremment, comme une abréviation de
(1 = (Il &= 111}) ou de ((1 = 1I) & III). C'est la raison pour laquelle, dans ce cas
précis, il ne faut surtout pas utiliser d'abréviation: ni celle qui est supgérée par
l'associativité, pour (A &= (B &= ()}, ni celle qui est dictée par les usages des
mathématiciens, pour {(A &= B) A (B &= Q).

b} On raisonne par récurrence sur la cardinalité n de l'ensemble 2. Pour n =2,
c'est évident. Supposons la propriété vraie pour tout ensemble de cardinalité inférieure &
n et montrons-la si la cardinalité de @ est égale i n.

Soit F € ¢ (.2). 1l convient de distinguer trofs cas :

¢1°)La formule F est de la forme {H&B), ou B est une variable
propositionnelle se trouvant dans @ et H € (.2 - {B}). Pour qu'une distribution de
valeur de vérité & satisfasse F, il faut et il suffit gue l'on soit dans I'un des deux cas
suivants :

&) dsatisfait H et B

8) & ne satisfait ni H ni B.
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Dans le cas a), il y a un nombre pair d'éléments de 2 - {B} non satisfaits par § et
exactement le méme nombre dans 2. Dans le cas 8), il ¥ a un nombre impair d'éléments
de 2 - {B} non satisfaits par &, et comme &B) =0, il y en a un nombre pair dans .2.

¢2°}La formule F est de la forme (B&=H), o B est une variable
propositionnelle de Z et H € ¢ (& - {B}). Méme analyse.

¢ 3*} 1l ¥ a une partition de 2 en deux ensembles B, et £, ayant chacun au
moins deux €léments, et des formules Hy et H, appartenant respectivement & % (.24} et
¥ (3} telles que F = (H, &= Hy). Alors pour que § satisfasse F, il faut et il suffit que &
satisfasse Hy et Hy, ou bien que & ne satisfasse ni Hy ni Hy. Dans le premier cas, le nombre
de variable propositionnelles de &, non satisfaites par § est pair {par hypothése de
récurrence), de méme que le nombre de variable propositionnelles de .#, non satisfaites
par &, ce qui, en tout, fait un nombre pair. Dans le second cas, le nombre de variables
propositionnelles de 2y non satisfaites par § est impair, de méme que le nombre de
variables propositionnelles de #» non satisfaites par §, ce qui, encore une fois, fait un
nombre pair.

¢) On montre par récurrence sur la cardinalité de l'ensemble & que, pour toute
formule G € % (), la formule G est satisfaite par une distribution de valeur de vérité &
si et seulement si & satisfait un nombre impair de variables propositionnelles de 2. La
preuve est analogue i celle faite en b). L'équivalence demandée s'en déduit
immédiatement.

d) Soit x € E. Pour chaque entier i compris entre 1 et k, introduisons une variable
propositionnelle A; et définissons la distribution de valeur de vérité §par :
&Ai)=1si et seulement si x € X;.
On voit facilement, par récurrence sur l'entier k, que x € X, AXg A .. A X si et
seulement si & satisfait la formule F suivante :

F=({..(A =2 A2} &2 Ag).. 2 AY)

et le résultat découle de la question ¢). {Voir aussi 'exercice 2 du chapitre 2.)

17.  a) On raisonne par 1'absurde. Si la formule :

{(F[A1,Az-..,AnA] A FlALAg,... An,B]) = (A &= B))
n'est pas une tautologie, il existe une distribution de valeurs de vérité & qui satisfait les
formules F[Ay,Ag,...,An,A] et F[AAz...,Aq,B] et ne satisfait pas la formule (A & B).
Mais, d'aprés 1'hypothése, § doit satisfaire la formule :

{FIALAg,....AnA] = (G[A1,A2,...,Ap] &= A)),

puisque c'est une tautclogie, de méme que la tautologie obtenue en substituant B 4 A
dans la précédente, soit :

{F[AhAz,...,A'",B] = (G[AhAz,.‘.,An] — B))‘
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Comme &F[A1,Az,...,Aq,A]) = §F[A1,Az,...,An,B]) = 1, on doit avoir :
qG[AI)AZV“)AﬂD = 6(A) = &B)a

ce qui est incompatible avec le fait que & ne satisfait pas (A & B).

b) Voici, pour chacun des cas proposés, des formules G[A;,A,,...,A,] qui sont des
définitions possibles de A modulo F (il n'y a pas nécessairement unicité). Les
vérifications, qui sont immédiates, sont laissées au lecteur.

1. G=A4;;
G=AouG=Ay;
G=A;0uG=A0u G=(AV-A};
G=(A;V-A) ou G=-4;;
G={A¥-A)ouG=(A = (A; = A3)).

okt

18.  a) Il suffit de démontrer que, 81 r(€y€q....En, 1) =1, alors on n'a pas
wr(£1,€2;---,En,0) = 1. Raisonnons par 'absurde. Si ces deux égalités sont vérifiées, cela
signifie que les distributions de valeurs de vérité A et g sur {Ay,Ag,...,As,A} définies par
A(A) =AY =&, AAg) =plA) =€2, ..., MAn)=p{An)=¢€q, A(A)=1 et u(A)=90,
satisfont toutes les deux la formule F[Aq,Ag,...,Aq,Al. 11 revient au méme de dire que la
distribution de valeurs de vérité §sur { Ay,Az,...,An,A,B } définie par :
A =€, HAz)=¢€3, ..., {An)=¢q, HA)=1et &§B) =0,

satisfait & la fois la formule F[ArA,,...,AnA] et la formule F{A,,A,,...,Aq,B]. Comme on a
supposé que {F{AgAz,..., An,Al A FlAyA,...,A,,B]} = (A = B) est une tautologie, § doit
done aussi satisfaire la formule (A = B), ce qui contredit la définition de &

b) Ayant choisi G comme indiqué, considérons une distribution de valeurs de

vérité § sur { A, Az,...,ApA } qui satisfait la formule F[Ay,Az,...,An,Al, et posons :
er= &A1), e2=8Az), ..., €a = KAg).

» Si §{A) =0, alors gr(epE2,--,En,0) =1, donc wg(E4,€2,.1En ) = WE1E2-ERn) =0,
ce qui veut dire que G} =0.

o 5i §A)=1, alors gr(e,€2...,6n,1} =1, donc, d'aprés la premiére question,
OG(E1,€2,-.€n) = YE1,€2,...,€0) =1, clest-3-dire H(G) =1.

On a dong, dans tous les cas, A) = #(G), ¢e qui montre que § satisfait 1a formule
{G[A1,Az,...,Ag) &= A). On a ainsi montré que la formule :

(F[A1,Az,....AnA] = (G[A1Az,...,Ad] &= A))

est une tautologie, puisque toute distribution de valeurs de vérité qui satisfait la partie
gauche de I'implication satisfait aussi la partie droite.

19.  a) A éqguivalence logique prés, une formule est déterminée par sa table de vérité,
ou, ¢e qui revient au méme, par 'ensemble des distributions de valeurs de vérité qui la
satisfont. L'ensemble des distributions de valeurs de vérité sur P ={A,B,C,D,E} a
25 = 32 éléments. 1l a donc C35 sous-ensembles 3 17 éléments. Si I'on préfére, il y a C3
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fagons de placer dix-sept 1 et quinze 0 dans la derniére colonne d'une table de vérité & 32
lignes. En conséquence, il y a, & équivalence logique prés,

1
Y = Tryiatey = 565722720

formules satisfaites par dix-sept distributions de valeurs de vérité {alors qu'il y a en tout
232 = 4294 967 296 classes d'équivalence pour la relation d'équivalence logique).

b) Appelons A l'ensernble des distributions de valeurs de vérité & sur {A,B,C,D,E}
qui vérifient §A) = §B) =1. Pour qu'une formule soit conséquence de (A A B), il faut et
il suffit qu'elle prenne la valeur 1 pour toute les distributions appartenant & A. Ces
distributions sont au nombre de huit (on prolonge les 23 applications de {C,D,E} dans
{0,1} en leur donnant la valeur 1 en A et B). Une formule qui est conséquence de (A A B)
est donc, & équivalence logique prés, déterminée par l'ensernble des distributions de
valeurs de vérité, autres que les huit imposées, qui la satisfont. 11 ¥ & donc autant de
telles formules que de sous-ensembles de I'ensemble {0,1}F - A, c'est-3-dire :

224 = 16 777216.

Si 'on préfére, dans la derniére colonne de la table de vérité d'une formule qui est
conséquence de (A A B), la valeur 1 est obligatoire pour les huit lignes correspondant aux
distributions de valeurs de vérité de A ; pour les 24 autres lignes, on peut indifféremrnent
prendre la valeur 0 ou la valeur 1, ce qui conduit bien & 22* tables de vérité.

20.  a) On raisonne par induction sur F. Si F est une variable propositionnelle, on peut
évidemment prendre pour G la formule F elle-méme. Soient maintenant H et K deux
formules dont on suppose {hypothése d'induction) qu'on leur a associé des formules sans
négation H' et K' telles que H soit logiquement équivalente & H' ou & -H’ et que K soit
logiquement équivalente & K' ou & =K\
On distinguera les guatre possibilités :
. HeH KoK 0. HeH K=K o, HeaHL Ko K 000 HowsHYL K& =K'
On va montrer que, dans les cing cas suivants ;
LF=-H;ILF=(HAK);ILF=(HVK);IV.F=(H=K)}; V.F=(H & K),
on peut trouver yne formule G sans négation telle que F soit logiquement équivalente & G
oudG:
I Si H est logiquement équivalente & H', F est logiquement équivalente & -H', si H
est logiquement équivalente a -H', F est logiquement équivalente & ~H', donc & H' : on
peut donc prendre G =H".
II. Dang le cas 1, on prend G =(H'AK'} et on a £ ~G. Dans le cas 10, on prend
G={H'= K'} et on a F~-G. Dans le cas o1, on prend G =(K'=H') et on a F ~-G.
Enfin, dans le cas 00, on prend G =(H' vK') et on a F ~ -G.
III. Dans le cas 1, on prend G=(H'VK') et on & F ~G. Dans le cas 10, on prend
G=(K'=H')et on a F ~ G. Dans le cas o1, on prend G=(H'=K"} et on a F~G.
Enfin, dans le cas o0, onprend G =(H'AK'Y et ona F ~ -G,
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IV. Dans le cas 11, on prend G={H'= K') et on a £ ~G. Dans le cas 10, on prend
G={H'AK"Yeton aF ~-G. Dans le cas », on prend G=(H' ¥ K') et on a F ~ G. Enfin,
dans le cas 00, on prend G =(K' = H'}et on a F ~ G.

V.  Dansles cas 11 et 00, on prend G =(H' & K'Jet on a F ~ G. Dans les cas 10 et o,
onprend G=(H' <= KYJetonaF~-G.

b} Il est évident que (i) implique (ii). 11 n'est pas difficile de voir que {ii) impligue
(i): en effet, comme la formule (G &= H) est logiquement équivalente 3
((G = H) A (H= G)), et ce pour toutes formules G et H, toute formule F écrite & 1'aide
des symboles de connecteur A, V, =3 et & est logiquement équivalente & une formule
écrite uniquement avec les trois premiers de ces symboles. {Les perfectionnistes feraient
ici une induction sur F). Montrons maintenant 1'équivalence de (ii} et (ifi) :

(ii} implique (iii}, comme on le voit par induction sur la hauteur de la formule F
écrite sans négation : si c'est une variable, §(F) =1 par définition de & ; si c'est (G A H),
(GVH), (G=H) ou (G &= H), avec H(G)=1 et §{H)=1, alors on a évidemment
aussi H(F) =1.

Inversement, soit F une formule telle que &{F)=1. D'aprés a), on peut trouver
une formule G sans négation telle que F soit logiquement équivalente & G ou & -G.
Comme G est sans négation, on peut conclure, sachant que (ii) implique (iii), que
%(G) =1 ="5(F). Il n'est donc pas possible que F soit logiquement équivalente 3 -G ; F
est donc logiquement équivalente 4 G. On a ainsi montré que {iii} implique (7).

21, a) La réflexivité, la transitivité et I'antisymétrie de la relation ¢ se montrent sans
aucune difficulté, Il s'agit bien d'une relation d'ordre, mais cet ordre n'est pas total : si
n > 2, les distributions de valeurs de vérité X et g définies par : A(Ay) =0, p(A) =1,
AA)=1et g{A) =0pour 2 i < n, ne vérifient, ni A € g, ni g€ A,

b} La formule (Ay = Aj) est un exemple de formule qui n'est pas croissante et
dont la négation n'est pas croissante: pour §'en convaincre, il suffit de considérer les
distributions de valeurs de vérité A, g et v définies par :

A{A)=0pourtoutie{1,2,..,n};
(A =1, et p(A;)=0pour touti € {2,3,..,n};
#{Ai{)=1pour tout i € {1,2,...,n }.

Ona A€y A(F)=1et y(F) =0, donc F n'est pas croissante ; d'autre part, g v,

B(~F)=1 et t{-F} =0, doac -F n'est pas croissante.

¢) On montre d'abord : «si», 1l est bien clair que si F est une tautologie, ou si -F
est une tautologie (c'est-3-dire F une antilogie), alors F est croissante. Désignons par #
'ensemble des formules od les symboles -, = et < n'ont aucune occurrence. Comme il
est évident qu'une formule logiquement équivalente & une formule croissante est
elle-méme croissante, il suffit de prouver que, si F appartient & €, alors F est croissante.
On le fait par induction sur la hauteur de la formule F : il faut montrer que les formules
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propositionnelles sont des formules croissantes, ce qui est évident, et que si G et H sont
croissantes, il en est de méme de (G A H) et (G v H), ce qui n'est pas bien difficile.

Montrons maintenant : <« seulement si>. Soit F une formule croissante qui n'est
ni une tautologie ni une antilogie. Il s'agit de prouver l'existence d'une formule G
appartenant i 'ensernble ¥ défini ci-dessus, logiquement équivalente & F.

Appelons A(F) l'ensemble des distributions de valeurs de vérité qui satisfont F :

AFy={&e {0,1}"; F) =1}.

Pour chague distribution de valeurs de vérité 4, posons :

Vdy={AecP;&A)=1}.

On remarque que les ensembles ainsi définis sont finis, que A(F) est non vide
(sinon, ~F serait une tautologie). On voit aussi que pour tout § appartenant & A(F),
V.{8) est non vide: il y a une seule distribution de valeurs de vérité & qui vérifie
V() =0, clest la distribution & définie par &{A)=0 pour toute variable
propositionnelle A ; si & appartenait a A(F), on aurait &(F) =1, mais comme F est
croissante, et comme toute distribution de valeurs de vérité § vérifie 8y ¢ 6, on aurait
aussi &F) =1 pour tout &€ {0,1}P, ce qui est impossible puisque F n'est pas une
tautologie.

On peut done définir la formule :

6= VY (N p

BACF) * AeV, ()

qui est manifestement un élément de 'ensemble #.
Montrons que F et G sont logiquernent équivalentes. Soit A une distribution de

valeurs de vérité sur P qui satisfait F ; on a alors A € A(F), donc la formule { . C\m A)
€ +

est un des termes de la disjonction qui constitue la formule G. Comme on a, par
définition, pour tout A € V.(A), A{A}=1, on en déduit que A{ . ﬁ\m A) =1, donc que
€ +

A(G) =1. Réciproquement, si g est un élément de {0,1}" qui satisfait G, il existe une
distribution de valeurs de vérité &€ A(F) telle que p( ) A) =1, c'est-3-dire que,
€ +

pour tout A appartenant i V.(d), g{A) =1, mais cela signifie que, pour toute variable
propositionnelle A, si &A)=1, alors p{A)=1, ou encore que, pour toute variable
propositionnelle A, §A) < p(A), autrement dit, que §& . Or § € A{F) (donc F}=1) et
F est une formule croissante ; on en déduit que p(F)=1. On a montré que F et G sont
satisfaites par les mémes distributions de valeurs de vérité sur P : elles sont logiguement
équivalentes.

22.  Etant donné un ensemble fini de formules {Fy,Fj,...,F¢}, pour montrer qu'il est
indépendant, il suffit de trouver, pour chaque indice i, une distribution de valeurs de
vérité qui satisfait toutes les Fj (j#1) et ne satisfait pas F;; pour prouver au contraire
qu'il n'est pas indépendant, on montrera qu'une des F; est conséquence des autres.
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Dans le cas ol l'ensemble de formules considéré n'est pas indépendant, on
utilisera pour en construire un sous-ensemble indépendant éguivalent la remarque
suivante : 5i € est un ensemble de formules et si la formule F est conséquence de
€ ~ {F}, alors les ensembles £et £ - {F} sont équivalents.

a) On ne traitera que les ensembles (1}, (2) et (6). Aucun des autres ensembles
n'est indépendant.

{1) L'ensemble {{A = B), (B = C), {C= A}} est indépendant. En effet,
la distribution de valeurs de vérité & définie par A} =1, §B) =0 et §C) =1 ne satisfait
pas la premiére formule mais satisfait les deux autres; et on woit en fait que toute
distribution de valeurs de vérité qui rend fausse l'une de ces trois formules satisfait
nécessairement les deux autres.

{2) L'ensemble {(A = B), (B = (), (A= C)} n'est pas indépendant, car
on a {{A=8B),B=C}F (A= (). Le sous-ensemble {(A=B),(B=C)}} est
indépendant et équivalent & l'ensemble donné. 11 est facile de voir que c'est le seul
sous-ensemble ayant cette propriété.

(6) L'ensemble {{{A=B)=C), (A=C(), B=(), ((=(B=A)),
{{A = B) = (A <= B)}} n'est pas indépendant : on remarque que la derniére formule
est logiquement équivalente 4 (B= A}, et qu'elle a donc pour conséquence
l'avant-derniére. Il y a deux sous-ensembles indépendants équivalents :

{(aA=8)=C),(A=0C),(C=(B=A)};
{{lA=8)=0),(A=0),((A=B)=(A=B))}).

b} L'ensemble vide est indépendant : s'il ne 1'était pas, il contiendrait une formule
F telle que @8- {F} P F, ce qui est évidemment impossible. Si £={G}, alors
A4 - {G} ¥ G équivaut & @ ¥ G {qui signifie que G est une tautologie). Par conséquent,
une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble contenant une unigque formule
soit indépendant est que cette formule ne soit pas une tautologie.

¢) On montre la propriété par récurrence sur le nombre de formules de I'ensemble.
Elle est vraie si ¢'est 0 parce que € est un sous-ensemble indépendant équivalent i 9.
Supposons que tout ensemble de n formules contienne au moins un sous-ensemble
indépendant équivalent et considérons un ensemble .£ de n + 1 formules. Si € est
indépendant, il est lui-méme un sous-ensemble indépendant équivalent 4 € Sinon, on
peut trouver dans £ une formule £ qui soit conséquence de F=.4-{F}. 2, qui
contient n formules, admet, par hypothése de récurrence, un sous-ensemble ¥ qui est
indépendant et équivalent & 2. Mais 2 est équivalent 4 .£ d'apres la remarque initiale.
Par conséquent, ¥ est un sous-ensemble de €, indépendant, et équivalent & 4.

REMARQUE : 11 y a, & propos de cette démonstration, deux erreurs de raisonnement
éviter (elles sont d'ailleurs liées) : la premiére consiste & croire que si £ est un ensemble
indépendant de formules, et si F est une formule qui n'est pas conséquence de .4, alors
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£ U {F} est indépendant ; la deuxiéme est de penser qu'un sous-ensemble indépendant
maximal dans un ensemble de formules est nécessairement équivalent & cet ensemble.
L'exemple suivant montre que ces deux idées sont fausses :

Si £={A}, F=(AAB)et 2=.4U{F}; on voit immédiatement que :
£ est indépendant, F n'est pas conséquence de ¢, €U {F} n'est pas indépendant, £
est un sous-ensemble indépendant maximal de # mais n'est pas équivalent & 2.

d) Si % est un ensemble indépendant de formules, et si .2 est un sous-ensemble
{fini ou non) de %, alors 2 est indépendant. Supposons maintenant que .£ soit un
ensemble de formules non indépendant. 11 y a donc dans .4 au moins une formule G telle
que £ - {G} P G. D'aprés le théoréme de compacité (5.3), il y a au moins une partie
finie 2 de & - {G} telle que B * G. Posons € = FU{G};onzalors & - {G} G, ce
qui prouve que ¥ est un sous-ensemble fini de .4 qui n'est pas indépendant. Ainsi, pour
qu'un ensemble de formules soit indépendant, il suffit que tous ses sous-ensembles finis
le soient.

e) Posons, pour chaque entier n» 1, F,=A;AA;A..AA, et appelons .4
l'ensemble {Fq; ne®*}. Pour ngp, Fn est conséquence de Fp; donc, les seuls
sous-ensembles de £ gui sont indépendants ont au plus un élément. Mais il est ¢lair
que, pour tout n, Fg,q n'est pas conséquence de F, {prendre une distribution de valeur de
vérité qui satisfait A,, Az, ..., Ay et pas Aqs); on en déduit qu'aucun sous-ensemble
indépendant de .£ ne peut étre équivalent & 4 Cela dit, il y a des ensembles
indépendants équivalents & £, par exemple : {A,,AzAs,...,An,...}.

f) On cherche un ensemble de formules équivalent & = {Fg,Fy,....Fp,...}. On
obtient d’abord un ensemble équivalent 3 5 en y supprimant toutes les formules F qui
sont conséquence de {Fg,Fy,...,Fn-1}. Autrement dit, on peut supposer gue, pour tout n,
Fa n'est pas conséquence de {FgF;,....,Faq}, e, en particulier, Fp n'est pas une
tautologie. On considére alors 'ensemble % suivant :

f ={Fg, Fo=F, (FoAF)=Fa .., (FoAF1 A AF)=Fpsy, . }-
Il est bien clair que, si une distribution de valeur de vérité satisfait toutes les formules
Fn, elle satisfait toutes les formules de ¥, et réciproquement, si elle satisfait toutes les
formules de ¥, on voit, par récurrence sur n, qu'elle satisfait toutes les formules Fq. Les
ensembles ¥ et ¥ sonf donc équivalents. On va montrer que ¥ est indépendant en
exhibant, pour chaque formule G de ¥, une distribution de valeur de vérité qui ne
satisfait pas G mais qui satisfait toutes les autres formules de §.

- 8i G =Fy, on prend une distribution rendant Fgo fausse (il y en a puisque Fp n'est
pas une tautologie). Les autres formules de § sont alors satisfaites.

-8 G=(FgAFyA... AFy) = Fyuyy, alors on choisit une distribution de valeur de
vérité § qui satisfait Fg, Fy, ..., Fn €t qui rend fausse Fp.q (il y en a, puisque Fy,q n'est
pas conséquence de {Fg,Fy,...,Fa }) ; on vérifie facilement que & a les propriétés requises.
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23.  a) Pour chaque a € E, considérons la formule Fy :

= Voa.a A A AL
Fa= (g Aai A Kicick (Aa,i A Ag,j)

et, pour chaque couple {(a,b) € E2, 1a formule Hy ), :
Ha!b = '<|A<k _l(Aari A Ab:')
On va voir que G est k-colariable si et seulement si I'ensemble :
AEGY=f{Fa;acE}U{Hyp;{ab)eG}
est satisfaisable. A partir d'une fonction f de E dans {1.2,....k}, satisfaisant les

conditions exigées pour que le graphe G soit k-coloriable, on définit la distribution de
valeurs de vérité & par :

#Aa,i} =1 si et seulement si f(a) =i,

et on voit facilement que § vérifie toutes les formules de 4(E,G).

Réciproguement, supposons qu'on dispose d'une distribution de valeurs de vérité §
satisfaisant toutes les formules de #(E,G). Soit a € E. Le fait que F, soit satisfaite par §
montre qu'il existe un et un seul entier i compris entre 1 et k tel que &Ax i) =1;
désignons cet entier par f(a); la satisfaction par & des formules Hyp, pour {(a,b) € G,
montre gue, si (a,b) € G, alors f(a) = f(b) : G est donc k-coloriable.

b) 11 est clair que, si un graphe est k-coloriable, tous ses sous-graphes, et en
particulier tous ses sous-graphes finis, sont k-coloriables. Réciprogquement, supposons
que tous les sous-graphes finis du graphe G soient k-coloriables. On va établir que G est
k-coloriable en montrant que (E,G) est satisfaisable, et, pour ce faire, on va utiliser le
théoréme de compacité. Soit donc £ un sous-ensemble fini de 4(E,G). Appelons E’ le
sous-ensemble des points a de E tels qu'il existe un entier i tel que la variable Az,; ait
une occurrence dans une formule de €, et soit G' la restriction de G & E'; &' est un
sous-graphe fini de G et £C 4(E'.G"). Comme &' est k-coloriable, 4(E'.G') est
satisfaisable (question a)), et £ aussi. Donc (théoréme de compacité) (E,G) est
satisfaisable, et G est k-coloriable {question a)).

La terminologie utilisée dans cet exercice s'explique par l'illustration suivante : on
prend pour E un ensemble de pays et pour G la relation < aveir au moins une frontiére
commune non réduaite 4 un point> ; la k-coloriabilité correspond alors 4 la possibilité
d'attribuer A chague pays une couleur (en vue d'une représentation cartographique), les
diverses couleurs disponibles étant Ey, E, ..., Ey ; la contrainte est évidemment que deux
pays frontaliers alent toujours des couleurs distinctes. Mais les cartographes ont
rarerment affaire & des ensembles infinis de pays. Aussi cet exercice ne leur est-il pas d'un
grand secours. C'est le probléme de déterminer la plus petite valeur possible pour k qui a
longtemps tracassé les spécialistes de théorie des graphes. La conjecture était que cette
plus petite valeur était 4 (pour une certaine classe de graphes pas trop compliqués} : ce



Chapitre 1 301

fut le célébre probléme des quatre couleurs, non résolu jusqu'en 1986, date a laguelle
deux mathématiciens américains et un grand nombre d'ordinateurs puissants ont donné
une <« preuve » de cette conjecture. Les guillemnets se justifient par le fait que, méme si le
nombre de pages de ce livre était augmenté au-deld de tout ce que le lecteur se plaira &
imaginer, et si nous avions les compétences requises, nous serions bien en peine d'en
donner la démonstration ici... C'est le premier exemple du genre pour un théoréme de
mathématiques. La seule chose que la logique nous ait apprise, ¢'est gue ce théoréme des
quatre couleurs n'était pas plus facile pour les ensembles finis que pour les ensembles
infinis.

24, a) Intuitivement, la variable propositionnelle A,y prend la valeur 1 si et
seulerment si x est inférieur ou égal 4 y. On pose :
B(G)={Axx;x€G};
F{G)={(Axy AAyz) = Ay 23 x€G, yEGet zE G},
P(C)={{Axy &2 Ayx) 1 xeG,yeGetx ¥y},
E(Gy={Axy=Axzyz;xEG yeGetzeG};

et A(G) = 2(G) U #(G) U B(G) U £(G).

Supposons que le groupe G soit ordomnable. Seit  un ordre total sur G
compatible avec I'opération du groupe. Définissons la distribution de valeurs de vérité §
sur P en posant, quels que soient les éléments x et y de G :

#{(x,¥)) =1 si et seulement si x € y-

Cette distribution satisfait toutes les formules de .#(G) : celles de B(G) parce que
la relation g est réflexive, celles de #{G) parce qu'elle est transitive, celles de F(G)
parce qu'elle est antisymétrique et totale, enfin celles de &(G) parce qu'elle est
compatible avec |'opération du groupe.

Nous avons donc montré que l'ensemble (G} est satisfaisable lorsque le groupe
G est ordonnable. Réciproquement, supposons que £(G) soit satisfaisable. Considérons
une distribution de valeurs de vérité A qui le satisfait, et définissons une relation binaire
R sur G comme suit : quels que soient les éléments x et y de G,

(x,y) € R si et seulement si A{Axy) =1

La satisfaction par A des ensembles 2(G), #(G) et &(G) montre respectivement
la réflexivité, la transitivité et la compatibilité avec . de la relation R. D'autre part, R
est antisymétrique et totale parce que A satisfait les formules de #(G). Cette relation
est donc un ordre total compatible avec 'opération du groupe : G est ordonnable.

b) 81 un groupe est ordonmable, il est clair que n'importe lequel de ses
sous-groupes {et en particulier de ses sous-groupes de type fini} est ordonnable (par la
restriction & ce sous-groupe de l'ordre sur G). C'est la réciproque de la propriété a
démontrer qui ne va pas de soi. Supposons gue < G,.,1>> soit un groupe dont tous les
sous-groupes de type fini sont ordonnables. Pour prouver que G est ordonnable, il suffit



302 Solutions des exercices

d'aprés a) de prouver que l'ensemble de formules 4(G) est satisfaisable. D'aprés le
théoréme de compacité, il suffit encore de démontrer que toute partie finie de £{G) est
satisfaisable. Seit % une partie finie de #(G). Appelons M l'ensemble des éléments de G
qui apparaissent dans au moins une formule de % ; c'est bien entendu un spus-ensemble
fini de G, il engendre donc un sous-groupe de G de type fini, que nous appellerons H.
D'aprés notre hypothése, H est ordonnable, donc, d’aprés la question a}, I'ensemble de
formules £(H) est satisfaisable. Or, 'ensemble ¥ est inclus dans #(H): ¥ est donc
également satisfaisable.

¢) Montrons d'abord la partie facile de '"équivalence : si un groupe abélien est
ordonnable, alors il est sans torsion. Soit <CG,.,12> un groupe abélien qui est ordonné
par une relation . Supposons gue G soit un groupe de torsion, c'est-4-dire qu'il existe
un élément x de G, distinct de 1, et un entier naturel non nul n, tels que x" =1. {Un tel
&lément x est appelé élément de torsion). Comme l'ordre < est total, on 2 1 £ x ou

< 1. Si on suppose 1 £ x, on a alors, successiverment, d'apres la compatibilité de g
avec 'opération . : x € %2, ¥ £ x5, ..., x"7 ¢ x" = 1. On en déduit x « | par transitivité,
donc x=1 {antisymétrie}), ce qui est exclu. On arrive de fagon analogue & une
contradiction si on suppose x 1. Le groupe G est donc sans torsion.

Venons-en i l'autre implication. Supposons que <<G,.,12> s50it un groupe
abélien sans torsion, et considérons un sous-groupe H de type fini de G ; H est alors aussi
un groupe abélien sans torsion {un élément de torsion dans H serait évidemment aussi un
élément de torsion dans G). Si H est réduit & 1'élément neutre, il est évidernment
ordonnable. Dans le cas contraire, d'aprés le théoréme indigué dans 1'énoncé, il existe un
entier naturel non aul p tel que <CH,., 1> soit isomorphe au groupe <#°,+.0>. Or
le groupe <CIP,+,0>> est ordonnable : il suffit de considérer l'ordre ]exicogfaphjque sur
T° (si les éléments (aq,33,...,3p) €t {by,ba,....bp) de Z° sont distincts, et si k est le plus
petit des indices i compris entre 1 et p tels que a; # by, alors ¢

(31,32,-.-,8p) < (by,bz,...,bp) st et seulement si ay < by).

Il s'agit clairement d'un ordre total, et il est compatible avec l'opération du
groupe, qui est ici 'addition <« coordonnée par coordonnée » :

si on a (31,32,-.,ap) € (by,ba,...,bp), alors, quel que soit I'élément {cy.Cy,....Cp) de
ZP, on a aussi (a4,32...3p) + (€1.€2--,Cp) € (b1,b2,-.,bp} + (€4,C2,...,Cp), C'est-a-dire
(31 + 1,92 + €3,...,3p + €p) (b1 + ci,b2 + €2, bp + ).

Si ¢ est un isomorphisme du groupe <H,., 12> sur le groupe < IP,+,02>, alors
la relation binaire < définje sur H par : quels que soient les éléments x et y de H,

x 4 y si et seulement si p(x) < ¢(y)
est un ordre total sur H compatible avec 1'opération du groupe (ce que nous disons 13,
¢'est que tout groupe isomorphe A un groupe ordonnable est ordonnable).

Nous venons de montrer ainsi que tout sous-groupe de type fini de << G,.,1>> est
ordonnable. D'aprés la question b), cela prouve que G est lui-méme ordonnable.
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25, Lorsgue la précision sera utile, nous noterons respectivement Igr g, g fr €t
Illg,r,r les propriétés I, 11 et TIL.

a) 51 E est l'ensemble vide, III est trivialement vérifiée ('application vide est
injective). C'est aussi le cas lorsque E contient un unigue élément a : en effet, | signifie
alors que R; est non vide, ce qui fait que, en choisissant un élément b dans R, et en
posant f(a) =b, on définit une application f gui répond clairement & la question. Soit k
un entier naturel au moins égal & 2. On suppose (hypothése de récurrence) que, quels que
soient les ensembles X et Y et la relation SCX x Y, si card(X) <k, et si Ixy,g est
vérifiée, alors Illxys l'est aussi. On prend alors pour ensemble E un ensemble 4 k
éléments.

Examinons d'abord le cas 1. : il y a au moins une partie non vide A de E, distincte
de E, telle que card(A)} =card(R,). Par hypothése de récurrence, on peut alors trouver
une application injective f, de A dans R, telle que, pour tout élément a de A,
fi(a) € Ry. Posons B=E - A, C=F - Ry et S=Rn (B x C). Nous allons voir que Ig,c5
est vraie. Pour cela, considérons une partie M guelconque de B, et posons N=AUM. Il
n'est pas difficile de vérifier que :

Rn=RAUR“=R;U(R" - R‘)=RAUS)|.
Cela donne (parce que Ry et Sy sont disjoints) :
card(Ry) = card(R,) + card(Sy).
et, d'aprés Ig g g, card(Ry) 2 card(N} =card{A) + card{M). (A et M sont disjoints). On
en déduit : card(A} + card(Sy) 2 card(A) + card(M). Comme card(A) est fini, cette
derniére inégalité équivaut & :
card{Sy) > card(M),

ce qui montre que Ig,c,g est vérifide.

On peut donc appliquer 1'hypothése de récurrence, ce qui permet de trouver une
application injective f; de B dans C telle que, pour tout b appartenant 3 B, fy(b)
appartient & Sp, ce qui veut dire (b.f2(b)} € R. L'application f cherchée sera l'application
égale & fysur A et 4 fosur B,

Venons-en au cas 2. : Pour tout sous-ensemble A de E, non vide et distinct de E,
le cardinal de A est strictement supérieur & celui de R,. Choisissons un élément u dans E
{qui n'est pas vide), puis un élément v dans R, (qui ne l'est pas non plus, d'aprés Ig r g,
et qui a méme, dans le cas ol nous nous trouvons, au moins deux éléments). Par
hypothése de récurrence, il existe une application injective de domaine E - {u} dans
Ry - {v}. 1l suffit de prolonger cette application f, en une application de domaine E en
posant f{u} =v.

b)SiE=F=Netsi R=f(0n};neN}u{{n+1n);nel}, on vérifiera que la
propriété [ est vraie, alors que II et III sont fausses.

¢) Soient X et Y deux ensembles, et S CX = Y une relation binaire, tels que les
propriétés Ix,y.s et Llx,y,5 soient vérifiées.
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En prenant P=X=xY comme ensemble de variables propositionnelles, on
considere les ensembles de formules suivants :

Bxvs ={,¥x (xy);x€X} Exys={~({xy)A(x2)};xeX,yeY,zeYety ¢z} et

Drys={{xy)Alty));xeX,teX, yeYetx#t}
On pose ensuite :
Ay s = ExysU FxyslU Pxys

Remarquons que, pour chaque élément x de X, Y}é (x,y) est une formule parce
X

que 1'ensemble Sy est fini (propriété II) et non vide (propriété I: card(Sy) = card(§x})).

51 & est une distribution de valeur de vérité qui satisfait .#xvy,5, alors on peut
définir une application f de X dans Y satisfaisant les conditions énoncées dans 111, comnme
suit : pour tout x € X, f(x} est 'unique élément de Y tel que §Axy)=1.

Réciproquement, si on dispose d'une application f satisfaisant les conditions
énoncées dans 111, alors on peut obtenir une distribution de valeur de vérité § satisfaisant
8%,v.5 en posant : pour tout (x,y) € X x Y, A y) =1 si et seulement si f(x) =y.

On voit que 'ensemble de formules .#x,y,s est satisfaisable si et seulement si la
propriété 111y y g est vérifide.

Considérons maintenant les ensembles E et F et la relation R que nous étudions.
Puisqu'ils satisfont les propriétés I et II, il suffit, pour montrer que III est également
vraie, de prouver que I'ensemble de formules g p . qui leur est associé est satisfaisable.
D'aprés le théoréme de compacité, cela revient i prouver que tout sous-ensemble fini de
cet ensemnble est satisfaisable. Soit ¢ un tel sous-ensemble fini. On voit sans peine qu'il
existe un sous-ensemble fini X de E tel que, si on pose Y=Rx et S=R N (X = Y), alors
¥ est inclus dans dans .#x,ys. Or les propriétés Iy,ys et IIxys sont manifestement
vérifiées, donc, d'aprés a), Illxyg l'est aussi, et, d'aprés ce qui précéde, €y .y est
satisfaisable, ainsi que § .

La propriété démontrée dans cet exercice est connue sous le nom de lemme des
mariages. On peut en effet I'illustrer ainsi : E représente un ensemble d'hommes, £ un
ensemble de femmes, (x,y) € R signifie «x connait y», et y =1(x) signifie «x se marie
avec y>». Ce que nous avons prouvé, c'est que, si des hommes, pris dans E en nombre
quelconque, connaissent nécessairement, 4 eux tous, un nombre au moins égal de
femmes, alors il est possible de marier chague homme de E & une femme de F qu'il
connait, en excluant toute situation de polygamie. (Précisons que, dans le cas
improbable ol on envisagerait cette illustration avec des ensembles infinis, il faudrait
alors exiger de plus que chaque homme ne connaisse qu'un nombre fini de femmes...).
Une telle illustration peut naturellernent &tre critiquée, notamment en raison des réles
non symétriques joués par les ensembles E et F, ou encore 4 cause du caractére
conformiste des régles imposées : monogamie et mariage de gens qui se connaissent.
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CHAPITRE 2

1 a) C'est la compatibilité de la relation ~ d'équivalence logique avec les
connecteurs propositionnels qui nous permet de définir des opérations internes dans 5/~
par les relations donnédes dans l'énoncé (ces relations ne dépendent pas du choix des
représentants des classes de formules). Plus précisément, conformément au théoréme 2.9
du chapitre 1, quelles que soient les formules F, G, F' et G', si c(F)=cl(F") et
d{G) =cl(G'), alors d(-F)=cl(-F'), c(FAG)=d(F'AG"), cd(FvG)=cl(F vG,
cd{F = G) =cl(F' = G'), et cl(f &= G)=cl(F' &= G'). (Voir aussi nos commentaires
au n° 2.11 du chapitre 1).

On a les équivalences logiques suivantes (v est une tautologie, 1 une antilogie, les

numéros indiqués renvoient i la liste établie au chapitre 1, en 2.11} :

s (AR B)~(B&2A) o 4]],

e{(AsBB) P )~(Ag (Ba= () [la premiére de ces formules est
S(~{A = B) &= (), elle est logiquernent équivalente & ({A &= B) ==} (r* 43), &
(A = {B = ()) (n° 58), donc 2 la deuxiéme],

s (A .1)~A [0° 48etn” 41],

e{(As=A)~1 [n* 49etn® 43],

e (AAB)~(BAA) [n° 3]

e ((AABYAC)~(AA(BACQ)Y [o 5],

s(AABe2Q))~{(AAB)&=(AAQ)) [on le justifie par la méthode
de l'exercice 14, ch.1 : le polynome associé i la premiére formule est x{1 + 1 + y + z),
celul qui est associé 4 la seconde est : 1 + 1 + xy + xz ; ils coincident),

e (AAT)~A [0 46),

s (AAA)~A [ 1]

Ces équivalences logiques prouvent que l'opération &5 sur F/~ est commutative
et associative, qu'elle admet la classe 0 des antilogies pour élément neutre, et que tout
élément admet, relativement 3 cet élément neutre, un symétrique (lui-méme). La
structure < Ff~, 523> est donc un groupe commutatif. De plus, l'opération A est
cornmutative, associative, distributive par rapport i &=, elle admet un élément neutre :
la classe 1 des tautologies, et elle est idempotente. Par conséquent, la structure
< Ff~, &=, A2 est un anneau commutatif et unitaire qui est un anneau de Boole.

b} Quelles que soient les formules F et G, on a, par définition, cl{F) < cl{G) si et
seulement si cl(F} A cl(G)=cI(F}, ce qui équivaut & <l{F A G} =cI(F), c'est-a-dire 2
FAG~F,ouencore & F* ((F A G) & F). Or la formule {((F A G) &= F) est logiquement
équivalente & {F = G) (voir chapitre 1, 2.11, n° 38). Il en résulte que :

cl(F} < c(G} si et seulement si P (F = G).
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(Notons au passage que la propriété « (f = G) est une tautologie> définit sur & une
relation binaire compatible avec la relation ~ d'équivalence logique, et que la relation
qu'elle induit dans l'ensemrble quotient & /~ est 1a relation d'ordre de 1'algdbre de Boole).
Observons aussi qu'il ne s'agit en aucun cas d'un ordre total: si A est une
variable propositionnelle, on n'a ni cd(A) g ¢l(=A), ni ¢I(-A) £ <I{A), puisqu'aucune des
deux formules (A = -A) et (~A = A) n'est une tautologie {elles sont, respectivement,
logiquement équivalentes 4 ~A et 4 A).
Pour l'ordre g, le plus petit élément est la classe 0 des antilogies, et le plus grand
la classe 1 des tautologies.
Soient, x = ¢l(F) et y = cl(G) deux éléments de F/~. On a (théoréme 2.3, 2} et 8)):
xry=xy=xAy=c{F AG)
et x*=1+x=1&23x=dd(-F).
On en déduit, avec de Morgan, que :
xvy=(xFny ) =c{~{-F A-G))=cd(FVG)=xVy.

Les opérations de borne supérieure, borne inférieure, et complémentation, sont
done, respectivement, la disjonction, la conjonction et la négation.

¢) Supposons que P soit l'ensemble fini: {AyAz..,An} (0 € N*). L'ensemble
quotient F/~ est alors fini, et a 22" éléments (voir chapitre 1, 3.2). Cela montre que
l'algébre de Boole < Ff~,&2,A,0,12> est atomique (théoréme 3.2), et aussi que le
nombre de ses atomes est 2" (théoréme et corollaire 4.3). Nous allons montrer que ces
atornes sont les classes des formules :

AN
1ken kP

obtenues pour tous les le n-uples {€4,£2,...,6q4) € {0,1}".

Observons d'ores et déjd que ces classes sont au nombre de 2%, ce 'qui revient &
dire gue les formules considérées sont deux & deux non logiquement équivalentes {ce que
garantit le lemme 1, 3.2, chapitre 1). Donc, si nous montrous que ces classes sont des
atomes, nous serons assurés d'avoir 14 tous les atomes de notre algébre de Boole.

Considérons un n-uple {£,£2,....60) € §0,1}" et appelons H la formule associée :

H EgAk.

= N
1K kgn
Reprenons les notations du n® 3.1 du chapitre 1. On a A(H)={b¢c, ¢, }
{chapitre 1, 3.2, lemme 1) ; done, cl{H) 0. On en déduit aussi qu'on doit avoir, pour
toute formule F telle que cl(F} € d(H) (ce qui signifie P (F=H) et équivaut
évidemment & A(F) € A(H)} :

® s0it A(F)={ 5,152...5“ } = A{H), et alors cl{F) =cl(H} ;
» soit A(F) =40, et, dans ce cas, cl(F) =0.

Nous avons ainsi prouvé que cl(H) est un élément non nul de l'algébre de Boole
F f~, qui n'est minoré que par lui-méme et par 0, ce qui veut dire que c'est un atome,
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2. Nous utiliserons des propriétés établies dans l'exercice 1.

Soient X et Y deux parties de E. Pour chaque élément x€E, ona xe X AY sl et
seulement 8i une et une seule des propositions x € X et y € Y est vraie, ce qui veut
exactement dire que x € X A Y si et seulement si la proposition x € X &2 x € Y est, vraie.
La cqnunutativité de A se déduit de celle de &5 : pour toutes parties X et Y de E :

XAY={xeE;xeXecaxeY}=fxeE;xeYeaxeX}=YAX

De fagon analogue, on déduit 1'associativité de A de celle de &5.

Par ailleurs :

XAb={xeE;xeX&gxeb}={xeE;xeX}=X
{on z utilisé le fait que x € @ est faux et que faux est neutre pour &),
et XAX={xeE;xeXgaxeX}=0,
ainsi, pour l'opération A, & est élément neutre et tout élément de FH(E) admet un
symétrique, i savoir lui-méme.

Ces remarques montrent que < fB(E), A > est un groupe commutatif.

L'opération d'intersection sur P{(E) est commutative et associative et admet un
élément neutre: E. Ces faits résultent de propriétés analogues du connecteur
propositionnel A. De plus :

Xn{(Y¥AZ)={xecE;xeXA(xeYxel)};

XnY)AXnZ)={x€E;{(xeXaxeY)agb(xeXaxel)};
ces ensembles coincident en raison de la distributivité de A par rapport & &=
L'intersection est donc distributive par rapport i la différence symétrique. On a ainsi
démontré que la structure <P(E), A N2> est un anneau commutatif et unitaire. C'est
aussi un anneau de Boole puisque, pour tout X € B(E), on a X nX =X

Des vérifications immeédiates montrent gue l'ordre de cet anneau de Boole est
l'inclusion, que les opérations —et ~ sont, respectivement, la réunion et l'intersection,
et que le complément d'un élément est son complémentaire au sens ensembliste.

3. La préservation par isomorphisme de propriétés du genre de celles considérées
dans 1'énoncé est un fait banal dont la vérification ne pose jamais de probléme. A titre
d'exemple, nous traiterons la question a), laissant les autres au lecteur.

a) Soit a € A un atome de £ et soit y € B un minorant de f(a} dans .#. Comme f
est un isomorphisme, il existe un unique élément x € A tel que y =f(x} ; et cet élément x
est tel que 0 € x £ a, puisque 0 g f(x) g f(a) (théoréme 4.2). Mais a est un atome ; donc
x =0 (et alors y =f(x) =0} ou x =a (et alors y =f(x) =1(a)}. On en déduit que les seuls
minorants de f(a) sont 0 et f(a). Etant donné que a est non nul, que f{0) =0 et que f est
injective, on peut conclure que f(a) n'est pas aul et gue ¢'est un atome de 3.

Si on suppose maintenant que ¢'est f{a) qui est un atome de B, il suffit
d'appliquer ce que nous venons de faire 4 l'isomorphisme f' de 2 dans .£ pour s'assurer
que a =f'{f(a)) est un atome de 4.
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4, a) Soit <CA,<,0,1>> une algébre de Boole. Supposons qu'elle soit compléte et
considérons une partie non vide X de A. Posons Y={xeA;x®eX} et appelons b la
borne inférieure de Y (Y est évidemment une partie non vide de A). Il est trés facile de
prouver que a =b® est borne supérieure de X : d'une part, pour chaque x€ X, on a
b £ x%, donc x £ b* =2 et a est un majorant de X ; d'autre part, pour tout majorant m
de X, m® est un minorant de Y (vérification immédiate), donc m® £ b et a =b* £ m, ce
qui montre que a est le plus petit des majorants de X. En échangeant les mots
<« supérieure» et «inférieure> et en renversant les inégalités dans ce qui précéde, on
montre que, si toute partie non vide de A admet une horne supérieure, alors l'algébre de
Boole est compléte.

b) Soient =< A, ,0,12> et 2 =<B,g,0,1>> deux algébres de Boole et f
un isomorphisme d'algébres de Boole de .6 sur #. On suppose que . est compléte et on
va montrer qu'il en est de méme de 2. Considérons une partie non vide Y de B et
appelons X son image réciproque par f qui est un partie non vide de A (parce que f est
une bijection). On vérifie trés facilernent que, si a est la borne inférieure de X (qui existe
par hypothése), alors f(a) est borne inférieure de Y.

¢) Soient E un ensemble et X une partie non vide de P(E). Il est clair que
I'ensermnble G = Q Z, intersection des éléments de X, est borne inférieure de X.

d) Soient E un ensemble infini et H une partie infinie de E dont le complémentaire
dans E est infini. {A propos de l'existence d'une telle partie, se reporter au chapitre 7.)
Considérons le sous-ensemble X suivant de PB(E) :

X={{x};xeH}

Si I'algébre de Boole des parties finies ou cofinies de E était compléte, X aurait
une borne supérieure M. Alors, M devrait étre une partie finie ou cofinie de E qui majore
(c'est-&-dire contienne) tous les éléments de X : on aurait donc H C M, ce qui interdirait
& M d'étre finie et 1'obligerait & étre cofinie. Comme, par hypothése, H n'est pas cofinie,
'inclusion précédente seraif stricte, et on pourrait trouver un élément a € E tel que
a€MetagH. L'ensemble N=M - {a} serait alors, comme M, une partie cofinie de E et
serait encore un majorant de X. Mais, dans ce cas, M ne serait pas le plus petit des
majorants de X, ce qui serait absurde. L'algébre de Boole considérée n'est donc pas
cormpléte.

€) Observons pour commencer que toute algébre de Boole finie est compléte
(propriété 6), théoréme 2.3). 1l en résulte que, lorsque l'ensemble P des variables
propositionnelles est fini, 1'algébre de Boole &/~ des classes de formules logiquement
&quivalentes {qui est alors elle-méme finie) est compléte.

Supposons maintenant gue l'ensemble P soit infini. Considérons deux suites
{p..)rldl et (q.,}m' d'éléments de P deux i deux distincts. Construisons deux suites de
formules, (F.,)“m et (G"]ndl’ de la maniére suivante :
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Fo=poVao ; Fai=pVaoVa;
Fk=px¥qoVaqyV..Vag;

et Go=4q0 ; Gi=aoV(q1Apo);
Ge=qoV(@mApo)V...V(QeApoAprA.. Aprq);

On a, pour tout entier n, Gpa=0GnV(qasApoApiA...Aps), donc
F Gp = Gpo1, antrement dit d{Gp} < d(Gnay) (pour l'ordre de 'algébre de Boole F/~).
Cette inégalité est stricte, car on peut trouver une distribution de valeurs de vérité &,
qui satisfait G4y et ne satisfait pas G, ; il suffit de poser :

6"(‘10) = an(ch) == an(Qn) =0
et 6H(P0)=‘§n(|31)=--- =ba(pa) =balann} =1,
les valeurs de &, pour les autres variables pouvant étre choisies arbitrairement.

Considérons un entier n et une distribution de valeurs de vérité A telle que
A(Fn}=0. On a alors A{pn) = A(go) =A{q)) =... = A(qn} =0, et, quel que soit l'entier
k=1, A(qe ApoApiA... Apkq)=0. En effet, si k < n, AMqe) =0, et si k > n, alors py
figure dans la conjonction pp A py A .. A pi-y qui n'est donc pas satisfaite par A. On voit
donc que, pour tout entier m, A{Gm)=0. On a donc montré que Gu=F, est une
tautologie quels que soient les entiers m et n, cu encore que cl{Gp) € cl(Fa). L'inégalité
est stricte, puisqu'on a, avec ce qui vient d'étre démontré :

{Gm) < cHGper) € <I(Fa)-

Supposons que l'ensemble {cd{(Fp}; n € #} admette une borne inférieure : cl(F).
Oun aurait alors, d'aprés ce qui précéde, pour tous entiers m et n,

d(Gm} < d(F) g <l(Fa),
c'est-A-dire PFGn=Fet*FF=F,. (o)

Choisissons un entier r tel que, pour tout entier k 3 r, ni py ni qx ne figurent dans
la formule F (un tel choix est possible parce qu'une formule ne fait intervenir qu'un
nombre fini de variables propositionnelles). Nous allons maintenant définir deux
distributions de valeurs de vérité a et 8 obtenues respectivement en modifiant la valeur
prise par la distribution &, définie ci-dessus, aux points p, et q; :

alp,) =0 et afx) = &{x) pour toute variable x autre que py,
B#q;) =1 et B(x) = &{x) pour toute variable x autre que q;.
Comme p, et q, ne figurent, pas dans F, on a évidemment :
ofF) =B(F) =&(F). (o)

Mais, par ailleurs, il est facile de vérifier que a{F ;) =0 et HG,) =1, ce qui exige,
d'aprés () : ofF}=0et HF) =1; or cela est manifestement contradictoire avec (se).

Tl était donc absurde de supposer l'existence d'une borne inférieure pour
'ensemble {cl{F,) ; n € N}. L'algébre de Boole que nous avons considérée n'est donc pas
compléte.
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f} On a vu que 'algébre de Boole des parties d'un ensemble est atomique et (i la
question ¢} ci-dessus) qu'elle est compléte. On est donc assuré, grice i la question ¢) de
l'exercice 3 et & la question b) ci-dessus, que toute algébre de Boole isomorphe i
'algébre de Boole des parties d'un ensemble est nécessairement atomique et compléte.

Examinons la réciproque. On va s'inspirer de la démonstration du théoréme 4.3,
qui va apparaitre comme un cas particulier de ce que nous prouvons ici.

Soit £ =<A,g,0,12>> une algébre de Boole atomique et compléte. Désignons
par E 'ensemble de ses atomes et appelons ¢ 'application de A dans $B(E) qui, & chaque
Slément x de A, associe 'ensemble des atomes qui le minorent :

px)={a€eE;agx}

Montrons que ¢ est surjective. Soit X une partie de E. Si X est vide, alors
X =p(0) (aucun atome ne minore 0). Si X est non vide, elle admet une borne supérieure
que nous appelons M. Tout élément de X est un atome qui minore M, donc X € p(M). Si
b est un atome qui n'appartient pas & X, alors, pour tout &lément x de X, on a x £ b®
{cela résulte du théoréme 3.3 : x est un atome et on n'a pas x € b, car b est aussi un
atome et x b signifierait x=b, or x € X et b € X). On en déduit gue M < b* et, par
suite, que b ne minore pas M (car, comme b est non nul, on ne peut pas avoir b  b®). 11
en résulte que tout atome qui minore M est un élément de X : p(M)} C X. En définitive,
X = @(M) et @ est surjective.

Pour tous éléments x et y de A, si x £y, alors, o(x) C i(y), car tout atome qui
minore x est un atome qui minore y.

Pour tous éléments x et y de A, si ¢x) € ly), alors x < y : en effet, si x n'est pas
un minorant de y, alors xy© # 0 (lemme 2.3) ; puisque £ est atomique, on peut donc
trouver un atome a € E tel que a € xy%, c'est-a-dire a g x et a £ ¥°; V'atome a ne peut
pas minorer & la fois y© et y, ce qui montre que a € ¢{x) et a ¢ p(y), donc o(x) [ &y).

Le théoréme 4.2 nous permet de conclure gue ¢ est un isomorphisme d'algébres de
Boole de ¢ sur $B(E). Ainsi, tout algébre de Boole atomique et cornpléte est isornorphe
'algébre de Boole des parties d'un ensemble. Comme toute algébre de Boole finie est
atomique et compléte, le théoréme 4.3 est un corollaire de ce que nous venons de
prouver.

5. Soit b un élément de B qui n'est pas un atorne de l'algébre de Boole 2. Alots, ou
bien b =0 et b n'est pas un atome de €, ou bien on peut trouver un élément ¢ € B, non
nul et distinct de b, tel gue ¢ £ b ; mais, comme c € A, on a trouvé dans A un minorant
strict non nul de 1'élément b, lequel n'est done pas un atome de 4.

Prenons pour A l'algébre de Boole (M) et pour Z la sous-algébre de Boole
constituée par {8 N}. Il est immédiat que N est un atome de & mais pas un atome de ..
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6. On applique le théoréme 2 de 44:ona 0eB puisque 0 g1+ a;six€eB,ona
500t x 3ra et alors x® g 1+ a, soit x € 1 + a et alors x® 3z a, dong, dans tous les cas,
x® € B ; enfin si x et y sont des éléments de B, si 1'un des deux au moins minore 1 + a, il
en est de méme de leur borne inférieure x ~ y, et si ce n'est pas le cas, alorson a x > a et
y 2 a, don¢ x ~ y 3> a : dans tous les cas, x ~y € B.

Supposons que £ soit compléte et considérons une partie non vide X de B. Dans
A, X admet une borne inférieure m. Montrons que m € B, ce qui prouvera que la
sous-algébre de Boole constituée par B est compléte : si l'un au moins des éléments de X
est majoré par 1 +a,onam < 1+ a; sinon, pour tout élément x € X, x > a ; a est alors
un minorant de X, donc de m ; dans tous les cas, m € B.

7. 2) Posons G = Q F. On vérifie que les trois conditions du théoréme 5.6 sont
satisfaites par G. Choisissons un filtre Fg dans 'ensemble (non vide) Z. On a 0 £ Fy, done
0 ¢ G. Par ailleurs, pour tout Fe€Z, on a 1 € F, donc 1 € G. La condition (f} est donc
vérifide. Soient x et y deux éléments de G ; pour tout F € Z, on ax€F et y € F, done
aussi x ~y € F ; on en déduit que x ~y € G, et que (ff) est satisfaite. Enfin, sixe G,y € A
et x £y, alors, pour tout F € Z, on a x € F, donc y € F, ce qui montre que y € G et que
(fff) est vraie. L'ensemble G est donc un filtre sur %

Soit a un élément de A distinct de 0 et de I (on suppose qu'il y en a). Considérons
les filtres principaux Fa et Fq,a respectivement engendrés par a et par 1 +a (voir
exemple 2, 5.8}, et supposons que £ ={Fa,F,a}. L'ensemble K = é‘z{z F =Fa UF;,a n'est
siirement pas un filtre puisquea € K, 1 +aeK,eta~ (1 +a}=0gK.

b) Posens H = Fké)z F, et appliquons encore le théoréme 5.6. Choisissons 3 nouveau
un filtre particulier Fge Z. On a 1 € Fg, donc 1 € H. Pour tout FeZ, on a 0 g F, donc
0 ¢ H. La condition () est donc vérifiée pour H. Vérifions (ff} : soient x et y des éléments
de A tels que x € H et y » x; il existe un filtre F € Z tel que x € F, mais alors y € F, donc
y € H. On le voit, I'hypothése supplémentaire faite ici sur Z n'est pas intervenue pour
vérifier ces deux conditions. C'est pour {ff} que nous allons 1'utiliser : étant donnés deux
éléments x et y de H, il s'agit de montrer que x ~y € H ; il existe des filtres F, et F;, dans
I'ensemble Z tels que x € Fy et y € F5 ; comme l'inclusion est un ordre total sur Z, on a
FyCFyou F,CFy; F=FyUF; est donc un filtre de Z qui contient 4 la fois x et y; il
contient donc leur borne inférieure x ~y; on a donc x ~y € F et F € Z, d'ol I'on déduit
quex~yE % F=H.

8. Appelons E* l'ensemble des intersections finies d'éléments de E. On peut
construire E* de la maniére suivante : on pose Eo =E et, pour tout n €l :

Exn={ZePB); (K eE)@Y e En)(Z=XNY}};
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on a alors :

E*=M En.

L'ensemble E étant dénombrable, on montre facilement, par récurrence, que
chacun des ensembles E, est dénombrable, et il en est donc de méme de leur réunion E*
(réunion dénombrable d'ensembles dénombrables). On pourra se reporter au chapitre 7
pour des détails sur ces problémes de cardinalité.

Nous pouvons donc nous donner une énumération de E* :

E*={Xn;nel}.
Moutrons maintenant que le filtre engendré par E est 'ensemble :
F={XeBMN); (IneM){XIX)}

On se convaincra que F est un filtre contenant E en examinant la démonstration
du lemme 5.12 {on remarquera gue les éléments de E* sont tous non vides). D'autre part,
considérons un filire G contenant E; G doit contenir tout élément qui est borne
inférieure (c'est-a-dire intersection) d'un nombre fini d'éléments de E, ainsi que tout
majorant d'un tel élément. La premiére condition se traduit par : G 2 E*, et la deuxiéme
par: GJIF. On a prouvé que F est un filtre contenant E, inclus dans tout filtre
contenant E : F est donc 'intersection de tous les filtres contenant E, ou encore le filtre
engendré par E.

Supposons gue F soit un ultrafiltre. Nous allons distinguer deux cas. Dans le
premier, nous montrerons que F est trivial ; dans le second, nous aboutirons i une
contradiction. Nous aurons ainsi établi la propriété annoncée.

» 5"l existe un entier n tel que X, soit un ensemble fini, alors, puisque X, € F,
N - X, ¢ F, ce qui montre que F ne contient pas le filtre des parties cofinies de W (filire de
Fréchet), c'est--dire que F est un ultrafiltre trivial (théoréme 5.11),

¢ Dans le cas oll, pour tout n €N, X, est un ensemble infini, nous allons construire
une partie A CN telle que ni A ni ¥ - A n'appartiennent 4 F, ce qui montrera que F n'est
pas un ultrafiltre, contrairement a notre hypothése. Définissons deux suites [an)nd et
{bn), 4 d'entiers naturels, par récurrence, comme suit :

* ag est le plus petit élément de Xg et bg est le plus petit élément de Xg - {a¢} ;

* pour tout n €M, ap. est le plus petit élément de Xpa - {30,31,-...30,00,01,-.-.00 }
et by.r est le plus petit élément de Xp4y - {2p,31,-,8n,3nen,b0,b9,- .0 }.

Le fait que les ensembles X, soient tous infinis garantit la validité de cette
définition.

Posons A={an;nel}et B=MN-A.

Il est clair que l'ensemble {by ; n €M} est inclus dans B et que les ensembles A et
B sont tous deux infinis.

Quel que soit l'entier n, on a:

an€EXp;bn€Xa;a, €B;b A

e qui montre que 'ensemble X, n'est inclus ni dans A ni dans B.
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On en déduit qu'aucun des deux ensembles A et B =N - A n'appartient au filtre F.
Celui-ci ne peut donc pas étre un ultrafiltre.

9. a) Cette propriété a été établie dans 1'exercice 20 du chapitre 1.
b) et ¢) Considérons V'application ¢ : F/~ — {0,1} définie par :
pour tout x € Ffw,
1 si &(F) =1 pour toute formule F € x
o) { 0 si &(F) =0 pour toute formule F € x
(il n'y a évidemment pas d'autre cas).
On voit que ¢ n'est autre que la distribution de valeurs de vérité &
« quotientée>> par la relation d'équivalence logique ~, ¢'est-a-dire I'application que nous
désignerions par hs, avec les notations de l'exemple 3 de 4.5, et qui est un
homomorphisme d'algébres de Boole de ¥/~ dans {0,1}. On a évidemment :
J={xe F/~; plx) =1},
ce qui prouve que J est un ultrafiltre et que I'homornorphisme qui lui est associé est ¢
(théoréme 5.7, (1'} = (3')).

10.  a) Soit x un élément de A. Dire que H{x) est un singleton, c'est dire qu'il y a un
unique homomorphisme d'algébres de Boole de ¢ dans {0,1} qui prenne la valeur 1 en x.
® Supposons gue x soit un atome : on a donc x £ 0 et H(x} est alors non vide. Mais si h
est un €élément de H(x), pour chaque y € A on a soit xy =x, ce qui exige h{y} =1, soit
xy =0, ce qui exige h{y) =0 {car h(xy} =h(x)h{y) =h(y)). La valeur de h(y) est ainsi
déterminée pour tout élément y de A. Il y a done un unique élément dans H(x) : c'est un
singleton.

» Maintenant, supposons que H(x} soit un singleton : c'est alors nécessairement un atome
dans 1'algébre de Boole 2(S) (puisque ¢'est un atome dans PB(S) (exercice 5)). Comme H
est un isomorphisme d'algébres de Boole, x est un atome de £ (exercice 3,a).
REMARQUE : On aurait pu, de méme, dans la premiére partie de la démonstration,
observer que H{x)} était un atome dans B(5) ; mais cela n'aurait nullement prouvé que
H(x) était un singleton, un atome dans #(5) n'étant pas nécessairement un atome dans
P(S) (exercice 5).

b) 8i € contient un atome a, H(a) est un ouvert (-fermé) de 5 réduit A un seul
point : il ¥ a donc dans S au moins un point igolé. Réciproquement si h est un point isolé
dans §, alors {h} est un ouvert de 5. Comrme la topologie de S est séparée, tout singleton
est un fermé. On en déduit que {h} est un ouvert-fermé, c'est-a-dire un élément de
2(5). Il y & don¢ un élément {unique) a € A qui a pour image {h} par l'isomorphisme H.
D'aprés la question a), a est nécessairement un atome.

¢) Comme les ouverts-fermés constituent une base d'ouverts de l'espace 5, et
comme tout ouvert non vide contient au moins un cuvert d'une base donnée, on voit
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que, pour qu'un ¢nsemble X C 5 rencontre tout ouvert non vide (c'est-a-dire soit dense
dans 5), il faut et il suffit qu'il rencontre tout ouvert-fermé non vide.

Appelons | I'ensemble des points isolés de 5.

Supposons que £ soit atomique. Soit {} un ouvert-fermé non vide de 5. Il existe
alors un et un seul élément x de A tel que H(x) = . Comme {2 n'est pas vide, x n'est pas
nul ; done on peut choisir dans A un atome a qui minore x. Alors, H{a} est inclus dans
H(x), puisque H préserve l'ordre. Mais, d'aprés a), H(a) est un singleton et son unique
élément est un point isolé de S ; § contient donc un point de | Ceci prouve que | est
dense dans S.

Réciproguement, supposons que | soit dense dans S. Pour chaque élément non nul
x € A, H(x) est un ouvert-fermé non vide de S, et, & ce titre, il contient au moins un
point isolé h. Mais alors {h} est l'image par H d'un (et un seul) atome a de A (voir la
démonstration de b)). On a H(a} = {h} C H{x), d'oil a g x (théoréme 4.2). On a trouvé
un atome qui minore x : £ est donc atomique.

11.  Supposons d'abord que 1'algébre de Boole 6= <CA,«,0,1> soit dense. Si b est
un élément non nul de A, alors, par définition, i] existe au moins un élément ¢ de A tel
que 0 < ¢ < b, ce qui montre que b n'est pas un atome. Réciproquement, si on suppose
qu'il n'y a pas d'atome dans .#, et si on considére deux éléments a et b de A tels que
a < b, alors a + b n'est pas nul et n'est pas un atome. On peut donc trouver un élément
deA tel que 0 <d < a-+b. Posons ¢c=a~d. Des vérifications irnmédiates montrent
qu'on a alors a < ¢ < b; 4 est donc dense.

12.  a) Supposons que (y,z) soit une bipartition de x. On a alors :
x=ywz=y+tz+yz=y+z+{y~z)=y+z

On en déduit immédiatement x + y=z. On a y #x parce que z+0, et y < x parce que
x=y vz Commey=0,onen conclut : 0 < y < x.

Réciproquement, si 0 <y < xetz=x+ vy, alorsona:
y20,z#0(caryzx), y~vz=y+z+yp=y+x+y+yx+yi=x+tytxy=xvy=x
etenfinyrz=y(x +y}=yx+y' =y +y=0.

Soit a un élément non nul de A. Comme a n'est pas un atome, il existe un élément
b€ Atel que 0 < b < a. D'aprés ce qui précéde, {b,a + b) est une bipartition de a.

b} On procéde par récurrence. Le choix de ug et vy est explicité dans |'énoncé.

Supposons que 1'élément Usge, . . . €. soit défini conformément aux conditions
imposées (dans le cas ol n=0, on conviendra que usoz"”an:u@:l). Alors cet
élément est non nul et admet, d'aprés a}, au moins une bipartition. Si la condition
Ugg,. . .Eqy " 30 +0 et Uege,. . _gn_'n(l + a,) =0 n'esn‘ pas satisfaite, on choisi.t, pour
couple (ueuer__gn_‘g,ugoﬁ_“g"_lt) une bipartition arbitraire de veg ..., . St cette
condition est satisfaite, alors le couple ("‘031---%-1“3“’"‘051--%—1"(1 + a,) est,
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cornme il est facile de le vérifier, une bipartition de Ueges. . - Epug

¢) Donnons-nous ¢ et x comme indiqué. Observons d'abord que, quels gue soient
les entiers naturels n et m, 5i n g m, alors Ugge,. . .6, & Uggey. . .5, On en déduit que,
pour tout entier k el :

(1} ®si x~uge . . g =0, alors, pour tout entier p k»X“ereI___ep=0;

=
<

f2) egixn~ Uege, . . . %0, alors, pour tout entier q £ k, x ~ Uege,. . ¢, =0.

Montrons alors qu'une au moins des conditions (i)} et (i) est satisfaite : si (i) ne
'est pas, on trouve un entier k tel que x ~ Uege,. . . 6 =0, d'aprés (1), on a donc, pour
tout entier p z k, X ~uge .ep=0 ; OF Uepe, .. _ep:Oet :

Yegey. . -€p =(x ~Uge,. . .E.p)" ((r+ x) g, 'Ep) 3
il en résulte que {1 + x) ~ Uege,. . &, #0; on en déduit, grice & (2), que, pour tout n €W,
ona(l+x)n Ueye,. . .5, # 0, ce qui veut dire que la condition (1i) est satisfaite.

Montrons maintenant que (i} et (ii) ne peuvent étre satisfaites simultanément
(c'est ici qu'intervient la dénombrabilité de A). Puisque x est un des éléments de A, ily a
un entier k tel que x = ay. Trois cas sont alors possibles :

® Ak " Uege,. g T 0 ; cela contredit la condition (1) ;
o (1 +aK) ~ugg,. . .g, = 0 cela contredit la condition (ii) ;
® Ak~ Uy, g F0et (1 +2aK) nuge, . g, #0; dans ce cas,
Ugge,. . .60 =3k ~Uege, . . ¢y C& Qui implique uepe . g 0~ (1 + 3} =0;
et Vege,. .. e = (1 +ag) ~ Wege,. . . &,y 08 QUi implique ve e g 1nak=0.
Ainsi, si £, =0, alors Uege,. .. g " {1 + ay) =0 et la condition (i) est en défaut, et

sl €k =1, alors ugge, . ¢, ~ak =0 et c'est (i) qui n'est pas vérifiée.

£k

d) La condition est suffisante : en effet, nous avons déjd remarqué que, si n £ m,
UEE,. . 6 S UL L K, On en déduit que Ugghy . . . & " UEQE .. &, TUEE, .. ‘gmatﬂ.
Pour montrer qu'elle est nécessaire, supposons l'existence d'un entier k tel que:
0gkgn gg=£p, .., Exk1=Eka 8t Ex# & On a alors Uege,. . .5, ~UEE,. . & =0,
parce que (”Euﬁ- e UEQE, . . _gk) est une bipartition de weye . . D'autre part,
Uege,.. .6 & Yege,. . .5 CLUEE € S Uge & 5 dONC, e e, ~ g, . g, =0

¢) Soit x un élément de A. La question ¢) montre que, pour toute suite f € {0,1}H,
on a f € hix) ou f € h{1 + x), mais pas les deux & la fois. Autrement dit, h(1 + x) est le
complémentaire de h{x} dans {0,1}N.

Pour chaque entier n €N, posons :

Ta(x) ={f € {0,1%; (x ~ urir fery--fmy %0},
et Valx} ={(€0.61,.--.€n} € {0,1}"*T ; x ~ Ugge,. . . €, =0}
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On g alors :

Talx) = tso,e"“\‘_)’zn) v, oo {fe {01¥; f(0)=cpet (1) =eqet ...et f(n) =¢, };

et h{x) =0Ty

Pour chaque n, I's(x) est donc une réunion finie d'ouverts-fermés de la base
d'ouverts qui définit la topologie produit de {B,l}“, Il est donc lui-méme cuvert-fermé.

- L'ensemble h{x), intersection de fermés, est donc fermé. Mais on a vu que le
complémentaire de h(x) dans {01} est h{l + x); c'est donc aussi un fermé. On en
déduit que h{x} est un ouvert-fermé, c'est-a-dire un élément de l'algébre de Boole
2({0,1N).

Montrons que h conserve l'ordre et la borne supérieure : si x et y sont des éléments
de A tels que x £ y, alors, pour toute suite f € h(x), et pour tout entiern €N, on a :

¥ S UF@ ) - ftn) 2 X A UF Fin - fe) > 0,
ce qui montre que f € h{y} ; donc h{x) C h(y). On en déduit que, pour tous éléments z et t
de A, on a h(z) Ch{z « 1) et h(t) C h(z « t}, donc h{z) U h{t) C h(z - t}. Inversement, soit f
un élément de h(z « t), et supposons que f ¢ h{z) : cela signifie qu'il existe un entier k tel
que z ~ up a3 ---foo = 0. D'aprés notre remarque (1) de ¢}, on a aussi, pour tout entier
P =k, 2~ urrar---fepy =0. Or, pour tout entier n, on a:
(z ~ur@rray-fm) ) v (U~ ur)Fa)-Fm) ) =2 v 1) ~Ufy rad ---Feny 20

1l en résulte que t ~urwyfo).--fep) #0 pour tout p 3z k; mais la remarque {2) de c)
monatre que cela doit étre également vral pour les entiers p g k. Finalement, pour tout
entier n, on & t ~ ur)fuy-.-fta) # 0, c'est-a-dire f € h(t). Ainsi, h(z~t) Ch(z) U h{t}, ce
qui achéve de montrer que h conserve la borne supérieure.

De la définition de h, on déduit immédiaternent que h(0) =9 et h(1) = {0,1}". Le
théoréme 4.1 {avec la remarque 3, 4.1) permet de conclure avec ce qui précéde que h est
un homomorphisme d'algébres de Boole de .4 dans B({0,1}M).

Cet homomorphisme est injectif : pour le prouver, il suffit de vérifier que, pour
tout élément non nul a € A, h(a} est non vide. Dans ce but, on définit par récurrence une
suite f € {0,1}M, comme suit :

£(0) = {

0 siarupz0

1
1 sianup=0

0 sia~urorar...fayo*0
et, pour tout n, f(n + 1} ={ . .
1 sia~urmieqy .. tmio=10

Comme a est non nul, on ne peut avoir 4 la fois a ~ug=0 et a~u;=0 {car
u3=1+ ug) ; donc a ~ upgy =0

Supposons (hypothése de récurrence} que a ~uwywyra) . ..rm) #0. Comme le
couple {Ur@ita) ., .Fn)0:UF@IFa) ., .F(n1e) €5t une bipartition de urwyfay .. .fin), ON NE
peut avoir a~upgir .. .fme=90 e a~uvrmre .. Fm1=0. On en conclut que
a ~UF@)fi1y . . . Fin) Fneny # 0. Nous venons donc d'établir que f € h{a) ; donc h(a) = 0.
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Il nous reste & démontrer que h est surjective. Pour chaque entier n, et chaque
(n + 1}-uple {ag,0,...,an) € {0,1}™*", posons :
ogo,. . .on = [F € (OLIM; #0) = 00, (1) = a1, .., #(n) = au ],
el montrons que h{uo.o%‘ ] ‘&n) =Qaga,.. .o, Sife ﬂaou‘_ .o etkeN ona:
Yoy o, ™ Uwfm fik) ={ Yot Shen ;
M Ufl T ... ftky  Sik>n
il s'agit donc, dans les deux cas, d'un élément non nul de A, ce qui prouve que f
appartient & h(uoocl_ . -ﬁn)‘ Inversement, si fe€ h(“aoq. . -“n)’ on a, notamiment,
Uoge, .. .0, ~UF@If) .. Fe) #0; donc, d'aprés la question d), f(0) =@, f(1) =my, ... et
f(n} = an, ce qui signifie que f € Qogey. . .0y
Il est facile de se convaincre que la famille :

g= (nuﬂu‘l‘ : '“n)ndl » (o0 € f0,1 )"
constitue une base d'ouverts pour la topologie de {0,1}“. En effet, en 1.9, nous avons
considéré des ouverts élémentaires du type suivant : 'ensemble des applications de N
dans §{0,1} qui prennent des valeurs données en un nombre fini de points donnés ; or un
tel ensemble est manifesternent une réunion (finie) d'ensembles de la famille ¢.

Considérons alors un ouvert-fermé quelconque V € B({0,1}¥}: V est réunion
d'ensembles de la famille &, mais, comme nous sommes dans un espace compact, il existe
un nombre fini d'ensembles de la famille £ dont la réunion est égale & V. Supposons, par
exemple, que V=G, UG,U...UGp, chaque G; étant un ensemble de la forme
Qaga,. . .a, Or, chague ensemble qq,. . .o est l'image par h de I'élément vea,. . . ap-
Il existe donc des éléments by, by, ..., bp dans A tels que Gy =h{by), G3 =h(by}, ..., et
Gp =h{bp). Puisque h conserve la borne supérieure, on peut en conclure que :

V=h{by«byw..<bp)

Il en résulte que l'image de l'application h est 2({0,1}¥).

Nous avons ainsi démontré que toute algébre de Boole dénombrable sans atornes
est isomorphe 3 1'algébre de Boole des ouverts-fermés de l'espace {0,1}¥ (muni de la
topologie produit de la topologie discréte). On en déduit aussi que tout espace
topologique booléen ayant une base dénombrable d'ouverts-fermés est homéomorphe A
l'espace {0,1}%. Cet espace est souvent appelé espace de Cantor. 1l est en fait
homéomorphe i l'ensemble triadique de Cantor (ensemble des nombres réels de
l'intervalle [0,1] qui sont de la forme :

ol x, est, pour chaque n, égal & 0 ou 4 2), cet ensemble étant muni de la topologie
induite de celle de R. On peut trouver des précisions & ce sujet dans le livre de Kelley,
déja cité dans la sous-section 1.9 & propos du théoréme de Tychonoff.
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13, a) L'application g est injective : en effet, si § et X sont deux éléments distincts de
{0,1}?, pour au moins une variable propositionnelle A, on aura &A)# A(A), donc
hg{cl(A)) # ha(cl(A)), ce qui implique hg # hy, c'est-a-dire g(8) # g(A).

L'application g est surjective sur S(F/~) : soit en effet h un homomorphisme de
Ff~ dans {0,1}; définissons &: P — {0,1} par &A)=h(cl{A)) pour toute variable
propositionnelle A. Nous allons prouver que hg=h, autrement dit, que, pour toute
formule F € &,

3(F) =h(d(F)).

1l suffit en fait de le montrer pour toutes les formules écrites uniquement avec les
symboles de connecteur ~ et A {et les variables propositionnelles !) puisqu'on sait qu'il ¥
a une formule de cette sorte dans chaque classe d'équivalence. Nous raisonnons par
induction sur la hauteur des formules :

® pour les variables propositionnelles, c'est la définition ;

o si B(F) = h(cl(F)), alors §-F) =1+ ¥(F) =1 + h(cI(F)) = h((c)(F))°} (puisque h
est un homomorphisme) ; Mais (cl(F))* = cl(=F), d'ot &-F) = h{cl(-F)} ;

s 5i #(F) = h(cl(F)) et HG) =h{c(G)), alors :

B(F A G) = 8{F) = ¥{G) =h{cI(F)) = h{cl(G)} = h{cI(F} = <{G)) =h(cI{F A G)).

b) Soit T une partie de ¥.

» Supposons que T/~ soit une base de filtre. Alors (lemme 5.13), il ¥ a un
ultrafiltre % sur &/~ qui contient T/~ Désignons par h "'homomorphisme d'algébres de
Boole de F/~ dans {0,1} associé & cet ulirafiltre. On a donc, pour chaque x € T/,
h{x) =1. D'aprés a), on peut trouver une {et une seule) distribution de valeurs de vérité
§ sur P telle que hg=h. Pour chaque formule F €T, on aura ¢l(F) € T/~, donc
hs(cl{F)) =1, soit §(F) =1. On en conclut que T est satisfaisable.

s Réciproquement, supposons T satisfaisable et soit & une distribution qui la
satisfait. Alors, pour toute formule £ € T, on a hg(c){F)) =1, ce qui peut aussi s'exprimer
ainsi : pour tout élément x de T/~ hg(x) =1. On en déduit que T/~ est inclus dans
'ensemble :

# ={ye F/~;ha{y) =1},
qui n'est autre que l'ultrafiltre sur F/~ associé 4 'homomorphisme hg. Il ¥ a donc un
ultrafiltre qui contient T/~, ce qui revient 3 dire (lemme 5.13} que T/~ est une base de
filtre de 1'algébre de Boole F/w~.

c) Nous allons démontrer l'implication non triviale de la dewdéme version du
théoréme de compacité. Supposons donc que T soit un ensemble contradictoire de
formules de . D'aprés b}, T/~ n'est pas une base de filtre, c'est-i-dire que T/~ n'a pas
la propriété de l'intersection finie, ou encore qu'il existe des formules Fy, Fy, ...,Fx (en
nombre fini) telles que la borne inférieure dans T/~ de cl(Fy), cI(F2), ..., ¢J(Fx) soit 0. Or
cetie borne inférieure est la classe de la formule :

FrAFaA . AF
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On en déduit que cette formule n'est satisfaite par aucune distribution de valeurs
de vérité, ou encore que l'ensemble §Fy,Fz,...,Fi} est un sous-ensemble fini de T qui est
coniradictoire.

14.  a) Vérifions que la relation d'ordre g satisfait les propriétés énumérées dans le
théoréme 2.4 :
o 0 € B et en est évidemment le plus petit élément ; a est le plus grand élément ;
® si x et y sont des éléments de B, alorsx g aetya, doncx~ryaetx~y < a, ¢ce qui
montre que deux éléments quelconques de B ont une borne inférieure (respectivement :
supérieure) qui est leur borne inférieure (respectivement : supérieure) dans ¢ ;
» les opérations ~ et - étani les mémes que dans A sont évidemment distributives
1'une par rapport i l'autre ;
® pour tout élément x de B, on a a ~ x¢ € B (puisque a ~ x® £ a) ; de plus, il est immédiat
que {arxfjvx=aet(a~x)nx=0

Alnsi, B muni de la relation d'ordre g est une algébre de Boole qui a méme plus
petit élément et mémes opérations ~ et v que l'algébre de Boole .#, mais dont le plus
grand élément et l'opération de complémentaiion différent : le plus grand élément est a
et le complément d'un élément x € B est a ~ x® (x® étant son complément dans .4).

b} Considérons l'application ¢ de A dans B qui, & chaque élément x, associe x ~ a.
Quels que soient les élément x et yde A, on a:

pxry)=(xry)ra=(x~a)~{y~a)=px}~ ply),
et ) =xFra=(xFra)v(a®na)=(x*va) na=(x~a) ~na=(p(x))"~a.

{p(x))* ~a étant le complément de ¢(x} dans l'algébre de Boole <(B,gg>
considérée i la question précédente, le théoréme 4.1 nous permet d'affirmer que ¢ est un
homomorphisme d'algébres de Boole de . dans <B, g >>.

Cet homomorphisme est surjectif puisque, pour tout y € B, y = w(y).

Le noyau de ypest: {xeA;x~a=0}={x€A;xga"}, c'est donc exactement
l'idéal I. L'algébre de Boole <IB,gp.>, image de |'homomorphisme ¢, est donc
isomorphe 4 l'algébre de Boole quotient %/l ('isomorphisme étant l'application de B
dans A/l qui, & chaque élément x de B, associe 'ensemble : {y€A;y~a=x}).

15.  a) Soit X une partie de E distincte de E. On a P(X)={Y e P(E); YT X}. On
reconnait 13 1'idéal principal de . engendré par 1'élément X (exemple 2, 5.2).

Réciproquement, soit | une partie de P(E)} qui est un idéal de €. Appelons X la
réunion de toutes les parties de E qui appartiennent 3 1 {J est non vide car B 1) :

X=\JY.

Y<
11 est évident que | est inclus dans P(X).

Comme E est fini, ! 'est aussi et X est donc la réunion, c'est-a-dire la borne
supérieure, d'un nombre fini {non nul) d'éléments de 1'idéal !, ce qui montre {corollaire 2
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de 5.1) que X appartient & |. En conséquence, toute partie de X, c'est-a-dire tout
minorant de X, appartient aussi & | (théoréme 5.1, (iii)). Donc, P(X) est inclus dans I
Comme on a aussi 'inclusion inverse, on en conclut que | = P(X). Remarquons que X ne
saurait étre égal a E car cela signifierait que | = B(E) et | ne serait pas un idéal.

b} Le noyau | de l'homomorphisme h est un idéal de l'algébre de Boole 4
{théoréme 5.4). D'aprés la question a}, il existe donc une partie K C E telle gque | = P{K).
L'unicité va de soi: si | =PB(K)=P(L), alors KCL et LCK, d'ou K=L. On a bien:
pour tout élément Y de P(E), h(Y) =0si et seulement s1 Y C K.

Etant donné que h est un homomorphisme d'algébres de Boole, que h{K) =0 et
que Z =E - K est le complément de K dans 'algébre de Boole PB(E), on a nécessairement
h{Z) =1. Quelles que soient les parties V et W de Z, on a h{V 11 W) =h(V) ~ h{W) (cela
est vrai pour n'importe quelles parties de A), et, d'autre part :

h{(Z - V)=h{Z n (E - V}) =h{Z) ~h(E - V) =1 ~ (h{V))® = (h(V})".

On peut donc affirmer (théoréme 4.1} que la restriction de h & P(Z) est un
homomorphisme d'algébres de Boole de ¥P(Z) dans #. L'image h(B(Z)) de cet
homomorphisme est une sous-algébre de Boole de & (théoréme 1 de 4.4), et on a
évidemment h(*P(Z)) C h(P(E)). Montrons I'inclusion inverse : pour tout élément y € C,
si y € h{B(E})}, il existe une partie V CE telle que y=h{V) ; mais V=V nK)}uv (v nZ),
donc y=h{¥VnNK}«h{¥nZ)=0-h(VnZ)=h(VNZ) (puisque VNKCK); on en
conclut que y€h(P(Z)). Par ailleurs, le noyau de h est |=9(K) et, comme
PK)NP(Z) ={@}, on wvoit que I'homomorphisme restreint & P(Z) est injectif.
Finalement, la restriction de h & 9(Z) est un isomorphisme de PB(Z) sur h(P(E)).

16.  a) Soient £=<CA,<,0,1> une algébre de Boole finie et | un idéal de £
Comme | est fini et non vide (0€1), on peut considérer la borne supérieure a des
éléments de [. En vertu du corollaire 2 de 5.1, a appartient & I. Tout élément de | est
évidemment un minorant de a, et tout élément de A qui minore a appartient & |
{théoréme 5.1, (iii}). On a doac :

I={xeA:xga},
ce qui veut dire que | est 1'idéal principal engendré par a.

Dans l5.a), on avait montré que, dans l'algébre de Boole des parties d'un
ensemble fini, tout idéal est principal. Mais comme on sait que toute algébre de Boole
finie est isomorphe & 1'algébre des parties d'un ensemble (théoréme 4.3}, et comme il est
aisé de vérifier que la propriété d'étre un idéal principal est conservée par isomorphisme,
on voit gu'en définitive on n'a rien démontié ici de plus gu'en 15.a).

b) On suppose naturellement que les atomes a; sont deux & deux distincts.
Appelons ¢ l'application de A dans P{{1,2,....k}) qui, & chaque élément x € A, associe
'ensemble :

dxy={ie{12,. ..k} x~a;=2;}
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Pour chaque x € A, on a :
x=xal=(xra)v{xaag) .. «(xn~ag).

Mais, les a; étant des atomes, chacun des éléments x ~ a; est, soit égal 3 aj, soit égal 4 0.

On en déduit que x est la borne supérieure des atomes a; tels que i € ¢(x). Cela
prouve que l'application ¢ est une bijection : pour toute partie J € {1,2,....k}, il existe
un unique élément x € A (la borne supérieure des atomes aj tels que j€J) vérifiant
©(x} = J. On en déduit que l'algébre de Boole .£ est finie : on démontre méme facilement
que ¢ est un isomorphisme d'algébres de Boole de ¢ sur B({1,2,... k}).

c) 51 G n'était pas une base de filtre, il existerait des atomes ay, ag, ..., ay de %,
en nombre fini, tels que (1 + aq) ~ (} +az) ~ ... ~ {1 + ax) =0, ce qui se traduirait par:
aywagv..vax=1 (de Morgan). D'aprés la question b), . serait alors finie, ce qui est
contraire & I'hypothése.

d} Si % est trivial, alors il contient au moins un atome a € A (lemme 5.10) ; on a
alors 1 +aeGet1+a¢ ¥, donc G n'est pas inclus dans % . Si % est non trivial, il ne
contient aucun atome (lemme 5.10} ; dans ce cas, pour tout x € G, 1 + x est un atome,
donc 1 +x ¢ ¥, donc x € ¥ (théoréme 5.7), ce qui montre que G est inclus dans %.

Dans le cas particulier oi € est 1'algébre de Boole des parties d'un ensermble
infini E, G est 'ensemble des parties cofinies de E, c'est-a-dire le filtre de Fréchet sur E.
Le résultat que nous venons d'établir est alors exactement le théoréme 5.11.

e} De la question a}, il résulte immédiatement que, si £ est finje, tout filtre sur
£ est principal (dual d'un idéal principal) ; en particulier, tout ultrafiltre sur £ est
principal, c'est-a-dire trivial. Supposons maintenant gue € soit infinie. D'aprés la
question ¢) et le théoréme de 1'ultrafiltre {5.13), on peut trouver un ultrafiltre contenant
I'ensemble G. D'aprés d}, un tel ultrafiltre est nécessairement non trivial.

17. a)Sionprend J=8,0ona\_ E;=0, donc @ eB. 5i XeBetY B, il existe des
parties J et K de [ telles que J)(J U Ej et Y= \J Ey. Etant donné que les E;
constituent une partition de E, on a, en posant L= J nK, Xny= L)L Ei {en effet,
EjnEc=8¢si j#¢ket EfnEc=Ej=E( si j=k). On en déduit que X NY € B. D'autre
part, le complémentaire de X dans E est manifestement l'ensemble E - X = U Ej, ce
qui montre que E - X € B. Ainsi, on peut conclure, avec le théoréme 2 de 4 4 que B
constitue une sous-algébre de Boole de 4.

Fixons un indice i €1 et considérons un élément X de B tel que XCE;. On a
X= U E;, pour une certaine partie J de |. On a done, pour tout j€J, Ej € E;, ce qui
eauge "pmsque nous sommes en présence d'une partition) Ej =E; ou E; =9. On en déduit
que X =E; ou X =0, ce qui prouve que E; est un atome de B.

b) Soient U et V deux atomes distincts de ¥. OnalUnVe €, et UNVCU, donc
Unv=8% ou UnV =U. La dewdéme éventualité est exclue car, U et V étant des
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atomes, on ne peut avoit U CV que si U =V. Il en résulte que des atomes distincts de &
sont des parties disjointes de E. D'autre part, 1z borne supécieure des atomes de &
(c'est-a-dire leur réunion} est l'ensemble E. En effet, dans une algébre de Boole finie,
tout élément non nul est la borne supérieure de 'ensernble des atomes qui le minorent
{cela résulte de la démonstration du théoréme 4.3 : en en reprenant les notations, on a,
pour tout élément x non nul de A, x =Mp ). Nous avons done établi que les atomes de
# forment nne partition de I'ensemble E.

¢} A chaque sous-algébre de Boole de P(E), on peut faire correspondre la
partition de E, étudiée en bh), constituée par les atomes de cette sous-algébre. Cette
correspondance est injective : en effet, comme on vient de le rappeler, tout élément non
nul dans une algébre de Boole finie est borne supérieure des atomes qui le minorent ;
donc, si & deux sous-algébres de Boole est associé le méme ensemble d'atomes, ces deux
sous-algébres coincident. Mais cette correspondance est également surjective : étant
donnée une partition de E, on peut lui associer comme en a) une scus-algébre de Boole
& de £, et on a vu que les éléments de la partition donnée sont des atomes de & ; ce
sont d'ailleurs tous les atomes de @ car s'il y en avait d'autres, les atomes de 2 ne
constitueraient plus une partition de E et b) serait contredit.

18. On a vu {exercices 3 et 4) que les propriétés «@&tre atomiques et <«étre
compléte>, ainsi que leurs négations, sont conservées par isomorphisme d'algébres de
Boole. On sait d’autre part que toute algébre de Boole est isomorphe 4 une sous-algébre
de Boole de l'algébre des parties d'un ensemble {théoréme de Stone), et que 1'algébre de
Boole des parties d'un ensemble est atomique et compléte {exercice 4)}. On sait enfin
qu'il existe des algébres de Boole non atomiques et des algébres de Boole non complétes.
Ces remarques nous permettent de répondre non aux questions a) et e) : considérons une
algébre de Boole non atomique (respectivement : non compléte} ; elle est isomorphe &
une sous-algébre de Boole .# de 'algébre de Boole € des parties d'un ensemble ; € est
une algébre de Boole atomique et compléte qui admet au moins une sous-algébre de
Boole {.#) non atomique {respectivement : non compléte).

La réponse aux questions b) et f) est oui : il suffit de considérer une algébre de
Boole finie. Pour b}, il ¥ & aussi des exemnples d'algébres infinies (exemple 1, 4.5} ; mais,
en ce qui concerne f), on pourrait montrer que seules les algébres de Boole finies
répondent a la question.

La réponse aux questions ¢) et d) est non : toute algébre de Boole admet au moins
une sous-algébre de Boole contenant des atomes : la sous-algébre constituée par les
éléments 0 et 1, dans laquelle 1 est évidemment un atome.

19.  PREUMINAIRES : Etant donnée une application f d'un ensemble E dans un
ensemble F, convenons de noter ' l'application «image réciproque par f», de P(F)



Chapitre 2 23

dans P{F) (qui, & chaque partie Y de F, associe : {x € E ; f(x} € Y}), la notation ! &tant
réservée A |'application réciproque de f (de F dans E), dans le cas ot f est bijective.

Rappelons quelques propriétés connues de 1'image réciproque.

Contrairement & l'application «image directe», l'image réciproque respecte
toujours les opérations booléennes sur P(F) et P(E), ce qui signifie que, quelles que
soient les parties X et Yde F,ona:

FXnY)=F(X)nFI{¥) et FI(F - X} =E - (X},
ou encore que 1 est un homomorphisme d'algébres de Boole de B(F) dans P(E).
D'autre part, on a les deux équivalences suivantes :

1 est injective si et seulement si f est surjective ;

' est surjective si et seulement si f est injective.
(Preuve : si f est surjective, et si Y et Z sont des parties de F telles que F(Y) =FY2),
alors on voit facilement que Y nim(f)=2Z nlm(f), c'est-i-dire ¥ =2, donc T est
injective ; si f n'est pas surjective, et si y € F - im(f), alors on a '({y}) =7'(9), donc 7'
n'est pas injective ; si f est injective, et si X est une partie de E, alors on a X =T(f(X))
{en notant abusivement f{X) l'image directe de X), donc ' est surjective ; enfin, si f
n'est pas injective, et si x et y sont des éléments distincts de E tels que f(x) =1f{y}, alors il
est clair que {x} ¢ Im{F%) et {y} £ Im(F'}, donc ¥' n'est pas surjective).

Nous supposcns ici que 4 =<{A,+,%,0,1>> et £' =<A' 4+ ,x,0,1>.

D'autre part, nous désignons par Ha (respectivement : Hay) l'isomorphisme
d'algébres de Boole de ¢ sur B(S{.#)} (respectivement : de &' sur 2(5(.4£'))
construit pour le théoréme de Stone.

a) Pour chaque homomorphisme o € Hom{%,.£"), définissons ®(¢p) comme é&tant
l'application de S${.#") dans $(.4) qui, & chaque homomorphisme h de .£' dans {0,1},
associe 'homomorphisme composé h o ¢, de £ dans {0,1}.

Montrons que €(y) est une application continue :

On utilise le lemme 1.5 en prenant, naturellement, comme bases d'ouverts dans
S{#) et S(.£") leurs ensemnbles d'ouverts-fermés. Soit £ un ouvert élémentaire de S{.%).
1l existe alors un élément a € A tel que @ =Hy(a) ={h e S(£); h(a)=1}. On a donc :

B () ={h' e S(.£7); ((B{@))(h))a) =1} ={h' € S(.A") ; (W' 0 p)(a) =1}

= {1 €5(6") ; N'((a)) = 1} = Hpu(i(a)).

Il s'agit donc d'un ouvert (élémentaire) de S{.£"). Ainsi, &(¢p) € COS(£"),5(4)).

Nous allons maintenant définir une application ¥, de CY%S(.£'},5(.€)} dans
Hom(.4,.£"), dont nous montrerons ensuite que ¢'est 'application réciproque de $. Pour
chaque application & € C5(.4'},5(.4)), posons :

¥a)=Huaa o Hy.

Remarquons que, o étant continue, l'image réciproque par e de tout ouvert-fermé
de S{.#) est un ouveri-fermé de S{.4'); en d'autres termes, la restriction de
I'application @ & 2{5({.#)) prend ses valeurs dans B(5{.£")), ce qui légitime notre
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définition de W{a). D'autre part, comme nous l'avons rappelé, a”' est un
homomeorphisme. En conséquence, W{a), composé, suivant le schéma ci-dessous, de trois
homomorphismes d'algébres de Boole, est bien un élément de Hom{ .4,.€").

A Al

¥(a)
Ha Ha!_'

B(S(4)) — 2(5(£"))

Montrons que ¥ o P est l'identité de Hom({.%,.£"). Pour tout € Hom(.4,.£€"),
(P o $){) est 'application de A dans A' qui, & tout élément a € A, associe :
(¥ o 8)())(3) = Ha (BTG ({h € 5(4) ; h(a) = 1}))
=Hu ({5 € S(67) ; (@(@)E))2)=1})
=HyY({g € S(£) s (g 0 )(a) =1})
=Ha(Hpr(ea))) = oa).
Done,
(Lo d)(y)=¢.

Ensuite, nous prouvons que & o W est I'identité de C*S({.£"),5(.4)). Pour toute
application continue o de 5(4") dans S(.4), (® o ¥){a) est l'application de 5(.£") dans
S{.£) qui, & tout élément g € S(.£"), associe :

((® o ¥){a))(g) =(2(Ha" o0 o Hy))(g) =g o Hy o @™ o Hy
Or, pour tout a€A, on a, par définition de Hp' (voir, par exemple, la
démonstration du théoréme 6.9) ;
g{Ha (@ '(Ha(2)))) =1 si et seulement si g € a(Hx(a)),
ce qui équivaut aussi & ofg) € Ha(a),
ouencore a: {ofg)){a) =1
Par conséquent, pour tout 3 € A :
g(Ha (@ (HA ) = (ele)) (o)
{n'oublions pas que les seules valeurs possibles sont 0 et 1),
On en déduit que :
geHao'@ o Hy = afp),
ce qui montre que ($ o ¥)(a)=a
Nous avons ainsi établi que @ et W sont deux bijections, inverses 'une de 1'autre.

b) Il revient évidemment au méme de monirer que, pour toute application
a € CHS(4"),5(#)), aest injective (respectivement : surjective) si et seulement si ¥(a)
est surjectif (respectivement : injectif). Or cela est une conséquence presque immédiate
de la définition de ¥ et des propriétés de l'image réciproque rappelées dans les
préliminaires.

En effet, on a ¥(a) =Hy "o @' o Hy.
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Comme Hae! et Hy, sont des bijections, on a aussi @ =Hyr o ¥(a) o Hy ™

On en déduit que ¥(a) est injective (respectivement : surjective) si et seulement
si @' l'est; or nous avons vu que cela a lieu si et seulement si &« est surjective
(respectiverent : injective).
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CHAPITRE 3

1. On observe d'abord que F, est conséquence de chacune des Fj, que chacune des F;
est conséquence de Fa, que F4 est conséquence de Fj et que Fg est conséquence de Fy (voir
exercice 5,b}}.

Par ailleurs, il est facile de vérifier que, dans toute structure dont l'ensemble de
base est W*, ol le symbole g est interprété par l'application « addition >, et le symbole {
par une syite u = (u,.)“N* (une application de W* dans N*), on a les propriétés suivantes :

» F, est satisfaite si et seulement si u est une suite qui prend av moins deux fois la
méme valeur {qui n'est pas injective} ;

# F, est satisfaite si et seulement si v est une suite constante ;

» F est satisfaite si et seulement si v est une suite périodique ;

e Fyest satisfaite si et seulement st u est une suite qui prend une infinité de fois
chacune de ses valeurs ;

 F5 est satisfaite si et seulement si u est une suite stationnaire (constante & partir
d'un certain rang) ;

» Fg est satisfaite si et seulement si u est une suite telle que, pour tout entier
p € W*, il existe un indice n € W* tel que up = upyp.

Ces remarques permettent de répondre immédiatement aux questions posées :
a) les six formules sont satisfaites, puisque F; l'est.

b) sont satisfaites : Fy, F3 (la période est 4) et F4; ne le sont pas : Fa, Fs et Fg (il
n'y a pas d'entier n tel que up =up.y).

c) sont satisfaites : Fy, F5 et Fg; ne le sont pas: Fa, Fzet Fy (les valeurs 3, 6, I1
et 18 ne sont prises qu'une seule fois : ¢e sont, respectivement, uy, ug, uz et ug).

d) Fy est satisfaite {on a up=us=2); les cing autres formules ne sont pas
satisfaites : la suite n'est ni constante, ni périodique, ni stationnaire, elle ne prend
qu'une seule fois la valeur 1; enfin, si n > 1, n et n + 1 ne sauraient avoir méme plus
petit diviseur premier (1 n'est pas un nombre premier !).

2. En utilisant les régles de distribution de quantifications (voir 3.9}, ainsi que des
tautologies courantes (notamment (A= {B = ()) += ((A A B) = ()}, on obtient les
formules H; suivantes, respectivement équivalentes aux formules G; données :

H,: Iy (Px = Rxy) AVyPy AV¥ydz-Ryz;
Hs: Wx¥z (Rzx = Rxz) = Ix¥yRxy ;
Hs: IVt Rtz A Yy ¥x (Rxy = -Rxy) ;
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Hy: I (¥y (Py = Ryx) A ¥y {¥u(Pu = Ruy} = Rxy)};
Hs: VxWy ((Px A Py A Rxy A -Ryx) = 3z2(-Rzx A -Ryz)) ;
Hg : Ju¥x Iy (Rxy A Pu A Py} = ¥z3IxRzx.

On voit alors que H, est fausse dans toute structure ot Vy Py est fausse, ce qui est
visiblement le cas des trois structures proposées. On voit aussi que Hj, qui est
équivalente & FzVtRtz A VyV¥x-Rxy, est une formule contradictoire. Enfin, on remarque
que Hg est encore équivalente &: (JuPu AVxIy(Rey APy)) = VzIxRex, qui est
clairement une formule universellement valide.

On déduit de ces remarques que Gy et Gz sont fausses ef que Gg est satisfaite dans
les trois structures proposées. Pour G, G4 et Gs, on examine chague structure :

a) La formule 3xVyRxy est satisfaite (0 est le plus petit élément pour <), donc Ha
est satisfaite. Si H,4 était satisfaite, la formule IxVy(Py = Ryx) le serait aussi, et il
existerait un entier qui majore tous les entiers pairs, ce qui est absurde ; donc Hy est
fausse. Quant A Hs, elle est satisfaite : si m et n sont des entiers pairs tels que m < n,
alors on peut trouver un entier p {par exemple la demi-somme de m et n) tel que m < p
egp<n

Conclusion : Gy, Gs et Gg sont. satisfaites, tandis que Gy, G et G4 ne le sont pas.

b) La formule H; est satisfaite pour des raisons analogues i celles du cas a}:
I'ensemble vide est le plus petit élément pour la relation €. La formule Hy est satisfaite :
il suffit de <« prendre »» pour x I'ensemnble N ; en effet, N contient toutes ses parties finies,
et toute partie de N qui contient toutes les parties finies de N est égale 4 WM. La formule Hp
est également satisfaite : si X et Y sont des parties finies de M telles que X ¢ ¥ (inclusion
stricte), alors, en prenant un entier n n'appartenant pas 4 Y (ce qui est toujours
possible), le sous-ensemble Z = {n} de N n'est pas inclus dans X et ne contient pas Y
{observer que Y ne peut pas éire vide).

Conclusion : Gy, G4, Gs et Gg sont satisfaites, tandis que Gy et G3 ne le sont pas.

¢) La formule H; est satisfaite : en effet, l'interpréiation du symbole R n'est pas
une relation symétrique, donc la formule VxVz(Rzx = Rxz} est fausse. Si H, était
satisfaite, la formule IxVy (Py = Ryx} le serait aussi, et il existerait un réel qui serait le
carré de tous les nombres rationnels, ce qui est absurde ; donc Hy est fausse. La formule
Hg est satisfaite : soient x et y deux rationnels tels que y =x2 et x #y?, alors il suffit de
prendre z =x, et on aura x zz2 et z #x2.

Conclusion : Gy, Gg et Gg sont satisfaites, tandis que Gy, Gz et G4 ne le sont pas.

3. a) On peut prendre :
F=V¥xfx ~ gx A VxVyfx = fy ;
G=VWx(yx~fy= Jzx = pgz);
H =3x 3y (fx = gy A VzVt (fz = gt = fz ~ Ix)}.
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On aurait pu également prendre & la place de F et de G, respectivement, les formules Fp
et F3dub).

b) Pour toute L-structure M=<M,f,g>> ona:

o MEF,siel seulement sif=g;

o Mk F, 5i et seulement si T=g et ¥ est une application constante ;
 ME Fysi et seulement si Im(F) C Im(g) ;

s ME Fy si et seulement si Im(g) C Im(¥) et g est constante ;

o WLk Fy si et seulement si Im(F) N Im(g) est un ensemble non vide.

On déduit facilement de ces remarques les modéles demandés. Nous prenons dans chaque
cas comme ensemble de base l'ensermnble N, et nous précisons simplement les
interprétations fet g de fet g :

 pour un modéle de Fy A -F5: F=g=nr—n+1;

® pour un modéle de Fq : f=g=n—0;

# pour un modéle de -Fy AF3: f=n—letg=n—n+1;
» pour un modele de ~F; AFy: F=n—n+letg=n—1;
» pour un modéle de -F3 A -F A Fs: f=n—2Znetg=n1—n?;

» pour un modéle de ~Fj : f=n—Znetg=n+—2n+1L

4, Oun peut prendre pour formule G :

FvoIvi (F A Ve Wvy (F = (va~vg Ava~v))).

vafvprvafvy
Posons H = 3wl F et K =3hv3lvF. Si le langage L est constitué d'un symbole
de relation binaire R, et si F est la formule :
Rvgvy,
alors la L-structure < M, < > est un modéle de K, mais n'est un modéle ni de H, ni de G.
En effet, on a les propriétés suivantes :

{ael; <M;vg~+a>> EIv,Rvpr;} =0
(aucun entier n'admet un unique majorant) ;

{belN; <H;v;=b> F3IWgRvov;} ={0};
(0 est le seul entier naturel qui admette un unique minorant {qui est d'ailleurs 0)).

Il est donc vrai qu'il y a un unique entier naturel qui admet un unique minorant, mais il
est faux qu'il ¥ ait un unique entier naturel qui admette un unique majorant. Comme il
est évidemnment faux qu'il y ait un unique couple (a,b) € N? tel que a < b, on a bien un
modéle de K, de -H et de -G. On obtient un modéle de H et de -K en considérant la
structure <M, >. Cela montre que les formules G, H et K peuvent étre deux & deux
non équivalenies.
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5. a) La réponse est non : dans le langage réduit au symbole d'égalité, considérons la
formule Alxy] =-x=~y; il est clair que, dans toute structure ayant au moins deux
éléments, la formule ¥x Iy Afx,y] est satisfaite, mais la formule Jy¥x Afx,y] ne l'est pas.

b} Cette fois la réponse est oui : soit M =<M,... >> une L-structure qui satisfait
la formule Jy¥xAlxy], et considérons un élément a appartenant & M tel que
<MM;y-a> F ¥xAlxy]; alors, pour tout beM, on a <MWM;y-a,x=b> E Alxy],
donc <CIM;x-+b > F JyAlxy], ce qui montre que I F VxIyAlx,y). Le théoréme 3.9, (9)
contenait d'ailleurs ce résultat.

¢) I1 suffit d'appliquer deux fois le théoréme 3.9, (4).

d) La question ¢) (moyennant un changement de nom de variables liées) montre
que la formule ((Vu¥v(A[wyv] = Bluv]} = IxIy(Afxy] = Clx,y])} est équivalenie 3
I Iy ((Ax,y] = B[x,¥]) = (Alx,y] = C[x,y])). En appliquant une nouvelle fois c), on voit
que, si on pose G = (Alxy] = Alyx]} = ((Alx.y] = B[x,v]} = (A]x,y] = Clx.y])), alos F
est équivalente & Iy G.

6. Soient  FlxpXzy . Xm¥u¥2y-:¥n] € GlxyXa,....Xm21,2Z2,...,2p] deux formules
universellement équivalentes d'un langage L. Cela signifie que, pour toute L-structure
M=<M,... > quels que soient les éléments a,, ag, ..., am, by, bz, -, Bn, €1, T2, -, Cp
appartenant 4 M, on a:
(*) I E Flay,22,.-.,2mb1,b2,...,bn] 5i et seulement si 9 F Glay,az,...,amE1,C2,.-,Cp]-
Nous devons démontrer que les formules :
Fo =V¥x;¥xz... ¥xn ¥y ¥y2... Vyn F

et Go =¥ ¥xz... ¥ V2, Vz2... Y25 G

sont universellement équivalentes. Considérons pour cela un modéle M= < M,... > de
Fo, et des &éments quelconques aj, 3z .., m €1, €2 .- Cp de M. En choisissant
arbitrairement des éléments by, by, ..., by dans M, on a M E Flay,32,...,amb1,b2,.-.,ba]

puisque 9 est un modéle de Fg ; done, d'aprés (*}, M F Glay,3z,...,2mC1:C2;-.1Cp), €€ QUi
montre que M est un modele de Go. On montre de méme que tout modéle de Gg est un
modeéle de Fy, ce qui donne le résultat annoncé.

7. a) Pour chaque i compris entre 1 et 6, on dozne une formule G; qui répond 4 la
question, laissant au lecieur le soin de faire la vérification.
1) Gy =Wy Rxy ;

2) Ga=V¥uVy((Rey A-x2y) = 2{Rxz ARzy A~z x Aoz =y));
3 Gz=dx~x *x2x;

4) Ga=Wx(xxx=2c=x=c);

5) Gs=Ixx*xxded;

6) Gg =V¥x ¥y ¥z (Rxy ¥ Ryz v Rxz).
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b) La formule F; (le langage étant {c,®+}) est satisfaite dans la structure
<R.,0,+,x>> (dans R, tout polyndme de degré 1 admet une racine) ; -F, est satisfaite
dans <{Z,0,+,x>> (le polyndme 2X + 1, par exemple, n'a pas de racine dans T}.

La formule F {méme langage) est satisfaite dans la structure <{€,0,+,x>
{dans €, tout polyndme de degré 2 admet une racine); -F, est satisfaite dans
<R,0,+,x > (le polynome X2 + 1, par exemple, n'a pas de racine dans R).

La formule F3, qui exprime (dans le langage {R}} que l'interprétation de R est une
relation d'équivalence, est satisfaite dans la structure <Z,=; >, tandis que -Fj est
satisfaite dans <Z, g > (la relation < sur Z n'est pas symétrique).

La formule F, (du langage {*,R}) est satisfaite dans la structure <N,x,g >,
tandis que -F, est satisfaite dans <C¥,x,g > (l'ordre usuel est compatible avec la
multiplication sur M, mais pas sur Z).

La formule Fs, qui est équivalente & WxVy—{Rxy A Ryx), est satisfaite dans la
structure <CZ,< > (ordre strict), et sa négation est satisfaite dans la structure
<2, > (ordre large).

8 a) Fy est satisfaite par un entier n € M si et seulement si n n'a pas d'autre diviseur
que lui-méme, autrement dit si et seulement si n est un nombre premier.

F est satisfaite par un entier n si et seulement si deux diviseurs quelconques de n
sont comparables pour la relation « divise». Or tout nombre qui est une puissance d'un
nombre premier a cette propriété : en effet, si n =pX, et si r et s divisent n, alors il y a
des entiers i et j k tels que r=p' et s=pJ, et on a bien: r divise s ou s divise r.
D'autre part, un élément de M qui n'est pas une puissance d'un nombre premier admet
au moins deux diviseurs premiers distincts {noter que 1 n'est pas dans M) : aucun des
deux ne divise l'autre. Un tel élément ne satisfait donc pas F,. Les entiers de M qui
satisfont F, sont donc les puissances de nombres premiers.

Si un entier n € M satisfait Fg3, il satisfait aussi la conséquence suivante de Fj3
{obtenue en <« faisant y = z» dans F3 et en utilisant une célébre tautologie) :

¥y {{(Ryx A Ryy) = Rxy}.

Tout diviseur de n doit donc éire un multiple de n, ce qui revient au méme que de
dire que tout diviseur de n doit étre égal & n, comme pour F;. On en déduit que les
nombres non premiers ne satisfont pas F3. D'autre part, si n est un nombre premier, si r
est un diviseur de n, st s est un diviseur de r et si n, r et 5 sont dans M, alors on a
r=s=n, donc n divise s; on voit ainsi que n satisfait F3. Les éléments de M qui
satisfont F3 sont donc les nombres premiers.

En <« distribuant »» les quantificateurs avec les régles usuelles, on voit facilement
que F est universellement équivalente & la formule suivante :

¥t (Rtx = dy 3z (Ryt A Rzy A -Rtz)).

Mais la formule Jy 3z (Ryt A Rzy A -Rtz} est aussi équivalente 4 :

-¥yVz (Ryt = (Rzy = Rtz))} (vérification simple).



Chapitre 3 3

Or cette derniére formule n'est autre que la formule -th I On peut donc dire que
la formule F4 est équivalente & :

Vi (Rtx = -F4ft]}.

On voit ainsi que, pour qu'un élément n € M satisfasse Fy, il faut et il suffit
qu'aucun diviseur de n ne satisfasse F3, ce qui revient A dire que les éléments de M qui
satisfont F, sont ceux dont aucun diviseur n'est premier. Mais, dans M, tout entier
admet au moins un diviseur premier. Donc 'ensemble cherché est 'ensemble vide.

b) On peut prendre pour formule G la formule suivante :
Rtx A Rty A Rtz A Yu ({Rux A Ruy A Ruz) = Rut},
qui est satisfaite par un quadruplet (a,b,c,d) dans M si et seulement si d est un diviseur
commun 4 a, b et ¢ et tout diviseur commun & a, b et ¢ est un diviseur de d.

) 1) On effectue des changements de nom de variable liée dans H, puis on
<«sgort> les quantificateurs en appliquant les régles usuelles. On obtient ainsi,
successivement, les formules suivantes, équivalentes 4 H, la derniére étant prénexe :

Vx¥yVz ((Iv (Rvx A Rvy) A 3w (Rwy A Rwz)) = FtVu(Rut = (Rux A Ruz)}) ;

¥x ¥y ¥z (Fv 3w ((Rvx A Rvy) A (Rwy A Rwz)) = 3tVu (Rut = (Rux A Ruz))};

Vx ¥y ¥z ¥v ¥ 3t Yu ({{Rvx A Rvy) A (Rwy A Rwz)) = {Rut = (Rux A Ruz))).

2) Considérons la sous-formule suivante de H : 3tVu(Rut = {Rux A Ruz)).
Elle est satisfaite dans 90 lorsque les variables x et z sont respectivement interprétées
par des entiers a et ¢ de M, si et seulement si il existe un entier d € M dont tout diviseur
(dans M) divise a et ¢ ; cela revient & dire que a et ¢ admettent dans M au moins un
diviseur commun, ou encore que a et ¢ sont des entiers non premiers entre eux.
L'interprétation de H dans 9 est dés lors claire : H est satisfaite dans 9 si et seulement
8i, quels que soient les entiers a, b et ¢ supérieurs ou égaux 4 2, si a et b ne sont pas
premiers enire eux, et si b et ¢ ne sont pas premiers entre eux, alors a et ¢ ne sont pas
premiers entre eux. Or cela est manifestement faux: {a,b,c}={2,6,3) est un
contre-exemple.

3) On obtient un modeéle de H en prenant comme ensemble de base M* =M
et comme interprétation de R la relation d'égalité dans N : la vérification est immédiate.

9. a) Appelons 1y, |; et Ry les interprétations respectives de €2, | et R dans la
structure M. Remarquons tout d'abord que les parties infinies de N ont toutes le méme
cardinal {elles sont toutes équipctentes 4 N).

La formule Fy n'est pas satisfaite dans 9% car on a & C 9 et card(0) =card(@ — @) ;
donc 9t E IxRxx. Notons que, pour toute partie X non vide de M, on a (X,X) £ Ry, car
card(X) > 0 tandis que card(X — X) =0. Comme les éléments de £}, sont infinis, donc non
vides, on voit que M F F.,. Soient X et Y deux éléments de ©, et Z une partie de N telle
que XCZCY; alors Z est infinie (car elle contient I'ensemble infini X), et N —Z est
infinie (car elle contient l'ensemble infini N—Y); donc Z €}, ce qui prouve gue
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M F Fi Soient X, Y et Z trois éléments de O, tels que {X,Y) € Ry et (Y,Z) € Ry ; alors
onaXCYCZetles ensembles Y — X et Z — Y sont infinis ; done Z — X est infini puisque
Z-X=(Z-Y)u(¥Y—X); on en déduit que (X,Z) € Ry et que 9N E F,. Pour toutes
parties X et Y de N, on ne peut avoir (X,Y) € Ryet (Y X)eR; quesi X=Y =49 ; comme
@ ¢ £}, on en conclut que ¥ F Fs. Notons 2N l'ensemble des entiers naturels pairs ; on a
2N € £ et (200N) € R,, mais N £ £;, donc M ¥ Fg. Pour toutes parties X et Y de N telles
que X € £} et (Y, X) € Ry, Y est une partie de X qui doit étre infinie (sinon X - serait
finie et (X —Y)UY =X aussi) ; d'autre part, N—Y, qui contient N —X, doit également
étre infinie ; donc Y € £2; et IR Fs. Si X est une partie finie de M de cardinal impair, on
ne peut trouver aucune partition de X en deux ensembles d'égale cardinalité; donc
aucune partie ¥ de W ne vérifie (¥,X) € Ry, et 91 ¥ Fg. Par contre, si X est un élément
de €, on peut réaliser, d'une part, une partition de X en deux sous-ensembles infinis Y
et Y*, et, d'autre part, une partition de N — X en deux sous-ensembles infinis Z, et Z; ; en
posant Z=XUZ,, on voit que Y et Z appartiennent & £, et que (Y,X)€R; et
(X,2} € Ry; il en résulte que MM F Fo. Soient X et Y deux éléments de @ tels que
(X,Y) € Ry ; alors l'ensemble Y — X est infini {car il est équipotent & X) ; on peut donc en
réaliser une partition en deux sous-ensembles infinis X, et X, ; posons Z=XUX;;o0n a
alors XCZ CY et les ensernbles X, Z —X=X;, Z, Y —Z =X, et N —Z sont tous infinis,
ce qui prouve que (X,Z) €Ry, (Z,Y) € Ryet Z € £y ; on en conclut que IR k Fyy

b} Soit D; une partie de P(N). Pour que les quatre formules proposées soient
satisfaites dans la structure IM°*, enrichissement de M obtenu en interprétant le symbole
D par Dy, il faut et il suffit que Dy soit mon vide {formule G,) et que la relation
d'inclusion restreinte 3 D, soit une relation d'ordre total (formule G,), dense
(c'est-a-dire telle que, pour toutes parties X € Dy et Y € Dy, st X £ Y, alors il existe une
partie Z € Dy telle que X € Z ¢ Y) (formule Gj), sans plus petit ni plus grand élément
(formule Gj). Nous allons construire une partie Dy de P(M) ayant ces propriéiés,
Définissons d'abord une partie E, de P(Q) ayant les mémes propriétés ; cela n'est pas
difficile : il suffit, par exemple, de poser J; =[-r,r] N § pour chaque rationnel r > 0, puis
E;={J);re Qt} ;on a E; #9, et la relation d'inclusion sur E; est un ordre total, dense
(si0<r<s,etsit ='2ﬁ, alors J;r € Jy € Jg), qui n'a ni plus petit ni plus grand élément.

On passe ensuite de PB(Q) & PB(N) : on se donne une bijection p de § sur N (il y en
a; voir au chapitre 7), elle induit une bijection & de PB(Q) sur P(N) (pour tout X € P(Q),
(X} ={p(x});xeX}) qui est un isomorphisme entre les structures ordonnées
<PQ),C> et <PM),C> (la vérification est immeédiate). On en déduit que le
sous-ensemble Dy = ®(E,) de N répond & la question.

10. a)Dans les exemples que nous allons donner, 0 et 1 sont des symboles de

constante, f un symbole de fonction unaire, g, 4 et x des symboles de fonctior binaire, U
et V des symboles de relation unaire, et R un symbole de relation binaire.
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Pour montrer qu'une formule F admet pour specire un ensemble X CN, il faut
établir, d'une part, que tout modéle fini de F a pour cardinal un élément de X, et,
d'autre part, que, pour tout élément n appartenant a X, il existe un modéle de F de
cardinal a. On a parfois tendance & ometire cette deuxiéme condition, qui est pourtant
indispensable.

DL={f}; F=WVWy{fx2fy=x~y) A IVy-x=fy
(L'existence d'une application injective non surjective de l'ensemble de base dans
lui-méme n'est possible que si cet ensemnble est infini ; F n'a donc pas de modéle fini.)

2) Impossible. L'ensemble de base de toute structure est non vide, donc 0
ne peut appartenir au spectre d'aucune formule du premier ordre.

3) L se réduit au symbole d'égalité ; F = Vxx ~ x.

4 L={f}; F=Wx{ffx 2x A-fx2x).
{(Soit <<M, > un modéle fini de F. Alors ¢ est une involution (c'est-a-dire : oy est
'application identique) sans point fixe de M sur M. La relation binaire » définie sur M
par : a & b si et seulement si p(a) =b ou p{b) =2, est une relation d'équivalence dont
chague classe d'équivalence a exacternent deux éléments. Comme les classes constituent
une partition de M, on voit que le cardinal de M est un nombre pair. Inversement, pour
tout entier naturel non nul pair n =2p, on obtient un modéle de F de cardinal n en
prenant comme ensemble de base 'ensemble {1,2,...,n} et comme interprétation de f
'application qui, & k, associek + psil g kgpetk—psip+1gkgn.)

5) L={U,g}; F est la conjonction des formules :

G=¥xIyIz(Uy A Uz Ax =~ gyz)
el H=¥xWy¥zWi ({Ux AUy A Uz A Ut Agxy 2 gzt) = (2 z Ay ~ t))

(Soit <M ,Uq,go>> un modéle fini de F. Alors la restriction de gg & Ug x Ug est une
bijection de Ug = Uy sur M ; donc le cardinal de M, qui est celui de Ug x Uy, est un carré
parfait. Inversement, pour tout entier n 3z 1, si n est un carré parfait, par exemple
n=p? si on pose M={0,1,2,..,n-1}, Up={0,1,2,...,p-1}, et si on définit gy comme
I'application de M x M dans M qui, & chaque couple (a,b}, associe le ap +bsi aet b
appartiennent tous les deux & Uy et 0 sinon, il est facile de vérifier que la L-structure
<M, Uy, gg > satisfait la formule F.}

6} L ={=}; F est la formule :

Iy Iz(x ey A-y=zA-xzzAVE(toxVioyVirz))

NLl={~}; F=XIyzHVu{uzxVuxyVurzvu=t)

8)L={~}; F=TvpIv... dw

9 L={U,V,g}; onpose:

A=VxVyx~y;B=VxIyT(Uy AVzAx~pgyz);

C=WxWyVeVi((UxAVyAUzAViAgy ~gzt) = {x~z Ay ~t)),

D=:Iy{UxAUyA-xxy) AJzIt(VzAVE Az t);
et on prend :

Y VTV
o i<jgk
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F={(AV(BACAD)).

{On s'inspire en fait de 5). Etant donné un modéle fini <M, Uy, Vy,g02> de F, ou bien
M est un singleton, ou bien Ug et Vo ont chacun au moins deux &léments et la restriction
de go & Up x Vg est une bijection de Up x Vg sur M. Donc le cardinal de M est soit égal &
1, soit égal au produit de deux entiers supérieurs ou égaux i deux, ¢'est-i-dire, dans
tous les cas, un nombre non premier. Inversement, il est facile de construire un modéle
de F & n éléments, pour tout entier n non premier et non nul.)

10} L={0,1,4,x,R} (le langage des corps, avec un symbole de relation
binaire}. On appelle | la conjonction des axiomes de corps commutatif et des formules
exprimant que l'interprétation de R est une relation d'ordre total, et J la formule
suivante :

VxRix A Vx (Fy(Ray A -x = y) = (Rxx£1 AVE{{Rxt A ~x 2 1) = Rx£11))).

On prend alors :
F=14al.

(Soit <CK,0,1,+,x,< > un modéle fini de F; K est alors un corps fini, muni d'une
relation d'ordre total £ pour laquelle § est le plus petit élément, et tout élément a
strictement, majoré admet un plus petit majorant strict {un successeur) qui est 2 + 1. On
convient de noter < l'ordre strict associé & <. Rappelons que la caractéristique de K est
le plus petit des entiers m > 0 tels que m1l=0 (m1 désigne 1'élément 14+ 14+ ... + 1,
avec m occurrences de 1), et qu'il est facile de démontrer que cette caractéristique est
toujours un nombre premier, que nous appelons ici p. La satisfaction de la formule J
montre qu'on & (en notant j I'élément j1, pour tout entier j) :

D<l<2<.,,.<p—1,
(le cardinal de K est donc au moins égal & p) et que, pour tout entier k tel que
0gkgp—2 il n'y 2 avcun élément de K qui soit strictement compris entre les
éléments k et k + 1. Comme 'ordre est total, et comme 0 est le plus petit élément, tout
élément de K autre que 0, 1, ..., p — 1, doit donc étre strictement supérieur & p — 1.

On en déduit que, si le cardinal de K est strictement supérieur 3 p, on peut
trouver un élément b dans K qui soit tel que p—1<b; p—1 est alors strictement
majoré, donc, d'aprés la formule J, il est strictement inférieur & p—1 + 1. Mais
p—1+1=p=0 puisque p est la caractéristique de K. On aurait alers 0 < p—1 et
p—1<0, d'ou 0 < 0 par transitivité, ce qui est absurde. Le cardinal de K est donc égal
& p (et K est isomorphe au corps Z/pl). Ainsi, tout modéle fini de F a pour cardinal un
nombre premier.

Inversement, pour tout nombre premier p, si on désigne par £ l'ordre total sur
Z/pZ défini comme suit: 0T ... <p—1 {k éant la classe de k modulo p), la
structure <<Z/pZ,0,1,+,x,< > est un modéle de F de cardinal p. La vérification est
immeédiate.)
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b) Soit G une formule close dont le spectre est infini, dans un langage quelconque.
Pour chaque entier k 2 1, appelons Fy la formule :

Fvpdvy... v A BTER T
O hogicige T

déja utilisée en a) 8). Soit T la théorie -

{G} U{Fk H kEN‘}.
Etant donné un entier N quelconque, G admet au moins un modéle de cardinal supérieur
ou égal 4 N + 1, puisque le specire de G est infini. Un tel modéle est aussi un modéle
pour la théorie {G} U {Fy,Fa,...,Fy}. Cela prouve que toute partie finie de T admet uz
modéle. D'aprés le théoréme de compacité, T en admet également un. Or un modéle de T
n'est rien d'autre qu'un modéle infini de G.

11.  Soit T une théorie non contradictoire dans un langage L, telle que tous ses
modeéles soient isomorphes. Tous les modéles de T sont alors élémentairement
équivalents (proposition 5.3) ; cela signifie que T est compléte (définition 5.7).

12.  a) Désignons par M l'ensemble de base de M. Reportons nous aux trois conditions
nécessaires et suffisantes (voir 2.5) pour qu'un sous-ensemble C soit 1'ensemble de base
d'une sous-structure de I :

{1) C est non vide ;

(2} C contient les interprétations dans 9t des symboles de constantes de L ;

{3) C est clos pour les fonctions qui sont les interprétations dans 97 des symboles
de fonction de L.

Il est clair que l'intersection de tous les sous-ensembles de M vérifiant ces
conditions et contenant A, d'une part contient encore A et est donc non vide {on a
supposé A non vide), et d'autre part vérifie les conditions (2) et (3) ci-dessus. C'est donc
I'ensemble de base d'une sous-structure de PR qui est manifestement contenue dans
toutes les autres sous-structures de M contenant A. C'est l'ensemble de base de la
structure A cherchée.

L'unicité de 2 est claire : si une sous-structure B a les deux propriétés indiquées,
alors chacune des structures A et B est une extension de l'autre, d'ot B =2.

b) Si le langage se réduit & un symbole de relation binaire R, il o'y a pas de
sous-structure engendrée par @ dans la structure <R, 2> : en effet, les deux
sous-structures < {0}, > et <{1},<> ne peuvent admettre de sous-structure
commune et la propriéié 2} est nécessairernent en défaut. En fait, chaque fois que le
langage ne contient aucun symbole de fonction ni de constante, il ne peut y avoir de
sous-structure engendrée par l'ensemble vide dans une structure dont I'ensemble de base
contient au moins deux éléments distincts. Cependant, dans < {0}, >, par exemnple, il
¥ & une sous-structure engendrée par l'ensemble vide : ¢'est 1a structure elle-méme !

Si le langage comporte au moins un symbole de constante, alors, dans toute
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structure, l'ensemble vide engendre la méme sous-structure que l'ensemble des
interprétations des symboles de constante (qui est alors non vide). Ainsi, §i le langage est
{c.f} {un symbole de constante et un symbole de fonction unaire), dans la structure
<WN,0,n—n+1>>, § engendre la structure tout entiére, et dans la structure
<M,0,n+—n> @ engendre la sous-structure <C{0},0,n+— n>>. Donnons un autre
exemple, sans symbole de constante, mais avec un symbole de fonction unaire f.
Considérons une structure ¥R dans laquelle f est interprété par la fonction constante
épale 4 a. Il y a dans "M une sous-structure engendrée par l'ensemble vide : c'est
< {a},identité >>.

c) Soit C I'ensemble des interprétations dans Pt des symboles de constante du
langage. 8i A U C n'est pas vide, la sous-structure %1 engendrée par A a pour ensemble de
base A U C ; les interprétations des symboles de constante sont les mémes que dans 9 et
chaque symbole de relation a pour interprétation dans 2 la restriction 4 A UC de son
interpréiation dans 9t Dans le cas o A=C =0, les exemples donnés en b) montrent
qu'on ne peut rien dire de général.

d) Si F est satisfaite dans 90, alors F est satisfaite dans toute sous-structure de M
{5.1, théoréme 2}, en particulier dans toute sous-structure de {ype fini.

Réciproquement, supposons que F ne soit pas satisfaite dans M.

» Si F est sans quantificateur, alors F n'est satisfaite dans aucune sous-structure
de 2t (5.1, théoréme 1 ; noter que F est close). Soit a un élément quelconque de M. La
sous-structure de 9 engendrée par {a} est alors une sous-structure de type fini de 9
dans laquelle F n'est pas satisfaite.

s 5i F =Vx,Vxz... ¥xq Gfxq,%g,-..,%n] {00 G est sans quantificateur et n 3 1), alors on
peut trouver dans M des éléments ay, ag, ..., 3, tels que M ¥ Gfa,,az,...,a5). Désignons
par A la sous-structure (de type fini) de M engendrée par {ayaz,....an}. On a:
2 ¥ Glay,ag,.-..,an] (5.1, théoréme 1). On en déduit que A B ¥x,V¥xz... ¥y G[xy,x2,.-. X,
et on a bien une sous-structure de type fini de % dans laquelle F n'est pas satisfaite.

e) Considérons le langage réduit & I'égalité et la formule F =IxJdy-x~y; F est
satisfaite dans la structure <CN>> mais ne l'est pas dans la sous-structure < {0} >
engendrée par {0}.

13.  a) On raisonne par induction sur t.
® Si t est de hauteur 0, c'est soit le symbole de constante c, 30it une variable x. Une des
formules t ~ ¢ et t ~ x est donc¢ universellement valide et, a fortiori, conséquence de T.
# 5i t =fu, l'hypothése d'induction nous donne quatre possibilités concernant le terme u :
o T P u~c;alors T F tefo;or T H fomfige (Ha), T H fige ~ fge (Hy) et
T P fgeec;ilenrésulteque T ¥ t~c;
o il y a une variable x telleque T F* wex;alors T F t=fx;
#il y a une variable x telle que T P we~fx; alors T P t~ffx; on en déduit



Chapitre 3 337

donc (formule Hy) : T P t=fx;

¢ il y a une variable x telle que T F* w~gx; alors T F* t~igx; on en déduit
donc (formule Hg) : T ¥ t=~c
« Pour le cas oti t = gu, le raisonnement est analogue.

b) Désignons respectivement par T et g les applications {(2,b)+ (a,by) et

(a,b) — {ag,b) de A x B dans A = B. Quel que soit le couple (a,b) € A x B, on a:

T(¥(a,b) } =(a,bo) ={a,bg) =F(a,b) ;

g( E(a,b)) = g(aﬂab) = (aO)b) =E(3,b) H

T(g(a,b)) =¥(an,b) = (20,00} = g(a,be) =5(f(a,b)) ;
ce qui montre que les formules Hy, Hy et Hz sont satisfaites dans 9M(A,B,aq,by). Soient
(a,b) et (a',b") deux éléments de A xB. Si f(a,b)=F(a"b'), alors a=a"; et si
gla,b) =g(a",b"), alors b=Db', ce qui prouve la satisfaction de H,. Par ailleurs, si
T(a,b) =(a,b) et si gla",b"}=(a",b"}, alors b="bp et a'=ap; on a dans ces conditions :
f(a,b'} =(a,b} et gla,b") =(a',b")} ; on a donc trouvé un élément dont 1'image par T est
(a,b) et dont I'image par g est (a',b') ; ainsi, Hs est satisfaite dans SM(A,B,ag,bg).

¢) Soit M= <M, a, i, ¥ > un modéle quelconque de T. On a déjd vu (premier
cas de a}) que 9N F Hg et on montre de fagon analogue que MM F Hy.

Pour tout élément x €M, si @fx) =x, alors ¥(x) = ¥Wp(x)) = e (d'aprés Hz} ;
réciproquement, si ¥{x) = e, alors ¥{p(x)) = @ (d'aprés Hy) = ¢(x) ; comme, par ailleurs,
@{p(x)) = p(x) (d"aprés H,), les éléments {x) et x ont méme image par et méme image
par t; il en résulte (d’aprés Hy) que p{x)=x On voit donc que P F Hg La
démonstration est analogue pour : 9 F Hg.

Montrons que MM F Hyg. L'implication de gauche i droite est évidente (<« prendre
vy égal & vg>). Soit x un élément quelconque de M. S'il existe un élément y de M tel que
x=¢ly), alors @(x)=p{py)) =ly) (d'aprés H,), dont @{x}=x Démonstration
analogue pour Hy,.

Pour montrer que M F Hyy, on remarque d'abord que l'implication de droite a
gauche se déduit immédiatement de Hg et Hz ; pour l'autre sens, on se donne un élément
x € M tel que p(x) =x et ${x) =x; on a alors ¥(x) = @ et p{x) = a, d'aprés Hg et Hg;
donc x = e.

La vérification de la satisfaction de Hy3 dans 9 est immédiate - si x et y sont des
éléments de M tels que p{x) = ¥y), alors w(p(x)) = w((y)). done (H, et Hy) p(x) =

_d) Appelons f et g les interprétations respectives de f et g dans IM(A,B,ag,bo), et f
et g leurs interprétations dans TR(C,D,codp) On peut choisit une bijection A
(respectivement : g} de A sur C (respectivement : de B sur D) telle que Afag) =¢p
(respectivement : pu(bg) =dg}. L'application 7 de A » B dans C = D qui, & tout couple
(x,y), associe le couple {A{x},u(y)), est un isomorphisme entre les structures MYA,B,ag,bg)
et MYC,D,co,dg) : en effet, v est d'abord, évidemment, une bijection de AxBsur CxD;
de plus, on a {ag,bg) = (cp.dg) €t, pour tout couple {(a,b) € A x B,
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2(F(a,b)) = 7a,b0) = (Ma).do) = F(Ma). b)) = F(7(a,b),
et, de fagon analogue, Y g(a,b}) = g{(a,b)}.

e) On commence par observer que w€A et a€B (Hg et Hy); la structure
9R(A,B,a0,bg) est donc bien définie (on appellera encore T et g les interprétations
respectives de f et g dans cette structure). On considére 'application h de M dans M < M
qui, & chaque élément x de M, associe le couple (p{x),#¥{x)). La satisfaction dans TR des
formules Hyp et Hqyy montre que A =Im(p) et B =Im(¢) : h prend donc ses valeurs dans
A x B. La satisfaction de H, montre que h est injective (si (¢{x),¥(x)} = {(y),¥y)) alors
x=y), et la satisfaction de Hs montre que h est surjective sur A x B (si x = p(x} et
y=1y), alors on peut touver un élément z€ M tel que (xy)=(p{z).¥z)) =h{z)).
L'application h est donc une bijection de M sur A x B. Nous allons démontrer que ¢'est
un monomorphisme de M dans YA, B,ag,bg). Cela résulte des propriétés suivantes :

 h(e) = ((e), ¥{e)) = (@) = (20,b0)

s pour tout x € M, h{p(x}} =F(h(x)} ;

[h((x)) = ((x)), W) = (9(x),0) (Hy et Hg) = ((x),bo}=F(1x), (<)) = F(h(x))]

s pour tout x € M, h(¥(x)) = g(h(x)) (démonstration semblable).

Les formules : A A
= v v Vi & Vi fui =vj) ;
Fn=3vgIv; 3""'(o(i<j<n vizvj A oicn vi®vi);
= N e FANP.
et Gq Elqulv,...Elv,H(o(Kj(n viTvj A o icn gvi~vi),
(pour n 3 1) répondent clairerment & la question posée.

Fixons deux entiers n et p sirictement positifs. Les modéles de Tpp sont les
modeles de T tels que les images des interprétations de f et g aient respectivement n et p
éléments. Considérons deux modéles M= <M, a, @, 9> et W' = <M, o', ¢, > de
Thup. Posons A =im{p}, B =Im(y}, A' =Im(¢') et B'=Im(¢') ; A et A' sont équipotents
{ils ont n éléments), de méme que B et B' {qui en ont p). D'aprés la question d), les
structures TM{A,B,ma) et M(A"B'" of,¢!) sont isomorphes. Or on a vu que IM est
isomorphe 4 la premiére et 2' 4 la seconde. On en déduit que deux modéles quelconques
de la théorie Tnp sont isomorphes, ce qui prouve {exercice 11) que cette théorie est
compléte (elle est non contradictoire d'aprés la question b)).

f} Les modéles infinis de T sont les modéles M =<M,o,p, 9> de T pour
lesquels I'un au moins des ensembles Im(g) et Im{$) est infini. 11 en résulte que ce sont
exactement les modéles de la théorie :

T'=TU{FLV¥Gg;kel*}
Les formules closes satisfaites dans tout modéle infini de T sont donc les formules closes
qui sont conséquences de T'. Si F est une de ces formules, il existe, d'aprés le théoréme
de compatité, une partie finie X de T', telle que X P F. 1l existe alors un entier N 2 1
tel que XCTy=TU{FcVGk; 1 kg N} et on a, bien sir, Ty * F. Mais il est
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évident que, pour tout entier k tel que 1 £ k < N, Fy est conséquence de Fy et Gy est
conséquence de Gy, donc Fy Vv Gy est conséquence de Fy ¥ G. Par suite, les théories Ty
et T U{Fn ¥ Gy} sont équivalentes, et on abtient :

TU{FNVGN} P F.

La théorie T" n'est pas compléte : ses modéles sont, on I'a vu, les modéles infinis
de T ; or, dans de tels modéles, I'un des ensembles im{) et Im{4} peut avoir un nombre
fini quelconque d'éléments ; par exemple, les structures TN .N,0,0} et TYN,{0},0,0) sont
des modéles de T' {elles satisfoni la formule Fy pour tout k 3 1), mais la premiére
satisfait la formule Gy alors que la seconde ne satisfait pas cette formule ; ces structures
ne sont don¢ pas élémentairement équivalenies.

g} Les questions d} et e} montreni que les modéles de T sont déterminés i
isomorphisme prés par les cardinaux des ensembles images des interprétations de f et g.
Précisément, étant doané un modéle dénombrable I de T, il existe deux ensembles non
vides A et B, chacun de cardinal inférieur ou égal 4 Ry, dont I'un au moins est infini, et
deux éléments ag € A et by € B, tels que M soit isomorphe & la structure IM(A,B,ag,by).
Posons, pour chaque entier n € N* :

M0 = MN,{0,1,...,n—1},0,0) ;
My, =D {0,1,...,n—1}N,0,0) ;
et Mo = IM(N,N,0,0).

On voit que tout modéle dénombrable de T est isomorphe soit & M, ., soit & 'un
des M., soit & l'un des 8N, . Naturellement, ces modéles sont deux 34 deux non
isomorphes. 11 y a donc, 4 isomorphiste prés, Ry modéles dénombrables de T.

h) Les modéles de T" sont les modéles de T tels que ies ensembles de poinis fixes
des interprétations de f et g soient tous deux infinis ; la structure oM., en est clairement
un. D'aprés ce qui a été fait en g), il est immédiat que tout modéle dénombrable de T"
est isomorphe & M, .. La théorie T" est donc Rp-catégorique (chapitre 8, 2.6) ; par
ailleurs elle est congsistante et n'a que des modéles infinis; elle est donc cormpléte
(théoréme de Vaught, chapitre 8, 2.6, corcllaire 2).

4. a) Soit M=<IM,T> un modéle de A. Si un élément a € M vérifie f(f(a)) = a,
alors, en appliquant  on obtient T(f(f(a))}) =¥(a) ; mais, comme A est satisfaite dans 9,
on a T((f(a))) = a, donc a =%{a), ce qui est exclu (également par A}. De fagon analogue,
si on suppose f(f(a) =1(a), on obtient T(F((a))) =F(F(a)}, ¢'est-4-dire a =T(¥(a)), et on
vient de voir que ce n'est pas possible. La structure T satisfait don¢ la formule G
suivante :

Wx (~Fix 2 x A ~Hix = x).

D'autre part, en appelant b 'élément T(f(a}), on a T(b) =a, et tout élément c de M
vérifiant ¥(¢) =a vérifie anssi T{F{F(c))) =7{1(2)), soit ¢ =b. Autrement dit, tout élément
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de M & un unique antécédent par T (qui est donc bijective), et T satisfait la formule H :
WxIyVz(fyxxA{fzzx=z2y)).
Les régles relatives aux <« distributions» de quantificateurs montrent que la
formule (G A H) est équivalente 4 la formule proposée par l'énoncé. Celle-ci est done
satisfaite dans tout modéle de A : c'est une conséquence de A.

b) Soient n un élément de N* et M= <N, T> un modéle de A A F,. On définit
sur N une relation binaire p par : pour tousaet b e N,

(a,b) € p siet seulement si a=boua="T(b)oua=T(F0)).

On vérifie sans difficulté que c'est une relation d'équivalence. La classe
d'équivalence de I'élément a est son orbite par la fonction ¥ : elle contient les trois
éléments : a, T(a) et T(¥(a)) (qui sont deux A deux distincts), et eux seulement. Toutes
les classes d'équivalence ont donc trois éléments. Comme elles constituent une partition
de l'ensemble N qui en a n, on en déduit que n est un rnultiple de 3.

Inversement, pour chaque entier p > 0, on construit un modéle ¥, 4 3p éléments
de A A F3p comme suit :

On prend pour ensemble de base: Mp={0,1,2}x {0,1,...p-1}, et pour
interprétation de f la fonction fp définie par :

fp(i, j} = (i+1[mod 3], j), pour chaque couple {i,]) € My .

¢) 11 suffit (exercice 11} de prouver que, pour tout p € 0¥, les modéles de A A Fyp
sont tous isomorphes. Considérons donc un entier p > 0, et un modéle M= <M,g > de
AAFg. 11 y a p classes pour la relation d'équivalence p définie comme en b).

Désignons-les par By, By, ..., Bpy, et choisissons arbitrairement un élément b; dans
chaque B;.
Définissons maintenant |'application ¢: M — {0,1,2} = {0,1,...,p-1} par:
o olbi) = (0,i);
o Pg{b;} =(1,1) pour touti€ {0,1,..,p-1};

* plg(gbi))) =(2,1);

i est un isomorphisme de M sur le modéle My, défini en b), car les classes sont

mises en correspondance les unes avec les autres et on a bien, pour tout a € M :
w(g(a)) =fo(w(2)).

d} 11 suffit de généraliser la construction des modéles 207, de la question b) :

On prend cette fois pour ensemble de base : {0,1,2} = N. Quant & l'interprétation
de f, c’est l'unique fonction définie sur cet ensemble qui prolonge simultanément toutes
les fp (la définition est Ja méme que pour fp & ceci prés que l'indice j peut prendre toute
valeur entiére).

e) On généralise c) : on se donne un modéle dénombrable de A. Il y a cette fois un
ensemble dénombrable de classes d'équivalence pour p, soit {B, ; n € N}. On choisit une
suite { by ; n € N} telle que by € By pour tout n. On définit 'isomorphisme de ce modéle
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sur celui défini en d) exactement comme ¢ est défini en c), & la seule différence que
'indice n décrit N. La vérification est trés simple. Tous les modéles dénombrables de A
sont donc isomorphes (puisqu'ils sont isomorphes au modéle que nous avons construit).

15.  PRELIMINAIRES : On observe tout d'abord que F est équivalente & la conjonction
des formules closes suivantes :

WxWy({dx~dy = x~y); VeW(gxogy=xoy); VxJuxxdu; VYxIvxegy;
Vx-dx >~ gx;  Vxdgx ~gdx.

On en déduit que, pour que F soit satisfaite dans une structure M= <M, d,g >,
il faut et il suffit que d et g soient deux bijections qui commutent et qui ne prennent la
méme valeur en aucun point. De plus, si M F F, on a, pour tout entier naturel m:
d™(g(a)) = g(d™(a)) pour tout élément a € M. C'est évident si m =0 ; supposons que ce
soit vrai pour m =k ; on a alors :

g% (g(a)) = d*(d{g(2))) = a*(g(d(a))) [puisque g et d commutent)
= g(d*(d{a)}} [par hypothése de récurrence)
=g(@(2))-

a) On raisonne par induction sur la hauteur du terme t. Comme il n'y a pas de
symbole de constante dans L, un terme t de hauteur 0 est une variable, par exemple y, et
comme y s'écrit aussi d%% (il s'agit du méme terme), la formule Vyt ~dOg% est
universellernent valide ; elle est en particulier conséquence de T.

Sit=du,etsi T ¥ Vxu~dM"x alors T P ¥xt~d™g"x,

Sit=gu,etsi T F* Veu=~d™"x, alors, dans tout modéle M= <M,d,g>de T,
on a, pour tout a € M, g(d(g"(a))) =d™(g"*'(a)) (préliminaires), ce qui montre que
T B ¥xtod™g®x

(On aura noté, bien que c¢ela ne soit pas explicitement utilisé dans la
démonstration, que tout terme de L s'écrit d™'g"'d" 2" 2...d kg ¥ x, x étant une variable,
et les m; et les n; étant des entiers naturels, tous non nuls sauf éventuellement m, et ng).

b) My est un modéle de F car les applications sq4 et sg sont des bijections qui
commutent [s4(se(i,])) =sg(sq4(i,))}=(i+1,j+1)] et ne prennent la méme valeur en
aucun point [{i,j+1) # {i+1,])]- D'autre part, pour tous entiers relatifs i et j, et tous
entiers naturels m et n, on a s4™(sg"(i,)}) =(i+n,j+m}). On en déduit que, pour
(m,n) £ (0,0), on a: sg™(se”(i,)}#G,)) et sg"(, ) =(,5+m)# (i+n,j) =sg"(i,J)-
Donc, M est un modéle de chacune des formules Fpy ((m,n) # (0,0)) et, par suite, un
modéle de T.

c) L'application hgp est une bijection, la bijection inverse étant h_pp. De plus,
pour tout couple (i,j) e xZ, ona:
han(sa(i, §)) = (i+a,j+1+b) =sq(han(i, i)} ;
et hab{seli,j}) = (i+1+a,j+b} =sg(habli,})-
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hap est donc un automorphisme de M.

On peut en fait démontrer qu'il n'y a pas d'automorphismes de 9, en dehors de
la famille des hgp, (indication : étant donné un automorphisme h de My, lui associer les
applications hy et hy de Z x Z dans Z qui sont les composées des deux projections avec h
[ce qui signifie que, pour i, j € Z, h(i,]) = (hy(i,]),hali, s))) ; montrer que hy ne dépend pas
de la deuxiéme coordonnée, que hy ne dépend pas de la premiére, et que les fonctions
d'une variable qui sont alors naturellement associées & hy et hy sont des bijections sur
qui commutent avec la fonction successeur).

d) On sait déja que ¥ x Z et ¢ sont définissables.

Soit A une partie de ¥ x ¥ distincte de @ et de I = Z. Soient i, j, k et | des entiers
relatifs tels que (i,j) € Aet (k) g A. Posons a =k —iet b=1—j. Ona hap(i,]) = (k,1), ce
qui montre que A n'est pas invariante par |'automorphisme hap, donc qu'elle n'est pas
définissable (5.11, théoréme 2). Les seules parties de Z = I définissables dans 9, sont
donc Z = 7 et 8.

16.  PRELIMINAIRES : nous décrivons une méthode que nous utiliserons plusieurs fois
pour obtenir toutes les parties définissables de 'ensemble de base (ou d'une puissance
cartésienne de cet ensemble) dans une réalisation 20 = <M, ... >> d'un langage L.

Supposons qu'aient été déterminés des sous-ensembles Ay, A, ..., A, de M¥, en
nombre fini, qui soient tous définissables dans ™, et qui réalisent une partition de
l'ensemble M. Supposons de plus que, pour tout indice i compris entre 1 et n, quels que
soient les éléments a=(ayaz,...ak) et f=(by,by,...,bx) appartenant i A;, il existe un
automorphisme de la structure 9 qui envoie a sur g, c'est-a-dire ay sur by, 3z sur by, ...,
ag sur by (cette propriété esi automatiquement satisfaite pour ceux des A; qui
contiennent un seul élément : I'automorphisme en question étant alors l'identité).

Dans ces conditions, en vertu du théoréme 2 de 5.11, pour toute partie X de M,
définissable dans 9, chacun des sous-ensembles A; doit étre soit inclus dans X, soit
disjoint de X. Il est alors facile de conclure que toute partie de Mk définissable dans
est une réunion d'ensembles pris parmi Ay, Ag, ..., Ap. Autrement dit, ['algébre de Boole
des parties de MK définissables dans 9 est la sous-algébre de P(M¥) engendrée par A,,
Ay, ..., Ag. Cette sous-algébre de Boole a 2° éléments (se reporter 4 'exercice 17 et au
corollaire 4.3 du chapitre 2).

a) Soient A une partie non vide de Z/nZ, définissable dans 9, et k un élément de
A. Pour chaque €lément h € Z/nZ, 'application ¢:x+—x +h —k est une bijection de
Z/nZ sur lui-méme qui commute avec I'application xv— x + 1 (ce qui signifie que, pour
tout x € Z/nZ, p{x + 1) = (x) + 1} ; y est donc un automorphisme de la structure 9.
Comme A est définissable, on en déduit que h, qui est égal a (k), appartient & A (5.11,
théoréme 2). Donc A =7 /nZ, et les seules parties de Z/nZ définissables dans % sont @ et
I/l
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On montre exactement de la méme maniére (en remplagant 9, par M, et
xv— X + 1 par x — x + 2) que les seules parties de /nZ définissables dans IR, sont § et
Ifnl.

b) Dans la structure My, l'ensemble {0} est défini par la formule gvgvg = vy, et
I'ensemble {1,2} par la négation de cette formule. D'autre part, l'application x +— x + x
est clairement un automorphisme de la structure, qui échange les éléments 1 et 2. Grice
aux préliminaires, on en conclut que les parties de Z/3Z définissables dans 9%, sont au
nombre de quaire : 8, Z/3Z, {0}, et {1,2}.

Dans la structure 9, les ensembles {0}, {3}, {2.4} et {1,5} sont respectivement
définis par les formules :

Hg : EVgvg = Vo ;

H3: B &vovoBvovo = gvovp A ~Hp;
Hoy: Jvygvvy 2 vg A -Hy

His : =Hg A ~H3 A ~H3,.

Par ailleurs, 1'application x +— —x est un automorphisme de M, qui échange 2 et 4 d'une
part, et 1 et 5 d'autre part. Les conditions décrites dans les préliminaires sont donc
remplies, et on peut conclure que les parties de Z/67 définissables dans 91, sont les 16
éléments de 1'algébre engendrée par {0}, {3}, {2,4}, {1,5}, c'est-&-dire :
8, {0}, {3}, {24}, {15}, {03}, {0,2,4}, {0,155}, {234}, {1.3,5},
{1245}, {0,234}, {0,135}, {0,1,2.45} , {1,2,34,5} , I/6L.
Venons-en & la structure Ms. Les ensembles {0}, {1}, {-1} et R, y sont définis,
respectivement, par les formules :

Fg: Y gvivg = v ;

Fq: Vvigvivp = vy ;

Fa: Yvigvigvovo 2 vi A -Fy
Fr, : Jvygvavy = vp.

Toutes les combinaisons booléennes de ces quatre ensembles sont également
définissables (5.11, théoréme 1), en particulier Ry — {1} et RE — {-1}.

Etant donné un réel e« non nul, I'application ¥{a] de R dans R qui, & chague réel x,
associe 0 si x =0, x* 8i x > 0 et -(-x)* si x < 0, est une bijection qui commute avec
I'application {x,y) — xy {pour tous réels x et y, ¥{a](xy} = ¥{al(x) Ha](y)) ; il s'agit donc
d'un automorphisme de la structure . Soient a et b deux éléments de R: — {1} ;
inb/Ina est alors un réel non nul, et 'automorphisme #inb/Ina] envoie a sur b. On
arriverait a la méme conclusion en remplagant [Rf — {1} par R — {-1}, en considérant,
lorsque 2 et b sont des léments de R — {-1} 'automorphisme ¥fin (-b} fIn(-a)].

On voit ainsi que les cing ensembles {0}, {1}, {-1}, R} — {1} et RT —{-1}, qui
réalisent une partition de R, et sont définissables dans %3, satisfont les conditions
décrites dans les préliminaires. On en déduit que l'algébre de Boole des parties de R
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définissables dans M est la sous-algébre de P(R) engendrée par {0}, {1}, {1}, RS — {1}
et R: — {-1}. Elle posséde 32 éléments.

c) La question 1} a été résolue a la fin du n* 5.11, ol nous avons vu que les seules
parties de R définissables dans la structure <R, > sont @ et R. Nous allons traiter 2)
en utilisant une nouvelle fois les préliminaires. On considére les trois sous-ensembles
suivants de R? :

Ay={(xy) €R?; x=y}; qui est défini par la formule vp = v ;

Ay ={(xy) €R?; x <y} ; qui est défini par la formule Rvgvy A ~vp = vy ;

Az={(xy) eR%; x >y} ; qui st défini par la formule Rvyvg A ~vp = vy
Soient a=(a,b) et §={c.,d) deux éléments de K2 S'ils appartiennent & A, ona a=b et
¢ =d, et I'application x — x + ¢ —a est un antomorphisme de la structure <R, > qui
envoie a sur F Si aet § appartiennent & A, {respectivement : 4 Ag),onaa<betc<d
{respectivement : a2 > b et ¢ > d} ; le réel éﬁc%t strictement, positif et 1'application

X rx + E%
est un automorphisme de <R, > qui envoie a sur f. Les conditions décrites dans les
préliminaires sont donc¢ remplies, et on voit qu'il ¥ a huit sous-ensembles de R? qui sont
définissables : @, R2, A;, Ag, Ag, et les trois sous-ensembles suivants :
AUA3={(xy)eR%;x=y};
AMUAs={(xy) ER*; x 2 y};
AU A ={(xy) eR?;x <y}

17.  2)On prend comme ensemble de base Zf{n +1)Z={01,..,n}, et comme
interprétation de R la relation binaire R définie par : pour tous éléments a et b de
Zf(n+ 1}Z, (a,b) €R si et seulement si b=a+ 1 (addition dans Zf(n + 1)Z). Le
(n + 1)-uple (0,1,...,n) consiitue un (n + l}-cycle pour R, donc la structure que nous
venons de définir ne satisfait pas la formule Fy4y. Par ailleurs, il est facile de vérifier que,
81 2 g k < n, il n'y a dans cette structure aucun k-cycle, ce qui montre que les formules
Fa, F3, ..., Fn y sont satisfaites.

b)Si T ¥ G, alors il existe une partie finie T' de T telle que T' ¥ G {théoréme
de compacité). On peut trouver un entier p > 2 tel que T' C {Fy,Fa,...,Fp}, et on aura
alors, naturellement, {Fa,Fs,...,Fp} F* G, ce qui signifie exactement que G est satisfaite
dans foute L-structure qui ne comporte aucun cycle d'ordre inférieur ou égal & p.

¢) Soit G une formule close conséquence de T, et soit p un entier supérieur ou égal
a4 2 tel que G soit satisfaite dans toute L-structure qui ne comporie pas de cycle d'ordre
inférieur ou égal & p (voir b)}. Considérons un modéle de la formule :
FzAFaA. . AFp A-Fou;
(il en existe d'aprés a}) ; G est satisfaite dans ce modéle, et ce modéle est avec cycle (il y
a au moins un cycle d'ordre p + 1).
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d) On raisorne par l'absurde. Soit To une théorie finie équivalente 3 T, et soit H
la conjonction des formules de Ty. La théorie T est alors équivalente & {H}. En
particulier, la formule H est conséquence de T, donc (question c)} elle admet au moins
un modéle avec cycle ; un tel modéle n'est pas un modéle de T (qui n'a que des modgles
sans cycle), tout en étant un modéle de {H}, alors que T et {H} sont équivalentes : il y a
donc contradiction.

18.  On raisonne par l'absurde, en supposant l'existence d'une théorie T de L qui ait la
propriété indiquée. Considérons la théorie (du langage L") :
T'=TU{Fs;nel}.

Un modéle de T' doit donc étre une L'-structure dans laquelle 'interprétation de
R est une relation de bon ordre et dans laquelle |'ensemble des interprétations des cq
constitue une partie non vide de l'ensemble de base qui ne peut pas avoir de plus petit
€lément modulo R (les ¢, forment une <« suite infinie descendante »). Ceite situation est
évidemment contradictoire et on en conclut que T' est contradictoire. D'aprés le
théoréme de compacité du calcul des prédicats, on peut trouver une partie finie T" de T*
qui est contradictoire. Il existe alors un entier naturel N tel que T"CTU{Fa;ng N}
La théorie Ty=TU{Fa;n <N} est donc elle-méme contradictoire. Considérons
pourtant la Lo-structure MMy = <M, £ > (ol R est donc interprété par la relation d'ordre
habituelle sur N) ; d'aprés notre hypothése, 91y peut étre enrichie en une L-structure M
qui est un modéle de T ; enrichissons maintenant 8% en une L'-structure TR' en
interprétant chaque symbole ¢, par I'entiet N+ 1=n(égalaN +1—nsing N+ 1letd
05 n>N4+1): il est clair que IM' est un modeéle des formules Fy, Fy, ..., Fn et
également, un modele de T. On a ainsi un modéle de la théorie Ty, ce qui est absurde.

La propriété « étre un bon ordre » n'est donc pas pseudo-axiomatisable.

19.  Supposons que F[eq,ca,...,¢] Soit conséquence de T. Soit M= <M, ..2>> une
L-structure modéle de T. Quels que soient les éléments a;, a3, ..., ax de M, on peut
enrichir 9t en une L'-structure N’ en interprétant chacun des symboles de constante c;
{1 i < k) par I'élément a; ; 9" est aussi un modéle de T (lemme 3.11), donc (d'aprés
notre supposition) un modéle de Flcy,€z,....Ck] ; on en déduit, en appliquant (% fois) la
proposition 3.2, que :

<O xy=aq,%2282,... ,Xkt3k > F F;
mais cela équivaut clairement 3 :
M E Flayaz,. ..ok

ce qui nous permet de conclure que la formule Vx,V¥xz... ¥x F[xq,xa,... ] est satisfaite
dans 9. Cette formule, vraie dans toute L-structure qui est un modéle de T, est donc
conséquence de la théorie T.
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20.  a) D'aprés le théoréme 5.10, I'hypothése faite signifie que la théorie T U A(9N) (du
langage Ly) n'a pas de modéle. Grice au théoréme de compacité, on en conclut qu'il
existe une partie finie E de cette théorie qui n'a pas de modéle. Désignons par K la
conjonction des formules de A(MM) qui appartiennent & E (ces formules étant
nécessairement en nombre fini). La théorie T U {K} est alors contradictoire. Remarquons
que toute conjonction de formules de A(YR) est encore une formule close sans
quantificateur de Ly satisfaite dans $Ot* {enrichissement naturel de 9 au langage Ly).
Done K € A(MR). 1l existe alors une formule H =H[x,x5,...,xa} sans quantificateur du
langage L, et des paramétres a,, ag, ..., @, dans M, tels que K =H[a;,az,...,an] (nous
omettons de souligner, confondant paraméires et symboles de constante de Ly
correspondants). Dire que T U {K} est une théorie contradictoire du langage Ly équivaut
a dire qi.le la formule =K est conséquence de la théorie T :
T P -H[ajaz,..,3n]-

En utilisant le résultat de l'exercice 19, on en conclut que la formule :

¥y Vxz... Wxn —H[x1,%2,. .. .%n],
est conséquence de la théorie T. Comme, par ailleurs, on a ¥ k H[ay,ag,...,2s] (puisque
K € A(S)), la formule Vx,¥xz... ¥xq ~H[x),%p,...,xn] n'est pas satisfaite dans TR Ainsi la
formule G =-H répond 4 la question.

b) Supposons qu'il existe une extension 9t de M qui soit un modéle de T. Alors M
satisfait aussi toutes les formules closes qui sont conséquences de T, et en particulier
celles qui sont universelles ; donc 9% est un modéle de U(T). Mais toute formule close
universelle de L satisfaite dans 91 est également satisfaite dans la sous-structure 20 de 91
{théoréme 2 de 5.1} ; il en résulte que M est un modéle de U(T).

Réciproquement, supposons que P soit un modéle de U(T). 1l ne peut alors
exister aucune formule G[x;,x3,...,xn] sans quantificateur de L telle que :

T P ¥ ¥xa... ¥xo G[x4,X2,...,Xa]
et MK VryVxz... Yo Gx1, %2, Xa -
On ne peut donc pas étre dans la situation décrite & la question précédente. La
conclusion est qu'il existe au moins une extension de 2% qui est un modéle de T.

¢} 5i M admet une extension qui est un modéle de T, alors toute sous-structure
de 20 a la méme propriété (une extension de 9M est aussi une extension de n'importe
quelle sous-struciure de 20 ; en particulier, toute sous-structure de type fini de 9M
admet une extension qui est un modéle de T.

En vue de la réciproque, nous utiliserons 1'équivalence établie en b) : il suffit de
prouver que TN est un modéle de U(T), sachant que toutes ses sous-structures de type
fini le sont. Mais cela résulte immédiatement de la question d) de 'exercice 12 : chaque
formule de U{T) est universelle ; si elle est vraie dans toute sous-structure de type fini
de 9, alors elle est vraie dans M ; donc M est un modéle de U(T).
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21.  a) On raisonne par l'absurde. Supposons que A soit constituée d'éléments ayant
tous le méme type, et que B soit une partie de M, définissable dans 9% par une formule
Flv] de L, et telle que B N A =@ et A § B. Si on choisit des éléments a e1 b dans A iels que
2€B et bgB (un tel choix est possible}, alors on a M F F[a] et "M # F[b]; il en
résulte que F € &a) et F ¢ &b), donc &a) = &b}, ce qui contredit le fait que a et b ont le
méme type.

b) On raisonne encore par l'absurde ; si da) = &h{a)), alors il existe une formule
Flv] € & telle que TR F F[a] et 9 ¥ F[h(a)]; mais cette situation contredirait le
théoréme 5.2.

¢) Dans fRy, les éléments ont tous le méme type: si a et b sont deux réels,
'application x+ x + b—a est un automorphisme de 2R, qui envoie a sur b; 3 et b ont
donc le méme type d'aprés la question qui précéde (on retrouve une situation déja
étudiée & la fin de 5.2 et reprise dans I'exercice 16 {question ¢}).

Dans oMy, 0 et 1 n'ont pas le méme type: en effet, la formule Iwfw ~v est
satisfaite par 1 et pas par 0.

Dans MM, les éléments ont tous le méme type : si a et b sont deux entiers relatifs,
'application x — x + b—a est un automorphisme de 3 qui envoie a sur b {vérification
immédiate) ; a et b ont donc méme type d'aprés la question b).

Dans ™, 0 et 1 n'ont pas le méme type : en effet, la formule v ~ ¢ est satisfaite
par O et pas par 1.

Dans M, 0 et 1 n'ont pas le méme type : en effet, la formule gvv ~ v est satisfaite
par 0, mais ne |'est pas par 1.

d) Soit M=<M,... > un modéle de T. On définit une application ¢ de M dans
{0,1}" de la maniére suivante : pour tout élément a € M, on pose, pour tout i compris
entrelet n:
1 siFje &a).
‘ _{0 SiFi g 8a);
puis :
pa) =(g1,£2,...1En).
Soient a et b deux éléments de M tels que oa) = ¢f{b) ; cela veut dire que, pour tout i
compris entre 1 et n, F; € &a) si et seulement si F; € (b), ou encore que la formule
1<{>n (Fi[ve] &= Fi[vi]} est satisfaite dans 91 par le couple {(a,b}.
Etant donné que 9% est un modéle de T, et qu'on a supposé que la formule G est
conséquence de T, on en déduit qu'on a nécessairement a =b, ce qui prouve que
l'application @ est injective. Le cardinal de M est donc au plus égal & celui de {0,1}",
cest-3-dire 4 2"
e) Ajoutons comme indiqué deux nouveaux symboles de constante ¢ et d au
langage L, et considérons la théorie 5, suivante du langage enrichi Ly :
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Si;=SU{Flc] =F[d]; Fe F{L)} v {-c=~d}.
1l est clair que, dans tout modéle de Sy, les interprétations de ¢ et d sont deux éléments
distincts qui ont le méme type dans le réduit de ce modéle au langage L. 11 suffit donc,
pour résoudre le probléme posé, de montrer que 5 est une théorie consistante de L.
Supposons le contraire. En appliquant le théoréme de compacité, on trouve une partie
finie de Sy qui est contradictoire ; il existe donc des formules Fy, F5, ..., Fy & une variable
libre de L, en nombre fini {n 2 1), telles que la théorie :

So=5uU {Fi[C]ﬁFi[d] ilgign}u{-c=~d}
soit, contradictoire. Il revient au méme de dire que la formule :

N (il = Fid]) = c = d
est conséquence de S. On peut alors appliquer le résultat de 'exercice 19 et, revenant au
seul langage L, obtenir la conclusion suivante :

S F Yy (Filvo] = Filwi]) = vo = v1).

A
1% ign
D'aprés la question d}, cela exige que tout modéle de S ait au plus 2” éléments. Or il a
&té supposé que S admettait au moins un modéle infini : nous avons donc abouti 4 une

contradiction.

On peut donner une démonstration plus rapide de la propriété qui vient d'éire
établie, en utilisant un théoréme qui sera démontré au chapitre 8, le théoréme de
Lowenheim-Skolem ascendant, qui affirme notamment que, lorsqu'une théorie admet un
modeéle infini, elle admet des modéles dans des cardinalités arbitrairement grandes. Soit
alors M= <M,... > un modéle de 5, et supposons qu'il n'existe dans M aucun couple
d'éléments distincts ayant méme type ; cela signifie que l'application a — &a), de M
dans l'ensemble des parties de 5, est injective (en effet, si elle ne 1'était pas, on
trouverait dans M deux éléments distincts a et b tels que #a) = &b), c'est-a-dire deux
éléments distincts ayant méme type). Il en résulte que le cardinal du modéle T est
majoré par celui de 'ensemble P{F). On voit done qu'il suffit de considérer un modéle
de $ de cardinal strictement supérieur & celui de P(F) (il en existe d'aprés le théoréme
cité précédemment, puisqu'on a supposé que S admet au moins un modéle infini), pour
8tre assuré de |'existence d'au rmoins un couple d'éléments distinets ayant méme type.

f} D'aprés ce qui vient d'étre démontré, une théorie T ne peut satisfaire les
conditions requises que si elle n'admet aucun modéle infini. On peut, par exemple,
considérer, dans le langage L constitué de deux symboles de constantes distincts ¢ et d, la
théorie T comportant 1'unique formule suivante :

WolvorcVvg~d) Anced.
Il est évident que tout modéle de T a exactement deux éléments : ¢ et d, et que ces deux
éléments n'ont pas le méme type, puisque la formule vp=c appartient & #c) et
n'appartient pas & #4d).
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g) Le langage L est constitué d'un symbole de constante ¢ et d'un symbole de
fonction unaire f. On considére la L-structure M dont 1'ensemble de base est N, ol ¢ est
interprété par 0 et f par la fonction successeur. Cette structure est infinie et ne contient
aucun couple d'éléments distincts ayant méme type : en effet, si n et p sont des entiers
tels que 0 £ n < p, la formule vg = fPc appartient a #p) et n'appartient pas 4 &n) ; donc
n et p n'oni pas le méme type.
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CHAPITRE 4

1. Il ¥ a des cas ou F = WvF n'est pas universellement valide : par exemple, dans un
langage contenant un symbole de prédicat unaire P, prenons F =Pv. Alors la cldture
universelle de Pv=VwPv est égale & Vv(Pv = WPv) qui elle-méme est logiquement
équivalente & JvPv = WPv. Cette derniére formule est fausse dans une structure ou P
est interpréié par un ensemble qui n'est ni vide ni égal 4 l'ensemble de base tout entier.

2. a) Prenons, dans un langage contenant un symhbole de prédicat unaire P, la
formule F=Pw. Alors WF = ¥YwFy;, est égale i ¥vPw = ¥wPw, logiquement
équivalente & Pw = V¥wPw. On a vu, & l'exercice 1, que cette formule n'est pas
universellernent valide.

b) Le langage, cette fois, comporte un symbole de prédicat binaire R et
F=3wRww. Alors WF =VYwF,;, =W3wRvw = YwIwRww, qui est logiquement
égquivalente & WiwRvw = JwRww. Cette formule est fausse, par exemple, dans la
structure dont 1'ensemble de base est N et ol R est interprété par la relation d'ordre
strict.

3. On commence & écrire une démonstration de AvgF dans T, que l'on fait suivre
d'une démonstration de Yvo(F = G), toujours dans T (ces deux démonstrations existent
par hypothése). On compléte par les formules suivantes, qui constituent une
démonstration de IveG & partir de IveF et Yol = G) :

(1) Yo(F =2 G} = (F=0) exemple 4 de 1.3
(2) F=G par modus ponens, puisque Yvg(F = G) est déja apparu
(3) YvooG = -G exemple 4 de 1.3
(4) (F = G) = ((¥vpoG = -G) = (Yvg=G = -F)) tautologie
(5) (YvgG = ~G) = (Yvg-G = -F) par modus ponens & partir de (2) et (4)
(6) Yvg~G = -F par modus ponens & partir de (3) et (5)
(T Wvo{ VoG = -F) par généralisation & partir de (6)
(8) Yvg(WpG = -F) = (Vig-G = Yy F) axiome du schéma b)
{9) VoG = WygF par modus ponens A partir de {7) et (8)
(10)  JwoF &= -Vvp-F axiome du schéma a}
(11} (IwF = WVvgF) = (FvgF = -YvoF) tautologie
(12)  FwgF = Wyg-F par modus ponens & partir de (10} et {11)
{13)  -¥vg-F par modus ponens, & partir de (12} et de JvgF déja apparue
(14) (WG = Vv F) ={-WvpF = -WypG) tantologie

(15)  -WvgoF = WvgG par modus ponens & partir de {14) et {9)
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(16) WG par madus ponens & partir de (15) et {13)
(17) Il = WuyG axiome du schéma a)
{18)  (IveG &= Wvg-G) = (VoG = FwG) tautologie
(19)  WvonG = IvG par modus ponens & partir de (17} et (18)
(20) G par modus ponens & partir de {16) et (19).
4. Voici une démonstration de F v WG 3 partir de W{F v G} :

(1) YWFVG)=(FVG) axiome du schéma c¢)
(2) W(F ¥ G) formule de la théorie
(3) (FvG) par modus ponens & partir de (1) et (2)
(4) (FYvG)=(-F=G) tautologie
(5) -F=G par modus ponens & partir de {3) et (4)
(6) W{-F =G) par généralisation
(7) W(-F = G) = (-F = WG) axiome du schéma b) (v n'est pas libre dans F)
(8) (-F = WG) par modus ponens A partir de (6) et (7)
(9) (-F = WG) =(F v WG) tautologie
(10) (FvWG) par modus ponens 3 partir de (8) et (9).
5. a) On définit (F) par induction sur F :

s 5i F est une formule atomique, alors ¢{F) =1 (en fait, ici, on aurait aussi bien
pu choisir ¢(F) =0)

» sinon, on utilise les conditions 1), 2}, 3} et 4) comme définition, en remarquant
qu'elles sont compatibles entre elles.

b) La vérification est immédiate : si F est une tautologie, alors w{F} =1 grice
aux conditions 3} et 4}; si F est de la forme IvG & -¥-G, alors ¢(IG) =1 (condition
2)), (-G} =1 {condition 1}}, et donc p{IvG & -¥v-G) =1 (condition ¢)) ; pour les
formules du schéma b) ou ¢), on fait le méme type de démonstration.

¢} D'aprés la condition 4) appliquée au connecteur a==, si 9(F = G} =1 et
@(F) =1, on doit avoir ¢{G)=1.

d) Soit (Fy,Fa,...,Fn} une démonstration formelle de F (F =F,) qui ne fait pas
appel 4 la régle de généralisation. Cela veut dire que si i est compris entre 1 et n, alors
une des deux éventualités suivantes se présente nécessairement :

« F; est un axiome,
s F; se déduit par modus ponens de deux formules qui la précédent,
c'est-a-dire qu'il existe jet k inférieurs 3 i tels que Fj=F, = F;.

On montre immédiatement par récurrence sur l'entier i, en utilisant les questions
by et ¢}, que @(F;{) =1. Donc x(F)=1.

Choisissons maintenant la formule F=W(G=G), ol G est une formule
quelconque. Cette formule est manifestement démontrable {(elle s'obtient par
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généralisation A partir de la tautologie G = G). Pourtant, @(F) =0, et donc elle ne peut
pas se montrer sans la régle de généralisation.

6. a) On adapte de fagon évidente la définition de l'exercice précédent.

b} Il faut d'abord vérifier que pour les tantologies et les formules des schémas a)
et b}, ¢ prend la valeur 1, ce qui découle des conditions imposées 4 . 5i ¢{F = G) =1
et ¢(F}=1, alors, comme 3 l'exercice précédent, ¢(G)=1. Enfin, si F se déduit par
généralisation, F commence par un quantificateur universel, et donc @{F) =1.

Cela permet de montrer, comme précédemment, que, si F admet une
démonstration ne faisant pas appel au schéma c), alors @(F) = 1.

c) Soit F une formule du schéma c) telle que @(F)=0, par exemple F =
YvoviG = IvG, o1 G est une formule quelconque. Cetie formule est démontrable, mais,
puisque ¢(F) n'est pas égal 4 1, elle n'admet pas de démonstration ne faisant pas appel
au schéma ¢).

7. Soit (Fy,F2,...,Fn} une démonstration de la formule F (F = F4) ne faisant pas appel
au schéma a). On montre que (F’:,F;,,,‘,F:) est une démonstration de F*.

+ 8i F; est une tautologie, alors F? en est une aussi. En effet, il existe une
tautologie propositionnelle P[A},A;,...,Ax] dépendant des variables propositionnelles
ApAa,... Ay, et des formules Gq,Gg,...Gy telles que :

Fi =P[G1,Gz,...,Gi].
Alors F} = P[G:,G;,...,G:] ce qui montre bien que F; est une tautologie.

¢ Si F; appartient au schéma b), disons F; =¥v(H = G) = (H = WG), ou v est
une variable n'ayant pas d'occurrence libre dans H, alors

Fl=WH =6") = (H" =2 W™
et F7 est aussi un axiome.

» Méme raisonnement si F; appartient au schéma c).

# 5i F; se déduit par modus ponens de Fj et Fi, avec j et k inférieurs & i, alors
F;=Fx = Fidonc F] =F = F7 : F} se déduit par modus ponens de F] et Fy.

¢ 5i F; se déduit par généralisation de Fj {j<i), alors Fi se déduit par
généralisation de F.

Cela montre que, si F se démontre sans faire appel au schéma a), alors F F*, Si
par exemple, P est un symbole de prédicat unaire, F = 3vPv & -¥v-Pv est certainement
démontrable {c'est un axiome), mais n'est pas démontrable sans le schéma a} : sinon
F* = WPy &= ~W-Pv serait aussi démontrable, ce qui n'est pas vrai car F* n'est pas
universellement valide (elle est universellement équivalenie & YWPv & IvPv).

8. Il s'agit de montrer, en utilisant la méthode de Herbrand, que si T n'a pas de
modéle, alors T n'est pas cohérente. Comme 4 la section 3, on suppose que chaque
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formule F, s'écrit, :
Fo =¥, Ivo¥vg.. Vg IvaxB o [vi,va,-.. vai]

ol k est un entier et B, est une formule sans quantificateur.

Appelons encore 5 l'ensemble des termes du langage et ©; l'ensemble des suiies
de longueur i d'éléments de 5. On introduit alors, pour tous n et i, une application a;,,
de ©; dans N de sorte que les propriétés suivantes soient satisfaites :

1} si v apparait dans I'un des termes ty,ta,...,ti, alors & a{ty,ta,...,t) > m;

2)  si j<i et (tta,....ti) est une suite qui prolonge (tytz,....t;), alors
ajn{ttz,.tj) < @inltnta.. ti)

3) 81 7 et & sont deux suites distinctes de longueur respectives i et jet si n et
m sont des entiers quelconques, alors &i,n(7} # ajm(e).

La encore, les codages du chapitre 6 permettent de construire sans difficulté de
telles fonctions.

Un avatar de F, sera, par définition une formule de la forme

B“[tl‘vu,‘,. ity) ‘tz‘vuz‘n iLy,tp) “"‘tk’vuk‘“ (Ly,t9,...sL) I

et appelons A, l'ensemble de tous les avatars de F,. Pour prouver les deux lemmes qui
suivent, il suffit pratiquement de recopier les preuves des théorémes 3.5 et 3.6 :

LEMME 1 : Si A, est propositionnellement satisfaisable, alors
ne
{Fn;nel}aun modéle

LEMME 2: 5i | est ume partie finie de W, et si k)l An n'est pas
ne

propositionnellement satisfaisable, alors - /} Fn est démontrable.
RE

Ces deux lemmes permetient de prouver le théoréme cherché.

9.

a)
(AAB)= A partir de {A A B) = C et de C = par coupure sur C
B= 4 partir de (A A B) = et de =2 A par coupure sur A
D 4 partir de B = et de B = par coupure sur B.

b)
(AAB)= a partir de (A A B) = C et de C = par coupure sur C
(AAA)= & partir de (A A B) = et de A = B par coupure sur B
A= a partir de (A A A) = par simplification

o A partir de A = et de = A par coupure sur A.
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(BA()= 4 partir de (A A B) = et de C = A par coupure sur A
B= & partir de (B A C) = et de = C par coupure sur C
= (BVB) 4 partir de D = B et de = (D v B) par coupure sur D
=B & partir de = (B v B) par simplification
a] 4 partir de B = et de = B par coupure sur B.
d)
(AAAAB)= C ipartir de (A AB) = (C v D) et (A A D) = par coupure sur D
(AaB)=C 4 partir de (A A A A B) = C par simplification
B=(Cv() A partir de (A A B) = C et = (A v C) par coupure sur A
B=C & partir de B = (C v C) par simplification
= (CvC) 4 partir de B = C et = (B v C} par coupure sur B
= A partit de (C v C) par simplification
=E a partir de = C et C = E par coupure sur C
=F a partir de = C et C = F par coupure sur C
(EaAF)= & partir de = C et {(C A E A F) = par coupure sur C
F= 4 partir de = E et (E A F) = par coupure sur E
D 4 partir de F = et = F par coupure sur F.
10. Appelons ¢ l'ensemble des variables propositionnelles. On définit une

-application de l'ensemble des clauses réduites dans I'ensemble des applications de £
dans {0,1,2} : 4 une clause ¥, on fait correspondre 1'application ay, de £ dans {0,1,2}
définie par :

* a(A) =0si et seulement si A apparait dans la prémisse de € ;

* oy {A) =1 si et seulement si A apparait dans la conclusion de € ;

. ag(A) =2 i i seulement si A n'apparait pas dans .

Cette application admet une réciproque : c'est 'application qui & a, application de 4
dans {0,1,2} fait correspondre la clause dont la prémisse est la conjonction des variables
propositionnelles A ielles que o{A} =0 prises dans l'ordre des indices croissants et dont
la conclusion est la disjonction des variables propositionnelles A telles que ofA) =1, elles
aussi prises dans l'ordre des indices croissants. Il y a donc autant de clauses réduites que
d'applications de .4 dans {0,1,2}, soit 3"

11.  Supposons qu'il y ait, en tout, n variables propositionnelles apparaissant dans S.
Soit P une clause de . On peut d'abord supposer qu'une méme variable propositionnelle
apparait au plus une fois dans P : s'il y a une variable apparaissant & la fois dans la
prémisse et la conclusion de P, alors P est une tautologie et on peut la négliger ; sinon,
on se raméne A ce cas par simplification. Soit m le nombre de variables apparaissant dans
P ; m est supérieur ou égal & 3 par hypothése. Pour que P soit fausse, il faul que toutes
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les variables de sa prémisse soient vraies et que toutes les variables de sa conclusion
soient fausses. Sur les 2" distributions de valeurs de vérité, il y en a 2°™, soit, au plus, le
huitiéme {parce que 2 g 2" —é), susceptibles de rendre P fausse.

5i on fait ce calcul pour chacune des sept clauses de S, on voit qu'il ¥ a, au plus,
les sept huitiémes des distributions des valeurs de vérité susceptibles de rendre fausses
'une des clauses de 5. Il en reste donc qui satisfont toutes les clauses de S.

12, a} Voici la réfutation demandée :

Fs= =B a partir de ¥ 3 et ¥ 4 par coupure sur A
¥eg=C= A partir de ¥, et ¥ 5 par coupure sur B
#7={AAB)= a partir de ¥, et ¥ g par coupure sur C
Fg=A= a partir de #5 et # 7 par coupure sur B
o i partir de # 4 et ¥ g par coupure sur A

b) On déduit de ¥, et ¥3 par coupure sur B, {AAA)=C, puis, par
simplification, A = C = @. L'ensemble { #,,% 4,2} est satisfait par la distribution de
valeurs de vérité & définie par &(A)}) = C)=1et &B) =0 il n'est donc pas réfutable.

La conclusion est que, dans un algorithme de démonstration de la clause vide &
partir d'un ensemble fini de clauses I, il n'est pas légitime de remplacer deux clauses
choisies arbitrairement par une clause qui se déduit d'elles par coupure. Ce qui est
possible (et qu'on a fait pour prouver le théoréme 4.5), c'est de faire cette opération
systématiquement pour tous les couples de"c]ausa-beémettant d'éliminer une variable
donnée (et seulement pour ceux-13).

13.  On va se contenter de résoudre a), ¢} et d) et de donner la solution pour les
autres. On va aussi intercaler des espaces qui permettent de mieux voir comment un
terme se décompose en termes de hauteur inférieure. On convient que, dans la définition
d'une substitution , si on ne précise pas & quoi est égale r{v;), c'est que r{vi)=v;.

3)
1.B. Simplification : Le systéme a) est équivalent a :
{vo , g gvsvi hva) , (g hb gvavs, g hb vo).
1.C. Réduction : on pose Ty{vo} =g gvsvy hvy. 11 reste & unifier :
{g hb gvavs , g hb ggvsvihvy).
2.A et B, Simplification et ménage : on obtient successivement, :
{hb, b}, (gvavs , & gvsvi hvy) ;
{vz, gvsvi) , {va, hvy).
2.C. Réduction : on peut faire deux réductions simultanément en posant 7a(va) = gvsvy,
72{vz) = hvy. On obtient alors le systéme vide,
La substitution ¥ = 7401y €5t un unificateur principal. On peut calculer :

T(Vo) =g gvsvt hvy, T(Vz) =gv¥sV1, T(VS) = hvy.
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b) 1l n'y a pas d'unificateur.

c) 1.B. Simplification : on obtient :

(va , ffvavg fvnvar) , (g Bfgvavelvsvingfvioavs fupvs , g gvagfiieatvevo va).

1.C. Réduction : on pose 1(vy) =1 fugvg fuvy, et le systéme réduit est

(g sfgvivefvsviagfvioavs fvrve , g gvagfioafvgvo ffuavafvivy).

2.B. Simplification :

(g fgvivefvavaz gfvioava , g v2 Bfvioafveve) , (feavs , T fvavg fugpviy).

Puis : {f gvive fvsviz, va) , (g Tvi0d va, g Tvioa Tvgva) , (vr, fvavg) , (vg, frnvn).
2.C. Réduction : on pose 7a(vy) =1 gvivg fuswyp, Talvy) =fvavg, mo{vg) =fvpvy. On
obtient :

(g fvioa fgvavelvsviz , g fvgoa fvgve).

3.A et B. Simplification et ménage : on obiient successivement, :

{friga , fvi0a} , {f gvivg fvgviz , fuevp) ;

{gvive , ve) 5 (fvsviz , vo).

Il est impossible d'unifier {gv,ve , vg) : le systéme ¢) n'admet pas d'unificateur.

d)

1.B. Simplification.

(v2 . & Bvova gvovia) , (f flgvavifvgvsigvrbyg gvevs , f fuofgvrbvviz va).

1.C. Réduction : on pose ri{vs) = g gvavs gvevio €t on obilent :

(f ffgv.gvifvavsfgusbvg gvevs | f fvofgvebiviviz gevavagvavio).

2.B. Simplification :

{f fgvavifvavs fgvsbvy , T v fgvsbfugvia) |, (gveve , & Evevs gvovie) ;

(f gvavy fugvs | vo) , (F gvrb vg , f gurb fvvia) , (v, gveva) , {va , gvevie).

2.C. Réduction : on pose my(vg) =1 gvevy Tvgvs , Ta(ve) =gvevs , Ta{vg) =gvovie, et on
obtient :

(f gvrb fgvgrfuavs , f gvzb frypvia).

3.A et B. Simptification : on obtient successivernent :

{gvb , gvrb) , (f gvavi fvavs , f\_-‘n\'lz) 5

{gvavi, var) s (fvavs , via).

3.C. Réduction : on pose 73(vy;) = gvan et Ta{viz) =fvsvs. Le systéme qu'on obtient alors
est vide, et T= 7307507 €5t un unificateur principal du systéme d). On peut calculer ;
{vg) =1 gvvy fuavs , 7{va) =g gvavs Evovio , 7(ve) =gvevs , T(vg) =gvavio , T(vn) = gvan
et T(Vu) =fygvs.

€) Il o'y a pas d'unificateur (on s'en apergoit avec le test d'occurrence aprés avoir
complétement décomposé les termes),

14.  Considérons o' la réciproque de &« (c'est une permutation de V } et o' la
substitution qui la prolonge. Il est immédiat de vérifier que goo' et o'oo sont des
substitutions qui sont égales A l'identité sur V, donc sont égales A l'identité : o admet
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donc une application réciproque et est donc bijective.

Pour la réciproque, on commence par remarquer que $i ¢ est une substitution et t
un terme, alors Ig[t], la longueur de t, est inférieure ou égale 4 celle de o(t) (induction
sans probléme sur t). Supposons que r et 7 soient deux substitutions telles que ror' et
r'o7 soient toutes deux égales 4 l'identité. Alors, pour toute variable v,

lglrv)] < Iglr (s = 1
comme 7'(r{v}) =v, 7(v) ne peut pas étre un symbole de constante, et est donc une
variable. La restriction de 7 & V est donc une application de V dans V, et oo voit sans
peine que la restriction de 7' & V en est U'application réciproque.

15.  a) Par induction sur t : il n'y a rien & montrer si t est une variable ou un symbole
de constante. Si t est de la forme ftit,...t, 00 n est un entier et f un symbole de tonction
n-aire, alors 1'égalité t =oft) =fo(t,)o(ty)... oft,) implique, d'aprés le théoréme de
lecture unique, que ty = o{ty), tz=o(ta), ..., tn = &(ty) ; on applique alors ['hypothése
d'induction.

b} Se déduit immédiatement de a).

c) Soit v € A; v a donc une occurrence dans un terme de la forme w{t). Mais
x=goorox, et dong, d'aprés b), geoy(v) =v. Cela montre que o4(v) ne peut étre, ni un
symbole de constante, ni un terme de longueur strictement supérieure & 1 (voir exercice
14). C'est donc une variable, et la restriction de oy & A est une application surjective de
A sur B. Mais comme, pour toute variable v de A, goaq(v) =v, cette application est aussi
injective.

Soient A' le complémentaire de A dans V et B' le complémentaire de B dans V.
Alors A' et B' ont le méme nombre d'éléments, et on peut trouver une bijection r de B'
dans A'. Appelons 7y la bijection réciproque de r. On définit la substitution ¢' par:

+ siv € B, alors ¢'(v) = o(v) ;

# 5i v € B', alors o'(v) = r{v}.
et de méme pour oy :

e siveA,alors ai(v) = a(v) ;

e siveA alors a)(v) = ry{v).

Les propriétés i), ii) et jii) de I'énoncé sont alors évidentes. Examinons iv), par exemple :
il faut voir que, pour toute variable v, on a g'em(v) = gom(v), et ceci est clair, puisque
toutes les variables apparaissant dans xy(v) (qui est égal & gyon(v}) soni dans B et que o
et o' sont égales sur B.

d) 1l est d'abord clair que, si ¢ est une substitution bijective de & dans 7, alors
oot est aussi un unificateur principal. Réciproquement, supposons que x' soit un autre
unificateur principal de S. Alors, il existe des substitutions o et ' telles que x# = gomy &b
T =0t Mais, d'aprés ¢), il existe aussi une substitution bijective g telle que

1
it = ool
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16. Pour appliquer la régle de résolution, il faut commencer par séparer les deux
clauses. On obtient :

Svg = {Pva V Rvy) ; {Pvg A Pfvy) = Qugvy.
Avant d'appliquer la régle de coupure, on peut unifier Pvy et Pvg, ou Pvy et Piv,.

Dans le premier cas, 1'unificateur principal est r{vp) =vy et 7{v;) =v; pour i #2.
Cela donne :

(Svz A Py} = (Rva V Quavy).

Dans le second cas, |'unificateur principal est {vy) =fw; et m{v;}=v; pour
i#£2 On aalors:

(Sfvy A Pyg) = (Rv, ¥ Qugvy).

17.  Pour obtenir des formes de Skolem de ces formules, il faut ajouter au langage
deux symboles de constante, disons a et b. On obtient les formules suivantes :

Yvi(Pa A (Rvy = Qavq)),

VoW (~Pyvg ¥ ~Svy V ~Quovi),

Rb A Sb,
qui, lorsqu'on les a mises sous forme de clauses, donnent 1'ensemble :
(1) =Pa

{2) Rv;= Qawy

(3} (Pvo ASvi A Quovy) =

(4) =PRb

(5) = 5b.

A l'aide de l'uzificateur principal r{vo} =3, et 7{v;) =v; pour i #0, on unifie Pa dans (1)
et Pvg dans (3), et on obtient par coupure :

(6) (SviaQavy)=.

On peut ensuite appliquer la régle de coupure entre (2) et (6) (pour étre tout-a-fait
rigoureux, il faudrait séparer ces deux formules, don¢, par exemple, remplacer (2) par
Rv; = Qav,, puis revenit aux deux formules originales & 1'aide d'un unificateur !} :

{7} (Rv; A Sv)=.

On peut maintenant unifier Rb et Rvy (unificateur principal #(v;} =b}, et appliquer la
régle de coupure entre (4) et (7) ; d'ol :

8) Sb=,

qui, avec (5), doone la clause vide.

18. 1l faut réfuter 'ensemble { F,,F2,F3,~G }. On commence donc par meitre Fy et -G
sous forme prénexe, ce qui donoe respectivernent :

WoWvi(Rvgvy = Ruvafvg) et VwgWvi¥va(-Rvgvy ¥ ~Rvqvy ¥ ~Rvavg).
Ensuite, il faut ajouter au langage des fonctions de Skolem pour pouvoir mettre ces
formules sous forme de clauses : un symbole de fonction unaire g et un symbole de
constante a sont nécessaires. On obtient :
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) Rvgvy = Rvglvg
{2) = Rvagvo
(3) = Rffaa
(4)  (Rvavqi A Rvqvz A Rvavg) =
On peut appliquer la régle de résolution entre (1) et (2). Pour séparer ces clauses,
on remplace {2) par = Rvagvs, puis on unifie Rvagvs avec Rvgyy (7{vo) =v3, {vi) =gv3),
et on obtient :
(5) = Rusfvs.
On peut maintenant unifier Rvgivy avec Rvgyy qui se trouve dans la prémisse de (4)
{ r{vp) =v3, T{vq)} =fv3), et on a, aprés résolution :
(6)  (Rfvava A Rvgvg) =
Remplagons (5) par = Rvgfvg pour la séparer de (6), et unifions Rvgfvy avec Rvpvg
{7{vg) = vg et 7{v3z) =fvg). On obtient :
(7) Rffvove =
et en unifiant avec {3) (r{vo) = a), on obtient la clause vide.
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Le numéro en chiffres romains indique le tome ; par exemple, [1.319 renvoie A la

page 319 du deuxiéme tome.

Abélien (%roupe abélien divisible sans
torsion) [1.203
absorbant 1.43
absorption 1.43
absurde (preuve par 1') 1.236
Ackermann (fonction d') I11.18
admettre
— I'élimination des quantificateurs
I1.319
— des témoins de Henkin 1.230
aleph (R)
— (fonction) IL.163
— -zéro I1.157
Ro-catégorique
— Estructure) 11.238
théorie) I1.227
algébre
— de Boole 1.91
— de Boole atomique 1.100
— de Boole compléte 1.131
— de Lindenbaum 11.237
algébrique {nombre réel) I11.159
alphabet 1.12, 11.4
annean
— de Boole 1.91
— quotient [.83
antilogie [.39
antirétlexive 1.75
antitautologie .39
appartenance I[.113
application 11.122
— bicontinue [.85
composée 11.123
continue [.85
définissable 1.210
définigsable avec paramétres 1.212
élémentaire [[.197
réciproque 11.123
— vide II.123
arbre de décomposition
— d'une formule 1.24
— d'un terme [.143
argument diagonal IL.45

arguments (symbole a n) 1.140
arité 1.140
arrét {probléme de ') 1145
associativité 1.43
atome 1.99
atomique

- Ealgébre de Boole) 1.100

formule) 1.149

automorphisme [.166
avatar 1.249

axiomatisable 1.202
— Efmiment) 1.202

pseudo-) 1.202

axiomatiser [.202
axiome 1.229

du choix 11.124

d'extensionnalité 11.115

de fondation 11.167

de l'infini IL.13%

de la paire 11.115

des parties II.116

de la réunion IL.115%

schéma d'axiome de compréhension
11.116

schéma d'axiome de remplacement
I1.119

axiomes

de I'égalité 1.213

— logiques 1.230

de Peano 11.67
des quantificateurs 1.230

Bande

d'une machine de Turing 11.26
blanche II.28

barre(s) de Scheffer 1.49
base

{ensemble de) 1.160
de filtre 1.118
d'ouverts 1.84

baton II.26
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Bernstein (théoréme de
Cantor-Bernstein) [1.148
B (fonction g de Godel) IL7T8
Beth (théoréme de) I11.210
bicontinue I.85
bien ordonné I1.126
bijection 11.123
binaire
- Esymbole de connecteur) .17
symbole de relation ou de fonction)
[.140
bipartition 1.133
bon ordre 1.224, [1.126
Boole {algébre de, annean de) 1.91
booléen (espace) .88
borne
— inférieure .92
— inférieure d'un ensemble 11.126
— supérieure 1.92
— supérieure d'un ensemble I1.126
borné Fschéma p 1114
bornée (quantification) 1I.14

Calcul
— des prédicats (indécidabilité du)
11.92
— des propositions {décidabiliié du)
11.86
— (temps deg I1.36
calculable (T-) IL.28
calculer 11.28
canonique
— (forme normale) 1.50
— (homomorphisme) 1.112
Cantor
— (ensemble triadique de) 1.317
— (théoréme de} 1I1.153
Cantor-Bernstein (théoréme de) 11.148
caractéristique
— d'un corps [.334
— (fonction) IL.11, 11.153
cardinal I1.160
— d'un ensemble 11.161
— fortement limite 11.174
— d'Hartog 11.181
— inaccessible 11.174
— régulier I[.174
— successeur [1.162
cardinale écla.sse) I1.148
cardinalité I1.148
cartésien
produit) I1.121
puissance) I1.121
cas {définition par) IL.13
catégorique (s-) 11.202,11.238
chaine 1.82
— théoréme de 'union de chaine de
Tarski 11.202

Index

champ d'un quantificateur I.154

changement de nom de variable lide

[.157

chinois (théoréme) I1.80

choix

- {axiome du) I1.124
fonction de) 1.193,11.181

Church

- Ethéoréme de) 11.92

— (thése de) 11.25

classe cardinale [1.148

clausale (forme) 1.52

clause 1.52, [.254

— universelle 1.267

— vide [.254

clauses séparées [.268

clos (terme) [.147

clos cofinal I1.187

close (formule} 1.153

cloture

— transitive 1[.169

— universelle 1.154

cofinal 11.185

cofinalité I1.185

cofinie (partie} 1.107

cohérente 1.234

collection IL.117

coloriable (graphe k-) 1.76

commutativité 1.43

compacité

— théoréme de compacité du calcul des
prédicats 1.203, 1.245

— théoréme de compacité du calcul des
propositions .62

compact 1.86

compatibilité (tests de) 1.264, 1.265

compatible (relation d'ordre dans un

groupe) 1.76

complément

— dans une algébre de Boole 1.94

— dans un treillis [.96

complémentaire

— {ensemble) IL118

— dans une algébre de Boole 1.94

— dans un treillis 1.96

complémenté (treillis) 1.96

complet

— (diagramme) 1209, 11.199

— systeme complet de connecteurs 1.53

— (type) 11.233

compléte

algebre de Boole} 1.131

théorie) 1.205

syntaxiquement) 1.238

complétude

— (théoréme de) 1.244

— théoréme de complétude dans Peano
I1.100

composante [1.120

composée (application) [1.123
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composée (fonction) 10.9, 11.23
compréhension (schéma d'axiome de)
iI.116
concaténation 1.12, 1.4
concaténé 1.12, 11.4
conclusion 1.254

— d'une clause universelle [.267
condition initiale 11.10
configuration 11.33
congruence modulo un idéal 1.82
conjonction

— de deux formules 1.150

— (symbole de) 1.17
conjonctive
- }forme normale} L.50

orme normale conjonctive

canonique 1.50

— ({forme prénexe) 1.191
connecteur propositionnel

— 4 n places 1.48

— (symbole de) 1.17

connecteurs (systéme complet de) 1.53
conséquence 1.59

— formule conséquence d'une théorie

1.178

— sémantique L.178

— syntaxique 1.232

consistance

— {lemme de) IL206

— relative 11.170
consistant 1.50

— {type) 11.229
consistante 1.178
constante (symbole de) 1.140
continu

— (hypothése du) I1.164

— (hypothése généralisée du) 11.164
— (puissance du) IL.159
continue 1.85, 11.186
contradictoire

— {ensemble de propositions) .59
— {formule close) 1.178

— {non) 1.59,1.178

— {théorie} 1.178

contraposée [.43

coordonnée 11.120

couple I1.120

coupure

— (démonstration par) 1.256

— {régle de} 1.255

Craig (théoréme d'interpolation de)
11.208

croissanie (formule) 1.75

cycle d'ordre n 1.224

De Morgan {lois de) [.43, 1.96
décidabilité du calcul propositionnel
11.86
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décidable I11.47
— (théorie) 11.89
décomposition ga.rbre de décomposition
d'une formule) 1.24
déduction
— Elemme de} 1.236
régles de) 1.229
déduit
— par coupure Ede deux clauses} [.265
— par coupure (d'un ensemble de
clauses) 1.257
— par résolution 1269
— par simplification 1.255
définie
- Efonction non) I1.23
structure définie dans une autre)
11.107
définissabilité (théoreme de) 157
définissabilité de Beth (théoréme de)
I1.210
définissable
— (application ou fonction) [.210
— (élément) [.210
explicitement} 11.210
implicitenent) I1.210
4 paraméires dans un ensemble
I1.105
avec paramétres {application ou
fonction) 1.212
— avec paramétres Spa:tie ou ensemble
ou relation) 1.21
— (partie ou ensemble ou relation)
1.210
— structure définissable dans une auntre
IL.107
définition
— d'une application 1.210
— domaine de définition d'une fonction
partielle 11.23
— d'un élément 1.210
— d'une formule modulc une autre
1.58
— inductive .20
— par le bas, par le haut 1.20
— par cas 1113
— par induction 1.20, 1.28, I11.141
— par indyction sur I'ensemble des
formules 1.28
— par récurrence 11.9
— par récurrence {fonctions partielles)
[1.24
— d'une partie 1.210
— d'une partie avec paramétres 1.212
démonstration
— formelle 1.232
— par coupure 1.256
— par induction I[.141
par induction sur I'ensemble des
formules 1.21
par résolution 1267
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démontrable 1.232
— dans une théorie [.232
— par coupure & partir de A 1.272
— par résolution 4 partir de A 1.272
dénombrable II.157
dense
— (algébre de Boole) 1.133
espace topologique) 1.132
— ordre dense sans extrémités [1.192
— partie dense dans un espace
topologique 1.132
diagenal (argument) I1.45
diagonale
— d'un ensemble 1.160
— (intersection) IL.187
diagramme
— complet 1.209, 11.199
— élémentaire [.209
— méthode des diagrammes [1.199
— simple [.209
différence symétrique 1.73, I1.118
dimension zéro (espace de) L.87
discréte (topologie) 1.88
disjointe (somme) [1.121
disjonction
— (symbole de) [.17
— de deux formules 1.150
disjonctive
- }forme normale} .50
orme normale disjonctive canonique
L.50
— (forme prénexe) 1191
distributif (treillis) 1.96
distribution de valeurs de vérité 1.32
distributivité [.43
divisible (groupe) 11.203
domaine
— de définition d'une application 1.12,
1.4, 1.122
— de définition d'une fonction partielle

dominer [1.19

double (récurrence) I1.17

dual

- Eﬁltre, idéal) [.114
quantificateur) 1.140

Egalitaire
— (langage} 1.140
réalisation} 1.160

épalité
— {axiomes de l'{ 1.213
— (symboled') 1.140
élément

— définissable 1.210
— maximal I1.126
— maximum I[.126
— minimal I1.125

Index

élément

— minimum [I.125

— (plus grand, plus petit) 1.92, I1.125,
[1.126

— de torsion {dans un groupe) 1.302
élémentaire

— (application, plongement) 11.197
diagramme) 1.209
équivalence) 1.201
extension) 11.191

fermé) 1.84
ouvert) 1.84

sous-structure) I1.191

— sous-structure 1-élémentaire [1.220
élémentairement

— équivalentes 1201, I1.192

— (se plonger) 11.197
élimination des quantificateurs I1.319
engendré

— (filtre) 1.132

— (filtre principal) 1.117

— (idéal) L.111
librement) 1.262

— sous-structure engendrée 1.163,

1.220

enrichir 1.163
enrichissement d'une structure 1.164
ensemble

— de base 1.160

— définissable 1.210

— dénombrable 11.157
fini I1.153

de formules indépendant 1.75
des formules du premier ordre 1.150
des formules propositionnelles 1.18
infini II.153
ordonné I[.125

récursif 11.25, [1.41

récursif primitif I1.11
récursivement énumérable 11.41
représentable I1.76

des sous-formules d'une formule
[.152

sous-jacent [.160

des termes 1.142

théorie des ensembles de Zermelo
I1.115
— théorie des ensembles de
Zermelo-Fraenkel I1.115
totalement ordonné I1.125
transitif I11.127
triadique de Cantor 1.317

— vide I[.118

ensembles de formules équivalents 1.59
entiers 11.139

— intuitifs 11.140
énumérable (récursivement) 11.41
énumération (théoréme d') 11.39
énuméré (récursivement) 11.60
Epiménides {paradoxe d') 11.66



Index

équipotents I[1.147
équisatisfaisables 1.193
équivalence

— élémentaire 1.201

— (symbole d') 1.17

équivalentes

— (élémentairement} 1.201, [1.192
— f{formules logiquernent) [.39, 1.178
— (théories) 1.178

équivalents (ensembles de forrmules)
[.59

équivaut & 1.17

— booléen 1.88

— compact [.86

— de dimension zéro 1.87

— séparé 1[.85

— de Stone 1.121

et [.17

étape

— d'induction 11.68

— initiale I1.68

— de récurrence 11.10, I1.68
état

— d'une machine de Turing I1.27
— final II.27

— initial I1.27

évaluation 1.32

existentiel (quantificateur) 1.140
existentielle

— (formule) 1.188, [1.218

— (théorie) 11.218

— ({quantification) L.153
expansion 1.164

explicitement définissable 11.210
exponentiation

— de classes cardinales I1.151
— d'ensembles I[.123
extension 1.162

— élémentaire 11.191

— finale 11.73

extensionnalité (axiome d') 11.115

Famille d'ensembles 11.123
Fermat (grand théoréme de) 11.104
fermés élémentaires 1.84
Fibonacci (suite de) I1.55
figure efficacement 1.264
filtre 1.114
— (base de} 1.118
— dual d'un idéal 1.114
— engendré par une partie [.132
de Fréchet [.117
— maximal [.115
— principal engendré par 1.117
final
— gétat) I1.27

segment) 1.12, 11.4

3

finale (extension) I1.73
fini
— (ensemble) II.153
— ordinal{ I1.135
— {produit) 11.212
— {sous-groupe de type) [.76
— {sous-structure de type} 1.221,
1225
finiment
— axiomatisable 1.202
— consistante (théorie) 1.178
— satisfaisable 1.59
finitude (théoréme de) [.235
fixe (théorémes du point) I1.52
FNC 1.50
FNCC 1.50
FND L.50
FNDC 1.50
Fodor {théoréme de) 11.187
fonction
— d'Ackermann 1L.18
— fBde Godel 11.78
— caractéristique I1I.11, I1.153
— de choix 1.193, I1.181
— composée [1.9
— composée (fonction partielle) I1.23
— continue 1.85, [1.186
— définie par récurrence I1.9
— définie par récurrence (fonction
partielle} 11,23
— définissable 1.210
— non définie en (a,,as,...,ap} 11.23
— partielle I11.23
— partielle récursive I1.24
— polynéme 1.290
— prouvablement totale I1.107
— récursive 11.24
— régursive primitive 11.10
— représentable I1.76
— de Skolem (symbole de) 1.191
— successeur 11.9
— (symbole de) 1.140
— totale I1.23
fonctionnel (symbole} 1.140
fonctionnelle I1.119
fondation {axiome de) I1.167
forme
— clausale 1.52
— normale .50
— normale conjonctive [.50
— normale conjonctive canonique 1.50
— normale disjonctive 1.50
— norrmale disjonctive canonique 1.50
— prénexe (d'une formule) 1.188
— prénexe (mettre une formule sous
orme prénexe) 1.190
— prénexe conjonctive [.191
— prénexe disjonctive 1.191
— de Skolem 1.192
— théoréme de forme pormale 1.51
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formelle (démonstration) 1.232
formule

— atomique 1.149

— close 1.153
close contradictoire 1.178

close inconsistante [.178

close universellement valide [.177
close valide L[.177
croissante 1.75
existentielle 1.188, 11.218
démontrable 1.232
démontrable dans une théorie 1.232
fonctionnelle 11.119
de Horn, de Horn élémentaire 11.223
A paramétres 1.209
positive [.132
du premier ordre 1.150
prénexe 1.188
prénexe polie 1.188
propositionnelle 1.17
propositionnellement satisfaisable
[.248

- ¥3 I1.219

— satisfaite dans une structure I.170
— universelle 1.188, 11.216

— universellement valide [.178
formules

— équisatisfaisables 1.193

— équivalenies 1.178

— logiquement équivalentes .39, 1.178
— universellement équivalentes 1.178
fortement,

— indécidable I1.106

— limite 11.174
Fraenkel 11.115
Fréchet {filtre de) 1.117

(Généralisation {régle de) 1.229
Godel

— (fonction @ de) I1.78

— (numéro de) 11.82, IL.83, I1.85, 11.90
— (second théoréme d'incompléiude

de) 11.95

Gddel-Rosser (théoréme de) 11,93
graphe 1.75

grille I1.239

groupe

— abélien divisible sans torsion 11.203
— ordonpable 1.76

— sans torsion 1.76

— detypefini 1.76

Hartog (cardinal d') 11.181
hauteur

- Ed'une formuleI) 1.26, [.151
d'un terme) 1.142

Index

Henkin (témoins de} 1.239
Herbrand (méthode de} 1.245
Hilbert (programme de) 1.6
homéomorphisme 1.85
homomorphisme 1.261
— d'algebres de Boole 1.101
— canonique 1.112
— de L-structures 1.164
— trivial [.117
Horn
- gformu]e de) 11.223

ormule de Horn élémentaire 11.223
hypothése
— du continu II.164
— généralisée du continu 1[.164

ldgal 1.81

— dual d'un filtre 1.116

— maximal [.82

— premier 1.113

— principal engendré par 1.99

— propre 1.81

— somme de deux idéaux 1.81

idempotence 1.43

i-éme projection I1.9

il existe 1.140

— au moins un 1.140

i e 1.12, 11.4

IIlaﬁgclirecte [.12, 11.4, 11.123

— d'un ensemble par une fonction
[1.122

— d'une fonction 11.122

inverse [1.123

— réciproque [.12, 114, 11.123

implication (symbole d') 1.17

impliciternent définissable I1.210

implique 1.17

inaccessible 11.174

inclus 1115

incomplétude

- prer;u'er théoréme d'incomplétude
IL.9

— deuxiéme théoréme d'incomplétude
11.95

inconsistante

— (formule close} 1.178

théorie) [.178

indécidabilité

— del'arithmétique 11.92

— du calcul des prédicats 11.92

indécidable

- EfortEment) 11.106

théorie) I1.89

indépendant 1.75

indexé I1.123

indice

— d'un ensemble récursivement
énumérable I1.41



Index

indice

— d'une fonction partielle récursive
I1.41

— d'une machine de Turing I1.38

inductif 1.65, I1.144

induction

— (définition par) 1.20, .28, 11.141

— {démonstration par} 1.21,11.141

— (étaped') I[.68

— (schéma d") II.68

inductive [.20

induite (topologie) 1.84

inférieur

— (pour une relation) 11.125

inférieure

— Eborne) 1.92, 11.126

— (classe cardinale) II.149

infim

— (axiome de 1') I1.135

— {ensemble} 11153
Ordinal% 11.135

— au sens faible I1.285

— au sens fort 1[.285

initial

— condition initiale I11.10

— étape initiale I1.68

Eétat) 11.27

ordinal) II.160
segment) [.12, 11.4, I[.126
- segrélent initial d'un modele de Py
117
injective 11.122
interpolante .56, 11.208
interpolation (lemme d') 1.56
interpolation de Craig (théoréme d")
11.208
interprétation
— d'un symbole dans une structure
1.160
— d'un terme dans une structure 1.168
intersection
— de deux ensembles 11.118
— diagonale 11.187
— d'une famille d'ensembles 11.124
— propriété de l'intersection finie
1.118
intuitif I1.114
inverse (image) 11.123
isolé 1.132, 11.228
isoler I1.228
isornorphes (structures) I.166
isomorphisme
— d'algébres de Boole [.103
— d'ensembles ordonnés 11.125
— de L-structures [.166

K-coloriable (graphe) 1.76
k-catégorique 11.202
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Konig (théoréme de) 11.166
Krull {(théoréme de) 1.82

L-structure 1.160

A-modele I1.242

A-gtructure I1.242

langage 1.139

— associé 4 une structure 1.267

— égalitaire [.140

— du prernier ordre 1.139

— (réalisation d'un) I1.160

lecture

— (téte dee 11.26

— unique (théoréme de) 1.27

lemme

— de consistance de Robinson 11.206

— de déduction 1.236

— d'interpolation 1.56

— des mariages 1.304

— de Zorn 11.145

libre

— {occurrence) 1.152
variable) 1.153

librement engendrée 1.262

liée (occurrence) 1.153

limite

— {cardinal fortement) I1.174

— (ordinal} 11.130

lirnité (somrme, produit) I1.13

Lindenbaum (algébre de) I1.237

Lindsteom {théoréme de) I11.244

littéral 1.52

logiquement équivalentes

- Eformu]a;) 1.178
propositions) 1.39

lois
— d'absorption 1.43
— de de Morgan [.43
— de de Morgan (dans une algébre de
Boole) 1.96
longueur 1.12, I1.4
Los (théoréme de) 11.213
Léwenheim-5kolern
— ascendant (théoréme de} 11.201
— descendant {théoréme de) 11.196

Machines de Furing 11.26
majorant d'un ensemble 11.126
mariages (lemme des) 1.304
maximal

élément) I11.126

ﬁltreg .115

idéal} 1.82

maximum I[.126

ménage 1.264

méta 11.114
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méta-relation I1.114
métalangage 1.18
méthode

— des diagrammes 1,199

— de Herbrand [.245
mettre sous forme prénexe 1.189
minimal

- Eé]ément) 11.125

— (systéme complet de connecteurs)
[.54
minium (élément) 11.125
minorant d'un ensemble I1.126
modéle

— d'une formule 1.173

— premier [1.243

— standard de # 11.68

— d'une théorie 1.178
modeéle-compléte 11,243
meodulo [.58, .82, 11.212, I1.213
modus ponens 1.229
moenomorphisme de L-structures 1.165
Morgan (voir de Morgan)
mot [.12, 11.4

— vide 1.12,IL.4

iL

— schéma p 11.22, I1.24

— schéma p borné I1.14

— schéma p total [1.22

N-aire

— Erelation] I1.122

— (symbole) 1.140

n-cycle {pour une relation binaire) 1.224
n-type 11.228

— complet 11.234

n-uple I11.121

n-uplet I11.121
négation

— d'une formule 1.15¢

— (symbole de) 1.17
neutre

- Eélément} 1.43
— (formule) 1.70
non L[.17
non contradictoire

— (ensemble de propositions) 1.59
— (théorie) 1.178

non logique (symbole) 1.140
normale

— (formes normales) 1.50

— théoréme de forme normale 1.51
notation

— polonaise 1.159

— préfixe 1.159

nuol 4 l'infini 11.159

numéro de Gidel

— d'une démonstration I1.90

— d'une formule 11.83

Index

num¥ro de Godel
— d'une proposition 11.85
— d'un terme I1.82

Occurrence [.13,IL5

— (avoir une) [.13,11.5

— libre 1.152

— liée 1.153

— (test d') 1.265

omettre 11.228

omission des types (théoréme d') 11.230
orbite 1.340

ordinal 11127

— fini I1.135

— infini I1.135

initial II.160

limite I1.130

(produit) 11.137

régulier 11.185

somme ordinale I[1.136

— successeur 11,130
ordonnable (groupe) 1.76
ordonné II.125

ordre

— (bon) 1.224,11.126

— dense avec extrémités I11.222
— dense sans extrémités [1.192
— {langage du premier) 1.139
— {propriété du premier) 1.202
— {relation d'} I11.125

ou [.17

ouverts

— {based') 1.84

— ¢elémentaires [.84
ouvert-fermé [.87

Paire 11.115
— {axiome de la) 11.115
— ordonnée IL.120
paradoxe
— d'Epiménides I1.69
— de Russell I1.117
parameétres
— (définissable avec) 1.212
— {formule 4} 1.209
ormule définissable & paraméires
dans un ensemble I1.105
partie I1.115
— cofinie L.107
— définigsable [.210
— définissable avec paramétres 1.212
parties {axiomes des) I1.116
partielle
— Efonction) 11,23
— fonction partielle récursive 11.24
partout dense [.132
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Peano {axiomes de) I1.67

place (symbole de connecteur & une
place, & deux places) L.17

places

— (connecteur propositionnel 4 n) [.48
symbole & n} 1.140
plongement

— élémentaire I1.197

— (théoréme de) 1.225

plonger élémentairement {se) 11.197
plus grand élément 1.92, i1.126
plus petit élement 1.92, 11.125
poids

— dun mot [.143

— (régle des) 1.143

— d'un symbole [.143

point

— fixe IL.186

— fixe (théorémes du} I1.52

— isolé 1.132

polie (formule prénexe} 1.188
polonaise [.159

positive 1.132

pour
— anmoins un 1.140

— tout 1.140

prédicat (symbole de} 1.140
préfixe

— (écriture ou notation) 1.159

— d'une formule prénexe [.188

premier

— (idéal) 1.113

modele} I1.243

ormule du premier ordre 1.150

langage du premier ordre [.139

— propriété du premier ordre 1.202

— théoréme d'incomplétiude 11.93

prémisse [.254

— d'une clause universelle 1.267

prénexe

— (forme) 1.188

forme conjonctive) 1.191

— (forme disjonctive) 1.191

formule) 1.188

mettre sous forme) 1.189

— polie (formule) 1.188

préservation

— des formules existentielles (théoréme
de} 11.218

— des formules universelles (théoréme
de) I11.216

— {théorémes de) I1.216

préservée

— par extension 1[.218

— par produit réduit 11.224

— par sous-structure IL.217

- par union de chaine 11.219

preuves par I'absurde 1.236

primitif (ensemble récursif) II.11

primitive (fonction récursive) 1110
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principal
— (filtre) 1.117
— (idéal) L.101
— ({unificateur) 1.263
probléme de l'arrét 11.45
produit,
— cartésien I1.121
— de classes cardinales I1.151
— d'une famille d'ensembles 11.124
— d'une famille de structures I11.211
— fini I1.212
— limité I1.13
— ordinal 11.137
— réduit 11.212
{topologie) 1.88
prograrnme de Hilbert 1.6
projection 11.9, I1.120
prolog 1.254
proposition 1.17
propositionnel
- Ecunnecteur a n places) 148
symbole de connecteur) 1.17
propositionnelle
— (variable} 1.17
— (formule) 1.17
propositionnellement satisfaisable
- Eensemble) [.248
formule) 1.248
propre
— (idéal) 1.81
segment initial ou final) L.13, IL5,
i1.126
propriéié de l'intersection finie 1.118
propriété du premier ordre 1.202
prouvablement totale [I.107
pseudo-axiomatisable 1.202
pseudoformule 1.283
puissance
— cartésienne 11.122
— du continu [I.159
— réduite I1.213

Quantificateur

- dual L[.140

— existentiel [.140

— universel 1.140

quantificateurs

— (axiomes des) 1.230
€limination des) I11.319

quantification

— bornée 1.14

— existentielle 1.153

— universelle [.153

quantifiée

— existentiellement [.153

— universellement [.153

quel que soit 1.140

quotient (anneau) 1.83
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Rang 11.168

réalisation

— d'un langage 1.160

— égalitaire 1.160

réaliser I1.228

réciproque

— (application) II.123

— (image) 1.12, 11.4, 11.123
recouvrement 1.86

— fini 1.86

— ouvert 1.86
récurrence

— (étape de) II.10, I1.68

— i(fonction définie par) 111D
— (fonction partielle definie par) I1.24
— double I1.17
récursif

— {ensemble) I1.25

— primitif I1.11
récursion (théorémes de la) I1.51
récursive
- Efonction partielle} [1.24

onciion récursive primitive 1110

— (théorie) I1.89
récursivement énumérable 11.41
récursivement énumeéré 11.60
réduction 1.264

réduit

— d'une structure 1.164

— (produit) IL.212

— puissance réduite 11.213
refléter (se) I1.176
réflexion (schéma de) 11176
réfutable 1.257,1.271
réfutation 1.257, 1.271
régle 1.229

— de coupure 1.255

— de déduction 1.22%
de généralisation 1.229
— des poids 1.143
de résolution 1.269

— de simplification 1.25%
régulier

— cardinal 11.174

— ordinal 11.185
relation

— de bon ordre 11.126

— définissable 1.210

— n-aire I1.122

— d'ordre, d'ordre total I1.125
— {symbole dez:l 1.140
relationnel §Sym ole) 1.140
relativisée d'une formule I1.171
remplacement (schéma d'axiome de)
11.119

représentable {fonction, ensemble) 11.76
représentation

— (théoréme de) IL77

— bis (théoréme de) I1.96
représenter (un ensemble) I1.76

Index

représenter
— bande d'une machine de Turing
représentant un entier [1.28
— une fonction 11.76
résolution [.269
restriction
— d'une fonction 1.12, IT.4
— d'un langage 1.163
— d'une relation 11.122
— d'une structure 1.164
réunion II.116
— {axiome de la) IL.115
— d'une famille d'ensembles I1.124
Rice (théoréme de) 11.49
Robinson (lemme de consistance de)
I1.206
Rosgezr (théoréme de Godel-Rosser)
IL
Russell (paradoxe dej 11.117

Sans cycle (relation bina.ire% 1.224
sans torsion {groupe} [.76, [1.203
satisfaction
— d'un ensemble de formules [.59
— d'une formule dans une structure
1.170, 1.173
satisfaire
— une distribution de valeurs de vérité
satisfait une formule 1.36
— une distribution de valeurs de vérité
satisfait un ensemble de formules
[.59
— une structure satisfait une formule
[.170
— une structure satisfait une théorie
1.178
satisfaisable [.59
- Eﬁniment) 1.59
— (propositionnellement) 1.248
schéma
— d'axiome de compréhension I1.116
— d'axiome de remplacement 11.119
de définition par cas 11.13
— d'induction I1.67
- 1122 11.24
— pborné I1.14
p total I1.22
— de réflexion 11.176
scope 1.154
second théoréme d'incomplétude de
Godel I1.95
segment
— final [.12,11.4
— final propre [.13,11.5
— initial I.12,11.4,1[.126
— initial d"un modéle de 2y IL.73
— initial propre 1.13, IL.5, IL.126
sémantique 1.32
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sémantique {conséquence) 1.178
séparé (espace) 1.85
séparées (clauses} 1.268
Sheffer {barres de) 1.49
sigma (¥} IL96
sigma zéro un 11.96
simple (diagramme) 1.209
simplification 1.264
- Srégle de} 1.255
simplifier (& droite, & gauche) [.13, IL5
singleton [.99, I1.115
situation I1.33
Skolem
— (forme de) 1.191
— (symbole de fonction de) 1.191
— théoréme de Lowenheim-Skolem
11.196, 11.201
smn (théoréme) 11.47
somme
— de classes cardinales I1.151
de deux idéaux 1.81
directe de deux ensembles ordonnés
I1.135
disjointe 11.121
limitée II.13
— ordinale I1.136
sous-algébre de Boole 1.106
sous-ensemble 11.115
sous-espace d'un espace topologique
[.84
sous forme normale
— conjonctive 1.50
— conjonctive canonique 1.50
— disjonctive [.50
— digjonctive canonique [.50
sous-formule 1.29, 1.152
sous-jacent {ensemble) I.160
sous-réalisation 1.162
sous-recouvrement [.86
sous-structure 1.162
— élémentaire 11.191
- ?ngendrée par un ensemble [.163,
.220
— de type fini 1.221,1.225
— 1-élementaire I1.220
spectre 1.220, 11.56
standard {modéle standard de &) 11.68
stationnaire I[1.187
Stone
— (espace de) 1.121
— (théoréme de) [.125
structure 1.160
— Rp-catégorique [1.238
structures
— élémentairement équivalentes
11.201
— isormorphes I1.166
subpotent I1.147
substitutions 1.262
— dans une formule 1.155
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substitutions
— dans une proposition [.29
— dans un terme 1.148
suceesseur
— (cardinal) I1.162

fonction) I1.9

ordinal} 11,130
supérieure {(borne) 1.92, I1.125
surjective 11.122
symbole
— de connecieur propositionnel [.17
— de constante 1.140
— d'égalité 1.140
— de fonction [.140
— de fonction de Skolern 1.191
— fonctionnel 1.140
— non logique 1.140
— de prédicat [.140
— de relation [.140
— relationnel [.140
— de variable 1.140
symétrique gdifférence) 1.73,11.118
syntaxe 1.1
syntaxique {conséquence} 1.232
syntaxiquement compléte 1.238
systéme complet
— de connecteurs 1.53
— de connecteurs minimal 1.54

T-calculable 11.28
table 11.27

— de transition I1.27

— de vérité 1.35

— de vérité d'une formule 1.37
Tarski (théoréme de |'union de chaine
de) 11.204
Tarski-Vaught {test de) 1195
tantologie 1.38, 1.230

— du caloul des prédicats 1.180
témoins de Henkin 1.239
temps de calcul I1.36
terme 1.142

— clos 1.147

ternaire 1.140

{est

— de compatibilité [.264, 1.265

— d'occurrence [.265

— de Tarski-Vaught 11.195

téte de lecture I1.26

théoréme 1.232

— de Banach-Tarski I11.112

— de définissabilité de Beth I1.210
de Cantor II.153
de Cantor-Bernstein 11.148
chinois 11.80
— de Church II.92
de compacité du calcul des prédicats
[.203, 1.245
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théoréme
— de compacité du calcul
propositionnel .62
— de complétude [ 244
— de complétude dans Peano 11.160
— de définissabilité 1.57
— de définissabilité de Beth I1.210
— d'énumération I[[.39
— de finitude 1.235
— de Fodor 1I1.187
— de forme normale 1.51
— de Godel-Rosser 11.93
— d'incomplétude de Godel I11.95
— d'interpolation de Craig I1.208
— de Konig 1L.166
— de Krull 1.82
— de lecture unique 1.27
— de Lindstrém 1[.244
— de Los I1.213
— de Lowenheim-Skolem ascendant
I1.201
— de Léowenheim-Skolem descendant
[1.196
— d'omission des types 11.230
— de plongement [.225
— du point fixe I1.52
— de préservation des formules
existentielles I1.218
— de préservation des formules
universelles [1.217
— de la récursion I1.51
— de représentation IL.77
— de représentation bis 11.96
— de Rice I1.49
— smn [1.47
— de Stone [.125
— d'une théorie 1.232
— de Tychonoff 1.88
— de "ultrafiltre 1.119
— de 'unjon de chaine de Tarski
I1.204
— de Vaught 11.201
— de Zermelo 11.145
— de Zorn 1.64, [1.145
théorémes
— de consistance relative IL170
— du point fixe [1.52
— de préservation 11.216
— de la récursion I1.51
théorie 1.178
— cohérente 1.234
— compléte 1.205
— consistante [.178
— contradictoire 1.178
— décidable 11.89
— des ensembles de Zermelo I1.114
— des ensembles de Zermelo-Fraenke]
II.114
— existentielle 11.218
— finiment consistante [.178

Index

théorie

— inconsistante 1.178

— indécidable II.89

— K-catégorique 11.202

— non contradictoire 1.178

— ¥3 I11.219

— récursive 11.89

— d'une structure [.206

— syntaxiquement compléte [.238

— universelle I1.216

théories équivalentes 1.178

thése de Church 11.25

topologie

— discréte 1.88

— induite 1.84

— produit 1.88

torsion

- %é]ément de) 1.302
groupe sans) [.76, 11.203

o
- Eordre) 11.125
— (schéma p) 11.22
totale
fonction) I11.23
fonction prouvablement) I1.107
totalement ordonné (ensemble) 11.125
transitif I11.127
transitive %clbture) 11.169
treillis 1.9
— complémenté 1.66
— distributif 1.96
triadique {ensemble triadique de
Cantor) [.317
trichotomie 11.182
triplet 11.121
trivial {ultrafiltre, homomorphisme)
1.117
Turing
— (machine de) 1L.26
— machine de Turing universelle I1.37
Tychonoff (théoréme de) .88
type 11.228
— complet 11.233
— consistant 1,229
— d'un élément dans une struciure
1.225, 11.228
— groupe de type fini 1.76
— igolé 11.228
— d'une suite dans une structure
11.228
— structure de type fini [.221, .225

Ultrafiltre 1.115

— trivial [.117

— (théoréme de 1'} 1.119
ultraproduit 11.213
ultrapuissance I[1.213
1-élementaire [1.220



Index

unaire

— (symbole de connecieur} 1.17
symbole de relation ou de fonction)

[.140

unificateur 1.262

— principal 1.263

unification 1.261

unifier 1.262

union de chaine de Tarski (théoréme

de ') 11.204

univers 1[.113

universel {quantificateur) [.140

universelle

— (clause) [.267

— (clgture) I1.154

— (formule) 1.188, [1.216

— (quantification) [.153

— (théorie) I1.216

universellement

— équivalentes 1.178

— valide (formule) [.178

— valide (formule close) I1.177

uple, uplet 11.121

Vaet vient 11.202
valeur d'une formule dans un modéle
11.242
valeurs de vérité {distribution de) 1.32
valide
— (formule) 1.178
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valide

— (formule close) 1.177

valuation [.32

variable

— libre 1.153

— propositionnelle 1.17

— (symbole de) 1.140

Vaught

— test de Tarski-Vaught 11.195

— (théoréme de) 11.201

verité

- Edistribution de valeurs de) 1.32
table de) 1.35,1.37

vide

- gapplicatiun) 11.123

ensernble) 11.118
— {mot} 1.12, 1.4
vrlaie ?Eformule vraie dans une structure)
A7

Zermelo
- Ethéoréme de) I1.145
théorie des ensembles de) 11.114
Zermelo-Fraenkel (théorie des
ensembles de) 11.116
zéro [.43
— {de dimension} 1.87
0-aire 1.72
Zorn (théoréme ou lemme de) 1.64,
11.145
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