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Avant-propos 
Pourquoi faut-il étudier les mathématiques en licence d'économie
gestion et en bachelor? Les oouveaux bacheliers sont souvent surpris de devoir 
étudier autant les mathématiques en licence d'économie-gestion et en bacbelor. Tou
tefois ils doivent se rendre compte rapidement que celles-ci sont très utiles car : 

- les données économiques sont très souvent quantitatives ; 

- pour raisonner rigoureusement, la formalisation mathématique et la modélisation 
sont souvent nécessaires. 

En physique comme en économie, la modélisation consiste à représenter de façon sim
plifiée la réalité pour pouvoir en analyser précisément et rigoureusement un aspect. On 
traduit en termes mathématiques les hypothèses que 1' on fait sur les questions écono
miques étudiées, puis on en tire logiquement et mathématiquement les conséquences, 
qu'on retraduit ensuite en termes économiques. Dans ses Principes mathémaliqlles de 
la théorie des richesses (1838), Cournot est un précurseur de la modélisation mathé
matique en économie. Celle-ci sera de plus en plus développée à partir de la révolution 
marginaliste (1870). 
Remarquons que les variables économiques dépendent les unes des autres, c'est pour
quoi il est particulièrement utile de connaître la théorie mathématique des fonctions 
d'une ou plusieurs variables réelles. Les agents économiques ont un comportement 
d'optimisation : la firme cherche à maximiser son profit, Je consommateur veut maxi
miser son bien-être ou son utilité, etc. Ceci rend nécessaire l'étude de l'optimisa
tion mathématique, c'est-à-dire la recherche des maxima et des minima des fonctions 
d'une ou plusieurs variables. 

Que trouve-t-on dans ce manuel? Le manuel commence par sept chapitres 
consacrés à J'analyse des fonctions d'une variable. Les trois chapitres suivants ex
posent les bases de !'algèbre linéaire. Les deux derniers chapitres sont dévolus aux 
fonctions de plusieurs variables (non linéaires). 

Plus précisément, Je premier chapitre donne les bases des fonctions d'une variable 
réelle. Le deuxième est consacré à la dérivation. Le troisième donne une introduc
tion aux suites numériques, utiles particulièrement quand on étudie l'évolution dans 
Je temps d'une variable économique. Le quatrième traite des limites et de la continuité 
des fonctions d'une variable réelle. Bien que, dans les manuels, les limites sont géné
ralement exposées en détail avant d'aborder la dérivation, nous avons préféré l'ordre 
inverse, pour des raisons pédagogiques. Nous avons seulement introduit la notion de 
limite finie en un point au chapitre 2, c'est-à-dire juste ce qui est nécessaire pour com
prendre la définition du nombre dérivé comme limite du taux d'accroissement. Cet 
ordre est celui des programmes de mathématiques au lycée. 
Le chapitre 5 présente en détail les fonctions puissances, logarithmes et exponen
tielles, qui permettent de modéliser une croissance (ou décroissance) régulière. Le 
sixième chapitre donne l'essentiel de ce qu'il faut connaître pour l'étude locale d'une 
fonction au voisinage d'un point, et l'étude globale sur tout un intervalle, en particu
lier pour la recherche des extrema. Le septième chapitre donne les rudiments de calcul 
intégral. 



Les chapitres 8, 9 et 10 exposent 1' essentiel de J' algèbre linéaire. Après un exemple 
introductif, on explique ce qu'est un espace vectoriel, une application linéaire, une ma
trice, un déterminant. On apprend comment résoudre un système d'équations linéaires 
et comment diagonaliser une matrice. 
Le onzième chapitre est une introduction aux fonctions de plusieurs variables. Enfin 
le dernier chapitre est oonsacré à l'optimisation des fonctions de plusieurs variables, 
si importante en économie. 

Ce livre ne traite que des mathématiques nécessaires pour la licence d'économie
gestion et Je bachelor : 

- nous avons écarté les thèmes mathématiques utiles aux économistes et aux gestion
naires, mais d'un niveau trop avancé, comme l'optimisation dynamique, Je contrôle 
optimal, la programmation linéaire, etc. ; 

- nous avons aussi omis les questions mathématiques qui sont abordées couramment 
en licence de sciences, mais qui sont moins immédiatement utiles en économie et en 
gestion : fonctions trigonométriques, nombres complexes, équations différentielles, 
etc. ; 

- nous ne traitons pas non plus des probabilités et des statistiques car celles-ci font 
l'objet d'un autre manuel dans la même collection. 

Que li es sont les spécificités de ce manuel ? Chaque chapitre commence par une 
introduction qui explique de la façon la plus simple possible 1' intérêt et 1' idée générale 
des notions vues dans Je chapitre. Comme pour tous les ouvrages de la collection 
« Openbook »,chaque chapitre commence par une rubrique « Objectifs» et finit par 
« Les points clés», pour clarifier toujours davantage Je travail et les enjeux. La rubrique 
« Les grands auteurs» présente un mathématicien important. 

La plupart des théorèmes et propositions sont démontrés. Rappelons qu'en mathéma
tique, proposition et théorème sont synonymes : dans les deux cas, ils· agit d ·assertions 
que l'on démontre rigoureusement. Les démonstrations les plus Jongues sont dispo
nibles sur Je site www.dunod.com. 

On s'est efforcé de donner de nombreux exemples, et également de nombreuses ap
plications économiques détaillées et concrètes, p)ur comprendre l'utilité des notions 
mathématiques étudiées. 

Plusieurs exercices figurent à la fin de chaque chapitre. Certains sont corrigés en fin 
d'ouvrage ; on trouvera la correction des autres surie site www.dunod.com. 

Remerciements. Je tiens à remercier chaleurewement pour Jeurs relectures et Jeurs 
commentaires : Meglena Jeleva, Raphaël Giraud et Chimène Fischler, ainsi que Mor
gane Tanvé, Antoine Au berger et François Lassner. Merci également à Lionel Ragot et 
aux éditions Dunod pour leur proposition de rédiger ce manuel. Bien entendu.je reste 
seul responsable des erreurs et insuffisances de ce livre. Enfin, je remercie Élisabeth 
pour ses illustrations. 

À Gabriel. 

Avant-propos 
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L 
es variables économiques dépendent les unes Les fonctions les plus simples sont les fonctions 
des autres : Je taux de chômage dépend du d'une seule variable réelle. Nous commençons leur 
taux de croissance de l'économie (et de bien étude dans ce chapitre. Comme toutes les mathéma

d' autres facteurs), Je profit des entreprises dépend du tiques modernes sont fondées sur la théorie des 
niveau de la consommation, etc. C'est pourquoi les ensembles, il est utile de débuter par un rappel sur 
économistes ont besoin de savoir analyser des varia- ce sujet. Enfin, nous abordons ici les raisonnements 
bles quantitatives et la façon dont elles dépendent par récurrence. Ils peuvent être nécessaires quand 
les unes des autres. Cela nécessite de connaître on veut montrer qu'une propriété qui dépend d'un 
J'analyse mathématique des fonctions et de Jeurs entier /1 est vraie pour toute valeur de cet entier. 
propriétés. 

LES GRANDS AUTEURS Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) 
G.W. Leibniz était un esprit u1iver.;el. Docteur en droit, il s'intéressa à toutes sortes 
de disciplines: physique, logique, philosophie, mathématiques. Il disait en effet : •Je 
ne méprise presque rien. » 
En physique, il inl.l?nta le concept d'énergie cinétique, sous le nom de• force vive». 
En logique, il voulait créer une langue universelle qui serait entièrement logique. 
Son système philosophique original cherchait à dépasser tout dualisme et à montrer 
l'harm onie de l'univers. 
En mathématiques, il est le p·emier à avoir utilisé le terme de • fonction», et il est 
co-inventeur avec Newton ~ chapitre 2) du calcul infinitésimal, c'est-à-dire du calcul 
mathématique utilisant les dérivées. • 
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Le symbole e signifie 

D Rappels sur les ensembles 
IB Introduction 
Toute l'analyse mathématique moderne repose sur la théorie des ensembles. Nous 
n'allons pas commencer par fuire un cours général sur la théorie des ensembles, car 
cela peut être très compliqué! Nous allons seulement introduire le minimum indis
pensable. 

Dans la vie courante, on a souvent besoin de regrouper des « objets» qui se res
semblent. Par exemple les habits de taille S, ou bien les élèves d'un lycée qui 
apprennent l'allemand, etc. Dans tous les cas on a une collection d'objets qui vont 
« ensemble» parce qu'ils ont quelque chose en commun. 

En mathématiques, on appelle une telle collection d'objets un en

• appart ient», et le symbole f 
signifie •n'appartient pas». 

semble, et chacun des objets en question est désigné par le nom 
d'élément. Par exemple, l'ensemble L des lettres de J' alphabet com
porte 26 éléments. I..: ensemble des voyelles comporte 6 éléments. Si 

2 

on désigne par V ce dernier ensemble, alors V = {a; e; i ; o; 11; y), et on note a e V pour 
signifier que la lettre a appartient à 1' ensemble des voyelles. Comme b est une lettre 
mais n'est pas une voyelle, on note alors b e L mais b ~ V. 

On peut définir un ensemble simplement en donnant la liste de ses éléments. On dit 
que l'ensemble est défini en extension. Par exemple E = {2; 3; 4 ; 5; 6). 

On peut aussi définir un ensemble en donnant une propriété qui caractérise ses élé
ments. On dit que l ' ensemble est défini en compréhension. Par exemple on peut dire 
que E est l'ensemble des entiers compris entre 2 et 6. En notation mathématique, on 
écrit E = {x; xentieret 2::; x::; 6). 

On dtt qu'un ensemble est fini s' tl comporte un nombre firu d'éléments. On appelle 
cardinal de cet ensemble le nombre de ses éléments. Par exemple 1' ensemble E que 
nous venons de considérer est fini, de cardinal égal à 5, et on note card(E) = 5. 
On dit qu'un ensemble est infini s'il comporte un nombre infini d'éléments. Par 
exemple l'ensemble N des entiers positifs ou nuls est un ensemble infini. 

Il est utile également de considérer un ensemble qui n'a aucun élément. On appelle 
ensemble vide un tel ensemble, et on le note 0 . 

16 Opérations sur les ensembles 
Considérons deux ensembles A et B. 

DMi.nition 1. 1 
Quand tous les éléments de l'ensembleA sont aussi éléments de!' ensemble B, on 
dit que A est inclus dans B et on note A c B. On dit aussi que A est une partie 
de B, ou que A est un sous-ensemble de B. 
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Remarquons que 1' écriture mathématique de la phrase « tous les éléments 
de A sont aussi éléments de B » est : 

Vx, xeA => xeB 

Le symbole V signifie• pour tout» 
et le symbole=> signi fie 
• implique». 

Exemple 1.1 

1 

Toutes les voyelles sont des lettres. donc V c L. L'ensemble des voydles est une • partie» 
de lensemble des lettres. 

À partir de deux ensembles A et B, on peut former d'autres ensembles à l'aide des 
opérations « union » et « intersection ». On les définit de la façon suivante. 

Définition 1 4 
Au Best l'ensemble des éléments qui sont dans A ou dans B (ou dans les deux). 
On lit « A union B ». 
A n Best l'ensemble des éléments qui sont à lafois dans A et dans B. 
On lit « A inter B ». 

Il est pratique de représenter graphiquement les ensembles à 1' aide de diagrammes de 
forme ovale. On appelle ces représentations des diagrammes de Venn. 

A B 

Ans AUB 

O L'intersection A n B Cl) L'union A u B 

•Figure 1.1 Diagrammes de Venn 

Exemple 1.2 
Notons D l'ensemble fonn6des5 premiircs lenresde l'alphabet, c.-à~. D = (a;b;c;d;e). 

Alors si V est l'ensemble des voydles, on a: 

VnD=(a;e) et VUD=(a;b;c;d;e;i;o;u;y) 

L'union est la façon ensembliste de dire « ou », l'intersection est la façon ensembliste 
de dire « et». Il est aussi utile de savoir dire « non» dans le langage de la théorie des 
ensembles. C'est l'objet de la définition suivante. 

Définjtion 1 l 
Si A et B sont deux ensembles, alors A\ B désigne l'ensemble des éléments qui 
sont dans A mais pas dans B. 

3 
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Exemple 1.3 
Si A = (3;4;5;6;7} et B = (6;7; 8; 9; 10), alors A\ B = (3;4;5}. 

Déflni.tiQJJJA 

Si on est dans un ensemble E fixé, et qu'on considère uniquement des parties 
de E, alors le complémentaire de A dans E est l'ensemble de tous les éléments 
de Equine sont pas dans A. On note Ac cette partie de E. 
Pour tout partie A de E, on a donc Ac = E \ A = (x e E; x ~ A). 

Exemple 1.4 
Dans l'ensemble des lettres, il est clair que \/" = C, où C est l'ensemble des consonnes. 
Autrement dit, le complémentaire de !'ensemble des voyelles est l'ensemble des consonnes. 

Défia jtjon 1 5 

Si E et F sont deux ensembles, on appelle produit cartésien de E et F, noté 
Ex F, l'ensemble de tous les couples (x; y) où x e E et y e F. Si E = F, Je 
produit cartésien E x E est noté E2

• 

On peut aussi considérer Je proouit cartésien de 11 ensembles E 1, .. ., E •. C'est 
l'ensemble noté E1 x ... x E., de tous les 11-uplets (x1; ••• ;x.), où x; e E; pour 
tout i. Si tous les E; sont égaux, Je produit cartésien E1 x ... x En est noté E'. 

Un couple (x; y) est un ensemble ordonné de deux éléments. Un 11-uplet (x 1o x2 , ••• ,x.) 
est un ensemble ordonné de 11 éléments. 

Exemple 1.5 

1

1. Si E = (a; b;c) et F = (2; 3), alors Ex F = ((a; 2), (a; 3),(b; 2),(b; 3), (c; 2), (c; 3)). 

2. Si E = fj;k), alois E2 = f(j; ;), (j;k),(k; ;),(k;k)). 

Remarquons que dans un couple, l'ordre compte. Ainsi U; k) * (k; j). De même, dans 
un11-uplet (x1; ••• ;x.), l'ordre compte. 

IR Les ensembles de nombres 
En mathématiques, on s' intéresse beaucoup aux nombres, donc aussi aux ensembles 
de nombres. Ce que nous venons de voir sur les ensembles s' applique bien sûr aux 
ensembles de nombres. Rappelom quels sont les principaux ensembles de nombres 
qu' il est utile de connaître. 

1 1.3.1 1 Les nombres entiers et rationnels 
• L'ensemble des nombres entiers positifs ou nuls est noté N. On l'appelle aussi en

semble des entiers naturels. On a N = (O ; I; 2; 3; ... ). 

• L'ensemble des nombres entiers positifs, négatifs ou nuls est noté Z . On l'appelle 
aussi ensemble des entiers relatifs. On a Z = { ... ; - 3;-2; - 1; O; 1;2 ; 3; ... ). 
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• L'ensemble d es nombres rationnels est noté Q. C'est l'ensemble des nombres qui 
s'écrivent comme un entier divisé par un autre entier. 

On a Q = { ~ ; où p e Z et q e Z, avec q * 0 }· 

On ajoute en indice le signe + quand on veut se restreindre aux nombres positifs, et 
le signe - quand on veut se restreindre aux nombres négatifs. On met en exposant le 
signe * pour préciser que l'on enlève le nombre O. 

Exemple 1.6 
Cf = (x E Q; X* Û} 
Q: = (x E Q; x > 0) 
Z.. = (x E Z; x :S 0) 

1 1.3.2 1 L'ensemble lR des nombres réels 
Il est souvent pratique de représenter les nombres sur une droite. Les nombres entiers 
peuvent être ainsi représentés comme des graduations sur cette droite . 

.. . -4 - 3 -2 -1 0 3 

• Figure 1.2 Les nombres sur la droite 

On voit clairement qu'avec les nombres entiers, il y a des « trous» sur la droite. Au
trement dit, il y a beaucoup plus de points sur la droite que de nombres entiers. Les 
pomts strictement compns entre 1 et 2 par exemple, ne correspondent â aucun entter. 

Si on représente les nombres rationnels sur cette même droite, alors on a l'impression 
de « boucher les trous» entre les points représentant les entiers. En effet, il y a une 
infinité de rationnels compris par exemple entre 1 et 2. Bouche-t-on complètement 
tous les trous en procédant ainsi ? Autrement dit, toute longueur représentable sur 
la droite correspond-elle à un nombre rationnel? On sait depuis l' Antiquité que la 
réponse est négative. Les anciens Grecs en effet savaient que si on considère un carré 
de côté 1, la longueur de la diagonale (que nous notons de nos jours Vz) ne correspond 
à aucun rationnel. 

Il n'existe pas d'entiers p et q tels que E = longueur du côté de la diagonale = Vz. 
q 

Cette découverte avait beaucoup perturbé les mathématiciens grecs. Bien que les ra-
tionnels soient très nombreux, quand on les représente sur une droite, il y a encore des 
trous! Pour combler ces trous, c'est-à-dire pour que chaque point corresponde à un 
nombre, nous allons utiliser la notation décimale des nombres. Un entier s'écrit bien 
sûr sans chiffre après la virgule. Un rationnel non entier peut s'écrire avec un nombre 
fini ou infini de chiffres après la virgule. 

18 4 
Par exemple : 5 = 3,6 ; 3 = 1,333 ... 

72 ïï = 6,545454 ... 

5 
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Si un rationnel s'écrit avec un nombre infini de chiffres après la virgule, alors son 
développement décimal1 est toujours périodique. Pour combler les trous sur la ligne, 
il suffit d'accepter les développements décimaux infinis non périodiques. On appelle 
nt l'ensemble des nombres qui ont une écriture décimale avec un nombre fini ou infini 
de chiffres après la virgule, que ce développement décimal soit périodique ou pas. Un 
tel nombre sera appelé nombre réel, et R est l'ensemble des nombres réels. Il est clair 
que N c Z c Q c nt. Comme pourZ et Q on a les notations : 

Ill+ = {x e nt; x ~ 0) 

nt_ = {x e nt; x 5 0) 

nt' = {x e nt; x * 0) 

1.3.3 L'ensemble C des nombres complexes 
Nous avons vu que dans l'ensemble Q des nombres rationnels, il n'y a pas de solution 
à l'équation x2 = 2 (la diagonale du carré de coté 1 n'est pas rationnelle). La construc
tion de nt permet d'avoir des solutions à l'équation x2 = 2 (et aussi à x2 = 3, etc.). Il 
serait utile aussi d'avoir des solutions à l'équation x2 = - 1. Mais dans nt il n'y en a 
pas, car Je carré d'un nombre réel est toujours positif. 

L'ensemble C des nombres complexes permet de résoudre ce type d'équations (et bien 
d'autres ... ). Cet ensemble est par construction plus grand que nt, c'est-à-dire nt c C. 
Nous avons vu que nt peut être représenté comme une droite (sans trous ... ). C peut être 
représenté comme un plan. Nous n'en dirons pas plus sur ce sujet, car dans ce livre 
nous travaillerons seulement surl'ensemble IR. 

1 1.3.4 1 Les intervalles de R 
Les intervalles sont des parties de Il qui méritent une étude particulière. 

Définition 1. 6 

Si I est une partie de nt, on dit que I est un intervalle si pour tout x, y e /, 
l'ensemble I contienttous les nombres réels compris entre x et y. 
On distingue les intervalles fermés (qui contiennent Jeurs extrémités), les inter
valles ouverts (qui ne contiennent aucune de Jeurs extrémités) et les intervalles 
semi-ouverts. 

Dans nt, on a des notations spécifiques pour les intervalles. Si a et b sont deux nombres 
réels donnés, avec a < b, alors on note : 

[a ;b] = {x e nt; a 5 x 5 b) qui est l'intervalle fermé d'extrémités a et b. 

]a ;b[= {x e nt; a < x < b) qui est l'intervalle ouvert d'extrémitésa et b. 

On a aussi les intervalles semi-ouverts : 

[a ;b[= {x e nt; a 5 x < b) 

]a ;b] = {x e nt; a < x 5 b) 

1 Le «développement décimal» signîtie la suite des chiffres après la virgule. Il est périodique s'il est 
composé d'une même swte de chiffres répé".ée indéfiniment. 
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Enfin, il y a les intervalles non bornés : 

[a ; + oo[ = {x e IR; a ::; x) qui est fermé 

]a ; + oo[ = {x e IR; a < x ) qui est ouvert 

) - oo; a] = {x e IR; x ::; a) qui est fermé 

J - oo; a [= \x e nt; x <a/ qut est ouvert 

oo est le symbole mathématique 
désignant l' infini. 

L'ensemble vicie est un intervalle, on peut par exemple l'écrire 0 =JI ; ! [. 

IR est lui-même un intervalle. On peut l'écrire IR =) - oo; + oo[. 

On peut remarquer facilement qu'une intersection d'intervalles est un intervalle. En 
revanche, une union d'intervalles n'est pas forcément un intervalle. 

Exemple 1.7 
Jntc!SCètions d'intervalks : 

[2; 5) () ]3; 6] =]3;5) 

J - 1; -Hl)() [2; +oo[ = [2; 6) 

[2;4) n [7; JOJ = 0 

Unions d'intervalles: 

[2; 15) U )5; 32[ = [2; 32[ est W1 intervalle. 

[2; 5) u )15;32[ n'est pas WI intervalle. 

Définition 1.7 

L'intérieur d'un intervalle/ est par définition cet intervalle auquel on a enlevé les 
extrémités. On Je notera int(/). 
On dit que xo est un point intérieur à I s'il est élément de int(/). 

Exemple 1.8 
Si I = [3; 5), son intt rieur est int(/) =]3; 5[ 

Si I = [4; 8[, son intt rieur est int(/) =)4; 8[ 

Si I = [2; +oo[, son intérieur est int(/) = )2; +oo[ 

Si xo e IR, on dit qu'une propriété P(x) est vraie au voisinage de xo si elle est 
vraie pour tout x suffisamment proche de xo, autrement dit s'il existe un nombre 
r > 0 (même petit), tel que P(x) est vraie pour tout x e Jxo - r ; Xo + r [. 

Cette notion de propriété vraie « au voisinage de» est utile quand on parle de conti
nuité ou de dérivabilité des fonctions (.- chapitres 2 et 4). 

Exemple 1.9 

1 

On peut dire que la propnt t6 « x(2 - x) ~ 0 »est vraie au voisinage d e xo = 1, car pour tout 
x e JO; 2[, on a >(2 - x) ~ 0 Par contre œ tte propnét6 est fausse au voisinage d e 2 , car pour 
tout x > 2, on a x(2 - x) < 0 (même pour x tres proche de 2) 

7 
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Hl Majorants, minorants 
Quand on considère un ensemble de nombre réels, même défini de façon un peu abs
traite, il est utile de savoir si ses éléments sont bornés, c'est-à-dire encadrés par deux 
nombres donnés, ou bien s'ils peuvent être aussi grands que l'on veut. C'est l'objet 
des définitions suivantes. Considérons une partie non vide A de nt. 

Défi.Dit.i.9.n.J.!1 

• On dit que A est minorée s'il existe k e nt tel que k 5 x pour tout x e A. On dit 
alors que k est un minorant de A. 

• On dit que A est majorée s'il existe Kent tel que K ~ x pour tout x e A. On 
dit alors que K est un majorant de A. 

• On dit que A est bornée si elle est majorée et minorée. 

Exemple 1.10 

- Soit A1 = [l ; + oo[. AlorsA1 est minorée mais n'est pas majorée. To~ les nombres réels 
inférieuIS ou égaux à 1 sont des minorants de A1• 

- SoitA2 = [-3;7[. AloraA2 est minorée et majorée, donc b-Omée. 

- Soit A3 = N. Alors A3 est minorée par 0 mais pas majorée. 

Définition 1.10 

• On dit que A admet un plus petit élément s'il existe un élément m de A qui 
minore tous les autres. On note m = min(A). 

• On dit que A admet un plus grand élément s'il existe un élément M de A qui 
majore tous les autres. On note M = max(A). 

Exemple 1.11 
Soit A = [3; 5[. Il est clair que A admet un plus petit élément qui est m = 3. Par contre, A 
n'admet pas de plus grand élément. (Le nombre 5 majore A mais il n'appartient pas à A.) 

- Si A est une partie non vide majorée de nt, alors l'ensemble de ses majorants 
admet toujours un plus petit élément. On Je note sup(A), et on l'appelle borne 
supérieure de A. 

- Si A est une partie non vide minorée de nt, alors l'ensemble de ses minorants 
admet toujours un plus grand élément. On Je note inf(A), et on l'appelle borne 
inférieure de A. 

Il s'agit d' une propriété importante de 1' ensemble nt, que nous ne démontrerons pas. 
Notons que ceci n'est pas vrai dans Q. Par exemple, soit B = {x e Q; r < 2). Cet 
ensemble est majoré dans Q, mais n'admet pas de borne supérieure dans Q. Par contre, 
il admet une borne supérieure dans nt, il s'agit de Vï. 
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Exemple 1.12 
&lit A = )2; +oo[. Ici A n'est pas major~. donc n'a pas de borne supérieure. En revanche, 
elle est minorée; sa borne inférieure est 2. Néanmoins elle n'a pas de plus petit éltment. 

D Fonctions 

Dl Qu'est-ce qu'une fonction? 
Dans la vie courante, on dit qu' une chose est « fonction» d'une autre, si la première 
chose dépend de la seconde. Par exemple, les vêtements qu'une personne porte sont 
fonction du temps qu' il fait. S'il pleut, elle porte un imperméable, s'il fait froid, elle 
porte un manteau, etc. En géométrie, la surface d'un carré est fonction du côté du 
carré : si le côté mesure JO cm, alors la surfuce est 100 cm2 , si le côté mesure 20 cm, 
la surface est 400 cm2 , etc. En économie, on peut dire que le chômage est fonction de 
la croissance. Ces exemples vont nous aider à comprendre la définition mathématique 
d'une fonction. 

Étant donnés deux ensembles A et B, on a la définition suivante. 

Définjtion 1 11 

Une fonction f de A dans Best une règle qui, à chaque élément de A, associe au 
plus un élément de B. 
Pour tout x e A, on note f(x) l'élément de B (s'il existe) qui lui est associé parla 
fonction f. On appelle A l'ensemble de départ, et B l'ensemble d'arrivée. 

Notation 
On peut résumer ce qui précède à l'aide de la notation symbolique suivante : 

f:A-+B 

X>-+ f(x) 

Si on représente graphiquement les ensembles A et B par des diagrammes de Venn, 
il est d'usage de représenter la fonction f par des flèches qui vont des éléments de A 
vers les éléments de B (.- figure 1.3). 

A 

• Figure 1.3 Une fonction de A dans B 

9 
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Exemple 1.13 
On note le bént 6ce d' WJe petite cnueprise lors de quatre amtes oonstèutivcs dans le tableau 
suivant. 

Annee 2010 2011 2012 2013 
1n~c; 111701 1 i;47c; 1 i;qc;~ 

On peut dire que le btnt6ce <St fonction de l'amtc. Écrivons-le mathématique
ment, avec les notations précédentes. Ici A est l'ensemble des amtes, c ' est-à-Oire 
A = (2010; 2011; 2012; 2013). Oe pbs, Best l'ensemble des bént 6ccs possibles ; disons pour 
simplifier : B = R. Notre fonction f associe ici à chaque aoute le bént 6ce effectivement rta
list. On a donc : 

Exemple 1.14 

/(2010) = 17235 

/(2011) = 18201 

/(2012) = 16475 

/(2013) = 16953 

À chaque nombre entier positif ou nul, on associe le double de ce nombre. La fonction f est 
alors définie de N dans N. On ne peut pas comme dans l'exemple précédent énumtrerchaque 
t ltmcnt de l'ensemble de d t part, puisque celui< i est infini. On tcrit alors plutôt : 

pour tout x EN, f(x) = 2x 

Quand f est WJe fonction de A dans B, tcrire y = f(x) signifie donc que l'on a : x e A, y e B, 
et y est associé à x par la fonction f. On dit alors que y est l'image de x par f , et que x est 
l'antéddentde y par f. 

Dans notre exemple 1.13, Je nombre 17235 est l'image de 2010 par f, et 2010 est 
J' antécédent de 17 235 par f. 

Dans notre exemple 1.14, Je nombre 16 est l'image de 8 par f, et 8 est l ' antécédent 
de 16 par f. 
Remarquons que dans notre définition de la notion de fonction, nous avons dit que 
f associe au plus un élément de B à chaque élément de A. Tout élément x de A a 
donc zéro ou une image par la fonction f. Quand on étudie la fonction f, les éléments 
de A qui nous intéressent sont ceux qui ont une image. C est pourquoi on introduit les 
définitions suivantes. 

Définition 1.12 

Si f est une fonction de A dans B, on appelle domaine de définition de f l'en
semble des éléments de A qui ont une image par f. On Je note D ! · 
L'image de f est J' ensemble des éléments de B qui sont J'image d'au moins un 
élément de A. On la note lm(!) ou f(A). 
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A e 

• Figure 1.4 Domaine de définition 

S urla figure 1.4, le domaine de définition de la fonction f est Dt = {a ; b;c; e), l'image 
est Im(f) = {! ; 3; 4). 

Dl Fonction composée 
Il est souvent utile d'appliquer successivement plusieurs fonctions, ce q u'en mathé
matique on appelle une fonction composée. Considérons trois ensembles A, B et C, et 
deux fonctions f et g, telles que f est définie de A dans B et g est définie de B dans C. 

OMin.i.ti~ 

La fonction composée de f et g est la fonction h, définie de A dans C, telle q ue 
pour x e A, on a h(x) = g(f(x) ). On la note g of. 

Si y est l'image de x pnr f, et si z est l'i.mage de y par g, alors z est l'i.mage de x par 
h = g o f . 

X 

A c 

• Figure 1.5 Fonction composée 

R.I Bijection 
Si f est une fonction de A dans B, et si tout élément de A a une image par f dans B 
(autrement dit si D f = A), alors on dit que f est une application de A dans B. 

11 
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A 

Si f est une application, tout élément de A a une et une seule image dans B. Si, de 
plus, tout élément de B a un et un seul antécédent par f, alors on dit que f est une 
bijection. 

Définition 1.14 

On dit que f est une bijection de A dans B si tout élément de A a une et une seule 
image par f dans B et que tout élément de B a un et un seul antécédent par f 
dans A. 

A A 

Application O Application Cl) Application O 
Une seule de ces 3 applications est une bijection. 

O f n'est pas une bijection car un élément de 8 n'a pas d'antécédent. 

0 Ici f est une bijection. 
O f n'est pas une bijection car un élément de 8 a deux antécéoj ents. 

• Figure 1.6 Applications, bijections 

f!'.opos.itionJ.6 

Si A et B sont des ensembles finis, et s' il existe une bijection f entre A et B, alors 
A et B ont Je même nombre d'éléments, c'est-à-dire card(A) = card(B). 

Démonrtration 
On le démontre par l'absurde. 

12 

- Si card(A) > ca.rd(B), il est clair qu'au moins deux éléments de A ont la même image 
dans B par la bijection f . 

- Si ca.rd(A) < ca.rd(B), aloŒ au moins deux éléments de B ont le même antécédent par f 
~A. • 

RI Application réciproque 
Quand on a une bijection f de A dans B, on peut considérer l'application g de B 
dans A qui fait exactement Je chemin en sens inverse (fléches inversées sur la figure), 
c 'est-à-dire : si y est l'image de x par f, alors x est l'image de y par g. 



Chapitre 1 Fonctions d'une variable réelle: les bases 

D__éiîn itton 1. 'lS 
Sif est une bijection de A dans B, l'application réciproque de f est la fonction g 
de B dans A définie par : 
Pour tout y e B, six e A est tel que f(x) = y, alors g(y) = x. 
L'application réciproque de f est notée r 1

• 

Puisque l'application réciproque consiste à faire le chemin en sens inverse, quand on 
compose une application et sa réciproque, on doit revenir au point de départ. C'est ce 
qu'exprime la proposition suivante. 

fl'.opositio.o...L3 
Si r 1 est l'application réciproque de f, alors : 

pour tout x e A, (r1 o f)(x) = x, et pourtout y e B, (f o 1-1 )(y) = y 

Démonrtration 
&lit 9 = r' l'application reciproque. 

&lit x e A et y = f(x). On a 9(y) = x donc 9(/(x)) = x. 

On montre de même la deuxième égalité. • 
La définition de la notion d'application réciproque nous mène de fuçon évidente à la 
proposition suivante. 

PropositiooJ.4 
Sig est l'application réciproque de f, alors f est l'application réciproque de g. 

X 
X 

A 8 

•Figure 1.7 Application ré<iproque 

D Fonctions de lR dans lR 
Dl Introduction 
Un type de fonctions est particulièrement utile : celles qui sont définies sur des en
sembles de nombres. On s'intéresse ici pour le moment aux fonctions f de nt dans nt. 
Une fonction f de nt dans nt est une règle qui associe à chaque nombre élément de nt 
(ou d'une partie de nt) un autre nombre réel. 

13 
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En notant Dt le domaine de définition de f, à tout x e D f on associe Je nombre f(x). 

Exemple 1.15 

- Soit/ deRdans R dé6nie par f(x) = :i'. Ici Dr= R. 

- Soit f de R dans R dt finie par / ( x) = ~. Ici Dr = R • car on n'a pas le droit de di viser par 
X 

zéro. 

16 Représentation graphique d'une fonction 
On sait que 1' ensemble nt des nombres réels peut être représenté par une droite. Une 
fonction f de nt dans nt peut être représentée graphiquement par une courbe dans Je 
plan. 

L'axe des abscisses (droite horizontale) représente nt comme ensemble de départ de 
la fonction, et J'axe des ordonnées (droite verticale) représente nt comme ensemble 
d'arrivée. 

On trace dans Je plan la courbe représentant tous les points (x ,y), avec x e nt et y e nt, 
tels que y = f(x). On note Cf cet1e courbe, dite courbe représentative de la fonc
tion f, ou graphe de f. 
Un coup d'oeil à la courbe permet souvent de comprendre quelles sont les propiétés 
de la fonction f. 
Si f et g sont des fonctions réciproques l'une de l'autre, alors Je graphe de g et celui 
de f sont symétriques par rapport à la première bissectrice, c'est-à-dire par rapport à 
la droite d'équation y = x. 

Par exemple, si f et g sont définies par f(x) = 3x et g(x) = ~x. alors f et g sont 

réciproques l'une de l'autre. Leurs graphes sont des droites passant par 0 = (0: 0) et 
symétriques par rapport à la bissectrice. 

• Figure 1.8 Fonctions f(K) = 3x et g(x) = jx 

IM Sens de variation 
Quand on étudie une fonction f de nt dans nt, il est bien sûr fort utile de savoir com
ment varie y = f(x) quand x varie. D'où les définitions suivantes. 
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D__éiîn itton 1. t6 
Soit I un intervalle de nt et f une fonction de nt dans nt telle que I c D ! · 

• On dit que f est croissante sur I si : Vx1 e /,V x2 e /, x 1 < x2 ~ f(x1) 5 f(x2) 

• On dit que f est strictement croissante sur J si : 

Vx1 e /, Vx2 e /, x1 < x1 ~ f(xi) < f(x2) 

• On dit que f est décroissante sur I si : 

Vx1 e /, Vx2 e /, x1 < x1 ~ f(x1) ~ f(x2) 

• On dit que f est strictement décroissante sur I si : 

Vx1 e /, Vx2 e /, x <y ~ f(x1) > f(x2) 

• On dit que f est monotone sur I si elle est croissante sur/, ou si elle est dé
croissante sur I. 

• On dit que f est strictement monotone sur I si elle est strictement croissante 
sur/, ou si elle est strictement décroissante sur/. 

Graphiquement, la croissance se traduit par une courbe qui monte, et la décroissance 
par une courbe qui descend. 

Exemple 1.16 
Soit f de R dans R définie par f(x) = 2x + 3. La forotion f est strictement croissante sur R. 

Soit 9 de R dans R d t finie par g(x) = - 3x + 5. La fonction 9 est strictement d tcroissante 
surR. 

Les fonctions f et 9 sont toutes deux strictement mrnotones sur R. 

Si une fonction n'est pas monotone sur un intervalle/, elle peut l'être sur un intervalle 
plus petit. 
Par exemple soit h définie de nt dans nt par h(x) = x2. 
La fonction h n'est pas monotone sur nt, car elle n'est pas croissante sur tout nt, ni 
décroissante sur tout nt. Par contre, elle est monotone sur llt+ (car croissante sur llt+ ), 
et monotone sur fit_ (car décroissante sur fit_). 

ID Parité 
Pour de nombreuses fonctions usuelles, quand on connaît f(x) pour x ~ 0, on peut en 
déduire les valeurs pour x < O. C'est le cas en particulier des fonctions paires et des 
fonctions impaires. 

DéfinitiQ!l 1.17 

• Une fonction f définie de nt dans lltest dite paire si: Vx e llt.f(-x) = f(x). 

• Une fonction! définie de nt dans lltest dite impaire si: Vx e llt.f(-x) = - f(x). 

De ces définitions on peut déduire immédiatement des conséquences graphiques im
portantes. 

15 
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&oposition_l-5 

- Une fonction f est paire si et seulement si son graphe Cf est symétrique par 
rapport à 1' axe des ordonnées Oy. 

- Une fonction! est impa ire si et seulement si son graphe Ct est symétrique par 
rapport à l'origine (O;O). 

Démonrtration 
- Soit M(x;f(x)) un point du graphe de f et N(- x;f(x)) son symétrique par rapp-0rt à l'axe 

des ordo!lllfes. li est clair que N 2ppartient au graphe Cr si et seulement si f( - x) = f(x). 

- Soit M(x;f(x)) et P(-r,-f(x)) son symétrique par rapp<rt à l'origine (0;0). Il est clair 
que P appartient au graphe Cr si et seulement si f( - x) = - f(x). • 

Exemple 1.17 
1. La fonction f de R dansR définie par f(x) =,?-est paire. 

En elfe~ f(-x) = (-xf = '1- = f(x). 
2. La fonction f de R dans R définie par f(x) = x' est impaire. 

En elfe~ f(- x) = (- x)' = - x' = - f(x). 
3. Plus généralement, supp-0sons que f est un monôme (~ section 6 de ce chapitre), défini 

par f(x) = ;(' où n E N. Alors f est paire sin est pair, e t f est impaire sin est impair. 

La fonction « valeur absolue» d'un nombre réel x, notée lxJ, est définie par: 

lx! = X si X ~ 0 et lxl = -x si X :S 0 

y 
,x 

•Figure 1.9 Fonction valeur absolue 

Proposition 1. 6 

La fonction« valeur absolue» est paire. De plus, elle vérifie « l' inégalité trian
gulaire » : pour tout x, y e nt, on a lx+ yl :S lx! + IYI et lx - YI :S lxl + lyl. 

Démonrtration 
Posons f(x) = 14 On a par définition f(x) = x si x~ 0 et f(x) = -x six :S O. 
Calculons f(-x). 
- Six~ 0, on a f(-x) = -(-x) car -x :S 0, donc f(-x) = x = f(x). 
- Six :S 0, on a f(-x) = (-x)car - x ~ 0, doncf(-x) = -x = f(x). 
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On a bien f( - x) = f(x) poor tout x e R, donc f est paire. 

Démontrons maintenant l'intgalité triangulaire. 

lx+ yl :S lxl + lyl &juivaut à : (lx+ ylf :S (lxl + lyl)2 

c 'est-à-dire &juivaut à : (x + y f :S :i' + y2 + 2 x lxl x lyl 
ce qui revient à : (:i' + 2xy + j ) :S :i' + y2 + 2 X lxl >< lyl 
Cette demii re int galit6 est vraie car xy :S lxl x lyl, ce qui achive de d t montrcr que 
lx+ yl :S lxl + lyl. 
On dtmontre de la même façon que lx - yl :S lxl + ly. 

19 Raisonnement par récurrence 
!B Le principe 

• 

S upposons que l'on veuille montrer q u'une propriété '1'(11) est vraie pour tout entier 11, 

où 11 e N'. Si 1' on sait d'une part q ue cette propriété est vraie pour 11 = 1, et si 1' on 
parvient d'autre part à montrer q ue, lorsqu'elle est vraie pour un entier 11 quel q u'il 
soit, elle est vraie nécessairement pour 1' entier suivant 11 + 1, alors on peut dire qu'elle 
est vraie pour tout entier 11 ;:: 1. 

En effet, on sait que'!'( 1) est vraie par hypothèse. On sait aussi q ue '1'(11) vraie implique 
1'(11 + 1) vraie. On peut alors écrire : 

P( 1) est vraie, donc '1'(2) est vraie. 1'(2) est vraie, donc '1'(3) est vraie. Ainsi de suite ... 
Finalement, on a donc bien 1'(11) vraie pour tout n ;:: 1. 

On dit qu' on a fa it un r aisonnement par r écurrence. 

On fait souvent des raisonnements par récurrence lorsque l'on fuit la somme de 11 

termes. La notation suivante est très pratique pour de telles sommes. 

. 
Si x i , X2, ... , Xn sont des nombres réels, la somme Xt + x2 + ... + Xn est notée .L: Xt . 

.tal . 
De même, Je produit Xt X X2 X ... X Xn est noté n Xt· 

k=l 

. 
Le symbole .L: signifie q ue l'on somme tous les Xt. quand k varie entre 1et11. 

k=l . 
Le symbole n signifie2 que )'on fait Je produit de tOUS )es Xt , q uand k varie entre 1 

k=l 
et11. 

2 - .L; est 1'1 letlre grecque J:igma (en majuscule) qui correspond au S. U symbolise 1'I scmme en mathé
matiques. -n est 1'1 lettregrecquepi (en majuscule)quicorrespœd au P. u symbolise le produit en mathématiques. 

17 
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. 
Par exemple, la somme des 11 premiers entiers est notée 1 + 2 + ... + 11 = L: k . 

.t. l . 
La somme des carrés des 11 premiers entiers est notée 12 + 22 + ... + 11

2 = L: Jè . 
.l=l . 

Le produit des 11 premiers entiers est 1 X 2 X ... X 11 = n k . 
.t. l 

Liée à ce produit, on a la définition suivante. 

Défullti 2!l..l.JJj 

La factorielle de J' entier strictement positif 11 est Je produit des 11 premiers entiers 
strictements positifs. On la note 11! (et on lit « factorielle 11 »).On a donc : . 

11! =1 X2X ... X11 = nk 
.l= l 

Par exemple, on a 3 ! = 3 x 2 x 1 = 6 et 5! = 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120. 

On pose par convention O! = 1. 

!H Exemples de raisonnements 
par récurrence 

4.2.1 1 La somme des n premiers entiers positifs 
On veut montrer que la somme des 11 premiers nombres entiers strictement positifs est 

11(11 + 1) 11(11 + 1) 
égale à --

2
- , c'est-à-dire que l + 2 + ... + 11 = --

2
- . On appelle Pf.!1) cette 

11(11 + 1) 
propriété. Elle est clairement vraie pour 11 = 1, car pour 11 = 1 on a --

2
- = 1. 

Supposons cette propriété vraie pour un entier 11. Est-elle alors vraie pour 11 + 1 ? 

Par hypothèse 1'(11) vraie signifie que 1 + 2 + ... + 11 = 
11

<
11

; I). 

11(11 + 1) Il (11 + 2) 
On a alors 1 +2 + ... + 11+ (11 + 1) = --

2
- + (11 + 1) = (11 + 1)(2+ 1) = (11 + 1)-

2
-

et la propriété est donc vraie au rang 11 + 1. 

On a donc montré par récurrence que pour tout entier 11 ~ 1, on a : 

11(11 + 1) 
1 + 2 + ... + 11 = --2-

1 4.2.2 1 Les fonctions de coûts sous-additives 
On note C(x) Je coût de production d'une quantité x d'un certain bien par une firme. 
La fonction C, définie de nt.. dans Ill+, est appelée fonction de coût. Supposons qu'il 
soit toujours moins coûteux de produire une quantité totale de bien avec une seule 
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firme qu'avec deux. Dans ce cas, on a C(x 1 +x2) s; C(x1) + C(x2) pour tout X1, X2 ~O. 
On dit que la fonction de coût est sous-additive. 

Montrons par récurrence que : 

V11 ~ 2, C(x1 + ... + x.) s; C(x1) + ... + C(x.) pour tout x1, x2, ... , x. ~ 0 

Autrement ctit, montrons qt1e qt1el que soit le nomhre1t cte firme.<::, il e.<::t moine; c01îte11x 
de produire avec une seule firme qu'avec 11 firmes. 

C'est vrai pour 11 = 2 puisque la fonction C est supposée sous-additive. Supposons 
que la propriété est vraie pour 11 firmes, et montrons qu'elle est vraie pour 11 + 1 firmes. 

Pour tout x1, ••• , Xn, Xn-+ l ~ 0, on a : 

C(x1 + ... + Xn + Xn+I) = C ((x 1 + ... + x.) + Xn+I) s; C(x1 + ... + x.) + C(Xn+ t) 

d'après la sous-additivité et 

C(x1 + ... + x.) s; C(x1) + ... + C(x.) 

d'après l'hypothèse de récurrence au rang 11. 

Donc : 
C(x1 + ... + x. + Xn+1) s; C(x1) + ... + C(x.) + C(x. +1) 

Ce qui signifie que la propriété est vraie pour 11 + 1 firmes. 
La propriété est vraie pour 2 firmes, et on a montré que si elle est vraie pour 11 firmes, 
alors elle sera vraie aussi pour 11 + 1 firmes, donc on peut dire qu'elle est vraie pour 
n'importe quel nombre 11 de firmes, avec 11 ~ 2. 

On a donc démontré que si la fonction de coût est sous-additive, il est moins coûteux 
de produire avec une seule firme qu'avec 11 firmes (quel que soit 11 ). 

Nous utiliserons aussi un raisonnement par récurrence pour démontrer la formule du 
binôme de Newton (.- proposition 1.14). 

D Fonctions linéaires, 
fonctions affines 

Dl Fonctions linéaires 
Des fonctions de nt dans nt particulièrement simples et utiles sont celles qui consistent 
à multiplier tout nombre réel par une constante fixée. Elles correspondent à une rela
tion de proportionnalité. 

Définition 1.20 

On dit que f est une fonction linéaire de nt dans nt s'il existe une constante a, 
avec a e nt, telle que : Vx e nt, f(x) = ax 

ei:owiti_oJLU 
Une telle fonction a pour représentation graphique une droite passant par le 
point (O ; 0). 

19 
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Exemple 1.18 
1 f de R dam R définie par f(x) = 3x. 

Hl Fonctions affines 
Si on ajoute une constante à une fonction linéaire, on obtient une famille de fonctions 
particulièrement utiles, les fonctions affines. 

Définition 1.21 

On dit que f est une fonction afline de IR dans IR s'il existe des constantes a et b, 
avec a e IR, b e IR, telles que : Vx e IR, f(x) = ax + b 

Les fonctions linéaires sont donc des fonctions affines particulières (elles sont telles 
que b = 0). 

Propositioo.J.8 

Une fonction affine fa pour représentation graphique une droite. Si f(x) = ax + b 
pour tout x e IR, on dit que a est la pente de la droite, ou encore son coefficient 
directeur, et que b est l'ordonnée à l' origine. 
La fonction f est strictement croissante sur IR si a > 0, elle est strictement dé
croissante si a < 0, et elle est constante si a = O. 

Exemple 1.19 
1 

La fonction f de R dans R définie par f (x) = Ï x + 2 est une fonction affine. 

y 

•Figure 1.10 Une fonction affine 

Dans Je modèle keynésien simple de base, la eonsonunation C est une fonction croissante affine du revenu Y, 

donnée par : C = c Y + C0 . La pente ici est c. Pour respecter la loi psychologique fondamentale de Keynes (selon 
laquelle la consommation augmente moins vite que Je revenu), on considére généralement que 0 < c < 1. 
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U Fonctions usuelles 
Nous avons étudié les fonctions linéaires et affines et vu q ue Jeurs représentations 
graphiques sont des droites. Nous allons maintenant étudier d' autres fonctions de IR 
dans IR très utilisées : les monômes, la fonction racine carrée, les polynômes et les 
fonctions rationnelles. 

61 Monômes 
Pour x e IR et k e N', on note Y! Je nombre x multiplié k fois par lui-même. Ainsi on 
a : r = X X X, et ,(!- = X X X X X, etc. Par convention, on pose f' = J. Ûll a les règles 
de calcul suivantes : 

- pour tout x e IR, pour tout k, lé e N, on a Y! x f" = ,,!•"' 

- pour tout x, y e JR, pour tout k e N, on a Y! x if = (xyl 

- pour tout x e IR, pour tout k, 11 e N, on a (x')" = ,,!X• 

Définjtion 1 22 

On dit q ue la fonction f est un monôme si f est définie par f(x) = aY! pour tout 
x e IR, où a et k sont fixés, a e IR, k e N. Si a * 0, on dit que k est Je degré du 
monôme. 

Exemple 1.20 

- La fonction f définie pour tout x E R par f (x) = 3.?- est un monôme de degré 2. 

- La fonction lintaire f définie pour tout x E R par f (x) = ex est un monôme de degré 1 si 
..... o. 

- La fonction constante définie pour tout x e R par f(x) = 5 est un monôme de degré O. 

~ La fonction racine carrée 
La fonction f définie pour tout x ~ 0 par f(x) =.il est une bijection3 de IR+ dans IR+ . 
Son application réciproque est notée r 1(x) = Vx, q u'on appelle fonction racine 
carrée. 

OMin.ition 1,23 
Pour x ~ 0, Je nombre yx est l'unique réel positif dont Je carré est égal à x, 
c'est-à-dire : (yx)2 = x. 

Le graphe de la fonction racine carrée est Je symétrique de celui de f(x) = x2 par 
rapport à la bissectrice, puisque ces fonctions sont réciproques l' une de l'autre. 

3 Ce point est démonlré au cbapilre 5. 
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• Figure 1.11 Fonction carré et fonction racine carrée 

!!!:opositiooJ_,9 

Si a > 0, l'équation x2 = a possède deux solutions dans nt, qui sont x = Va et 
X = - Va. 

Démonrtration 
(val' = a par dt 6nition, et (- va? = ( Va)2 = a, donc Va et - Va sont bien solutions 
de l'tquation :i' = a . li n'y a pas d'autre solution pœitive que Va car la fonction f défi
nie par f (x) = :i' est une bijeètion de R. dans R. . S'il y avait une autre solution ntgative 
x = -/3 * -Va, avec f3 > 0, alors {3 serait une autre solution positive à J'tquation C'est im
possible puisque l'on vient de voir qu'il n'y a pas d'autre solution positive. Donc Vad - Va 
sont les seules solutions de J'tquation :i' =a. • 

ni Polynômes 
1 6 .3 .1 1 Définition et propriétés 
Si on additionne plusieurs monômes, on obtient un polynôme. 

DMinition 1.:lA 

On dit que la fonction f est un polynôme (ou une fonction polynômiale) si f est 
la somme d'un nombre fini de monômes, c'est-à-dire si f(x) = a.x" + a,._1X-- 1 

+ ... +a 1x +ao pour tout x e IR, où 11 e N, ao. a1, .. ., a. sont dans nt. 
Si a. * 0, on dit que 11 est Je degré du polynôme. 

Notation 
Le polynôme f(x) = a.x" + a._1x"-1 + ... + a 1x + ao peut s'écrire de façon plus 
synthétique : • 

f(x) = L:ad 
b(J 

Exemple 1.21 

- La fonction f dt finie pour tout x e R par f (x) = 3:i' + 6x- 4 est un polynôme de degré 2. 

- La fonction f définie pour tout x e R par f (x) = 4x' - 4x est un polynôme de degrt 3. 
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On note f + g la fonction qui, à tout x , associe f (x) + g(x). De même, on note f x g la 
fonction qui, à tout x , associe f(x) x g(x), etc. 

On a vu que siketlé sont des entiers naturels, alors ~xi" = ~+K . Grâce à cette petite 
propriété, on obtient que le produit de deux mooomes est un monôme, et finalement 
que le produit de deux polynômes est un polynôme. 

!!rop_ositioJ),J...10 

Si f et g sont deux fonctions polynômes, alors f + g, f - g et f x g sont des 
fonctions polynômes (mais pas en généralf/g). 

Exemple 1.22 
Si f et 9 sont les fonctions polynômes dtfinies (>'.lllr tout x e R par f (x) = 2x + 3 et 
g(x) = 3x2 -7, alors f x 9 est dt finie par (f x g )(x) = f (x) x g(x) = (2x + 3) x (3x2 - 7) 
= 6r +9x2-14x-21. 

1 6.3.2 1 Racines d'un polynôme 

DéfinjtionJ 2.S 
Si f est un polynôme, on appelle racine de ce polynôme tout nombre a e IR tel 
que f(a) = O. 

Exemmtl23 
Si la fonction Q est définie pour tout x e R par Q(x) = x2 - 3x + 2, alors Q est un polynôme 
de degré 2. On remarque que Q(l ) = 1 - 3 + 2 = Oct Q(2) = 4 - 6 + 2 = 0, donc x = 1 et 
x = 2 sont racines du polynôme Q . 

.fr_opositioo_l.11 

Soit f un polynôme, et a e IR. Le réel a est une racine de f si et seulement si il 
existe un polynôme P tel que f(x) = (x - a) x P(x) pour tout x e IR. 
Autrement dit, quand a est racine du polynôme f, alors on peut fuctoriser f 
par x- a. 

Démonrtration 
- Si f (x) = (x - a ) x P(x) pour tout x E R, alors J <a) = (a - a ) x P(a) = 0, donc a est une 

racine de/. 

- Montrons la rtèiproque. 

On veut montrer que si a est une racine de j, alors f (>Cut s'écrire sous la forme 
f (x) = (x - a ) X P(x), où P est un polynôme. 

Sup(>OSOns d'ab-Ord que a = O. Si 0 est une racine de J, où f (x) = a.x"+a._1x"-1 + ... + a1x 
+ a0 pour tout x e R, alors / (0) = a0 = 0, donc f s' tcrit f (x) = a.X'+ a,,_1 X'-1 + ... + a1 x 
= x(a.x"-1 +a-1X-2 + ... +a1) = (x-0) xP(x), pour P(x) = a,,x"-1 +a-1X-2 + ... +a1• 

On a donc bien montré la propriété recherchée pour a = O. 

Sup(>OSOnS maintenant a 1' O. Soit 9 le polynôme défini pour tout y E Rparg(y) = f (y+a ). 
Pour y = x-a, on ag(y) = f (y +a)= f (x). 
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Le symbole e signifie 

g(y) = f(y +a) poor tout y , et a est une racine de J, donc g(O) = f(a) = O. Le polynôme g 
a donc p-Our racine O. On vient de montrer que la prop-0sition est vraie quand la racine est 
nulle. On en déduit qu'il existe lDI p-Olynôme Q tel que g(y) = y x Q(y) pour tout y E R. 
Conune y = x - a , on a donc g(x - a ) = (x - a ) x Q(x - a ) poor tout x E R, c'est·à·dire 
f(x) = (x - a ) x Q(x - a ) poor tout x E R. La r~iproque est donc dtmontr~, puisque 
P(x) = Q(x - a ) cst WI polynôme. • 

On peut déduire facilement de la proposition précédente le corollaire suivant. 

Corollaire 

Si f est un polynôme de degré 11 sur nt, ayant 11 racines distinctes Xt, x2, .. ., x. 
dans nt, alors f s'écrit, pour tout x e nt: 

f(x) = Dn(x - Xt)(x - x2) ... (x - x.) 
On en déduit qu'un polynôme de degré 11 admet au plus 11 racines distinctes dans nt. 

Exemple 1.24 
Reprenons le p-Olynôme Q de l'exell1'le pr~cn~ tel que Q(x) = x2 - 3x+2p-Our tout x E R. 
Puisque x = 1 et x = 2 sont racines, on peut donc factoriser par (x - 1) et par (x - 2), ce qui 
donne Q(x) = (x - l )(x - 2). 

1 6.3.3 1 Comment trouver les racines d'un polynôme f ? 
Nous n'étudierons que les polynômes de degré 1 et 2 ici. En effet, pour f de degré 3 
ou 4, les formules donnant les racines de f sont très compliquées, et à partir du degré 5 
il n'existe pas de formule générale donnant les racines. 

•est équivalent à» ou encore 
•si et seulement si ». 

Si f est de degré 1. C'est très fucile. Un polynôme de degré 1 a tou· 
jours une unique racine dans nt. En effet, si f(x) = Dt X+ Do, où Dt * 0, 

alors f(x) = 0 ~ x = -~. 
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Si f est de degré 2. Alors différentes situations sont possibles. Le polynôme f peut 
avoir deux racines dans nt, une seule racine, ou aucune racine. 

Commençons par le cas simple où f s'écrit f(x) = x2 - a, où a e nt. Il s'agit donc de 
résoudre l'équation x2 = a. 

- Si a > 0, alors f(x) = 0 ~ X = va ou X = - va, comme nous l'avons vu en 
étudiant la fonction racine carrée (.- proposition 1.9). Le polynôme fa donc deux 
racines distinctes dans IR. 

- Si a = 0, alors f(x) = 0 ~ x = O. Le polynôme fa une unique racine. 

- Si a < 0, alors f(x) = 0 n'a pas de racine dans nt. En effet, pour tout x e nt, on a 
x2 ~ 0, ce qui est incompatible avec x2 = a. 

Considérons maintenant le cas général d' un polynôme de degré 2 quelconque. On 
retrouve les trois mêmes situations (deux racines, une racine, auc une racine). 
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fl:opositionJ_.12 

Racines d'un polynôme de degré 2 
Soit f un polynôme de degré 2 sur IR, défini pour tout x par f(x) = ax2 + bx + c, 
où a* O. On pose!!. = b2 

- 4ac. On dit que!!. est Je discriminant de f. 
Le nombre de racines de f dépend seulement du signe de!!.. 

- Si 6 > 0, aluns f a ÙC::UA rai.:i.a1a; réc:llc:::s t.lisli.uc.:la; x 1 c:l x2, ùuuuéc:s par : 

- b - Yi. - b + Yi. 
x1 = ~etx2 =~ 

- Si!!. = 0, alors f a une unique racine réelle x1, donnée par : x 1 = - b 
2a 

- Si!!. < 0, alors f n'a aucune racine réelle. 

Démonrtration 
Comme a * 0, on peut ~rire : 

f (x) = a [xz + ~x + :] = a [(x+ .!:..)
2 

- ~ + :] aa 2a 4a2 a 

[( 
b )

2 (b2 -4ac'] 
= a x+2a - ~1 

ô. 
Donc en posant a = 4a2 , on a : 

f(x) = a[(x + :},;)'-a] 
- Si ô. > 0, alors a > 0, et : 

f(x) = a[(x + ~)- va][(x+ ~)+ va] 

= a[(x + :},;) - ;:jx[(x+ :},;)+ ;:] 
On af(x) = Osietseulementsi (x + :}.;) - ;: = Oou (x + :},;) + ;: = O. 

On en dfduit que f (x) = 0 a deux solutions réelles: 

bVl. bVl. 
x1 =-2a-2; et x, =- 2a + 2; 

- Si ô. = 0, alors a= Oet f(x) = a(x + :},;)'. 

Donc f (x) = 0 a une seule solution réelle : x1 = -:},; . 

- Si a <O, a1orsa <O, donc [(x+ :},;r-aJ > Opourtout x e R. 

L'&juation [ (x + ;.;r -a] = 0 n'a pas de solution dans R, donc f(x) = 0 n'a pas non 

plus de solution dans R. • 
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Exemple 1.25 

- Si la fonction f est donnfe par f(x) = i' + x - 6 poor tout x e R, alors t. = 1 + 24 = 25. 
-1- 5 

Le discriminant t. est strictement p-0sitif, donc f a deux racines : x1 = -
2
- = - 3 et 

-1 +5 
x,= -2- =2. 

- Sila fonctiOn 9 est <Jonnee par g(x) = - x" + x -6 pour tout x e R, alors t. = 1 - 24 = - 23. 
Le discriminant t. est strictement ntgatif, donc 9 n'a aucune racine rfelle. 

- Si la fonctiOn hestdonnfe par h(i) = 4X' +4x+ 1 pour tout x e R, alors t. = 16 -4 x 4 =O. 
Le discriminant t. est nul, donc la fonction h admet une unique racine, donnfe par 

--4 -1 
x, = s= 2' 

&oposition.J._13 

Signe d'un polynôme de degré 2 
Soit f un polynôme de degré 2 sur nt, défini pour tout x par f(x) = ax2 + bx + c, 
où a * O. Soit!!. = if - 4ac Je discriminant de f. 
- Si!!. > 0, alors f(x) est du signe opposé au coefficient a entre les racines x 1 et 

x2 de f, et f(x) est du signe de a pour x ~ [x1; xi]. 

S. 0 . -b 
- 11!. = , alors f(x) est du stgne de a pour tout x e nt, et s'annule en x1 = Za. 

- Si!!. < 0, alors f(x) est du signe de a pour tout x e nt, et ne s'annule jamais. 

Démonrtration 
Si t. > 0, alors f(x) = a(x - x1 Xx - x2 ). 

Pour x E)x1; x,[, on a (x - x1 ) >Ott (x - x,) < 0, donc (x - x1Xx- x,) < 0, d'où f(x) du 
signe oppost au nombre a. 

Pour x < x, , on a (x - x1) < 0 et (x - x,) < 0, donc (x - x1)(x - x,) > 0, d'où f(x) du signe 
de a. Pourx > x,, on a (x - x1) > Oet (x - x,) > 0, donc (x - x1 Xx - x,) > 0, d'où f(x) du 
signe de a. 

Si t. = 0, alors f(x) = a(x - x1)', q'.li est du signe de a poor tout x E R, et nul seulement si 
X = XJ. 

Si t. < 0, alors f(x) = a[(x+ ~)' - ~,]avec t. < 0, donc [(x+ ~)' - 4~ ] > 0 pour 

tout x E R. On en dtduit que f(x) ~ du signe de a p-Our tout x E R. • 

Exemple 1.26 
Reprenons l'exemple 1.25. 

- Soit f dt6nie par f(x) = i' + x - 6 p-0ur tout x. On a t. = 25. Les racines sont - 3 et 2, 
doncf(x) <Osi x e] - 3;2[, etj(x) > Osix < - 3 oux > 2. 

- Soit 9 dt6nie par g(x) = - X'+ x - 6 pour tout x. On a t. = - 23. Le p-Olynôme 9 n'a pas de 
racine, et g(x) < 0 poor tout x e R. 

1 
- Soit h dt6nie par h{x) = 4i' + 4x + 1 poor tout x. On a t. = O. L'unique racine est - Ï, 

donch{x) > 0 poor tout x e R tel que x * -~.et h(-~)= O. 
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\ l(x) ·v~ 
0 

0 a>O et .:1>0 l;) a>O et .:l=O 

l(x) 

0 

f(x/ 

G.l a <O et .:l>O ~ tt< O er .:!= 

() Si a > O et tJ. > O le polynôme a deux racint!1, et est négatif entre les racines, posit~ ailleurs. 

Cl) Si a > O et tJ. = O le polynôme a une seule racine et est toujours pos~if. 

G Si a> 0 et tJ. < 0 le polynôme n'a pas de racine, et esttoujours strictement posit~. 
O Si a < O et tJ. > O le polynôme a deux racint!1, et est posit~ entre les racines, négatif ailleurs. 

O Si a < 0 et tJ. = 0 le polynôme a une seule racine et est toujours négatif. 

O Si a< O et tJ. < O le polynôme n'a pas de racine, et est toujours strictement négatif. 

• Figure 1.12 Signe du polynôme f de degré 2 

1 6.3.4 1 Binôme de Newton 

G a>O et .:l <O 

D 
O a< O et .:l<O 

Quand on travaille avec des poJ(nômes, on a souvent besoin de calculer des expres
sions de la forme (x+2/, (x- 4) ,etc. La proposition suivante nous donne une formule 
générale pour fuire ces calculs. 

Proposit ion 1.14 

Formule du binôme de Newton 
Soient x, y e nt, et 11 e N'. On a : 

(x +y)" = c~x" + c~x"- 1 y+ ~r2y2 + ... + c!rV + ... + c:!f 

où C~ = cz = 1 et C! = k!(!:•~ k)! pour 1 5 k ~ 11 - 1. 

On a: c! = 11 et c,:-t = c!. 
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On écrit sowent cette formule 
sous la forme suivante : 

n 
(x+ yY' = L, (~-kyk 

k=O 

Pour n = 1, on obtient : 

(x+y)' =x+y 
Pour n = 2, la formule donne: 

(x+ y)2 = x2+ 2xy+ y2 

c'est l'identité remarquable bien 
connue. 

Démonstration 
Pour x e R donn6, le p-Olynôme P(y) = (x + yr est de degré n en y. li est donc 
de la forme P(y) = a,,y• + a_,y-' + ... + a1y + a0 • Il s'agit donc de montrer 
que a. = c:...-· pour :out entier k entre 0 et n. 
Montrons eetle propriété par nlcurrenee sur n. 
C'est vrai p-0ur n = 1 car (x + y)1 = x+ y= C~x + C/yavcc ~ = C/ = 1. 
Supposons la prupriét6 vraie jwqu'à n. Montrons qu·cno est vr.tio au-5.\i pour 
n+ 1. Ona: 

(x+yi<+' = (x+y)(x+yr 
= (x +Y> [c.!>-"+c!r'y + c;;rv + ... + c!x"~y• + ... + c:t] 

= [c2r' + c!x"y + c;,r'j + ... + c!r>+•y• + ... + c:xt] 

+[ ~x"y + C~Jt'-'j + c;,rv + ... + C!x"~yk+I + ... + c;yn+'] 

= ~x"·1 + (c!y + c2y)x" + (c;;1 + c~Y')r' + ... 

+ (c!!f + c:-11) ~k+l + ... + (c:y~ + c:-1y~) x+ c:vi·1 

= .._,.., + (c~y+ c2y)x" + (c;.Y' + C!y2)r1 + ... 

+ (c!!f + c:-11) ~k+l + ... + (c:y~ + c:-1y~) x+ y,..1 

Et on veut montrer que : 

(x + yr+' = .._,.., + C!.,x"y + c;;.,x"-1y2 + ... + C!.,x"-k+I t + ... + yn•' 
li s'agit donc de mon:rer que p-Our tout entier k entre 1 et n, le coefficient de 
,_.->+•y• est le même dans les deux expressions de (x + yr+' , c'est·à· dire qu'il 

, • t-1 • • (n+l )I 
fautmontrcrque lon a c.+c. = C .. 1, pourc .. , = kl(n+l-k)I' 

Ona: 

et c>-• - ni ni - ni [ 1 1 l 
.+ • - kl(n-k) +(k-l)l(n-k+l )I (k-l )l(n-k)I k+n-k+I 

ni n-k+l+k -----x-----(k-1)1(4-k)I kx(n-k+ 1) 
ni n+ 1 -----x-----(k-1)1(4-k)I kx(n-k+ 1) 

(n + 1)1 
kl(n-k+ 1)1 

qui est bien le resultat recherché. • 
Hl Fonctions rationnelles 
Nous avons vu qu'un produit de deux fonctions polynômes est une fonction polynôme. 
Par contre, Je quotient de deux fonctions polynômes n'est pas en général une fonction 
polynôme. Cela nous amène à la définition suivante. 

Une fonction f de IR dans IR est une fonction rationnelle si elle s'écrit sous la 

forme f(x) = ~~~,où A et B sont deux fonctions polynômes4
• 

4 Ou suppooe ici que B n'est pas le polynôme nul (c'est.à-dire n'est pas tel que B(x) = 0 pour tout x eR). 
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En général une fonction rationnelle n'est pas définie sur tout nt, car on ne peut pas la 
définir pour x tel q ue B(x) = O. Son domaine de définition est Dt = {x e nt; B(x) * 0). 

Exemple 1.27 
Prenons A(x) = ,?- + x - 12 et B(x) = ,?- - 3x + 2. 

La foncti on f définie par /(x) - ~~:~ - ; ~ ;; +!; est une foncti on rati onnelle. 

Comme les solutions de B(x) = 0 sont x = 1 et x = 2, la fonction f est définie p-Our tout 
x e R, sauf pour x = 1 et x = 2. 

,.APPUCAJlilll Coût moyen_ 

Notons C(x) Je coût de production d'une quanti t6 x d'un certain bien par une firme. On appelle coût moyen la 

fonction CM(x) = C(x) . 

Si la fonction de coût" C est un p-Olynôme, alors Je coOt moyen CM est une fonction rationnelle. 
Supp-OSOnS par exemple que Je coOt total est C(x) = 10 + 2x. 
Remarquons que cela signifie que Je coût fixe est CF = 10 et Je coOt variable CV(x) = 2x. 

J0 + 2x 10 
Le coOt moyen est alors CM(x) = - x- = -:;- + 2. 

Les points clés 
-+ L'analyse mathématique est fondée sur la théorie des ensembles, en particulier les 

ensembles de nombres. 

-+ On peut utiliser la notion mathématique de fonction pour modéliser la façon dont 
une variable économique y peut dépendre d' une autre variable économique x. 

-+ Si une variable économique y est une fonction d'une autre variable économique x, 
ce que l'on note y = f(x), l'étude des propriétés mathématiques de la fonction f 
permet de mieux comprendre la façon dont y dépend de x. 

-+ Les fonctions les plus simples sont les fonctions linéaires et affines : leurs repré
sentations graphiques sont des droites. 

-+ Si on veut montrer qu' une propriété qui dépend d'un entier 11 est vraie pour toute 
valeur de cet entier, on peut faire un raisonnement par récurrence. 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
Dites si les affim1ations suivantes so1u vra.;es ou/misses . 
Justifiez vos réponses. 

1. Tout nombre ra i est rationnel. 

2. Tout nombre rationnel est réel. 

3. Une partie majorée non vide de R admet toujours W1 

pl~ grand élément. 

4. Une partie majorée non vide de R admet toujours WJe 

borne supérieure. 

5. La fonction f définie par f(x) = ,?- est une bijection 
deR dans R. 

6. La seule fonction f de R dans R qui est à la fois paire 
e t impaire est la fonction nulle (c 'est-à-Oire telle que 
/ (.<) = 0, V.< e R). 

• Corrigés p. 364 

Exercices 
2 Mélanges d'intersections et d'unions 
Montrer que si A, B , C sont des ensembles, alors : 

(Au B) nC = (An C) u (BnC) 

e t 
(An B) UC = (Au C) n (BUC) 

3 Max, min, sup, lnf 
Dans l'ensemble R, donner le plus grand élément, le plus 

petit élémen~ la borne sup, la borne inf des parties sui
vantes. 

1. A = [1;3[ 

2. B =J-4;+oo[ 
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4 Oomabte de dtfinitlon 
Quel est le domaine de définition Dr des fonctions 
suivantes? 

1. f(x) = ~ 
X 

2. f(x) = 4 + -
1

-
x - 2 

8 
3. f(x) = 2 + x2 + 

2 
9 

4. f(x) = 17 + 3x + x2 _ 
16 

2 
5. f(x) = 5- x2-Sx+ 6 

• Corrigés p. 364 

5 Fonctions paires, fonctions Impaires 
Dites si les fonctions suivantes sont paires, impaires, ou 
ni l'un ni l'autre: 

1. f(x) = 2x' - ,?- + 7 
2. g(x) = x' -1x 

3. h{x) = ,< +u + 1 
x' + 8 

4. F<,x)= --
x2 +7 

6 Une rkurrence 
Montrer par récurrence que : 

n{n + 1)(2n + 1) 
12 +22 + ... +n2 = 

6 
pourtoutneN'. 

1 CoQt quadratique et fonctton de profit 
Une entreprise fabrique des objets qu'e lle vend au prix 
unitaire de 100 euros. Les coats de fabrication d'une 
quantité q d'objets sont donnés par : 

C(q) = 0, Iq2 + 5(X/ + 4000 

1. Calculer le profitfl(q) de l'entreprise si e lle fabrique 
q objets e t qu'elle réussit à les vendre tous au prix 
unitaire de 100 euros. 

2. Pour quelles valeurs de q le profit est-il nul ? 

3. Pour quelles valeurs de q le profit est-il positif ? 



8 Fact-0rlser pour rhloudre 
Soit fla fonction dt6nie pour tout x e R par : 

f(x) = x' - 7,.2 + 14x - 8 
1. Calculer/( 1). En déduire une factorisation de f. 
2. Résoudre f(x) = O. 

9 Rinl\mP. tlP. NP..,.1.on 
Calculer (x + 2 '!' de deux façons diJft rcntes : 

1. Par calcul direct. 
2 . En utilisant la formule du binôme de Newton. 

Chapitre 1 Fonctions d'une variable réelle: les bases 

10 Fonctton rationnelle et coQt moyen 

Une imprimerie produit des ouvrages au coût unitaire de 
5 euros pour les 2 000 premiers exemplaires, e t de 8 eu
ros pour les exemplaires au-delà de 2 000 (car d ie doit 
alors utiliser une machine plus coOteuse). 

Quelle est la fonction de coût total 7 

Qudle est la fonction de coût moyen 7 
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Ç 
uand une variable économique dépend 
d'une autre, on veut pouvoir mesurer facile
ment les variations de la première en fonc

u s variations de la seconde. Par exemple, si Je 
coût total de production C d'un bien dépend de la 
quantité produite Q, c'est-à-dire C = f(Q), comment 
dire de façon simple de combien augmente environ 
Je coût quand la quantité produite augmente un peu ? 

courbe, on peut considérer que cene courbe est 
quasiment une droite. Pour une petite augmen
tation de la quantité produite, Je coût augmente 
approximativement de façon linéaire. Autrement dit, 
tant que les variations sont petites,!' augmentation du 
coût est approximativement proportionnelle à l'ac
croissement de la quantité produite. Le coefficient de 
proportionnalité s'appelle la dérivée. 

La notion de dérivée permet de répondre à ce Connaître la dérivée d'une fonction sur tout un in-
type de questions. L'idée générale consiste à dire : tervalle permet d'étudier ses variations, c'est ce que 
quand on bouge seulement un peu Je long d'une nous verrons dans ce chapitre. 

LES GRANDS 
AUTEURS Isaac Newton (1643-1727) 

Isaac Newton est un physicien et mathématicien anglais. Il fait ses études à Cambridge 
où il s'intéresse particulièrement aux mathématiques, à l 'astronomie, l'alchimie et la 
théologie. 
À l'aide d'un prisme, il mont re que l'on peut décomposer la lumière blanche en plu
sieurs couleurs. Il est surtout connu pour sa théorie de la gravitation universelle, qui 
montre qu'entre deux objets existe une force d'attraction proportionnelle au produit 
des masses des deux objets, et inversement proportionnelle au carré de la distance 
qui les sépare. Il invente le colcul infinitésimal - éest-à-Oire le calcul mathématique 
utilisant les déri~es - en mêTie temps que Leibniz. À l'aide de ce calcul infinitêsi
mal, il déduit de sa loi de la gravitation les lois de Kepler qui décrivent le mowement 
des planètes autour du soleil. En mathématiques, il a aussi décowert la formule du 
binôme. 
Son ouvrage majeur est Prindpes mathématiques de la philosophie naturelle publié en 
1687. Il y applique les mathématiques à l'étude des phénomènes naturels, confirmant 
l' intui tion de Galilée que• le livre de la nature est écrit en langage mathématique». • 



Dérivées 

D Dérivée d'une fonction en un point ...................................... 34 

f) Fonction dérivée et applications ......................................... 38 

D Limite finie d'une fonction en un point ................................... 61 

la Calculs de dérivées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 

El Dérivées d'ordre supérieur ... . ......................................... 119 

U Étude des variations d'une fonction ..................................... 138 

-+ Comprendre la notion de dérivée d'une fonction de JR dans JR. 

-+ Savoir calculer la dérivée des fonctions les plus courantes. 

-+ Utiliser la dérivée pour étudier les variations d'une fonction. 

-+ Faire le lien entre la dérivée et la notion microéconomique d'élasticité. 



Mathématiques en konomie--gestion 

D Dérivée d'une fonction 
en un point 

III Taux d'accroissement 
Lorsque nous avons étudié les fonctions linéaires et affines, nous avons introduit la 
notion de « pente». Si f est une fonction affine, définie par f(x) = ax + b, alors sa 
courbe représentative Cf est une droite, et a est la pente de cette droite. 
On peut faire les remarques qualitatives suivantes : 

- si a > 0 et a grand, alors la pente est forte, la droite C / monte « vite » ; 

- si a > 0 mais a petit, alors la pente est faible, la droite Cf monte « lentement » ; 

- si a < 0 alors la pente est négative, la droite Cf « descend », etc. 

Lorsque la courbe C / est une droite, elle monte de façon régulière ou bien descend de 
façon régulière, c'est-à-dire la fonction! croît ou bien décroît de façon régulière. 

Pour une fonction quelconque f, la courbe Cf ne sera plus une droite et elle ne variera 
pas obligatoirement de façon régulière. On aimerait mesurer ici aussi la « vitesse» de 
croissance ou de décroissance. Pour cela, on utilise la notion de taux d'accroissement 
définie ci-dessous. 

Définition 2.1 

Le symbole ô. signifie 
•variation de». 

Si f est une fonction définie de IR dans nt, Je taux d'accroissement (ou accroisse

ment moyen) de f entre les points xo et x1 est Je ratio f(xi) - f(xo), avec x 1 * xo. 
Xt - X0 

Le taux d'accroissement est som·ent noté ~, avec l!.x = x1 - xo et 1!.f = f(x1) -

f(xo). 

34 

Exemple 2.1 
Soit/ de RdansR,dé6nie par f(x) = 1<2. Le taux d'accroissement de/ cntre xo = 6et x1 = 9 

ô.f /(9) - /(6) 'fl - 62 81 - 36 
est ô.x = 9 - 6 = 9-=-6 = - 3- = 15. 

Le coOt total de production Cd' une quantité Q d'un bien est C = f(Q), avec f(Q) = 100 + 2Q2. Ici 100 représente 
Je coût fixe, e t 2Q2 Je coût variable. Supposons que la production initiale est Q0 = JO, e t qu'elle passe ensuite à 
Q, = 12. 
Le coût initial est Co = 100 + 2~ = 100 + 200 = 3CO. Le coOt est ensuite C1 = 100 + 2Q'l = 100 + 
288 = 388. 
L'augmentation du coOt est égale à ô.C = C1 - Co= 388 - 300 = 88, e t l'augmentation de la production est égale 
à ô.Q = Q, - Gi = 2. 

. ~ 88 . . 
Le taux d'accroissement est donc égal à ô.Q = 2 = 44. L'augmentat10n du coOt est en moyenne de 44 par umté 

produite supplémentaire. 



,&oposition.2J. 

Si f est affine, définie par f(x) = ax + b, sa pente est égale au taux d'accroisse

ment c'est-à-dire · a = f(x i) - f(xo) 
' • X 1 -X() 

Démons:tration 

f (x1) - f (xo) = (ax, + b) - (axo +b) = a(x, - xo) = a 
XJ - Xo XJ -Xo • 

On peut remarquer que si f est une fonction quelconque de IR dans IR, Je taux d' ac
croissement est la pente de la droite sécante (S), passant par Je point Mo(xo; yo) et 
M1(x1; y1) . 

c, 

f(x 1) 

f(xo) 

s 
x, X 

•Figure 2.1 Sé<ante (S) et taux d'accroissement 

16 Tangente et dérivée 
Nous avons donc vu qu' une fonction affine est une fonction dont la courbe représenta
tive a une pente constante. En effet, une droite, cela monte (ou descend) en tout point 
à la même vitesse ! 

Pour une fonction quelconque, les variations ne sont pas forcément régulières. Sur 
la figure 2.1 , on voit que près de xo la courbe Cf monte doucement, mais que près 

de x1 elle monte plus vite. Le taux d'accroissement f(x i) - f(xo) est donc une sorte 
X 1 -X() 

de moyenne sur tout l'intervalle. On voudrait savoir à quelle vitesse « monte» (ou 
descend) la courbe Cf au point xo exactement. li faudrait pour cela calculer Je taux 
d'accroissement de f quand x1 est très proche de xo. 

Considérons donc x1 = xo + h, et rapprochons œ plus en plus x1 de xo, c'est-à-dire 
faisons tendre h vers O. La droite sé cante (S) pivote et à la limite (S) devient ce qu'on 
appelle la droite tangente à Cf en xo (.- figure 2.2). 

À la limite, quand x1 = xo + h tend vers xo, c'est-à-dire quand h tend 
vers 0, la sécante (S) tend vers la tangente (T), et Je taux d'accroissement 
f(xo + h) - f(xo) f(Xo + h) - f(xo) 

tend vers la pente de la tangente (T). 
(xo+ h) -xo h 

Chapitre 2 Dérivées 
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c, 
s 

X 

•Figure 2.2 À la limite la sé<ante (S) tend vers la tangente Cn 

' df 
Il est d'usage de noter f (xo) ou dx (xo) la pente de la tangente (T) à la courbe Cf 

au point xo. 

On peut donc dire que f' (x0) est la valeur limite de f(xo + h~ - f(xo) quand h tend 

f(xo + h) - f(Xo) 
vers O. On note alors f (Xo) = JLllJ . h . 

Nous approfondirons dans la 3• section de ce chapitre puis au chapitre 4 la notion de 
limite d'une fonction en un point. Pour le moment nous avons abouti à la définition 
suivante. 

Définjtj~ ~ 

Dérivée en un point 
On dit que la fonction f est dérivable au point xo si le taux d'accroissement 
f(xo + h) - f(xo) . . 

h se rapproche d'une valeur lurute quand h tend vers O. 

On appelle dérivée (ou nombre dérivé) de la fonction f au point Xo le nombre 

! '( ) d 'fini /'( ) - r f(ro + h) - f(Xo) xo e par Xo -~ h . 

La dérivée est notée f (xo) ou ~ (xo). 

Attention, la dérivée n'existe pas 
toujours, car il n'y a pas toujours 
de valeur limite ! 

En écrivant l!.x = (xo + h) - Xo = h et 1!.f = f(xo + h) - f(xo), on a donc 
' df . 1!.f 

f (xo) = d x (Xo) = leo l!.x 
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Proposition 2.2 

Équation de la tangente 
La tangente à la courbe Ct en xoest la droite (T) d'équation : 

y = f(xo) + f' (xo)(x - xo) 

Démonrtration 
La tangente (T) est WJe droite d e pente f' (xo>. e t passant par le point Mo(xo; f (xo)). 



Elle est donc d' &juation y = ax + b, avec a = f (xo) e t avec f(xo) = axo + b. 

D'où b = f(X-O) - axo = f(xo) - J'(xo) X xo. 

On en dfduit que I' &juation de la tangente est : 

y = f' (xo) X x + f(xo) - f' (xo) X xo = f(xo) + f' (xo)(x - xo) 

Exemple2.2 

• 

Soit fla fonction de R dans R, définie par f(x) = J?-. Calculons la dtrivte de f au p-Oint 
Xo = J. 

f( I + h) - f(J'o (l + h)' - 1 1+2h + h2 -1 
Le taux d'accroissement en 1 est h · = h = h 

2h +h2 = - h- = 2 +h qui tend vcrs2quand htend verso, d'où ladtrivtc /(1) = 2. 

La pente de la tangente à Cr en x = 1 est égale à 2. 

L'&juation de la tangente est y = f(I) + /(l)(x - 1), c 'est·à· dire y = 1+2(x - 1), qu'on peut 
écrire y = 2x - 1. 

T 

• Figure 2.3 Graphe et tangente de f(K) = x2 

Chapitre 2 Dérivées 

La proposition suivante donne une approximation linéaire de f(X-O + h), 
qui revient en fait à dire q ue Je point d'abscisse xc + h de la courbe Ct est 
proche du point d'abscisse X-O + h de la tangente. 

En disant qu'au voisinage de Xo la 
courbe C1 ressemble à la droite 
(7). on fait une approximation 
linéaire. 

ftopositioo..2..3 

Pour h proche de 0, on peut faire 1' approximation : 

f(X-O + h) = f(xo) + r (xo)h 

Démonrtration 
. f(xo + h) - f(xo) . f(xo + h) - f(xo) 

f (x0) = !'!'A h donc s1 h est proohe de 0, alors h est proohc 

de /(xo), d'oùf(xo + h)est proche de f(xo) + /(xo)h • 

q . . f .. . '6 ~ q En notant ~ la dénvtc (au lieu de ' (x)), la propa Htton 2.3 sigm e que ô.x = ~ quand 

ô.x est proehc de O. 
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APPLl(ATJQN Variation du profit 

Supp-0sons que le profit d'W1e firme est une fonction fl(p) d» prix p du bien produit. 
Elle est telle que fl(IO) = 50000 et fl'(IO) = - 2000. Cela signifie que si le prix Wlitaire est de 10 €,alors le profit 
de la fillDe est égal à 50000 € . Si la 6nne augmente lég~rcment son prix qui pMse de 10 à IO+ h, alors le profit 
baisse, e t vaut alors fl(IO+h) = fl(IO) + ff( IO) xh = 50000- 2000/1. Parcxemple,fl(l2) = 50000- 2000x2 = 
46000. 

El Fonction dérivée et applications 
Dl Qu'est-ce qu'une fonction dérivée? 

Défia jtjoo 2.3 

Si f est dérivable en tout point d'un intervalle ouvert Ide nt, alors on peut définir 
la fonction qui à tout xo e I associe f'(xo). Cette fonction s'appelle la dérivée (ou 

fonction dérivée) de f sur/. On la note f' ou dx. 

Exemple2.3 
Calculons la dérivée de la fonction f de R dans R, définie par f(x) = X'. 

f(x + lil - f(x) (x + hf - x' 
Le taux d'accroissement est k = h · 

Quand on développe (x + h)3, on obtient : 

(x + h)3 = (x + h)2 (x + h) = (X' + 'lh.x + h2)(x + h) = X' + 3hX' + 3JCx + !? . 
Le taux d'accroissement devient : 

(x + h: - . .' = ~ (x' + 31Lt' + 3h'x+ h' - x') = 3x' + 3hx + h' 

qui tend clairement vers 3x' quand h tend vers 0 (pour tout x fixé). 

La fonction dérivée de f est donc ici donnée par J'(x) = 3X'. 

Plus x est grand (en valeur absolue), plus j'(x) est grand, e t donc plus f •monte vite». 

X 

I 
f(x) = x' 

• Figure 2.4 Graphe de f (K) = x' 
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Chapitre 2 Dérivées 

APPLl(ATlQN Coût marginal 

Le coOt marginal d~gne le taux d'aceroiscment du coOt qui rtsuhe d'une três petite augmentation de la quantit6 

produite. Si la fonction de ooOt est C(Q), le coOt marginal est ~~ avec t.Q petit 

t.C dC 
Si la fonction de coOt est d6rivablc, on a 11J!o t.Q = dQ' c'est poorquoi dam ce cas on appelcra coOt marginal la 

. , . dC 1 dénv6c de la 10nCbOn de coOt, notée Cm(Q) = dQ . 

On parlera de même d'utilité marginale notée Um(x) = ~ pour ~gncr la dérivée de la fonction d'utilité. 

Les dérivées les plus simples à calculer sont les dérivées des fonctions constantes. 
En effet, toute fonction constante a une dérivée nulle. Ce résultat est intuitif car une 
fonction constante a un taux d'accroissement nul en tout point. 

,l'J:oposition__U 

Dérivée d'une fonction constante 
Soit f une fonction constante, c.-à-d. f(x) = c pour tout x e nt, où c est une 
constante fixée, ce IR. Alors f' (x) = 0, pour tout x e nt. 

Démonrtration 

/ ' (x) = lim /(x + h) - /(x) = lim c - c = 0 
...... h ·~ h • 

Calculons aussi la dérivée de la fonction racine carrée, qui est souvent utilisée dans 
les fonctions de demande ou de production. 

,fl'.opositioo-2..5 

Dérivée de la fonction racine carrée 
Soit f la fonction définie par f(x) = Vx pour x ~ O. 

Alors f est dérivable sur JO; +oo[, et f'(x) = 
1
,. pour tout x > O. 

2 vX 

Démonrtration 
Le taux d'aceroisscment est : 

f(x + h) - /(x) Vx+ï. - vx ( Vx+ï. - vxX Vx+ï. + Vil x + h - x 

h h h{ VX:+ïi + Vx> h{ Vx+ï. + Vx> 
h 1 . 1 0 

. r---7 . r---7 qw tend vers . "" quand h tend vers . 
h("vx+h+ Vil ("vx+h+ Vil (2..,x1 

La fonction dérivée de f est donc ici donn6e par f (x) = '. r.: p-OUr x > O. • 
2 ..,x 

8 
@ 1 Voir 1. Etner, M. lele\'ll, Micr<>lconomie,coU. • Openbook», DunO<l, 2014 p. 6().61. 
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f(x) = , ;c 

0 

• Figure 2.5 Graphe de f(x) = Vx 

RI Élasticité 
On a vu que si y = f(x), avec f dérivable, alors si la variation l!..x est petite, Je taux 

d'accroissement 1!.f est proche de la dérivée df (.- proposition 2.3). 
l!.x b 

Supposons que la demande Q d'un certain bien est une fonction du revenu R, avec 
Q = f(R). D 'après la proposition 3, la dérivée f'(R) fournit une valeur approchée 
de l ' augmentation 1!.Q de la demande, provenant d' une augmentation l!.R du revenu : 

1!.Q "'f'(R) donc 1!.Q "'f'(R)l!.R. 
l!.R 
La limitation d'une telle formule est qu'elle dépend de l'unité de mesure choisie (cen-
times, euros, dollars ... pour Je revenu ; kg, tonnes, etc. pour les quantités). Si on ex
prime les variations en pourcentage, on n'a plus de problème d' unité. C'est ce que 
permet la notion d'élasticité, qui n'est autre que la dérivée exprimée en pourcentages 
(pour chaque variable). 

DMio.i1Um..2~ 

Si f est dérivable, de dérivée dx· J'éla5ticité de f par rapport à x est définie par : 

f df X 

lrx = dx X f(x) 

PJopositioo 2.6 

Si f est dérivable, quand x augmente de 1 %, alors f(x) augmente d'environ et 
fois 1 %. 

Démonrtration 
# X ~ X # ~ .. e! = dx x f(x) = tu x f(x) car on a dx = tu pour tu proche de 0 ( .. propos1t1on 2.3) 

do f f>.f X ' à •~ f>.f f tu 
ace;.= f(x) x tu' c est- -vue j(x) = e;. x 7 . 

tu l>.f 7 est le taux de croissance de x et f(x) est le taux de croissance de f. 

Si 
l>.x l>.f _, 

7 = 1 %, a!OIS f(x) = e, X 1 %. • 



Chapitre 2 Dérivées 

APPLl(ATlQN Élasticité-revenu, élasticité-prix 

a. ~lastici té-revenu2• La demande Qd'WI CCI".ain bien dtpend du revenu R. L'tlasticit6 de la demande par 
rapport au revenu est : 

dQ R 
~ = dR X Q' 

S upposons que e~ = 1,5. AIOŒ, Si le revenu augmmte de 1 %, la demande augmente de 1,5 %. De même, Si le 
revenu augmente de 2 %, la demande augmente de 3 % environ. 

b. ~lasti cité-prix3• La demande Q d'WI certain bien dépend de son prix P. L'tlas1lcit6 de la demande par 
rapp<rt au prix est : 

dQ p 
,/j = dP X Q' 

S upposons que e~ = -2. AloŒ, si le prix augmerte de 1 %, la demande baisse de 2 %. De même, si le prix 
augmente de 3 %, la demande baisse de 6 % environ. 

Exemple 2.4 
Supposons que la demande Q est une fonction du re\Cnu R, avec Q = Q(R), où Q(R) = 3 VR. 
OnaQ'(R)=-

3
- donc ,,u =-3-x~ = ~. 

2VR R 2VR 3VR 2 
Si le revenu augmente de 5 %, la demande augmente de 2,5 %. 

D Limite finie d'une fonction 
en un point 

ID Qu'est-ce qu'une limite? 
Pour aborder la notion de nombre dérivé de f en un point, nous avons dû introduire la 
notion de « limite», puisque la dérivée est la « limite» du taux d'accroissement. 

Quand on écrit f'(xo) = lim f(xo + h~ - f(xo), cda signifie que quand h se rapproche 
/HO 

très près de 0 (on dit « quand h tend vers 0 »),alors le taux d'accroissement se rap
proche d'aussi près que l'on veut de f'(X-O). Par exemple, quand nous avons calculé 
f'(I) pour f définie par f(x) = r, nous avons obtenu ~ exemple 2.2) : 

f'(I) = lim (I +h)2 - I = lim 2h +h
2 

= lirn(2 + h) = 2 
!HO h !HO it !HO 

On peut dire que ~(2 +h) = 2 car 2 + h est aussi près que l'on veut de 2 pourvu que 

h soit suffisamment près de O. 
Pour calculer la dérivée de f en 1, on a donc calculé la « limite» de la fonction 

g(h) = (I + ~
2 

-
1 

quand h tend vers O. Cela nous amène à la définition suivante. 

2 Voir 1. Etner, M. lele\'ll, Op. cil., p. 8. 
3 Voir 1. Etner, M. lele\'ll, Op. cil., p. 10. 
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D__éiîn ition l..S 

limite en un point 
Considérons un intervalle ouvert Ide nt, et un point xo. avec xo e /. Supposons 
que f est définie sur/, sauf peut-être en xo. On dit que fa pour limite Je nombre 
réel l quand x tend vers xo si f(x) devient aussi proche que l'on veut del, pour 
tout x suffisamment proche de xo (avec x * xo). 
On note lim f(x) = l. 

,~,. 

Nous verrons une formulation mathématique plus précise de cette définition au cha
pitre 4 ~ Definition 4.1). 

Exemple 2.5 

On veut calculer la dtriv~ en xo = 2 de la fonction f définie par f(x) = ! , pour x > O. 
X 

Pour cela, on doit calculer la limite du taux d'accroissement : J'(2) = lim /(
2 + h~ - !<2>. 

·~ Cela signifie que lon doit délerminer ~ !J(.h), où 9 est la fonction définie par : 

g(h) = /(2 + h) - /(2) = ! [-1- - !] 
h h 2 + h 2 

1 [ 1 I l 1 [2-(2+h)l 1 -h -1 
g(h) = h 2 + h - Ï = h 2(2 + h) = h X 2(2 + h) = 2 X (2 + h) 

-1 
où 2 + h tend vcra 2 quand h tend vers 0, donc~ !J(.h) = 4. 

-1 
On peut conclure que /'(2) = 4 . 

l.R Opérations sur les limites 
Pour éviter d'avoir à faire systématiquement beaucoup de calculs à chaque fois que 
l'on doit calculer la limite d'une fonction, les quelques propriétés suivantes peuvent 
être utiles. 

Proposition 2. 7 

limites d'une somme, d'un produit, d'un quotient 
Supposons que lim f(x) = let lim g(x) = m , alors : 

x~xo x~xo 

(i) lim (f(x) + g(x)) = l + m 
x~xo 

(il) lim (f(x) X g(x)) = l X m 
x~xo 

(ili) lim ( f(x)) = .!:.. (si m * 0) 
x~xo g(x) m 

Démonrtration 
Donnons l'intuition pour la prcmii re propriété. Si lim f(x) = I et lim g(x) = m, alors quand 

x-.xo x-.xo 
x est proche de x0 , on peut dire que f(x) est proche de I et que g(x) est proche de m , d'où 
f(x) + !J(.x) est proche de I + m. 

On procMe de même pour les autres propriétés. • 



La démonstration mathématique plus précise repose sur la formulation mathématique 
précise de la notion de limite que nous verrons au chapitre 4 (.- Définition 4.1) 

proposit ion 2.8 

Si f est dérivable en xo, alors lim f(x) = f(xo). 
,~., 

Démonrtration 
Supposons f dtrivable en x0 . Le taux d'accroissement f (xo + h~ - f (xo) a donc une limite 

finie quand h -+ 0, limite égale à f (x0 ). On remarque alors que: 

f (xo + h) - f (xo) = ( f (xo + h~ - f (xo) ) X h , où ( j(xo + h~ - f (xo)) tend vers f (xo) et où 

h tend vers 0 , donc f (xo + h) - f (xo) tend vers O. Cela signifie bien que f (xo + h) tend vers 
f (x0 ), et donc que f est continue en x0 . • 

[) Calculs de dérivées 

!:D Quelques règles de calcul 
Les règles de calcul des limites de fonctions en un point que nous venons de voir vont 
nous aider pour calculerles dérivées de fonctions s'écrivant à partir d'autres fonctions, 
puisque une dérivée est une limite de taux d'accroissement. 

Supposons que " et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I de nt. 
Alors on peut calculer les dérivées de " + v, de" - v, de "X v, de ~. à partir des 

V 
dérivées de "et de v. 

Proposit ion 2.9 

Dérivées d'une somme, d'un produit. d'un quotient 
Soient "et v deux fonctions dérivables sur l'intervalle ouvert Ide nt. 

(i) Si f est définie par f(x) = 11(x) + v(x), 
alors f est dérivable et f'(x) = r/(x) + v'(x). 

(il) Si f est définie par f(x) = 11(x) x v(x), 
alors f est dérivable et f'(x) = r/(x)v(x) + 11(x)v'(x). 

(ili) Si f est définie par f(x) = ~~~ , 
alors f est dérivable et f' (x) 

rl(x)v(x) - 11(x)v'(x) 
(v(x)J2 pour tout x tel que 

v(x) *O. 

(iv) Si f est définie par f(x) = v(~)' 

alors f est dérivable et f'(x) = ~~~~ pour tout x tel que v(x) *O. 

Chapitre 2 Dérivées 
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Démonrtration 
(1) f' (x) = lim 11.(x + h) + v(x + h) -11.(x) - v(x) = lim 11(x + h) - 11(x) + lim v(x + h) - v(x) 

~ h - h ~ h 
(d'aprb la proposition 2.7 (i)) donc /'(x) lim ll(x + h) - ll(x) + lim v(x + h) - v(x) 

h~O h h~ h 
= u' (x) + v'(x) 

(Il) f (x+h)- / (x) = 11(x+h)v(x+h)-11(x)v(x) 

h h 
1 = h [11(x+h)(v(x+h)-v(x))+(11(x+h)-11(x)) v(x)] 

( h>
(v(x + h) - v(x)) (11(H h ) - 11(x)) ( ) 

= ux+ h + h vx 

Comme ona : 

~ 11(x + h) = 11(x) (d'apres la proposition 2.8) 

lim (v(x + h) - v(x)) = v'(x) 

~· h r (11(x + h) - 11(x)) ' ( ) eo h = u X 

. f (x + h) - / (x) 
On en d&lwt que h tend vers 11(x)v'(x) + 1/ (x)v(x). 

(Ill) f (x + h) - / (x) = ~ [ 1t(x + h) _ 11.(x) l = ~ 11(x + h )v(x) - v(x + h)1t(x) 
h h v(x + h) v(x) h v(x + h)v(x) 

1 = hv(x + h)v(x) [v(x)(1t(x + h) - 11(x)) - 11(x)(v(x + h) - v(x))] 

= 1 [v(x) (11(x + h) - 11(x))- ll{x) (v(x + h) -v(x))] 
v(x + h)v(x) h h 

où ~v(x+ h) = v(x) 

lim (11(x + h) -11(x)) = u' (x) et lim (v(x + h) - v(x)) = v'(x) 
1-0 li 1-0 li 

donc f (x + h~ - / (x) tend vers ~ (v(x)u' (x) - 11.(x)ll (x)] quand h tend vers O. 
(v(X!J 

(lv) lmm&liat en appliquant (Ill) pour 11(x) = 1. 

Co.r:ol laire 

Soit " une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de nt, et soit c une 
constante, c e nt. 

(i) Si f est définie par f(x) = 11(x) + c pour tout x, alors f est dérivable sur I et 
f' (x) = r/ (x). 

(il) Si f est définie par f(x) = 11(x) X c pour tout x, alors f est dérivable sur I et 
f(x) = rl(x) X c. 

Démonrtration 

• 

Pour montrer (1), on pose v(x) = c pour tout x, et on applique la proposition 2.9 surla dtrivée 
d'une somme de fonctions: f' (x) = il (x) + v' (x), avec il (x) = 0 car v est constante. 

Pour montrer (Il), on pose v(x) = c pour tout x, et on applique la propœition 2. 9 sur la dtrivée 
d'un produit de fonctions: 

j'(x) = u' (x)v(x) + 11(x),'(x) = [u' (x) x c] + [1t(x) x 0] = i/(x) x c • 



La proposition suivante va permettre de préciser l ' approximation donnée à la 
proposition 2.3. 

proposition 2.10 

f a pour dérivée Je nombre l en Xo si et seulement si il existe une fonction e définie 
au voisinage4 de 0 telle que f(xo + h) = f(xo) + lh + he(h). avec~ e(h) = O. 

Démonrtration 
Soit d_h) = f (xo + h~ - f (xo) _ /. 

Par d t finition du nombre dtrivt e n un p-Oint, f a p-Our dtrivte le nombre I e n xo si et seulement 

si !~e(h) = O. • 

Soient I et J deux intervalles de nt. Considérons une fonction f de I dans nt, et une 
fonction g de J dans nt, telle que f(/) c J, si bien que g o f est définie sur /. On 
suppose que xo e /,et yo = f(xo). 

Proposition 2.11 

Dérivée d'une fonction composée 
Si f est dérivable en x0 et g dérivable en y0, alors g o f est dérivable en X(), et 
(go f)'(x0) = g' (f(xo)) X f' (xo). 

Démonrtration 
On va utiliser d eux fois le critère d e dtrivabilité de Il prop-Osition 2. 10. 

On lapplique d'abord à f: 

(go f) (xo + h) = g(f(xo +h)) = g(f(xo) + f' (xo)h+ hd_h)) avec ~d.h) = 0 

Posons k = f' (x0 )h + hd_h). Quand h tend vcra 0, alora k tend ve ra O. 
On applique maintenant le critère d e dérivabilité à g. n existe une fonction e1 de la variàble k, 

telle que !~e1 (k) = 0, et : 

g(yo + k) = g(yo) + g'(yo)k + ke,(k) 

En remplaçant k e t !JO par leura valeura, on obtient, puisque Yo + k = f (xo + h) : 

g (f(xo + h)) = g(f(:ro)) + g'(f(xo)) x (J'(xo)h + hd_h)] + ke1 (k) 

g(f(xo + h)) = g(f(:ro)) +g'(f(xo)) X f (xo)h +g'(f(xo)) X [he(h)) + (f'(xo)h + he(h)] e,(k) 

g(f(xo + h)) = g(f(:ro)) +g'(f(xo)) X f (xo)h +h xe,(h) 

où e,(h) = if(f(xo)) x e(h) + (J' (xo) +e(h)] e 1(k) donc !~e2(h) = 0 On e n dolduit donc, 

d'apres le crithe d e la prop-0sition précédente, que tj(f(x0 )) x f' (x0 ) est la d t rivte d e go f 
enxo. • 
Exemple 2.6 
On ve ut calc uler la dtrivte d e H(x) = '11 + i' P'l ur x > -1. Posons f (x) = 1 + i' e t 
g(y) = ..fY. On a H = go f . On connaît la dtrivte de g e t celle de f (• section 2.1). 

On a g'(y) = 
2 

'. r.; e t f'(x) = 3i' , d'où /f (x) = if (j(x)) x f' (x) = _;,._, x 3i' . 
..,y 2'11+.t' 

4 Rappelons que dire que hl fonction & est définie au voisinage de 0 signifie que & est définie sur un 
intervalle ouvert (même petit) contenant 0 (• &finition 1.8) 
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fl:oposition.2..12 

Dérivée d'une fonction réciproque 
Si f est une bijection de I dans J, où I et J sont des intervalles de nt, et que f est 
dérivable en XO E /,avec f'(xo) * 0, alors son application réciproque g = r i est 

dérivable en yo = f(xo), et g'(yo) = f'(~ol° 
c . . . . . ,,-1)'( ) 1 

ect s ecnt aussi v yo = f' 01_1 (yo). 

Démonrtration 
Si y E J , alors x = g(y) E / ,cc qui &juivaut à y= f (x). Quand x tend vers xo, on a y tend 
vers Yo car f dtrivable en xo implique lim f (x) = f (xo) (~ proposition 2. 8). D'où : 
g(y) - g(yo) x - xo . 1 

y - yo = f (x) - f (X-O) qw tend vers f (xo) quand x tend vers x0 , donc quand y tend 
vers y0. 

On 
. 1 

a donc bien g'(yo) = f'(xol' 

D'autre part, if(Yo) = (J1Y(Yo) et f'(xo) 
fonnule. 

Exemple 2.7 

f o / 1(y0), cc qui donne la deuxiime 

• 
Soit f définie de R. dans R. définie par f(x) = i'. La fonction f <St une bijection de R. dans 
R.. de fonction réciproque / 1 (x) = v;. La dtrivée de f est f'(x) = 2x ~ paragraphe 4.2, 
dérivée d'un polynôme). On en d&luit la dtrivéc de / 1 

: 

1 1 1 1 
r (x) = f' 01-1(x) = 2f-1(x) = 2 Vx 
On retrouve ainsi la dérivée de la fonction racine carree, déjà calculole plus haut 
(~ proposition 2.5). 

!:Ill Dérivée d'un polynôme 
Les polynômes sont les fonctions les plus faciles à dériver : elles sont définies sur 
tout nt, et à l ' aide des propositions précédentes il est facile de calculer Jeurs dérivées. 
Commençons par dériver les monômes. 

ftoposition_2..13 

Dérivée de x" 
Soit f définie sur llt par f(x) = x", où 11 e N'. 
Alors f est dérivable, et f'(x) = 1u•-1. 

Démonrtration 
On va démontrer cette proposition par récurrence (~ voir section 4 , chapitre 1, pour des ex
plications sur cc qu'est un raisonnement par récurrence). 

- CollUllCnÇOOS par le montre r pour n = 1. Si f(x) = x, alors le taux d'accroissement est 
f (x + h) - f(x) x + h - x . . 

h = --h- = 1 qw tend b10n sOr vers 1 quand h tend vers O. 

D'où f'(x) = 1 sin = 1, cc qui oorrespond bien à l'énoncé de la propœition pour n = 1 
(car x0 = 1). 



- Supposons que cette prop-Osition est vraie pour un certain e ntier n. Pe ut- on e n déduire 
qu'e lle est vraie p-Our l'cntier suivan~ c ' est·à· dire p-OUr n + 1? 

Si f(x) = x'"'1, alors on peut ~rire f(x) = u(x) x ;,o(x), avec u(x) = Jt' e t v(x) = x. 

D'apres la formule sur la dériva d'un produit, on a f' (x) = u' (x) x v(x) + u(x) x v' (x). 

La prop-Osition est vraie p-Our n, donc i/(x) = nJt'·'. De plus v'(x) = 1 d'où: 

f'(x) = n,C-1 
X X+;(' X 1 = nX' + ;(' = (n + l ).t" , ce qui signifie que la prop-OsitiOn est 

vraie p-OUr n + 1. 

- R~pitulons: nous savons que la prop-Osition est •irai p-0ur n = 1. D'autre part, nous avons 
montré que si elle est vraie pour un entier n, elle sera vraie aussi pour l'entier suivant. 

On peut donc dire : 

- elle est vraie p-0ur 1, donc e lle est vraie aussi pour l'e ntier suivant c 'est · à-dire 2; 

- elle est vraie p-0ur 2, donc e lle est vraie aussi pour l'e ntier suivant c 'est · à-dire 3; 

et ainsi de suite .. 

On voit donc de proche e n proche qu'e lle est vraie finalement pour tout e ntier supérieur 
à 1. 

On a donc démontré la proposition par r~rrence. • 
Un polynôme est une somme de monômes. Comme la dérivée d'une somme de fonc· 
tions est la somme des dérivées de ces fonctions, on peut donc calculer fucilement la 
dérivée de n'importe quel polynôme . 

.eroposit ion 2..14 

Dérivée d'un polynôme 
Tout polynôme f est dérivable sur nt, et sa dérivée est la somme des dérivées des 
monômes qui Je composent. 
Si f(x) = anx" + a •• ,r 1 + ... + a 1x + ao pour tout x E nt, 
alors f' (x) = 11a.r 1 + (!1 - l)a .. 1r

2 + ... + a1. 

La démonstration est immédiate d'après la proposition sur la dérivée d'une somme. 

Exemple 2.8 
Soit f daînie p-OUr tout x E R par f(x) = 2x' - 1i' - Sx + 15 

On sait calculer la dériva d e c haque terme, d'où: 

J'(x) = 2 x (3i' ) - 7 x (2x) + 8 x 1 + 0 = 6i' - 14x + 8 

~ Dérivée d'une fonction rationnelle 
Nous savons dériver les polynômes, et nous savoos dériver Je quotient de deux fonc· 
tions dérivables, donc nous pouvons calculer la dérivée de n' importe quelle fonction 
rationnelle, puisqu'une fonction rationnelle est Je quotient de deux polynômes. 
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&oposition.2.15 
P(x) , 

Soit f une fonction rationnelle, définie par f(x) = Q(x), ou P et Q sont des 

polynômes. 

Alors f' (x) = P'(x)Q(x) - P(x)Q'(x) pour tout x tel que Q(x) *O. 
(Q(x))2 

La démonstration est immédiate d' après la proposition 2.9 (ili) sur la dérivée d' un 

quotient. 

Exemple 2.9 
. . x' -1x+1 

S<l1t J dt6me par f (x) = x2 _ 
3
x + 

1
. 

Ici P(x) = x' - 7 x + 2 e t Q(x) = x2 - 3x + 2 , 

d'où P'(x) = 3x2 - 7 e t Q'(x) = 2x- 3, 

donc f' (x) = P'(x)Q(x) - P(x)Q'(x) = (3x2 - 7)(x2 - 3x + 2) - (x' - 7 x + 2 X2x - 3) . 
(Q(x)f (x2 - 3x + 2)2 

Une fonction rationnelle particulièrement simple et fréquemment utilisée est tout sim
plement l'inverse d' unmonôme. D' où la proposition suivante. 

l'roposition 2.j 6 

Si f est définie pour tout x non nul par f(x) = ~,où 11 e N', alors f'(x) = ;.
1 

• 

Démonrtration 

f est une fonction rationnelle, f = ~ , où p-Our tout x on a : P(x) = 1 e t Q(x) = ;('. 
Lesdtrivful sont P' (x) = 0 e t Q'(x) = mt-• , 
doncf'(x) = P'(x)Q(x) -P(x)Q'(x) = -nX--

1 = .::!':._. 
(Q(x)f (x!''f' x<•• • 

D Dérivées d'ordre supérieur 
Si la fonction f est définie et dérivable sur un intervalle I de nt, il se peut que sa 
dérivée f' soit elle-même dérivable. On obtient ainsi la dérivée de la dérivée. Celle
ci peut elle-même être dérivable, et ainsi de suite. Ceci nous conduit à la définition 
suivante. 

~Q1L2,.§ 

Soit f définieet dérivable sur l'intervalle Ide nt. Sa dérivée f' est appelée dérivée 
première de f. 
Si f' est dérivable, on appelle la dérivée de f' la dérivée seconde de f, notée f". 
La dérivée troisième, notée j<3l , est la dérivée de la dérivée seconde. 



On définit ainsi de proche en proche pour tout entier 11 ~ 2, la dérivée nième de f, 
notée f"l : c'est la dérivée de la dérivée (11 - l}'l"" de f (si elle existe). 

On verra au chapitre 6 que la dérivée première et la dérivée seconde d'une fonction 
sont utiles pour déterminer les valeurs maximales ou minimales de cette fonction. 
La dérivée seconde donne des informations sur la forme de la courbe (.- section 5 
concavité, convexité, chapitre 6). 

Exemple 2.10 
Soit f dt finie sur R par f (x) = x'. 
La dérivte première de f est j'(x) = 4x' ( .. section 4.2). 

La dtrivée seconde de f est f" telle que j"(x) = 12x2. 

La dérivte troisième est f'>(x) = 24x. 

La dérivte quatrième est f ' >(x) = 24. 

La dtrivée cinquième est f'>(x) = O. 

La dtrivée n""" pour n ~ 5 est donnée par f •>(x) = O. 

n Étude des variations 
d'une fonction 

61 Lien entre le signe de la dérivée 
et le sens de variation 

On a vu que si f est dérivable en un point x0 , alors au voisinage de x0 la courbe C / est 
très proche de la tangente (T), qui est une droite de pente f'(x0). 

- Si f'(xo) > 0, la tangente (T) est une droite strictement croissante. La courbe Cf 
est donc très proche d'une droite strictement croissante au voisinage de xo. 

- Si f' (xo) < 0, la tangente (T) est une droite strictement décroissante. La courbe Cf 
est donc très proche d'une droite strictement décroissante au voisinage de xo. 

On comprend donc facilement que si f est déri,·able sur tout un intervalle, le signe 
de sa dérivée va nous aider à tracer le graphe de f, en perticulier pour savoir si f est 
croissante ou décroissante. C'est l'objet de la proposition suivante. 

f.topositioo.,L1.1 

Signe de la dérivée et sens de variation 
Soit f une fonction de IR dans IR, dérivable sur un intervalle ouvert/. 

- si f' > 0 sur/, alors f est strictement croissante sur I ; 

- si f' < 0 sur/, alors f est strictement décroissante sur/. 
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Démonrtration 
On donne ici seulement l'intuition. La démonstration matht matique précise est donntc au 
chapitre 6, section 1. Supposons f' > 0 sur/. 

En chaque p-Oint de l'intervalle/, on peut dire que ~~ = ~ > O. En tout point de/, une 

petite augmentation tu > 0 de la variable x, entraine une augmentation ô.f >Ode la fonetion 
f. Comme ceci est vrai en chaque p-Oint, on en dtduit que f est strictement croissante sur/. 

Le principe est exactement le même pour f' < 0 sur /. • 

On peut remarquer que à 1' inverse f strictement croissante n'implique pas f' > 0 sur 
tout l'intervalle. Par exemple, soit f définie pour tout x e IR par f(x) = :? . Alors f est 
strictement croissante sur tout IR, et f (x) = 3.1 ~ 0, mais f (0) = O. 
Un théorème plus précis sur Je lien entre signe de la dérivée et sens de variations 
est établi au chapitre 6, comme corollaire du théorème des accroissements finis 
(.. chapitre 6, section !). 

Si on veut étudier les variations d'une fonction, 
il faut donc avant tout déterminer sur quels inter
valles sa dérivée est positive, et sur quels inter
valles elle est négative. 
Une fois déterminés ces intervalles, on peut les 
faire figurer dans un « tableau de variations » qui 
permet déjà de visualiser l'allure de la fonction. 
Le tableau de variations fait figurer : 
- les valeurs possibles de x, sur la première ligne ; 

- le signe de la dérivé.c en fonction de la valeur de 
x correspondante, sur la deuxième ligne ; 

- la croissance ou décroissance de la fonction f 
selon la valeur de x, sur la troisième ligne. 

On fait figurer aussi dans Je tableau les valeurs de 
faux bornes, ainsi que les valeurs de f aux points 
où sa dérivée s 'annule. On peut ensuite tracer la 
courbe. La tangente est horizontale là où la déri
vée est nulle. 

Notons qu'il peut être aussi utile de calculer les li
mites de la fonction aux bornes de son intervalle de 
définition ; c'estce que nous verrons au chapitre 4. 

l;Jfl Exemples d'études du sens de variation 
de fonctions 

Pour bien comprendre la méthode, considérons deux exemples. 

Exemple 2.11 
Étude de f(x) = 3x2 - 24x + 45 sur l'intervalle [0; 10). 

Cette fonction est un polynôme donc est dérivable sur tout R. 

/(x) = 6x-24 

f'(x) > 0 .. x > 4 et f'(x) < 0 <"> x < 4 
La fonction f cstdonc strictement décroissante sur [0;4[ e t strictement croissante sur )4; 10). 
Les valeurs aux borncs sont /(0) = 45 et /(10) = 300 - 240 + 45 = 105. 

Ladtrivtc s'annule en x= 4. On a/(4) = 3x 16-24 x4 +45 = 48 - 96 +45 = - 3 

On peut maintenant dresser Je tableau de variations. 



X 0 4 10 
/'(x) 0 + 

45 105 
/(x) /' 

- 3 

f(x) = 3x1- 24x + 4~ 

0 

• Figure 2.6 Graphe de f (x) = 3x2 - 24x + 45 

Exemple 2.12 
Étude de /(x) = x? - 12x + 3 sur l'intervalle [-5; +5]. 
Cette fonction est un polynôme donc est dmvable sur tout R. 

J'(x) = 3X' - 12 

j'(x) = 0.,, X' = 4, c'est-à-Oire x = ±2 

j'(x) < 0.,, X'< 4, c'est-à-Oire - 2 < x < +2 

J'(x) > 0 <">X' > 4, c'est-à-Oire x e] - oo; - 2[U) + 2; +oo[ 

La fonction f est croissante, puis d~roissante, puis croissante. 

Les valeurs aux b-Omes sont : 

/(- 5) = (- 5)3 - 12 X (- 5) + 3 = -125 + 60 + 3 = ~2 

/(5) = 53 
- 12 X 5 + 3 = 125 - tXl + 3 = 68 

Ladtrivée s'annule en x = - 2 ct x = 2. 

Ona/(- 2) = - 8 + 24 + 3 = 19 ct/(2)= 8 - 24 + 3 = - 13. 
O' où le tableau de variations : 

X - 5 - 2 +2 
/'(x) + 0 0 + 

+5 

19 68 
/(x) /' '.., /' 

-62 - 13 
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APPLl(ATJQN La maximisation du profit 

Dans ks deux applications qui suivent, on é tudie les variations de la fonction de profit d'une firme, afin de déter
miner quelle quantité de bien la firme doit produire pour maximiser son profit. On utilise pour cela la dérivée de la 
fonction de profit. 

a. Profit d' une firme dans un marché concurrentiel. Quand on est dans une situation concurrentielle, la 
finno no peut IX1S fixer Io plix do son choix. Ello doits· aligner sur le prix du marché P 1 qui pour cl.Io est conunc 
une constante fixée. S uppœons que le coOt de production d"me quantité Q est C(Q) = 4Q + Q2 
Le profit vaut alors : 

fl(Q) = PX Q- C(Q) = PX Q-(4Q + Q') = (P - 4)Q - Q2 
La dérivée de la fonction de profit est : 

fl'(Q) = P-4 - 2Q 
P-4 P-4 

On a 17'(Q)> 0.,, Q < -
2

- et fl '(Q) < 0 <"> Q > -
2

-

P-4 P-4 
- si P > 4, la fonction de profit est croissante pour Q < -

2
- ,et décroissante pour Q > -

2
- . Le profit <St donc 

P-4 
maximum pour Q' = -

2
- ; 

- si P < 4, alors fl ' (Q) = P - 4 - 2Q < - 2Q <O. La fonction de profit est décroissante pour tout Q > O. Le profit 
est maximum pour Q = O. Le mieux est de ne rien produire car le prix P est trop bas. 

b. Profit d 'un monopole. Quand une entreprise est un monopole, elle peut librement fixer son prix P puisqu'il 
n'y a pas de concurrence. Toutefois la demande Q est une foootion décroissante du prix. Quel est le prix idtal pour 
maximiser son profit ? Si le prix est trop bas, lrs rcœttes sont faibles. Mais si le prix est trop Bevé, la demaode et 
donc le volume des ventes est faible. Il faut é tudier précisément les variations du profit en fonction du prix. 
Supposons que la demande Q dépende du prix P de la façon suivante : Q = 80 - 2P. 

Cette relation peut aussi s'écrire: P = 80
; Q. Le prix est donc une fonction de la quantité veodue: 

p = P(Q) = 4')- ~Q 
2 

Supposons do pli.li quo Io coOt do p(oduclion d'une quantité Q est C(Q) = 4Q + Q?. 

Le profit vaut alors : 

fl(Q) = P(Q)x Q-C(Q) = (40 - ~Q)x Q-(4Q + Q') = 36Q - ~Q2 
La dérivée de la fonction de profit est : 

fl '(Q) = 36 - 3Q 
36 

On a 17'(Q)> 0.,, Q < 3 = 12 et 17'(Q) < 0.,, Q > 12. 

La fonction de profit <St croissante pour Q < 12, et décroissante pour Q > 12. Le profit est donc maximum pour 

Q' = 12. Le prix est alors P' = 4'0 - ~Q' = 40- 6 = 34. 



Les points clés 
-+ La dérivée d'une fonction est la limite de son taux d'accroissement. 

-+ La dérivée permet de donner une valeur approchée des variations d'une fonction 
autour d'un point, quand ces variations sont petites. 

-+ La courbe représentative d'une fonction est à peu près une droite (la tangente), 
quand on reste à proximité d' un point fixé. 

-+ Les régies de calcul des limites permettent de trouver les règles de calcul des 
dérivées. 

-+ Quand on connaît Je signe de la dérivée d'une fonction, on peut en déduire si cette 
fonction est croissante ou décroissante. 

-+ Pour déterminer Je maximum ou Je minimum d'une fonction, il est utile de calcu
ler sa dérivée et Je signe de celle-ci. 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés d ét aillés d e t ous les exercices sur la page d u livre sur le sit e 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
Di~s si les affirmations suivantes so111 vraies mtfœ.tsses. 
J1utifiez. \•os réponses. 

1. Une fonction f di!finie Sii' Ra Ull laux d'accroisse
mclll ooDSlaŒ si ci seulcmcnl si elle est affine. 

2 . Si WIC fonction f csl di!rivablc en Xo, alors soo 
grophe admcl une 1angcn1e en x0• 

3. La <Jmvœ d'une fonction composte est la composte 
desdtriv~. 

4 . Toute fonction polynôme csl dtrivable sur 1ou1 R. 

5. Toule fooctioo ralioonclle est dtrivable sur son en· 
semble do di!finilion. 

~ CUI 1 igés V· 364 

Exercices 
2 Dérh-00 du co(lt de producUon 
On note C(Q ) le coOl total de production de Q unil~ 
d'un bien. On suppose que C csl dtrivable. 

1 . Supposons que C'(500) = 20. ~·cs1-ccqueccla si· 
gnifie cona~cmenl 1 

2. Supposons cpe l'on '"'nde cc tien au prix uni1aiie 
P = 25. el cpe la produaion aciucllc est de 500. Esl· 
il inltressanl d'augmenter un peu la production 1 

3. Meme questioa pour un prix P = 15. 

.. Corrigés p. 364 

3 Dlrh'ff 11.mltedu taux d 'accro1-nt 
En ulilli.w1 la di!fiailioo de la dtri~ en U11 poin~ déter· 

miner la dtnvœ de f ca Xo = 1, si f(x) = - 2
- pour 

x+l 

lOUl X <: 0. Tracer Sur un n>emc gr~hÎ<pC le graphe de 
f et sa tangente ea xo. 

.. Corrigés p. 364 

4 Limite en un point 
Calculer la limile en"" = 1 des fonctions suivantes: 

1 . f(x) = x' - 3x+ 7 

x2 - l 
2 . f(x) = x - l 

3 /( )- x' - 8.t'+ 19x-12 
' X - x2 - 3x+2 

4 /( _ x' - 3x + 2 
• X)- x' - 1 

5 Dérh-00 et tangente 

1 . S<lil f définie pour 1ou1 rtlcl x par /(x) = ~ x3. 
Calculer la di!rivœ de f en Xo = 2. Tracer sur tm 

me~ gr:aphiqu~ la cow~ œpr~~IU.nl f ~l sa tan.. 

gclllc cnXo = 2 

2 . Memcs quesliom pour f(x) • 1 + 2 ../X avec x0 = 4. 

6 Calruls d e dérivées 
Calculer les dtri~ de.• fonctions suivanies, apr~ avoir 
déterminé leur ensemble de dtftrùtion. 

1 . /(x)=3x' - 7x3+8x-2 5. /(x) = 2+x 
2 - x 

2. f<x>= 11x2 - vx x> - 1 
3 . f(x) = "x' + 1 

6
' f(x) = x - 3 

~ 
1. t<x>= v~ 

.. Corrigés p. 364 

1 Profil sur un marcltéconcurrenUel 

1. Une firme csl dans un mruch6 concurrcnliel pour la 
production d'ua bitn donné. Le prix du m:ucb6 est 
P = 100. Le coû1 de production pour cette firme 
d'Ullc quantilt Q de bien est C{Q) = 60Q + 2Q'. 



Calculer la fonction de profit puis sa dtrivée. Quelle 
est la quantit6 Q• qui maximise Je profit de la firme? 

2. Mêmes questions avec P = 50. 

8 Profit d 'un monopole 
Une entreprise est en situation de monopole poor la pro
duction d'un bien. On suppœeque la demande Q d6pend 
du prix P de la façon suivante : 

Q = IOO-~P 
2 

Suppœons de plus que le eoOt de production d'une quan
tit6 Q est: 

C(Q) = 60Q + 2Q2 

Chapitre 2 Dérivées 

Calculer la fonction de profit en fonction uniquement de 
la quantit6 Q, puis sa dmv6'. Quelle est la quantit6 Q• 
qui maximise le profit de la firme 7 

9 Variatlom d'une fonction 

On eonsidire la fonction f dt6nie p-Our tout x par : 

f(x) = ~x' -4x2 + 12x - 5 
3 

Étudier les variations de la fonction f sur [0; 10). 

Calculer sa dmv6' e t faire son tableau de variations sur 
cet intervalle 

55 



E 
n économie, on a souvent besoin d'étudier des 
suites de données numériques, en particulier 
quand on suit J' évolution des valeurs d'une 

variable économique au cours du temps. 

- les valeurs sont-elles de plus en plus élevées (on 
dit que la suite est croissante)? 

- les valeurs de cette suite varient-elles de moins 
en moins avec Je temps, pour se rapprocher d'un 
nombre donné (on dit que la suite est conver
gente)? 

On peut étudier par exemple la suite formée des va
leurs successives : 

- du PIB chaque année; L'étude mathématique des suites numériques (ou 
suites de nombres réels) permet de répondre à ce 
type de questions. 

- du taux de chômage chaque mois; 
- du taux d'inflation chaque année. 

Il est donc utile pour l'économiste de savoir analyser 
des suites de nombres et répondre à des questions 
comme: 

LES GRANDS 
AUTEURS Archimède (287-212 av. J.-C,) 

Archimède est un mathématiden et physicien grec, vivant à Syracuse en Sicile. On 
considère que c'est l'un des plus grands mathématiciens de !'Antiquité. Il trouve le 
fameux principe d'Archimède: •Tout corps plongé dans l'eau subit de bas en eau 
une force opposée au poids dJ volume d'eau déplacé.» 
Dans son t raité La quadraturede la parabole, il calcule l'aire de la zone délimitée par 
une parabole et une droite la coupant. Pour œla, il encadre cette aire par les aires de 
suites de polygones dont on connaît la surface. Cela revient à montrer que l'aire de 
cette zone de parabole est limite d'une suite de surfaces de polygones, même si la 
notion de limite n'existe pas~ l'époque. Ce faisant, Archimède est un précurseur de 
l'utilisation des suites et séries numériques, et préfigure le calcul intégral. Il calcule le 
volume de la sphère selon une méthode similaire. 
Il meurt lors de la prise de Syracuse par les Romains. Selon la légende, il aurait été tué 
par un soldat romain alors qu'il était occupé à résoudre un problème de géométrie. • 
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numer1ques 

D Introduction aux suites de nombres réels ................................ 58 
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D Théorèmes de convergence .............................................. 65 
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El Suites récurrentes linéaires d'ordre 1 .................................... 73 

-+ Comprendre la notion de suite de nombre réels et les principaux outils en rela
tion avec elle: croissance, décroissance, suite arithmétique, suite géométrique. 

-+ Savoir ce qu'est une suite convergente, et comment on peut démontrer la conver
gence. 

-+ Utiliser les suites récurrentes linéaires pour calculer le capital dont on dispose 
au bout de n périodes, quand on a un taux d'intérêt fixe et que l'on place chaque 
année des sommes variables. 
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D Introduction aux suites 
de nombres réels 

III Qu'est-ce qu'une suite numérique? 
Il nous faut d'abord donner une définition mathématique à cette idée de suite de 
nombres. I.:idée de départ est qu'on a un premier nombre, que l'on peut noter par 
exemple 111, puis un deuxième que l'on notera 112 , puis un troisième noté 113, et ainsi 
de suite ... On a donc associé à chaque entier (1, puis 2, puis 3 ... ) un nombre réel (111, 
puis 112, puis 113 ... ). La suite est alors notée (111,112 ,113 ••• ). 

C'est ce qu'en mathématique on appelle une fonction (ou application) de l'ensemble 
des entiers dans 1 ' ensemble des nombres réels, autrement dit une fonction de N' 
dans nt. 
Souvent Je premier nombre de la suite est associé à l'entier 0, on Je note alors 110 . La 
suite est alors notée (110,111,112 ••• ). Comme on démarre à 0, la suite est ici une fonction 
deNdans nt. 
La suite comporte une infinité de nombres, bien sûr on ne peut pas tous les écrire. On 
résume tout ceci avec la définition suivante. 

Une s uite numérique, ou s uite de nombres réels (ou simplement suite), est une 
fonction définie de N dans nt (ou de N' dans nt). 

Si pour cette fonction 110 est l'image de 0, et 11 1 l'image de!, 112 l'image de 2, etc., 11. 

l'image de 11 pour tout 11 e N, alors on note symboliquement (11.)nEN pour l'ensemble 
de la suite. 

Cela signifie que (11.)nEN désigne (rt-0,111,112 ••• ). Au lieu de (11n)n<N. on désigne souvent 
la suite par (11. )., ou même par (11.). 
Pour désigner les entiers on peut utiliser une autre lettre que 11. Par exemple s' il s'agit 
de l'évolution d'une variable économique au cours du temps, on utilise souvent la 
lettre t. On parle alors de la suite (111),EN. 
Bien entendu, pour désigner la suite elle-même, on peut utiliser une autre lettre que 11. 

Si on étudie l'évolution de la consommation au cours du temps, on parlera de la suite 
(c1)tEN, où c, est la consommation l'année t. 

a. Si j'ai initialement 2000 eurœ d'~nomies, et que j'ajcute 100 euros par mois à mon épargne, alors la suite 
qui décrit l'évolution de mon épargne au cours du tcm!'$ est la suivante : 

110 = 2 000; 111 = 2 100: ,., = 2 200; e tc. 

li est clair que !en' mois mon épargne"• sera égale à 2 OOOeuros plus IOOeuros fois Je nombre de mois. Autrement 
dit : "• = 2000 + (100x n) pour tout n EN. 
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b. Supposons que j'ai initialement 1000 euros, que je n'ajoute rien à cetie somme par la suite, mais que ces 
1 000 euros sont placés à un taux d'inttrêt de 5 %. Leur valeur au dtpart est 110 = 1 000. Au b-Out d'un an je possMe 
une somme 111 = 1000 x 1,05 = 1050, au bout de deux ans j'ai 112 = (1000 x 1,05) x 1,05 = 1000 x 1,052, e tc. 
Au bout de n années, mon tpargne initiale vaut 11,. = 1 ()()() x 1,05", pour tout ne N. 

lift Propriétés des suites 
On va maintenant introduire q uelques définitions mathématiques bien utiles pour dé
crire l'évolution d' une suite de nombres. 

Définition 3.2 

• On dit que la suite (11.)n<N est croissante si 11. 5 11..,1, V11 e N. 

• On dit que (11.)•EN est strictement croissante si "• < "•+t. V11 e N. 

• On dit que la suite (11.),,.N est décroissante si 11. ;:: 11..,1, V11 e N. 

• On dit que (11.lnEN est strictement décroissante si 11. > lln+I • V11 e N. 

• Enfin, on dit q ue (11n)nEN est monotone si elle est croissante, ou si elle est dé
croissante (strictement monotone si elle est strictement croissante ou stricte
ment décroissante). 

Exemple 3.1 

1. Soit la suite (11,. ) d t 6nie par 11,. = 2000 + (100 x n) pour tout n e N. Cetle suite est 
striciement croissante. 

2 S . . fin' 1 0 . 1 . oit la su11e (x.) dé 10 par x. = ï+ii pOur tou: n E N. n a donc xo = 1. pws x, = 2. 
1 Ce . . . e t x, = 3, etc. tle swte est stnctement dtermssante. 

3. Soit la suile (y,.) d t 6nie par y. = (-1 )" pOUr tout n E N. On a donc Yo = 1, puis y1 = -1 , 
et y 2 = + 1, ainsi de suite en ahcrnant les signes. Cette suite n'est pas monotone, car n'est 
ni croissante, ni ~roissante. 

4. Soit la suile (z. ) d t 6nie par zo = 10 ;z1 = 15; z2 = 20; e t z. = 25 p0ur n ~ 3. La suite (z.) 
est croissante, mais n'est pas strictement croissante. 

Quand on é tudie une suite, il est utile de savoir si celle-ci peut varier de façon très 
importante, ou si elle reste cloisonnée entre des bornes. Cela conduit aux définitions 
qui suivent. 

Défioiti OO 3.3 

• On dit que la suite (11.),,.N est majorée s'il existe M e nt, tel q ue 11. 5 M, 
V11 e N. 

• On dit q ue la suite (11n)nEN est minorée s'il existe m e nt, tel q ue lln ;:: m, 

V11 e N. 

• On dit que la suite (11.),,.N est bornée si elle est majorée et minorée. 
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Exemple 3.2 

1. La suite 11,. = -
1 

1 
est minora par 0 e t majorée par 1 donc borna . 

+n 

2. La suite 11,. = t?- n'est pas borna car non majorée. 

3. La suite11,. = (-!)" est borna, car -! :S(-l r :S 1. 

IM Suites arithmétiques, suites géométriques 
Les suites qui croissent (ou décroissent) de façon régulière sont particulièrement 
simples et utiles, notamment pour analyser la croissance (ou décroissance) de va
riables économiques. Il y a deux façons principales pour une suite de nombres de 
croître (ou décroître) régulièrement : 

• Première façon : on ajoute un même terme à chaque période. Cela conduit à la 
notion de suite arithmétique. 

• Seconde façon : on multiplie par un même fucteur à chaque période. Cela conduit à 
la notion de suite géométrique. 

D 'où les définitions suivantes. 

DéfinitiQl.13.4 

• On dit qu'une suite (11.),,.N est arithmétique s'il exister e IR tel que : "•• I 
"• + r, V11 e N. Le nombrer est appelé raison de la suite arithmétique. Dans ce 
cas on a lin = uo + 1Jr, Vn e N. 

• On dit qu'une suite (11.),,.N est géométrique s'il existe q e IR tel que : 11_.1 = 
q11., V11 e N. Le nombre q est appelé raison de la suite géométrique. Dans ce 
cas on a "• = q"110, V11 e N. 

a. Supposons que chaque ann6e, je mette de côté 2 000 euros e t que ma richesse initiale est de 5 000 euros. Si x,. 
d tsigne mon épargne totale la n' année, alors la suite (x,.) est clairement une suite arithmétique, puisque ,i;,.1 = 
x,. + 2 000. Comme x0 = 5 000, on a au total ,i;, = 5 000 + 2 OOQ.i. 

Mon épargne totale la 10• année par exemple est x10 = 50CO + 20000 = 25000. Remarquons qu'ici on ne parle 
pas de taux d'intérêt. Il s'agit simplement d'accumuler des sommes placas. 

b. Supposons maintenant que j'aie ici aussi 5000 euros de richesse initiale, mais que cette somme soit placa 
à WJ taux d'intérêt r, disons par exemple r = 5 %. Par contre, j e n'ajoute rien par la suite. Mes 5000 euros 
vont donc augmenter de 5 % par an. Ma richesse initiale !JO = 5000, sera y 1 = 5000 x 1,05 au bout d'WJ an, 
puis !/l = 5 000 x 1,05 x 1,05 au bout de deux ans, e tc. Ma richesse au bout de n années est donc y. tel que 
y. = 5000 x 1,05•. On a donc ici WJe suite gé<lmétrique de raison q = 1,05. 

c. Si je plaçais mes aonomies au taux d'intérêt 5 % et que chaque anna j'ajoutais WJe certaine somme, j'obtien
drais WJe suite un peu plus compliqua, mélange de suite arithmétique et de suite gé<lmétrique. Nous éLUdicrons ce 
type de suite dans la 5' section de ce chapitre. 



D Convergence 
Dl Suites convergentes 
Quand on é tudie l'évolution d ' une variable économique, il est intéressant de savoir 
si elle est croissante, décroissante, majorée, minorée, etc. Nous venons d'étudier ces 
notions. Mais il est tout aussi intéressant de savoir si cette variable va fluctuer de façon 
importante à lavenir ou bien si, au contraire, elle va fluctuer de moins en moins avec 
Je temps, pour se rapprocher d'un nombre donné que l'on appellera sa limite. Dans ce 
dernier cas, on dit que la suite est convergente. 

D__éiîn itton .3.S 
Une suite (11.),,.N est dite convergente s'il existe un nombre l e IR tel que, si 
on attend suffisamment (c.-à-d. pour 11 assez grand),"• va se rapprocher d'aussi 
près que l'on veut de!. On dit dans ce cas quel est la limite de (11.),,.N, on note 
l = lim 11 •. 
·~-Si (11n)n<N ne converge pas on dit qu'elle diverge. 

Form.11/atio11 mathématiq11e: 
La suite (11.),,.N est dite convergente s'il existe un nombre l e IR tel que : 

Ve> 0, 3N e N, 11 ~ N ~ l - e < "• < l + e 

c'est-à-dire, pour toute> 0 même petit, si on attend suffisamment(= N grand), à 
partir de 11 = N on a 11. e]I - e; l + e[. 

La formulation mathématique de la définition n'est utile que pour certaines démons
trations de théorèmes . .. 

• Figure 3.1 La suite (u.) converge vers I 

Exemple 3.3 

1. "• = -
1
- converge vers I =O. 

l+ n 

2. "• = n2 diverge (car dépasse n'imp-Orte quel/). 

3. "• = (-1 )" diverge (car oscille sans arrêt). 

Chapitre 3 Suites numériques 
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Les suites convergentes ont des propriétés intéressantes. Nous allons énoncer les prin
cipales. 

Proposition 3. 1 

Toute suite convergente est bornée. 

Démonrtration 
Utilisons ladt finition mathtmatique. Soit e > Oct N tel que 11. e]l-e,/+e[ pour tout n ~ N. 

Soit M = max(11o,111,. . .,11N-i./ +e). Alors M est un majorant de (11.). 
Soit m = min(uo,ui, . .. , "N-i,I - e). Alorsm est WI minorant de (u11) . 

La suite (11,,) est majorte e t minorée donc b-Omte. • 
Remarquons que toute suite non bornée est donc forcément divergente. Par exemple 
11. = 11

2 est non bornée donc diverge. 

La réciproque de la proposition est fausse : (11.) bornée n'implique pas (11.) conver
gente. Par exemple : lln = ( - 1 )"est bornée mais ne converge pas. 

La limite d'une suite est un nombre vers lequel cette suite a tendance à s' approcher 
de plus en plus. Il parait donc logique que ce nombre soit unique. C'est l'objet de la 
proposition suivante. 

fr_oposition..3. ~ 

Quand une suite est convergente. sa limite est unique. 

Démonrtration 
Supposons qu'il y a deux limites I et/', I < /'. 
Pourn grand, 11. doit Hre à la fois dans ]/ - e,I + e[ e t dans )f - e,f + e[. 

t 
C'est impossible p-OUr e > 0 assez petit (p-OUr e inftrieur à 2(/' - /)). 

Proposition 3.3 

Si la suite (11.) est telle que lim l•1nl = 0, alors lim 11. = O. 
n~-+oo ~-+oo 

Démonrtration 
Appliquons la définition mathtmatique de ,,!!'!!.111.I = 0 : 

Ve > 0, 3NeN, n~ N => 1111,,1-n <e 

où I = 0, donc : 
Ve > O, 3NeN, n~N => l11nl<e 

d' OÙ 2!~. u~ = 0. 

• 

• 



Dl Suites ayant une limite infinie 
Parmi les suites divergentes, on peut distinguer : 

• Celles qui ont tendance à prendre des valeurs de plus en plus grandes. On dit qu'elles 
ont pour limite +oo. 

• Cellc.'5 qui ont tendance à prendre des valeurs de plus en plus négatives. On dit 
qu'elles ont pour limite - oo. 

• Celles qui divergent, mais qui n'ont pas non plus pour limite + oo ou - oo. Par 
exemple, celles qui oscillent continuellement (comme "• = (- 1 )"). 

Commençons par les premières. 

On dit que la suite (11.),,.N tend vers +oo si, quand on attend suffisamment (c.-à-d. 
pour 11 assez grand), "• va être aussi grand que l'on veut. On note lim "• = +oo. ,..... ... 
Form.11/atio11 mathématiq11e: 
lim "• = +oo si et seulement si : 
·~-

VA> 0, 3NeN, 11 ~N ~ "•>A 

C'est-à-dire, pour tout A > 0 même très grand, si on attend suffisamment(= N 
grand), à partir de 11 = Non a "• > A. 

. . . 
. . . . . 

• Figure 3.2 La suite (un) t end vers +oo 

Exemple 3.4 

1 
Si u~ = n2

1 alors liin U-n = +oo. ·--
On a une définition similaire pour la limite - oo. 

l)éfin iti.QD..3 z 

. . 

On dit que la suite (11.),,.N tend vers - oo si, quand on attend suffisamment (c.-à-d. 
pour 11 assez grand),"• va être aussi bas que l'on veut (c.-à-d. dans les nombres 
négatifs). On note lim "• = - oo. 

n~-+oo 

Chapitre 3 Suites numériques 
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Form11/atio11 mathémaliq11e : 
JiJn 11. = - oo si et seulement si : 

·~-
VB < O, 3NeN, 11~N ~ 11. < B 

c'est-à-dire, pour cout B < 0 meme très négatif (B = - 100000 par exemple), si 
on attend suffisamment (= N grand), à partir de /1 = Non a 11. < B. 

Exemple 3.5 

Si u11 = -n2
, alors ~1!1. 11,i = -oo. 

Récapitulons ce que nous avons vu au sujet des JiJnites de suites. Si 11. désigne ma 
richesse l'année 11, on peut dire que : 

- si lim 11. = l, c'est que ma richesse se rapproche d' une valeur donnée l ; _+ .. 

- si JiJn 11. = +oo, c'est que je deviens de plus en plus riche, extrêmement riche avec 
·~-Je temps ; 

- si JiJn 11. = - oo, c'est que je deviens de plus en plus endetté, extrêmement endetté 
n~-+oo 

avec Je temps. 

Nous avons vu que les suites les plus simples et les plus utiles sont les suites arithmé
tiques et géométriques. Nous allons maintenant étudier Jeurs JiJnites. 

e.topositioo_3.J 
Soit (11. ) une suite arithmétique, avec 11. = 110 + 11r. Alors : 

la suite (u,.) a une limite finie si et seulement si r = O. La limite est alors uo; 

- la suite (11. ) a pour JiJnite + oo si r > 0 ; 

- la suite (11. ) a pour JiJnite - oo si r < O. 

Démonrtration 
La d t monstration est tr~ simple. Q.iand r = 0, la suite (11.) est constante t gale à 11o, donc 
converge. 

- quand r > 01 ..x~• nr = +001 donc ..x!1!!o u11 = +oo; 

- quand r < 01 ..x~• nr = -001 donc ..x!1!!o u11 = -oo. • 
Exemple 3.6 
Considérons la suite arithmétique dtlinie poor tout ne N par 11. = nr+ 100, où r est la raison 
de la suite. 

- si r = JO, alors 11,. = IOn + 100 tend veJS +oo; 

- si r = 0, aloJS 11,. = 100 est constante ; 

- si r = -51 aklrsu11 = -5n+ !OO tend vcrs-oo. 



fl:oposition.3~5 

Soit (11. ) une suite géométrique, avec 11. = q•. 
Si - 1 < q < 1, alors (11.) a pour limite O. 
Si q > 1, alors (11. ) tend vers + oo. 
Si q = 1, alors (11. ) est constante, égale à 1 pourtout 11. 

Si q = - 1. alors (11. ) prend alternativement les valeurs 1 et - 1. 
Si q < - 1, alors (11. ) n'a pas de limite. 

Démonrtration 

- Supposons q > 1. Alors q = 1 + a, avec a > O. La formule du binôme d e Newton 
(~ propœition 1.14) donne: 

<f = (1 + a)" = 1 + C!a + C~a2 + ... + c:a" ~ 1 + C!a = 1 +na 

On a 11~. 1 + na= +oo et <f ~ 1 +na pour tout ,.,, donc J!-T. <f = +oo 

- Supposons q = 1. Alors 11. = q" = 1 • = 1 pour tout n. 

S 0 1 ( !)" . . . - upposons < q < 1. AloŒ q > 1, donc q cst une suite gé<lmétnque d e raison plus 

. . . ( 1 )" grande que 1. Nous venons de vOJr qu'une telle swte tend veŒ +oo, d'où lw - = +oo. 
- - q 

(~)"tend vers +oo quand n --+ +oo, donc (</' ) tend veŒ +oo quand n--+ +oo. 

- Si q = 0 , on a bien sOr 11. = q" = 0 qui tend veŒ Il. 

- Pour q < 0 , Je comp-0rtemcnt d e la suite gé<lmétrique de raison q est Je même que celui de 
la suite d e raison</ = - q > 0 , hormis Je signe d e 11., qui est positif pour n pair, e t négatif 
pour n impair. 

D'où si -1 < q < 0 , alors (11.) a pour limite 0, e t si q < -1 alors (11.) diverge. 

!'Our q = -1 , alOŒ 11. = (-I f qui vaut 1 pour n pair, e t qw vaut -1 pour n impair. • 

ID Théorèmes de convergence 
Quand on étudie une suite, connaître son compoctement asymptotique - c'est-à-dire 
son comportement pour 11 grand - est important. Il faut en particulier pouvoir déter
miner si une suite donnée converge ou pas. 

La définition abstraite de la convergence est compliquée à utiliser, c'est pourquoi il 
est utile de disposer de quelques théorèmes qui permettent de démontrer fucilement 
qu'une suite converge. C est l'objet de cette section. 

ID Suite encadrée 
La proposition qui suit indique que lorsqu'une suite (11. ) est positive mais plus petite 
qu'une autre suite (v.), si (v.) tend vers 0, alors (11.) tend elle aussi vers O. 

Chapitre 3 Suites numériques 
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&oposition.3. 6 

Soient (11,J et (v.) deux suites telles que 0 :S 11. :S v., pour tout 11 à partir d' un 
certain rang. 
Si JiJn v. = 0, alors lim 11. = O. 

~-+OO ~-+OO 

Démonrtration 
Intuitivement, on comprend que u11 est« coincée'» entre 0 et ""'et conune "" tend vers 0, alors 
11,. ne peut que tendre aussi vers O. Voici la d émonstration b:ISU sur la d éfinition purement 
mathématique : 

D'où : 

Ve > 0, 3N, p-Our n '2 Non a v,, e] - e,e[ 

Ve> 0, 3N, p-Our n '2 Non a v,, < e 

Ve > 0, 3N, pour n ~ N on a : 0 S U11 S Vn < e 

ce qui signifie que 11~- u11 = O. • 

Remarque: 0 :S 11. :S v. « à partir d'un certain rang» signifie qu'il existe un entier N 
tel que 0 :S 11. :S "• pour tout 11 ;:: N. 

Corollaire 

Si 111.I :SA</' pour 11 grand avec 0 < q < 1, alors lirn 11. = O. 
~HO 

Démonrtration 
En p-0sant v,. = Aq", on peut appliquer la prOp-Osition précédente à la suite 01,. 1), d'où 

!+~- lu11I - O. 
D' apres la prOp-Osition 3. 3, on peut en d éduire que 2!'."œ 11,. = O. • 

Le théorème suivant exprime Je fait que lorsqu'une suite est coincée entre deux autres, 
si ces deux dernières suites convergent vers une même JiJnite l, alors la première aussi. 
On peut dire que cette première suite est « serrée» de plus en plus près par les deux 
autres. C'est pourquoi il est d'usage de Je nommer « théorème des gendarmes». 

Ihé.otè111e 

Théorème des gendannes 
Soient (x.), (y. ) et (z.) trois suites telles que, à partir d'un certain rang, on a 
Xn ~ Yn ~ Zn· 
S'il existe l e nt, avec lirn x. = JiJn z. = l, alors on a aussi JiJn Y• = l. 

~-+OO ~-+oo ~-+OO 

Démonrtration 

Po.sons u11 = y,. - x11 et "" = ~ - x11 • 

On a 0 :S 11,. :S v,, e t lim v,, = 0 , doncd'apres la prop-0sition qui prtcMe, limy,. = /. • 



Dans Je même ordre d'idée, on a la proposition suivante qui découle immédiatement 
de la définition d'une suite tendant vers +oo. 

Proposition 3.7 

Soient (11. ) et (v.) deux suites. 
Si 11. > v. pour tout 11 à partir d'un certain rang. et si lim v. 
limun = + oo. 

16 Opérations sur les suites 

+oo. alors 

Il est très souvent utile d'additionner, multiplier, diviser ... une suite par une autre. Si 
ces suites convergent, peut-on de même additionner, multiplier, diviser ... Jeurs limites ? 
C'est 1' objet de la proposition suivante. 

Proposition 3 .8 

Soient (11. ) et (v.) deux suites dans nt. Si (11.) converge vers l 1 e IR et (v.) converge 
vers li e IR, alors : 

(i) Pour tout A e IR, (Au. ) converge vers Ali 

(il) (11. + v.) converge vers 11 + li 
(ili) (Au. + µv.) converge vers Al 1 + µ12 

(iv) (11.v.) converge vers 1112 
. lin 11 

(v) st li;< 0, (-)converge vers -
v. 12 

Démonrtration 
Montrons seulement (Il), car les autres points d e la propœition ont d es d t monstrations simi

laires. 

(Il) ~··+ v,,-1, - 1,1= 1(11. -/, ) + (v,, - /,)1s111. -1,1 +lu. - 1,1 
Ve > 0, 3N,,N,, n ~ N, => 111. -/11 < e ctn ~ N, => lv. - /21 < e 

n ~ N = max(N,,N,) => ~'• + v,, -1, - /il S 111. -/11 + lv. - /il < 2e • 

Si (11. ) et (v.) ont des limites qui peuvent être infinies, on a les tableaux suivants : .... lmlmll##JMll@MI 
+oo +oo +co +co 

+co 0 
+oo 

0 
+co 

o• +co 
0 +oo +co o-

I > 0 
1 

+oo +co +co 

I * 0 ï +oo 1<0 +co 

Chapitre 3 Suites numériques 

67 



Mathématiques en konomie--gestion 

68 

Le tableau n'est pas tout à fait exhaustif, mais les cas restants sont similaires (en faisant 
attention au signe). 
Le ? dans Je tableau signifie qu' on ne peut pas conclure. On parle dans ce cas de 
forme indéterminée. Par exemple, si (11.) tend vers +oo, et (v.) tend vers - oo, alors 
pour (11. + v.) plusieurs situations sont possibles : 

- la suite (11. + v.) peut tendre vers +oo (ex. : lln = 211 et v. = - 11) ; 

- la suite (11. + v.) peut tendre vers -oo (ex. : lln = 11 et v. = - 211) ; 

- la suite (11. + v.) peut tendre vers une limite finie (ex. : lln = 211 + 1 et "• = - 211) ; 

- la suite (11. + v.) peut ne pas avoir de limite (ex. : lln = 11 + (- !)"et v. = - 11). 

Le o+ dans Je tableau signifie que (11.) tend vers 0 en gardant des valeurs strictement 

positives pour tout 11 (ex. : 11. = ~ ). Le o- signifie que (11.) tend vers 0 en gardant des 
Il 1 

valeurs strictement négatives pour tout 11 (par exemple 11. = - ;;ï). 

~ Convergence des suites monotones 
Quand une suite est monotone, il est plus facile d'étudier sa convergence. C'est!' objet 
de cette sous-section. 

Proposit ion 3. 9 

Si une suite croissante est majorée, alors elle converge. 
Si une suite décroissante est minorée, alors elle converge. 

Démonrtration 
Soit (1111) croissante el majorte par M, 

Soit a = inf(K > 0 tel que 11,. S K, Vn). 

Ve > 0 1 a - e ne majore pas la suite (u.,,.)1 donc il existe N , tel que a - e < "N· 
(11,.) croissante, donc poor n ~ N , 11,. e [a- e;a ]. 

D'oùa = ..x~"11· 
La d t monstration est sinùlaire p-0ur 'JDe suite décroissante e t nùnorte. • 

Nous allons montrer maintenant que si deux suites se rapprochent l'une de l'autre, 
l'une en croissant, l'autre en décroissant, alors elles tendent vers une même limite. 
C'est !'objet de la définition et de la proposition qui suivent. 

DéflDjtiQ!l 3 .. 8 

Deux suites (11.) et (v.) sont dites adjacentes si (11.) est croissante, (v.) décrois
sante, et lirn (vn - lin) = 0 (et donc "• ::; v.). _ ... 
fl:o~itio.Q.3..10 

Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent, et Jeurs limites sont égales. 
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Démonrtration 
Ve> 0, 3N, p-Our n '2 Non a : 0 :S v,, - 11,, < e. 

Mais d'apres la prop-0sition précédente, (11,, ) converge vers une limite /, e t (v,, ) converge vers 
WIC limite /'. 

A-t--On I = f ? 
3N', n 2 N ' => (111. - /I < e et IV. - l'i < e et 0 :s i. - 11,, < e) 

Il' -n = l(f -v.) + (v. -11.) +(11. - 1)1 < e +e +e = 3e 

If' - n < 3e pour tout e > 0, d' OÙ ( = /. 

!) Séries 
!Il Qu'est-ce qu'une série? 
Une série est une suite définie comme la somme des termes d'une autre suite. 

Soit (11.) une suite. On appelle série de terme général "• la suite (S.) définie par 
S • = •l-0 + 111 + ... + "• pour tout 11. 

Si (11. ) n'est définie que pour 11;:: !, alors on considère S • = 111 + ... + "•· 

Définjtion 3 10 

On dit que la série converge si (S.) converge. On note S la limite éventuelle de .. 
la série, et on écrit alors S = L: "•· 

•• o 

• 

À la suite d'un investissement initial l'annu 0, un projet rapporte un revenu R1 la première annu, un revenu R2 

la deux~me annu, etc. La somme de tous les revenus engendr~ par le projet les n premières annU8 est alors la 
série : 

!H Série géométrique 
Soit q e IR, et "• = q• pour tout 11 e N. La suite (1<.) est donc une suite géométrique. 

Dé1.in.i~,JJ. 

On appelle série géométrique la série (S.) de 1erme général "• = q•. On a donc : . 
s. = L:l 

i-=O 
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&oposition.3..11 
. J - <f'+I 

St q * !,alors S. =---. 
1 - q 

Démonrtration 
s. - 1 1 q 1 i' 1 ••• 1 q". 

Si q * 1, on a S .x(l-q) = (1 +q+ . .. +<f)(l-q ) = (1 +q+ .. . +q")- (q+<{' + ... +q'*1
) = 1-q'*' 

1 ,,.., 
d'oùs. = --~-. • 

1- q 

Proposition 3.12 

La série géométrique (Sn) converge si et seulement si - 1 < q < 1. Dans ce cas, 
1 

sa limite est S = 1im S • = --. 
n~-+co 1 - q 

Démonrtration 

- Siq = J, onaS. = n + J quidiverge. 

1- qn•' 
- Siq * 1, on as. = ---, don:: (S.) converge si e t seulement si (<f. 1

) conve rge, c' est -
1 - q 

à-dire la série gé<lmétrique conve rge si e t seulement si la suite gé<lmétrique converge. Cette 
d ernière converge si -1 < q < 1, et diverge si q = -1 ou si lql > 1. 

1 - q>+' 1 
Pour-! < q < 1, on a timq" = 0 , donc timS. = lim -

1
-- = -

1
- . 

n- n- n- - q - q 

La client~Je d'une entreprise augmente de JO % par an, si bien que son chiffre d'affaires augmente aussi d e JO % 
par an En notant 110 Je chiffre d'affaires initial, e t 11. Je chiffre d'affaires J'annfe n, on a 11,, = 110 x 1,1". La suite (11.) 
est une suite géométrique. Le chiffre d'affaires cumul6 d e J'annu 0 à J'annu n est donn6 par la s6rie géométrique 
(S.), où : 

n n 1 - 1 ln+) 1 ln+) - 1 
S. = ~11,t = 110 X ~ J,l' = 110 X ~ = 110 X -'-

0
-
1
- = IOX110 X (l,l"•1 -1) 

k~ k=O ' ' 

Si parcxemple 110 = 50000euros e t n = 8, on obtient S8 = JO x 50000x (1,18 
- 1) = 571 795. 

~ Étude de la convergence d'une série 

• 

La proposition 3. 13 énonce une condition nécessaire (mais pas suffisante) de conver
gence d' une série. 
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Proposition 3 .13 

Soit (S.) une série de terme général "•· Si (S.) converge, alors 

lim "• =O. 
~HO 

Démonrtration 
(S.) converge donc il existe un nombre recl S tel que lim S. = S. Pour n 
assez grand, S. est aussi prês que l'on veut de S. On ai:aài a fois S. et S _ 1 

aussi prês que lon veut de S, donc S. et S •-I seront également arbitrairement 
proches l'un de l'autre. Comme S. - s._, = 11., cela signifie que 11,. sera aussi 
proche que l'on veut de 0, pour n suffisamment grand, c 'est- à-Oire lim 11. =O. 

En utilisant la définition mathémat)que de la limite, ceci peut s' écrl;,~ 
Pour tout e > 0, il existe N, tel que n ~ N => - e < S. - S < e et 
- e<S-1 - S<e. 
D'où - 2e < s. - s_, < 2e, c'est- à-Oire - 2e < 11. < 2e, cc qui signifie que 

Attention ! La réciproque est 
fausse. La suite (u.) peut tendre 
ver; 0 sans que la série (Sn) 
converge. 

2!~-'ln =0. • PO~.f...ai.U..!1 • .fLUS LOIN 
• \ôirp.81 

Exemple 3.7 
Pour lql < 1, la série géométrique de terme général q" converge( .. proposition 3.12), e t on a 
bien 11. = q" qui tend verso quand n tend vers +oo. 

Péfinjtion 3 12 

Soit (S.) une série de terme général"• de signe quelconque. On dit que cette série 
est absolument convergente si la série de terme général 111.I est convergente. 

Proposition 3.14 

Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est fausse. 

Démonrtration 
&lit (S.) une série de terme général 11., telle que cette série soit absolument convergente. 
Pour chaque n, on peut avoir 11. positif ou négatif. Posons : 

xll= 11n si u11 ~0et xll= O si 11,i:SO 

Y11 =0 si U11 ~o et y,.= -ll,i si U11 ::;O. 

Pour tout n, on a lu11I = X11 +y,. et U11 = X11 - Y11· 

On a 0 S x. S 111,. 1 e t 0 S y,. S 111. 1. Comme la série de tenne général (111,. 1) converge, 
on peut dire que la série de terme général (x.) com erge, e t que celle de terme général (y,.) 
converge aussi. Comme 11. = x. - y,., on en déduit que la série de tenne général (11.) converge 
également. • 

l:E Séries à termes positifs 
On considère dans tout ce paragraphe une série (Sn) de terme général"•• avec"•;:: 0 
pourtout11. 
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&oposition.3..15 

(S ,J est croissante. 

Démonrtration 
S ,.., - Sn = lln+l ~ 0 par hyp-Ot~. 

l'roposition 3 . .l6 

(S ,J converge si et seulement si elle est majorée. 

Démonrtration 

• 

Si (S.) est majoree, alors (S.) est WJe suite croissante et majoree, donc convergente 
(~ proposition 3.9). 

R~iproquemcn~ si (S. ) converge alors elle est b-Omfe, comme toute suite convergente 
(~ proposition 3.1). • 

Proposition 3.17 

On considère les séries (S. ) et (T. ) de termes généraux positifs "• et u •. On sup
pose que"• ::; Un pour tout 11 à partir d'un certain rang N. 

- Si (Tn) converge alors (S. ) converge. 

- Si (S. ) diverge alors (Tn) diverge. 

Démonrtration . . 
On as. = ~'"' et T. = ~ v,. Notons S~ et r;, les séries obtenues en sommant seulement à 

k=O k~ . . 
partir de N, c.-à~. S~ = ~'"' et T~ = ~ v,. 

k=N k=N . 
(S.) converge si et seulement si S~ = ~"*converge. 

k=N 

(T11 ) converge si et seulement si T~ = t vk converge. 
k=N 

0 S S~ S T~, pour tout n ~ N. 
(T.) converge=> (T~) converge=> (S~) converge=> (S. )converge. 

(S.) diverge=> (S~) diverge=> (T;, )diverge => (T.) diverge. 

Proposition 3. 18 

Règle de D'Alembert 
Soit une série (S. ) de terme général strictement positif "•· 

On suppose que lim ~ = l. 
n-+-+oo lln 

- Si 0 ::; l < 1, alors la série (S . ) converge. 

- Si l > !, alors la série (S. ) tend vers + oo. 

• 
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Démonrtration 
- Si 0 SI < 1, soit a e]I; ![. Pour N assez grand, on aura n ~ N => '"'• 1 s 

Il,, 
a< 1. Donc p-OUrn ~ N : 

U11 = .!!!!...xU.-] x ... x"N+J XUN~ arNxuN 
U.n-J U,._2 UN 

D'où: . . 
~ Ili< S ~ ,J<-N XllN 

k=N+ l k#\'+J 

qui converge quand n tend vers +oo. D'où (S.) cœverge. 
Si lim u,,.., = / = 1, alors tout est 

n-.œ Un 

- Sil > J ,soit a e]J;/[.PourN assez grand, onaur.1n ~ N => 11 
.. 

1 ~a> J. 
U11 

Donc pourn ~ N : 

U11 =.!!!_ X U._J X ... X ~ XUN ~ arN X UN 
U.n-J U,._2 UN 

D'où : . . 
~ Ili< ~ ~ ,J<-N XllN 

k=N+l k#\'+l 

qui tend vers +oo quand n tend vers +oo. D'où (S, ) tend vers +oo. • 

D Suites récurrentes linéaires 
d'ordre 1 

possible. La série (Sn) peut 
converger ou bien diverger. 

Une suite (x.) est dite récurrente si elle est définie par la donnée de la valeur initiale 
xo et d'une relation qui unit Xn et Xn- 1, Xn- 2 ... pour chaque 11. Cette relation est dite 
relation de récurrence. Dans les bons cas, cene relation de récurrence permet de 
calculer explicitement Xn de façon relativement simple. C'est le cas de cette section, 
on y étudie les suites récurrentes linéaires d'ordre 1. Linéaire signifie que la relation 
de récurrence est linéaire. Ordre 1 parce que cene relation de récurrence lie Xn et x,._ 1 

(ou ce qui revient au même lie Xn+ I et x.). On parlerait d'ordre 2 s'il s'agissait d'une 
relation liant Xn d'une part, et Xn- 1, x,._2 d'autre put. 

Plus précisément, on étudiera dans cette section la suite (x.) définie par : 

- la donnée de xo; 

- une relation de récurrence de la forme x,..1 = ax. + "•pour tout 11. 

Le but est ici de trouver une formule permenant le calcul explicite de Xn en fonction 
de a, .xo, et de la suite (11. ). 

Hl Exemple détaillé 
Pour bien comprendre le mécanisme général, Je mieux est d'étudier un exemple 
concret. On suppose que l'on a un capital placé, rémunéré au taux d'intérêt de JO %. 
L'année 11 Je capital est x •• Nous allons examiner plusieurs cas de figure, en commen
çant par le plus simple. 
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1• cas. Au départ, on a déposé un capital initial .xo. puis on n'a rien ajouté par la 
suite. En raison du taux d'intérêt de JO %, la relation de récurrence liant Xn+ I et Xn est 
Xn+ I = ! , JO X x •• pour tout Il e N. 

La suite (x.) est donc géométrique, de raison q = J, J, d' où : x. = 1,1" x xo, V11 e N. 

Par exemple, si .xo = 5 000 euros est mon capital initial, dans JO ans j ' aurai 
x 10 = 1, 110 x 5 000 = 12 969euros. 

2• cas. On a placé .xo au départ, puis on ajoute 1 000 euros par an à ce capital. Le 
taux d'intérêt est toujours de JO %. La relation de récurrence est ici : 

On peut écrire : 

x1 = l,lxo+ 1000 

Xn+I = l,IOx x. + 1000, V11 e N 

X2 = l,IX1+ 1000 = 1,1(1,lxo + 1000) + 1000 = 1,12.xo+ 1100 + 1000 

X3 = J,JX2 + 1000 = J,J(l,J2.xo + 2100) + 1000 

Etc. 

On voudrait une formule pour obtenir x. en fonction de xo et de 11. 

3• cas. On a placé .xo au départ, puis on ajoute 1 000 euros, puis 1100 euros, puis 
1 200 euros ... à ce capital. On a donc : 

Xn+ I = !,lx. + 1000 + JOOt1, V11 e N 

On en déduit : 

x1 = l,lxo+ 1000 

x2 = l,lx 1 + 1100 = 1,1(1,lxo + 1000) + 1100 = 1,12.xo+ 1100 + 1100 

x3 = l,Jx2 + 1200 = 1,1(1,l'xo + 2200) + 1200 

Etc. 

Idem : on voudrait une formule pour obtenir x. en fonction de xo et de 11. 

Cas plus gén é ra l. On a un capital placé à JO %, puis on ajoute 110 , "i. 112 ... à ce 
capital à la fin des années 0, 1, ... , n, ... 

(On avait précédemment : dans le l er cas : "• = 0 ; dans le ze cas : "• = 1 000 ; dans 
le 3• cas : "• = 1 000 + 10011). Pour l'instant, on ne sait résoudre que le premier cas. 
On aimerait savoir ce que devient notre capital lorsque l'on y ajoute des sommes à 
intervalles réguliers. Une étude mathématique générale s'impose donc. 



Hl Étude générale 
Commençons par quelques définitions. 

Défioiti OO 3.13 

• Une suite (xn)neN est dite récurrente linéaire d'ordre 1, si elle est de la forme 

(EC) Xn+l = ax. + "•• pour tout 11 e N 

où a e IR, avec a * 0, et (11.) est une suite donnée connue. 
On va dire que (EC) est J' équation complète, c'est-à-dire avec un second 
membre (11.). 

• On appelle équation homogène associée, J' équation de récurrence sans second 
membre: 

(EH) Yn+l = ay., pour tout 11 e N 

On pourrait garder la même notation x. pour l'équation (EH), mais pour ne pas 
confondre Jeurs solutions, on préfère adopter une notation différente. 

On remarque que si (y.) vérifie (EH), alors c'est une suite géométrique de raison a. En 
particulier, Y• = a•yo est la solution générale de (EH) (c'est-à-dire représente toutes 
les solutions de (EH) ; elles dépendent donc d'un paramètre, la valeur initiale yo) : 

- si lal < 1, alors limy. = O; 

- si lal > 1, alors (y.) diverge. 

S ' il s'agit d'argent placé, on peut poser : 

YO = capital initial 

a = 1 + r, où r = taux d'intérêt 

Exemple 3.8 
On reprend l'exemple du capital placé, rémuntré au taux IO %. L'année n le capital est y •. 
L'année suivante il a augmenté de 10 %, d'où l'équation récurrente suivante : 

Yn+l = l,lÛIJ111 pour tout n EN 

D'où y11 = l,ly-1 = l,12y11_2 = ... = 1, 111go. 
Donc il y a une infinité de solutions correspondant aux valeurs possibles de Y•· Par exemple : 

Yo = 1 ~ Y11 = 1,1'\ Vn 

Yo = 3 ~ y11 = 3 X 1, 111
1 Vn. 

Voici maintenant un théorème qui nous indique comment trouver la solution générale 
de 1' équation complète (EC). 
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Ihéo.r.èro~ 

La solution générale de (EC) est égale à la somme de la solution générale de (EH) 
et d' une solution particulière de (EC), c 'est-à-dire : 

Xn = Yn + Xn 

où : 

x. = solution générale de (EC) 

Y• = solution générale de (EH) 

x. = solution particulière de (EC) 

Démonrtration 
On suppose que x, est WIC solution particulii re de (EC). 

X-n+J - aX-n = U-n 

Alors : 

X-n+J - DX-n = U-n 

e> (~+l - X-n+l ) = a(x-n - X-n ) 

e> y,..1 = ay11 en pœant Y11 = X-n - X-n • 
D'après ce théorème, comme on connaît la solution générale de (EH), il suffit de 
trouver une solution particulière de l'équation avec second membre (EC) pour obtenir 
la solution générale de (EC). 

Par solution générale, on veut dire toutes les solutions de 1' équation de récurrence, 
quand on fait varier la condition initiale. Par solution particulière, on veut dire une 
solution de 1' équation de récurrence pour une condition initiale particulière. 

Recherche d'une solution particulière de (EC) 

Règle générale : chercher une solution particulière 
(x.),,.N de la même forme que (11,.), c'est-à-dire : 

- si lln est une constante, lln = c, chercher une so
lution constante x. = k, où k e nt ; 

- si 11. = c11 + d, où c et d sont des constantes 
(c.-à-d. 11. polynôme de degré !), on cherche 
une solution de la forme x. = A11 + B ; 

- si "• est un polynôme de degré p, (c.-à-d. 
"• = cp1f + ... + c 111 + c0), chercher une so
lution x. = Q(11) = dp1f + ... + d 111 + do, où 
Q(11) est un polynôme de degré p. 

Il peut être utile ensuite d'exprimer la solution gé
nérale de (EC) en fonction de la condition ini
tiale Xo (puisque la solution générale dépend d' une 
constante). 
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APPLl(ATlQN Capital placé avec ajout annuel constant 

On a un capital placé au taux JO %, mais de plus on ajoute 1 000 e uros par an à oe capital. On obtient l'&juation 
récurrente suivante : 

Xn+J = 1, l xn + l (X)(), pour tout n EN 
où x. est Je capital l' annu n. 
L'iquation homogène assoc;Ee est y,..,1 = 1, ly,.. 

Sa solution générale est y.= l , l"y0 (car y.= l , ly~1 = l , 12y._2 = ... = l , l "y0). 
On c herc he une solution particulière constante de (FC) : 

x. = c donne c - 1, 1 x c = 1 000 donc c = -10000 c 'est·à· dire x. = -10000 pour tout n 

La solution générale de (EC) est donc x. = 1, 1• xy, - 10000, où !JO e R. 
On peut l'exprimer e n fonction de la condition initiale: p-OUr n = 0 on obtient xo = Yo - 10000, d'où finalement 
x. = 1, 1" x(xo + 10000) -10000. 
Par e xe mple, si Jecapitaldedépartest 5000 e urœ, dans JO ans on aura x10 = l , J 1°xJ5000-JOOOO = 28 906 e uros. 

Le capital est placé au taux annuel de JO %, et de plus on ajoute Je montant 1 000 + IOOn J'annu n (c'est·à·dire on 
ajoute 1 000 e urœ, puis 1 JOOeuros, 1200 e uros ... ). 
On obtient pour Je capital x. J'&juation: x .. 1 = l , l x. + 11.avcc 11,. = 1000 + JOQ.i. 
L' liquation compl~te (EC) est donc : 

x .. , = 1,l x. + 1000 + JOQ.1 pour tout ne N 

L'liquation homogène est la même que precédemmcnt : y •• , = 1,ly. pour tout n. Sa solution générale est ici aussi 

Yn = !JOX 1, 1. 
Comme"• est un polynôme de degré 1, on c herc he une solution particulière de (EC) de la forme x. = An + B. 
Donc pour tout n. on a: A(n+ J) + B - l , l (An + B) = JOOn + 1000. 
C.· à-<I. --0, !An + A - 0, IB = JOQ., + 1000 p-OUr tou:n. 
Comme c 'est vrai pour tout n, il faut donc que Je coefficient den soit Je même dans Je membre de gauche e t Je 
membre de droite de l'&juation; même chose pour les termes constants, ils doivent être identiques à gauche e t à 
droite. 
Ccladonne - 0, JA = 100 e t A - 0, JB = 1000. 
D'où A = -1 000 e t B = - 20000. 
On e n déduit que x. = -1 OOOn - 20000 pour tout n est une solution particuli~re de (EC). 
La solution générale est : 

x. = Yo x 1,1" - 1 OOOn - 20000 

On peut l'exprimer e n fonction de la condition initiale e n re marquant que pour n = 0 on a: xo = yo - 20000, donc 
finalement : 

x. = (xo + 20000) 1, l" -J OOQ.1 - 20000 

Par exemple, si Je capital de départ est x0 = 5 000 e uros, dans 10 ans on aura x10 
= 34 843 cur œ. 

1, 110 X 25 000 - 30000 

71 



Mathématiques en konomie--gestion 

78 

Les points clés 
-+ Les suites numériques (ou suites de nombres) permettent d'étudier l'évolution de 

variables économiques au cours du temps, comme Je PIB, Je taux de chômage, Je 
taux d'inflation ... 

-+ Les suttes numènques les plus sunples sont les swtes anthmèttques lqw conslS!ent 
à ajouter Je même nombre à chaque période) et les suites géométriques (qui 
consistent à multiplier par Je même nombre à chaque période). 

-+ Une suite convergente est une suite qui a tendance à se rapprocher de plus en plus 
d'un nombre donné (que l'on appelle sa limite). 

-+ Une suite tend vers l'infini si elle a tendance à prendre de plus en plus grandes 
valeurs. 

-+ On peut déterminer plus facilement la limite d'une suite si on parvient à l'encadrer 
par des suites convergentes, ou à lécrire comme somme ou produit de deux suites 
convergentes. 

-+ Une suite croissante et majorée converge ; une suite décroissante et minorée 
converge. 

-+ Une série est une suite définie comme la somme des termes d'une autre suite. 

-+ Les suites récurrentes linéaires d' ordre 1 sont définies par une valeur initiale et 
par une relation liant chaque ,·aleur à la valeur de la période précédente. Elles 
permettent notamment de calculer Je capital dont on dispose au bout d' un nombre 
quelconque de périodes. si on place chaque année des sommes variables à un taux 
d'intérêt fixe. 



Chapitre 3 Suites numériques 

ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
Dites si les affinnations suivantes so1u vra.;es ou fauss es. 
Justifiez vos réponses. 

1. Toute suite convergente est b-Om6'. 

2. Toute suite born6' est convergente. 

3. Si une suite est croi=ntc, e lle est major6' si • t 
seulement si e lle converge. 

4. Une série converge si e t seulement si son terme g6-
néral tend ve rs O. 

• Corrigés p. 365 

Exercices 
2 'Irou'-er dessuites 
Dormcr un exemple d'une suite: 

1. ni croissante, ni d &;roissante. 

2. major6' e t non minor6'. 

3. bo m6' non convergente. 

4. convergente ni croissante ni d &;roissante. 

5. ni minor6' ni major6'. 

6. major6' par/ e t convergente vers /. 

7. major6' par/ e t non conve rgente ve rs /. 

8. s trictement croissante e t born6'. 

9. altem6' ni minor6' ni major6'. 

3 Suites majorées, minorées, etc. 
Parmi ocs suites, d éterminer lesquelles sont majorw, 
minorées, bo mûs, croissantes, décroissantes, convcr4 

gentes, divergentes: 

1. u11 = n2 + 5n 

2. "• = (-ll"(n2 + 5n) 

1 
3. 11,. = I+ l+ 2n2 

4 Limites de suites 
Étudier les limites d e : 

3n - 7 
1 · "• = 2n + 8 

5n' + 21n+ 8 
2

· "· = 4n2 + 28 
17n + 12 

3
· "· = 8n2 + 15 

7n' -12n + 15 
4

• "• = &13 + 5n - 5 

5 Suites adjacentes 

• Corrigés p. 365 

On considère les d eux suites d e termes généraux, pour 
neN•: 

1 1 1 1 
"• = 1 + ÏÏ + 2i + ·· · + (n - 1)1 + ;;ï 

1 2 
"" - 1 1 ïï 1 21 1 ... 1 --- 1 

(n - 1)1 ni 

où ni = 1 x2 x ... x (n - 1) xn 

1. Montre r que (11.)""'· est croissante, e t que (v.)..,.. 
est dfèroi=ate. 

2. Montre r que (11.)..,.. e t (v.)..,.. sont adjacentes. 
Conclure. 

6 Épargne placée au taux de S % 
On dispose initi alement d'une épargne d e 2000 eur os, 
placte au taux de 5 % par an. De plus on ajoute 500 eu
ros par an à cette épargne. 

1. Écrire l'équation réèurrente correspondant à cette si
tuation. Donner la solution générale d e l équation 
homogène, puis celle d e l équation complète. 

2. Quelle est la condition initiale ici ? En d éduire la 
solution précise. De combien disposera-t--0n dans 
IO ans ? Que se passo+ilau bout d'un gr and nombre 
d'années? 

• Corrigés p. 365 
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7 Calculs de llmltes 
Étudier les timîlt$ (finies ou infinies) des suites difinics 
par: 

1. "· = !: ni 
3• 

2 . 11.: ii2" 

3. u.=(I+ J1+ff 
4. u. = Vn1 + 4n - n 

8 Capilal plld a'tt prflhtmtnl chaque annfe 

1. M. Dupond dispose înitialcmcnl d'une ipugne de 
200 000 euros, pl&eœ au taux de 6 "" par an. Il p-~ 
l~ve 15 000 euros par an à oc potrimoinc. Quel sera 
son capital dans 10 ans 1 Dans 20 ans 7 

2. Mêmes question<>, mais il p-il~ved'abord ISOOO eu· 
ros, puis 16000 euros, puis 17000 euros, etc. 
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9 Quelques équallons ~nies 

1. Trouver la solution de x .. , - 2x. = 3. pour tout 
n EN,sixo= 10. 

2. Même questim si 

si .... = 10. 

1 
x .. , - 2x. = 3 pnurtout ne N. 

3. Rtsou~e l'équllioo X.+1 - ix. = t + 3. pour tout 

t E N, "'""' Xo = S. 

4. Oitenniner la solltim des équations de ricuncnoe 
suiwnles, et ttudier leur limite quand n-. +oo; 

a. u. + 2u-1 = 3n2 + 1, avec: i., = l. 
b. lu. - u_1 = 3". avec: Uo =O. 

10 SU!es 
1 1 1 1 

ùlculer Ï + 4 + S + ï6 + ... 



Chapitre 3 Suites numériques 

P 0 UR A L .. L .. ER P W--5 LO lN 
Voici un exemple montrant que la r~iproque de la pr<>
position 3.13 est fausse. On peut trouver (11.) telle que 
.1!!.1'_ 11,. = 0 mais la série (S.) ne converge pas. 

Par exemple, prenons u11 = ~' pour n ~ 1, 
n 

• • 1 
et S. = ~11• = ~:t· 

k=l k=l 

La suite (11.) tend vers O. Montrons que (S.) tend 
vers +oo. 

On remarque que : 
1 

112 = 2 
1 1 2 1 

U) + 114 = 3 + 4 ~ 4 = 2 
1 1 1 1 4 1 

~ + ... + ~ = ~ +i+ ~ + i 2 i = 2 

1 1 8 1 
ll9+ ... +llJ6 = 9 + ... + ï6 2 ï6 = 2 
Ainsi de suite .. . 

1 1 1 ( • ·-') u1+2-• + ... + u2" = l+ 2"_1 + ... +~~~x2 - 2 
1 

(car chaque terme est plus grand que 2-' e t il y a 

(2" - r') termes) 
1 2•-I 1 

OÙ - X (2" - 2"-1) = - = -
2• 2• 2 

donc 
1 

"1+2",... + ... + ''2" ~ 2 
En sommant tout ceci par • paquets » : 

S2" = u1 + u2 + (113 + u,) + (115 + ... + u8) 

+ (H9 + ··· + Jl16 ) + ··· + (U1+2-1 + ··· + J1.21t) 
1 1 1 1 1 s,. 2111 + 2 +<2> +<2>+ <2>+ ... + <2> 

1 n-1 n+ 1 
= 1t1 + (n - 1) X 2 = 1 + -

2
- = -

2
-

n + l s,. 2 - 2-

qui tend vers +oo quand n tend vers +oo. 
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V
ous vendez Je même produit qu'un concur
rent si rué dans la même rue, mais votre prix 
est inférieur. Que devient votre chiffre d' af

faires si votre prix se rapproche de plus en plus de 
celui du concurrent? La notion mathématique de 
limite permet de formaliser cene question du com
portement d'une fonction quand la variable tend vers 
une valeur donnée. On J' a déjà abordée au chapitre 2 
pour définir la dérivée d'une fonction comme limite 
du taux d'accroissement. Nous avons vu ensuite au 
chapitre 3 œ qu'est la limite d'une suite numé
rique. Nous allons maintenant revenir de façon plus 

approfondie à cene notion de limite pour une fonc
tion de IR dans IR, en considérant les différents cas 
possibles : limite en un point fixé, limite à gauche, 
limite à droite, limite en +oo ou en - oo. 

Si votre revenu augmente, votre impôt sera plus 
élevé, mais œne augmentation de J' impôt sera+ 
elle régulière, ou bien y aura-t- il de brusques sauts? 
Une fonction qui varie sans faire de saut est appe
lée fonction continue. On peut tracer son graphe sans 
lever Je crayon. Les fonctions continues ont des pro
priétés mathématiques remarquables que nous allons 
étudier ici. 

LES GRANDS AUTEURS Augustin Louis Cauchy (1789-1857) 
Augustin Louis Cauchy est un mathématicien français. Très prolifique, il a écrit plus 
de 800 art ides de recherche. l~Ollateur dans les sciences, il est t rès conservateur dans 
le domaine polit ique et religieJx, réactionnaire et catholique dévot. 
Son cours d'analyse à l'Ëcole Polytechnique fera date. Il y donne la première formula
tion mathématique rigoureuse des notions de limite et de continuité. 
Il travaille aussi sur la convergence des séries. Il s'est intéressé à quasiment toutes les 
branches des mathématiques: analyse, algèbre, géométrie, probabilités, et également 
aux applications en mécanique et en optique. 
Suite à la Ré1.0lution de 1830, il préfère s'exiler d'abord en Suisse, puis à Turin et enfin 
à Prague. Il finit par revenir à Paris en 1838. • 



Limites 
et continuité 

D Limite en un point A<> • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 84 

f) Limite en ±oo ............................................................ 95 

D Fonction continue en un point ......................................... 100 

la Continuité à gauche, continuité à droite ................................ 104 

El Fonction continue sur un intervalle ..................................... 105 

-+ Comprendre la notion de limite d'une fonction et celle de continuité. 

-+ Calculer des limites de fonctions. 
-+ Utiliser les propriétés des fonctions continues. 
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D Limite en un point x0 

llD Limite finie en un point 
Considérons un intervalle ouvert J de nt, et un point xo, avec xo e / . On suppose que 
f est définie sur/, sauf éventuellement en Xo. 

Définition 4.1 

limite finie en un point 
On dit que fa pour limite Je nombre réel !quand x tend vers Xo si et seulement si : 
« f(x) devient aussi proche que l'on veut de!, pour tout x suffisamment proche de 
xo (avec x * xo) ». On note alors lim f(x) = l. 

,~,. 

Fo1m11/atio11 mathémaliq11e : 

On a lim f(x) = l si et seulement si : 
x~xo 

Ve> 0, 3a > 0, (xo - a < x < Xo +a et x * xo) ==> l - e < f(x) < l + e 

La formulation mathématique de la définition signifie que, pour toute > 0 même petit, 
quandxest suffisamment prochedexo (c.-à-d. pour a> 0 petit), on al- e < f(x) < l+e 
(c.-à-d. f(x) proche de!). 

On peut aussi écrire la formulation mathématique avec des valeurs absolues. On a : 

lim f(x) = l si et seulement si : 
x~xo 

Ve >0,3a > O,x * Xo et lx -Xol < a ==> lf(x)-11 < e 

Exemple 4.1 

Considtroœ la fonction f définie par f(x) = ~ =:; poor tout x tel que x ~ 0 et x * 2. 

- Si on cherche la limite de f(x) guand x tend vers 9, on voit que le dénominateur tend vers 
7, e t le numérateur vers 3 - V2. li est donc clair que lorsque x tend vers 9, on peut dire 

3-Vï 3-Vï 
que f(x)se rapproche de pl~ en pl~ de -

7
- , c 'est- à-Oire ~f(x) = -

7
-. 

- Si on cherche maintenant à calculer ~f(x), on voit que c ' est plus compliqut car le nu

mérateur tend vers 0 quand x tend vers 2, e t le dtnominateur aussi. 

Mais si on multiplie f(x) en haut e t en bas par la quantité conjugutc Vx + Vï, on obtient' 1 : 

f(x) = Vx - V2 X Vx + V2 = X - 2 1 
(x - 2) vx + V2 (x - 2)( Vx + Vî) = Vx + V2 

1 
qui a pour limite 

2 
Vî quand x tend vers 2. 

On peut remarquer qu'en fai t ici on a calculé g' (2), où g(x) = Vx pour tout x ~ O. 

1 L'identitéremarquable(a -b){a +b) = :l -b2 nous permetd'écrire(vx- {Ï){vx + {Ï) = x-2. 
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fl:oposition_4J, 

Unicité de la limite 
Si une fonction fa une limite quand x tend vers Xo , alors cette limite est unique. 

Démonrtration 
On fait un rai.$0nnement par l'abs:urde. Supp0$0tû quo fa deux limite.$ di$tinClC$ / e t /' au 

point x0 . Cela veut dire que quand xest tres proohe de .>Q, alors f(x) est awsi proche que l'on 
veut de/, e t également aussi proche quel' on veut de f. C'est impossible puisque 11' /'. 

Montrons le également en utilisant la définition mathfmatique. Supposons par exemple/ < f. 
1 

Prenons e tel que e = Ï (/' - 1). AloŒ: 

3a > 0, (x * xo et lx - xol <a)=> lf(x) - /I < e 

et 
3a' > 0, (x * xo et lx - xol <a') => lf(x) - ri < e 

On peut aloŒ dire que : 

pour XE / , X 1' Xo, si lx - xol < min(a , a'), alOŒ lf(x) - /I + lf(x) - ri < 2e = f - /. 
Mais il est impossible d'avoir lf(x) - n + lf(x) - f i < /' -1 d'apres l'inégalité triangulaire 
(~ proposition 1.6). On a donc démontré par l'absurde que l'on ne peut pas avoir deux limites 
distinctes au même point. • 

Quand on connaît les limites de quelques fonctions, on peut en déduire beaucoup 
d'autres, comme nous Je montre la proposition suivante. 

Proposit ion 4.2 

Opérations sur les limites 
Supposons que lim f(x) = le nt, que lim g(x) = m e nt, et que ce nt. Alors : 

X_.)l) X_.XO 

(i) lim (f(x) + g(x)) = l + m 
X~'ô 

(il) lim (f(x) X g(x)) = l X m 
X~'ô 

(···i li (f(x)) - l . ~ 0 w m -- - -s11nr 
x~'ô g(x) m 

(iv) lim (f(x) + c) = l + c 
X~'ô 

(v) lim(f(x)xc) = lxc 
,~., 

Démonrtration 
Si on se base sur la définition la plus intuitive de la limite, les 5 propriétés paraissent évi
dentes. 
Montrons tout de même (1) en now basant sur la fonnulation mathématique de la définition. 
On a KJ(x) + g(x)) - (/ + m)I = l(f(x) - /) + (g(x) - m)I S KJ(x) - /)1 + l(g(x) - m)I (d'apres 
l'inégalité triangulaire), e t comme lim f(x) =/,et lim g(x) = m, on a: 

x-.xo ~xo 

Ve> 0, 3a > 0, (x 1' Xo et lx - xol <a)=> lf(x) - n < e 

Ve > 0, 3a' > 0, (x * xo et lx - xol <a')=> lg(x) - m.I < e 
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Posons a" = min( a, a'), c' est- à-dire a'' est le plus petit des deux nombres aet a'. 

Ve > 0, (x 1' xo et lx - >ol <a") => l/ (x) + g(x) - (/ + m)I :S l/ (x) - /I + lg(x) - ml < 2e 

et on a donc prouvé (0. 

Les démonstrations de (D) e t (Ill) sont assez similaires. 

Remarquonsque (lv) e t (v) se déduisent de O) et 01). En elfet. pOurmontrcr (iv) et (v). on p0sc 
g(x) = c pour tout x, et on applique la propriété (1) sur la limite d'une somme de fonctions e t 
la propriété (Il) sur la limite d'un produit de fonctions. • 

fl:opQSition.§.3 

limite d'une fonction composée 
Considérons deux fonctions f et g de IR dans IR et deux réels Xo et l. On suppose 
que la fonction f est définie au moins sur un intervalle ouvert contenant xo (sauf 
peut-être en xo), et g sur un intervalle ouvert contenant l (sauf peut-être en l). 
Si f a pour limite l en xo, et que g a pour limite Len l, alors la fonction composée 
g o f a pour limite Len xo. 

Démonrtration 
En se basant sur la prcm~re définition de la limite, on peut dire : 

on sait que / (x) tend vers I quand x "'nd vers xo, et que g(y) tend vers Lquand y tend vers/, 
on en déduit que g(f(x)) tend vers Lquand xtend vers xo (puisque y = f (x) tend alors vers /). 

Si on préf~re partir de la formulation mathématique, on écrit : 

- pour toute > 0 fixé, il existe ,8 > 0 tel que ly - /I < ,8 => lg(y) - LI < e; 

- pour ce ,8 fixé, il existe a> 0 tel que lx - xol <a => l/ (x) - /I <,B. 

Donc avec y = f (x), on obtient : pour toute > 0, il existe a > 0 tel que : 

lx - xol <a => lg(f(x)) - LI < e • 

16 Limite infinie en un point 
Si une fonction f n'a pas de limite finie quand f tend vers xo, cela peut être du au fuit 
qu'elle a tendance à prendre des valeurs de plus en plus grandes au voisinage de xo. 
On dit alors qu'elle a pour limite + oo. Comme pour le cas de la limite finie, nous 
allons voir deux formulations (une intuitive, une plus mathématique) de cette notion 
de limite infinie en un point xo. 

Soit I un intervalle ouvert de IR,et Xo e /.On considère une fonction! dont le domaine 
de définition contient l'intervalle/, sauf éventuellement le point Xo· 

Déiinit.i.9.n.!.2 
limite +oo en un point 
On dit que f a pour limite +oo quand x tend vers Xo si et seulement si « f(x) 
devient aussi grande que l'on valt, pour tout x suffisamment proche de xo (avec 
x * xo) ». On note lim f(x) = +oo. 

X_. XO 



Form.11/atio11 mathématiq11e: 

JiJn f(x) = +oo si et seulement si : 
x ..... xo 

VA>O, 3a>0, (xo-a < x < xo+ aetx*xo)~f(x)>A 

c'est-à-dire, pour tout A même très grand, si on se rapproche suffisamment de xo 
(c.-à-d. pour a> Opetit),onaf(x) >A. 

Chapitre 4 Limites et continuité 

Puisque f(x) devient arbitrairement grand quand x tend vers xo, on peut donc dire que 
Je point M(x; f(x)) s'éloigne de plus en plus quand x se rapproche de xo. Cela nous 
amène aux définitions suivantes. 

DmrutioU.3 
Branche infinie 
On dit que Je graphe Cf de la fonction f a une branche infinie si, lorsque 
M(x,f(x)) parcourt la courbe Cf , ce point M finit par s'éloigner indéfiniment. 

l)Mini.timl.4.! 
Asymptote 
Si, lorsque M parcourt une branche infinie de Cf , ce point s'approche de plus en 
plus d'une droite fixée, on dit que cette droite est asymptote à la courbe. 

Si fa pour JiJnite + oo quand x tend vers X() , alors f(x) devient aussi grand que l'on 
veut quand x approche de xo. On obtient donc des points (x; y) tels que y = f(x) est 
grand et x proche de x0 . Cela signifie que quand x tend vers x0 , Je point (x; y) est 
d'ordonnée de plus en plus grande et d'abscisse de plus en plus proche de x0. Le point 
(x; y) devient donc de plus en plus proche de la droite verticale d'équation x = x0 . 

Autrement dit cette droite est asymptote à la cowbe Cf · 

ei:owiti_otj..4 
Interprétation graphique 
Si JiJn f(x) = +oo, alors la droite verticale d'équation x = xo est asymptote à la 

X_.XO 

courbe Cf . 

y 

I~ 
' 

X 

• Figure 4.1 Asymptote verticale 
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Exemple4.2 

Considérons la fonction f d t finie par f(x) = ~ p-OUr x e R'. 

li est clair que i' tend vers 0 quand x tend vers O. Pl~ i' est petit et proche de 0, plus ~ 
est grand, d'où .!..

2 
tend vers +oo quand x tend vers O. On a donc lim f(x) = +oo, e t la droite 

X ~o 

<I' tiquatiOn x = O est asymptote à la couroe. 

• Figure 4.2 Graphe et asymptote de f(K) = ~ 

Ces définitions peuvent être transposées pour la notion de limite égale à - oo en un 
point. 

Définition 4. 5 

limite -oo en un point 
On dit que fa pour limite - oo quand x tend vers xo si et seulement si quand x se 
rapproche suffisamment de xo (avec x * xo), alors f(x) va être aussi bas que l'on 
veut (c.-à-d. dans les nombres négatifs). On note lim f(x) = - oo. 

x~xo 

Form11/atio11 mathémaliq11e : 

lim f(x) = - oo si et seulement si : 
x~xo 

VB < O, 3a>0, (xo- a < x < xo+ aetx* xo) ~ f(x) < B 

c'est-à-dire, pour tout B même très négatif, si on se rapproche suffisamment de x0 
(c.-à-d. pour a > 0 petit), on a f!x) < B. 

Exemple 4.3 

&lit f définie sur R \( 1} par f (x) = (x =3
1
)2 • 

Quand x tend vers 1, alors (x - 1)2 devient de pl~ en plus petit mais positif, donc (x ! l )2 

devient de plus en pl~ grand et positif, d'où limf (x) = -oo. 
~1 

Quand des fonctions ont des limites finies en xo. on a vu que la limite d'une somme 
de fonctions est la somme des limites, que la limite d'un produit de fonctions est le 
produit des limites, etc. Peut-on dire la même chose pour des limites infinies en xo? 
Oui, mais dans une certaine mesure seulement. 



Chapitre 4 Limites et continuité 

Par exemple, si f -+ +oo et g -+ +oo q uand x -+ xo, alors il est clair q ue f + g -+ +oo. 

Mais si f -+ +oo et g -+ - oo quand x -+ x0 , alors on ne peut rien conclure a priori 
concernant lim (f + g). On parle alors pour lim(f + g) de « forme indéterminée». 

X~'ô x~x. 

Tout peut arriver dans ce cas, cela dépend de la forme particulière q ue peuvent avoir 
les fonctions f et g. 

Par exemple, si f tend rapidement vers +oo et g tend lentement vers - oo alors f + g va 
tendre vers +oo. 

Mais si f tend lentement vers +oo et g tend rapidement vers - oo alors f + g va tendre 
vers - oo. 

Exemple 4.4 
3 - 2 

1. Supposons que f et 9 sont définies p-OUr tout x 1' 0 par f(x) :;;- e t g(x) x2 . 
1 

Alors f(x) + g(x) = :;;- tend vers +oo si x tend vers O. 

1 -1 
2. Supposons que f et 9 sont définies p-OUr tout x 1' 0 par f(x) = :;;- e t g(x) = 7 .. 

1 1 x2 - 1 
Alors f(x) + g(x) = :;;- - :;< = ~. Le numtrateur tend vers -1 quand x tend vers 0, et 

le dénominateur tend verso (en restant positiJ), oonc f + 9 tend vers -OO. 

On résume dans les tableaux suivants la nature des limites éventuelles de f + g, f X g et 

!., suivant la nature de lim f et de 1im g (toutes les limites sont pour x tendant vers xo). 
g 

T Tableau 4.1 limite d'une somme, d'un produit d'un quotient 

I e R /e R /e R +oo +oo 

feR +oo +oo 

l+f +oo +oo 

I e R 11' 0 0 :!:OO 

feR :!:OO ±oo :!:OO 

lxf :!:OO :!:OO 

I e R 11' 0 0 +oo 

/' 'FÛ 0 0 +oo 

!//' :!:OO 0 ±oo 

Quand Je tableau mentionne ±oo, Je signe est déterminé par la règle des signes habi
tuelle pour un produit ou un q uotient (deux+ donnent +, deux - donnent +, un + et 
un - donne - ). 

Les « ?»désignent les « formes indéterminées». 
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Exemple 4.5 

Considérons f et 9 définies pour tout x * 0 par f (x) = ~ et g(x) = ~. 
Alors quand x tend vers 0 , les fonctilns f et 9 tendent vers +oo, d'où : 

f(x) + g(x) tend vers + oo 

f (x) X g(x) tend vers + oo 

Mais vers quoi tend :~:~ 1 Il s'agit d'une Conne a priori indéterminée. li faut donc faire le 

calcul. 
f (x) 1/ i' i' . - = ---:. = - qui tend vers 0 quand x tend vers O. 
g(x) 2/ ,,- 2 

IM Limite à gauche, limite à droite 
La définition de limite à gauche est la même que celle de limite, en ajoutant la condi
tion x < xo (au lieu de x * xo). Pour la notion de limite à droite, il faut ajouter la 
condition x > xo. 

Ces notions sont particulièrement utiles quand on étudie la limite d'une fonction au 
bord de son intervalle de définition, comme on le voit dans les définitions suivantes. 

Définition 4.6 

limite finie à gauche 
On suppose que f est définie au moins sur un intervalle ]a; xo[, où a < xo. 
On dit que f a pour limite à gauche le nombre réel l quand x tend vers xo si et 
seulement si : « f(x) devient aussi proche que l'on veut del, pour tout x suffisam
ment proche de x0 (avec x < Xo) ».On note alors 1im f(x) = l ou 1im f(x) = l. 

x~xo ~~:: 

Form11/atio11 mathémaliq11e : 

On a 1im f(x) = l si et seulement si : 
X~XÔ 

Ve>O, 3a>0, (~ -a <x<xo) ~ l - e < f(x) < l + e 

Déf.i.!J.iticmA,l 

limite finie à droite 
On suppose que f est définie au moins sur un intervalle ]xo; b[, où xo < b. 
On dit que fa pour limite à droite le nombre réel l quand x tend vers x0 si et seule
ment si :« f(x) devient aussi proche que l'on veut de 1, pour tout x suffisamment 
proche de xo (avec x > xo) ». On note alors 1im f(x) = l ou lim f(x) = l. 

x~x; x;;,:: 
Form11/atio11 mathémaliq11e : 

On a 1im f(x) = l si et seulement si : 
x~x; 

Ve> 0, 3a > 0, (~ < x < x0 + a) ~ l - e < f(x) < l + e 
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On obtient la proposition évidente suivante. 

Prop osit io n 4.5 

Une fonction fa une limite quand x tend vers xo si et seulement si f a une limite 
à gauche et une limite à droite et qu'elles sont égales. 

Exemple 4.6 
&lit f daînie sur JO; 10[ telle que : 

f (x) = x pour xe JO; 5) 

f (x) = 12 - X p-Our X E)5; 10[ 

On voit facilement que ~'f. f (x) = 5 et .!!J'J(x) = 12 - 5 = 7. 

f a donc une limite à gauche et une limite à droite en 5, mais comme ccllcs<i sont distinctes, 
on ne peut pas dire que f a une limite en 5. 

o· autre part on a : 
lim f (x) = 0 et lim f (x) = 2 ..-o.. ..-10-

y 

f(x) 

X 

• figure 4.3 Graphe de f définie sur IO; 10] par: 

f(K) = X si 0 $ X $ 5 et f(K) = 12 - X si 5 <X $ 10 

On a de fuçon similaire des définitions de limites à gauche et de limites à droite égales 
à +oo quand x tend vers X(). Écrivons les simplement pour « à gauche». 

Défllljti Q!l 4.8 

limite +oo à gauche 
On dit que f a pour limite à gauche + oo quand x tend vers xo si et seulement si 
« f(x) devient aussi grande que l'on veut, pour tout x suffisamment proche de Xo, 
avec x < xo. » 
On note lim f(x) = + oo. 

x~..; 

Form.11/atio11 mathématiq11e : 

lim f(x) = +oo si et seulement si : 
x~x; 

VA> 0, 3a > 0, (Xo - a < r < xo) ~ f(x) >A 
c'est-à-dire pour tout A même très grand, si on se rapproche suffisamment de Xo 
en restant inférieur à xo, on af(x) >A. 
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On a de même la notion de « f a pour limite à droite +oo q uand x tend vers xo »,en 
remplaçant partout x < xo par x > ro (ou xo - a < x < .xo par .xo < x < xo + a). 

On a également les notions de limite à gauche égale à en - oo, et de limite à droite 
égale à - oo. 

Exemple 4.7 

&lit f dtfinie sur JO; +oo[ par f (x) = ~. 
Alors!~ f (x) = +oo. La limite à droite de f en Oest + oo. Il n' y a pas de limite à gauche en 

O puisque / n'est pas définie sur x <0. 

Plli:i\IIQ.f:':l. limite__de_la demande quan.dJe_prix_v.arie_ 

Supp-0sons qu'W1e firme F1 est initialement un monop-Ole. Si elle fixe un prix P, la demande qui s'adresse à elle 
est Q(P) = 40 - 2P. C'est clairement une fonction continue du prix. 
Supp-0sons maintenant qu'une fume concurrente F2 s'installe e t vende le même produit au prix P2 = 8. Si les 
clients ne tiennent compte que du prix, calculons la demande Q1 qui s'adresse à F1 en fonction du prix P1 fixé 
parF, : 

- si P 1 < 8, alors Q2 = 0 et Q1(P1) = 40 - 2P1 car tout le monde préf~re F1 puisqu'elle est moins cirre ; 

- si P1 = 8, alors on peut dire que chaque fume prendra 50 % du marché, puisqu'elles ont même prix. On aura 
1 24 

donc: Q1 = Q2 = 2(40 - 2x8)= 2 = 12; 

- si P1 > 8, alors Q1(P1 ) = 0 car tout le monde préftte F2 puisqu'elle est moins cirre. 

On a Q1(8) = 12 et : 

lim Q1(P1) = O 
P1~-+ 

La limite à gauche est égale à 24 : quand la firme F1 fixe un prix de plus en plus proohe de celui de F,, mais en 
restant inférieur à cc dernier, sa demande tend vers 24. 
Si F 1 fixe le même prix que F,, sa demande est brusquement divisée par 2. 
La limite à droite est égale à 0 : quand la firme F1 fixe un prix de plus en plus proche de celui de F2, mais en restant 
supérieur à cc dernier, sa demande est nulle car son prix reste supérieur. 

ID Dérivée à gauche, dérivée à droite 
La dérivée d' une fonction f en un point est la limite du taux d'accroissement. Si le 
taux d'accroissement n' a pas de limite en Xo. la fonction f n'est pas dérivable en x0 . 

Il peut arriver toutefois q ue ce taux d'accroissement ait une limite à gauche et/ou à 
droite, même si f n'est pas dérivable. Cela conduit aux notions de dérivée à gauche et 
de dérivée à droite. 



Chapitre 4 Limites et continuité 

D__éiîn itiJmA.9 

Dérivée à gauche, dérivée à droite 
Si Je taux d'accroissement de f en xo a une limite finie à gauche en xo. on dit 
que f admet une dérivée à gauche en xo. On la note : 

f,
'( ) _ JiJn f(xo + h) - f(xo) 
.xo - ~o- h 

Si Je taux d'accroissement de f en xo a une JiJnite finie à droite en xo, on dit que f 
admet une dérivée à droite en xo. On la note : 

f,
'( ) _ JiJn f(xo + h) - f(xo) 
dxo - ~o· h 

Interprétation graphique. Si fa une dérivée à gauche en xo, alors la courbe Ct 
admet une demi-tangente à gauche au point (xo; f(xo)). Pour une dérivée à droite, il 
s'agit d' une demi-tangente à droite. 

y 

X 

• Figure 4.4 Demi-tangente à gauche, demi-tangente à droite 

Exemple 4.8 
Considérons la fonction f définie sur R par f(x) = lxl (= valeur absolue de x), c ' est-à-dire 
f(x) = x six~ 0 et f(x) = - x six :S O. Etudions sadtrivabilit6 en xo =O. 

Po h 0 f(xo + h) - f(xo) - f(h) - /(0) - h - 0 - 1 d "(0) - r 1 - 1 ur > 1 on a h - h - h - one Jd - lIIl - . 

Pour h < 0 on a f(xo + h) - f(xo) - f(h) - f(O) - - h - O = -1 donc ''(0) = lim -1 = -1 
• h h h ,. . 

La fonction f admet donc une dtri véc à gauche et une dérivée à droite en 0, mais comme 
celles-ci ne sont pas 6gales,J n'est pas dtrivable en 0 ( .. figure 1.9). 

IM Règle de l'Hospital 

Quand on est en présence d'une forme indéterminée ~· on peut utiliser la règle de 

l'Hospital pour lever l'indétermination. Il s'agit, sous certaines hypothèses, de rem
placer Je quotient de deux fonctions par Je quotient de Jeurs dérivées. 
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&oposition_4. 6 

Règle de l'Hospital, première version 
Si f et g sont dérivables sur un intervalle ouvert I contenant xo, avec 

f(xo) = g(.xo) = 0, et si g'(xo) * 0, alors Jim f((x)) = f'((xo)) 
x ..... xo g X g' Xo 

Démonrtration 
~ 

Pour tout x E I f(x) = f(x) - f(xo) = ~ 
' g(x) g(x) - g(xo) l!\'t~xo! 

On a lirn f(x) - f(xo) = f' (xo) et lim g(x) - g(xo) = g' (xo), donc : 
..-xo x- ~ ~xo x- xo 

~ 
lim f(x) = lim ~ = f'(xo) 
~xo g(x) ~xo l!\'_t~ g'(xo) • 

Il y a des versions plus générales de la règle de l'Hospital. Nous en donnons une dans 
la proposition suivante, que nous ne démontrerons pas. 

l?.roposition_4.Z 

Règle de l'Hospital, deuxième version 
Supposons que f et g sont définies et dérivables sur un intervalle ouvert I conte
nant xo, sauf éventuellement en XQ, avec JiJn f(x) = JiJn g(x) = 0 

X ..... Xo X ..... Xo 

Si g'(x) ne s'annule pas pour x * xo, et si lim f'((x)) = l, 
X_.'ô g' X 

alors JiJn f(x) = Jim f'(x) = l, quel soit fini ou infini. 
x~xo g(x) x~'ô g'(x) 

On peut étendre cette règle au cas où xo est remplacé par +oo ou - oo. On peut aussi 

l'étendre au cas où la forme indéterminée est du type ~ (au lieu de ~). 
Exem~9 

On . Vs"+;-3 . ' . . 0 
cherche~ x _ 

1 
. li s'ag1td'une 1orme mdéterrrunée car le numt rateur tend vers 

et le dénominateur aussi. Posons f(x) = Vs"+; - 3 et g(x) = x - 1. 

On a lirn f(x) = 0 et lim g(x) = O . 
..-J ..-J 

1 f'(x) 1 
fetgsontdérivables,avcc/(x) = . 1::--- et g'(x)= l,donc - ( ) = . r-:--· 

2"V8+x g' x 2"V8+x 
En appliquant la r~gle de l' Hospital, on trouve: 

lim Vs"+; - 3 = lim f(x) = /(1) = _I_ = ~ 
~• x- 1 ~• g(x) g'(l) 2"9 6 
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D Limite en +oo 
Nous avons jusqu'ici traité de la notion de limite (finie ou infinie) d'une fonction en 
un point x0 fixé. Il est tout aussi important de connaître l'évolution de f(x) quand x 
devient arbitrairement grand, c'est-à-dire quand • x tend vers +oo ». 

De même, il est utile de connaître l'évolutionde /(x) quand « x tend vers -oo ».D'où 
la nécessité des définitions suivantes. 

Dl Définitions 
On commence ici aussi par donner des définitions intuitives, suivies de formulations 
plus strictement mathématiques. 

Définition 4.10 

limite finie en +oo 

On suppose que f est définie pour tout x assez grand, c'est-à-dire qu'il existe un 
nombre Ao e IR tel que f(x) est définie pour tout x > Ao. 
On dit que f a pour limite le nombre réel l quand x tend vers +oo si et seulement 
si « f(x) se rapproche d'aussi près que l'on veut del, pour tout x suffisamment 
grand». 

Form.11/atio11 mathématiq11e: 

lim f(x) = l si et seulement si: Ve> 0, 3A > 0, x >A ~ l - e < f(x) < l + e 
x~-

c'est-à-dire, pour toute> 0 même très petit, si xest suffisamment grand, alors on 
a 1- e < f(x) < l + e. 

Définition 4.11 

limite +oo finie en +oo 

On suppose que f est définie pour tout x assez grand, c'est-à-dire qu'il existe un 
nombre Ao e IR tel que f(x) est définie pour tout x > Ao. 
On dit que f a pour limite +oo quand x tend vers +oo si et seulement si : 
f(x) est aussi grand que l'on veut, pour tout x suffisamment grand. 

Form.11/atio11 mathématiq11e: 

lim f(x) = +oo si et seulement si : 
x~-

VC > 0, 3A > 0, x > A ~ f(x) > C 

c'est-à-dire, pour tout C même très grand, si x est suffisamment grand, on a 
f(x) > C. 

On peut définir de façons similaires les notions de : 

- limite de f(x) égale à -oo pour x -+ +oo; 

- limite de f(x) égale à l pour x-+ - oo; 
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- limite de f(x) égale à +oo pour x -+ - oo ; 
- limite de f(x) égale à -oo pour x -+ - oo. 

Nous n'écrirons pas les définitions correspondantes, car on les obtient facilement à 
partir de celles que nous venons de voir, à de petits changements évidents près. 

RI Théorèmes de comparaison 
On peut montrer facilement que si j est positive pour tout x assez grand, alors sa limite 
en + oo est forcément positive. 

PJopositioo 4.8 

S'il existe un nombre réel A tel que f(x) ~ 0 pour tout x ~A, et si f admet une 
limite l quand x tend vers +oo, alors cette limite est telle que l ~ O. 

Démonrtration 
C'est un résultat intuitivement évident, mais donnons tout de même une démonstration basée 

sur la formulation mathtmatique de la définition. 
-/ 

On le montre par l'al>lurde. Supposons que I < O. Soit e = 2 > O. 

Comme I = ~œ f(x), aloŒ, pour tout x assez grand on a I - e < f(x) < I + e, 

. ~ I I 
c'est-à-dire 2 < f(x) < Ï ' donc f(x) < Ï < O. 

On trouve donc que pour tout x assei grand f(x) < 0, ce qui contredit l'hypoth~ de départ. 
Il est donc faux de supposer que I < O. • 

On peut déduire facilement de cette proposition que si f(x) est encadré par deux 
nombres réels B et C pour tout x assez grand, alors il en est de même de sa limite 
en + oo. 

Cotollaiœ 

S'il existe un nombre réel A tel que B 5 f(x) 5 C pour tout x ~A, et si f admet 
une limite l quand x tend vers + oo, alors cette limite est telle que B 5, l 5, C. 

Démonrtration 
Posons g(x) = f(x) - B et h{x) = C - f(x). La fonction g tend veŒ I - B en +oo, la fonction 
h tend veŒ C - 1 en +oo. 

Pour tout x ~ A, on a g(x) ~ 0 et hC.>l ~ O. On peut donc appliquer la proposition précédente 
à g eth, on en dlduit que lcuŒ lirnitcs sont positivcs ou nullcs, c ' cst-à-dire / - B ~ 0 et 
C - I ~ 0, ce qui revient à B S I S C. • 

Nous venons de montrer que si f est encadrée par deux nombres réels fixés pour 
tout x assez grand, alors il en est de même de sa limite en +oo. Que peut-on dire 
maintenant s'il s'agit d'un encadrement de f par deux autres fonctions dont la limite 
est connue ? Le cas Je plus intéressant est celui où f est comprise, pour x assez grand, 
entre deux autres fonctions qui tendent en +oo vers une même limite l. Dans ce cas, la 
fonction f est coincée entre les deux autres fonctions, et ne peut que tendre elle aussi 
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vers la limite l. C'est l'objet du théorème suivant, connu sous le nom très évocateur de 
« théorème des gendarmes »2 . 

Théorème 

Théorème des gendarmes 
On suppose que "· u et f sont trois fonctions telles que. pour tout x > A. on a 
11(x) 5 f(x) 5 u(x). Supposons de plus que lim 11(x) = lim u(x) = l. 

X-+..+40 X-++oo 

Alors lim f (x) = l. 
x-+-+oo 

Démonrtration 
On veut montre r que ,!.~ f (x) = /. On sait que 2!'."œ 11.(x) = 2!'."œ v(x) = l, donc : 

Pour tout e > 0 (même Ires petit), p-Our x assez grand on aura I - e < 11(x) < I + e e t 
1-e < v(x) < I + e. 

Comme 11(x) S f (x) S v(x), on aura donc aussi I - e < f (x) < I + e p-OUr tout x assez 
~and • 

Le théorème des gendarmes est très utile car il permet de trouver la limite d'une fonc
tion de forme complexe en l'encadrant par deux autres fonctions dont on connaît les 
limites. 

y 

v(x) 

X 

• Figure 4.5 Théorème des gendarmes 

On a une propriété du même genre, quand la limite est infinie : si f est plus grande 
qu'une fonction qui tend vers +oo, alors f tend elle aussi vers + oo . 

.eroposit ion 4.9 

S'il existe un nombre réel A tel que f(x) ~ 11(x) pour tout x ~ A, et si 
lim 11(x) = +oo, alors lim f(x) = +oo. 

x-+-+oo x-+-+oo 

Démonrtration 
On veut montre r que,!.~ f (x) = +oo. On sait que ,!!'."œ 11(x) = +oo, donc: 

Pour tout réel B (même tres ~and), pour x assez grand on aura 11(x) > B. 

Comme f (x) ~ 11(x) pour x assez ~and, on aura donc f (x) > B p-OUr tout x assez grand. • 

2 Nous avons w une autre version de ce théorème au cbapitre 3, ooncemant les limites de suites. 
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RJ Opérations sur les limites 
Quand on connaît les limites (finies ou infinies) de deux fonctions f et g pour x -+ +oo, 
onsouhaiteconnaître les limites éventuelles de f +g, de fx get de fig pour x-+ +oo. 
La règle est ici la même que lorsque !'on étudie des limites quand x tend vers un point 
fixé xo. Le tableau de la section 2 de ce chapitre reste valable. On peut ici aussi avoir 
des formes indéterminées. Même principe également pour x -+ - oo. 

Exemple 4.10 
Considérons f e t 9 définirs pour tout x E R par f(x) = 2K e t g(x) = - 7 x?-. Quand x tend 
vers +oo, alors f(x) tend ver8 +oo e t g(x) tend ver8 -oo. On obtient donc irrun&liaternent que 

f(x) x g(x) tend vers - oo. Par contre f + 9 e t J/9 sont des formes indéterminées, il faut faire 
Je calcul. 

f(x) + g(x) = U - 7 x?- = U(I - 2.) avec lim (1 - 2.) = 1 e t lim U = +oo, 
2x ~- 2x ~+cio 

donc lim f(x) + g(x) = lim U ( 1 - 2.) = +oo . 
..-+CIO ..-+CIO 2x 

f(x) 2x' 2x . 
g(x) = _ 

7 
x2 = - 7 qui tend ver8 - oo quand x tend ver8 +oo. 

RI Interprétation graphique, asymptotes 
Si x~ .. f(x) = l ou ,~ f(x) = l. alors la courbe Cf a une asymptote horizontale 

d'équation y = l. 

Si ,!!t!!. [f(x) - (ax + b)] = 0 alors la courbe Ct a une asymptote oblique d'équation 

y = ax+b. 

Pour savoir si la courbe Cf est au-ressus ou en dessous de son asymptote au voisinage 
de +oo, on érudie Je signe de f(x) - (ax + b) pour cout x grand. 
Même principe au voisinage de - oo. 

• Figure 4.6 Asymptote oblique 

Exemple 4.11 

Considérons f définie sur ) l ; +oo[ par f(x) = _!__! . 
x-

i' x2 .t 
On af(x) = -- = --

1
- = --

1
• 

x- 1 x(l- ;) 1- ; 

X 
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Le numtrateur tend vers +oo et le dtnominateur tend vers 1 quand x tend vers +oo, donc 
,!!'!, f(x ) = +oo. 

Montrons que la courbe Cr a p-OUr asymptote la droi:e d'tquation y = x + 1. 

1<2 1<2 - (x +lXx -l) 1<2 - (1<2 -l) 1 . 
Onaf(x) - (x+l)= ~-(x+l)= x-l = x-l = ~qwtend 
ve~ 0 ')IL'ln" r. tr.nrl ve~ 4-00. l .. 'l flroitr. rl' h)n:ltlon y = r. 4- 1 rst him !l~ympl(lfr. i\ fo l'.<urrhrl 
pour x~ +oo. 

De plus, f(x ) - (x + 1) = -
1

- > 0 pour x > 1, donc la courbe est au~essus de l'asymptote 
x-1 pour x~ +oo. 

tM Limites de polynômes 
et de fonctions rationnelles 

Il est facile de déterminer la limite en ± oo des polynômes et des fractions rationnelles, 
comme le montrent les deux propositions suivantes. 

Proposition 4.10 

La limite en ±oo d'un polynôme est égale à la limite de son terme de plus haut 
degré. 

Démonrtration 
Si le polynôme est constant c 'est évident. Considtrons donc un polynôme P de degré n su

périeur ou égal à 1. On a P(x) =a.X'+ a,,.1X--1 + ... +a1x +a0 = X'(a. + a_, + ... + ~). 
X x!' où a,, 1' O. La parenth~ tend vers a,,. De plus : 

X' tend vers +oo quand x tend vers +oo, 
~ tend vers +oo quand x tend vers - oo sin est pair, 

X' tend vers - oo quand x tend vers - oo sin est impair. 

On en dtduit la limite de P dans chacun de ces trois cas (suivant le signe de a.). 

C'est clairement la même chose si on étudie la limie du monôme a.X', qui est le terme de 
plus haut degré de P. • 

fl:oposition. 4.11 

La limite en ±oo d'une fonction rationnelle est égale à la limite du quotient des 
termes de plus hauts degrés. 

Démonrtration 

La fonction rationnelle s'écrit f(x) = ~~:~,où P et Q sont des polynômes. 

P(x) = a11~ + a11-1~-1 + ... + a1x + ao, avec ti,i 1- 0 
Q(x) = b•Jél + b •• ,r' + ... + b1x + b0 , avec b• 1' 0 

l1,i.t' + a--1X-1 + ... + a 1x + ao ~(a11+ ~1 + ... ) a. 
f( x ) = b b 1 b b = - • . La parent~• tend vers b' 

qx'I + q-Jxtr + ... + 1X+ 0 xfl bq + :t;! +... 1./ 

De pl~, X-Il tend vers +oo ou -oo ou 1 ou 0 suivant que x tend vers +oo ou -001 et suivant 
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le signe den - q. C'est la même chose si on é tudie la limite de ab.Jt', qui est le quotient des 
qxfl 

termes de plus hauts degres de P e t Q. • 

Exemple 4.12 

1. Con.tidéron~ Il!' polynôme P dé6ri pour tout x par P(x) = - 3.< 4- . .? - 7x• 7 . Au voi.tinage 
de +oo ou de - oo, la fonction P e t son terme de plus haut degré - x' ont même limite, 

donc: 

~. P(x) = ,!!~. (- 3x') = +oo 

. . . 2x2 + 8x+ 8 
2. S0tt f la fonct1on dé6me sur R '1 (-1 J par f(x) = x + 

1 
. La fonction f a même 

limite en +oo e t en -oo que le quotient des termes de plus hauts degres, c 'est-à-Oire que 

2x2 . f . . ' . - = 2x, donc hm (x) = hm 2x = +oo e t hm J (x) = hm 2x = - oo. 
X ~-+cio ...-+œ ~-cio ~-cio 

Le comportement de f en ±oo é tant similaire à celui de 2x, é tudions donc f(x) - 2x. 

2x2 + 8x + 8 - 2»,x + 1) 6x + 8 . 
On a f(x) - 2x = x + 

1 
= ~ qw tend vers 6 pour x-+ ±oo. 

Étudions donc maintenant f( x) - (21: + 6). 
6x+ 8 6x+ 8 -6(x+ 1) 2 . 

f(x ) - (2x + 6) = -- - 6 = = -- qui tend vers 0 quand x -+ ±oo. 
x+I x+I x+I 

La droite d'équation y = 2x + 6 est <lonc asymptote à la courbe Cr pour x tendant vers +oo e t 
pour x tendant vers - oo. 

f( x ) - (2x + 6) = - 2
- est positif pour x > -1 e t est négatif pour x < -1. 

x+I 
La courbe est donc au-dessus de lasymptote pour x > -1 e t en dcsso~ pour x < -1. 

D Fonction continue en un point 
Définition 4.12 

Continuité en un point 
On dit que f est continue en xo si et seulement si JiJn f(x) = f(xo). 

DMinition 4.13 
Prolongement par continuité 

x~xo 

Il arrive souvent qu'une fonction soit définie a priori sur un intervalle Ide nt, sauf 
en un point xo, mais qu'elle admette une JiJnite finie l en œ point. Dans ce cas on 
a tendance à poser f(X-O) = l pour que f soit définie aussi en xo. La fonction f 
a ainsi été « prolongée » en xo, puisque son domaine de définition est maintenant 
l'intervalle I tout entier. Cette fonction vérifie JiJn f(x) = l = f(xo), donc elle est 

x~xo 

continue en xo. On dit que J' on a prolongé f par continuité en xo. 
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Exemple 4.13 
Y,-Vï 

On reprend la fonction f définie par f(x) = --- p-Our tout x ~ 0, avec x * 2 
(x-2) 

~ exemple 4 .1 ). 

La fonction f est continue sur [0; 2[ e t sur )2; +oo[. On a : 

Donc: 

vx- Vï vx+ Vï. x-2 
f(x) - X -

(x-2) Vx + Vï. (x-2)( Vx + ..fi.) 

limf(x) = lim--
1

- = -
1

-
~2 ~2 v;+ Vï 2Vï. 

1 

vx+ Vï.' 

1 
En posant /(2) = 

2 
Yi. on prolonge f par continuité en 2, si bien qu'elle est maintenant 

définie e t continue sur tout R.. 

Opérations sur les fonctions continues. Nous avons vu (.. proposition 4.2) que 
des opérations sur les limites finies sont possibles sans problème. La limite d'une 
somme est la somme des limites, etc. Ceci conduit directement à la proposition sui
vante. 

Proposition 4.12 

Si f et g sont des fonctions continues en Xo. alors f + g et f x g sont continues en 
x0 . Si de plus g(x0) * 0, alors fig est continue en x0 . 

La proposition sur la limite d'une fonction composée (.. proposition 4.3) nous permet 
d'affirmer que la composée de fonctions continue est continue. 

eJ:opositio~.13 

Continuité d'une fonction composée 
Si f est continue en Xo. et si g est continue en f (Xo). alors go f est continue en X(). 

Nous avons étudié la dérivabilité au chapitre 2. Soulignons maintenant un lien impor
tant entre dérivabilité et continuité. 

,Proposition 4.14 

Si f est dérivable en xo, alors f est continue en xo. La réciproque est fausse. 

Démonrtration 
La propriété « dérivable implique continue » a déjà été démontr~ (~ proposition 2.8). 

L'exemple suivant montre que la rtciproque est fausse. • 

Exemple 4.14 
Soit fla fonction définie sur R par : 

f(x) = 0 si x < 0 

f(x) = x si x ~ 0 
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On a ,!$ f(x) = ~'/:. 0 = 0 e t .!!\'. f(x) = ~ x = O. Les limites à gauche e t à droite 

sont égales à 0 , donc f admet pour limite 0 quand x tend vers O. Comme /(0) = 0 , on a 
limf(x) = /(0), d'où f continue en x = O. 
~· 
On a lim (f(x) - f(O)) = tim ( 0 -O) = O 
~e x-0 ~cr X 

e t lim (f(x) - f(O)) = tim (x -O) = 1. 
~+ x-0 ~ot X 

La fonction f est donc dtrivable à gauche e t à droite en O. Sa dtrivée à gauche est f.(0) = 0 , 
sa dtrivée à droite est J.(0) = 1. Les dtrivécs à gauche e t à droite ne sont pas égales, oonc f 
n'est pas dérivable en 0 ( .. figure 4.7). 

0 

• Figure 4.7 Une fonction continue mais non dérivable en O 

Le plus souvent, quand une fonction est continue mais non dérivable en un point, on 
Je voit sur Je graphe. Il y a comme « un angle» en ce point sur la courbe. 

Proposit ion 4. 15 

Si f est continue en xo, et si (11.) est une suite convergence de limite Xo, alors la 
suite (j(11.)) est convergente de limite f(xo), c.-à-d. lim f(11.) = f(Xo). 

~HO 

Démonrtration 
On sait que f(x) tend vers f(xo) quand x tend vers xo. Mais (11,. ) tend vers xo quand n tend 
vers +oo. D'où f(u,.) tend vers f(xo)quand n tend vers +oo. • 

? 

a . Supp-0sons que le montant T de l'impôt sur le revenu est calculé de la façon suivante, en fonction du revenu R 
annuel de la personne considérée (en euros). 

- si R < 10000, alors la personne ne paie rien; 

- si 10000 SR< 20000, alors cette personne paie en impôts 10 %de son revenu total R; 

- si 20000 SR< 30000, alors elle paie en impôts 20 %deson revenu total R; 

- si R ~ 30000, alors elle paie en impôts 30 %de son revenu total R. 
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Alors la fonction T = f(R) ainsi d~rite est croissante, mais n'est pas continue aux points R = 10000, R = 20000 
et R = 30000. En effet, elle s'~rit : 

f(R) = 0 pour R < 10000 

f(R) = 0, 1 x R pour 10000 SR< 20000 

f(f/.) = 0,2 X fi. p<Jut 20000 $fi.<; 30000 

f(R) = 0,3xRpour R ~ 30000 

Calculons les limites à gauche et à droite aux points li. = 10000, R = 20000 et R = 30000. On a : 

.J\'llio-f(R) = 0 et .JiJ"OO<I' f(R) = 0,1 X 10000 = 1000 

.J\'llio-f(R) = 0,1 x20000=2000 Cl •~~iJ"- f(R) = 0,2 X 20000 = 4000 

•~~\'llio-f(R) = 0,2 x30000 = 6()(() Cl •~~iJ"- f(R) = 0,3 X 30000 = 9000 

Les limites à gauche et à droite ne sont pas égales en R = 10000, donc f n'est pas continue en cc point. Même 
chose aux points R = 20000 et R = 30000. 
Une personne gagnant 9 900 euros ne paiera pas d'impôt, son revenu net sera donc 9 900 euros, alors qu' WJe 
pc!SOnnc gagnant JO 100 euros paiera 10 10 euros en impôts, si bien que son revenu net ne sera que de 
JO 100- 10 10 = 9090curos. 
La fonction T = f(R) est une fonction croissante : plus Je revenu est élevé, plus l'impôt est élevé, cc qui parait 
normal. Cette fonction est discontinue, car il y a des •sauts» en R = 10000, R = 20000 et R = 30000. Cela 
conduit au paradoxe que Je revenu net n'est pas WJe fonction croissante du revenu. Une pc!SOnne gagnant W1 peu 
plus de JO 000 euros a intérêt à voir son revenu descendre en-dessous de 10000 euros pour payer beaucoup moins 
d'impôts et voir son revenu net augmenter. Il y a donc ici des effets de seuil importants qui conjuguent inefficacité 
et inéquité. 

b. Pour éviter ces effets de seuil, il vaut mieux que le montant T de l'impôt sur le revenu soit calculé de la façon 
suivante, en fonction du revenu R : 

- si R < 10000, aloŒ la pc!SOnne ne paie rien; 

- &i 10000:;:; R < 20000, alois cette pecsorme paie en impôts 10 % de ce qui dépasse 10000; 

- si 20000:; R < 30000, aloŒ elle paie en impôts 20 % de cc qui dépasse 20000, et JO% de 20000 - 10000; 

- si R ~ 30000, aloŒ elle paie en impôts 30 % de son revenu total de cc qui dépasse 30000, et JO % de 
20000 - 10000, et 20 % de 30000 - 20000. 

Ici la fonction T = f(R) est croissante, et continue en to~ points, y compris R = 10000, R = 20000 et R = 30000. 
En effet : 

- pour R < 10000, on af(R) = O; 

- pour 10000:; R < 20000, on af(R) = 0,1 x(R -10000); 

- pour20000 SR< 30000, on af(R) = 0,1 x(20000 -10000)+ 0,2 x(R - 20000); 

- pour R ~ 30000, on af(R) = 0,1 x(20000 -10000) +0,2 x(30000 - 20000) +0,3 x(R - 30000). 

Calculons les limites à gauche et à droite aux points li. = 10000, R = 20000 et R = 30000. On a : 

.J\'llio-f(R) = 0 et .J~. f(R) = 0, 1xO=0 

•~~\'llio-f(R) = 0,1 x(20000 -10000) = 1000 et •~~~J(R) = 1000 +0,2 xO = 1000 

•~~\'llio-f(R) = 0,1 X 10000 + 0,2 X 10000 = 3000 

et ·~~~J(R) = 0,1 X 10000+0,2X 10000 + 0,3x0 = 3000 
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Les limites à gauche e t à droite sont égales, donc la fonction T = f (R)est continue. li n' y a pascetto-foiscid'e lfets 
d e seuil conune en a). 

9000 / 9000 

6000 

~ 
6000 

4000 
3000 

2000 -- 2000 
1 000 • 000 

10000 20000 30000 R 10 000 20000 30000 R 

O La première façon de calculer l 'im
pôt donne une fonction non continue 
et des effets de seuil importants. 

0 La seconde façon donne une fonc
tion continue. sans effets de seuil. 

• Figure 4.8 M ontant des impôts T en fonction du revenu R 

D Continuité à gauche, 
continuité à droite 

On a aussi des notions de continuité à gauche et de continuité à droite en un point. 

Elles sont liées aux notions de limite à gauche et de limite à droite définies à la sec
tion 3 de ce chapitre. 

Déflni.ti Qll ~ 4 
On dit que f est continue à gauche en xo si et seulement si lim f(x) = f(xo). 

x~xo 

On dit que f est continue à droite en xo si et seulement si lim f(x) = f(xo). 
x~x; 

Exemple 4.15 

1. Reprenons la fonction f d éfinie sur JO; 10[ par : 

( .. exemple 4. 6). On a : 

f (x) = x pour x E JO; 5J 

f (x) = 12 - x pour x E )5; Hl[ 

/ (5) = 5 et lim f (x) = 5 e t tim f (x) = 7 
x-tS- x-tS .. 

Donc f est continue à gauche en 5, mais n'est pas continue à droite en 5. 

2. Considérons maintenant la foncti:ln f d éfinie sur R par : 

f (x) = 0 si x < 0 e t f (x) = 1 si x ~ 0 
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Alors !~J(x) = 0 et ~~ f(x) = 1 et /(0) = 1, donc f est continue à droite mais non 

continue à gauche en x = O. 

y 

f(x) 

0 X 

• Figure 4.9 Graphe de f définie par f(K) = 1 six ~ 0, et f(K) = O six< O 

D Fonction continue 
sur un intervalle 

Les fonctions continues sur tout un intervalle ont des propriétés particulièrement inté
ressantes q ue nous allons voir maintenant. 

Dmoition4.1.S 

Continuité sur un intervalle 
On dit q ue f est continue sur un intervalle J de IR si elle est continue en tout 
point de cet intervalle. 

Une précision : quand I est un intervalle ouvert, cette définition ne pose 
pas de problème. Quand I n'est pas un intervalle ouvert, par exemple si 
I est un intervalle fermé du type I = [a; b), on dira que f est continue 
sur [a; b] si elle est continue en tout point de ]a; b[, et continue à droite 
en a, et continue à gauche en b (car on ne peut pas parler de continuité à 
gauche en a, ni de continuité à droite en b, puisque 1' on dépasserait les 
limites de 1' intervalle). 

Concrètement, la continuité sur un 
intervalle se voit très bien sur le 
graphe de la fonction: une 
fonction f est continue sur un 
intervalle si on peut tracer sa 
courbe sans lever le crayon. 
La fonction est dérivable sur cet 
intervalle si de plus, en traçant la 
courbe, il n'y a pas d'angle, le 
t racé est bien • lisse». 

Hl Théorème des valeurs intermédiaires 
On comprend vite qu' une courbe q ue l'on trace sans lever Je crayon a des propriétés 
particulières. La tracé ne comporte pas de « saut», d'où Je terme de continuité. Une 
application très utile est celle des « valeurs intennédiaires ». Imaginez une droite et 
deux points A et B qui sont de part et d'autre de la droite. Si on doit aller de A à Ben 
traçant une courbe continue, il est clair q u'il faudra à un moment ou un autre traverser 
la droite. D'où Je théorème des valeurs intermédiaires. 
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Ihéotème 

Théorème des valeurs intermédiaires (1 '• version) 
Soit f une fonction continue sur [a;b], telle que f(a) et f(b) soient de signes 
opposés. Alors il existe au moins un réel c compris entre a et b tel que f(c) = O. 

Démonstration 
Intuitivement c 'est évident. Les p<lintsA(a;f(a)) e t B(b;f(b)) soot de part e t d'autre de l'axe 
des abscisses, donc poor les relier la courbe Cr est bien obligée de traverser l'axe des abs
cisses puisque f est continue. Ce serait faux si f n'é tait pas cootinue, car une fonctioo non 
cootinue peut faire des• sauts», donc sauter par dessus l'axe des abscisses. 

Voici maintenant une démonstration classique des mathématiciens, qui repose sur la méthode 
de la dichotomie. Supposoos par exemple que /(a)< 0 et f(b) >O. Posons a 1 =a et b1 = b. 

On considire le milieu m1 de a 1 et de b1, c'est-à-Oire m1 = a,; b,. Si f(m1) est du même 

signe que f(a1) (dooc négatif), oo pose a, = m1 et b, = bi. sinon on pose a, = a 1 et b, = m1• 

On obtient dooc un intervalle [a,; b,I deux fois plus petit que l'intervalle initial, e t qui vérifie 
la même propriété, à savoir que f(a,) et f(b,) sont de signes opposés. 

On coosidère le milieu m2 de a, et de b,. Si f(m,) est du même signe que f(a,) (donc 
négatif), oo pose a3 = m2 et b3 = b,, sinon oo pose a3 = a, et I>, = m,. On obtient donc un 
intervalle [a3; b3 ] quatre fois plus pcât que l'intervalle initial, e t qui vérifie la même propriété, 
à savoir que f(a 3) et f(b3 ) sont de signes opposés. Ainsi de suite ... On obtient ainsi une suite 
d'intervalles emboités [a.; b.], de longueur tendant vers 0, e t tels que /(a,,) est négatif e t 
f(b.) est positif (au sens large). La suite (a.) est croissante, la suite (b.) est décroissante, e t 
lim(b. - a,,) = O. Cela signifie que ces deux suites sont adjacentes. Elles convergent donc 

;;; une même limite c. La fonction f est continue e t lim l1,i = lim b11 = c, donc d' apres 

la propositioo 4.15, on a lim /(a.) = f(c) et lim f(b.) :'Ï(c). Po;~;ut non a /(a.) :S 0 e t 

0 :S f(b.), donc f(c) :S 0 ;'(i :S f(c). On en dM~it que f(c) = O. • 

Notons que la méthode dichotomique qui permet de montrer Je théorème des valeurs 
intermédaires fournit également une méthode pour donner une valeur approchée de la 
solution c de l'équation f(c) = O. En effet, a. et bn sont des valeurs approchées de c, 
d'autant plus précises que 11 est grand. 

Ce théorème est très utile pour montrer l'existence d'une solution à une équation du 
type f(x) = 0 avec f continue. Il existe bien au moins une solution si on peut trouver 
x1 et x2 tels que f(x1) < 0 et f(x2) > O. 

APPLICATION Le profit, fonction continue du prix du pétrole 

Soit fl(P) le profit d'une entreprise de transports en fonctioo du prix P du baril de pétrole. On peut raisonnablement 
supposer que le profit est une fooction cootinue du prix du pétrole. Si poor un prix Po Ires faible l'entreprise fait 
du profit, e t pour un prix P1 trés élevé elle fait des pertes, alors il existe au moins un prix r compris entre Po et 
P1 tel que fl(P' ) =O. 
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Co.r.ollaiœ 

Soit P un polynôme de degré impair. Alors P a:lmet au moins une racine réelle. 

Démonrtration 
P(x) = a'211+J X2n+1 + 0tz,.~ + ... + a 1 x + ao, avec °'2n+J t- O. 
Supposons im- e xcmplo que a'2.il+l > O. Le polynôme P a meme ti.mito e n +oo c l e n - oo que 
le terme de plus haut degré, c 'est·à· dire que le monôme a,.,.1x"'•1• 

~~ 0i,..1x2"•1 = +oo et~-ai,..1x2n+l = - oo <k:inc ~-T. P(x) = +oo et ~-P(x) = - oo. 

On peut donc trouver a, b tels que P(a) < 0 et P(b) > O. Comme f est continue sur R, on en 
dfduit qu'il existe c E]a; b[ tel que P(c) = O. 

Même raisormcment si Din+J < O. • 
Remarquons que si Pest de degré pair, alors il n ·a pas forcément de racine. En effet, 
si P(x) = az,,X'" + ... + a 1 x+a0 (avec az,, * 0), alors Pa même limite en +oo et en - oo, 
si bien qu' il n'existe pas forcément a et b tels que P(a) < 0 et P(b) > O. 

Exemple 4.16 

1. Considérons P défini par P(x) = x' + 4 (degré 3 donc impair). 
Quand x tend vers +oo, P(x) tend vers +oo, donc P(x) > 0 pour x suffisamment grand (e t 
positif). 

Quand x tend vers -oo, P(x) tend vers - oo, donc P(x) < 0 pour x suffisamment négatif. 

Par exemple P(I ) = 5 et P(- 2) = - 8 +4 = -4 < 0, d'où il y a une racine entre - 2 e t 1. 

2. Soit maintenant P défini par P(x) = i' + 2x + 2 (degré 2 donc pair). 
Quand x tend vers +oo, P(x) tend vers +oo e t quand x tend vers - oo, P(x) tend awsi vers 
+oo. Donc il n'est pas sOr qu'il y ait une racine. En fait en calculant le discriminant 6, on 
trouve ô. < 0 donc il n'y a pas de racine. 

Jliéor:ème 
Théorème des valeurs intermédiaires (2• version) 
Soit f une fonction continue sur [a ; b]. Si Je oombre k est compris entre f(a) et 
f(b), alors il existe au moins un réel c compris entre a et b tel que f(c) = k. 

Démonrtration 
Il suffit de poser g(x) = f(x) - k pour se ramener à la première version du tht<lrème. • 

Le théorème que nous venons de démontrer signifie que l'image d'un intervalle fermé 
borné [a ; b) par une fonction continue est forcément un intervalle. Le théorème suivant 
nous indique qu' il s' agit même d'un intervalle fenné borné. C'est un résultat puissant, 
mais à la démonstration assez longue, c'est pourquoi nous 1' admettrons. 

:théorème 

Théorème de Weierstrass 
Soit f une fonction continue sur l'intervalle fenné borné [a ;b]. Alors l'image par 
f de [a ; b) est un intervalle fermé borné [m; M]. 
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On résume souvent Je théorème de Weierstrass en disant que « sur un intervalle fermé 
borné, une fonction continue est bornée et atteint ses bornes». En effet, il signifie que 
pour tout x e [a ;b], on a f(x) e [m; M]. Inversement, pour tout y e [m; M], il existe 
x e [a ;b] tel que f(x) = y. En particulier, il existe x 1 e [a ;b] tel que f(x 1) = m, et 
il existe x2 e [a ; b) tel que f(x2) = M. La fonction f atteint donc son minimum m au 
point x 1, et elle atteint son maxi.mmn M au point x2 . 

Le théorème de Weierstrass ne s' applique pas pour une fonction continue sur un inter
valle ouvert ]a ; b[ ou semi-ouvert ]a; b) ou [a ; b[, ni sur un intervalle non borné comme 
[a ; +oo[. 

Par exemple, la fonction! définie sur ]O; 1) par f(x) = ~n'est pas majorée, donc n'est 
X 

pas bornée. On ne peut pas trouver un nombre M comme dans l'énoncé du théorème. 

Hl Théorème du point fixe 
Pour une variable économique donnée, supposons que Xn représente l'état de cette 
variable l'année 11. Par exemple Xn est la richesse d'un individu, ou bien Je PIB d'un 
pays !'année 11. Il arrive souvent que la valeur de la variable une année dépende de 
sa valeur l'année précédente, c'est-à-dire que Xn+I = f(x.) où f est une fonction. On 
parle d'équilibre (ou de point fixe) quand la variable ne change pas, c.-à-d.quandon a 
Xn+ I = x., ce qu'on peut donc écrire x. = f(x.). C'est pourquoi on appelle point fixe 
d'une fonction f toute valeur x telle que f(x) = x. Trouver les équilibres économiques 
possibles revient à étudier les points fixes de certaines fonctions. Ceci est plus facile 
quand on a affaire à des fonctions continues, comme Je montre Je théorème suivant. 

Jb_é.o.cèwe 

Théorème du point fixe 
Soit f une fonction continue sur [a ;b ]. On suppose que l'image de f est incluse 
dans [a ; b]. Alors il existe au moins un réel c compris entre a et b tel que f(c) = c. 
On dit que c est un point fixe de f. 

Démonrtration 
Graphiquemcnl, on peut dire que la courbe Cr est incluse dans Je caml [a; b] x [a; b]. Le 
point A(a;f(a)) est au-<lcssus de la prcmii re bissectrice, e t Je poinl B(b; f (b)) est au-<lcssous. 
La courbe Cr re lie ces deux p-Oints, elle est donc obligu de traverser la premii re bissectrice 
puisque f est continue. 
De plus, on peut égalemcnl déduire le tht<lr~e du poinl fixe du thtori me des valeurs inter
m&liaircs (première veŒion) appliqué à la fonction 9 définie par g(x) = f (x) - x . 11 est clair 
en effet que 9 cst continue sur [a; b], e t que 9(a) = f (a) - a ~ 0 et g(b) = f (b) - b S 0 (car f 
à valeurs dans [a; b] par hypot~). • 
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Hl Fonctions continues 
strictement monotones 

Le théorème des valeurs intermédiaires (2• version) nous indique que léquation 
f(x) = k admet au moins une racine dans [a: b) si f est continue et que k est com
pris entre f(a) et f(b). Si de plus f est strictement monotone (c'est-à-dire strictement 
croissante ou strictement décroissante), alors cette racine est unique, comme nous I' in
dique Je théorème suivant. 

Ilté.o.tème 
Théorème sur les fonctions continues strictement monotones 
(1,.. version) 
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a; b]. Si Je nombre k 
est compris entre f(a) et f(b), alors il existe un et un seul réel c compris entre a 
et b tel que f(c) = k. 

Démonrtration 
Montrons le poor f strictement croissante. La démonstration est sinùlaire p-Our WJe fonction 
strictement décroissante. 
D' apres Je thf<lrtme des valeurs intenn&laircs (2" version), il existe au moins un c compris 
entre a et b telque f(c) = k. Supposons que ce c n'est pas unique. Il existe alora c' diJftrent 
de c tel que f(c') = k. 

Comme f est strictement croissante, sic' > c, aloa f(c') > f(c) ce qui est impossible car 
f(c) = k et f(c') = k. 

Sic' < c, alors f(c) < f(c') ce qui est imp-0ssible po·Jr les même.s raisons. • 

APPLl_C_A TlQN (suite) 

On reprend comme au paragraphe 5. 1 la fonction de profit fl(P) d'une entreprise de transports. On suppose ici 
aussi que poor un prix Po tres faible l'entreprise fait du profi~ et p-Our un prix P1 tr~ élevé elle fait des pertes. 
Si le profit est une fonction continue strictement décroissante du prix du pétrole, alors il existe un unique prix P' 
compris entre Po et P 1 tel que fl(P' ) =O. 

Théorème 

Théorème sur les fonctions continues strictement monotones a• version) 
Soit f une fonction continue et strictement croissante de l'intervalle fermé borné 
[a; b] dans nt. Alors l'image de f est l'intervalle fermé borné [f(a);f(b)), et f 
est une bijection de [a;b] dans (f(a);f(b)]. Son application réciproque r 1 est 
continue et strictement croissante de [f(a); f(bl) dans [a; b]. 
Si f est continue et strictement décroissante de [a; b) dans nt, alors l'image de f 
est l'intervalle [f(b); f(a)], et f est une bijection de [a; b) dans [f(b); f(a)]. Son 
application réciproque r 1 est continue et strictement décroissante de [f(b); f(a)] 
dans [a;b]. 

109 



Mathématiques en konomie--gestion 

110 

Démonrtration 
Étudiom seulement Je cas où f est strictement croissante (démonstration similaire p-0ur f 
décroissante). D'aprês Je thtortme de Weierstrass, l'image de [a;b) est un intervalle fern6 
born6 de la forme [m; M]; comme ,f est croissante c ' est forcément [f(a);f(b)]. D'aprts Je 
thtortme pr&ldent, tout k compris entre /(a) et f(b) a un e t un seul ant&édent c par J, oe 
qui signifie que f est bijcètive. Elle admet donc une application réciproque!'. 

Montrons que r' est strictement croissante. Soit y, et y, deux éléments de [/(a); f(b)], avec 
y1 <y,. Il existe donc x1 et x, dans [a; b] tels que x1 = / 1(y1) et x, = / 1(y,). Cela signifie 
que y 1 = f(x1) e t y 2 = f(x,). Comme f est strictement croissante, on a donc forcément 
x, < x,. D'où r' est strictement croissante. 

Reste à montrer que / 1 est continue. La démonstration mathématique standard est un peu 
longue, no~ allons no~ contenter de no~ oonvaincre de la continuit6 en raisonnant sur les 
graphes. Les fonctiom f et r' SO!lt réciproques l'une de l'autre, donc Jeurs graphes sont 
symétriques par rapp-Ort à la premiire bissectrice. Le graphe de f se trace sam lever le crayon 
(puisque f est continue), donc il en est de même de son symétrique le graphe de / 1

• D'où la 

continuité de r'. • 

Les points clés 
~ Quand la variable x se rapproche de plus en plus d'un nombre futé xo, la fonction 

f(x) peut tendre vers une limite finie ou infinie, ou bien ne pas avoir de limite. 

~ Quand la variable x prend des valeurs de plus en plus grandes, la fonction f(x) 
peut tendre vers une limite finie ou infinie, ou bien ne pas avoir de limite. 

~ Une fonction f est continue au point xo si quand x se rapproche de plus en plus 
de .xo. alors f(x) se rapproche de plus en plus de f(xo). 

~ Une fonction est continue sur un intervalle si on peut tracer son graphe sans lever 
le crayon. 

~ Quand une fonction f est continue sur un intervalle [a; b), elle prend toutes les 
valeurs comprises entre f(a) et f(b ). C'est le théorème des valeurs intermédiaires. 

~ Quand une fonction f est continue et strictement croissante sur tout un intervalle 
[a;b], elle prend une et une seule fois toutes les valeurs comprises entre f(a) et 
f(b). Même chose si elle est continue et strictement décroissante sur tout l'inter
valle [a; b]. 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 

Dites si les affinnations suivantes so1u vra.;es ou fauss es. 
Justifiez vos réponses. 

1. Quand une fonction a une limite à gauche e t une li
mite à dr oite en un p<lin~ alors e lle a une limite en ce 
p-Oint. 

2. Si f est dtrivable alors e lle est continue. 

3. Si f est continue alors e lle est dèrivable. 

4. Soit f continue sur [ 1; 3) telle que f (I) = -1 et 
/(3) = 2. Alors il existe un unique x E [1; 3) tel 
que f(x) = O. 

S. Tout p-Olynôme d e d egré pair admet au moins WlC 

racine. 

Exercices 
2 Limite en wt point xo 
Calculer les limites suivantes: 

1. limx2 + 1x 
~' 

2. lim vx -2 
..-4 x - 4 

x2 - 2 
3

· ~(x- 2)2 

• Corrigés p. 366 

x2 - 4 
4. lim --

~2 (x - 2)2 
x" -1 

5. ~ x - 1 pour n 
N,n ~ 2 

...fï+X- VI-X 
6. lim ------
~· X 

• Corrigés p. 366 

3 Limite en + oo 
Calculer la limite pour x tendant vers + oo de 

1. f(x) = 2x + 3 
3x2 - 4 

2x2 + 3 
2 · f(x) = 3x2 - 4 

2x' + 3 
3. f(x) = 

3
x2 _ 4 

4 Règle de l'Hospital 

• Corrigés p. 366 

En utilisant la ~gle d e l'Hosp ital, calculer les limites 
suivantes: 

1. lim 1 + Vx 
...- 2 + x 

2. tim x2 - 4 

~2 x ../ï; - 2x 

5 Continuité d e la fonctton d 'offre 

1. La fonction d'offre d'une firme donne la quantit6 
Q{,P) produite par la 6rme en fonction du prix. Elle 

est telle que : 

Q{,P) = 0 si P < 5 

Q(P)= IOOP - 300 si P ~ 5 

Cette fonction est-elle continue à gauche? Continue 
à droite 7 Continue 7 
Toutes les valeuISde l'olfresont-clles possibles 7 Re
présenter graphiquement cette fonction 

2. Même question si l'offre est donn6e par : 

Q{,P) = 0 si P < 5 

Q(P)= IOOP - 500 si P ~ 5 

6 Prolongement par continuité 
On considère la fonction H dèfinie p-Our tout x 1' 0 par 

H(x)= ~-I . 
X 

Étudier la limite d e H(x) pour x -+ O. 
Peut-on prolonger H par continuité en x = 0 7 
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L 
es fonctions puissance, logarithme et expo- fonction logarithme. Si au contraire la croissance est 
nentielle sont très utiles en économie. En ef- très rapide, on privilégie la fonction exponentielle. 
fet, quand on veut modéliser la croissance Chacune d'elles satisfait des règles de calcul assez 

ou la décroissance régulière d'une variable écono- simples et assez similaires les unes aux autres, c'est 
mique, le plus simple est d'utiliserune fonction puis- pourquoi nous les présentons ensemble. 
sance. Si la croissance est lente, on va préférer la 

LES GRANDS AUTEURS John Napier(1550-1617) 
John Napier est un mathématicien et théologien écossais. Il étai t fervent protestant 
et t rès anticatholique, allant dans un owrage sur !'Apocalypse de Saint-Jean jusqu'à 
corn parer le pape à l'Antéchrist. 
En mathématiques, il s'intéresse aux méthodes permettant de simplifier les calculs, 
notamment les calculs t rigonométriques compliqués intervenant en astronomie. Il a 
alors l' idée de transformations spéciales qui permettent de simplifier les multiplica
tions en les t ransform ant en additions, et de même de transformer les divisions en 
soustractions. 
Il publie ses résultats en 1614 dans son livre Mirifici Jogarithmorum canonis descriptio 
(description de la règle magnifique des logarithmes). Le mot• logarithme», créé par 
Napier. vient de deux mots grecs : logos (rapport, calcul) et arithmos (nombre). Il 
explique aussi comment faire des tables des logarithmes des nombres entiers. Son 
nom est à l'ori gine du terme logarithme• népérien». • 



Fonctions 
• puissance, 

logarithme 
et exponentielle 

D Fonction puissance rationnelle .......................................... 114 

f) Fonction logarithme .................................................... 119 

D Fonction exponentielle ................................................ 125 

la Fonction puissance réelle ............................................... 131 

pbjectjf~ 

-+ Connaître les définitions des fonctions puissance, logarithme, exponentielle, 
et leurs principales propriétés. 

-+ Savoir faire des calculs impliquant ces fonctions. 
-+ Identifier les cas de figure dans lesquels il est pertinent de les utiliser. 
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Attention, ne pas 
confondre (x"I' et 
x'x". 
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D Fonction puissance rationnelle 
On va définir et étudier dans cette partie les fonctions puissance x >-+ xq, d'abord pour 

1 
q entier positif, puis q entier négatif, ensuite pour q = - où 11 est un entier positif, 

Il 
et enfin pour q rationnel quelconque. Dans la 4e partie de cc chapitre, nous verrons 
comment définir x >-+ ~ pour tout réel q (même non rationnel). 

ID Puissance entière 
Six est un nombre réel et 11 un entier positif, on sait que X' est une notation signifiant 
x" = x X x X ... X x, où ici x est multiplié 11 fois par lui-même. On dit que x est élevé à 
la « puissance 11 ».Par exemple, 24 = 2 x2 x 2 x 2 = 16. 

Proposition-5. 1 

Règles de calculs des puissances 
Les puissances satisfont les règles de calcul suivantes, si x et y sont des nombres 
réels, et si a et b sont des entiers positifs : 

Démonrtration 

:l'i' = r 
(X'/ = x"" 
:l'y• = (xy)• 

Vérifions juste la première règle de calcul. Les autres se démontrent de façon similaire. 
;(' signifie x multiplié a fois par lui-même. 
X' sigmfie x multtpht b fois par lu1-même. 
Donc: 
;(' x X' signifie x muhiplié a + b fois par lui-même. 
C'est exactement ce que signifier'. donc ;(' X;('=;('... • 

Exem~1 

On vérifie bien que : 

x2Jè = (xxx) x(xx xxx) = ,< = _.2•3 

(x2)3 = (x x x) x (x x x) x (x x x) = J!> = _.2><J 

x?y' = (x x x x x) x(y xy x y)= (x xy) x (x x y) x (x x y)= (x xy'f 

On va maintenant étudier la fonction x >-+ X' sur nt, en distinguant les cas 11 pair et 11 

impair. 



Chapitre 5 Fonctions puissance. logaritlvne et exponentielle 

fl:oposition..5, 2, 
Pour 11 e N', considérons la fonction fn définie sur IR par : 

J. :IR-+IR 

X ,_. x" 

C.ette fonction t> • .t clérivahle, cte ctérivée f~(r) = 11,.n-1. 

On a f.(O) = 0 et fun f.(x) = +oo. 
x~-+oo 

- Si 11 est impair, alors la fonction fn est impaire (.- définition 1.17). Elle est 
strictement croissante sur tout IR. 

- Si 11 est pair, alors la fonction fn est paire. Elle est strictement décroissante sur 
JR_ et strictement croissante sur IR+. 

Démonrtration 
Soit n e N'. On a d6jà vu ( .. prop-Osition 2. 13), que f. (x) = nX--1

• Puisque :i' rcprescnte x 
multiplitl n fois par lui-même, il est clair que si x = 0, alors :i' = O. De même, si x tend vers 
+oo1 alors~ tend vers +oo. 

- Sin est Impair, alors on a J.(-x) = (-xY' = -(:i') = -J.(x) donc la fonction J. est 
impaire. 

J; (x) = nX--1 " 0 poor tout x e R, car n - 1 est pair. On a même J; (x) = nX--1 > 0 poor 
tout x e R', donc la fonction J. est strictement croissante sur tout R. 

- Sin est pair, la fonction J. est paire, car J.(-x) = (-xY' = :i' = J.(x). 

J; (x) = n:i'-1 > 0 pour tout x e R:, e t J; (x) = nr' < 0 poor tout x e R:, car n - 1 est 
impair. La fonction J. est donc strictement d6croissante sur R.. e t strictement croissante 
sur R.. 

• 

y 
x' 

y 

O Fonction x" avec n i mpai r (n ;, 3) ~ Fonction x" avec n pair Vi ;, 2).) 

• Figure 5.1 Fonction puissance (exposant entier positif) 

On cherche maintenant à définir des puissances négatives, c 'est-à-dire définir x" pour 
11 entier négatif. La notation suivante permet de conserver les règles de calcul des 
puissances vues à la proposition 5.1. 

~x' 
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f'Wtatio.n 
Puissance négative 

Soit 11 e N'. Pour tout x e nt', on note x-• = ~ 
De plus, on convient de poser x0 = 1. 

Exemple 5.2 

f'roposition 5. 3 

Z-' = ~ = __ 1_ = ~ 
2' 2x2x2 8 

Les règles de calculs des puissances sont valables aussi pour les puissances en
tières négatives. Autrement dit, pour x, y e nt', et a, b e Z, on a : 

:l'x" = ~b et (:l'i = ~ et :l'if' = (.xy)0 

De plus, en posant J.(x) = i' pour tout entier 11 même négatif, la fonction J. est 
dérivable sur nt', de dérivée f.(x) = 11i'-

1 pour tout 11 e Z. 

Démonrtration 
Vérifions juste la dcuxiime rtgle de calcul. 

Si a et b sont positifs, c 'est la rigie habituelle. 

Si a < 0 et b > 0, alora a = -a' où a' > O. 

(X''/' = (~ r = (;)" = ; ,. = x-<lb = x-• 

La méthode est la même sia > Oet o < 0, ou sia <O et b <0. 

Méthode sinùlairc pour les autres ri y es de calculs. 

Nous avons déjà calculé la dérivée de f. pOur n positif. Sin est négatif. p0sons n = -p où 

p EN. On a f,,(x) = ~ = -
1
- et f,(x) = J<f'. On peut appliquer la formule sur la dérivée 

xP fj,(x) 
d'un quotient ( .. propœition 2.9). 

- f;(x) -pxP-1 1 -p-I -1 
J:.(x)=-[ )2 =~ = -p x..,..1 = -p xx =ni' 

f,(x) 

Exemple 5.3 
Quelques calculs avec des puissan~ négatives. 

x-2 ,ç = x-2+s = X' 

{ x-2)' = x-2><3 = x-6 

,-2y-2 = (xy)-2 

16 Racine n-ième, pour n E N* 

• 

On a déjà défini la fonction racine carrée au chapitre 1. Rappelons que six est un réel 
positif, la racine carrée de x est l'unique nombre réel positif yx tel que yx x yx = x. 
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De même on va appeller racine 11-ième de x le nombre réel positif </X tel que (</X)" = 
x. La racine 11-ième de x est aussi notée x1

'". car on peut en fait lui appliquer les règles 
de calcul des puissances. En effet on a par définition (x11

")" = x, qui est similaire à la 
deuxième règle de calcul des puissances. La proposition suivante montre l'existence 
et l'unicité de la racine 11-ième. 

Proposition 5.4 

Pour tout x e llt+, pour tout 11 e N', il existe un unique nombre réel positif, noté 
</X ou x1

'". tel que (</X)" = x. 
La fonction f 11• définie pour tout x e llt+ par f11. (x) = x 11

" = <IX est continue et 
strictement croissante sur nt •. 

Démonrtration 
Si n est un enlier strictement positif, alors J. est oontinue et strictemcnl croissante de R. 
dans R., et bijcètive de R. dans R.. 
On peut dt6nir sa fonction rtciproque de R. dans R,., que l'on note fitn(x) = xlf• = {/;. 
Pour tout x E R+, 

(J. ofitn) (x) = xc'est-à-Oi:e(x11")" = x 

(fitn o J.) (x) = xc'est-à-Oi:e (x")ll• = x 

O'apres le thtorème sur les fonctions continues slrictement mono1oncs ( .. paragraph 5.3, 
chapitre 4), comme fir. est la fonction rtciproque d'une fonction strictement croissante el 
continue, alors elle aussi strictement croissante et e<ntinue. • 

Le graphe de la fonction x'"' e1t symétrique de celui de x" par rapport â la première bissectrice. 

• Figure 5.2 Fonction x '"'. 

DéfinitiQfil, 1 

On dit que <IX est la racine 11-ième de x. Pour 11 = 2 on dit « racine carrée», et 
pour 11 = 3 on parle de « racine cubique». 

Exe mple 5.4 

- La racine cubique de Tl est W = 3 car 3 x 3 x 3 = Tl. 

- Ona2x2x2x2= 16donc fü =2. 
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llD Puissance rationnelle 
On a déjà vu ce que signifie X' pour tout 11 e Z et x * O. De même on a défini 
x 11'" la racine m-ième d'un nombre réel x positif. En composant les deux, on aboutit 
naturellement à la notion de puissance rationnelle. 

Définition 5. 2 

• Six e IR:, et si 11, m sont des entiers avec 11 e Z et m e N', on définit x"i'" par : 

;('/"' = (xlf'")" = ( "l/X)" 

• Soit q e Q un nombre rationnel. Écrivons le sous la forme q = ~,avec 11 e Z, 
m 

m e N', où 11 et m sont sans diviseur commun1 autre que + 1 et - 1. Pour tout 
x e 11t:, on définit x" par x" = .i"'" = (xi'")". 

Proposit ion 5. 5 

Si q e Q, la fonction x ,_. xq est continue sur IR+, dérivable sur IR:, de dérivée : 

d;(I 1 - = qxq-
dx 

On a fun x" = +oo si q > 0 et fun ;(/ = 0 si q < O. 
~-+OO XM-+oo 

Démonrtration 
Posons J,,(x) = ;(/. On oblient J,, en comp-0sant J,, et firm , soil J,,(x) = J,, o firm (x) = (x1

"")" 

0016 Jt'm, qui est d6fini sur R. . 
J,, est continue car compos6c de fcnctions continues. Dérivable sur R:. car comp-OS6c de 
fonctions dtrivablcs sur R:. Pour c.alculer sa d t riv&, on applique la formule de la dtrivtc 
d'une fonction composte. On a fq = f,. o fi rm, donc : 

J:,<x> = f.<fi rm(x)) xf{...,(x) = n(x1""r 1 
xf{...,(x) 

Pour calculer J;...,(x), on peut remarquer que fj ..., est la fonction rtèiproque de fm· D' apres la 
proposition sur la dérivtc d'une fonction rtèiproque ( .. prop-OSition 2. 12), la dérivée de fj ..., 
est donc: 

1 
J;rm(x) = J;. o /irm(X) = /;,,(xi"") = m(xlfm)"'-1 

Finalemenl : 

.f.(x) = n(xllmr1 x __ 1 __ = !!. (xllm)-m = !!.;(1-1 = qxr1 
• m(xlfmj -1 m m 

- Si q > 0, alors q = !!. où n et m sont des entiers p-Ositifs, donc J,,(x) el firm(x) tendent vers 
m 

+ooquand x tend vers +oo, d'où f.(x) = J,, o firm (x) tend vers +ooquand x tend vers +oo. 

- Siq < 0, alorsq = !!. où n est un entier négatif cl m un entier p-Ositif, donc J.(x) tend vers 
m 

0 quand x--+ +oo, e t f 11m(x) tend vers +oo quand x--+ +oo, d'où J,,(x) = J,, o f 11m (x) tend 
vers 0 quand x tend vers +oo. • 

Ou dit que le rationnel q est écrit sous forme de fractionîrréductîblesiq = ; où n etm sont des entiers 

sans diviseur commun (autre que ±1). 
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)" 
x• 

'~· -
O Fonction x" avec q > 1. (l) Fonction x" avec 0 < q < 1. G Fonction x" avec q <O. 

• Figure 5.3 Fonction puissance (exposant rationneO 

Nous verrons à la section 4 comment étendre la fonction puissance aux exposants 
réels, même non rationnels. Pour cela, il nous faut d'abord définir les fonctions loga

rithme et exponentielle. 

D Fonction logarithme 
Si q est un rationnel strictement positif, la fonction puissance x >-+ x4 est croissante 

sur llt+ et tend vers + oo quand x -+ + oo. Nous allons maintenant étudier la fonction 
logarithme, qui elle aussi croit régulièrement et tend vers +oo, mais moins vite que 
les fonctions puissance. Autrement dit, la fonction logarithme, notée ln, est à crois
sance lente. Elle est utile pour modéliser de nombreux phénomènes économiques, et 
intervient notam~nt tians 1' évaluation cte.<:: c\écisions en pré.<::ence œ risque. 

Dl Qu'est-ce qu'un logarithme? 

La proposition suivante permet de définir la fonction logarithme népérien, comme 

étant la seule fonction ayant pour dérivée ~.et qui soit nulle en x = 1. 
X 

f.l'.opositioo_S.6 

Il existe une unique fonction f définie et dérivable sur JO; +oo[, telle que f' (x) = ~ 
X 

et f(I) = O. 
On note ln cette fonction et on l'appelle fonction logarithme népérien. 

Démonrtration 
Nous verrons au chapitre 7 qu'une primitive d'une fcnction u est par définition une fonction v 
dérivable telle que ri = u. D' apr~ la proposition 7. 7, conune la fonction 9 définie pour x > 0 

par g(x) = ~ est continue sur JO; +oo[, die admet une unique primitive f telle /(1) = O. • 
X 

On a donc par 
définit ion: 
d 1 

dx ln(K) = :;; et 
ln(1) = 0 
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Remarquons que la dérivée de la fonction logarithme népérien est ln' (x) = ~.qui est 
X 

décroissante et positive sur JO; +oo(, donc ln est une fonction dont la croissance est de 
plus en plus lente quand x croît. 

Voyons maintenant les règles de calculs caractéristiques des logarithmes. Les proprié
tés (i) et (il) nous indiquent que la fonction logarithme transforme les produits en 
additions, et les quotients en soustractions. 

Proposition 5. 7 

Règles de calculs 
Si x et y sont deux nombres réels strictement positifs, alors on a les propriétés 
suivantes : 

(i) ln(xy) = ln(x) + ln(y) 

(il) ln(~) = - ln(x) 
X 

(ili) ln( : ) = ln(x) - ln(y) 
y 

(iv) ln(x") = 11 ln(x) pour tout 11 e Z 

(v) ln(x") = qln(x)pourtoutq eQ 

Démonrtration 
Montrons d'abord (1). 

Soit g la fonction définie sur x > 0 par g(x) = ~. 
X 

ln est la primitive de 9 qui est nulle en x = 1. 

Soit 11(.x) = ln(xy) pour y > 0 fixé. 

/( (x) = y x _!_ = I donc li C$l une ~utre primitive de la foncti on 9. 
xy X 

D'apres les propriétés des primitives (~ proposition 7.6), si ln eth sont deux primitives d'une 
même fonction 9, alors ln eth difilrent seulement d'une constante C. 

On peut donc écrire pour y fixé : 

Vx > 0, ln(xy) = C + ln(x) 

X = J dO!llle ln(y) = C +ln(! )= C 

donc: 
ln(xy) = ln(y) + ln(x) 

(Il) En appliquant (0 on a ln(x) +ln(~)= ln(x x ~ ) = ln(! )= 0, d'où ln(~) = - ln(x). 
X X X 

(Ill) ln(~) = ln(x x ~) = ln(x) + ln(~ ) = ln(x) - ln(y) (par (1) puis (D)). 
y y y 

(lv)Si n EN, on a ln(x") = ln(x X X-1
) = ln(x) + ln(x"-1

) (d'apres (1)). 

= ln(x) + ln(x x x"-2) = ln(x) + ln(x) + ln(x"-2) = ... = nln(x) . 

. ' 1 
Sin' e Z, avec n' < 0, alors 1t' = -noù ne N, et ln(x" ) = - ln( X"' )(d'apres (D)). 

Donc ln(x"' ) = -ln(x-•') = -ln(X' ) = -nln(x) = n' ln(x). 

(v) Soit me N•. D'aprés (lv) on a mln(xl/m) = ln (<x' ,..Y") = ln(x""m) = ln(x), 
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donc ln(x11m) = ~ ln(x). 
m 

Posom q = !!:., poor ne Z et m eN'. 
m 

On a ln(X') = ln(x"'m) = ln (<x'"">") = nln(xl/m) = n x ~ ln(x) = q ln(x). 

Exemple 5.5 
Quelques exemples de petits calculs avec ln : 

ln ( vx) = ln(x112
) = ~ ln(x) 

ln(X'; 
1
) = ln(X' + l ) - ln(x) 

ln(~) = ln(x-') = - 3 ln(x) 

tB Variations du logarithme 
f(opQSition..5~8 

ln est une fonction continue strictement croissmte sur JO; +oo[. 
On a lim ln(x) = -oo et lim ln(x) = +oo. 

x ..... o• x ..... -+oo 
Le graphe de la fonction ln admet donc une asymptote verticale d'équationx = O. 

Démonrtration 
La fonction ln est dérivable donc continue sur JO; +oo[. 

ln' (x) = ~ > 0 donc ln est strictement croissante 
X 

Calculons 2!'."œ ln(x) : 

ln(l) = 0 donc ln(2) > 0 

ln(2") = n ln(2) donc .!!'!, ln(2") = +<» 

ln est croissante et .1.!.'."œ ln(2") = +oo donc 1!'."œ ln(x) = +oo. 

Calculons lim ln(x) : 
~ .. 

Po.sons y = ! , ÜO 3 X ~ Ù+ Si e t SCU)Cment si y ~ ~oo, donc : 
X 

lim ln(x) = lim [- ln( l/x)) = lirn (- ln(y)j = - lirn ln(y) = - oo 
~.. ..-O't ~- ~-

• 

Comme lim ln(x) 
~ .. 

X = Ù. 

-oo, le graphe de ln admet pour asymptote la droite d'équation 

• 
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y 

• Figure 5.4 Graphe de la fonction ln 

En microéconomie, on considère généralement que si xest le revenu d'un individu, son utilité (ou son bien-être) est 
U(x), où U est une fonction croissante. Le logarithme convient bien p-0ur rnodtliser l'utilité, car il a les propriélés 
suivantes: 

- il croît de moins en moins vite quand x croû, c 'est l'effet de satiété : pour une personne riche, 1000 euros 
suppl~mentaircs sont moins utiles que pour W1e personne pauvre; 

- on a ~'/;\ ln(x) = - oo. Le bien-être est tres dégradé quand le revenu approche de O. 

fr_opositioo_S._9 

Nombre e 
l?équation ln(:c) = 1 admet une unique solution réelle. On note e cette unique 
solution. Elle est telle que e e]J; +oo(. On dit que e est la ba5e du logarithme 
népérien. 

Démonrtration 
D' apres la proposition précédente, ln(x) tend vers + oo quand x --+ + oo. D'autre part, 
ln( 1) = O. Comme ln est continue et strictement monotone, on déduit du théor~me sur les 
fonctiom continues strictement morotones sur un intervalle qu'il existe un et un seul x dans 
JI ; + oo[ tel que ln(x) = 1. • 

Ajoutons (sans Je démontrer) que e ~ Q, et qu'une valeur approchée este"' 2,71. 

Proposit ion 5.10 

Soit q e Q. I.:équation ln(x) = q a pour unique solution x = é. 

Démonrtration 
C'est vrai pour q = 0, car dans ce cas ln(x) = q signifie ln(x) 0 d'unique solution 
x = l =e•=e". 

Supposons q 1' 0, et posons q = !!:. , 1J()Ur n E Z et m E N'. 
m· 
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L'&juation ln(x) = q devient ln(x) = !!:. ou encore ~ ln(x) = 1. 
m n 

Comme ~ ln(x) = ln(x'°'"), I' &juation ln(x) = q cst donc &juivalcnte à ln(x'°'") = 1. 
n 

D' apres la prop-Osition pr&édcnte, la seule solution est x tel que x""• 
x =e"fm=e•. 

Quand x tend vers + oo, Je quotient ln(x) est Wle forme indéterminée, puisque nu-
x 

mérateur et dénominateur tendent vers +oo. De même, quand x tend vers 0, Je produit 
x ln(x) est une forme indéterminée, puisque Je premier fucteur tend vers 0, et Je second 
vers -oo. Le théorème suivant permet de dire vers quoi tendent ces types de quotients 
et de produits. 

Jhéotème 
Croissances comparées 

(i) 

(il) 

lim ln(x) = O. 
x~-+oo X 

Jim X ln(X) = 0. 
x~o· 

. ln(x") 0 . . 'tif (ili) ,!!!!1.,--;;-- = pour tous rauonnels a et f3 stnctement pos1 s. 

(iv) lim 13 ln(.t') = 0 pour tous rationnels a et f3 strictement positifs. 
x~o· 

On peut résumer Je théorème des croissances comparées par : 

« en o• et en + oo la fonction ln perd contre toute fonction puissance.» 

En effet, ln tend lentement vers + oo quand x tend vers +oo, plus lentement que toute 
fonction puissance. De même, ln tend lentement vers -OO quand X tend vers 0+. 

Démonrtration 
(1) e t (Il) sont bien sûr dcs cas particuliers de (Ill) e t liv). 

(1) Montrons que lim ln(x) = O . 
.-œ X 

Pour tout X Supérieur à 1, iJ existe UD unique entier n tel que 211 S X < r•l, 
On a bien sûr x tend vers +oo si et seulement si n ~ +oo, et : 

0 
< ln(x) < ln(2'•1) = (4 + 1) ln(2) 
-x-2' 2' 

(n + 1) ln(2) . 
Po.sons u11 = ~ et montrons que !+llJ!o u11 = O. 

11,,+J = (n + 2) ln(2) X 2" = ~ X t + 2 ) = ~ X ( l + _ l _) < ~ X ( l + ~) 
11,, 2 .. 1 (n + l ) ln(2) 2 n + 1 2 n + 1 - 2 2 

pour n ~ 1, donc: 
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La Suite (~ r tend vers Û quand n tend ve!S + oo C3r C' CSt une Suite géométrique de raison 

inférieure à 1, donc la suite (11.) tend également vers O. 
x tend vers +oo si et seulement sin ~ +oo et : 

0 S ln(x) S 11. avec (11.) tend vers 0 quand n tend ve!S + oo, donc ln(x) tend ve!S 0 quand x 
X X 

tmd vers +oo. 

(Il) Pour montrer (Il), posom y = ~.Alors x tend vers()+ si e t seulement si y tend ve!S + oo, 
X 

e t : 

X Jn(x) = ~ln(~) = - Jn(y) qui tend versÛ quand y tend vers + oo (d'apr~ (1)). 
y y y 

D'où x ln(x) tend vers 0 quand x tend vers()+. 

(Ill) On supp-0se que a e t f3 sont des rationnels strictement positifs. 
. ln(x") ln(X"1Jl) a ln(X) . 

En pœant X = i" on obbent ---;p- = -X- = p x X e t ce dernier facteur tend ve!S 0 

quand X tend vers +oo d'apres (i), d'où ln~) tend vers 0 quand x tend ve!S + oo. 

(lv) a e t f3 rationnels strictement positifs. 

On pose de nouveau X = i" e t ici on obtient i" ln(X') = X ln(X""J = ~ x X ln(X) e t oc 

dernier facteur tend ve!S 0 quand X tend ve!S o+ d'apres (Il), d'où i" ln(x") tend ve!S 0 quand 
X tend vers Ù-+, • 

Proposition 5.11 

Dérivée logarithmique 

Par définition, l'élasticité de u par 
Supposons que la fonction" est définie sur un intervalle Ide nt, dé
rivable, et à valeurs dans JO; +oo[. 

du X 
rapport à x est C,: = dx x u(>c)' On pose f(x) = ln(11(x)) pour tout x e /. Alors la fonction f est 

dérivable, de dérivée f' (x) = r/((x))_ donc on peut 1 'écrire aussi 
llX u d (ln(u(x)) 

e, = dx X X . 
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On appelle cette expression la dérivée logarithmique de'" 

Démonstration 
Cette proposition s'obtient directement en appliquant la règle de dérivation 
d'une fonction composée. • 

D.I Fonction logarithme de base quelconque 
La fonction ln est appelée fonction logarithme népérien ou logarithme naturel. En la 
multipliant par une constante, on obtient une fonction ayant des propriétés similaires. 

Définition 5.3 

Soit a> 0, avec a * 1. On appelle fonction logarithme de base a la fonction notée 
ln(x) 

log. définie pour tout x > 0 par log.(x) = ln(a). 

On remarque que si a = e, alors ln(a) = ln(e) = !, donc log0 (x) = ln(x). C'est 
pourquoi on peut dire que le logarithme neperien est la fonction logarithme de base e. 
Les règles de calculs de log. se déduisent aisément de celles de ln. 
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Exemple 5.6 
La fonction logaritlnne de base JO est d'utilisation courante, on l'appelle logarithme dfèimal, 

not6 log10. 

. ln(IO') kh(IO) 
Pour tout cnt1cr k, on a: log10(10') = ln(IO) = ln(IO) = k. 

Le logarithme d6cimal est pratique surtout quand on manipule beaucoup de puissances de 10. 
Il est utthSé notamment en acousnque (p-Our les dtc1bels), en cburue (p-Our les pH), en sismo
logie ((lchclle de Richter). 

D Fonction exponentielle 
Nous é tudions dans cette section la fonction exponentielle, notée exp, qui est la réci
proque de la fonction logarithme ln. Alors que ln est une fonction à croissance lente, 
la fonction exponentielle est au contraire à croissance rapide : quand x -+ +oo elle 
tend vers l'infini plus vite que n'importe quelle fonction puissance. 

ID Définition et premières propriétés 
La fonction logarithme est continue et strictement croissante de JO; +oo[ dans nt. Nous 
montrons qu'elle est bijective et on appellera exponentielle sa fonction réciproque. 

fr_oposition_S_.12 

La fonction ln est continue et strictement croissante et est une bijection de JO; +oo[ 
dans IR, donc elle admet une application réciproque qui est continue et strictement 
croissante de IR dans JO; +oo[. On note exp cette application réciproque. 
On a donc pour x > 0 et y e JR, l'équivalence : 

y = ln(x) +> x = exp(y) 

Démonrtration 
Nous savons d6jà que ln est continue e t strictement croissante de JO; + oo[ dans R. Comme 
~'l;\ ln(x) = -oo e t ~œ ln(x) = +oo,d'apr~ Je th~me sur les fonctions continues stricte

ment monotones( .. section 5.3, chapitre 4 ) on peut dire que ln prend toutes les valeura réelles, 

une e t une seule fois. C'est donc une bijection de JO; +oo[ dans R. En cons6quence, elle admet 
une application r6ciproque, dt6nie sur R e t à valeura dans JO; + oo[. D'apres la deuxiàne ver
sion du thtortme sur les fonctions continues strictement monotones, l'application réciproque 
d'une fonction continue strictement croissante est continue strictement croissante, donc cette 
application exp est continue strictement croissante. • 

f!:opositioo..SJ3 

Vy e IR, exp(y) > 0 

Vy e IR, ln (exp(y)) = y 

Vx > 0, exp(ln(x)) = x 

exp(O) = 1 et exp(!) = e 
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Démonrtration 
exp(y) > 0 est vrai car exp est à valcura dans JO; + oo[. 

ln(exp(y)) = y e t exp(ln(x)) = x exprimcnt le fait que ln e t exp sont des fonctions reciproques 
l'une de l'autre. 

On a ln( l ) = 0 donc exp(O) = 1. 
De mêmc, ln(e) = 1 donc exp(l ) = e. • 

Alors que la fonction ln transforme les produ its en sommes et les q uotients en sous
tractions, la fonction exponentielle fait l'inverse, puisque c'est sa fonction réciproque. 

fr.oposition...5..1_4 
Règles de calcul 
Si a et b sont deux nombres réels, on a les propriétés suivantes : 

(i) exp(a + b) = exp(a) x exp(b) 

(il) exp(- a) = -
1 

-
exp(a) 

(ili) exp(a - b) = exp(a) 
exp(b) 

(iv) exp(qa) = (exp(a))q, pour q e Q 

Démonrtration 
Ces propriétfs sont à mettre en correspondance avec celles de la fonction ln 
(~ proposition 5.7). 

(1) Posons x = exp(a) e t y = exp(b) 

donc : 

d'où: 

exF{a) x exp(b) = x xy 

ln (exp(a) x exp(ô)) = ln(xy) = ln(x) + ln(y) = a + b 

ln (exp(a) x exp(ô)) = a + b 

exp(a) x exp(b) = exp(a + b) 

(li) 1 = exp(O) = exp(a + (-a)) = exp(a) x exp(- a) d'apres (1). 

donc : 

exp(- a )= -
1

-
exp(a) 

(lll) exp(a - b) = exp (a + (- b)) = exp(a) x exp(- b) = exp(a ) x -
1
-. 

exp(b) 

(lv) Pour x = exp(a), alora ln(x") = q ln(x) donne ln ((exp a)")= qa, 
donc (exp a)• = exp(qa). 

D 'après la proposition précédente, pour q e Q on a exp(qa) = (exp(a))q. 

Avec a = 1 cela donne exp(q) = (exp(J))q = eq. 

• 
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Pour q e Q, la fonction exponentielle est donc donnée par exp(q) = é. 
On convient d'écrire aussi exp(q) = é pour q non rationnel. 

Proposition-5.1 5 

Pour tout x e IR. on a lirn (1 + :)• = exp(x). 
n~-+co IJ 

Démonrtration 
Soit f (x) = ln(! + x). La fonction f est dérivable sur son domaine de définition, 

de dériv~f'(x) = -
1
-. En particulier ladtriv~ en Oest / ' (0) = 1. 

l+ x 

Par définition de la dériv~. on a / ' (0) = lim f(h) ~ f(O) 

·~· = lim ln(l +h) -ln(l ) = lim ln( l +h). 
·~ h •~ h 

On note doréni!llant 
indifféremment exp(><) ou e' pour 
toutx e R. 

Comme / ' (0) = 1, on a donc lim ln(l + h) = 1. Soi'. x e R' fixé, et n un entier positif. Pour 
~· h 

h = ~' on ah tend vers 0 si n tend vers +oo. 
n 

1 = lim--- = lim ---•- = - lirn nln 1 + -
ln( l+ h) ln(l+ !) 1 (X) 

1-0 h -·- x/n x-- n 

Donc lim nln( l + ~) = x,c' est·à· dire lim ln( l + ~)" = x. 
n-+cio n n-+cio n 

D'où lim (1 + ~)" = exp(x). 
-·· n 

Si r est le taux d'intérêt annuel, et ~i les intérets sont «composés'» chaque 

an~. 1 euro placé au taux r rapp-Orle : 
1 + r euros dans lm an 
( 1 + r)2 euros dans deux ans 
( 1 + r)3 euros dans trois ans, etc. 
Si les intérêts sont corn~ tous les 6 mois, aloŒ a'J bout de 6 mois 1 euro 

r r 2 placé deviendra 1 + 2 euros dans 6 mois. Il deviencta (1 + 2) dans un an, 
r 

et enfin (1 + 2» dans k fois 6 mois. 

Si le taux d'intérêt est composé n fois par an (par exemple n = 12), alors au 

bout d'WI an 1 euro donnera (1 +':_Y' . 
n 

Si on compose les intérêts un tr~ grand nombre de fois par an, alors n est 
~grand, et à la limite tend veŒ l'infini, si bien que 1 euro placé au taux r 

rapp-Orte au bout d'un an lim ( 1 + ':. )" = exp(r) = e' d' apr~ la proposition 
-·· n précédente. 

De même au bout de t annûs, un euro placé au taux r rapporte 
11
1!;!'

00 
( 1 + 

':. )"' = cxp(rt) = é '. 
n 
La fonction exponentielle permet donc de calculer la valeur d'une somme 
pla~ à un taux d'intérêt r quand les intérêts sont eomposés en continu. 

• 

Si on place une somme So au taux 
d'intérêt r, cette somme vaudra 
dans tannées : 
S, = S0 x (1 + r)' si l' intérêt est 
composé seulement une fois par 
an. 
S, = S0 x e" si l'intérêt est 
composé en continu. 
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1111 Variations de l'exponentielle 
Une propriété remarquable de la fonction exponentielle est qu'elle croît très vite pour 
x -+ + oo, et tend très vite vers 0 quand x -+ - oo. 

l'ropositioo S. 16 
La fonction exp est continue, strictement croissante et dérivable sur nt. On a pour 
tout x e nt, exp' (x) = exp(x). De plus 1im exp(x) = + oo et 1im exp(x) = O. Le 

graphe de exp admet donc une asympt~~~rizontale d'équact°7>~~ = O. 

Démonrtration 
On sait déj à que exp est continue e t strictement croissante. C'est la fonction réciproque 
d'une fonction dérivable, donc d'apds la propœition sur la dériv~ d'une fonction réciproque 
(~ proposition 2.12), on a : 

' 1 1 
exp (x) = ln' (exp(x)) = (l/ exp(x)) = exp(x) • 

y 

exp(x) 

•Figure 5.5 Graphe de la fonction exp 

Théorème 

Croissances comparées 

(i) 1im ~ = + oo 
x~-+oo X 

(il) 1im xe' = 0 

. e' • 
(ili) ,!!!!1., "X4 = +oo, pour tout a e Q;. 

(iv) 1im x"e' = 0, pour tout a ~ Q;. 
x~-oo 

Démonrtration 
(1) e t (li) sont bien sOr des cas par'.iculiers de (Ill) e t (lv). On pœe partout y = e', d'où 
X = ln(y). 

(1) Il est clair que x tend vers +oo si et seulement si y tend vers +oo. 

On e' y . ln(y) o· 
a ~ = ln(y) qui tend vers +ooquand y tend vers +oo (car y tend vers d'apres 

le (1) du thtortme des croissances comparées pour la fonction ln). Donc lim ~ = +oo . ...-œ X 
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e' y ( y'"' )" ln(y) (Il) De même - = -
0 

"' = -- qui tend vers +oo quand y tend vers +oo (car - 11-x!' n(y)1 ln(y) y • 
tend verso+ d' apr~ le (Ill) du thé<l~me des croissances comparees pour la fonction ln). Donc 

lim ~ = +oo. 
~- X" 

(Il) Il est clair que x tend vers -oo si et seulement si y tend verso+. 

On a xe' = Ony) X y qui tend vers 0 quand y tend verso· (car y ln(y) tend vers 0 d'ap~ 
le (Il) du thtor~me des croissances comparhs pour b fonction ln). Donc ,!!~œ xe' = O. 

(lv) De même xf' e' = (ln(y))0 X y = (y110 X ln y r qui tend vers 0 quand y tend verso• (car 

y'"' ln(y) tend vers 0 d' apr~ le (lv) du thf<l~me des croissances comparees pour la fonction 
ln). Donc ,!!~œ xf' e' = O. • 

On peut résumer Je théorème des croissances comparées par : 

« en + oo et en - oo la fonction exp gagne contre toute fonction puissance. » 

En effet, exp(x) tend rapidement vers +oo quand x tend vers + oo, plus rapidement 
que toute fonction puissance. De même, exp(x) tend rapidement vers 0 quand x tend 
vers - oo. 

P-roposit ion 5.11 

Démonrtration 

lime' - 1 = 1 
x~o x 

Il s'agit de la limite du taux d'accroissement, donc de la dériva de la fonction exp. 

e"- 1 
~ - x - = exp' (0) = cxp(O) = 1 • 

Prop osit io n 5.18 

Supposons que la fonction "est définie sur nt, dérivable, à valeurs dans IR. On pose 
f(x) = exp(11(x)) pour tout réel x. Alors la fonction f est dérivable, de dérivée 
f'(x) = r/(x) X exp (rl(x)). 

Cette proposition se démontre directement en appliquant la règle de dérivation d'une 
fonction composée. 

IM Exponentielle de base quelconque 
De même que l'on peut définir un logarithme de base quelconque, on peut définir une 
exponentielle de base quelconque. 

DéiiD.itiQ!l.M 

Soit a > O. On appelle fonction exponentielle de base a la fonction exp. définie 
pour tout x e nt par exp0 (x) = exp(x Jn(a)) = e''nCaJ. On la note exp0 (x). 

La fonction exp est la fonction exponentielle de base e. 
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Rappelons que a est fi xé, et que la 
variable est x. 

Proposit ion 5. 19 

Pour tout x e Q, on a exp0 (x) = a'. 
C'est pourquoi on convient d'écrire pour tout x même irrationnel 
exp0 (x) = a'. 

Démonstration 
Pour q e Q, d'apres le (v) de la propœition 5.7 (règles de calculs) on a: 

Ne pas confondre x >-+ il" la 
fonction exponentielle de base a 
étudiée ici, avec x .... x' qui est la 
fun1..l iu11 µui~1 K.J::o (., '.)t'<..liuu 4 dt" 
ce chapitre). 

exp.(q) = exp(qln(a)) = [exp(ln(d' )] = dl • 
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flopositiQ0..5.2.0 

La fonction x ,_. a' est dérivable sur nt, de dérivée de:::) = Jn(a) X a'. 

- si a > !, la fonction x ,_. a' eH strictement croissante sur nt, et lirn a' = +oo . 
.:r_.-+co 

- si 0 < a < 1, la fonction r ,_. a' est strictement décroissante sur nt, et 
lim a' = O. 

Démonrtration 
En appliquant la ~gle de dtrivation d'une fonction corn~( .. prop-Osition 2. 11 ), on obtient 
d d 
d,;;(a') = ;t,;:<e' ~l•>j = (lna) xe''*> = (lna) xa'. 

- si a > 1, alors ln(a) > 0 donc fx<a' ) = ln(a) x a' > O. Donc x >-+ a' est strictement 

croissante sur R: 

.!'."œ xln(a) = +oocar ln(a) > 0, d'où 2!'."œ e' 1at•) = +oo 

- si 0 <a< 1, alors ln(a) < 0 donc ~(a')= ln(a) xa' <O. Donc x >-+a' est strictement 

d~roissante sur R: 

,!!'."œ x ln(a) = -<X> car ln(a) < 0, d'où ,!!'."œ e' ~(•) = 0 • 

f..toposit ioo_S.21 

Soit a> O. On a pour tout y > 0 et pour tout x e nt, l'équivalence: 

y = exp0 (x) ~ x = ln0 (y) 

Démonrtration 
y = exp.(x) <'> y = exp(xln(a)) 
exp e t ln sont des fonctions réèiproqJes l'une de l'autre, 

donc y = exp(xln(a)) <'> ln(y) = xln(a). 

D'où y = exp.(x) <'> ln(y) = xln(a). 

C'est-à-Oire y = exp.(x) .,. x = ln(y) = ln.(y). 
ln(a) • 
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19 Fonction puissance réelle 
Dans la section précédente, nous avons défini la fonction exponentielle de base a en 
posant exp0 (x) = exp(x ln(a)). Que se passe-t-il si on intervertit les rôles de x et de a, 
c'est-à-dire si on considère la fonction x >-+ exp(a ln(x))? On va voir que cela permet 
cte ctéfinir la fonction puis.!\;ance, pour tout expos..'tnt réel. 

Ptopositioo_S.22 

Pour tout a e Q, on a exp(a ln(x)) = f'. 

Démonrtration 
Pour a E Q, on a(~ pr?J>2sition 5.7): exp(aln(x)) = (exp(ln(x")] = x". • 

On convient alors de definir x°, pour x > 0 et pour tout a e nt (même irrationnel), en 
posant x° = exp(a ln(x)). 

La fonction puissance ainsi étendue à tout exposant a réel vérifie les propriétés habi
tuelles des fonctions puissances, comme nous le montrent les propositions suivantes . 

.etoposition.S.23 
Pour tout réel a fixé, la fonction puissance x >-+ x° est définie et dérivable sur 
x > 0, avec: 

Démonrtration 

dl' = aX--1 
dx 

Pour tout x > 0, notons J.(x) = exp(a ln(x)). La fonction x >-+ ln(x) est dtrivable sur x > 
0, donc J. est dérivable sur x > O. En appliquant la formule de dérivation d'une fonction 
composée, on a : 

/,'(x) = q_ xexp(aln(x)) = ~ xa' = .,,..-1 
• X X 

fl:oiwitiott.5.~ 

Vx, y> 0, Va, be nt, on a les règles de calculs suivantes : 

x°f' = f'°"' 

(/'/ = f'b 

f'y• = (xy)• 

Démonrtration 
La prcmiire s'obtient par : 

x" .!' = exp(a ln(x)) x exp(b ln(x)) =exp ((a+ b)ln(x)) = ;r• 

La deuxfüne par : 

(x"f = exp(b ln(x")) =exp (b ln(exp(a ln(x))) = exp(oo ln(x)) = xi" 
Et enfin, la troisicrne par : 

x"y" = exp(a ln(x)) x exp(a ln(y)) = exp(a ln(x) + a ln(y)) 

= exp( a (ln(x) + ln(y) D = exp(a ln(xy)) = (xyY' 

• 

• 
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Les points clés 
-+ Les fonctions puissance permettent de modéliser un grand nombre de phénomènes 

économiques menant en jeu une croissance (ou une décroissance) régulière. 

-+ La fonction logarithme est utile pour modéliser une croissance régulière lente. 

-+ La fonction exponentielle est utile pour modéliser une croissance (ou décrois
sance) régulière rapide. 

-+ Toutes ces fonctions satisfont œs règles de calcul simples. 

-+ La fonction exponentielle est la réciproque de la fonction logarithme. Ses proprié
tés se déduisent de celles de la fonction logarithme. 
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ÉVALUATION 
Vous t rouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le s ite 
www.dunod.com 

Quiz 
1 VraJJFaux 
Dites si les affirmations suivanies son1 vraies ru fatmcs. 
Justifie?. vos répooscs. 
1 . Les graJX>es des fonctions lnet exp sont symttriqucs. 
2. La fonctioo exp tend vers +oo plus vire quo la fonc· 

tion ln, quand Jt-+ +oo. 
3. Si log10 ~igne la fonction logarithme décimal (c.· 

à-d. log de base 10), alors log 10( 10000) = 4. 

4. La fonction exp est la seule fonction di!finie surR qui 
soit égale il sa propredéri~e. 

5. V x e R, exp(ln(x)) • x. 
.. Corrigés p. 366 

Exercices 
2 Ememblede dtftnltlon 
Dttcrminer l'ensemble de définition de chacune des 
fooctioos suivantes. 
1 . f(x) z (2.r + 3) ln(x + 7) 

2 . !l(x) = 7 + ln(.rl + 3) 
3. lr(x) = -8x + lo(x - .rl) 

3 Risoludons d ' fquallons 
Rtsou«e les 6quations suivantes. 
1 . ln(x + 4) 2 21n(x) 
2 . ln(x + 8) = 4 

3. 2(tnxJ1 +31nx-2 =0 
4 . 2." = 17 

5. 3' = 12 

4 Études des \'llrlatlons 

.. Corrigés p. 367 

allldicr les variations des fonctions suivanleS. 

1 . f(x) = 3x - 21n(l +x) 

2. g(x) = ,.,, - 5x 

5 Croissance du PJB 
On suppose quo Je PIB d'un pays évolue avec le lC"1'• 
de la façon sui v:ute : 

Y(t) = JO X 1,05'. pour lrul I e R.. 
OÙ Y(t} est exjri.rœ CD milliards de dollars, Cl I est CX· 
primé en années. 

1. Quel est Je PIB en t = 0? Quelle est sa valeur six 
mois plus tard ? Deux ans plus tard 7 

2. Quel est Je taux de croissance du PJB 7 
3. Combien de temps faut-il pour que le PIB soit mu~ 

liplié par deux ? 
4. Mêmes questions pour un second pays dont le PIB 

est donné par Z(t) = 20 X 1,02' pour tout I e R.. 
5. À quoi moment le premier pays va-t-il dépasser le 

second 1 

6 A•'trsloo au risque 
En microécooomic, la fonction d'utilir6 d'un agcn1 éco
nomique est une fonction croissante cooc.ave U. Si U est 
deux fois dtriv:t>le, oo mesure I' 3\'CrSioo absolue pour le 

risque de l'agent par Au(x) = -U"(x) et l'aversion rcla· 
U'x) 

live pour le risque par Ru(x) = -x ~:(~;.où x désigne 

le nh"3u de richesse de lagent ( .. J. Et.ncr. M . Jcleva. 
Microiconcmie, pages 172-173). 
Calculer l'aversion absolue poli' le risque cl l'aYCrsion 
relative pour Je risque avec les fonctions d'Wlàés sui
vantes., et rcplisentcr grapbiqucmcDI ces fonctioos d'uti
lités : 

1. U(x} = ax+b pour10utx~ 0, oùa >Oct be R. 
2. U(x} = ln(x} pour trul x >O. 

3. U(x} = - 1
-x•·• pour IOUl x > 0, où r > 0, r '/- 1. 

1-r 
4. U(x} = _,,-u pour lOUl X~ 0, OÙ a >O. 



U 
ne entreprise vend depuis longtemps un pro
duit au prix unitaire Po = 5. Elle se de
mande ce que deviendrait son profit si elle 

augmentait un peu son prix. Cela signifie qu'elle 
souhaite connaître Je comportement local de la fonc
tion de profit quand Je prix P reste proche de 5. Pour 
cela, on peut approximer la fonction de profit par 
un polynôme. Ce type d'approximation s'appelle un 
développement limité. La formule de Taylor-Young 
permet d'obtenir des développements limités. 

Imaginons maintenant que vous lancez un nouveau 
produit et que vous n'avez aucune idée a priori du 
prix idéal, celui qui maximiserait votre profit. Vous 
allez faire une étude globale de la fonction de profit, 
c'est-à-dire l'étudier pour tous les prix possibles (et 
non pas seulement au voisinage d'un point). La déri
vée première et la dérivée seconde de la fonction de 
profit vous permenrontde trouver des conditions que 
doit satisfaire Je prix idéal. Ce dernier est particuliè
rement facile à déterminer si la fonction de profit est 
concave. 

LES GRANDS AUTEURS Brahmagupta (598-668) 
Brahmagupta est un mathématicien et astronome indien. Il a longtemps dirigé un 
observatoire astronomique. En mathématiques, il comprend comment manipuler les 
nombres posit ifs romme négatifs, et surtout il est le premier à considérer zéro comme 
un nombre, dans son livre le 8rahmasphutasiddhanta. 
Il trouve les règles des signes: deux nombres de même signe ont leur produit positi f; 
deux nombres de signes oppœés ont leur produit négatif. Il donne la solution géné
rale des équations du second degré. Il résoud des équations linéaires diophantiennes, 
c'est-à-dire des équations linéaires à coefficients et paramètres entiers. Enfin, il est 
connu en géométrie pour sa formule permettant de calculer la surface de quadrila
tères, dite formule de Brahmagupta. • 
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D Accroissements finis 
Si on se promène sur une route rectiligne, et qu'au bout d'un certain temps on est de 
nouveau au point de départ, c'est qu'à un moment donné on a fait demi-tour. C'est 
1' idée générale du théorème de Rolle : si une fonction varie puis reprend sa valeur 
initiale, alors il y a forcément un point c où elle a changé de sens de variation. 

Théorème 

Théorème de Rolle 
Soit f dérivable sur un intervalle ouvert Ide nt, et soit a, b dans /, avec a < b. 
Si f(a) = f(b), alors il existe c e ]a; b[ tel que f'(c) = O. 

Démonrtration 
L'idu intuitive de la démonstration est la suivante. Quand x parcourt [a; b], alors y = f (x) 
démarre en f (a ), puis varie, e t revient finalement au point de départ, car f (b) = f (a ). Il y a 
donc Œcessairement un point où l'on a rebroussé chemin (c 'est-à-dire un point où y = f (x) 
atteint son maximum ou son minimtm). En ce point c la tangente est horizontale, c ' est-à-dire 
J'(c) = 0 ( .. figure 6.1). Voici la déml nstration pr&:ise: 
f est dtrivable sur [a; b] donc corr.inue sur [a; b]. Elle atteint donc ses b-Ornes sur [a; b] 
(d'aprb le tht<lrème de Weierstrass, .. paragraphe 5.1 , chapitre 4), e t son image est un inter
valle [m; M). Deux cas sont à examiner. 

- Si f est constante sur [a; b], alors .f' = 0 sur [a; b], d'où on a bien ce qu'on voulait montrer. 

- Si f n'est pas constante sur [a; b], alors m < f(a) = f(b) ou bien M > f(a ) = f(b) (ou 
bien les deux à la fois). 

Supposons par exemple que M > f (a) = f(b). Alors il existe c e]a; b[ tel que M = f (c). 

On a f (x) SM pour tout x E [a; b]. On veut en d&luire que f ' (c) = O. 

La déri.U à droite est : 

J:J.c) = lim f(c + h~ - f (c) S 0 car f(c + h) S f(c) eth °2 0 

·~· La déri .U à gauche est : 

J;(c) = lim f(c + h~ - f (c) °2 0 car f(c + h) S f(c) eth S 0 

·~-
Comme f est dérivable en c, la déri•u à droite doit Hre égale à la déri.U à gauche. 

J;(c) S 0 e t J;(c) °2 0 e t J;(c) = f,, (c) donc J;(c) = 0 et f,,(c) = 0 

La dtri.U est donc nulle en c. • 
On déduit facilement du théorème de Rolle un résultat plus général, Je théorème des 
accroissements finis. 

Supposons que je me promène en ligne droite pendant un certain temps. Même si ma 
vitesse varie, il y a forcément un moment c où ma vitesse « instantanée » est égale 
à ma vitesse moyenne. C'est 1' idée générale du théorème des accroissements finis. Il 
permet de faire Je lien entre la dérivée (vitesse instantanée) et Je taux d'accroissement 
sur tout un intervalle (vitesse moyenne), donc entre une notion locale et une notion 
globale. 
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y 

f(~) = f(h) ... ~ .............. . 
! l X 

Si f e11 dérivable a\/eC f(a) = f(b), alors il ex~te un point c compr~ entre a et b tel que la 
tangente soit horizontale en c. 

• Figure 6.1 Théorème de Rolle 

Théorème 

Théorème des accroissement.s finis 
On considère une fonction f dérivable sur un intervalle ouvert Ide nt, et a, b dans 

/,avec a < b. Alors il existe c e]a; b[ tel que f'(c) = f(b) - f(a). 
b-a 

Démonrtration 

Posons g(x) = f(x) - (; = :)CJ(b)- f(a)). 

La fonction g est dérivable sur/. On a g(a) = f(a) el g(b) = f(b) - (f(b) - f(a)) = f(a). 

Puisque g(a) = g(b), on peut appliquer le thfortme de Rolle à la fonction g. 

Il existe donc c e]a; b[ tel que </ (c) = O. 

On a: 
g'(x) = /(x) - /(b) - /(a) 

b - a 
. f(b) - /(a) 

Comme <f (c) = 0, on en d&lu1t que f' (c) = b . 
- a 

y 

f(b) +------,. 

f(a) 

a c 

X 

Si f ~t dérivable, il e<iste un point c compris entre a et b tel que la tangente en ce point 
soit parallèle au segment [A; 8], où A = (a; f(a)) et 8 = (b; f(b)). 

• Figure 6.2 Théorème des accroissements finis 

• 
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Un corollaire du théorème des accroissements finis est Je théorème portant sur Je lien 
entre Je signe de la dérivée et Je sens de variation d'une fonction. Il complète la pro
position 2.17. 

Théorème 

Signe de la dérivée et sens de variation 
Si f est une fonction de IR dans Il, dérivable sur un intervalle ouvert/, alors : 
f est croissante sur I si et seulement si f' ;:: 0 sur/. 
f est décroissante sur I si et seulement si f' :S 0 sur/. 
f est constante sur I si et seulement si f = 0 sur/. 
De plus : 
Si f' > 0 sur/, alors f est strictement croissante sur/. 
Si f' < 0 sur/, alors f est strictement décroissante sur/. 

Démonrtration 
On suppose que f est dtrivable sur l'intervalle ouvert/. 

- Supposonsquej'(x) ~ Opour tout x e /.Soit x1, x, e / , avec x1 < x,. O'apr~lethforème 
des accroissements finis, il existe c e]x1 ;x,[, tel que f(x,) - f(x1) = (x, - x1 )f'(c). 

Comme f(c) ~ 0, on en d&luit que f(x,) - f( x1 ) ~ 0 <2s que x, > x1, donc f est 
croissante. 

- Si f' (x) > 0 pour tout x E / , le même raisonnement permet de dire que f est strictement 
croissante. 

- On montre de la même façon que si f'(x) :S 0 pour tout x e / , aloŒ f est dfèroissante; et 
que si f' (x) < 0 pour tout x e / , aloŒ f est strictement décroissante 

- Réciproque. Supposoœ J croissante sur/. Soit xo E /.On a f'(xo) = lim f(x) - f(xo) . 

Pour x > xo, on a f(x) - f(xo) ~ 0 donc /(x) /(xo) ~ O. 
x-xo 

Pour x < xo, on a f(x) - f(xo) :S 0 donc f( x) - f( xo) ~ O. 
x-xo 

..-xo X- Xo 

Pour tout x E / , avec x 1' xo, on a f(x) - f(xo) ~ 0 d'où f(xo) = lim f(x) - f(xo) ~O. 
x- xo ..-xo x- xo 

On montre de même que f décroissante sur I entraine f' (xo) :S 0 pour tout xo E /. 

Ceci achève la démonstration du théortme. 

El Formules de Taylor 

• 

La formule de Taylor-Lagrange est une généralisation du théorème des accroissements 
finis. Elle permet de démontrer la formule de Taylor-Young qui donne une méthode 
pour calculer des valeurs approchées de fonctions. 
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Jhéotème 
Formule de Taylor-Lagrange 
On considère une fonction f qui est 11 fois dérivable sur un intervalle ouvert I 
de nt. Soit a, b dans /, avec a < b. Alors il existe c e]a; b[ tel que : 

1 1 
f(b) = f(a) + f'(a)(b - a) + ... + -( _ l),f(tt-JJ(a)(b - a)n-1 + -, f"\c)(b - a)" 

n . n . 

Démonrtration 
Soit A le réel tel que : 

f (b)=f(a ) + f' (a Xb -a)+~ J"(a Xb - a }' + ... + -
1
- f •·1>(aXb - ar-' +A(b- aY' 

21 (n - 1)1 

Posons : 

<p(x) = f (b) - [t (x) + f (xXb - x) + ... + (n ~ l)/•·1>(xXb - xY'"' + A(b - x)"] 

La fonction 'I' est dérivable sur / , et : 

<p(b) = f (b) - f (b) = 0 

<p(a) = f(b) - [/(a) + f ' (a Xb - a ) + ... + (n ~ l)l•·1>(aXb - ar-' + A(b - a Y'] = 0 

On peut donc appliquer le tht<lrème de Rolle à la fonction 'I': 

il existe c e]a; b[ tel que <p' (c) = O. 
Calculons ql(x) à l'aide la définition de 'I'· On obtient, en utilisant la formule sur la dtrivée 
d'un produit : 

<p'(x) = - f ' (x) + /(x) - J"(x)(b - x) + J"(xXb - x) - ... 

- -
1
-f•>(x)(b - xi-' + llA(b - xi-' 

(n - 1)1 
·1b~ tes termes s'annulent deux à deux, sauf tes deux derniers termes, donc : 

<p'(x) = - - 1
- f •>(xXb - x)""' + llA(b - xY'"' 

(n -1)1 

1 
On a <p'(c) = 0, donc A = ;;i / •>(c). 

En remplaçant A par cette valeur dans l'expression <lonnant f(b) (prcm~re &juation de cette 
démonstration), on obtient : 

1 
f(b) = f (a ) + f(a Xb - a) + ÏÎ.J"f/:IXb - a }' + ... 

+ -
1
- / -'>(a)(b - aY'·' + ~ f "1(cXb - aY' 

(n - 1)1 ni 

Cette demii re expreision <St la formule de Taylor-Llgrange. • 
La formule de Taylor-Lagrange sert essentiellement à démontrer celle de Taylor
Young qui permet de déterminer de façon précise Je comportement local d' une fonc
tion. Nous avons besoin d'abord d'une définition supplémentaire. 
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D__éiîn ition 6. 1 

On dit q u'une fonction f d'un illlervalle Ide IR dans IR est de classe C' si elle est 
11 fois dérivable sur/, et q ue sa dérivée 11 - ièrne est continue. 
On dit que f est de classe C" si elle est dérivable 11 fois pour tout 11 e N'. 

Abordons mamtenant la formule de 1aylor-Young, qut donne une valeur approchée 
précise d'une fonction au voisinage d'un point. Quand une fonction f est dérivable en 
un point, on sait déjà que son graphe Cf est proche de la tangente en ce point. Quand 
la fonction est de classe c•, la formule de Taylor-Young nous apprend que Je graphe 
peut être approximé par la courbe représentative d'un polynôme de degré 11. Plus 11 est 
grand, plus la valeur approchée est précise. 

formul~ 

Formule de Taylor-Young 
On suppose qu'il existe a > 0 tel que f est de classe c• sur ]xo - a ; xo + a [. 
Alors il existe une fonction e définie de ]-a ; +a [ dans IR, avec ~ e(h) = 0, 

telle que, pour tout h e ]-<1<; +a[: 

f(xo + h) = f(X-O) + f(xo)h+ ~!" (X-O)h2 + ... + ~/•l(xo)h" +h"e(h) 

Démonrtration 
D'apres la formule de Taylor-Lagrange, appliquée pour a = x0 e t b = x0 + h (pour 
-a < h <a), il existe ch e]xo; xo + h[ tel que : 

f(xo + h) = f(X-O) + f(xo)h + .!.. f'(xo)i?- + ... + - 1-f•-1>(xo)h-1 + .!.. f•>(ch)lf' 
21 (n - 1)1 ni 

1 1 
&lit d_h) la fonction telle que ;;ï f•>(ch)I{' = ;;J f•>(xo)h" + I(' d_h). 

Pour obtenir la formule de Taylor-Young, il suffit de montre r que e(h) tend vera 0 quand h 

tend ve!8 0. 

On a: 
d_h) = ~ [f"1(ch) - /"1(xol] 

La fonction f est de CIMSC C", OC qui signifie que sa dériv~ d'ordre n est continue. 

On a Ch tend vera xo quand h tend 0, e t /•> est continue, donc !~f·>(ch} = f•>(xo). 

Cela implique donc bien que ~ d_h) = O. • 

Voici maintenant à titre d'exemples les développements de Taylor-Young de deux 
fonctions usuelles au voisinage de O. Ces développements donnent donc des valeurs 
approchées précises de ces fonctions à l'aide de fonctions plus simples. 

Exemple 6.1 

~ = 1 + h + _!._h2 + _!._h, + ... + _!._h. + h"e(h), avec hmd_h) = 0 
21 31 ni ,,_,o 

En effet, en appliquant la formule de Taylor-Young à la fonction exponentielle en xo = 0, on 
obtient: 

f(h) = /(0) + f' (O)h + fi f" (0)/C + ... + ~ f•>(O)h" + h"e(h) 
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où f est la fonction exponentielle. Lesdtrivées successives de f sont égales à f donc: 

/(0) = exp(O) = 1 et f' (0) = cxp(O) = 1, ... , etc, f•>(O) = exp(O) = 1 

d'où la formule rceherchée. 

Exemple 6.2 

-
1

1
h = 1 +h+h2 + R + ... +h" +}('e(h), avec lime(h) = O 

- -Il s'agit ici d'appliquer la formule de Taylor-Young en x0 = 0 à la fonction f définie par 
1 

f(x)= ~· 

1 2 .. f'> _ 2x3 . f > On a : J'(x) = (1 _ xT' ; puis J"(x) = (1- x)', puis (x) - (1 _ x)' , ... ; • (x) = 

ni 
(1-xr' 
d'où: 

/(0) = 1, et /'(0) = 1; et f"(O) = 2; et /<'>(0) = 31, etc, f•>(O) = ni 

La formule de Taylor-Young en 0 est: 

f(h) = /(0) + f'(O)h + fiJ"(O)JC + ... + ~f"1(0)h" +h"e(h) 

Avec les valeurs des dérivées en 0 on obtient : 

f(h) = 1 +h+ [fi x2/C ] +[~ x(31) xh'I + ... + ~ x(nl ) x}(' +h"e(h) 

d'où la formule rceherchée. 

D Développements limités 
Dl Qu'est-ce qu'un développement limité? 
La formule de Taylor-Young permet de donner une approximation fine d'une fonction 
au voisinage d' un point x0 en utilisant les dérivées successives de f. On appelle ce 
type d'approximations un développement limité. 

Une fonction f admet un développement limité d'ordre 11 au voisinage d'un 
point x0 si elle peut être approximée par un polynôme de degré 11 au voisinage 
de ce point. 

Form.11/atio11 mathématiq11e: 

On dit que f admet un développement limité (en abrégé DL) d'ordre 11 au 
voisinage de xo si et seulement si il existe a > 0, il existe des constantes 
réelles ao. a1, ••• ,a. et il existe une fonction e définie de] - a; +a[ dans nt, avec 
~ e(h) = 0, tels que, pour tout h e] - a ; +a[ : 

f(X-O + h) = ao + a1h + a2h2 + ... + a.h" + h" e(h) 
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On peut aussi écrire Je développement limité de la façon suivante : 

f(x) = ao + a1 (x - xo) + a2(x - X-O/ + ... + a.(x - xo)" + (x - xo)" E(x) 

avec ici e définie de Jxo - a; x0 + a[ dans nt, et lirn E(x) = O. 
X~'ô 

Le terme H'E(h) est Je reste du DL. Quand h -+ 0, Je reste h"E(h) tend vers 0 plus vite 
que chaque terme de la somme ao + a1h + aih?. + ... + a.h". On peut donc dire que 
pour h proche de 0, on a : 

f (xo + h) =ao + a1h + a2h2 + ... + a.h" 
Plus 11 est grand, plus Je développement limité donne une approximation précise de f 
au voisinage de xo. 

Supp-0sons que fl(p) désigne le profit d'une firme qui ve nd un bien au prix unitaire p. Le prix initial est po = 5, e t 
p-Our ce prix le profit est fl(po) = 1 000. On voudrait savoir ce que d evient le profit si la firme augmente un peu son 
prix. La fonction p >-+ fl(p ) est peut-être tres compliquée, mais si on a un DL d e cett e fonction, on peut calculer 
d es valeurs approchUs du profit. Les valeurs approchw soat d'autant plus prtèiscs que l' ordre n du DL est é levé. 

Supp-0sons par exe mple que le DL d'ordre 3 au voisinage d e p0 = 5 est : 
fl(5 +h) = 1000 +300/1- !OO!i' +251? +h3e(h) 

Le profit initial fl(5) = 1 000 correspond à h = O. Si la firme veut vendre le bien au prix unitaire p = 5 + h , avec h 
proche d e 0 , le profit d evient : 
fl(5 + h) = 1000 + 300h si on fait une approximation d'ordre 1 (avec le DL d'ordre 1). 
fl(5 + h) = 1 000 + 300h - 100/12 si on fait une approximation d'ordre 2 (avec le DL d'ordre 2 ), plus précise que 
celle d'ordre 1. 
fl(5 +h) = 1000+300h- IO&i2 + 25h3 si on fait une approximation d'ordre 3 (avec le DL d'ordre 3), e ncore plus 
précise. 
Si la firme souhaite vendre par exe mple au prix p = 5,2 (c .-à.<J. h = 0,2), on obtient : 
fl(5,2) = 1000 + 300 x0,2 = 1060 (à l'ordre 1) 
fl(5,2) = 1000 + 300 x0,2 - !OO x0,22 = 1060 - 4 = 1056 (à l'o.dre 2) 
fl(5,2) = 1000 + 300 x0,2 - 100 x0,22 + 25 x 0,2' = 1056 +0,2 = 1056,2 (à l'ordre 3) 
On voit donc bien ici que plus l'ordre du DL est grand, plus on obtient WJe valeur prtèise de fl(5,2). 

16 Comment calculer un développement 
limité? 

Pour calculer Je développement limité d'une fonction, on peut tout simplement utiliser 
Je développement de Thylor· Young de cette fonction, comme énoncé dans la proposi· 
tion suivante. 

l'roposition 6 . .l, 

Si f est de classe C' dans un intervalle ]xo - a ; X-O + a [, alors f admet un déve
loppement limité d' ordre 11 en X(). 

Démonrtration 
Il s'agit du d éveloppement de Taylor-YoWJg. • 
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Exemple 6.1 (sui te) 
On a vu pr&idemment ( .. exemple 6.1 , scotion 2) q1e la formule de Taylor-Young donne le 
DL suivant pour la fonction exponentielle au voisinage de 0 : 

1 1 1 
el'= 1 +h + 2ïh2 + 3ih' + ... + ;;:ïh" +h"e(h), avec ~e(h) = 0 

Exemple 6.2 (sui te) 
De même, on a vu ( .. exemple 6.2, scotion 2) que la formule de Taylor-Young donne le DL 

suivant pour la fonction x ,.... -
1 

1 
au voisinage de 0 : 

-x 
1 1 1 1 

ï=h = 1+h+ 2ïh2 + 3ih' + ... + ;;:ïh" +/('e(h), avec ~e(h)= O 

Quand on connaît les DL de deux fonctions f et g, on peut en déduire Je DL de leur 
somme et celui de leur produit, comme Je montrent les deux propositions suivantes. 

Proposition 6.2 

Si f et g ont un développement limité d' ordre n au voisinage de xo, alors la fonc
tion f + g admet aussi un développement limité d'ordre 11 au voisinage de X(). 

On l'obtient en additionnant les DL de f et de g. 

Démonrtration 
On suppose que : 

f(xo + h) = ao + a,h+ a,li'- + ... + a,,h" + h"e,(h) 

et : 
g(xo + h) = ~ + b1h + b,h2 + ... + b.h" + /('e2(h) 

où: 

Alors: 

f(xo + h) + g(xo + h) = (ao + bo) +(a, + b, )h + (a2 + b,)h2 + ... +(a,, + b.)}{' + h"e(h), 

où e(h) = "' (h) + e,(h) 
donc lime(h) = tim e1 (h) + e,(h) = O. 

h~O 1-0 

Exem~3 

Supposons que : 

Alors: 

f(xo + h) = 1 + 2h - k + h2e 1(h) 

g(xo + h) = 2-1h+ 'lli' +h2e,(h) 

f(xo + h) + g(xo + h) = 3 - 5h+ h2 + li'-e(h) 

• 

Développements limités usuels. \bici un tableau qui donne les développements 
limités les plus courants au voisinage de xo = O. On les obtient par la formule de 
Taylor-Young. 
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T Tableau 6.1 Développements lim~és usuels (pour x --+ O) 

e" 
x2 x" 

= 1 +x+ ï! + ... + ilT +x"e(>c) 

ln(1 +x) = X- f + ~ + ... + (-1y>-1x" + x"e(>c) , 
= 1 +x+x2 + ... +x" +x"e(>c) ,-:X 

1 = 1 -x+x2+ ... +(-1Y'x"+x"e(>c) ï+x 

(1 +x)" _ 
1 

a (a - 1) x2 a (a - 1) ... (a - n+ 1) x" x" (le) 
- +ax+--2- + ... + n! + e 

Exemple 6.4 
Calculons Je DL d'ordre 2 au voisinage d e 0 d e la fonction f définie par : 

1 
j (x) = exp(x) + ~ 

On sait queexp(x) = 1 + x + ~,?- + Jè-e1(x),et que -
1

- = 1 + x + ,?- + Jè-e,(x) 
2 1 -x 

1 3 - 2 
donc exp(x) + ~ = 2 + 2x + 2 x' + x-e(x). 

flo~ition.6~ 

Si f et g ont un développement limité d'ordre 11 au voisinage de Xo , alors la fonc
tion f X g admet aussi un développement limité d'ordre 11 au voisinage de xo. On 
l'obtient en multipliant les DL de f et de g, et en gardant uniquement les termes 
de degré inférieur ou égal à 11. 

Démonrtration 
On suppose que : 

e t : 

où : 

Alors : 

f (xo + h) = ao ~ a,h + a,!l + ... + a,h" + h"e1(h) 

g(xo + h ) = bo ~ b1h + b,h2 + ... + b.h" + h"e2(h) 

lim e1 (h) = lime2(h) = 0 
1-0 h~O 

f (xo + h) xg(xo +h) = (ao +a,h + ... +a,,/(' +h"e,(h)) X (bo +b,h+ ... + b.h" +h"e2(h)) 
On obtient un p-Olynômc en la variable h, d e d egré 2n, plus des termes de reste contenant 
}(' e1(h)et h"e2(h). 

Tous les monômes en h d e degré supérieur ou égal à n + 1 peuvent ê tre mis dans Je reste 
/('e(h). • 

Reprenons nos deux exemples précédents, mais au lieu de faire la somme des DL, on 
fait Je produit1

• 

1 Ou peut aussi faire un quotient de DL, mis c'est plus délicat. 
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Exemple 6.5 
Supposom que : 

Alors: 

f(xo + h) = 1 + 2h - k + h2e 1(h) 

g(xo + h) = 2 - 1h+ 'lJi' + h2e,(h) 

f(xo + h) X g(xo + h) = ( 1 + 2h - il + h2e1(hl) x (2 - 1h + 2h2 +il e,(hl) 

= (2 - 1h + 2h2) + 2hx (2 - 7h) - h2 x2 + e(h) 

= 2 - 1h + 2h2 + 4h - 14h2 - 'lJi' + e(h) 

= 2 - 3h - 14h2 + il <(,h) 

On peut dircètcment mettre les termes de degré supérieur ou égal à 3 e t les restes dans Je 
il e(h). 

Exemple 6.6 
Calculons le DL d'ordre 2 au voisinage de 0 de la fooction f défninie par : 

1 
f(x) = ~ x cxp(x) 

On sait queexp(x) = 1 + x + ~x2 + x2e1(x), et que 
1 
~ x = 1 + x + x2 + x2e,(x). 

Donc 
1 
~ x xexp(x) = (1 + x + x2 + x2e,(xl) x ( 1 + x + ~x2 + x2e1(x)) 

1 5 = 1 + x + Ïx2 + (x + x2) + x2 + x2e(x) = 1 + 2x + 2; + x2e(x). 

IM Applications des développements limités 
1 3 .3 .1 1 Calculs de limites 
Les développements limités permettent de calculer des limites lorsque !'on est en pré
sence de formes indéterminées. 

1. Comment calculer lim - ! + ~?C'est une forme indéterminée car Je numé-
x~o ex -

rateur tend vers 0, Je dénominateur aussi. On fuit un DL d'ordre 1 au numérateur 
et au dénominateur. 

- 1 + Vf+X = - 1+1 + f +xe1(x) = f +xe1(x) = ! + e1(x) 

e' - 1 1 + x + xe2 (x) - 1 x + xe2 (x) 1 + e2(x) 

Où ~.!1Je1 (x) = ~e2(x) = O. 

Donc: 
. - 1 + Vf+X . ! + e1(x) 1 

lim = lim --- = -
x~o e' - 1 x~o 1 + e2(x) 2 

2. Calcul de lim ln(~~ x). C'est aussi une forme indéterminée car ln(! + x) tend 
x~o y X 

vers 0, et Vx aussi. On fait un DL d'ordre 1 de ln(!+ x). 

ln(!+ x) = x + xe(x) où ~.!1Je(x) = 0 
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Vx + vxs(x) qui tend vers 0 

1 3.3.2 1 Position d'une courbe par rapport à sa tangente 
• Si la fonction f admet un DL d'ordre 1 au voisinage de xo, alors elle est dérivable 

en xo et le DL d'ordre 1 donne l'équation de la tangente (T) à son graphe Cf en XQ. 

f(x) = ao + a1 (x - xo) + (x - xo}E:(x) donne ao = f(Xo) et a1 = f' (xo) 

et la tangente a pour équation y = ao + a1 (x - xo). 

• Si lafonctionf admet unDLd'ordre2 au voisinagede xo, letermed'ordre2 permet 
de connaître la position de la courbe Cf par rapport à la tangente (T). 

f(x) = ao + a1 (x - xo) + a2(x - Xo/ + (x - xo/s(x) 

Donc : 
f (x) - ao - a1(x - Xo) 

( )2 = ai + s(x) qui tend vers a2 quand x tend vers Xo 
x - xo 

Pour x proche de x0, on a f(x) - ao - a1 (x - x0) du même signe que a2. Comme 
f(x) - ao - a1(x - Xo) représente l'écart entre la courbe et la tangente, on peut donc 
dire que la courbe est au-dessus de la tangente si ai > 0 et en-dessous de la tangente 
sia2 < 0. 

m Étude d'une fonction 
d'une variable et tracé 
de son graphe 

Dans cette section nous allons voir une méthode qui ne s'applique qu' aux fonctions 
d'une seule variable réelle. En effet, quand il n' y a qu'une seule variable, on peut faire 
le tableau de variations et tracer le graphe de la fonction, ce qui fucilite en particulier 
la détermination des extrema, et donc l'optimisation. Le plan d'étude d'une fonction f 
à une variable est le suivant. 

1. Déterminer le domaine de définition de f, puis le domaine sur lequel il est néces
saire d'étudier f (plus petit que le domaine de définition s'il y a des symétries). 

2. Rechercher les intervalles où f est dérivable (ou en tout cas continue). Étudier le 
signe de la dérivée là où elle existe. 

3. Trouver les limites aux bornes des intervalles d'étude, et aux points de discontinuité 
éventuels. 

4. Dresser le tableau de variations, en indiquant les valeurs de f aux points remar
quables (points x où f'(x) = 0, ... ). 

5. Tracer le graphe. 
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~ Domaine d'étude d'une fonction 

1 4.1.1 1 Déterminer le domaine de définition 
On commence par déterminer rigoureusement Je domaine de définition Dt de la fonc
tion/. Pour le.<:: fonction<:: le.<:: phLI\ courante.!\, il s'agit et' un intervalle 011 et' une union 
d'intervalles. 

Ne fait pas partie du domaine de définition tout point xo qui donne : 

- un zéro au dénominateur d'une fraction. Si f(x) = -
1
-, alors x0 = 2 n' appartient 

x-2 
pas à Dt; 

- Je logarithme d'un nombre strictement négatif ou nul. Sif(x) = ln(3- x), alors tout 
x0 tel que 3 - Xo :S 0 est interdit ; 

- la racine carrée d'un nombre strictement négatif. Si f(x) = ../9 - x2 , alors f est 
définie seulement pour x tel que 9 - x2 ;:: 0, c'est-à-dire pour x2 :S 9, ou encore 
- 3 :S X :S 3. 

Exemple 6.7 

&lit f telle que f(x) = ~ + ~ + ln(x + 1). 
2x 

Le premier terme est défini seulement p-OUr x 1' 0 , le dcuxiàne pour x :S 4, le troisiimc p-OUr 
x > -1 , donc le domaine de définition de f est Dr =1- 1;0[UJ0;4]. 

1 4.1.2 1 Déterminer les symétries éventuelles 
S'il existe des symétries, il n'est pas nécessaire d'étudier f sur tout son domaine D t . 
Par exemple, si f est paire ou impaire, il suffit d'érudier f sur IR+, puis de faire une 
symétrie. 

Il y a d'autres symétries possibles. 

• Par exemple, si f(I - h) = f(I + h) pour tout h e IR, cela signifie que Ct est 
symétrique par rapport à la droite verticale d'équation x = 1. Il suffit d'étudier f sur 
(1; + oo[, puis de faire une symétrie par rapport à cette droite verticale. 

• Plus généralement, si f(a - h) = f(a + h) pourtout h e IR, alors Ct est symétrique 
par rapport à la droite verticale d'équation x = a. Il suffit d'étudier f sur [a ; +oo(, 
puis de faire une symétrie par rapport à cette droite verticale. 

• Si f(a - h) = - f(a + h) pour tout h e IR, alors Ct est symétrique par rapport au 
point (a; 0). 

Exemple 6.8 

1. f définie par f(x) = 2;è - 3x' est impaire. On l'é tudie sur R., puis on fait une symétrie 
par rapp<rt au point 0 = (0; 0 ). 

2. f définie par f(x) = 7 x8 
- 2x?- + 3 est paire. On l'é tudie sur R+, puis on fait une symétrie 

par rapp-0rt à l'axe Oy. 
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~ Dérivabilité et signe de la dérivée 
Rappelons Je lien entre la croissance (ou décroissance) d'une fonction et Je signe de 
sa dérivée. On a vu (.- théorème sur Je signe de la dérivée et Je sens de variation, fin 
de la section 1 de ce chapitre) que si I est un intervalle ouvert : 

f ;:: 0 sur I ~ f croissante sur I 
f ::; 0 sur I ~ f décroissante sur I 
f' = 0 sur I ~ f constante rur I 
f' > 0 sur I ~ f strictement croissante sur I 
f' < 0 sur I ~ f strictement décroissante sur I 

Il faut dans un premier temps déterminer les intervalles de nt où f est dérivable. Puis 
trouver Je signe de la dérivée f' sur chacun de ces intervalles. Ceci peut quelquefois 
nécessiter de faire l'étude des variations de la fonction f' elle-même, et donc de cal
culer la dérivée seconde f'. On cherche les points où f' = 0 ; en ces points la tangente 
est horizontale. Puis on détermine les intervalles où f' > 0, et ceux où f' < O. On fuit 
un tableau de variations pour résumer les résultats. 

Il est utile de savoir si f' est crois5ante ou décroissante. Si f' est croissante, la fonc
tion f est convexe, si f' est décroissante, f est concave (.- section 5). 

On peut aussi é tudier la position de la courbe par rapport à sa tangente (.- fin de la 
section 3). 

Exemple 6.9 
Étude de f dt6nie par f(x) = x.e-' 

f est définie et dtrivable sur R, car produit de fonctions définies et dérivables sur R. 

f(x) = , -x - x .e-x = , -x(I - x) 

f(x) = 0 <'> x = 1 
f(x) > 0 <'> x < 1 
f(x)< 0 <'> x > I 

La fonction f est donc strictement croissante sur J - oo; 1 [, strictement dtcroissante sur 

JI; +oo[. Elle atteint son maximum en x = 1. En ce point elle vaut f(l ) = , -1 = ~. 
e 

La tangente est horizontale en x = 1. 

X 

f(x) + 0 
I fe 

f(x) /' 

Exemple 6.10 
1 

Étude de la fonction f définie par f(x) = x + x -
2

. 

f est définie et dtrivable sur ) - oo; 2[U)2; +oo[ 

f ' (x) = 1 - -
1
-

. (x - 2)2 

f(x) = 0 <'> (.t - 2)2 = 1, c.-à-<I. x - 2 = ± 1 
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Donc : 
f'(x) = Û <'> X = J OU X = 3 

Avec : 

/(!) = 1 - J = 0 e t /(3) = 3 + J = 4 

f' (x) < 0 <'> (x - 2f < 1, c.-à-<I. - 1 < (x - 2) < 1 

Donc : 
f'(x) < Û <'> J < X< 3 

Et finalement : 
f'(x)> Û <'> X< J ou x > 3 

X 1 2 3 +oo 
f'(x) + 0 0 + 

0 
f(x) /' '.., '.., /' 

4 

~ Limites et asymptotes 
Pour compléter Je tableau de variations, il faut calculer les limites aux bornes du do
maine de définition, et également les limites aux points de discontinuité éventuels. Si 
Dt est l'union de plusieurs intervalles delR, il est nécessaire de calculer les limites aux 
extrémités de chacun de ces intervalles. Si un de ces intervalles est non borné, ils' agit 
de calculer la limite de la fonction pour x tendant vers + oo ou vers - oo. Ces limites 
permettent de déterminer les asymptotes éventuelles à la courbe C ! · 

• Rappelons que si lim f(x) = ±oo, où Xo e nt, alors la droite verticale d'équation 
x-+xo 

x - xo est asymptote à la courbe. Ceci est vrai mê:mc s'il ne s'agit que d'une limite 
à droite (ou à gauche). 

• Si lim f(x) = l ou lim f(x) = l, où l e nt, alors la droite horizontale d'équation 
x-+-+oo x-+-oo 

y = lest asymptote à la courbe. 

• Si ,~r:1 .. l/(x) - (ax + b)] = 0 ou L~ .. [f(x) - (ax + b)] = 0, alors la droite oblique 

d'équation y = ax + b est asymptote à la courbe. Pour connaître la position de Cf 
par rapport à cette asymptote, on étudie Je signe de f(x) - (ax + b) pour x -+ + oo 
(ou pour x -+ - oo). Si ce signe est positif, la courbe est au-dessus de l'asymptote, 
s'il est négatif elle est en-dessous. 

Exemple 6.9 (suite) 
On pouISuit l'é tude de la fonction f d éfinie par /(x) = x.e-'. 

Il nous manquait Je calcul d es limites d e f en +oo e t en -oo. 

D' apr~ Je théo~me d es croissances comparées (~ paragraphe 3.2, chapitre 5), on a : 

J!~j(x) = ~œ (-x)e' = -oo 

Et : 
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ce qui implique que f admet p-0ur asymptote la droite d'&juation y= O. 

X + oo 

J'(x) + 0 
I fe 

f(x) /' 
0 

y 

• Figure 63 Graphe de f(K) = xe-• 

Exemple 6.10 (suite) 

On pouISuit l'étude de la fonction f définie par f(x) = x + -
1
- . 

x-2 
Il no~ manquait le calcul des limites de f en +oo, en - oo, e t en x0 = 2. 

Il est clair que x ~ 
2 

tend vers 0 quand x tend veIS ±oo. D'où: 

~j(x) = ~œ X = +oo 

~-/(r.) = ~- r.= -OO 

1 
On a ,!!.Tœf(x) - x = ,!!.Tœ x-

2 
= Odonc ladroited'&juation y= x cst asymptote(oblique) 

au graphe de f. 

De plus, ~2 tend veIS + ooquand x --+ 2•, et ~2 tend vers -oo quand x--+ 2-. D'où: 
x - x -

i 
.!!r. f(x) = ~~ X - 2 = +oo 

lim f(x) = lim -
1
- = -oo 

~2· ~i-- x-2 
Cela signifie que la droite verticale d' &juation x = 2 est asymptote au graphe de f. 
On peut alors finir de compléter le w.bleau de variatiom. 

X 2 3 + oo 

J'(x) + 0 0 + 
0 +oo + oo 

f(x) /' /' 
4 
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"- Figure 6.4 Graphe de f(x) = x + _!__
2 X-

D Fonctions concaves et convexes 
En économie, on cherche souvent à maximiser une fonction sur tout un intervalle (par 
exemple maximiserle profit d'une firme ou l'utilité d'un consommateur), ou bien à mi
nimiser une fonction sur un intervalle (minimiser Je coût de production par exemple). 
On peut facilement trouver Je maximum d'une fonction si celle-ci est concave, ou 
bien trouver son minimum si elle est convexe. Nous commençons donc par étudier ces 
notions. 

Hl Qu'est-ce qu'une fonction concave 
et une fonction convexe ? 

On constdére une fonction J de l dans lit, où l est un tntervalle de lit. 

Dmrution 6.3 
Une fonction f est concave sur un intervalle I si, à chaque fois que l'on joint deux 
points de la courbe par un segment de droite, ce segment est situé sous la courbe. 

Form11/atio11 mathémaliq11e: 

On dit que f est concave sur I si : 

Va, be/, Va e [O; !], on a f (aa + (1 - a)b) '?:. af(a) + (1 - a)f(b) 

Défia iti OO 6.4 

Une fonction f est convexe sur un intervalle I si, à chaque fois que J' on joint deux 
points de la courbe par un segment de droite, ce segment est situé au-dessus de la 
courbe. 

Form11/atio11 mathématiq11e: 

On dit que f est convexe sur I si : 

Va, be/, Va e [O; !], on a f (aa + (1 - a)b) 5 af(a) + (1 - a)f(b) 
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f(x) 

af(a) + (1-a)f(b) ··· ·· ··· ······· ··::: •. ,"·~,,··· 
A.······ ··· 

X 
f(aa + (1-a)b) ····· ··~··· 

X 

a aa + (1-a)b b 

0 
Soit A = (a; f(a)) et 8 = (b; f(b)) . Considérons M = (aa + (1 - (!)b; f(aa + (1 -a)b)) 
et N = (aa + (1 - a)b; af(a) + (1 - a)f(b)). 

O Si la fonction f 1!1t conca.e, le point M 1!1t au-cle1sus du pont N. 

0 Si la fonction f 1!1t convexe, le point M 1!1t en-cle1sous du point N. 

• Figure 6.5 Fonction concave et fonction convexe 

fr_oposition_6,.4 

f est convexe si et seulement si - f est concave. 

Démonrtration 
La demonstration est évidente en pœant 9 = -f. Le changement de signe change le sens de 
l'intgalité. • 

Remarquons qu'une fonction définie sur un intervalle I peut très bien n'être ni concave 
ni convexe. 
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On parle de concavité stricte (ou de convexité stricte) si 1' inégalité est stricte à 1' inté
rieur de 1' intervalle. 

On dit que f est strictement concave sur I si : 

Va, be/, Va e]O; ![, on a f (aa + (1 - a)b) > af(a) + (1 - a)f(b) 

On dit que f est strictement convexe sur I si : 

Va, be/, Va e]O; ![, on a f (aa + (1 - a)b) < af(a) + (1 - a)f(b) 

Hl Lien entre dérivées et concavité 
(ou convexité) 

La proposition suivante montre qu'une fonction concave est une fonction qui monte 
de moins en moins vite (ou qui descend de plus en plus vite). En effet, f" 5 0 signifie 
que f' est décroissante. 
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De même, une fonction convexe est une fonction qui monte de plus en plus vite (ou 
qui descend de moins en moins vite). Avoir f" ;:: 0 signifie que f' est croissante. 

Proposition 6.5 

Si f est deux fois dérivable sur un intervalle ouvert/, alors : 
f est concave sur I ~ f"(x) < O. V x e l 
f est convexe sur I ~ f"(x) ;:: 0, V x e l 

Démonrtration 
On fait la démonstration pour concave seulement, car p-0ur convexe il suffit de considérer 
9 = -f . 
- Supposons quef"(x) :S 0, Vxe /. 

On voudrait montrer que f (aa + (1 - a)b) ~ af(a) + (1- a)f(b), Va E [0; 1), Va, b E /. 

Pour a, b fixb dans/, on considi re la fonction u définie par : 

11(a) = f (aa + (1 - a)b) - aj(a) - (1 - a)f(b) 

La fonction f est deux fois dtrivable, donc u aussi. 

u' (a) = (a - b)f'(aa + (1- a)b) - f (a ) + f (b) 

J/' (a) = (a -bf f" (aa + (1 - a)b) :SO pour tout a E [0; 1) 

On a 11{0) = f (b) - f (b) = 0 e t 11(1 ) = f (a) - f (a) = 0 

On peut appliquer le thtortme de Rolle : 3c e]O; l[ tel que 1/(c) = O. 

On a u" (a) :S 0 pour tout a e [0; 1), donc u' est décroissante. On a donc: 

1/ (a) ~ 0 si a E [O; c) e t 1/(a) :S 0 si a E [c; 1). 

u est donc croissante sur [O; c) e t décroissante sur[c; 1). 

Comme 11(0) = 11(1) = 0, donc 11(a) ~ 0 pourtout a e [0; 1). 

On" ctonr. hir.n f(1rn + ( 1 - IY)h) - 1Yf(n) - ( 1 - tr)/(h);, 0 , VIY F [0; 1 ], Vn , h F f . 

- Rtciproque. Suppœons p-Our simplifier que f est de classe c2 sur/, e t que f est concave 
sur/. Montrons que J"(x) :S 0, V x e /. 

Pour x fixé, soit 9(h) = f (x + h) + f (x - h) - 2j (x). La fonction 9 est définie au moins 
dans un voisinage de 0, car f est définie au moins dans un voisinage du point x (puisque 
l'intervalle I est ouvert). 

1 1 
On a 9(h) = 2[Ï f (x + h) + 2J (x - h) - f (x)) :S 0 car f est concave. 

g'(h) = f' (x + h) - j'(x - h) 

g'' (h) = f' (x+ h) + .f"(x -h) 

D'où 9(0) = 0 et g'(O) = f'(x) - f (x) = 0 e t g'' (O) = 2f"(x) 

Le développement de Taylor-Young de 9 au voisinage de 0 s'tcrit donc : 

!J(.h) = 9(0) + g'(O)h + ~g''(O)h2 +Ji d,h) = J"(x)h' + h2d,h) 
2 

1 
On a donc h29(h) = f' (x) +e(h) où !J(.h) :S O. 

On en déduit que f' (x) + d,h) :S 0, où !~e(h) = 0, donc J"(x) :S O. • 
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Exemple 6.11 

1. La fonction f dt6nie poor tout x e R par f(x) = i" est convexe. 
En elfe~ f'(x) = 2xet J"(x) = 2 ~ 0 pour tout x ER. 

2. La fonction f dt6nie p-OUr tout x E R par f(x) = exp(x) est convexe. 

En elfe~ f' (x) = exp(x) et f" (x) = exp(x) ~ 0 p-OUr tout x E R. 

3. La fonction f dt6nie p-OUr tout x e R: par f(x) = ln(x) est concave. 
1 - l 

En elfe~ f'(x) = :;: et J"(x) = '7 S 0 pour tout x ER:. 

En microéconomie, on note U(x) Je bien-être (on dit sou•tent • l'utilit6») d'un agent qui peut consommer la 
quantit6 x d'un certain bien. Plus x est grand, plus Je bien-être est grand, mais quand x augmente, on considi re 
gtntralement que Je bien-être U(x) augmente de moins en moins vite. Une unité suppltmentaire du bien augmente 
davantage l'utilité si l'agent en a peu que s'il en a d6jà bem!coup. Mathtmatiquement cela revient à dire que la 
fonction U est croissante concave. 
Voici quelques exemples de fonctions croissantes concaves frtquemmcnt employtes comme fonctions d'utilit6 en 
microéconomie : 

U(x) = ln(x) p-OUr x > 0 

U(x) = x' pour x ~ 0, 

U(x) = - exp(-x) 

avec 0 < A < 1 (oar exemple A = ~ donne U(x) = vx) . 2 

El Recherche des extrema 
d'une fonction d'une variable 

Pour déterminer les extrema (c'est-à-dire max ou min) d'une fonction d'une variable 
réelle, on peut utiliser son tableau de variations (.. section 4 de ce chapitre). Toute
fois, cette méthode n'est pas généralisable aux fonctions de plusieurs variables et elle 
nécessite de pouvoir faire Je tableau de variations complet. Nous allons étudier dans 

cette section un certain nombre de critères et conditions (nécessaires et/ou suffisantes) 
pour déterminer les extrema d'une fonction, qui sont assez largement généralisables 
aux fonctions de plusieurs variables, comme nous Je verrons au chapitre 11. 

61 Extremum global, extremum local 
On considère ici une fonction f définie sur un intervalle I de nt, et un point Xo e / . 



Chapitre 6 ttude locale et globale des fonctions cf une variable réelle 

D__éiîn itton 6.6 
Extremum global 
On dit que f admet un maximum global sur l en xo si f(x) 5 f(xo) pour tout 
XE/. 

On dit q ue f admet un minimum global sur l en xo si f(x) ~ f(Xo) pour tout 
XE/. 
On parle d' extremum global en xo quand on a un maximum global ou un mini
mum global en xo. 
On parle d'extremum global strict si l'inégalité est stricte pour tout x * xo. 

f(x) 

f(x} 

0 Maximum global Cl) Minimum global 

• Figure 6.6 Extremum global 

Rappelons que si I est un intervalle de nt, on dit q ue Xo est un point intérieur à I 
si x0 appartient à I mais n'est pas une extrémité de l'intervalle I (.. définition 1.7). 
Par exemple, si / =) J; 4(, alors tous les points de/ sont intérieurs. Si / = (1; 4 ), alors 
tou.<:: le.<:: point.<:: cte l sont intérieurs sauf ro = 1 et ro = 4. 

S upposons que f est définie sur un intervalle/, et que xo est un point intérieur à/. On 
va dire que xo est un extremum local de f sic' est un extremum de f quand on restreint 
celle-ci à un petit intervalle centré en xo. 

Extremum local 
On ditque f admet un maximum local en Xo s'il existe e > Otel que f(x) 5 f(xo) 
pour tout x e /n]xo - e; xo + e[. 
On dit q ue f admet un minimum local en Xo s'il existe e > 0 tel que f(x) ~ f(xo) 
pour tout x e /n]xo - e; xo + e[. 
On parle d' extremum local en xo quand on a un maximum local ou un minimum 
local en XQ. 

On parle d'extremumlocal s trict si l'inégalité est stricte pour tout x * xo. 

Il est clair q ue si x0 est un maximum global, alors c'est aussi un maximum local. 
La réciproque n'est pas vraie : un maximum local n'est pas forcément un maximum 
global. 

Les mêmes remarques sont valables pour un minimum. 
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f(x) f(x) 

A 

B 

() Maximum local 0 Minimum local 

• Figure 6. 7 Extrémum local 

l;Jfl Conditions du premier ordre 
On appelle «condition du premier ordre» pour que Xo soit un extremum de f, toute 
condition faisant intervenir la dérivée première de la fonction f. 
La proposition suivante signifie que la tangente est horizontale en tout extremum local. 

f.l'.oposit ioo..6. 6 

Condition nécessaire du 1•• ordre 
Soit f dérivable sur l'intervalle/, et x0 un point intérieur à/. 
Si Xo est un extremum local de f, alors f' (xo) = O. 

Démonrtration 
Supposons que x0 est WI maximwn loèal. 

Il existe donc a > 0, tel que pour tout h e] - a ; a [,f(xo + h) !, f (xo). 

Pout h :.> 0
1 

Oll a / (xo + h) - / (xo) :; 0
1 
donc la détivâ; à d.i:ùi.to est négati~ . 

h 

" ( ) - 1' f (xo +h) - f (x,, ) < O 
Jd Xo - h~ h -

Pour h < 0, on a f (xo + h~ - f (xo) ~ 0, donc la dtrivée à gauche est positive: 

. f (xo + h) - f (xo) . . 
J;<xo) =!'!'A h ~ 0 tar numtrateur et dtnommateur sont nt ganfs. 

Comme f est dtrivable, on a J; (xo) = f,, (xo) = f' (xo). 

La dérivte est à la fois pœitive et ntgative, elle est donc nulle: f' (x0) = O. 

La démonstration est similaire i:our W1 minimum local (en inversant le sens des 
intgalitts). • 

froposition..6-2 

Soit f dérivable sur l'intervalle/, et xo un point intérieur à/. 
- Si f est concave sur/, et si /'(Xo) = 0, alors f admet un maximum global 

en xo (et il est unique si f est strictement concave). 

- Si f est convexe sur /, et si f' (xo) = 0, alors f admet un minimum global 
en xo (et il est unique si f est strictement convexe). 
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Démonrtration 
Supposom p-Our simplifier que f est deux fois dtrivable. 

La fonction f est concave donc f" :S 0 sur / , d'où r est d~roissante sur /. 

On a f ' (xo) = 0, donc: f' (xo) ~ 0 si x :S xo, et f'(xo) :S 0 si x ~ xo 

La fonction f est donc croissante sur x :S x0 e t d~roissante sur x ~ x0 . Elle atteint donc son 
maximum sur 1 au point xo. 

La d t monstration est sinùlaire p-0ur f convexe. • 

BJ Conditions du deuxième ordre 
Les conditions du deuxième ordre sont des conditions faisant intervenir la dérivée 
seconde de la fonction. 

Proposit ion 6.8 

Condition nécessaire du 1!' ordre 
Soit f deux fois dérivable sur l'intervalle / , et xo un point intérieur à / . 
Si Xo est un maximum local, alors f (Xo) = 0 e t f'(xo) :S O. 
Si Xo est un minimum local, alors f'(x0) = 0 et f" (Xo) ;:: O. 

Démonrtration 
Si xo est un maximum loèal, on sait d tjà que J'(xo) = 0 ( .. prOp-Osition 6.6). 
Supposom pour simplifier que f est de c lasse C2. Appliquom la formule de Taylor-YoWJg à 
l'ordre 2. 1 

f (xo + h ) = f (xo) + J'(xo)h + 2f' (xo)JC + h2e(h) 
2 

On a h2 [f(xo + h ) - f (xo)] = J"(xo) + 2e(h) e t f (ro + h ) - f (xo) :S 0 pour h proche de O. 

Donc f" (xo) + 2e(h) :S O. 

Cùt.nmc ~~'"-'{h) = 0 1 u 1 peul conctw·e quo / u(Ao) ::;O. 

La démonstration est sinùlaire p-Our un minimum local. 

,P_r_oposition 6, 9 

Condition suffisante du 2• ordre 
Soit f deux fois dérivable sur l'intervalle / , et xo un point intérieur à / . 
Si f'(Xo) = 0 et f"(xo) < 0, alors xo est un maximum local strict de f. 
Si f'(Xo) = 0 et f"(xo) > 0, alors xo est un minimum local strict de f. 

Démonrtration 
Supposom que f' (x0 ) = 0 e t f"(x0) < O. Écrivons la formule de Taylor-Young d'ordre 2 : 

1 
f (xo + h ) = f (xo) + f' (xo)h + 2f"(xo)JC + h2e(h) 

Pour h 1' 0 , on a ~ [f(xo + h) - f (.>0)] = /'(xo) + 2e(h). 

Comme J"(xo) < Oct ~e(h) = 0, alors pour h pr0<;he de 0, on a f"(xo) + 2e(h) < O. 

Donc p-Our h proche de 0 , h 1' 0, on a f (xo + h) - f (ro) < O. 

La fonction f admet donc un maximum lO<:al strict en x0 . 

• 

La démonstration est sinùlaire p-Our un minimum. • 
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Hl Recherche pratique d'un extremum global 
Nous allons maintenant voir comment on peut déterminer un extremum global d'une 
fonction définie sur un intervalle, en utilisant les conditions du premier ordre et du 
second ordre que nous venons de voir (.- sections 6.2 et 6.3 de ce chapitre). 

1 6.4.1 1 Existence d'un extremum global 
Remarquons d'abord qu'il n'existe pas toujours d'extremum global. Cherchons à dé
terminer s'il existe un maximum global de f sur un intervalle I (pour un minimum 
global, il suffit de remplacer partoLt « majorée» par « minorée», et « borne sup »par 
« borne inf » ). Trois cas sont possibles : 

a) La fonction f n'est pas majorée sur l'intervalle/. Dans ce cas, f n'a pas de 
maximum global sur/. Exemple : f (x) = x2 sur I = nt.. . 

b) La fonction f est majorée sur l'intervalle I mais n'atteint pas sa borne 
supérieure. Dans ce cas, f n'admet pas non plus de maximum global sur/. 
Notons M = sup{f(x) ; x e /} la b)rne supérieure. Celle-ci n'est pas atteinte, ce qui 
signifie qu' il n'existe aucun réel xo e I tel que f(xo) = M. 

1 . 1 
Exemple : f(x) = 2 - ; sur I = [ ! ; +oo[. Dans ce cas, M = 2 mats f(x) = 2 - ; < 2 

pour tout x ;:: 1. 

c) La fonction f est majorée sur l'intervalle I et atteint sa borne supé
rieure. Dans ce cas, f admet un maximum global sur/. 

Exemple : f(x) = 2 - r pour I = (- 3; 5). Le maximum global sur I est atteint en 
xo = O. On a M = f(O) = 2. 
Si on cherche un minimum global, on a les mêmes trois cas a), b), c). 

Sous certaines conditions, on est assuré d'avoir un maximum global et un minimum 
global, comme Je montre la proposition suivante. 

e.topositioo_6.j_O 

Supposons que f est une fonction continue de I dans nt, où I est un intervalle 
fermé borné de nt. Alors f admet un maximum global et un minimum global 
sur/. 

Démonrtration 
Il s'agit d'appliquer le thé<lr~me de WcicŒtrass (~ section 5.1, chapitre 4). 

1 6.4.2 1 Comment trouver l'extremum global? 

• 

Considérons Je problème consistant à trouver Je maximum global de f sur un inter
valle I (pour un minimum global, la méthode est la même). On suppose que l'on est 
dans Je cas c) examiné précédemment, c'est-à-dire que f admet un maximum glo
bal M sur/. On cherche les points x de I tels que f(x) = M. On a vu (.- sections 6.2 
et 6.3 de ce chapitre), que si xo est un point intérieur de /, avec f dérivable en xo, 
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et si .xo est un maximum local, alors f'(xo) = O. Les points intérieurs à I tels que 
f'(xo) * 0 ne peuvent donc pas être des maxima. On dit que ce ne sont pas des points 
candidats à 1' extremum. 

Les points candidats à l'extremum sont les sui\•ants : 

Type 1 : Les points x qui sont intérieurs à I et tels que f' (x) = O. 

Type 2 : Les points x qui sont des extrémités de 1' intervalle /. 

Type 3 : Les points x où f n'est pas dérivable. 

Si f est deux fois dérivable et que l'on cherche Je maximum global, on peut 
se restreindre parmi les points candidats de type 1, à ceux tels que f" (x) 5 0 
(.- proposition 6.8)2. 

Une fois que l'on a déterminé les points candidats, on compare la valeur que prend 
f en chacun de ces points, et on retient uniquement ceux qui donnent à f une valeur 
maximale. 

Une entreprise cherche à déterminer la quanlit6 produite Q qui maximisera son profit. On suppœe qu'elle doit 
forc6rnent produire entre 100 unit6s et 1000 unités. Il s'agit donc de maximiser la fonction de profit Q >-+ fl(Q) 
sur l'intervalle fcrrn6 b-Orn6 I = [100; 1000). Suppœons que la fonction n est dtrivable sur/, et que sa dtriv6e 
s'annule uniquement en x0 = 300. li y a alors trois points candidats : Je point x0 = 300, et les extrémit6s de 
l'intervalle x1 = 100 et x, = 1000. Pour trouver le maximum global de n sur/, on doit simplement comparer 
fl(IOO), fl(300) et fl(l 000). 

- Suppœons parexemple que fl(IOO) = 2000et fl(300) = 4000et fl(I 000) = 3000. Dans ce cas, le maximum 
global est atteint en 300. Le profit maximum possible est de 4 000 et est aueint si on produit 300 unit6s. 

- Suppooons que fl(IOO) - 2000 et fl(300) - 4000 et fl(l 000) - 5000. Dom ce CAS, le ma.ximum global est 
aueint en 1 000. Le profit maximum possible est <le 5 000 et est atteint si on produit 1 000 unit6s. 

~ 
8 
@ 2 Poor un minimum, on se restreindrait à ceux tels que f'(,Q ~O. 
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Les points clés 
-+ Le théorème des accroissements finis permet de lier une notion locale, la dérivée, 

avec une notion globale, le taux d'accroissement. 

-+ Un développement limité d'ordre 11 est une approximation d'une fonction par un 
polynôme de degré 11 (au voisinage d'un point donné). 

-+ La formule de Taylor-Young permet, pour toute fonction de classe c•, d' obtenir 
un développement limité d'ordre 11. 

-+ Quand une fonction est concave, pour obtenir son maximum global il suffit de 
trouver un point où sa dérivée s'annule (son minimum global si la fonction est 
convexe). 

-+ Les dérivées première et seconde d'une fonction en un point permettent d'obtenir 
des conditions nécessaires et des conditions suffissantes d'extremum local en ce 
point. 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
Dites si les affinnations suivantes so1u vra.;es ou fauss es. 
Justifiez vos réponses. 

1. Si une fonction f dérivable sur R admet trois racines 
distinctes, alors sa dérivée s'annule au moins deu• 
fois. 

2. La somme de deux DL d'ordre2 est unDL d'ordre 2. 

3. Le produit de deux DL d'ordre 2 est un DL d'ordre <. 

4. Si une fonction continue admet un DL d'ordre 1 au 
point x0 , alors elle est dérivable en x0 . 

5. Si une fonction dérivable en xo admet un DL 
d'ordre 2 au point x0 , alors on peut en déduire la p-0-

sition de son graphe par rapport à sa tangente en x0 . 

6 . Une fonction e.sl fùt:cémcnl .soiL ooncav~ soit 
convexe. 

7. Si/deux fois dtrivablesur Rest tclle quef'(O) = 0 
et J"(O} > 0, alors f admet un minimum loèaJ strict 
en O. 

8. Si f deux fois dérivable sur R admet un minimum 
lOèal strict en 0, alors on a f'(O) = 0 et f"(O) > O. 

• Corrigés p. 367 

Exercices 
2 'Thylor à l'ordre 3 
À l'aide de la formule de Taylor-Young, calculer un d6-
veloppement limité d'ordre 3 au voisinage de 0 de : 

1 . la fonction f définie par f(x) = ~. 
2. la fonction 9 définie par g(x) = ln(l + x). 

• Corrigés p. 367 

3 Ta)10r à l'ordre 2 
À l'aide de la formule de Taylor-Young, calculer un dé
veloppement limité d'ordre 2 de : 

1 . La fonction f définie par f(x) = '11 + x + x2, au voi
sinage de x0 = O. 

2. La fonction 9 définie par g(x) = ln(2 + 2x + i >. au 
voisinage de xo = 2. 

4 Conc•n1té, com-exlté 
Les fonctions suivantes sont-elles concaves sur leur do
maine de définition ? Convexes? Ni l'un ni l'autre? 

1. f(x) = 1x' +si 
2. g(x) = 1x' - si 
3. h{x) = 2 ln(x) - 4x'pour x > 0 

• Corrigés p. 367 

5 Études de fonctions et extréma 
Étudier les fonctions suivantes. Tracer leurs graphes. 
Déterminer les extréma. 

1 . f(x) = 3ie·x 
2. g(x) = 2x' - 4i + 5x - 1 
3. h{x) = 2 ln(l + X' ) 

6 Tableaux de variattom et graphes 

i + 1 
1. Étudier la fonction f définie par f(x) = (x _ 

3
)2' 

Faire son tableau de variations complet e t tracer son 
graphe. 

2. Même question pour la fonction f définie par : 
3i 

f(x) = x - 2 

1 Maximisation de l' utilité 
Un agent économique cherche à maximiser son utilité. 
Ccllo<i est donnée par U(x) = ln(x) - ...-1

, où xdésigne 
son niveau de consonunation d' WI certain bien 

1 . Montrer que U est strictement concave. 
2. Calculer U ' (l ). 
3 . En déduire le maximum global de U sur JO; + oo[. 
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g uand on étudie la répartition des revenus au 
sein d'une population, on est amené à se po
ser des questions du type : si on choisit au 

ha un individu issu de œne population, quelle 
est la probabilité qu'il gagne plus de 3000 euros? 
Quelle est la probabilité qu'il gagne entre 1 000 et 
2 000 euros? Un tel calcul de probabilité est équi
valent au calcul de l'aire sous la courbe de la fonc
tion représentant la distribution des revenus. De 
nombreux calculs de probabilités reviennent ainsi à 
calculer des aires sous des courbes. Il en est de même 
des calculs de surplus : pour évaluer le surplus du 
consommateur ou celui du producteur, on doit calcu-

Ier l'aire d'une zone coincée entre la courbe d'offre 
et la courbe de demande. 

En mathématique, l'aire d'une zone située entre le 
graphe d'une fonction et l'axe des abscisses s'ap
pelle une intégrale. Pour calculer une intégrale, on 
utilise une primitive de la fonction, c'est-à-dire en 
quelque sorte le contraire de la dérivée, car la dérivée 
de la primitive d'une fonction est cene fonction elle
même. Avoir étudié les dérivées nous aide donc pour 
aborder les primitives, qui elles-mêmes permettent 
de calculer des intégrales bien utiles en calcul des 
probabilités. 

LES GRANDS AUTEURS Bernhard Riemann(1826-1866) 
Bernhard Riemann est un mathématicien allemand, grand spécialiste de l'analyse m a
thématique et de la géométrie différentielle. Il fait sa thèse à Gôttingen sous la direc
tion du célèbre mathématicien Gauss. 
Riemann est le fondateur de la géométrie différentielle qui rompt a.tee la géométrie 
euclidienne traditionnelle et introduit la géométrie des espaces courbes. 
Ses t ravaux seront utiles à Einstein dans sa théorie de la relativité générale. 
En 1854, il perfectionne les travaux de Cauchy sur les intégrales, a\A?c une nouvelle 
définit ion de l' intégrale qu'on appelera alors l' intégrale de Riemann ou de Cauchy
Riemann. Une définit ion plus générale et plus abstraite de l' intégrale sera ensuite 
introduite par Lebesgue en 1904. • 



Intégrales 

D Qu'est-ce qu'une intégrale 7 ........................................... 164 

f) Propriétés des intégrales ............................................... 168 

D Primitives ............................................................. 171 

la Calcul intégral .......................................................... 173 

El Intégrales généralisées (ou impropres) .................................. 178 

-+ Découvrir la notion d'intégrale d'une fonction, ses principales propriétés ainsi 
que son lien avec la notion de primitive. 

-+ Calculer des intégrales pour des fonctions simples. 

-+ Appliquer le calcul intégral aux calculs de surplus et au calcul des probabilités. 
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D Qu'est-ce qu'une intégrale? 
Considèrons une fonction continue f de [a ;b] dans nt. Supposons pour Je moment 
que f est positive sur [a ; b]. Son graphe c1 est donc situé au-dessus de l'axe des 
abscisses. On voudrait définir et calculer l'aire .91 de la surface située entre Cf et l'axe 
des abscisses, pour a 5 x 5 b. 

y f(x) 

X 

• Figure 7.1 .11 est l'aire de la surface situéi! entre la courbe et l'axe des abscisses, 
pour a $ X S b 

Comment donnerun sens à 1' aire .91 de cette surfuce ? C'est facile si f est constante. En 
effet, si f est constante sur [a ; b), la surface est un rectangle. La géométrie élémentaire 
nous apprend que l'aire dans ce cas est par définition .91 = (b - a) x c, où f(x) = c 
pourtout x e [a ;b]. 

Si f n'est pas constante, partageons l'intervalle [a ; b] en 11 petits intervalles de même 

taille de la façon suivante. On pose x; = a+i(b - a), pourtoutentier itelqueO 5i5;11. 
Il 

Les mtervalles [x;; x1+1 [, pour 0 5 i 5 11 - 1, ont tous même longueur b - a, lis sont 
Il 

disjoints, et leur union est égale à [a ; b[. 1 

Soit f{J. la fonction définie sur [a ;b[ par f{J.(x) = f(x;) quand x e [x;; x1+1 [ (avec 
0 5 i 511 - !). La fonction f{Jn est donc constante2 sur chaque petit intervalle [x;; X1+ 1 [ . 

Soit C'P. Je graphe de l(Jn, et soit .91. l'aire de la surface située entre C'P. et l'axe des 
abscisses, pour a 5 x 5 b. Cette surface a une aire .91. simple à calculer, car il s'agit 
d'une union de rectangles. 

Entre X; et X ;+ 1, la fonction f{Jn est constante égale à f (x;), donc l'aire de la zone cor
b - a 

respondante est (x;+1 - x;) x f(x;) = (--) x f(x;). 
Il 

. . . n- 1 b - a 
L'rure .91. est la somme des rures de ces pentes zones : .91. = L:(--) x f(x;) 

i• O IJ 

En observant la figure 7 .2, on comprend intuitivement que si 11 augmente, c'est-à-dire 
si on partage l'intervalle [a ; b] en intervalles de plus en plus petits, alors l'aire .91. 

1 Remarquons que xt dépend dei mais égclement den. Il faudrait en toute rigueur noter 4,.> poor montrer 
que x• dépend den, d'autant plus que noue; faisons tendre ensuiten \'ers l'infini. Nous a\ons préférétoutei>îs 
garder l'écrîturexl pour ne pas alourdir les:>.otations. 
2 Une fonction deœ type s'appelle une fonction en escalier. 



va se rapprocher de plus en plus de l'aire de la surface située entre Ct et l'axe des 
abscisses, pour a 5 x 5 b. 
C'est ce qu'exprime Je théorème suivant, qui permet de définir 1' intégrale d'une fonc
tion continue sur un intervalle fermé borné. Nou5 ne donnerons pas sa démonstration 
pour ne pas alourdir Je texte. 

Lhéorème 

Soit f continue de [a ; b] dans nt. 

On pose .91,, = l:: (b - a) x f(x;), où x; =a+ i (b - a). 
i-=O IJ IJ 

Alors la suite (.91.) est convergente. 

On note [ f(x)dx sa limite, c'est-à-dire : 

[ f(x)dx = lim .91. = lien l:: (b - a) x f(x;) 
a n-+-+oo n-+-+oo i-=O IJ 

Définition 7.1 

On dit que J.b f(x)dxest J' intégrale de f suc (a; b]. 

y f(x) 

• Figure 7.2 l'intégrale r. f est la limite des surfaces des re<tangles, quand les rec

tangles sont de plus en plus nombreux et de plus en plus fins 

Si f est positive, l'intégrale [ f(x)dx est J'aire .91 de la surface S = {M(x; y) ; tel 

que a 5 x 5 bet 0 5 y 5 f(x)) ~ figure ?.!). 

Le J est un signe somme stylisé, car pour calculer l'aire totale, ona été amené à faire 

une somme d' un grand nombre d'aires de surfuces de petits rectangles. Le nom de la 

variable sous Je signe J est sans importance, on dit que c'est une variable « muette» 

(cela peut être x out ou n'importe quelle autre lettre). On peut donc noter 1' intégrale : 

[ f (x)dx ou J.b f(t)dt ou même [ f. 
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Si f est négative, l'intégrale est négative, ce qui veut dire que l'on compte l'aire avec 
un signe négatif lorsque la surface séparant Je graphe de f et laxe des abscisses est 
située sous celui-ci. 

Si f est positive sur une partie de [a ; b], négative sur une autre partie de [a ;b], on 
compte positivement J'aire située au-dessus de J'axe des abscisses, et négativement 
celle située sous cet axe. Sur la figure 7.3, cela donne .91 = .91' - .91". 

y 

f!x) 

X 

•Figure 7.3 On a .11 = .11' -:JI'' 

Exemple 7.1 
Supposons f constante, f(x) = C pour tout x e [a; b]. 
Dans ce cas, \l'.(x) = C pour tout n, donc .11. = (b - a ) x C pour tout n. 

D'où [J(x)dx = lim .11,, = (b-a ) x C. 

"' -·-
La surface sous la courbe c1 est un rectangle, l'aire est .91 = (b - a) x C. 

y 

c ·····-----~'<~x) 

X 

•Figure 7.4 Si la fonction f est constante, la surface est un rectangle 

Exemple 7.2 
On considère la fonction f définie par f(x) = 3x sur x e [0; 6]. On a donc ici a = 0 et b = 6. 

-

1 

(h ) -
1 (6) .11. = L: ~ X f (x;) = L: - X f(x;) 

i:o n i:o n 
. b- a 6i 18i 

Où x, = a+ r(--) = - , donc f(X;) = - . 
n n n 

•-
1 (6) 18i •-I 6 x 18i 108 •-I . 108 (n - l )n 

.11. = '\' - x- = '\'-2- = -,L:• = -x--
f;5 n n f;5n ni=O ti2 2 
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t 
" 

~ n(n+ 1) ~ (n- l )n 
Car L,., i = --

2
- (~ paragraphe 4.2.1 , c hapitre 1), d'où L,., i = --

2
- . 

i~ i=O 

.71. = 54 X n.
2
,; n = 5< X ( 1 - ~) 

lim .71,, = lim 54 x(l - ~) = 54 donc r' f(x)dx= 54. 
-·· ,Il~- n Jo 
D'autre part, on peut remarquer que la surface S = (M(x; y); 0 S x S 6 e t 0 S y S 3x} est un 
triangle. La géométrie élémentaire no~ e nseigne quel' aire d'un triangle est égale à : 

1 
.71 = 2(Basc x Hauteur) 

. . 6 X 18 
6 9 lei on obt1cnt .71 = -

2
- = x = 54. 

On re trouve bien la même valeur qu'avec Je calcul de l'intégrale. 

Le théorème précédent, qui permet de définir la notion d'intégrale, peut être étendu 
aux fonctions qui sont bornées sur [a; b], continues sur [a; b] sauf en un nombre fini 
de points. 
Les propriétés des intégrales énoncées en section 2 sont valables aussi pour œ type de 
fonctions (saufla formule de la moyenne). 

On considire l'équilibre économique sur Je marc h6 d'un bien. La fonction d'offre inve!lle est p = p 0 (q) où p 0 est 
une fonction continue croissante. La fonction de demande invc!lle est p = p0 (q) où p0 est une fonction continue 
décroissante. L'équilibre économique est Je point (<(;p') intersection de la courbe d'offre e t de la courbe de 
demande. On peut caleulcr Je surplus du consommatour SC e t celui du producteur S P'. 

SC= [ p0 (q)dq-p'<f' = aire so~ la courbededomande, à laquelle on ôte la surface du rectangle (O,Q' ,E,P') 

e t 

S P = p'q' - r· p o(q)dq = aire du rectangle (O,(! ,E,P'), à laquelle on ôte la surface sous la courbe d'offrc 

p 

~ •Figure 7.5 Surplus du consommateur SC et surplus du producteur SP 

~ 
8 
@ 3 Voir 1. Etner, M. lele\'ll, Micr<>lconomie,coU. • Openbook •, DunO<I, 2014, chapitre 8, paragraphe 1.3. 
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D Propriétés des intégrales 

La formule f(x)dx = JiJn '\' (b - a) X f(x;) va nous permettre de démontrer 
[ 

n-1 

n ..... -+oo L.J IJ 
i.1110 

plusieurs propriétés des intégrales. 

Proposition z. 1 

Linéarité de l'intégrale 
Si f et g sont continues sur [a; b ], et si A e nt, alors : 

(i) [ [f(x) + g(x)] dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx 

(il) [ (A X f(x) ] dx =A X [ f(x)dx 

Démonrtration 
Ces propriétfs vicllllent des propriétfs des opérations sur les limites des suites 
(~ proposition 3.8). 

(1) La limite d'une somme est la sonune des limites, donc: 

[ [/(x) + g(x)] dx = .1.!.'."œ ~ ( b: a) X (f(x;) + g(x;)] 

n-1 (b ) n-1 (b ) = lim '\' ....=!!. x f(x;) + tim '\' ....=!!. x g(x;) 
n-+• L.J n n-+cio L.J n 

i=O i=O 

= [ f(x)dx + [ g(x)dx 

(Il) [ (Axf(x)jdx = 2!'."œ~(b:a)x(Axf(x;)] 

·-· (b ) [ =A X .1.!.'."œ.l: :a xf(x;) =A X f(x)dx 
l=O "' 

• 

On a défini pour linstant [ f(x)dx seulement pour a 5 b. On peut étendre cette 

définition aux couples de réels (a,b) quelconques de la façon suivante. 

Définition 7.2 

Si a> b, alors on pose J.b f(x)dx = - [ f(x)dx. 

~copositiooJ~ 

Si a 5 b, et si f est continue et pnitive sur [a; b), alors [ f(x)dx ;:: O. 



Démonrtration 

Pour tout entier n , on a .71. = f (b - a ) x f(x1) ~ 0, donc la limite de (.71.) est p-Ositive, 
i=O n 

c'est-à-dire, [ f(x)dx ~ O. • 

On peut remarquer que si a > b et si f ~ 0 sur [b:a ], alors [ f(x)dx 5 O. 

De même, si a < b mais si f 5 0 sur [b ;a ], alors [ f(x)dx 5 O. 

Et bien sûr, si a > b et si f 5 0 sur [b ;a ], alors [ f(x)d x ~O. 
flopositioo 7 .3 

f et g deux fonctions continues sur [a ;b], avec a 5 b. 

Si f(x) 5 g(x) pour tout x e [a ; b), alors [ f(x)dx 5 [ g(x)dx. 

Démonrtration 
Considérons h = 9 - f . 

On ah ~ 0, donc [ h ~ 0, c 'est- à-dire [ (9 - f) ~ O. 

D'où [ 9- [ f~ O, donc [ 9 ~ [ f . 

f..topositioo...Z.~ 

Relation de Chasles 
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle/, et considérons a, b et c 

trois réels éléments de/. On a alors : J.b f(x)dx + I f(x)dx = [ f(x)dx 

Démonrtration 

• 

- Si a S b S c, cette relation est évidente quand on utilise la définition de l'intégrale basée 
sur les aires. 

- Si b < a < c, alors [ f (x)dx = - [ f (x)dx. li s'agit donc de montrer que : 

- [ f (x)dx + [ f (x)dx = [ f (x)dx, c'est- à-dire que [ f (x)dx + [ f (x)dx 

= [ f (x)dx. Cette dern~re rd ation est vraie car e lle corresp-0nd au premier cas examiné. 

Les autres cas se traitent de manière similaire. • 

Chapitre 7 Intégrales 
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Cox.ollaire 

On a toujours [ f(x)dx = O. 

Démonrtration 
On applique la relation dl!' ChMle~ pour a = b = c. 

On obtient: 

[ f(x)dx + [ f(x)dx = [ f(x)dx 

D'où 2 [ f(x)dx = [ f(x)dx, dlnc [ f(x)dx = O. 

Défia jtion 7 3 

Si f est continue sur [a; b), avec a < b, on appelle valeur moyenne de f sur [a; b) 

Je nombreµ tel queµ = b ~a [ f(x)dx. 

Exemple 7.1 (suite) 
Reprenons lexemple 7. 1. On supp-0se f constante, f(x) = C p-OUr tout x E [a; b]. 

On a vu que dans cc cas, [ f(x)dx = C x (b - a). La valeur moyenne est donc ici : 

1 r 1 µ = -- f(x)dx = -- XC x (b - a) = C 
b-a "' b-a 

• 

Si une fonction est comtante égale à C sur un intervalle, alors sa valeur moyenne sur cet 
intervalle est celle constante C. Cela eorresp-0nd clairement à cc quel' on auend d'une « valeur 
moyenne'». 

Exemple 7.2 (suite) 
Reprenons l'exemple 7.2. On considère f définie par f(x) = 3x sur x E [0; 6]. Ici a = 0 et 

b = 6. On a déjà caleulé r. f(x)dx = 54. La valeur moyenne de f est ici: 

Ir 1 (6 54 
µ = b _ a • f(x)dx = 6 Jo f(x)dx = 6 = 9 

On peut observer que /(0) = 0 et /(6) = 18. La fonction f est linéaire, e t croû donc de façon 
réguliire de /(0) = 0 à /(6) = 18. Il est donc logique de trouver une valeur moyenne égale 
à 9. 

La formule suivante montre qu' une fonction continue atteint sa valeur moyenne. 

fJ:opositioo.L-5 

Formule de la moyenne 

Si f est continue sur [a; b], il existe ce [a; b) tel que f(c) = b ~a [ f(x)dx. 



Démonrtration 
f est continue sur l'intervalle ferm6 b-Om6 [a;b], donc d'apres le théor~me de Weierstrass 
(~ paragraphe 5.1, chapitre 4 ), e lle admet un maximum M et un minimum m, e t l'image de 
[a;b] par / est l'intervalle [m;M). 

On a donc m S f(x) SM p-Our tout x e [a; b]. 

D'où [ mdx S [ f(x)dx S [ Mdx (~ proposition 7.3), c ' est·à· dire m(.b - a ) S 

[ f(x)dx S M(b - a). 

En notantµ la valeur moyenne d e J, on a donc m S JI S M. 

µappartient à l'intervalle [m;M), qui est l'image de [a; b] par J, donc il existe c e [a; b] tel 
que f (c) = µ. • 

D Primitives 
Il existe un lien très important entre la notion d' intégrale que nous venons de voir, et 
celle de primitive que nous abordons maintenant. En effet, les primitives vont nous 
permettre de calculer les intégrales. 

Déii.niti.P.ll..ll 
On appelle primitive de la fonction f définie sur l'intervalle/, toute fonction F 
définie et dérivable de I dans nt, telle que F' (x) = f(x) pour tout x e /. 

Une fonction f n'admet pas forcément de primitive. La proposition 7.6 montre que si 
f admet une primitive, alors elle en admet une infinité, et la proposition 7 .7 montre 
que les fonctions continues ont des primitives. 

f ropositioo 7 .6 

Si f admet une primitive F sur l'intervalle/, alors les primitives de f sont les 
fonctions de la forme x ,_. F(x) + C, où C est une constante réelle quelconque. 

Démonrtration 
Si F est une primitive, alors soit G la fonction d t finie par G(x) = F(x) + C p-0ur tout x e /. 

Une fonction constante a une dtrivée nulle, donc G'(x) = P(x) = f (x). La fonction G est 
donc aussi une primitive de J. 
Rtciproquc. Supp-0sons que G est une autre primitive de f . Alors G' = F' = f . 
Donc (G - F)' = 0 sur l'intervalle /. 

On sait qu'une fonction dont la dtrivte est nulle sur tout un intervalle est forctment constante 
sur cet intervalle (~ thto~me sur le signe de la d t ri'16e e t le sens d e variation, fin section 1, 
chapitre 6). Donc il exis te une constante réelle C telle que G(x) - F(x) = C p-OUr tout x e / . 

• 
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fl:oposition..l-2 

On suppose que f est continue sur un intervalle/, et soit a fixé dans/. 

On pose F(x) = J.' f(t)dt pour tout x e / . 

Alors Fest l'unique primitive de f qui vaut 0 en x = a. 

Démonrtration 
Montrons que F est une primitive de f. &lit xo E /, e t h un réel proehe de O. 

* [F(xo + h) - F(xo)) = * [[•h .f(t)dt - [ f(t)dt] = * [[•h f(t)dt + [ f(t)dt] 

= * r•h j(t)dt (par la relation de Chasles) 

e t * [+h f(t)dt = f(c.) p-Our ur Ch E [xo; Xo + h) d'apres la formule de la moyenne 

(~ proposition 7.5). 

On a donc h~ [F(xo + h) - F(xo)) = j(c.), avcc limf(c.J = f(xo)car f est continue e t ch tend ...... 
vers xo quand h tend vers O. 

1 
On en dfduit ~ h [F(xo + h) - F(Xo)) = f(xo), c'est-à-dire P(xo) = f(xo). 

F est donc bien une primitive de f. 
Montrons que F est la seule primiti\Cde f nulle en a. 

F est nulle en x = a car F(a ) = [ .f(t)dt = O. 

& t-ce la seule? &lit G une autre primitive de f. Il existe donc une constante C tel que 
G(x) = F(x) + C. 

Si Gest elle aussi nulle en a, alors par G(a) = F(a) + C, on trouve que C = O. 
O' où G(.x) ~ F(.x) pour tout .x. F est donc bien la seule. • 

La proposition précédente montre Je lien qui existe entre intégrales et primitives. D'où 
la notation usuelle suivante. 

NotatiClll 

J f(x)dx désigne n'importe quelle primitive de la fonction f. 

On dit que J f(x)dx est une intégrale indéfinie, par opposition à l'intégrale définie 

[ f(x)dx. Puisque les primitives de f sont toutes égales, à une constante près, on 

peut dire que lintégrale indéfinie est donnée à une constante près. 

Exemple 7.3 

Ji' dx = ~x' + C où C est une comtante arbitraire. 

J ~dx = ln(x) + C 



Le tableau suivant dolUle les primitives des fonctions les plus courantes. À chaque 
fois, C désigne une constante arbitraire. 

T Tableau 7.1 l es primitives les plus courantes 

J x<>•1 x"dx = -- + C. pour a* - 1 
a +1 

J ;dx = ln(x)+ C 

J eax eaxdx = a+ C, pour a 1' 0 

Les règles de calcul portant sur les dérivées conduisent à des règles correspondantes 
sur les primitives, énoncées dans la proposition suivante. 

P-roposition.LB 
Si f et g sont des fonctions continues sur un intervalle/, et si A e nt, alors on a : 

J (f(x) + g(x))dx = J f(x)dx + J g(x)dx 

J Af(x)dx = A J f(x)dx 

Démonrtration 
Si F dfsigne WJe primitive de J, e t G une primitive de 9, alors (F +GY = F' + G' = J + 9 
d' aprês la formule de dérivation d'une somme de fonctions, donc F + G est WJe primitive de 
J +g. 
De même, si K(x) = AF(x), alors K'(x) = AF'(x) = lf(x), donc AF est une primitive de ,!f . 

• 
Exemple 7.4 
Cherchons WJe primitive de la fonction x,.... 3x2 + 4x 

f(3x2+4x)dx = f 3x2dx+ f 4xdx =3 J x2dx+4f xdx 

= 3 (~x') +4(~x2) +C = x' +2x2 + C 

où C est WJe constante arbitraire. 

[) Calcul intégral 
Comment calculer en pratique l ' intégrale d' une fonction f sur un intervalle [a ; b)? 
Le plus simple est d'utiliser une primitive de f, si on en connaît une. Sinon, nous 
allons voir que l'on peut faire un changement de variable (utilisant la formule de la 
dérivée d'une fonction composée) ou bien faire une intégration par parties (basée sur 
la formule de la dérivée d'un produit). 
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ID À l'aide d'une primitive 
Quand on connaît une primitive de la fonction f, on peut calculer son intégrale. 

Proposition 7. 9 

Si Gest une primitive de la fonction continue f, alors [ f(t)dt = G(b) - G(a). 

Démonrtration 

La fonction F définie par F(x) = [ f(t)dt est la primitive de f nulle en a. La fonction Gest 

une autre primitive de f, donc il existe une comtante C telle que G(x) = F(x) + C. 

On a alors: 

G(b) - G(a) = (F(b) + C) - (F(a) + C) = F(b) = [ f(t)dt 

!'iotatlo.D 
Si Gest une fonction définie sur un intervalle [a; b), la différence G(b) - G(a) 
est notée [G(x)J!. Ici x est une variable muette, on peut tout aussi bien noter par 
exemple [G(t)J! = G(b) - G(a). 

Si Gest une primitive de f, on a donc J.b f(t)dt = [G(t)J!. 

Exemple 7.5 

• 

Calculom trois intégrales à l'aide à chaque fois de la primitive de la fonction figurant sous Je 

signe J: 
f =l'o ~dr. = ~n(r.)):o = ln( IO) - ln( I) = ln( IO) 

J = r ~dx = [-~J: = -~+~ = -21~ 5=to 

K= [<~ + 2x + 5)dx=[ix' + ~ + 5xJ: =(~ +16+20) - (~ +1+ 5) 
= ~ + 36 - ~ -6 = ~ + 30 = 21+30 = 51 

3 3 3 

PPLl(ATJQN Calcul de surplus (suite) 

Nous avons vu, à la fin de la scotion 1, que les surplus du CO!lsonunateur e l du producteur sont donnés par : 

SC= [. po(q)dq - p'q' e l S P = p'q' - [. po(q)dq 

Comme p'q' = [. p 'dq, on peut aussi ~rire les surplus de la façon suivante: 

SC= [ (po(q) - p'] dq e l S P = [. (p' - p o(q)] dq 
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Autrement dit, SC est l'aire de la surface (E,P,...,P'), qui sépare la courbe de demande indirecte q >-+ PD(q) et la 
droite horizontale d'&Juation p = p' ( .. figure 7.5). De même, S P estl'aire de la surface (E,P...,,P'), qui sépare 
la droite horizontale d'&juation p = p ' et la courbe d'offre indirecte q >-+ p 0 (q). 

1 
Suppœons par exemple que PD(q) = - Ïq + IO et po(q) = q + 1. 

Cherchon~ l''quilibre . 

L'q;alité PD(q) = po(q) donne -~q + 10 = q + 1, d'où ~q = 9, C.·à· d q' = 6. 
2 2 

On endéduitquep' = q' + 1 = 7 

SC = ,( (PD(q) - p ' )dq = [[-~q + 10 - 7l dq 

= f.[-~q + 3] dq = [-~q2 + 3qi: = - 9 +18 = 9 

SP = r.· (p' - po(q))dq = r.(1 - (q + l ))dq 

= r (6 - qJdq = ·6q - ~q2]
6

= 36 -18 = 18 J. . 2 0 

On voit ici que l'&Juilibre tconomique permet au producteur de bént ficier d'un surplus deux fois plus important 
que le consommateur. 

Suppœons que les revenus dans une certaine population sont compris entre A et B, où A est le revenu minimum 
et B le revenu maximum. Pour x e [A;B], notons f(x) la prop-Ortion d'individus de cette p-0pulation qui ont un 
revenu inférieur à x. On a forcément F(A) = 0 e t F(B) = 1. 
Suppœons que /" est dtnvable, de d t nvte contmue, et notons f sa dtnvte. l'uJSque !"est une pnm1bve de f , nulle 

en A, on a F(x) = l' f. On peut donc dire graphiquement que la proportion des gens qui ont un revenu inftrieur à 

x est l'aire de la surface situte entre le graphe de f et l'axe des abscisses, pour une abscisse comprise entre A et x. 

Si a, be [A; BJ, avec a < b, alors [ f est la proportion d'individus de cette population dont le revenu est compris 

entre a et b. 
Notons X le revenu d'un individu choisi au hasard dans cette p-0pulation. La probabilité que son revenu soit compris 

entre a et b est P(a :S X :S b) = [ J. 
X 3 

Par exemple, supposons que A = 0, que B = 5000, <t que /(x) = -
50002 

+ 
10000

. 

La probabilité d'avoir un revenu compris entre 1 000 et 3 000 est : 

P(l 000 :S X :S 3000) = r: f(x)dx = r: (-5~ + lO~ )dx 

[ 
,.2 3x ]'

00
' ( 30002 3x3000) ( 10002 3x l 000) 

= - 2x5000Z + 10000 
1001 

= - 2x5000Z + 10000 - - 2x50002 + 10000 

= (~ + ~) -(~ + ~) = ~ + ~ = -85~30 = ~ = 44 % 

175 
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16 À l'aide d'un changement de variable 
On voudrait utiliser la formule de la dérivée d'une fonction composée pour calculer 

une intégrale du type [ f(g(x)) · g'(x)d x. On sait q ue si F et g sont des fonctions 

dérivables, alors la dérivée de F o g est donnée par : 

(F o g)' (x) = F' (g(x)) x g' (x) 

Rappelons q u'une fonction est dite de classe e1 si elle est dérivable et de dérivée conti
nue. La formule de la dérivée d' unefonction composée permet de faire un changement 
de variable dans !'intégrale, comme indiqué dans la proposition suivante. 

l'roposition..Z . .lO 

On suppose que g est une fonction de classe e 1 de [a ;,8] dans nt, et que f est une 
fonction continue de I dans nt, où I est un intervalle contenant l'image g([a ;,8]) 
de la fonction g. Notons a = g(a) et b = g(/3). Alors on a : 

J.b f(11)d11 = [ f(g(x)) · g'(x)dx 

Démonrtration 
Supposons que F est une primitive <le J, e l soit G(x) = F(g(x)) = F(u) (pour u = g(x)). 

On a [ f (u)du = F(b) - F(a ). 

D'autre part, G'(x) = P(g(x)) x g'(x) = f (g(x)) x <f(x). La fonction G(x) est une primitive 

de f (g(x)) xg'(x), donc r. f (g(x)) ·g'(x)dx = G(fJ) - G(a). 

Mai.< O(/J) = F(y(/1)) = F(b) e l O(u) = F(y(u)) = F(u). 

On a donc G(fJ) - G(a) = F(b) - F(a) d'où r. f(g(x)) · g(x)dx = [ f (u)du. 

Dans la pratique, cela signifie que prur calculer r. f (g(x)) ·g'(x)dx, on peut poser u = g(x), 

e t remplacer du par <f(x)dx, tout en changeant les bornes d e l'intt grale. • 

Exemple 7.6 

- On veut calculer I J.' 2x(x2 + 1)
3 

dx. Cette intt grale est bien du type r. f(g(x)).<f (x)dx, avec g(x) = i' + 1 et <f (x) = 2x. 

On pose donc u = x2 + 1, ce qui <lonne du = 2xdx. 

I = fi2 

1?du car x = Odonne u = 1, e tx = 1 donne u = 2. 

/ = [ ~ "·r= 16 -1 = ~ 
4 1 4 4 

- Calculons maintenant J = [ 6x<'"' dx. 



On fai t le c hange ment de variable u = 3x2, qui donne du = 6xdx (car g(x) = 3x2 donne 
g'(x) = 6x). 

Les bornes x = 0 e t x = 2 deviennent u = 0 e t u = 3 xi" = 12 respectivement. 

D'où: J = f' e'du = [e• Ji.2 = e12 
- e0 = e12 

- 1 

IB À l'aide d'une intégration par parties 
On voudrait, pour calculer des intégrales, utiliser la formule sur la dérivée d' un pro
duit : 

(11 X u)' = (r/ X u) + (11 X il) 

Rappelons q ue [11(x)ll(x)J! = 11(b)ll(b) - 11(a)ll(a) par définition. 
La proposition suivante donne la formule dite d'intégration « par parties». 

Proposition 7 .11 

Intégration par parties 
Soit 11 e t u deux fonctions de classe C 1 sur un intervalle [a ;b] de nt. On a alors: 

J.b 11(x)il(x)dx = [11(x)ll(x)J! - [ri (x)ll(x)dx 

Démonrtration 
On a (1w)' = 1lv + ml, donc: 

Exemple 7.7 

[ (1w)'(x)dx = [ u'(x)v(x)dx + [ 11(x)ll(x)dx 

11(b)v(b) - 11(a)v(a) = [ 1/(x)v(x)dx + [ 11(x)v'(x)dx 

[ 11.(x)v'(x)dx = [11(x)v(x)I; - [ 1t'(x)v(x)dx 

Calcul de I = I x e xp (x)dx. 

On pose 11(x) = x e t v' (x) = e xp (x). 

On a alors 1/ (x) = 1 e t on peut poser v(x) = exp(x). 

La formule d'inttgration par parties donne aloŒ : 

I = (xexp(x)]~ - I e xp (x)dx = e xp(l ) - [e.,p(x)]~ = e1 - (e1 - e°) = t!' = 1 

L'intégration par parties est utile aussi pour calculer des primitives. 

• 
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&oposition..l..12 

Si" et v sont deux fonctions de classe C1 sur un intervalle / de nt, alors 1al et 1/v 

admettent des primitives, et J 11(x)tl(x)dx = 11(x)v(x) - J 11'(x)v(x)dx. 

DP.monstration 

La dérivée de 11.(x)v(x) est 11(x)v'(x) + 11' (x)v(x), donc la fonction 11.(x)v(x) est une primitive de 
11(x)lf(x) + u'(x)v(x). • 

Exemple 7.8 

On cherche WIC primitive de ln(x) sur x > O. 

Posons u(x) = ln(x) e t v'(x) = 1. On a 1/(x) = ~ et on peut prendre v(x) = x. Cela donne : 
X J ln(x)dx = xln(x) - J ~ x xdx = x ln(x) - J 1.dx = xln(x) - x + C 

D Intégrales généralisées 
(ou impropres) 

Hl Intervalle non borné 
Jusqu'à présent nous avons défini l' intégrale d' une fonction continue f sur un inter
valle fermé borné [a ;b]. On aimerait définir l'intégrale de f sur un intervalle non 
borné, du type [a ; +oo[ ou ) - oo; b]. 

Souvenons nous que [ f est une mesure de l'aire comprise entre C1 et l'axe des 

abscisses, pour a 5 x 5 b. Quand f est continue sur lintervalle fermé borné [a ; b], on 

a vu que [ f existe toujours, ce qui signifie en particulier que cette aire est finie. 

S upposons que f est continue sur l'intervalle fermé non borné [a ; +oo[. On voudrait 
mesurer laire comprise entre la courbe et laxe des abscisses, pour x ~ a. Cette aire 
peut être finie ou infinie. Ceci conduit à la notion d'intégrale généralisée. 

y 

X 

•Figure 7.6 ki .71 = .[ f(.K)dx 



D__éiîn itton l .S 

Soit f une fonction continue sur [a; +oo(. 

Pour tout b ~ a, on pose F(b) = [ f(x)dx. 

Si F(b) a une limite finie quand b tend vers +oo, alors on dit que J.+<» f(x)dx 

existe (ou converge), et on définit : 

[

00 

f(x)dx = lirn [t(x)dx 
a ~-+<» a 

J.
+<» 

Si F(b) n'a pas de limite finie, on dit que a f(x)dx n'existe pas, ou diverge. 

!'iQtaticm 

Si Gest une primitive de f, on sait que [ f = G(b) - G(a), et la différence 

G(b) - G(a) est notée [G(x)J! (.- paragraphe 4.1). 

De même, si["" f existe, on note [G(x)];"° la différence lirn G(b) - G(a), et 

J.
+.t b~-

on a donc a f = [G(x)];"°. 

Exemple 7.9 

1. Soit f dt6nie par f(x) = ~ sur x ?! 1. 

[ ~dx = [-~ ]' = -~ + 1 qli tend vers 1 si b --+ + oo 
x2 X I b 

[ œl [ œl [ J 
Donc iidx existe e t vaut 

1 
-;;dx = ..!!'!, 

1 
-;;dx = 1. 

2. Soit f dt6nie par f(x) = ~ sur x ?! 2. 
X 

[ ~dx = [ln(x)~ = ln(b) - ln(2) q'.li tend vers +oo si b --+ +oo. 

l
+œ J 

Donc - dx di verge. 
X 

Proposition 7 .13 

Soit f une fonction continue sur [a ; +oo[, etc E [a ; +oo[. 

J.+oo f(x)dx converge si et seulement si 1.f(x)dx converge. 

Démonrtration 

Soit F(b) = [ f et G{b) = If. 
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On a F(b) = G(b) + [ J, donc F(b) a WJe limite finie poor b--+ +oo si et seulement si G(b) 

a une limite finie poor b --+ +oo. • 

Exemple 7.10 
r•œ 1 r•œ 1 

On vient de voir que J, Xidx converge. donc J, Xidx converge pour tout c ~ 1. 

I'( [ œ( 
On a vu également que - dxdiverge, donc - dx diverge p-Our tout c ~ 2. 

X c X 

Proposition 7.14 

Soit c > 0 et a e nt. L'intégrale [ - .!.dxconverge si et seulement si a> 1. 
. c x" 

Démonrtration 
Ici c est fixé, avec c > O. 

r. 1 - o 1 1-o Pour a 1' 1, une primitive de J (x) = :;:;; = x est F(x) = ~ x , donc pour b > c, 

[ ~dx = F(b) - F(c) = 
1 
~ a (b' -• - c1

- •) qui converge p-Our b --+ +oo si et seulement si 

l
+œ ( 

1-a< O. D'où - dx converge si et seulement si 1 <a. 
x" 

... f 1 f i . Pour a= 1, une pmrutwe de (x) = - est F(x) = ln(x), donc - dx = ln(b) - ln(c) qui 

. [ œ l X .. c X 
diverge pour b --+ +oo. D'où - dxdiverge SJ a= 1. • 

c Jé' 

On a Je même type de notion quand on considère un intervalle du type ) - oo ; b]. 

D~fin jtion 7 6 

Soit f une fonction continue sur ) - oo; b]. On pose F(a) = [ f(x)dx. 

Si F(a) a une limite finie quand a tend vers - oo, alors on dit q ue [ f(x)dxexiste 

(ou converge), et on définit : 

[ f(x)dx = ~,,,[ f(x)dx 

Exemple 7.11 

&lit f dt6nie par f(x) = ~ pour x S -1. 

[
' [ 1 i-I 1 1 1 f(x)dx = - -::; = - + -; qui tend vers - p-Our a--+ -oo. 

3..- • 3 3a 3 

[.' [' [' 1 Donc f(x)dx existe et f (x )dx = .1.!2'œ f (x)dx = -. 
CIO - CIO (.1 3 



Chapitre 7 Intégrales 

,&oposition.L15 
Supposons que f et g sont deux fonctions continues sur [a; +oo[, avec 0 ::; f(x) ::; 
g(x) pour tout x ~ a. 

J.+~ J.+~ 
- Si g(x)dxconverge, alors a f(x)dxconverge. 

On a alors 0 ::; J.- f(x)dx ::; J.- g(x)dx. 

J.+~ J.-- Si a f(x)dx diverge, alors a g(x)dx diverge. 

Démonrtration 

Posons F(b) = [ f(x)dx et G{b) = [ !J(.x)dx. Comme 0 S f(x) S g(x) pour tout x ~ a, 

alors F et G sont des fonctions croissantes, e t on a 0 S F(b) S G{b) pour tout b ~ a. 
On peut appliquer les thtor~rnes de comparaison des limites de fonctions ( .. paragraphe 2.2, 
chapitre 4 ), ce qui donne : 

- Si lim F(b) = +oo, alors lim G{b) = + oo, c ' CSl·à·dire si [œ f(x)dx diverge, alors 
b-+cio b-+cio a 

J.- g(x)dx diverge. 

- Si G{b) a une limite finie pour b -+ + oo, alors 1J.bl a une limite finie pour ~œ-+ + oo, 

e t 0 S lim F(b) S lim G{b), c'est·à-Oire si l g(x)dx converge, alors J. f(x)dx 
b-++cio +oob-++oo cio 4 a 

converge e t 0 S J. f(x)dx S [ !J(.x)dx. • 

S upposons que les revenus individuels dans une population donnfe sont supérieurs ou égaux à A (ici A désigne le 
revenu minimum). Comme en section 4. 1, notons F(x) la proportion d'individus ayant un revenu inférieur à x. Si 

F est dérivable, de dérivfe J, on a F(x) = [ f(t)dt. Pour A <a < b, la proportion d'individus ayant un revenu 

compris entre aet b est [ f(t)dt. Si on choisit un individu au hasard dans cette population, la probabilité que son 

revenu X soit compris entre a et b est P(a S X S b) = [ f(t)dt. 

1 
S upposons par exemple que f(x) = 500000 x if pour x ~ 500,et f(x) = 0 pour x < 500. 

Ici le revenu minimum est A = 500. 
La probabilité qu'un individu pris au hasard gagne entre 1000et 2000 est : 

12000 500000 [-l ]2000 
P(l000<X<2000)= - ;c'- dx=500000x 2x2 

000 1000 

= 500000 (~ + _1 _ ) = - 250000 + 250000 = -1 + ~ = 2-
2 X 20002 1 ()()()2 4000000 1000000 16 4 16 
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La probabilit6 qu'il gagne plus de 3 000 est : 

rœ 500000 [-) i•œ 500000 5 1 
P(X > 3000) = J,ooo -~-dx = 500000 X 2x2 3000 = 2 X 9000000 = 180 = 36 

Ajoutoœ que Je revenu moyen dans cette p-0pulation est EX donn6 pat' : 

t::X = xj(x)dx = :iouuw x - dx = )WIJOU x - = --- = ! WU J.- ! œ -·.... ) -·.... [-J i•œ 500000 . · · 
500 SOO X2 X 500 500 

Hl Fonction non bornée 
Quand une fonction f est continue sur un intervalle fermé borné [a; b), alors on sait 
d'après Je théorème de Weierstrass (.- paragraphe5.I, chapitre 4) que f est bornée sur 

cet intervalle. C'est ce qui assure l'existence de l'intégrale [ f pour toute fonction 

continue sur l' intervalle fermé borné [a; b]. Que se passe+il maintenant si f est conti
nue surl'intervalle semi-ouvert ]a; b], mais tend vers l'infini quand x tend vers a? 
On va avoir la même démarche que dans Je cas d'un intervalle non borné. On veut 
mesurer 1' aire de la zone comprise entre C / et 1' axe des abscisses pour a 5 x 5 b. 
Comme f tend vers +oo ou - oo quand x tend vers a, cette aire peut être finie ou 

infinie. On dira que [ f converge si cette aire est finie. 

A t(x) 

• Figure 7.7 ki .71 = r. f(x)dx ave< lim f(K) = +oo 
a x-a 

lilli.o.i1LQ1ll.l 

Soit f une fonction continue sur Ja; b]. On pose /(c) = [ f(x)dx pour c e]a; b]. 

• Si I(c) a une limite finie quand c tend vers a (avec c > a), alors on dit que 

[ f(x)dx existe (ou converge), et on définit : 

[ f(x)dx = 1im rb f(x)dx 
~«' Je 

4 Voir C. Hurlin, V. Mignon, Stati$1ique e1 probâbiJiJll en lconomie·ge$1ion, ooll. « Openbook », Dunod, 
2015. 



• Si / (c) n'a pas de limite finie, on dit que [ f(x)dx n'existe pas, ou diverge. 

Remarquons que cette définition peut être étendue au cas où f est continue sur [a; b[, 
mais tend vers 1' infini q uand x tend vers b. 

Dans ce cas, on dit que [ f(x)dxexiste (ou converge) si [ f(x)dx a une limite finie 

pourc-+ b- et on pose [t(x)dx = lim Le f(x)dx. 
a c-lr a 

Exemple 7.12 

1 
1. Soit f définie par f(x) = Vx pour x e]O; ! ]. 

1/2 
Une primitive de f(x) = x-112 est F(x) = ~/2 = 2 vx. 

f ~dx = [2vxJ: = 2 - 2-/ëqui tend vers 2 sic --+ o+. 

Donc l
1 

-~dxexisteet vaut l
1 

-~dx=limf _
1
r.;dx = 2. Jo -vX Jo -vX ~ .. (' -vX 

2. Soit f définie par f(x) = ln(x) sur x e]O; 5). 

Une primitive de ln(x) est F(x) = xln(x) - x, doac : r ln(x)dx = [x ln(x) - x)~ = (5 ln(5) - 5) - (c ln(c) - c) 

qui tend vers 5 ln(5) - 5 sic --+ o• car~'!.\ cln(c) = 0 ( .. thtortme de croissan= compa· 

ras. chapitre 5. paragraphe 2.2). 

Donc ('5 ln(x)dx converge, e t ('5 ln(x)dx = lim r ln(x)dx = 5 ln(5) - 5. Jo Jo ~eti c 

l'roposition L 16 

Soit c > 0 et a e nt. I.:intégrale [ _!_dx converge si et seulement si a < 1. 
0 x" 

Démonrtration 
Ici c est fixé, avec c > O. 

. . . f 1 -· 1 1-• 0 Pour a 1' 1, une pnm1t1ve de (x) = --;;; = x est f(x) = i=-;;x , donc pour c >a> , 

[ ~dx = F(c) - F(a) = 
1 
~a (c1

-• - a 1
-•) qui converge pour a --+ o• si et seulement si 

0 [ 
1 . . 

1 - a > . D'où -dx converge s1 et seulement u 1 > a. 
0 x" 

... f 1 f i . Pour a = 1, une pmrutwe de (x) = - est F(x) = ln(x), donc -dx = ln(c) - ln(a) qui 
X 0 X . ,,. [ I .. diverge pour a --+ v . D'où -dx diverge SJ a= 1. 

0 x" • 
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Les points clés 
-+ L'aire de la surface comprise entre le graphe d'une fonction f et l'axe des abs

cisses, pour une abscisse comprise entre a et b, s'appelle l'intégrale de f entre a 

et b. On la note en abrégé .[ j. 

-+ La fonction x >-+ J.' f est une primitive de la fonction f, ce qui signifie q ue si on 

la dérive, on obtient f. 

-+ Les intégrales servent notamment à calculer des probabilités, des surplus, et plus 
généralement tout ce qui peut être représenté comme la mesure d'une aire. 

-+ Pour calculer l'intégrale [ f d'une fonction f entre a et b, on peut utiliser une 

primitive de f si on en connaît une. On peut aussi fuire un changement de variable, 
ou bien faire une intégration p<r parties. 

-+ On peut généraliser la notion d'intégrale à des intervalles non bornés ou à des 
fonctions non bornées. 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
Dites si les ajfinnations suivantes so!U vra.;es ou fauss es. 
Justifiez vos réponses. 

1. Toute fonction continue admet une primitive. 

2. Quand une fonction admet une primitive, e lle n'en 
pas d'autre. 

3. La d érivu de la primitive est la fonction e lle-même. 

4. Si une fonction n'est pas bornu sur un intervalle, 
alors on ne peut pas l'intégrer sur cet intervalle. 

5. Si on ne connait pas de primitive d'une fonction, on 
ne peut pas calculer l'intégrale de cette fonction 

• Corrigés p. 367 

Exercices 
2 Suiplus 

1 . Sur Je marché d'un bien, la fonction d e d emande in-
9 f . verse est donn6' par p0 (q) = q+ï• e t la oncttO!I 

d'offre inverse par p0 (q) = q + 1, quand q d ésigne la 
quanti té e t p le prix. 

Trouver l' &juilibre sur le marché dece bien, puis cal
culer Je surplus du consommateur, ainsi que celui dJ 
producteur. 

2. Mêmes questions si p0 (q) = ~l 
q + 

e t Po(q) = (1 + q)2 

3 Par parties 

1 . À l'aide d'une intégration par parties, calculer les 
primitives suivantes: 

a . J x' ln(x)dx 

b . J xi''dx 

2. Calculer par parties les intégrales suivantes: 

a. J.' xe
3

' dx 

b . r.œ xe-2'dx 

• Corrigés p. 367 

4 Changement de ' 'ariables 
À l'aide d'un changement d e variable, calculer : 

1 . I = I' _ x_ dx 
Jo l+ x2 

[
' i' 

2. J = 
1 

(2 + x')'dx 
• Corrigés p. 368 

3 . K = [ x2~dx 

4. J ~(ln x)
3 dx 

1. La distribution des revenus mensuels dans un pays 
est telle que, pour tout x ~ 0, la prop-Ortion 
d es individus gagnant moins que x est égale à : 

ï 1 500 
F(x) = Jo f(1)d1, où /(1) = (I + l00)2" pour tout 

1 ~ 0. 
a. Calculer F(x). 

b. Calculer la probabilité d e gagner entre 000 e t 
1000. 
c. Calculer la probabilité d e gagner plus d e 1 500. 

d . Calculer le revenu moyen EX = Iœ xf (x)dx. 

2 . Mêmes questions si /(1) = 1~ exp(- 1 ~) pour 
tout 1 ~ O. 
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S 
i Irène achète trois mangas, elle dépensera 
trois fois plus que si elle en achète un seul. 
Sa dépense est proportionnelle au nombre de 

mangas achetés, autrement dit c'est une fonction 
linéaire du nombre de mangas. Si Irène achète des 
mangas et des bouteilles de sodas, sa dépense sera 
une fonction linéaire du nombre de mangas et du 
nombre de bouteilles. Si son budget est de 30 €, 
que peut-elle acheter? La réponse est donnée par une 
équation linéaire. 

Les fonctions les plus simples sont les fonctions 
linéaires, d'une ou de plusieurs variables, c'est pour
quoi on les utilise souvent dans la modélisation éco
nomique. 

L'algèbre linéaire nous apprend comment manipu
ler des variables qui dépendent linéairement de plu
sieurs autres variables, et comment résoudre des sys
tèmes d'équations linéaires. 

LES GRANDS AUTE URS Évariste Galois (1811-1832) 
Ë~riste Galois est un mathématicien français. Très précoce, il lit à 16 ans des t raités 
de Legendre et de Lagrange. Il entre à 18 ans à l'Ecole Normale. Il rédige un mémo ire, 
Conditions pour qu'uneéquafon soit résoluble par radicaux, qu'il envoie à l'Acadé
mie des Sciences. !:académicien Fourier l'emporte chez lui, mais meurt peu de temps 
après, si bien que le mémo ire est perdu. De 1830 à 1832, Galois part icipe à l'agita
tion républicaine cnntre le roi Charles X, puis contre Louis-Philippe. li publie une lettre 
crit iquant le directeur de son école. Ce dernier décide alors de le renvoyer. Quelques 
mo is plus tard, lors d'un banquet républicain, il porte un toast à Louis-Philippe, un 
couteau à la main, ce qui lui vaut d'être arrêté. Il fai t quelques mois de prison. Il en
voie une nou1A?lle version de S)n mém oire à l'Académie. Le mathématicien Poisson le 
juge incompréhensible. 
En 1832, à la suite d'une brèle aventure amoureuse, Galois est provoqué en duel. 
Il est atteint d'une balle et meurt peu après, à l'âge de 21 ans. Son ami Auguste 
Chevalier réunit alors ses derniers écrits mathématique et les transmet à Liowill e. 
C'est seulement en 1846 que œlui<i, comprenant leur importance, décide de publier 
le mémo ire sur la théorie des équations algébriques. Dans ce t ravail, Galois explique à 
quelle condit ion on peut résoudre une équation polynômiale. Il s'y montre précurseur 
de la théorie des groupes et owre la voie à une nowelle branche de l'algèbre, que 
l'on appelle désormais• théorie de Galois». • 
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D Les modèles linéaires : 
un exemple introductif 

Pour bien faire comprendre l'utilité des concepts d'algèbre linéaire que nous allons 
mamtenant aborder, commençons par ètudter un exemple, un modèle d'èqutltbre gé
néral très simple. Il s'agit, dans une économie à 11 biens, de déterminer simultanément 
les prix de ces biens qui équilibrent loffre et la demande sur tous les marchés. La 
modélisation de loffre et de la demande à laide de fonctions linéaires à 11 variables 
facilite considérablement la détermination de l'équilibre, c'est pourquoi il faut savoir 
manipuler de telles fonctions. Cet exemple nous permettra d'introduire de façon intui
tive des notions d'algèbre linéaire que nous étudierons de façon plus approfondie par 
la suite : vecteurs, matrices, rangs, déterminants, applications linéaires ... 
Nous commençons par l'équilibre partiel, c'est-à-dire l'équilibre sur Je marché d'un 
seul bien, et abordons ensuite l'équilibre général (équilibre simultané sur tous les mar
chés). 

llD Équilibre partiel 
La demande d'un bien est en général une fonction P >-+ D(P) décroissante du prix de 
ce bien. L'offre est une fonction P >-+ O(P) croissante du prix du bien. 
À l'équilibrepartiel, c'est-à-dire l'équilibre du marché de ce seul bien, le prix du bien 
est P' tel que D(P') = O(P'), c'est-à-dire à l'intersection de la courbe d'offre et de la 
courbe de demande. 

Un modèle linéaire donnerait : 

D(P) = a - f3P 

O(P) = -y+ oP 

où a, {3, y, o sont des réels strictement positifs. 

Le prix d'équilibre est alors P' tel que a - /3P' = -y+ oP', d'où : 
p• = a + y 

f3 + o 
On voit que P' est très simple à calculer si Je modèle est linéaire. Il peut être très 
difficile à déterminer si Je modèle est non linéaire. 

Exemple 8.1 
Supposons que la d emande e t l'offre sont donn6es rcspeotivcment par: 

IX.Pl = 10 - 3P e t 0<.P) = -5 + 2P 

L'&Juilibre IX.Pl= O(P) donne 5P = 15 donc P' = 3. 

16 Équilibre général (deux biens) 
Supposons qu'il y a deux biens dans notre économie, appelés bien 1 et bien 2, une 
offre et une demande pour chaque bien : Oi. 02 et Dt, D2 respectivement. On note Pt 
et P2 les prix de ces biens. 
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Supposons ici aussi que l'offre est une fonction croissante du prix du bien : P1 >-+ 

0 1 (P1) et P2 >-+ Oi(P2) sont des fonctions croissantes. Si les biens sont partiellement 
substituables, la demande d'un bien dépendra du prix de œ bien, mais aussi du prix de 
l'autre bien. La demande Di du bien 1 va diminuer si son prix P1 augmente, mais cette 
demande va augmenter si Je prix P2 de lautre bien monte. En effet une augmentation 
de P2 rend le bien 2 moins attractif, faisant augmenter la demande de bien 1, car les 
biens sont partiellement substituables. La demande de bien 1 est donc D1 (P1; P2), où 
D1 est une fonction décroissante de P1 et croissante de P2• De même la demande de 
bien 2 est Di(P1; P2), où Di est une fonction décroissante de P2 et croissante de P1. 

L'équilibre partiel sur Je marché du bien 1 est donné par 0 1(P1) = D1 (P1; P2), celui 
sur Je marché du bien 2 est 02(Pi) = Di(P1 ; P2). 

On ne peut pas trouver chaque prix d'équilibre séparément, puisque les deux marchés 
interagissent. Il faut donc résoudre Je système del' équilibre général : 

{ 
01(P1) = D1(Pi; P2) 
02(P2) = D2(P1 ; P2) 

pour trouver simultanément P1 et P2. On dit que l'on veut déterminer Je vecteur des 
prix P = (P1; P2). 

Vecteur. On parle de vecteur quand on a affaire à une grandeur (ici P) qui a plusieurs 
composantes ou coordonnées (ici P1 et P2), telles que on peutadditionnerdes vecteurs, 
et on peut multiplier un vecteur par un nombre réel, de façon à ce que cette addition 
et cette multiplication aient la plupart des propriétés habituelles de l'addition et de la 
multiplication. L'ensemble des vecteurs est appelé un espaœ vectoriel. La définition 
mathématique d'un espace vectoriel est donnée à la section suivante. 

Il est très compliqué de résoudre Je système précédent pour des fonctions D 1, D2 , 0 1, 

02 générales. C'est pourquoi les économistes utilisent souvent des fonctions linéaires 
(ou affines). Le modèle de notre économie est alors linéaire. 

Supposons que les offres sont données par : 

01 (P1) = - 200 + 4P1 et 02(P2) = - 80 + 2P2 

et les demandes par : 

D1 (P1) = 300 - 4P1 + 2P2 et D2(P2) = 400 + 2P1 - 4P2 

L'équilibre général devient : 

{
- 200 + 4P1 = 300 - 4P1 + 2P2 
- 80 + 2P2 = 400 + 2P1 - 4P2 

que l'on peut simplifier en : 

Graphiquement, on est dans Je plan avec P1 en abscisses et P2 en ordonnées. Cha
cune des deux équations du système (EG) est l'équation d'une droite dans Je plan. 
L'équilibre général est Je point d'intersection P' = (Pj ; Pi) de ces deux droites. 
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0 P, 

•Figure 8. 1 Un unique équilibre général 

Système d'équations linéaires. Le système (EG) est un système de 2 équations 
linéaires à 2 inconnues. Il existe différentes méthodes pour résoudre un système de p 
équations linéaires à 11 inconnues (.. chapitre 10). Ici nous vous présentons une de ces 
méthodes. On peut transformer le système d'équations linéaires (EG) en un système 
plus simple équivalent (EG). I.:idée est de faire en sorte que ce système (EG) soit 
échelonné, c'est-à-dire ne comporte toutes les variables q ue dans la première équation, 
q ue la deuxième équation en comporte une de moins, la troisième équation une de 
moins encore, etc. On peut alors résoudre facilement (EG) en partant de la dernière 
équation (qui sera la plus simple), e t en remontant progressivement jusqu'à la première 
équation par substitution. 
Ici, en ajoutant un quart de la première équation à la deuxième équation, on obtient : 

_ {8P1 - 2P2 = 500 

(EG) 0 + .!.!_ P2 = 605 
2 

qui est un système échelonné équi,·alent à (EG). 

La deuxième équation nous donneP2 = 
2 

xi ~05 = 
1~:o = 110, q u'on reporte dans 

la première équation : 8P1 - 2 x 1 JO = 500. 

Donc 8P1 = 720, c'est-à-dire P1 = ?!O = 90. 

L'équilibre général est donc atteint pour P' = (90; 110). 

Application linéaire. Le système (EG) fait apparaître une transformation du vec
teur P = (P1 ; P2) en un autre vecteur X = (X1 ; X2) tel q ue X1 = 8P1 - 2P2 et 
X2 = - 2P1 + 6P2. On pourrait poser ici X = f(P). Une telle application f, qui trans
forme de fuçon linéaire les coordoanées des vecteurs est appelée application linéaire 
(.- définition 8.12). 

Matrice. Il est pratique de disposer les coefficients qui apparaissent dans (EG) ou f 
dans un tableau. On appelle un tel tableau une matrice. La matrice de (EG) et de f est 
ici : 

A=(!2 ~2) 
Nous verrons dans Je chapitre comment on peut utiliser les matrices. 
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Ran g . Il y a un et un seul point P' d'équilibre pour Je système (EG) parce que les 
deux droites sont sécantes. On dit que la matrice A est de rang 2, car les deux droites 
ont deux directions différentes. Que se passerait-il si elles n'étaient pas sécantes ? 
Elles seraient parallèles, c'est-à-dire auraient la même direction. Dans ce cas on dit 
que la matrice A est de rang 1. Les droites peuvent être parallèles et distinctes, ou bien 
parallèles et confondues. Examinons ces deux cas. 

• Modifions par exemple la deuxième équation du système (EG), pour aboutir au 
système (EG') suivant : 

(EG') 1 
{ 

8P1 - 2P2 = 500 

- 2P1 + ÏP2 = - 40 

Les deux droites sont parallèles car les coefficients de P1 et P2 dans la première 
équation sont proportionnels à ceux de la deuxième. La deuxième équation multi
pliée par - 4 donne 8P1 - 2P2 = 160, donc la deuxième droite ici est parallèle à 
la première, mais distincte. Il n'y a donc aucune solution au système (EG'). Aucun 
vecteur P = (P1; P2 ) ne permet d'équilibrer offre et demande simultanément sur les 
deux marchés. 

• Modifions maintenant la valeur de la constante dans la deuxième équation de (EG'), 
pour obtenir un troisième système (EG") : 

(EG") 1 
{ 

8P1 - 2P1 = 500 

- 2P1 + Ï P2 = - 125 

Ici la deuxième équation multipliée par -4 donne exactement la première équation. 
Cela signifie que ces deux équations correspondent à une seule et même droite. Il 
y a donc ici une infinité de vecteurs prix P = (P1; P2) qui permettent un équilibre 
général sur les marchés. 

P, 

0 P, 

() Pas d'équilibre général 

i', 

0 P, 

(1) tquilibre général : une infinité de 
solutions 

• Figure 8.2 tquilibre général avec 2 droites parallèles 

Il est évidemment intéressant pour un économiste de savoir caractériser Je cas où il 
existe un et un seul équilibre général. Cette situation correspond ici au cas des deux 
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droites sécantes. Considérons un système plus général de deux équations linéaires à 
deux inconnues : 

{ 
aP1 + bP2 = c 

a' P1 + b' P2 = c' 

Les deux droites sont parallèles si et seulement si ab' - a'b = 01
• 

Déterminant. On appelle déterminant des vecteurs (a ;b) et (d ;b') Je nombre ab' -
a'b. On voit donc ici qu'il y a un et un seul équilibre général si et seulement si Je 
déterminant est non nul. 
Le déterminant est un outil puissant, car il se généralise au cas de 11 équations à 11 

inconnues, et : 

• Il y a un et un seul vecteur prix P' solution si et seulement si Je déterminant est non 
nul. 

• Le déterminant aide à calculer cette solution. 

C'est pourquoi dans les chapitres d' algèbre linéaire, nous consacrerons du temps à 
1' étude des déterminants. Voyons maintenant brièvement Je cas à 11 biens. 

IM Équilibre général (n biens) 
Si on généralise ce modèle d'équilibre général très simple à une économie comportant 
11 biens, on doit déterminer un vecteur-prix à 11 composantes P = (P1 ; ... ; P ,J, solution 
d'un système de 11équationsà11 inconnues. Si ces équations sont linéaires, Je système 
a la forme suivante : 

{

a1;1P1 + a12P2 + ... + a1;nPn = b1 
(EGn) .. . 

an;1P1 + a.2P2 + ... + an;nPn = bn 

Puur i ùuuué, lc::.'S uu1ubre:; a;;1, a;;2, ... , a;;n t:l b; pruvieuueul ùe l'é4ualiuu D; = O; 
sur Je marché du bien i. On retrouve en dimension 11 les notions d'application linéaire, 
de matrice, de rang, de déterminant. 

Soit f l'application qui transforme Je vecteur prix en un autre vecteur tel que Y; = 
a;,1P1 + a;,2P2 + ... + a;,.P. pour tout i. L'application f est une application linéaire car 
elle transforme « linéairement» les coordonnées de P. Nous en verrons la définition 
précise à la troisième section de ce chapitre. 

La matrice A du système (EG.) (ou de l'application f) est Je tableau des coefficients : 

A=( ~'.:t ~'.:n) 
On;l On;n 

Le déterminant D du système (EG.) (ou de l'application f, ou de la matrice A), est 
un nombre obtenu à partir des coefficients a;;j et qui permet ici aussi de savoir si Je 
système a une unique solution. Pour 11 > 2, Je calcul du déterminant est plus com
pliqué que pour 11 = 2. Nous verrons au chapitre suivant la définition et Je calcul du 
déterminant pour tout 11 ~ 2. 

1 Montrom le pour b '1- 0 et b' '1- 0 pa: exemple. Dans ce cas, les deux droites sont parallèles si et 

seulementsi ~ = ~.c'est·à-d.i.resietseulementsiab' =db. 
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D Espaces vectoriels 
Les vecteurs permettent de traiter des grandeurs multidimensionnelles, comme Je 
vecteur-prix P = (P1 ; ... ; P n) de 1' exemple précédent. Pour travailler avec les vecteurs, 
il est nécessaire que l'ensemble des vecteurs soit muni d'une structure adéquate. C'est 
l'objet de la notion d'espace vectonel. 

Dl Qu'est-ce qu'un espace vectoriel? 
Considérons un ensemble E qui est tel que : 

• On peut « additionner» des éléments U et V de Ede façon à ce que Je résultat U + V 
soit dans E. On dit que 1' addition est une loi interne. 

• On peut « multiplier» tout élément V de Epar un nombre réel À de façon à ce que 
Je résultat A. V soit dans E. On dit que la multiplication est une loi externe. 

Si cette « addition» et cette « multiplication» ont de bonnes propriétés (voir définition 
de 1' espace vectoriel), on dit que E est un espace vectoriel. Les éléments de E sont 
appelés des vecteurs. 

Pensons à notre exemple des vecteurs-prix P = (P1 ; P2) du modèle d'équilibre généraJ 
à deux biens. Dans ce cas E = JR2 . On veut poU\'Oir additionner des vecteurs-prix, et 
que cette addition ait des propriétés similaires à l'addition usuelle de nombres réels. 
On veut pouvoir multiplier Je vecteur-prix par une constante, et que cette multiplica
tion ait la plupart des propriétés habituelles de la multiplication. 

• L'addition est simple à définir. 

Si P = (P1; P2) et P' = (Pi; P~). aJors P + P' = (P1 + f'i ; P2 + Pi). 

• La « multiplication » par un réel est définie ici par : pour P = (P 1; P2 ) et À e IR, 
aJors AP = (AP1; AP2) (c'est-à-dire tous les prix de l'économie sont multipliés par 
Je même facteur A). 

Donnons maintenant la définition généraJe d'un espace vectoriel. 

Définition 8.1 

On dit que l'ensemble E est un espace vectoriel s'il est muni d'une loi dite « in
terne» (notée+) et d'une loi dite « externe» (notée ·) vérifiant les huit propriétés 
suivantes (on dit aussi « axiomes»). Les éléments de E sont appelés des vecteurs. 

(i) Pour tout U, V, W de E, on a : 

U + (V+ W) = (U + V)+ W (associativité) 

(ii) Il existe un élément de E, noté OE ou 0, tel que : 

Pour tout Ve E, on a V+ 0 = 0 +V = V 

(On dit que 0 est élément neutre pour l'addition dans E.) 

(iü) Pour tout V e E, il existe W e E, tel que : 

V+ W = W +V = 0 (on dit que West Je symétrique de V pourl'addition). 
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(iv) Pour tout U, V de E, on a: 

U +V = V+ U (c'est la commutativité de l'addition) 

1 (v) VAeJR,VUeE,VVeE: 

A· (U +V) - (A · U) + (A· V) 

(vi) VAeJR,VA'eJR,VVeE: 

(A + A')- V = (A · V) + (A' · V) 

(vil) VA eJR, VA' eJR, VVeE: 

,l · (A' · V) = (AA')- V 

(vili) VV e E, 1 · V = V 

Un ensemble E satisfaisant les axiomes (i), (il), (iü) et (iv) est appelé groupe 
commutatif. Tout espace vectoriel est donc un groupe commutatif. 

On écrira souvent AV au lieu de A· V, on omettant Je « ·». 
Si E est un espace vectoriel, alors on a: 

A · 0 = 0 pour tout A e IR 

0 · V = 0 pour tout V e E 

A· (- V) = (- A)· V, pour tout A e IRet pour tout Ve E 
(On pourra démontrer ces 3 propriétés en guise d'entraînement). 
L'exemple Je plus important d'espace vectoriel est IR", comme on Je voit dans la pro
position suivante. 

Proposition 8.1 

Soit 11 e N'. On définit l'addition interne de IR" et la multiplication par un réel de 
IR" de la façon suivante : 

- Si x = (x1; ... ; x.) e IR", et si y = (y1; ... ; Yn) e IR", 

alors x +y = (x1 +YI; ... ; Xn +y.). 

- Si A e IR, et six = (x1; ... ; x.) ~ IR", alors A.x = (Ax1; ... ; Ax.). 

L'ensemble E = IR" muni de ces deux lois est un espace vectoriel. L'élément 
neutre pour l'addition est Je vecteur nul de IR", c'est-à-dire 0 = (O; O; ... ; 0). 

Démonrtration 
La plupart des axiomes sont satisfaits de façon évidente. Notons que pour (ül), le symétrique 
de x = (xi; ... ;x'") est -x = (-xi; ... ;-x'"). • 

Si E = JR2
, on représente souvent les vecteurs par des flèches dans Je plan. 

RI Sous-espace vectoriel 
On considère E un espace vectoriel, et E' une partie non vide de E, c.-à-d. E' c E. 
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• Figure 8.3 Ve<teurs du plan 

Définition 8.2 

On dit que E' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si : 

(i) VUeE,VVeE',onaU+VeE 

et: 

(ii) VVeE',VAeJR,onaA·VeE' 

La première condition exprime le fait que E' est stable pour l'addition, la deuxième 
condition qu'il est stable pour la multiplication externe. 

Exemple 8.2 
On suppose que E = R2. 

1. L'ensemble E' = ((0;0) J est WI sous-espace VCètoricl de E. Ici E n'a qu'un seul éltment, 
le vecteur nul. 

Z. L'e nsemble E' = ((..ti, Alz), Ail = 3..t1} esl w1 SùUs~espace veototicl do E. 

3. L'ensemble E' = ((x1; x,); x, = 3x1 + 1 J n'est pas WI sous-espace VCètoriel de E. En effet, 
(0; 1) E E mais 2 · (0; 1) = (0; 2) f E'. 

Proposit ion 8 .2 

Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors E' est lui-même un espace vectoriel. 

Démonrtration 
On vérifie facilement que E satisfait les huit propriélés qui définissent un espace vcotoricl, 
car il est inclus dans E qui les satisfait, e t qu'il est stable p-OUr l'addition interne e t p-OUr la 
multiplication externe. • 

RI Famille génératrice 
Un grand intérêt de la notion d'espace vectoriel est que l'on peut exprimer chaque 
vecteur d'un espace vectoriel en fonction d' un nombre restreint de vecteurs fixés 
(.- définition 8.4). Cela permet de simplifier les calculs. Nous voyons cela dans les 
définitions suivantes. On considère un espace vectoriel E. 
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D__éiîn ition 8.3 

Si Vi, V2, .. ., Vt sont des vectews de E, on appelle combinaison linéaire de ces 
vecteurs tout vecteur V de E s'écrivant sous la forme: 

V = Â1 . V1 + Â2. V2 + ... + Ât . vk, où Ât ••••• Ât e IR. 

e_r:o~itÎQQ8.3 

Si V1, V2, ... , Vk sont des vecteurs de l'espace vectoriel E, alors l'ensemble E' des 
combinaisons linéaires de ces vecteurs est un sous-espace vectoriel de E. 
On dit que E' est engendré par la famille de vecteurs Vi. V2, ... , Vt. 
On note E' = Vect(V1, ••• , Vt). 

Démonrtration 
Il faut montrer que la somme de deux vcoteuIS de E est dam E', e t que le produit d'un 
vcoteur de E par un nombre recl est dans E'. 

(1) Soit V e t V' dans E'. lis s'~rivont sous la forme V= A1 ·Yi + A2 • V2 + ... + A,· V, e t 
V' = ,i; · V1 + ,i; · V2 + ... + A; · V., où les A, e t les ,i; sont dans R. On en d&luit que 
V + V' =(A,+ A;). Yi+ ... + (.1. + ,!~). v .. OÙ les A, + ,i; sont dansR. Donc V + V' est 
dans E' car c 'est une combinaison lintaire des V,. 

(li) Soit V dam E etµ ER. On a V= A, ·Yi + ... + ,i,.v. doncµ·V = (µA, )- Vi + ... +(µA,)-V,. 
On peut donc dire queµ · V est dam E' car c ' est une combinaison lintaire des V,. • 

Dé~M 

On dit que les vecteurs Vi. V2, ... , Vt de E forment une famille génératrice (ou 
un système générateur) de E, s'ils engendrent E, c'est-à-dire si tout élément de E 
s'écrit comme combinaison linéaire de Vi. V2, ... , Vk. 

DéflDjtiQD. 8~ 

On dit que E' est une droite vectorielle si E' est engendré par un vecteur non nul, 
c'est-à-dire s'il existe Ve E', avec V* 0, tel que E' = \A · V ; A e IR}. 
On dit que E' est un plan vectoriel si E' est engendré par deux vecteurs U et V 
qui sont non colinéaires. 

SiE = JR2 ou E = JR3 , une droite vectorielle a pour représentation graphique une droite 
passant par O. 

Exemple 8.3 

1. Si E = R', soit V = (3;4). Alora E = (A· V; A e R) = ((3A;4A); A e R), est un 
sous-espace vcotoriel de E. C'est une droite vectorielle. 

2. Si E = R', soit V1 = (l ; 1;2) e t Y2 = (1;0; -1 ). Alora E' = (A1 • V1 + A,. V2 ; tel que A1, 

A2 e R) est un sous-espace vcotoriel de R3• C'est un plan vectoriel. 
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fl:oposition_8,~ 

Si S = (Vi, ... , Vt ) forme une famille génératrice de vecteurs de E, alors toute 
famille de vecteurs obtenue en ajoutant à S un ou plusieurs vecteurs sera aussi 
génératrice. 

Démonstration 

Ajoutons un vcotcur V,., , p-Our oblenir S = (Yi, ... , V., V,., ). Comme S est géntratricc, tout 
k 

VCèteur \V de E s'écrit comme combinaison linéaire des é léments de S, C.·à· d \V = ~ A1V1• 

i=I 

k 

\V est alors aussi combinaison linéaire des éléments de S ,car \V = ~ A1V1 + 0 · v,.,. 
i =l 

S est donc aussi une famille génératrice de E. • 

RI Indépendance linéaire 
Quand on fait des calculs linéaires portant sur toute une famille Vi, .. ., Vt de vecteurs 
de E, il est important de savoir s'il faut vraiment manipuler tous ces vecteurs, ou bien 
si on peut en éliminer certains, si ceux-ci s'expriment en fonction des autres (de façon 
linéaire). Dans Je premier cas on a aflàire à une fumille libre, dans Je second la famille 
est liée. Les définitions suivantes expriment cela œ façon précise. Ici encore E désigne 
un espace vectoriel. 

Définjtion 8§ 

On dit que deux vecteurs U et V de E sont colinéaires s'il existe A e nt, tel que 
V = AU ou U = AV. 

Exemple 8.4 

1. Dans E = R2, les VCèteurs U = (3; 2) e t V = (9; 6) sont colinéaires, car V = 3 U. 

2. Par contre, si U = (2; 5) e t V = (6; 3), alors U et V ne sont pas colinéaires. 

3. Si U = (0; 0), alors U est colintaire à tout autre \Cèteur V, car on a U =AV pour A = O. 

Défia iti on 8. 7 

• On dit que les vecteurs V1o V2 , .. ., Vk de E sont linéairement indépendants 
si on ne peut pas obtenir un de ces vecteurs comme combinaison linéaire des 
autres. On dit aussi qu'ils forment une famille libre (ou un système libre). 

• Si Vi. V2 , .. ., Vt ne sont pas linéairement indépendants, on dit qu'ils sont linéai
rement dépendants ou encore qu'ils forment une famille liée (ou un système 
lié). 

Si les vecteurs sont linéairement indépendants, il est donc impossible d'écrire V1 

comme combinaison linéaire de V2 , .. ., Vto c'est-à-dire comme V1 = L: A1V;. 
;.tt 
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De même impossible d'écrire V2 comme combinaison linéaire de Vi. V3, .. ., Vt, c'est
à-dire comme V2 = L: A;V;, etc. 

;.a 
Voici une formulation équivalente de l'indépendance linéaire, souvent plus facile à 
utiliser dans la pratique. 

Proposit ion 8. 5 

Les vecteurs Vt, V2, ... , Vt sont linéaîrement indépendants si et seulement si 
l'égalité At. Vt + A2. V2 + ... + At. Vt = 0 entraîne At = A2 = ... = At = O. 

Démonrtration 

1. S upposons que us vecteurs sont linéairement indfpcndants. 

Si on a A1 • Yi + A,. V2 + ... + A,· V, = 0 , supp-0sons par l'absurde que A; est non nul 

(où j fixé est entre 1 e t k). Alors V; = .:.!. ~ A,V,, ce qui signifie que l'on a exprimé V; 
Àj #j 

comme combinaison linbire des autres vecteurs. Ceci contredit l'hypoth~ initiale que 
les vecteurs V1, V,, ... , V, sont linéairement indépendants. Il n'y a donc pas de A; non nul. 

2. Réciproquement, supposons que A1 • Yi + A2 • V2 + ... + A, · V, = 0 entraîne A1 = A2 

= ... = A, = O. On veut montrer qJe ces vecteurs sont linéairement indépendants. 
S upposons par l'absurde qu'ils ne sont pas linéairement indfpcndants. Dans ce cas, l'un 
de ces vecteurs, disons V;. s' écrit comme combinaison linéaire des autres. Donc il existe 

desµ,, pour i 1' j, tels que V;= l:µ,V,. 
i'lj 

On a donc P1 V1 + ... + Pï-l Vi-l - Vi + PI+J Vi+l + ... + Pk Vk = 01 ce qui doit entrainer 
par hypoth~ que tous les coefficients des V, sont nuls. Cc n'est pas le cas puisque le 
coefficient de V; est -1. Il y a donc contradiction. Les vecteurs sont donc linbirement 
indépendants. • 

f[opositîon_8. 6 

Si S = (Vi, ... , Vt) forme une famille libre de vecteurs de E, alors toute famille de 
vecteurs obtenue en retirant à Sun ou plusieurs vecteurs sera aussi libre. 

Démonrtration 
k-J k-l 

Retirons par exemple V,. Supposons~ A,V, = 0 . Alors~ .l,V, + 0 ·V, =O. Comme S est 
i=l i =l 

libre, tous les coefficients sont nuls, c.-à-<I. A1 = 0 pour tout i. 
k-1 

On a donc~ A,V, = 0 =>A,= 0 pour tout i s k - 1. 
i=I 

On en déduit que la famille (Yi , ... , V,_, ) est libre. • 

tM Bases, dimension 
L'idéal pour faire des calculs dans un espace vectoriel E, c'est de pouvoir exprimer 
tout vecteur de E en fonction d'une famille finie de vecteurs (qui sera donc généra
trice), mais en utilisant une famille juste suffisamment grande, c'est-à-dire sans vec
teur de trop dans la famille. C'est Je cas si la famille est libre puisque dans ce cas 
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aucun vecteur de la famille ne s'exprime linéairement en fonction des autres vecteurs 
de la famille. La famille de vecteurs idéale pour faire les calculs est donc génératrice 
(tout s'exprime en fonction d'elle) et est libre (il n'y a aucun vecteur de trop dans la 
famille). On appelle une telle fumille une base. 

DéiiD.itiQ!.18.8 

Soit 8 une famille de vecteurs de E. On dit que 8 est une base si elle est libre et 
engendre E. 

Proposition 8. 7 

Une fumille 8 = (e1; ••• ; e. ) est une base de E si et seulement si tout vecteur V de 
E s'écrit d'une façon unique sous la forme d'une combinaison linéaire des élé-

• 
ments de 8, c.-à-d. sous la forme V= .L:A;e;. Les A; sont appelés coordonnées 

i-= l 
(ou composantes) de V dans la base 8. 

Démonrtration 

- Supposons que 8 est une base. C'est donc une famille géntratrice, d'où l'existence pour 

tout V e E d'une combinaison linéaire V = t.~1e1• Cette combinaison linéaire est-elle 
i=I 

unique 1 

Supposons par l'absurde qu'il en existe une autre, c.-à-<I. V = tµ,e1• Par soustraction, 
i=I . 

on obtient ~(µ, - À;)e, = o. Comme 8 est libre, on a nécessairementµ, - À; = 0 pour 
i=I 

toul; (~ pi:oposilion 8.5), c 'esl .. à .. di.ce Pi = ÂJ pow lùul ;, La combinaison linéaice est bien 

unique. 

- Réciproquemen~ supposons que tout VCèteur V de E s'écrit d'une façon unique sous la 
forme d'une combinaison linéaire des éléments de 8. Montrons que 8 est une base. C'est 
une famille géntratrice puisque tout VCèteur est combinaison linéaire des e,. Reste à mon
trer que 8 est libre. . 
Si ~ A,e, = 0 alors À; = 0 pour tout i, puisque Je VCèteur nul s'écrit lui aussi d'une façon 

i =l 
unique so~ la forme d'une combinaison linéaire des éléments de 8. Donc 8 est libre. • 

Exemple 8.5 
Pour E = R", la base la pl~ simple, appelée base canonique, est fonnée des n vec-
teurs suivants: e1 = (1;0; ... ;0), e2 = (0; 1;0; ... ;0), ... , e. = (0; ... ;O; 1). En effet, si 
V = (x1; x-i; ... ; ) E Rn, on peut écrire V = xi ei + x-iei + ... + X11 e11. 

La proposition qui suit montre qu' une base comporte exactement le bon nombre de 
vecteurs pour être à la fois libre et génératrice, ni trop ni trop peu. 
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fl:oposition_8. 8 

Soit 8 = (e1 ; ... ; e.) une base de E. Alors : 

(i) Si on lui ajoute un ou plusieurs vecteurs, on obtient une famille génératrice 
liée. 

(il) Si on lui retire un ou plusieurs vecteurs, on obtient une fumille libre non 
génératrice. 

Démonrtration 

(1) B est une famille génératrice, donc on sait qu'elle reste génératrice si on lui ajoute un ou 
plusieurs vccteura (~ proposition 8.4). Montrons qu'elle devient liée si on lui ajoute un 
vecteur en+)• 

Olmme 8 est génératrice, e .. , est combinaison linéaire des éléments de 8. Mais ceci 
signifie que (ei; ... ; en; e,..1) n'tSt p~ libre. 

(li) 8 est une famille libre, donc on sait qu'elle reste libre si on lui retire WJ ou plusieura 
vecteurs ~ proposition 8.6). Montrons qu'elle n'est plus génératrice si on lui enléve par 
exemple le vecteur en. 

Supp-0sons par l'absurde que (e1; •• ; •-i l est génératrice. Alors e. s'écrit comme com-
•-1 

binaison linéairedese1,pour i ~n -1 , c'est- à-Oire e,, = L: ,i,e,. 
i =l 

Cda signifie que dans la base 8, le vecteur '• s' écrit de deux façons différentes : _, 
e,, = L: A1e1 et '• = 1 · e •. C'est impossible puisque l'on sait que tout vecteur s' écrit 

i =l 
d' WJe façon WJique comme combinaison linéaire des éléments de la base. C'est donc que 
(e1; ••• ; •-i l n'est pas génératrice. • 

Défin iticm_ 8 .. 9 

On dit que J'espace vectoriel E est de dimension finie s'il possède une base formée 
d'unnombre fini de vecteurs. Sinon on dit qu'il est de dimension infinie. 

Exemple 8.6 

1. L'espace vectoriel R2 est de dimension finie, carde base 8 = (e1; e2), où e1 = (1;0) et 
•2 = (0; 1). 

2. L'ensemble des fonctions de R dans Rest WJ espace vectoriel de dimension infinie. 

Une conséquence de la proposition 8.8 est que dans un espace vectoriel de dimension 
finie, toutes les bases ont même cardinal (c'est-à-dire sont composées d'un même 
nombre de vecteurs). 

Théotème 

Théorème de la dimension 
Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases sont finies et ont 
même cardinal. 
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D__éiîn itton 8.10 
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On dit que E est de dimension n si 
les bases de E ont pour cardinal 11. On note dirn(E) = 11. 

Par convention on dit que J'espace E = \0) a pour base 0, et que sa dimension 
est O. 

Exemple 8.7 

1. R2 estdedimension 2, car(e1 ;..,)est une base deR2, où e1 = (l ;O)et e2 =(0; 1). 

2. De même, Rn est de dimension n, car 8 = (e1;e2; ... e11 ) est une base de R", où 
e1 = (!; O; ... ; 0), e2 = (0; 1; O; ... ; 0), ... , e. = (0; ... O; 1). 8 est appdfe base cano-
nique de R". 

3. Toute droite vectorielle est de dimension 1. En elfet, si V 1' 0 et E' = (AV; A e R), alors 
V est une base de E. 

4. L'ensemble 'T des fonctions de R dans Rest un espaœ vectoriel de dimension infinie. 
En effet, soit J, la fonction de R dans R telle que f,(x) = 0 si x 1' i et f,(i) = 1. Aors 
(Ji, ... ,J.) est une fanùlle libre quel que soit k. On a donc dans 'T des familles libres de 
cardinal ai&i grand que !'on veut. Sir était de dimension finie n, alors les fanùlles libres 
seraient de cardinal inférieur ou égal à n. c· est donc que r est de dimension infinie. 

Proposition 8.9 

Dimension d'un sous~space vectoriel 
Soient E un espace vectoriel de dimension finie 11, et E un sous-espace vectoriel 
de E. Alors : 

(i) dim(E') 5 dim(E) 
POUR ALLER PLUS .l..QJJ:( 

• Démonstratim 
(ii) E' = E ~ dim(E') = dim(E) Sll' www.dunod.oom 

Exemple 8.8 
Tout sous-espace vectoriel de R3 est de dimension inférieure ou égale à 3. 

_APPLl(ATIQN l'..espace_vectoriel des paniers de biens 

a. On suppose que trois biens (supposés divisibles) sont disponibles. Notons x1 la quantité de bien 1 achetu par 
un agent donn6, x, la quantité de bien 2 achetfe par ce même agen~ et de même x3 la quantité de bien 3. On 
peut alors dire que x = (x1 ,x,,x,) est le panier de biens acheté par cet agent2 . Lts x; ne sont pas forcément 
entiers car les biens sont supp-0sés divisibles, e t on va supp-0ser ici que les x; peuvent être négatifs (dans ce cas 
il s'agit d'une vente de bien i). L'ensemble E des paniers de biens est un espace vectoriel' de dimension 3. Une 
base est don~ par 8 = (ei; e,; e,j, où pour tout ion note e, le panier de bien uniquement composé d'une unité 
de bien i. Tout panier de bien peut en effet s' ferirc d'une façon unique sous la forme x = x1 e1 + x,e2 + x3e,. 

2 1. Etner, M. leleva, Microlconomi.e, ooll. • Openbook », Dunod, 2014, p. 97. 
3 Sion suppo.se <p.1.e les~ sont foroément positifs, alors E n'est pas un espace vectoriel. 
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Supposons maintenant que le bien 3 est achelé (e t vendu) de préférence accompagné de la même quantité de 
bien 2 , car ces deux biens sont complémentaires. L'ensemble E' des tels paniers de biens est alors un sous
espace vectoriel de E, c' est l'ensemble des paniers de Il forme x = (x1ox,,x,). C'est un espace vectoriel de 
dimemion 2, de base (e1; e;), où e; = e2 + e3 est le panier de biens constitu6 d'une llllit6 de bien 2 et d'une llllit6 
de bien 3. 

~ Rang d'une famille de vecteurs 
Si une famille de vecteurs est liée, un ou plusieurs vecteurs de la famille s'expriment 
en fonction des autres. On peut donc écrire les calculs en se passant de ces vecteurs. 
Le rang de la famille est Je nombre de vecteurs de la famille que 1' on doit garder, car 
ne s'exprimant pas en fonction des autres. 

Définjtion 8J.1 

On appelle rang d ' une famille S de vecteurs, Je nombre maximal de vecteurs 
Jinéairements indépendants que J' on peut extraire de S. 

Exemple 8.9 
Supposons que S est WJe famille de deux vecteurs, S = (Yi; V,). Alors le rang de S est égal à 
2 si les 2 vecteurs ne sont pas colinéaires, le rang de S est égal à 1 s'ils sont colinéaires mais 
non tous deux nuls, e t le rang de S est égal à 0 si V1 = V2 = O. 

Proposit ion 8.10 

Le rang d'une famille S de vecteurs de E est la dimension du sous-espace vecto
riel engendré par S. 

Démonrtration 
Par définition, le rang de S est le cardinal de la famille libre la plus grande que l'on peut 
extraire de S. 
Soit S = (Yi; ... ; V,) et r le rang de S. On a nécessairement r S k. Soit E le sous-espace 
vectoriel engendré par S. 
On peut supposer que .C = (Yi; ... ; V,) est WJe famille libre (on peut toujours le suppœer en 
numérotant convenablement les vecteurs de S). Si j > r, alors (Yi; ... ; V,, V;) est liée. Donc 
ilcxisteA1, A2, . .. , A,.,Ai non tous ruls tcls queA1Vi + ,, . + A,.V,. + AiVi = O. 
Si on avait Ai = 0, alors A1 Yi + ... + A,. V,. = 0 avec A1, A2, ... , A,. non to~ nuls. C'est 
impœsible puisque .C est libre. 

-1 
Donc A; 1' 0, e t on peut écrire V; = T [ ,l,1 V1 + ... + A,V,]. Tous les V;. pour j > r, sont 

J 
donc combinaisons linéaires de Yi , ... , V,. Comme tout vecteur V de E' est combinaison 
linûire de Yi , ... , Vk , on peut en d&luire que V est combinaison linûire de V1, ... , V,.. 
Le sous-espace vectoriel E est donc engendré par .C = (Yi; .. . ; V,). Comme il s'agit d'une 
famille libre, on en déduit que .C est une base de E'. On a donc dim(E') = r. • 

Nous verrons que la notion de rang est importante pour déterminer Je nombre de solu
tions d'un système d'équations linéaires. 
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P-roposition 8, 11 

On ne change pas Je rang d'une famille de vecteurs si on ajoute à 
l'un d'entre eux une combinaison linéaire des autres. 

Démonrtration 
Soit S = (Yi; .. ; V,) cette famille d e VCèteurs, e t E le sous-espace vectoriel 
engendré par S. Le rang do S est la dimension do E'. 

k 

Posons \V1 V1 + ~ A;V; e t considt rons maintenant la famille 
j=2 

Toute combinaison lintaire d e VCèteurs d e So est aussi une combinaison li
ntaire d e vccteura d e S, e t inversement. C'est pouI!JUOi E' est aussi le sous
espaee vectoriel cngendrt par So. Le rang d e So est donc égal à la dimension 
de E', oc qui implique que S e t So ont même rang. • 

D Applications linéaires 

Pour déterminer le rang d'une 
famille de vecteurs, il suffi t de le 
t ransformer en une famille 
échelonnée de même rang. 

Dl Qu'est-ce qu'une application linéaire? 
Nous avons étudié les fonctions d' une variable réelle dans la première partie de cet 
ouvrage. Les différentes variables économiques sont largement interdépendantes (pen
sons aux prix de l'équilibre général étudié en section 1 de ce chapitre). C'est pourquoi 
les économistes utilisent abondamment les fonctions de plusieurs variables. Nous les 
étudierons de façon générale aux chapitres 11et12. Pour l'instant, nous nous intéres
sons aux plus simples d'entre elles, les applications linéaires. 

Rappelons qu'une fonction d'une variable (de IR dans IR) est dite linéaire s'il existe 
a e IR tel que f(x) = ax. Elle consiste donc à multiplier la variable par un nombre 
constant. Une telle fonction f aura les propriétés remarquables suivantes : pour tout x, 
y e IR, on a f(x + y) = f(x) + f(y), et f(A x) = Af(x) si À e IR (propriétés que ne vérifie 
pas par exemple la fonction définie par f(x) = x2). 
Une fonction de plusieurs variables sera dite linéaire si elle possède des propriétés si
milaires, qui permettent de simplifier considérablement nombre de calculs. Pour don
ner la définition en toute généralité, nous utilisons la structure d'espace vectoriel, et au 
lieu de parler explicitement de fonction de plusieurs variables, on dit que la fonction 
est définie sur un ensemble Ede vecteurs (comme les vecteurs prix P = (P1; ••• ; P,,) 
de notre exemple initial). 

Défi.D.iti.PJ]jl.J.2 

On suppose que E et F sont des espaces vectoriels. 
On dit que f est une application linéaire de E dans F sic' est une application de 
E dans F telle que : 

VxeE, VyeE, f(x+y) = f(x)+f(y) 

V x e E, VA e IR, f(A · x) = À · f(x). 
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Remarquons que lorsque 1' on écrit x+ y ils' agit de 1' addition dans E, mais que lorsque 
l'on écrit f(x) + f(y) il s'agit de l'addition dans F. De plus, A.x désigne la multiplica
tion externe de E, et A· f(x) désigne la multiplication externe de F. 

Pour simplifier, on note de la même façon l'addition de vecteurs de E et celle de 
vecteurs de F. On omettra Je plu5 souvent Je point « · » signalant la multiplication 
externe. 

Ajoutons que si f est une application linéaire, alors f(O) = 0 (on pourra Je démontrer 
en guise d'entraînement). 

NotatiQ.!! 

On note .l.(E; F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F. 
On note .l.(E) l'ensemble des applications linéaires de E dans E. 

Définition 8.14 

Si f e .l.(E), c'est-à-dire si f est une application linéaire de E dans E, on dit que 
f est un endomorphisme de E. 

Exemple 8.10 

1. L'application de R2 dans R2 définie par f(x) = (3x1 - 21:,; x1 +4x,) quand x = (x1; x,) E R2 

est une application linéaire. Par contre 9 définie par g(x) = (2..il + 8x,;x1 - 8~) n'est pas 
linéaire. 

2. Reprenons notre exemple initial de VCèteur-prix avec 2 biens (scotion 1.2 de cc chapitre). 
Soit f l'application de R2 dans R2 définie par f(P) = (8P1 - 2P2 ; - 2P1 + 6P,). Alors f 
est une application linéaire. Remirquons que l'équilibre général (E) s'écrit alors: 

f(P) = (500; 480) 

3. L'application deR3 dans R2 définie par f(x) = (2x1 + x,; x3-4x1) p-OUr x = (x1; x,; x,) E R3 

est une application linéaire. 

Proposition 8.12 

f est une application linéaire si et seulement si : 

V x, y e E, VA, µ e IR, f(Ax + µy) = Af(x) + µf(y) 

Démonrtration 

- S upposonsqueVx, y E E, VA,µe R, f(Ax +µy) = ,lf(x) + µf(y ). 

Alors on a clairement f(x + y) = f(x) + f(y) (prendre A = µ = 1), e t f(Ax) = ,lf(x) 
(prendre µ = 0). L'application f est donc bien linéaire. 

- Réciproquement, si f est linéaire, alors f(Ax +µy)= f(Ax) + J(µy) = ,lf(x) + µf(y ). • 

Exemple 8.11 

1. Si a e R, l'homothétie de rapp-Ort a est l'application f de E dans E définie par : Vx e E, 
f(x) = ax. Cette application estlinéairedeEdansE. En elfet,f(x+y) = a{x+y) = ax+ay 
= f(x) + f(y), et /(,lx)= a{,lx) = (aA)x = A(ax) = ,lf(x). 

2. La projection de E = R' dans F = R2 définie pour x = (x1; x,; x,) e R' par f(x) = (x1; x,) 
est une application linéaire. 
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fl:oposition_8J3 

Si f et g sont linéaires, alors f + g est linéaire. Si a e IR et f est linéaire, alors a f 
est linéaire. 

Démonrtration 

(j + 9)(Jx +µy )= f(Jx +µy) + 9(Jx +µy) = Jf(x) + µ f (y ) + Jg(x) + µ9(y ) 

= J (f(x) + 9(x)) + µ(j(y) + g(y)) = J (j + 9)(x) + µ(f + 9Xy) 

Donc f + 9 cst lintaire. 

(aj)(Jx +µy) = af(Jx +µy)= a {Jf(x) + µ f (y )) = aJf(x) + aµ f (y ) = J (aj)(x) + µ(aj)(y ) 

Donc af est lintaire. 

fl'.opositio.n_B..1§ 

Supposons que E, F et G sont des espaces vectoriels, que f est une application 
linéaire de E dans F, et g une application linéaire de F dans G. Alors go f est une 
application linéaire de E dans F. 

Démonrtration 
9 o f est clairement WIC application de E dans G. Montrons qu'elle est linéaire. 

Vx E E, Vy E E, VJ E R, Vµ E R, (9 o j) (J x+ µy)= 9(j (l x+ µy))= 9(Jf(x) + µ f (y)) 

car f est lintaire 

= Jg(j(x)) + µ9 (j(y)) car 9 est lintaire. 

= J (9 o j) (x) + µ(9 o j) (y)donc 9 o f est lintaire. 

16 Image, noyau et rang d'une application 
linéaire 

• 

• 

• L'image d'une fonction est l'ensemble des valeurs qu'elle peut prendre. Quand on 
étudie une fonction, il est important de connaîtJe son image, pour savoir si elle peut 
prendre n'importe quelle valeur, ou bien seulement certaines, et si oui lesquelles. 
Par exemple, la fonction définie de IR dans IR par f(x) = X- a pour image JR,. Cela 
signifie en particulier que l'équation f(x) = - 3 n'a pas de solution dans IR. 

Quand la fonction étudiée est une application linéaire, son image est un sous-espace 
vectoriel, ce qui entJaîne certaines propriétés importantes que nous allons voir. 

• Étudier une fonction f, c'est souvent aussi étre capable de résoudre l'équation 
f(x) = O. Par exemple, en économie, déterminer quand la fonction de profit s' annule 
est une question importante. On s'est déjà penché sur l'équation f(x) = 0 quand f 
est un polynôme (.. paragraphe 6.3.3, chapitre 1). Si f n'est pas un polynôme mais 
est une fonction continue de IR dans JR, le théorème des valeurs intermédiaires nous 
aide à trouver un encadrement des solutions de cette équation (.. paragraphe 5.1, 
chapitre 4). 

Quand f est une application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vecto
riel F, l'équation f (x) = 0 signifie quel' on cherche les vecteurs x de E tels que f(x) 
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soit égal au vecteur nul dans F. I.: ensemble des solutions def(x) = Os' appelle alors Je 
noyau de 1' application linéaire f, et c'est un sous-espace vectoriel dont les propriétés 
aident à comprendre Je comportement de f. 

Définition 8.15 

Soit f une application linéaire de E dans F. 
Vimage de f est l'ensemble des f(x), quand x e E. On la note lm(!) ou f(E). 
C'est une partie de F. 
u noyau de f est l'ensemble des x e E tels que f(x) = O. On Je note Ker(!). 
C'est une partie de E. 

Exemple 8.12 
L'application f de R2 dansR2 dt6nie poor x = (x1 ;x,) e R2 par f(x) = (x1 +x,;2x1 +21:,)est 
WJe application lintaire. On remarque que si y = f(x), alors y = (y1; y,) est tel que !/l = 2'J1• 

L'image de/ est ((A;U); A e RJ = Vcot(U), où U = (1;2). C'est une droite vcotorielle. 

Le noyau de f est Ker(/) = ((x1; x,) tel que x1 + x, = OJ = ((A; - A);A e RJ = Vcot(V), où 
V= (l ; -1 ). C'est également une droite vcotorielle. 

Proposit ion 8.1 5 

Soit f une application linéaire de E dans F. I.:image de f est un sous-espace 
vectoriel de F. Le noyau de f est un sous-espace vectoriel de E. 

Démonrtration 
Il suffit de montrer qu'ih sont stables p-OUr l'addition et pourla multiplication par WJ scalaire. 

- Si f(x) et /(y) sont deux éléments de l'image, alors f(x) + f(y) = f(x +y) qui est aussi 
dans l'image. 

Si a e R et f(x) dans l'image, alors af(x) = f(ax) qui est dans l'image. L'image de f est 
donc bien stable pour ces deux lois, c'est donc un sous-espace vcotoriel de F. 

- Si x et y sont dans le noyau, alors f(x) = 0 et /(y) = O. On en déduit que f(x + y) 
= f(x) + f(y) =O. Donc x +y est dans Je noyau. Celui-ci est donc stable pour l'addition 

Si a e R et si x est dans le noyau, alors f(x) = O. On peut alors écrire f(ax) = af(x) 
= a· 0 = 0, donc ax est dans le ncyau. Celui-ci est donc aussi stable pour la multiplication 
par WJ scalaire, d'où le noyau est WJ sous-cspace vcotoriel. • 

DéiiD.iti Q118,11i 

Soit f une application d'un ensemble E dans un ensemble F. 

• On dit que f est s urjective si tout élément de F possède au moins un antécédent 
dans Epar f, c'est-à-dire : 

Vy e F,3x e E, tel quef(x) = y 

• On dit que f est injective si tout élément de F possède au plus un antécédent 
dans Epar f, c'est-à-dire : 

Vx, x' e E, f(x) = f(x') ~ x = x' 
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• On dit que f est bijective si elle est surjective et injective, c'est-à-dire si tout 
élément de F possède un et un seul antécédent dans Epar f, c'est-à-dire: 

Pour tout y e F, il existe un et un seul x e Etel que f(x) = y. 

Remarquons que ces définitions sont très générales. Elles ne supposent pas que E et 
F sont des espaces vectoriels. 

Exem~le 8.13 

1. Soit E = (a;b; c;d) et F = (r,y;z). Considt ronsl'application f de E dans F, d t 6nie par 
f(a) = x, f(b) = f(c) = y et f(d) = z. Alors J est surj ective mais non injective. 

2. Soit E = (1;2; 3;4} e t F = (5;6;7; 8; 9; 10). Considt rons l'application f de E dans F, 
d t 6nie par f(x) = x + 5, pour tout x e E. Alors f est injective mais non surjective. 

fiopositioo_8J_6 

Si f e .l.(E; F), alors on a les équivalences : 

(i) f est surjective ~ lm(/) = F 

(il) f est injective~ Ker(f) = \0) 

Démonrtration 
(1) vient immtdiatement de la d t 6nition de la surj ectivit6. 

Montrons (li). 

- Si f est injective, alors 0 e F a un anttcédent au plus. Comme /(0) = 0, donc cet unique 
antécédent est O. 

Kx:r(j) = (x t E; f(x) = 0) donc KJ::r(j) = (0). 

- Rtciproque. Supposons que Kcr(j) = (0) e t montrons que f est injective. 

Soit y e F. Si y a deux anttctdents x, x e E, avec x 1' x , alors y = f(x) et y = f(x ). 

Donc f(x) = f(X) , d'où f(x - x ) = 0, c 'est-à-dire x- x E Kcr(.f). 

Mais Kcr(j) = (0), donc x - x e Kcr(j) => x- x = 0, c ' est- à-dire x = x. 
y ne peut donc pas avoir deux antécédents différents. Tout t lt ment de F admet au plus un 
anttcédcnt par f , donc f est injective. • 

Défi.D.iti.PJ]jl.J.l 

Le rang d' une application linéaire est la dimension de son image : rg(f) 
dirn(lm(f)). 

Proposition 8.17 

Soit (e1, ... ,e.) est une base de E. 
Pour connaître l'application f, il suffit de connaître les f(e;), pour 1 ::; i::; 11. 

On a Im(f) = Vect(f(e1), ... ,f(e.)), et Je rang de f est égal au rang de la fumille 
de vecteurs (f(e1), ... ,f(e.)). 
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Démonrtration 

Six E E, alors x s'~rit sous la forme x = t, x,e1 • On a f (x) = 1(t, x,e,) = t, x;f(e1), 

donc d~ que l'on connaît les f (e1), on peut en déduire f (x) p-OUr n'imp-Orte quel x E E. 
Tous les f (e1) sont dans lm(j), et lensemble Im(j) est un sous-espace vcotoricl, 
donc Ve<t(f (c1 ) , ••• ,J(c. )) c lm(/). . 
lnverscmen~ soit y E Jm(j). li existe x E Etel que y = f (x). Mais x s' ~rit x = L: x,e1, 

i =l 

donc f (x) Î, x;f(e1) E Vect(f(e1), ... ,J(e.)). On a donc bien Im(f) 
i=l 

Vect(f(e1) , ••• , f(e.)) . 

Enfin, rg(f(e1) , ••• ,J(e. )) = dim VC1;t(f(e1) , ••• ,J(e. )) = dimlm(j) = rg(f). • 

Proposition 8.18 

Si f est une application linéaire de E dans F, où E et F sont des espaces vectoriels 
de dimensions finies, alors on a : 

(i) rg(f) 5 dim(F) 

(il) rg(f) 5 dim(E) 

Démonrtration 
(1) est évident car rg(f) = dim(lm(f)) où Im(j) c F. 

(Il) r~j) = dim(lm(f)) où Im(j) est le sous-espace vcotoriel de F engendré par 
(f(e1 ),. • .,J(e.)), où (ei. ... ,e. ) base de E. Donc rg(f) S n = dim(E). • 

Proposition 8.19 

Si f e 1:.(E; F), où E et F sont des espaces vectoriels de dimensions finies, alors 
ona : 

(i) f est surjective ~ rg(f) = dim(F) 

(ii) f est injective ~ rg(f) = dim(E) 

(iü) f est bijective ~ rg(f) = dim(E) = dim(F) 

ftoposition_8.20 

Il existe une application linéaire bijective entre les espaces vectoriels E et F si et 
seulement si dim(E) = dim(F). 

Démonrtration 

- Si f est une application lintaire bijective entre E et F, alors rg(f) = dim(E) 
et rg(f) = dim(F), d'où dim(E) = dim(F). 

- R~iproque. Soit n = dim(E) = dim(F). 

Considérons 8 = (e,, ... ,e.) une base de E, et 'T = (1ti. .. .,11.) une base de F. 

Soit f l'application linéaire de E dans F définie par : f (e1) = 1~ poor tout i. 

Alors Im(f) = F, donc rg(j) = n et .f est bijective. • 
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fl:oposition_8.2.1 

Si E et F sont des espaces vectoriels de même dimension finie 11, et si f est une 
application linéaire de E dans F, alors on a équivalence entre : 

(i) f est injective 

(il) f est surjective 

(ili) f est bijective 

Démonrtration 
Toute application bijective est injective e t surjective, donc on a: (Ill) => (l) e t (Ill) => (Il). 

- Si f est injective, alors r~f) = dim(E) = n. Comme dim(E) = dim(F), on a donc r~f) = 
dirn(E) = dirn(F), ce qui implique que f est bijec:ive. On a bien montré que (1) => (Dl). 

- Si f est surjective, alors rg(f) = dim(F) = n. Comme dim(E) = dim(F), on a donc 
rg(f) = dim(F) = dim(E), ce qui implique que J est bijective. On a bien montré que (ü) 
=> (Ill). • 

D__éiîn itton 8.18 
Une application linéaire bijective d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel 
F s'appelle un isomorphisme. 

fl:o~itioo._8,22 

Si f est un isomorphisme de E dans F, alors son application réciproque r 1 est 
aussi un isomorphisme. 

Démonrtration 
f est bijective, donc admet une application nlciproqJe r' de F dans E, bijective elle aussi. 
Montrons que/' est linéaire. 

Soit y,!/ E F et A ER. Notons x = r'(y) et Jé = / 1(y'). 

f est linéaire, donc on a f(x + Jé) = f(x) + f(Jé) = y + y'. 
D'où x + Jé = J'(y + !/),c'est-à-Oire J'(y) + / 1(rj) = / 1(y + y'). 

De même, f est linéaire donc f(Ax) = Af(x) = Ay. 

D'où Ax = / 1(AlJ),c'est·à·dire A/1(y) = / 1(AlJ). 

Finalement, on a montré que pour tout y,y' E F et A ER, on ar'(y + y')= r'(y) + r'(rj) 
et r'(AlJ) = Ar'(y ), donc l'application r' est linéaire. • 

J.héor.èoo~ 

Théorème noyau-image 
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, et f une application 
linéaire de E dans F. Alors : 

dim(lm(j)) + dim(Ker(fl) = dim(E) 

POUR ALLER PLUS J.2.W. 
• Démonstratim 
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APPLl(ATJQN Qui paie quoi? 

a. Supposons qu'Alfred dfèide d'acheter un certain nombJC de biens : il achète une quantit6 x1 de bien 1, une 
quantit6 x, de bien 2, une quantit6 x3 de bien 3. On note p; Je prix du bien i, pour 1 Si S 3. On suppose p1 > 0 
pour tout i. Le coût total est f(x1; x,; x,) = p 1x1 + p2x, + p,x,. Ici f est une application lin6aire de E dans R, 
où E est J'espace vcctoricl des paniers de biens( .. J'espace VCètoriel des paniers de biens, 6n de la scotion 2.5). 

L'image de f est K, car le ooUt total p 1x1 + p,x, + p,x3 peut prendre n'nnp-Orte quelle valeur SI x1, x,, x3 E K 
(rappelons que si x, est n6gatif, cela signifie qu'Alfred vend Je bien i). On a donc rW..f) = dim(lmj) = 1. 

Le noyau de f est l'ensemble des paniers de biens tels que f(x1; x,; x,) = 0, c ' est·à·dire dont Je ooOt est nul. Il 
est clair que pour avoir un coOt nul, il faut acheter certains biens mais en vendre d'autres, donc avoir Xi~ 0 pour 
certains biens, e t x, S 0 pour d'autres biens. Le noyau est Ker(/) = ((x1 ;x,; x3);p1x1 + p2x, + p,x3 = 0). C'est 
un sous·espace vcctoricl de E. Ici Je noyau est de dimension 2 (d'ap~ Je thé<lr~e noyau·image), de base par 

exemple (V,V'), où V= (1;0; -pi ), e t V' = (0; l ; -p2
). Le VCèteur V d6signe Je panier de bien consistant à 

p, p, 
acheter une unité de bien 1, e t à vendre cc qu'il faut de bien 3 pour pouvoir payer exactement cette unit6 de 
bien 1. De même V' est Je panier de bien consistant à acheter une unité de bien 2, e t à vendre cc qu'il faut de 
bien 3 pour pouvoir payer exactement J'unit6 de bien 2. 

On retrouve bien dim Ker(/) + rW..f) = dim E = 3. 

b. Supposons maintenant qu'Alfred e t Bertrand sont deux amis, e t qu'ils achètent ensemble ces biens. Le ooOt 
total sera toujours p1 x1 + p2x, + p3 x,, mais Je coOt po·Jr chaque personne dtpendra de la façon dont ils se 
rtpartisscnt les dtpenscs. Notons y1 cc que dtpensc Alfred, e t !/l cc que dtpcnsc Bertrand 

Remarquons que x = (x1; x,; x,) est Je VCèteur JCprtscntant Je panier de biens achetts, e t y = (y1; !lz) est Je 
VCèteur des dtpcnscs. 

1) Si chacun paie 50 % du coût total, on a : 

( 
1 ' 1 ' ) y= (y1 ;!lz) = g(x1;x,;x,) = Ï ~p1x;; Ï ~ p;x; 

i=l i=l 

où 9 est une application Jin6aire de E dans R2. Comme Je partage du coût total se fait à tgalit6, J'image de 
9 est l'ensemble des (y1;y,) tels que y1 = y,. C'est un sous·cspace VCètoriel de dimension J de R2. Tous les 
paiements (y1;y,) ne sont pas possibles puisque l'on a la contrainte y1 = !lz, c' est·à·dire qu'Alfred e t Bertrand 
paient la même chose. 

D'ap~ Je tht<lrème noyau· irnage, on a dim(lm(f)) + dim(Kcr(f)) = dim(E), avec ici dim(lm(f)) = 1 et 
dim(E) = 3,donc dim(Kcr(f)) = 3 - 1 =2. Le noyau de {est de dimension 2,et a pour tquation p1x1 + p2 x, + 
p3 x3 =O. 

2) Si Alfred e t Bertrand paient chacun 50 % des deux premiers biens, e t Bertrand paie seul Je troisième bien 
(cclui<i n'intéressant pas Alfred), alors: 

y= (y1;y,) = h{x1; x,; x,) = (~(p1x1 + p2x,); ~(p1x1 + P2X.) + p,x,) 

où h est une application lin6aire de E dans R2. 

Ici: 

lm(h) = {(~(p1x1 + p2x,); ~(p1x1 + p2x2) + p,x,); (x1; x,; x,) E R3
} 

= r~1 .(!; ! ) + ~2 .(l ; l ) +x3 (0; J);(x1 ;x,;x3)eR'} 
d'où lm(h) est Je sous.espace VCètoriel engendr6 par(!; l) e t (0; 1). On a donc lm(h) = R2. 

On en dtduit que tous les paiements (y1; !lz) e R2 sont pœsibles. 
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Les points clés 
-+ Un espace vectoriel est un ensemble muni d'une loi interne (l'addition de vec

teurs) et d'une loi externe (la multiplication par un réel) qui vérifient certaines 
propriétés simples, qui font que celles-ci fonctionnent de façon similaire à l' addi
tion et multiplication dans nt. 

-+ Une famille de vecteurs (V1; ... ; Vt) est génératrice si tous les autres vecteurs V 
s'expriment comme combinaisons linéaires de ces vecteurs (c'est-à-dire que V 
peut s'écrire V = A1 Vi + ... + AtVt). 

-+ Une fumille de vecteurs est libre si aucun vecteur de cette famille ne peut s'expri
mer comme combinaison linéaire des autres \'ecteurs de cette famille. 

-+ Une base est une famille de vecteurs qui est à la fois libre et génératrice. Tout 
vecteur s'exprime de façon unique comme combinaison linéaire des vecteurs de 
la base. Cette propriété simplifie les calculs, d'autant plus que dans un espace 
vectoriel donné toutes les bases comportent un même nombre de vecteurs. Ce 
nombre est appelé dimension de l'espace vectoriel. 

-+ Les calculs impliquant des fonctions de plusieurs variables sont plus simples si 
celles-ci sont des applications linéaires. 

-+ Pour qu'une fonction f de plusieurs variables soit une application linéaire, il faut 
que l'ensemble de départ et celui d' arrivée soient des espaces vectoriels, et que 
cette fonction transforme une combinaison linéaire de vecteurs de l'espace de 
départ, en la combinaison linéaire correspondante dans l'espace d' arrivée, c'est
à-dire f(A1 Vi + ... + At Vt) = Atf(Vi) + ... + Atf(Vt). 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
Dites si les affim1ations suivantes so1u vra.;es ou/misses. 
Justifiez vos réponses. 

1. La réunion de deux sous-espaces vectoriels de E est 
un sous-espace VCètoriel de E. 

2. L' inter.icction de deux sous-espaces VCètoriels de E 
est W1 sous-espace vectoriel de E. 

3 . Si Yi, V2 1 ••• 1 Vk sont des vecteurs deux à deux li~ 
ntairemcnt indépendants, alor.i (Yi; ... ; V,) est WJe 
famille libre. 

4. L'ensemble des suites de nombres r&ls est un espace 
vectoriel de dimension infinie. 

• Corrigés p. 368 

Exercices 
2 Sous-espaces \-ed-Orlels 
Les parties suivantes de R3 sont-clics des sous-espaces 
vectoriels de R3 ? 

1. A = ((x; y; 2x - y); x, y E R) 

2. B = ((x2;y;2x - y); x,y ER) 

3. C= ((x + 2;y;2x - y);x,yeR) 

4. D = ((x;y; 3); x, y ER) 

3 Applications linéaires de Œ dam Œ 

1. L' application f, définie de R dans R par f(x) = 4x 
est-elle lintaire? 

2. Même question pour 9 définie par g(x) = 4x2. 

3 . Même question pour h définie par h(x) = 4x + 1. 

• Corrigés p. 368 
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4 Appllcattom lbtéaires de E dam E 

Soient f et 9 deux endomorphismes de l'espace vec
toriel E, c'est-à-dire deux applications lintaircs de E 
dans E. 

1. Montrer que Ker(j) c Ker(g o j) e t que lm(g o j) c 
lm(g). 

2. En déduire q ue rg(g o j) S rlef..j) e t que rg(g o j) S 
rlef..9). 

• Corri gés p. 368 

5 Plans vedoriels 

1. Soit E = ((x;y;z); 3x + 2y - 4z = 0) 

Montrer q ue E est un sous-espace VCètoriel de R3 • 

Déterminer WJe base de E. 

2. Mêmesquestions pour F= ((x;y;z);2x- 3y+5z =0) 

3. Mêmes questions pour G = ((x;y;z); x - y + z =Oct 
2x + 3y + 4z = 0) 

6 Bases 

1. Posons U = (1 ;2), V = (0; 1) e t \V = (1 ;4) trois 
vecteurs de R2 • Les familles suivantes de vecteurs 
sont-elles des bases de R2 ? 

a . (U; V;W) 
b . (U; V) 

c. (U;W) 
d. (U;2U) 

1 
e . (ÏU + V;W) 

2. Posons U = (1 ;2; 1), V= (0; l ;O)et \V= (4;2;0) 
trois VCèteursde R 3• Les familles suivantes sont-elles 

des bases de R 3 ? 

a. (U; V;W) 

b . (U; V) 

c. (V; \V; V + 2\V) 



7 Paniers de biens 

On supp-0se que quatre biens (divisibles) sont diSJ* 
nibles. Notons x, la quantité de bien i achet6' par Cé
cile (il s'agit en fait d'une vente si x, est négatif). L'en
semble E des panieŒ de biens x = (x1; ••• ; x,) est un 
espace vcetoricl. 

1. Supp-0sons que les biens 1 e t 4 sont complémen
taires, de telle sorte que le bien 1 est acheté (ou 
vendu) accompagné de la même quantité de bien <. 
Donner 1'6quation du sous-espace vcetoricl E1 des 
paniers de biens satisfaisant cette contrainte. Quelil 
est la dimension de E1 ? 

2. Même question si tous les biens sont complémen
taires. 

3. On considère l'ensemble E, des panieŒ de biens 
contenant exactement 5 unit6s de bien 4. &t~ un 
sous-espace VCètoriel de E? 

8 Noyau, image 

1. On considère l'application lin6aire f de R2 dans R2 
définie par : 

f(x,; x,) = (2x1 + 3x,; 3x1 + 4x,) 

pour tout (xi.x.) E R2. 

a. R6soudre I' 6quation f(x1; x,) = (0; 0). 
b. En déduire le noyau de f. l'image de /.et leur$ 
dimensions. 
c. L'application f est-elle injcetive? Surjcetive? Bi
jcetive? 

d. Combien y-a-t-il de solutions à 1'6quation 
f(x,; x,) =(!; Il) 1 (sans calculs) 

Chapitre 8 Introduction à ralgèbre linéaire 

2. Mêmes questions pour f de R2 dans R2 définie par: 

f(x,;x,) = (2x1 + 3x,;4x1 + 6x,) 

pour tout (Xi.X,) E R2. 

9 Qui pale? 
On consid~re r e nsemble E des pûniers de biens vu i\ 

l'exercice 7. Didier, &telle e t Farid achètent ensemble 
un panier de biens. Les prix unitaires des différents biens 
sont les suivants (p1 désigne le prix unitaire du bien i) : 

p, = 12;p2 = 9;p, = 14 etp, = Il 

Comme ils n'ont pas tous les mêmes goOts e t les mêmes 
revenus, il est décidé le partage suivant : 

- Les trois amis contribuent à égalité au paiement des 
biens 1 et2. 

- Seuls Estelle e t Farid paient le bien 3, ce demiern'in
téressant pas Didier. Il paient 50 % chacun du coOt du 
bien 3. 

- Didier paie seul le bien 4. 

Si les x, sont négatifs (c.-à-<I. s'il s'agit de ventes) le par
tage se fait de la même manière. 
Notons y,, !lz, y3 ce que dépensent respectivement Di
dier, &telle, Farid Le vceteur y = (yi.y,,y3) est une 
fonction de x = (xi.x. ,x,,x,), qu'on écrit y = g(x). 

1. Écrire explicitement la fonction 9. Montrer que 9 
est une application linéaire. Déterminer son image 
et son noyau, et donner les dimcmions de ccu.x<i. 
E.st.il p0.ssible ques lts dépen~s wient réparties de 

la façon suivante : 
Didier dépense 20 euros, Estelle IO euros e t Farid 
15 euros? 

2. Mêmes questions, mais on suppœe qu'&telle ne 
contribue pas au paiement du bien 2. 
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1 
maginons une économie avec un seul type 
d'ordinateur fixe. L'équilibre sur Je marché de 
cet ordinateur est atteint pour Je prix qui égalise 

offre et demande. Trouver Je prix d'équilibre, c'est 
résoudre une équation à une inconnue. 

Supposons maintenant qu'il y a aussi un modèle 
d'ordinateur portable disponible. Le marché du por
table interagit avec celui du fixe, car par exemple, si 
les portables sont trop chers, la demande de fixes va 
augmenter. Pour déterminer J'équilibre économique, 
il fuut donc trouver J'équilibre simultanément sur les 
deux marchés, c'est-à-dire résoudre un système de 
deux équations à deux inconnues, où les inconnues 
sont les prix des deux biens. S'il y a11 biens dont les 
demandes interagissent, déterminer J'équilibre éco-

nomique revient à résoudre /1 équations à /1 incon
nues. Cela peut être très compliqué, sauf si ces équa
tions sont linéaires. 

Dans ce cas, il s'agit de résoudre un système 
d'équations linéaires. On peut ranger les coefficients 
des différentes variables de chaque équation dans un 
tableau, que J' on appelle une matrice. Le détermi
nant de la matrice nous permet de savoir si les co
lonnes de la matrice sont linéairement indépendantes 
ou pas. Elles sont linéairement indépendantes si Je 
déterminant est non nul. 

Il y a alors une unique solution au système, c'est
à-dire un unique équilibre général, que J' on peut cal
culer à J'aide des coefficients de la matrice. 

LES GRANDS Al-Khwarizmi (780-850) AUTEURS Al-Khwarizmi est un mathém aticien persan travaillant à Bagdad sous le règne du calife 
A l-Mahmoun, qui fa1.0rise le développement des sciences, notamment en encoura
geant la t raduction en arabe des oeuvres de la Grèce ancienne. A l-Khwarizmi trilllaille 
à la• Maison de la sagesse», sorte de centre de recherche fondé par le calife à Bag
dad. Il écrit un t raité sur la nuTiération indienne, qui fait connaî tre celle-ci au monde 
arabe puis à l'Occident. Il s'inspire notamment de Brahmagupta. A l-Khwarizmi ex
pose dans ce livre des procédures opératoires, si bien que son nom a donné naissance 
au mot• algorithme». 
Il est l'auteur du livre fondateur de l'algèbre Kitab al jabr w'al monqaba, c'est-à-Oire le 
livre de la t ransposit ion et de la réduction. Ici al jabr traduit par • la t ransposit ion» si
gnifie dans une équation le fa~ d'enlever un terme comportant un signe négatif pour 
le mettre de l'autre côté de l'équation avec un signe positif. Ce terme al jabr est à l'ori 
gine du mot algèbre. Dans cet ouvrage, A l-Khwarizmi expose de façon systématique 
la méthode pour résoudre une équation du second degré. • 
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-+ Résoudre un système d'équations linéaires. notamment pour un système carré 

inversible. 
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du rang d'une matrice ou d'un système de vecteurs. 
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D Matrices 
IB Qu'est-ce qu'une matrice? 
Quand on veut résoudre un système linéaire, par exemple J'équilibre général (EG.) 
(.- chapitre 8, section 1.3), on est amené à utiliser des tableaux de nombres que l'on 
appelle matrices. Pour comprendre comment on trouve les solutions d'un système 
linéaire, il faut d'abord savoir manipuler les matrices. 

Défia itioo 9. 1 

On appelle matrice de type (p; 11) un tableau à p lignes et 11 colonnes, comportant 
p11 nombres réels. Une matrice A sera notée : 

Op:n 

L'élément à l'intersection de la ligne i et de la colonne j est a;;j· 

On note Mp;n l'ensemble des matrices de type (p; 11). 
Si la matrice comporte une seule colonne (!1 = !), on dit que c'est une matrice
colonne ou un vecteur-colonne. 
Sila matrice comporte une seule ligne (p = !), on ditquec'est une matrice-ligne 
ou un vecteur-ligne. 

Exemple 9.1 

La matrice A = ( ~ 
2,3 

4 colonnes. 

7 
-3,7 
- 1,2 

- 5,8 
- 5 

1 
~ ) est de type (3;4)car elle comp-0rte 3 ligncs et 
0,5 

llfl Matrices et applications linéaires 
Matrices, applications linéaires et systèmes d'équations linéaires sont des notions in
timement liées. Nous allons tout d'abord étudier Je lien entre matrices et applications 
linéaires. 

On considère deux espaces vectoriels E et F, avec dirn(E) = 11 et dirn(F) = p. Soit f 
une application linéaire de E dans F. On a une base 8 = (et,. . ., e.) de E, et une base 
'F = (11t,. . .,11p)deF. . 
Pour connaître complètement f, il suffit de connaître les f( e j). En effet, si x = L: Xje j. 

j a l . 
alors f(x) = L: xjf(ej). Quand on connaît les f(e j), on peut donc en déduire f(x) 

j : t 

pour tout x e E. Remarquons que f(ej) est un vecteur de F, donc s'exprime comme 
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combinaison linéaire des 11;. Pour chaque j, il existe donc des nombres réels a1 ;j. 
p 

a 2:jo •• ., ap;j tels que f(e j) = .L: a;;jll;. 
;.1 

On range tous ces coefficients ar.j dans une matrice, en faisant figurer les coordonnées 
de f(c1) dons la base 'F' dans la colonne j de cett~ matrice. Comme il y a p coordon 
nées, cette matrice aura p lignes. Comme les f(ej) sont au nombre de 11, la matrice 
aura 11 colonnes. 

Définition 9.2 

La matrice de f relative aux bases 8 et 'F' est la matrice dont les colonnes sont les 
coordonnées des vecteurs f(ej) dans la base 'F' : 

( 

a1:1 

Mat(f,8,'F') = ... 
ap;I 

~'." ) 
Op:n 

où les a;;j sonttels que f(ej) = t a;;jll; pour tout j, avec 1 ::; j::; 11. 
i• I 

Quand on connaît la matrice de f relative aux bases 8 et 'F', on connaît tous 
les f(ej). On connaît alors complètement f, car comme mentionné plus haut, si 

n n n p 

x = .L:Xj€j. alors on a f(x) = .L:xjf(ej) = .L: .L:xja;;jll;. 
j : l j : l i =I i-= l 

Exemple 9.2 
Si dim(E) = n = 2 et dim(F) = p = 3, on a une base 8 = (ei. e,) de E, et une base 

'T = (111,11, ,11,) de F. Supposons que la matrice de f dans les bases 8 et 'T soit la suivante: 

A = (~ J) 
- 2 2 

Cela signifie que f (e1) = 2u1 + u2 -2113 et que f (e2 ) = 5111 -4112 + 211,. 

Six E E, avec x = A1ei + A2e2, alors : 

f (x) = A,f(e1) + A,f(e2 ) = A1 [2111 + 112 - 2113] + A, [5u1 - 4112 + 2113] 

Donc: 

PouISuivons l'application ~nomique de la 6n du chapitre 8. On suppœe qu'Alfred e t Bertrand paient chacun 
50 % des biens 1 e t 2, e t Bertrand paie seul Je bien 3. Le vecteur des paiements y = (y1; y ,) s'obtient en fonction 
du vecteur panier de biens x = (x1; x,; x,) à l'aide de l'application lintaire h : 

(
1 1 1 1 ) 

y = (y1;y,) = h{x1; x,; x,) = 2P1X1 + 2p,x,; ;zP1X1 + ïP2"' + p, x, 
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Dans l'espace veètoriel des paniers de biens E, prenons p-OUr base 8 = (ei. e,,e,), où e; est le panier de biens 
contitué uniquement d'une unité de bien i. 
Dans F = R2, l'espace veètoriel des paiements, prenons pù'Jr base '.F' = (1ti.112), où 1t1 = (1; 0 ) e t 112 = (0; 1). La 
matrice de h relativement aux bases 8 et r est alors : 

- p, 
Mat(h,8,r) = T 

( 

1 

2P1 

Les coordonn6cs de h{e ;) dans la base r figurent dans le I colonne de la matrice. La colonne j indique donc la 
répartition des paiements poor l'achat d'une unité de bien j. 

1 1 
On voit qu'une unité de bien 1 entraîne un paiement de ï P' d'Alfred, e t de ï P' de Bertrand (colonne 1). Pour une 

unité de bien 2 , il y aura un paiement de ~p2 d'Alfred e t de ~p2 de Bertrand (colonne 2). Enfin, une unité de bien 

3 entraîne un paiement de 0 d'Alfred e t de p, de Bertrand (colonne 3). 

~ Opérations sur les matrices 
Rappelons que l'addition d'applications linéaires est définie comme l'addition de 
fonctions de variable réelle, de la fuçon suivante : si f et g sont des applications li
néaires de E dans F, alors f + g est l'application qui à tout x de E associe f(x) + g(x), 
ce que l'on peut résumer en écrivant : 

(f + g)(x ) = f(x) + g(x ) 

On voudrait définir l ' addition de matrices de façon à ce que la matrice de f + g soit 
la somme des matrices de f et de g, relativement aux bases 8 et 'F fixées. Ceci nous 
conduit à la définition suivante. 

DéfinitiQJ:lJ!,3 

Soit A = ( a;:j)tsis,> et B = ( b1:j)1s;sp deux matrices de type (p; 11). 
IS:JS:n ISJ9t 

On appelle somme de A et de B, notée A + B, la matrice C = ( Ci:j )tsis,> telle que 
IS:JS:n 

c;;j = a;;j + b;;j pour tout i, }. 

Proposit ion_9.1 

On suppose que 8 est une base de E et que 'Fest une base de F. Soit f et g des 
applications linéaires de E dans F. Notons A la matrice de f et B la matrice de g 
relativement à ces bases. Alors C = A + B est la matrice de f + g relativement à 
ces bases. 

Démonrtration 
Si Mat({) = A = (a,,;)1s1<p et si Mat(g) = B = (bi,;)1s1s., on a : 

l .SjS" l.SjS/I 
p p 

f(e ;) = ~ a1,;11; et g(e;) = ~ b1;1~ poor tout j. 
i=l i=l 
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p p p p 

Alors on a (j + g)(e;) = f (e;) + g(e;) = .L: a;,;11; + .L: b;,;11; = .L:<a;,; + b;,;)1~ = .L: c;,;11;, 
i=l i=l i=l i =l 

si bien que C est la matrice de f + 9. • 

De même on va définir la multiplication d'une matrice par un réel, de fuçon à ce que 
la maui~e ùe A.f suil égale à A fuis la maui~e ùe f. 

OMini~ 

Soit A = (a;:j) ts ;si> et A e nt. 
I S:JSn 

On note A.A la matrice B = (b;;j) tsiSp telle queb;:j = Aar.j pour tout i, j. 
1Sj9 

fj:opQsitiQ~~ 

On suppose que 8 est une base de E et que 'Fest une base de F. Soit f une 
application linaire de E dans F, et A e nt. Notons A la matrice de f relativement à 
ces bases. Alors B = A.A est la matrice de A.f relativement à ces bases. 

Démonrtration 
p 

Si Mat(j) = A = (a,,;) isiSP• on a / (•;)= .L: a;;•~ prur tout j . 
l .SjS" i=l 

Donc (Aj)(e;) A f (e ;) 

si bien que B est la matrice de Af. • 
On va maintenant définir le produit des matrices, de façon à ce que la matrice de g o f 
soit éeale à la m..'ltrice cte (J multipliée p..'lrla matrice œ / . 

Définjtion 9 5 

Soit B = (b;;j) t,;;sq une matrice de type (q; p)et A = (a;:j) ts ;si> une matrice de 
I SJSp I S:JSn 

type (p;11). 
On appelle produit de B par A, noté B x A ou BA, la matrice C de type (q; 11) 

p 

telle que C = ( Ci:j) t,;;sq où c;;j = L:b;;tDk;j pour tout i, j. 
ISJSn k= l 

Quand on multiplie une matrice de type (q ;p) par une matrice de type (p; 11), on ob
tient une matrice de type (q; 11). Autrement dit, une matrice à q lignes et p colonnes 
multipliée par une matrice à p lignes et 11 colonnes donne une matrice à q lignes et 11 
colonnes. 
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fl:oposition...9~3 

Soit E, F, G des espaces vectoriels tels que dim(E) = 11, dim(F) = p et 
dim(G) = q, munis des bases e = (e1 , .... e.). 'F = (11 1, ... , llp) et {j = (v1 , .... Vq) 

respectivement. On considère une application linéaire f de E dans F, et une 
application linéaire g de F daru G. Alors la matrice de g of (pour ces bases) 
est égale au produit de la matrice de g par la matrice de f. 

Mat(g of) = Mat(g) x Mat(!) 

Démonrtration 

Si Mat(/) = A = (4.;)is..,. et si Mat(g) 
lSjS11 

B 
p 

L:a-1cj Ut 
k=I 

• 
et (1(11.l = L: bav1 pour tout j, k. 

i=I 

La matrice de g of est celle dont les colonnes sont les coordonnfes des vcoteurs g o f(e ;) 
dans la b~eg. 

go f(e;) = g(I,a1c.;"•) = I,a1r.;(J(11.J = I,a1c.;(f,b,,,v,) 
k=l k=l k=l l=l 

= t (I, b"DkJ)Vi 
l=l k=l 

p 

Pour tout j, les coordonnfes de (9 o /)(•;) dans la base g sont donc les L: b;,a1r.;. 
k=I 

où 1 Si Sq. • 
Attention, on ne peut pas multiplier n' importe quel type de matrice par n' importe quel 
autre type de matrice. On ne peut multiplier une matrice B par une matrice A que si le 
nombre de colonnes de Best égal au nombre de lignes de A. 

Exemple 9.3 
On peut calculer BA si : 
- la matrice B est de type ( 4; 3) e t la matrice A de type (3; 5) ; 

- la matrice B est de type (2;4) e t la matriceA de type (4; 3). 

Par contre, il n'y a pas de produit BA si B est de type (6;4)et A de type (5; 6). 

Attention, le produit de matrices n'est pas commutatif, c'est-à-dire BA* AB en géné
ral. Il peut même arriver que BA soit définie mais que AB ne le soit pas. 

Exemple 9.4 

1 

B une matrice de type (4; 3) e t A une matrioe (3; 5). Alors le produit BA est une matrice (4; 5), 
mais le produit AB n'existe p~. 
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E-1J PRATI U_E 

Multiplier des matrices 

Si on veut calculer à la main Je produit C = BA, il La figure 9.1 montre comment procéder. Le 
est pratique de disposer les matrices A et B d' une nombre Ci;j est à l'intersection de la ligne i et de 
façon particulière, pour pouvoir facilement calcu- la colonne j, et on a : 

1 1 • J' 'de d J ' J ~ b C;·,1· = b1 .. 1a1·.1· + b1·.2~·.1· + ... + b; .. pap·.1· er es c;;j a at e a 1ormu e Ci:j = i..J i:fl.llk,j· 

k:I 

( 

(bb .... b\ ( ,, ,, '1 

& Figure 9.1 Multiplication de matrices: Bx A= C 

Définjtion 9 6 

c 
!;/ 

) 

) 

Si A = (ai;j ) is;sp est une matrice de type (p; 11) alors on appelle transposée de A, 
IS.jSn 

la matrice notée AT ou A' dont les lignes sont formées des colonnes de A (et dont 
les colonnes sont formées des lignes de A). 
On a donc A' = ( d;,j) IS\S• de type (11; p) avec a;,j = a j; pour tout i, j. 

I S.JSp 

1 

Exemple 9.5 

~A = (~~ ; ). ruors A' = ( i --0~ 
8 
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fr.oposition...9~'4 

Propriétés de la transposition 
Si A est une matrice de type (p; n ), on a : 

(i) A" = A 

(il) (A + B)' = A' + B' pour toute matrice B de type (p; 11) 

(ili) (AA)' = AA' pour tout A e IR 

(iv) (BA)' = A' B' pour toute marice B de type (q ;p) 

Démonrtration 
(1) Quand on tramp-Ose WJe matrice, on change les colonnes en lignes et les lignes en colonnes, 
donc si on transp-0se deux fois, on revient au p-Oint de d t part. 

(Il) (A + BY = transpostc de (a1; + h1,;)JsiSp = (a;; + bj.1) 151,,. 
1.SjSn l.SjSp 

= (a;;)IS\S• + (b; ,1)JsiS• = transp-0stc de (a,,;)151.,. + trampostc de (b1,;)15,., 
l .SJSP l .SjSp l.SjS/I l .SjSn 

= A' +B' 

(111) (.lA Y = trampostc de (ÀD;,;)15,., = (ÀD;;lis;s, = A(a;;)15;.,. = AA' 
l.SjSq l .si.Sn J.s;S/I 

(lv) Soit C = BA et D = A' B'. 
B est de type (q;p)et A est de type (p;n), donc BA est de type (q;n). 

A' est de type (n;p) e t B' est de type (p;q), donc A' B' est de type (n;q). 
p p p 

On ac = (ci:j) i.s;_.sq où CJ:j = .Ebaot;j 1 et D = (cit:j)J .s~n OÙ d;.;j = .Ea~:k~;i = .Eot;;b;:k· 
1.S}Sn k=l l..SJ,Sq k=l k=l 

p 

La transposée de C est C' = (~;;)i .si.sn avec ~:; = .EbJ.kllt:i = ds:ji OOnc on a bien 
l..SJ,Sq k=l 

C' = D. 

Écriture matricielle de f(x) =y 

Comment écrire matriciellement Je fuit que 
f(x) = y, où x e E et y e F? Supposons données 
les bases 8 et 'F de E et F. L'application linéaire 
f de E dans F a pour matrice A relativement à ces 
bases. 
Soit X la matrice à une colonne des coordonnées 
de x dans la base 8, et Y la matrice à une colonne 

des coordonnées de y dans la base 'F. On dit que 
X et Y sont des vecteurs-colonnes. Alors: 

y = f(x) ~ Y = AX 

Ici AX est Je produit matriciel de la matrice A, qui 
est de type (p ;11) par la matrice X, qui est de type 
(11; !). Le résultat est la matrice Y, de type (p; !). 

• 



Chapitre 9 Matrkes. détenninants et systèmes d'équations linéaires 

Exemple 9.6 
Supposom que E e t F sont de dimension 2, avec 8 = (e1oe,) base de E, et 'T = (1t1o11z) base 
de F. 

Si A = Mat(f,8,9') = ( _; ~ ). alors y= f( x ) o·~ x = x1e1 + x,e2 donne: 

y= xif(e1) + x,f(e,) = x, [3Jt1 - 211z) + x, [51t1 + 4112) 

= (3x1 + 5x,)1t1 + (- 2x1 +4x,)11z 

Sous forme matricielle, Y = AX donne : 

cc qui permet de lire dircctement les eoordonnfes de y = f(x ) dans la base r. 

L'application lintaire h qui indique la réparti tion des paiements pour chaque panier est telle que ( .. 6n du para
graphe 1.2) : 

( 

1 
- p, 

A = Mat(h,8,'T) = I 
2P1 

Soit Y = ( ~ ) le vccteur<Olonnc des paiemetts (Alfred paie y1, Bertrand paie y,), et soit X 

le vccteur-colonne du panier de biens. 
Sous forme matricielle on a Y = AX, 

( ) 
[ 

~P1 ~P2 
c 'cst-à4irc Y• = 2 2 

!/l 1 1 
ïP• ïP2 

( 

e!xi + !!3.x,.z ) 
Cela revient à ( ~ ) = :, :

2 
• 

2X1 + 2X, + p3X3 

S upposons par exemple q u'ils ac~tent 10 unitfsdc bien 1, e t 6 unitfsde bien 2, e t4 unitfsdc bien 3. La répartition 

des paiements est alors : 

: j( t )= ( 
5p, + 3p2 

5p, + 3p2 + 4p, 

Alfred paie 5p1 + 3p2 et Bertrand paie 5p1 + 3p, + 4p3 • 
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Hl Matrices carrées 
Les matrices carrées méritent une attention particulière, car ce sont les matrices des 
endomorphismes, c'est-à-dire des applications linéaires d' un espace vectoriel dans 
lui-même. 

Définition 9. 7 

On appelle matrice carrée toute matrice qui a Je même nombre de lignes q ue de 
colonnes, c'est-à-dire toute matrice de type (11;11), pour un certain 11. On dit alors 
q ue 11 est l' ordre de la matrice carrée. 

Si E est un espace vectoriel de dimension 11, et si f est une application linéaire de E 
dans E, alors sa matrice dans une base donnée est une matrice carrée d'ordre 11. 

Définition 9. 8 

• Soit A = (a;,j) 1s ;91 une matrice carrée. Les nombres a;,; pour 1 5 i 5 11, consti
ts j9t 

tuent la diagonale de la matrice carrée. 

• On dit q u'une matrice est diagonale si c'est une matrice carrée dont tous les 
éléments sont nuls en dehors de la diagonale (c.-à-d. a;;j = 0 si i * }). 

• On note I ou In la matrice diagonale, carrée d'ordre 11, comportant uniquement 
des 1 sur la diagonale et des 0 partout ailleurs. 

• On dit qu'une matrice carrée est triangula ire supérieure si tous ses éléments 
sont nuls en-dessous de la diagonale (c.-à-d. a;;j = 0 si i > }). 

• On dit qu'une matrice carrée est triangulaire inférieure si tous ses éléments 
sont nuls au-dessus de la diagonale (c.-à-d. a;,; = 0 si i < }). 

Exemple 9.7 

Lamatricc A = ( 
3 
0 
0 

e t la matrice B = ( 
2 
0 
0 

tMfio i1i!2D li li 

0 
2 
0 

4 

1 
0 

j ) est WIO matrice diagonale, 

-~ ) est triangulaire supérieure. 

On appelle applicatio11 lde11tité de E, notée IdE ou Id, J' application f de E dans 
E telle que f(x) = x pour tout x e E. 
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fl:oposition...9~5 

On suppose que E est un espace vectoriel de dimension 11. 

(i) L'application IdE est une application linéaire de E dans E, dont la matrice 
dans n'importe quelle base est 1 •. 

(il) Pour toute matrice carrée A d'ordre 11, on a: 

Ain = I.A = A 

Démonrtration 
(1) On peut dire que Ide est une application linéaire car lde(x + y)= x + y = lde(x) + lde(y) 
e t lde(Jx) = Jx = Mde(x). 

Si 8 = (ei. ... , e.) est une base de E, alors soit I = (c1Jhs1,,. la matrice de Ide dans cette base. 
Il 1.SjSll 

Pour tout j, on a Ide(•;) = e; = ~ c1,;e1 p-OUr c;,; = 1 e t c1,; = 0 si i 1' j. Cela signifie bien 
i=I 

que la matrice comp-0rte des 1 sur la diagonale, e t des 0 partout ailleurs. 

(li) Soit fun endomorphisme de E, de matrice A dans une base 8. 

On a: 

V x E E, (f o lde)(x) = J (lde(x)) = f(x), e t (Ide of) (x) = lde(f(x)) = f(x) 

On peut en d&luire, d'aprèl la proposition 9.3, que : 

Mat(j) x Mat(lde) = Mat(/) e t que Mat(lde) x Mat(/) = Mat(/) 

c 'est-à-dire que : A x I. = A e t I. xA = A. 

La matrice carrée A est dite inversible s'il existe une matrice carrée B telle que 
AB = BA = 1. 

Proposition 9 .6 

Si A est inversible, la matrice B telle que AB = BA = I est unique. On dit que 
c'est la matrice inverse de A et on la note A - t . 

Démonrtration 

• 

Supposons qu'il y a une autre matrice B telle que AB = BA = 1. Alors on peut calculer BAB 
de deux façons. D'une part, BAB= B(AÛ) = BI = B. D'autre part, BAB= (BA )B = IB = B. 
On en dfduit B = B,d'où l'unicité. • 

fj:opositio~_.z 

Soit f une application linéaire de E dans E, et e une base de E. Elle est bijective 
si et seulement si sa matrice A dans la base 8 est inversible. 
La matrice de r 1est alors la matrice inverse K 1

• 
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Notons que si A et 8 
sont inversibles 
d'ordre n, alors 
(AB)-1 = S- 1 A- 1 

226 

Démonrtration 
- Si f est bijeotive, elle admet WJe application rtèiproque r 1 qui est lintaire 

(~ proposition 8.22). Soit A li matrice de f, et B la matrice de r 1. On a 
f o r 1 = r 1 of = Id d'où AB = BA = 1. On peut donc dire que A est une matrice 
inversible, de matrice inverse B. 

- Réciproquement. si A est inversible. soit B son inverse. e t g l'application lintaire de ma
trice Bdans la base e. On aAB = BA = 1, ooncf o g =g o f = Id, cequi implique que f 
est bijeètive, d'application réciprcque g. • 

IR Changement de base 
On considère deux bases e = (e1 ,ei,. . ., e.) et ê: = (e; ,e;,. . ., e~) de J'espace vecto

riel Ede dimension 11. Soit P = (P;:j) 1,;;sn la matrice carrée telle que, pour tout j, la 
I SJS1t 

colonne j est constituée des coordonnées du vecteur ej exprimé en fonction des e; . . 
Pour tout j, on a ej = L, Pr.je;. 

i• I 

Définition 9.11 

On dit que Pest la matrice de passage de 8 à ê:. 

La matrice Pest la matrice de lapplication linéaire ldE relativement aux bases ê: et 8, 
que l'on peut écrire ainsi : 

ldE : (E,ê:)-+ (E,8) 

La matrice Pest inversible, car c'est la matrice de IdE qui est bijective. Son inverse p - 1 

est la matrice de passage de ê,' à e. 
Exemple 9.8 
Dans WI espace Veètoricl de dimension 2, COOsidérOOS une base 8 = (e1,e.J e t WJe autre base 
S = (/i Al qui s'exprime à partir de la première base de la façon suivante: 

'1 = e1 + e2 et e; = 8z - e1 

La matrice de passage de e à e· est ici p = ( : -: ). 

1 1 
On remarque que~ - 4 =2e1 et que~ + 4 = 2e,,donce1 = 2(~ - 4)et e2 = 2(~ + 4). 

La matrice de passage des à e est donc P-
1 

= ( -:~ :~ ). 

Quand on multiplie les deux matrices, on trouve bien : 

p-1 X p = ( ~ + ~ -~ + ~ ) = ( 1 0 ) = 1
2 1 1 1 1 0 

- - + - - + -
2 2 2 2 
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fl:oposition...9~8 

On considère un élément x de J'espace vectoriel E, muni des bases 8 et ê:. Soit 
Pla matrice de passage de 8 à ê:. On note X Je vecteur-colonne des coordonnées 
de x dans la base 8, et on note X Je vecteur-colonne des coordonnées de x dans la 
base 8'. Alors : 

X= PX et X= p- 1 X 

Démonrtration 
L'application Ide est dt6nie de (E,S) dans (E,8), telle que Jd,-(x) = x. L'tquation X = PX 
est seulement l'tèriture matricielle lde(x) = xdans les bases correspondantes. • 

Si l'on fuit des calculs relatifs à une application linéaire f, et si l'on veut faire un 
changement de variable, que se passe+ il au niveau matriciel ? Autrement dit, quand 

f est une application linéaire de E dans F, si l'on change les bases de E et de F, que 
devient la matrice de f? C'est lobjet du théorème suivant. 

Ihé.o.rème 
E et F des espaces vectoriels de dimensions finies. On considère les bases 8 et 8' 
de E, et les bases 'F et 'F' de F. Soit f une application linéaire de E dans F. On 
note A la matrice de f relative aux bases 8 et 'T, et B la matrice de f relative aux 
bases ê: et 'F'. Si Pest la matrice de passage de 8 à 8', et Q la matrice de passage 
de 'F à r. alors on a légalité : 

Démonrtration 
On a d'une part l' application lintairef: (E,S) -+ (F,r')de matrice B. 

D'autre part, en changeant de bases dans E et dans F, on a la composte ldF of o Ide de 
matrice Q-1AP: 

Ide : (E,S) -+ (E,S) et f: (E,S) -+ (F,7) et ldF : (F,'l') -+ (F,'T') 

D'où, avec f = ldF of o Ide, on obtient l'tgalit6 malricielle corrcsp-0ndante B = Q-1 AP. • 

Co~olla ire 

E un espace vectoriel de dimension finie, et f une application linéaire de E 
dans E. On suppose que 8 et 8' sont deux bases de E, et que P est la matrice 
de passage de 8 à 8'. Si A est la matrice de f dans la base 8, et B la matrice de f 
dans la base ê:, alors on a légalité : 

B = p - 1AP 

Démonrtration 
Il suffit d'appliquer le thtortmc prtctdent avec F = E, et avec 'T = 8et 'T' =S. On obtient 
alors Q = P, d'où l'tgalit6 B = P-1AP. • 

Exemple 9.8 (suite) 
On continue l'exemple 9.8, en considtrant les bases8 = (ei,e,) et S = (e; , ~> telles que : 

ei=e1 + e2 et e;=e2 - e1 
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On a vu que la matrice de passage de 8 à S est P = ( -1 ) 
1 

, et la matrice de passage de 

Sàé:estP-
1 

=( _:~ :~) 
&lit f l'application linéaire de E dans E dt6nie par f(ei) = ei + 2ei et f(ei) = 3e1 + 4ei. 

La matnce de f dam ta base ô est ators A = ( ~ ~ } 

D' apres le corollaire prtœdent, la matrice de f dans la base S <St : 

B=P-1AP= ( 1/2 1/2 )x( 1 3) ( 1 
-1/2 1/2 2 4 X 1 

= ( -:~ :~ ) X ( : ; ) = ( ~ 
Cela signifie donc que f(e'.,) = 5e'., + 4 et que /(4) = 2e'.,. 

-: ) 
~ ) 

Dans l'espace vectoriel E des paniers de biens, on a utilist jusqu'àprtsent la base 8 = (ei. .. ., e.), où e1 estle panier 
de bien oonstitut uniquement d'une unitt de bien i. Considtrons maintenant une nouvelle base S = (e'., , .. ., e;,>. où 
e; est le panier de bien constitu6 uniquement de bien i pour une valeur de 100 €. On ne change pas la base 'T de 
F = R2 l'rspace vectoriel des paiements de Alfred et Bertrand. 

Avec 100 €on peut acheter IOO unilts de bien i car le prix unitaire est p1, donc e; = IOO e1• 

A A 
Dans E, la matrice de passage de 8 à 8' est donc ici : 

100 
0 0 

P1 

P = 0 
100 

0 
Pz 

0 0 
100 

p3 

Dans F, la matrice de passage de 'Tà 'T <St bien sOr Q = /puisqu'on ne change pas de base dans F. 
La matrice de lapplication lintaire h qui indique la rtpartition des paiements est maintenant, relativement aux 
bascs8et 'T: 

100 
0 0 

B = Q-1AP = IAP = AP = ( 

1 1 : ) P1 
2P1 21'2 

0 
100 

0 1 1 P2 
2P1 21'2 

0 0 
100 

p3 

= ( 
50 50 I~) 50 50 

La j-iime colonne indique les paiements pour acheter un panier de 100 €de bien j. 
Un panier de 100 €de bien 1 entraîne un paiement de 50 €d'Alfred, et de 50 €de Bertrand (colonne 1). Pour 
100 €de bien 2, il y aura un paiement de 50 €d'Alfred, et de 50 €de Bertrand (colonne 2). Enfin, 100 €de bien 
3 entraîne un paiement de 0 €d'Alfred, et de 100 €de Bertand (colonne 3). 
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Calculons la répartition drs paiements s'ils ach~tent par exemple pour 300 € de bien 1, pour 400 €de bien 2, et 
pour 150 € de bien 3. Leur panier de bien est aloŒ 3e; + 4e; + l,5e;. 

( 
50 
50 

50 
50 ~OO )f ! )=( :~::+150 )=( ;~) 

1,5 

Alfred doit payer 350 €et Bertand paye 500 €. 
On voit qu'il est pratique de disposer de deux bases. Suivant la question considéree, on utilisera l'une ou l'autre. 
Si l'on connaît le budget en euros par bien, on utilise la base 8 ' ; si l'on connaît le nombre d'unités de chaque bien 
que l'on veut acheter, on utilise plutôt 8. 

ID Matrices équivalentes, matrices 
semblables 

Pour des bases 8 et 'F fixées, on a w qu' à cha<J.Ie application linéaire de E dans F 
correspond une unique matrice, et à chaque matrice correspond une unique application 
linéaire. Ainsi, tant que les bases ne changent pas, il revient au même de faire des 
calculs portant sur l'application linéaire ou de faire ces calculs avec sa matrice. 
Par contre, si 1' on change les bases, alors : 

- pour une application linéaire donnée, va correspondre une nouvelle matrice à 
chaque changement de base ; 

- pour une matrice donnée A, va correspondre une nouvelle application linéaire à 
chaque changement de base. 

Définition 9.12 

On dit que deux matrices A et B sont équivalentes si elles représentent la même 
application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F avec des 
bases différentes. 

D'après Je théorème précédent, cela implique qu'il existe des matrices inversibles P 
et Q, telles que B = Q-1AP. 

Définition 9 n 
On dit que deux matrices carrées A et B sont semblables si elles représentent la 
même application linéaire d'un espace vectoriel E dans lui-même, avec des bases 
différentes. 

D'après Je corollaire précédent, cela implique qu' il existe une matrice inversible P, 
telle que B = p- 1AP. 

ei:owiti11D.Jl.9 
Si f et g sont deux applications linéaires de même matrice (sur des espaces vec
toriels différents, ou relativement à des bases différentes) alors f et g ont même 
rang. 

POUR Al! ER PlllS .LALli 
• Démonstratim 

Sll' www.dunod.oom 
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Définition 9.14 

On appelle rang de la matrice A Je rang de toute application linéaire ayant A 
pour matrice . 

.PJoposition 9.10 

Le rang d'une matrice A est égal au rang de la fumille de ses vecteurs colonnes. 

Démonrtration 
Si f est une application linéaire d e matrice A, les VCèteurs colonnes sont les VCèteurs f (e1 ), 

.. ., f(e. ). On a rg(A) = rg(f) = dim hnf = dim Vcot (f(e1) ,. • ., f (e. )). • 

Définition 9.15 

On appelle trace de la matrice carrée A, notée tr(A), la somme de ses éléments 
diagonaux. • 

fl:o~itiQo.Jl..11 

tr(A) = a1:1 + a2:2 + ... +a.,. = .L:a;; 
i-= l 

Si A et B sont des matrices carrées d'ordre 11, et ..! e nt, on a : 

(i) tr(..!A) = ..!tr(A) 

(il) tr(A + B) = tr(A) + tr(B) 

(ili) tr(AB) = tr(BA) 

Démonrtration 

Soit A = (a1:j)1.s;_sq et B = (bi:j) J.s.i:S.n 
l.SjSn l.SjSn . . 

(1) Pour A e R, on a M = (Aa,,;) is\<• donc tr(M ) = L: Aai:i =AL: ai:i = Atr(A ). 
lSJ.S« i =l i=J 

(ll) A + B = (a;; + b;,;) i si.s• donc tr(A + B) = Î,(a;; + b;;) = Î,a,,,+ Î,b;; = tr(A ) + tr(B). 
l .SjSn i=J i=J i=J 

(Ill) Soit C = AB. On a C = (Cl:;) 1s~ tel que c;,; = Î, a,.bt:; pour tout i, j . 
l.SJ~n k=J . 

De même, soit D = BA. On a D = ( d1,;) isis• tel que d;,; = L: b1,a1; pour tout i, j . 
l .SjSn l=l 

Les traces d e C e t d e D sont donnw par : . . [ . l tr(C) = L: c;; = L: L: a,.b,.; = L: a,,b,.; 
i=l i=J k=J i ,k . . [ . l 

tr(D) = .?:df.! =.?: L:b;1at.; = ~b;1D;J 
1=1 pl l =l ) ,l 
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Changcoos les no~ des inchces dans la demii re sonune : k au lieu de j , et i au lieu de /. On 
obtient : 

tr(D) = ~ b,,,a,,, = tr(C) 
k, i 

On obtient bien tr(C) = tr(D), c ' est·à· chre tr(AB) = tr(BA). 

Attention, en général on a tr(AB) * tr(A) x tr(B). 

Par exemple, si A = B = 1., on a : 

tr(AB) = tr(ln X ln)= tr(ln) = 11, mais tr(A) X tr(B) = 11X11 = 112 

,P_roposition-9J12 
Si A et B sont deux matrices semblables, alors elles ont même trace. 

Démonrtration 

• 

Si A e t B sont semblables, alors il existe une matrice de passage P telle que B = P-1 AP. En 
appliquant la propœition pr&édente aux matrices P-1 e t AP, on obtient : 

tr(B) = tr(P-1 xAP) = tr(AP X P-1) = tr(A X PP-1) = tr(A X /) = tr(A ) • 

Si f est un endomorphisme, ses matrices dans les différentes bases sont toutes senr 
blables, ce qui justifie la définition suivante. 

lillin.i~ 

On appelle trace de l'endomorphisme f, notée tr(f), la trace de sa matrice dans 
n'importe quelle base. 

El Déterminant d'une famille 
de vecteurs 

Quand on est dans un espace vectoriel de dimension 11, il est important de savoir si 
une famille de 11 vecteurs est libre ou non. En effet, si une telle famille est libre, c'est 
alors une base de E, avec toutes les propriétés utiles des bases. De plus, quand une 
famille libre constitue les colonnes d'une matrice carrée, cette dernière est inversible. 
Enfin, si les coordonnées des11 vecteurs dans une base constituent les coefficients d'un 
système de 11 équations linéaires à 11 inconnues, et si cette famille de 11 vecteurs est 
libre, on verra que Je système a alors une et une seule solution (.- système de Cramer, 
paragraphe 5.3). 

On aimerait donc disposer d'un critère permettant de dire si une famille de 11 vecteurs 
d'un espace vectoriel de dimension 11 est libre ou non. Ce sera Je rôle du déterminant 
que nous allons définir et étudier dans cette section. En effet, dans un espace vectoriel 
de dimension 11, une fumille de 11 vecteurs est libre si et seulement si son déterminant 
est non nul. 

Nous allons commencer par faire l'étude pour 11 = 2, puis pour 11 = 3 ; enfin nous 
généraliserons à 11 quelconque. 
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Les formules de définition des déterminants sont assez complexes pour 11 ;:: 3, mais 
nous verrons à la section suivante - qui traite des déterminants de matrices - que 
certains procédés permettent de simplifier considérablement les calculs. 

Dl Formes n-linéaires alternées 
Avant de définir Je déterminant de 11 vecteurs, il nous faut voir ce qu'est une forme 
11-linéaire alternée. 

Déii.niti.PJlJl..ll 
Pour 11 e N', soit f telle que : 

f : E' -+ IR 

(111 ; ... ; 11. ) 1-+ f(111 ; ... ; 11.) 

• On dit que f est une forme n-Jinéaire si, pour chaque j fixé, f est linéaire par 
rapport à la variable 11 j· 

Cela signifie donc que pour tout indice j, et pour tous réels A,µ, on a : 

f(111 ; ... ; Auj + µ1~; ... ; 11. ) = Af(111; ... ; 11j; ... ; 11.) +µf(111 ; ... ; r~; ... ; 11.) 

• On dit que f est alternée si f(11 1; ... ;11.) = 0 dès que deux des variables 
ui, ... , lln sont égales. 

• On dit que f est antisymétrique si elle est changée en son opposé dès que J' on 
intervertit deux des vecteurs u1, ... , Un. 

Remarquons que dans ces définitions, chaque "i est un vecteur de E. 

Exemple 9.9 
Supposons que n = 2 et E = R2

• 

Si (1t1,J1.2) E E2
, alors U] et J12 sont œs éléments de R2

, donc peuvent s'écrire U] = (llJ;],llJ:2) 

et,., = (11" "'".l· 
L'application f: E' -+ R définie par / (1ti.•'2 ) = 1t1,1•'2,1 + 1t1,2112,2 est une Conne 2-lintaire. 
Elle n' est pas altcmfe ni antisymétrique. 

On énonce maintenant une proposition qui sera utile lors de l'étude des propriétés des 
déterminants. 

f.topositioo.._9.J 3 

Une forme 11-Jinéaire est alternée si et seulement si elle est antisymétrique. 

Démonrtration 
Considérons donc une Conne n-linéaire f . 
- Supposons f alternée. AloŒ p-OUr tous VCèteuŒ "' ~'" ... , "•de E, on a : 

/ (1t1 ~J12,U1 +u2,U3, ... ,u,. )= O 
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On a aussi par lintarit6 : 

f(u1 + 11i,u1 + J1.2,U3, ... , U11 ) = f(UJ,UJ + J1.2,uh ... , U11 ) + f(u2 ,U1 + J'2,U3, . .. , U11 ) 

= f(ui,u1 ,u3, .. . ,u.,,.) + f(u1 ,11i,u3, . .. , u.,.) 

+ f(11i ,u1 ,u3, ... , u11 ) + f(11i ,u2,u3,. .. , u11 ) 

Conune f est altcm<le. on a f(1t1.1t1.1h ..... 11.l =Oct [(1., ,11,.11, ..... 11.l = O. d'où: 

f(u1 + u.2,u1 + 11i,u3, . .. , u11 ) = f(ui,u2,uh ... , u.,.) + f(u2 ,ui,u3, ... , u11 ) 

Conune /(ui + 11i,u1 + u2,u3, ... ,u11) = 0 , cela implique: 

f(u1 ,J1.2,U3, ... , 11,i ) + f(u2 ,U1,U3, ... , 11,i ) = 0 
D'où: 

f(u2 ,U1,U3, ... ,U11) = - /(u1,J'2,,U3, ... ,U11) 

La fonction f est donc chang<le en son oppos6 ~que l'on interverti t "' e t 112 • 

On montre de la même façon que f est chang<le en son oppos6 quand on intervertit ·~ et 
";. avec i 1' j. On a donc dtmontr6 que f est antisym6trique. 

- Réciproque. Suppœons que f est antisym6trique. 

Pour tous vecteurs u1,u2 , ... , 11n de E, on a: 

f(u2,u1,10 , ... ,u,.) = - f(u1,u2,10 , ... ,u,.) 

Supposons 111 = "" 
On a alors f(ui,ui,u3, • •• , 11,i ) = - f(ui,ui,u3, ••• , 1~ ), d'où: 

f(ui,u1 ,u3, .. . , u11) = 0 

La fonction f est donc nulle ~ que "' = 112 • On montre de même que f est nulle d~ que 
deux des 11, sont égaux. On a donc démontr6 que f est altem<le. • 

RI Déterminant d'un couple de vecteurs 
(cas n = 2) 

On suppose ici que E est un espace vectoriel de dimension 2, de base 8 = (e t; e2). 

On voudrait pouvoir dire à l'aide d'une fonction simple du couple de vecteurs (x; y), 
si celui-ci est libre ou pas t. 

Si l'on trace deux vecteurs x et y dans le plan, on voit que (x; y) est une famille liée 
quand x et y sont colinéaires, c 'est-à-dire quand le parallélogramme de cotés x et y est 
aplati. 

Le parallélogramme est aplati si et seulement si son aire est nulle. Il nous suffirait donc 
de dire que le couple (x; y) est libre si et seulement si l'aire du parallélogramme est 
non nulle. Ceci nous amène à définir le déterminant de deux vecteurs, qui permet de 
mesurer cette aire. 

1 On aurait pu noter œ couple de vecteurs (ut; ui) pour hannonîser avec les sections 21 et 2.4, mais on 
prélère le noter (x; y) poor plus de lisibilité. 
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()Si (x;y)est libre, le parallélogramme 
n'est pas aplati, son aire est stricte
ment posit ive 

o s; (x;y) est liée, le parallélogramme 
est aplati , son aire est nulle 

• Figure 9.2 Le parallélogramme de côtés x et y 

Définition 9.18 

Soit xet y deux vecteurs de E, qui s'écrivent dans la base 8 = (e1;e2) de la façon 
suivante : 

x = x1e1 + x2e2 et y = y1e1 + y2e2 

On appelle déterminant du couple de vecteurs (x; y) de E dans la base 8, le 
nombre : 

On note ~t(x; y) = 1 ;~ 

Proposition 9.14 

YI I· Y2 

La fonction ~t a les propriétés suivantes : 

(i) On a dgt(e1 ; ei) = 1. 

(il) La valeur absolue de dgt(x; y) est égale à l'aire du parallélogramme de cotés 

x et y, quand on prend pour unité de mesure l'aire du parallélogramme de 
cotés e1 et e2• 

(ili) La fonction ~test une forme 2-linéaire alternée. 

(iv) La fonction det est la seule forme 2-linéaire alternée f de E2 dans nt, telle e 
que f(e1; ei) = 1. 

Démonrtration 
(1) Si x = e1 e t y = e,, alors on a x1 = 1, x, = 0, y1 = 0 e t y2 = 1, donc : 

dgt(e1; e,) = 1 x l-OxO= 1 

(Il) li s'agit d'un exercice de gé<lmétrie plane que l'on laisse au leoteur (il faut faire un dessin 
e t connaître un peu de trigonométrie). 

(Ill) Montrons que <Jgt est linéaire par rapport à la premiire variable. 

<!gt(X + X;y) = (x1 + Xih2 - (X, + 4)1JJ = XJ!/2 - X.YI + XiY2 - 4Y1 

= dgt(x; y) + dgt(x'; y) 
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e t 
d2t(Jx;y) = (Jx1)y, - (Jx,)y1 = J(x1y, - x,y1) = Jd2t(x;y) 

On peut montrer de la même façon que : 

d2t(x;y + y')= <Itt(x;y) + <Itt(x;y') 

e t 
dzt(x; kJ) = ,! dgt(x; y) 

L'application dgt est donc bien une forme 2-linéaire. 

Elle est alternée car <Itt(x; x) = x1 x, - x2x1 = O. 

(lv) Montroœ que dgt ainsi dt6nie est la seule fonction satisfaisant les hypot~es exigées. 

Si f est une forme 2-lintaire altcrnU, avec f(e1; e,) = 1, alors : 

f( x;y) = f( x1e1 + x,e2 ;y1e1 + y,e,) = xif(e1 ;y1e1 + y,e,) + x,f(e2;y1 e1 + y2e,) 

= x,yif(e,; e, ) + x,y,f(e,; e,) + x,yif(e,; •1) + x,y,f(e,; e,) 

Et comme/ est alternée, on af(e1; e1) =Oct f(e2 ; e,) =O. D'où : 

f(x;y) = x,y,f(e,; e,) + »Yif(e,;e,) 

f est 2-linéaire altcrnU, donc elle est antisymétrique (~ prop-Osition 9.13). On a donc 
f(e2;e1) = - f(e1;e,). Commef(e1 ;e,) = 1 par hypoth~, on a 6nalemcnt: 

f(x;y) = x,y, - '2Y1 

On a donc montrt que si f est une forme 2-linéaire lltcrnU, avec f(e1; e,) = 1, alors nUes
sairemcnt f(x;y) = x1y2 - x,y1• On a donc bien l'unicit6. • 

On énonce maintenant la propriété importante du déterminant, qui en fuit un outil pour 
déterminer si un couple de vecteurs est libre ou pilS. 

Proposition 9 .15 

(x; y) est une famille liée ~ ~t(x; y) = O. 

Démonrtration 
Led6terminant mesure l'aire du parallélogramme de cotts xet y. Il est donc normal de trouver 
(x; y) liée .,. det(x; y) = O. otmontrons le toutefois directement avec la formule explicite du 
d6tenninant. 

- Supposons que (x; y) est li6c. Une famille est liée si l'un des vecteurs est combinaison 
lintaire des autres vecteurs. Ici cela revient à dire que l'un des vecteurs est tgal au produit 
de l'autre vecteur par un scalaire. 

Supposons par exemple que y = Jx, où J e R (la dtmonstration est la même si x = ,!y). 
Alors: 

d2t(x;y) = x1y, - x,y1 = x1(.lx,) - x2 (Jx1) = 0 

D'où (x;y) liée=> det(x;y) =O. 

- Pour montrer qu'il s'agit d'une tquivalcnce, suwlsom maintenant que (x; y) est libre. 

Le couple (x; y) forme alors une base de E car œbi<i est de dimension 2. Les vecteurs e1 

et e2 s'écrivent donc comme combinaisom lintaires de x et de y : pour tout j, il existe des 
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réels A;etµ; tels que•;= A;x + µ; y. On a: 

df t(ei;ei) = df t(À.1x + µ1y;A2x + µ2y) 

= ,1.1 ~t(x; A2x + µ2 y ) + µ 1 dgt(y; A2x + µ2 y) 

= A1A2 <Ift(r, x) + A1µ 2df t(x;y) + µ 1 A2df t(y;x) + µ 1µ2 df t(y;y) 

= A1µ2 dg t(r,y) + µ 1A2 dg t(y; x) (cardgt est altemfe) 

= (A1µ 2 - µ 1A,)dgt(x;y) (car ~t est antisymlrique) 

On adgt(e1; e,) = 1 et dg t(e1; e,) = (,1.1µ 2 - µ 1A,) dgt(x;y) donc ~t(x; y) l' 0 

On a montré que (x; y) liu => det(r, y) = 0, et que (x; y) libre => det(x; y) l' 0, donc on a 
bien l'équivalence: (x;y) liu.,, dgt(x;y) = O. • 

La proposition précédente est bien sûr équivalente à : 

(x; y) libre ~ dzt(x; y) l' 0 

Exemple 9.10 
&lit X et y deux vecteura, X et y les vecteurs<Olonnes de leura coordonnées dans une base e . 

- Six = (; ) etr = ( ~ ) . a1ors<1gt(x;y)= I; ~ 1= 2x5- 3x4 = 10-12 = - 21'0, 

donc la fanùlle (x; y) est libre. 

- Si X = ( : ) Cl y = ( ~ ) • alors dgt(x; y) = 1 : ~ 1 = 4 X 9 - 6 X 6 = 36 - 36 = 0, 

donc la fanùlle (x;y)est tif<>, les deux vecteura sont colintaires. On remarque que Y = ~X. 

RI Déterminant d'une famille de 3 vecteurs 
(cas n = 3) 

On suppose ici que E est un espace vectoriel de dimension 11 = 3 (par exemple 
E = JR3

), de base 8 = (e t; e,,e3). On veut ici aussi pouvoir dire facilement si une 
famille de 3 vecteurs est libre ou non. On va procéder comme pour un couple de vec
teurs, mais au lieu de considérer la surfuce du parallélogramme de cotés x et y, on 
considère Je volume du parallélépipède de cotés x, y et z. La famille (x; y; z) est libre 
si e t seulement si Je volume de ce parallélépipède est non nul. On veut utiliser une 
fonction ~t(x; y ; z) qui permette de mesurer Je volume du parallélépipède. On aura 

ainsi (x; y; z) libre ~ ~t(x; y; z) l' O. 

Dmoition 9.1.9 
Soit x, y et z trois vecteurs de E, qui s'écrivent dans la base 8 = (e t; ei ;e3) de la 
façon suivante : 

{

X = Xtet + X2e2 + X3e3 
y = Ytet + y2e, + y3e3 
z = ztet + 12e2 + z3e3 
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On appelle déterminant de la famille de vecteurs (x; y; z) de E dans la base 8, 
le nombre : 

~t(x; y ; z) = X1Y2Z3 + X2Y3Zl + xw1 z2 - X1Y3Z2 - X2Y1 Z3 - xw2z1 

1 

x, 
On note ~t(x; y; z) = x2 

X3 

,eroposition--9, 16 

Y1 

Y2 

Y3 

Z1 1 z2 . 

Z3 

La fonction ~t a les propriétés suivantes : 

(i) On a dft(e1; ez; e3) = 1. 

(il) La valeur absolue de dlt(x; y; z) est égale au volume du parallélépipède de 

cotés x, y et z. quand l'on prend pour unité de mesure le volume du parallé
lépipède de cotés e1, ez et e3. 

(ili) La fonction ~test une forme 3-linéaire alternée. 

(iv) La fonction det est la seule forme 3-linéaire alternée f de E3 dans nt, telle e 
que f(e1; e2; e3) = 1. 

Démonrtration 
Cette prop-Osition correspond au cas n = 3 de la proi:osition 9. 18. 

Proposition 9 .17 

lr. y; z) est une famtlle ltèe ~ dftlx; y; z) = O. 

Démonrtration 
Cette prop-Osition correspond au cas n = 3 de la proi:osition 9. 19. 

Exemple 9.11 

• 

• 
&lit x, y e t z trois vcoteurs, X, Y e l Z les vccteura<elonnes d e Jeurs coordonnfes d ans une 
base S. 

-~X= U } Y=U} el Z=( ! } alors: 

del(x; y; z)= 1 ~ ~ O 1 = (! x0x 3) +(2x4x0) +(3 x2x J) - (lx4x l ) 
& 3 4 3 

- (2 x2 x 3) - (3 xO xO) 

= 0+0+6 - 4 -12 - 0 = -10 1' 0. 

La famille (x; y; z) est donc libre. 
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- S1 X = ( _: } Y = ( ~ } et z = ( _ ~ } ruocs: 

df t(x;y;z)= I ; ~ l = [lx 3x(-l )]+(lxlx4) +[(-l ) x2x5] 
-1 -1 

-(1x1 x5) - [l x2 x(-1 )] - [(-!) x3 x4] 

= - 3 + 4 - JO- 5 + 2 + 12 = O. 

La famille (x; y; z) est donc Jiu . On remarque que Z = 2X + Y. 

n:I Déterminant d'une famille de n vecteurs 
(n quelconque) 

On suppose maintenant que E est un espace vectoriel de dimension 11, de base 
8 = (e1; ... ;e.). Pour pouvoir dire facilement si une famille de 11 vecteurs de E est 
libre ou pas, on utilise le déterminant d' ordre 11. La fonction dzt(111; ... ; "•)va mesurer 

le « volume du parallélépipède» en dimension 11, de cotés 11., ••• , "•• où les 111 sont 
dans E. Le volume sera nul si et seulement si la famille (111; ... ; "•)est liée, c'est-à-dire 
dzt(111 ; ... ; lln) = 0 si et seulement si la famille est liée. 

Ici aussi on prend comme unité de mesure le volume du parallélépipède de cotés e1, 

ei, ... , en. 

Avant d'introduire le déterminant d'ordre 11, il nous faut d' abord expliquer ce qu'est 
la parité (ou signature) d'une permutation. 

l2.éf.in.i~,i.1) 

On dit que (i1 ,. . ., i.) est une permutation de (I; 2 ; ... ; 11) s'ils' agit d'une façon 
de ranger les 11 nombres entiers 1 ; 2 ; ... ; 11, en faisant apparaître chacun d'eux 
une et une seule fois. On note <T. l'ensemble de ces permutations. 

• On dit que (i1 ,. . ., in) est une permutation paire, si on l'obtient à partir de 
(1 ;2; ... ;11) en procédant un nombre pair de fois à une interversion de deux 
nombres. 

• On dit que (i 1,. . ., in) est une permutation impaire, si on l'obtient à partir de 
(1 ;2; ... ;11) en procédant un nombre impair de fois à une interversion de deux 
nombres. 

Par exemple, ( 1 ;2 ;4 ;3) est une permutation impaire, qui s'obtient à partir de 
( 1 ;2 ;3 ;4) en permutant 3 et 4 (une seule interversion de deux nombres). 

Par contre, (2 ;I ;4 ;3) est une permutation paire, qui s'obtient à partir de (1 ;2 ;3 ;4) en 
permutant 3 et 4, puis 1 et 2 (deux interversions de deux nombres). 

Nous pouvons maintenant déterminer la fonction dzt(111 ; ... ; lln) qui satisfait les pro

priétés recherchées. 
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Soit 111. •• ., "• des vecteurs de E. Chaque vecteur" j s'écrit comme combinaison 
linéaire des vecteurs de la base 8 : pour tout j, il existe des réels a 1 ;j • ... , an;j tels 
que on a : . 

llj = L:a;:~1 
i• I 

On appelle déterminant de la fumille de vecteurs (111 ; ... ; 11n) de E dans la base 8, 
Je nombre : 

dgt(111; ... ; 11.) = L ±aua;,2 ••• a;.,. 
( i1, ... , .. )Ecr,. 

Le signe devant a;,;1a;,;2·· .a;.;n est plus si la permutation (i1,. . ., in) est paire, et Je signe 
est moins s' ils' agit d'une permutation impaire. 

On note : cizt(111; ... ; lln) = 1 ~.1.' 1 ~'.:" I 

an;l an;n 

Pour bien comprendre cette définition, on peut vérifier qu'elle redonne les définitions 
déjà vues pour 11 = 2 et 11 = 3. 

On peut maintenant énoncer en dimension 11 une proposition déjà vue pour 11 = 2 
(.- proposition 9.14) et pourn = 3 (.- proposition9.J6). 

l!r:opositioJJ-9.18 

La fonction dgt a les propriétés suivantes : 

(i ) On a ~t(e 1; ... ; e. ) = 1. 

(ii) La valeur absolue de dgt(111 ; ... ; 11n) est égale au volume du parallélépipède 

(c::u ùi1uc:atsiuu11) ùc:: Wlés u1, ... Un, 4uauù l'uu pn:uù puw· uuilé ~ 1u~un.:: 
Je volume du parallélépipède de cotés e1, ... e •. 

(iü) La fonction dgt est une forme 11-Jinéaire alternée, antisymétrique. 

(iv) La fonction dgt est la seule forme 11-Jinéaire alternée de E" dans nt, telle que 

dgt(e1; ... ; e.) = 1. 

.ei:opositioo_9_.19 

(111; ... ; lln) est une famille liée ~ cizt(111 ; ... ; 11n) = 0 

Démonrtration 
- Supposons (111; ... ;11.) life. Alors l'WI des vcoteurs est combinaison lintaire des autres, par 

•-1 

exemple 11,, = ~ A,11,, où les A, sont dans R. Donc ; 
i=I 

n-l -1 

det(111; ... ;11.) = det(111; ... ;11._1; '\' A,11,)= '\' A,det(111; ... ;11,,_1 ;1~)= 0 s s LI LI s 
puisque di t est altemfe. 

i =l i =l 

POUR AUER PLUS J.QIN 

• Démonstratim 
Sll' www.dunod.oom 
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- S upposons (u1; ••• ;u11) lîbre. Alors (u1; ••• ;u11) forme une base de E. Les vecteurs e1, 

e2 , ... , e,. s'écrivent donc conune oombinaisons linéaires de u1 , ... , u11 • Pour tout j, il existe 

des scalaires A1;, .. , A.,; tels quee; = i'.: A,,;1~. On a: 
i=l 

. . 
= ~··· ~ A,,,1 ... .l;,,.dft(11,,; ... ;1~.) 

it=l 4.=l 

Conune ~t est altemfe, on peut éliminer to~ ks termes où apparaissent deux fois le 

tœme vecteur, d' OÙ : 

~t(e1 ; ... ;e.) = ~ A,1,1 ... A, •• ~t(1~1 ; ••• ;1~.) 
( it .... ,4.)67" 

et conune dît est antisymttrique : 

dÎt(e1; ... ; e.) = [ ~ ±A,1,1 ... A;,,.] X dft(111; ... ; 11.) 
( i1 •...• -.)6T .. 

Le signe devant A,,,1 . .. A,.,. est plus si la permutation (i1,. . ., i.) est paire, e t le signe est 
moins s'il s'agit d'une permutaticn impaire. 

Puisque df(e1; ... ; e.) = 1, on a donc nfeessairemcnt dzt(1t1; ... ; 11. ) 1' O. 

On a donc bien montré que (1t1; ... ;11.) libre entraîne que <Itt(111; ... ;11.) 1' O. 

D Déterminant 
d'une matrice carrée 

• 

Quand on a une matrice carrée d'ordre 11, ses 11 colonnes définissent naturellement 11 

vecteurs-colonnes de dimension 11. Cela nous permet de définir Je déterminant d' une 
matrice carrée à partir du déterminant de la famille de ses vecteurs-colonnes. 

Dl Définition et propriétés 
Définjtion 9 22 

Si A est une matrice carrée d'ordre 11, on appelle déterminant de A, noté det(A ), Je 
déterminant de la famille de ses vecteurs-colonnes dans la base canonique de nt•. 

Autrement dit, si A = (a;:j) tsi9t • notons Uj = ( ~.'.:j ) Je vecteur-colonne 
1s .19t an;j 

correspondant à la j -ième colonne de A. Alors det(A) = ~t(U1 ; ••• ; V.), où 

e = (e1; ... ;e.) est la base canonique de nt• ~exemple 8.5 pour la définition 
de la base canonique). 



Chapitre 9 Matrkes. détenninants et systèmes d'équations linéaires 

flopositioo_9 .20 

- Si A = 1 •• alors det(A) = 1. 
- Si A est une matrice diagonale, alors det(A} est égal au produit des éléments 

diagonaux de A. 

Démonrtration 

- Si A= I. = ( ~ : ~ } alorsdet(A) = <!gt(e1,. • ., e.) = 1 

- Si A est WJe matrice diagonale, aloŒ il existe A,, .. , A., tels que A = ( f 0 

0 
On a donc par la n.-Jinéarité : 

det(A) = dgt(A1e1; ••• ;A.e.) = A1 ••• A,dgt(e1; ••• ;e.) = A1 ••• ,i. 

Proposition 9.21 

Règles de calcul sur les colonnes 

(i) Si une colonne de la matrice A est combinaison linéaire des autres colonnes, 
alors det(A) = O. 

(il) On ne modifie pas un déterminant si on ajoute à une colonne une combinai
son linéaire des autres colonnes. 

(ili) Si on multiplie tous les éléments d' une colonne de la matrice A par un sca
laire A, alors Je déterminant est multiplié par A. 

(iv) Si on intervertit deux colonnes de la matrice A, alors Je déterminant est mul
tiplié par - 1. 

Démonrtration 

• 

(1) Si U; est combinaison tin6aire des autres u,, p-Our i 1' j, alors la famille ( U1; ••• ; U.) est 
lite, donc son déterminant est nul. 

(Il) S upposons par exemple que l'on ajoute à la première colonne une combinaison lin6aire 
des autres colonnes. 

<!gt (u1 + Î, u,; u,; ... ; u.) = dgt<U,; u,; ... ; u.> + <tgt (t u,; u,; ... ; u.) 
~ ~ 

On a dgt (t, u,; U2; ••• ; u.) = Od'apres (l),donc : 

dgt (u1 + t u,; u,; ... ; u.) = ~t( u,; u,; ... ; u.> 
l=2 

(Ill) dgt(U,; ... ; AU;; ... ; u.) = A <!gt( u,; ... ; U;; ... ; u.) par la n.-Jin6arité. 

(lv) Intervertir deux colonnes de A signifie caleuler dgt( U,; U,; ... ; U.) en intervertissant deux 

VCèteuŒ. Mais <Jgt est une fonction antisymétrique, donc elle est multipliée par -1 quand on 

interverti t deux vecteurs. • 
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fr.oposition_9.22 
A une matrice carrée d'ordre 11, et AT sa transposée. Alors det(AT) = det(A). 

Démonrtration 
Nous domom ici seulement l'idfe générale de la dtmoœtration. 

det(A) = _L ±a;1:1l1i2:2 ••• a\.'" 
( if, ... ;it)Eu .. 

On somme ici les produits den facttura, en prenant à chaque fois un seul facteur par ligne e t 
un seul facteur par colonnc La somme se fait sur toutes les permutatiom, c 'cst ·à·clire toutes 
les façons d'ordonner les nombres de 1 à n, avec un signe pl~ s'il s'agit de permutations 

paires, et WI signe moins pour une permutation impaire. 

det(AT) = L: ±au,a'2:ii ... a11;;" 
( i,, .... ~)Eu .. 

Ici aussi on somme les produits de n facteurs, en prenant à chaque fois un seul facteur par 
ligne e t un seul facteur par colom e. Au lieu de considtrer la permutation qui fait passer de 
(1; ... ; n) à (i1; ••• ; i.) (comme dans det(A)), on coœidire ici pour det(AT) la permutation qui 
fai t passer de (i1; ••• ; i.) à (l; ... ; n). Mais ces permutatiom ont même parité. On aura donc 
dans det(A) e t dans det(AT) des sommes avec les mêmes termes, e t avcc les mêmes signes. 
D'où det(A) = det(AT). • 

Puisque det(A) = det(AT), tout ce que l'on adit suries colonnes d'une matrice est vrai 
suries lignes. D'où la proposition suivante. 

fl:oposition.9~23 

Règles de calcul sur les lignes 

(i) Si une ligne de la matrice A est combinaison linéaire des autres lignes, alors 
det(A) = O. 

(il) On ne modifie pas un déterminant si on ajoute à une ligne une combinaison 
linéaire des autres lignes. 

(ili) Si on multiplie tous les éléments d'une ligne de la matrice A par un scalaire À, 

alors Je déterminant est muhiplié par A. 

(iv) Si on intervertit deux lignes de la matrice A, alors Je déterminant est multiplié 
par - 1. 

Démonrtration 
On applique les propositions prtctdentes à AT. Les colomes de AT sont les lignes de A, d'où 

cette proposition • 

Proposition 9.24 

Soit A et B deux matrices carrées d'ordre 11. Alors : det(AB) = det(A) x det(B). 

Démonrtration 

Notom A = (a;,;hs\S• e t B = (b;,;hs•.sn . On a AB= C, où C = (c;,;hs\S•· 
l.SJSn lS.i:Sn l.SJSn 

Notom v, le vecteur correspondant l la ligne k de la matrice B. 
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Notoœ IV, le vcoteur correspondant à la ligne ide lamatriceC. 

Vk = (bt;J , ... , bk11 ) et \V1 = (Ci:1' · .. , Gl;aoi) . 
Par définition du produit de deux matrices, on a c1:i = _L: a1'.kbk'.i pour tout i, j, donc : 

k=I 

Le détenninant de C s'~rit: 

del( C) = dct(IV1; ... ; IV.) = dct (i>''' V,; ... ; ta.,, v,) 
k=l k=l 

donc: 

det(C) = f ... fa'*, ... a • .., dgt(V,,; ... ; V .. > 
k1=l k,.=l 

Comme dgtest altemole, <igt(V,1; ... ; v,,.)est non nul seulement si k1, ... , k. sont tous distincts, 

d'où: 

det(C) = _L: a'*1 ... a,,.., <igt( V,1 ; ... ; V,,.) 
(k1: ... ;~" 

_L: ±a'*• ... a.,,. dgt(fi; ... ; V.), 
(k1: ... ;~" 

où le signe correspond à la parité de la pennutalion de (k1; ... ; k.). 
D'où: 

det(C) = [ _L: ±a'*1 ... a ... ] x <igt(V1: ... ; V.) 
(k1: ... ;k,JEu .. 

= det(A ') X det(V,; ... ; V.) = det(A 7 ) X det(B) = det(A) X det(B) 
t. 

On a donc bien trouvé det(C) = det(A) x dct(B). • 

fl:opositio11 .. ~.25 

Si A est une matrice carrée, on a: A inversible~ det(A) *O. 

De plus, si A est inversible, on a alors det(A- 1) = -
1
-. 

det(A) 

Démonrtration 
A est la matrice d'un endomorphisme f relativement à la base canonique 8 = (e1; ... ;e.) 
de R". La matrice A est inversible si e t seulement si .f est bijective( .. proposition 9. 7). 

Mais f est bijective si e t seulement si rg(j) n, c'est-à-Oire si e t seule
ment si (f(e1); ... ;J(e.)) Conne une base de R". Ceci est vrai si e t seulement si 
<Igt(f(e1); ... ;J(e.)) *O. 

Comme dct(A) = <1gt(f(e1); ... ;J(e.)), on a donc A inversible<"> det(A) *O. 

De plus, si A est inversible, sa matrice inverse A"'1 est telle que A x A"'1 =A "'1 x A= 1., donc 
1 

det(A) xdet(A"'1) = det(I.) = 1, d'où det(A-1
) = dct(A)' • 
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1.111 Calcul pratique du déterminant 
d'une matrice 

Plus une matrice carrée est grande, plus son déterminant est a priori compliqué à cal
culer. Toutefois, comme il s'agit d'une forme 11-linéaire, on va pouvoir, en « dévelop
pant» Je déterminant, se ramener â une somme de déterminants plus petits donc plus 
simples. C'est ce que montre la proposition suivante. Introduisons d' abord quelques 
définitions. 

Déf.i.!l.itiQDJ!.23 

Soit A est une matrice carrée d'ocdre 11, et ar.j un élément de cette matrice. 

• On appelle mineur de a;;j. noté M;;j. le déterminant de la matrice d'ordre 11 - 1 
obtenue en supprimant la i-ièrne ligne et la j -ième colonne de A. 

• On appelle cofacteur de a;;j. le nombre A;;j = (- Ji+j M;:j· 

On va montrer maintenant une formule très utile pour les calculs, car elle permet de 
ramenerun calcul de déterminant d'ordre 11 à des calculs de déterminants d'ordre 11 - I, 
plus simples. 

fl'.opositiQD..9.2-6 

Soit A = (ar.j) ts;sn une matrice carrée d'ordre 11. 
ISfSn 

Pour tout j, on peut développer det(A) suivant la j -ième colonne : . 
det(A) = L:a;;~;;j 

i• I 

Pour tout i, on peut développer det(A) suivant la i-ième ligne : det(A) = Î, ar.jA;;j· 
ja l 

Démonrtration 
Montrons ceue formule poor Je dévcloppcment suivant la première colonne. On a : . 

det(A) = .L: :l:a;1:1a12:2 ···llf,.:n = .L:a11:1 .L: ±ah:2 ···ai,.:n 
(i1 .... ,i,.)Eu,. i1=l (ii, ... ,i,Javee 

(i1 ..... ~ .. . 
= ~ n., .. i(-J )i1+l ~ L..J...., L..J ±aa2 ... a;,.;n , 

it=l (il, ... i..)pttmUaidoa 
de(2: ... :n) 

où Je signe est positif si e t seulemcnl si (i,, .. ., i.) est une permutation paire de (2; ... ;n). 

D'où: . . . 
det(A) = .L:a,"1(-lf''1M1" 1 = .L:a,,1(-1)"

1M1,1 = .L:a1,1A1,1 

h~ i~ ~l 

On a donc prouv6 la formule pour Je dclvcloppcmcnl suivant la prcmiire colonne. Le prin
cipe est Je même pour les autres colonnes. Comme Je déterminant d'une matrice est égal au 
dclterminant de sa transp-0séc, on a les mêmes formules en développant suivant une ligne. • 
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Exemple 9.12 

Soit A = ( ~ ~ ! } On veut calculer D = det(A ). 

Dévcloppoos D suivant la première colonne : 

D = I~ ~ !1 = 2xl~ ~l - 3xl~ ~l+ l xl! 
= 2 X (20 - 6) - 3 X (5 - 0) + 1 X (3 - 0) = 28 - 15 + 3 = 16 

On aurait pu aussi développer D suivant par exemple la première ligne : 

D = I~ ~ !1 = 2xl~ ;1 -1 xl~ ;1+oxl~ 
= 2 X (20 - 6) - 1 X (15 - 3) + 0 = 28 - 12 = 16 

0 
3 

4 

2 

Quand une colonne (ou une ligne) comporte beaucoup de 0, Je déterminant est plus 
facile à calculer en développant selon cette colonne (ou cette ligne). On peut se ser
vir des règles de calculs selon les colonnes (.- proposition 9.21) ou sur les lignes 
(.- proposition 9.23) pour faire apparaître des 0 sur une colonne (ou une ligne), puis 
développer Je déterminant selon cette colonne (ou cette ligne). 

Exemple 9.13 

Calcul de D = 1 ~ ! I· 
IO 12 15 

En enlevant la première colonne à la deuxième : D = i 1g ~ 

De même on enlève la première colonne à la troisième : D = 1 

! I· 15 
1 0 
5 3 

10 2 ! I· 
Maintenant on développe suivant la première ligne : D = 1 x 1 ; ~ 1 = 15 - 2 = 13. 

Exemple 9.14 

Calcul de D = 1 ~ 
4 
9 
5 l~ I· 

Tous les éléments de la première ligne sont multiples de 2 , tous ceux de la deuxième sont 
multiples de 3, on peut donc factoriser par 2 x 3 ( .. proposition 9.23 (ül )), d'où: 

D = 2x3xl : ~ 1 

Maintenant on retranche la première ligne à la deuxième, e t on retranche la première ligne à 
la troisième( .. proposition 9.23 (Il)) : 

D = 6xl~ ~ !I 

Pour finir, on développe scion la première colonne : 

D = 6xlxl ~ ! 1= 6x(4-3)= 6 
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fl:oposition...9~2Z 

Si A est une matrice triangulaire, supérieure ou inférieure, alors det(A) est égal au 
produit des éléments diagonaux de A. 

Démonrtration 
Montron..$ ce ré.$ultat pœr le.$ matrice.$ triangulaire.$ s:upérieut'C.$1 par- récurrence s:ur lordre n 

de la matrice. 

. ( DM DJ·2 ) Ù Le rés:uhat cst vraa pourn = 2 cardct 0 · a
2

;
2 

= a1:1D2:2 - Xa12 = a1:1Di2· 

Supposons que le résultat est vrai jusqu'à l'ordre n - 1, e t montrons qu'il est vrai à l'ordre n. 

Si A est triangulaire supérieure d'ordre n, alorsdet(A ) = 

DJ:J 

0 
0 
0 

a1.2 

a'2:2 

0 
0 0 

En développant A suivant la prcmiire colonne(• proposition 9.26), on obtient : . 
det(A) = ~ a1,1A1,1 avec a1,1 = 0 poor tout i > 1 

i=I 

Cela donne det(A) = a1,1A1,i. où A" est le cofacteur de a 1,1• Le nombre A1,1 est le détermi
nant d'une matrice d'ordre n - 1, obtenue en enlevant à A sa prcmiire colonne e t sa prcmiire 
ligne. On voit donc que A1 ,1 est le déterminant d'une matrice triangulaire suptrieure. O'ap~ 
l'hyp-Ot~ de lièurrcnce au rang n- 1, on aA 1,1 = a2,2a30 ... a,, •. 
D'où finalement det(A) = a,,,A,,, = a,,,a,2a30 ... a •• qui est le resultat recherché. La pro
priélé est donc vraie pour les matrices triangulaires suptrieures. 

Si A est une matrice triangulaire infmeure, alors sa transp-0s6c A' est triangulaire supmeure, 
e t a les mêmes él6ments diagonaux que A, d'où : 

det(A) = det(A') = a 1 ,1a22a,,,. . . a.,. 
La propriété est donc vraie aussi p-0ur les matrices triangulaires inférieures. • 

IM Calcul de l'inverse d'une matrice carrée 
On peut calculer l'inverse d'une nutrice carrée inversible à l'aide de son déterminant 
et des cofucteurs, comme le montre la proposition ci-dessous. Nous verrons à la sec
tion 6 une autre méthode pour calculer l'inverse d' une matrice, dite méthode du pivot 
de Gauss. 

Proposition 9.28 

Si A est une matrice carrée inversible, alors : 

- 1 1 -
A = det(A)A, 

où A est la transposée de la matrice des cofacteurs. 

Démonrtration 
Il s'agit de montre r que A xA =A xA =(del A) x 1 •. 

A= (b1,;), ... , où pour tout i, j, on ab;,;= A;; =cofacteur de a;; (• définition 9.23). 
S .fS" 
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A x Â = (c11) une matrice carree d'ordre n . 
. l.Si:j~ 

Pour tout ;,j, on acs:j = _L:a1'.kb1c.j = _L:ai:kAJ.k· 
k k 

Pour tout i, on a c,,, = _L: a;,A,,, qui est égal au dé»eloppement de det(A) suivant sa i-ième 
k 

ligne, donc cs:i = detA (~ p(oposilion 9.26). 

Si i 1' j, on a c;; = _L: a,,,A J.• est le dclveloppcmenl du dclterminant de la matrice D qui est 
k 

identique à A, sauf pour sa j-ième ligne qui est formédesa,,,. La matrice Da donc deux lignes 
identiques: les lignes i e t j. Cela implique que son délerminaol est nul (~ proposition 9.23 
règle de calcul suries lignes). 

On a donc montré que A x Â = (c1;) • • où c,,, = <lct(A) e t c1; = 0 si i 1' j. 
l.S,:}Sn 

Autremenl dit, on a momréquc A xÂ = det(A) xi •. 
La démonstration est sinùlaire pour Â x A. • 

.-APPUCA.îlQ.N Q.u.e_p.ro_cJ.uir_e_ay_ec quoi 7 

On considère une .SCOnomie avec deux matières piemières, que sont les biens C et D , et avec deux biens de 
consommation, que sont les biens A et B. 
On suppose que pour produire une unité de bien A, il faut utiliser 3 unités de bien C et 4 unités de bien D. De 
même, pour produire une unité de bien B, il faut utiliser 2 unités de bien C et 5 unités de bien D. 
Soit y1 e t !lz lcs unités de biens C et D respectivement nécessaires pour produire x1 unités de bien A et x, unités de 
bien B. 

Considérons les vecteura-colonncs X = ( : ) e t Y = ( ~ ) 

Pour produire X (vecteur des output) on a besoin de Y (vecteur des input). D'après ce qui précède, la relation liant 
X e l l' est la ~uivante . 

(~:)=(; ;)(:) 
Peut-on remonter en sens inverse? Autrement dit, quand on connaît la quantité de matières premières utilisées Y, 
peut-on en dclduire la quao1ité de biens de consommstion produile X 7 

SoitA=(; ; ).onadet(A)=I; ; 1=(3><5) - (4x2)= 15 - 8=71'0. 

Le dclterminant de A est non nul, donc la matrice A est inversible. 
Y = AX => X = A-1 Y 
On calcule A à l'aide de la proposition précédenle : 

A-1 = -
1- X = ~Â, où Â est la transposée de la matrice des cofacieura. 

det(A) 7 

- ( 5 Ici A= _4 
- 2 ) -1 1 ( 5 

3 ,donc A = 7 _4 
- 2 ) 3 . 
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Si on a utilisé y1 unit~ de bien C et !/l unit~ de bien D, c'est qu'on a produit x1 unités de bien A et x, unit~ de 
bien B, avec: 

Autrement dit : 

Hl Calcul du rang d'une matrice 

On étudie ici comment déterminer Je rang d' une matrice en effectuant des calculs de 
déterminants. Tous les résultats seront aussi valables pour déterminer Je rang d' un 
système de vecteurs, puisque Je rang d' un système de vecteurs est égal au rang de la 
matrice des coordonnées de ces vecteurs dans une base. 

Nous allons énoncer ici deux propositions sans les démontrer, car les démonstrations, 
bien que peu complexes, sont assez Jongues et fastidieuses. 

Définjtion 9 ~ 

Soit A une matrice. On dit que la matriœ M est extraite de la matrice A si elle 
est obtenue à partir de A en enlevant certaines lignes et certaines colonnes. 
On dit q ue Je déterminant !!. est extrait de A, d'ordre k, si c'est Je déterminant 
ù'wu:: 1uau·ic.:c: 01..néc: M ù'urùrc: /t.., c:xu·ailc: ùc: A. 

l!l:op_nsLti-<lQ.9. 29 

S'il existe un déterminant extraitde A, d'ordre k, non nul, alors rg(A);:: k. 

Définjtion 9 :l,S 

Soit!!. un déterminant extrait de A, d'ordre k. On appelle déterminant bordant 
de A, tout déterminant d'ordre k + !, extrait de A, dont!!. soit extrait. 

Exemple 9.15 

Soit M = ( ~ 0 2 4 

}et !!. = 1 ~ ~ I· 6 7 8 
2 0 

Les bordants de!!. sont 1 
1 0 2 

1et 1 

1 0 4 
5 6 7 5 6 8 
3 2 1 3 2 0 
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l!toposition..9.30 

Considérons A une matrice de type (p,11). 

(i) Soit!!. un déterminant extrait d'ordre k, non nul. Si rg(A) ~ k + !, alors il 
existe un déterminant bordant de !!., non nul. 

(ii) Soit r e N'. La matrice A est de rang r si et seulement si : il existe un 
déterminant d'ordre r, non nul, et dont tous les bordants sont nuls. 

fll Déterminant 
d'un endomorphisme 

Soit f une application linéaire de E dans lui-même. Rappelons que l'on dit alors que 
f est un endomorphisme de E. 

flopositioo_9.31 

Si A est la matrice de f dans une base 8, et B la matrice de f dans une base 8', 
alors det(A) = det(B). 

Démonrtration 
B = P-1AP où P inversible est la matrice de changement de base. 

det(B) = det(P-1) xdet(A ) X det(P) = -
1

- X det(A) xdet(P) = det(A). 
det(P) • 

Cette proposition montre donc que toutes les matrices de f ont Je même déterminant, 
quelle que soit la base. Ce qui nous permet d'énoncer la définition suivante. 

OMio.i~Z§ 

On appelle déterminant de l'endomorphisme f, noté det(j), Je déterminant de 
la matrice de f dans n'importe quelle base. 

On a vu que Je déterminant d'une famille de vecteurs est non nul si et seulement si 
cette famille est une base, et que Je déterminant d'une matrice carrée est non nul si et 
seulement si cette matrice est inversible. On énonce maintenant une propriété similaire 
pour Je déterminant d' un endomorphisme. 

fj:opositioQ.9~32 

det(f) * 0 si et seulement si f est bijective. 

Démonrtration 
D'apres la proposition 9.7, f est bijective si e t seulement si sa matrice A est inversible. 

On a: 
A inversible <'> det(A) * 0 

et: 
A inversible <'> f bijective 

De plus, del(/) = det(A ). On en dfduit que : f bijeclive <'> del(/) * O. • 
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D Systèmes d'équations linéaires 
Comme nous 1' avons vu au début du chapitre 8, les modèles linéaires en économie 
conduisent à des systèmes d'équltions linéaires, comme par exemple les systèmes 
(EG) et (EG). provenant de l'équilibre entre offre et demande sur tous les marchés 
(.- section ! , chapitre 8). Nous allons voir ici comment on peut résoudre un système 
de p équations linéaires à 11 inconnues. 

Hl Introduction 
On considère un système d'équations linéaires de la forme : 

(S) { a1;1X1 + a1;2X2 ~.: •• + a1;nXn = b1 

ap;tXt + ap;2X2 + ... + ap;nXn = bp 

qu'on peut écrire sous forme matricielle: 

(Sm,.) AX = B, 

~'.'" )· 
ap;n 

Les inconnues sont les x;, et X est Je vecteur-colonne des inconnues. 

On connaît la matrice A et Je vecteur-colonne B, et on cherche les x;. 

On peut remarquer que Je système (S) peut s'écrire: 

(S 1) f(X) = B, 

où f est une application linéaire de nt• dans nt" de matrice A relativement aux bases 
canoniques. 

Défi.D.iti.PJJJl.:U 
On dit que A est la matrice a~ociée au système (S ). 
On appelle solution de (S) tout n-uplet (x1, ... , x.) satisfaisant (S ). 
On dit que Je système est incompatible (ou inconsistant, ou impossible) s'il n'ad
met aucune solution. 

On va voir que Je système (S) peut avoir une infinité de solutions, une solution unique, 
ou pas de solution du tout. 

Notons A 1 •••• , An les vecteurs-colonnes formés des colonnes de la matrice A, c'est-à-

dire A j = ( ~'.;j ) pour tout j, avec 1 ::; j::; 11. 

ap:J 
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fl:oposition...9~33 

Le système (S) est équivalent à l'équation vectorielle : 

(Ev) x1A1 + ... + x,.A. = B 

Ici X 1, X2, ... , Xn sont des nombres réels, et A1, ... , A., B sont des vecteurs. 

Démonrtration 

On a x1A1 + ... + x.A. = x1 ( 

011 

) + ... + x. ( 
01

" ) 

Dp J a "f.1l 

En identifiant dans (Ev) chacune des coordonnfes de x1A 1 + ... + x.A. avec celles du vccteur
colonne B, on retrouve bien le sys1i me (S ). • 

La proposition précédente signifie que (S) a une solution si et seulement si le vecteur B 
peut s'écrire comme combinaison linéaire des A;. 

On a donc quatre écritures équivalentes de notre système d'équations linéaires : 

- l'écriture initiale sous la forme d'un système (S) de p équations à 11 inconnues ; 

- lécriture matricielle (S mai) ; 

- lécriture (S 1) faisant appel à une application linéaire ; 

- l'écriture (Ev) sous forme d'équation vectorielle. 

Définjtion 9 :z.a 
On appelle rang du système d'équations linéaires (S) le rang de la matrice asso
ciée A. On remarque que c'est aussi le rang de l'application linéaire f, et le rang 
du système de vecteurs (A 1 , ... , A.). 

Connaître le rang va nous aider à trouver le nombre de solutions du système (S ). 

OMini.~z.!I 
On appelle matrice élargie ou matrice augmentée du système (S) la matrice, 
notée (A 1 B), obtenue en ajoutant le vecteur-colonne B à la matrice A. 

( 

Dt;l 

CA IB) = ... 
Dp;I 

Ot:n :: ) Op;n 

Hl Existence de solutions 
Puisque lon a quatre écritures équivalentes de notre système, on a aussi quatre façons 
équivalentes d'exprimer le fait que (S) admet au moins une solution, comme lindique 
la proposition suivante. 
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fr.oposition_9.34 
Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) Le système (S) a au moins une solution. 

(il) Be Im(f) 

(ili) B e Vect(A 1,. • ., A.) 

(iv) rg(A 1 B) = rg(A) 

Démonrtration 
On a vu que (S ), (Sm,. ), (Sr> el (Ev) sont quatre &:ritures &juivalentes du même système. 

(Sr) a une solution si e t seulement s' il existe X E R" tel que /(X) = B, donc si et seulement 
si BE lm(j). D'où (1) <'> (Il). 

B e Veet(A1,. • ., A.) .,, (Ev) admet au moins une solution, donc (1) .,, (Ill). 

Enfin, rg (A 1 B) = rg(A) si e t seulement si rg(A 1 ,. • ., A.,B) = rg(A1 ,. • .,A.), donc : 

rg(A I B) = rg(A).,, Veet(A,,. . .,A.,B) = Veet(A,,. . .,A.) 

Cette dernii re &juation &juivaut à Be Veet(A1,. • .,A.),donc (Dl) .,, (lv). • 
Posons r = Vect(A 1,. • ., A.). Le nombre r est à la fois Je rang de la matrice A, Je rang 
du système (S ), Je rang de 1' application linéaire f et Je rang de la famille de vecteurs 
(A1 ,. . ., A.). 
Comme Vect(A 1, ••• , An) est un sous-espace vectoriel de dimension r de JRP, engendré 
par une famille de 11 vecteurs, il est important, pour savoir s'il existe des solutions et 
combien, de comparer r, pet 11. 

e_r:oposition .. 9.35 

(i) Si (S) est un système de p équations linéaires à 11 inconnues. son rang r est 
tel que r::; pet r 511. 

(il) Si r = p, alors Je système (S) admet au moins une solution. 

Démonrtration 
(1) Le rang de (S ) est la dimension de Veet(A1,. • .,A.). Comme il s'agit du sous-espace vec
toriel engendré par n vecteurs, sa dinension est n&essairemcnt inférieure ou égale à n. De 
plus, comme Veet(A1,. • .,A. ) est un sous-espace vectoriel de R", sa dimension est inférieure 
ou égale à p. 
(Il) On vient de voir ( .. proposition 9.34) que (S ) admet au moins une solution si e t seule
ment si B e Veet(A 1,. • .,A.). Sir = p, alors Veet(A1,. • .,A. ) = R" , donc dans ce cas 
Veet(A 1,. • ., A.) contient forcément o'imp-Orte quel vecteur B de R'. • 

Quand on cherche à déterminer les solutions du système (S ), il est utile de distinguer 
quatre cas. Nous étudierons en détails Je premier à au paragraphe 5.3, les trois autres 
à au paragraphe 6.1. 
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• Premier cas : r = n = p. 

Dans ce cas, il y a autant d'équations que d'inconnues (!1 = p), et Je système est de 
rang maximal. La matrice A est alors carrée inversible et Je système (S) admet une 
unique solution, car B - AX ~X - A- 1 B ~ paragraphe 5.3 et paragraphe 6.1.2). 

• Deuxième cas : r = p < n. 

Dans ce cas, il y a davantage d'inconnues q.ie d'équations (11 > p) et Je sys
tème est de rang r = p. Cela implique que Je système a au moins une solution 
~ proposition 9.35 (li)). Nous verrons qu'il y a alors une infinité de solutions 
~ paragraphe 6.1.3). 

• Troisième cas : r = n < p. 

Dans ce cas, il y a davantage d'équations que d'inconnues (11 < p), et Je 
système est de rang r < p. On a Vect(A1, .. .,A.) inclus dans JRP, mais 
dim Vect(A1 , .. ., An) = r < p, donc Je vecteur B de JRP n'est pas forcément dans 
Vect(A1, .. .,A.). Cela implique que Je système n'a pas toujours de solution. Nous 
verrons que Je système a une unique solution, soit pas de solution du tout 
~ paragraphe 6.1.4). 

• Quatrième cas : r < net r < p. 

Le système est de rang r <p. Ici aussi on a \'ect(A1, .. .,A.) inclus dans JRP, avec 
dimVect(A1, .. .,A.) = r < p, donc Je vecteur B de JRP n'est pas forcément dans 
Vect(A1 , .. .,A.). Le système n'a pas toujours œ solution. Nous verrons que Je sys
tème a une infinité de solutions, ou bien pas de solution du tout ~ paragraphe 6.1.5). 

Exemple 9.16 
Deux équations et deux inconnues (n = p = 2) 
Le système (S) revient ici à trouver l'interscotion de deux droites dans le plan. 

• Si r = 2, alors les deux droites ont des directions diJftrcntes : elles sont donc stcantes e t 
se coupent en un unique point du plan ( .. l" cas). 

• Si r = 1, alors les deux droites sont paralmes ( .. 4' cas) : 

- Si les deux droites sont identiques, le système a une in6nit6 de solutions. 
- Si les deux droites sont paral~les mais distinctes, il n'y a pas de solution. 

Exemple 9.17 

Deux équations et trois inconnues (p = 2 < R = 3) 
Le système (S) revient ici à trouver l'intcrscotion de deux plans dans l'espace de dimension 3. 

• Si r = 2 alors les deux plans se coupent, il y aura forctment une infinité de solutions 
( .. 2' cas). On ne peut pas avoir deux plans qui se coupent en un unique point. 

• Si r = 1 alors les deux plans sont parallèles( .. 4' cas) : 

- Si les deux plans sont identiques, le système a une in6nit6 de solutions. 
- Si les deux plans sont parallèles mais distincts, il n'y a pas de solution. 
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Exemple 9.18 

Trois équations et deux inconnues (n = 2 < p = 3) 
Le système (S) revient ici à trouve r l'intersection de trois droites dans le plan. 

• Si r = 2, les trois droites ne sont pas toutes parallèles (~ 3• cas). 

- Si les trois droites sont concourantes, elle se coupent e n un unique point. 
- Si les trOis droites sont stcantcs deux à deux, il n· y a pas de solution (idem Si deux 

droites sont parallèles mais distinctes e t la troiSième est stèante). 

• Si r = 1 les trois droites sont paraJJHcs (~ 4• cas). 

- Si ces trois droites sont identiques, il y a une infinit6 de solutions. 

- Si ces trois droites sont parallèles mais non identiques, il n'y a pas de solution. 

H.I Calcul des solutions d'un système 
de Cramer 

On suppose ici que Je système est carré (!1 = p) et de rang maximal. La matrice A du 
système est inversible, et il y a une unique solution (.- 1er cas). 

Définition 9.3 O 

On dit qu'un système d'équations linéaires est un système de Cramer s'il com
porte autant d'équations que d'inconnues, et est de rang maximal. Autrement dit, 
Je système (S) est de Cramer si et seulement si r = p = 11. 

Comme la matrice A est inversible, il y a une unique solution (x1; ... ; x.) que l'on 
peut calculer en inversant la matrice, car B = AX ~ X = A- 1 B, d'où la proposition 
suivante : 

l!top osLtioJL9.36 

Si (S) est un système de Cramer, il admet une unique solution, donnée par : 
X = A- 1 B 

Exemple 9.19 
On conSidère le système de deux 6quations à deux inconnues (n = p = 2) suivant : 

{ 
2x, +X, = 3 
3x1 +4x, = 5 

Ce système peut s' ~rire matriciellemcnt : 

AX = B, ru A = ( ; ! ). B = ( ; ) 

e tx =( ~} 

Onadet(A)= I i 4 1=(2x4 ) - (l x3)=8 - 3=5. 

Le déterminant de A est non nu~ donc la matrice est inversible, ce qui implique que le rang 
du système est r = 2. On a r = p = n = 2, donc le système est de Cramer. 
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1 1 - 1- -
La matrice inverse est A- = det(A) A = 5 A, où A est la transposa d e la matrice d es cofac-

teurs d e A. D' aprês la définition 9.23, on peut dire que, dans la matrice A : 

- le cofacteur d e 2 est 4; 

- le cofacteur d e 1 est -3 ; 

- le cofacteur d e 3 est - 1 ; 

- le cofacteur d e 4 est 2. 

La matrice des cofacteurs d e A est donc ( _ ~ - ; ) , sa transposa est Â = ( _ ~ -1 ) 2 . 
L'inverse de A est donc : 

( 

4 -1 ) 
-1 ) = 5 5 

2 - 3 2 

5 5 
La solution du syst i me est : 

X = A-'B = [ ~ 
-1 

)( ; ) = [ 
(4 X 3) - (1 X 5) 

)=( 
7 

) 5 5 5 
- 3 2 (- 3 x 3) + (2x5) 1 
5 5 5 5 

c· à-di 7 1 est~ re, x1 = 5 et x-i = 5. 

La proposition suivante montre qu'on peut calculer la solution d' un système de Cra
merpar une autre méthode que l'inversion de la matrice, en calculant des déterminants. 

fl'.opositio.o..9~31 

Si (S) est un système de Cramer, il admet romme unique solution le 11-uplet 
(x1; ... ; x.), avec pour tout i : 

!!.; 
X; = J5' 

où D = det(A1; ... ; A. ). Et pour tout i, on a posé : 

/!,.; = det(A1; ... ; A;- 1; B ;A;+1; ... ; A. ) 

Démonrtration 
Comme B = x1A1 + ... + .>;.A. , on peut &:rire: . 

ô.1 = d et(A1 ; ... ;A,_1; B;A,. 1; ... ;A.) = det(A1; ... ; A,_1; .L: x;A;;A,.1 ; ... ;A.) 
j =l 

Donc: . 
ô., = .L: x; det(A,; ... ; A,_,;A;; A,.,; ... ;A.) 

j =l 

Tous ces détc!IDinants sont nuls sauf pour j = i (car la fonction d et est altcmfe), donc: 

O• ù Ô.; 
0 Xi= Ï)' • 
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Exemple 9.19 (suite) 

On reprend le système de l'exemple9. 19, c 'est-à-Oire: { 
3
2xi +

4
x, = 3

5 XJ + Ail= 

Le système est caml, e t son délenninant est D = 1 ; ! 1 = 5 1' 0, donc c 'est un système 

de Cramer. L' WJiQue solution est donnée par ( x,: x. ). où x, = ~ et x. = ~. 

On obtient t.1 en remplaçant dans D la première colonne par ( ; ). e t on obtient t.2 en 

remplaçant dans D la deuxième colonne par ( ; } 

61 = 1 ; 4 1 = (3 X 4) - (5 X 1) = 12 - 5 = 7 

62 = 1 ; ; 1 = (2 X 5) - (3 X 3) = 10 - 9 = 1 

On obtient donc x1 = ~ = ~ et x2 = ~ = ~ 
D 5 D 5· 

APPLl(ATJQN ÉquiJibre généraJ 

a. Deux biens. On considère l'&Juilibre général à deux biens du paragraphe 1.2 du chapitre 8. 
L' &Juilibre général •offre = demande» pour chacWJ des deux biens donnait : 

(EG) { 8P, - 2P, = 500 
- 2P1 + 6P2 = 480 

( -
2
6 

). avec où P1 est le prix du bien 1 e t P2 le prix du bien 2. La matrice du système est ici : A = _
2 

det(A) ::;: 48 - 4 ::;: 44 t-- O. Le détetnü.nant est non nul, donc il s 'agit d' w1 sy~tème de Cta.n)Ct, 

Calculons les détenninants t.1 et t.,. 

61 = 1 : -~ 1=(500X6)-(-2 X480) = 3000 + 960 = 3960 

Llo = I-~ ~~ 1=(480x8)-(-2x500)=3 840+1000 = 4840 

L'unique solution de I' &Juilibre général est donnée par : 
c., 3 960 c., 4 840 

P 1 = D = 44 = 90 et P2 = D = 44" = 110 

b. Trois biens. On considère mainlenant WJ &Juilibre général à trois biens. On suppose que l'offre de chaque 
bien dfpcnd de son prix de la façon suivanle : 

{ 

0 1(P1) = 100 + 4P1 

0 2(P,) = 100 + 4P2 

0 3(P3) = 100 + 4P3 

De plus, la demande d'un bien est WJe fonction décroissante du prix de cc bien, mais une fonction croissante du 
prix des autres biens, car les biens sont partiellement substitJ3bles : 

{ 

D1 (Pi.P,,P3) = 200 -4P1 + P2 + P3 

D,(Pi.P,,P3) = 200 + P1 - 4P2 + P3 

D3(Pi.P,,P3) = 200 + P1 + P2 - 4P3 
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L'équilibre général •offre = demande» p-OUr chacun des biens donne : 

c'est-à--0.irc : 

ce qui donne 6naicment Je syst i me : 

{ 

01(P1 ) = D,(Pi.P,,P,) 
O,(P,) = D,(Pi.P,,P,) 
O, (P,) = D,(Pi.P,,P,) 

{ 

100 +4P1 = 200 -4P, + P2 + P, 
100 +4P2 = 200 + P, -4P2 + P, 
100 +4P, = 200 + P, + P2 -4P, 

{ 

8P, - P2 - P, = 100 
(EG), -P, + 8P2 - P, = 100 

-P, - P2 + 8P, = 100 

La matrice du syst i me est ici A = ( =: ~ ~ = i ) On calcule son détenrunant en développant suivant la 

premii re colonne : 

det(A) = 1 =! ~~ =i 1 

=3 xl -~ -~ 1-(-l)xl =: -~ l+(-l)xl -~ =: 1 
= 8 x(64 - ! ) + (-8- JJ-(1 +8) = 8x63-9-9 = 486 1' 0 . 

Le dttcrminant est non nul, donc il s'agit d' WJ systbne de Cramer. Calculons les délerminants 61, 6 2 et 6 ,. 

On obtient 61 en remplaçant dans dct(A) la colonne i par la colonne ( :E l 
D'où: 61 = 1 :~ -~ =: l = IOO xl : -~ 

100 -1 8 1 -1 

-1 

-1 
8 

On retranche la prem~re ligne à la deuxii me et à la :roisii me, d'où: 

61 = 100 xl ~ -! -~ 1 
0 0 9 

Une matrice triangulaire supérieure a son déterminant égal au produit des éléments diagonaux (~ proposition 9.27), 
d'où 61 = 100 X J X 9 X 9 = 8 100. 
On trouve de même 6 2 8100 et 6 3 = 8100, d'où l'unique solution de J'équilibre général est donnée par 
(Pi.P,,P3) telle que : 

6, 8100 50 
P, = D = 486 = 3 = 16,66 

A 62 8 100 50 6 , 8 100 50 
et de mcme P2 = D = 486 = J = 16,66, e t P3 = D = 486 = J = 16,66. 
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U La méthode du pivot de Gauss 

Hl Résolution d'un système d'équations 
linéaires par la méthode du pivot 

6.1.1 1 Le principe de la méthode du pivot 

La méthode du pivot consiste à transformer, à 1' aide d' une succession de transfor
mations élémentaires de ses lignes, le système de départ (S) en un système équivalent 
(S '),qui soit «échelonné». Ce dernier système sera plus simple à résoudre, si 1' on part 
de sa dernière équation, la plus simple, et si 1' on remonte progressivement jusqu'à la 
première équation. 

Il nous faut d'abord définir les notions de « systèmes équivalents», « transformation 
élémentaire», et « système échelonné». 

DéiiD.iti~31 

On dit que deux systèmes d'équations linéaires sont équivalents s'ils ont même 
ensemble de solutions. 

Proposition 9.38 

Soit (S) un système d'équations linéaires, comportant p équations à 11 inconnues. 
Pour tout i, on note L; la i-ième ligne du système, c'est-à-dire la i-ième équation. 
On obtient un système (S ') équivalent à (S) si : 

(i ) On intervertit deux équations : Li = L1 et 0 = L,. 

(ii) À une équation donnée, on ajoute une autre équation multipliée par une 
constante réelle : Li = L; + aLj. 

(iü) On multiplie une équation par une constante non nulle : Li = bL; (avec 
b * 0). 

• On appelle transformation élémentaire des lignes du système les opérations 
décrites dans la proposition précédente. 

• On appelle transformation élémentaire des lignes d'une matrice A, ce même 
type d'opérations effectuées sur les lignes de A : 

- interversion de deux lignes ; 

- à une ligne donnée, ajouter une autre ligne multipliée par une constante 
réelle ; 

- multiplier une ligne par une constante non nulle. 
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• On dit qu'une matrice est échelonnée si : 

- chaque ligne non nulle commence par davantage de z.éros que la ligne précé
dente ; 

- quand une ligne est nulle2, toutes les lignes suivantes sont nulles aussi. 

• On dit qu'un système d' équations linéaires est échelonné si sa matrice asso
ciée A est échelonnée. 

Exemple 9.20 
Les matrices suivantes sont w helonnfes : 

( ~ -~ ) . ( i 1 
9 
0 

3 
- 0,5 

4 

Les matrices suivantes ne sont pas w helonn&s : 

-5 
7 

0 5 

Pour bien comprendre la méthode du pivot, regardons ce qu'elle donne sur deux 
exemples de systèmes de Crruner, dont nous savons qu'ils ont une unique solution. 

Exemple 9.21 

{ 
2x, + X,= 6 

Considèrons Je sys~me (S) -4x, + 3x, = 8 
On ajoute deux fois la première ligne à la deuxi~e ligne pour éliminer x1 dans la deuxième 
équation. On note cette transformation : z.; = L, + 2l1• 

On obtient Je système équivalent suivant : 

{
2x, + x, = 6 

(S') 
0 + 5x, =20 

Le système (S') est w helonn6, on peut Je rtsoudre facilemen~ en partant de la dernière équa
tion. 
On rtsoud L,, ce qui donne la valeur de x,, que l'on reporte ensuite dans l 1• 

On trouve x, = 4, donc Je système devient e t finalement x1 = 1 et x, = 4. 
{

2x1 +4 = 6 

X, = 4 

Exemple 9.22 

{

-x1 + x, + 3x3 = 7 

Considèrons (S) x1 - 2x, + 2x3 = 14 

XJ + X2 + X3 = - 7 

2 On dit qu'une ligne est nulle si elle ne oomporteque des zéros. On dit qu'une ligne est non nulle si elle 
comporte au moins un nombre différent de 7.éro. 
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On ajoute la première ligne à la troisième : Z:, = L, + L, , et on ajoute la première ligne à la 

{

-x1 + x, + 3x3 = 7 

deuxième, L2 = L, + L, , ce qui donne: 0 + -x, + 5x3 = 21 

O+ 2x, +4x3 = 0 

On ajoute deux fois la deuxième ligne à la troisième, Z:, = L, + 2L,, d'où le système: 

{

-x1 + x, + 3x3 = 7 

O+ -x2 + 5x, = 21 

O+O+ 14x3 = 42 

Ce dernier système est w helonn6, on va pouvoir le r6soudre en partant de la troisième équa
tion, et en remontant vers la première : 
14x3 = 42, donc x3 = 3, qu'on reporte dans ledeu>ième équation, qui devient: 

-x,+ 15 = 21 , ce qui donne x, = -6.que l'on reporte dans la première équation, qui devient : 

-x1 +(-6) + 9 = 7 , d'où -x1 = 4, c'est-à-dire x1 = -4. 

La solution du système initial est donc (x1; x,; x ,) = (-4; -6; 3). 

Reprenons les quatre cas introduits à la section 5.2 pour voir dans chacun d'entre eux 
à quel type de système échelonné nous conduit la méthode du pivot. 

Notons C = (aij)lsis,> la matrice du système échelonné (S') qui est équivalent à (S). 
ISJSn 

Le second membre de (S ') est Je vecteur-colonne ( :~ l La matrice C est obtenue 

à partir de A par une série de transformations élémentaires : C = PtPt_1 ... P2 P1A 
où les P1 sont des matrices inversibles (car matrices de transformations élémentaires, 
... définition 9 .32). 

Dans la suite on note (J.), ... , ..\-:r) les variables, car on s'autorise de plus à rcnuméroter 
(permuter) les variables (x1, ... , x.) pour obtenir un système échelonné. 

1 6.1.2 1 Premier cas : r = n = p 

Ici Je système (S) est de Cramer, il équivaut à un système triangulaire (S'). de rang 11. 

l 
<'1:1 Xi +di 24 + ..... + <'1:.X. _= ~; 

(S') ~:2xl + ..... + ~:nX:. - b2 

a~;nX,, = b~ 
On résout facilement (S ') en partant de la dernière équation, et en remontant de proche 
en proche. Comme A est inversible, C est inversible aussi, d'où 1(1 * 0 pour 1 5 i 5; 11. 

La dernière équation donne la valeur de X,.. On reporte celle-ci dans l'avant-dernière 
équation, ce qui permet de déterminer X,._ 1, ainsi de suite ... 

Il existe une unique solution. 
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1 6.1 .3 1 Deuxième cas : r = p < n 
Le système (S) équivaut à un système échelonné (S '), de rang r. 

l
a;,Jx; + a;,i-4 + ........................... + a;,.x. = ~; 

(S') a;,i-4 + ........................... + a;,.X,. = b2 
a;;,X,. + ... + d,.;/,, = b; 

Comme (S') est de rang r, on a ici a;,1 *0pour1 5 i 5 r. 
Il existe une infinité de solutions. On peut toutes les exprimer en fonction de 

x,.1, ~+2' ... 'x;,. 
On peut dire que, pour chaque (X,. 1,x,.2 , .. ., X,.) donné, on a un système de Cramer 
en r équations et r inconnues (.x\ ,4, ... , X,). 

16.1.41 Troisième cas : r = n <P 
Le système (S) équivaut à un système (S'), qui est un système triangulaire de rang 
r = 11, auquel on ajoute p - 11 équations dites « dégénérées», car elles ne comportent 
que des constantes. 

(S') 

a;,1x; + a;,i-4 + ..... + a;,.x. = b; 
a;,i-4 + ..... + a;,.x,. = b; 

a~;nX,, = b~ 
0 = b~+ l 

0 = b~ 

Comme (S ')est de rang 11, on a ici a;,1 * 0 pour 1 5 i 5 11. 

- Si bj = 0 pour tout j ~ 11 + !, alors on est ramené à un système de Cramer, avec 11 

équations et 11 inconnues, si bien qu'il existe une unique solution. 

- S'il existe j ~ 11 + !, tel que bj * 0, alors le système n'a pas de solution. 

1 6.1.S 1 Quatrième cas : r < n et r < p 
Le système (S) équivaut à un système (S'), qui est un système échelonné de rang r, 
auquel on ajoute p - r équations dégénérées. 

(S') 

a;,1x; + a;24 + ................ + a;,.x. = bi 
a;,i-4 + ................ + a;,.X. = b; 

d,.;,X,. + ... + a;;nX:, = b; 
0 = b;+l 

0 = b~ 

Comme (S ')est de rang r, on a a;,1 * 0 pour 1 5 i 5 r. 
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- Si bj = 0 pour tout j ~ r + 1, alors on est rrunené à un système de rang r, avec 
r équations et 11 inconnues. Il existe une infinité de solutions. On peut toutes les 
exprimer en fonction de x;+l' X,_.2 , ... , X,,. 

- S'il existe j ~ r + 1, tel que bj if. 0, alors Je système n'a pas de solution. 

~ Inversion de matrices par la méthode 
du pivot 

Si A est une matrice carrée d'ordre 11, inversible, on peut utiliser la méthode du pivot 
pour déterminer 1' inverse de A. 

On considère la matrice M = (A 11.) comportant 11 lignes et 211 colonnes, obtenue en 
juxtaposant la matrice A et la matrice 1 •. On effectue les transformations élémentaires 
de la méthode du pivot pour obtenir à gauche la matrice 1 •. On aura alors à droite une 
matrice B qui sera la matrice A- 1 romme J'indique la proposition suivante. 

e.topositioQ..9,39 

Si on peut effectuer une suite de transformations élémentaires sur la matrice A 
permettant d' obtenir la matrice 1., alors la matrice A est inversible, et son inverse 
est obtenu en faisant subir à la matrice 1. la même suite de transformations élé
mentaires (dans Je même ordre). 
Autrement dit, s'il existe des matrices élémentaires P 1, P2, ... , Pt tel que 
ln= PtPt- l ···P2P1A, alors A est inversible, et A- 1 = PtPt- l ···P2P1I •. 

Démonrtration 
Les matrices élémentaires sont inversibles, donc B = P,P,_1 ••• P2P1 est inversible. 

L'égalité I. = P,P,_1 ••• P2 P1A s'écrit I. = BA avcc B inversible. En multipliant (à gauche) 
par /T1 ks deux membres de cette équation, on obtient /T1 = A, d'où A est inversible, 
d'inverse B : A-1 = B = P,P,_1 ••• P2 P1 = P,P,_1 ••• P2P1I. • 

Exemple 9.23 
On écrit la matrice A et la matrice 1. côte à côte. On applique une suite de transformations 
élémentaires à A p-0ur qu'elle devienns 1.; les mêmes transformations appliquées simultané
ment à I. vont donner A-1

• 

Supposons par exemple que A = ( : -: ). On écrit A et / 2 côte à côte : 

On retranche la prcm~re ligne à la œuxii me, z:, = L, - Li donne : ( ~ 

1 ( 01 -Il 1 On divise la deuxiàne ligne par2, c 'est-à-dire Z:, = Ï L, : 

Enfin, on ajoute la deux~me ligne à la prcm~re, Z:, = Li + L, : ( ~ 0 

2 2 
1 
2 
1 
2 

On a obtenu / 2 à gauche, donc la matrice de droite nous indique que : A-1 = ( 
1 
2 
1 

2 

) 

! ) 
~ ) 
2 
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Les points clés 
-+ Une matrice est un tableau comportant des nombres réels. 

-+ Si on a une application linéaire f d'un espace vectoriel E dans un espace vec
toriel F, pour des bases données 8 et 'F données des expaces E et F, on peut 
disposer les coordonnées des vecteurs f(ej) (où les ej sont les vecteurs de 8) 
dans la base 'F dans une matrice. Ceci permet de traduire les opérations sur les 
applications linéaires en opérations sur les matrices. 

-+ Si f et g sont des applications linéaires, alors : 

- la matrice de f + g est égale à la somme de la matrice de f et de celle de g; 

- la matrice de go f est égale à matrice de g multipliée par la matrice de f. 

-+ Si f est bijective de E dans E,dematriceA, lamatricede r 1 estégaleà la matrice 
inverse A- 1• 

-+ Dans un espace vectoriel de dimension 11, Je déterminant d'une famille de 11 vec
teurs permet de savoir si cette famille est libre ou pas : 

- la fumille est libre si son déterminant est différent de zéro ; 

- la fumille est liée si son déterminant est nul. 

-+ Un système d'équations linéaires peut s'écrire sous forme matricielle. Il peut aussi 
s'écrire comme une équation vectorielle. 

-+ Si un système de 11 équations linéaires à11 inconnues est de rang 11,on dit que c'est 
un systéme de Cramer. il a alors une solution uruque. 

-+ Un système de p équations linéaires à 11 inconnues peut avoir une infinité de solu
tions, une solution unique, ou aucune solution Pour déterminer les solutions d'un 
système de p équations linéaires à 11 inconnues on peut utiliser la méthode du pi
vot : il s'agit de transformer Je système initial en un système équivalent échelonné. 

POUR ALLER PLUS LOIN 
Déterminer le rang d'une matrice ou d'une famille 

de vecteurs 
Pour déterminer le rang d' WJe matrice par la méthode du mations. En effet, ces transformations sont bijectives, e t 
pivot, il suffit d'effectuer des transformations élémen- on ne change pas le rang d'une matrice en la multipliant 
taires sur ses lignes jusqu'à ce que la matrice soit &ho- par une matrice inversible. Le rang d'une matrice éche
lonnée. Le rang de la matrice initiale sera le même que tonnée est le nombre de ses lignes non nulles, il en est 
celui de la matrice échelonnée obtenue par ces transfor- de même pour WJe famille de vecteurs. 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
Dites si les affim1ations suivantes so1u vra.;es ou/misses. 
Justifiez vos réponses. 

1. On peut toujouIS additionner deux matrices de même 
type. 

2. On peut toujoura multiplier deux matrices de même 
type. 

3. Un déterminant est toujours positif ou nul. 

4. Une matrice carrée est inversible si e t seulement si 

son déterminant est non nul. 

5. Quand un sytime est de Cramer, il a une unique so
lution. 

• Corrigés p . 368 

Exercices 
2 Sommes de matrices 
La somme A + B est-elle définie? Si oui faites Je ealcul. 

1. A = (~ :)etB = (j 
3

) 

2. A= ( ; 7 )· 18 

3. A = ( : 

4 

7 

-4 

• Corrigés p . 368 

3 Produits de matrices 
Le produit B x A est-il défini 1 Et le produit A x B ? Si 
oui faites le calcul. 
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1. A= ( 
2 6 

)etB=( - ; : ) - 3 5 

2. A= ( 
4 2 -~ )etB=( 

3 7 

J li 3 
-4 5 

1 2 

3. A= [ 

0 3 j] 4 5 
8 3 

- 2 4 

e t B = ( ~ 6 2 ~ ) - 2 3 

4. A= ( -~ 
4 1 

~ ) 3 
5 

2 

et B = ( 

3 5 9 

l 2 - 3 8 
li 

2 5 3 

• Corrigés p. 368 

4 Calruls de déterminants 
Calculer les déterminants suivants. Qu'en ooncluez-vo~ 
sur la matrice correspondante ? 

1. D = I 
2 

; I· - 1 

Il 
4 

2. D = 
2 
17 

3 
2 

3. D = I 
4 

121 
3 9 . 

D = I 

3 2 6 
4. 2 7 

4 -1 2 



D = I 

2 3 

~ I· 
5. 1 4 

5 3 

6. D = I 

2 3 
-1 4 

4 2 6 

4 2 

7. D = 
3 5 
3 3 -1 
2 2 1 

8. D=I ~ b c 
li' é2 

5 lm-erse d'unematrlce 
Calculer l'inverse des matrices suivantes de deux façons 
diJft rcntes : 

- à laide de la transpostc de la matrice des cofacteurs; 

- avec la méthode du pivot. 

1. A = ( 
2 ) 3 4 

2. A = ( 
2 5 ) 3 6 

3. A = ( 2 -l l 3 

6 Rangd' unematrice 
Calculer le rang des matrices suivantes de deux façons 
diJft rcntes : 

- à l'aide des d t terminants extraits ; 

- avec la méthode du pivot. 

Chapitre 9 Matrices. détenninants et systèmes d'équations linéaires 

2 3 
2 4 7 

-1 2 1 
l~ ) et ( ; 

1 Nombre de solutions 
Les systèmes suivants ont-ils : 

- une solution unique ? 

- une infinitt de solutions? 

- pas de solution ? 

{
2x + 1y = li 

1
· -x+ 3y = l 2 

{ 
5x -4y = 12 

2
· -!Ox + &J = 15 

{ 
5x -4y = l 2 

3
· -IOx + &J = - 24 

{ 

3x + 1y - z = 7 
4. -x+2y + z = 5 

-x+ 8y - z = 2 

{ 

2x1 + x, - 4x3 = 2 
5. - 2x, + 3x, - x, = 5 

x, + 2x, - 2x, = 6 

{ 

x, + 3x, - 2x, = 3 
6. -x, + 2x, + x, = 4 

x1 + 2x, - 3x3 = 7 

8 Rfsolution d'unsystme 

2 
4 
7 

Trouver les solutions des syslèmcs suivants : 

{ 
3x - y = 3 

1. - 2x + y = -I 

{ 

x-2IJ+z = O 
2. 2y - 8z = 8 

-4x+ 5y + 9z = - 9 

4 

JO 
17 
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1
1 y a deux pâtisseries dans une petite ville: la pre- des variables les unes sur les autres se fait de fuçon 
mière est installée depuis longtemps et possède linéaire (c'est Je cas Je plus simple), on peut repré-
80 % de la clientèle totale, la seconde est plus ré- senter les changements d'une période à la suivante 

cente et n'a pour Je moment que 20 % de la clientèle. à J'aide d'une matrice. Prévoir ce qui se passera à 
Chaque mois, un client sur dix de la première pâtis- long terme nécessite de multiplier cene matrice par 
serie décide de changer et de faire ses achats dans la elle-même un grand nombre de fois. Les calculs sont 
seconde, alors que neuf sur dix préfèrent rester. Il en compliqués sauf si la matrice est diagonale. Quand 
est de même pour la clientèle de la deuxième pâtis- on peut à J'aide d'un changement de base se ramener 
serie: un client sur dix part chaque mois, et neuf sur au cas d'une matrice diagonale, on dit que la matrice 
dix restent. Quelle sera la répartition de la clientèle est diagonalisable. Il est facile alors de déterminer 
dans un an? Dans deux ans? Et à plus long terme? J' évolution à long terme. Les matrices symétriques 

En économie comme en gestion, on étudie J'évo- sont des matrices diagonalisables qui ont des appli
Jution de variables qui interagissent les unes avec cations imponantes en optimisation. 
les autres, comme dans cet exemple. Si l'influence 

LES GRANDS Carl Friedrich Gauss (1777-1855) AUTEURS Carl Friedrich Gauss est un mathématicien et physicien allemand, surnommé le prince 
des mathématiciens car il a renouvelé les mathématiques dans presque tous les do
maines. Issu d'un milieu modeste, il montre très jeune de grandes aptitudes mathé
matiques. On dit qu'un jour, à l'école, son maître demande aux enfants de faire la 
somme des nombres de 1 à 100. A lors que ses camarades font laborieusement des 
dizaines d'additions, Gauss trowe immédiatement la réponse en ayant l' intuit ion de 
la formule de la somme d'une suite arithmétique. 
Gauss inl.l?nte la méthode des mo indres carrés, t ravaille en géométrie et en théorie 
des nombres. Il démontre dans sa thèse le théorème fondamental de l'algèbre sur le 
nombre de racines d'une équation polynomiale. En probabilités, il conçoit la loi de 
distribution continue ayant la forme d'une courbe en cloche, qui est appelée loi nor
male ou gaussienne. Il prédi t le retour de l'astéroïde Cérès en utilisant sa méthode 
des m oindres carrés. Il est alo-s nommé directeur de !'Observatoire astronomique de 
Gôttingen. En algèbre linéaire, la méthode du pivot de Gauss permet de déterminer 
les solutions d'un système d'équations linéaires, ou d'inverser une matrice. Gauss ap
porte aussi des contributions en électromagnétisme, étudie les formes quadratiques 
et démontre la loi de réciproc~é quadratique. • 
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D Diagonalisation 
Les applications linéaires d' un espace vectoriel E dans lui-même sont une façon de 
généraliser les fonctions linéaires de IR dans IR. Si f est une fonction linéaire de IR 
dans IR, alors il existe a e IR tel que f(x) = ax pour tout x e IR. On peut dire qu'il 
s'agit d' une dtlatatton lst lal > IJ ou d' une contraction lst lal < 1). Par exemple, 
l'application linéaire définie sur IR par f(x) = 2x consiste à dilater IR en multipliant les 
distances par 2. 

Pour les applications linéaires défirJes sur un espace vectoriel Ede dimension 11, peut
on dire des choses similaires? Si une application linéaire de E dans E a la propriété 
de dilater (ou de contracter) les \'ecteurs qui ont une direction donnée, on dit que 
ces vecteurs sont des « vecteurs rcopres » de f. Le coefficient de dilatation (ou de 
contraction) est appelé « valeur propre». Un vecteur de E qui n'est pas un vecteur 
propre est transformé par f en un vecteur qui n'a pas la même direction que lui. Quand 
il existe une base de E formée de vecteurs propres, alors cela signifie que la matrice 
de f est diagonale dans cette base, c'est pourquoi une telle application linéaire est dite 
diagonalisable. 

Dans toute cette partie, E est un espace vectoriel de dimension 11. 

C!M.ini.timl..lll 
Considérons1 f e .l.(E), et x e E, avec x *O. 
On dit que x est un vecteur propre de f s'il existe A e IR tel que f(x) = Ax. 
On dit alors que A est une valeur propre de f, et que le vecteur propre x est 
associé à la valeur propre ..!. 

Exemple 10.1 
Considérnns f do R2 dans R2

1 telle quo /(A-Ji Alz) = (3A-J + A1z 1 2A2). 

On remarque que /(1;0) = (3;0) = 3 · (1;0) donc x = (1;0) est un vecteur propre de f, 
associ6 à la valeur propre 3. 

Par contre f( l ; 1) = (4;2) ne s' 6crit pas sous la Conne A· (!; 1) donc le vecteur (l ; 1) n'est 
pas un vecteur propre de f. 

fl:opositiol\..lOJ. 

Si A est une valeur propre de f, l'ensemble E J = {x e E ; f(x) = Ax) est un sous
espace vectoriel de E. C'est l'ensemble des vecteurs propres associés à la valeur 
propre..!, auquel on ajoute le vecteur nul. On appelle EJ le sou s-espace propre 
associé à la valeur propre A de f. 

Démonrtration 
Montrons que E.1 est un sous-espace vectoriel. 

Six, y E E,, alors f(x + y) = f(x) + f(y) =A. X+ A . y= A . (x + y), d'où X+ y E E,. 
De plus, siµ ER, alors f(µ · x) = µ · f(x) = µ·(A· x) =A(µ · x), d'oùµ· x E E,. 
E.1 est donc bien un sous-espace vcaoriel. • 

Rappelons que .{.(E) désigne l'ensemble des endomorphismes de E, c'est-à-dire l'ensemble des appli-
cations linéaires de E dans E. 
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D__éiînitton 10.2 

Soit f e .l.(E). On dit q ue f est diagonalisable s'il existe une base de E dans 
laquelle la matrice de f est diagonale. 

fl:o~iticu:\J._0.2 

f est diagonalisable si et seulement si E poslède une base formée de vecteurs 
propres de f. 

Démonrtration 

- S upposons que f est diagonalisable. li existe une b~e 8 = (e, ,. .. ,e.) de E, telle que la 

matrice de f dans la base 8 soit diagonale, c.àd. Ma1(f,8} = ( ~1 
: ~ } où les 

À; ER. 

On adoncf(e1) = A,e1 pour tout i, ce qui signifie que e1est un VCèteurpropre de/, associé 
à la valeur propre À;. La base e est donc formte de vcoteurs propres. 

- R&:iproquernen~ supposons que E possMe une base 8 = (e, ,. . .,e.) formte de VCèteuIS 
propres de f. Pour tout i, on a e1 vcotcur propre de f, donc il e xiste À; e R tel que 

f(e1) = A,e,. La matrice de f dans cette base est alors ( ~1 
: ~ } 

L'application lintaire f est donc diagonalisable. • 
Quand f est diagonalisable, les calculs relatifs à f sont plus simples dans une base 
formée de vecteurs propres. 

Soit A la matrice de f relative à une base 8. et x e E . Si X est le vecteur-colonne des 
coordonnées de x dans la base 8, et A e nt, on a2 : 

f(x) = A · x ~ AX = A· X 

C'est pourquoi on peut aussi parler de valeur propre et de vecteur propre de la ma
trice A. 

Défioitioo ~3 

On dit que la matrice A est diagonalisable si elle est semblable à une matrice 
diagonale. Autrement dit, A est diagonalisable si et seulement si il existe une 
matrice diagonale D et une matrice de passage P, tel que D = p - 1 AP. 

On va pouvoir parler indifféremment de diagonalisation de l'endomorphismef ou de 
sa matrice A, en raison de la proposition suivante. 

2 Écrirure matriciel le de y=/(<), • chapitre 8, paragraphe 1.3. 
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&oposition,_10,3 

Soit A la matrice de f dans une base !B. 

- La matrice A est diagonalisable si et seulement si f est diagonalisable. 

- Si A est diagonalisable, D = p- 1 AP où D est diagonale et Pest la matrice de 
passage de !B à une base e formée de vecteurs propres. 

Démonrtration 
Cela résulte de l'effet d'un changement de base sur la matrice d'un endomorphisme 
(~ Corollaire du paragraphe 1.5, chapitre 9). • 

Comment trouver les vecteurs propres et valeurs propres ? 

A est une valeur propre de f si et seulement si il existe x * 0 tel que f(x) = Ax , donc 
si et seulement si il existe x * 0 tel que g(x) = 0, où g est définie par g(x) = f(x) - Ax , 
qu'on peut écrire g = f - JJd. 

g est une application linéaire, donc il existe x * 0 tel que g(x) = 0 si et seulement 
si Ker(g) * {O}, ce qui revient à dire que g n'est pas bijective, c 'est-à-dire que le 
déterminant de g est nul. 

Trouver les valeurs propres de f revient donc à trouver les A e nt tels que det(f -
Ald) = o. 
Posons P(A) = det(f - Ald). Alors Pest un polynôme de degré 11 en la variable A. 

Si fa pour matrice A = (a;;j)1 ,;;sn dans une base donnée de E, alors : 
IS;jSn 

Ot;n 

det(f - JJd) = det(A - Al. ) = a;;1 ... a;;; - À 

... an;n - À 

lilli.nit!mJ...lM 
Soit f un endomorphisme de E, et A sa matrice dans une base donnée. 
Le polynôme P(A) = det(f - Ald) est appelé polynôme caractéristique de l'en
domorphisme f. On dit aussi que Pest le polynôme caractéristique de la matrice 
A, et on a P(A) = det(A - JJ.). 

Propositio n 10.4 

Les racines du polynôme caractéristique sont les valeurs propres de f. 
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Démonrtration 
On a successivement les &Juivalcnccs : 

Exemple 10.2 

SoitA = ( ~ ; ) 

P(A) = 0 <'> det(f - Ald) = 0 

P(A) = 0 <'> f - A/dn'est ]XIS bijcotive 

P(A) = 0 <'> Ker(f - Ald) 1' (0) 

P(A) = 0 <'> 3x 1' 0, (f - .Ud)(x) = 0 

P(A) = 0 <'> 3x 1' 0, f(x) = Ax 

P(A) = 0 <'> A valeur propre d e f 

Son p-Olynôme caractéristique est 

P,(A) = 1~ - A ; - Al = (l- A)(2 - A) - 6 

P ,(A) = A2 - 3A + 2 - 6 = l2 - 3A - 4 

Le discriminant est ô. = 9 + 16 = 25. Les racines du p-Olynôme caractt ristiqucs sont : 

1 1 1 1 
A, = 2(3 - V'i5) = 2(3 - 5) = -1 e tA2 = 2(3 + V'i5) = 2(3 + 5) = 4 

La matrice A a donc p-OUr valeurs propres A 1 = -1 e t A2 = 4. 

• 

Quand on a déterminé les valeurs propres de f, on c herche pour chaque valeur propre A 
les vecteurs propres associés en résolvant l'équation f(x) = Ax. 

Ils' agit donc de déterminer Je sous-espace propre EJ. associé à chaque valeur propre A. 

P.l:oJ>.osLtiCUJJ_0.5 

Si fl i, ... , uk .soul ÙG'S v~lc:w·.s pruprc:."S as.suc.:it!s à ùc::s valc:uns pruprc:s Ai, ... , Ât 

distinctes d' un même e ndomorphisme f, alors la famille (11 1; ••• ; 11k) est libre. 

Proposition 10.6 

Condition suffisante de diagonalisation 
Dans un espace vectoriel de dimension11, si Je polynôme caractéristique de l'en
domorphisme f admet 11 racines distinctes, alors f est diagonalisable. 

Démonrtration 
Si P admet n racines distinctes, aloŒ f admet n vlleu!S propres distinctes A1, ... , A,,. Les 
A, sont d es valeurs propres donc il existe des VCèteurs propres "' , ... , 11,. non nuls associts, 
c 'est-à-dire tels que /(11;) = A,11, pour tout i. 

D' apres la propœition 10.2, pour montrer que f est diagonalisable, il suffit de montrer que 
(1tJ; ... ; 11,.) forme une base. Une fanùlle den vcoteursde l'espace vcotoricl Ede dimension n 
est une base si e t seulement si cette famille est libre. li suffi t donc d e montrer que (u1; ... ; 11,.) 
est une famille libre. C'est vrai d' aprts la proposition 10.5. • 

Remarquons q ue la réciproque est fausse. Un endomorphisme f peut être diagonali
sable sans q ue son polynôme caractéristique ait 11 racines distinctes. 

POUR Al! ER P!l!S LOIN 

• D6monstrarioo 

Sll' www.dunod.oom 
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Par exemple f = Id est diagonalisable, mais sa seule valeur propre est !, son polynôme 
caractéristique est donné par P(A) = (1 - A)". 
Nous admettrons sans démonstration la proposition suivante, qui donne une condition 
nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable. 

Prop ositio n 10.7 

Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation 
On suppose que f est un endomorphisme d'un espace vectoriel Ede dimension 11. 

Notons A1, .. ., Ât les valeurs propres de f, et EJ,. .. ., E.i, les sous-espaces propres 
k 

associés. Pour tout i, notons d; la dimension de EJ,. Alors on a .L:d; ::; 11, et : 
i.a l 

k 

f est diagonalisable ~ .L: d; = 11 

;s1 

.Ll:J E:B..8J 1 Q U_E, 
Étapes à suivre pour diagonaliser un endomorphisme 

ou une matrice 

• Chercher les valeurs propres 

Il faut résoudre l'équation P(A) = 0, où Pest 
Je polynôme caractéristique de f, c'est-à-dire 
P(A) = det(f - Md). 

On note A1, A2 , •• ., At les racines de P. Ce sont 
les valeurs propres de f. 

• Déterminer les sous-espaces propres 

Il s'agit, pour chaque valeur propre Â;, de dé
terminer Je sous-espace propre E,r, , c'est-à-dire 
trouver les vecteurs 11 tels que f(x) = Â;11. 

Puis rechercher une base de chaque sous
espace propre EJ, . Elle sera de la forme 
B; = (11;, 1, •• • ,11;,.i,), où d; est la dimension de EJ,. 

• JJendomorphisme est diagonalisable si et 
seulement s i : 

Dans ce cas, la famille 8 obtenue en réunis
sant toutes les B; est une base de E, c'est-à-dire 
e = (u1:l1 ... ,llJ.d1 ,ll2:11 .. . ,ll2,&i 1 ... ,llk:l 1 .. • ,llk,d~). 
La matrice dans cette nouvelle base est une ma
trice diagonale D. Sur sa diagonale, il y a (dans 
cet ordre) : d1 fois la valeur A1, puis di fois la 
valeur A2, .. ., et dt fois la valeur Ât. 

On a D = p- 1 AP, où Pest la matrice de passage 
de la base initiale à la base formée de vecteurs 
propres. 
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Exemple 10.3 

Considéroœ f de matrice A= ( ~ ~ ) dans WJe Jase 1l Peut-on diagonaliser /7 

1. Le p-Olynôme caractéristique est : 

P(A) = det(A - Al)= 1 ~- A ~_ A 
= (1 - AX4- A) - 10 = A2 - 5A + 4 - 10 = A2 - 5A - 6 

1 
Le discriminant est t. = 25 + 24 = 49, les racines sont donc A = Ï (5 ± 7) = 6 e t -1. 

li y a deux valeura propres distinctes A1 = -1 et A2 = 6 dans un espace vectoriel de 
dimension n = 2, donc f est diagonalisable (~ proposition 10.6). 

2. Cherchoœ les VCèteurs propres. 

- Le vecteur 1t = ( : ) est W1 vecteur propre associé à la valeur propre -1 si e t seule-

ment siA ( : ) = ( =: ) 
{ 

x1 +2.x, = - x1 {2x1 +2x, =0 
c 'est-à-dire: 5x, + 4.., = - x, que l'on peut écrire 5x, + 5.., = 0 

D'où finalement K 1 = (u = (x1; x,); x1 + x, = 0), de base"' = ( ~ 1 ) 

- Le vecteur u = ( ;: ) est un vecteur propre associé à la valeur propre 6 si e t seulement 

StA(: )=( ~:) 
c 'est-à-dire: { x, + 2"'2 = 6x, que l'on peut écrire { 2"'2 = 5x, 

~+~=~ ~=~ 

o· ()() finalement Et. = (u = (x,; x,); x, = ~xi). de base 112 = ( ~/2 ) . 

3. L'endomorphisme f est diagonalisable, de matrice ( 0
1 ~ ) dans la base (111; 11z). 

Exemple 10.4 

( 

1 1 
S<litA = : 1 : } Cette matrice est-elle diagonalisable? 

1. Le polynôme caractéristique de A est: 

P(A) = 1 :-A 
1 

1-A 
1 

1 
1- A 
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Oévclopp-0m suivant la première colonne: 

P(A) = (1- A) 1 : - ,! : - ,! l-l 1 1 - ,! H : - ,! 

= (1- A) [0 - A)2 - l ] - [l - A- 1) + [l -(1- A)) 

= (1 - A)3 
- (1 - A) + A + A 

= (l- A)3 -1+ 3A 

= 1 - 3A + 3A2 - A' - 1 + 3A 

= - A3 + 3A2 = A1(3 - A) de racines A1 = 0 e t A2 = 3 . 

Les valeurs propres de A sont donc A1 = 0 e t A2 = 3. 

2. Cherehom les vecteurs propres. 

274 

- Le vecteur u = ( : ) est WJ \"CCteur propre associé à la valeur propre 0 si e t seulement 

s1A(: )=o 

{

X1 + x-z + x3 = 0 
C'est ·à· dire si e t seulement si x, + x, + X 3 = 0 

X1 + x-z + x3 = 0 
D'où Eo = ((x1; x,; x3) ; x1 + x, + x3 = OJ, de base (1ti.112), où par exemple : 

- Le vecteur u = ( 

SI 

111 = ( - l) et 112= ( j ) 
x, ) x, est WJ \"CCteur propre associé à la valeur propre 3 si e t seulement 
X 3 

{

X) + Ail + X3 = 3xi { - 2xi + Ail + X3 = 0 
c ' est ·à· dire: x1 + x, + x3 = 3x, que l'on peut écrire x1 - 2x, + x3 = 0 

XJ + Ail + X3 = 3X3 XJ + Ail - 2x3 = 0 
Si on additionne les deux premières équatiom, on trouve l'opposé de la troisième, 

donc : 
E, = ((x1; x,; x3); - 2x1 + x, + x3 = Oet x1 - 2x2 + x3 = 0) 

E, est de dimension 1, e t x1 = x, = x3 = 1 est solution, 

donc 113 = ( : ) est une base de E,. 

- dim Eo + dim E, = 2 + 1 = 3, donc A est diagonalisable, semblable à la matrice 
diagonale: 

D = (~~~) 
00 3 

La famille (111 ,11,,113) est une base form&l de vecteurs propres. 
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D Application aux systèmes 
dynamiques récurrents 

On s'intéresse ici aux modèles dynamiques (c'est-à-dire dépendant du temps) fai
sant mterverur plusieurs variables èconorruques en même temps, et qw souvent mter
agissent. 
On n'aura pas simplement une équation de récurrence faisant intervenir une seule 
variable comme au chapitre 3, mais un système de plusieurs équations récurrentes. On 
suppose donc ici qu'on a 11 variables économiques dépendant du temps, notées x1(1), 
Xz(I), .. ., Xn(I). 

On pose X(I) = ( x'..~I) ) Je vecteur-colonne des X; à la période 1. 
Xn(I) 

On suppose que ces 11 variables à la période t + 1 dépendent linéairement des mêmes 
11 variables à la période 1, avec interaction possible: 

l
x1(I + 1) = a1;1X1(I) + ... +a1;nXn(t) 
X2(t + 1) = Qz;1X1(t) + ... +a2;nXn(t) 

X1(t + 1) = an;1X1(t) + ... +an;nXn(t) 

qu'on écrit sous forme matricielle: 

(SD) X(t + 1) = AX(t), Vt EN 

où A = (a;;j)1s;,jsn· 

Dans Je cas d'une seule équation, on a vu au chapitre 3 que x1+1 = ax, donne: 

x, = ax,_1 = a2x,_2 = ... = d X-O. c-à-d x, = a'xo pour tout te N. 

Ici on a: 

X(1) = AX(I - 1) = A[AX(t - 2)) = A2X(t - 2) = ... = A'X(O) 
Donc la solution de (S D) est : 

X(1) = A'X(O), Vt e N 

Le vecteur X(O) donne la situation initiale de l'économie (à la période 0). On dit aussi 
que X(O) est la condition initiale. 
Pour obtenir X(I) explicitement en fonction de X(O), il faut calculer A'. 

• Si A est une matrice diagonale, A ~ )· alors A' 
Ân 

) 

= ( A;x1(0) 

..i:,x.(O) 
( 

A~\ 0 0 } ( A' 
0 

~~ Donc X(I) = t 0 

0 
c'est-à-dire: 

{ 

X1 (t) ~ .~: X1 (0) 

Xn(I) = Â~n(O) 
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Si A est diagonale, il est donc trèo fucile de calculer A' pour tout t e N. En fait, dans 
ce cas, on a en réalité affaire à un système de 11 équations indépendantes, chacune à 
une inconnue. Cela signifie qu'il n'y a aucune interaction entre les variables. 

• Supposons maintenant que la matrice A n'est pas diagonale mais qu'elle est 
diagonalisable. 

X(t) = A'X(O), avec A diagonalisable. 

Il existe donc une matrice diagonale D, et une matrice de passage P, telles que 
D = p- 1AP ~ proposition 10.3). Cela implique A = PDP- 1. On a alors : 

A2 = (PDP-1) · (PDP- 1) = PDDP-1 = pv2p- I 

De même, pour t e N' : 

Donc : 

où 

X(t) = A'X(O) = PD' p- 1 X(O), 

( 

A' 
D' = ~l 

0 

0 
~ )· 
A' . 

Ceci conduit à la proposition suivante. 

~p_osLti-<m...10.8 

Si A est diagonalisable, Je système dynamique (S D) a pour solution : 

X(t) = PD1P- 1X(O)pourtoutt EN 

Ici Pest la matrice de passage de 13 à 8, où 13 est la base canonique de nt•, et 8 est une 
base formée de vecteurs propres (u1 , ••• ,11.). La matrice D est diagonale, d'éléments 
diagonaux les valeurs propres A1 , •.• , A •. 

Si A est diagonalisable, plutôt que d' utiliser la formule de la proposition 10.8, on peut 
changer de variables pour que Je système dynamique soit ramené au cas où la matrice 
est diagonale, comme Je montre la proposition suivante. 

Proposition 10.9 

Supposons que A est diagonalisable, et que D = p- 1 AP où D est diagonale, et P 
est la matrice de passage. Posons Y(t) = p- 1 X(t) pour tout t e N. 
Y(t) est Je vecteur-colonne des coordonnées de X(t) dans la base formée des vec
teurs propres (111,. .. 11.). Avec la variable Y(t), Je système dynamique (S D) de
vient : 

Y(t + 1) = DY(t) pour tout t e N 

Ce qui donne : 
Y(t) = D'Y(O) pour tout te N 
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Démonrtration 
En appliquant la prop-Osition 9.8, on obtient dircotcment X(t) = PY(t)et Y(t) = p-1 X(t). 

On a alors Y(t + 1) = P-1 X(t + 1) = P-1 AX(I) = P-1APY(t) = DY(t) car D = P-1 AP. 

On a donc bien Y(t + 1) = DY(t) pour tout 1. 

Cela donne Y(t) = DY(t- 1) = lf'Y(l-2) = ... = ffY(O). • 
Quand on é tudie l'évolution de X(t) quand Je temps t varie, on souhaite naturellement 
connaitre la limite de X(t) pour t -+ + oo (si cette limite existe). 

On sait que~ À: = 0 si IA;I < 1. Cela conduit à la proposition suivante. 

f!'.o~ition.10...10 

Si A est diagonalisable, et que ses valeurs prorces À; sont toutes de valeurs abso
lues strictement inférieures à !, alors lim X(t) = O. 

H <» 

Démonrtration 
D'apres la proposition 10.8, on a X(t) = PD'P-1 X(O) pour tout te N. 

D' = ( ~\ O ~ ) et pour tout ion a lim A: = 0 car IA;I < 1, 
0 0 À~ l-t«> 

donc lim D' = ( ~ O ~ ) = la matrice entii remcnt nulle. 
•~œ Û Û Û 

D'où ~'!!X(t) = ,i!!!! PD' P-1X(0) = 0 . 

Exemple 10.5 

On considère le système r&>urrcnt X(t + 1) = ( 

2 

1. Cherchons les valeurs propres d e la matrice A = r 

Le polynôme caractt ristique de A est 

P,(A)= ll--~A ~~ A l 

j )x(1). 
4 

1 

1 

2 

4 ) 1 . 

4 

= A2 - ~A +~+~ = A2 - ~A + ~ . 
4 4 8 4 8 

Le discriminant est ô. = ~ - ~ = 
25 

-
24 

= ~ 
16 8 16 16 ' 

Les racines du polynôme caractéristique sont doac : 

A1 = ~ (~ + ~) = ~ e t A2 = ~ (~ - ~) = ~ Cc sont les valeurs propres d e A . 
2444 2442 

2. Cherchons les vcoteurs propres. 

• 
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( : ) est un vecteur propre associ6 à la valeur propre ,!1 = ~ si e t seulement si : 

{ 

XJ + !Aiz = ~XJ 
1 

4 
1 

4 
3 ee qui donne x1 + x, = O. 

- 2XJ + ;j "'2 = ;j"'2 

D'oùparexemple le vocteurpropre111 = ( _: } 

( : ) est un vecteur propre associ6 à la valeur propre ,!2 = ~ si e t seulement si : 

{ 

XJ + !Aiz = !XJ 

1 
4 

1 
2 

1 ee qui donne x, = - 2x1. 

- 2XJ + ;j"'2 = ÏX, 

D'où, par exemple, le vecteur propre 112 = ( -~ ). 

3. La matrice A est diagonalisable. dans la base (111 ,11,) fonn6e de vocteurs propres elle 
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devientD = ( ~ ~ l 
La solution de (SD) est donc X(I) = PD' P-1 X(O), où P = ( _: -~ ). 

On a det(P) = - 2 + 1 = -1. On calcule P-1 à laide de Pla transposte de la matrice des 
cofacteurs de P (• proposition 9.28) : 

r' = det~P>P= -P= - ( -~ -: ) = ( -~ _: ) 
D'où finalement (• proposition 10. 8) : 

X(I) = PD'P-1 X(O) = ( _: _: )x(O) 

On pourrait aussi elfoctuer WJ changement de variables (• proposition 10. 9), en posant 

Y(1) = ( y, (I) ) = P-1X(1) = P-1 ( x,(i) ) c' est ·à· dire pour tout 1: 
y,(1) x,(1) ' 

( y,(1) = 2x1(1) + x,(1) 
( y,(1) = - x1(1) - x,(1) 

On obtient Y(1) = IJ Y(O) pour tout 1 e N , c'est· à-Oire : 

1 

y,(1) = (~ )' y,(0) 

y,(1) = (H y,(0) 

On remarque que l~I < 1 et l~I < 1 donc lim,_,~X(I) 
(• proposition 10. 10). 

~'!!Y(I) 0 
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APPLl(ATlQN L'évolution du taux de chômage 

On é tudie l évolution du nombre de chômeura dans une région donmle. La population active totale est supposa 
constante. 
On note x, (1) le nombre d'actifs ayant un emploi au début de l'année 1, et x,(1) le nombre d'actifs au chômage au 

rŒme moment. 
On ~•rppMt: ')Ut: Q() % rl~ !lCt'if~ !ly!lnt un r.mp1oi l':mnhl t mt tr111jour~ un r.mp1oi l'!lnnh: ~1riv:lntr.. t'.flntm 10 % 

qui se re trouvent au chômage. 
De même, on suppose que ro % des chômeurs l'année 1 trouvent un emploi l'année suivante, contre 40 % qui sont 

toujours au chômage. 
On a donc : 

( 
x1(1) 

En posant X(I) = x,(I) 

{ 
x1(1 + 1) = 0,9x1(1) + 0,6x,(1) 
x,(1 + 1) = 0, l x1(1) + 0,4x,(1) 

) . on a donc le systi me suivant : 

( 
0 9 

X(I + 1) = AX(1), pour tout 1 EN, où A = o: l 0,6 ) 
0,4 

Le polynôme caracttristique de A cst P ,(A) = det(A - Al,) = I~:;- A ~:! - A I· donc : 

P,(A) = (0,9 - A)(0,4 - A) - 0, l x 0,6 = A2 - l,3A + 0,36 - 0,06 = A2 - l,3A + 0,3 

Le discriminant est ô. = 1,32 
- 4 x 0,3 = 1,69 - 1,2 = 0,49. 

l..esracines dupolynôme caractéristique sontA = ~(1,3± ,,/0,49) = ~(1,3±0,7). 
l..esvaleurs proprcs de AsontdoncA1 = ~(l,3+0,7)= l e t A2 = ~(1,3-0,7) = 0,3. 

Cherchons les vecteura propres. Soit u = ( : } 

Au = u .,. { 0,9x1 + 0,6x, = x1 

. Û, l XJ + Û,4xi ::;: Xt. 

donc Au = u <'> 0,6x, = O, l x1• D'où u1 = ( ~ ) est un vecteur propre associ6 à la valeur propre A1 = 1. 

A 
0 3 

{ 0,9x1 + 0,6x, = 0,3x1 

" = ' " "' . O, l x1 + 0,4x, = 0,3x, 

donc Au = 0,3u <'> x1 + x, = O. D'où 112 = ( _: ) est un vecteur propre associ6 à la valeur propre A2 = 0, 3. 

Notons Pla matrice de pa<lsage de la base canonique à la base formée de vecteurs propres (111 ,11,). 

P = ( ~ _: ).etdet(P) = -7.Lamatrice des cofacteurs ~ définition9.23)estP = ( =: -! ). 
1 1 - 1 ( 1 1 ) . . 928 e t on a P- = det(P) P = :; 

1 
_

6 
(~ propœit1on . ). 

Il y a une ba<le formée de vecteurs propres de A, donc A est diagonalisable, e t D = p-1 AP, où D = ( ~ ~.3 } 

On veut calculer X(I) pour tout 1, à partir des conditions initialcs X(O). 
Premii re méthode : on a X(1) = PD'P-1 (~ proposition 10.8), d'où: 

( :~:~ )=( ~ _: )( ~ ~.3' )( :~ 12n )( :~~~ 
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:zao 

Oe u>ii me mo!thode: on change d e variables, on pose Y(1) = P-1X(1), C·à· d: 

c ' est -à-dire 

( 
y1(1) ) 1 ( 1 1 ) ( x1(1) ) 
y,(1) = 7 1 -6 x,(1) 

{ 

y1(1) = 1~ (x1(1) + x,(1)) 

!!z(I) = 7 (x1(1) - 6x,(1)) 

On a Y(I + 1) = DY(I) poor tout 1, donc Y(I) = D'Y(O) = ( ~ ~,3, ) Y(O) pour tout 1 ( .. prop-Osition JO. 9), c-à~: 

{
y,(1) = y,(0) 
!!z(I) = 0, J'!!z(Û) 

On e n d&luit que J!! !!z(I) = 0 , donc que ~'!! x1(1) - 6x2 (1) = O. À long terme, Je nombre x1(1) d'actifs ayant un 

travail est 6 fois plus élevé que Je nombre x,(1) de chômeurs. Autrement dit, quand 1 tend vers +oo, une personne 
active sur 7 est au chômage. À long terme, Je taux d e c hômage est donc d'e nviron 14,3 %. 

D Espace euclidien Rn 
Dans JR2 ou JR3 , on représente géométriquement les vecteurs comme des flèches partant 
de l'origine. On peut à J'aide du calcul sur les vecteurs, retrouver (et généraliser) 
les notions habituelles de perpendicularité, de longueur. C'est ce que permettent les 
notions de produit scalaire et de norme, que l'on va définir dans IR." pourtout11. 

Dans 1' espace vectoriel IR". soit deux vecteurs x et y. On considère ici que ce sont des 
« vecteurs-colonnes», c 'est-à-dire des matrices à 11 lignes et 1 colonne : 

Leurs transposées sont donc des vecteurs-lignes, c'est-à-dire des matrices à ! ligne et 
11 colonnes : 

x = (x1 ; ... ; Xn) et y' = (y1 ; ... ; Yn) 

Considérons maintenant Je produit xy. C'est Je produit d'une matrice 1 ligne-11 CO· 

Jonnes par une matrice 11 lignes-! colonne, donc Je résultat doit être une matrice 1 
ligne-! colonne, c'est-à-dire un nombre réel. En appliquant la formule du produit de 
deux matrices, on trouve : 

Demême : 

y'x = Y1X1 + ... y.x. = xy 
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D__éiînitton 10.5 

L'application f{J définie par : 

'{J:nt"xnt"-+nt . 
(x,y) >-+ f{J(x,y) = x'~ = L:x1y1 

""' 
s'appelle Je produit scalaire dans nt•. 

Proposit ion 10.11 

Le produit scalaire f{J est tel que : 

(i) f{J est symétrique : f{J(x,y) = <p(.y ,x) pour tout x, y e nt•. 

(il) f{J est bilinéaire, c'est-à-dire, pour tout x, y, z e nt•, et pour tout À e nt on a : 

Démonstrati~n • 

f{J(Ax,y) = Af{J(x,y) = f{J(x,Ay) 

f{J(x + y,z) = f{J(x,z) +f{J(y,z) 

f{J(x,y +z) = f{J(x,y) + f{J(x,z) 

Ona<p(x,y)= L:x,y1 = L:y1x;=<p(y,x)d'où (i) C'itvraie. 
i =l i =l 

Montrons (Il). 
On a: . . 

<,c(Ax,y) = L:<Àx;}IJ1 =À L: x;y1 = À<p(x,y) 

Notation : Le produit scalaire de 
deux vecteur; x et y de R" se note 
sowent x · y3. 

i=l i=l 

'{i..r. 4- y,?)= t (r; • y;)?;= t r.;t; 4-ty;?; = ~(r.,?) 4- '{i..y,?) 
i=l i=l i=l 

Grâce à la symétrie (et avec ee que l'on vient de démontrer), on a: 

<,c(X, ÀlJ) = <,c{ÀlJ,X) = À<p(y,x) = À<p(x,y ) 

<p(x,y + z) = <p(y + z,x) = <,c(y,x) + <,c(z,x) = <p(x,y) + <p(x,z) • 

On a donc: 
n 

wC><,y) = x ·y = x'y = L:x;y;. 
/ : 1 

On dit que les vecteurs x et y de nt• sont orthogonaux si leur produit scalaire x.y 
est nul. 

L'orthogonalité correspond à la notion habituelle de perpendicularité. 

Exemple 10.6 

1 Dans R2, IC'i vecteurs x = ( -: )et y= ( : ) son: orthogonaux, car x.y = 1 - 1 = O. 

3 Dans certains ouvrages, le prcxluit se.alaire est noté< x;y >. 
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y 

•Figure 10.1 Les vecteurs x ety sont orthogonaux 

Exemple 10.7 

1 Dans R'. les vcoteuIS x = ( _: ) e: y = ( : ) sont orthogonaux, car x.y = 0 + J - J = O. 

Quand on calcule Je produit scalaire d'un vecteur x par lui-même, on trouve : . 
X .X = .L:X:. 

i-= l 

En prenant la racine carrée, on obtient ce que l'on appelle la norme d'un vecteur 
(c'est-à-dire sa longueur). 

Définition 10.7 

On appelle norme (ou longueur) d'un vecteur x de nt" le nombre : 

llxll = vx.x = ~tx7 
i.a l 

On montre maintenant que la valeur absolue du produit scalaire est inférieure ou égale 
au produit des normes. 

Proposition 10.12 

Inégalité de cauchy-Schwarz 

Vx, y E nt•, 1x.yl::; llxll X llYll 

Démonrtration 

JJfautmontrcrque lÎ,x,y11 S ~ t..f x ~Î,yi,c'est-à-dire que: 
i=l l =l i=l 



Chapitre 10 Diagonalisation. matrkes symétriques et applications 

F(A) est un p-Olynôme du second degré e n A, toujouis positif ou nul (car c 'est une somme de 
carrés), donc il ne peut pas avoir d eux racines réelles distinctrs. D'où son discriminant ô. est 
négatif, ô. :S 0 (~ chapitre 1, paragraphe 6.3.3). 

ô. = 4(tx,y,)
2 -4(tx:)x (ty~) avcc ô. :SO. 

l=l i=l i=l 
O'Oil: 

• 

La proposition suivante montre que la norme d'un vecteur satisfait les conditions at
tendues de la « longueur» d'un vecteur. 

PropositioQJ 0.13 

L'application norme 

est telle que : 

nt• -+nt 
X,_. lixll 

(i) V X e nt•' llxll ~ 0 et llxll = 0 ~ X = 0 
(il) Vx e nt•, VA e nt, llAxll = IAI · llxll 
(ili) Vx, y e nt•, llx + yll :S llxll + llYll (inégalité triangulaire) 

Démonrtration 

(1) llxll ~ Ocar llxll = ~t~ ~O. 
llxll = 0 <'> Î, ~ = 0, donc llxll = 0 <'> x, = 0 pour tout i. 

i=I 

D'où lixll = 0 <'> x = 0. 

(Il) llAxll = F = t, A2 (x,)2 = IAI ~t~ = IAl. llxll. 

(Ill) On veut montrer que Ux + yll :S llxll + llyll, c ' est -à-dire llx + ylf :S (llxll + llyl02. . . . 
Cela revient donc à montrer que L: (x, + y,)2 :S L: Xf + 2 llxll llyll + L: yr 

i =l i=l i=l . 
Cc qui se simplifie e n 2 L: x,y, :S 2 llxll · llyll. 

i =l 

Cette demiirc inégalité est 
(~ proposition 10.12). 

fl:o~itiQo.J.O.ll 

vraie d'apr~ l'inégalité de Cauchy-Schwan 

• 

Si Ut, .. ., Ut sont des vecteurs non nuls, deux à deux orthogonaux, alors ils sont 
linéairement indépendants. 
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Démonrtration 
Soit v1, ... , vk des vecteurs deux à deux orthogonaux e t non nuls . . 
Supposom que les A, sont des r&ls tels que L: A,v, = O. 

i=l 

Pour j donncl, le produit scalaire v1 • v; est nu~ sauf poor i = j. Donc : 

(t .l,v1) · v; = i: A,v1 • v; = A;vr v; = A; llv;ll2 

i=l i=l 

On a t A,v, = 0, donc A; llv;ll2 = 0, d'où A; = 0 (car v; 1' 0). 
i=l . 

On a donc L: A1v1 = 0 => A; = 0 pour tout j. 
i=I 

Les vcoteurs v1, .. ., "• sont donc linéairement indépendants ( .. proposition 8.5) 

• On appelle vecteur unitaire ou normé tout vecteur de norme égale à 1. 

• On appelle base orthonormée de nt•, toute base (u1, .. ., un) de nt•, formée de 
vecteurs normés et deux à deux orthogonaux. 

• 

D'après la proposition 10.14, pour montrer que (u1, .. ., un) est une base orthonormée de 
nt•, il suffit de montrer qu'ils sont normés et deux à deux orthogonaux. Ils formeront 
alors forcément une base. 

Exemple 10.8 

Dans R2
, les VCèteuIS e1 = ( ~ ) et "' = ( ~ ) forment une base orthonormée. 

Les vcoteurs 111 = ( :~ ~ ) et 112 = ( ~/': ) forment une autre base orthonorm&. 

-1 1 /JI /JI 
En effet, 111.112 = 2" + 2 = 0, et 1 ~•111 = '/ 2 + 2 = 1, et 11•'211 = '/ 2 + 2 = 1. 

Remarquons que la base canonique de nt• est une base orthonormée (pour tout 11 ;:: 1 ). 

Les bases orthonormées sont pratiques d'utilisation, notamment parce que les coor
données d'un vecteur dans une telle base sont faciles à calculer, comme le montre la 
proposition suivante. 

Proposit ion 10.1 5 

Si (u1,. . .,v.) est une base orthonormée delR", alors les coordonnées Xt, .. ., Xn d' un 
vecteur x dans cette base sont données par : 

Xj = x · Uj pour tout j, 

où x · Vj est le produit scalaire des vecteurs x et Vj. 

Démonrtration 
(v1 , ••• ,v,.) est W1e base orthonOCTnœ,donc v1 • vi = 0 si; "1- jet vi · vi = 1. 
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. 
Soit x = L: xiv1. Pour tout j, on a : 

i=l 

Exemple 10.8 (suite) 
8 = (ei,e,) e t 13 = (1ti.•'2 ) fonnent deux b~es orthonormw de R2. 

Considtroœ le vcoteur x = ( ; } 
Ses coordonntes dam la base 8 sont : 

x-e1 =(;)·(~) = 5 +0 = 5 et x-e2 = (;). (~) = 0+7 = 7. 

Il est naturel de trouver 5 et 7 puisque 8 est la b~e tanonique. On a donc x = 5e1 + 1e,. 

Les coordonnfes de x dam la base 13 sont : 

"' = ( 
5 

)·( :~~ )= ~+ ~ = ~ = 6Vi X 7 

112 = ( 
5 

) . ( ~/:: ) = ~ + ~ = ~ = Yi. X 7 

Onadonc x = 6Vi-111 +Yi.,.,. 

19 Matrices symétriques 

• 

Les matrices carrées symétriques ont la propriété remarquable d'être toujours dia
gonalisables dans une base orthonormée (.- proposition 10.18). Ce sont les matrices 
Ùt:."S funue.s 4uaùn1Li4 ue.s, 4 ui .soul ùe.s géuéralisaliuu.s ùu pruùuil .se.: alaire. Mauic.:e.s 
symétriques et formes quadratiques seront utiles pour l'optimisation de fonctions de 
plusieurs variables réelles (.- chapitres 11 et 12). 

Une matrice carrée A est dite symétrique si elle est égale à sa transposée, c.àd. 
si A' = A, c'est-à-dire si a;,j = aj,i, Vi, V}, où A = (a;;j)isi,jSn· 

1 ::rr n )u• .~,.~ 
Ptoposit ioo.J 0~16 

Soit A une matrice carrée gymétrique, avec A = (a;;j)1s;,jsn· Pour tous vecteurs x 
et y, on a: 

y'Ax = x' Ay = °L,a;,jX;Yj 
i,j 
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Démonrtration 

car A est symétrique. 

Définition 1Q,_10 

On appelle matrice orthogonale toute matrice carrée inversible telle que 
P' = p - I, c'est-à-dire telle que la transposée de P soit égale à linverse de P. 

l'.ropositionJ O.ll 

Pest la matrice de passage d'une base orthonormée à une base orthonormée de 
nt•, si et seulement si Pest une matrice orthogonale. 

l'.roposLtioA.10.18 

Diagonalisation d'une matrice symétrique 
Toute matrice symétrique réelle A d'ordre 11 est diagonalisable dans une base or
thonormée de nt•. 
Il existe une matrice diagonale D, et une matrice de passage P, avec P orthogo
nale, telle que D = P' AP. 

~ Formes quadratiques 

• 

~:::c::~f:~e;(:: :· i~.:. :: :s=ap(p~'.e)~::~a::::) :~~::: 
r=l Xn 

réels. 
Tout au long de ces trois chapitres d'algèbre linéaire, nous avons vu l'intérêt des ap
plications linéaires. Toutefois, sur certaines questions comme l'optimisation, elles ne 
suffisent pas. On peut dans ce cas utiliser des formes quadratiques. Alors qu'une forme 
linéaire est une somme de termes qui sont chacun proportionnel à une coordonnée de 
x, une forme quadratique est une somme de termes qui sont chacun proportionnel à un 
produit de deux coordonnées de x. 

lilli.o..iti.on 1 O 11 

On appelle forme quadratique sur nt• toute fonction q : nt"-+ nt, de la forme : 

• • ( X t ) 
q(x) = .L: .L:ai,jXiXj où x = ... e Ill", avec a1,j = aj,; e nt, Vi, j 

r= l J= l x,, 
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La matrice A = (a;,j)tsi,jS• est une matrice symétrique, et on peut écrire: 

q(x) = x' Ax, Vx e Ill" 

. . 
Si q(x) = ~ ~ b;,jXiXj, avec b;,j * bj;, on peut remarquer que q est aussi une 

i= l j : l 
• • 1 

forme quadratique car q(x) = '\' '\'a· ·x ·x· en posant a· ·=a··= -(b· · + b · ·) ' L.J L.J 1,/ 1 J •• , }.J 2 1,J J,1 

Exemple 10.10 
i• I j a l 

q(xi.x,) = Xi+~+ x,x, + 3x,x, = Xi+~ +4x,x, 

= Xi+~+ 2x,x, + 2x,x, = (x, .x.>( ~ 2 
)( ;: 

Proposition 10.19 

Réduction de Gauss 
Soit q une forme quadratique sur nt•, définie par q(x) = x' Ax, où A est une matrice 
symétrique. 
Il existe une base orthonormée de nt•, telle que dans cette base q s'écrive : . 

q(x) = ~A1!fÎ, 
i• I 

où les A; sont les valeurs propres de A, et y = P' x, avec P la matrice de passage 
de la base canonique à une base orthonormée formée de vecteurs propres. 

Démonrtration 
D'apres la proposition 10.18, il existe une matrice diagonale D, e t une matrice de passage 

orthogonale P, telle que D = P' AP. On a donc A = PDP' car P' = P-1
• En faisant Je 

changement d e variable y = P-1 x = P' x, on a : 

q(x) = xAx = x PDP'x = (P' xYDP'x = y'Dy 

0 ~ )( ~'. )= Î, ,i,y~ 
0 A. y. ~' 

( 

A, 
= (Yi. ... ,y.) ~ • 

Quand nous étudierons l'optimisation des fonctions de plusieurs variables 
(.- chapitres 11 et 12), nous aurons besoin de déterminer Je signe de formes quadra
tiques. Cela nous conduit aux définitions suivantes. 

Définjtion 10 12 

Signe d'une forme quadratique 
Soit A une matrice symétrique, et q la forme quadratique assoctee, c.àd. 
q(x) = x' Ax pour tout x e nt•. On dit que la matrice A (ou la forme quadratique q) 
est : 
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• définie positive si q(x) > 0, V x e nt" \ (0) (c.àd. pour tout x différent du vecteur 
nul) ; 

• semi-définie positive si q(x) ~ 0, V x e nt• ; 

• définie négative si q(x) < 0, Vx e nt"\(O}(c.à.d. pour tout x différent du vecteur 
nul) ; 

• semi-définie négative si q(x) s; 0, V x e Ill" ; 

• indéfinie s'il existe x, y tels que q(x) < 0 < q(y). 

Il est clair que toute matrice définie positive est aussi semi-définie positive (mais la 
réciproque est fausse). De même, toute matrice définie négative est aussi semi-définie 
négative (et la réciproque est fausse). 

Exemple 10.11 
Pour x E R2, on pose q(x) = ~ + 2~. 

Si x = ( ~ ) 1' ( ~ ) . alors~ > 0 ou ~ > 0 , donc q(x) > O. La forme quadratique q est 

donc d éfinie p-0sitive. 

La proposition suivante montre qu'il suffit de connaître les valeurs propres d'une ma
trice symétrique pour savoir si celle-ci est définie positive, définie négative, semi
définie positive, etc. 

fr.opositioJl..10,2.0 
Soit A une matrice symétrique, de valeurs propres Ai. ... , Àn, alors : 

(i) A est définie positive ~ À; > 0, Vi 

(il) A est définie négative~ À; < 0, Vi 

(ili) A est semi-définie positive~ À;;:: 0, Vi 

(iv) A est semi-définie négative~ À; s; 0, Vi 

(v) A est indéfinie~ il existe A;, Àj tels que À; < 0 < Àj 

Démonrtration 
Montrons (1). 

A dt6nie positive<'> q(x) > 0 , Vx e R" \ (0) 

A dt6nie positive<'> Î, À;YT > 0 , Vy E R"\ (0) (~ proposition 10.19) 
i =l 

A dt6nie positive .,, A; > 0 , Vi 

Montrons (Ill). 

A semi~é6nie p-Ositive .,, q(x) ~ 0 , V X E R" . 
A semi~é6nie p-Ositive .,, L: A;!Îf ~ 0 • Vy E R" 

i =l 

A semi~é6nie p-0sitive .,, A; ~ 0 , v; 
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On montre (U) e t (lv) de la même façon, e n c hangeant les signes. 

Montrons (v). 

A indtfinie.,, A n'est ni semi~éfinie p-Ositive ni semi-définie négative 

A indt finie .,, il exis te .l,, A; tels que .l, < 0 < A; • 
En dimension 2. il y a quelques critères simples faisant intervenir la trace et Je déter
minant de la matrice A, qui permettent d'éviter decalculer Je polynôme caractéristique 
et les valeurs propres. 

fl:opQsitiol\..1-0.21 

Si 11 = 2, alors : 

(i) A est définie positive~ (tr(A) > 0 et det(A) > 0) 

(il) A est définie négative ~ (tr(A) < 0 et det(A) > 0) 

(ili) A est semi-définie positive~ (tr(A) ~ 0 et det(A) ~ 0) 

(iv) A est semi-définie négative~ (tr(A) ::; 0 et det(A) ~ 0) 

(v) A est indéfinie~ det(A) < 0 

Démonrtration 
Deux matrices semblables ont même trace e t même déterminant( .. prop-Ositions 9.12 e t 9.31 ), 
donc : 

tr(A ) = tr(D) = A1 + A2 e t d et(A) = d et(D) = A1A2 

Pour montrer (1), il suffit de dire que la matrice A est définie positive si e t seulement s i ,1.1 > 0 

e t A2 > 0 , c 'est -à-dire si e t seulement si tr(A) > 0 e t det(A ) > O. 

On montre (ü), (ül), (lv) e t (v) d e façon similaire. • 

Exem~le 10.12 
Étudions le signe d es matrices symétriques suivantes. 

A = ( ~ ! ) , B = ( ~ ~ ) , C = ( -; 3 ) ( -4 
4 ' E = 3 _; ) 

1. tr(A ) = 9 e t d et(A) = 19 donc A est définie positive . 

2. tr(B) = JO e t d et(B) = 0 donc B est semi-définie positive, mais pas définie positive. 

3. d et(C) = -17 donc C est indt finie. 

4. tr(E) = -7 e t det(E) = 3 donc E est d t finie nt galive. 

Pour 11 ~ 2, pour ne pas avoir à calculer les racines du polynôme caractéristique, il y a 
des critères utilisant les mineurs principaux de A. 

Défi.D.ition 10 13 

Si A est une matrice carrée d'ordre 11, on appelle mineurs principaux de A les 
déterminants suivants : 

a ) ( a1,1 1
'
2 

, .. ., At = det ... 
a2,i 

ak,I 

~'.et )· .... 
au 

l!.n = det(A). 
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Exemple 10.13 

Si A = ( -i _ ! ~ } alors les mineurs principaux de A sont : 

6 1 = 1, e tô.2 =det ( _ 1 ~ ). etô.3 =det( _: 
2 
1 

- 2 

La proposition 10.22 montre qu'il suffit de connaître les mineurs principaux pour sa
voir si q est définie positive, ou définie négative, ou ni l' un ni l'autre. 

PJopositioo 10.22 

Soit q une forme quadratique définie pour tout x e nt• par q(x) = x' Ax où A est 
une matrice symétrique. Alors : 

(i) q est définie positive~ !!.; > 0, Vi 

(il) q est définie négative~ (-!/!!.; > 0, Vi (c'est-à-dire l!.1 < 0, l!.2 > 0, 
l!.3 < 0, ... ) 

(ili) q est semi-définie positive=> !!.; ;:: 0, Vi 

(iv) q est semi-définie négative=>(- !/!!.;;:: 0, Vi 

Démonrtration 
(Il) Montrons que q définie positive=> l>, > 0, Vi. 

Quand une matrice symttrique est dtfinie positive, alors son déterminant est strictement 
positif(car le dtterminant est le produit des valeurs propres). 
Soit A, la matrice carrée d'ordre i obtenue en gardant seulement les i premières lignes et les 
i premières colonnes de A : 

~'.; ) 
Di;i 

Pour tout ( :: ) ~ 0, on a (x1,. .,x;)A1 ( :: ) . ,,,, ,,,o,o{ ] , •= 'u' 

dtfinie positive. On en déduit que A, est elle aussi définie positive. Comme son déterminant 
est 61, on a donc 61 > O. On admet la réciproque de (1). 

On montre (Ill) de façon similaire, en remarquant que A semi-dtfinie positive => det(A) ~ O. 
(Il) se dédui t de (0 car q définie négative<'> -q définie positive, e t on a det(-61) =(-If l>, 

(lv) se dtmontre de façon semblable à (110 . • 

Exemple 10.14 
Étudions le signe de la matrice sym!.trique suivante: 

A= ( =: =~ 
1 

1 
- 5 
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On a t.1 = -3 < 0, et ô, = 1 =î =~ 1 = 9 - 1 = 8 >O. 

De plus, t.3 = det(A ). On Je d6vdoppe suivant la prcmiire colO!llle : 

t.3 =det(A)= -3xl -Î -~ l+1x1-: -~ l+ixl =~ 
= -3x 14+4+2 =-42+6 =-36 <0 

On a t.1 < 0 e t t.2 > 0 e t t.3 < 0, donc A est dtfinie négative. 

Les points clés 
-+ Une application linéaire de E dans E associe à chaque vecteur x de l'espace vec

toriel E un vecteur f(x) de E. Si f(x) est colinéaire à x, on dit que x est un vecteur 
propre de f. Si A est la matrice de f dans une base, on dit aussi que x est un 
vecteur propre de la matrice A. 

-+ Quand f est telle qu'il existe une base de E formée de vecteurs propres, alors sa 
matrice dans cette base est une matrice diagonale D. Dans ce cas on dit que f est 
diagonalisable, et que sa matrice A est diagonalisable. 

-+ Quand A est diagonalisable, il est plus facile de calculer les matrices Ak où k e 
N'. En particulier, diagonaliser A permet d'étudier plus facilement les systèmes 
dynamiques récurrents du type X(t + 1) = AX(t). 

-+ Le produit scalaire est une application qui à deux vecteurs x et y de nt• associe 

Je nombre x.y = x'y = L:x1y1• Le produit scalaire est nul si et seulement si les 
deux vecteurs sont orthOgonaux (c'est-à-dire sont perpendiculaires). Le produit 
scalaire permet aussi de définir la norme (c'est-à-dire la longueur) d'un vecteur. 

-+ Une base orthonormée est une base formée œ vecteurs de normes égales à 1, et 
deux à deux orthogonaux. 

-+ Les matrices symétriques ont la propriété remarquable d'être diagonalisables dans 
une base orthonormée. 

-+ Une forme quadratique q est une application qui à un vecteur x de nt• associe 

q(x) = L: a1.jxixj, c'est-à-dire une somme de termes donc chacun est proportion
i,j 

nel à un produit de deux coordonnées de x. 

-+ Les matrices symétriques permettent de faire les calculs concernant les formes 
quadratiques. 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés d ét aillés d e t ous les exercices sur la page d u livre sur le sit e 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
J1utifiez vos reponses. Di us si les aj/inlfations suivantes 
sont vraies ou fausses. 

1. Toute matrice canU admet au moins tme w!e..
propre rœ11e. 

2 . On peut toujours trouv<r une base form~ de vecteurs 
propres. 

3. Pour calculer A100 où A est une malricecarrU, le plus 
simple est d'abord de dil1gonruiser la matrice. 

4 . Le produit scalaire de deux vecteurs est nul si le• 
deux vecteurs sont orthogonaux. 

5. Les matrices symélri~es sonl toutes diagooali
sabl~s. 

• Conigés p. 368 

Exercices 
2 Dlagonallsatlon 

Les mal.rioes suivantes sont-elles diagonalisables 1 Si 
oui, les diagonaliser. 

1 . A=( 1 n 3 

2 . A= ( 2 ) - 8 4 
• Corrigés p. 369 

3. A = ( 

1 0 

~ ) 0 1 
1 

4 . A =( 

-2 3 -3 
0 1 -1 
0 3 
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3 Pui.ssaoCt>s d' une matrice 
Calculer A"' où : 

1. A = ( ; ~ ) 2. A = li 
4 Où acheter ses gâteaux? 

25 

8 
1 

be le syst~me dynami~e carespondant à lexemple 
dœné au dEb .. de l'iob'ocl!clion de ce chapilTe. Qudle 
sera la repartitioo de la clicnt~le dans un an? Dans deux 
ans? Et à plus long terme? 

5 Exode rural 

On suppose que dans une region donnû, chaque anŒe, 
2 % des citadins quittent la ville pour s'installer à la 
campagne, et 8 % des rumux quittent la campagne pour 
s'installer à la >ille. Écrire le systàne dynamique cor
respondant à l'évolution avec le temps de la p<>pulatioo. 
Si actuellement 60 % de Jo population est tn ville~ quelle 
sera la répartition dans IO ans? Et à b'~ long ierme 1 

6 Espaces euclidiens 

1. Mon1rerquelesvecteu!8 11 • ( : Jv = (-~}el 

w s ( = ~ ) son1 deux à deux orthogonaux. 

2 . ) Déterminer un \ttte..- w orlhogonal à la fois à 

u =( ~ )elàv=( l). 
1 Matrlcess)métrlques définies positives 

1 . Soit M une matrice carre. inversible, et A = M' M. 
MonlrcrqueA est tme malricesymtlri~e dEtioic po
sitive. 



2 . Rtdproqucment, montrer que si A est une matrice 
symttriquc dtfinic positive, al<l's il existe M inver
sible telle que A • M' M . 

8 Dlagonallsatlon daM une base ortbonormie 
Diagonaliser les mall'iocs symttriques suivantes dans 
une base onhooorm~. 

1. A=u n 
2 . A=U ! ; 
9 l!Muctlon d~ formes quadnil lqu.s 
Écrire sous forme rtduite les f<l'mCS quadratiques dtfi· 
nies sur x E R, par : 

1 . q(x) = 4 +2r, +"1+4x1x, 

Chapitre 10 Diagonalisatlon. matrku symttrlquu et 1ppllcatlons 

2. q(x) = 2xj + 5~ + 5.l, +4x,x, +4x,x, -2.qx, 

3. q(x) = ~ + r, + ~ - 2x,x, - 2x,x, - 2x,x, 

10 Signe de Connes quadratiques 
Étudier le signe des formes quadratiques SIÛvootes : 

1 . t{(Ai,A2) = 2A1A7 + fu7(A1 - At) - )A~ 

2 . q(x,.x,,x,) = ~ + ~ + 3~ + 2x2(X1 + x,) 

3 . q(x,.x,,x,,x.) = ~+~+4~+(,(x1x,+,r!)+ IOx,x. 

11 l\lalriœ ortbogonak 
Montrer que si Pest 1.me matrice orthogonale, alors : 

1 . dct P = +I ou - 1. 

2. JIPuJI = lli.41 p<lUT 
tolll vecteur u e R" 

3. On a l'tgalit6 des 
produits scalaires : 
Pu.Pv = u.v pol.I' 
tout u,v E R11

• 



L 
es variables économiques dépendent en géné- utilisées de deux facteurs de production x i et X2 (par 
rai de plusieurs autres variables. La demande exemple quantités de matières premières, de travail, 
d'un bien, par exemple, dépend de son prix ou de consommations intermédiaires). La différen

et du revenu, J'offre du bien dépend du prix et des tielle donne une valeur approchée de la variation de 
coûts de production, etc. Les économistes doivent production. Si on change la quantité d'un seul fac
donc savoir manipuler les fonctions de plusieurs teur de production, une dérivée partielle suffira à 
variables. Les plus simples d'entre elles sont les ap- fournir ce ne variation de production. 
plications linéaires ~ chapitres S à 10). Pour une 
fonction d'une variable réelle, la dérivée permet de Imaginons que l'on diminue la quantité du pre
donner une approximation linéaire de la variation mier fucteur. Il faudra alors augmenter la quantité 
d'une fonction (la courbe est approximée par sa tan- du deuxième facteur, si l'on veut garder Je même 
gente). Pour une fonction de plusieurs variables, on niveau de production. Cela signifie que pour garder 
peut de même faire une approximation linéaire des une production constante, la quantité du deuxième 
variations de la fonction à J'aide de sa différentielle, facteur doit être une fonction de la quantité de pre
qui est r application linéaire ressemblant le plus à la mier facteur. Le théorème des fonctions implicites 
fonction, au voisinage d'un point donné. indique à quelle condition c'est possible, et com-

On souhaite connaître l'évolution de Ja produc- ment le deuxième facteur évolue en fonction du 
lion y quand on fait varier un peu les quantités premier. 

Leonhard Euler (1707-1783) 
Leonhard Euler est un mathématicien et physicien suisse exerçant à Saint-Pétersbourg 
et Berlin. Il introduit des notations mathématiques encore utilisées de nos jours: f(x) 

pour désigner la valeur que prend la fonction f pour la variabl e x; ~ pour sym
boliser une somme; la notation e pour désigner la base des logarithmes neperiens. 
Le nombre e est d'aill eurs aussi appelé nombre d'Euler. Il fait appel à l'analyse pour 
résoudre des problèmes de théorie des nombres entiers créant ainsi la • théorie ana
lytique des nombres». Euler utilise souvent les fonctions exponentielle et logarithm e, 
ainsi que les séri es de nombres et les séries de fonctions dans ses démonstrations. 
La liste de ses contributions est impressionnante: de nombreux apports en analyse, 
géométrie, mais aussi théori e des graphes. Il résout le problème des sept ponts de 
Kônigsberg : • partant d'un :ioint de la ville, peut-on se promener. en revenant à 
son point de départ, en passant une seule fois par tous les ponts?» De nombreux 
théorèm es, équations et identités portent son nom. • 
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D Distance, ouverts, fermés 
dans JR.n 

III Distance 
Quand on a étudié les fonctions de nt dans nt, on a considéré généralement qu'elles 
étaient définies sur un intervalle de nt. Il était important de savoir si cet intervalle 
était ouvert, fermé, fermé borné, etc., notamment pour déterminer les extrema de f 
(.- paragraphe 6.4, chapitre 6). De même, pour une fonction de plusieurs variables de 
nt• dans nt, il est important de sa\·oir si cette fonction est définie sur un ouvert, un 
fermé, un fermé borné ... Nous allons définir ces notions dans cette section. 

Quand on étudie les limites de fonctions de nt dans nt, on considère que la distance 
entre deux points de nt est tout simplement la valeur absolue de leur différence. Pour 
les fonctions de nt• dans nt, on a besoin de définir une distance dans nt•. C'est 1' objet 
de la définition suivante. 
La distance usuelle entre deux points x et y de nt• est la distance euclidienne définie 
ci-dessous. 

DéiiD.iti 91l...ll..1 
On appelle distance euclidienne sur nt•, J' application d : 

IR"xnt"-+nt 
(x,y) >-+ d(x,y) 

définie par d(x,y) = llY - xll = ~t(y; - x;)2. 

Dans nt2, on obtient d(x,y) = ~(y1 - x1)2 + (y2 - x2)2 qui est bien la distance usuelle 
entre deux points x = (x1, x2) et y = (y1 ,y2) en appliquant Je théorème de Pythagore. 

ftopositioo.J.1.1 

La distance euclidienne est telle que : 

(i) d(x,y) ~ Oetd(x,y) = 0 ~ x = y 

(il) d(x,y) = d(y,x), Vx e nt•, Vve nt• 

(ili) d(x,z) 5 d(x,y) + d(y,z), Vx,y .z e nt• (inégalité triangulaire) 

Démonrtration 
Ces propriétfsd~ulcnt de celles de l'application norme ( .. proposition 10.13). 

(1) On a 1~111~0 pour tout 11, donc d(x,y) = lly - xll ~ O. 
De plus 1~111=0 .,, 11 = 0, donc 11!1 - xll = 0 .,, y - x =O. C'est-à-dire d(x,y) = 0.,, y= x. 

(li) On a pour tout 11 ER", pour tout A ER, llAull = i,!l · 1~111. Avec 11 =y - x et A = -1, cela 
donne: 

d(x,y) = lly - xll = 11-(x-y)ll = 1-11 · llx - yll = d(y,x). 
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(Ill) On ap-0ur tout 11, v ER", I~• + vll S 111111 + llvll. Posom 11 = y - x et v = z - y. 

On obtient alors ll(y - x) + (z - y)ll S Il!! - xll+llz - y l,c'cst·à· direllz - xll S Il!! - >ll+llz - yll, 
d'où finalement d(x,z) S d(x,y) + d(y,z). • 

L'inégalité triangulaire ci·dessus exprime Je fai t qu'entre deux points x e t z Je plus 
court chemin est la ligne droite (passer par y risque de rallonger Je parcours). 

16 Suites dans !Rn 

On a défini une suite de nombres réels comme étant une fonction de N dans nt. On 
peut définir de même des suites dans nt•. 

OMin.itiOA 1 t.2 
Une suite (11t)k<N dans nt• est une application de N dans nt•. Pour tout k e N, on 
a alors llt e nt•. 
Chaque llt a11coordonnées,c.·à-d . llk = (11 1,.t, .. .,11.,.t). 

OM.i.niti.QA.U..3 

On dit q ue la suite (11t)tEN converge dans nt• s'il existe un élément l e nt• tel q ue 
lim d(11t,l) = O. On dit quel est la limite de la suite, et on note l = lim 11k. 

k ..... -+oo k ..... -+<» 

Proposit ion 11.2 

Dans nt•, la suite (11t)kEN converge vers l = (11, ... ,l.) si et seulement si chaque 
suite coordonnée (11;,t)kEN converge vers l;, pourtout i. 

Démonrtration 

Pour tout;, avec 1 S; Sn, on a lu-i,k - lil S t (u.r,k - 1j)2 = d(u*,l). 
j=I 

Donc si .!'."œ d(11,,() = 0, alors .!'."œ 111,,. - /11 = 0 p-OJr tout i. 

Cela signi6equesi (11.),.., converge vers/ = (/1,. .. ,/.), alorschaque suitecoordonŒc (11,,.J..,. 
converge vers fi. 
Rtciproqucment, suppœons que p-Our tout i, la suite coordonnée (11,,.)..,. converge vers /1• 

Alors on peut dire que 2!'."J111,. - 111 = 0 p-Our tout i, d'où 2!'."œ (111; - 1,'f = 0 pour tout i, 
avcc l s;sn. . 
On en d&luit que lim .L: (11,,. - /1)

2 = 0, c'est-à-Oire lim [d(11,,l)f = 0, d'où la suite 
k-+-+cio i =l .t-+cio 

(11.i..., converge vers /. • 

Exemple 11.1 
. 1 1 

Dans R2, la su1te 11, = (1 + k;2 - k )converge vers(l;2) pour k -+ +oo. 
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IM Ouverts 
Lorsque l'on considère une fonction de IR dans IR définie sur un intervalle/, il est 
important de savoir si cet intervalle est ouvert, fermé, ou ni l'un ni lautre. Par exemple, 
si on recherche Je maximum global d'une fonction f continue et dérivable sur/, on a 
des propriétés différentes suivant la nature de/. 

- Quand I est fermé borné, j admet toujours un maximum global sur I 
(.- proposition 6.10). 

- Quand I est ouvert, si f admet un maximum (local ou global) en xo, alors f'(xo) = 
O. Ce n'est pas forcément Je cas pour I fermé, car si I = [a ; b) par exemple, les 
extrémités de l'intervalle a et b peuvent être des maxima de f tout en ayant f'(a) * 
Oetf'(b)* O. 

On aura des phénomènes de même nature en dimension supérieure à 1, à la différence 
que les notions d'ouvert et de fermé sont un peu plus délicates à définir. L'intuition est 
toutefois la même qu'en dimension 1. 

Dans JR, on dit qu' un intervalle est ouvert s' il ne contient pas ses extrémités. Ainsi 
]a ; b[ ne contient ni a nib. Une conséquence est qu'en tout point xo de I = ]a ; b[, on 
est à une distance non nulle des extrémités : il exister > 0 (suffisamment petit) tel que 
Je petit intervalle )Xo - r; xo + r[ soit inclus dans/. On va définir de cette manière un 
ouvert en dimension quelconque : A est ouvert si pour tout xo e A, on peut insérer une 
petite boule de centre xo et de rayon r, incluse dans A. 

OM.i.niti~ 

Soit r > 0 et a e JR". 
On appelle boule ou verte de centre a et de rayon r J' ensemble 

B(a,r) = \x e IR"; d(a; x) < r) 

Exemple 11.2 

1. Sin = l , alorsB(a,r)=)a-r;a-r[. 

2. Sin = 2, alors B(a,r) est Je disque usuel de centre a, rayon r, e' est·à· dire est l'intérieur 
du cercle. 

3. Sin = 3, alors B(a,r) est la b-Oule usuelle de centre a, rayon r , c'est- à-Oire Je contenu de 
la sphi re. 

DéiiD.iti~5 

Soit A c IR". On dit que A est un ouvert (ou est une partie ouverte) si : Va e A, 
3r > 0, B(a,r) c A. 

A est une partie ouverte de IR" si, en tout point a e A, on peut glisser une petite boule 
de centre a qui soit incluse dans A. Si A est ouvert, quand on est dans A, on n'est 
jamais totalement « au bord» de A. Cela signifie que A ne contient aucun point de sa 
frontière (.- définition 11.10 et proposition 11. 9). 
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Exemple 11.3 

- Toute boule ouverte <St un ouvert. 

- Dans R, tout intervalle ouvert est lm ouvert. 

- Dans R2, (<xi.x,) e R2 
; x, > ~) est un ouvert. 

f roposit io lJ....1_1 .3 

Toute union d'ouverts est un ouvert. Toute intersection finie d'ouverts est un ou
vert. 

Démonrtration 

- Soit (01)"' une famille d'ouverts. On p-0se 0 = Uv01. Soit a E O. Alors il existe io E I tel 
que a E Ô~. 

O~ ouvert => 3r > 0, B(a,r) c 010 c 0 

- Soit 0 1,. .. ,0, une suite 6nied'ouverts. Posons G = ~.p,. Soit a e G. 

Vi E (!; .. . ;kJ, 3r1 > 0, B(a,r1) c 0 1• 

Soit r = min r1• On a r > 0 et : 
1.SiSk 

Vi E (I; ... ;kJ, B(a,r) c B(a,r1) c 0 1 

d'où B(a,r) c n~101 = G. • 
Pour A une partie fixée de nt•, considérons l'union de tous les ouverts contenus dans A. 
Cette union est un ouvert d'après la proposition précédente, et elle est contenue aussi 
dans A. Elle contient tout ouvert contenu dans A, donc elle est Je plus grand ouvert 
contenu dans A. Ceci justifie la définition suivante. 

Soit A c nt•. On appelle intérieur de A, noté int(A), Je plus grand ouvert contenu 
dans A. On a : 

int (A) = (x e A; 3r > 0, B(x,r) c A). 

Par définition int (A) est toujours inclus dans A. Il n'y a égalité que pour les ouverts. 

Proposit ion 11.4 

Soit Ac nt•. 
A est ouvert si et seulement si int (A) = A. 

Démonrtration 
- Si A est ouver~ alors Aest clairement le plus grand ouvert contenu dans A, d'où int (A)= A. 

- R~iproque: si int (A) =A, alors A est ouvert puisque int (A) l'est. • 
Exemple 11.4 

- Dans R: 
si A = [0; 3[, alors int(A) =)0;3[. 

si A = [0;4[U[5; 7) u [8; + oo[ alors inl (A)= ]0;4[U)5; 7[U)8; + oo[. 

- Dans R2, si A = ((x1 ,x,); x, ~ x1 et x1 ~ 0) alors int (A) = ((xi.x, ); x, > x1 et x1 > 0). 
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Nous voyons sur ces exemples que !'intérieur de A contient uniquement les points 
de A qui ne sont pas «juste au bord » de A, c'est-à-dire qui n'appartiennent pas à la 
frontière de A (.,. définition 11.10). 

Hl Fermés 
Dans nt, les intervalles fermés sont ceux qui contiennent Jeurs extrémités. Nous 
verrons que de même dans nt• un fermé est une partie qui contient sa frontière 
~ proposition JJ.9(ii)). 

OMiniti..o.IUl.Z 
Soit r > 0 et a e Ill". 
On appelle boule fermée de centre a et de rayon r J' ensemble 

Br (a,r) = \x e IR";d(a;x) 5 r) 

On dit qu'une partie A de Ill" est fermée si son complémentaire est ouvert, c.-à-d. 
si Ac = \x e IR"; x ~A) = IR" \ A est ouvert. 

Exemple 11.5 

- Les boules ferm&s sont des ferm!s (car leuIS complémentaires sont des ouverts). 

- Dans R, on a : [3; 5) est fenn6 et nln ouvert, [3; 5[ n'est ni ouvert ni ferm6, ]3; 5[ est ouvert 
mais non fermé. 

- Dans R2, A = ((x1; x,) e R2 ; x1 ~ 2x,) est un ferm6. 

l!!:opositioo...1.t .5 
Soit Ac IR". 
A est fermé si et seulement si toute suite d'éléments de A convergente (dans nt") 
converge vers une limite l qui est dans A. 

Démonrtration 

- Soit A un ferm6. Soit (11.) une suite de A, qui converge vers / e R". 

Si If A, alors I e A' ouvert, d'où: 3eo > 0, B(/,e0) c A'. 

Mais: Ve > 0, 3N, k ~ N => ~·• -/I < e. Donc pour e = eo, on obtient 11* E A' pour 
k ~N. 

Mais c ' est impœsible car (11.) est une suite de A. Donc I e A. 

- R~iproquement, soit A tel que to·Jte suite convergente d'éléments de A converge vers une 
limite qui est dans A. 

A est-il fermé? c.-à~. A' est-il ouvert ? 

Soit xe A'. Existe+ ile> 0, tel que B(x,e) cA'? 
• 1 c 1 

Si cc n'est pas le cas, alors: Vk E N , B(x, ;> g: A , c.-à-d. Vk ~ 1, 3J1* e B(x, ;> avec 

UtE A, 
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c 'est-à-dire x = lim ''*• les"* e A, d'où x e A. 
,_,+œ 

C'est impossible car x f A. Donc 3e > 0, B(x,e) c A', c.-à-d. A' est ouvert. 

f..toposit ioo.JJ .6 

Toute intersection de fermés est un fermé. Toute union finie de fermés est un 
fermé. 

Démonrtration 
L'idée géntrale est de considére r les complémentaires e t d'appliquer la proposition 11.3. 

- Soit (F1)1u une famille de fermés. Posons F = n,.,F,. 

• 

Pour tout i, soit 01 = ~le complémentaire de F,. On a 01 ouvert puisque F, est supposé 
ferrnt. Donc 0 = u""O' est ouvert ~ proposition 11. 3). On peut remarquer que F" = 
(n1uF1)' = u""~ = U 1u01 = 0 , cc qui signifie que le complémentaire de F est ouvert, 
c 'est- à-dire F est fermé. On a bien obtenu qu'une intersection de fermés est fermée. 

- Soit Fi. F,, ... F, des fermés. Posons K = ur,,F,. 

Pour tout i, soit 01 = ~le complémentaire de F,. On a 01 ouvert puisque F, est supposé 
ferrnt. Donc 0 = n~p, est ouvert ( .. prop-Osition 11.3). On peut remarquer que K' = 
(ur.,F1)' = !'{.,~ = nr.10, = 0 , cc qui signifie que le complémentaire de K est ouvert, 
c 'est- à-dire K est fermé On obtient qu'une union finie de fermés est fermée. • 

Pour A une partie fixée de nt•, considérons lintersection de tous les fermés conte
nant A. Cette intersection est un fermé d'après la proposition précédente, et elle 
contient aussi A. Elle est contenue dans tout fermé contenant A, donc elle est Je plus 
petit fermé contenant A. Ceci justifie la définition suivante. 

OMin.ition 1 Lli 
Soit A c nt•. On appelle adhérence de A, notée A, Je plus petit fermé contenant A. 

Par définition A contient toujours A. Il n'y a égalité que pour les fermés. 

Proposit ion 11. 7 

A est fermé si et seulement si A = A. 

Démonrtration 

- Si A est ferrnt, alors A est clairement le plus petit ferrnt contenant A, d'où A =A. 
- Réciproque : si A = A, alors A est fermé puisque Al' est • 

Intuitivement, l'adhérence de A est l'ensemble des points de nt• qui sont dans A, ou 
bien qui ne sont pas dans A mais qui « touchent »A, qui sont « adhérents » à A. C'est 
ce que permet de comprendre la propriété suivante (que nous admettons sans démons
tration). 
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l!toposLtioJlJ.1.8 

L'adhérence de A est l'ensemble des limites de suites convergentes d'éléments 
de A. 

- Si x e A, il est bien sûr limite d'une suite d'éléments de A. Il suffit par exemple de 
considérer la suite constance (11k) définie par "k = x pour tout k. 

- Si x est dans A mais pas dans A, on peut trouver une suite (11k) telle que "k e A, avec 
lim "k = x. Par exemple, en dimension!, considérons A = ]1; 3]. On a A= [ 1; 3]. 

k-+-+oo 

Le point x = 1 est dans A mais pas dans A. On a lim "k = !, en prenant par 
k-+-+oo 

1 
exemple "k = 1 + k pour tout k e N'. 

Exemple 11.6 

- Dans R: 

si A = [0; 3[, alora A= [0; 3) ; 

si A = [2;4[UJ5; 6[, alora A= [2;4) u [5; 61. 
- Dans R2, si A = (<xi."2); ..,, > { , alors A = (<xi."2); ..,, ~ ;, ). 

- Dans R", si A = B(a,r), alora A = B f.a,r). 

Définition 11.10 

Soit A une partiedeJR•. On appelle frontière de A, l'ensemble Fr(A) = A\ int (A). 

Exemple 11.7 

- Si A = [0; 3[, :tlon Fr(A ) = (0; 3}. ki A est un interv:tllt, e t Fr(A ) est <'Onstitué des pOinLS 
aux extrémités de cet intervalle. 

- Si A = [2;4[U)5;6[, alora Fr(A) = (2;4;5;6}. 

- Si A = (<xi."2); ..,, > ~) alors Fr(A) = (<xi,..,,); ..,, = ~). 
Ici A estla partie du plan strictement au-<lcssus de laparab-Ole d'tquation..,, = ~.et Fr(A) 
est la parab-Ole. 

- Si A est la boule ouverte B(a,r), alora sa frontière est Fr(A) = (x e R"; d(a,x) = r). 
- De même, si A est la b-Oule fermU B1(a,r), alors sa frontière est Fr(A) = (x e R"; 

d(a,x) = r). 

Voici une caractérisation plus intuitive des ouverts et des fermés, à J'aide de leur fron
tière. 

Proposition 11.9 

(i) A est ouvert si et seulement si il ne rencontre pas sa frontière, 
c.-à-d. An Fr(A) = 0. 

(il) A est fermé si et seulement si il contient sa frontière, c.-à-d. Fr(A) c A. 
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Démonrtration 
(1) Si A est ouvert alors A = int (A ), donc Fr(A) = A\ int (A) = A\ A, oe qui implique que 
An Fr(A) = 0. 
R6eiproquemcnt, supp-0som que A ne rencontre pas sa fronti i re. Comme A c A e t Fr(A) = 
A \ int (A), oela implique que A c int (A). Comme on a toujours int (A) c A, cela veut dire 
que A = int (A ). e t donc que A est ouwrt. 

(ll) SiA est fc rm6 alorsA =A, donc Fr(A) =A \ int(A ) = A\ int(A), ce qui implique que A 
contient Fr(A). 

R6eiproquemcnt, supposons que A contienne sa frontière. Comme A contient int (A ) e t que 
Fr(A ) = A\ int (A), cela implique que A contient A. Comme on a toujours A c A, cela veut 
dire que A = A, et donc que A est fe rm6. • 

IM Compacts 
Les compacts sont importants quand on é tudie des fonctions continues (.- section 2.3). 

Définition 11.11 

On dit que la partie A de nt• est bornée si : 3M > 0, V x e A, llxll ::; M. 

Autrement dit, A est bornée s'il existe une boule (fermée de centre 0) qui la contient. 

Exemple 11.8 

- Dam R: A = [2; 7 [ est born6, e t B = [3; + oo[ est non born6. 

- DamR2
: 

A = (<xi,..,,); Xi + ~ S 1) est b-Orn6 ; 

A = (<xi,..,,); ..,, > Xi) est non b-Om6. 

- Dam R" : toute b-Oule (ouverte ou ferm6e) est b-Om6e. 

Définition 11.12 

On dit q ue A est compacte si A est fermée et bornée. 

Exemple 11.9 

- Dam R on a : A = [2; 5) est compact; B = [2; 4) u [6; 8) est compact; C = [ l; + oo[ n'est 
pas compact (fcrm6 non b-Orn6). 

- Toute boule fermte est compacte. 

- A = ((x1; "'2) e R2; lx11 S 1 e t 1"'21 S 2) est compact. 

- B = ((x1; "'2) e R2
; x1 ~ 2} n'est pas compact (fenn6 non b-Om6). 
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D Fonctions continues à plusieurs 
variables 

On considère dans la suite une fonction f de nt• dans JRP. On note D le domaine de 
dèfirutton de J ; on a donc V c lit". 

Dl Limites 
On a la même notion de limite que pour une fonction de nt dans nt (.. définition 4.1), 
seule la formulation mathématique change. 

lillin..iti on 11 13 

Soit xo e ï5 et l e ntP. On dit que fa pour limite l quand x tend vers xo si et 
seulement si:« f(x) devient aus;i proche que l'on veut de 1, pour tout x élément 
de D suffisamment proche de x0 (avec x * x0) ». On note alors lim f(x) = l. 

X_.XO 

Fo1m11/atio11 mathémaliq11e : 
On a lim f(x) = l si et seulement si : 

x ..... xo 

Ve> 0, 3a > 0, (x e D, x * xo et d(x,xo) <a) ==> d(f(x),l) < e 

Pour /1 = p = !, on retrouve la définition habituelle (.. définition 4.1). 
On a les propriétés habituelles des limites, qui se démontrent comme pourune fonction 
f de nt dans nt. 

l!l:op..osLti_cmjj._10 

a) Unicité de la limite. 

b) Limite d'une somme : lim (f + g)(x) = lim f(x) + lim g(x) (si les limites 
X_.XO X_.'ô X_.'ô 

existent). 

c) Limite du produit par un scalaire: lim (af)(x) = a lim f(x), où a e nt (si fa 
X_.XO X_.,'13) 

une limite). 

d) Composition : si lim f(x) = 1 et lim g(y) = r, alors lim (go f)(x) = r. 
X_.'ô y_./ X_.Xo 

e) Caractérisation séquentielle œ la limite. On a lim f(x) = l si et seulement si : 
x ..... xo 

pour toute suite (11t)t~o de D, de limite x0, la suite (f(11t))k~ converge vers l. 

Exemple 11.10 

&lit D = R2 
\ ((0; 0)), e t f: D --+ R définie par : f(x; y) = exp(~ ~\r). 

Alors (0; 0) e D. Que vaut lim j(x;y)? (si oette limite existe). 
(q~(<>.~ 

-1 
Quand (x;y) tend vers (0; 0), alors :i- + y2 tend vers 0, d'où ~ tend vers - oo. 

,.,. + y 
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Comme lim cxp(I) = 0, on en d&luit que lim exp ( .. ? - J 
2

) = O. ,__ (x:r~(O:O) x- + y 

Onadonc lim f(x;y) = O. 
(x~HO"D) 

Déflni.ti QJlJJ..M 

Si D c Ill", considérons une application f: D-+ filP. 
Pour tout x e D, on a f(x) e filP donc on peut écrire f(x) = (f1(x), .. .,fp(x)), où 
f1(x), .. ., fp(x) sont les coordonnées de f(x) dans filP. 
Les applications f; : D-+ Ill s' appelent les applications coordonnées de f. 

Exemple 11.11 
Soit f l'application de R2 dans R3 dtfinie pour tout x = (x1ox.) par f(x) = (x1 + x,,x1 -

x,,2t1 + 3x,). AloŒ les applications coordonntcs de f sont donntcs par: 

f ropositiolJ....1_1 J..1 

{ 

fj(x) = x1 + .t, 

f,(x) = x1 - .t, 

f,(x) = 2t1 + 3x, 

Soit f: D-+ Ill", où D c IR", et xo e D. On note f(x) = (f1(x),. . .,fp(x)). 
On a, pour l = (11,. • .,lp): 

lirn f(x) = l ~ lirn f;(x) = l; pour tout i. 
X-+Xo X-+Xo 

Démonrtration 
Le principe est Je même que pour une limite de suite (~ proposition 11.2). 

Dl Continuité 
Soit f: D-+ filP, où D c Ill" et Xo e D. 

Déflni.ti Q!lJ.l...12 

On dit que f est continue en xo si lirn f(x) = f(Xo). 
x-+xo 

• 

On a les propriétés habituelles des fonctions continues, qui se démontrent comme pour 
les fonctions de Ill dans Ill. 

a) Si f et g sont continues en x0 , alors f + g est continue en x0. 

b) Si p = 1 et si f et g sont continues en xo, alors f x g est continue en xo et l 
g 

est continue en xo (si g(xo) * 0). 

c) Si f est continue en xo, alors af est continue en xo, pour a e Ill. 
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d) Si f : nt• -+ ntP, et g : ntP -+ ntq, où f est continue en xo et g est continue en 
yo = f(xo), alors go f continue en xo. 

e) Caractérisation séquentielle de la continuité. La fonction f est continue en xo 
si et seulement si : pour toute suite (11t) convergeant vers xo, on a lim f(11t) = 

.~., 

f(X-O). 

Exemmtl.1.1 2 

1. Soit Pi : Rn~ R, tel que p;(x1, • •• ,x.,.) = Xi· Alors Pi est continue sur Rn. 

2. S<iJt f : R'--+ R, tel que f(x1 ,. • .,.t s} = 2x3 - 5x, p-Our tout x = (x1 ,. • .,xs). 

Alors f est continue sur R'. En effet f = 2p, - 5p,, où p3 e t P• sont continues sur R'. 

3. S<iJt f(x;y) = xyln 1; 1si xy 1' O,et f(x;y) = 0 si xy =O. 

f est-elle continue de R2 --+ R? 

f( x;y) = r.y ln lyl- "'J ln lxl = x{J(y) -yg(x) 

oùg(u) = ulnlul si" 1' Oetg(O) =O. 

g est continue en 0 car limu ln ~11 = 0 ( .. tht<lrème des croissances comparées, 2.2, cha-
.~ 

pitre 5). 

g est continue sur R, e t les projections p 1 (x; y) = x e t p2(x; y) = y sont continues, donc 
les applications (x;y) >-+ g(y) e t (x;y) >-+{}(y) sont continues. 

Conclusion: f est continue sur R2
• 

Proposition 11.13 

Soit f : D -+ JRP, où D c nt• et X-O e D. Alors : 
f est continue en X-O ~ (pour tout i, !'application coordonnée f; est continue 
en xo). 

Démonrtration 
J est continue en "li <'> lim f(x) = j(xo>. 

~ ... 
avec : lim f( x) = f(xo) <'> lim f,{x) = J.f.xo>. pour tout i. 

X-..fO X-..fO 

D'où : f continue en xo e> fi oontinue en xo, pour tout ;, 

lilli.niti.on 11 16 

On dit que f est continue sur D si f est continue en tout point de D. 

APPLICATJQN Fonction de production 

On considère WJe fonction de production F dtfinie pour tout (x1; x,) E R! par F(x1; x,) = Ax'{ ~, où x1 et x, 
dtsignent les quantitts utilistes de facteurs de production 1 e t 2, e t F(x1 ,x,) dtsigne la quantité produite de bien 
final. Ici a e t f3 sont des paramètres strictement positifs. Il est clair que F est WJe fonction continue sur R!. car 
produit de fonctions continues. 

• 



Chapitre 11 Introduction aux fonctions de plusieurs variables 

D.I Propriétés des fonctions continues 
Les fonctions continues permettent d'identifier les ouverts et les fermés comme Je 
montre la proposition suivante. 

P-ropositioo 11.14 
Soit f : nt• .... ntP continue, et B c ntP. Soit A l'image réciproque de B par f, 
c'est-à-dire A = r 1(B) = {x e nt•; f(x) e B). On a : 

- si B est fermé dans IR", alors A est fermé dans nt• ; 

- si B est ouvert dans ntP, alors A est ouvert dans nt•. 

Démonrtration 

- S upposons B fcnn6. Alors A est-il fcrm6 ? 

Soit (11.) une suite de A, qui converge vers xo ER' . A-t-on xo E A? 

(j(11t)) est une suite de B, qui converge vers f(xo) car f est continue. 

B est ferm6, donc f(x0 ) e B (~ proposition 11 .5). 

Mais on a donc _.. e A. D'où A est ferm6. 

- Si B est ouve rt, 13" est fenn6 donc r' (13") est fenn6. 

r' (13") = (x E E; f(x) f B) = [r'(B)r donc on l r'(B) ouvert, c.-à-d. A ouvert. • 

Exemple 11.13 
- Soit A= ((x;y);y > x2J. 

On a A = ((x; y); f(x;y) > 0) = r' (JO; + oo[) où J définie par f(x; y) = y - x2 est continue 
e t JO; + oo[ est ouver~ donc A est ouvert. 

- De même, soit B = ((x; y); y ~ x2J. 
On a B = r'([O; + oo[) Oil f est continue e t [0; + oo[ est fenne, <Jonc B est Cenne. 

On admet sans démonstration Je théorème suivant, dont un corollaire est Je théorème 
des bornes atteintes. 

Ibéo.rèro~ 

Image d'un compact par une application continue 
A un compact de nt•, et soit f continue deA -+ ntP. Alors f(A) est compact. 

On a vu au chapitre 6 que si f est continue d'un intervalle fermé borné Ide nt dans nt, 
alors f admet un minimum global a et un maximum global b sur I ~ proposition 6.10). 
Le théorème suivant montre qu'on a un résultat similaire en dimension 11. 

I héorème 

Théorème des bornes atteintes 
Si f est continue de A dans nt, où A est un compact de nt•, alors f est bornée 
sur A et atteint ses bornes. Autrement dit: il existe a,b e A, tels que Vx e A, 
f(a) 5 f(x) 5 f(b). 
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RI Fonctions polynômes à plusieurs variables 
On a défini les fonctions monômes et polynômes sur nt au chapitre 1 (.,. définitions 1.22 
et 1.24). On peut définir de même sur Ill" des monômes et polynômes à 11 variables 
réelles. 

Définition 11.17 

On dit que f est un monôme à 11 variables si f est une fonction de nt• dans nt 
définie par : 

f(x) = a"1' · .. -Ç• pour tout x = (x1, ••• ,x.) e Ill", 

où a, ki. ... , k,, sont fixés, avec a e Illet k 1, ••• , k,, e N. 
On dit que k; est Je degré partiel du monôme par rapport à la variable x; et que 
k 1 + k2 + ... + k. est Je degré total du monôme (pur a * 0). 

Exemple 11.14 
La fonction f définie p-OUr tout x = (xi.x. ,x,) E R3 par f( x) = 2xl ~x; est un monôme de 
degré total égal à 9. Son degré partiel par rapp-0rt à x3 est égal à 4. 

Définjtion 11 18 

On dit que f est un polynôme à 11 variables (ou une fonction polynômiale à 11 

variables) si f est la somme d'un nombre fini de monômes, c'est-à-dire si f est 
une fonction de nt• dans nt qui peut s 'écrire : 

f(x) = L: ak,,t,. ... ,t.-'{' .. . 4 pour tout x = (x1, ••• ,x.) e nt• 
kt ,k,, ....... 

où dans cette somme les k; sont dans N, et seul un nombre fini de at,,.t,. ... ,.t.sont 
non nuls. 
Le degré partiel du polynôme par rapport à la variable x; est Je plus haut des 
degrés partiels des monômes qui Je composent. Le degré total du polynôme est 
Je plus haut degré total des mooomes qui Je composent. 

Exemple 11.15 
La fonction f définie pour tout x = (xi.x,) E R2 par f(x) = 2xl~ + 7~"4 est un polynôme 
de degré total égal à 8. Son degré partiel par rapp-Ort à x1 est égal à 3. 

Proposit ion 11.1 5 

Toute fonction polynôme à 11 variables est continue sur nt•. 

Démonrtration 
Il suffit de montrer qu'un monôme est continu, car une somme finie de fonctiom continues 
est continue. 
Pour tout i, on a vu que l' application Pi est continue sur R", où Pi : R" -+ Rest tel que 
p,{xi. ... ,x.) = x,. ( .. exemple 11.12) 

Un monôme est le produit d'un nombre fini de telles applications multipliées par une 
constante, donc c 'est une application continue( .. proposition Il. li ). • 
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D Dérivées partielles 
ID Dérivées partielles premières 
Pour une fonction de IR dans JR, la dérivée en un point a nous permet de calculer 
une valeur approchée des variations de cette fonction (.- propositions 2.3 et 2.10). 
Peut-on faire de même pour une fonction de IR" dans IR? Oui, si on ne bouge qu' une 
coordonnée de x e IR", car dans ce cas tout se passe comme s'il n'y avait qu' une seule 
variable réelle, les autres étant fixées. La dérivée de la fonction obtenue lorsque l'on 
bouge seulement une coordonnée est appelée dérivée partielle. 

Considérons une fonction f: U -+ IR, où U est un ouvert (non vide) de IR". 

Soit a e U. 
U est ouvert, donc il exister> 0, tel que B(a,r) c U. 
L'application 

t.a : IR-+ IR 

t ._. f(a 1, ... ,a;_1,t,a;+11 ... ,an) 

est donc définie au moins sur ]a1 - r ; a1 + r[. On rappelle i-ème application partielle 
de f au point a. Elle consiste à faire varier lai-ème variable en laissant fixes les autres. 

Définition 11.19 

- On dit que f admet une dérivée partielle au point a, par rapport à la ième 
variable, si la ièrne application partielle t.a est dérivable en a1• On note cette 

dérivée 
8
81 

(a). On a donc : 
X; 

~f (n) = lim -
1
- [J(n 1 ,. • .,n, 1 ,r;,n1+1 ... .,n.) - f(n)] 

uX; XI~"' X; - a; 

- Si aaf (x) existe en tout point X e U, alors la fonction X 1-+ aaf (x), notée aaf. 
~ ~ ~ 

est appelée fonction dérivée partielle de f par rapport à x1• 

Remarque : 

- Si 11 = 1, alors x = x 1 et la dérivée partielle est la dérivée ordinaire, qu'on note ~~. 
- Si 11 = 2, on note souvent les variables (x,y) au lieu de (x1,x2). Dans ce cas, x n'est 

que la premièrecoordonnée(et non pas x = (x1,x2)). 

- Si 11 = 3, on note souvent (x,y,z) au lieu de (xi.x2,x3). 

309 



Mathématiques en konomie--gestion 

310 

D__éiîn itton 11.20 

On appelle gradient de f en x, Je vecteur-colonne des dérivées partielles par 
rapport à chaque variable : 

Vj(x) = 

Exemple 11.16 

1. Soit f définie par f(x,y) = 2x2y + 3yx' + 5. 

Pour calculer tx· on considire q.ie y est fixe, e t on dtrive f par rapport à x, d'où: 

tx<x,y) = 4xy + l2yx' 

Pour calculer -
8
81, on considire q.ie x est fixe, e t on dérive f par rapport à y, d'où: 

y 

~ôf (x,y) = 2i + 3x4 

y 

2 S · f fi · f x +2z + 1 S · · . Olt dé me par (x,y ,z) = ~· esdénvécs partielles sont : 

ôf 1 ôj - 2y(x+ 2z + 1) ôf 2 
a;;<x,y) = y2 + 1; ag<x,y) = (y2 + 1)2 ; az«x,y) = y2 + 1 

3. Soit f définie de R2 dans R par : 

Pour(x;y) 1' (0;0): 

xy 
f(x.y) = i' + !f pour (x: y) 1' (0: 0) 

/(0;0) = 0 

'!f. (x,y) = y(i + y2) - xy(2x) = y(y2 - .i') 
ôx (i' + y2)2 (i' + y2)2 

'!J. (x,y) = x(i' - y2) 
ôy (i' + y2)2 

Pour (xo;!JO) = (0; 0), il faut partir de la définition de la dérivée conune taux d'accroisso-
ment : 

~ôf (0;0) = lim ~ [f(x;O) - /(0;0)] = limO = 0 
X ~ X ..-0 

Oc même ~ôf (0; 0) = O. 
y 

Lts applications partielles sont donc dtrivabl~ en tout point. On remarque pourtant que f 
n'est pas continue en (Û; Û), C3r j(x; X)= X

2
: X

2 
= ~ qui ne tend pas versÛ pour X--+ Û. 
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1.111 Élasticité partielle 
On a défini l'élasticité d'une fonction d'une variable au chapitre 2 (.- définition 2.4) à 
partir de la dérivée de cette fonction. On peut de même définir lélasticité partielle à 
partir de la dérivée partielle. 

Déll!.1l~:U 

Soit f : U -+ IR, où U est un ouvert de IR". 

Si f admet une dérivée partielle ôôf sur U, et f(x) * 0 sur U, alors l'élasticité de 
X; 

f par rapport à x; est définie par 
f Ôf X; 

s-,(x) = - (x)- -
1 ÔX; f(x) 

APPLICATION Élasticité-prix et élasticité-revenu 

S upposons que la quantit6 demand~ d'un bien soit fonction du prix unitaire p et du revenu R de la façon suivante : 

50R 
Q(p,R) = ""3i2 

Ona: 

p 

ôQ 75R ôQ 50 
ôp = - fl'" et ôR = p3/7. 

L' Baslicité de la demande par rapport au prix <St : 

efl = ÔQ X f!_ = - 75R X .J!.... = - 75 = - 3 = -1 5 
p Ôp Q p>r. ;~ 50 2 • 

Cela signifie que lorsque le prix augmente de 1 %, la demande baisse de 1,5 % environ. 
De même, r élasticité de la dcmAnde par rapport au revenu est : 

12 _ ôQ R _ 50 R _ 
"• - ÔR X Q - ..3/2 X lOR - 1 ,, "p!I! 

Si le revenu augmente de 1 %, alors la demande augmente de 1 % environ. 

IM Dérivées partielles d'ordre supérieur à 1 
Considérons ici aussi f : U -+ IR, où U ouvert de IR". 

Supposons que f admette des dérivées partielles 
8
8! (x) en tout point x e U. Ces déri

X; 
vées partielles peuvent elles-mêmes admettre des dérivées partielles, ce qui conduit à 
la définition suivante. 

- La dérivée partielle seconde de f par rapport à X; et x j est la dérivée partielle 

par rapport à x; de la dérivée partielle ôôf (x}. On la note ôlfl-ôf (x). 
Xj X; X j 
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On a donc lff = !_ ( aj') 
ax,axj ax, axj.. 

S.. . lPJ a (at) 
1 ' = ), on note --::? = -a . a~ . 

ÔXj x, x, 
- De même si les dérivées partielles secondes sont dérivables, on définit les 

dérivées partielles troisièmes, etc. 

Pour k ~ 2, a ./1 ~ . = aa (··· aBJ) est une dérivée partielle de f d'ordrek. 
x,1 ... x,t x,1 x,t 

Exemple 11.17 
&lit fla fonction dt6nie de R2 dans R par : 

f(x;y) = 3xy2 + x?-y' pour tout (x,y) e R2 

Les dtrivtes particlks premières et SCèO!ldcs de f sont donntcs par : 

'!l. = 3j + 2xy' '!l. = 6xy + 3Jè-y2 

ôx ôy 

ô'f = 2y3 • ô'f = 6y+6jx ô'f = 6y+6xy2 
Ô x2 ' ÔljilX ÔxÔy 

ô'f = 6x+6x?-y 
&J2 

On remarque dans l'exemple précédent que aéPxôf = aéPaf . Le théorème suivant 
y y X 

montre que ce résultat est toujours vrai si les dérivées partielles secondes sont conti
nues. 

J:hé2tèm_g 

Théorème de Schwarz 
Supposons que la fonction de 2 \•ariables (x; y) ,_. f(x; y) a des dérivées partielles 

secondes 
8
()2[ et aéPaf définies sur un ouvert U avec (x0; y0) e U, et qu'elles 
xuy y x 

sont continues en (.xo; yo). Alors on a: 

éPJ éPJ 
axay (xo; yo) = aya/.xo; yo) 

Ceci se généralise à une fonction de 11 variables (même démonstration en laissant les 
11 - 2 autres variables fixes). 

On Je généralise ensuite aux dérivées partielles d'ordre ~ 3, car par exemple : 

<Pt a (lPJ) a (a
2
1) a

2 
(at) 

BxBy/k = Bx By8! = ax BzBy = axaz By = ... 

D'où la proposition suivante. 
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l!top osLtioJlJ.1.1.6 

Soit f définie de U -+ nt, où U ouvert de IR". On peut intervertir l'ordre des 
dérivées partielles k-ièmes en tout point où ces dérivées partielles sont continues. 

OMiniti..o.IUl..23 
On dit que f est de classe C1 si elle admet des dérivées partielles continues. 
On dit que f est de classe c! si elle admet des dérivées partielles continuesjusqu 'à 
l'ordre k. 
On dit que f est de classe C'° si elle est de classe et pour tout k e N'. 

a Différentiabilité 
!1il Fonctions de !Rn dans R 
Si f est une fonction de nt• dans nt, une dérivée partielle est une dérivée obtenue en 
faisant varier seulement une coordonnée. On voudrait avoir une sorte de dérivation 
« globale», c.-à-d. quand on fuit bouger toutes les variables. 

Rappelons ce qui se passe en dimension 1 (c.-à-d. pour 11 = !). 
Si f: nt -+ nt, alors f est dérivable en a e nt si et seulement si il existe le nt, tel que : 

f(a +h) = f(a) +hl+ hs(h) pour h e nt, avec lime(h) = 0 (.- proposition 2.10). 
h~O 

Le nombre lest la dérivée de f en a, et on note l = f' (a). Cela signifie que pour h 
proche de 0, c'est-à-dire pour a +hprochede a, on peut faire l'approximation linéaire 
f(a +h) - f(a) "'hf(a) (cela revient à approxirnerla courbe par la tangente). 
Nous voulons généraliser cela en dimension 11. 

DéfinitiM 11.24 

Soit f une application de U-+ IR, où U ouvert de Ill", et a e U. On dit que f est 
différentiable en a = (a1, ••• ,a.) s'il existe des nombres réels b1, ••• , bn tels que : . 

f(a + h) = f(a) + L:b;h; + llhll e<h) avec lime(h) = 0 
is l /HO 

où h = (h1 •... ,h.). . 
On appelle différentielle de f en a, l'application linéaire L définie par L(h) = L:b;h;. 

i-=l 
Elle permet de faire une approximation linéaire de f autour de a (comme la tangente 
approxime la courbe en dimension !). 

On note dfa cette application linéaire, c.-à-d. L = df0 • . 
On a df0 (h) = L:b;h;, d'où : 

;.1 

f(a + h) = f(a) + dfa(h) + llhll e(h) 

On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout a e U. 
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En dimension 1, Je terme he(h) dé5igne n'importe quelle fonction tendant vers 0 plus 
vite que h. En particulier, h2 , h3 ,. ••• h" avec 11 ;:: 2 sont des fonctions du type he(h). 

En dimension 11, Je terme llhll E(h) désigne n'importe quelle fonction tendant vers 0 
plus vite que llhll. En particulier, tout monôme de degré total supérieur strictement à 
1 est du type llhll e(h). Par exemple : h~. h1h2 , h3~. etc. sont des fonctions du type 
lll•ll e(/t). 

Exemple 11.1 8 
&lit f de R2 dans R dt6nie par f(x1 ,x, ) = 2x1 x, - 3x1 + 4x,. 
La fonction f est-elle diJft renti able lu point (2; 3) 7 
On pose x1 = 2 + h1 e t x, = 3 + h,. On a alors : 

f(xi.x-z ) = /(2 +hi.3+ h, ) = 2(2 + h1X3+ h,) - 3(2 +h1 ) +4(3 + h, ) 

= 2(6 +2h2 +3h, + h,h, ) - 6- 3h, + 12+ 4h, 

= 18 + 3h1 + Sil, + 2h1 h• = /(2; 3) + 3h1 + 8h2 + llh·ll e(h) 

Ici 2h1h2 est un monôme de degrt 2 donc <St un reste du type 11/t.lle(h). 

Donc f est diJft rcntiable en a = (2; 3), e t sa différentielle en ce point est l'application lintairc 
L telle que U,h) = 3h1 + 8h,. 

La proposition suivante donne un lien entre différentiabilité et dérivées partielles. 

Proposition 11.17 

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a et f admet des dérivées 

partielles en a. De plus b; = aBJ (a), c 'est-à-dire df0 (h) = t aBJ (a)h;. 
X, i• I X, 

On a donc : • a 
f(a +h) = f(a) + ~a:. (a)h; + llhll e(h) avec ~e(h) = 0 

Démonrtration 
&lit f une fonction diJft renti able en a. 

- On alimf(a + h) = lim[f(a) + i>,h, + llhll e(h)l = /(a), donc/ est continue ena. 
h-.0 h-.0 i :l 

- Prenons h = (0; O; ... ; h; ; O; ... ; 0). 

devient : 

donc: 

. 
f(a + h) = f(a ) + L, b;h; + 111111 e(h) 

i =l 

f(a + h) = f(a ) + b;h; + lh;je(h) 

f(a +h) -f(a) = b · + lh;le(h) 
h; J h; 

• 
La réciproque de la proposition 11.17 est fausse. Une fonction peut avoir des dérivées 
partielles sans être différentiable. 
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Si f est différentiable en a, on peut faire l'approximation pour h proche de 0 : 

• Bf 
f(a + h) - f(a) "' L: a--:(a)h; 

is l x, 

C'est la généralisation à la dimension 11 de la proposition 2.3. Il y a ici 11 termes car 
11 coordonnées varient. 

On résume quelquefois !'approximation ci-dessus en écrivant : 

• Bf 
df = L: - (a)dx; 

i-=l ÔX; 

où df est alors appelée « différentielle totale». 

Exemple 11.1 8 (suite) 
Soit f de R2 dans R définie par / (xi. x,) = 2x1 x, - 3x1 + 4x,. 
Les dériv&s partielles de f sont : 

ôf ôf. 
ôx, (x1 ,x,) = 2x, - 3 et ôx, i.Xi.X,) = 2x1 + 4 

Au point a = (2; 3) cela donne : 

ôf (a)= 3 et ôf (a)= 8 
ôx, ôx, 

On retrouve bien que /(2 +hi. 3 + h, ) = /(2; 3) + 3h1 + 81>, + llhll e(h). 

Proposition 11.18 

Toute application linéaire f de nt• -+ nt est différentiable en tout point, et elle est 
égale à sa différentielle. 

Démonstration 
Si f est linéaire de R" dans R, alors il existe des r&ls ei, ... ,c. tels que f(x) = ~ c1x1 

pour tout x E R". On a : 

f(a + h) = ~ c;{a; +h;) = ~ c,a, + L c;h; = f (a ) + ~ c;h; +O 
i i i i 

On a bien f différentiable avec c1 = 
8
81 . Ici Je reste llh·lle(h) est égal à O. 

Xi • 

La différentielle d'une fonction f est l'application linéaire qui ressemble Je plus à f 
au voisinage de a. Il est donc normal de trouver que la différentielle soit égale à la 
fonction f, si celle-ci est elle même une application linéaire. 

fl:opositioJU.tJ..9 

Opérations sur les fonctions différentiables 
Si f et g sont différentiables en a, alors : 

af + ,Bg et f x g le sont aussi, ainsi quel si g(a) * 0, où a, .8 e nt. 
g 
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Démonrtration 
Montrons-le pour af + /39 seulemert. Soit 1t = af + {39. 

Par hyp-0th~ : 

f(a +h) = f(a) + Lbih,+llhlle1(h) 

9(a +h) = g(a) + L c1h; + llhlle2(h) 

. . 0 ôf ô9 avec hme1(h) = hme,(h) = et b; = ,-(a) et c1 = ,-(a). 
h~O h-.0 UXi UXi 

u(a + h) = af(a + h) + f39(a + h) 

= a[f(a) + ~ b;h, + llhlle1(h)l + /3[9(a) + ~ c,h, + llhlle,(h)l 

= af(a) + f39(a) + L<ab, + f3c;)h, + llh·ll [ae, (h) + f3e,(h)) 

Posonse(h) = ae1(h) +f3e2(h). On a~e(h) = 0, et 

u(a + h) = u(a) + L<ab1 + f3c1)h, + llh·lle(h) 

donc u = af + {39 est diJfércntiable en a. • 

On peut déduire des deux propositions précédentes que tout polynôme est différen
tiable en tout point, car il est la somme de produits d'applications linéaires. 

T.béor.èroe 

Si f : U -+ IR admet des dérivées partielles dans un voisinage de a qui sont 
continues en a, alors f est différentiable en a. 
Donc si f est de classe C 1 sur U, alors f est différentiable sur U. 

Démonrtration 

- Pour n = 1 c' est évident car, alors: 

avoir une dtrivéc partielle .,, être dtrivable .,, être différentiable. 

- Démontrons-le pour n = 2 (p-Our n ~ 3 le principe est le même). 

S upposons que f admette des dtrivées partielles au voisinage dea, qui sont continues en a. 
Alors f est-elle différentiable en a? 

A+-0n f(a + h) = f(a) + h, ~f (a) + h2 ~f (a) + llh·lle(h), où lime(h) = 01 
UXJ 0X2 h-.0 

f(a + h) - f(a) = f(a, + h, ,a, + h,) - f(a, ,a,) 

= [!(a, + hi.a2 + h,) - f(a, ,a2 + h,) J + [!(ai.a, + h,) - /(ai.a,)] 

et par le théor~mc drs accroissements finis appliqué à la premi~rc application partielle et 
à la deuxi~mc application partielle, il existe a.,8 dans JO; l[ tels que: 

f(a + h) - f(a) = h, ~!(a, + ah, ;a, +h,) +h2 ~f (a,;a2 +f3h,) 
UXJ UX2 
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et conune lesdtri~ partielles sont continues en a: 

f(a + h) - f(a) = h1 [:~(a) + e,(h)l + h• [:~(a) + e,(h)l 

ôf ôf = h, ôx, (a) + h• ôx, (a) + [h1e1(h) + h2e,(h)) 

Oil le reste h1 e1(h) + h2e,(h) teod vers 0 pl~ vite que llhll, <Jonc est de la fo!IDe 111111 e(h). 

La fonction f est donc bien diJftrcntiable en a. • 

On considirc une fonction de production F dt6nie par F(x1; x,) = x:" 4' pour (x1; x,) e]O; +oo[", où x1 et x, 
dtsignent les quantitfs utilis6cs de facteura de production 1 e t 2, e t F(x1 ,x,) dtsigne la quantit6 produite de bien 
final. 
On suppose qu'initialcment on utilise dcsquantitfsx1 = 9et x, = 16. La production est alors F(9; 16) = 911216''' = 
3 x2 = 6. 
À partir de ce niveau initial, on veut augmenter ltgèrcment les quantilts utilistes de facteura de production pour 
passer à x1 = 9 + h1 et x, = 16 + h,. La diJftrentielle de Fau p<lint (9; 16) va nous permettre de trouver une valeur 
apprnchte de l'augmentation de la production rfsuhant de cette hausse des inputs. En effet, on a pour a = (9; 16): 

2 ôF 
F(a + h) = F(a) + L: a:<a)h; 

i=l ~ 

Les dmvtes partielles de F sont donn6cs par : 

ôF (x) = ~x-1124' et ô F (x) = ~x112x-"'. 
ôx, 2 1 ôx, 4 1 2 

Cc qui donne en a = (9; 16): 

ôF (a)= !9""112 1611' = ! e t ôF (a)= !9in 16-'" = ]_ 
ôx, 2 3 ôx, 4 32 

Donc puisque F(9; 16) = 6, on obtient: 

1 3 
F(9+h,;16+h,}= 6+ 3h1 + llh2 

Si on augmente lesquantitfs utilistes de facteura de production de h1 et de h, respectivement, alors la production 
1 3 . 

augmente de 3h, + Jïhz environ. 

Par exemple, F(IO; 18) = 6 + (~ x 1) + (~ x2) = 6 + ~ + ~ = 6,52. 

Efl Fonctions de !Rn dans RP 
On a vu que si f est une application de nt• dans fitP, on peut définir ses applications 
coordonnées ft , .. ., fp (.- définition 11.14). En particulier on a vu que f est continue 
si et seulement si les f; Je sont (.- proposition 11. J 3). 

317 



Mathématiques en konomie--gestion 

:na 

D__éiîn itton 11.25 

Si f : U -+ JRP, avec f = (f1 , ... ,.fp). on dit que : 

- la fonction f admet des dérivées partielles si les fi en admettent ; 

- la fonction f est de classe C1 si les f; le sont ; 

- la fonction f est différentiable si les f; Je sont. 

Définjtion 11 2§ 

- Sif : U -+ JRP est différentiable en a e U, alors on appelle matrice jacobienne 
de f en a la matrice1 

Bf1 (a) 
ax. 

Bfp (a) 
ax. 

- Si 11 = p, alors l r(a) est carrée. Son déterminant est appelé le jacobien de f 
ena. 

Ici aussi, il s' agit de dire que f différentiable signifie qu'elle peut être approximée par 
une fonction linéaire. 

Proposit ion 11.20 

Soit! : U -+ JRP, (où U c IR"). Alors f est différentiable en a e U si et seulement 
si : il existe une application linéaire L de IR" -+ JRP, telle que : 

f(a ... h) = f(a) ... L(h) ... llhll .-(h), où~ .-(h) = 0 

Et on a alors L de matrice l r (a). On note L = df0 • 

Démonrtration 

f diJft rentiable en a e> Yi, J.f.a ... h) = fi (a ) ... Î,h;ôôfi (a) ... llh·lle;(h), où lime1(h) = 0 
j=l Xj 1-0 

Î,h; ôfj (a) 

; =1 ôx; ( e,(h)) 
f (a ... h) - f (a ) = ... ... llhll ... 

~ ôf,, e,(h) 
L.,,h;

8
-(a) 

j=l Xj 

(h, ) ("1(h)) 
f (a ... h) - f (a ) = J f.a) .. . ... llhll ... 

h, e,(h) 

1 Si p = l, alors la matriœ jacobienne est un vecteur-ligne é~l à la transposée du vecteur·g.radient. 

• 
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Exemple 11.19 
&lit f: R3 -+ R2 , d t 6nie par : 

f (x,y ,z) = (xy + z2.zxy2 + y3
) 

Les J, sont des polynômes sur R3 donc sont diJft rentiables. La fonction f est donc différen
tiable. Quelle est sa diJft rentieOe en (l; l; 1)? 

J(x·1·z>= (Y"' 1 ,y, y2z 2xyz + 3j ~j ). donc J1(1;1;1 )= (: ~ ~ 
D'où : 

f(l+h,;l +h2;l +h,) = J(l;l;l ) +( : 
1 
5 

= ( 
2 ) + ( h, + hi + 2h, ) + llh·lle(h) 
2 h, + 5h2 +h, 

ED Composition de fonctions différentiables 
Une fonction est différentiable si ses variations peuvent être approximées par une ap
plication linéaire (quand ces variations restent petites), celle-ci étant appelée la dif
férentielle de la fonction. Quand on compose deux applications linéaires, on obtient 
une application linéaire, de matrice égale au produit de Jeurs matrices. C est pourquoi 
lorsque 1' on compose deux fonctions différentiables f et g, on obtient une fonction 
différentiable, dont la différentielle est la composée des différentielles de f et de g. 
C'est que que montre Je théorème suivant. 

Ilié.o.r.ème 
Composée de fonctions différentiables 
On consic\ère c\P.11x fonctions f et(} telle." que : 

f : nt• -+ ntP 
X ,_. f(x) 

et 
g : IR" -+ ntq 

y ..... g(y) 

Si f est différentiable en a et si g est différentiable en b = f(a) (où a e nt• et 
b e nt"), alors go f est différentiable en a, et : 

- la différentielle de g of est la composée de la différentielle de g et de celle 
clef : 

d(g 0 f). = dgb, df.; 

- la matrice jacobienne de go f est égale au produit des matrices jacobie1U1es : 

19 .r(a) = J9 (b) xlr (a). 

Démonrtration 
f (a + h) = f (a) + df. (h) + llh·lle1(h) pour h -+ 0 

et g(b + k) = g(b) + dg. (k) + llkll e,(k) pour k-+ 0 

S<litH = go f 
H(a + h) = g(f (a + h)) = g(f(a) + df.(h) + llh·lle1(h)) 

= g(b + df.(h) + llh·lle1(h)) = g(b) +dg• (df.(h) + ll/Jll e1 (h)) + llkll e,(k) 
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(en p-Osant k = df.(h) + llhll e1 (h)), dlnc : 

H(a + h) = H(a ) + dg, (df.(h)) + d9,(ll/tlle1(h)) + llklle2(k) 

où le rcs1ed96 (11/tlle1(h))+llkll"2(k) tend vers Oplus vite que 11/tll, donc est de la forme llhlle(h). 

Donc H est diJftrcntiable e n a et dH. = dg, o df.. D'où : 

J,.(a) = J,(}J) x J .r(a) 

Corollaire 

Dérivée partielle d'une fonction composée 
Soit f : nt• -+ ntP et g : IR" -+ ntq, posons H = g o f : nt• -+ ntq. Si f est 
différentiable en a, et g différentiable en b = f(a), alors H est différentiable en a, 
et : 
pour tout je {l; ... ;11), pourtouti e {!; ... ; q) 

BH; (a) = ~ Bg; (b) Bf\a) 
Bxj {;( Byt Bxj 

Si f est de classe C1 et g de classe C1
, alors H = go f est de classe C 1

• 

Démonrtration 
J ,,(a) = J9 (b) X J1(a) donne : 

[ '"' (•) /JH, (a) 

](-U••<I ax, ax. 
J,,(a) = ... 

/JH• /JH• 
-(a) -(a) ax, ax. 

'·'". [ 
89, (a) ay, (a) [ '"(•) 

/Jfi (a) 
a.J, 8y, Ôx 1 ôx. 

et J1(a) = ... 
/Jg'(a) /Jy'(a) /Jf,,(a) /Jf,,(a) 
ai1, /Jy, ax, ax. 

donc 

[ '"' (•) bH, (•) l L\11 (a) ~ .. , l 1 
/Jfi (a) /Jfi (a) ax, ax. /Jg, /Jy, ax, ax. 

... - ... X 

/JH /JH• L\i'(a) 899 (a) /Jf,,(a) /Jf,,(a) ___!(a) -(a) ax, ax. /Jg, /Jy, ax, ax. 
La formule du produit de deux matrices donne le rtsultat rcdicrch6. 

• 

• 
• Que se passe-t-il si on a 11 = p = q = 1, c'est-à-dire si on considère f : nt -+ nt et 

g: nt .... nt? 
Alors H = go f : nt -+ nt, et JH(a) = J9(b) x l r(a) donne ici la formule bien 
connue : 

H'(a) = g'(b)f'(a) = g'(f(a)) x f'(a) 

C'est la formule de dérivée d'une fonction composée de nt dans nt 
(.- proposition 2.11 ). 
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• Un cas particulier important est celui où 11 = q = !, c'est-à-dire avec f: nt-+ ntP et 
g: ntP-+ nt. 

Alors H = go f: nt-+ nt, et JH(a) = J9(b) x Jr(a) donne ici : 

JH(a) = H' (a) (matrice 1x1) 

et Bf1 (a) 1 
J9(b) = ( ::

1 
(b) ... ;; (b)) et JJ{a) = :; 

___e (a) 
donc ax 

Bfi (a) 1 
( 

/Jg /Jg ) ax P Bg Bft 
H'(a) = lhy i (b) ... a;-(b) ... = L: a(b)a(a). 

Yp BJ. .l=I Yk X 
2(a) ax 

Pour tout k, la fonctionft dépend d' une seule variable, donc en fait 8J: peut s'écrire 

df, c'est-à-dire comme une dérivée usuelle d' une fonction de nt dans nt. On aboutit 
dx 
à la proposition suivante. 

Proposition 11.21 

Formule de dérivation en chaîne 
Soit f : nt-+ IR" et g : ntP -+ nt, posons H = go f : nt-+ nt. Si f est différentiable 
en a, et g différentiable en b = f(a), alors H est dérivable en a, et: 

dH = ~ Bg (b/!\a) 
da {;( Byt dx 

APPLICA llON_holufu>_n_deJa_d_emand_e d'_un_ble_n_enJ.onctio_n_du_temp 

On suppose que la demande Q d' WI bien est une fonction du prix p de ce bien e t du revenu R, eux-mêmes é tant 
fonction du temps: 

Q(t) = q(p(t); R(t)) 
On obtient la dérivée de la demande par rapp-Ort au temps à l'aide de la formule de dtrivation en chaîne : 

dQ = '!!!.'!:J!. + ?!f.dR 
dt iJp dt iJR dt 

l:D Formule de Taylor pour les fonctions 
de plusieurs variables 

Ona vu au chapitre 6 les formules de Taylorpourlesfonctionsdentdansllt. Den existe 
aussi pour les fonctions de nt• dans nt. Ici nous donnons la formule de Taylor-Young 
d'ordre 2 sur nt•, car elle nous servira pour l'optimisation de fonctions de plusieurs 
variables. 
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D__éiîn itton 11.21 

Si f est une fonction de U dans nt, où U est un ouvert de nt•, et si f admet des 
dérivées partielles secondes sur U, la matrice des dérivées partielles secondes au 
point a est une matrice carrée appelée matriœ h essienne, et notée : 

lPJ a21 
a.r. (a) ax.ax1 (a) 

1 

( a2J ) IYJ(a) = = - - (a) 

lPJ lPJ 
Bx;Bxj ;,j 

Bx1Bx. (a) Bx2 (a) . 
La matrice hessienne est symétrique si les dérivées partielles secondes sont continues 
(.- proposition 11.16). 

La différentiabilité de f permet de fuire une approximation linéaire des variations de 
f au voisinage de a : 

• Bf 
f(a +h) - f(a)"' Vf(a).h = L: "j).(a)h; pour h proche de O. 

i• I X, 

Si f est de classe c2, la formule de Taylor-Young permet de faire une approximation 
plus précise (dite d'ordre 2 alors que l'approximation linéaire est d'ordre 1) : 

f(a + h) - f(a) "' V f(a) · h + ~h' D2 f(a)h = Î, :! (a)h; + ~ L: L: /l: (a)h;hj 
2 i• I X1 2 i j X1 x1 

pour h proche de O. Ici h' désigne le vecteur-ligne transposé du vecteur-colonne h, 
c 'est-à-direh' = (h1, ... ,h.). 

Formule 

Formule de Taylor-Young d'ordre 2 
Soit f : U -+ nt une fonction de classe C2 sur un ouvert U de nt•, et a e U. 
Alors : 

1 
f(a + h) = f(a) + Vf(a) · h + ïh' D2 f(a)h + llhll2 E(h) pour h proche de 0 

avec~ s(h) = O. 

Ici llhll2 E(h) tend vers 0 plus vite que llhll2 (donc plus vite que ~h' D2 f(a)h). 

El Fonctions homogènes 
Soit f une fonction de U dans nt, où U inclus dans nt•. 
On suppose que U est tel q ue : Vr > 0, V x e U, on a tx e U (d'où f(tx) est bien 
défini). 
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D__éiîn itton 11.28 

On dit q ue f est homogène de degré A sur U (avec A e nt) si : 

Vt > 0, Vx e U, f(tx) = t! f(x) 

En ~nomie on s'inttrcsse surtout aux fonctions homog~nrs sur U = R: ou <R:)". 
Par exemple, la fonction de production Cobb-Oouglas F(K,L) = AK"If est homog~ne de degré A= a + {Jsur R!. 
En effet, F(tK,tL) = A(tK)0 (tLf =At"K"l'If = Af+"K"If = r"F(K,L). 
On peut ajouter que (~ manuel de microteonomie'} : 

- si A > 1, les rendements d'tèhelle sont croissants: 
- si A = 1, les rendements d'tèhelle sont comtants; 
- si A < 1, les rendements d'tèhelle sont dtèroissanlS. 

Le théorème d'Euler montre que les fonctions homogènes satisfont une propriété re
marquable liant la fonction et ses dérivées partielles. 

Théorème 

Théorème d'Euler 
Si f est homogène de degré A sur U, on a en tout point x = (x1, ... ,x.) de U où f 
est différentiable : • a f 

~X; Bx; (x) = Af(x) 

Démonrtration 
Posom g(t) = f(tx). 

g est dtrivable en t = 1 car g = .f o 11, où 11(x) = tx 

R ~ Rn~ R 

t >-+ tx >-+ f(tx) 

~ ôf d11, ~ ôf 
g'(l ) = L..J -

8
. (x)-d = L,,, -

8 
. <x) .x;d'apr~laformulededérivation en chaîne. 

i=l Xl t i =l X1 

D'autre part, g(t) = f(tx) = I" f(x) 

g'(I) = Ar'-1/(x) 

g'( l ) = ,!f(x). 

Le théorème d' Euler a une réciproque que nous ne démontrerons pas. 

Proposition 11.22 

Réciproque du théorème d'Euler 

Si f est différentiable et vérifie Af(x) = Î, X;~! (x) en tout point de (nt:)", alors 
i• I iJX; 

f est homogène de degré A sur (nt:)". 

2 Voir 1. Etner, M . lele\'ll, Microéconomie, coll. • Openbook», DunO<l, 2014, p. 41 à43. 

• 
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APPLl(ATJQN (suite) 

On considère la fonction de production suivante : 

F(K,L) = AK'"'I! 
On a vu que Fest homogène de degré a + fJ. 
Si a + fJ = 1 (rendements constants), aloŒ F homogène de <legré 1. Appliquons le tht<lrème d'Euler. 

ûF ûF 
F(K,L) = K ôK + L ôL 

OÙ 
ôF 
ôK = productivité marginale du capital 

ôF 
ôL = productivité marginale du travail 

On voit donc que poor des rendements constants, le prod!it peut rémunérer chaque facteur à sa productivité 
marginale. 

0 Théorème des fonctions 
implicites 

Hl Dimension 2 
Dans Je plan, une fonction donnée sous la forme y = g(x) est dite définie explicite
ment. En effet, pour chaque valeur de x, on peut donner explicitement la valeur de y 
correspondante. Il n'est pas difficile de tracer la courbe représentatrice. C'est Je cas 
par exemple pourla parabole d'équation y = x2. 
Supposons maintenant que l'on veuille étudier la courbe Ca d'équation f(x,y) = a, 
où a est une constante (par exemple la courbe d'équation x5 +y> x - y• = 2). De telles 
courbes interviennent fréquemment en économie (comme les courbes d' isoutilité, ou 
les isoquantes). Pour une valeur de x donnée, il n'y a pas forcément une unique valeur 
de y correspondante: il peut y en avoir plusieurs, ou une seule, ou aucune. 

S'il y a un intervalle/ de nt, tel que, pour chaque valeur x e /, il existe un unique 
y e nt tel que f(r, y) = a, alors en notant <p(x) cette valeur de y, on dit que f(J est une 
fonction implicite définie par 1' équation f(x; y) = a. 

Exemple préliminaire. Soit f(x,y) = x2 + y2
• La courbe d'équation f(x,y) = 25 

est Je cercle C de centre (O;O) et de rayon 5. 

Ce cercle C peut-il s'écrire globalement sous la forme d'une fonction y = g(x)? 
Non, car à certaines valeurs de x correspondent deux valeurs de y. Par exemple x = 4 
donne!?' = 25 - 16 = 9, donc y = +3 ou y = - 3. On ne peut pas écrire Je cercle 
entier sous la forme d'une fonction y = g(x), mais peut-on Je faire pour un arc de 
cercle? Considérons un petit arc de cercle contenant Je point (4; 3). On voit que tout 
point M(r, y) de ce petit arc de cercle vérifiera x2 + y2 = 25 avec y > 0 (car cet arc 
est situé dans la partie supérieure du cercle). Autrement dit, on aura y = V25 - xi. 
Localement autour du point (4; 3), l'équation x2 + !?' = 25 définit donc implicitement 
une fonction y = <p(x) (ici f(J(x) = ,/25 - x2). 
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() Au voisinage de A = (4; 3), la tan
gente n'est pas verticale, le théorème 
des fonctions implicites s'applique : 
l' équation x2 + I = 25 définit impli 
citement une fonction y = y>(x). 

ê Au voisinage de 8 = (5; 0), la tan
gente est verticale, le théorème des 
fonctions implicites ne s'applique pas. 

•Figure 11.1 Fonctions implicites pour le cerde de centre O et de rayon 5 

Pour quels points Mo(xo ,yo) du cercle peut-on dire de même que localement, l'équa
tion x2 + !l' = 25 définit implicitement une fonction ? 

- si yo > 0, alors au voisinage de Mo, on a Mo(X-O ,yo) e C ~ y = V25 - x2 ; 

- si yo < 0, alors au voisinage de Mo, on a Mo(X-O ,yo) e C ~ y = - V25 - x2. 
En revanche, au voisinage du point (5; 0), à chaque valeur de x correspond deux va
leurs de y. La tangente au cercle est verticale en ce point, et il n' y a pas de fonction 
implicite y = 1p(x). 

Plus généralement, le théorème des fonctions implicites nous montre que si f est de 
classe et, en tout point (.xo ,yo) de la courbe Ca d'équation f(x ,y) = a, si la tangente 
n'est pas verticale en ce point, alors il existe une fonction y = ip(x) telle que localement 
f(x; y) = a ~ y = 1p(x). 

Théorème 

Théorème des fonctions implicites (n = 2) 
Soit f de classe et de U dans nt, où U est un ouvert de llt2 . Soit (x0 ,y0) e U tel 

que f(xo ,yo) = a et avec aaf (xo ,yo) * o. Alors il existe deux intervalles ouverts 
y 

I = Jxo - e, .xo + e[ et J = ]yo - r,yo + r[, et une application 1p: I -+ J tels que : 

(f(x,y) = a pour (x,y) e I x J) ~ (y = ip(x) pour x e /) . 

a1(x1p(x)) 
De plus 1p est dérivable sur/, et if (x) = - ~ ' . 

y(x,1p(x)) 

Définition 11.29 

On appelle courbe de niveau de f, toute courbe du type Ca = ((x; y);f(x; y) = a), 
où a est un réel fixé. 

Si f (x ,y) = a permet de définir implicitement y = 1p(x), avec 1p dérivable, alors la 
dérivée de 1p en xo permet de déterminer la tangente à Ca en (xo ,yo). 

POUR ALLER PLUS.LJ:U.l:l 

• Démonstration p. 327 
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fr.opositionJ.1.23 

Équation de la tangente 
Soit Ca la courbe d'équation f (x ,y) = a. Si les hypothèses du théorème des 
fonctions implicites sont vérifiées, alors la tangente à Ca au point (.xo ,yo) a pour 

équation : 
8
8
1 (xo; yo)(x - xo) + 

8
8
1 (xo; yo)(y - yo) = 0 

X y 

Démonrtration 
La tangente à la courbe a pour équation y = Yo + <I (xo)(x - xo) (• proposition 2.2). 

. -~(xo; !JO) -~(xo; !JO) 
Puisque </(xo) = i/ , cda <ionne : y- Yo = i{ (x- xo) 

,<xo; !JO) ,<xo; Yo) 

. . ôf . ôf ôf 
et en mulbphant par ay(xo; yo), on obtient : ~("li; !JO)(y - yo) = - ax(xo; !JO}(X - xo) 

PPLl.C.AJ JQNJ so_quantes__ 

Soit F une fonction de production, telle que F(x;y) dfsigne la quanti t6 produite quand on utilise x unités d'un 
premier facteur de production et y unit6s d'un second facteur de production. Une isoquante est une courbe du type 
C0 = ((x;y); F<.r, y)= a ), où a est un r& J fixé. C0 est l'ensemble d rs couples (x; y) qui permettent d'obtenir un 
même niveau de production a . Si on diminue un peu la quanti t6 x, de combien faudra+il augmenter la quanti t6 

y pour garder la même production a? O'apres )'liquation de la tangente, (y - y0) = -(x - x0) x ~(xo;yo), en 
,. (xo;yo) 

notant (,1Q,y0) la situation initiale. Le ratio ~ (xo; !JO) s'appelle Je TMST (taux marginal de substitution tcelmique) 
T, (xo; !JO) 

(• manuel de microéconomie p. 35 3
). 

~ Dimension n 

• 

Dans JR3 , l'équation f(x 1 ,x2 ,x3) = a ne définit pas une courbe mais une surface. Dans 
IR" l'équation f(x 1 ,. • .,x.) = a définit ce que l'on appelle une « hypersurface». Il 
existe une version en dimension 11 du théorème des fonctions implicites, qui précise 
à quelle condition f(x 1 ,. • ., x.) = a permet localement de définir une fonction x. = 
1p(x1, ... ,x,._1). 

Ihéo.r.èro ~ 

Théorème des fonctions implicites (n 2: 2) 
Soit f de classe C 1 de U dans R, où U est un ouvert de IR". Soit a e U avec 

f(a) = a et tel que ôôf (a) * O. Alors il existe une boule ouverte B de IR,._1 

x. 
centrée sur (a1,. . .,a.- 1) et un intervalle ouvert J = ]a. - e,a. + e[, et une ap-
plication 1p : B -+ J tels que : (f(x1 ,. • .,x.) = a pour (x1,. • ., x.) e B x J) ~ 
(x. = 'P(xi ,. . .,x,._1) pour (Xt ,. . .,Xn- t) e B) 

ô 1p :1- (a1 ,. • .,a. ) 
De plus ôx · (ai,. . .,an- t) = - a~ pour tout i, avec i * 11. 

' a,;;(a1,. . .,a.) 

3 Op. cil. 
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Les points clés 
-+ Un ouvert est une partie de nt• qui ne contient aucun point de sa frontière. En tout 

point a d'un ouvert A, on peut glisser une petite boule de centre a qui soit incluse 
dans A. 

-+ Un fermé Fest une partie de nt• qui contient tous les points de sa frontière. Quand 
on considère une suite d'éléments de F qui converge, alors la limite de la suite 
appartient forcément à F. 

-+ Un compact est une partie fermée bornée de nt•. L'image d' un compact par une 
application continue est toujours un compact. 

-+ Une dérivée partielle d'une fonction de plusieurs variables est une dérivée obtenue 
en ne faisant varier qu' une seule coordonnée. 

-+ Si f est une fonction de plusieurs variables, sa différentielle en a est 1' application 
linéaire qui ressemble Je plus à f au voisinage de a. 

-+ Quand une courbe dans Je plan (x ,y) a pour équation f(x ,y) = a (où a est fixé), 
Je théorème des fonctions implicites nous indique à quelle condition cette courbe 
peut, au voisinage d'un point (xo ,yo) donné, avoir une équation du type y = ip(x). 

EO UR AL L EB PLUS l.Dlli 
Démonstration du théorème des fondions implicites (n = 2) 

- li suffit d e montrer le tllf<lrtme poor a = 0 (car po
ser F = f - a permet de se ramener au cas a = 0). 

Supposons que ~ôf (xo,!JO) > 0 (la dtmonstralion 
y 

est similaire pour ~ôf (xo,!JO) < 0 ). 
y 

f est d e Cla<lse C1 donc : 3r > 0, tel que % (x, y) > 

0 sur [xo - r; xo + r] x [!JO - r;yo + r] 

y f (xo,y) est slrictement croissante e t 
f (xo;yo) = 0 

donc f (xo,y) > O si yo < y Syo + r 

f (xo,y) < 0 si Yo - r S y < !JO 

En particulier : f (xo,!JO + r) > Oct f (xo,!JO- r) < O. 

f est continue donc f (x,!JO + r ) > 0 si x proche d e 
xo, et f (x,!JO - r ) < 0 si x proche d e xo. 

3e > 0 (e S r), tel que si x E I = ]xo - e,xo + e[, 
f (x, !JO + r) > 0 e t f (x,yo - r ) < 0 
V x e / , y >-+ f (x,y) est slrictement croissante e t 
continue sur [yo - r,yo + r] donc : 

pour tout x E / , il existe un unique y E]yo- r,yo+ r[ 
tel que f (x,y ) = O. Ce y d t pend de x e t on le note 
<p(x). D'où l'existence d e <p. 

Si x E / , y = <p(x) E J =]!JO - r,yo + r[ e t 
f (x,<f(.x)) = O. Rtciproquemcnt, si (x,y) E I x J , 
e t si f (x,y ) = 0 , alors y = <p(x). 

- On admet que <p est dtrivable sur /. Soit i/l(x) 
f (x,<f(.x)), V x E /. On a donc : 

0 = .p'(x) = ~ôf (x,<p(x)) + ~ôf (x,<p(x))<p'(x) 
X y 

d'où <p' (x) = - ~(x,<p(x»_ 
~(x,<p(x)) 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
Dites si les affim1ations suivantes so1u vra.;es ou/misses. 
Justifiez vos réponses. 

1. Une partie de R" <St forcément o uverte o u bien for
m6o. 

2. L' image d'un compact de R" par une application 
continue est un compact. 

3. L' image d'un o uvert de R" par une application conti
nue est un ouvert. 

4. L' image réciproque d'un ouvert de R" par une appli
cation continue est un ouvert. 

5. Toute fonction de classe C1 sur un ouvert de R" est 
diJftrcntiable, e t toute fonction diJftrcntiable admet 
des d6rivées portieUes. 

6. Une diJfaentielle est une application linéaire. 

7. Le thtorème des fonctions implicites est utile quand 
on a affaire à une courbe de niveau. 

• Corrigés p. 369 

Exercices 
2 Ouverts, ferm'5 
Lesquels parmi les e nsembles suivants sont ouverts 7 fer

mts 7 
A= ((x1 ,x,) E R2; 0 S x1 S x2}, 

B = ((x1 ,x,) E R2
; 0 S x1 < x2}, 

C = ((x,,x,) E R2 ; 0 < x1 < x,). 

3 Dérh-ées partielles 
Pour (x,y) e]O; +oo[", calculer les dtriv6's partielles de 

f dans les cas suivants: 

1. f(x,y) = ln(x/y) 
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2. f(x,y) = >! 

3. f(x,y) =ln( ~) 
vi' + y2 

4 Élasttclt'5 partielles 

• Corrigés p. 370 

Donner l'ensemble de daînition, les dtriv6's partielles 

e t les tlasticitts partielles de la fonction définie par 
f(x,y) = xyln x. 

• Corri gés p. 370 

5 Élasticlt'5 partleDes d'une fonctton de produc
tton 
Calculer les dtri v6's partiellrs e t les tlasticitts partielles 
de la fonction de production Cobb-Oouglas f( K,L) = 
AK0 I.! où 0 <a< 1, 0 </3 < 1. 

• Corri gés p. 370 

6 DifférentieDe d'une fonctton de production 
On considère une fonction de production F définie par 
F(x1;x.i;x3) = x~14xfx~4 pour (x1;x-z;x3) e]O;+oo[3, 
où x1, x, et x3 dtsignent les quantités utilisbls de fac> 
tours de production 1 ; 2 e t 3, e t F(x1; x,; x,) dtsigne la 
quantitt produite de bien final. 
On suppose qu'initialement on utilise les quantitts 
(x1;x,;x,) = (81;25; 16) 

1. Quelle est la production initiale? 

2. À partir de cc niveau initial, on veut modifier ltg~ 
rement les quanti tts utilistcs de facteurs de produc
tion, pour passer à x1 = 8 1 + h1 e t x, = 25 + h2 e t 
x, = 16+h,. 
a. Calculer les dtrivtcs partielles de F au point a = 
(81; 25; 16), puis la diJfaentielle de F e n a. 

b. En utilisant la diJftrcntielle de F e n a, calculer 
une valeur approch6e de la production pour les quan
ti tts (x1 ;x,;x,) = (81 + h 1; 25 + h2; 16 + h,), quand 
h1, h,, h 3 sont proches de O. 
c. Donner une valeur approch6o de la production 
pour (x1 ; x,; x ,) = (78; 26; 18). 



7 Comment pcoclulre? 
La fonction de prodoction d ' une entttprise est 

F(K,L,H) = K"'L112H"' (OO. K est le capitll, L le tr•
vail non <Jlalifié, H le tiawi! qualifi6). Lnitialcmen~ oo 
a (K,L,H) = (K,,,I.,,,H0) = (256; 144:81). Le prix IDti
taire PK du capital est 10, celui ru 1r.1vail noo qualifié Pt. 
est 6, celui du travail qualifié PH est 8. L'entttprcneur 
dispose d'une somme R = 24 à investir. 

1. Bn utilisant la différentielle de F, donner une va
leur approchée de l' aceroissement de L1 produclioo 

si l'entrepreneur consacre cette somme : 
•· Uniquement à augmenter K 7 

b. Uniqucmeot à augmenter L 1 

c . UniqucmeDI àaugmelller H? 

d. Consaae le tiers de la somme à acx:roittt ch~ 
facteur de pro<llctioo 1 

2 . Comment doit-il dépenser son argent 7 

8 Jacobienne 

1 . Soit f(x;y} = (yi' + 3y2;-xy + yylnx) pour x > 0 
e t y > O. Calcul..- la matrice jacobienne de f. 

2. Soit f la fonction définie par f(x, :x2: x,) = 
(x:n .r,,t1 ;xi - 2t.,x3}, s ur JO; +oo(1 • Bn utilisant la 
différcnlieOe, donner une valeur approchée des va
riations de f au voisinage du point ( i :2 :1). 

9 Polynôme bomog~ne 
À f]IW'"lll" M ntlirinn 11~ fnnet-inn fl"lynl\mÎ1'1f" Pf. r,y) ,.tj .. 

elle homog~ne 1 Même question po...- une fonction pc
lyn6nùale à n indéterminées P(x,. ... ,x.). 

Chapitre 11 Introduction aux fonctions do plusieurs variables 

10 Dérivée partlel e d'une fonct ion bomogbe 

Soit f homogène de degrt A sir (R;)', admettant une 

dériv6c partidle par rapport à '" sir CR:l". Moru..

qu'alcn aaf est bomog~ne de degré .1- 1 sur CR:>". 
X; 

1 1 Hessienne 

Calculer la matrice hessienne de la fonction f(x,y,z} = 
x!l + z ln x - ye·• au poinl ( 1: 1: 0). 

12 Taylor d 'ordre 2 

1. Écrire la formule de Taylor-Young à l'ordre 2 au 
voisinage de (0:0) pour la fonctioo f définie par 

1 
f(x,y} = l - xy' 

2 . Même chose au voisinage de (0 : 0 :0) pour f définie 
par f(x,y,i) = x2y2 - x;! + xé. 

3. Même<hoseauvoisinagede ( I: l ) poir f définiepsr 

f(x,y} = x2y -xy + 3 + xi/. 

13 Tbéoreme des fooctloos lmpllcltes 

1. Soit la fonction f définie par f(x,y) = (x2 + y2 )
4 + 

x2- y2 d lepoinl A(O; i ). On note ria courbe d'équa
tion f(x; y} = O. Montrer que le 1héor~e des fonc
tions implicites s'applique en A, t!Quver la pente de 
la laogeote à la COl.l"be r en A, tracer la oourbe Cl la 
tangente. 

2. Même question pour f (x ,y ) • x' - 2xy + 2y2 - i et 
le point A(I; 1). 



L 
es agents économiques cherchent à atteindre 
la situation optimale pour eux : le consom
mateur veut maximiser son utilité, c 'est-à-dire 

son bien-être, la firme cherche à maximiser son pro
fit, le producteur veut maximiser la production pour 
un coût donné, ou bien rendre minimal le coût pour 
un niveau de production donné. 

L'économie est souvent qualifiée de «science de 
l'allocation des ressources rares». En effet, les res
sources du consommateur ne sont pas infinies : il se 
demande comment dépenser son revenu au mieux, 
mais celui-ci est fixé. De même le producteur veut 
produire le plus possible pour un coût donné. On 
maximise ici une fonction de plusieurs variables 
sous un œnain nombre de contraintes (de revenu, 
de coût, etc.). Nous allons voir dans œ chapitre 
comment déterminer l'optimum selon la forme des 
contraintes. 

Dans tous ces cas de figure, il s'agiten termes ma
thématiques d'optimiser une fonction de plusieurs 
variables, c'est-à-dire de rechercher son maximum 
ou son minimum. 

LES GRANDS AUTEURS Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) 
Joseph-Louis Lagrange est un mathématicien franco-italien, né à Turin et mort à Pa
ris. Il t ravaille d'abord à Turin, puis il part à l 'âge de 30 ans à l'Académie de Berlin 
où il succède à Euler. À 51 ans, il quitte Berlin pour l'Académie des sciences de Paris, 
où il reste jusqu'à sa mo rt. Il fonde le calcul des variations avec Euler. La recherche 
d'extrema sous contraintes le conduit à introduire des mult iplicateurs, qui désormais 
portent son nom. Il refonde la mécanique newtonienne à l'aide de l'analyse mathé
matique, créant ainsi la mécanique analytique. Ses contributions mathématiques sont 
très variées : on lui doit notamment des apports en théorie des nombres et en théo
rie des groupes. Il introduit la méthode de variation des constantes pour résoudre 
des équations différentielles. À part ir de 1790, il fait partie des rommissions char
gées d'unifier les poids et mesures et d'établir le système métrique en Franœ. 11 utilise 
la théorie des perturbations pour étudier la stabilité du système solaire. Il a t rouvé 
une solution particulière au problème à t rois corps, ce problème consistant à théori-
ser le mouvement de trois corps célestes en interaction (comme le Soleil, la Terre et 
la Lune). • 



Optimisation 
de fonctions de 
plusieurs variables 

D Extremum d'une fonction de plusieurs variables ........................ 332 

f) Extremum d'une fonction convexe, concave ............................. 340 

D Optimisation avec une contrainte sous forme d'égalité ................. 342 

la Optimisation avec une contrainte sous forme d'inégalité ............... 349 

El Optimisation avec plusieurs contraintes sous forme d'égalités .......... 352 

U Optimisation avec contraintes sous forme d'inégalités et d'égalités ..... 356 

D Conditions suffisantes d'optimalité globale ............................. 359 

-+ Déterminer les extrema locaux d'un problème d'optimisation sans contrainte à 
l'aide des conditions de premier et de second ordres, puis les extrema globaux 
éventuels. 

-+ Trouver le maximum global d'une fonction concave et le minimum global pour 
une fonction convexe. 

-+ Comprendre ce qu'est le lagrangien d'un problème d'optimisation sous 
contraintes d'égalités et/ou d'inégalités, et comment il permet de déterminer les 
points candidats à l'extremum. 
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D Extremum d'une fonction 
de plusieurs variables 

llD Introduction 
Pour une fonction de nt• dans nt, les définitions d'un maximum et d'un minimum sont 
similaires à celles pour une fonction de nt dans nt (.- définitions 6.6 et 6.7). 

OM.i.niti.Qll.J.U 
Soit f une fonction de D -+ R, où D est une partie de nt•, et soit a e D. 
On dit que: 

- f admet un maximum global sur D en a si : 

f(x) 5 f(a) , V x e D 

- f admet un maximum global strict sur D en a si : 

f(x)<f(a) ,VxeD,x*a 

Si a est un point intérieur à D, alors on dit que: 

- f admet un maximum local en a si : 

3r > 0, avec B(a,r) c D, tel que f(x)::; f(a), Vx e B(a,r). 

- f admet un maximum local strict en a si : 

3r > 0, avec B(a,r) c D, tel que f(x) < f(a), Vx e B(a,r),x *a. 

On a les mêmes définitions pour Je minimum en changeant partout ::; par~. et en 
changeant < par >. 

On a les implications : 

max global strict ~ max global et max local strict ~ max local. 

Pour un point intérieur, on a 1' implication : max global ~ max local. 

Toutes ces implications sont valables aussi pour un minimum. 

Définjtion 12 2 

Soit June fonction de D-+ nt, oùDest une partie dent•. Considérons Je problème 
d'optimisation consistant à trouver Je maximum (ou Je minimum) global de la 
fonction f sur D. 

- Si D est ouvert, on dit qu'il s'agit d'un problème d'optimisation sans 
contrainte (ou optimisation libre). 

- Si D n'est pas ouvert, on dit qu'ils' agit d'un problème d'optimisation sous 
contraintes. 
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SiDest ouvert, le maximum (ou Je minimum) nepeutêtre atteint sur la frontière de D, 
car un ouvert ne contient aucun point de sa frontière. C'est la raison pour laquelle les 
problèmes d' optimisation sans contrainte sont plus simples que ceux sous contraintes. 
En effet, les points de la frontière ne peuvent pas être étudiés de la même façon que 
les points intérieurs. L'optimisation sous contraintes fait appel à des techniques spéci
fiques. 

SiD n'est pas égal à IR", le domaine Dest en général défini par des inégalités et/ou des 
égalités. Quand il n'y a que des inégalités, quand celles-ci sont strictes et portent sur 
des fonctions continues, alors D est ouvert (.- proposition 11.14 et exemple 11. 13 ). 

Exem~.1 

D = ((x1 ,x,) e R2 ; x1 + x, > 0) est ouvert (la fonction (x,,x,) ,.... x1 + x, est continue). 

D = ((x1 ,x,) e R2
; x1 + x, ~ 0) n'est pas ouve rt. 

D = ((x1 ,x,) e R2 ; x1 > 0 e t x, > 0) est ouvert. 

D = ((x1 ,x,) E R2
; x1 > 0 e t x, > 0 e t x1 + x, S 10) n'est pas ouvert. 

D = ((x1 ,x,,x3) e R3 ; x1 + 2x, - x3 = 0) n'est pas ouvert. 

16 Condition du premier ordre 
pour un extremum local 

La proposition suivante donne une condition nécessaire pour que f admette un extre
mum local au point a, si a est un point intérieur œ D, où D est une partie de IR". 

DMini.ÜM..l.2...3 
Soit f une fonction admettant des dérivées partielles en a. Si V f(a) = 0, on dit 
que a est un point critique (ou point stationnaire) de f. 

Rappelons que V f(a) = 0 signifie que V f(a) est le vecteur nul, c.-à-d. que toutes ses 
coordonnées sont nulles. 

eropositiooJ 2.1 

Condition nécessaire du premier ordre 
Soit f une fonction admettant des dérivées partielles en a, où a est un point inté-

rieur de D. Si fa un extremum local en a, alors Vf(a) = 0, c'est-à-dire aaf (a) = 0 
X; 

pour tout i. 

Démonrtration 
Remarquons que pour n = 1, c .-à-<I. pour f : R -+ R, cela revient au resultat d tjà vu 
(~ proposition 6. 6) : si f a un extremum local en a, alora f' (a ) = O. 

Démontrons Je cas gtnt ral n ~ 1 en utilisant Je resultl tdtjà connu pourn = 1. Supposons que 
f a un maximum loèaJ en a. Pour chaque i, soit 'l'i : R -+ R, définie par <p,{1) = f (a1 , ••• ,a, + 
t, ... ,a,.). 

La fonction 'l'i est dtrivable en 0 car f admet d es <ltrivtcs partielks en a. Comme <p1 a un 

maximum loèaJ en 0 , donc \11,(0) = 0 , où '1')(0) = ;~(a). • 
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Exemple 12.2 
Dans les exemple et exercices de 
ce chapit re, conformément à 
l'usage, on écrira souvent f(x,y) 
au lieu de f(K1,x2) pour n = 2, et 
f(x,y,z) au lieu de f(x1,x2,JC3) pour 
n = 3. 

Sritt f définie par /(>,y) = (x - 1)2 + (y - 2)2 , p-Our (x; y) e R2 . li est clair 
que fa WI minimum global strict en (1;2), car (x - I f + (y- 2f ~ 0 e t 
(x - I f +(y - 2)2 = O.,, (x = J e t y= 2 ). D'apres la proposition pr&édente, 

les dérivhs partielles de f doivent ê tre nulles en (1; 2). Calculons les. 

On a t = 2(x- 1) el %= 2(y- 2) qui sont nulles en (1;2). On a donc bien 

V/(1;2) = O. 
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Déflni.ti QJlJ 2.A 
Si a est un point intérieur de D qui vérifie Vf(a) = 0 mais qui n'est pas un 
extremum local de f, alors on dit que a est un point col (ou point selle) de f. 

Exemple 12.3 
Soit f dtfinie par f(x;y) = (x-3f -(y - 4)2 , pour (x;y) e R2 • 

On a t <x;y) = 2(x- 3) e t ~(x;y) = -2(y - 4 ). On voit que V f(x;y) = 0 si et seulement 

six= 3 e t y= 4, donc a= (3;4) est Je seul p-0int critique, d'où Je seul poinl pouvant être un 
extremum. &HIC WI extremum local 7 

On a/(3;4) = O,etf(3+h1;4) = h~ > Odonc(3;4)ne peut pas ê tre WI maximum local, caron 
peut trouver des p-Oints (3+h1 ;4) aussi presque l'on veut de (3;4) avec /(3 +h1 ;4) > /(3;4). 

De même, /(3;4 +h, ) = -~ < 0, donc (3;4) ne peut pas être un minimum local, car on peut 
trouver des pritnts (3;4 + h, ) aussi pr~que l'on veut de (3;4) avec /(3;4 + h,) < /(3;4). 

Lep-Oint a = (3;4) n'est donc pas un extremum JocaJ de J, d'où c ' est W1 p-Oint col. La 
fonction f n'admet donc aucun extremum local, ni global. 

D.I Conditions du second ordre 
pour un extremum local 

Les conditions du second ordre font intervenir les dérivées pnrtielles secondes de la 
fonction. 

Comme pour une fonction d' une seule variable, il existe des conditions nécessaires du 
second ordre et des conditions suffisantes du second ordre. Pour une seule variable, 
ces conditions portent sur le signe de f"(a). Pour une fonction de 11 variables, elles 
portent sur le signe de la matrice be;sienne d- f(a), c'est-à-dire la matrice des dérivées 
partielles secondes de f en a (.- définition 11.27). 

Rappelons que rfl f(a) semi-définie positive signifie que/( Ah ;:: 0 pour tout h e nt•, 
c ' est-à-dire que : 

L: L: alfl: . (a)h;hj;:: 0 pour tout h e nt• 
i j X 1 X.1 

De même, D2 f(a) semi-définie négative signifie que h' Ah ::; 0 pour tout h e nt•, 
c'est-à-dire que : 

L: L: a ()2: . (a)h;h j ::; 0 pour tout h e nt• 
i j X 1 X.1 

Ici h est un vecteur-colonne et son transposé/( est un vecteur-ligne. 
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Remarquons que « f de classe c2 sur un voisinage de a » signifie : 

3r > 0, tel que f est de classe C2 sur la boule ouverte B(a,r). 

fl:opositiol\..l2.2 

Conditions nécessaires du second ordre 
Soit f de classe C2 sur un voisinage de a, où a est un point intérieur de D. 

(i) Si f admet un minimum local en a, alors V f(a) = 0 et la matrice hessienne 
D2 f(a) est semi-définie positive. 

(il) Si f admet un maximum local en a, alors V f(a) = 0 et la matrice hessienne 
D2 f(a) est semi-définie négative. 

Démonrtration 
Pourn = 1, ce resultat est d tjà connu, car (1) devient alors f"(a) ~ 0, e t (li) devient f"(a) S 0 
(~ proposition 6. 8). 

Ici aussi, t tudions le cas gtnt ral n ~ 1 en utilisant le rtsultat pour n = 1. 

Supposons que f admette un minimum local en a Soit 9(1) = f(a + th). La fonction 9 

est de c lasse C2 en 0, pour h = ( : ) 6xt. D' apr~ le cas n = 1, comme 9 admet un 

minimum local en 0, alors g''(O) ~ O. En appliquant la formule de d t rivation en chaîne 
(~ proposition 11.2 1), on obtient: 

'\' ôf 
g'(I) = '7' ÔX; (a+ th)h; 

g'' (1) = ~ ~ /1 . (a+ th)h;h; 
1 i xl x1 

donc 

g''(O) = ~ ~ a~lx (a)h,h; 
i j l ; 

On a g'' (0) ~ 0, d'où ~ ~ /1 . (a)h;h; ~ O. 
1 i xl x1 

C'est vrai pour tout h, donc If' f(a) est semi~t6nie positive. 

La d t rnonstration est la même pour un maximum local, en changeant ~ en s. • 
La proposition suivante donne des conditions suffisantes pour que f admette un extre
mum local au point a, où a e U ouvert de nt•. 
Rappelons que D2 f(a) définie positive signifie que /( D2 f(a)h > 0 pour tout h e 
nt• \ {O}, c 'est-à-dire que : 

a21 L: L: ïi7}".(a)h;hj > 0 pourtout h e nt•\ {O}. 
i j x, x, 

De même, D2 f(a) définie négative signifie que/( D2 f(a)h < 0 pour tout h e nt•\ {O}, 
c'est-à-dire que : 

a21 L: L: ïi7}". (a)h;hj < 0 pourtout h e nt•\ {O}. 
i j x, x, 
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&opositionJ.2..3 

Conditions suffisantes du second ordre 
Soit f de classe C2 sur un voisinage de a, où a est un point intérieur de D. On 
note d f(a) la matrice hessienne de f en a. 

(i) Si V f(a) = 0 et d f(a) définie positive, alors fa un minimum local strict en 
a. 

(il) Si V f(a) = 0 et D2 f(a) définie négative, alors f a un maximum local strict 
ena. 

Démonrtration 
On connaît d 6jà le ré<>ultat pour n = 1, car (0 d evient alors J'(a) = 0 e t /'(a) > 0, e t (U) 
devient / ' (a)= 0 e t f"(a) < 0 ( .. prop-0sition 6.9). 

Montrons (1) pour n quelconque. O'apres la formule d e Taylor-Young ( .. chapitre 11, sec

tion 4.4), on a/(a + h) = /(a) + V/ (a)- h + ~h'D'f(a)h + llhlf d,h) où !~d.h) = O. 

Par hyp-Oth~. V /(a) = 0 e t q(.h) = /{ D2 f (a)h est une forme quadratique d 66nie positive. 
La r6duction de Gauss ( .. propositi on 10. 19) indique qu'il e xis te une base orthononn6e dans . 
laquelle la forme quadratique s' 6crit q(h) = L: A,y~, où les A, sont les valeurs propres de 

i =l 

D2 /(a), avec A, > 0 pour tout i puisque D2 /(a) est d66nic p-0sitive. On a y = P' h où P est 
une matrice o rthogonale, donc 11!111 = 11/tll. Notons a = m,in(A,) > O. On e n d 6duit que : 

q(.h) = Î, ,i,Yf ~a Î, Yf = allyll
2 = a llhll

2 

i=l i =l 

317 > 0, llhll < T/ => ld.h)I < a, d'où .f(a + h) - / (a) = q(.h) + llhlf d_h), avec q(h) ~ a llhlf e t 
llhlf d,h) > - a llh·lf, donc /(a + h) - / (a) > 0 si 0 < llh ll < T/· D'où on a un minimum IOèal 
strict e n a. 
l'our montrer (U), on pose 9 ::;: - f , co qui nOU.$ rami nc au CM (1). • 

Rappelons q ue si 11 = 2, pour déterminer le signe de A = rflf(a) (c'est-à-dire pour 
savoir si elle est définie positive, définie négative, semi-définie positive, etc.) il suffit 
d' utiliser det(A) et tr(A) (>- proposition 10.21). 

Pourn > 2, on peut utiliser les mineurs principaux de A (>- définition JO. 13 e t propo
sition 10.22). 

Exemple 12.4 
. 1 

On cherche ks e xtre ma de f d66me sur R2 par f(x;y ) = 1<2 - xy + ;;!!' + 8. 

La fonction f est polynomiale, donc est de c lasse C2 sur R2
• 

V /(x;y) = ( 2x-\ 2 )· donc V /(x;y ) = 0 <'> { y = 't2 
- X + 2!/ X = 2y 

{ 

y = 2x { y = 2x 
Ce d ernier sys~me 6quivaut à x = ~(2x)2 , c ' est-à-dire à x = 

0 
ou x = ~ 

2 2 

Il y a deux p-Oints critiques : ( ~ ) et ( ~ ) 
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( 2 -gl )· La matrice hessienne est A = D2 f(x; y) = _ 1 

- S<litA 1 = D2 /(0;0) = ( _21 ~l } On adet(A1) = -! , donc la matrice hessienne A1 en 

( ~ ) est indéfinie(• prop0sition 10.21). Lep-Oint ( ~ ) ne satisfait pas les conditions 

n&:essaires du second ordre (• proposition 12.2), donc n'est pas un extremum local de f 
c'est un point col. 

S . ~·1 1 ( 2 -1 ) On . . - Ott A, = ,_,- (Ï; 1) = _ 1 1 . a det1.A,) = 1 et tr(A,) = 3, donc la matnce 

hessienne en ( :12 )estdtfiniep-Ositive(• prop-0sition 10.21). Le point ( :12 ) satisfait 

les conditions suffisantes du second ordre (• proposition 12.3), donc c 'e>t un minimum 
local. Ce n'est pas un minimum global car la fonction f n'est pas minorte sur R2. En elfet, 

1 
f(O;y) = 6y3 + 8 tend vers - oo quand y --+ - oo. 

ID Recherche d'un extremum global 
Nous avons déjà vu comment rechercher en pratique un extremum global d'une fonc
tion de IR dans IR ~ chapitre 6, section 6.4). La démarche ici est assez similaire. 

1 1.4.1 1 Existence d'un extremum global 
On peut d'abord remarquer q u'il n'existe pas toujours d'ext remum global. Supposons 
pour simplifier q ue nous cherchons Je maximum global de la fonction f définie d' une 
partie D de IR" dans IR. 
Trois cas sont possibles (.- section 6.4. I pour Je cas 11 = 1) : 

a) La fonction f n'est pas majorée sur D. Dans ce cas, il n'y a pas de maximum 
global de f sur D. 

b) La fonction f est majorée mais n'atteint pas sa borne supérieure. Il n'y a pas 
non plus ici de maximum global de f sur D. 

c) La fonction f est majorée et atteint sa borne supérieure. Dans ce cas f admet 
un maximum global sur D. Notons q ue œ maximum peut être atteint en un ou 
plusieurs points. 

Pour un minimum, la démarche est similaire. 

Remarquons que si f est continue e t que Dest un compact, alors d'après Je théorème 
des bornes atteintes (.- chapitre 11, section 2.3), f admet forcément un maximum glo
bal et un minimum global, c.-à-d. qu'on est dans le cas c). 

1 1.4.2 1 Comment trouver l'extremum global? 
Pour trouver l'extremum global d'une fonction f (s'il existe), on détermine les points 
où il est possible q ue f atteigne son extremum. On les appelle points candidats à 
l'extremum. Puis on compare la valeur de f en chacun de ces points. 
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Pour une fonction f de 11 variables d'une partie D de nt• dans nt (.- section 6.42 pour 
le cas 11 = 1), on trouve trois types de points candidats à l'extremum : 

- type 1 : les points a qui sont à l'intérieur de D et tels que V f(a) = 0 ; 

- type 2 : les points a de D qui appartiennent à la frontière de D ; 

- type 3 : les points a de D où f n'admet pas 11 dérivées partielles. 

Supposons que l ' on veuille trouver le maximum (ou le minimum) global d' une fonc· 
tion f différentiable sur D. Il n'y a pas alors de points du type 3. Tous les points 
candidats sont de type 1 ou 2. C'est ce que nous supposerons dans tout ce chapitre, 
qui ne traite que de l ' optimisation des fonctions différentiables. 

Si f est différentiable sur D et que D est un ouvert de IR.", alors les points candidats 
sont tous de type 1. Aucun n'est sur la frontière de D, car un ouvert ne contient aucun 
point de sa frontière. Il s'agit alors d'optimisation sans contrainte. Si de plus la 
fonction est de classe c2, on ne retient comme points candidats que ceux satisfaisant 
la condition nécessaire du second ordre. 

S ' il y a bien un maximum global, on détermine les points où il est atteint en comparant 
les valeurs que prend la fonction aux différents points candidats. 

S'il n'y a pas de points candidats, alors il n'y a pas de maximum global. 

La démarche est similaire pour un minimum. 

IU Le théorème de l'enveloppe 
Considérons un agent économique cherchant à maximiser une fonction : firme maxi
misant son profit, consommateur maximisant son utilité ... Une telle fonction/ qu'on 
veut maximiser est appelée fonction objectif. 

Comment évolue le maximum f(x') de la fonction objectif quand un paramètre s de 
l'environnement économique varie? Par exemple comment évolue le profit maximal 
d'une firme quand le prix du marché p varie ? Le théorème de l'enveloppe nous aide 
à répondre à cette question. 

Pour uns donné, l'agent cherche à atteindre la valeur x' de x qui maximise f(x,s). 
Cette valeur va dépendre de s, notons la x'(s). La fonction objectif vaut alors 
f(x'(s) ,s). Pour estimer l'effet d'une petite variation de s, on utilise comme d'ha
bitude la dérivée par rapport à s. Ici on voit que s apparaît comme une variable de la 
fonction f elle-même, mais aussi dans x' (s) . Supposons que x e nt• et que s e nt. 

On a ds (x'(s),s) = ds (x;(s) , ... ,x~(s) ,s), donc le paramètres intervient 11 + 1 fois. 

La formule de dérivation en chaîne nous apprend que cette dérivée est la somme de 
11 + 1 termes faisant intervenir des dérivées partielles, mais 11 termes sont nuls car 
x' satisfait les conditions de premier ordre du programme de maximisation de f. Il 
reste seulement la dérivée partielle par rapport à s comme nous le montre le théorème 
suivant. 
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Jhéotème 
Théorème de l'enveloppe (sans contraintes) 
Considérons une fonction f de classe C 1 

: 

DXl-+IR 

(x; s) ,_. f(x; s) 

où D est un ouvert de IR", et/ un intervalle ouvert de IR, avec x e D et s e /. 
Supposons que x ,_. f(x; s) admette un maximum global sur D, pour tout s e /, 
noté x'(s). 

Alors df • Bf • 
ds (x (s),s) = as (x (s),s) 

Démonrtration 

~dfs(x'(s),s) = ~dfs(x;(s), ... ,x~(s),s) = Î, ~f (x'(s),s) x ddx; + ~(x;(s), ... ,x~(s),s) par 
~1 u~ s w 

la formule de dérivation en chaîne. 

Comme f admet un maximum global sur Den x'(s), elle y satisfait ks conditions de premier 

ordre, c 'est-à-Oire !~ (x'(s),s) = 0 pour tout i. 

On 
df • ôf • 

en conclut que ds(x (s),s) = a,<x (s),s). • 
Le théorème de J'enveloppe nous indique que prur estimer l'effet d' une petite varia
tion d'un paramètre sur la valeur atteinte à l'optimum de la fonction objectif, on n'a 
pas besoin de tenir compte de l'impact des sur x'(s); seule compte la dérivée partielle 
par rapport à s. 
Quand on étudie comme cela l'effet de la variation d'un paramètre sur l'équilibre 
économique, on dit que l'on fait de !astatique comparative. 

Exemple 12.5 
Reprenons l'application de la 6n du chapitre 2 : le profit d'une 6rme dans un march6 concur
rentiel. La 6rme ne choisit pas le prix P. Sa fonction de coOt est donnfe par C(Q) = 4Q + (f, 
sa fonction de profit est alors fl(Q) = PQ- C(Q), en supposant qu'elle vende toute sa pro-

duction. On a trouvé que pour P > 4, Je profit est maximisé pour Q' = ~(P - 4). 

Comment varie le profit maximum quand P varie 7 On peut répondre à cette qurstion de deux 
maniàcs: par calcul direct, ou bien à l'aide du théo~me de l'enveloppe. 

- Par calcul direct. On calcule le profit maximal pour un P donné. 

fl(Q') = PQ' - C(Q') = PQ' - 4Q' - Q'2 = (P -4)Q' - Q'2 

= (P - 4)-- - - I = -(P - 4f 
(P -4) (P -41

2 
1 

2 2 ) 4 

dfl(Q') = .:!.._ [~(P-4)2] = ~(P -4) 
dP dP 4 2 

- Avec Je théo~me de l'enveloppe. 
dfl(Q') ôfl(Q') 
dj>=ap· 

où ôfl(Q) = Q donc dfl(Q') = Q'= ~(P-4) . 
ôP dP 2 

On voit que Je théo~me de l'enveloppe permet de parvenir plus rapidement au resultat. 
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D Extremum d'une fonction 
convexe, concave 

La recherche d' un maximum (minimum) global est plus simple si la fonction est 
concave lconvexe). Quand une fonction dènvable de lit dans lit est concave, pour 
trouver son maximum global .xo. il suffit de résoudre la condition de premier ordre 
f'(xo) = 0 (.- proposition 6.7). Des résultats similaires existent en dimension 11. 

DMi.nitiJ)n 12.S 
On dit que la partie U de nt• est convexe si : 

Va,b e U, V,t e [O; 1), Aa + (1 - A)b e U 

Géométriquement, cela signifie q ue lorsque l'on considère deux points a et b de U, 
alors Je segment joignant a et b est entièrement inclus dans U (.- figure 12.1 ). 

l)éfinjtion 12..6 

Soit U une partie convexe de nt•,et f une fonction de U dans nt. 
On dit que f est concave sur U sif(Aa+(l - A)b) ~ Af(a)+(l - A)f(b), Va,b e U, 
VA e [O; 1). 
On dit que f est s trictement concave sur U si 
f(Aa + (1 - A)b) > Af(a) + (1 - A)f(b), Va,b e U, VA e]O; 1(, a* b. 
On dit que f est convexe sur U sif(Aa+(l - A)b)::; Af(a) +(1 - A)f(b), Va,b e U, 
VA e [O; 1). 
On dit q ue f est strictement convexe sur U sif(Aa+(l - A)b)::; Af(a)+(l - A)f(b), 
Va,b e U, VA e]O; l [, a * b. 

a 

b 

O Uconvexe. 0 U non convexe. 

• Figure 12.1 Parties convexes, non convexes, dans R2• 

Rappelons l'interprétation géométrique pour 11 = 1 (.- définitions 6.3 et 6.4). 
Une fonction d'une variable réelle est concave si, q uand on joint deux points de la 
courbe par un segment, ce segment est toujours en-dessous de la courbe (toujours 
au-dessus pour une fonction convexe). 
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Pour11 = 2, on n'a plus affaire à une courbe mais à une surface. En effet, unefonctionf 
de IR2 dans IR peut être représentée par la surface {(x1 ,x2 ,f(x1 ,x2)) ; (x1 ,x2) e IR2

} dans 
l'espace. La fonction f est concave si, quand on joint deux points de la surface par 
un segment, ce segment est toujours en dessous de la surface (touj ours au-dessus pour 
une fonction convexe). 

On .suppose dans toute la .suite de cette partie que V est un ouvert convexe de IR", et 

que f est une fonction de U dans IR". 

PropositioQJ 2.4 

Soit f de classe C2 sur l'ouvert convexe U de IR", et soit D2f(x) sa matrice hes
sienne au point x e U. Alors : 

(i) f est concave sur U ~ v2 f(x) est semi-définie négative en tout x e U. 

(il) f est strictement concave sur U ~ v2f(x)est définie négative en tout x e U. 

(ili) f est convexe sur U ~ v2 f(x) est semi-définie positive en tout x e U. 

(iv) f est strictement convexe sur U ~ v2 f(x) est définie positive en tout x e U. 

Démonrtration 
Remarquons que p-OUr n = 1, on re trouve des liquivalenccs déjà vues p-Our les fonctions deux 
foisdtrivabks de R dans R ( .. propœition 6. 5) : 

f concave .,, f' :S 0, c.-à-d . .f' d~roissante 
f convexe .,, f" ~ 0, c.-à-<I. f croissante 

On montre seulement l'liquivalence (0, les autres sont similaires. 

On va utiliser Je résultat déjà connu p-OUr n = 1. 

Pour a, b EU, soit 9 • .• (1) = f(Jb + (1 - l)a} p-Our 1E[0;1). 

On montre facilement que .f est concave si e t seulement si tous les 9 •.• sont concaves. 

- A-t--On f concave=> If' f(x) semi-<lt 6nie ntgativc, V x E U? 

Si f est concave, alors Jesg •. • sont concaves, c.-à-0. <1:_.(I) :S 0, V1, où: 

• • /Jlf 
<1:,.(1) = L: L:<b1 - a1)(b; - a;)--(1b + (1- 1)a) 

i =l i=l ôxlJxj 

= (b - aY ·If' f(lb + (1- 1)aXb - a) 

donc: 
<1:,.<0)=(b- aY·If'J(aXb - a) e t <f: .• <O):SO 

d'où If' f(x) semi-définie ntgative, V x E U. 

- A-t--On If' f(x) semi-définie négative, Vx E U => j concave 1 

!:i' f(x) semi-définie ntgative, Vx E U, donc (b - a)' !:i' f(lb + (1 - 1)aXb - a) :S 0, Va,b,1. 

Donc <1: .• <1> :S 0, VIE [0; 1). 

D'où 9a,b concave, Va,b, donc f est concave. • 
La proposition suivante est la version en dimension 11 d' un résultat déjà connu en 
dimension 1 (>- proposition 6.7). 
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- Si f est convexe sur U, et s'il existe a e U tel que Vf(a) = 0, alors a est un 
minimum global de f sur U. Ce minimum est strict si la convexité est stricte. 

- Si f est concave sur U, et s'il existe a e U tel que Vf(a) = 0, alors a est un 
maximum global de f sur U. Ce maximum est strict si la concavité est stricte. 

Exemple 12.6 
Cherchons les extrema globaux de la fonction f de R2 dans R, définie par : 

2 1 ' l .i f(x,b ) = x- - xy + ïY + 2 !I 

( 

ôf ) a; 2x - y 0 
On a V f(x,y) = '!1 = ( - x +o./+ y ). donc V f(x,y) = ( 0 

ôy 
{ 

1 
X = -y 

) .,, x =2)+y 

{ 

1 { 1 x = -y x = -y 
ce dcmier système &juivautà 1 2 ,c'est-à-direà T 

2y =2Y' +y y(21/+ 2 >= 0 

Seule solution : y = 0 et x = O. Il y a donc un seul point candidat : ( ~ } 

. . ~2' ( 2 -1 ) La matnce hessienne est A = u-, (x; y) = _ 1 61 + 
1 

. 

On a det(A) = 12j + 1 > 0 et tr(A ) = 6j + 3 > 0, donc la matrice hessienne est définie 
positive en tout p-Oint ( .. propœition 10.21). On en déduit que la fonction f est strictement 

convexe et que ( ~ ) est un minimum global strict. 

1 ' 1 .i Il n'y a pas de maximum global, carf(O;y) = ï Y + 2!1 tend vers +oo siy-+ +oo. 

D Optimisation avec une contrainte 
sous forme d'égalité 

ID Introduction 
Les propositions 12.1 à 12.5 donnent des conditions pour qu'un point intérieur soit un 
extremum d'une fonction f sur une partie D de IR". Si D est ouvert tous ses points sont 
intérieurs, ces cinq premières propnitions suffisent alors à déterminer tous les points 
candidats. 

Si D n'est pas ouvert, il contient des points de sa frontière. Il faut examiner à quelles 
conditions ils peuvent être un extremum de la fonction. On a affaire dans ce cas à un 
problème d'optimisation avec contraintes. C'est lobjet de la suite de ce chapitre. 
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Étudions Je progrrunme maxxEA f(x), où A n'est pas ouvert, mais est inclus dans un 
ouvert U sur lequel f est définie. Définissons d'abord ce qu'est un extremum local 
«sous la contrainte» x e A. 

Définition 12.7 

On dit que f admet un maximum local en a sous la contrainte x e A si : 

3r > 0, tel que f(x) 5 f(a), V x e A n B(a,r) 

On dit que f admet un minimum local en a sous la contrainte x e A si : 

3r > 0, tel que f(x)?. f(a), Vx e An B(a,r) 

Nous traitons d'abord Je cas Je plus simple: une contrainte, sous forme d'égalité. 

Dans cette section, on étudie donc Je programme max...,,. f(x), où A = {x e U ; h(x) = 
c), qu'on écrit : 

{ 
maxf(x) 

s.c. h(x) = c 

Ici f eth sont définies de U -+ nt, où U ouvert de nt•. 

Pour résoudre un problème de minimum, il suffit de poser F = - f pour se ramener à 
un problème de maximum. 

Examinons d' abord Je cas où, moyennant une transformation du programme, on peut 
éliminer la contrainte et se rrunener à un problème de maximisation sans contrainte. 

On suppose que dans la contrainte h(x) = c, on peut exprimer une variable en fonc
tion des autres. On est alors rrunené à un problème de maximisation libre en dimen
sion 11 - 1. 

Exemple 12.7 
On considère le progranune suivant : 

{ 
maxf(x,y) = - i' + xy - y2 

S.C. X - 2lj = 3 

La contrainte donne x = 2y + 3, donc on peut éliminer x dans f(x,y). 

On a: 
f(x,y) = - (2y + 3)2 + (2y + 3)·y - j 

= - 4y2 - 12y - 9 +21 + 3y - j = - 3j - 9y - 9 = - 3(y2 + 3y + 3) 

Posons g(y) = y2 + 3y + 3. Alors maximiser f sous la contrainte x - 2y = 3 revient à 
minimiser g. On ag'(y) = 2y + 3. 

3 
Etg'(y)?.0 <'>y?. -:z· 

. . . 3 
Le m1mmum de g est donc aucmt en y = - 2. 

Le maximum de f sous contrainte est donc atteint en (x,y) = (o; -~} 
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16 Condition nécessaire du premier ordre 

On étudie Je progrrunme : 

p { maxf(x) 
rog i s.c. h(x) = c 

où f eth sont de classe C 1 de U dans nt, où U ouvert de nt•. 

O_éfinitï_o.n 12..8 

La contrainte h(x) = c est dite qualifiée au point a si h(a) = cet Vh(a) *O. 

Proposition 12.6 

CN du 1•• ordre avec une contrainte égalité 
On considère Prog1• 

Soient f et h de classe C1 de U -+ nt, où U ouvert de nt•. 
Soit a e U, avec h(a) = cet tel <J.le la contrainte soit qualifiée au point a. 
Si fa un extremum local en a sous la contrainte h(x) = c, alors: 

3,J e nt, tel que V f(a) = AVh(a) 

que l'on peut aussi écrire: 

3A e R, tel que V ..C.i(a) = 0 

en posant ..C.i(x) = f(x) - A(h(x) - c). 
On dit que ..C.i est Je lagrangien de ce programme, et que À est Je multiplicateur 
de Lagrange. 

Démonrtration 

1. Intuition gé<lmétrique p-Our n = 2 

Soit c. = (x E U; f(x) = a) WIC courbe de niveau de f e t V, = (x E U; h{x) = c) une 
courbe de niveau de h. On cherche à maximiser f sous la contrainte h{x) = c. Notons a' 
le plus grand a tel que c. rencontre V, p-OUr c fixe\. On a c •. n V, * 0 mais c. n V, = 0 
p-Our a >a'. On voit sur la figure ~ figure 12.2) que le dernier moment où C0 rencontre 
V, est celui où c. e t V, ont même tangente. 

On se souvient que la tangente à la courbe de niveau c. a p-OUr &juation : 

ôf ôf 
ôx, (aXx1 - a,) + ôx, (aXx, - a,)= 0 

c ' est·à·dire x appartient à la tangente si e t seulement si V f(a)- (x - a)= O. 

Le vecteur gradient V /(a) est donc normal à la courbe c. (C.·à·d est perpendiculaire à sa 
tangente). li indique la direction d' WI accroissement de f. 
On peut dire de même que Vh{a)est perpendiculaire à la tangente à V, en a. 

Les deux tangentes sont égales, avec V /(a) e t Vh(a) perpendiculaires à cette tan· 
gente commune, donc V /(a) e t Vh{a) sont colintaircs. Il existe donc A e R, tel que 
V f(a) = AVh{a). 

En posant .C.1(x) = f(x) - A(h{x) - c), on a V .C.1(x) = V f(x) - AVh{x), donc V .C.1(a) =O. 

Le nombre A est le multiplicateur de Lagrange. 
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h=c 

•Figure 12.2 À foptimum. Vf{a) et Vh{a) sont colinéaires. 

2. Intuition gé<lmétrique poor n ~ 2 
Pour n = 3, l'idole est la même. On va dire que C0 et 'De sont des surfaces de niveaux, e t 
qu'à l'optimwn elles ont même plan tangent. Le vecteur V /(a) est perpendiculaire à ce 
plan tangent, de même poor Vh{a). On en d&luit que V /(a) et Vh(a) sont eotintaires. 

Ce raisonnement peut être é tendu au cas den > 3. 

3. Démonstration analytique 
'De =(xe U; h{x)=c) 

On supp-0se que fa un max local en a sur 'Dc-

3r > 0, f(x) S f(a), Vx E B(a,r) n 'De 

Les dérivées partielles de h ne sont pas toutes nulles en a, car la contrainte est qualifiée 
ôJi 

en a. On a donc .,.- (a) 1' 0 par exemple. 
ox. 

D'apres le thf<lrème des fonctions implicites (~ chapitre 11, section 6): 

(h(x) = c sur x E B x J ) <"> (x, = \l'(X1o .. ,x_, ), où (x1o .. ,x,_1) E B) 
avec B ~ boule de R-1et B x J c B(a,r). 

On pose K(x1o .. ,x,_1) = f(x1o .. ,X-1o\l'(X1o .. ,x,_l)) 

V(xi, .. ,X11-1 ) E B, on a K(xi, .. ,X11-1 ) = /(ti, . . ,X11-JJ'PCxi, .. ,X11-1 » 

S f(a1o .. .,a,.) = J (a1o ... a..-1o\l'(a1o .. ,a_, )) = K(a1o .. ,a,._1) 

Donc Ka un maximum local (sans oontrainte) en (a1 , •• ,a--1), 

d'où:~ (a1o .. ,a_1) = 0 pour tout i, avec 1 Si Sn - 1 

0 = ~K (a1 , .. ,a-1) = ~f (a)+ ~f (a)~ (a1 , .. ,•-1) (dérivée en chaîne) 
UXi UXi UX11 UXi 

D'apres le thf<lrème des fonctions implicites: : (a1o .. ,a,._1) = -:h (a) x -d--
x1 Xi âf;(a) 

Donc pour tout i : 

0 = ôf (a)_ ôh (a) X _ I _ ôf (a) 
&xi &xi f,;(a) ôx.,. 

. 1 ôf 
On a donc ce qu'on voulait démontrer avec A = ,.--a(a). 

;;,;(a) X11 • 
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Il y a deux sortes de points satisfaisant la contrainte égalité et candidats à l'extremum : 

- les points où la contrainte est qualifiée et vérifiant la condition nécessaire du premier 
ordre (h(a) = c et Vh(a) * 0) ; 

- tous les points où la contrainte n'est pas qualifiée (h(a) = c et Vh(a) = 0). 

Pour déterminer les points candidats où la contrainte est qualifiée, on utilise la mé
thode du multiplicateur de Lagrange : 

1. On pose .CJ(x) = f(x) - A (h(x) - c). 

2. On résout le système de (!1 + 1) équations à (!1 + 1) inconnues x 1, ••• , x., A : 

Exemple 12.8 

{ 
~~: (x) = 0 pour tout i 

h(x) = c 

Cherchons ks extrema de la fonction f dt6nie par f (x,y) x + 2y, so~ la contrainte 
:i' +y2 = 5. 

&lit h(x,y) = :i' + y2
• 

On a Vh(x,y) = ( ~ ). avec Vh(x,~) = ( ~ ) .,, x = y = O. 

Comme ( ~ ) ne satisfait pas Je ccntrainte, on en d&luit que tous les p-Oints satisfaisant la 

contrainte sont tels que Vh{x,y) * ( ~ ). c' est-à-dire que la contrainte est quali6u partout. 

Les seuls points candidats pœsibles sont donc ceux satisfaisant la condition du premier ordre. 

Le lagrangien est .C.,(x,y) = x + 2y- A(:i' + 1- 5). 

( 1-2xA ) (0) { A=~ V .C.i(-<,y) = 2 _ Uy , donc V .C,(-<,y) = O "° A = ~ 

En éliminant A on obtient y = 2x. l es p-Oints candidats possibles sont donc les solutions du 

{ 
y = 2x . . { y = 2x . { y = 2x 

systi me : :i' +y2 = 5 , qu1 éqwvaut à :i' + 4:i' = 5 , ceqw donne :i' = 1 . 

. . ( 1 ) ( -1 ) Les points candidats sont donc 
2 

e t _ 2 . 

&lit K = ((x,y); :i' + y2 = 5). L'ensemble K est ferm6, car c ' est J'image rtciproque d'un 
ferm6 par une application continue ( .. proposition J 1.14). En effet, K = h-1 ((5)), où (5) est 
un ferm6. De pl~ K est borncl car il est incl~ dans une boule de centre 0, donc il est compact. 

On cherche les extrema de f sur K = ((x,y); :i' + j = 5). La fonction f est continue e t K 
est un compact, donc f admet sur Kun minimum global e t un maximwn global ( .. théori me 
des bornes atteintes, chapitre 11). Un de nos deux points candidats est donc forcément Je 
minimum global de f sur K, et J'aut:e est Je maximum global. 

On a/(1;2) = 1+2 x2 = 5 etf(-l;-2) = -1 -2 x2 = -5, donc ( ~ ) estle maximum 

global e t ( =~ ) est Je minimum global. 
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IM Interprétation du multiplicateur 
de Lagrange 

Le multiplicateur de Lagrange a une interprétation économique. Considérons Je pro-
gramme : 

où c varie dans un intervalle ouvert/. 

{ 
maxf(x) 

s.c. h(x) = c 

Supposons que pour tout ce /, le programme a unesolutionnotée a(c) où la contrainte 
est qualifiée. Notons A(c) Je multiplicateur de Lagrange associé. La proposition sui
vante montre que A(c) mesure l'accroissement de la valeur atteinte par f à 1' optimum 
quand on modifie un peu la contrainte. 

Proposition 12. 7 
df(a(c)) 

A(c) = ----;J;;- pour tout c e /. 

Démonrtration 

Pour tout c E / , on a {

V f (a(c)) = A(c)'l'h(a(c)) que l'on note (1 ) 

h{a(c)) = c que l'on note (2) 

L'&juation (1 ) signifie 
ôf ôh 
Ôx; = A(c) Ô>; pour touli not6 (I ') 

Dérivons (2), on obtient 
'\' ôh '7- Ôx; (a(c))a;(c) = 1 0016 (2') 

La fonnulc de d6rivoti on e n chaîne donne: 

df(a(c)) = ~ ôf (a{c))a;(c) = ~ A(c) ôh (a(c))a;(c) par (I ') 
de 

1 
ôxi 

1 
ôxi 

ôh = A(c) ~ Ôx; (a(c))a;(c) = A(c) par (2') 

df(a(c)) 
c 'est-à-dire --;;;-- = A(c). • 

~s.ati.on de la productian,_à_coû1_dann 

On cherche à maximiser la production, à coOt donn6. La fonction de production est f (K,L) = K'" L2
", où K est 

la quantit6 de capital utilis6 e t L la quanlit6 de travail. Le coOt corresp-0ndant est 4K + 6L, où p1 = 4 est le prix 
unitaire du capital, e t p 2 = 6 le prix unitaire du travail. Le programme est donc : 

où C le coOt total est une constante donn6c. 

{ 

maxf(K,L) 
4K + 6L = C 
K ~ OctL ~ O 
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L'e nsemble D = ((K,L); K ~ 0 e t L ~ 0 e t 4K + 6L = CJ est WI compact, e t f est continue, donc elle admet un 
maximum global sur D (~ tht<l~me des b-Omes attein tes, c]apitre 11, section 2. 3). Il est clair que ce maximum 
n'est pas atteint p-Our K = 0 ou pour L = 0, car la production est aloŒ nulle. Donc notre programme a la même 
solution que le programme suivant : 

{ 

maxf(K,L) 
4K+ 6L = C 
K >Oct L >O 

Ce dernier programme est défini sur l'ouvert it:', e t ne comporte qu' WJe contrainte : 4K + 6L = C. 

Vh{K,L) = ( : ) 1' ( ~ ). donc la contrainte est quali6&> partout. 

.C,,(K,L) = f(K,L) - .!(4K + 6L- C) 

V.C,,(K,L) = ( 

doncV.C,(K L)= ( 0 ).,,1A= ~(~f" 
" ' 0 1 (K 1/3 

A= 9 z; ) 
E éli . , bt' 1 (L )'113 1 (K)'" , à., L 12 4 n m1nant Aono 1cnt - - = - - ccst~ "'Ulrt - = - = -

12 K 9 L ' K 9 3· 

Les p-Oints candidats p-0ssibles sont donc les soluti oos du systi me : { L = ~ K qui équivaut à 
4K+6L = C 

{ 

L = ~K {L =~K 3 . do 3 
4 ,ceqw one C . 

4K + 6 x 'j K = C K = Ï2 

Le seul p-Oint candidat est donc ( <;j~2 } 

La fonction f atteint ses bornes sur ((K,L) e R!; 4K + 6L = CJ, donc le minimum est p-OUr K = 0 ou p-OUr L = 0, 

e t le maximum est e n ( ~.' ) = ( 6~2 } 

(c )"' (c)2" c On re marque que f(K ,L') = î2 '9 = 
12

1/3
9

'1/3. 

1 (L')'1/3 1 ( 12)'1/3 1 
D'autre part, A'= ï2 y. = ï2 9 = 

12
,,,

9
213 • 

On re trouve bien que A'= ~ (f(K,L')}. 
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19 Optimisation avec une contrainte 
sous forme d'inégalité 

On veut résoudre un programme d'optimisation sous contrainte d'inégalité. On va 
étudier Je programme suivant : 

Pr { rnaxj(x) 
og i;n1g s.c. g(x) 5 b 

où f et g sont des fonctions de classe C1 sur J' ouvert U de nt•. 
Pour étudier min/, on pose F = - ! pour se ramener à un maximum. D'autre part, 
si la contrainte est de la forme g(x) ;:: b, on pose G = - g pour se ramener à une 
inégalité !>. 

Définition 12.9 

- On dit que la contrainte est saturée en a si g(a) = b. 

- On dit que la contrainte g(x) 5 b est qualifiée (ou régulière) en x = a si 
g(a) < b ou bien si g(a) = b et Vg(a) *O. 

Soit a e U. Si a est un maximum local de f sous la contrainte g(x) 5 b, alors : 

- soit g(a) < b ; mais dans ce cas a est aussi un maximum local de f sans contrainte, 
d'où V/(a) = O; 

- soit g(a) = b ; dans ce cas a est aussi un maximum local de f sous g(x) = b. 
Alors si de plus Vg(a) * 0 (c.-à-d. contrainte qualifiée en a) alors il existe A e nt, 
V.l:., (n) = Vf(n) - J.Vg(n) = O. 

La proposition suivante nous donne de plus Je signe de À. 

Proposition 12.8 

CN du 1•• ordre avec une contrainte inégalité 
On considère Prog1;,,;9 • 

Soit a e U avec g(a) 5 b, et tel que la contrainte soit qualifiée en a. Si f a un 
maximum local en a sous la contrainte g(x) 5 b, alors : 

{ 
Vf(a) = AVg(a) 

3A;:: 0, tel que : A(g(a) - b) = 0 

que l'on peut aussi écrire : 

{ 
Vl:,J(a) = O 

3A;:: 0, tel que A(g(a) - b) = 0 

en posant J:.,(x) = f(x) - A(g(x) - b). 
J:., est Je lagrangien de ce programme, et À est le multiplicateur de Lagrange. 
L'équation À (g(a) - b) = 0 est appelée relation d' exclusion. 
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Démonrtration 

- Si g(a) < b, alors on a W1 maximum local sans contrainte, donc il vérifie V /(a)= 0, cc qui 
est bien V /(a)= AVg(a) pour A =O. 

- Si g(a) = b, alors A (g(a) - b) = 0 pour tout A; de plus a est un max local so~ la contrainte 
égalité. li existe donc A tel que V j(a) = AVq(a) d'apres la proposition 12.6. 

Quel est le signe de A? 

1. Intuition géométrique 

Si le maximum (loèal) de f sur g S b est atteint sur la frontiire 9 = b, c'est donc que f 
s'accroît en s'éloignant du domaine 9 Sb (au moim au voisinage de a). Mais de même 9 
s'accroît en s'éloignant du domaine 9 Sb. On sait que le vecteur V f(a)est orienté dans le 
sens d'un accroissement de f. De même, Vg(a) est orienté dam le sens d' WI accroissement 
de 9. En conséquence, V /(a) et Vg(a) sont colinéaires e t de même sem (• figure 12.3), 
c.-à~. A~ O. 

g=b 

•Figure 12.3 À foptimum. Vf(a) et Vg(a) sont colinéaires et de même sens 

2. Oémomtration analytique 
!L(a) 

Si A 1' 0, alors g(a) = b, donc A = ';• (• fin de la démonstration de la propœi-
~(a) 

tion 12.6). 

Si A < 0, alors quand on diminue 9 (donc en restant dans 9 S b) on augmente f. Ce qui 
est impossible car on a WI maximum loèal. 

En effet: 
. ôg ôf 

- SI 
8
- (a) < 0 < 

8
- (a), alors: 

x. ... 
~ . . 0 g(ai. .. .,a.+ h) = g(a) + h-
8 

(a) + he1(h) < g(a) = b SI h pett~ h > 
x. 

f(a,,. .. ,a,, + h) = f(a) + hôôf (a)+ he2(h) > f(a) si h petit, h > 0 
x. 

D'où le point (a1,. .. ,a.+ h) satisfait la contrainte 9 Sb, mais dépasse /(a). Ce qui est 
impossible car a tSt un maxirrum local; 

- si 
8
89 (a)> 0 > 

8
81 (a), alors on a la même chose en considérant (a1 ,. .. ,a. - h), avec 

X""' X""' 
h petit eth > o. • 
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On retient comme points candidats : 

- tous les points satisfaisant la contrainte, mais où celle-ci n'est pas qualifiée 
(g(a) = b et Vg(a) = 0) ; 

- les points où la contrainte est qualifiée et vérifiant la condition nécessaire du premier 
ordre. 

Pour déterminer œs derniers, on utilise la méthode du lagrangien : 

1. On pose .CJ (x) = f(x) - A (g(x) - b). 

2. On résout Je système à (11 + 1) inconnues Xi. ·-· x., A : 

l ~:: (x) = 0 pour tout i 

A(g(x) - b) = 0 
A ~ 0 et g(x) 5 b 

Si un point a est solution de ce système, on peut avoir : 

(i) g(a) < b. Dans ce cas a est une solution intérieure. On a alors A = O. 
(il) g(a) = b. Dans ce cas a est surla frontière, la contrainte est saturée. On a A~ O. 

Un consommateur cherche à maximiser son utilité, à revenu R donné. Sa fonction d'utilité est U(x,y) = xy, où x 
est la quanti té consomrn6e de bien 1, e t y la quantité consomm6e de bien 2. On a 4x + 5y SR, ear p 1 = 4 est le 
prix unitaire du bien 1, e t p2 = 5 Je prix unitaire du bien 2. Le programme est donc : 

{
max U(x,y) 
4x+5y SR 

Soit h(.x,y) = 4x + 5y. On a Vh(_x,y) = ( ~ ) 1' ( ~ ). donc la contrainte est quali66e partout. Les seuls points 

candidats possibles sont donc ceux satisfaisant la condition de premier ordre. 

~"::·:( 7 :~;"): :: : ~:: ': (:). (',:y 
4 

En éliminant A on obtient y = 5 x. Les points candidats possibles sont donc les solutions du système : 

{ 
y = ~x , qui équivautà{y = ~x ,cequidonae {y = ~R 

4x + 5y = R 8x = R x = S R 

Le seul point candidat est donc ( t )· 
IOR 

La fonction f atteint ses b-Ornes sur ((x,y) e R!; 4x + 5y = R) car cet ensemble est compact e t f est continue, donc 

Je minimum est pour x = 0 ou pour y = 0 , e t Je maximum est en ( ; : ) = ( t )· 
JOR 
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El Optimisation avec plusieurs 
contraintes sous forme 
d'égalités 

Hl Plusieurs contraintes égalités 
On étudie Je progrrunme : 

l 
maxf(x) 

s.c. 

Progp ht (x! .. = Ct 

hp(X) = Cp 

Définition 12.10 

Soit a un point satisfaisant les contraintes. On dit q ue les contraintes sont quali
fiées en a si Vht(a), ... , Vhp(a) sont linéairement indépendants dans nt• (possible 
seulement si p ::; 11). 

Le théorème suivant généralise la proposition 12.6 au cas de p contraintes égalités. 

Pour Je démontrer, il faut utiliser un système de p fonctions implicites (il fullait une 
équation implicite pour la proposition 12.6). 

Théorème 

Théorème du lagrangien (p mntraintes égalités) 
On considère Progp. 
Soient f et ht, ... , hp de classe et de U -+ nt, où U ouvert de nt•. 
Soit a e U, avec ht(a) = Ct, ... ,hp(a) = cp. et tel que les contraintes soient 
qualifiées en a. 
Si f a un extremum local en a sous les contraintes ht (x) = Ct, ... ,hp(x) = cp. 
alors : 

3,J = (At, ... ,Ap) e ntP, tel que Vf(a) = At Vht(a) + ... + Âp Vhp(a) 

que l'on peut aussi écrire : 
3A = (At, ... ,Ap) e JRP, tel que V .l,,1.(a) = 0 

en posant .l,,1.(x) = f(x) - Ât (ht (x) - Ct) - ... - Ap(hp(x) - cp) 
où 1:,,1. est Je lagrangien de ce progrrunme, et les A; sont les multiplicateurs de 
Lagrange. 
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Exemple 12.9 

&lit fla fonction dt6nie par : 

f( x,y,z) = x - y+ z pounout (x,y ,z) e R3 

Déterminons les extrema de la fonction f so~ les contraintes : 

x2+y2+z2=4 

x+y+z= l 

&lit h1 (x,y ,z) = x2 + y2 + i et h2(x,y,z) = x +y + z. 

On a Vh1(x,y,z) = ( ~ ) e t Vh2(x,y,z) = ( : l 
La famille (Vh1(x,y ,z), Vh2(x,y ,z)) est lite si e t seulement si x = y = z. Si un point satisfait les 

. 1 4 
contramtes e t est tel que x =y= z, alora x+ y+z = 1 => x = 3 et x2 +y2 +z2 = 4 => x2 = 3. 

Corn . . 1 , 4 . ' 6 . me on ne peut pas a VOIT simuhanément x = J et r = J, cela sigm e que pour tout pomt 

satisfaisant les contraintes, on a (Vh1(x,y,z),Vh2(x,h,Z)) libre. Autrement dit, les contraintes 
sont quali6tes partout. Les seuls points candidats possibles sont donc ceux satisfaisant la 
condition de premier ordre. 

Le lagrangien est .C,(x,y,z) = x - y+ z - A1 (x2 + y2 + i - 4) - A2(x +y+ z - 1) 

( 

1 - 2xA, - A2 ) 

V .{,,(x,y,z) = -1 - 2yA, - A2 

1 - 2zA1 - A2 

donc V.CJ(.<,y , t) = ( ~ ) .,_ {-\ == 

2

:~, ++ A;2 

O 1 =2zA1 + A2 

La troisiime tquation donne A2 = 1 - 2zA1, qu'on rt.porte dans les deux autres tquations: 

{ 
1 = 2xA1 + 1 - 2zA1 , qui donne { zA1 = xA, 

-1 = 2yA, + 1 - 2zA1 A1(Z - y)= + 1 

Ladeuxi~etquation A1(z-y) = +l entraîne que A1 'F Oct z 'F y. On peut donc simplifier par 
A1 dans la premiire tquation, d'où z = x. Les point Clndidats sont donc les points satisfaisant 
les deux contraintes, e t tels que z = x 'F y, c' est.-à-Oire : 

{

x2+y
2

+i'- = 4 {2x2+y2 = 4 

x +y+ z = 1 , c.-à-d 2x +y = 1 , c.-à~. 

z= x 'Fy z= x 'Fy 

L'tquation 2x2 + (1 - 2x)2 = 4 donne 6x2 -4x - 3 =O. 

Le discriminant est ô. = 42 + 4 x 3 x 6 = 16 + 72 = 88. 

{ 

2i' + (1 - 2x)2 = 4 

y= l- 2x 

Z = X '#y 

Les solutions de l' tquation du second degré sont x = ~( 4 ± Vs8) = ~(2 ± V'iï.). 
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Avec y = 1 - 2x e t z = x, on trouve que les p-Oints canchdats à !'extremum sont : 

~<2 + Yïi> 1 
A = 1 - ~ (2 + m ) et B = 

!<2, Yïi> 

~<2 - Yïi> 1 
~ - ~ <2 - m> 

6 <2 Yïi> 
L'ensemble des p-Oints qui satisfont les contraintes est un compac~ donc il y a WI maximum 
global e t WI minimum global. 

J<A> = - <2 + m >- 1 - - <2 + m > + -<2 + Yïi> = - + - m = 3 46 1 [ 1 l 1 1 2 
6 3 6 3 3 ' 

e t 

1 [ 1 l 1 1 2 J<B>= 6<2 - m >- 1- 3<2 - m > + 6<2 - m >= 3 - 3m = - 2,79 

Lep-Oint A est donc le maximum global de f sous les contraintes e t B son minimum global. 

Hl Interprétation des multiplicateurs 
de Lagrange 

Les multiplicateurs de Lagrange ont la même interprétation économique q ue pour une 
seule contrainte égalité. Considérons Je programme : 

l 
ma;{.(x) 

Progp h1 (x~ .. = c1 

hp(X) = Cp 

où c = (c1, ... ,cp) varie dans un ouvertO de JRP. 

S upposons que pour tout c e O. Je programme a une solution notée a(c) où la 
contrainte est qualifiée. On note A1 (c), ... ,Ap(c) les multiplicateurs de Lagrange as
sociés. La proposition suivante montre que A;(c) mesure l'accroissement de la valeur 
atteinte par f à 1' optimum quand on modifie un peu la i-ième contrainte. 

Proposition 12 .9 

A;(c) = Bf(a(c)) pour toute e 0 
/Je; 

Démonrtration 
La démonstration est similaire au cas d'une seule égalité ( .. proposition 12. 7) 

Hl Le théorème de l'enveloppe 
avec contraintes 

• 

Nous reprenons ici Je cadre de la section 1.5 mais avec des contraintes sous formes 
d'égalités. Un agent économique a une fonction objectif qu'il cherche à maximiser 
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(profit, utilité, etc.) sous contraintes. La fonction objectif et les contraintes dépendent 
d'un paramètres décrivant l'environnement économique. Pour s donné, l'agent veut 
atteindre la valeur x' (s) qui maximise f. On veut savoir comment évolue Je maxi
mum f(x' (s),s) de cette fonction objectif quand s varie (.- section 1.5 pour Je cas sans 
contrainte). 

l
''..!,':f f(x ,>) (ave<.: s Û!uS) 

s.c. 
Progp h1(x ,s) = c1 

hp(x ,s) = Cp 

Compte tenu des contraintes et du fait que x' satisfait les conditions du premier ordre, 

la dérivée df (x'(s) ,s) est égale à la dérivée partielle du Lagrangien par rapport à s, 

comme étaf!tl par Je théorème suivant. 

Théorème 

Théorème de l'enveloppe (avec contraintes égalités) 
Considérons des fonctions f, h1, ... , hp de cla;se C1 de D x I dans nt, où D est 
un ouvert de nt•, et/ un intervalle ouvert de nt, avec x e D et s e /. 
Supposons que pour tout s e /, il existe une unique solution de Progp. notée 
x'(s), et qui satisfait les hypothèses du théorème du Lagrangien. 
Alors 

Démonrtration 
df • df • • ~ ôf • dx; ôf • • 
ds (x (s).s) = ds(x,(s) ..... x. (s ).s) = {;t {Jx, (x (s) .s) x ds + &(x,(s) ..... x. (s).s) 

par la fonnule de dtri vation en chaîne. 

ôf • ~ ôh; • 
On a a-:<x (s),s) = L..,, A;a-:(x (s),s) d'apr~ le th&lr~me du lagrangien, donc : 

X1 j =l X1 

df • ' Ôh· dx~ ôf 
-(x' (s),s) = ~ ~ A; -1. __..!. + -(x' (s),s) 
ds i =l i= 1 &xi ds ôs 

~ f"> ôh; dx; ôf • = L..,, A; L..,, - - + -(x (s),s) 
i=l i =l ôxi ds ôs 

dh· dh; ~ Ôh · dx~ /Jh. 
On a h;(x' (s),s) = c;. donc -1. (x' (s),s) = 0 , où ---' (x' (s),s) = L..,, ,..-!----.!. + ..,-!- (x' (s),s). 

ds dJ i=l ux.; ds us 

On en dfduit que : 

~(x'(s),s) = t A; (-~: (x' (s),s)) + ~(x'(s),s) 

a (i ~ ) . a.c., • = as - f:/;h; (x (s ),s) = a_;:-(x (s),s) • 

355 



Mathématiques en konomie--gestion 

356 

Des exemples d'application figurent dans la rubrique Évaluation en fin de chapitre. 

[El Optimisation avec contraintes 
sous forme d'inégalités 
et d'égalités 

On veut résoudre Je problème : 

maxf(x) 
s.c. 

g1(x) 5 b1 

P,ogq,p gq(X) 5 bq 

h1(X) = Ct 

où f, les g jet les ht sont de classe C 1
• 

DéiiD.iti Q!l..12.J.1 

Soit a e U, où a est un point satisfaisant les contraintes. 

- On dit que la contrainte gj est saturée en a si gj(a) = bj. 

- On dit les contraintes sont qualifiées en a si Vh1(a), ... , Vhp(a), et les Vgj(a) 
pour g J saturée en a, forment une famille de vecteurs linéairement indépen 
dants. 

Exemple 12.1 0 
On veut maximiser f sous: 

Supposons que lep-Oint a est tel que: 

g,(x) S bi 
g,(x) SI>, 
h1(x) = c1 

h2(x) = c2 

g1(a) = b1 

g,(a) < b, 
h1(a) = c1 

h2(a) = c2 

Le p-Oint a satisfait les contraintes. Les contraintes sont quali6fes en a si Vh1(a), Vh2(a), 
Vg1 (a) sont trois veoteurs linéairement indépendants (on ne considire pas g, car la contrainte 
g, n'est pas satur~ en a). 
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J:héo.r.èro ~ 
Théorème de Kuhn et Tucker (conditions nécessaires de max local) 
On considère Pro9q,p· 
Soient! et 91, .. ., 9q, h1, .... hp de classe C1 de U .... JR, où U ouvert de IR". 
Soit a e U tel que 91 (a) ::; b1, .. ., 9q(a) ::; bq, h1 (a) = c1, .. ., hp(a) = Cp et tel que 
les contraintes soient qualifiées en a. 
Si f admet un maximum local en a sous les contraintes 91 (x) ::; b1, .. ., 9q(x) ::; bq, 
h1 (x) = Ct, .. ., hp(X) = Cp, 
alors il existe A = (A1 ,. • .,Aq) e IRq etµ = (µ 1,. .. ,µp) e JRP tels que: 

{ 

V .[,J,µ(a) = 0 

Aj(9j(a) - bj) = 0 et Âj ~ 0 pour tout je{!; ... ; q) 

en posant .[,J,µ(x) = f(x) - f,Âj (9j(x) - bj) - Î,14 (hk(x) - ck). 
j : I k=I 

.t:,J.,, est Je lagr angien de ce programme, les Âjet lesµk sont les multiplicateurs 
de Lagrange. 

PRATI QU~ 
Comment déterminer les points candidats dans un 

programme de Kuhn-Tucker 

On retient comme points candidats : 
- tous les points satisfaisant les contraintes, mais 

où les contraintes ne sont pas q ualifiées; 
- les points où les contraintes sont qualifiées 

et vérifiant la condition nécessaire du premier 
ordre. 

Pour déterminer ceux-ci, on utilise la méthode du 

lagrangien : q 

1. On pose .t,J.,,(x) = f(x) - L:t1j(9j(x) - bj) 
r-1 

p 

L:µk (hk(X) - Ct). 
ksi 

2. On résout Je système d'inconnues xi ..... x •. A1 . 
.... Âq,µ1 ..... µp: 

81:,J,µ 
Bx; (x) = 0 pour tout i 

A/9j(x) - bj) = 0 pour tout j 

Âj ~ 0 et 9j(x)::; bj pour tout j 

hk(x) = ck pour tout k 
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APPLl(ATJQN Maximisation de l'utilité, sous contraintes 

On coœidire WI consonunateur dont la fonction d'utilit6 ü est donn6e par U(x,y) = xy, où x est la quantit6 de 
bien 1 e t y la quantit6 de bien 2 (avec x ~ 0 et y~ 0). 
La contrainte de budget du consonunateur est x + y S 100. D'autre part 40 unitfs de bien 2 au maximum peuvent 
ê tre achet6cs. On cherche x' et y' qui maximisent l'utilit6 du consommateur. 
Le programme est donc : 

(

max U~~~y) = xy 

x+yS lOO 
y S40 
x ~O 
y~O 

On peut remplacer x ~ 0 et y ~ 0 par x > 0 et y > 0, car il est clair que I' utilit6 est nulle si x = 0 ou y = O. On 
est donc sur l'ouvert U = R: x R:, avec les deux contraintes 91 (x,y) S 100 et 92(x,y) S 40, où 91 (x,y) = x + y et 
9,(x,y) =y: 

V91(x,y) = ( : ) et Vg,(x,y) = ( ~ ) 

V91(x,y) et V92(x,y) sont lin6airement indtpendants donc les contraintes sont quali6tes en tout point. 
On pose .C,,(x,y) = xy - A1(x + y - 100) - A2(y - 40) pour .l = (A,,A2 ) ER'. 
Soit K = ((x,y); x + y S 100 et y S 40, avoc x ~ 0 et y~ OJ. 
K est un compact e t f est continue, donc f admet un maximum global sur K. On sait d6jà que ce maximum n'est 
pas atteint avec x = 0 ou y = O. 
Conchtions ntœssaires pour que (x,y) soit un maximum : 

V .C,,(x,y) = , , ( 
y - Ai 
X- A ] - A2 

V.C,,(x,y) = ( ~ ) 
Ai(x+y-100) = .l,(y -40) = 0 

A1 ~ 0; A, ~ 0; x > 0; y> 0 

x+y S IOO etyS40 

) ( 
0 ) { y= A1 , donc V .C,,(x,y) = 0 <"> x =Ai + A, 

- Si A1 = A2 = 0, alors x = y = O. À rejeter car x > 0 et y >O. 

Si A1 > 0 et A2 = 0, alors y = A1 , donc x = y = 50. Mais Je point ~~ n'est pas candidat car ne 
{

x + y= 100 ( ) 

X= À1 

satisfait pas la contrainte y S 40. 

{ 

y = 40 
- Si A1 = 0 et A2 > 0, alors y = A1 = 0 impossible. 

X = A, 

{ 

x+y = IOO 
- Si A1 > 0 et A2 > 0, alors y = 40 d'où x = ro, et (,!1; A2) = (40; 20). 

y= A1 et x = A1 + A2 

Donc (ro;40) est le seul point canchdat pour être un maximum. Comme il y a forctment un maximum puisque 
lon maximise une fonction continue sur WI compact, on peut conclure que (60; 40) est Je maximum global de f 
sur K. À l'optimum on consomme x' = 60 unitfs du bien 1 e t y' = 40 Wlilts du bien 2. 
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D Conditions suffisantes 
d'optimalité globale 

Ihé.çiJëèroe 

Théorème du lagrangien (cas concave) 
On veut résoudre Progp ~ début section 52). 
Soient f et h1, •• ., h P de classe C2 de U -+ IR, où U est un ouvert convexe de IR". 
Soit a e U. Si a est un point candidat, avec des multiplicateurs de Lagrange 
A = (A 1 , ••• ,Ap). et si .[,J est concave sur U, alors f admet un maximum global 
en a sous les contraintes h j(X) = Cj pour tout j. Si .[,J est convexe, il s'agit d'un 
minimum global. 

Démonrtration 
Soit a WI p-Oint de U n C, où C est l'cmemble des points satisfaisant les contraintes, 

C = (x e U;h;(x) = c;.Vj ). 
p 

Soit .C.i(x) = f(x) - .L: A; ( h,{x) - c; ). p-Our A ks multiplicateura corrcsp-0ndant au point a. 
j =l 

Si V .C.i(a) = 0 avec .C.i concave, alors on sait que a est W1 max global de .C.i sur U, c ' est·à· 
dire: Vxe U, .C.i(x) :S .C.i(a). 

p p 

donc : V x E U ,f(x) - .L: A; ( h,{x) - c;) :S f(a) - L: A; (h;(a) - c;) = f(a) car a satisfait les 
j =l j=I 

contraintes. 
V XE u () C, f(x) :S f(a) 

donc a est WI max global de f sous contraintes. 

Remarquons que si f est concave et les h; affines, alors .[,J est forcément concave. 

Théorème 

Théorème de Kuhn et Tucker (cas concave) 
On veut résoudre Progq,p ~ début section 6). 
On suppose que f, les g jet les ht sont de classe C2

. Soit a e U un point candidat 
qui vérifie les conditions de Kuhn et Tucker, de multiplicateurs A etµ. Si J:,J,µ est 
concave, alors f admet un maximum global en a sous les contraintes gj(x) :Sb j. 
pour tout j, etht(x) = Ct, pourtoutk. 

Démonrtration 

Soit C = (x E U;h;(x) = c;,V jet 9;(x) :S b; ,V j). 
• p 

• 

.C.1,µ(x) = f(x) - .L: A;(g,{x) - b;) - .L:µ;(h;(x) - c;) où les multiplicateura corresp-0ndcnt 
j =l j =l 

au point a. 

Si V .C.i,,,(a) = 0, avec .C.i,,, concave, on en d&luit que a est un max global de .C.i.,,, C.·à·d : 
pour tout x E U, on a .C.i,,,(x) :S .C.ip(a). 
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c.-à-<I. p-Our tout x e U, on a : 

f(x) - I /; (9,{x) - b;) - i); (h,{x) - c;) S f (a ) - i: A; (9;(a ) - b;) 
j =l i =l j=l 

car h;(a ) - c; = 0 pour tout j . 

Donc p-OUr tout x e U n C : 

f (x) - t A;(9,{x) - b;) S f (a ) - t A; (9;(a ) - b;) 
j =l j=l 

On sait que A1{9,{a ) - b;) = 0, p-Our tout j, donc : 

• 
Vxe Une, f (x) - ~A; (9;(x) - b;) S f (a ) 

j=I 

mais p-Our x e C, on a 9,{x) - b; S 0 donc : 

• 
Vxe U n C, ona j (x) S f (x) - ~A; (9;(x) - b;) S f (a ) 

j=I 

cc qui nous dit bien que f admet un maximum global en a sous les contr aintes. • 

Remarquons q ue si f est concave, les g; convexes et les h1 affines, alors L A,µ est for
cément concave. 

Exemple 12.11 
Soit J dt6nie par f (x,y ) = J?- + j - 2x - 4y + 5. 

On cherche le minimum de f sous la contr ainte x +y S 2. 

Posons F(x,y) = - f (x,y) = - J?- - y' + 2x + 4y - 5 et g(x,y) = x + y. 

On veut maximiser F(x,y) sous la contrainte 9(x,y) S 2. 

Vg(x,y) = ( : ) 'F ( ~ ) . donc la contrainte est quali6fe partout . 

.C,,(x,y) = F(x,y ) - A(x + y - 2 ) 

V .C,,(x,y) = ( =~;: ~ = ~ ) •et Hess.l,,(x,y) = ( 'ë/ ~ 2 ) 

La matrice hessienne est dt6nie nfgative, donc .C,, est strictement concave en tout p-Oint. 
S'il y a un point candidat, cc sera forcément un maximum global. 

V.l,,(x,y ) = ( ~ ) ~ u: =~ :; 

x ) est un point candidat si e t seulement si , 
2 2

,l ~ ~ 
2 4 

1 

A(x +y - 2) = 0 

Y A= - x + et A= - y + 

{ 

A(x +y - 2) = 0 
c.-à-<I. - 2x + 2 = - 2y + 4 = A~ 0 

x +y S2 

x +y S 2 

- Si A = 0, aloŒ - 2x + 2 = - 2y + 4 = 0 , donc x = 1 e t y = 2, d'où x + y = 3 incompatible 
avec la contrainte x + y S 2. 

- Si A> 0 , alorsx + y = 2 et - 2x + 2 = - 2lJ + 4 , donc y = 2 - x e t y = x + l , d'où 

x = ~ et y = ~ . On trouve que M = ( ~~ ) est l'unique p-Oint candidat. Puisque .C,, est 

strictement concave, M est donc le maximum global de F sur x + y S 2. C'est donc ai&i 

le minimum global de f sur x + y S 2. 
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Les points clés 
-+ Quand on étudie Je maximum (ou Je minimum) de f(x) sous la contrainte 

x e D, où D est une partie de nt•, on dit que c'est un problème d'optimisa
tion sans contrainte si D est ouvert, et que c'est un problème d'optimisation avec 
contraintes si D n'est pas ouvert. 

-+ Quand on cherche Je maximum ou Je minimum d'une fonction de plusieurs va
riables avec ou sans contrainte, on doit d' abord déterminer les « points candidats» 
à l'extremum, c'est-à-dire ceux qui peuvent être un extremum. Puis parmi ceux
ci, on cherche ceux qui atteignent Je maximum (s' il existe) et ceux qui atteignent 
Je minimum (s'il existe). 

-+ Si on cherche Je maximum sans contrainte d'une fonction f différentiable sur 
un ouvert de Ill", les points candidats sont ceux tels que V f(a) = O. Si f est de 
classe c2, on peut se restreindre à ceux qui de plus ont une matrice hessienne 
semi-définie négative (semi-définie positive si on cherche Je minimum). 

-+ Les contraintes les plus courantes sont sous forme d'égalités ou d'inégalités. 

-+ Le lagrangien d'un problème d'optimisation s'obtient en ôtant à la fonction que 
1' on cherche à optimiser une combinaison linéaire des fonctions qui servent à 
définir les contraintes. Les coefficients de cette combinaison linéaire sont appelés 
multiplicateurs de Lagrange. 

-+ Quand on a un problème d'optimisation comportant des contraintes égalités et/ou 
inégalités, Je théorème de Kuhn et Tucker donne une condition nécessaire d'ex
tremum local. 
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ÉVALUATION 
Vous trouverez les corrigés détaillés de tous les exercices sur la page du livre sur le site 
www.dunod.com 

Quiz 
1 Vrai/Faux 
Dites si les affinnations suivantes sonJ vra.;es 011fcu1sses . 
Justifiez vos réponses. 

1 . S'il y a des points candidats à WI probli me de maxi
misation, alors il y a forcément un maximum global. 

2. Le probli me d e maximisation d'une fonction diffé

re nti able f sur D = ((xi.x,); x1 > 0 e t x2 > OJ est WI 

probl~e sans contrainte. 

3. Le probli me d e maximisation d'une fonction diffé
re nti able f sur E = ((xi.x,); x1 ~ 0 e t x, ~ OJ est WI 

probl~e sans contrainte. 

4. Le muhi plicateur de Lagrange permet d e mesurer 
l'impact d'un d esserre ment d e la contrainte sur le 
maximum global. 

• Corrigés p. 370 

Exercices 
2 Extmna locaux 
Trouver les extrema locaux d e la fonction f d e R2 dans 
R, définie par : 

f(x,y) = x' + !/ - 9xy + 12 

• Corrigés p. 370 

3 Étude d'un pobtt critique 
Les fonctions suivantes sont-elles concaves 7 convexes 7 

ni l'un ni l'autre 7 Vé rifier que ( ~ ) est W1 point cri

tique. &t-ce un point col 7 un min 7 un max 7 global ou 
local 7 

1 
1. f(x,y,z )= 2x2+21/+3i' +2xy+5yz 
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3 
2. f(x,y,z) = 2x' + ïY' + z' + 2xy + xz 

5 
3. f(x,y,z) = -3x2 - 21- i' + 3xy + xz + yz 

4 Extmna sous contrainte 
Trouver les extrema de la fonction f d éfinie par 
f(x,y,z) = x +y+ z, sous la contrainte 

x'+j+i' = 1. 

5 Programmes nee une contrainte égaDté 
Résoudre les programmes suivants : 

(1', ) { min X+ 21/ + z' 
j+ 1-x = O 

puis, 

(1' ) { maxx'y 
2 

2x2 + y2 = 3 

6 Maximisation d'utiDté 
Un consommateur c herche à maximiser son utilité, à re
venu R donné. Sa fonction d'utilité est U(x,y) = y113 Vic, 
où x est la quanti té consommée d e bien 1, y la quanti té 
consommée de bien 2. On a R = 3x + 4y, car p 1 = 3 est 
le prix unitaire du bien 1 e t p2 = 4 Je prix unitaire du 
bien 2. Le programme est donc : 

{ 
maxU(x,y) 

3x+4y = R 

Quelle est la quantité consommée à l'optimum (e n fonc
tion d e R) 7 Quelle est l'utilité à l'optimum ? Dé river 
cette utilité par rapport à R. Comparer avec le multipli
cateur d e Lagrange A. 

1 Programme a\<ee une contrainte lnégaDté 
Soit D la partie de R2 d éfinie par D = ((x,y); x2 + 2j S 
4 }. Trouver les extrema d e la fonction f sur D d éfinie 
par f(x,y) = x + y. 



8 Mlnlmwn s ous wiecontralntelnégaDté 
Trouver le minimwn de la fonction f définie par 
f(x,y) = x' + j, sous la contrainte x2 + y2 :S 9. 

9 Maxlmwn sous deux contraint~ Inégalités 
Trouver le maximwn de f(x,y) = xy - x2 - y2 sous les 
contraintes 5 s 2x + y et 3 s y. 

10 Trois contraint~ btégalltés 
Rtsoudre le programme 

maxx2 + x +4j 
(x.r) 

sous les contraintes : 2x + 2y :S 1 et x ~ 0; y ~ O. 

11 Maxlmlsatton d ' utiDté 
On considère un consonunateur de fonction d'utilité U 
donnte par 

U(x,y) = x"'y'12, 
où x est la quantit6 de bien 1 et y la quantit6 de bien 2 
(avec x > Oet y > 0). 
La contrainte de budget du consommateur est p 1x + 
P2Y :SR, où P1 = 2, P2 = 1 et R = 50. D'autre par., 
IO unités de bien 2 au maximum peuvent être achette.s. 
Déterminer x' et y' qui maximisent l'utilit6 du consom
mateur. 

12 Programme de Kuhn-Tucker 
Rtsoudre le programme 

maxx-y2 

(x.r) 

sous les contraintes : x2 + j = 4 et x ~ 0; y ~ 0 

13 Maximum sous contrainte 
Trouver le maximwn de f( x,y,z) = x + y + yz + xz sous 
la contrainte x + y + z = O. 

Chapitre 12 Optimisation de fonctions de plusieurs variables 

14 TbOOrfilne de l'em'eloppe et rnaxlmlsatton du 
profit 

On considàe un monopole qui cherche à maximiser son 
profit. La fonction de demande est donnte par Q = 
100 - 2P, et la fonction de coat par C(Q) = c1 Q, où 
0 <c1 <50. 

1. Quelle est la quantit6 produite Q' qui maximise le 
profit ? 

2. On veut savoir comment varie le profit correspon
dfl' 

dant n· en fonction de c,. Pour cela, calculer - à 
dc1 

l'aide du théorème de l'enveloppe. 

15 Tbéorfilne de l' enveloppe et maximisation de 
l'utilité 
On gén6ralise le cadre de l'exercice 6. Un consonuna
teur maximise son utilit6, sous contrainte de budget Sa 
fonction d'utilité est U(x,y) = yl/3 vx, où x est la quan
tité consommte de bien 1, et y la quantit6 consommte 
de bien 2. La contrainte de budget est R = p 1 x + p,y, où 
p 1 est le prix unitaire du bien 1, et p2 Je prix unitaire du 
bien 2, et R le revenu. Le programme est donc : 

{ 
maxU(x,y) 

p,x+p,y = R 

1. Quelles sont les quantités x' et y' consommées à 
l'optimum? 

2. On veut savoir comment l'utilit6 à l'optimum U' 
évotue en foncbon des paramètres du rnodi\te, c·est
à-dire en fonction de Pi. p,, R. Pour cela, calculer 
dU' dU' dU' 
dp, , dp

2 
et dR à l'aide du th6orème de l'envo-

loppe. 
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CORRIGÉS 
Les corrigés détaillés des QUIZ et de l'ensemble des autres exercices sont disponibles sur 
www.dunod.com, sur la page de l'ouvrage. 

1Chapitre1 
1 Vrai/Faux 

1. Faux. Par exemple Vï et" sont dans R mais pas dans Q . 
2. Vrai. carQcR. 
3. Faux. Par exemple A = [0; 2[ est une partie majorée, mais 

il n'y a pas de plus gtand élément (car 2 ~A). 
4. Vrai. C'est une propriété fondamentale de l'ensemble R. 

que ne possède pas l'ensemble Q par exemple. 
S. Faux. Pol.D' que f soit une bijection, il faudrait que tout é lé

ment de R possède un et un seul artécédent par/. Mais 4 
a deux antécédents puisque /(2) = /(-2) = 4, e t - 5 n'a 
aucun antéoédent puisque /(x);,; 0 pour tout x e R. 

6. Vrai. 

4 Domaine de définition 
Ces fonctions sont définies en tout point x de R. sauf quand 
on obtient un dénominateur nul (c.ar on ne peut pas divi ser par 
zéro!). 

1. Dt=R" 
2. Dt=R\(2) 
3. D1 - Rc.arona~ .. 2>ÔpourtoutxcR. 

4. f est définie pour x2 * 16, c'est·à-dire pour x * 4 e t 
X *--4. 

S. f est définie pour x2 - 5x + 6 * O. Posons (l(x) = x2 - 5x + 6. 
Le discriminant de gest t. = (-5)2 -4 x 6 = 25 -24 = 1, 
donc les racines de g sont 

5 -1 5 + 1 
X) = 2 = 2 et X2 = 2 = 3. 

Le domaine de définition de/ est donc D1 = R \ (2;3). 

1Chapitre2 
1 Vrai/Faux 

1. Vrai. Si f est affine , alCl'S il existe a et b tels que 
f(x) = ax + b pour tout x e R. 
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f(x) - /(xo) = (ax +b) -(a.,. +b) = a(x-.<o) =a = 
X-Xo X-X(l X-X(l 

con.stante. 
Réciproquement, s i le taux d'accroissement de f est égal à 

une cons!Jlllte c, alors /(x) - /("") = c pour tout x e R. ,_ .... 
Donc f(x) = /("") +c(x-}({))pour tout xe R. ll s'agit bien 
d'une !Onc tion affine (avec a= cet b = /(.<o) -<.<o). 

2. Vrai. La tangente a pour équation y= f(xo) + j'(J({)Xx- }({)). 
3. Faux. La dérivée de g of est donnée par 

4. Vrai. 
S. Vrai. 

(go f)'(x) = g'(J(x)) xf'(x). 

2 Dérivée du coût de production 

' . 
C'(500

·' _
20

. ·œ 
1
. C(500+h)-C(500J _

20 1 - s1gru que~ h - , 

oe qui cœcrètementsignifieque potr h peti~ on a C(500 + 
h) " C(500) + 20h. Si au départ on produit 500 unités du 
bien, le ooüt de prodlction de h unités s upplémenta.ires de 
œ bien (a,ech assez petit) estde2ôh. 

1. Si le prix unitaire est P = 25, chaque unité supplémentaire 
colite 20 à la production, e t raw<>rte 25 à la \ente. Le pro
fit par \Dlité supplémentaire est égal à 25 - 20 = 5. Il est 
donc intéressant d'augmenter un peu la production si l'on 
parvient à vendre ce bien au prix unitaire P = 25. 

3. S i le prix unitaire est P = 15, chaque unité supplémentaire 
collte20 à la production. et rapporte 15 à la \ente. Le profit 
par unité s upplémenlJlire est égal à 15 - 20 = - 5. Il n'est 
poo intétc3sa.nt d 'augmenter un peu la produc tion pour le 
prix unilJlire P = 15, car le profit e ngendré est négatif. 

3 La dérivée limite du taux d'accroissement 

2 
f(x) = ;+ï pour tout x ;,; O. dœc : 

J'(I) = lim /(1 +h) - /(1) = lim ! [2- -~1 
._. h .-oh 2+h 2 

= lim ! [2 -(2+h)I 
.-oh 2+h 

1 -h -1 1 
= lim --- = lim -- =--. 

>-<>h(2+h) >-<>2+h 2 

6 Cakuls de dérivées 

1. f(x) = 3.t -7r + Sx -2donc Dt= R. 

J'(x) =3 x(4x')-7 x(3x2)+ Sx 1=12x3 -2lx2 +8 

2. /(x) = 17.l - {X doue Dt = R,, mais f n'est dérivable 
quesurR:. 

J'(x) = 34x - _..!..._ 
2..[X 



3. f(x) = Vx2 + 1 donc Dt = R car x2 + 1 > 0 pour tout 
xeR. 

On a une fonc tion oompo.sée, f = uo u 3\'eC u(x) = x2 +1 
et v(x) = Y,, donc : 

J'(x) = u(u(x)) X i/(x) = --·- X 2x = _x_ 
2vx>+1 vx>+• 

4 . /(x) = ! - .:;. <bnc Dt = R'. 
X X 

J'(x)=-!+~ 
x2 x 4 

2+x 
S. /(x) = z:-:; donc Dt= R \ (2). 

On a unquotien~/ = ;; avecu(x) = 2 + xet v(x) = 2- x, 

donc: 

J'(x)= il(x)<(x)-u(x)u'(x) = 1 x (2-x)-(2+x) x (-l) 
(v(x))2 (2- x'P 

2-x+2+x 4 
(2- x)2 = (2- x)2 

x2 -1 
6. f(x) = x _ 

3 
donc Dt= R \ (3). 

On a un quotient./ = ~ a-ec u(x) = l -1 et <(x) = x -3, • donc: 

, il(x)<(x) - u(x)u'(x) 2x x (x -3) -(x2 -7) x 1 
f (x)= (v(x)f (x -3)2 

2x2-6x-x2 +7 x2-6x+7 

(x-3)2 = (x-3)2 

7. f(x) = ~ avec x2 + 2 > 0 don:: f est définie potr V;ï72 
1 - x ~ 0 c'est·à..&re pour x s 1. Le domaine de défin.'-' 
tîon est donc Dt=]- oo; l]. La fonc tion/ est dérivable scr 
J-oo; 1(. 

On a une fonction oompœée, f = h o g, où h(x) = Vx 
1-x u 

et g(x) = x2 + 
2

. De plus, g est un quotien~ g = ;; avec 

u(x) = 1 - x et v(x) = x2 + 2. 

Ona: 

1 
J'(x) = h'(g(x)) x g'(x) = m xg'(x) 

2 vg(x) 

1 ~x2 
+2 = - x -- xg'(x) 

2 1-x 

g'(x)=il(x)<(x)-u(x)u'(x) _ -1 x (x2 +2)-(l-x)x2x 
(v(x))2 (x2 + 2)2 

-x2-2-2x+2x2 x2-2x-2 
(x2 + 2)2 = (x2 + 2)2 

Co1Tigès 

1Chapitre3 
1 Vrai/Faux 

1. Vrai. ~ proposition 3. l). 
2. Faux. La &Wte (u.) définie pour tout n paru. = (-1)• est 

bornée mais ne oon\erge pas, car elle \'<\Ut+ 1 si n est pair, 
e t -1 Sl n est un.pair. 

3. Vrai. D'après la propo.sîtîon 3.9 , s i une s uite croissante est 
majorée, alors elle converge. Réciproquement. si une suite 
converge, alors el le est bornée donc maja'ée. 

4. Faux. S i une série oonverge, alors son terme général tend 
vers 0 (~ proposition 3.13), mais la réciproque est fausse. 

4 Limites de suites 

1
. u _ 3n - 7 _ n(3 - ~) 

" - 2n + 8 - n(2 + !> 
e1~{2+~)=2 

. 3 
donc~""= Ï 

(3-Z) ( 7) = --•- où lim 3- - =3 
(2+ !> 1t-+oo n 

Sn' + 27n + 8 n3(5 + ~ + ~) ( 5 + ~ + ~} 
2. u,. = = =nx----

4n2+28 n2(4+~) (4+~) 

. ( ~ 8) . ( D) OÙ ,.!TOO 5 + ;;ï + ;;; ; 5 et ~OO 4 + ;;ï ; 4 

. . 5 
donc~ u,. = ~ n x 4 = +oo 

3
. u = 11n + 12 = n(l1 + ~) = ! x (17 + ~) 

"8n2 +1 5 n2(8+!i) n (8+!l) 

où lim (11+~)=17et lim (s+~)=s 
1t-+oo n _... n 

d li li 1 17 0 
one .. .'P .. ""= .. .'P .. ;; x S = 

4. 7n3 -12n+ 15 n3(7-!î + ~) (7- !î + ~) 
"• = Sn'+ 5n - 5 = n'(S + ~ - ~) = (8 + ~ - ~) 

où lim (1- g + .!2) =7et lim (s+ 2. -2.) = s 
1t-+oo n2 n' -+oo n2 n' 

. 7 
donc ~u,. = 8 

6 tpargne placée au taux de 5 % 

1. L'équation récwrentecomplèteest: 
x,...1=l,0Sx111+ 500 pol.I' tout n e N, avecxo =2000. 
L'équation homogène associée est: y,.... 1 = 1,0.Sy,. pour tout 
ne N, donc y,.= l,05"y0 . 

On cherche une solution particulière oonstante de l'équa-
tîon oomplète: X,. = C = oonstante. 
Ce qtti doDJle C = l,05C + 500, don:: 0,05C = - 500, d'où 
c = -10000. 
La solution générale de l'équatiœ oomplète est donc x,. = 
y,. + i,. = -10000 + l ,05"y0 . 

2. Laconditioninitialeest.<o =2000, donc2000 = -10000+ 
1,05°y0 = -10000 + i.t>. 
d'oùy0 = 12000etla solutîonprédseest: 

X111 = -10000 + 1,05" X 12000 
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Dans lOans, l'épargne totalesera 

,,0 = -10000+ l,Os10 x 12000 :. 9547. 

~ X111 = ,.~(-Jô()()O + J,05" X 12000) = +oo c.at 

~ 1,05" = +oo (suite géométrique de raison supérieure 
à 1). Dans un gtand nombred'anoées. l'épargnedevient très 
import.aul~. 

1Chapitre4 
1 Vrai/Faux 

1. Faux. Pour qu'une fœctionaitu.ne limite en un point, il fàut 
qu'elle ait une limite à gauche et une limite à droite en œ 
point et que œs limites à gauche et à droite soient égales. 

2. Vrai ~propc>sition 4. 14) 
3. Faux(~ exemple 4.14). 
4. Faux. 11 existe bien \Dl tel x mais il n'est pas fa-cément 

unique. Pour a\oir l'unic ité il faudrait SUPJXl&er de plus que 
f est Slrictement monotone. 

S. Faux. C'est vrai pour les polynômes de degré impair. 
Contre-exemple pour le degté pair: /(x) = x2 + 1 n'a pas 
de racine dans R. 

2 Limite en un point xo 
1. lim x2 +7x =32 +7x3 =9 +21 =30 _, 
2. lim Vx -

4
2 

est une forme indé tenninée 
0
Q. _, x-

On simplî.De la fonction, en écrivant: 

Y,-2 (v-2) x( Vx +2) 

X - 4 = (X -4) X ( Vx + 2) 

x-4 

= (x-4)i<({.i' ... 2) = ({.i' ... 2) 

donclim {ji- 2 
= lim--

1
- = -

1
- = ! . 

...- x-4 x-<(Y,+2) {i.+2 4 
3. On a ~x2 - 2) = 2 et ~n}x - 2f = O+. donc 

x2 -2 
~ (x-2f = +oo. 

,2 _4 0 
4. ~ (x _ 

2
)2 est une forme indéterminée O. 
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On simplî.De la fonction, en écrivant: 

x2 -4 (x-2Xx+2) (x+2) 

(x-2f = (x-2f = (x-2)' 

a-ec lim(x + 2) = 4 e t lim (x -2) = o• 
x-2 -2· 

e t ï.T-.<x-2) = o-. donc: 

x2-4 (x+2) 
:_~ (x - 2f = ï.'r-cx - 2) = +oo 

e t lim (x2 -2~ = lim ((x +
2
2

)) = -oo. Les limites à droite 
.-2- X - r x-Z- X -

x2 -4 
e t à gauc he ne sont pas égales, donc (x _ 

2
>2 n'a pas de 

limite pour x-+ 2 

. A"-1 . . 
S. ~ x _ 1 pour n e N , n ~ 2 est une forme indéterminée 

0 
0 
On simplifie la fonction, e n écrivant : A" -ll 

x-
(x - 1Xx1t-I + A"°"2 + ... +X+ 1) j'""I 1t-2 ) 

~; _ I = +X + ••• +X+ , 

donc lim x" - 1 = li~i'""1 + x,...2 + ... + x + 1) = n. 
.-1 x-1 .-1 

. ..fï+X - {f-=7t . . 0 
6. ~ x est une fOrme tndéternunée ô· 

On sîmplî.De la fonc tion, e n écrh'llJlt : 

..fï+X- {f-=7t ( ..fï+X- v'1-X) ( ..fï+X+ v'1-X) 
- X ( ../f+X+ v'1-X) 

(l+x)-(1-x) 

X ( ../f+X + v'1-X) 
2 

donc lim ..fï+X - {f-=7t lim 
2 

,_,, ( ..fï+X + v'1-X) X-0 X 

2 = ï = 1 

3 Limite en +oo 
Comme f est \Dle fonction rationnelle, sa limite en +oo 
est la limite du quotient des termes de plus hauts degrés 
(~ proposition 4.11). On en déchut: 

lim/() r 2
' li 

2 
O 1' x-+oo X ; ~OO 3x2 ; x-1!!o 3,; ; 

2x2 2 2 
1' ~oo/(x) = )!.Too 3x2 = ~ 3 = 3 

. ( . 2" .2x 
), ~oo/ x) = .!!Too 3x2 = ~ 3 = +oo 

1Chapitre5 
1 Vrai/Faux 

1. V rai. Comme ln e t exp sont des fonctions réciproques l' une 
de l'autre, les gtapbes sontsymétriques parraw<>rt à la pre
mière bissectriœ (c'est·à-di.re la droite d'équation y= x). 

1. Vrai. 

l. Vrai. En effet, log10 (1000) 

4 1n(l0) = 4 
ln(IO) . 

ln(lOOO) 
ln(IO) 

ln(lO') 
ln(lO) 

4. Faux. La fonc tion exp est bien égale à sa propre dérivée, 
ma.îs œ n'est JnS la seule fonction qui vérifie cette pro-
priété. Toute fonction du type g(x) = À x exp(x), où À est 
une constante réelle , vérî.De œ tte propriété . 

S. Faux. la fonc tion ln n'est définie que pour x >O. On a donc 
seulement: 

Vx e R:, exp(ln(x)) = x 
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2 Ensomble de définition 

1. /••définie poor x+ 7 >o. <boc o1 =I - 7: +oo(. 
J . 9es1 dffinie pour x2 +3 >O. ce qui esttoujoun ,,..;, clone 

D, • R. 
J . h est définie poor x - x' > O. Le. A(I - x) > O. clone 

o. • JO: 1(. 

1Chapitre6 
1 Vrai/Faux 

1. Vrai. Noton.~ a1, a2 , a3 ces racines, avec 01 < 02 <a,. 01 
a /(01) • f(o,) = /(o,) =O. 
On applique Rolle deux fois: 

- la première bissut [a,:a,J.d'où il .Wte <1 E]o, ; a,[ Id 
quef(c,)=0; 

- la deuxième fois sur [ai: a3J. d"oo il existe Cl •lai: ail 
telqu<f(c,)=0. 

2. Vrai. li suffit d'addilioruter les DL. 
J . flllI. On ollllent un DL d' ordre 2 en fais&li le procluil du 

DL. Les ""'''" de degr& 3 oo 4 qui apponis,.nt via le 
produil des DLdoi\•ent lire ùutgr& ai reste /i'c(h). 

4 . Vrai .Si/(zo+h) = ao+a,h+hs(/i). alors~/(zo+h) •a,. 

s. 

'· 
1. .. 
2 

1 . 

Comme f est cmtinue en xo. on a ,!î!,lf(Ao + h) • /(zoo. 

d'oo oo = /(zo). 

/(Xo + h) - /(Xo) = f(xo + h) -ao = 
01 

+ c(h) 
h h 

a"'c lim <(h) = 0 
>-0 

donc le taux d'accroissement tend vers a.. c'est*Mire/ en 
dérivableenxo etf(xo) = o,. 
Vrai si le terme d'ordre 2 est nm nul (~ applications da 
DL 1ectio.n3). 
Faux. Une fooction peut être ni cooca~. ni c:on\lex.e. Pr:r 
uemple la fonction définie sur R P'"' /(x) • ; • n'•• li 
concave sur R. ni convexe sur R. 
Vrai. 
FlllI. Contre-exemple : /(x) = x' . 

Taylor i rordre 3 

On a/(x) = Vf+X = (1 + x)112, <boc f'(x) • i<I + x)"t.2 

r<x> . ~ ( T )c1 + xr312 = ~(I + xr"' 

f»t<> • .:!.(~)c1+xr'•" = ~c1 +xr"" 
4 2 8 

1 -1 .<>) l 
d'ofi /(0) = 1; f(O) = Ï; /'(0) = 4 : r (0) • i 
Ledé,.,loppement de Tàylor-Young d"ordre 3 au voisinli" 
de 0 est: 

1 1 3 
/(x) • /~) + f(O)x+ Ïf (O)x' + 6f'l(O)x' + .r<(x) 

el donne ici : 

Vf+X = 1 + !x- !x'+ .!..; +,.Jc(x). 
2 8 16 

Cortigés 

1 
2. On a /(x) = ln(I + x). <boc f(x) • ï+":;'.· 

r't<l = _.:!._ etf'l(x) • -
2 

-
(l+x)l (l+x)' 

d'oo /(0) = lll(I) = 0: f(O) • 1: r'CO) = -1; 
f'l<flJ = 2 
Ledé\•e~entde làylor-YounJ d'ordre 3 au voisinaJe 
de Oest: 

et donne ici : 

ln(I +x) = x- ~x'+ ~} +,.Jc(x) 

4 Concavité. convexité 

1. Soit f définie P'"' /(x) = 1x' + 8"' tur R. On a f(x) = 
28.x' + 16.retf'(x) = W + 16 >0.dMc/ est strictement 
cOl'PlexesurR.. 

2. Soit g défioie par j1(.r) = 1x' - g_; ,.,, R. On a g'I,,<) = 
28.t' - 16xet g'(x) = 84} - 16. On a g''(O) = -16 et 
g''(I) = 84-16 = 68. donc(' n'est pasdesipoooostalll 
sur R. Qi en d6duit que 9 n'el!l pas cOll\•txesurR. et n'est 
pas ccncave sur R. 

l. Soit h définie par lr(x) = 2 ln(x) - 4.x' poor x > O. On a : 

h'(x)= ~-12..' e t li''I,,<) •-~ -24x<0 
X X 

pour tout x >O. Ooncheststrictementconcavesur JO~ +oo[. 

1Chapitre7 
1 VraVFaux 

1. Vrai (• proposîtîon 7.7). 
2. FatX (> proposition 7.6). 
l. Vrai por dé6nîtioo (~ définition 7.4) 
4. Faux. Une fonction non boo*,.,, un inten .. ue ]a;b) peut 

être intégillble sut œt intervalle(• pa~ 5.2i 
s.. Faux. On peut faire un cb.lngemern de variables.ou une in· 

tégtation por partjes ~ section 4). 

3 Par parties 

1. a. J .c2 ln(x)dx = [~..' ln(x)J- J ~x• x ~dx (pat parties, 

avec u = ll(x) e t Il = x') 

= !hl(x)- ! fhx • !z> ln(x) -
9
1x' + C, ofi C est 

3 3 3 
une constante quelconque. 

b. J x?'dx = (x x ~r' J - J ~_.,dx (par parties, avec 

•=xettJ'=h 

= ~..,_!..,+c 
2 4 
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4 Changement de variables 

1. I = J.' -
1 

x 
2
dx. On pooe u = g(x) = x2. On a alom 

0 +X 
g'(x) = 2<, d'où on peut écrire du = 2.<d.<, donc, puisque 
g(O) = Oetg(l) = 1: 

r' 1 1 1 1 
I = Jo l+,; x Ïdu = Ï l1n(l +u)]~ = Ï ln(2) 

[.
' i' 

2 . J = 
1 

(
2

+.o3)4 dx. Oupooeu = 9(x) = x',d'où 

g'(x) = 3.l, donc on écrit du= g'(x)dx = 3.ldx,etoomme 
g(-1) = -1etg(l)=1: 

[.
' 1 1 1 [ 1 [' 1 = 1 (2 + u)4 x 'idu = 'i - 3(2 + u)' 

1 

=-~(~ -~)= ~( 1 - ~)= 9:27 

1Chapitre8 
1 Vrai/Faux 

1. Faux. Cau re-exemple : dans E = R2. soit E1 = ((x.0): 
x e RJ e t E2 = ((0,y); y e R). Notons F = E1 u fa. Soit 
U1 = (3; 0) e t U2 = (0; 5~ On a U1 e F e t U2 e F, mais 
U1 + U2 = (3; 5) ~ F, donc F n'est pas w sous-espace 
vectoriel. 

2. Vrai. 
3. Faux. Contre-elt.emple: dans R2.soit U = (l; 0), V= (0; 1), 

W = (l; 1). Les \ecteurs U, V et W sont indépendanis 
deux à deux, mais (U, V, W) n'est pas une famille libre, c.ar 
W =U+V. 

4. Vrai. Une base est la fil.mille {t0,e1, ... ,t,., ... ) telle que : 
e; est la swte (u;(k)),e< définie par u;(k) = 0 s i k * i, e t 
u;(k) = 1 si k = i. 

3 Application linéaire de R dans R 

1. Soit f dt!finie de R dans R pnr /(x) = 4x. 

On a /(x +y) = 4(x +y) = (4x) + (4y) = f(x) +/(y), et 
/(.lx) = 4(.lx) = .1(4x) = Af(x), donc f est une application 
linéaire. 

2. Soit g définie par g(x) = 4x2. 
g(3x) = 4(3xf = 9(4.l) = 9g(x) * 3g(x) s i x * 0, donc g 
n'est pas linéaire. 

3. Soit h définie par h(x) = 4x + 1. 
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h(l) = 5e t h(2) = 9, donch(2) * 2h(l). On en dédwt queh 
n'est pas linéaire. 

4 Application linéaire de E dans E 
f et g deux applications linéaires de E dans E. 

1. S i x e Ker({), alors /(x) = 0, donc go /(x) = g(f(x)) = 
g(O) = 0, i.e . x e Ker(go ti On a donc Ker({) c Ker(go /). 
Soit y e lm(go/). ll existex e E, tel que y= go f(x), donc 
y= g(f(x)), d'où y est l'imagede /(x)par g, i.e. y e lm(g). 
On arl<>n~ lm(Uo /) r lm(o) 

2. On a rg(go /) = dim(lm(g o /)) ~ dim(lm(g)) = rg(g). 
D'autre part, d'après le théorème noyau-image: 

rg(g o /) = dim(lm(go /)) = dim(E) -dim(Ker(g o /)) 

~ dim(E) - dim(Ker(f)) = rg(/) 

1Chapitre9 
1 Vrai/Faux 

'· Vrai. 
2. Faux. 
3. Faux. 
4. Vrai(• propositiœ 9.25). 
S. Vrai(• propositiœ 9.36). 

2 Sommes de matrices 

1. A+ B = ( ! l ~ J 
1. A+ B n'existe pas, car A et B ne sont pas de même type. 

3. A + B = ( ~ ~: : ) 

3 Produits de matrices 

1. On a AB= ( ~ ~~ )et BA= ( =:~ 

2. On a AB = ( :; ~: ) e t BA = ( ~ 
n'est pas définie. 

7n 
27 - 25 
7 -47 
8 6 

3. AB n'est pas définieetBA = ( ~ ~ -~ )· 

4. AB n'est pas définieetBA n'est pas définie non plus. 

1 Cha pitre 1 0 
1 Vrai/Faux 

1. Faux. La matrice A = ( ~ -~ ) a pour polyn&ne ca-

racléristique P,(A) = 1 -~ =l I = .12 + 1 qw n'a pas 

de racine dans R, donc A n'a pas de valeur propre dans R. 

2. Faux. La matrice A = ( ~ -~ ) n'a pas de valeur 

propre réelle, donc pas de ba..e formée de vecieum propres. 
.), Vrai. 



4. Vrai(~ définition 10.6). 
5. Vrai(~ propooiùon 10.18). 

2 Dlagonallsatlon 

1. Soit A = ( ~ 1 } Le Polynôme coracléri!tiq.ie est 

PA(À) = 1 ~ - À ~ - À I • (1 - A)2 -9a R -u -1, 

de discâmioaol A• 4 - 4 X (-8) • 36. les racines de P, 
2*6 

sont A = -
2
-. dcnc: Aa • 4 e1 A2 • -2. 

On a deuJ. valeun P"'P"' dis1inCles cbns un espocede cl.• 
meosioo 2. dooc A•• dl..,.Wisoblee1 •• semblallle l la 

m•âœD =( ~ _g } 
it{ ,, } • ( 4x1 } .,. {xi +3x2 • 4x1 qui l.qui,iautà 

J.1 4x2 Jx1 + x2 • 4x2 

•1 =>2.d'où levec1t\l'proprtU1•(: }· 

it( x1 ) = ( -2.A1 ) .,. {x1 +3.r2 • - 2x1 q.ll équivaut 
-'1 -2.x1 3x1 + .t2 • - 2.r2 

à x1 + x2 •O. d'oille vecteur p-opre U2 • ( :: ) · 

Conclusion: on a D • P*1AP, avec P • { : _ : } 

2. Soit A = ( -i ~ )· Le polynôme caractéristique est 

P,(A) = 1 :SA ~_ A 1 • (2 - AX4 - A) + 40 o 

A2 -6A +48. de discriminant Il • 36- 4x(48) • - 156 <O. 
Le polynôme c•iractbistique n'a pas de racines réelles.donc 
A u·a pas û: valcw1 propn::s r& lk:s, U'uù A n'csl pa.s tli.a-
gonalisable. 

3. Soit A = ( f 
est : 

0 
1 
1 

1

1-A 

PA(À) • ~ 

• (1- A)I 

~ } Le polynôme caracléri!tiqœ 

0 
1-A 

1 

t -A 
1 

0 
0 

3-A 

3 ~,t l •(1-A)2(3-A) 

( 

X1 ) ( Xt ) { Xt • Xt 
A Al = .Q e:> XJ: • x2 <Jli E.quitt1l 

J.J XJ X1+XJ:+J.r1 •X) 
...... +J..z +2..r1 . o. 
Le sous-apoce propre usoà~ l la valeur propre A1 • t 

a pour b&<e (U1,U2). a>•ec por ... ,,.,te U, = ( -~ ) <t 

u, = ( -~ l 

Co1Tlgés 

A x2 = 3x2 <> x, = lx, qui ~qui-( 
x, ) ( 3x1 ) { x, = lx, 

X3 3x3 Xi +Xi + 3.r, = 3x1 
vautà.r1 = x2 =0. 
Le sous-espoce profft lWOCÎt à la valeur propre A1 = 3 a 

pourb&<eU1=(? l 
D y a une bue (U,,U,,U1) formte de vec1<un propres. 
dooc A eM dîagooalisable. avec : 

D=f'1AP.<iilD= 0 1 0 ( 
1 0 0 } 

esr: 

0 0 3 

0 0 ) -2 0 
1 1 

-3 } 
-~ Lepolyn&ne c1nClédstique 

1

-2-A 
P•(A) = g 

= <-2-A>I 

3 
1-A 

1 

-3 1 -1 
3-A 

1 -A -1 
1 3-A 

=(-2-..J)L(l-AX3-A)+ IJ 
= (-2-A)[,t2 -4A +4J =-(A +2X,t-2)' 

Il y a donc deux valeurs propres, qui sont A1 = 2 et A2 = - 2. 

A(:~)=(;:~ ) .,.{-2x1 x::r~,-3~~= 2xi 
X3 2A'} X2 + 1t3 = 2.C) 

'é . 1à{-4x1 +3x,-3x, =0 deba 
qUl qwvau xi+ XJ = 0 . se 

u, = ( !~ J 

A(;~)=( =i:~ J .. {-2x1x:~~J-:~2;2-2x1 
XJ -2xJ X2 + 3XJ = -2.Q 

{

3..,-3,.,=0 
c'est--1.-0îre lsi = x1 .qui 6quivaut lx1 •A)• O. 

X]+ 5XJ = 0 
Le ........,,.ce propre assœît à la valeur pope A1 = -2 a 

pourba<eU2=( ~} 
La famille de ve<:1<urs prqx<$ ainsi calculte est dooc 
(U1,!h)quî n'es1puune b&<e(carm esteodlmeosioo 3). 
On en déduit que lamalriœ A n·es1 pas dlagomlislble. 

t Chapitre 11 
1 Vrai/Faux 

1. Faux. Pareitq>ledansR. tapu1ieA =]3:7] n'est ni ou
vene ni fermée. 

2. Vrai (• pai->glllpbe 2.3). 
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3. Faux. Par exemple, soit /111 fonctiondé finie de Rdans R par 
/{<) = .l. L'ima!ll' deA =)- I; +I [ par f estB = [0; 1(, où 
A est ouvert, f est oontinue et B n'est pas ouvert. 

4. Vrai(• propc>sition 11.14). 
S. Vrai. 
6. V rai. 
7. V rai. 

3 Dérivés partielles 

1. Pour x > 0 e t y> 0.f(x,y) = ln(x/y) = ln(x) - ln(y) 
lJf 1 lJ/ -1 
a;<x.y) = :;: e t 'iiii(x,y) = Y 

2. Pour x > 0 e t y> 0, f(x ,y) = x• = ;!1"-<> 

~(x,y) = yF1 et %<x.y) = tn(xj;!loC-'l = ln(x) x ,r 

3. Pour x > 0 e t y > 0, f(x,y) - tn(--
1
- ) 

- ,jx2 +y2 

ln ((x2 + 0-112} = T ln(x2+1} 

lJf -1 2x -x lJf -y 
a;<x.y) = T x x2+11 = x2 +y2 e t ïiii(x,y) = x2 +y2 

4 tlasticités partielles 

1. On oonsidère f définie par /(x,y) = xy ln(x). Le logarithme 
est défini seulement pour x > 0, donc le domaine de défini ... 
tîon de f est Dt= R:,xR. Les dérivées partielles sont : 

~(x,y) = y(l + ln(x)) e t ~(x,y) = x ln(x) 

Les élastic ités partie lles sont : 
f lJf X 

t;,(x,y) = -{} (x,y) X --
X f(X,Y) 

(1 + ln(x)) 1 
~ = I+ ln(x) pour x* 1 

e t 

xy(l + ln(x)) 

xy ln(x) 

1 lJf y yx ln(x) 
.-,(x,y) = -{} (x,y) x 

1
-( ) = -

1 
() = 1 y x,y xy n x 

5 tlasticités partielles d'une fonction de production 
On oonsidère la fonc tiœ de production Cobb-Douglas f défi. 
nie par f( K,L) = AK' J.! pour K > 0 et L > 0, où 0 «> < 1 e t 
0 <il< 1. 
Les dérivées partie lles sont : 

;~(K,L) =aAF1J.! et ~(K,L)=JlAK'J.!"1 

Les élastic ités partiel les sort : 

,/.(K L) _ lJf (K L) K _ aAF1J.!K _ 
K ' - lJK ' X f(K,L) - AK"J.! - O' 

e t 
lJf L flA K"f.P-1L 

s{(K,L) = 8i,(K,L) x f(K,L) = AK•I.I =Jl 
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t Cha pitre 1 2 
1 Vrai/Faux 

1. Faux (H tœmple 123). 
z. Vra.i. car 1c1 V est ouvert. 
.), Faux car E n'est pas ouvert. 
4. Vrai(• paragraphe 3.3). 

2 Extrema locaux 
On oonsidère 111 fonc tion f de R2 dans R, définie par: 

f(x,y) = x3 +Y' -9xy + 12. 

La fonction f n'est pas bomée, donc il n'y a pas d'extremum 
global. On cben:be les extrema locaux. Il s'agit d'un problème 
sans oontraintes,donc on cherche les points critiques. 

~ (x ,y) = 3.l -9y et *(x,y) = 3y2 - 9x 

V /(x,y) = 0 <> { ~ = 3Y qtti éqttivaut à { ( ;); 
3

y 
y =3x 3' =3x 

On a ( ~f = 3x <> .t = 27xqtti dOOJle x = Oou x3 = 27. 

11 y a donc deux poirts critiques: 

( n e t ( )· 

La matrice hessienne est v2 f(x ,y) = ( ~ i )· 
Soit A1 = v2 /(0;0) = ( -~ 1 ). On a de t(A1) = -81 

donc la matriœA1 a deux valeurs propres de signes strictement 
opposés, la forme quadrati'!Je associée est indéfinie. Le poirt 

( g )est donc un point col. ce n'est pas un extremum local. 

Soit A2 = d' /(3; 3) = ( ~ ~: } On a de t(A,) = 182 
-

9' > Oet tr(A,) > 0, donc la matriceA,a deux valeurs propres 
strictement po.siti,es. la forme quadratique associée est défi· 

nie JXl&itive. Le point ( ~ ) satisfait donc les conditions suffi. 

santes du second ordre pour être un minimum local. 

Conclusion : le point est donc ( ~ ) le seul minimwn local. 

Il n'y a pas de maitimum local. Ajoutons que ( ~ ) n'est pas 

un minimum global car f n'est pas minorée SID' R2 . En etfe~ 
/(x ,0) = } + 12 tend vers -oo si x-+ -oo. 
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