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Avant-Propos

A l'aube de la réforme de la structure de nos enseignements et du passage
au L-M-D (Licence, Master, Doctorat), il nous a paru utile de fournir 4 nos
étudiants des outils adaptés 4 ces nouveaux modes de fonctionnement.

Les rappels de cours et les exercices

Le contenu de cet ouvrage s’adresse aux étudiants des premiéres années
de I'Université (L1, L2, L3), & ceux des classes préparatoires anx Grandes
Ecoles ainsi qu'aux étudiants qui préparent le C.A.P.E.S. de Mathématigues.

Sa lecture nécessite que soient requises les notions fondamentales rela-
tives & la théorie des ensembles et aux structures algébriques élémentaires,
ainsi que les propriétés élémentaires des nombres réels et complexes. Dans
les exercices, il sera également fait appel aux divers thémes développés dans
I’enseignement secondaire. Le niveau de ce fascicule est donc supérieur a celui
de l'ouvrage trés pédagogique de Georges Zafindratafa, Espoces Vecloriels,
Matrices dans la méme collection, qui s’adresse a des lecteurs débutants.
Pour un cours complet d’algébre linéaire, le lecteur pourra consulter l’ex-
cellent livre Algébre Linéaire de Joseph Grifone, chez le méme éditeur.

Cet ouvrage expose de maniére détaillée les notions fondamentales d’es-
pace vectoriel et d’application linéaire. Chaque chapitre contient un rappel
de cours conséquent et une liste d’exercices, chacun d’entre eux étant suivi
d’une solution détaillée et rédigée avec soin. Nous avons retenu les types
d’exercices qui reviennent immanquablement dans les sujets d’examen et de
concours, en nous attachant A mettre en évidence les raisonnements utilisés.

Une méthode ... vers 'auto-formation

Clagses dans chaque section par ordre de difficulté croissante, les exercices
permettront au lecteur de tester son niveau et sa progression. Les rappels de
cours viennent en appui de ce dispositif. $%ils ne remplacent évidemment pas
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un cours complet, ils servent de référence systématique dans les solutions des
exercices. De ce fait, le lecteur peut acquérir de fagon autonome les bases
des connaissances indispensables & la poursuite de ses études. Si le sujet le
passionne, (ce qui est le but de notre entreprise), il aura tout loisir de 1'ap-
profondir.

Les Auteurs
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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Rappels de cours

Dans tout ce qui suit, on désigne par {K, +,.) un corps commutatif. Les
éléments de K seront, sauf mention expresse du contraire, désignés par des
petites lettres grecques. Les éléments neutres des lois de composition internes
+ et . seront respectivement notés 0 et 1.

1.1.1 Définitions et propriétés générales

Définition 1 Soit (E,+) un groupe commutatif dont ['élément neutre est

noté O et soit
l  KxE— E

(A z)— Az
une application telle que pour tousz € E,y € E, A e K,p € K, on ait! :
(L) Az +y) = Iz + Ay,
(L) (A+po =)o+ pa,
(Ls)  (Aple = A(pa),
(L4) le =z

Le triplet (E,+,1) s’appelle un espace vectoriel sur le corps (K,+,.) (ou
K -espace vectoriel ).

Les éléments de K sont appelés scalaires et ceux de E sont appelés vec-
teurs. Ces derniers seront, sauf mention expresse du contraire, désignés par
des petites lettres latines.

Le lecteur aura remarqué que, pour ne pas alourdir les notations, le méme
symbole + est utilisé (abusivement bien siir} aussi bien pour 'addition des

1. Une telle application est appelée loi de composition externe sur E ayant K comme
domaine d’opérateurs.
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vecteurs de £ que pour l'addition des scalaires de K. Nous espérons qu'il
portera suffisamment d’attention au contexte pour repérer dans chaque cas
sans ambiguité de quelle addition il s’agit. De méme, si x € F, son symétrique
pour Paddition sera encore noté —z et appelé opposé du vecteur x.

Enfin, dans toute la suite de notre exposé, toujours pour ne pas alourdir
le texte, la phrase "Soit (E,+,1} un espace vectoriel sur le corps (K, +,.)" sera
tout simplement remplacée par “Soit E un espace vectorief sur K", ou encore
"Soit E un K-espace vectoriel”.

Des axiomes ci-dessus résultent quelques régles de calcul trés simples que
nous allons exposer ci-dessous.
» Pourtout Ae K,ona:
Alg =0g.

¢ Pourfoutz € E,ona:
Ox = 0g.

¢ Pour tout A € K et pour tout z € E, on a :
(=AM = —(Az) = A(—=z).
e Soit A € K, A # 0. Alors, pour tous 2,y € E, on a:

A=Ay z=y.

Exemples -

1. Le corps (K,-,.) est un espace vectoriel sur lui-méme, ’addition
de (K, +,.) :
(A} — d+p

jouant le réle de ’addition des vecteurs, et la multiplication de
Ko+,
(‘\1“) — A

jouant le réle de la lei de composition externe.

2. Si L est un sous-corps d'un corps (K, +,.), K est un espace vectoriel
sur L, Paddition des vecteurs étant celle de (K, +,.) et la loi externe
étant la restriction 4 L x K de la multiplication de (K, +,.). Ainsi,
C peut étre vu comme espace vectoriel sur R et R peut également
&tre considéré comme espace vectoriel sur Q.

3. Un exemple particuliérement important d’espace vectoriel, qui jouera
un grand réle dans les chapitres consacrés aux matrices est le sui-
vant : Soit n € N*, On désigne par K" l'ensemble des n-uplets
z = (¢1,89,...,&,) d’éléments de K. Si

= (§1|£2|“-\E'n) et ¥y= ("‘h:ﬂm---ﬂln)
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sont des éléments de K™, et si A € K, on pose :

z+y= (& +m,& + e, fn+ ),
2z = (AL, Az, oy Adn).

Il est facile de vérifier que, muni des lois de composition ainsi dé-
finies, K™ est un espace vectoriel sur /X, dont le vecteur nul est :

Ogn =(0,0,...,0).
Posons en outre :
e1=(1,0,..,0), e =(0,1,..,0)},e. .oyin = (0,0,..,1).
I est clair que si & = (£1,8s,....£,) est un vecteur de K7, z s’écrit
Tz =£11 +&ea+ ...+ &nkn,

cette écriture, comme on le verra plus loin, étant la seule de ce
type.

4. L’ensemble K[X] des polynémes a coefficients dans K, muni de I’ad-
dition usuelle des polynémes et de la multiplication des polynémes
par un &lément de K est un espace vectoriel sur X.

5. Boient X un ensemble et (F, +,l} un espace vectoriel sur K. Dési-
gnons par F(X, F) 'ensemble des applications de X vers E. 8i f et
g sont des éléments de F(X, E) et si A € K, on définit la somme f+g
et le produit )\f, en posant pour tout z € X :

(f + glz) = flz} + g(2),
(AfHz) = Af(=).

L’ensemble F(X, E), muni des lois de composition ainsi définies est
un espace vectoriel sur K,

Deéfinition 2 Soit (A, +,1) un espace vectoriel sur un corps (K,+.). On
suppose qu’tl existe sur A une seconde loi de composition interne, notée x,
telle que, pourtout s € A, ye€ A, Ze€ Aet A€ K, on ail :

(Ls) zk(x+y)=z+x+ z+y, (distributivité & gauche)
(Lg) (¢ +y)*xz=1x*z+y*z, (distributivité & droite)
(Le)  (N(@xy) = (Ax) vy =z = (Ay).

Le quadruplet (A, +,1,%) s’appelle une algébre sur le corps (K, +.) (ou K-
algébre ).

St pour toutr € A, yc Aetze A:

(L7} Tx(y+z)=(x*+y) %z, (associativité)
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lo K -algébre est dite associative.

Si, pour toutz € Aetye A :
(Lg) Ty =yxz (commitativité)
la K -algébre est dite commutative.

Enfin, s’il existe un élément e € A, tel que pour tout z € A :
(Lg) Trxe=egxr=2x

la K -algébre est dite unifére, et e est qualifié d’élément unité.

Exemples -

1. Si L est un sous-corps d’un corps (K, +,.), nous avons vu gue K est
un espace vectoriel sur L. Muni de la multiplication interne de K
comme troisiéme loi, K peut étre considéré comme une algébre as-
sociative et unifére sur L. Ainsi, C peut &tre vu comme une algébre
associative, commutative et unifére sur R.

2. Nous avons vu que ’ensemble A[X] des polynémes a coefficients
dans K, muni de 'addition usuelle des polynémes et de la multipli-
cation des polynémes par un élément de K est un espace vectoriel
sur K. Muni de la multiplication des polyndmes comme troisiéme
loi, K[X] peut étre considéré comme une algébre associative, com-
mutative et unifére sur K.

1.1.2 Produit d’espaces vectoriels

Soient (E1,+,1), (Eqy,+, 1), ..., (En, +,1) des espaces vectoriels sur K. Le
produit cartésien
E=1]] &

1<i<n

est muni d'une loi de groupe abélien (encore notée abusivement +) en posant
pour tous éléments (w1, xg,...,Zn) et (Y1, ¥2, .., yn) de E :

(@1, 22,0, Tn) + (1002, o0 Un) = (T + Y1, T2 + Y2, o, T + Yn)
De plus, en posant pour toul, A € I ;
’\(30115"‘21 "'9":”) = (AmlaAer“:’\mn):

on définit une loi de composition externe sur E qui fait de E un espace vecto-
riel sur K appelé espace vectoriel produit des espaces vectoriels By, Fa, ..., B,.
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1.1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 3 Seient E un espace vectoriel sur K et Fune partic de E. On
dit que F' est un sous-espace vectoriel de E, si

LF40;
2. pour tout (x,y) € F x F,x+y € F (le F est steble pour la loi +);
3. pourtout A€ K ettoutc € F, g € F.

— On vérifie facilement que si F est un sous-espace vectoriet de E| alors,
O0gc F.

- On remarquera d'autre part, que {Og} et E sont des sous-espaces vec-
toriels de E, dits sous-espaces vectoriels triviour de E.

~ On notera que si F est un sous-espace vectoriel de (E,+,1), alors
(F,+r,lp) un espace vectoriel sur K pour les lois induites +r et {F.

Exemples -

1. Considérons le K-espace vectoriel K", et soit a € K™, o # Ogn.
L’ensemble Ko = {Aa; ) € K} est un sous-espace vectoriel de K"
appelé droite de vecteur directeur a.

2. Considérons le K-espace vectoriel K[X]. L’ensemble K, [X] des po-
lyndmes i coefficients dans K, nul ou dont le degré n’excéde pas n
est un sous-espace vectoriel de K[X].

3. Considérons le R-espace vectoriel F(R,R). L’ensemble CO(R,R) des
applications continues de R vers R est un sous-espace vectoriel de

F(R,R).

Proposition 1 Sotent E un espace vectoriel sur K et (Fi)icr une fomlle
quelcongue de sous-espoces vectoriels de E. Alors,

F=F
el
est un sous-espace vectoriel de E.
Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que la réunion de sous-espaces

vectoriels de ¥ n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E. Plus
précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 2 Soit E un espace vectoriel sur K ef soient F' et G des sous-
espaces vectoriels de F tels que F'U G sott un sous-espace vectoriel de F.
Alors nécessairement,

FCG ou GCF

Ce résultat fera ’objet de I’Exercice 4.
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Proposition 3 Soient E un espace vectoriel sur K et X wune partie de E.
H existe alors un plus petit sous-cspace vectoriel (powr Uinclusion) de E qui
contient X. On le note Vect(X) et on lappelle le sous-espace vectoriel en-
gendré par X,

Le sous-espace Vect(X) n’est autre que lintersection des sous-espaces vec-
toriels de E qui contiennent X. On notera que

Vect{#l) = {0g},
et que si F est un sous-espace vectoriel de K, Vect(F) = F.

Proposition 4 Soient E un espace vectoriel sur K et soient X et Y des
parties de E.

1. SiX CY, alors Vect(X) C Vect(Y);
2. Vect[Veat(X)] = Vect(X).

Proposition 5 Seit E' un espace vectoriel sur K ef soient F et G des sous-
espaces vectoriels de B. Alors,

1. L'ensemble
F+G={z+yzelyeG}
est un sous-espace vectoriel de F.

2. F -+ G est le plus petit sous-espace vectoriel (powr Uinclusion) de E
contenant 4 la fois F et G, i.e.

F+G=Vect(FUG).

Le sous-espace vectoriel F' + G est appelé somme de F et de G.

On généralise aisément ces résultats & un nombre fini de sous-espaces vec-
toriels de E. Si Fi, Fy,..., F,, sont des sous espaces vectoriels de E, alors
I’ensemble

Fi+R+. +F={m+22+ .20 71 € Fiyz2 € I .52, € Fp)

est un sous-espace vectoriel de E, appelé somme des sous-espaces vectoriels
Fy, Fy, ..., F,. Cest le plus petit des sous-espaces vectoriels (pour I'inclusion)
de FE qui contient la réunion des sous-espaces vectoriels 1, Fa, ..., F. Il est

également noté
> R
1<ign

Définition 4 Soit E un espace vectoriel sur K ef soient F' et G des sous-
espaces vectoriels de E.
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1. On dit que F et G sont en somme directe si
FnG={0g}.

Lorsqu’il en est ainsi, le sous-espuce vectoriel F 4 G est noté F & G

2. Dans le cas particulier oi les sous-espaces vectoriels F et G sont en
somme directe et 0%t F&G = E, on dit que F el G sont des sous-espoces
vectoriels supplémentaires.

Proposition 6 Soit E un espace vectoriel sur K et soient F' et (7 des sous-
espaces vectoriels de E. Pour que F' et G soient en somme directe, i faut
et il suffit que tout vecteur & € F + G s’écrive d’une maniére ef d’une seule
sous la forme

z=y-tz,

ouyeEF etze .

La généralisation de ces notions & un nombre fini F, £y, ..., F, de sous-
espaces vectoriels de F se fait de la facon suivante : on dit que Fy, Fs, ..., Fy,
sont en somme directe si pour tout indice 1 € {1,2,...,n},

En( ), F)={og}
1<5€n. i

Lorsqu'il en est ainsi, le sous-espace vectoriel Fy + Fs + ... + Fy, est noté
e 9. ¢ F,, ouencore
oy

1<i<n

Ou montre également que pour que Fy, Iy, ..., I, soient en sorome directe, il
fant et il suffit que tout vecteur x € Fy + Fy+ ... + F,, $’écrive d’une maniére
et d'une seule sous la forme

r=t+typ+..+n
ol € F, Y2 € Fz,..., et y, € F,.

Définition 5 Soit E un espace vectoriel sur K et sotent x1,%9,...,In, des
éléments de E. On dit qu’un élément x € E est combinaison linéaire des
vecteurs Ty, L2, ..., Tn, $'il eziste des scolaires A, A, ..., An fappelés alors co-
efficients de la combinaison linéaire) tels que

T = MT1+ dexe + ... + ApZn.

Plus généralement, si (z;)icr est une famille quelconque d’&léments de 1'es-
pace vectoriel £ 2 indexée par un ensemble I, on dit qu'un élément x € E

2. Rappelons qu'une famille quelconque d’éléments d'un ensemble F, indexée par un
cnsemble [, est par définition une application z, de I vers E. La notation fonctionnelle
x 1 I — E est alors remplacée par la notation (z:)ier.
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est combinaison linéaire de la famille (z;)icr, 8’1l existe une partie finie J de
I et une famille (A;)ics de scalaires telles que :

xr = Z A;:L‘,
icJ
Pour compléter cette définition, il est commode de convenir que
Z Az = 0g.
il
On démontre alors le résultat suivant :

Proposition 7 Soient E un espace vectoriel sur K et X une portie de E.
Le sous-espace vectoriel Vect{X) n’est autre que Uensemble de toutes les
combinaisens lindaires de lo fomille (2)zex.?

1.1.4 Parties libres, génératrices

Définition 6 Sofent 1, z2, ..., Tn des éléments de E.
- On dit que la famille (z1,2g,...,2n) est libre si, quelle que soit la fa-
mille (A1, Az, ..., An) de scaloires telle que

MTL+ Aexe+ .+ Az, = 0F,

on a nécessairement Ay = Ao = ... = A, = 0. S%l en est ainsi, on dit

encore que les vecteurs x1,Z2, ..., Tn sofit linéairement indépendants.
- Une famille (z1, 29, ..., 2o} de vecteurs de F qui n'est pas libre, i.e. pour

loquelle il existe des scalaires non tous nuls Ay, A, ..., A, tels que

Az + Aza+ o+ Az, = Og,

est dite liée.

Plus généralement,

— 81 (zi)ier est une famille quelconque d’éléments de E, on dit que la
famille (#;);er est libre, si toute sous-famille {(;)ies, 00 J C I est un
ensemble fini est libre;

- de méme, on dit qu'une famille quelconque {z;);er d’éléments de E est
lige, si elle n'est pas libre, i.e. g'il existe une sous-famille (%;);ey, ol
J C I est un ensemble fini, qui est liée.

Proposition 8 Scient E un espace vectoriel sur K.

3. Dans ce cas particulier, 'application de X vers E définissant cette famille n'est autre
que I'injection canonique de X vers £. Autrement dit, les éléments de la partie X sont ici
indexés par eux-mémes,
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1. Si(ai)ics est une famille libre guelcongue d’éléments de E, toute sous-
famille (z,)icq, ot J C I est libre.

2. Si (x:)ier est une famille libre quelconque d’éléments de E et si i et §
sont deur éléments de I tels que i # j, alors z; # z;.

Définition 7 Seoient E un espace vectortel sur K et X une partie de E. On
dit que X est une partie libre de E si lo famille (z),ex est libre. Une partie
X de E, non libre, est dite liée.

Exemples -
1. La partie vide 0 est libre.

2. 8i z est un vecteur non nul de E, la partie de % réduite au singleton
{z} est libre. En revanche, {0z} et plus généralement, toute partie
de E contenant le vecteur Oz est lige.

Proposition 9 Soient E un espace vectoriel sur K et X une partie de E.
Les assertions sutvantes sont équivalentes -

1. X est une partie libre;
2. pour tout x € X, x & Vect(X \ {z});

3. pour tout x € Vect(X), i n'eriste qu'une seule combinaison lnéaire
d’éléments de X qui soit égale 4 x.

Proposition 10 Seient E un espace vectoriel sur K el X une partie libre
de E. Alors, pour tout a € E fel que a ¢ Vect{X), X U {a} est une partie
libre de E.

Définition 8 Soient E un espace vectoriel sur K el X une portie de E. On
dit que X est une partie génératrice de I st Vect(X) = E.

Le lecteur aura remarqué que E est une partie génératrice de F.

Proposition 11 Soient F un espoce vectoriel sur K et X une partie de E.
Pour gue X soit une portie génératrice, il faut et # suffit que pour tout vecteur
& € K, il existe des scalaires A1, Aa, ..., Ay, et des vecteurs x1, 29, ..., 2, de X,
tels que

r=Mz1+ ATa + ... + ATy,

Enfin, pour terminer cette section, donnons la

Définition 9 Soient F un espace vectoriel sur K et X une partie de E. On
dit qu’une famille (x;)1c; est une famille génératrice de E, si {x;4 € I} est
une portic génératrice de E.
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1.1.5 Bases

Définition 10 Soient F un espace vectoriel sur K et X une partie de E.
On dit que X est une base de E si X est une partie de E qui est 4 le fois
libre et génératrice.

Par suite, on a le résultat suivant :

Proposition 12 Soient E un espace vectoriel sur K et X une partie de E,
Pour que X soit une base de F, il fout et o suffit que tout vectewr x € E
s’écrive d'une maniére unique comme combinaison linéaire d’éléments de X.

Exemples -
1. Dans le corps (K, +,.) considéré comme espace vectoriel sur lui-
méme, tout singleton {z}, oi z # 0, constitue une base de K.

2. Dans le K-espace vectoriel K™ des n-uplets © = (£1,80, ..., &) d’élé-
ments de K, on pose

er =(1,0,...,0), e2=1(0,1,...,0),... . en=(0,0,...,1).
Alors {ey,€3,...,&,} est une base de K™, appelée base canonique de
K",
3. Dans le K-espace vectoriel K[X] des polyndmes & coefficients dans

K, il est facile de voir que {1,X,X? .., X" .} est une base infinie
de K[X].

Proposition 13 Soient E un espace vectoriel sur K, Y une partie généra-
trice de E et X C Y. Pour qgue X soit une base de E, il fout et 4 suffit que
X soit une partie libre mazimale (pour Uinclusion) de Y,

Proposition 14 Soient E un espace vectoriel sur K et X une partie de E.
Pour que X soit une base de E, i fout et i suffit gue X soit une partie
génératrice minimale (pour linclusion) de E.

1.1.6 Espaces vectoriels de dimension finie

Deéfinition 11 Soit I un espace vectoriel sur K.
e On dit que E est un espace vectoriel de dimension finie %l ezxiste dans
E une partie génératrice finie.
e Dans le cas contraire, on dit qgue E est de dimension infinie.

On démontre alors les importants résultats suivants.

Théoréme 1 de la base incompléte - Soit E un espace vectoriel sur K,
que l'on suppose de dimension finie. Seient ¥ une partie génératrice finie de
E et X une partie libre de E, X C Y. Il existe alors une base B de E telle
que

XCcBcY.
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En choisissant X = (} dans 1’énonceé ci dessus, on obtient le

Corollaire 1 Soit E un espace vectoriel sur K, que 'on suppose de dimen-
ston finie. Il eziste alors une base B de E composée d’un nombre fini de
vecteurs.

Notons que si I n’est pas de dimension finte, il est néanmoins possible de
prouver quun tel espace vectoriel admet une base, mais la démonstration
utilise I'axiome du choix et dépasse le cadre de cet ouvrage.

Théoréme 2 d’échange - Seit E un espace vectoriel sur K, que lon sup-
pose de dimension finie. Soient Y une partie génératrice finie de E et X une
pertie libre finde de E. Il existe alors une partie Z, Z C Y, telle que

ZNX=¢ e ZUX

soit une base de E.

Enfin,

Théoréme 3 d’équipotence des bases - Soit £ un espace vectoriel sur
K, que l'on suppose de dimension finie. Alors, toutes les boses de E sont
finies et ont le méme nombre d’élémenis.

Ce dernier résultat permet de donner un sens & la

Définition 12 Soit E un espace vectoriel sur K, que Uon suppose de di-
mension finie. On oppelle dimension de E, et on note dim(E) le nombre
d’éléments d’une base (quelcongue) de E.

Nous pouvons alorg énoncer les divers résultats qui suivent, tres utilisés dans
la pratique.

Proposition 15 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n.
Soient X une partie libre de E et Y une partie génératrice de E. Alors,
L la partie X posséde au plus n éléments;

£ la partie Y posséde au motns n éléments.

'roposition 16 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n.
Soient X une portie libre de E et Y une portie génératrice de E.

1. Si X posséde n éléments, alors X est une base de F.

8. 5iY posséde n éléments, alors Y est une base de £.

P'roposition 17 Seit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n, el
soil B une partie de F possédant n éléments. Les assertions suivantes sont
dirivalentes :
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1. B est une partie libre de E ;
2. B est une partie génératrice de E;
8. B est une bose de E.

Proposition 18 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n.
~ Tout sous-espace vectoriel F' de I est de dimension finie, et

dim(F) < n.
- Dans le cos ot dim(F) =n, alors F = E.

e Notons que {0z} est le seul sous-espace vectoriel de F de dimension 0
et que E lui-méme est le seul sous-espace vectoriel de E de dimension
n.

¢ Notons encore gue :

- un sous-espace vectoriel de £ de dimension 1 est une droite de E;

- un sous-espace vectoriel de £ de dimension 2 s’appelle un plan de
E;

- un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1 s’appelle une hy-
perplan de E.

Proposition 19 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n et
soit F' un sous-espace vectoriel de E, de dimension p.’

1. Il existe au moins un sous-espace vectoriel G de E tel que F et G soient
supplémentaires, et U'on e dim(G) =n —p.

2. Tout autre sous-espace vectoriel H de E tel que F et H solent supplé-
mentaires est également de dimension n — p.

Notons que si E n’est pas de dimension finie, il est encore possible, en uti-
lisant I'axiome du choix, de prouver que tout sous-espace vectoriel de E
posséde un supplémentaire.

Proposition 20 Soit ' un espace vectoriel sur K, de dimension finie n et
sotent F et G des sous-espaces vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) < dim(F) + dim(G).
De facon précise : (Formule de GRASSMANN 4)
dim(F + G) = dim{F) + dim{G} — dim{F N G).
Dans le cas particulier ot F' et G sont en somme directe, on o :
dim(F & G) = dim(F) + dim{G),

et l'on obtient une base de F & G en effectuant la réunion d’une base de F
et d'une base de G.

4. Hermann Giinther GRASSMANN (1809 - 1877). Mathématicien allemand, né &
Suzezocin (Pologne), considéré comme le fondateur de la théorie des espaces vectoriels. On
lul ¢loii également de nombreux travaux dans le domaine du calcul tensoriel.
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Ilus généralement, si F1, Fy, ..., Fy sont des sous espaces vectoriels de ¥,

dim( Yy F)< Yy dim(F).

1<i<k 1<i<k
Si de plus Fy, Fy, ..., F). sont en somme directe, alors
dim( B F)= ) dim(F).

1<i<k 1<i<k

1} mime, on obtient une base de la somme directe des F1, Fb, ..., Fi; en choi-
nisannl une base dans chacun des sous-espaces Fy, Fb, ..., Fj; et en effectuant
In rénmion de ces k bases. Enfin,

I'voposition 21 Soient Ey, Eo, ..., E, des espaces wectoriels sur K de di-
mension finie. L'espace wvectoriel produit des espaces Ey, Es, ..., E, est de
hieension finie et :

dim( [| Ed= ) dim(E).

1%i<n 1<ign

hentionnons également une définition couramment utilisée dans la pratique :

élnition 13 Soit £ un espace vectoriel sur K, de dimension finie ef soit
() 1 une famille guelcongue d’éléments de E. On appelle rang de la famille
() 1 et on note rg[(=:)ics] la dimension du sous-espace vectoriel engendré
pur {et € T}

(h dédult sans difficulté de ce qui précéde le résultat suivant :

I'roposition 22 Seit E un espace vectoriel sur K et soit (xih<i<n une
fmnitle finie de n vecteurs de E. Alors,

o rg[{zihicicn] < 1,

o rgl{zihicica] = n st et seulement si (1;)1<icn est une famille libre.
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1.2 Exercices

Généralités

Sous-espaces vectoriels, parties libres, génératrices

Exercice 1 Montrer que dans la Définition I d’un espace vectoriel {E,+,1)
sur un corps (K,+,.), le mot "commutatif” concernant le groupe abélien
(E,+) est superfly, autrement dit que la commutativité de ln loi + sur Uen-
semble E, si elle n'est pas supposée, résulte néanmoins des autres ariomes.

Solution — Soit (K, +,.) un corps commutatif. Supposons que (E,+,1)
soit un triplet ou (E,+) est un groupe que ’on ne suppose pas commutatif,
et ol { est une loi de composition externe sur F ayant K comme domaine
d’opérateurs et vérifiant les axiomes L1, Ly, L3 et Ly de la Définition 1. Soient
z et y des éléments de E. Calculons :

1+ (z+y)=0+1z+1+Ly (daprés Lq)
=lz+1x+1y+ 1y (d’aprés L)
=z+zxz+y+y. (daprés Ly)

ou encore,

A+D{e+yy=lz+y) +1lz+y) (daprés L)
=le+1ly+lx+1ly (dapres Lp)
=r+y+z+y. (daprés Ly)

Par suite,

z+rty+y=cz+y+taety. (1.1}

Dans un groupe (et en particulier dans (E,+)), tout élément est régulier.
Dans la relation 1.1, nous pouvons donc simplifier & gauche par @ et a droite
par y. 11 vient alors :

T+y=y+x

ce qui prouve que la loi 4 est commutative.

Exercice 2 Soit E un espace vectortel sur K et soient F, G et H des sous-
espaces vectoriels de E tels que :

(@ FNG=FnH, (& F+G=F+H e (c) GCH.
Montrer que G = H.




1.2. EXERCICES 15

Solution — Compte tenu de 'hypothése (¢), il suffit de montrer que  C G.
Soit donc z € H. En écrivant z sous la forme z = Og + 2, on voit clairement
que H C F+ H, ce qui implique que z € F + H. On en déduit, en utilisant
I'hypothése (b), que z € F+ G, ce qui signifie qu'il existe x € F et yy € G tels
que z = +y. Or, d’aprés Uhypothése (¢), G C H. On a donc y € H. Le fait
que H soit un sous-espace vectoriel implique que = = &z — y est un élément
de H. Par suite, x est un élément de F M H, et en utilisant maintenant
I'hypothése {a), on en déduit que z € F NG, et donc que z € G. Le fait que
(7 soit un sous-espace vectoriel permet alors d’affirmer que 2 =z 4y est un
élément de &, ce qui prouve que

HcG

et termine notre démonstration.

Exercice 3 Soit E un espace vectoriel sur K et soient F', G et H des sous-
espaces vectoriels de E.

1. fa) Montrer que
(FNG)+{(FNH)C FN{G+ H).

(b) Vérifier sur un exemple gu’en général on n'a pas Uégalité.

2. Monirer que
(FNGY+(FNHY=FN[G+(FnH).

Solution —
1. (a) Soit z € (FNG)+ (FN H). Ceci signifie qu'il existe s € FNG
et y € FNH, tels que z = x + y. En particulier, s € Get y € H,
ce qui entraine que z =2 +y € G+ H. Or,onaaussix € F et
y € F, ce qui entraine puisque F est un sous-espace vectoriel que
2 =1x+y € F. Nous pouvons don¢ conclure 4 z € Fn (G + H).

(b} Pour montrer qu’en général
(FNGy+ (FNH)#FnN{G+ H), (1.2)

il suffit de s’intéresser & 'exemple suivant : considérons I'ensemble
&2 muni de sa structure d’espace vectoriel sur R, et posons :

F={{z,z}z cR}, ¢={(z,0;z€R} et H={(0,y}y CR}

Il est facile de vérifier que F, ( et H sont des sous espaces vec-
toriels de B?, et que :

FNG = {(0,0)}, Frfl = {(0,0)}, d'od (FNG)+(FNH) = {(0,0)}.
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D’autre part, il aussi facile de vérifier que :
G+H=R:, don FN(G+H)=FnNRE=F
L'inclugion F N (G + HY C (FNGY) + (FN H) n'est évidemment
pas réalisée, ce qui montre bien 1.2 en général.
2. o Montrons d’abord que

(FNGY+{(FNH)Cc FNn[G+ (FnH)).

Soit z € (FNG) + (Fn H). Ceci signifie qu’il existe z € F NG et
y € FNH, tels que z = x+y. En particulier, z € G, donc z = s+ y
est un élément de G+ (FNH). Or,on aaussi oz € Fety € F, ce qui
entraine puisque F' est un sous-espace vectoriel que z = x +y € F.
Par suite, z est un élément de FN[G+ (FN H)|, ce qui prouve notre
inclusion.

¢ Montrons ensuite que

FN@E+{FNH)] C{FN&H+(FNH).

Soit z € FN |G+ {F N H)|. En particulier, z € G+ (F N H), ce qui
signifie qu’il existe x € G et y € FN H, tel que z = £ +y. D'autre
part, z € Fetye F (puisquey € FNH),doncx=z—yeF
(puisque F est un sous-espace vectoriel). Il en résulte que z € FNG,
et finalement z = z+y € (FNG)+{FNH), doul'inclusion cherchée.

Nous pouvons donce conclure a

(FNG)+(FNHYy=FnN[G+ (FNH).

Exercice 4
1. Soit E un espace vectoriel sur K et soient ' et G des sous-espaces vec-
toriels de E tels que FUG soit un sous-espace vectoriel de E. Montrer

que nécessairement,
FCG ou GCF

2. Soit E un espace vectoriel sur K et soient F1, Fa, ..., Fyp, p sous-espaces
vectoriels de E (p > 2).
(a) Montrer que si Uon fait Uhypothése suivante :

I’ensemble K posséde au moins p éléments (H)

et si F1UFYU. UF, est un sous espace vectoriel de E, alors néces-
sairement i existe ip € {1,2,...p} tel que pour tout i € {1,2,...p},
on ait F; C I

(b) Monirer que si Uhypothése (H) nlest pas vérifide, le résultat ci-
dessus peut étre mis en défout.
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Solution —

1.

2.

Pour établir que F' C G ou G C F|, raisonnons par 'absurde en sup-

posant que FF ¢ Get G ¢ F.llexistealorsz € F,z g Gety € G,

y & F. Cependant, z € FUG et y € FUG, et comme F UG est un

sous-espace vectoriel, z =x +y € FUG. Par suite, z € Fou z € G.

-8z € Fyalors y = 2z —z € F (puisque F est un sous-espace
vectoriel), ce qui n'est pas le cas.

-8z € G, alors x = 2 —y € G (puisque G est un sous-espace
vectoriel), ce qui n’est pas le cas non plus.

Dans chacun des cas nous aboutissons & une contradiction, ce qui per-

met de conclure 8 FC Gou GCF.

(a) Supposons donc que 'ensemble K posséde au moins p éléments.
Pour obtenir le résultat annoncé, nous allons raisonner par récur-
rence sur l'entier p, p > 2.

- 8i p = 2, le résultat est acquis compte tenu de la guestion
précédente.

— Soit p > 3. Supposons (hypothése de récurrence forte) que la
propriété soit vraie jusqu’au rang p — 1 et considérons une fa-
mille F1, Fy, ..., Fp, de p sous-espaces vectoriels de E dont la
réunion est un sous-espace vectoriel de F, en distinguant les
divers cas suivants :

— Supposons que

FURU.LUFE, | CE.

Dans ce cas, il est clair que Fj, contient tous les sous-espaces
F\, Fy, ..., Fy de la famille et le résultat est trivial.
- Supposons que

Fp CERURU.LUF .
Dans ce cas, il est encore clair que
F1UF2U...UFP_1 :FlUFgl.J...UFp

est un sous-espace vectoriel de E en vertu de I’hypothése
faite sur la famille Fy, £, ..., F;. Nous pouvons donc appli-
quer I'hypothése de récurrence a la famille F1, o, ..., Fp 1 ¢
il existe un indice ip € {1,2,..p — 1} tel que pour tout
i€ {1,2,..p— 1}, on ait

F C Fiu-
Comme nous sommes dans le cas o0l 'on a

Fp CRhUFR U...UFp_]_,
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on a aussi
F,CFy
pour tout ¢ € {1,2,...p}, et le résultat est acquis.
— Supposons enfin que

FURU.LUFER g R d HURU..UF,_,.

Ceci signifie quiil existe s C LU Fa U ..U Fp 3,2 & Fy et
ye P,y & FLUFyU..UF,_1. Il en résulte que

.’I:GFlUFQU...UFp etyEF1UF2U...UFp.
Par suite, pour tout A € X,
H=r-MNERURU.UE

(puisque par hypothése Fy Lt F3 U ... U F, est un sous-espace
vectoriel), mais z, € Fp, car si ¢’était le cas, on aurait

T = Ay +zy € Fp,

ce qui n’est pas le cas.

En résumé, pour tout A € K, il existe anu meins un indice
iy €{1,2,..0— 1} tel que

2= — Ay € Fy,.

Nous pouvons alors consiruire une application ¢, de K vers
{1,2,...,p — 1}, en associant & chaque A de K un indice iy tel
que zy € F,.

Montrons que cette application est injective. En effet, sl A et
sont deux éléments de K, on a z), € Fj, et z, € Fy,. Sid) = i,
alors, F;, = F, , ce qui implique 2, = ¢ — py € F;,, et par suite
z2yv—zy =z — Ay — (x—py) = (u— Ny € Fy,. Pour montrer
que A = i, raisonnons par I'absurde en supposant A # pu. Alors,
pw—A#0, doi l'on déduit (u— A" u—Ny=1ly=yc F,,
ce qui est évidemment en contradiction avec I’hypothése selon
laguelle y &€ F1UF,U...UF, ;. On peut donc conclure & A = x4,
d’olt injectivité de ¢.

Ceci implique que I’'ensemble K est fini et de cardinal inférieur
ou égal & p — 1, ce qui est incompatible avec I'hypothése impo-
sant 4 K d’avoir au moins p éléments. Il résulte de cette étude
que ce dernier cas de figure, & savoir

FUFRU.UF,_ ¢ Fet Fp¢ FUFRU..UF,_

est impossible et donc que seuls les deux premiers cas de figure
ol la preuve par récurrence est acquise peuvent se produire.
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Nous avons done prouvé, dans le cas ol ensemble K posséde
au moins p éléments, p > 2, que si la réunion d’une famille de
p sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E,
l'un d’entre eux contient tous les autres.

Soit K = Z/2Z = {0, 1} 'ensemble quotient de I'ensemble Z des
entiers relatifs par la relation de congruence module 2. Cet en-
semble K qui posséde donc 2 éléments est canoniquement muni
d'une structure de corps dont les lois de composition interne (en-
core notées abusivement + et .) sont définies par :

G+B=a+p et @h=cap
Considérons alors le K-espace vectoriel E = K2 = K x K consti-
tué des quatre vecteurs (0,0), (1,0}, (0,1),(1,1), et posons :
F= {(ﬁaﬁ): (iﬁ)}a = {(ﬁzﬁ)’ (ﬁ,i)} et By = {(ﬁ,ﬁ), (T,T)}

Le lecteur peut vérifier trés aisément que Fi, F5 et Fj sont des
sous-espaces vectoriels de F, et que E = Fy U F, U F3. La réunion
des trois sous-espaces vectoriels F1, Fh et Fy est donc bien un
sous-espace vectoriel de &, mais il est clair qu'aucun d’entre eux
ne contient tous les autres.

lixercice 5 Sotent E un espace vectoriel sur K et F' un sous-espace vecto-

el de E.

Déterminer, le sous-espace vectoriel Vect(LgF) engendré par le

roinpddmentaire de F dans E.

Indication - Distinguer les cas F=FE et F#E.

Nolulion —
* S5i F=FE,LgF =8 dou Vect(CgF) = {0}.
s Si F # E, nous allons montrer que Vect(CgF) = E. Puisque de toute
twidence, Vect{CgF) C E, il suffit de prouver que E C Vect(LgF).
Soit done z € E. On a bien sir £ = F ULgF. Distinguons alors deux

cas.

Soit # € [pF. Dans ce cas x € Vect{LgF) et le résultat est acquis.
Soit z € F. Comme F # E, il existe y € E, y € F. Ecrivons alors

r=y+(x—y

ot montrons que £ —y € CpF. Pour ce faire, raisonnons par 'absurde
en supposant que z — y € F. Puisque z € F et que F est un sous-
espace vectoriel,  — (z — y) = y € F, ce qui contredit ’hypothese
[aite sur y. Done, 2 — y € bpF. L'écriture

z=y+(r—-y)
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montre alors que & est somme de vecteurs de OpF, donc que z ap-
partient a Vect(CgF).

Dans chaque cas, nous avons bien montré que z € Vect{UgF), ce
qui prouve que F C Vect(CgF) et termine notre démonstration.

Exercice 6 On considére R comme espace vectoriel sur Q. Déterminer le
rang de la famille de vecteurs (1, v2,4/3,V6).

Solution — Nous allons montrer que la famille (1,\/5, V3, \/6) est libre.
Pour ce faire, montrons que si p,¢,r et s sont des nombres rationnels tels
que

p+gvV24+7rvV3+sV6=0, (1.3)

alors
p:q:r:s:ﬂ_

Pour cela, effectuons d'abord la réduction au méme dénominateur des
nombres rationnels p, g, 7, $, et multiplions chaque membre de la relation 1.3
par ce dernier. On obtient

a+bv2+ev3+dve =0, (1.4)
olt a, b, e, et d sont des entiers relatifs. Cette relation s’écrit encore
dv6 = —a —bv2 — V3, {1.5)
d’out I'on déduit
6d” = a® + 2b* + 3¢® + 2abv'2 + 2acv/3 + 2bcV/B.

soit

6% — a® — 2b° — 3¢? = 2a(bV2 + ¢v/3) + 2bcV6. (1.6}
Or, de la relation 1.5, on tire bv2 + ¢v/3 = —a — dvB, et 1.6 s'écrit

6d% — o — 2b° - 3¢® = —2a% — 2adVv/6 + 2beVb,

soit
6d? + a2 — 2b° — 3¢* = 2(bc — ad)V/6. (1.7)
e Si be — ad #£ 0, on obtient

6d2 + a? — 202 — 32
VB = 2(bc — ad) !
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d’oti I'on déduit que /6 est un normbre rationnel, ce qui est faux 5.
Nous avons donc dans ce cas mis en évidence une contradiction.

o Par suite, be — ad = 0. La relation 1.7 s’écrit
62 +a?—22 -3¢ =0 don  6d%+ d%a% — 24707 —3d2c% = 0. (1.8)
Or, be — ad = 0 implique b2c2 = o2d2. Par suite, 1.8 s'écrit
6d? +02c — 24202 —3d%c% = 0, soit 3d2(2d2—c?)—bA(2d®—P) =0,

et finalement
(2d? — A)(3d* - v*) = 0. (1.9)

Comme l'anneau (Z, +,.) est intégre, 1.9 implique
28 - =0 ou 3d*-H=0.

Si2d?—¢?=0,0na
24 = 2, (1.10)

ce qui n'est possible que si d = ¢ = 0, car sinon, dans 1'égalité 1.10,
l'exposant de 2 dans la décemposition primaire du nembre entier
non nul 242 est impair alors que dans celle de ¢ il est pair, ce qui
contredit 'unicité de ladite décomposition.

Si3d? — % = 0, on a 3d° = b?, ce qui est également impossible pour
une raison analogue (en regardant cette fois l'exposant de 3).

Finalement, nous obtenons encore dans ce cas une contradiction, ce
(qui achéve notre raisonnement par I'absurde et prouve notre propos.

L Inille de quatre vecteurs (1,v/2, v3, V6) étant libre, elle est de rang 4.

Kixercice 7 On désigne par CO(R,R) I’espace vectoriel sur R des applications
ronlinies de R vers R,

I. On considére les applications continues ¢ et 5, de R vers R, définies en
posant pour tout x C R

clzy =cosxr et s(z)=sinz.

Montrer gue la famille (c, s) est libre.

h. lin effet, si VB € Q, il existe p et g dans N” tels que 8 = 2, d'oin p* = 6¢° = 2.3.¢°.
Uil ost impossible, car dans la décomposition primaire de 5%, Pexposant de 2 est pair,
o que dans celle de 2.3.¢°, il est impair, ce qui contredit 'unicité de la décomposition
pelimaire d'un entier.
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2. On note f1, fo, f3 les applications de R vers R définies en posant pour
tout z € R
Fi(z) =sin(z 4+ 1), folz) =sin(x+2), fs(z) =sin(z + 3).

Déterminer le rang de la famille de vecteurs (f1, fa, f3).

Solution —

1. Montrons que la famille (¢, s) est libre. Considérons donc des nombres
réels A et u tels que Ac + us soit égale & 'application nulle, i.e. pour
tout x € R,

AcosE + psing = 0.
En particulier,
- pour z =0, 0na Acos0+ psin0 =0, doa A =0;
- pourz =%, ona Acosf+psing =0, dou p= 0,
ce qui prouve bien que la famille de deux vecteurs (c, s) est libre. Elle
est donc de rang 2.

2. Le résultat ci-dessus signifie que le sous-espace vectoriel F de CO(E, R)
engendré par {c, s} est de dimension 2. D’autre part, on a pour tout
reR,

fi(z) =sin(z +1) =sinzrcosl + coszsinl;
fo(z) =sin(z + 2) =sinzcos2 + coszsin,
fa(x) = sin{z + 3) = sinz cos 3 + cos zsin 3.

soit encore
fil=cosls+sinl.e; fo=rcos2s+sin2.e; fy3=cosd.s-+sinde

Autrement dit, fi, fo et fs sont combinaisons linéaires des vecteurs ¢
et ¢, donc sont des éléments de F. Il en résulte que

Vect({f1, fo. fa}) CF dou dim[Vect{{f1,f2, fs})] £ 2.

Montrons maintenant que la famille (fi, f2) est libre, Pour ce faire,
considérons des nombres réels o et J tels que afi + 5 f2 soit égale 4 la
fonction nulle. Or,

afi + Bfa = afcosl.s +sinl.c) + B{cos 2.5 +sin 2.¢)
= (acosl 4+ Bcos2)s + (asinl + Fsin2)c.
Puisque la famille (c, s) est une famille libre, si I'application continue

{wcosl + Boos2)s + (asinl + Fsin2)c est égale 4 'application nulle,
on en déduit gue

wcosl +Bcos2=0 (1)
asinl 4+ fsin2=0 (2)
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Multiplions Féquation (1) par sin 1, I'équation (2) par cos 1, et retran-
chons membre & membre les équations ainsi obtenues. 11 vient :

B(cos2sinl —sin2cos1) =0, soit F(—sinl)=0.
Or, sin 1 # 0, done nécessairement J = 0. L’équation (1) s'écrit alors
acosl =0, doipuisque cosl#0, a=0.

La famille (f1, fz) est donc libre. Par suite, dim[Vect({f1, f2, f3})] = 2.
En définitive,

dtm[VECt({flz f2: fa})} = 27
re qui implique que le rang de la famille (f1, fa, f3) est 2.

Iinorcice 8 On désigne par CO{R, R} lespace vectoriel sur R des applications
vetinies de R vers R, Pour foul ¢ € R, on définit Uapplication gg, de R vers
B, en posant pour tout t C R

gz(t) = |z — ¢|.

Meontver que (gz),cp 5t une famille kibre de vecteurs de C°(R,R).

Molutlon - Remarquons tout d’abord que pour tout z € R, l'application
#y vl continue puisque c'est la composée de deux applications continues. La
il {1,) .cp est donc bien une famille de vecteurs de CYR,R).

["a montrer que la famille (g), g est libre, il nous faut montrer que

bt nous-famille finie (gz,)1<i<n, (0 € N*), est libre. Considérons donc une
talle (A} 1<i<r de nombres réels telle que 37 ; Aigy, soit égale & Pappli-
tpi o lle. Ceci signifie que pour tout t ER ¢
)\1I$17t|+)\g|$2*il+...+/\n|.’1}nut| =0. (1.11)
} wat cloir cque lon peut, sans restreindre la généralité, supposer que les
Bl réels iy ont été rangés dans 'ordre croissant, i.e. 1 < £3 < ... < Tp.

lon porliculier, pour t 3> Tn, la relation 1.11 §'écrit
/\1(t - 331) —+ /\Q(t — .’L'Q) 4+ ..+ /\ﬂ(t - a:n) =0
il |

(M F A+ .+ A)E— Az — Aoz — o — A =0 (1.12)
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I’application
t— (/\1 + A+ /\n)t — ATy — AoTy — ... — ApTy

est done une fonction polynbéme (de degré 1) qui s’annule sur tout
'intervalle |z, +0o[. Cette application n’est donc autre que la fonction
polyndme nulle. Ses coefficients sont tous nuls, et en particulier

MtAe+ . +A =0 (113)

Pour 2,-1 < t < &, la relation 1.11 s'écrit
At — 21} + Aalt — ma) + o+ Az — £) =0,
soit
(MEdo+ . = At — Am — ez — o+ Az, =00 (1.14)
Une démarche analogue i celle décrite ci-dessus conduit alors 3
M+A+..— A, =0 (1.15)

En répétant ce raisonnement pour Tn-s <t < Ep_iye., 1 <t < To,
t < x1, on obtient les relations suivantes :

MFA+...+A,=0 (1)
AM+de+ o= Ad=0 (2)

M—A— = dp=0 (n)

En retranchant membre a4 membre (2) de (1), on déduit 2X, = 0, d'ot
Ar = 0 et le systéme ci-dessus se réduit a

Mttt Aho=0 (2)
M+t —A1 =0 {3)

/\1 - /\2 — = /\n—l =0 (TL’)

En retranchant membre 4 membre (3') de (2'), on arrive & Ap.1 = 0.
11 suffit alors d’itérer le processus jusqu’a obtenir Ay = 0, puis A; = 0,
pour conclure au fait que, pour tout n € N*, la famille (gg,J1<i<n est
libre, ce qui a pour conséquence que la famille (g:) g est également
une famille libre.
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Exercice 9 On désigne par CO{R, R) Vespace vectoriel sur R des applications
continues de R vers R, Pour tout © € R, on définit U'application h., de R vers
R, en posant pour tout t € R ©

he(t) = ek,

Montrer que (hy),cp est une famille libre de vecteurs de C°(R,R).

Solution — Remarquons tout d’abord que pour tout z € R, 'application
I, est continue comme étant la composée de deux applications continues. La.
liunille (he},cg €st donc bien une famille de vecteurs de C°(R,R).

I"eur monirer que la famille (h;), g est libre, il nous faut montrer que toute
woug-famille finde (he,)1<i<n, (7 € N*), est libre. Considérons donc une famille
linie (A;)r<i<n de nombres réels telle que 3 ;. A:he, soit égale a 'application
nille. Cecl signifie que pour tout t € R :

ALePH 4 doe®?t 4 4 Apetnt = 0. (1.16)

Il ost clair que Pon peut, sans restreindre la généralité, supposer que les
nowmbres réels x; ont été rangés dans ’ordre croissant, é.e. z1 < s < ... < Ty,
L relation 1.16 s*écrit encore

et A el@mma)t 4 yelma—enlt Ly ] =0 (1.17)
I'nisque e®»* 2 0, pour tout £ € R,
Apel@imonlt 4 agelee—andt L 4y =, (1.18)
{h a donc trivialement

lim Aje®i=onlt 4 ygeloe—zn)l L L) =g,

t—=+oo
by iy << 29 < L < 2y, implique

] —Tp <0, — T < 0,0, Tp—1 — 25 < 0.
I"nr suite,

lim 1%t =0 Jim e _ g . lim elFr-1mmit —
i—+oo t—+oc t—=+rco

il'sit Pon déduit

lim el ot 4 dpe@a=anll g AL =

t—+400
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L'unicité de la limite permet de conclure & A, = 0. La relation 1.16 exprime
maintenant que pour tout ¢ € R,
Are®tt 4 Xpe®™t L 4 A, ettt = (1.19)
Donc, 7
eBn-1t[ ) Een— it g\ plea—enmatit oy An1] = 0. (1.20)

11 suffit de répéter le raisonnement ci-dessus pour obtenir A,_; = 0, puis de
proche en proche, A,_2 = 0, .., A2 = 0. La relation 1.16 se réduit alors &
Are®tt = 0, d'ott A; = 0 (puisque e%t = 0).

Nous avons ainsi prouvé que pour fout n € N*, la famille (h;,)1<i<n €st
libre, ce qui a pour conséquence que la famille (hy), g est également une
famille libre.

Exercice 10 On désigne par D(R,R) l'espace vectoriel sur R des applica-
tions dérivables de R wers R. Pour tout z € Ry, on définit 'application k,,
de R vers B, en posant pour tout t ER :

kz(t) = cos(zt).

Montrer que (ks)yer, est une famille libre de vecteurs de D(R, R).

Solution — Remarquons tout d’abord, que pour tout z € Ry, 'application
ke est dértvable puisque c’est la composée de deux applications dérivables.
La famille (kx}reR, st donc bien une famille de vecteurs de D(R, R).

Pour montrer que la famille (k:),cp, est libre, it nous faut montrer que
toute sous-famille finie de n vecteurs (kz,)i1<i<n est libre, (n € N*}. Nous
allons montrer ce résultat par récurrence sur l'entier n € N*.
— Pour n =1, le résultat est trivial, car pour tout %1 € Ry, 'application
kg, n’est pas nulle. (En effet, pour ¢+ =0, on a ky, (0) = cosz;0=1.)
- Supposons que toute sous-famille finie (ky,)1<i<n—1 s0it libre. Consi-
dérons alors une famille finie (kg,}1<i<n et une famille finie (A)1<icn
dle nombres réels telles que 3 Askx, soit égale a Papplication nulle.
Ceci signifie que pour tout t € R :

A1 cos(z1t) + Az cos(zat) + ... + Mg cos{zat) = 0. {1.21)

O, les applications ky; étant dérivables, on peut affirmer, en dérivant
In relation 1.21 que pour tout t € R :

-Mimy sin(z1t) — Agzasin({zat) — ... — Apznsin(z,f) =0,  (1.22)
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puis, en dérivant une seconde fois,
=Mz} cos(z1t) — Aowd cos(wat) — ... — Ayz2 cos(znt) = 0. (1.23)
Multiplions maintenant chaque membre de 1.21 par z2. On obtient :
Azl cos(m1t) + Ayl cos(wat) + ... + Azt cos(zat) = 0. (1.24)

11 est clair que Pon peut, sans restreindre la généralité, supposer que
les nombres réels z; ont été rangés dans 'ordre eroissant, c’est-a-dire
0 <z <®my <... <&y Ajoutons alors membre & membre 1,24 et 1.23.
On obtient, pour tout t ER :

M2 — %) cos(zit) + . + Anca (22 — 22 1) cos(zn-1t) =0, (1.25)
ce qui signifie que l'application 377! Ai(22 — #2)ky, est égale & Vap-
plication nulle. Compte temu de ’hypothése de récurrence, la famille
(kz,)1<i<n—1 est libre, ce qui a pour conséquence

/\l(zi - :L-%) =0,.., )\n—l(mi - mi—l) =0.

Or, les inégatités 0 < 71 < ... << T, entraient 0 < 27 < ... < z2, et
par suite, 2 — 23 # 0, ...,22 — 22_; #0. Donc

AM=.=X=0
Iin revenant & la relation 1.21, on peut affirmer que pour tout t € R,
Ap cos(zat) =0,
e0 (ui entraine en particulier pour t =0, A,.1 = A, = 0.
Lo famille (kg;)i<i<n est donc bien une famille libre, ce qui achéve

notre récurrence et permet de conclure au fait que la famille (k)

wER+
il ¢galement une famille libre.

Buvveice 11 On désigne par F Uespace vectoriel sur R de toutes les appli-
Miliona de R vers R. On note P 'ensemble des éléments de F constitué des
Mpphications paires et I Uensemble des éléments de F constitué des applica-
Buow impaires. Montrer que P et T sont des sous-espaces vectoriels de F et
LU

F=Pal
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Solution —
¢ Montrons que P est un sous-espace vectoriel.
— Remarquons déja que P n’est pas vide puisque 'application nulle
est une application paire.
— Soient f et g des applications paire;s de E vers R. On a, pour tout
rER:

(f+9)(—z} = f(—=) + g(-=) = f(z} + g(z) = (f + g)(=},

ce qui montre que f + g est une application paire.
- Sideplus A e R,

(AN (—x) = Af(—z) = Af{z) = (Af)(=),

ce qui montre que Af est une application paire.
Ainsi, P est un sous-espace vectoriel de F.
» Montrons que I est un sous-espace vectoriel.
— T n’est pas vide puisque l'application nulle est une application im-
paire.
— 5i f et g sont des applications impaires de R vers R, alors pour tout
Tz €eR,

(f +g)(—z) = fl—&) + g(—z) = — f(z) — g{z) = —(F + g)(z),

ce qui montre que f + g sont est une application impaire.
-~ Sideplus A€ R,

ANz} = Af (=2} = =Af(z) = —(Af) (@),

ce qui montre que Af est une application impaire.
Ainsi, 7 est un sous-espace vectoriel de F.
» Pour montrer que F =P & T, il faut établir :

F=P+I (1) e PnI={0g (2.

— Puisque de toute évidence, P + I < F, il suffit, pour obtenir (1) de
prouver que F C P + I. Soit f € F. Définissons les applications u
et v de R vers R en posant pour tout t € R :

u(z) = 31f@) + F=2)] et olz) = 3[@) ~ F(-a)].

On vérifie alors trés aisément que 'application « est paire, que Pap-
plication v est impaire et que pour tout = € R, on a

f(@) = uiz) + ().

Autrement dit, toute application f € F g'écrit f =u+v, 00 ueP
et ¥ € I, ce qui signifie que f € P+ Z. Done, F C P+ I, d'ou la
relation (1).
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- Linclusion {0F} € P NI est évidente. 1l suffit donce, pour obtenir
(2) de prouver que PNZ C {0z}. Soit f € P NZ. L'application f
étant 4 la fois paire et impaire, on a pour tout z € R, f{—z) = f(z)
et f(—x) = —f(z). Par suite, f(z) = —f(z) d’oit 2f(z) = 0 et fina-
lement f{z) = 0. L’application f n’est donc autre que l'application
nulle, d’ott Vinclusion P NZ C {0z} et la relation (2).

Nans pouvons donc conclure

F=Peal

Iixoreice 12 On désigne par F Uespace vectoriel sur R de toutes les appli-
tutions de R vers R. On note H Uensemble des éléments de F constilué des
npplications f vérifiant f(1) = 0 et K Uensemble des éléments de F consti-
e des applications constantes. Montrer que H et K sont des sous-espaces
vevloricls de F et gue

F=Heak.

Molution —
& Montrons que H est un sous-espace vectoriel.
Remarquons déja que H n’est pas vide puisque l'application nulle
est un élément de H.
Solent f et g des applications de R vers R vérifiant f(1) = 0 et
g(1)=0.0Ona:

(f+9()=f1)+9(1)=0+0=0,

ce qui montre que f+ g € H.
Side plus A € R,

(AN)1) = Af(1) =20 =0,

ce qui montre que Af € H.
Aiusi, H est un sous-espace vectoriel de F.

® |} méme, montrons que K est un sous-espace vectoriel.
Remarquons encore que K n’est pas vide puisque 'application nulle
ost une application constante.
Soient f et g des applications constantes de R vers R. Il existe alors
wcRetbcCR tels que, pour tout € R, f(z) =a et g(z)="5. On
a,pourx € R :

(f+9)e) = flz) +g(z) =atb,

co qui montre que f + g est une application constante.



30 CHAFITRE 1. ESPACES VECTORIELS

— Side plus A € R,
(Af)(z) = Af(2) = Aa,
ce qui montre que Af est une application constante.
Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de F.

o Pour montrer que F = H @ K, il faut établir :
F=H+K (1) e HNK={0r} (2).

— Puisque de toute évidence, H + K € F, 1} suffit, pour obtenir (1) de
prouver que F C H + K. Boit f € F. Définissons les applications «
et v de R vers K en posant pourtout c € R :

ulz) = flz) = f(1) et »(x) = F(1).

1l est alors clair que w(1) = f(1) — f{(1) =0, i.e. © € H, que Pappli-
cation v est constante et que pour tout z €R, on a

Flx) = u(z) + vlz).

Autrement dit, toute application f € F g'écrit f =u+ v, od v € H
et v € K, ce qui signifie que f € H + K. Done, F CH + K, d'ot la
relation (1).

- Uinclusion {0x} C H N K est évidente. 1l sulfit done, pour obtenir
{2) de prouver que HNK C {0x}. Soit f € XN K. On a donc
F(1) = 0 et comme Vapplication f est constante, on a pour tout
z € R, f(z) = 0. L’application f n’est donc autre que Papplication
nulle, d’on Vinclusion H N X C {0r} et la relation {2).

Nous pouvons done conclure &

F=H&KXK.
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Espaces vectoriels de dimension finie

Iixercice 13 Dans le R-espace vectoriel R%, on considére les vecteurs :
a=(1,-1,1), b=(0,-1,2), e=(1,-2,3).

{. Lg partie {a,b,c} est elle libre 7

2. On désigne par F' le sous-espace vectoriel de R® engendré par la partie
{a,b,c}. Déterminer une base de F' et en déduire sa dimension.

3. On considére la partie

G={(£n{ R E+2m+ (=0}

Montrer que G est un sous-cspace vectoriel de R
4. Comparer F et .

Solution —
!. On remarque aigément que @+ b = ¢, s0it a + b — ¢ = Ops. La partie
{a,b,c} n’est done pas libre, mais lice.
2. Montrons que {a,b} est une base de F.

e Montrons que {a,b} est une partie libre. Soient A et y des nombres
réels tels que Aa + pb = Opgs, i.e.

AL, -1,1) + u(0,-1,2) = (0,0,0).
Ona:
()\1 —A- H, At 2“) = (010’ 0)’

ce qui équivaut a

A=0

—“A—pu=0

A+2u=0.
d’oti I'on déduit trivialement A = p =0, et il est clair que A =0 et

@ = O satisfont bien au systéme ci-dessus. La partie {a,b} est donc
libre.

# Montrons que {a, b} est une partie génératrice de F', ¢’est-a-dire que
Vect({a,b}) = F.
D'une part, puisque {a,b} C {a,b,¢}, on a

Vect({a,b}) C Vect({a,b,c}) = F.
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— D’autre part, st x € F, il existe des nombres réels a, 7 et v tels
que z = aa + 8b+ e (¢f. Proposition 7}. Or, ¢ = ¢ + b, donc
z=aa+ fb+la+b) = (a+y)at b

ce qui prouve que = € Vect({a,b}). Par suite F < Vect({a,b}).
Finalement F = Veet({a,b}). La partie {a,b} étant 4 la fois libre et
génératrice, c’est donc une base de F. Par conséquent, dim(F) = 2.

3. o Tl est clair que & n’est pas vide puisque (0,0,0) € G.
e Soient (£,7,¢) et (¢',7,{") des vecteurs de &. On a donc :

E42m+¢=0 et &+27+¢ =0, (1.26)
En zjoutant membre & membre ces relations, on obtient :
E+E+2m+n)+(C+ ) =0,

ce qui prouve que

E+&m+a,(+=En0+ 7,V eC
e Deplus,si A€R, ona:
A+ 20+ M =0,
ce qui prouve que

(A, Am, AC) = M, () € G,

Ainsi G est bien un sous-espace vectoriel de R3.

4. » On voit facilement que ¢ = (1,—1,1) et b = (0,—1,2) sont des
éléments de . Par suite, la relation {a,b} C G implique la relation
Vect({a,b}) C Veet(G) = G.

o D’autre part, soit z = (£,7,¢) € G. Ecrivons alors, compte tenu du
fait que £+ 2n+ (=0

= (51"77(:) = {6,’]‘, - - 277)
= (&: _E: §) + (0:77 + ‘E: _26 - 277)
= 5(1: =1, 1) - (?? + E)(Dv -1, 2) = 50’ - (7? - g)b:
ce qui prouve que z € Vect({a,b}). Par suite, G C Vect({a,b}).

Finalement G = Vect{{a,b}). Or, nous avons vu plus haut que l'on &
aussi F' = Vect({a,b}). Nous pouvons done conclure 3 F = G.
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Iixercice 14 Dans le R-espace vectoriel R*, on considére lo partie
F={{nw eRE=2Cetw=§+n+ ()

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R* et en déterminer une base.

Molution —
e 1! est clair que F' n’est pas vide puisque (0,0,0,0) € F.
¢ Soient (£,7,¢, w) et (&, 7,{,w') des vecteurs de F. On a donc :

£=2n—( et w=E(+n+¢, (1.27)

ainsi que

E=20—-¢ e o'=¢+79+. (1.28)
En ajoutant membre & membre les relations 1.27 et 1.28, on obtient :

E+E=2n+0)+C+¢ et whd =+ 44+,
re qui prouve que
E+&m+n (+{wtd)=En )+, (W) er
s De plus, si A € R, on déduit de 1.27 :

AL =204+ 20 et Aw= A+ An+ g,

€0 qui prouve que
(A, A, AL, dw) = ME,n, C,w) € F.

Nut pontvons done conclure au fait que F est bien un sous-espace vectoriel
1
e k'

Heunreue - Une preuve plus élégante (mais qui utilise la Proposition 27
i rlpitre suivant) consiste 4 remarquer gue F n’est autre que le noyau
s I'npplication linéaire ¢, de R? vers R?, définie, pour tout (& m¢w)e Rr?

par
¢[(Ean1C:w)] = (5_27}\"' C1€+T|'+ C —LU).

et quons maintenant que si Uon choisit les compasantes 7 et { d'un vec-

It o /) les valeurs des composantes £ puis w s’en déduisent univoquement.

Pu oxenple :

pmar =1 et { =0, le vecteur k = (2,1,0,3) appartient a4 F,
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- pour p =0et { =1, le vecteur k = (-1,0,1,0} appartient également
a k.

Nous allons montrer que {h, k} est une base de F.

» Montrons que {k,k} est une partie libre. Soient A et u des nombres
réels tels que Ah + pk = Opa, ie.

A2,1,0,3) 4+ p(—1,0,1,0) = (0,0,0,0).
Ona
(22 — 1, A 1,30 = (0,0,0,0),

ce qui équivanut a

22 —pu=20

A=0

©w=20

3A=0
d’oit U'on déduit trivialement A = g = 0, et il est clair que A = 0 et

p# = 0 satisfont bien au systéme ci-dessus. La partie {h,k} est donc
libre.

e Montrons maintenant que {h, &} est une partie génératrice. Soit

v=(£,n(w) e F

Nous pouvons alors écrire

v= (27? - C: T Ca377) = (27]1 i 0: 3"7) + (_CJ 0: C) 0)
= 7?(2, 1701 3) + C(—I,O, 170) = WH‘ Cka

ce qui prouve gue ¥ est combinaison linéaire de h et de k, c’est-i-
dire que v € Vect({h,k}). Par suite, I C Vect({h, k}). L’inclusion
Vect({h, k}) C F étant évidente, F' = Vect({k, k}).

La paire {h, k} étant une partie libre et génératrice, c’est donc une base

de F.

Exercice 15 Dans le R-espace vectoriel R?, on considere les vecteurs :
a= (21 3’ _130)7 b= (43: 1707 2)7 c= (_53 9, _21 6): d= (5129 _1: _2)'
On désigne par F le sous-espace vectoriel de B engendrd par la partie {a, b}

et par G le sous-espace vectoriel de R engendré par la partie {e,d}.

{. Déterminer une base de chocun de ces sous-espaces vectoriels et en
déduire leur dimension.

o Montrer que F = G.
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Solution —

L. e Par définition de F, {a,b} est une partie génératrice de F. Montrons
que {a,b} est une partie libre. Soient A et u des nombres réels tels
que Aa + pb = Opa, ie.

A(Q) 3,-1, 0) + M(—3a L0, 2) = (0= 0,0, D))

s01t
(2A = 34,30 + g, =X, 2p) = (0,0,0,0).

Cecl équivaut &

20— 3u=20
3A+p=0
-A=0
2u=10

d'on 'on déduit trivialement A = g2 = 0, et il est clair que A =0 et
i = 0 satisfont bien au systéme ci-dessus. La partie {e,b} est donc
libre. Par suite, {a,d} est une partie libre et génératrice de F. C'est
donc une base de F, et 'on a dim(F) = 2.

» Par définition de &, {c, d} est une partie génératrice de G. Montrons
cue {e, d} est libre. Soient A et u des nombres réels tels que

Ac + pd = Opa,

)\(_5u 9: _296) + N(5s 21 _1y _2) = (01 0: 0:0)1

HOIE
(=5A+ 50,92 + 2p, —2X — p, 64 — 2u) = {0,0,0,0).

Ceel équivaut 2
—5A+585u=0 (1)
9A+2p=0 (2)
—2X—p=0 (3)
6A—2u=0. (4)

I3 Jarelation (2), on tire 2 = —9, et la relation (4) s’écrit 15A =10,
d'nit A = 0. La relation {1) donne alors 5u = 0, d'oit g = 0 et il est
it e vérifier que A = 0 et g = 0 satisfont bien au systéme ci-dessus.
Lo partie {c,d} est donc libre. Par suite, {e,d} est une partie libre
ol ginératrice de G. C'est done une base de G, et l'on a dim{G) = 2.
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2. — Montrons d’abord que G C F. Soit u € G. Puisque G = Vect({c, d}),
il existe des nombres réels o et F tels que v = ac+4d (cf. Proposition
), soit

u=a{-5,9-26)+ 552, -1,-2)
= (—5a+58,9¢+ 28, —2a — 38,6 — 28).
Pour montrer que w € ¥, il faut établir, toujours en vertu de la
Propaosition 7 qu’il existe des nombres réels £ et 7 tels que u = a+nb,

soit
U= ‘5(2:37 _170) + ‘U(_37 l: 0: 2)

= (25 - 37?1 3‘5 + , _51 21})

Il nous faut donc étudier le systéme d’équations

2 -3 =-5a+58 (1)
¥+n =9%a4+28 (2)
£ =-2a-8 (3
2n =6 —24 (4)

ou a et A sont des nombres réels donnés (quelcongues) et ou les
inconnues sont £ et 1. De la relation (3), on tire £ = 2a+ 53, et de la
relation (4) on tire n = 3a — &. Il est ensuite facile de vérifier que ces
valeurs satisfont aux relations (1) et (2}. Il en résulte que u s’écrit
(d’une unique fagon d’ailleurs)

= {20+ Ba+ (8a — 2)b,
et donc que 4 € F. On a donc bien G C F.

- Puisque G C F et puisqu’on a établi que dim(G) = dim(F), on peut
conclure & F = & (¢f. Proposition 18).

Exercice 16 Dans le R-espace vectoriel RY, on considére les vecteurs :

a=(1,1,1,1), b=(1,-1,1,—1), ¢ = (1,3,1,3),
r=(1,2,0,2), y=(1,2,1,2), z=(3,1,3,1).

On désigne par F le sous-espace vectoriel de R engendré por {a,b,c} et par
G le sous-espace vectoriel de RY engendrd par {z,y, z}. Déterminer une base
de F, G, FNG, F+ G et en déduire la dimension de chacun d’eux.




.2, EXERCICES 37

Solution —
e Etudions F.
~ Montrons que {e, b} est une partie libre. Soient A et ;1 des nombres
réels tels que Aa + pb = Opa, i

)\(1, 1,1, 1) + nu'(l: -1,1, "l) = (Ua 030: 0)7
goit

(A+/‘"sA_P'vA+Pa)‘_.u‘) = (0,0,0,0).
Ceci équivaut &

Atp=0 (1)
A—p=0, (2)

d’oit 'on déduit trivialement A = g =0, et le résultat annoncé.
- Montons ensuite que F = Vect({a,b}). L'inclusion {a,b} C {a,b, c}
entraine déja

Veet({a,b}) C Veet({a,b,c}) = F,

d’aprés la Proposition 4). Réciproquement, soit u € F'. 1l existe alors
des nombres réels o, 8 et +y tels que u = aa+ Bb+yc (¢f Proposition
7). Remarquons alors que ¢ = 2a — b, Par suite, u s’écrit

u=ae+ b+ v(2e—-b) = (e + 28+ (Bb— )b,

ce qui montre que u € Vect{{a,b}) et donc que F C Vect({a,b}).
Par suite,
F = Vect({a,b}).

Il résulte de tout ceci que {a,b} est une partie libre et génératrice
de F. C’est donc une base de F, et I'on a dim{F) = 2.

¢ Etudions G.
Par définition de G, {x,y, z} est une partie génératrice de G.
Montrons que {,%,2} est une partie libre. Soient A, p et v des
nombres réels tels que Az + uy + vz = Opa, te.

A(1,2,0,2) +4(1,2,1,2) + #(3,1,3,1) = (0,0,0,0),
s0it
(A4+p+3, 220+ 2u+ v, 04+ 30,20+ 2u +v) = (0,0,0,0).

Ceci équivaut &
Adp+3v=0 (1)
2A+2u+rv=0 (2)
p+3v=20 {3)
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En retranchant la relation (3} de la relation (1), ontire A=0¢et la
relation {2) s'éerit alors 2p + v = 0, d’ot ¥ = —2p. La relation (3)
devient donc —3u = 0, d'oli ¢ = 0, puis v = 0. Il est facile de vérifier
que A =0, p = 0 et v = 0 satisfont bien au systéme ci-dessus. La
partie {z,y, z} est done libre. ’

- Finalement, {z,¥, 2} est une partie libre et génératrice de . Clest
donc une base de & et dim(G) = 3.

e Etudions F N G. L'inclusion F NG C F implique

dim(F NG} < dim(F) = 2.
Nous allons montrer qu’en fait,
dim(FNG)=2.

Remarquons d’abord judicieusement que
. 3 1
z=2a+b et 2y=3a—b, soit yzaa—§b.

Nous en déduisons que z € Vect({a,b}) = F et de méme y € F. Or,
ze€Gety € G Parsuite, 26 FNGety€ FNG.

Or, la partie {y, 2} est libre puisqu’incluse dans une partie libre et
linclusion {y,z} € F N G entraine dim(F N &) > 2. Finalement,
dim(FNG) =2, donec FNG = F et {y,z} est une base de FNG.

¢ Etudions F+G. Comme FNG = F,on a F C G, inclusion qui entraine
Fu@ =0, dou, puisque F + G = Vect(FUG),

F+G=Vect(G) = C.

Par suite, {z,y, 2} est une base de F + G.

Exercice 17 Dans le R-espace vectoriel B, on considére les vecteurs :
e=1(1,3,0,3), 6= (2,1,3,-2}, ¢=(0,1,0,0), d=(1,0,-1,-1).
On désigne par F le sous-espace vectoriel de R* engendré par {a,b} et por

G le sous-espace vectoriel de R engendré por {c, d}.

1. Déterminer une base de F' ef de G. En déduire la dimension de chacun
d’eus.

2. Déterminer FNG.
3. En déduire F 4+ G. Que peut-on conclure ¢
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Solution ~
1. & Par définition de F', {a, b} est une partie génératrice de F. Montrons
que {a,b} est une partie libre. Soient A et p des nombres réels tels
que Az + pb = Opa, i.e.

A(]-: 31 0a3) +‘LL(2, 1139_2) = (01 01090)3

soit,
(A4 20, 30 + 2, 312,30 — 2) = (0,0, 0,0).

Ceci équivaut a

A+2u=0
3A+u=0
=0
3A—2u=0,

d’ol 'on déduit trivialement A = u = 0, et il est clair que A = 0 et
i = 0 satisfont bien au systéme ci-dessus. La partie {a,b} est donc
libre. Par suite, {a, b} est une partie libre et génératrice de F. Clest
donc une base de F, et finalement dim(F) = 2.

¢ Par définition de G, {c, d} est une partie génératrice de G. Montrons
que {c¢,d} est une partie libre. Soient A et 4t des nombres réels tels
que Ac+ pd = Ops. i-e.

)\(0: 1: 0: 0) + N(l‘) 07 _1J _1) = (0: 0: 01 0):
s0it
(Ju'w A, =i _,U') = (01 0:070)-

Ceci équivaut visiblement 4 A = g = 0. La partie {c,d} est done
libre. Par suite, {e, d} est une partie libre et génératrice de G. Clest
clonc une base de G, et finalement dim{G) = 2.

7 Soit z € FNG. Puisque z € F, il existe des nombres réels o et 3 tels
ue & = aa + Bb, et puisque & € G, il existe des nombres réels v et 4,
Iels que z = «ye + 8d. Par suite, ae + b = v + dd, i.e.

«{1,3,0,3) + 3(2,1,3,-2) = v(0,1,0,0) + 6(1,0, -1, -1},
noil.
(O! + 2,3,305 + 13’3!83 3o — 26) = (6!7! _6: _5)

Cerl se traduit par
at+28 =4 (1)
3a+B  =v (2)
38 — =5 (3)
3a—28 =—6 (4)
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En ajoutant membre 4 membre les relations (1) et (4), on tire da =0
d’oil @ = 0. La relation (4) s’écrit alors

—-28=-4 (5)

En retranchant la relation (5) de la relation (3}, on tire 55 = 0, d'oit
B = 0. Les relations (1} et {2) fournissent alors § = 0 et v = 0, et il
est clair que « = 0, § =0, v = 0 et 6 = 0 satisfont bien au systéme
ci-dessus. Par suite, z = 0. On a ainsi montré que ' NG C {Opa}.
Comme {Ops} C F NG, nous pouvons conclure &

FNG={0p}.
3. La formule de GRASSMANN (ef. Proposition 20) s’écrit
dim(F + G) = dim(F} + dim(G) — dim(F N G),
soit compte tenu des résultats prouvés plus haut
dim(F+G)=24+2-0=4

Il en résulte évidemment que F + G = RB*, et comme FN G = {0},
nous pouvons conclure a

FaG =R

Exercice 18 Pour n € N*, on désigne par R,[X] l’espace vectoriel sur R
des polyndémes & coefficients réels, de degré inféricur ou égal & n.
Soit A(X) un élément de R,,[X) de degré p, p > 1. On pose :

F ={P(X) € Ra[X]; A(X) divise P(X))}.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Rp[X] et que

JR'n[}‘-q =F& Rp—l[X],

Solution —
o Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R, [X].
~ Remarquons déja que F n’est pas vide puisque A(X) € F.
- Solent P(X) et Q(X) des éléments de F. Par définition de F, il
existe alors des polynémes K (X) et L{X) de R,[X] tels que

P(X) = AX)K(X) et QX)=AX)L{X),

d’ou
PX)+ Q(X) = AX)K(X) + L(X)],
ce qui montre que P(X) + @(X) € F.
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De plus, si A € R,
AP(X} = MA(X)K(X)] = A(X)[AK(X)],

ce qui montre que AP(X) € F.
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R, [X].
¢ ’our montrer que Ry [X] = F@&R,—1(X], nous allons utiliser 1a Proposi-
tion 6. Soit P(X) € R,[X]. Effectuons la division euclidienne de P(X)
par A(X). Il existe un unique couple (K (X), R(X)}) de polynémes de
k,[X], tels que

P(X) = AX)K(X)+ R(X) et deg[R(X)] < deg|A(X)] = p.

1l est alors clair que le polynome Q(X) = A(X}K(X) est un élément
de F et que le polynome R(X) appartient & Rp_1[X]. Par suite, le
polyndme P{X) s’écrit d’une unique maniére sous la forme

P(X) =Q(X)+ R(X),
ai Q(X) € F et R(X) € Rp_1[X]. La Proposition 6 permet alors de

ronclure &

R,[X] = F @ Rp-1(X].

Finorcice 19 Soit E un espace vectoriel sur K, que Uon suppose de dimen-
rom (e n, ef sotent M et N deur hyperplans distincis de E.

I Montrer que E= M+ N.
¥ M déduire la dimension de MO N,

Mirhitlon
I Duiscue M #£ N il existea € N, a #0g, a € M ou il existe b € M,
b/ Up, b & N. Plagons nous dans le premier cas, ce qui ne restreing
| T généralité puisque M et N jouent des réles analogues. Il est clair

l|'||i‘

McM+N, {1.29)

iy st € M, L suffit d’éerire x = z 4+ 0 pour voir que x € M + N.
[ Finilre part, en écrivant ¢ = Og + @, on voit que a € M + N. Comme
i A, Vinclusion 1.29 est stricte. Par suite, nous avons les inégalités

n—1=dim(M) < dim(M + N} < dim(E} =n.
Il en résulte que nécessairement
dim{M + N)=un,

tequi huplique que
M4+ N=E.
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2. La formule de GRASSMANN nous permet d’écrire :
dim(M + N) = dim(M) + dim(N}) — dim(M N N),
soit, puisque M + N = F, .
n={n—-1)+(n—1)—dim(MnNN).
Nous en déduisons aisément
dim(MNN)=n-—2,

ce qui répond & la question posée.

Exercice 20 Soit E un espace vectoriel sur K, que U'on suppose de dimen-
sion finie n, et soient I et G des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que,
pour qu’il eziste un sous-espace vectoriel H de E, supplémentatre commun o

F

et ¢ G, d faut et d suffit que dim{F") = dim(G).

Indication - Utiliser le fait que si la réunion de deux sous-espaces vec-
toriels est un sous-espace vectoriel, 'un des deux contient 1'autre (cf.
Exercice 4).

Solution —

¢ Supposons que F' et G admettent un supplémentaire commun H. Nous
en déduisons (cf. Proposition 20) :

dim{F)+dim(H)=n et dim(G)+dim(H)=n,

d’on
dim(F) =n — dim(H} = dim(G).

¢ Réciproquement, montrons que si F' et (7 sont des sous-espaces vec-
toriels de & de méme dimension r, ils admettent un supplémentaire

commun H. Posons k = n — % et raisonnons par récurrence sur k,

k>0

-Sik=0,der=nmnalors F=G = E. En posant H = {0g}, le
probléme est résolu.

- Supposons (hypothése de récurrence) que le résultat soit acquis jus-
qu'aurang k—1 =n—r—1 > 0, et prouvons leaurang k =n—r > L.
Soient done F et G des sous-espaces vectoriels de codimension & > 1
(et donc de dimension 7 =7 — & < n — 1). Montrons d’sbord que

FUG+#E.

6. Cet entier k est appelé la codimension d'un espace vectoriel de dimension 7.
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Pour ce faire, raisonnons par 'absurde en supposant que
FUuG=EFE.

Nous sommes ici dans le cag ot la réunion des sous-espaces vecto-
riels F et G est un sous-espace vectoriel. Un résultat classique {cf.
Exercice 4), nous apprend que nécessairement

FcGoulGCF,
ce qui implique que
FuG=GouFUG=F,

et donc
E=GouE=F

Ceci nest pas possible puisque les dimensions de F' et de G n'ex-
cédent pas m — 1. Par conséquent, F'U G # E, ce qui nous permet
de dire qu'il existe z € E, 2 ¢ F U G. Posons alors :

F'=F+Vect{{z}) et G =G+ Vect({z}).

Puisque = € F, FnVeet({z}) = {0g} et la formule de GRASS-
MANN (¢f Proposition 20) nous donne

dim[F+Vect{{z})] = dim(F)+dim[Vect({z})]|—dim[FNVect({z})],
SO
dim(Fy=r+1-0=r+1
I*'our les mémes raisons,
dim{G) = v+ 1.
los sous-espaces vectoriels FY et (¢ sont donc de méme dimension
¢ |, (et par suite de codimension n—(r+1)=n—r—1=k—-1).
Appliquons alors Phypothése de récurrence qui affirme 1'existence
d'un sous-espace vectoriel HY, supplémentaire commun a F' et G'.
omons ensuite
H=Vect({z})+H.

Nous avons alors

E=FoH =F@Vect{{z})dH =F&H,
¢l e méme

E=GaH =GoVect{{z})d H =G & H,

s qui prouve que H est bien un supplémentaire commun 4 F et

¢ vl achéve notre récurrence.
Nutn svons ainsi prouvé que des sous-espaces vectoriels de méme di-
fimmion admettent un supplémentaire commun.

Mil“ v, I'quivalence cherchée est démontrée.
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Exercice 21 Soit E un espuace vectoriel sur K, que 'on suppoge de dimen-
sion finie n, et soient ), Fy, ..., Fy, des sous-espaces vectoriels de E tels que :

E= > F (1) et 3 dim(F)=n (2).
1<i<k 1<i<k

Montrer gue nécessairement

Solution — Compte tenu de I'hypothése (1), il reste & prouver que pour
tout i € {1,2,...,k}, on a

B0 Y Fy)y={os}
1=isk A
Pour tout ¢ € {1,2, ..., k}, nous avons les inégalités
dim(F)+dim( »_  F) <dim(F)+ Y, dim(F).

1<isk, 54 1<k, g#i

soit, compte tenu de ’hypothése (2},
dim(Fy) +dim( Y, Fj) <n (1.30)
Lej<k,j#i
D’autre part, en utilisant la formule de GRASSMANN (¢f. Proposition 20),
dim(Fi+ Z Fy) = dim{F; }+dim( Z Fyy—dim[F;N( Z i,
1€ <k, j#1 1< <k, j#1 1=j<k, g5
soit, compte tenu de Phypothese (1),
n=dim(F) +dim( Y F)-dimFn( > Fl,
1<j<k,g#i 1=j<k.j#4
puis, & I'aide de 1.30,
n < n—dim[F;N{ Z F),
1<j<k, j74

soit encore

dim[F; N { Z <o

12j<k,j7#4

Or, la dimension d'un sous-espace vectoriel étant par définition un entier
positif ou nul, on a nécessairement

dm[F;n( Y. F)l=0, don En( Y F)={0s}
1< <h,j74 1<y <h,j+#4

ce qui achéve notre démonstration.
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Exercice 22 Soit E un espace wectoriel sur K, que Uon suppose de dimen-
sion finie n, et soit (Fy)ier une famille quelconque de sous-espaces vectoriels
e F.

1. Montrer gu'il existe deuz parties finies Jp et Ky, Jo C I ef Ky C 1,
telles que ;
AFE=()F e Y F=> F.
il jeda ief keKo

2. Montrer ¢ l'aide d’un ezemple, que dans le cas ot E n'est pas de di-
menston finie, le résultat ci-dessus tombe en défaut.

Yolution —
1. e Considérons les sous-espaces vectoriels de E qui sont des intersec-
tions finies de sous-espaces vectoriels de la famille (F});er, 4.2. qui
sont du type

ﬂ F;, ot J est une partie finie de I,
jed

et désignons par P l'ensemble des entiers compris entre 0 et n qui
sont dimension de chacune de ces intersections, i.e,

P={peHN, 0<p<n; il existe JCI,Jﬁnie,p:ﬂFj}.
jer

L’ensemble P est une partie non vide de N, et & ce titre posséde un
plus petit élément pp. Désignons alors par Jy une partie finie de T

telle que
dirn( ﬂ F;) = po,
jCJa
et montrons que .Jp répond & la question posée. Soit ¢ € I. De I'in-
clusion
FEn((YF)c ) F (1.31)
i€t J€Jo

nous déduisons :

dim[F;n ([ Fy)l < dim([) Fy)-

j€do JEJy

1Vautre part, par définition de po,

dim( () Fy) < dim[F; 0 () Fy)l.

J€Jo Jj€Jo



46

CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS

1l en résulte que
dim[F;n ([ F)] = dim( ("] Fy),
BN JEJ
puis, compte tenu de U'inclusion 1.31, nous obtenons :
([ F) =
j€do Jj€Jo
relation qui s’exprime également par
ﬂ F; C F;, pour tout ¢ € 1.
JjeJdo

Par conséquent,

N Fc)F

i€ il

D’autre part, Uinclusion Jy C I implique

N#c B

iel FEJy
Finalement,

Nr=05

el KIS

ce qui n’est autre que le résultat cherché.

Considérons, de maniére analogue, les sous-espaces vectoriels de E
qui sont des sommes finies de scus-espaces vectoriels de la famille
(Fi)icr, t.e. qui sont du type

> Fu,

kK

oi K est une partie finie de I, et désignons par € 'ensemble des
entiers compris entre O et n qui sont dimension de chacune de ces
sommes, ..

Q={¢geN; 0<g<n; ilexiste K C I, K finie g = ZFk}.
kEK

L'cnsemble @ est une partie non vide de N, et & ce titre posséde un
lus petit élément gy. Désignons alors par Ky une partie finie de [
Lolle que

dim{ Y Fy) = a0,

keKp
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et montrons que Kp répond a la question posée. Scit + € 1. De

linclusion
Y.FRCFE+ ) Fy (1.32)
ke Ko keKo

nous déduisons :
dim > Fy < dim{Fi+ > Fp).
kC Ky k€K
D’autre part, par définition de g,
dim(F, + > F) <dim( Y Fi).
keKo keKg
I1 en résulte que
dim(Fi+ Y Fy) = dim{ Y Fy),
keKn kEKy
puis, compte tenu de Vinclusion 1.32, nous obtenons :
Bt ) F=2 Fe
k€K kekKo

relation qui s’exprime également par

F; C Z Fy, pour tout ¢ € 1.

kERy
I’ar conséquent,
SRCY A
il keHy

[7"autre part, 'inclusion Ky € T implique

> RC)Y F

k€Ky el
FMinnlement,

2, Fe=2 F

keKo i€l

11 ¢qui 1'est autre que le résultat cherché.

B Mot R|X] Pespace vectoriel sur R des polynémes & coefficients réels,
yul et de dimension infinie, et pour tout n» € N, considérons les seus-
e veetoriels

Fy = Vect{{X™ X" 1) et Gn=Vect({X"}).
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Il est aisé de voir que

() Fu={0pp}t e Y Gu=RKX],

nel ,.”EN

alors qu'ancune intersection finie de la famille (F,) .y n'est égale &
{0r X]} et qu’aucune somme finie de la famille (Gn),-py n’est égale &
R[X)

Exercice 23 On désigne par R[X] Uespace vectoriel sur R des polyndmes &
coefficients réels.

1. Soit n € N*. Montrer qu’il existe un unique polynéme T,(X) € R[X],
tel que pour tout © ER

cos{nz) = T, (cosx).

2. On désigne par CO(R, R) I’espace vectoriel sur R des applications condi-
nues de R vers R. Pour n € N*, on note Fp le sous-espace vectoriel de
CY(R,R) engendré par la partie

X, ={z = 1,z — cosz,z — cos(2z), ...,z = cos(nz)}
et Gn le sous-espace vectoricl de CO(R, R} engendré par la partic

Ypo={z—= 1,2 > cosz,z — cos? x, ..., 7 = cos T}

Montrer que Fp, = Gn.

Solution —
1. » Montrons d’abord que g'il existe un polyndme To(X) € R[X], tel que
pour tout z € R, on ait cos(nz) = T,(cos z), il est unique. Supposons
pour ce faire qu'il existe deux polynémes T, (X) et Su(X) de R{X]
ayant la propriété requise. Alors, pour tout z € R, on a

Ta{cosz) = Sp(cosx), soit (T, — Sy){cosz) = 0.

En particulier, pour 0 < & < F, cosz prend toutes les valeurs de
I'intervalle [0,1]. Le polynome (I, — 5;,){X) possede done une infi-
nité de zéros. Par conséquent n’est autre que le polynome nul. Ceci
se traduit par T,,(X) = S,{X) et prouve l'unicité d’'un polynéme
Ta{X), tel que pour tout x € R, on ait cos(nz) = T,(cosz).
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e Montrons maintenant l'existence d'un tel polynéme. Scit » € N*.
Pour tout x £ R, la formule de DE MOIVRE permet d’écrire :

{cosz + isinz}” = cosnz + isinnzx, (1.33)

et la formule du binéme de NEWTON

"
(cosz +isinz)* = Z (n) cos™ ¥ z ¥ sin® 2, {1.34)
k
k=0
Nous en déduisons, en égalant les parties réelles des second membres
de 1.33 et 1.34 :

B3

cosnT = Z (Qn) cos™ P ¢ (—1)Psin*P z, {1.35)
p=0 P
soit encore
B(%) n
COSNEL = Z (2;0) {(~1)P cos™ 2 z (1 - cos? )P (1.36)
p=0

Sous cette forme, il est clair que cosnx est un polyndme en cosz ne
comportant que des mondmes de degré < n.

Ce polyndéme, unique d’aprés ce qui précéde, est appelé le poly-
noéme de TCHEBYCHEV 7 de degré n,

Nous noterons T,(X) ce polynéme. On remarquera que son coeffi-
clent dominant de ce polynéme est
(%)

> (27;) =2, (1.37)

p=0
Le lecteur pourra aisément vérifier que
Ti(X)=X; T(X)=2X?>-1, T(X)=4X°-3X,..
4 Suit n € N*, Nous avons montré dans la premiére question qu’il existe
un (unique} polyndéme T, (X} € R[X], tel que pour tout = € R, on ait
cos(nx} = T, (cos x),

er «qui signifie que tout élément de X, est combinaison linéaire d'élé-
mends de Yy, Autrement dit, X, C Vect(Y,), d'ou :

Vect(X,) C Vect[Vect(Y,,)] = Vect(Y,), soit F, C Gy,

Heviproquement, montrons d'abord que tout élément z — cosPz de Yy,
nppartient & 75,. Pour cela, raisonnons par récurrence (forte) sur p.

t I"uinuii Lvovitch TCHEBYCHEV (1821 - 1894) Mathématicien russe connu pour
uvanx dnns les domaines des statistiques, probabilités et théorie des nombres.
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— Pour p=10 et pour p =1, le résultat est trivialement acquis.

— Supposons (hypothése de récurrence forte) la propriété vraie jus-
quaurang p— 1 {p—1 = 0). D'aprés la premiére question, (cf. 1.34
et 1.37}, pour tout z € R, cospr g'écrit

cospr = 2P cosP x + Up(cos z),

ol Up(X) est un polynome de degré < p — 1. Par suite, pour z € R,
pm—i[cos z — Up( )]
cosP e = o ylcosp picos z)].

Or, z — U,(cos x) est combinaison linéaire d’éléments de ¥, du type
x — cos® z, avec 0 < k < p—1, et d’aprés ’hypothese de récurrence,
chacun de ces éléments est élément de F,. De plus, 2 — cospz
appartient & Fp. I en résulte que & — cos?  est encore un élément
de Fp, ce qui achéve notre récurrence.

Nous avons done prouvé que ¥, C Fp, d'ont

Vect(Yy) C Vect(F,) = Fp, soit G, C Fy.

Finalement, Fp, = Gy,

Exercice 24 L’exercice qui suit nécessite quelques conmnaissances rela-
tives a 'arithmétique des polynémes. Nous invitons le lecteur i g’y ré-
férer.

Soient (K,+,.) un corps commulatif et L un sous-corps de (K,+,.}). On
considére K comme espace vectoriel sur L. Soit o € K, a € L. On suppose
gu’il existe un polyndéme P{X) € K[X], de degré > 1, dont tous les coeffi-
cients appartiennent & L, et tel que a soit un zero de P(X) (c’est-a-dire tel
que P{a) =0).

1. Monirer que le sous-espace vectoriel E de K engendré par la partie
Z ={d%peN}

(i.e. Uensemble des combinaisons linéaires & coefficients dans L des
putssances de o), est de dimension finie.

2. Montrer que E est un sous-corps de (K, +,.).
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Holution —

L. Soit P(X) un polynéme quelconque de LLX], de degré > 1, tel que dans
K on ait P{a) = 0. Un théoréme classique de I'arithmétique des poly-
ndmes nous apprend qu’il admet une décomposition en produit de po-
lynémes irréductibles sur L (appelée décomposition primaire de P(X}
dans L[X]).® L'un de ces facteurs irréductibles admet nécessairement
a comme zéro dans K, car si ce n’était pas le cas, i.e. si pour tout po-
lynéme irréductible {X) figurant dans la décomposition primaire de
P(X), on avait @{a) # 0, on aurait nécessairement P(a) # 0, puisque
par hypothese (¥, +,.) est un corps, ce qui contredit notre hypothése.
Il résulte de cette &tude qu’il existe toujours un polyndme irréductible
sur L, que nous noterens (X)), tel que 'on ait Q(a) = 0 (dans K).
Désignons par n le degré de @Q(X) et montrons que {1,e,6?%,...,a" 1}
est une base de F,

» Montrons d’abord que {1,a,a2,...,a" '} est une partie libre. Pour
ce faire, raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe dans L
des scalaires Ag, A1, A2, ..., An_1, non tous nuls, tels que

AO + )\10‘. + A'Zﬂ? + e + An_lan_l = 0’

ce qui signifie qu’il existe un polynéme A(X) € L[X], non nul, de
degré < n— 1, tel que dans K, on ait A{a) = 0. Nous pouvens alors
affirmer que Q(X) et A(X) ne sont pas premiers entre eux, car si
c'était le cas, le théoréme de BEZOUT nous assurerait Pexistence de
polynémes U (X} et V(X) de L[X] tels que

QXWW(X)+ AX)WV(X) =1,
ce qui impliquerait dans K la relation
Qa)U(e) + A(a)V(e) =1 soit 0=1,

ce qui est absurde et prouve bien que @(X) et A{X) ne sont pas pre-
miers entre eux. Par suite, ces deux polyndémes ont au moins dans
leur décomposition primaire dans L{X] un facteur irréductible com-
mun nécessairement de degré < n— 1, ce qui vient contredire le fait
que Q{X) est un polyndme irréductible et termine notre démonstra-
tion.

« Montrons maintenant que {1, a, s, ...,a"‘l} est une partie généra-
Lrice de E. Scit p € N. La division euclidienne de X¥ par Q(X)
assure 1'existence de polynémes K{X) et R(X) dans L[X] tels que

XP = Q(X}K(X) + R(X),
M Happelons qu'ua polynome A(X} € L[X] est dit irréductible sur L si A(X) est de

Hagit - | ot si ses seuls diviseurs de L]X] sont les polyndmes constants non nuls de L[X}
# lom polynomes qui sont produits de P{X} par un polyndme constant non nul de L[X].
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ol le degré de R(X) est < n— 1, ce qui implique dans X la relation
a’ = Q{e)K(a) + R(a), soit af = R{a).

Cette derniére écriture signifie que pour tout p € N, a” est combinai-
son linéaire & coefficients dans L, d’éléments de {1,a,a?,...,a" !},
Par suite, tout élément de E étant par définition combinaison li-
néaire & coefficients dans L d’éléments du type aP, o p € N, il est
clair que tout élément de F est ¢ fortiori combinaison linéaire 3 co-
efficients dans L d’éléments de {1, @,a?,..., o,”‘l}. Nous avens done
établi I'inclusion,

Ec Vect({l,q, a, ..., a .
Comme d’autre part, 'inclusion

Vect({1,a,a%,...,a" '} C E
est évidente, nous pouvons conclure &

E = Vect({1,a,6%..,a"}).

Ainsi, {1,a, 0, ™1} est une partie génératrice de E.

Finalement, la partie {1, a,4?,...,a™ 1} étant libre et génératrice, ¢’est
une base de E. Par suite, 'espace vectoriel E est de dimension finie n.
. » Par définition F est un sous-espace vectoriel de K, c’est donc un

sous-groupe de (K, +).

e D’autre part, le produit de combinaisons linéaires de puissances de

@ est de toute évidence une combinaison linéaire de puissances de
a, ce qui prouve que E est stable pour la multiplication. De plus,
0

e*=1¢F.

o Il reste donc & mentrer que tout élément non nul de E posséde un in-

verse dans F. Scit donc k € E. Ecrire & dansla base {1,4,42,...,a®1}
revient & dire qu'il existe un polynéme non nul H{X)} € L[X], de de-
gré < n—1, tel que h = H(a). Le polyndme Q(X) étant irréductible,
H(X) et Q{X) sont premiers entre eux. En application du théoréme
de BEZOUT, il existe alors des polyndmes U (X) et V(X) de L[X]
tels que
QIXW(X)+ HX)V(X) =1,
ce qui implique dans K la relation
Qa)U(a) + H(a)V{a) =1,
s0it
H(a)V{a)=1 ouencore hV{a)=1.
Il est clair que V(@) est un élément non nul de E, qui par conséquent
est I'inverse de h.

En définitive, E est un sous-corps de (K, +,.).




Chapitre 2

Applications linéaires

2.1

Rappels de cours

2.1.1 Définitions et propriétés générales

Nefinition 14 Seéent E el F des espaces vectoriels sur un corps K et w une
mpplication de E vers F.

i

pid

On dit que u est une application linéaire {ou encore un morphisme
d’espace vectoriel), si pour tous vecteurs x et y de E ef {out scalaire )
de K :

wz+y) = ulz) +uly) et uliz) = Au(x).

. Siu est une application lindaire bijective, on dit que u est un isomor-

phisme de {’espace vectoriel E sur "espace vectoriel F.

. 8t u est une application lindaire de F vers E, on dit que u est un

endomorphisme de E.

. Stu est un endomorphisme de E bijecttf, on dit que u est un automor-

phisme de E.

. Bnfin, si u est une application linéaire de E vers K (considéré comme

cspace vectoriel sur lui-méme), on dit que u est une forme linéaire sur
o8

Pelinition 15 Soient E et F des espaces vectoriels sur K. 5%l existe un
ioterphisme de E wvers F, on dit que les espaces vectoriels E ef F sont
Jmnorphes,

Fnemples -

Soit E un espace vectoriel sur K et soit A € K. L’application de E
vers lui-mnéme
= Az

ust une application linéaire de E vers lui-méme (i.e. un endomor-
phisme de E), appelée homothétie de rapport A Si de plus A # O,
v’est un automoerphisme de E.

53



54 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES

2. Soit F un espace vectoriel sur K et soient F et G des sous-espaces
vectoriels de F tels que F = F & G. Tout vecteur z € E s’écrit alors
d*une unique fagon sous la forme z = y+ =z, o y € Fet z € G.
L’application de F vers lui-méme

=y {resp. z— 2)

est linéaire et s’appelle projection sur F parallélement 4 G (resp.
sur G parallélement a F).
3. Soient n e N* et i € {1,2,..,n}. L’application p; de K™ vers K

(£1,62,....6n) 2 &

est une forme linéaire sur K™, appelée i-éme projection.

Tl est aisé de remarquer que si u est une application linéaire d'un espace
vectorie! E vers un espace vectoriel F, alors :

- u{0g) = Op;

- pour tout & € F,on a:

u(—z) = —u(z);

— pour toute famille finie (z1,%2, ..., ;) de vecteurs de E et toute famille
finie (A1, Agy ---; M) de scalaires de K, on a :

u{z Aiwz’) = i )\iu(wi).
i=1 i=1

En particulier, si B est un espace vectoriel de dimension finie n, si
{a1,ag,..., @} est une base de E et sl z est un vecteur de E qui sécrit
x=£1a1 + 202 + - + £nn, ON a :

u(z) = &Lrular} + Loulas) + . £nu(an).

Cette écriture montre qu'une telle application linéaire est entiérement
déterminge par la donnée de I'ensemble {u{a1),u{az),...,ufan)} des
images des vecteurs de la base {ay,a2,...,an}.

Supposons de plus que £ soit également un espace vectoriel de dimen-
sion finie p et considérons une base {bi, bz, ...;b} de F. Alors, pour
tout i € {1,2,...,n}, u(e;) s'écrit de maniére unique :

P
u(ai) = Zaﬁbj.
j=1
Par suite, st & est un vecteur de F qui s'écrit z = 37 | &aq, 00 a

n » r i
u(@) = 3 &3 ajib) = (> apta)ty.
i=1  §=1

i=1 i=1
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En définitive, les bases {21, a2,...,0n} de E et {by,bs, ..., by} de F étant
choisies, 'application u est alors entiérement déterminée par la donnée
des np scalaires (o} 1<<n.

1Zi<n

Proposition 23 Secient E et F' des espaces vectoriels sur K, u une appli-
cation linéaire de E vers F et X une portie de E. Alors

u[Vect(X)] = Veet[u(X)).
De plus, si u est injective et s1 X est libre, uw(X) est libre.

Proposition 24 Soient E et F' des espaces vectoriels sur K, u une appli-
vation lingaire de F vers F' et X une partie de E. Alors,

1. 8¢ X est une partie lide de E, u(X) est une paride lide de F.
2. Siu(X) est une partie libre de F', X es! une partie libre de E.

P'roposition 25 Soient E et F des espaces vectoriels sur K, u une appli-
cation linéaire de B vers F. Les assertions suivantes sont éguivalentes :

1. u est bijective.
2. 8 X est une base de B, olors u(X) est une base de F'.

Proposition 26 Soient E, F' et G des espaces vectoriels sur K, u une ap-
plication lindaire de E vers F el v une application linéatre de F vers G.
Aors, Papplication composée vou est une application linéaire de E vers G.

2.1.2 Image et noyau d’une application linéaire

I'roposition 27 Soient E et F' des espaces vectoriels sur K et u une appli-
valion lindaire de B vers F. Alors,

1. Uimage par Uapplication v de E est un sous-espace vectoriel de F appel€
image de u;

2. Vimage réciproque w~({0p}), du vecteur nul de F par U'application u
est un sous-espace vectoriel de F,

lInus |a définition suivante, nous gardons les notations de la Proposition 27.

Déllnition 16 et Notation -
o (In note Im(u) "image de Uapplication linéaire u.
» (i appelle noyau de u et on note Ker(u) U'image réciprogue w1 ({0r})
du vecteur nul de F' par Uapplication linéaire u,

Proposition 28 Soient E et F' des espaces vectoriels sur K et u une ap-
phention linéaire de E vers F. Alors, pour que u soit injective, o faut et 4
mifhl que Ker(u) = {0g}.
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Proposition 29 Soient E el " des espaces vectoriels sur K et u une apph-
cation linéaire hijective de E sur F (i.e. u est un isomorphisme de E sur Fj.
Alors, sa bijection réciprogue u™ ' est linéaire (i.e. u™! est un isomorphisme
de F sur F).

Proposition 30 Soient E et F des espaces vectoriels sur K, que Uon sup-
pose de dimension finte. Pour que E et I soient isomorphes, i faut et il
suffit que

dim(E) = dim{F).

Définition 17 Soient E et F' des espaces vectoriels sur K el u une appli-
cation linégire de E vers F. On dil que u est de rang fini si le sous-espace
vectoriel I'm(u) est de dimension finie. Cette dimension s’appelle alors le
rang de v et se note rg(u).

Proposition 31 Soient E et I des espaces vectoriels sur K et u une appli-
cation lindaire de E vers F'. Alors,
1. 5i F est de dimension finie, u est de rang fini et rg{u)
2. st F est de dimension finie, v est de rang fini et rg(u)

On en déduit immédiatement je résultat suivant :

Corollaire 2 Soient E et F des espaces vectoriels sur K de dimension finie
et u une application linéaire de E vers I'. Alors, u est de rang fini et

rg(u) < min(dim(E), dim(F)).
En outre, Yimportant résultat suivant est trés utilisé dans la pratique :

Théoréme 4 du rang - Scient E et ' des espaces wectoriels sur K et u
une application lindaire de E vers F. 5i E est de dimension finie, alors :

dim[Ker(u)] + rg{u) = dim(F).
Omn en déduit encore immédiatement le résultat suivant :

Corollaire 3 Soient F et F' des espaces vectoriels sur K de dimension finie
et soit u une application linéaire de E vers F. Alors,

1. pour que u soit injective, il fout et if suffit que rg(u)) = dim(F);
2. pour que u sotl surjective, il faut et i suffit que rg(u)) = dim{F),
Corollaire 4 Scient E ef F' des espaces vectoriels sur K, que l'on suppose

de méme dimension finie n, et u une application linéaire de K vers F'. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. w est bifective ;

2. u est injective ;

3. u est surjective ;
4. rg(u) =n.
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2.1.3 Opérations relatives aux applications linéaires

Proposition 32 Soient E et F des espaces vectoriels sur K, u ef v des
upplications lindaires de E vers F, et A € K. Alors, les applications u+v et
it sont linéaires.

Sonient E et F des espaces vectoriels sur K. Désignons L{E, F') Pensemble des
nwplications linéaires de F vers £. La Proposition 32 montre que 1’application

{w, ) > u+w (2.1)
il une loi de composition interne sur £L{F, F), et que application
(A u) = Au (2.2

wil 1ume loi de composition externe sur £{E, F'). On vérifie alors aisément
e, muni de ces lois de composition, £{E, F') est un espace vectorie! sur K,

I'roposition 33 Soient E, F ef G des espaces vectoriels sur K. Alors :
. pour toutes u,v € L{E,F) et toute f € L(F,G),

folutvy=fou+ fou,
2 opour tout A € K, toute u € L(E,F) et toute f € L(F,G)
Jo(w) = Afou) = (\f)ou.

N onilre, lorsque les espaces vectoriels sont de dimension finie, on a le résultat
v

'roposition 34 Soient F et F des espaces vectoriels sur K, que ['on sup-
poar v dimension finie. Alors, L{(E, F) est de dimension finie et

dim[£(E, F)) = dim{E).dim{F).

Puirc le cas ot E = F, Vespace vectoriel £{E, E) est plus simplement noté

L1414y vl [a Proposition 26 montre gue I'application

‘ (u,v) 2 uow (2.3)

|

il e loi de composition interne sur ’ensemble £(E) des endomorphismes
b O verifie alsément que £(F), muni des lois de composition interne 2.1
4.1 ¢l de la loi de composition externe 2.2 est une algébre assoclative et
Ifrre, ndniettant Uapplication identique Idr comme élément unité, mais
| comnnitative en général (¢f. Définition 2). De plus, l'ensemble des au-
i phisies de E, muni de la composition des applications est un groupe

Wt yroupe linéedre de E, et noté GL(E).
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2.2 Exercices

Applications linéaires. Généralités

Exercice 25 Soit E un espace vectoriel sur K et soit f un endomorphisme
de E. Etablir Pégquivalence des assertions suivantes :

1. Ker{(fynnIm(f) = {0g}.
2 Ker(fof)= Ker(f).

Solution —
1. Montrens que 1 implique 2.

— Supposons que f soit tel que Ker(f) N Im(f) = {0g}. Il est clair
que l'inclusion Ker(f)C Ker(fo f) est veriﬁée car si z € Ker(f),
on en déduit fx) = 0, Lo f[fiz)] = , s0it (fo f)(z) = Og,
ce qui prouve que

Ker(f)C Ker(fo [).

-~ Inversement, soit & € Ker{f ¢ f). On a donc f[f(x)] = Og, ce qui
montre que fiz) € Ker(f). Or, f(z) € Im(f). Par suite, en vertu
de I'hypothése (i), on a f(z) = O, et donc x € Ker(f). Ceci prouve
que Ker(fo f) C Ker(f), et finalement,

Ker(fo f)= Ker(f).

2. Montrons que 2 impiique 1.

— Supposons que f soit tel que Ker(fo f) = Ker(f). Il est clair que
inclusion {0} C Ker(f) NIm(f) est vérifice.

- Inversement, soit £ € Ker(f) NIm{f). Comme x € Ker{f), on a
f( y = Og, et comme & € Im(f), il existe t{ € F tel que i'on ait

= f(t), d’on fx) = fIf(2)], soit O = (f o f)(t). Ceci signifie que

t € Ker{f o f), soit, compte tenu de I'hypothese 2, t € Ker(f). Par
suite, f{t) = O, soit x = Og. Ainsi, Ker(f) NIm(f) C {0r}

Finalement,

Ker(f) N Im(]) = {05}.

Ainsi, les assertions 1 et 2 sont équivalentes.

Exercice 26 Spit E un espace vectoriel sur K et soient f et g des endo-
morphisme de E. Montrer que

flKer(go f)] = Im(f) N Ker(g).
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Holution —
¢ Montrens que f[Ker(go £} € Im(f)NKer(g). Soit y € f{Ker(go f)].
Ti existe alors ¢ € Ker(geo f) tel que y = f{z), ce qui montre déja que
y appartient 4 Im(f). D'autre part, g(y) = gLf(z)] = {g o )(z) = O
puisque z appartient & Ker(go f}. Donc y € Ker(g) et par conséquent,
y € Im(f) N Ker(g). On en déduit

flKer(go f)] € Im(f) N Ker(g).

* Montrons que Im(f) N Ker(y) C f[Ker(go f)]. Soit y un élément de
Im(f) N Ker{g). Puisque y € Im(f), il existe z € F tel que l'on ait
y = f(z). D’autre part, puisque y € Ker{g), on a g(y) = Og, soit
encore g[f(z)] = {go [){z) = 0. Ceci prouve que z est un élément de
Ker(go f)) et par suite f(z) =y € f[Ker{ge f)]. On en déduit

Im(f)yn Ker(g) C f[Ker(go f))].

Iinalement,

flKer(ge f)] = Im{f) N Ker(g).

I'nercice 27 Soit E un espace vectoriel sur K et soient f, g et b des endo-
mmphisme de E tels que

feg=h, goh=f hof=g
Montrer que

Ker(f) = Ker(g) = Ker(h) et Im(f)=Imig) = Im{h).

Molution —
s 5i z € Ker(g), t.e. g{z) = 0g, alors flg(z)] = f{0g), soit encore
(fogi{x) = 0g, et donc & € Ker(fog). Par suite, Ker(g) C Ker(fog).
C'omme par hypothése, f o g = h, nous obtenons

Ker(g) C Ker(h). (2.4}

e la méme maniére, on a Ker(h) C Ker(g o h) et compte tenu de
I"hypothése g o h = f, on obtient

Ker(h) C Ker(f). (2.5)
Iiniin, Vinclusion Ker{f) C Ker(k o f) et 'hypothése ho f = g im-
pliguent

Ker(f) C Ker{g). (2.6)

Les inclusions 2.4, 2.5 et 2.6 permettent alors facilement de conclure &

Ker(f) = Ker(g) = Ker{h).
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o Bly €Im{fog) il existe x € F tel que y = ([ o g)(z) = flg(z)],
et donc y € Im(f). Ceci montre que Im(f o g) C Im(f). Comme par
hypothese, f o g = h, nous obtenons

Im{h) C Im([). 2.7
De méme, Iinclusion Im(g o k) C Im(g) et I’hypothése go h = f
impliquent

Im(f) C Im(g). (2.8)
De plus, inclusion I'm(h o f) C Im(h) et Uhypothése ho f = g im-
pliquent

Im{g) C Im(h). (2.9)

Les inclusions 2.7, 2.8 et 2.9 prouvent encore que

Im(f) = I'm(g) = Im(R).

Exercice 28 Soient E et F' des espaces vectortels sur K. Soient f une ap-
plication linéaire de E vers I et g une application lindaire de F vers E, telles
que

fogoef=f et gofog=g.

Monirer que

E=Im(g)® Ker(f) et F=Im(f)® Ker(g).

Solution —

e Montrons d’abord que fm{g) N Ker(f} = {0g}. Il est clair que Vin-
clusion {Og} C Im(g) N Ker(f) est vérifiee. D'autre part, si = est
un élément de I'mig) N Ker(f), il existe ¢t € E tel que = = g{t), et
flz) = 0p, soit flg(#)] = 0p. Par suite,

gl fla(®)]] = 9(0F) = 0p, soit (go fog)(t) = 0g.

Compte tenu de I’hypothése, go f o g = g, on a done g(t) = O, soit
z = Og. Par suite, Im{g) N Ker(f) C {0g} et finalement,

Im(g) N Ker{f) = {0g}.

o Montrons ensuite que E' = Im{g) + Ker(f). Il est bien évident que
Im(g)+ Ker(f) C E. D’autre part, si ¢ € F, 'hypothése fogo f=f
permet d'écrire

Flalf @)} = f(z), soit flx) - falf ()] =Or,
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et puisque f est linéaire f[z — g[f(z)]] = Op. Par suite, z — g[f(z)}] est
un élément de Ker(f). Il suffit maintenant d’écrire

z = glf()] + [z — g[f ()],

pour voir que z est somme d’un élément de I'm(g} et d'un élément de
Ker(f), ce qui prouve que E C Im(g) + Ker(f). Finalement,

E = Im(g) + Ker(f),
et nous pouvons conclure 4

E = Im{g) & Ker(f).

On démontrerait de méme, mutatis mutands, que

F=Im(f)® Ker(g).

lixercice 29 Soit £ un espace vectoriel sur K et soit f un endomorphisme
de 18, On pose fO = Idg et pour tout entier k € N*,

fE=fofo..of.
& fols

He plus, pour tout polyndme P(X) = an X" + ... + ;X + ap de K[X], on

pesnr

P(fy=anf"+ ..+ arf + aglds.
(I xuppose qu’il existe un polynéme P(X) € K[X] tel que
P{OY=0 et P/{0)#0,

i 1'(X) désigne le polynome dérivé de P(X). Monirer que si P(f} = Oz,
nhiry .
E = Ker{f)® Im{f).

Nelution —
s Noutrons d’abord que

Ker(f) N Im(f) = {0g}.

L'inclusion {0g} € Ker{f) M Im(f) est évidente. Nautre part, si gy
onl un élément de Ker(f) N Im(f), fly) = 0g et il existe € F tel
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que y = f(x). Par suite, f(y) = f[f(z}], soit Og = (f o Fi{x). Une
récurrence immédiate montre alors que pour tout entier k, k > 2, on a

oy = 0.

L’hypothése P(0) = 0 signifie que le terme constant du polyndme
P({X) est nul, et P'{0) # 0 implique que le coefficient de X est non
nul. Autrement dit, le polynéme P{X) s’écrit

P(X) =0, X"+ .. + a2 X? + a1 X, o1 a1 # 0.
L'hypothése P(f) = Ozgy signifie donc que pour tout z € E,
(@nf?+ 4 a2 f? + 011)(x) = an fHT) + .. + aafH2) + a1 f(2) = O,
soit, puisque f3{z) =... = f*(z) =0,

a1 f(z) =0g.

Or, a1 # 0, done f{x) = 0, soit y = 0g. Ainsi, Ker(f)NnIm(f) C {0z},
et finalement
Ker(f) N Im(f) = {0g}.
Montrons ensuite que
E=Ker(f)+ Im(f).
L'inclusion Ker(f) + I'm(f) C E est évidente. D'autre part, si © £ F,

écrivons astucieusement, puisque a; = 0,

= Elg[anf“_l(:c) + ...t azf(z) +arx] — %[anf"_l(x) + ...+ eaxf(z)], \

et posons j
U= l[an_f"'_l(:n:)Jr...Jragf(m)-!-ulw]; v = —i[anfnfl(:c)+...+a2f(m)]j
5] a1 i

On a donc, puisque P(f) = Ogig),
§00) = I lanf o)+ o 4 02](5) + onl)
= Lanf™(z) + o+ 02f(2) + arflz)] = - P()@)] = O,
3] a1
ce gqui montre que « € Ker(f). D’autre part, en écrivant

v=——la /" @)+ aaf(@)] = - ail[anfnfz(ar) + ...+ a2z]], !
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on voit que v € I'm(f). Par suite, 2 = % -+ v est somme d’un élément
de Ker(f) et d'un élément de I'mi{f). Par suite,

E C Ker(£)+ Im(f).
Ainsi,
E = Ker(f) + Im(f).
Nous pouvons donc conclure a

E = Ker(f)® Im(f).

lixercice 30 Soit B un espace vectoriel sur K. On dit gu'un endomorphisme
nde E est une involution de E, si uou = Idg.

{. Soit uw une involution de E. Montrer que u est un automorphisme de

E et que u™l = u,

2, On suppose ici que K = R. Soit u une involution de E. On pose
Fru)={z ¢ Biule) =2} ot F(4)= {z € Biu(z) = —z}.

{a) Montrer que F*(u) et F'~(u) sont des sous-espaces vectoriels de
E et que
E=FYuweaF (u).

() Soient F et G deus sous-espaces vectoriels de E gui sont supplé-
mentaires. Six € F, on sait qu’il existe alors un unique couple
(y,z) de E x E, tel que £ = y + z. Montrer gue Uapplication u,
de E vers E, définie en posant

u(z) =y — z,

est une involution de E telle que F*(u)=F et I~ (u) = G.

Molution —
| Rappelons que pour qu’une application f, d’un ensemble X vers
un ensemble Y soit bijective, il faut et il suffit qu’il existe une
upplication g de ¥ vers X telle que

gof=Id_x ef ng=Idy.
I ’application g est également bijective. Elle est appelée bijection
réciproque de f et est notée 1,
I*ar suite, si u est une involution, la relation
uou=rIdg

montre clairement que l'application u est bijective et que sa bijection
riviprogque ™! nlest autre que w. Comme de plus u est par hypothése
i endomorphisme, c’est donc un automorphisme.



64

2.

CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES

(a) Pour montrer que F(u) est un sous-espace vectoriel de E, il suffit

de remarquer que Ft(u) n’est autre que 'ensemble des z € E tels
que u{z) — = = Og soit (u — fdg)(x) = Ox. Autrement dit #(u)
est le noyau de application linéaire v — Idg. Cest donc un sous-
espace vectoriel de E (c.f. Proposition 27). De méme, F'~ (u) est
le noyau de application linéaire u + I'dg et & ce titre, c’est un
sous-espace vectoriel de F. Il nous reste & établir que

E=F*(u) & F(u).

s Montrons d’abord que F™(u) N F~(u) = {0g}. L’inclusion
{0g} C Ft{u) N F~(u) est évidente. Soit z € F¥(u) N F~(u).
Nous avons a la fois u(z) = = et u(x) = —z. Par conséquent,
T = —x, ou encore 2z = (g, d’ot l'on déduit z = 0g. On a
done Fr(u) N F~(u) C {0g} et finalement

Fr)nF(u) = {0g).

e Montrons ensuite que £ = FT(u) + F~(u). Ici encore, Uinclu-
sion F*{u) + F~(u) C E est évidente. Soit v € E. Ecrivons
astucieusement

1 1
z = glu(@) +a] + Slw —ul=)], (2.10)
et calculons en utilisant la linéarité de u,

ulglule) + ] = 5 [ulu(a)] + 3u(a)] = 3 (o w)(w) + Fu(a),
puis compte tenu de v ou = Idg,
1 1 1 1
u[i[u(:c) +a]] = 3%+ Eu(w) = E[u(:c) + .
Ainsi,

%Eu(ﬂ:) +z] € F*{u).

On démontrerait de maniére analogue, mutatis mutandi, que
1
E[:r —u(x)] € F~ (u).

La relation 2.10 montre alors que x est somme d'un élément de
Ft(u) et d'un élément de F'~(u), ce qui signifie que x est un
élement de FH{u) + F~ (). On a donc

EC Ft(u) + F(u),

et finalement
E= F*(u) + F~(u).
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Nous pouvons donc conclure 4
E=F*u) o F (u).

{(b) & Montrons d’abord que u est linéaire. Soient = et 2’ des éléments
de E qui s'écrivent de maniére unique z =y+zet &’ =y + 2,
avec 4,4 € F et 2,2/ € G. Alors, x + 2’ s'écrit de maniére
unique

z+d =(y+y)+(z+72),

avecy + 1 € Fet 2+ 2 € G. Par suite,
w(z+2) =y+y — (2+2) = (y—-2)+ (' — &) = ulz) +u(z).
De plus, si A € R, Az s’écrit de maniére unique
Az = Ay + Az,
avec Ay € F' et Az € G. Par suite,
w(Az) = Ay — Az = Aly — 2) = du(z),

ce qui prouve la linéarité de u.

* Montrons ensuite que u est une involution. Soit ¥ € F. Avec
les mémes notations que ci-dessus, calculons en utilisant la dé-
finition de u

(wou)(z) = ulule)] = uly - =y—(-x) =y +z=2.
On a donc bien
wou=Ildg.

s Montrons enfin que Ft(u) = F. Soit = un élément de F+(u)
qui s’écrit de maniére unique &z = y+z avecy € Fet 2 € G. On
a alors u(x) = x, soit y — z = y+ z, d'ott Pon déduit 2z = O et
donc z = 0g. Par suite, £ = y ce qui signifie que & € F et prouve
Uinclusion F*(u) C F. D'autre part, si y € F, la définition de
u nous donne u(y) = y, ce qui montre que y € F*(u) et prouve
que F C F*(u). Finalement,

Ff{u)=F.
On démontrerait de la méme maniére, mutatis mutandi, que

F~(u) = G.
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Exercice 31 Soit E un espace vectoriel sur K. On dit gu’un endomorphisme
p de E est un projecteur, sipop=p.

1. Soit p un projectenr de E.
(a) Montrer que si z € Im(p), alors p(z) = z.

(h) Montrer que
E = Ker(p) @ Im(p).

2. On suppose ict que K =R. Swient p et g des projecteurs.

{a) Montrer que la relation
pog+gop=0gpg
est éguivalente aur relations
pog=gop="0gm.

(b) Montrer que p+q est un projecteur si et seulement si les relations
pog=gqop="Ugg sont vérifices.

(c) Montrer que si p+ q est un projecteur, alors
Im(p+q) = Im(p)+Imlq) et Ker(p+q)= Ker(p)NnKer(q).

{d) Montrer que sipogq=qop, poq est un projecteur.
(e} Montrer que si pog=gop, alors

Im(pog) = Im(p)NIm{g) et Ker(pog)= Ker(p)-+ Ker(q).

Solution —
1. Soit p un projecteur de E.

{(a) Soit x € I'm(p). 1l existe alors t € E, tel que 2 = p(t). Par suite,
puisque par hypothése pop =p,

plz) = plp(t)] = (p o p)(#) = p(t) = 2.

(b} * Montrons d’abord que Ker(p) N Im(p) = {0g}. 1l est clair
que Vinclusion {0g} C Ker(p) N I'm(p) est vérifice. Soit  un
élément de Ker(p)Nim(p). On a donc p(x) = Og, et d’aprés (a},
p(z) = z. Done, © = O et Ker(p)Im(p) C {0g}. Finalement,
on a bien

Ker(p) 1 Im{p) = {0}
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¢ Montrons ensuite que E = Ker(p) + Im(p). 1l est évident que
I'inclusion Ker(p) + I'm(p) C E est vérifiée. Soit « € E. Ecri-
vons

z = [z — p(x})] + p(z). (2.11)
Puisque p est un projecteur, on a
plz—p(z)] = p(z)—-pip(z}] = p(z)—(pop}(z) = plz)—p(z) = Og,
ce qui prouve que & — p(x) € Ker(p).
D’autre part, il est clair que p(z) € I'm(p). Par suite, la relation
2.11 montre que & est somme d’un élément de Ker(p) et d’'un

élément de I'm(p), ce qui signifie que 2 € Ker(p)+Im(p). Done,
E C Ker(p) + Im(p) et finalement,

FE = Ker{p) + Im(p).
Nous pouvons denc conclure 3
E = Ker(p) @ Im(p).

2. Soient p et g des projecteurs.

(a) Sipog=gqop=_0gg, il est clair que po g+ gop =0zx.
Réciproquement, supposons que

pogtgop=_U0gp. (2.12)
Nous en déduisons, en composant & gauche par p :
po{pog+gop) =polgg), s0it popog+pogop=~0gm,
puis, p étant un projecteur,
pog+pogop=_0gg). (2.13)
Composons de nouveau par p, mais cette fois & droite. Il vient :
(pog+pogep)ep = Ozmyop,, soit pogop+pogopop =0 g,
puis, p étant toujours un projecteur,
pogop+pogop=0gp, soit encore 2pogop= Uz,
d'oti pogop = Uz (g). En portant ce résultat dans 2.13, on obtient

po g = Ugg), puis, en portant ce dernier résultat dans 2.12, on
abtient g op = Opay.
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L’application p -+ g étant un endomorphisme, pour que p + g soit
un projecteur, il faut et il suffit que (p+g)o (p+¢q) =p+ ¢, soit :

popt+pogtgopt+gog=p+gq.
Puisque par hypothése p et g sont des projecteurs,

ptpoegtgoptg=p+q,

soit, aprés simplification, po g+ gop = 0z¢m.
Nous pouvons donc conclure, en utilisant la question précédente
que p+ ¢ est un projecteur si et seulement si pog = gop = Oy,

Supposons maintenant que p + g soit un projecteur.
* Montrons que Im(p + ¢) = Im(p) + Im(qg).
- Soit & € Im(p+ g). I existe alors t € Imip+ g) tel que l'on
ait = (p+ ¢g){t) = p(t) + ¢(¢), ce qui montre clairement que
x € Im(p} + I'm(g). Par suite,

Im(p+ q) C I'm(p) + Im(q).

— D'antre part, si & € I'm(p) + Im(g), il existe y € Im(p) et

z € I'm(q) tels que x = y + z et par conséquent, il existe

t € E tel que y = p(£) ainsi que u € F tel que z = g(u). Par
suite,

z =p(t) + qu). (2.14}

On en déduit
plz) = plp(t) + q(u)] = plp(t)] + plg(u)]
= (pop}(t) + (poq)(u) =p(f) + (pog)(u).

Or, par hypothése, p 4 ¢ est un projecteur. Donc d'aprés ce
qui précéde, pog = Oggy. Finalement, p(z) = p(t). De méme,
on a gop = Uz g), et donc

g(z) = glp(t) + g(w)] = ¢lp(t)] + gqlg(w)]
= (gop)(t) + (go @)(u) = (gop)(t) + g(u).

Comme on a aussi g op = Oggy, on en déduit g(z} = g(u).
La relation 2.14 g’écrit, alors

z = p(z) + q(z) = (p+ g)(=),
et donc x € I'm{p + g). Par suite,

Im(p) + Im(g) C Im(p+q).
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Nous pouvons conclure 4
Im(p+q) = Im(p) + Im(q).

« Montrons que Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q).
- Soit z € Ker{p)NKer(q). On a donc p(z) = 0g et q(z) = 0g,
d'on (p+4g)(z) = p(x)+g(x) = 0g+0g = Og, ce qui implique
z € Ker(p+q), et donc

Ker(p)n Ker(q) C Ker(p-+q).
— D’autre part, si z € Ker(p+q), on a (p+g)(z) = 0g, soit :
p(z) + g(z) = Op. (2.15)
Nous en déduisons
plp(x} + g(z)] = p(0p) = O,
soit encore
plp(z)] + plg(z)] = 0, ou (pop)(z)+(pog)(z) =0z
Or, puisque p + ¢ est un projecteur, pog = Oz Par suite,

(pop)(z) = Og, soit p(z) = Og, ce qui montre que z € Ker(p).
La relation 2.15 entraine également

glp(z) = q(z)] = ¢(0g) = O,
s0it
glp(z)] + ¢lg(z)] = 0r, ou (gep)(z)+(goq)(x) = 0x.

Compte tenu de g o p = Oggy, on obtient (g o ¢)(z) = Og,
soit g{x) = Og, ce qui montre que x € Ker{q). Ainsi, = est
élément de Ker(p) N Ker(g) et donc

Ker(p+q) € Ker{p) N Ker{q).
Nous pouvons donc conclure a
Ker(p+ q) = Ker(p) N Ker{g).
{c) Supposons maintenant que pog=gqgeop. On a:
pogoepog=popoqgeg=poq,

ce qui prouve que p ¢ g est un projecteur.

(v) Supposons encore que pog=gop.
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e Montrons que Imipog) = Im(p) N Im(qg).
- Soit z € Im(po g). Par conséquent, Il existe ¢ € F tel que

z = (peoq)(t) =pla(t),
et il est clair que x € I'm(p). Puisque pog = gop, on a aussi
z = (gop)(t) = alp(t)],

ce qui montre que ¥ € I'm(g). Finalement, x € Im{p)"Im(q)
et Im(p o g) C Im(p) N Imig).
- D’autre part, si z € Im(p)NIm(g), on déduit de la Question
1.(a) que p(z) = x et g(z} = x. Par suite,
pla(z)] = p(z), soit (poq)(z)=p(z) ==

Done, z € Im(pog) et Uinclusion Im(p)NIm(q) C Im{pog)
est vérifiée.
Nous pouvons done conclure &
Im(poq) = Im(p) N Im(q).

e Montrens que Ker(peg) = Ker(p) + Ker(g).

— Soit x € Ker(pog). On a donc (pe q)(z) = 0g, soit encore
plg(z)] = Og, ce qui montre que ¢(z) € Ker(p). Ecrivons
alors judicieusement

z = q(z) + [z — gl)],
et montrons que z — g(x) € Ker(g). En effet,
glz—g(z)] = g(z)~qle(z)] = a(x)—(gog}(z) = q(z)—a(z) = Op.

Il en résulte que = est la somme d'un élément de Ker(p)
et d’un ¢lément de Ker(g). Donc, = appartient & Ker(p) -+
Ker{q), d'ou :

Ker(pogq) C Ker(p) + Ker{g).

— D’autre part, si z € Ker(p) + Ker(q), il existe y € Ker(p)
et z € Ker(qg), tels que £ = y + 2. On a donc p(y) = Op et
g(z) = Og. Calculons maintenant

(poa)(z) = pla(z)] = pla(y + 2)] = pla(y) + a(z)]
= plg(y) + 0&] = pla()] = (po )(w)
= (gop)(¥) = alp(y)] = ¢(0) = O%.

Par suite, z € Ker(pog) et Ker{p) + Ker(q) C Ker(pog).
Nous pouvons donc conclure &

Ker(p+q) = Ker(p) N Ker(g).
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lixercice 32 Soit B un espace vectoriel sur K. Sotent o, € K, a £ 3 et
i un endomorphisme de E lel que

(‘l.', — OtIdE') o] (u - ,BIG!E) = Oﬁ(E). (216)
L. On pose
_u—aldg ot _u—pBldg
T h-a T e TE

Montrer que p et g sont des projecteurs de F.1
2. (a}) Ezprimer u en fonction de p et q.
{b) Pour n € N*, exprimer u™ =youo..ouy en fonction de p et q.
n fois
4. Montrer que si aff £ 0, u est un automorphisme. Ezprimer alors u™'
en fonction de p et g.

Solation —
1. Faisons d’abord les remarques suivantes :
o Il est clair que I'hypothése 2.16 implique

¢ D'autre part,

u— Bldg LU —aldg _ (u— Bldg) o (u — aldg)

PT T8 "Tha (a-B)F-a)
_uonu—fu—ou+tfoldg  (u—aldg)o (u—Bldg)
B (a-B)(B-a) B (a-8)(B-a)
_u—afdgou—ﬁfdf;_ o
- ,8'*(1 afﬁ =pog

Nous avons donc également
qgop = Oup)- (2.18)
s Calculons de plus
u—Bldp _ (a—B)Idg — (u— Bldg)

Idp —q=1Idg —
E—q B my: o
aIdE—ﬂIdE—u—l—,BIdE_aIdE—u_u—aIdE
B a—g T a-f  B-a
Par conséquent,
IdE —qg=p (2.19)

I. On pourra se référer & I'Exercice 31.
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¢ Enfin
_ u—aldg (f—alde—(u—oldg)
Idg —p=1Idg e .
_Bldg—aldg—u+aldg Bldg—u u—Bldp
- B—a  B-a a-8
Par conséquent,
Idg-p=agq. (2.20)

11 est alors aisé de montrer que p et ¢ sont des projecteurs. En effet :
pop=po(lde—g)=p—pog=p— 0 =p

et gog=gqo(ldg—p)=qg—qop=¢—Ogp =a

2. (a) Nous avons

Bu— Baldg au —afldy afldg —ou
= t = = .
Bp Foa 0 oy 7
Par suite,
_ Bu—Paldg  ofildg—au Bu—ou
Bp+ag= o + 7o i =1
En définitive,
u = fp+ ag. (2.21)

(b) Soit n € N*. Montrons, par récurrence sur n, que
u* = f"p+ g,
~Pourn=1,0onadéjavuquen =u=4g8p+ag=74p+ale
— Supposons (hypothése de récurrence) que la propriété soit vé-
rifiée au rang n— 1, i.e. u™ ! = " 1p+ o™ 1g. Alors, puisque

pog=gop=_0gg,

W =u"Tou=(8"""p+a g) o (Bp+ ag)
=f"pop+a™Bgop+ " lapogt+atqog
= fA"p+ aq,

ce qui achéve notre récurrence. On a donc bien, pour n € N* :

uw' = {%p+ a’q. (2.22)
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3. On suppose ici que aff # 0. L’hypothese 2.16 s'écrit encore

oy — o — fu+ aflde = Oypy,

s0it
vo{u—aldg — fldg) = —afldg,

et puisque af # 0,

u—aIdE—,BIdE
Yo —m—m——— =
_aﬁ

11 est ensuite facile de vérifier que 'on a aussi

Idg.

u—aldg — fldg o
_a‘B

Ces deux derniéres relations assurent que u est bijective et que sa
bijection réciproque n'est autre que

'LL=IdE.

_i u—aldg— pgldg
yl=e—— =
—ap

Ecrivons maintenant, en tenant compte de 2.21,

-1 _ PBpteq—aldg —pldg  flp — Idg) + a{y — Idg)
- —af N —af3

U

Or, Idg —p=g et Idg — ¢ = p. Donc

wlo—Pa-op_Potop_ pa ep_a p
—-af af o off o B
ou encore
wl=p"p+alg
La formule 2.22 reste done vraie pour n = —1.

lixercice 33 Soit E un espace vectoriel sur R et soif [ un endomorphisme
e K tel que

fof+10f+1001dg = O (2.23)

Svit z € B, z # 0g. Montrer que {z, f(x)} est une partic libre.
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Solution — Soit z € E,  # O et solent A et 4 des nombres réels tels que
Az + pf(z) = Op. (2.24)

Nous avons nécessairement 4 = 0, car si p 7 0, la relation 2.24 implique
flo) = —%Lsc, et par suite

(f o f +10f + 1007 dg)(z) = flf(@)] +10/(z) + 1000

2 10A
= %m — —z + 100z
. t
A 10A
= (= — — + 100)z.
Gr == 100

Compte tenu de 'hypothése 2.25, on aurait donc

A2 10X
= — == +100)z = Og;,
(ug m )
d’ot, puisque z # 0,
X2 10A
— - 104 +100=0.
u p

Cette derniére relation signifie que le nombre réel —ﬁ est un zéro du poly-
néme
X? 4 10X +100.

Or, ce polynéme ne posséde pas de racine réelle puisque son discriminant
A = —300 est strictement négatif. Nous avons donc bien g = 0. La relation
294 g'écrit alors Az = 0z. Or, x # 0g, done A=0.

En définitive, {x, f(#)} est une partie libre.

Exercice 34 Soit E un espace vectoriel sur R el soit f un endomorphisme
de E tel que

fof—5f+6ldg=0cz) (2.25)

Montrer que
E= KE’!"(f — QIdE) & Ker(f - 310!}3)
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Solution — Tout d’abord, il est facile de vérifier que
(f—2Idg)o(f—3Idg)= fo f—5f+6Idg = Dg, (2.26)
et (f—3ldg)o(f—2Idg)=fof—-56f+6ldp=0g. {(2.27)

+ Montrons que
E=FKer(f —3Idg) + Ker(f — 2Idg).

11 est clair que Ker(f — 31dg) -+ Ker{f —2Idg) C E. Inversement, en
remarquant que

(f —2Idg) — {f — 31dg) = Idg,
il apparait que tout élément x de E s'écrit
z = (f — 20dg)(z) - ( — 31de)(a). (2.28)
Remarquons encore que
Im(f — 21dg) C Ker{f — 31dg).

En effet, si y est un élément de Im(f — 2Idg), il existe = € E tel que
y = {f — 2Idg){z), Lo, & l'aide de la relation 2.27

(f —3Idg)(y) = (f — 3Idg)|(f — 2Idg)(x)]
=[(f - 31dg) o {f — 2Idg)|(z) = U,

ce qui prouve notre inclusion. Par suite, pour tout z € E,
(f — 2Idg){z) € Ker(f — 3Idg).

De méme, la relation 2.26 implique
Im(f —3Idg) C Ker(f — 2Idg),

d’on 'on déduit que pour tout = € E,
(f —31dg)(z) € Ker(f — 2Idg).

La relation 2.28 exprime alors que tout élément de F est la somme
d’'un élément de Ker(f — 3Idg) et d'un élément de Ker(f — 2Idg),
d’ol Finclusion

EC Ker(f —31dg) + Ker(f — 21dy),
et finalement

E = Ker{f —3Idg) + Ker(f — 2Idg).
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¢ Montrons que
Ker(f —3Idg) N Ker(f — 2Idg) = {Or}.
E’inclusion
{0g} C Ker(f -3Idg)NKer(f —2Idg) C E

est évidente. Inversement, soit € Ker(f — 31dg) N Ker(f — 21dg).
Nous avons donc 4 la fois

(f—3Idg)x)=0g et {f—2Idp)(z)=0g,
ce qui s’écrit encore
Flz) =3z et f(z)=2z.
Nous en déduisons 3z = 2z, ce qui implique & = 0g. Ainsi, l'inclusion
Ker(f — 3Idg)n Ker{f — 2Idg) C {0}
est avérée et finalement,
Ker(f —3Idg) N Ker(f — 2Idg) = {0g}.
Nous pouvons done conclure &

B =Ker(f —2Idg) ® Ker{f — 3[dg).

Exercice 35 Soit E un espace vectoriel sur K. Sotent u, v et w des endo-
morphismes non nuls de F, tels que

sovow=0gm.

Montrer que deus au moins de ces endomorphismes ne sont pas bijectifs.

Solution —
o Supposons u bijectif (i.e. u est un automnorphisme} et notons u~! 1'au-
tomerphisme réciproque. La relation wo vow = Og(gy implique alors :

u_louovow=u_100£w) soit vow = 0ngm. (2.29)
Montrons que v et w ne sont pas bijectifs. Pour ce faire, raisonnons
par V'absurde en supposant par exemple que v soit bijectif. Notons v—!
Pautomorphisme réciproque de v. La relation 2.75 implique

vlovow=1v"lo Ogemy soit w=0gpy,
ce qui contredit I’hypothése. L’endomorphisme v n’est donc pas bijec-
tif. De méme, si nous supposons que w est bijectif, un raisonnement
analogue conduit aussi & une contradiction. Par suite, w n’est pas non
plus bijectif. Le résultat annoncé est donc prouvé dans ce premier cas.



2.2, EXERCICES 7

s Supposons maintenant que u n’est pas bijectif, et distinguons encore
deux cas.
- L'endomorphisme w n’est pas bijectif. Dans ce cas, il n'y a rien &
démeontrer.
— L'endomorphisme w est bijectif (i.e. w est un avtomorphisme). En
notant w~* automorphisme réciproque de w, 'hypothése de I’énoncé
uwovow = Ogg) implique

1

uovcwow*:ﬂqg)ow* soit uow =0z (p)- (2.30)

Ceci entraine encore que v n'est pas bijectif. En effet, si v était
bijectif, la relation 2.30 impliquerait

wovoy *= Ocim v soit w= 0z¢E):

ce qui est contraire & hypothése. Ainsi, v n'est pas bijectif. Le ré-
sultat annoncé est donc encore prouvé dans ce cas.

Exercice 36 Soient E un espace vectoriel sur K et u un endomorphisme
de E. On suppose qu’il exisie un ef un seul endomorphisme v de E tel que
wov = Idg. Montrer que u est un aufomorphisme.

Solution — De I'hypothése
wov = Idg, (2.31)

nous déduisons :
wovou=JIdgou.

['nisque Idg o u = u = w o Idg, ceci implique
uwovou=ucldg,
ce qqui g’écrit également
woveu—uveldg =0gp, soit uo(vou—Idg)=0ggm.
{'nleulons alors, en utilisant ce qui précéde
nn(vtvou—Idg) =uov+uc(vou—1Idg) =uov+0gg =ucv=Idg.

I"uisque par hypothése il n’exisie qu'un et un seul endomorphisme v de ¥
el que wov = Idg,

v+vou—Idg =v, soit vou—Idg=0gp.

I'tnalement,
vou=Id. (2.32)

s relations 2.31 et 2.32 prouvent que "application u est bijective ef que sa
hijerlion réciproque n'est autre que v. C’est donc un automorphisme.
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Exercice 37 Soit E un espace vectoriel sur K. Soient u et v des endomor-
phismes de E, tels que Idg — w o v soit un automorphisme. Montrer que
Idg —vou est également un eutomorphisme et déterminer (Idg —vou)™!.

Solution — Par hypothése, Idg —uo v est bijective. Pour simplifier, notons
w sa bijection réciprogue. On a donc :

(Idg —uov)ew=Idg =wo (ldg —uow).

De la relation
(Idg —uov)ow=1Idg, soit w—ucvow=Idg,
nous déduisons en composant & gauche par v :
vow—vouovow=1yv, sot (fdg—vou)ovow=nu,
puis, en composant a droite par u,
(Jdg—vou)ovowou=vou.

En ajoutant fdg & chaque membre de cette relation, il vient :

(Idg —vou)ovowou+Idy —vou=Idg,

et enfin
(Idgfvou)o(vowoquIdE) = Idg.

Ceci prouve que I'dg — v o u posséde un inverse 4 droite pour la loi o qui est
vowou+ ldg.

Montrons maintenant que v o w o u + Idp est aussi inverse & gauche de
Idg — v ou pour la loi o. Calculons pour cela :

(vewou+Idpg)o (Idg —veu)=vowcu—vowouovou+Idg—vou
=(voew—vowousv—nu)ou-t Idg
=[vow(ldg —uov) —v]ou+ Idg.

Or, par hypothese, wo (Jdg —u o v) = Idg. Done,
(vowou+lIdg)o(Idg—vou) = (voldg—v)ou+Idp = Ogg + Idg = Idg.

I en résulte que Idg — v ¢ u est bijective, autrement dit que Idp — v o u est
un automorphisme dont I'automorphisme réciproque est

vowou+Idg =vo(Jdg —uov) tou+ Idg.
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Applications linéaires en dimension finie

Exercice 38 Soit f Papplication de R* vers R® définie en poseni pour tout
w=(&n) CR;

Fla) = (£ + 29, —26 -+ 3, & + 1, 3 + 5y, —€ + 2n).

1. Montrer que [ est linéaire.
2. Déiermaner Ker(f). L'application [ est-elle injective ?
8. Quelle est la dimension de Im(f} ¢ Lapplication f esi-elle surjective ¢

Solution —
1. Soient z = [£,n),x’ = (£',7) € R? et X € RB. On vérifie trds aisément
que
Fao+a) = fl@) + f(") et ) = Afla),
ie détail des calculs étant laissé au lecteur.
2. Soit = (£, 1) € Ker(f). On a donc f(z) = Ops, soit
(€~ 20, —26 4 3n, £ + 4,36 + 5, ~£ + 29) = (0,0,0,0,0),
ou encore :
E+2n=0
—2£+3n=0
£+n=0
3+55=0
—£+2n=0.
Il est facile de voir que ce systéme admet pour unique solution le couple

(€,m) = (0,0). Par suite 2 = Opa ce qui entraine Ker(f) C {Op2}.
L'inclusion {02} C Ker(f) étant évidente, on a

Ker(f) = {0},

ce qui impligue que f est injective.
3. Le théoréme du rang s’écrit

dim(R?) = dim[Ker(f)] + dim[Im(f)], soit 2 = 0+ dim{Im{f)].

Par suite, dim[Im(f)] = 2. Il est alors clair que f n'est pas surjective,
puisque si c’'éfait le cas, on aurait nécessairement dirn[Im(f)] = 5.
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Exercice 39 Dans le R-espace vectoriel R®, on note -
€1 = (1101 0)1 €1 = (0: 1)0)& €3 = (01 0’ 1):

les vecteurs de lo base cononique et on définit application f de R® vers
lui-méme, en posant pour tout vecteur © = (£1,&,&3) de B3 :

flz) = (361 — & + &)er + (481 — Lo + 26a)es + (28 + o)es.

1. Montrer que f est un endomorphisme de R,

2. On pose ¢ = e1 + 2e3 — ey. Caleuler fler), fle2), fes) et f(a). En
déduire une base et la dimension de Ker(f), ainsi qu’une bose et la
dimension de Im(f).

3. Monlrer gue
Ker(f) ® Im(f) =R
4. On pose F = {z € B® f(z) = &}. Montrer que F est un sous-espace
wvectoriel de RS,

5. Montrer que fie1), fes) et f(es) sont des éléments de F. En déduire
gue F = Im(f).

6. Montrer que f est un projecteur de R3.2

7. On considére les applications
1
g=f+Idps et h=IdR3—§f.

Montrer que g et h sont des automorphismes de R3.

Solution —
1. La vérification de la linéarité de f est laissée au lecteur.

2. Calculons :
flel) = 3e; +dea — 2e3, flea) = —e1—ea +e3, [fles) =er + 2e
Par suite,

fla) = fle1 + 2e2 —e3) f(er) + 2f(e2) — fles)
=3e; +4ey — 2e3 —2e; — 2es + 263 — €1 — 283 = ORS‘

11 en résulte que a € Ker(f).

2. On rappelle qu'un projecteur est un endomorphisme f qui satisfait fo f = f (aft
Excrcice 31).
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* Nous allons montrer que Ker(f) n’est autre que le sous-espace vecto-
riel de R® engendré par {a}. Puisque a € Ker{f), nous pouvons déja
dire que Vect{{a}) C Ker(f). Inversement, considérons un élément
z =161+ Laeg + Eze3 € Ker(f). On a f{z) = Ops, soit

(881 — &+ E3)er + (461 — &a + 283)en + (—261 + £a)es.

Puisque {e1, €2, €3} est une partie libre, ceci implique

3 —L+&=0 (1)
46 —€a+25=0 (2)
—26 +& =0. (3)

De {3), on tire £» = 2£1, ef en portant dans (1),on obtient & = —£;.
Par suite,

z=2*fe +261es — E1ez = 51(31 + 2ey — 83) = {14,

ce qui montre que z € Veet({a}), et donc que Ker(f) C Vect({a}).
Finalement,

Ker(f) = Vect({a}).

D’autre part, a # Opea, donc {a} est une partie libre. Pour conclure,
{a} est une base de Ker(f) et dim[Ker{f)] = 1.
¢ Le théoréme du rang nous permet d’écrire

dim[Im(f)] = dim(R%) — dim[Ker(f)] =3 -1 =2,

Pour obtenir une base de I'm( f), il suffit alors de trouver dans I'm(f)
deux vecteurs linéairement indépendants. Par exemple, il est clair
que c'est le cas de

f(el) =3e; +dey — 2e3 et f(€2) = —e] — €3 + e3.

Par conséquent, {3e1 + 4deg — 2e3,—ey — e + e3} est une base de

Im(f).

4. Montrons que Ker(f) N Im(f) = {Ops}. Il est clair que I'inclusion
{Ogs} C Ker(f)NIm(f) est vérifice. Inversement, soit = un élément
de Ker(fYN Im(f). Puisque = € Ker(f), il existe A € R, tel que

T=Aa soit == Aei + 2hes — Aes. (2.33)
Puisque & € Im(f), il existe u et v dans B tels que

z = p{3e1 + dea — 2e3) + v{—e1 — e3 + e3)

= (Bu~ver+ (du—ver + (=2u + v)es. (2:34)
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L’unicité de ’écriture d’un vecteur sur une base conduit alors &

Jpu—v=>x 4
dpp—p =21 (5)
—2u+v=-Xx{6)

En ajoutant {4) et (6), on tire 4 = 0, d’olt, en portant dans (4) et
(5),

—v=Ax (7

—-v=2\ (8)

Les relations (7) et (8) conduisent alors & A = 0, d’olt = = Ops, et
done

Ker(f)N Im(f) C {Ops}.
Finalement,

Ker(f)NIm(f) = {Ogs}.

e Montrons que Ker(f) + Im(f) = 3. Nous avons établi que
dim[Ker(fYNnIm{f) =0
La formule de GRASSMANN permet donc d’écrire :
dim[Ker(f) + Im(f)]=1+2-0=3,
ce qui nous permet d’affirmer que
Ker(f)+ Im{f) =R%
En définitive, on a bien
Ker(f) ® Im(f) = r%.
4. Remarquons que l'ensemble
F={zc® f(z) =z}
peut également g’écrire
F={z e ®%(f - Idgs)(z) = Ops}.

Ce faisant, il apparait que I n’est autre que le noyau de ’application
linéaire f — Idps. C'est donc & ce titre un sous-espace vectoriel de RY,
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5. Calculons, en utilisant les résultats précédents :
Flf(e1)] = f(3e1 + dex — 2e3) = 3f(e1) +4F{e2) — 2f{e3)
= 3(3e1 +4es — 2e3) + 4(—e1 — e2 +e3) — 2(e1 + 2e2)
= 3e; + deg — 2e3 = f(e1).
Flflea)] = f—e1 —e2 +e3) = — fler) — flea) + f(ea)
= *(381 + deqg — 263) — (*61 — €2 + 63) -+ (61 -+ 262)
= —e1 — ez +e3 = flez).
Fif(es)] = Fler + 2e2) = Fler) + 2f(ea)
= 3e; +4eg — 2e3 + 2{—e; — a2+ e3)
= e +2ez = f(es).
Par suite, f(e1), f(e2) et f(es) sont bien des éléments de F. Nous
en déduisons en particulier que Vect({f(e1), f(e2)} < F. Or, nous
savons que {f{e1), f(e2)} est une base de Im(f), ce qui implique
que Vect{{f(e1), fle2)} = Im{f). Nous pouvons donec affirmer que

Im(f) € F. Inversement, si x € F, x = f(z), donc = € Im(f). Par
conséquent, F' € I'm(f). Finalement,

F=Im(f).
6. Pour montrer que f est un projecteur, il suffit d’établir que
fof=/
Soit x = £1e; + £ze3 + £3e3 € R, Lapplication f o f est linéaire et
d’aprés les calculs de la question précédente, on a
(Fofier) = fler), (fof)lea) = flez), (fof)les) = fles)

Par suite,

(fo A@)] = (f o F){&ier + Laea + £3e3)]
= &i(f o filer) + &2(f o filez) + &s(f o fiea)]
=&1f{e1) + & flez) - & fles)]
= f&1e1 + &aea + Lze3) = flz),
ce qui prouve bien que f o f est un projecteur,

7. Pour montrer que g = f 4 Idg et h = Idg — %f sont des automor-
phismes, il faut prouver leur bijectivité. Remarquons que

goh={f+Idgs) o (Tdga — 5f) = f ~ 5o f + Tdga — 5
1 1
— f = 5f +Idgs — = f = Tdgs.

Un calcul analogue conduit a ho g = IdIR;3‘ ce qui prouve que h et g
sont bijectifs, que A=g et g =hL
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Exercice 40 On définit Uapplication f de R® vers lui-méme, en posant pour
tout vecteur T = (&,n,¢) de B® ;

f@) = (V2 E+¢V2Zn+E+m).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.
2. On posea = (1,—1,+/2). Calculer f(a). En déduire une base de Ker(f)
et déterminer la dimension de Im(f).
3. {a) On pose
F={xeR?flz) =2z}
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R® et en déterminer
une base.

{b) On pose
G = {z € R% f(z) = -2z},
Montrer gue G est un sous-espace vectoriel de R® et en déterminer
une base.
4. Montrer que
Im(f}=FadG.

5. Montrer que
R? = Ker(f) & Im(f).

L’endomorphisme § est-il un projecteur 23

Solution ~
1. La vérification de la linéarité de f est laissée au lecteur.

2. Calculons
fla) = F(1,=1,v2) = (=2 + V2, -2+ 2,1 - 1) = (0,0,0).

1l en résulte que a € Ker(f).

e Nous allons montrer que Ker({f) n’est autre que le sous-espace vecto-
riel de B? engendré par {a}. Puisque a € Ker(f), nous en déduisons
que Vect{{a}) € Ker(f). Inversement, si x = (£,n,() € Ker(f), on
a f(x) = Ops, soit

(—VZE+{V2n+(E+7)=(0,0,0),

W O enppelle qu'un projecteur est un endomorphisme f qui satisfait fo f = f {ef.
Ewwteien 31,



2.2. EXERCICES 85

—V2E+(=0 (1)
ouencored V2 p+(=0 (2
£+n=0. (3)

De {3), on tire 5 = =&, d'ot, & L'aide de (2), ¢ = v/2¢. Par suite,
o= (56 V2) = €1, -1,V2) =

ce qui montre que x € Vect({a}), et donc que Ker(f) C Vect({a}).
Finalement,

Ker(f) = Vect({a}).

D’autre part, @ # Ops, donc {a} est une partie libre. Pour conclure,
{a} est une base de Ker(f) et

dim[Ker(f)] = 1.
¢ Le théoréme du rang nous permet d’écrire
dim[Im(f)] = dim(R*) — dim[Ker(f)l =3-1=2.
3. (a) Remarquons que I'ensemble
F={x eR®% flz) = 2z}
peut également s’écrire
F={zeR*(f - 2Idp:)(z) = Ops}.

Ce faisant, il apparait que F' n’est autre que le noyau de lappli-
cation linéaire f — 2Idps. C'est donc & ce titre un sous-espace
vectoriel de R*. Siz = {£,n,() € F, on a f(z) — 2z = O, soit

—V2¢e4+¢-26=0 (6)
VZn+¢—2n=0 (7)

Etn-20=0 (8)

.t 2-42 c _2+V2
De(6),0nt1re§—2+\/§m 3  etn= 5 ¢.
Par suite,

V2 YR = o2 =,

ot b= (%C, 2—'*'2£,1). Donc z € Vect({b}), et £ C Vect({d}).
Inversement, calculons

(_ﬂ2)2_2ﬁ+1,ﬁ2+ﬁ+1,2_2ﬁ+ 2+2\/§)

—(2-V3,2+v2,2) =2(2 ‘/_2+2‘f 1) = 25,
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ce qui prouve que b € F' et que Vect({b}) C F. Finalement,
F = Vect({b}).

D’autre part, b # Ops, donc {b} est une partie libre. Pour conclure,
{b} est une base de F et

dim(F) =1.
(b) De méme,
G = {z € R% (f + 2Idps)(x) = Oga}

est le noyau de Papplication linéaire f+ 27 dRs. C’est donc égale-
ment un sous-espace vectoriel de B3, A l'aide d’un caleul en tout
point semblable au précédent, on démontre que G = Vect({c}),

ol ¢ = (3@, @, 1), que {c} est une base de G et donc que
dim(G) =1.

4. » Montrons que #'NG = {0ps }. L'inclusion {Ops} C FNG est triviale.
Inversement, si x € FNG,onaalafoisz=2re z=—-2z, doi
2z = —2x, ou encore 4z = Opa d'oit z = Ops. Done F NG C {Opa}-
Finalement,

FnGg= {ORS}'

e Montrons que F 4+ G = Im(f). Siaz € F, on a f(z) = 2z, don
z = 3 f(z) = f(3z). Par suite, z € Im(f) et donc F' C Im(f). De
méme, si ¥ € G, f{z) = -2z, d'ot z = f(—4z). Done, z € Im(f)
et G C Im(f). Nous en déduisons que F'UG C Im{f), d'on

Vect(FUG) C Vect[Im(f}] = Im(f).
Or, Vect(F UG) = F + G (cf. Proposition 5). L’inclusion ci-dessus
g’écrit donc F' + G © Im(f). D’autre part, la formule de GRASS-
MANN nous donne
dim(F + Q) = dim(F) + dim{G) - dim{FNG) =1+ 1-0= 2,

et par conséquent,
F+G=Im(f).

Nous pouvons donc conclure 3

Fa G =Im(f).
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5. « Montrons que
Ker(f)nIm(f) = {Ops}.

Liinclusion {Ops} C Ker(f) N Im(f) est évidente. Inversement, soit
z un élément de Ker(f) N Im(f). Puisque Im(F) = F& G, 1l existe
t€ Fetu€ G tels que z = £+ u. Les résultats obtenus dans la
question 3 nous afirment ’existence de nombres réels o et 3 tels que
t = ab et u = Bc. Par suite, x = ab + Se, et donc

f(z) = af(b) + Bf(c) = 2ab — 28c.
Or, z € Ker(f), ce qui implique f(z) = Ops. Par conséquent,
2ab — 20c = Ops, soit 2ob=28c ou encore ab=fcie f=u.

Sachant que F'N G = {Ops}, nous en déduisons ¢t = u = Ops. N en
résulte que x = Ops, d'ou Ker(f) 0 Im(f) C {Ops} et finalement

Ker(f)nIm(f) = {Ogs}.
» Montrons ensuite que
Ker(f) + Im{f) = R®,

Ici encore, Iinclusion Ker(f)-+Im(f) C R? sst triviale, et la formule
de GRASSMANN nous donne

dimKer(f)+Im(f)=1+2-0=3.
Nous pouvons done affirmer que
Ker(f) + Im(f) = B®
et conclure &

Ker(f) & Im(f) = R

Bien que cette derniére propriété soit vérifiée pour les projecteurs,
elle n’est pas caractéristique des projecteurs.

11 est facile de voir ici que f n’est pas un projecteur, puisque, compte
tenu du fait que b€ F, on a:

Jb) =2b, don f[f{b)] = £(2b) = 2(b) = 2.2b = 4b,

ce qui suffit pour affirmer que fo f # f.
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Exercice 41 Dans le R-espace vectoriel R*, on note :
e1 ={1,0,0,0), eg =1(0,1,0,0), e3 =(0,0,1,0},e4 = (Os 0,0, 1):

les vecteurs de lo base canonique et on désigne par f unigue endomorphisme
de B? tel que

fler) =3e3;  fles) = —3ea +eq; fles) = —3es; fleq) = Ops-

L Siz=(&,nCw) €RY, exprimer f(z) en fonction de £,,( et w.
. Déterminer une base de Im(f). Quel est le rang de f 7

. Donner la dimension de Ker(f) ef en déterminer une base.

T

On pose
a=323es, b=—3ey+eq, c=e1+ ez, d=e4.

Montrer que {a,b,e,d} est une base de R4,

5. Montrer gue
R! = Ker(f) & Im(f).

6. Pour n € N*, on définit f* en posant :
fl=f etpournz2 fi=fof L.

Six=(£,n,¢w) € RY, exprimer f*(x) en fonction de £,7,¢ et w.

Solution —

1. Siz= (£ w)E B*, en écrivant x = £e1 +nes+ (e +weq, et compte
tenu du fait que f est linéaire, on a :

flz) = &f(er) +nfe) + (fea) + wflea)
= £(3es) + n(—3ez + eq) + ((—3es) + w{Opa)
= 3tes — 3nex + neg — 3(e;
= —3nes + (3£ — 3()es + ey,
soit

.f(:c) = (0: _3’7? 3‘5 - 3Cs 77)-

2. Montrons d’abord que

Im{f) = Veet({ f(e1), f(e2)})-
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L’inclusion &vidente {f(e1), f(ea)} € Im(f) implique déja

Vect({f(e1), flez)}) T Vect[Im(f)] = Im(f).

Inversement, soit y € Im(f). Il existe donc z = (£,7,(,w), tel que
y = f(z), soit en reprenant le caleul de la premidre question
y = 3ez — Inex + nes — 3(eg
= (£ — ()(3es) +n(—3e2 + €4},
soit
y={£— O Ffles) +nflez)

Par suite, y € Veet({f(e1), /(e2)}), o Im(f) C Veet({f(er), f(e2)})-
Finalement,

Im(f) = Vect({flel), flea)}).

D’autre part, il est bien évident que les vecteurs f{ei) et f{eq) sont
lingairement indépendants. La partie {f{e1), f(ea)} étant libre et gé-
nératrice de I'm(f), elle en constitue une base. Donc

dim{Im(f)] = 2.
3. Le théoréme du rang nous donne :
dim[Ker{f)] = dim{R") — dim[Im{f)] =4—-2=2.
Remarquons alors que feq) = Opd, et que
fle1) + fles) = 3es — 3e3 = Opa, soit fley +e3) = Opa.

Les vecteurs e4 et €1 + e3 sont donc des vecteurs de Ker(f). Ils sont
visiblement linéairement indépendants et du fait que dim[Ker(f)] = 2,
la partie {eq, €1 + e3} est libre maximale dans Ker(f). Par suite, elle
constitue une base de Ker(f).

A. Pour montrer que {a,b, ¢, d} est une base de R, il suffit de prouver que
c’est une partie libre, puisqu’étant de cardinal 4, elle sera alors libre
maximale dans B*, Soient A, g, v, 7 des nombres réels tels que

Ag + ub + ve+ Td = Opa,

ie.

A(3es) + p(—3e2 + eq) + vie1 + e3) + T{eq) = Opa,

s0it encore

vey — Bueg + (3A + v)eg + (4 + T)es = Opa.
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Puisque {ei,en,e3,e4} est une partie libre,

A=0

=3u=20

3A+v=0

p+T=0
Nous en déduisons alsément A = y = v = 7 = 0, et il est clair que
A=0,u=0 v=0 7=0, satisfont bien au systéme ci-dessus. La
partie {a, b, ¢, d} est donc Yibre et par suite est une base de RY.

5. » Montrons que l'on a

Ker(fynIm(f) = {Opa}.

Il est clair que I'on a {Opa} C Ker(f) N Im(f). Inversement, soit
z € Ker(fYNIm{f). Puisque € Ker(f}, et que d’aprés la question
3, {e,d} est une base de Ker(f), il existe des nombres réels o et
tels que

& = ac+ fd. (2.35)

De méme, puisque z € Im{f) et que d’'aprés la question 2, {a, b} est
une hase de Im(f), il existe des nombres réels v et § tels que

x = ~a -+ Gb. (2.36)
De 2.35 et 2.36, nous déduisons
ac+ fd —ye — 8b = Opa. (2.37)

Or, d’aprés la question précédente, {e,b,c, d} est une partie libre.
La relation 2.37 entraine alors & = 8 = 4 = § = 0, prouvant ainsi
que x = Opa et donc que

Ker(f)NIm{f) C {Op+}.
Nous pouvons donc conclure &
Ker(f) N Im(f) = {Opa}.
o La formule de GRASSMANN, qui s’écrit ici
dim[Ker(fY+ Im{f)] =2+2-0=4,
et l'inclusion triviale
Ker(f)+ Im(f)) c R*
ont pour conséquence
Ker(f) + Im(f) =R

Finalement,
Ker(fYe Im(f) = R
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6. Sizx=(£7,(,w) € B nous avons vu dans la question 1, que
fz) = (0, =37, 3£ — 3, m).
Nous en déduisons donc
() = (0,97, ~9€ + 9¢, ~3n),

puis
£3(@) = (0,-27n, 27¢ — 27¢, —9n).

11 est alors raisonnable de conjecturer que
fn(x) = (0’ (—1)n3n7?, (—1)”713”‘5 + (—1)™37¢, (71)11_13’1_17?)‘

Nous allons le démontrer par récurrence.
- Les calculs ci-dessus prouvent le résultat pour n =1,2,3.
- Supposons (hypothése de récurrence) que

f”(:v) — (0’ (_1)75371.”7 (71)n—13n§ s (71)113“@ (Al)n—13n—1n)‘
Nous en déduisons

Fr () = (0,-3((-1)"3"n), ~3((~1)" 8" + (-1)"8"(), (-1)"3"n)
— (0’ (%1)n+13n+1,q’ (_1)n3ra.+1£ + (_1)n+13n+14, (_l)nsnn)’

ce qui achéve notre démonstration.

Exercice 42 Dans le R-espace vectoriel R®, on considére les vecteurs :
a=1{(0,6,—-1,4), b=(3,3,1,5),

u=(10,0,0), v={1,-1,0,1), w=(0,2,1,0).
1. On désigne par F le sous-espace vectoriel de R? engendré par {a,b}.
Déterminer la dimension de F et en donner une base.

2. On désigne par G le sous-espace vectoriel de R? engendré par {u, v, w}.
Déterminer la dimension de G et en donner une base.

. (o) Montrer que 2v +w = 3{(2b— a).
(b} Monirer que a € G.
{c) Déterminer la dimension de ' G et en donner une base.
(d) Quelle est lu dimensgion de F + G ? A-t-on les relations

R=F+G? Rz=Fa@G?
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4. On définit Vapplication f, de R? vers lui-méme en posant, pour tout
vecteur « = (€,7,(,w) de R* :

F@) = (46 + 20 + 4w, 0,26 + { + 2w, 46 + 20 + dw).

(a) Montrer que f est un endomorphisme.

(b) Déterminer Tmn{f). Quelle est la dimension de Ker(f) ? L'appli-
cation f est-elle bijective ?

(e) Déterminer une base de Ker{f).

Solution —
1. Puisque F' = Vect{{a,b}}, on a dim(F) < 2. Montrons que {a,b}
est une partie libre. Soient X et p des nombres réels tels que Uon ait
Ag -+ ph = Opa, ie.

)\(Da 6: _154) +M(3:3:1: 5) = (030: 0: 0)1

soit
(3p, 6 -+ B, = A + p, 4A + 5p) = (0,0,0,0),

ce qui équivaut &

=0

6A+3u=0
—A+up=0
4h+ 5p = 0.

On en déduit trivialement A = u = 0, et il est clair que A = 0 et
i = 0 satisfont bien au systéme ci-dessus. La partie {a,b} est donc
litre. Nous en déduisons que dim{F} > 2. Finalement dim(F) = 2 et
{a,b} est une hase de F.

2. Puisque G = Vect{{u, v, w}), on a dim(G) < 3. Montrons que {u, v, w}
est une partie libre. Soient A, p et v des nombres réels tels que I'on ait
Au+ v + ve = Opa, de

2(1,0,0,0) + p(1,-1,0,1) +#(0,2,1,0) = (0,0,0,0),
soit
()\ + My —H + 22 + 3”1 V,,U,) = (0!0301 0)3
ce qui équivaut a
A+ pu=0
—p+2A=0
r=20
w=0
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3.

On en déduit trivialement A = p = v = 0, et inversement, il est clair
que A = 0, 4 = 0 et v = 0 satisfont bien au systéme ci-dessus. La
partie {u,v,w} est donc libre. Nous en déduisons que dim{G) > 3.
Finalement dim{G) = 3 et {u,v, w} est une base de G.

(a}

(b)

Un calcul élémentaire donne
2v+w=2((1,-1,0,1)4+(0,2,1,0) = (2,1,1,2)
et

%(21: —a)= -15[2(3,3, 1,5) — (0,6,—1,4)] = (2,0,1,2).

Nous avons donc bien 2v +w = %(Qb —a).

Raisonnons par 'absurde en supposant que o € G. 1l existe alors
des nombres réels o, 3, et v, tels que ¢ = au + Fv + yw, soit

(0, 6, "'174) = (a + 8, -8+ 2, 'Y:)B)a
ce qui équivaut &
a+g=0
B2y =6
v=-1
8=4.
Or, il est clair que ce systéme n’admet pas de solutions puisque

A =4 et v = —1 ne satisfont pas & —5 + 2y = 6. Cette contradic-
tion prouve bien que a € G.

Montrons que la dimension de F NG est 1.
e Pour cela, nous allons commencer par montrer que

dim{FNG) = 1.

Considérons le vecteur z = (2,0,1,2). D’aprés 3a, z = 2v + w,
donc z € G, et z = 3(2b—a), donc z € F. Par suite, z € FNG.
Comme z # 0g, nous en déduisons que dim{F NG} > 1.

e Nous allons maintenant montrer que

dim(FNG) €2

En effet, 'inclusion FNG C F implique dim(FNG) < dim(F),
soit dim(FNG) € 2.
s Enfin, nous allons montrer par 'absurde que

dim(FNG) # 2.

Supposons un instant que dim{F NG} = 2. Nous aurions alors
FnNG = F.Dans ce cas, ¢ qui est un élément de F serait aussi
un élément de F' NG, donc de &, ce qui vient contredire 3b.
L’hypothése dim{F N G) = 2 est donc A rejeter.
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Finalement dim{FNG) = 1 et ]e singleton {z} constitue une base
de FNG.

{d) La formule de GRASSMANN nous donne
dim(F + G) = dim(F) 4 dim(G) - dim(F NG) = 2+3-1=4

Il en résulte donc que F 4- G = g4, Bn revanche, compte tenu du
fait que dim(F N G) =1, égalite F @ G = R* est inexacte.

4. (a) Nous laissons le lecteur écrire la preuve que f est linéaire.

(b) Nous allons montrer par double inclusion, que Im(f) = Vect({z})-
* Soit ¥ € I'n{f). 1 existe alors 2 = (£,7,(,w) dans R*, tel que
y = f(z), soit
Y= (46 4+ 20 + 40,0,26 4 ¢ + 2w, 4€ + 2 + 4w)
= (28 + 4+ 2)(2,0,1,2) = (26 + ¢ + 2w)z.
Ainsi, y € Vect({2}) et par suite, Im{f) C Vect({z})-

¢ Inversement, en remarquant que z = {2,0,1,2) = F1(0,0, 1,0)]

on voit que 2 € Im(f), ce qui entraine Vect{{z}) < Im(f).
Nous avons donc établi que

Im{f) = Vect({z}),

et done que dim[Im(f)] = 1. Or, nous avons montré dans 3c
que 'on a aussi NG = Vect({z}).
Par suite,

Im{fi=FnaG.

Le théoréme du rang nous permet d'écrire
dim{Ker(f)] = dim(RY) - dim[Im(f)} =4 -1=3.

Il en résulte que 'application f est nom injective, donc non bijec-
tive.

5. 8ixz = (£, ¢ w) est dans Ker(f), on a f{z) = 0g, ce qui se traduit

Dar

2%+ +2w=0 {2.38)
Posons par exemple :

c=(0,1,0,0), d=(1,0,0,—1), et e=(1,0,—4,0)

Le lecteur vérifiera sans probleme que leg coordonnées de ¢, d et €
gatisfont & la condition 2.38 et donc que ¢, d et € sont des éléments
de Ker(f). I vérifiera tout aussi aisément que {c,d, e} est une partie

libre. Comme elle posséde trois élements et que dim[Ker(f)] = 3, elle
en constitue une base.
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Exercice 43 Dans le R-espace vectoriel R, on considére la partie
F= {(ésnsC:w) ER4§§+T]+C+W = 0}

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R* et en délerminer une
base.

2. On considére les vecteurs :
a=(1!—1’0’2)1 b= (0111_21_1)1 C=(1:13_4u0):

et on désigne par G le sous-espace vectoriel de R* engendré par {a, b, c}.
Déterminer la dimension de G et en donner une base.

3. BExiste-t-il un endomorphisme f de R tel que
Ker(f}=F et Im(f)=G7
4. Soit H la droite de R* engendrée par k = (1,1,1,1). Montrer que
R'=FoH.
5. Construire un endomorphisme g de R tel que

Ker(g)=F et Im(g)=H.

Solution —
1. Introduisons I'application ¢, de R* vers R, définie en posant, pour tout
r= (fsﬂa(aw) S R*
pla) =E+n+(+w.

On vérifie trivialement que ¢ est lin2aire. La partie 7 de B? considérée
dans I’énoncé apparait alors comme étant le noyau de cette application.
A ce titre F est donc un sous-espace vectoriel de R:. L'application ¢
n’étant pas nulle, dim[Im(¢$)] > 1. D’autre part, I'inclusion Im(¢) C R
entraine dim[I'm{¢)] < 1. Donc

dim[Im(¢)] = 1.
Le théoréme du rang nous donne alors
dim[Ker(¢)] = dim(R*) — dim[Im(¢)] =4 —1=3.

Pour obtenir une base de F, il suffit done¢ d’exhiber trois vecteurs de F
formant une partie libre, ce qui est particuliérement simple. Choisissons
par exemple

u={1,-1,0,0), v=(1,0,—1,0}, e w=(1,0,0—1),

qui sont des vecteurs répondant parfaitement & la question.
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2. Montrons que G = Vect({a, b}). L’inclusion {a,b} C {a,b,c} implique
Vect({a,b}} C Vect({a,b c}) = G. Inversement, si = est un élément
de & = Vect({a,b,c}), il existe des nombres réels o, 8, et v tels que
z = aa + Pb+ yc. Or, nous remarquons que ¢ = a + 2b. Par suite,

x=oa+ Fb+y(a+2b) = (a+ v)a+ (8 + 2v)b,

et donc x € Vect{{a,b}). Par suite, G = Vect({a, b, c}} C Vect({a, b}).
En définitive,
G = Vect{{a,b}).

D’autre part, il est bien clair que a et b sont linéairement indépendants,
Il résulte de cette étude que {a,b} est une partie libre et génératrice
de G. C’est donc une base de G, et

dim(G) = 2.

3. La réponse est non, car s'il existait un endomorphisme f de ®* tel que
Ker(f)=F et Im(f) = G, nous aurions

dim[Ker(f)] + dim[Im(f) =3+2=35,

ce qui vient contredire le théoréme du rang!

4. o Montrons d’abord que FNH = {0g}. L’inclusion {0g} < FNH est
triviale. Inversement, si x = (£,n,{,w) € FNH, alors ¢ € F et

E+n+itw=0. (2.39)

D’autre part, x € I, donc il existe un nombre réel A tel que & = Ak,
501t

€ mGw) =AML 1LL1L =(AAAX, ).

Par suite, £ =n = { = w = A. La relation 2.39 s’écrit alors 42 = 0,
d'ot A=0et z=0g Onadonc FNH C{0g}, et finalement

FNH= {OE}.

* Montrons ensuite que F' + H = R*. II est evident que F + H C ®*
et la formule de GRASSMANN nous donne

dim(F + H) = dim(F) + dim(H) —dim(FNH)=34+1-0=4.

Par conséquent,
F+H=pRr.

Finalement,
FoH=R"
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5. Puisque F & H = R* nous obtenons une base de R* en réunissant
une base de F et une base de H. Ainsi {u,v,w, k} est une base de B?.
Considérons V'unique application linéaire g définie en se donnant les
images des vecteurs de cette bage & ’aide de

flu)=0g, fv)=0g flw)=0g8 [fk)=%

Le lecteur vérifiera aisément que cette application répond 4 la guestion
poseée.

Exercice 44 On note F{R,R) le R-espace vectoriel de toutes les applications
de R vers B et on désigne par £ Vensemble des applications f de R vers R
ayant la propriété suivante : il existe des nombres réels a1, ag et ag tels gue :

0 stz <0

a si0<x<l,
fB)=100 sil<x<2,

az si2< <38,

0 513 <.

1. Montrer gue £ est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
2. On définit les applications hy, ha, et hy, de R vers R, en posont :

0 sinon;

? si0<r<l,

1l sil<az<?2
ha(z) = - ’
() {0 stnon;

h(:c)— 1 si2<x<3,
3 0 sinon.

Montrer que {hy, ho, h3} est une base de €.
3. On considére Uapplication ¢, de £ vers R, définie en posant pour foute

feé&:
¢(f) = f(0).
(e} Montrer que ¢ est linéaire.
(b) Déterminer la dimension de Ker(¢) et en donner une base.

4. On note C°(R,R) le sous-espace vectoriel de F(R, R} constitué des ap-
plications continues de R vers R. Déterminer £ NCO{R, R).
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Solution —

1.

3.

Il est clair que £ n’est pas vide puisque Papplication nulle est un élé-
ment de £. Le lecteur vérifiera aisément que si f et g sont des éléments
de £, il en est de méme de f + g. De méme, si A € R, Af est aussi un
élément de €. Ainsi, £ est un sous-espace vectoriel de F(R, R).

. & Montrons que {hi, ha, hg} est une partie libre. Soient A;, Az et Az,

des nombres réels tels que ARy + Aghy + Azhg = OJ-'(R,]R)w i.e. pour
tout * C R,
Ahy (x) + )\th(m) + Aghg(:r) =0

En particulier, pour z = 0, on obtient Ay = 0, puis, pour z = 1, on
obtient A2 = 0 et enfin, pour x = 2, on obtient Az = 0, ce qui prouve
que {h1, ho, ha} est une partie libre.

e Montrons que {hi,ho,hz} est une partie génératrice de £. Tout
d’abord, Uinclusion {h1, ho, ha} C £ implique

Vect({h1, ha, ha}) C Vect(E) = E.

Inversement, si f est un élément de £ caractérisé par les constantes
o1, arg, e, montrons que pour tout x € R :

athy(z) + aoha(z) + ashs(z) = f(z). (2.40}

Pour ce faire, on calcule le premier membre de 2.40 pour z appar-
tenant successivement & chacun des intervalles |—oo, 0], [0, 1], [1,2],
[2,3[, [3,+oo[ et on constate que l'on obtient bien chaque fois la
valeur attendue pour f(z). Par conséquent,

f = aths + aoha + ashs,

ce qui permet d’affirmer que f € Vect({h1, ha, ha}). Par conséquent,
£ C Vect({hi, ha, hs}) et finalement,

& = Vect{{h1, ha, hs})

ce qui signifie que {1, ho, Rs}) est une partie génératrice de £.
Pour conclure, {h1, b, ha}) est une base de £ et

dim(£) = 3.
(a) Si f et g sont des éléments de £, calculons :
o(f +g) = (f +9)(0) = £(0) + g(0) = &(F) + ¢(g),
et si A e R,
S(AS) = (Af)(0) = Af(0) = A¢{f).

L'application ¢ est donc bien linéaire.



2.2, EXERCICES 99

(b) Puisque ¢ n’est pas Iapplication nulle, dim[Im(¢)] = 1. D’autre
part, I'inclusion I'm(g) C R implique dim[Im{¢)] < 1. Done,

dim[Im($)] =1,
et le théoréme du rang entraine
dim[Ker(9)] = dim(&) — dim[Im(¢)] =3 —1=2.

Remarquons alors que ¢(ha) = ha(0) = 0; ¢(ha) = ha(0) = 0. Les
applications hs et hs sont donc des éléments de Ker{¢) et {hy, ho} .
est une partie libre de cardinal 2 d’un sous-espace vectoriel de
dimension 2. C’est donc une base de Ker{¢).

4. Soit £ un élément de ENCP(R, R) caractérisé par les constantes o, e, a3.
Puisque f est continue en 0, elle posséde une limite & droite et une li-
mite & gauche en 0 et ces limites sont égales, ce qui entraine a; = 0.
A laide d'un argument analogue, les continuités de f en 1 et en 2
entrainent oz = 0 et eg = 0. Par conséquent, f n'est autre que l'ap-
plication nulle. On a donc £ R C%(R,R) C {0xr g} L'inclusion dans
I'autre sens étant évidente,

&n CO(Ra R) = {O}'(R,]R)}'

Exercice 45 On note F(R,R) le R-espace vectoriel de toutes les applications
de R vers R et on considére Uapplication ¢, de F(R,R) vers R2, définie en
posant pour toute f € F(R,R) :

&{f) = (f(1), £(2)).
1. Montrer que ¢ est linéaire.
2 Onpose G={fec F(R,R); f(1)=f(2) =0}
{a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
{b) L’application ¢ est-elle injective ¥
(¢) Lapplication ¢ est-elle surjective ?

3. On désigne par A la partie de F(R,R) constituée des applications af-
fines de R vers R.

{a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de F(R,R}.

(b) Montrer que A est de dimension finie et préciser sa dimension.

{¢) Pour toute f € F(R,R), on définit l'application aj, de R vers R,
en posant pour tout x € R -

ag(z) = [f(2) = f{D{z - 1)+ f(1).
Montrer gue f —ay € G.
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(d) Montrer gue
FR,R)=G® A.

4. On considére les applications u et v, de R vers R, définies en posant
pour tout z € R ;

uz)=2-2 et v(E@)=z-1.

() Montrer que {u,v} est une base de A.

{b) On note ¢ o restriction de ¢ au sous-espace vectoriel A, Déter-
miner ¢(u) et $(v). En déduire que ¢ est un isomorphisme de A
sur R2,

5. Pour toute h € A, on définit Uapplication wp, de R vers R, en posant
pour tout x ER

wp(z) =k (z) + h(z+ 1)

{a) Montrer que Uapplication w, qui d toute application h de A associe
Uapplication wy, est un endomorphisme de A.

(b) Déterminer un, et w,. Fn déduire que w est un automorphisme.

Solution —
1. 8i f et g sont des éléments de F(R,R), calculons :

¢(f + 9} = ((f + (1), {f + 9)(2)) = (F(1} + 9(1}, £(2) + 9(2))
= (A1), F(2) + (g(1), 9(2)) = &(F) + ¢(g).

Si A € R, calculons :

¢S} = (AN, (A)(2) = (Af(1), Af(2))
= M(F(1), 7(2)) = A8(f)-

L’application ¢ est donc bien lingaire.

2. (a) Il suffit de remarquer que G n'est autre que Ker(¢) pour affirmer
que G est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

{(b) Considérons par exemple 'application g, de R vers R définie en
posant, pour tout x € R,

g(z) = (z - 1)(z - 2).

Il est clair que g(1) = g(2) = 0. L'application g est donc un
élément non nul de Ker(¢). Par suite, (¢f Proposition 28), g
n'est pas injective,
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(¢) Soit (A, ) € R2. Considérons l'application f, de R vers R définie
en posant, pour tout x € R,

£(@) = (k= N@ = 1)+

Alors, ¢(f) = (F(1), f(2)) = (X, p), ce qui montre que f est un
antécédent du couple (A, p) par ¢. L'application ¢ est donc sur-
jective.?

3. (a) Nous laissons au lecteur le soin d'écrire que la somme de deux
applications affines ainsi que le produit d’une application affine
par une constante réelle sont encore des applications affines,

(b) & Soit h € A. Il existe donc des nombres réels o et 3 tels que
pour tout z € R, on ait

h{z) = az + 5. (2.41)

Si nous désignons ici par Ay et ha les application affines définies
pour tout x € R, par

hi{z) ==, et ha(z)=1,

la relation 2.41 s’écrit h{z) = ahi(z) + Sha(z), ce qui signifie
que
h = ahy + Sha,

autrement dit, que A € Vect({h1,h2}). On a donc prouvé l'in-
clusion A C Vect({hy, he}). D'autre part, {h1,ha} C A im-
plique Vect({h1, ha}) C Vect{A) = A. Par suite,

A= Vect({h1, hz}).

Ainsi, A est de dimension finie et dim(A4) < 2.
e 11 est facile de voir que {ha, ha} est une partie libre. En effet, si
A et p sont des nombres réels tels que

Ahy + phy = OrmRy:
ceci veut dire que pour tout x € R,
Ahp(z) + pha(z) = Az + = 0. (2.42)

En faisant x = 0 dans 2.42, on obtient u = 0, puis en faisant
z =1, on obtient X = 0.
En résumg, la partie {hy, ha} étant libre et génératrice de A, elle
en constitue une base et

dim{A) = 2.

4. Plus généralement, le lecteur pourra établir facilement qu’une forme linéaire non
uulle sur un K-espace vectoriel quelconque est toujours surjective.
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(¢) Remarquons que ar(1) = f(1) et ar{2) = f(2). Par suite :

&(f — ag) = ¢(f) — dlag) = (f(1), £(2)) — (e (1), a5(2))
= (f(1) — ap(1), £(2) — ap(2)) = (0,0).

Ceci prouve que f —ay € Ker(d) =G.

o Montrons que § +.A = F(R,R}. Il est clair que l'inclusion
G+ A C F(R,R} est vérifice. Inversement, si f € F(R,R), il
suffit d’écrire f = (f — af) + ay, pour voir que f € G + A,
puisque af € A et f — oy € G d'aprés la question précédente.
Par suite, F(R,R) C G + A et finalement,

G+ A= F(RR).

* Montrons que § NA = {Ozgmry}- Si f € GN A, f est une
fonction affine qui s’annule en 1 et en 2. C’est donc la fone-
tion nulle, ce qui prouve que G N A = {0rg R} L'inclusion
{0x®R)} €GN A étant évidente, nous avons donc

gnA={0rrpr)}-
Pour conclure,

G A= F(R,R).

(a) Soient A et u des nombres réels tels que Au+ v = Ox g ). Done,

pour tout = € R,
Au(z) + pe(z) = M2 —z) + u(z — 1) = 0. (2.43}

En faisant £ = 1 dans 2.43, on obtient A = 0, puis en faisant
x = 2, on obtient ;& = 0. Par suite, la partie {u,v} est une partie
libre de cardinal 2 d'un sous-espace vectoriel de dimension 2. Cest
donc une base de A.

{b) Remarquons que u(1) = 1,u(2) = 0,v(1) = 0,2(2) = 1. Par suite :

Blu) = (u) = (u(1),u(2)) = (1,0),
et

é(v) = o(v) = (v(1},»(2)) = (0,1).
L'application @ est évidemment linéaire. Montrons qu’elle est bi
jective. Si (A, u) € R?, écrivons

(A i) = (A, 0) + (0, 4) = A(1,0) + p(0,1)
= Ag(u) + pd(v) = $(du + pw).

Cette écriture montre que !a fonction affine Au + pv est un an-
técédent du couple (A, p), autrement dit que I'application ¢ est

surjective. Comme dim({A) = 2 = dim(R?), ¢ est bijective (cf,
Corollaire 4). Pour conclure, ¢ est un isomorphisme de .4 sur &3,
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5 (a) e

Montrons que wy, est une application de A vers lui-méme. Soit
h € A. 1l existe donc des nombres réels « et 3 tels que pour
tout € R, on ait h(x) = ax + 8. On en déduit A'(x) = a. Par
suite,

wp(z)=c+alz+1)+B=cx+ 2+ 5,

ce qul montre que wy € A et donc que Vapplication w, qui
4 toute application h de A associe I'application wp, est une
application de A vers lui-méme.

Montrons que w est lingaire. Soient h et k des applications de
A. Calculons, pour € R -

Whar(r) = (h+ &) (2) + (R + E){z+1)
=K@+ k@) +hz+ 1) +k(z+1)
= wi{z) + wi{x) = (wp + wi)(2),
ce qui prouve que w4 = Wy + wg. De plus, si A€ R :
wyp(z) = (AR {Z) + (AR)(z + 1) = AR/ (z) + Ah{z + 1)
= AR (z) + h(z + 1)] = dwniz) = (Awp){z),

ce qui prouve gque wy, = Awg. L’application w est denc bien
linéaire. C'est donc un endomorphisme de A.

Pour £ € R, on a: u'(z) = —1 et v'(x) = 1. Par suite :
wylz) =v(r)tulz+l)=-1+2—{z+1) = —=x,
et
wy(x) =V (@) +viz+ ) =1+(z+1)—1=z+1

Montrons que w est surjective. Soit & € A. Il existe donc des
nombres réels & et 3 tels que pour tout z € R, on ait

hiz)=oaz+ 5. (2.44)
Compte tenu des calculs ci-dessus, on a pour tout t € R :
(wy +wpl{x) = wu(z) +wy(z) =—x+x+1=1.

Ecrivons alors judicieusement, pour tout € R :

hiz) = (—a){—z) + 8.1 = —aw,(z) + Blwy +wy){x)

= [~owy + Blwy +wy)(x) = [(8 — a)wu + Bun](z),
ce qui implique, puisque w est linéaire,
= (8 — o)wy + Pwy = WiE_ayursu

Ceci montre que h posséde {# — aju + Sv comme antécédent
par w, et done que w est un endomorphisme surjectif.

Le Corollaire 4 permet alors d’en déduire que w est un automor-
phisme de A.



104 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 46 Pour n € N, on note R.[X] Ualgébre sur R des polyndmes &
coefficients réels, de degré inférieur ou égal @ n, et soit f Uepplication de
Rn[X] vers R™1, définde en posant pour tout P(X) € R,[X] :

FIP(X)) = (P(0), P(1},..., P(n)).

Monirer que f est un isomorphisme de Rp[X] sur R™2,

Solution —
s Le lecteur vérifiera trés facilement que f est linéaire.
s Montrons que f est injective. Soit P(X) € Ker(f). On a donc

FIP(X)] = Ogns1, soit (P(0), P(1),... P(n)} = (0,0,...,0},
d’oil 'on déduit : P(0) = P(1) = ... = P{n) = 0. Le polynéme P(X)
est un polyndme de degré inférieur ou égal & n qui posséde n+ 1 zéros.

C’est done le polyndéme nul. Par suite, Ker{f) C {[}Rﬂ[){]}- L’inclusion
{0R,x)} C Ker(f) étant évidente, on a donc

Ker(f) = {0r,x)}-

I! en résulte que f est injective (¢f Proposition 28).
e Pour montrer que f est bijective, il suffit de remarquer que

dim(R,[X]) = n+ 1 = dim(R™),
et d’appliquer le Corollaire 4.

En définitive, f est un iscmorphisme de Rn[X] sur R™1,

Exercice 47 Seit F un espuce vectoriel sur K, de dimension finie n, el
soient u et v des endomorphismes de E tels que :

Uu+v=uyow

Montrer que
UoY="1T0o0U.
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Solution — L’hypothése u + v = u o v peut s'écrire
u=wuov—v soit w={u—Idg)ow. (2.45)
Nous en déduisons
u—Idg = (u—Idglov—Idg soit u—Idg—(u—Idp)ov = —Idg. {2.46)
ou encore
(u—TIdg)e(Idg—v) = —Idr etenfin (u—Idg)o(v—Idg)=Idg. (2.47)

La relation 2.47 signifie que 'application u— Idg posséde un inverse 4 droite
pour la loi o (encore appelé section), et un résultat classique de théorie des
ensembles implique qu'une telle application est surjective. Comme u — Idg
est un élément de L£(E), le Corollaire 4 affirme que u — Idg est bijective et la
relation 2.47 montre que la bijection réciproque de u — Idg n’est autre que
v — Idg.Par conséquent, nous avons aussi

(v—TIdg)o (uw—Idg) = Idg, (2.48)
soit encore
voeu—u—v+Idg = Idg,
d’on V'on déduit
rou=u4+v

Finalement, compte tenu de ’hypothése initiale, on a bien ucv=vou.

Exercice 48 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n, et
soient f et g des endomorphismes de E tels que :

E = Ker(f) + Ker(g) = Im{f) + Im(g).
Monirer que ;

E = Ker(f)® Ker(g) = Im(f) © Im{g).

Solution — Le théoréme du rang {cf. Théoréme 4) nous permet d'écrire
n = dim[Ker{f)] + dim{Im(f)] (2.49)

et
n = dim[Ker(g}] + dim{I'm(g)). (2.50)

En ajoutant membre 4 membre 2.49 et 2.50, il vient :

2n = dim[Ker(f)] + dim[Im(f)] + dim|Ker{g)] + dim[Im{g)]. (2.51)
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D'autre part, 'hypothese E = Ker(f) + Ker(g) implique
n = dim[Ker(f) + Ker(g)],
soit en utilisant la formule de GRASSMANN (¢f. Proposition 20),
n = dim[Ker(f)] + dim[Ker(g)] — dim[Ker{f) N Ker(g). {2.52)
De méme, I'hypothése E = I'm(f) + Im(g) implique
n = dim[Im(f)] + dim[Im(g)] — dim{Im(f) N Im(g). (2.53)
En ajoutant membre 3 membre 2.51 et 2.52, on obtient :

2n = dim[Ker(f)] + dim[Ker(g)] — dim[Ker(f) N Ker(g)]
+ dim[Im{f)] + dim[Im(g)] — dim[Im(f) N Im(g}].

Nous en déduisons, compte tenu de 2.51,
dim|[Ker(f) N Ker(g)] + dim[Im{f) N Im{g)] = 0. (2.54)
La dimension d’un sous-espace vectoriel étant un entier positif ou nul,
dim[Ker(f) N Ker(g)] = dim|Im{f) N Im(g)] =
Par conséquent,
Ker(fyn Ker(g) = {0} et Im(f) N Im{g) = {0z}
Nous pouvons donce conclure &

E=FKer(fi& Ker(g) et E=Im{f}®Imig).

Exercice 49 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n, et soil
f un endomorphisme de E.

1. Etoblir Uéguivalence des assertions suiventes :
() Ker(f) = Im(f);
(b) fof = OL(E) el n= 27‘g(f).

2. Montrer que si un endomorphisme f de E vérifie 1a, i existe un en-
domorphisme g de E tel que

fog+gof=Idg.

3. Donner un ezemple d’'un endomorphisme vérifiant la condition 1a.
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Solution —

1. « Montrons que la implique 1b. Soit f un endomorphisme de E tel
que Ker{f) = Im(f). Si z € F, alors, f(x) € Im(f) et compte
tenu de I'hypothese, f(z) € Ker(f). Par suite, f[f(z)] = Oz, soit
(fof)(z)=0g. Dol fof=0gsm.

D'autre part, le théoréme du rang (¢f. Théoréme 4} nous permet

d’écrire
n = dim[Ker{f)] + dim[Im(f)], (2.55)
soit, puisque Ker(f) = Im(f):
n = 2dim[Im(f)] = 2rg(f). (2.56)

e Montrons que 1b implique la. Soit f un endomorphisme de E tel
que fof =0z, et n=2rg(f) Soit y € Im(f). Il existe alors
x € F tel que y = f(z), d’ott 'on déduit, compte tenu de hypothése
fof=0s5:

) = fif{@)] = (f o fi(x) = Og.
Par conséquent, y € Ker(f), ce qui prouve que
Im(f) C Ker(f). (2.57)

D'autre part, compte tenu de n = 2rg([f), le théoréme du rang
s'écrit :
2rg(f) = dim[Ker(f)] +rg(f)-
On en déduit :
rg{f) = dim[Ker(f)], soit dim{Im(f)) = dim[Ker(f). (2.58)
L'inclusion 2.57 et 1'égalité 2.58 nous permettent de conclure &

Ker(f) = Im(f).

2. Soit f un endomerphisme de E tel que Ker(f) = Im{f). Notons r le
rang de [ et soit {b1,b, ..., b} une base de Im{f). Pour tout indice
i€ {1,2,...r}, il existe alors a; € E tel que & = f{a;).

e Faisons un choix des a;,as, ..., 4, et montrons que {ay,as, ..., ar est
une partie libre. Solent A1, Az, ..., Ar, des éléments de K tels que
Aa1 + Mas + ...+ e, = 0g.
Nous en déduiscns, compte tenu de la linéarité de f :

Arflar) + daflag) + ... + A flar) = f(Og) = Og,
soit
Arhy + Aghy + o+ A = 0g.

Or, {by,b2,...,b.} est une base, donc une partie libre, et par consé-
quent Ay = Az = ... = A, = 0, d'oll le résultat annoncé.
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e Montrons ensuite que {a1, @2, ..., @r, b1, b2, ..., b} est une base de E.

Soient A1, Az, -, Ary 1, H2, -5 Hir, des éléments de K tels que
Ara1 + Agan o+ Arar + by o+ pebe + o pebe =00 (2.39)
Nous en déduiscns, comme précédemment :
Mflan)+roflagh++Xe Flar) o Flb)+p2f (Ba)+. +pr f(br) = O,
soit
Aby+ Aaba + o+ Arbe 4+ i f(B1) + paf(B2) 4+ o+ e f(Be) = 0p.

Or, par hypothése, Ker(f) = Im(f), donc by, ba, ... b € Ker(f) et
par suite

fib1) = flbe) = ... = f(b) = Og.
L’égalité ci-dessus se réduit donc & :
A1b1 + Agby + .. + Avbe = 0g,

et puisque {b1, b2, ..., br } est une base, donc une partie libre, nous en
déduisons
M=X=..=i=0

L’égalité 2.59 s’écrit maintenant :
prby + pabe + o+ peby = Op.
Par suite, {b1,b3, ..., b} étant une partie libre,
1= pg == gy =0

ce qui prouve que {ai,as,..., G, b1,ba, ..., b} est libre E. Le nombre
d’éléments de {ay, 09, ..., &r, b1, ba, ..., b } Etant par hypothése égal a
r+7 = 2r = n, il en résulte que {a1, 8y, ..., 4, b1, b2, ..., b, } est une
base de E.

Nous savons d’autre part que pour définir une application linéaire, il
suffit de définir les images des vecteurs d’une base. Désignons alors par
g application linéaire de E vers F, définie en posant :

glar) = glag) = ... = gla,) = 0g; g(b1) = a1, g(b2) = az,...,g{br) = ar.

Le lecteur prouvera alors sans peine, en utilisant la linéarité de f et de
g, que Vapplication g ainsi construite vérifie bien la relation

fegtgoe f=Idg.
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3. Compte tenu de ce qui précéde, un exemple d’endomorphisme vérifiant
la condition la est nécessairement un endomorphisme d'un espace vec-
toriel dont la dimension est paire. Considérons tout simplement V’ap-
plication f de R? vers lui-méme définie en posant, pour {x,y) € R? :

Sz, )] = (3.0).

1l est immeédiat de vérifier que c’est un endomorphisme de R?, dont le
noyau et I'image, sont tous deux égaux 4 R x {Op2}.

Exercice 50 Seit E un espace vectoriel sur K, et soient f et g des endo-
morphismes de E tels que

fog—gof=Idg. (2.60)
On pose ¢° = Idg et pour toul entier k € N*,

gk=gog0...og.

—
k fois
1. Soit k € N*. Montrer gque

fogt—gfof=kg " (2.61)
2. Pour tout polynéme P(X) = a, X" + ... + a1 X + ap de K[X], on pose
Plg) = ang”™ + ... +a19 + aoldp.
{a) Montrer que Uapplication u, de K[X] vers L(E), qui d tout poly-
néme P{X) € K[X] associe l’endomorphisme
up = foPlg)— Plg)o f,
est linéaire.
(b} En déduire que pour tout polynéme P(X) € K[X], on a
up = P'(g)
ot P'(X) désigne le polynome dérivé de P(X).
3. On suppose maintenant que E est un espace vectoriel sur B, de dimen-
ston finie n, n > 1.
{a) Montrer que la famille (idg, g, 9%, ..., g”i) est lide.
(b} En déduire qu’il eziste un polynéme A(X) € R[X], non nul, tel
que Ag) = Oz
(¢) En utilisant les résultofs ci-dessus, montrer que 1 E est de di-

mension finie n, n > 1, il nlexiste pas de couple (f,g) d’endomor-
phismes de E vérifiant lo relation 2.60.
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Solution -
1. Raisonnons par récurrence sur k € N*.
- Pour k = 1, la relation 2.61 s'écrit fog! —g' o f = 1¢%, ce qui est
acquis puisqu’il s’agit de I’hypothése 2.60.
— Supposons (hypothése de récurrence) que fog® —gfo f = kgL, et
calculons :
fod*' —g*of=fogtog—grogef
=fogfog—gFefog+giofog—gregos
=(fod —g*oflogt+gio(fog—gof)
A l’aide de I’hypothése de récurrence et de I'hypothése 2.60, on ob-
tient

fog"! —g* o f=(kg" N og+gtoldp
= kg" +¢* = (k + 1)¢",
ce qui achéve notre récurrence ei montre que pour tout k € N*, la
relation 2.61 est vérifice.
2. Soient P{X) et Q(X) des polyndmes de K[X]. Calculons :

uprg=fo(P+Q)g) - (P+Q)g)of
= fo[P(g)+Qg)] — [P(g) + Q)] o f
=foPlg)+ foQig)—Plg)ef—Qg)of=up+uo.
De plus, si A € K,

urp = f o (AP)(g) — (AP)(g) o f
= fo[AP(g)] - [\P(g)] o f
= Afo P(g) — AP(g}o f = Mup,

ce qui montre que u est une application linéaire.

3. Soit P(X) = anX™+ ... +a1X + ag un polynoéme de K[X]. Calculons,
en utilisant la linéarité de u -

up = Qpttxn + ...+ @rx + aguy.
Or, pour k € N, uyr = fog® — g% o f = kg™ ' Par suite,
wp = apng® L+ ..+ aldg = P'lg).

4. (a) 9l existe un couple (4,5} d’entiers, tel que 0 € ¢ < 7 < n?,
vérifiant g'(z) = g7 (), il est clair que cette famille est lice. Si, au
contraire, les endomorphismes ¢° (0 < 1 < j < n?) sont deux 3
deux distincts, 'ensemble {{dg, g, g%, ..., g”z} osséde exactement
n?+1 éléments, et la famille (fdg, g, g% ..., g™ ) est également une
famille liée d’éléments de £(F) puisque la dimension de L{E) est

n?,
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(b)

Par suite, il existe des scalaires g, o, ..., G2z, non tous nuls, tels
que

aoldp + ong + 05292 + ...+ anzg”2 = Og(my. (2.62)
En introduisant le polyndme
AX) =+ X + aX?+ ..+ @ X,

qui est donc non nul, I'égalité ci-dessus s'écrit A(g) = Ogm), ce
gui termine notre démonstration.

Soit M (X} un polyndme non nul vérifiant M{g) = Ogg), de degré
minimum. Notons p son degré. On a alors p > 1, car si p = 0,
M(X) est un polynéme constant, et la relation M(g) = Ogg)
s'éerit aldg = 0g(gy, ce qui est impessible puisque M{X) n'étant
pas le polyndme nul, nécessairement o # 0. Compte tenu de la
question 2b, nous avons alers gy = M'(g). Or,

up = foM(g) — M(g)o f=FoOpe —Ope o f = 0pm-

Par suite, on a aussi M'(g) = Op(g). Mais alors, le degré de M'(X)
étant p—1 > 0, M’(X) n’est pas le polyndéme nul et nous sommes
alors en contradiction avec la définition de p. L'hypothése selon
laquelle il existe un couple (£, g) d’endomorphismes de E vérifiant
la relation 2.60 doit donc étre abandonnée, ce qui prouve bien
linexistence ¢’un tel couple.

Nous ne cacherons cependant pas au lecteur que ce résultat peut
étre obtenu trés rapidement pour qui connait les propriétés élémen-
taires de la trace d'un endomorphisme. En effet, dans la relation
2.60, la trace du membre de gauche est nulle et celle de celui de
droite est n. Or, par hypothése, n > 1...

Exercice 51 Soient E et I des espaces vectoriels sur K, de dimension finie.
Sotent H un sous-espace vectoriel de E et K un sous-espace vectoriel de I,
A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur les dimensions de H
et K existe-t-il une application linéaire f de E vers F telle que :

Ker(f) = H et Im(f) = K? (2.63)
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Solution — Nous allons montrer qu'il existe une application linéaire f de
E vers F vérifiant les conditions 2.63 si et seulement si

dim(H) + dim(K) = dim(E). (2.64)
s Supposons qu'il existe une application linéaire f de E vers F telle que :
Ker(fi=H et Im(f)=K.
La formule de GRASSMANN
dim[Ker(f)] + dim[Im(f)] = dim({E),
s'écrit donc
dim(H) + dim(K) = dim(E).

s Réciproquement, soient H un sous-espace vectoriel de E et K un sous-
espace vectorie] de F. Montrons que la relation 2.64 est suffisante pour
qu'il existe une application linéaire f de E vers F' vérifiant les condi-
tions 2.63. Soient

r=dim(H), s = dim(K) et n = dim(E).

Supposons que r + s = n. Scit {e1,eq,..., ¢, } une base de H. Le théo-
réme de la base incompléte (¢f. Théoréme 1) affirme qu'il existe n—1r
vecteurs que ’on notera e.41, ..., €4, tels que {e1, €, ..., €, €41, oy €n}
constitue une base de E. D'autre part, soit {f1, fa,..., fs} une base
de K. Par hypothése, s = n — 7. Une application linéaire étant par-
faitement définie par la donnee des images des vecteurs d'une base,
considérons application linéaire f de E vers F' définie par

fler) = flea) = .. = fle:) = 0p ; flery1) = fr, ., flen) = fs,

et montrons qu’elle répond i la question.
— Montrons que
H = Ker(f).

— Commengens pour cela par montrer que
H < Ker(f).
Six € H, il existe des scalaires A1, Ag, ..., Ar, tels que
= A1€1 + A2ea + ... + Apen,
d’on, f étant linéaire,
f(z) = A fler) + Aaflea) + ... + A fler)
Alors, par construction de f, f(x) = Op. Par suite, x € Ker(f),

d’ou
H C Ker(]).
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- Réciproquement, montrons que
Ker(fyC H.

Six € Ker{f), on a f{x) = 0p. Or,  s’écrit par exemple sur la
base {€1,€2, .-, €r,€rt1, -y e} de E :

r=ael +azeat ...+ arer + 16041 o+ Anéa.
d’ot, compte tenu de la définition de f,

flz) = arflen) + aafles) + ... + arfler)
+ a1 f(eri1) + - + anflen)
=arpfleri1) +otanfien) = a1 fit+ .+ onfa

La partie {f1, f2,..., fs} étant libre, on a ¢ry1 = ... = an =0 et
finalement £ = Aje; + Asez + ... + Avg,, c& qui prouve que x € H
et que
Ker(f) C H.
On a donc bien
H = Ker({f).
— Montrons que
K =Im(f).

- Commengons pour cela par montrer gue
K c Im(f).
Siy € K, il existe des scalaires p1, pa, ...Uus, tels que
y=pf1+ paer+ o+l fs,

s0it,
y = p1flen1) +paflersa) + o+ paflen)
= f(perq1 + pa€ria + ... + po€n),
ce qui prouve que y € Im{f) et donc que

K C Im(f).
— Réciproguement, montrons que
Im(fy C K.

Siy € Im{f),il existe z € E tel que y = f(z). Sur la base
{e1,€2,..,€r,Er11, ..., en} de F, & s'écrit par exemple :

r=ane] + gty + ... + Qr€r + Qpi1€p11 + .o + Qnén,



114 CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES

d’ol, comme précédemment

f(z) = asfler) + aafle) + ... + ar fler)
+ oy flern) + -+ anflen)
= arr1f(er1) + .o + an flen)
= orp1fi + ot onfa,

so0it y = €y i+ ... + @n fr, ce qui montre que y € K et donc que

Im(f) C K.

Finalement,
K =1Im(f).

Pour conclure, nous pouvons dire que pour qu’il existe une application li-
néaire f de F vers F vérifiant Ker{f) = H et Im(f) = K, il faut et il soffit
que dim(H) + dim(K) = dim(E).

Exercice 52 Soient E et F des espaces vectoriels sur K, de dimension finie.
Soient [ et g des applications linéaires de E vers F.

1.
lrg(f) —rg(g)] < rg(f +9) < rg(f) +rg(g).

2. On suppose de plus que dim(E) = dim(F) = n, que f + g est bijective
el que f o g = 0p(p). Montrer que

rg(f) +rglg) = n.

Solution —
1. » Montrons d’abord que rg(f + g) < ra(f) +rg{g). 5t f,g € L(E, F),
il est facile de voir que Im(f + g) C Im{f) + Im(g). En effet, soit
y € Im(f + g). U existe alors = € F tel que

y = (f +g){z) = f(e) + g(=).

Or, f(z) € Im(f) et g(z) € Im{g). Donc y € Im{f) + I'm(g), d'odt
Iinclusion annoncée. Il en résulte (ef. Proposition 20) que :

dirn[Im(f + 9)] < dim[Im(f) + Im(g)] £ dim{Im(f)] + dim[Im(g)],

d'ou rg(f +g) < rg(f) +rg{g)- {2.65)

» Montrons ensuite que [rg(f)—rg{g)| < rg(f+g). Ecrivons l'inégalité
2.65 pour les applications f + g et —g. Il vient :

rg(f+g—g) <rg(f+g)+rg(—g) (2.66)
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Remarquons alors que Im(g) = Im{—g). En effet, puisque g est li-
néaire, tout éléement g(x) € Im(g) peut s'écrire —g{—=) et donc est un
élément de Im{—g) Inversement, tout élément —g(x) € Im(—g) peut
s'écrire g(—i) et donc est élément de Im(g). Par suite, rg(g) = rg(—g).
L’inégalité 2.66 s’écrit donc

rg(f) <rg(f +g) +rglg) soit rg(f) —rglg) <ro(f+g). (267)

En intervertissant les réles de f et de g, on obtient de méme
rglg) —rg(f) Svglg+ f) soit rglg) —rg(f) <vg(f+g). (268)
Les inégalités 2.67 et 2.68 impliquent bien siir

Irg{f) = rglg)l < rg(f + g},

ce qui termine notre démonstration.
2. Si f+g est bijective, on a rg{f+g) = n, et d’aprés la premiére question
n < rg(f) +rglg). (2.69)
D’autre part, 'hypothése f o g = Opg py implique Im(g) C Ker(f),
car si g(z) € Im{g), on a évidemment flg(z)] = (f o g)(x) = OFp.

Nous en déduisons que rg(g) < dim[Ker(f)]. Or, d’aprés la formule
de GRASSMANN, dim[Ker(f)] = n — rg(f), et par conséquent,

rg(g) < n—rg(f) soit rg(f)+rglg) <n. {2.70)

Finalement, nous avons bien obtenu

rg(f) +rglg) =n.

Exercice 53 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n, et soit
I un endomorphisme de E. Etablir Péquivalence des assertions suivantes :

L Im{f)=Im{fof).
2. E=Ker(f) & Im(f).

Solution —
1. Montrons que 1 implique 2. Soit f un endomorphisme de E tel que

Im(f) = Im(f o f).
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* Montrons que

E = Ker(f)+ Im{f).

L’inclusion Ker(f) + Im{f) C E étant évidente, il nous suffit de
prouver que E C Ker(f)+ Im(f). 85iz € E, alors, f(x) € Im(f), et
en tenani compte de I'hypothese, f(z) € Im(f o f). Donc, il existe
t € F tel que f(x) = f[f{t)], ce qui s'écrit encore, puisque f est
linéaire

flz— ()] = 0.

Ceci signifie que = — f{t) € Ker(f). Il suffit alors d’écrire x sous la
forme

w =[x — f(t)] + f(&)
pour en déduire que & € Ker(f) + Im(f), d’ot Vinclusion cherchée.

Donc,
E=Ker(f) + Im(f).

Montrons que
Ker(f) nIm(f) = {0g}.
Puisque E = Ker(f) + Im{f), on a

n = dim|Ker(f) + Im(f)],

et la formule de GRASSMANN nous permet d’écrire
n = dim|Ker(f)] + dim[Im(f)] — dim[Ker(f) N Im{{)].
D'autre part, le théoréme du rang affirme que
dim[Ker{f)] + dim[Im(f)] = n.

Par suite, n = n — dim[Ker(f) N Im(f)], soit

dim[Ker(f) nIm{f)] = 0.
Nous en déduisons bien sar

Ker(f)N Im(f) = {0g).

Finalement,
E=Ker(f) @ Im(f).

2. Montrons que 2 implique 1. Supposons que

E = Ker(f) & Im{f).

Comme de toute évidence, 'inclusion Im(f o f) C Im(f) est avérée, |]
nous suffit d’établir que

Im(f) C Im(f o f}.
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Siy € Im(f), il existe z € F tel que y = f(z). Compte tenu de
I’hypothése, il existe uw € Ker(f) et v € Im{f) tels que z = u + v.
Nous en déduisons

y = flz) = f(u) + f{v) = 0 + f(v) = flv).
Or, v € Im(f), donc il existe t € E tel que v = f(i), d'o
y = flo) = fFIF @) = {fo fIE)
ce qui prouve que ¥ € Im(f o f) et donc que

Im(f) C Im{f o f).

Finalement,

Im(f) = Im(f © f)-

Exercice 54 Soit F un espace vectoriel sur K et soit f un endomorphisme
de E tel que rg(f) = 1.

1. Montrer qu'il eziste A € K, unique, tel que fo f = Af.

2. On suppose de plus que E est de dimension finie n. Monirer que si
A # 1, f— Idg est un automorphisme.

Solution —

1. Dire que rg(f) = 1 signifie que dim[Im(f)] = 1. 1l existe donc zp € E,
xop # Of, tel que {x5} soit une base de Im(f). Pour tout x € E,
flz) € Im{f). Donc 1l existe g, € K, tel que Von alt f{x) = ppag.
Puisque f est linéaire, nous en déduisons que

FlF @) = paf(=o), soit (fo f)(x) = paflzo).

Or, f(zg) € Im(f). Donc il existe A € K tel que on ait f{xp) = Azo.
Par suite,

(f o £)(z) = porzo = Miazo = A ().
Il existe donc A € K tel que
fof=Af.

Pour montrer 'unicité d’un tel A, supposons qu'il existe également,
XN e Ktelque fof=Xf. Onadonc

A= )\"f S0it (A - /\f)f = O.C(E)

Puisque 7g{f) = 1, f n’est pas I'application nulle. Donc, A — X" =0,
soit A = X', d’ot1 'unicité de A.
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2. 8i E est de dimension finie, il suffit de prouver, compte tenu du Corol-
laire 4, que f — Idg est injective, ou, ce qui revient au méme, que

Ker(f — Idg) = {0}

L'inclusion {0g} C Ker(f — Idg) étant évidente, il nous suffit de
prouver que Ker{f — Idg) C {0g}.

Soit x € Ker(f—Idg). Montrons que z = 0g. On a (f—Idg)(x) = Og,
soit f(x) — z = Og soit encore f(z) = z. Nous en déduisons que

flf@)] = f(z) ==, ie (fo fi(z) == (2.71)

Or, d'aprés la premiére question, il existe A € K, tel que fo f = Af.
La relation 2,71 s’écrit donc

Af(z) = (2.72)
Puisque f(z) = =, 2.72 s’écrit également Az = x, soit encore
(A~ Dz =0g.
L’hypothése A # 1 implique alors z = Og, ce qui prouve U'inclusion

annoncée et finalement Pinjectivité de f — Idg. Nous pouvons donc en
conclure que f — Idg est un automorphisme.

Exercice 55 Soit E un espace vectoriel sur K de dimension 3 et soit g un
endomorphisme de E {el que
gog#0cp et gogog=_0Oyg.

1. Montrer que dim[Ker(g)] # 0.
2. Montrer que dim[Ker(g)] # 3.
3. Montrer que dim[Ker(g)] = 1.

Solution —

1. Raisonnons par I’absurde en supposant que dim|Ker(g)] = 0. Cecl
implique que Ker(g) = {0r} et donc que g est injective. Dans ca
cas, go gog est également injective, ce qui contredit I'hypothese selon
laguelle g o g o g = Or(gy- En effet Ogep) n'est pas injective puisque
dim{E) = 3. Nous pouvons donc affirmer que

dim|Ker(g)] # 0.
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2. Raisonnons encore par I’absurde en stupposant que dim[Ker(g)] = 3.
Ceci implique que Ker(g) = E et donc que g est I'application nulle.
Mais alors, ¢ o ¢ est aussi égale 4 Papplication nulle, ce qui contredit
V'hypothése g o g # Uiz Nous pouvons donc affirmer que

dim[Ker(g)] # 3.
3. D’apres les questions précédentes, il nous suffit de montrer que
dim[Ker(g)] # 2.

Raisonnons par 'absurde en supposant que

dim[Ker{g)] = 2. (2.73)

Remarquons que
Ker{g) C Ker(gog). (2.74)

En effet, si x € Ker{g), on a g(z) = 0g, d’olx
glg(z)] = 9(0g) = Og, soit (go g){z) = Og,

ce qui prouve que ¢ € Ker(g o g). Par suite, si I'égalité 2.73 é&tait
gatisfaite, on aurait
dim[Ker(gog)] = 2.

Or dim[Ker(g o g)] # 3 puisque g ¢ g n’est pas application nulle par
hypotheése. Par conséquent,

dim[Ker(go g)] = 2,
et compte tenu de 'inclusion 2.74,

Ker(g) = Ker(gog). (2.75)
D’autre part, en vertu de I'hypothése, pour tout € F on a

(090 g)(z) = O, soit (g o g)[g(z)] =0g,

ce qui prouve que g(z) € Ker(g o g). Compte tenu de 2.75, nous en
déduisons que pour tout z € E, g(x} € Ker(g), soit glg(z)] = 0g.
Ainsi, gog = Oz(m). ce qui est contraire & I'hypothése. Par conséquent,

dim[Ker(g)] # 2.

Par suite,
dim[Ker(g)] = 1.
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Exercice 56 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n, et
soient f et g des endomorphismes de E

1. Montrer que
dim[Ker(f o g)] < dim[Ker(f)] + dim[Ker(g)].

Indication - On pourra s’intéresser i la restriction de ¢ au sous-
espace vectoriel Ker(f og).

2. En déduire (IInégalité de SYLVESTER)®

rg(fog) Zra(f) +rglg) —n.

Solution —
1. Désignons par § la restriction de g au sous-espace vectoriel Ker(fcg).
Le théoréeme du rang appliqué a g permet d’écrire

dim[Ker(f o g)] = dim[Ker(g)] + dim[Im(7)]. (2.76)

- Montrons que Ker(g) € Ker(g). En effet, si z € Ker(g), on a
g(x) = 0g, d’ot1 g(x) = Og. Donc z € Ker(g) et par suite Ker(g) C
Ker{g). Ceci entraine alors

dim[Ker(g)| < dim|Ker(g)]- (2.77)

- Montrons ensuite que Im{g) C Ker(f). En effet, si y € Im(g), il
existe x € Ker(f o g) tel que y = g(z) ou encore y = g(x). Nous en
déduisons, puisque z € Ker{fog):

Fly) = flo(@)] = (¥ o g)(z) = O,

ce qui prouve que y € Ker(f) et donc que I'm(g) C Ker(f). Ced
entraine

dim[Im(7)] < dim[Ker(f)]. (2.78)
L’égalité 2.76 et les inégalités 2.77 et 2.78 impliquent done :

dim[Ker(f o g)] < dim[Ker(g)] + dim[Ker(f))]. (2.79)

ce que nous voulions démontrer.

5. James Joseph SYLVESTER (1814 - 1897) - Mathématicien anglais, connu pour ssl
nembrenx travaux dans le domaine de 'algébre et de la géométrie.
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2. Le théoréme du rang appliqué & f, g et f o g permet d’écrire

dim[Ker{f)] =n —rg(f),
dim|Ker(g)] = n —rg(g),

dim|[Ker(fog) =n—rg(fog)
L'inégalite 2.78 s'écrit alors
n—rg(feg) <n—rg(f)+n—rglg)
d’olt nous déduisons aisément 'inégalité de SYLVESTER :

rg{fog) = rg(f) +rg(g) —n

Exercice 57 1. Soient E, F et G des espaces vectoriels sur K de di-
mension finte. Soient f une application linéaire de £ vers F et g une
application linéaire de E vers G. Montrer que les assertions suivantes
sont éguivalentes .

(a) Ker(g) C Ker(f) ;

{b) il existe une application linéaire h, de G vers F', telle que U'on ait
f=hog
2. Sotent B, F et G des espaces vectoriels sur K de dimension finie.
Sotent f une application lindaire de F vers E et g une application
linéaire de G vers E. Montrer que les assertions sutvantes sont équi-
valentes :

(a) Im(f} C Im(g);
(b) il existe une application lindaire k, de I" vers G, telle que on ait

f=gok

Solution —
1. « Montrons que 1b implique la. Supposons qu’il existe A, de G vers
F,telle que f =hog, et soit z € Ker(g). On a :

g{z) = 0g, d'ou hl[g(z] = h(0g) =0r, soit (hog)(z)=0p,

ce qui s'écrit, compte tenu de ’hypotheése, f(z) = Op. Par consé-
quent, z € Ker(f). On a donc bien

Ker(g) C Ker(f).

¢ Montrons que la implique 1b. Supposons que Ker(g) C Ker{f). Il
s'agit de construire une application linéaire h de G vers F, telle que
Pon ait f=hog.
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— Commencons par construire h. D’aprés, la Proposition 19, le sous-
espace vectoriel Im{g) posséde un supplémentaire dans G. Autre-
ment dit, il existe un sous-espace vectoriel de &, que nous notons
H, tel que

G =1Im{g)® H.

Soit z € G. 1l existe alors un unique couple {b,c) € Im(y) x H tel
que x = b+c. Comme b € I'm{g), il existe a € E tel que b = g(a).
Posons alors k{z) = f(a}, et montrons que A(x) ne dépend pas du
choix de antécédent a de b par g, ce qui prouvera que la formule
h(z) = f(a) définit bien une application h de G vers F. En effet,
si @’ est un autre antécédent de b par g, on a

gla) = g{a"}, soit g(a) — g{a") = O ou encore gla — &'} = Og,

ce qui prouve que ¢ — & € Ker(g) et donc que @ — &' € Ker(f)
en vertu de 'hypothése. Par suite, f{a — a') = Og, soit encore
fla) — f(a) = Op et finalement f(a) = f(a').
— Montons que A est bien linéaire.
— Sotent z,7' € G, bt € Im(g), ¢, € H, telsquez =b+cet
' =0+, et solent a,a’ € tels que b = g{a), ¥ = g(a'). Alors,
g et f étant des applications linéaires :

g+ =b+b +e+d =gla)+gld)+e+d =gla+a)+e+d,
d’ot1, par définition de h,
hlz+ ') = fla+d') = fla) + fla') = h(z) + h(z').
— De plus, si A € K,
Ar = Ab+ Ac= Mgla) + Ac = g(Aa) + Ae,
don h(Az) = f(Aa) = Af(a) = Ah(z).
— Enfin, pour tout z € G et par définition méme de 'application h !
(ho g)(x) — higla)] - $(a).

L'application £ vérifie donc bien la relation f =hog.

2. » Montrons que 2b implique 2a. Supposons qu'il existe k, de F vers @,
telle que f = gok, et soit y € Im(f). Il existe donc = € F, tel que
y = f(z), ce qui $'&crit, compte tenu de Uhypothese, y = {g o k){m)
soit ¥ = g[k(z)], et montre que y € In(g). On a donc bien

Im(f) C Im(g).
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« Montrong que 2a implique 2b. Supposons que Im(f) C Im(g). 1l
s’agit de construire une application linéaire k de F vers G, telle que
Pon ait f=gok.

— Commengons par construire k. D’aprés la Proposition 19, le sous-
espace vectoriel Ker(g) posséde un supplémentaire dans G. Autre-
ment dit, il existe un sous-espace vectoriel de G, que nous notons
K, tel que

G=FKer(g) D K.

Soit ¢ € F. Par conséquent, f(z) € Im{f), et compte tenu de
I'hypothese Im{f) C Im{g), on a f{z} € Im(g). Il existe donc
t € G, tel que f{z) = g(t). En utilisant maintenant le fait que
G = Ker(g) @ K, il existe un unique couple (y,z) € Ker(g) x K
tel que ¢ = y + 2. Posons alors k{z) = z, et montrons que z
ne dépend pas du choix de Pantécédent ¢t de f(z) par g, ce qui
prouvera, que la formule h{x) = z définit bien une application de
E vers F. En effet, si t' est un autre antécédent de k(z) par g et
si ¢ s'écrit t' =3 + 2/, avec (¢, 2') € Ker(g) x K, nous avons

z—2=t—t —(y—y")
Or, de f(z) = g(t) et f{z) = g(t'), on déduit
g(t) = g(t') soit g(¢) — g(t') = O ou encore g(t — t') = O,

ce qui se traduit par £ — ¢’ € Ker(g). De plus, y — ' € Ker(g)

puisque Ker(g) est un sous-espace vectoriel. Nous en déduisons

que z— 2 =t—t — (y—y') appartient & Ker(g). Mais on a aussi

2 — 2’ € K puisque K est un sous espace vectoriel. En définitive,

z— 2’ est un élément de Ker(g)N K, et done, compte tenu du fait

que G = Ker{g) ® K, on a 2 — 2’ = Og, soit enfin 2z = 2’

~ Veérifions que k est bien linéaire.

- Solent z,2’ € F, t,t' € G, tels que flz) = g{t) et f(z') = g{t).
Soient y, 3 € Ker(g), 2,2’ € K, (uniques) tels que t =y + z et
t' =4 + 7. On a donc k(x) = z et k(z') = z'. D’autre part, f
et g étant des applications linéaires,

fla+a) = flz) + fla) = g(t) + 9(t') = g(t + ),

Or,t+¢ =y+y +z+2,avecy+y € Ker(glet z+ 2 € K.
Donc par définition de &k

kEz+3') =2+ 7 = k(z) + k(z).
- Deplus,si Ae K,
flAz) = Af{z) = M(t) = g(M),
Or, M = Ay + Az, donc k(Az) = Az = Ak(z).
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— Enfin, pour tout & € F, si ¢ est un élément de & tel que l'on ait
flz)=g(t),etsit=y+z avecy € Ker(g)et z€ K,on a

Fl@)=gly+2) =9 + 9(2) = 0g + g(2)
= g{2) = g[k{z)] = (g o k)(=).

L’application % vérifie donc bien la relation f = go k.

Exercice 58 Seient E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n, ef
u un endomorphisme de E que l'on suppose nilpotent fi.e. i eziste k € N tel
queut* =uocuo..ou= Ocim)-
k fois
1. Montrer que u" = Og(g).
2. On pose
v=1Idg+2u+3u® + ..+ nu

Montrer que v est un automorphisme de E et exprimer v™! en fonction
de w.

3. Soient f ef g des endomorphismes de E tels que (f o g)" = Og(m).
Montrer que (go f)* = Oggy-

Solution —

1. Soit u un endomorphisme nilpotent de E. Puisque par définition 1’en-
semble {k € N;u® = OE(E)} n'est pas vide, il posséde un plus petit
élément k.

— Siky<n,eécrivons n=kg+ 7, our > 0. On a alors

no— g kotr = ke ot = OE(E) ou” = O.C(E)!
et le résultat est acquis.

- 8i ky > n, intéressons nous & w1 Par définition de I'entier ko,
ko=l o 0zm- Dong, il existe = € B, z # Og, tel que ke =1(z) £ 0.
Considérons alors la partie

L= {z,u(z), v(z), -u™ ()} C E.
Elle posséde exactement kp éléments. En effet, sl existe un copplo
(4,5) d’entiers, tel que 0 < i < j < kg — 1,8 vérifiant v (z) = v/(z),

alors

ukr = i (z)] = wRe Wl (2)], soit wF I = R (z) = 0p,

6. On adopte ici la convention habituelle «° = Idg.
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ce qui n’est pas possible puisque kg—j—+1 < kp. Les vecteurs de L sont
donc bien deux & deux distincts. Or, par hypothése, dim(F) = n,
et puisque nous avons supposé que ky > n, L est une partie lige. I
existe donc des scalaires ag, o, ..., ge—1, DON tous muls, tels que

ot + enufz) + - + g1 (2) = 0. (2.80)

Désignons par g le plus petit indice (0 < 4 < kg—1) tel que ey, 7 0.
L'egalité 2.80 s’écrit

Qi () + gy 16T @) + ot agg_w™ T Hz) = 0, (2.81)

N kg —ip—1
d’oll en composant par w0,

():,'Duk071 (.’I.') + ():50+1'll.k° (.’E) +...+ ak0_1u2k0~1‘0~‘2(m)] == gfo—to—1 (UE),
soit finalement,
aiuuk"_l(m) =0g

puisque pour k > kg, u*(z) = 0). Or, oy, # 0, donc nécessairement
uw=L(z} = Og, ce qui n'est pas compatible avec la définition de k.
Ce résultat nous prouve donc qu'il est impossible de faire 'hypothése
ko > n. Ainsi, kp < n, et donc u”® = Ogpy.

2. Soit v = Idg + 2u + 3u® + ... + nu™'. En composant & droite par
Idg — u, il vient, tous calculs faits :

vo(ldg —u) =Idg +u+u? + ...+« ' —nu®,

soit, puisque ™ = Opgy, vo {Idg —u) = Idg +utut+ .+l

Composons de nouveau & droite par Idg — u. On obtient :
vo{ldg—u)? = (Idp+u+u?+..+u" VNo(ldp—u) = Idg —u" = Idg,

ce qui mentre que v posséde un inverse 4 droite pour la loi o, autre-
ment dit que v est une application surjective, done bijective d’aprés le
Corollaire 4. Finalement, v est un automerphisme et

v = (Idg — w)2.

3. Soient, f et g des endomorphismes de E tels que (f ¢ g)® = Ogg). En
composant & gauche par g et & droite par f, il vient

go(fog)tof=golygmof=0gm

soit encore (g o f)™*! = 0z(g), ce qui prouve que go f est un endo-

morphisme nilpotent de E. Par application du résultat prouvé dans la
premiére question, nous pouvons conclure & (g o f)* = Oz;g)-
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Exercice 59 Soient E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n, et
u un automorphisme de E. Montrer que u™ est une fonction polynomiale
de .

Solution — Soit u un automorphisme de E. Considérons la famille
(Idg,u, u?, ..., u”Q).

§1l existe un couple (4,7) d’entiers, tel que 0 < i < j < n2, vérifiant

uwi{z) = w(z), il est clair que cette famille est liée. S5i, au contraire, les
automorphismes u* (0 < i < j < n?) sont deux 4 deux distincts, l'en-
semble {Idg,u, uj, - n? } posséde exactement » 2 41 eléments, et la fam:lle

(Idg,u,u?,...,u™ ) est également une famille lite d’éléments de £(E) puisque
la dimension de L(E) est n?. Par suite, il existe des scalaires ayg, @1, ..., &2,
non tous nuls, iels que

colde + a1 + azu’® + ... +an2u”‘2 =0z (2.82)
Diésignons par 4g le plus petit indice (0 < ig < n?) tel que oy, # 0. L'égalité

2.82 s’écrit ) ) N
it + i 10T + L+ o™ = Orey (2.83)

d’olt en composant par (v~ 1)%® =y,
a_;
@i ldg + g1t + oo+ e’ T = OL'(E)u

Nous en déduisons, puisque oy, # 0,

41 Q2 2
Tdp = — bty Ot iy
Qg i
g0it s s
Idg=uo (——'u, g ey,
Qg Qg
. Xy [ ] 2. . .
ce qui montre que — —2u—.,, — 2=y 7% ! est un inverse & droite de u pour
&) 0

la loi o, et il est clair que c’est aussi un inverse & gauche. Donc,

I P
(l’,;n Ct,;o

2_ ;o
un ip 1,

et c'est visiblement une fonction polynomiale de w, d’ou le résultat annoncé,

7. On rappelle Pon pose u° = Idg, et que pour k € N,k > 1, u* désigne I'autornom
phisme wouo...ou,
e
k fois
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Exercice 60 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finien, n > 1,
et soit [ un endomorphisme de E. On pose :

ff=Idg etpour keNk>1, ff=/flof

On suppose gque :
P E0nEy et [ =0pp).

Déterminer le rang de f.

Solution —

» Remarquons déji que rg{f} < n — 1. En effet, raisonnons par ’ab-
surde en supposant que rg(f) = n. L'application f est alors bijective
(¢f. Corollaire 4) et puisque le composé de bijections est encore une
hijection, nous sommes en contradiction avec 'hypothése f* = Op (g,
puisque n > 1. Dong, rg(f) <n—1.

e Montrons que rg(f) = n — 1. L’hypothese "1 # 0, (&) assure l'exis-
tence d'un élément x € E, z # 0, tel que f*{z) # 0. Considérons

alors la partie
L={z, f(z), (@), ... /" (2)}

et montrons que c’'est une base de E.

— Montrons d’abord que L est libre. Pour ce faire, raisonnons par I’ab-
surde en supposant gue c’est une partie lide. Il existe alors des sca-
laires e, v, ..., tin—1, NON tous nuls, tels que

ooz + a1 F(z) + o f2 (@) + o 4 o S Ha) = 0g. (2.84)

Désignons par ig le plus petit indice (0 < 45 < n?) tel que o, # 0.
L'égalité 2.84 s’écrit
0o [0 (2) + ig a1 FOTN @) oo+ o™ ) = 0p. (2.85)

Nous en déduisons, en prenant 'image par f7~%0~1 .

F o ey f2 (@) a1 O )+ Fan 27 H @) = 07 (0g),
s0it,
i 77 H2) + @i 1 (@) + o+ 1 fTO7E(2)] = 0.

Puisque pour k > n, f*(z) = 0z, cette égalité se réduit finalement
8 i ST (z) = Og, ce qui implique f®~}{z) = 0g. Nous sommes en
contradiction avec I’hypothése faite sur z, et par conséquent L est
une partie libre.
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— La partie L posséde exactement n éléments et dim{E) = n. Il en
résulte que la partie L est une bage de E.

La partie L est donc en particulier une partie génératrice de E. Par
suite F(L) = {f{x), f*(z), ..., f* Hz),05} est une partie génératrice
de Im(f) et il en est de méme de M = {f(z), f(z),..., f*"(z}}. Or,
M est une partie libre, puisque elle est contenue dans L qui est une
partie libre. Il en résulte que M est une base de Im(f). Comme M
posséde n — 1 gléments, dim[Im(f)] = n — 1, et finalement

rg(f)=n-1

Exercice 61 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n, ef soif
F un endomorphisme de E. On pose :

fP=1Idg etpour k>1, fF= 1oy
1. Montrer que, pour k>0
Ker(f¥) C Ker(f**) et Im{f*t1)  Im(S").

2. Montrer qu’il existe un entier p > 0, tel que
(@) — pour k < p, on ait Ker{f*) # Ker(f*t),
- pour k > p, on ait Ker(f*) = Ker(f*t1);
) ~ pour k < p, on ait Im(f*) # Im(F**1),
- pour k = p, on ait Im(f¥) = Im(f*+1).
8. Montrer que
E = Ker(ff)® Im{f7).

Solution —
1.  Montrons que pour k > 0, Ker(f*) C Ker(f*+1). Soit & € Ker(f*).
On a done f¥(z) = 0g, d’ou

JIfE(=)] = £(08), soit fH+Yz)=0g,
e qui prouve que © € Ker(f51), et donc que
Ker(f*) ¢ Ker(f*).

» Montrons que pour & > 0, Im(f*) C Im(f*). Soit y € Im(f*+1).
Il existe donc x &€ E tel que

y= =), soit y= f*[f(2)),
ce qui prouve que y € Im{f*) et donc que

Im(£*Y) € Im(£%).
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2.

(a) Pour k& > 0, posons ny, = dim[Ker(f*)]. En utilisant Vinclu-

sion Ker{f*) ¢ Ker(f*1), nous obtenons ny < ng 1. La suite
(nk)x>0 est donc une suite croissante d'entiers naturels, telle que
pour tout & > 0, ng < n. Il en résulte que cette suite ne prend
qu'un nombre fini de valeurs, i.e. il existe des entiers naturels r
tels que N = 1,41, ce qui implique

Ker(f™) = Ker(f""l)

(puisque Ker(f") C Ker{f™t1}).
o Désignons par p le plus petit de ces entiers. Pour & < p, on a
alors ng # ngy1 (par définition méme de p), d’oit

Ker(f%) # Ker(f**),

e Il reste & prouver que pour k > p, on a Ker(f*) = Ker(fF+1).

Nous allons le faire par récurrence sur &k > p.

- Pour k = p, on a Ker(fP) = Ker(fPt'} (par définition de
).

— Supposons (hypothése de récurrence), que pour k > p, nous
ayons Ker(f*) = Ker(f*+1), et montrons que ceci entraine
Ker(f51) = Ker(f*+2).

Nous savons déja que Ker(f*+1) ¢ Ker(f*+?). Inversement,
soit z € Ker(fry2). On a donc

F2 @) =0g, soit fHUf(z)] = 0g,

ce qui signifie que f(z) € Ker(F**') et done, compte tenu
de 'hypothése de récurrence que f(x) € Ker(f*). Par suite,

PP =08, soit 5T (z) = 0p.

Finalement, € Ker(f*+!), d'oi Ker(f*?) C Ker(f*),
ce qui prouve bien que Ker(f5t1) = Ker(f*+?) et achéve
notre récurrence. Done, pour tout k> p :

Ker(f*) = Ker(f*+1).

(b) Le théoréme du rang permet d’écrire, pour tout entier & = (1 :

dim[Im(f*)] = n — dim[Ker(f*)] = n — ny. {2.86)

Nous savons que, pour k < p, 7 # nge1. Compie temn de 2.86,
nous avons donc dim[Im(f¥)] # dim[Im(f*+')]. D’autre part,
Im(f*t1) C Im(f*), donc nécessairement,

Im(f*+1)  Im(f*).
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En outre, nous savons également que pour & > p, nous avons
Ker(f*) = Ker(f*71). Donc, np = ng4s ce qui implique (cf.
2.86)

dim[Im(f¥)] = dim[Im(f¥1)].

Linclusion Im(f*+1) C Im(f*) entraine alors

Im{ f¥+1) = Im(fF).

3. » Montrons tout d’abord que Ker(f*) N Im(f?) = {0g}. L'inclusicn

{0g} C Ker(fPINIm{ P} est évidente. Inversement, si x est Elément
de Ker(fPYNIm(f*), en particulier z € Im{fF), donc il existet € E
tel que x = fP(t) et comme z € Ker(fP), on a fP(z) = Op, soit

fP[fP()) = 0g  soit encore  f2P(t) = Op.
Par suite, t € Ker(f?). Or, d'aprés les résultats prouvés en 2a,
Ker(f*) = Ker(f#). Donc fP(t) = O, soit = = Og. Nous avons
donc Ker(fP) N Im(f?) C {Og} et finalement,
Ker(f)nIm(f7) = {0g}.

Montrons ensuite que F = Ker(f?) + I'm(fP). Il est évident que
Iinclusion Ker(f?P)+Im(fF) C E est vérifiée. Inversement, si x € E,
FP(z) € Im(fP). Or, d'aprés 2b, Im{fP) = Im(f?P), donc il existe
t € E tel que

(@) = 20t = P, dou fPlz— fP(1)] = 0p.
Par suite, = — fP(t) € Ker{f7}, et il suffit d’écrire
z=[z— [P+ FF(),

pour affirmer que z € Ker(fP) + Im{fP}. Nous avons donc prouvé
que E C Ker(fP) + Im(fP}, et finalement que

E = Ker(f*) + Im{f?).

Pour conclure :

E = Ker(f7) @ Im{f?).

Exercice 62 Soit E un espace vectortel sur K, de dimension finic n. On
consideére des endomorphismes de E, uy,ua, ..., ug, tels que :

(@) watue+..+u=1Idg et (b) rgluw}+rglue)+ ... +rglus) =n.
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1. Mondrer que pour tout entier i, 1 <i <k,

Ker{u;) = Z Imn{u;).
I

2. En déduire que pour tous entierst et §, 1 <4, <k :

u;oU; =u4, etsi 1#7, uiOUj=0,;(E).

Solution -
1. Soiti €N, 1 <1<k, etsoit x € Ker(u;). En vertu de I'hypothése (a),
NGUS Avons

w{z) + ugx) + . w1 (x) + wil®) + wip (@) + -+ we(x) = Idp(z),
soit puisque w;(z) = 0g,

ur (@) + ugz) + o+ i1 () + w2 + () = 7.
Il est, alors clair que

T € Z Im{u;), et donc que Ker(w;) C ZIm(Uj). (2.87)
J#i JF

Nous en déduisons que

dim[Ker(u;)] < dim[z Im{u;)|. (2.88)
JAi

ID’autre part, nous savons que

dim[z Im{uz)] < Zdim[lm(uj)] = ng(uj),

J#E J# JA
soit encore, d’aprés U'hypothése (b),

dim[y_ Im(u;)] < n — rg(us). (2.89)
J#i

Or, le théoréme du rang permet d’écrire, pour tout 1 € N, 1 < i < k,
dim[Ker(u;)] = n — rg{u;).
L'inégalité 2.89 s’écrit donc

dim[z Im{u;)] £ dim[Ker(u;)].
J#
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En tenant compte de 2.88, nous obtenons
dim|Ker(us)] = dim[>_ Im(u;)]. (2.90)
I
Par suite, en se souvenant de I'inclusion 2.87, nous avons bien
Ker(u) = Z Im(uy).
J#

Solent § € M, tel que 1 < i < k, et soit v € E.
® 5i j est un entier tel que 1 < j < k, j # 4, alors, pour tout z € E :

ui{z) € ZIm(uj) = Ker{u;)-
[

Il en résulte que u,[u_.,.(m)] = 0g, et donc w; 0 u; = OE(E)-
e D’autre part, compte tenu de I’hypothese {a),

Ui = IdE—ZTLj, d’on usou; = uiO[IdE—Zuj] = ui—ZuiouJ-.
JF J#E J#E

Or, nous venons de prouver que si j # ¢, u; o u; = O¢¢gy- Par consé-
quent, U; O Uy = U;.

On remarquera que des endomorphismes de E, uy, ug, ...,y vérifiant les
hypothéses () et (b) sont des projecteurs.

Exercice 68 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie n > 2
el soit f un endomorphisme de B qui commute avec tout automorphisme de

E.®

1. Montrer que si {z,y} est une partie libre de E, i existe un automor-

phisme u de E tel que

wz)=z et uly)=w+y.

2. Svit a € E. Montrer que {a, f(a)} est une partie lide.

3. Utiliser ce qui précede pour déterminer le centre de anneau (£{E), +,0)

c’est-d-dire 'ensemble des éléments de L{E) qui commutent avec tous
les éléments de L(E).

8. Ceci signifie que pour tout automorphisme u, uo f = fou.
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Solution —

1. La partie {x, y} étant libre, le théoréme de la base incompléte (¢f. Théo-
réme 1) nous affirme qu’il existe n — 2 vecteurs de E, que 'on notera
€3,....€n, tels que {z,y,e3,...,en} constitue une base de E. Considé-
rons alors 'unique application linéaire u, de E vers P, définie par la
donnée des images des vecteurs de la base {x, ¥y, e3,...,€,}, en posant :

’U,($) =TI, u(y) =T+ ’h‘,(€3) = €3, '“1u(en) = En.

Pour montrer que w est bijective, nous allons prouver que rg(u) = a,

(cf. Corollaire 4). autrement dit que dim[Im{u)] = n.

o Le sous-espace fm(u) est engendré par {u(x), w(y), ules), ..., ule,)},
c’est-a-dire, compte tenu de la définition de u, par {z, z+y, €3, ..., €n}

» Montrons que cette partie génératrice de fm(u) est également une
partie libre. Soient Aq, A2, A3, ..., An, des scalaires vérifiant

Mz + Aoz + y) + Azes + ... + Apen = 0g,
soit
(A + A2)xz + Aoy + Azez + ...+ Apen = Og.
Puisque {z,y,e3,-.., e} est une base de E, ¢’est une partie libre, et

done
MFA=0 =0 A3=0,.., A, =0.

1 est alors clair que Ay = 0, ce qui prouve bien que {z, z+y, €3, ...,en}
est une partie libre.
C’est donce une base de fm(u), qui posséde n éléments. On a donc bien
dim[Im{u)] = n, ce qui implique que u est bijective. Finalement, u est
bien un sutomorphisme de E répondant & la question posée.

2. Soit @ € E. Pour montrer que {a, f(e)} est une partie liée, raisonnons
par 'absurde en supposant que {a, f{a)} est une partie libre. D’apreés
la premiére question, il existe un automorphisme « de E, qui commute
avec tout endomorphisme et tel que

ula) =a, et u[f(a)] =a+f(a) soit (uof)a)=a+f(a). (291)
Nous en déduisons
flu(@)) = §(a) soit (fou)(a) = f{a). (2.92)
Or, wo f = f ou. Les relations 2.91 et 2.92 impliquent alors
a+ fa) = fla), d'oulon deduit a=0g,

ce qui n'est pas possible puisque {a, f(a)} est supposée &tre une partie
libre. Finalement, pour tout a € E, {a, f(a)} est lie.
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3. Nous allons démontrer que le centre Z de l'anneau (L(E), +,0) n’est
autre que 'ensemble M des homothéties de E.
o Il est facile de voir que H C Z. En effet, soit h une homothétie de
rapport A, et soit f un endomorphisme de E. Pour tout x € F, on
a:

(ho () = h[f(x)] = Af(z) = f(Az) = f[(z)] = (F o R)(2),

d’'oit ho f= foh et par conséquent k€ Z. Donc, H C Z.

s Inversement, si g € Z, en particulier g commute avec tout automor-
phisme de £ et compte tenu de ce qui précéde, pour tout a € E,
la partie {a, g{a)} est lice. Il en résulte que si {ey, ez, ..., €x} est une
base de F, il existe des scalaires Aj, Az, ..., A, vérifiant

gler) = hier, gleg) = hoez, ... glen) = Anen. (2.93)

De méme, {e1 + e, gler + e2)} est lide et il existe A1p € K tel que
gler +ea} = Araler +ea), soit gler) + glea) = A1 per + Ay oen.

Nous en déduisons, compte tenu de de 2.93
Arer+Asez = Arger + A1 2e2, soit (A—Ar2)er+(Ae—Ar2)er = 0g.
Puisque {e),ea} est une partie libre, ceci implique

AM—Ag2=0 et Aa—Ao=20, dou A\ =2A=0.
On démontrerait de méme que As = As,...,Au—1 = Ay. Finalement,

M=A=A=..=A

Si z est un élément de E qui s'écrit x = 161 +&2e2+... + £ 6n, alors,

g(z} = gl&rer + &zea + o + €nen)
=&1g9(er) + Saglea) + . + &nglen)
=&huer + e+ o e,
= Xj(£1e1 + Eaeg + oo + Enen) = A1,
Ce calcul montre que g est une homothétie de rapport A;, et done

que ¢ € H. Par suite, Z C H.
En définitive, Z = H.

Exercice 64 Soient E et F' des espaces vectoriels sur K, de dimension finie.
On suppose que dim(E) = n et dim{F) = p. On désigne par H un sous-
espace vectoriel de E, de dimension k et on pose

H={fe L{E,F);HCKer(fH}.
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1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de C(E, F).

2. On désigne par M un supplémentaire de H dans E, el on note ¢ Uap-
plication de H vers L(M, F) qui & toute application f de H associe la
restriction de f a M, i.e.

() = fip-

Montrer que ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel.

8. En déduire la dimension de H (en fonction de n, p et k).

Solution —
1. Montrons que H est un sous-espace vectoriel de L(F, F).
¢ Tout d’abord, ¥ n'est pas vide car Ker(0z (g m) = E, et par consé-
quent H < Ker(0gg,m) ce qui signifie que Oz m} € H.
e Si f et g des éléments de H, alors H € Ker(f) et H C Ker(yg). Il
en résulte que si z € H, f(x) = 0p et g(z) = Op, d’olt

fz) +g{x) = 0p, soit (f+g)(z}=0r.

Donc, x € Ker{f +g), dot H C Ker(f +g) et par suite f+g € H.
e Sideplus A€ K, etsiz € H, onaauss

Af{z) =0p, soit (Af){z) =0p.

Done, z € Ker(Af), don H C Ker(Af) et par suite Af € H.
Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de L{E, F).

2. Désignons par M un supplémentaire de A dans E. On a donc
E=HaMetdim{M)=n—k.

Notons ¢ l'application de H vers L(M, F) qui & toute application f de
H associe la restriction de f 4 M, i.e.

) = fa

Nous allons prouver que ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel.
e La linéarité de ¢ est évidente. En effet, si f et g des éléments de H,
on & pour tout £ € M :

B(F + )]ty = (F + 9)(t) = F(£) + 9(t)
et [(¢(f) + o(g)(t) = [p(N)](&) + [¢(g)] (1) = f(t) + g(t),

ce qui prouve gque

oS +9) = o(f) + ¢(g).
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De plus, si A € K,

[BANNE) = (AFE) = Af(E)
et [(Ag(NI(E) = Alg(N(E) = Af (1),
ce qui prouve que
H(Af) = Ap(f).
Montrons que ¢ est injective, ou ce qui revient au méme {(¢f. Pro-
position 28), que Ker(¢) = {Ox}. Linclusion {0y} < Ker(d) est
évidente. Inversement, soit f € Ker(¢). On a ¢(f) = Ogar,py, ce qui

signifie que pour tout ¢t € M, f(t) = Op. Il nous faut prouver que
f =0y, c’est-a-dire que pour tout z € E, on a f(z) =0p.

Soit donc x € E. 1l existe alors y € H et t € M, uniques, tels que
z =y + &. Par suite,

fle)=fly+1) = flw) + f(t) = fly) + Or. {2.94)

Or, H C Ker(f) implique f{y} = O, et finalement f(z) = Or.
Il en résulte que Ker(¢) C {0y} et nous pouvons conclure a

Ker($) = {On}.

L’application ¢ est donc bien injective.

Montrons que ¢ est surjective. Soit h € L(M,F). Il s’agit de dé-
terminer une application f € H, telle que ¢{(f) = h. Pour ce faire,
désignons par {e1,...,ex} une base de H et {ext1,...,en} une base
de M. Puisque H et M sont supplémentaires, {e1, ..., €, €r41, ey Ent
est une base de E. Considérons alors I'unique application linéaire f,
de F vers F, définie en posant :

fler) = ... = fler) = 0p, et flews1) = hlepq1), .., flen) = Rlen).

Il est clair que H C Ker(f). En effet, sl # est un élément de H qui
g'écrit * = €1e1 + ... + £xey, on a par définition de f

flmy=&afle1) + ...+ &flex) =0+ ...+ 0p = 0F,

ce qui montre bien que H C Ker{(f). Il en résulte que f € A. Enfin,
par définition de f, on a pour t € M,

F(t) = h(®).
D*autre part, par définition de ¢, on a aussi pour t € M,
[B(NI(E) = £(2).

Par suite ¢(f} = h, ce qui montre que A posséde f comme antécédent
par ¢. L'application ¢ est donc surjective.
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En définitive ¢ est bijective. C'est donc un isomorphisme de H sur
L{M,F).

3. Il résulte de la question précédente que les espaces vectoriels H et
L{M, F) ont méme dimension. Or, la Proposition 34 nous apprend que
la dimension de V'espace vectoriel £{M, F)j est donnée par

dim[L(M,F)] = (n—k)p.
Nous répondons donc & la question posée par

dim(H) = (n - k}p.

Exercice 65 Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finte n et soil
f un endomorphisme de E. On note v le rang de f, et on pose :

U={ge L(E);fog=gof=0g}

1. Monirer que U est un sous-espace vectoriel de L(E).

2. {a) On désigne par W un supplémentaire de Im(f) dens E. Montrer
que pour tout g € U, on définit une application linéaire ¢(g), de
W wers Ker(f), en posant, pour tout x € W,

[¢(g)]{z) = g(z).

{(b) Montrer que Uapplication ¢, qui & louf élément g € U associe
Uapplication ¢(g} € L{W, Ker(f)) est un isomorphisme d’espace
vectoriel.

3. En déduire le dimension de U (en fonction de n et der).

Solution —
1. Montrons que f est un sous-espace vectoriel de L£(E).
» Tout d’abord, U n’est pas vide car Og(g € .
e Sig et h des éléments de 4, on a

fog=gof=0,g), et foh=hof=0zm.
On en déduit
fog+ foh=0sg, soit fo{g+h)=_0sz,

et gof+hof=0gym, soit (g+h)of=0gg,
ce qui montre que g + h € Y.
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e Side plus A € K, on a aussi
A(fog) =0y soit fo(rg)=0gg,

et A(go f) =0gm soit (Ag)of=0gg),
ce qui montre que Ag € .
Alnsi, U est un sous-espace vectoriel de L{E).

2. (a) Désignons par W un supplémentaire de I'm(f) dans F. On a donc
E=Im(flaW et dim(W)=n-r

Remarquons que si g € U, la relation f o g = Ogp) implique
linclusion I'm(g) C Ker(f). Il en résulte que pour tout g € U,
g(z} est un élément de Ker(f), ce qui prouve que I'application
¢(g) définie dans I’énoncé? est bien une application de W vers
Ker(f). La linéarité de Papplication ¢{g) résulte immédiatement
de celle de g.

(b) Compte tenu de ce qui précéde, il est clair gqu’en associant & tout
élément ¢ de U 'application ¢(g), nous définissons ainsi une appli-
cation ¢ de I vers L(W, Ker(f)). Nous allons maintenant prouver
que ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel.

e La linéarité de ¢ est évidente. En effet, si g et h des éléments
de ¥, on a pour tout { € W :

[6{g + Rt} = (g + R){t} = gt} + h(t),

et

[(é(g) + ¢(R)){t) = [#(g)](£) + [(A)](2) = g(t) + Al2),

ce qui prouve que

¢lg + h) = o(g) + &(h).
De plus, si A € K,

[¢(ADI(E) = (Ag)(#) = Ag(t),

et
[(Ad(g)}](t) = Alp(9)](£) = Ag(t),

ce qui prouve que
¢{Arg) = Ad(g).
9. Le lecteur doit remarquer qu’il ne s’agit pas exactement de la restriction de g & W,

qui cst une application de W vers E, mais de I’application de W vers Ker(f} qui a méme
graphe gue cette restriction.
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» Montrons que ¢ est injective, ou, ce qui revient au méme (cf.
Proposition 28), que Ker(¢) = {0y} L'inclusion {0y} C Ker{¢)
est évidente. Inversement, soit ¢ € Ker(g). Nous avons done
#(g) = Ugw rer()), ce qui signifie que pour tout £ € W,
9(t) = Ogergy- 11 nous faut prouver que g = Oy, c’est-a-dire
que pour tout x € E, on a g(z) = 0g.

Soit donc = € E. Il existe alors y € I'm(f) et £ € W, uniques,
tels que ¥ = y + . Par suite,

glzy = gly+1) =gly) + ¢(t) = g(¥) + Or = g(y).  (2.95)

Or, la relation go f = Oggy implique I'm(f) C Ker{g). On
a donc gly) = Og et finalement g{z} = Og. Il en résulte que
Ker(¢) < {0y} et nous pouvons conclure &

Ker(¢) = {0u}.

L'application ¢ est donc hien injective.

» Montrons que ¢ est surjective. Soit k € L(W, Ker(f)). Il s’agit
de déterminer une application g € U, telle que ¢(g) = k.
Pour ce faire, désignons par {e1,...,e,} une base de Im(f) et
{€rt1; -, €2} une base de W. Puisque I'm(f) et W sont suppleé-
mentaires, {e1,...,€r,€p41, ..., €x} o5t une base de E. Considé-
rons alors l'unique application linéaire g, de E vers F, définie
en posant :

gler) = ... = gle;) = 0g,
et
glers1) = klert1), - glen) = klen).
Montrons que
fog=gof=0ypg:

Si z est un élément de E qui s'écrit

T = 5131 + .t é'rer + §r+ler+l + ...+ 5118111

on a par définition de g

g(GC) = €1g(€1) + ... + ‘Srg(er) + £f+lg(e‘r+l) + .o+ €ng(en)
=0g+..+0g+ Er+1k(er+l) +..F Enk(en)
= &rs1kleryr) + .+ Lnklen).

Par suite,

flg(@)] = &rpr flk(ers)] + oo + Enflk(en)].
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Or, k€ L{W, Ker(f)}, donc

FlE(eri1)]l = .. = flk{en)] = 0%,

et par suite flg(z)] = O0g. On a donc

fog=0zm.
D’autre part,
fle) =& fler) + ... + & fler) + G flersn) + o+ &nflen).
Par suite,

glf @)] = &rglfle)] + .. +&glf (er)]
+ &gl leri)] + o+ &nglf (en)]-

Or, par définition de g, on a gy} = Og pour tout y € Im(f}.
Donc,

fler) = .. = flen) = O,
et par suite, g[f{#)) = 0. On a donc aussi
go f=0gmg,

et finalement g € U, Enfin, par définition de g, on a pour f € W,

g(t) = k(1)

D’autre part, par définition de ¢, on a aussi pour t € W,

[6(9)](2) = g(t).

Par suite ¢{g) = k, ce qui montre que k posséde g comme
antécédent par ¢. L'application ¢ est donc surjective.
En définitive ¢ est bijective. C'est donc un isomorphisme de &
sur L(W, Ker([)).

3. Il résulte de la question précédente que les espaces vectoriels U et
L(W,Ker(f)) ont méme dimension. Or, par application de la Pro-
position 34,

dGim[L(W, Ker{f))] = (n—r){n —r) = (n-r)2.
Nous répondons donc & la question posée par

dim(U) = (n —r)2.
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