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AVERTISSEMENT

Le présent ouvrage est le premier des cing tomes d’'un Cours de Mathéma-
tiques écrit a l'intention des éléves des classes de Mathématiques Supérieures
et de Mathématiques Spéciales (types M et M', P et P'}. Il était d l'origine
conforme aux programmes du 4 février 1972, ef, dans son état actuel, il répond
largement aux exigences des programmes du 16 septembre 1988.

Au prix de quelques compléments nous avons fait en sorte que I'ouvrage soit
utilisable par les étudiants des Universités.

Conscienis du fait qu'un cours de mathématiques peuf s’organiser de bien
des fagons, et désireux de respecter le choix des professeurs — auxguels nous
n’avons, naturellement, pas Uintention de nous substituer — nous avons groupé
dans chacun des cing tomes un ensemble cohérent auguel le lecteur pourra se
reporter sans hésitation. '

Les deux premiers tomes sont consacrés d I'Algebre et a ses applications a
la Géométrie, les deux suivanis a U'Analyse, le dernier aux Applications de
I’Analyse a la Géométrie.

® Nous nous sommes efforcés de respecter au maximum [esprit des
programmes ; il nous est toutefois arrivé de traiter certaines questions sous un
angle plus général que celui qui y figure explicitement. Nous ['avons fait avec
modération; ¢’est ainsi que nous avons étudié quelgues généralités sur les modules.

e Nous avons apporté le plus grand soin au choix des notations. La termi-
nologie utilisée est en général celle des programmes. Précisons que :

— pour nous, tout anneau posséde un élément-unité, ce qui dispense de parler
d'anneau unitaire (ou uniféere),

— nous imposons d tout morphisme d'anneaux de transformer I'élément-
unité de l'objet en celui de 'image, ce qui évite Uintroduction de la notion de
représentation,

— Rous imposons a tout anneau intégre d'étre commutatif.

— nous convenons (au tome 11) que les formes sesquilinéaires sont semi-
lingaires a gauche.



VI AVERTISSEMENT

e Afin de nous adapter aux exigences des divers utilisateurs de notre ou-
vrage, nous avons utilisé deux corps de caractéres, les plus petits étant consacrés

— d'une part & des remarques, exemples et contre-exemples qui doivent
étre considérés comme formant un tout avec le texte imprimé en caractéres nor-
Maux,

— dlautre part & des compléments réservés @ une « seconde lecture» et
gui, en fait, s adressent exclusivement aux éléves des classes M'.

e Nous avons utilisé le signe [, qui peut se lire ; « la proposition en ré-
sulte », pour matérialiser la fin d’une démonstration et annoncer I'introduction
d’une idée nouvelle.

o Le double astérisque, *...., permet d’isoler un résultat faisant intervenir
des notions qui n’ont pas encore été étudiées dans le Cours, mais qui sont con-
nues du lecteur (d charge pour celui-ci de s'assurer qu’il n’y a pas de cercle
vicieux).

e Le systéme de repérage est simple : le numéro du fome est indigué en
chiffres romains, ceux du chapitre, du sous-chapitre et du paragraphe en chiffres
arabes. C’est ainsi que 1.5.6.2 renvoie au second paragraphe du sixiéme sous-
chapitre du cinquidme chapiire du tome I, (le numéro de tome n’étant pas spé-
cifié lorsqu’il v’y a pas d’ambiguité ).

Des exercices sont adjoints & chaque chapitre. Bien gu’ils soient de difficulté
inégale, nous n’avons pas jugé bon de les repérer par des lettres avertissant le
lecteyr de leur difficulté croissante. En principe, les plus faciles sont en téte
de chague série.

LES AUTEURS
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ENSEMBLES. RELATIONS
LOIS DE COMPOSITION

1.1. ELEMENTS DE LOGIQUE

1.1.1. Assertions. Connecteurs

1° Assertions, — Nous considérons la notion -d’assertion comme une
notion premiére, que 1’on ne pourrait définir qu’en utilisant d’autres mots qu’il
faudrait, a leur tour, définir.

Contentons nous donc de dire, de fagon naive, qu’une assertion est
un énoncé ne contenant pas de variable (on dit quelquefois dnoncé clos)
susceptible de prendre I'une ou "autre de deux valeurs logiques, le vrai (V)
ou le faux (F).

2° Connecteurs logiques. — Soient A et B deux assertions. On constate
que les tableaux ci-dessous, qui sont dits tables de vérité, permettent de leur
associer cing nouvelles assertions qui sont notées

14, AAB Av B A= B A=<= B

ce qui se lit
«non A, Aet B, A ou B, 4 implique B, A équivaut logiquement & B».

A |4 A B | AAB | AvB|A —=> B | A<> B

v F 1 U v a v au

F v | F F U F F
F | v F a U F
F | F F F a U

Les symboles 71, A, v, —>», <> sont appelés connecteurs logiques
de négation, de conjonction, de disfonction, d’implication, d’équivalence logique.

Convention. — L>écriture 71 4 se passe de parenthése; c’est ainsi que
1A A B signifie (71 4) A B, et non 71(4 A B).
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REMARQUE. — Si A est une assertion fausse, alors 4 = B est une
assertion vraie.

GENERALISATION. — Etant données des assertions A, B, C, ..., les connec-
teurs logiques permettent de construire de nouvelles assertions dites composées
et notées P(A4, B, C, ...) dont on connait, grace 4 des tables de vérité, la
valeur logique dés qu’on connait les valeurs logiques des assertions A, B, C, ...

3° Propriétés des connecteurs, — Soient P(A4, B, C,...), Q(4, B, C, ...}
des assertions dont les tables de vérité coincident. Nous dirons que ces
assertions sont tautologiquement équivalentes, ou, plus simplement, équiva-
lentes ; nous écrirons :

P(4,B,C,..) = Q(4, B, C,..).

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les équivalences suivantes,
valables quelles que soient les valeurs logiques de A4, B, C, ...

A="1(T14); A=Av A, A=AnrA4d {y)
AAnB=BAaAd; AvB=Bv A 2
(AABYAC=AABAC); (AvBvC=Av(BvC 3
A= B="T1A4dvB;, A<= B=(4d—B)A(B =—=>A) &
T(AvB)y=1AAT1B; T1(AABy="14v 7B (3}
REMARQUE. — Les formules (4) et (5} — ces derniéres étant appelées lois

de Morgan — montrent que l'on aurait pu se limiter 4 introduire les deux
connecteurs logiques 7] et A.

Voici deux équivalences fort utiles dans la pratique :

94 —>B)=A4A 1B (6)
A—>B =18 — 1A %)

Cette derniére est la base du raisonnement par contraposition.

4° Tautologie. Il existe des assertions composées gui prennent la
valeur U indépendamment des valeurs logiques des assertions qui ont servi
a les construire ; on dit qu’il s’agit de tautologies. En voici trois, qui jouent un
role important dans le raisonnement mathématique :

le tiers exclu : Av 14

1a non-contradiction ; T(A AT A)

la transitivité de Uimplication: (A —> B A (B = ()] —> (4 — ().
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1.1.2. Quantificateurs

1° Prédicats,

* A tout réel x, nous pouvons associer 1’assertion : « x est un entier impair », que nous
notons A(x) ; c’est ainsi que A(—3) est une assertion vraie et que A{m) est une assertion
fausse. En d’autres termes, nous disposons d'une application de IR dans ’ensemble & deux él¢é-
ments {U, F}. ,

Plus généralement nous appellerons prédicat tout énoncé A(x, y, ...) conte-
nant des lettres x, v, ..., dites variables, tel que, quand on substitze i cha-
cune de ces lettres un objet d’un certain référentiel, on obtienne une assertion.

Un prédicat & deux (resp. trois variables) est appelé relation binaire
(resp. relation ternaire).

Il va de soi que si I'on fixe I’objet désigné par y, A(x, ) devient un pré-
dicat & la seule variable x.

2° Quantificateurs. — Soit A(x) un prédicat a une variable x, qui
représente un objet d’un référentiel E. Nous pouvons associer 3 A(x) les
deux assertions ainsi définies ;

— La premiére, qui s'éerit 1 Vx A{x), s’énonce : « 'assertion A4(a)
est vrate pour tout objet @ du référentiel ».

— La seconde, qui s’écrit : 3 x A(x), s’énonce : « il existe au moins
un objet @ du référentiel tel que 1’assertion A{a) soit vraie ».

Les symboles ¥ et 3 sont respectivement appelés quantificateur universel
et quantificateur existentiel.

REMARQUES. — a) En cas d’ambiguité sur le référentiel, on écrira :
Vex AX); Jex A
* ou encore, lorsque E est un ensemble :
YxeE A(x); IxeE A(x). ,

b) 11 est essentiel de noter que les assertions ¥ x A(x) et 3 x A(x) ne
contiennent pas la lettre x ; on dit que x joue le réle d’une variable muette
dans I'expression de ces assertions, ou encore que les symboles ¥ et 3 sont
mutificateurs.

c) Sont vérifiées les deux équivalences tautologiques :
T3@x AX)) = Vx 1A,
Y x Ax) =3 x 71 AX).

En particulier, on utilise souvent :

VX (P(x) = 20N]=3x (P(x) A 71 Q).
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a

Extension. —— Nous aurons 4 utiliser Iassertion 3! x A(x), qui se lit :
« il existe un et un seul objet ¢ du référentiel tel que 1’assertion A(a@) soit

vraie ».

3° Généralisation. — Soit A(x, y) une relation binaire. Nous pouvons
lui associer un certain nombre d’assertions, parmi lesquelles :
— les assertions équivalentes :  Yx (Vy A(x, 1) Yy (Vx Alx, »);
— les assertions équivalentes : Ix @y A ) 3y @ x A, 1)),
— les assertions non équivalentes: ¥x (3 y A(x,3)); 3Ty (¥Yx A, M)

On peut, naturellement, concevoir d’autres généralisations.

* ExeMPLE. — Soient R et R* I'ensemble des réels et celui des réels strictement positifs.
La continuité de Papplication f: R — R au point x, €R se définit par le fait que ["assertion
suivante est vraic :

Ya.e {3h o [Yax (Jx—x] <a = [f()—f(xo)| <]}

On notera que les lettres &, &, x, qui désignent des éléments des référenticls R%, R%, R,
jouent un rdle muet.

Dans lz pratique, on se contente d'éctire, en omettant certaines parenthéses, mais en
prenant bien garde de ne pas modifier Pordre des quantificateurs :

¥Ye>0 Ja>0 ¥Yx (Jx—xg <a = [f(x)-fx0)| < &)
La négation, en |'occurence la non-continuité de f au point x,, s’écrira abréviativement :

Je>0 Va>0 Jx (x—-xgl<a et [AxX)—flxo)|= 8. &

1.1.3. Une simplification d’écriture

Soit A une assertion. On peut considérer ’énoncé : « A est vraie »,
comme une nouvelle assertion, qui est d’ailleurs tautologiquement équivalente
a A4 (il en est de méme de D'assertion : « (A4 est vraie) est vraie »).

Dans la pratique, nous ne considérerons pas : « A est vraie » comme
une assertion, mais comme I’affirmation que 1’assertion 4 posséde la valeur
logigue U ; nous nous contenterons méme d’écrire, dans ce sens : «ona A »
et méme : « A ». Plus précisément, nous adopterons :

Convention I. — Celui qui formule une assertion affirme qu’elle est vraie
(2 moins que le contexte n’indigue le contraire).

* C'est ainsi que quand on écrit : «2+2 = 4», on entend : « 242 = 4est une assertion
qui posséde la valeur logique VU ».

Convention 11, — Celui qui formule un prédicat affirme que ’on obtient
une proposition vraie pour tout choix des variables dans leurs référentiels.

* (’est ainsi que, quand, travaillant sur R, on écrit0 < x* onentend : «¥x 0 x%est
une assertion qui posséde la valeur logique U ».
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1.1.4. Théorie et raisonnement mathématiques

1° Signes, — Une théorie mathématique utilise trois sortes de signes :

— des signes logiques, tels que 7 et A ;

— des lettres, éventuellement affectées d’accents ou d’indices ;

— des signes spécifiques d’une théorie déterminée (par exemple = et
pour la théorie des ensembles) ;

Les lettres peuvent représenter soit des zermes (ou objets étudiés dans la
théorie), soit des relations entre ces termes.

Un assemblage est une succession de signes écrits les uns & coté des
autres.

2° Axiomes ; théorémes,
la donnée :

Une théorie mathématique t est définie par

— de univers, ou collection des termes de la théorie ;
— des axiomes de la théorie ou assertions admises comme étant vraies ;
— des régles régissant ’'usage des signes de la théorie ;

— des schémas permettant de déduire des relations vraies, dites théo-
rémes, d’axiomes ou d’autres relations vraies ; une suite de telles relations
est une démonstration.

Une théorie est dite non contradictoire si elle ne conduit 4 aucun théoréme
de la forme 4 A 1 4. Le logicien Godel a montré qu’il est impossible de
prouver que les théories que nous rencontrerons sont non contradictoires.

REMARQUE. — Soit t une théorie non contradictoire et soit ' la théorie
obtenue en adjoignant 4 t un axiome A, les régles et schémas restant les mémes.
Si 'on prouve gue 7’ est contradicteire on peut affirmer que 1’assertion 4 est
fausse dans la théorie 7, c’est-A-dire que 71 A4 est un théoréme de 7. Cette
remarque est & la base du raisonnement par I'absurde.

Une étude plus approfondie des méthodes de démonstration serait inté-
ressante mais dépasserait de beancoup le cadre de cet ouvrage. C’est pour-
quot nous nous limiterons i ces quelques considérations élémentaires.

1.2. ENSEMBLES. APPLICATIONS

1.2.1. Introduction 3 la théorie des ensembles

Historiquement la notion d’ensemble a été dégagée des notions d’objet
et de collection d’objets, que nous considérerons comme intuitives chez le
lecteur. Au début, on a admis que toute collection pouvait &tre considérée
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comme un ensemble ; or il s’est avéré que — ainsi que nous le montrerons
ci-dessous — parler de ’ensemble de tous les ensembles conduit A une contra-
diction ; il a donc été nécessaire de préciser, et, en particulier, d’édicter des
régles permettant de construire de nouveaux ensembles & partir d’ensembles
connus.

Sans entrer dans le détail d’une théorie axiomatique des ensembles,
qui dépasserait largement notre propos, nous nous contenterons de dire
qu’il s’agit d’une théorie au sens du n® 1.1.4; elle utilise les signes logiques et
les régles introduitesen 1.1.7 et 1.1.2 ; elle fait intervenir en outre deux signes
spécifiques, = et €, dont nous allons maintenant parler.

Egalité. — L’écriture g = b, qui se lit : « @ égale b », signifie que les
lettres a et b représentent le méme objet.

Aprés avoir pris connaissance des définitions données au n® 1.3.1, le lecteur vérifiera que
I'égalité est une relation binaire réflexive, symérrigue et transitive.

La négation de g = b s’éerit @ # b,
Appartenance. — L’appartenance est une relation binaire entre termes

de 1’univers, que ’on écrit : x € y ou y3x, et que ’on lit : « x appartient a
y» ou « x est élément de y »,

En fait il est d'usage, lorsque x € y, de dire que y est un ensemble ct x
un élément de I’ensemble y, mais cela est relatif. Un méme terme peut se
rencontrer 4 gauche ou a droite d’un signe €, donc &tre a la fois un ensemble et
un élément (voir plus loin ’ensemble des parties). Toujours pour respecter
I’'usage, nous désignerons en général par des majuscules A4, B, ..., des ensembles
et par des minuscules a, b, .., des éléments, cette distinction étant bien
entendu arbitraire.

La négation de x € y s’¢erit x ¢ p.

Inclusion. — DEFINITION. — Soient 4 et B des ensembles. On dit que
A est inclus dans B, et on écrit 4 = Bou B o A, si et senlement si

¥Vx (xed) = (xeB)

On dit aussi que A est une partie, ou un sous-ensemble de B,
Le lecteur vérifiera gue 'inclusion est une relation réflexive et transitive.

La négation de 4 < B s’écrit A & B.

1.2.2. Les axiomes de la théorie des ensembles

1° Axiome d’extension. — AXIOME 1. —— Les ensembles 4 et B sont
égaux si et seulement s’ils ont les mémes éléments, ce qui s’écrit

¥x (xed) <= (xeB)
AUTRE ENONCE DE L’AXIOME D’EXTENSION

VA YB (A=B) <> (4<B)A(Bc A
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2° Prédicat collectivisant. — DEFINITION. — Soit #t(x) un prédicat. On
dit que st(x) est collectivisant en x si et seulement s’il existe un ensemble A tels
que les objets x pour lesquels 1’assertion +(x) est vraie soient précisément les
€léments de A, ce qui s’écrit

Vx A(x) < (xed)

D’aprés 'axiome I, I'ensemble associé & un prédicat collectivisant A(x)
est unique. On le note {x | A(x}}.

REMARQUE. — Etant donné 'ensemble A, le prédicat x € A est collec-
tivisant et {x | x € A} n’est autre que A. Il existe donc des prédicats collec-
tivisants.

Nous allons montrer, par I’exemple de x ¢ x, qu'il existe des prédicats non
collectivisants. En effet, s’il existait un ensemble A4 tel que :

Vx (x¢x) <> (xeAd)
on aurait en particulier, en faisant x = A4 :

(4 ¢A) <= (Aded),
ce qui est faux.

3° Axiome de la paire. — AXIOME 2, — Soient @ et b des objets. Le
prédicat (x = a) v {x = b) est collectivisant en x.

L’ensemble {x | (x = a) v (x = b)} est noté {a, b}.

L.’axiome 2 exprime qu’étant donnés les objets a et b, il existe un ensemble
dont les seuls éléments sont a et b.

L’ensemble {a, a}, qu’on désigne simplement par {a}, est dit ensemble
réduit au seul élément a; x e {a} équivaut & x =a; xe A équivaut i
{x} c A4.

4° Axiome de sélection et de réunion. — AXIOME 3. — Seit R(x, »)
un prédicat tel que [’assertion
Yy 3Z Vx Rix,y) = (xe 2Z)
soit vraie.

Alors, pour tout ¥, le prédicat : 3y (¥ ¥) A R(x, ») est collectivisant
en x.

Nous allons déduire de cet axiome deux corollaires (qu’en premiére
lecture on pourra considérer comme des axiomes).

COROLLAIRE [. — Soient F un emsemble et s(x) un prédicat. Alors le
prédicat (x € E} A A(x) est collectivisant en x.

L’ensemble {x | (x € E) A #4(x)} se note aussi {x € E | A(x)].
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Voici une ébauche de la démonstration. Soit R(x, )} le prédicat (x = y} A A(x).
On constate qu’est vraie 1’assertion :
Yy Yx  R(xy) = (xe(p})

et par suite qu’est vraie ’assertion ;

Yy 3Z ¥x Rix, y) => (xe Z).

En vertu qe !’axiomc 3, le prédicat : 3y (ye ¥)a K(x, y) est collectivisant en x pour
tOl}t Yet, en particulier, pour ¥ = E. End’autres termes le prédicat: 3 y (VeEYA (x=y) A £(x)
qui n’est autre que : (x € E) A £ (x) est collectivisant en x. [

CoNSEQUENCE. — Il n’existe pas d’ensemble ayant pour éléments tous
les objets de I'univers ; autrement dit I’ensemble des ensembles n’existe pas.
Dans le cas contraire, on déduirait du corollaire I que tous les prédicats sont
collectivisants, ce qui est faux d’aprés le 2°.

e Voici trois autres applications du corollaire I, obtenues en utilisant
d’abord le prédicat x # x, puis des prédicats de la forme x¢ Bet xe B.

a) Ensemble vide. — A tout ensemble E nous pouvons associer I’ensemble
{xeE|x % x}, qui est une partic de E n’ayant aucun élément ; nous le
noterons provisoirement &g.

THEOREME ET DEFINITION. — L’ensemble &J; est indépendant de £ ;
on P’appelle ensemble vide et on le note &.

Considérons deux ensembles E et F et associons leur &g et & L’implica-
tion P =3 @ étant vraie lorsque P est faux, nous avons :

Vx (xe@p) = (x e D).

I en résulte: @ < G Parallélement : O <« @z. En conclusion
QE = Q.F' D

b) Différence de deux ensembles; complémentaire. — DEFINITION. ——
Soient 4 et B des ensembles. L’ensemble {x € 4 | x ¢ B} s’appelle différence de
P’ensemble 4 et de 1’ensemble B, on le note A\B. Si, de plus, B = A, alors A\B
s*appelle le complémentaire de B dans A, et peut aussi se noter C,B.

On a, pour tout ensemble 4, A\d =G et A\D = A4
¢) Intersection de deux ensembles. — DEFINITION. — Soient 4 et B des

ensembles, L’ensemble {x | (x € A) A (x € B)} s’appelle intersection des
ensembles 4 et B ; on le note 4 ~ B, ce qui se lit « 4 inter B ».

Deux ensembles dont I'intersection est & sont dits disjoints.
La notion d’intersection sera reprise au n°® 1.2.4.

COROLLAIRE II. — Seit £ un ensemble. Le prédicat

X ((XeE)a(xe X))
est collectivisant en x.
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Le symbole [} X désigne ’ensemble {x|3 X (X ¢ FE)A(xe X)}, qui
Xek

s’écrit aussi {x|3 XeE xe X}
Voici une ébauche de la démonstration. Soit R(x, X} le prédicat (XY €E}A (x€ X). On
constate qu’est vraie I’assertion :
YX ¥x KR(x, X} — (xeX)
et, par suite, qu'est vraie 1'assertion :

VX 3Z Vx Rx, X) => (x¢ Z)

En vertu de I'axiome 3, le prédicat : 3 X (Xe ¥)a R(x, X) est collectivisant en x pour
tout ¥ et, en particulier, pour ¥ = E. En d’autres termes le prédicat : 3 X (X e E)a R(x, X),
qui n’est autre que : 3 X' (X € E) A (x € X) est collectivisant en x. [

Voici des cas particuliers.

e Etant donnés des ensembles 4 et B, ’axiome 2 permet de leur associer
I’ensemble E = {4, B}. En appliquant le corollaire-IT 4 E, on obtient un ensem-
ble, qui est appelé réunion de A et B, et noté 4 v B, ce qui se lit « 4 union B»;
cet ensemble peut se définir par :

AUuB={x|[(xeAd) v (xeB)}.

e Soient a, b, ¢ des objets. L’axiome 2 ayant permis de définir {q, b}
et {c} nous disposons maintenant de {a, b} v {c}, qui est I'ensemble dont
les seuls éléments sont &, b, ¢ ; on le note {a, b, ¢c}. On pose de méme
{a, b, c,d} = {a, b, c} v {d}, etc.

e Soient 4, B, C, D des ensembles. Nous venons de définir I’ensemble
{A, B, C, D}. En lui appliquant le corollaire 1I, nous définissons un ensemble,
qui sera dit réunion des ensembles 4, B, C, D et not¢ A U Bu Cu D, etc.

La notion de réunion sera reprise au n° 1.2.4.

5° Axiome des parties. — AXIOME 4. — Soit £ un ensemble, Le prédi-
cat X < E est collectivisant en X.

Autrement dit, il existe un ensemble unique, dont les ¢léments sont les
parties de E ; on le note $(F) ; & et E sont des éléments de T(E).

REMARQUE. — T(@)} = {@} ; on ne confondra pas &, ensemble sans
élément, et {@}, ensemble 4 un élément unique.

6° Couple, — DEFINITION. — Soient « et b des objets. L’ensemble
{{a}, {a, b}) est appelé couple formé de a et de b ; on le note (a, b).

PROPOSITION. (a, ) = {a', b)) <= (@ =d) A (b=}

Partons de Uhypothése (a, b} = (a’, b’). Si ’on avait a 5 &', il en résulterait successivement
{a} # {a'}, fa} = {&’,b'}, a = ¢’ ; d’ot une contradiction. On a donc {a} = {@'}, et, par
suite, {a, b} = {a, b'}.

Dou: (b=a)v (b=25") Or, méme si b =aq, alors {b} = {a, ¥’} et b=¥".
La premiére assertion entraine donc la seconde. La réciproque est triviale,
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Ce théoréme permet de parler d’un couple ¢, de ses projections pr, ¢
et pr, ¢, telles que ¢ = (pr, ¢, pr, ¢) ; on peut dire coordonnées, au lieu de
projections,

Produit de deux ensembles. — Soient A et B des ensembles. Remarquons
quesige 4 eth e B, alors (a, b) e T (A w B)). Il en résulte que le prédicat :

{x est un couple) A (pry x e A) A (pryx e B)
est collectivant en x, ce qui permet de poser
DEFRINITION. — Soient A et B des ensembles. I’ensemble
‘ {x | 2 3b x = (a, b)}
est appelé produit de A4 et B et noté 4 x B ce qui se lit « 4 croix B »,

On peut définir 4x Bx C comme étant le produit (Ax B)xC; les
¢léments de cet ensemble sont dits triplets. *Plus généralement, on définirait
les n-uples). ,

A titre d’exercice, le lecteur vérifiera que, si 4, B sont des ensembles
quelconques, et A’, B des ensembles non vides:

((A'x By c (AxB)) <= ((4' = 4) A (8 = B))
t:
‘ (AXB=@) <> (A=9)v (B=9))

7° Axiome de Uinfini. Axiome du choix. — AxioME 5. — II existe un
ensemble naturel.

Cet énoncé sera expliqué au n° 1.4.1, 1°; on ['appelle quelquefois
axiome de I'infini.

AXIOME 6. — A(x, y) étant un prédicat 4 deux variables xc€ E et ye F,
on a, en désignant par ¥ I’ensemble des applications de E dans F {cf. 1.2.3) :

Vex (Iry ACy) = af (Vex £ (x (%)

Intuitivement cela signifie que lorsque le graphe I" de la relation A(x, y),
(¢f. 1.2.3), vérifie la condition Yy x (Jpy +A(x, y)), alors pour tout x e E,
on peut « choisir » un y e F tel que (x, y} T, et concevoir 'ensemble de
ces choix.

Cet axiome 6, appelé axiome du choix est souvent utilisé, et parfois
méme sans ¢ue 'on en ait conscience, tant son caractére peut paraitre
« évident ».

L'une de ses conséquences importantes est le théoréme de ZORN, que nous n'aborderons
pas ici, Cependant il nous arrivera de signaler — par exemple au chapitre 9 — quelques
résultats qui découlent de ce théoréme ; ils seront signalés par un trait tremblé et devront étre
considérés comme indépendants du reste de I'ouvrage ; ils pourront &tre réservés & une seconde
lecture.
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8° Nous arréterons ici la liste des axiomes, qui sera suffisante pour ce cours ;
d’autre part nous n’aborderons pas le probléme de ’indépendance et, en
particulier, celui de la non-contradiction de ces axiomes.

1.2.3. Application

1° Graphes. Correspondances. — DEFINITION [. — On appelle graphe tout
ensemble dont les éléments sont des couples.

A partir de 'axiome de sélection et de réunion on démontre le théoréme
suivant (qu'en premiére lecture on pourra considérer comme un axiome) :

THEOREME. — Soit I' un graphe. Il existe un et un seul ensemble, noté
pry I' (resp. pr, I'), possédant la propriété suivante :

Vx (xepri) <= (Qy (x, el
[resp. Vy (yepr, I == 3x (x,»)eDl
On Dappelle premiére (resp. deuxiéme) projection de T,

Voici une ébauche de la démonstration. Désignons par R.(x, z) le prédicat : x = pr, z
{qui se lit «z est un couple et x en est la premiére projection»). On constate qu’est vraie 1asser-
tion :
Yz ¥Vx Rix,z) = (xeipr,z})

et, par suite, qu’est vraie 1’assertion :
Yz 3Z ¥x Rx,z) = (xe2Z).

En vertu de I'axiome 3, le prédicat : 3z (z€ Y} A R(x, y} est collectivisant en x pour tout
Y et, en particulier, pour ¥ = I'. Autrement dit, le prédicat ; 3z (ze ) A (x = pr, 2) est
collectivisant en x, 0O
ReEMARQUES. — a) Tout graphe dont une projection est @ est, lui-m&me, 'ensemble vide.

b) Tout graphe I' est une partie d’un ensemble produit (& savoir pr, I'x pr; I" ou, plus
généralement, A x B avec A > pr, I' et B o pt, I'). Inversement, il est évident qu’une partie
d’un ensemble produit est un graphe.

DErFINITION II. — Soient £ et F des ensembles. On appelle correspondance
de E vers F tout triplet de la forme (I, E, F) oti ' est une partie de £ x F.

Etant donnée la correspondance (T, E, F), on dit que E en est ’ensemble
de départ, F I'ensembie d’arrivée, T le graphe, pr, T V'ensemble de définition,
pr; T Vensemble des valeurs (ou image).

REMARQUE, — Soient E et F des ensembles. A toute relation binaire (ou prédicat & deux
variables) # de E vers F, on peut associer la correspondance (I, E, F) qui admet pour graphe
le sous-ensemble de ExF:

I' = {(x, ») e ExF| #&(x, y)}

On dit que T est le graphe de la relation 4.

Inversement, 4 toute correspondance (I°, E, F) on peut associer une relation binaire s de
E vers F en convenant que #A(x, y) signifie (x, yyeI'.
On peut ainsi « identifier » les re'ations de E vers F et les correspondances de E vers F.
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DEFNITION 111, — On qualifie de fonctionnel tout graphe I” tel que, pour
tont x, il existe au plus un y vérifiant (x, y) eI

Le lecteur remarquera que, dans les classes secondaires, il a implicitement
appelé fonction toute correspondance dont le graphe est fonctionnel, et appli-
cation toute correspondance dont le graphe est fonctionnel et dont I’ensemble
de définition coincide avec 1’ensemble de départ. Nous retiendrons la notion
d’application, que nous allons maintenant expliciter et étudier.

2° Applications. — DEFINITION. — Soient £ et F des ensembles. Une
application de £ dans (ou vers) F est une correspondance f = (I", E, F) telle que

YxeE JlyeF (x,yel. )

Soit fune application de E dans F (ce que nous écrirons abréviativement :
« soit f: E— F»). Etant donné x ¢ E, I’'unique élément de F qui lui est associé
par (1) se note f(x) ; on dit que x est un antécédent — pas forcément unique —
de cet élément de F.

L’application f peut s’écrire x —— f(x), la letire x étant alors muette.

Egalité. — L’égalité des applications f: E—» Fet g : E'— F’ équivaut
d’aprés la définition méme, A 1'égalité E = E' des ensembles de départ, a
I"égalité F = F' des ensembles d’arrivée et a celle des graphes, qui se traduit
par

VxeE f(x)=g(x)

PROPOSITION. — Soient E et F des ensembles. Les applications de E dans
F constituent un ensemble que I’on note F (F, F). Les graphes de ces applica-
tions constituent un ensemble que 1’on note FZ.

Les applications E — F sont des triplets (T, E, F) particuliers et a fortiori
des éléments particuliers de ’ensemble-produit T(E x F)x F(E) x T(F). D’aprés
I’axiome de sélection, elles constituent un ensemble.

De méme, les graphes des applications E — F sont des éléments parti-
culiers de T(Ex F) : O

Notons que T +—s (T, E, F) est une bijection (¢f. 4°) de FE sur F(E, F);
on l'appelle bijection canonique; elle permet de traduire toute proposition
relative & 'un des ensembles FE ou F(E, F) en une proposition relative a
I'autre; on dit qu’elle permet d’«identifier » les deux ensembles.

ExXEMPLES. — a) L'application x +—— x de E dans E est dite application identique de E ;
elie se note Idg.

b) Soit E = F. L’application x —— x de E dans F est dite injection canonique de E dans
F ; elle se note j.

REMARQUE. — Soit F un ensemble. Toute application & — F a néces-
sairement @ pour graphe et ne peut &tre que la correspondance (9, @, F).
On constate qu’inversement cette correspondance vérifie (1), Il existe donc
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une et une seule application & — F; si F = @ on dit qu’il s’agit de Uappli-
cation vide. Cette remarque sera utilisée en analyse combinatoire (1.4.4).

Restrictions et prolongements. — On dit que les deux applications
f:E— Feth:G — H coincident sur une partic 4 de E n G si, et seule-
ment si

YVxed f(x)=h(x)

— Soient 4 =« Eetf: E — F. On appelle restriction de f 3 A Uapplica-
tionf, : A — Fqui coincide avec fsur A. On peut la noter aussi f|A4.

— Soient f: E — Feth: G— H deux applications. On dit que A est
un prolongement de f si et seulement si £ < G, F <« H et si les deux ap-
plications coincident sur E. En particulier, toute application est un prolonge-
ment de 1'une quelconque de ses restrictions.

3° Composition des applications, — DEFINITION. — Soient f : E — F
et g : F —> G des applications. L’application 4 : £ — G définie par

VxeE  hix)=glf¥]

est dite application composée de f et g, et notée g © f, (ou gf lorsqu’il 0’y a pas
d’ambiguité).

ExeMpLE. — Soit f: E~» F.Ona: Idpof=f et foldg=7f
Soient f: E — F, g : F— G, n : G — H. On vérifie '« associativité »
(hog)of=ho(gor
qui permet d’écrire # © g o f, sans parenthése.
4° Injection - Surjection - Bijection. — DEFiniTION 1. — Une injec-

tion est une application telle que, toutes les fois que deux éléments de ’espace
objet sont distincts, leurs images sont distinctes.

On en déduit que f: E — F est une injection si et seulement si :
VxeckE Vx'eE fx)=fx)=—=>x=x
Notons que toute application & — F est ainsi une injection.

DErmniTION II. — Une surjection est uae application telle que tout
élément de 1’ensemble d’arrivée posséde au moins un antécédent.

DEFmTION ITII. —— Une bijection est une application telle que tout élément
de PPensemble d’arrivée posséde un et un seul antécédent,

En d’autres termes, une bijection est une application qui est 4 la fois une
injection et une surjection.

(On emploie aussi les termes : « application injective, surjective, bijective » ).

ExemPLE. — L’application Id, est une bijection.
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ProOPOSITION. — La composée de deux injections (resp. surjections, bijec-
tions) est une injection (resp. surjection, bijection).
Démonstration facile, [aissée au lecteur.

5° Appliication réciproque. — LEMME. — Soientf : E— Fetg . F— G
deux applications. Si g O f est injective, alors f est injective. Si g o f est sur-
jective, alors g est surjective.

— Par hypothése g o fest injective. Pour tout (x, x") € E?, tel que x # x/,
on a g[f(x)] # gl f(x)] ce qui exige f{x} # f(x) ; f est donc injective.

— Par hypothése g o f est surjective. Pour tout z € G, il existe x e E
tel que g[f(x)] = z ; z admet au moins un antécédent par g, i savoir f(x) ;

g est donc surjective. O
THEOREME ET DEFINITION. — Seit f: E — F. Pour que f soit bijective, il

faut et il suffit qu’il existe une application g : F — F vérifiant
) Of= IdE et fog = IdF. (2)

Lorsqu’elle existe, I’application ¢ vérifiant (2) est unique; elle est bijec-
tive ; on ’appelle application réciproque de £, on la note £~ 1.

— 8’il existe g : F— E vérifiant (2), alors, d’aprés le lemme, f est
surjective comme Id; et injective comme Id ; fest donc bijective.
Symétriquement g est bijective.

— 8i f 1 E — F est bijective, alors il existe une application g : F— F
qui vérifie (2), 4 savoir ["application qui & tout élément de f associe son unique
antécédent par f,

Enfin si g, et g, sont deux applications de F dans E vérifiant (2), on a :

giofog,=ldgcg,=¢,; g,0f0g,=g,0ldr =g,
D’ol : gy =g, [l
APPLICATIONS. — a) On appelle involution toute application f: E— E

telle que fo f = Id;. Il résulte du théoréme précédent qu’une telle application
est bijectiveet que /! = 1.

b) Soient f: E — F et g: F — G des bijections. On sait que go f
est une bijection, On c¢onstate :

flogleogof=1dy et gofof tog™ =14,
On en déduit : (gof) ' =ftog™h

6° Images directe et réciproque. — Soit f: E— F. On peut associer
4 f les deux applications f : T(E) — () et f: T(F) — T(E) définies par

VAcS(E) fA)={yeFlIixed f(x)=y}
YBed(F) f(B)={xecE|f(x)eB}
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Par abus de notation, on écrit f(4) pour f(A) et f ~1(B) pour f(B). Ondit
que f(A) est U'image directe de A par f et que f~"(B) est ’image réciproque de
Boparf

REMARQUES. — a) 1l peut se faire que f(E), que I’on appelle image ou
ensemble des valeurs de 1’application f, soit réduit 2 un élément de F ; on dit
alors que Papplication f est une constante.

b) 'application f est surjective si et seulement si f(F) = F.
Af@)=0; f[f{@)=9; [T'(F)=E

d) Si f est bijective, f 1 (B) est 'image directe de B par f ~ 1.

¢) Etant données les applicationsf : E — Fetg : F— G,ona:

VAeci(E) (g 0 f)(4) = glf(A)]
VCed(G) (o)) =f""g™" (O]

7° Parties stables; parties invariantes ; applications induites, —
DEFINITION. — Soit f une application d’un ensemble E dans lui-méme. On
appelle partie de F stable (resp. invariante) par f toute partie 4 de E telle que
fldy = A (resp. f(4) = A). On dispose alors de ’application g : 4 — A4
qui coincide avec f sur A4 ; on dit que g est I’application induite par f sur A.

On notera que 1'application induite g et la restriction de £ 3 4 différent
(pour 4 # E), en ce sens que les ensembles d’arrivée ne sont pas les mémes.

8° Equations. — Soient f : E—> Fetg : E— F. Tout élément x4 € E
tel que f(xg) = g(x,) est dit selution de I’équation f(x) = g(x), & I'inconnue x,
Résoudre cette équation ¢’est ¢tudier I’ensemble de ses solutions (sous-ensemble
de E). Une équation dont I’ensemble des solutions n’est pas vide est dite
compatible.

CAS PARTICULIER IMPORTANT. — Il s’agit de f(x} = g(x), ou I’application
g est une constante ; ’équation s’écrit alors f(x) = y,, ol y, est un élément
donné de F ; ensemble des solutions est £~ ({5} ), que, par abus de langage,
on note parfois £~ (¥,)-

9° Familles. — Dans ce premier chapitre, nous distinguerons les notions
de famille et de famille d’éléments d'un ensemble.

a) Dans certains cas, un graphe fonctionnel regoit le nom de famille;
la premiére projection est alors appelée ensemble des indices, tandis que la
seconde projection est appelée ensemble des éléments, ou image.

Une famille est en général notée (x,);.r; on eatend ainsi préciser que
Iensemble des indices est I et que la famille est engendrée par le couple
(i, x;) lorsque { décrit I. La famille est dite :

— identique si et seulement si: Vielr X; =1,

— injective si et seulement si: YV (i, j)el®> (i #j) = (x; # x)).
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Pour faciliter Dinterprétation de certains résultats, il nous arrivera de
parler de famille d’ensembles.

b) Soit E un ensemble (qui pourra &tre ’ensemble des parties d’un autre
ensemble). Dans certains cas une application dont 1’'ensemble d’arrivée est
E regoit le nom de famille d’éléments de E; I’ensemble de définition est alors
appelé ensemble des indices ; on adopte en général la notation (x));.; (x; € E);
on entend ainsi préciser que 1’ensemble des indices est 7 et que 'application
donne de i € I 'image x; € E; lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on se dispense
d’écrire (x; € E).

— On appelle sous-famille (resp. sur-famille) d’une famille d’éléments
de E toute restriction (resp. tout prolongement) de [’application considérée,
— L’injection canonique d’une partie X de F dans E peut &tre consi-
dérée comme la famille (x;);.x d’éléments de F telle que: Yie X x; =i

*¢) Dans les deux cas g) et b), lorsque [’ensemble des indices est 1’ensemble
des entiers naturels (resp. un ensemble fini) on parle de suite (resp. systéme),
au lieu de famille.,

1.2.4. Opérations sur les ensembles

1° Réunion — Le symbole (4,;};., désigne indifféremment une famille
d’ensembles ou une famille de parties d’un ensemble. En raisonnant comme
au 1.2.2, 4° (corollaire II), & partir de ’assertion vraie
Vi Y x (leDA(xed)) = (xe A
on montre qu’est collectivisant en x le prédicat :

i (feDa(xeA), que nous écrirons: Jiel xe A,

D’ou le résultat (qu’en premiére lecture on pourra considérer comme un
axiome).

THEOREME ET DEFINITION I. — Soit {4));.; une famille d’ensembles (resp.
me famille de parties d’un ensemble). I1 existe un ensemble défini par

{x|3iel xeAd}
On ’appelle réunion de la famille; on le note |} 4.
iel
Il s’agit de ’ensemble des x appartenant a ['un des ensembles A4; au
moins.
REMARQUES. — a) Le corollaire FI du 1.2.2, 4° est un cas particulier du théoréme précédent,
Ia famille utilisée étant la famille identique d’un ensemble d’ensembles.

b) SiI = @, laréunion est & ; en effet le prédicat : 3 ie & x € A, est faux pour tout /.
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Intersection, — Le symbole (A});.; désigne indifféremment une famille
d’ensembles ou une famille de parties d’un ensemble, mais on suppose ici
I#6.

Soit i, un élément arbitrairement choisi de ’ensemble non vide I. Le
prédicat :

Vi (fel) = (xe d,)), que nous écrirons: Yie/[ xe A,

est tautologiquement équivalent au prédicat: (Viel xeAd) A (xe 4,)
[ui-méme collectivisant en x d’aprés le corollaire [ du 1.2.2, 4°.

D’ou le résultat :

THEOREME ET DEFINITION [I, — Soit (A4));.; une famille d’ensembles
(resp. une famille de parties d*un ensemble) telle que [ # . Il existe un ensemble
défini par :

{x|Viel xed}.
On Pappelle intersection de Ia famille; on le note [) A;
iel
Il s’agit de I’ensemble des x appartenant & chacun des ensembles 4.

REMARQUES. — a) Comme cas particulier du théoréme précédent, on obtient Iintersection
de deux ensembles.

b} Si (A4,); . @ est une famille d’ensembles, le prédicat : ¥ ie F x € A, est vrai pour tout x;
il n'est donc pas collectivisant. On ne peut parler de I'intersection d’une famille d’ensembles indexée
par 9.

¢) Dans le cas d’une famille de parties d'un ensemble E, telle que J # @, I'intersection peut
s’écrire
ﬂ A, ={xeENNViel xed}

En remarquant que, si I = &, le second membre de I’égalité précédente n'est autre que E,
nous conviendrons que ['intersection d'une famille de parties d'un ensembie E indexée par O est E.

d) Dans le cas d'une famille (4,); . ; de parties d’un ensemble E, la réunion, et 'intersection
sont des parties de E qui (si on se limite & I # @ dans le cas de I'intersection) ne dépendent pas
de E.

2° Propriétés de la réunion et de Dintersection. — Nous ne con-
sidérerons que des familles 4 ensembles d’indices non vides (les formules
dans lesquelles n’interviennent que des réunions étant cependant valables

sans cette restriction).

a) Réindexation. — Soient (4));.; une famille d’ensembles, et ¢ une
application surjective d’un ensemble J sur I. Alors :

U4 = U Aoy et (VA=) Ayy-
iel iel jelJ

b) Associativité. — Soit (4;};c; une famille d’ensembles telle que 7 soit la
réunion d’une famille d'ensembles (Ji);.x. Alors :

Ua=ULU4] o« (A=(\[)A

tesk iel kekK lely
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¢) Distributivité. — Soient (4));cs, (B));es deux familles d’ensembles,
B un ensemble. Alors:

(JA)nB= U(A nB) et ((}JA)uB-= ﬂ(A v B).
iel

iel iel iel

Plus généralement.:

(Yo By= U (4nB)

iel (i, jyeIxJ

et
(N 4w (B (1 (4uB).
ielf jedJ (l,j)EIXJ'

A titre d’exercice le lecteur pourra essayer de généraliser 4 une famille
de familles en utilisant la notion de produit d’une famille d’ensembles (voir 5°),

d) Conservation des inclusions. — Soilent deux familles (A} .y et (Bdic:

ayant le méme ensemble d’indices. Supposons Viel A4; = B, Alors:
Udie B et ()4, )B
igl ig] iel iel

¢) Passage au complémentaire. — Soit (A));.; unz famille de parties

d’un ensemble E. Alors :
E\|J 4= [V(E\A) et EN() 4= ) (E\A)
el iel iel igl

-— Nous démontrerons seulement a titre d’exemple la premiére formule

de distributivité : soit x € (| ) 4) n B. On a donc x € B et x € 4, pour un
iel
certain k e I. Donc x € 4, n B, ce qui entraine x € | ] (4; n B). Inversement
iel
soit x e [} (4; n B); c’est qu'il existe un k €I tel que x € 4, n B. Donc
iel
d'une part x € B, d’autre part x e A, ce qui entraine x¢ U A, Dol
iel

x e ({J 4)) n B. L égalité cherchée résulte alors de I’axiome d’extension. [

iel

3° Images directe et réciproque. — Soient f: E — F une appli-
cation, (A4;);.; une famille de parties de E, (B));., une famille de parties
de F. On a les formules :

f (_UIAE)= _UIf(A,-) et f (ﬂ Ay e ) f{4)

iel

jeld

YU BY=U STB) e ST By = () £

Soit en outre une partic B de F. Alors on a:
fTHF\B=E\f~1(B)
Les démonstrations sont laissées en exercice au lecteur. On notera le

comportement particulier de I’image d’une intersection. Montrons par un
exemple qu’il peut y avoir inclusion stricte.
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Prenons E = R?* F = R x {0}, et pour f la projection (x, y) — (x, 0).
Soient A = {(x,y)[x =0 et y=1} et B={(x, ¥)|x <0 et y =0},
Ona AnB=0, et donc f(4A n B) =@ Cependant

F(A) nf(B) = {(0,0)}.

(Le lecteur est invité & faire une figure).
Par contre il y a égalité si f est injective. En effet soit x € (7} f(4,), donc
iel

x € f{(4) pour tout i, Donc D’antécédent ¢ de x (dont nous connaissons
’unicité) appartient & chacun des A;.

Ona: ae ()4 et xef() 4 0
iel iel

4° Partition d’un ensemble. — DEFINITION. — On  appelle partition

d’un ensemble E toute famille (4)); .; de parties de E vérifiant les trois
conditions :

Viel A,# 0 (1)
Vi Del? (£ = 4, nA; = O) )
iUIA,=E. 3)

REMARQUES. — @) Une famille d’ensembles (4));.; dont la réunion
contient E s’appelle un recouvrement de E. Une partition est donc un recou-
vrement par des parties non vides et deux 3 deux disjointes.

by Une partic X de T(F) est appelée partition de ¥ lorsque la famille
identique associée & X est une partition. On dit aussi dans ce cas que X est un
ensemble-quotient de E, (Cf. 1.3.3).

5° Ensemble produit. — Nous allons généraliser ici la notion d’ensemble
produit Ex F déja introduite au 1.2.2, 6°,

DEFRINITION. — Soit (4,}; . ;, une famille d’ensembles. On appelle ensemble
produit de la famille (4,); . ;, et on note [| A, I’ensemble des familles (x,); . ;
telles que : tel

Viel x,€ 4,

Les familles (x,); . ; sont des éléments particuliers de T (I x | ) 4) et [] 4,
iel el
est un ensemble d’aprés ’axiome de sélection. Notons d’abord que si I = @,

alors ’ensemble produit est réduit au seul élément ©. Nous supposerons
dorénavant que [ # ©@. Il est clair que l'ensemble produit est vide dés

que I'un des A4, est vide. Inversement supposons ¥ i € I A4; # @ et montrons
que [] 4; # @. Désignons par #4(i, y) le prédicat y € A;, dans lequel i et y
el

représentent respectivement des éléments de I et de () 4,. Comme aucun
ierl
A; n’est vide on peut éerire ;

Viel Iyel] A, #£(,y).
iefl
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D’aprés I'axiome 6 (axiome du choix), on a:
JgeFd,\JA) Yiel g(ie A
iel
La famille (x;);.;, ob, pour tout j, «; désigne g(7), est un élément de

T1 4. |

iel

Projections. — Posons A = [] 4. A tout élément (a;);.; de 4 nous

iel

" pouvons associer 1’élément g, de A,, olt k est un élément fixé de 7. On définit
ainsi une application p, : 4 — A; appelée application projection.

Soient maintenant £ un ensemble et f: E — 4. Posons, pour tout
iel, fi =p;of. Nous disposons ainsi d’une famille d’application (f});.;
ol f;: E — A;, telles que

YxeE f(x)=(fi(x})icr-
Nous avons ainsi défini une application ¢ : F(E, [[ 4) — [] F (&, 4)
iel
qui & tout f e F(E, [] A4) associe (p; 0 f); o 1-
tel

iel

@ est une bijection. En effet soit (f);.; € H F(E, A). Nous devons
iel
montrer qu’il existe f : E — [] A; unique telle que Yiel p,of=f.
iel

Or pour fout x € E, nécessairement p;[f(x)] = fi(x), ce qui revient a dire,
par définition de p;, que f{x) = {f;(x)}; . ;- Donc si f existe, elle est parfaitement
déterminée par les f;.

Mais inversement la formule ¥ x € £ f(x) = (f;(x)), . ; définit bien une

application f : E — [] A; telle que ¢ () = (f}i e 1- O
iel

Cette propriété aura un prolongement intéressant quand les ensembles
A; et 4 seront munis de structures (algébriques ou topologiques). On verra a
ce sujet I’exercice n® 4.10 sur les « problémes universels ».

CAS PARTICULIERS. — @) Supposons ¥ i € I A; = B (famille constante).

Alors ] A; est 'ensemble des graphes des applications de I dans B, auguel
iel

nous avons attribué (1.2.3., 2% la notation B’ qui trouve ici sa justification.

Rappelons qu’une bijection a permis d’identifier B' A 1’ensemble F(/, B)

des applications de I dans B. Nous utiliserons souvent le fait que F(E, F)

peut &re considéré comme le produit d’une famille d’ensembles.

*b) Anticipant sur I’étude des entiers naturels, prenons
I=N,={1,2, ..~}

Une famille (2,);.y, est un ensemble de la forme {(1, a,), ..., (n, a,)}, que
I'on peut identifier au n-uple (a,, ..., a,), tel qu’il a été introduit au 1.2.7, 4°;

un produit de famille d’ensembles de la forme [] A, se trouve ainsi identifié
ieNp,
au produit d’ensembles A; x...x 4,. ,
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1.3. RELATIONS BINAIRES SUR UN ENSEMBLE

1.3.1. Quelques définitions

1° On appelle relation binaire sur un ensemble E toute relation binaire de E
vers E, c’est-i-dire tout prédicat 2 deux variables astreintes A représenter des
¢1éments de E.

Une telle relation binaire se note x R y, et —en abrégé — R, de préférence
a R.(x, »). Nous lui avons associé son graphe I’ < E?, défini par :

I = {(x,») e E* [ x Ry}

Il nous arrivera de dire abréviativement « soit (E; R) une relation », pour
« soit R une relation binaire sur 'ensemble E ».

DEFNITION. — On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E, est
— réflexive si et seulement si elle vérifie :

VxekF xRx
— symétrique si et seulement si elle vérifie ;

Y (x, ) € E* xRy — yRx
— antisymétrique si et seulement si elle vérifie :

Y (x,y)eE? xRyetpyRx) = x=y
— transitive si et seulement si elle vérifie :

Vix,y,2)eE® (xRyetyRz) — xRz

2° Préordre. — On appelle préordre toute relation binaire réflexive et
transitive.

3° Relation induite. — Soient (£, R) une relation, et 4 une partie de E.
En convenant que x R, y signifie x R y, nous définissons une relation (4, R ,)
qui est dite induite par K.

Nous constatons que si R est réflexive (resp. symétrique, antisymétrique,
transitive), il en est de méme pour R ,. La réciproque n’est pas vraie.

1.3.2. Compatibilité entre applications et relations. Morphismes

1° DEFINITION. — Soient f : £ — F une application et R une relation
binaire sur E. On dit que f/ est compatible avec R si, et seulement si

Vi, peE* xRy = f(x) =10
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2° Premiére notion de morphisme. — DIEFINITION. — Soient
f: E — F une application, R et S des relations binaires sur E et F respective-
ment, On dit que f est compatible avec le couple (R, 8), ou encore que f est un
morphisme de (£, R) damns (F, 8) si et seulement si

VinyeE xRy = f(x) 810

1.3.3. Relations d’équivalence

1° DEFINITION. — On appelle relation d’équivalence sur un ensemble £
tout préordre symétrique sur E, c’est-d-dire toute relation binaire sur E qui est
a la fois réflexive, symétrique et transitive.

Une telle relation R peut se noter x = y (modulo R).

2° Classes d’équivalence ; ensembles-quotients. — DEFINITION. — Seit
R une relation d’équivalence sur un ensemble E. Pour tout x € £, on appelle
classe d’équivalence de x, modulo R, ’ensemble ¥ = {y € £ | x R y}. L’ensemble

des classes d’équivalence modulo R est appelé ensemble-quotient de £ par R ;
on le note E/R. ‘-

E/R. est, naturellement, une partie de T(E).

PrOPOSITION. — Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.
Alors E/R est une partition de E.

— Aucune classe n’est vide. — Par réflexivité ona,eneffet: Yx e E xef.

— Deux classes sont disjointes ou confondues. — Considérons & et b.
Deux cas sont possibles :

e 5i g R b, alors, par symétrie et transitivité ;
YyeE aRy <= bRy,

ce qui sécrit: VyeE yed<> yeb, onencore: 4 =5.

e Dans le cas contraire, on a: an & = &; en effet ’existence d’un
élément ¢ commun 4 4 et 3 5 conduirait 4 ¢ R c et ¢ R b, et, par transi-
tivité 4 a R b,

— La réunion des classes est E. En effet tout x € E appartient 4 une
classe (et d’ailleurs 4 une seule). |

RECIPROQUE. — Seit £ — F(E) une partition d*un ensemble £. Alors il
existe une, et une seule relation d’équivalence sur E, telle que s soit Pensemble-
quotient de £ par cette relation.

If s’agit de : «JAdeA (xed) A{yed)»

Vérification aisée.

3° Surjection canonigue, — DEFINITION. — Seit R une relation d’*équi-
valence sur un ensemble £, L’application ¢ : £ — E/R, qui 4 chaque xc E
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associe sa classe module R est dite surjection canonique. Tout antécédent par ¢
d’un élément de £/ R est dit représentant de cet élément.

Le caractére surjectif de ¢ est manifeste. Le lecteur remarquera que

Vi, yeE? xRy <> o(x) =00

THEOREME. — Soient f:E — F ume application, R une relation
d’équivalence sur £ et ¢ la surjection canonique associée. Pour que f soit
compatible avec R, il faut et il suffit qu’il existe une applicationg : E/R — F
telle que f = g O ¢. S’il en est ainsi, g est uniquement déterminée ; on dit qu’elle
est déduite de f par passage au quoticnt modulo R.

La condition est suffisante. — Supposons qu’il existe g telle que f = g o ¢.
Apartirde: Y(x,»)eE> xRy — o) = 0()
onobtient: V(x,eE? xRy = gle(x)] = gle(],

qui n’est autre que I’expression de la compatibilitét dego ¢ = favec R. O

La condition est nécessaire. — Supposons que R est compatible avec f.
Etant donné que, pour tout X eE/R, x € X eniraine ¢(x) = X, toute
application g telle que g © ¢ = f doit vérifier

(0 YVXeER VxeX g(X)=f(x)

Inversement (1) définit une application g et une seule. En effet, pour
X donné, d’aprés la compatibilité de favec R, f(x) est indépendant du choix
de I’élément x de X. Ceite application g répond visiblement a la question. ]

4° Décomposition cangnique d’une application. — Soit f : E — F une
application. On vérifie aisément que la relation binaire sur E: « f{x) = f{3) »,
que 'on écrit « x R y », est une relation d’équivalence et que f est compati-
ble avec R.

D’aprés le théoréme du 3°, il existe donc une, et une seule application
g 1 E/R — F telle que f = g o ¢@. Cette application est injective. En effet si
X et Y sont des éléments de E/R tels que g(X) = g(Y), alors x et y étant des
représentants arbitrairement choisis de Xet ¥, ona

f(x) =g(X)=g(¥})=f()

et par suite x R y, ¢’est-d-dire X = Y.

Désignant par f la bijection de E/R. sur f(E) qui coincide avec g sur E/R,
et par j ’injection canonique de f(E) dans F,onag = jo f;d’ouf = jofo ¢,
cette relation est appelée décomposition canonique de f. Elle est schématisée
par le diagramme commutatif suivant :
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E f F
@ * surjection canonique
@ J J : bijection (uniquement déterminée)
F ! injection canonique.
E[R 7 S(E)

On dit que I'on déduit / de f par passage au quotient modulo R.

5° Généralisation. — Soit f: E — F une application, compatible avec les relations
d’équivalence R sur E, 8§ sur F; ¢ et désignent les surjections canoniques associées 3 R et 8.
On constate que I’hypothése se traduit par la compatibilité de ¢ o favec K. Soit 4 'application
déduite de ¢ ¢ f par passage au quotient modulo X. On a le diagramme commutatif :

E_t

—_ -

] '

EfR ——=F[8

On dit que 4 est déduite de f par passage aux quotients modulo R et 8 ; elle est caracté-
risée par o f = ho ¢.

ExempLE. — Soient A = E, R une relation d’équivalence sur E, R, la relation induite,
qui est, elle aussi une relation d’équivalence.

Tous les représentants d’une classe X, modulo R, ont une méme classe modulo R, que
I'on note A(X,); on définit ainsi 4 : AR, — E/R, qui est injective car X, = 4 n h(X ).

D’ailleurs I'injection canonique j: 4 — E est compatible avec les relations K, et R,
et h n’est autre que I'application déduite de j par passage au quotient modulo R, et R.

1.3.4. Relations d’ordre

1° DEFINITION 1. — On appelle relation d’ordre sur un ensemble E tout
préordre antisymétrique sur E, c’est-i-dire toute relation binaire sur £ qui est
a la fois réflexive, antisymétrique et transitive.

En général, une relation d’ordre sera notée < ; x << y se lit « x est inférieur
a y » ou « x est plus petit que y ».

Dans la pratique, on utilisera < au lien de <.

DEFRINITION II. — On appelle ensemble ordonné tout couple (E, <), out E
est un ensemble, et < une relation d’ordre sur cet ensemble.

On appelle éléments comparables d’un tel ensemble deux éléments a et b
tels que (@ < &) v (b < a). On appelle ensemble totalement ordonné un
ensemble ordonné dont deux éléments quelconques sont comparables.
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ExeMPLES. — * @) Sur N, la relation : « @ € b » qui signifie « 3celN b=a+c »,
dite inégalité au sems large, est une relation d'ordre total, appelée ordre naturel.

b) Sur N, larelation : « a | b» quisignifie« 3g €N b = aq », dite divisibilité est une rela-
tion d’ordre non total. Seule l'antisymétrie est un peu délicate a vérifier. (Siona b = ag
et g = bg', alors on a b = bgq’, c'est-a-dire b =0 ou g¢' =1; & =0 et a = bg’ entraine
a=~5b; g =1 exige, dans N, g =g’ =1, gq¢' = 1 et b = aq entraine donc a = §).

Notons que sur Z, la divisibilité est un préordre, mais n’est pas une relation d’ordre
(on peut avoir a | (—a) et (—a) | a, sans avoir a = —a). ,

¢) Soit £ un ensemble. Sur T(E), l'inclusion, 4 = B, est une relation d'ordre, non total
si £ a plus d’un élément.

Ordre strict. — Soit (E, <) un ensemble ordonné non vide. La relation binaire sur E :
x < y qui signifie « (x < ) A {x # y} », et qui se lit « x est strictement inférieur & y », est
#*

appelée ordre strict associé 4 <, bien que cette relation, qui n’est pas réflexive, ne soit pas
une relation d’ordre.

(x <)) A (x#y) séerit x < y.
2° Construction de relations d’ordre

Ordre opposé. — Soit (£, <) un ensernble ordonné. La relation : «x > y»
qui signifie « y < x », est une relation d’ordre sur E, dite opposée & < ; x > y
se lit : « x est supérieur 4 y » ou « x est plus grand que y ». L’ordre opposé de
< senote =.

Ordre induit. — Soit (E, <) un ensemble ordonné. D’aprés 1.3.1, 3%, la
relation induite par < sur une partic 4 de E est une relation d’ordre sur 4 ;
une condition suffisante, mais non nécessaire, pour que I'ordre induit soit
total est que I’ordre initial soit total.

Ordre fonctionnel. — Soient E un ensembile et (F, <) un ensemble ordonné
qui dans la pratique, sera souvent (IR, ). Sur F(&, F), la relation, notée
abusivement <, telle que f < g signifie : « Yx e E f(x} < g(x) », est une
relation d’ordre, non total si E et F ont chacun plus d’un élément. On dit
qu’il s’agit d’un ordre fonctionnel.

On évitera d’associer un ordre strict a un tel ordre, & cause du risque de
confusion entre les assertions

(VYxeE f)<gx) A (+#9)

et : VxeE (fx} <g()) n (f(x) # g(x)).
Ordre produit. — Soit (E;, R)); . une famille d’ensembles ordonnés.
Sur I’ensemble produit [] E,, la relation R telle que (x,); . r R(y)); « ; signifie
iel

«Viel xRy » est une relation d’ordre, appelée produit des relations
d’ordre R,. Les R, peuvent étre des ordres totaux, sans que R soit un ordre
total.

Ordre lexicographique. — Anticipons sur 'introduction de N et considé-
rons une famille finie, (E;, R)); ¢ (1, »» d’ensembles ordonnés ; pour simplifier
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I’écriture nous noterons <, au lieu de R,. Sur I’ensemble produit, convenons
que : € (X)icr1, ag E(P)i 11, m Signifie que I'une au moins des assertions
suivantes est vraie

X < Vo

(X1 =y1) A (x2 < pa)s -

(X1 =YD A e A (Xpo2 = Yae2) A (Xpmy < Vuoth

X, =V A cresererareans AXpo ) =Vae) A (x, €3,

£ est une relation d’ordre ; on dit qu'il s’agit de 'ordre lexicographique,
son avantage sur ["ordre produit est que, si les R, sont des ordres totaux,
alors £ est un ordre total.

ExemPLE. — Chacun des n ensembles E; est I'alphabet romain muni de la relation
d’ordre @ < b < ... < y < z. L'ordre lexicographique est 'ordre dans lequel un dictionnaire
fournirait tous les mots possibles de » lettres.

Cette construction s’étend & un produit infini de la forme [] E;; on peut
ieN
ainsi retrouver I'ordre usuel sur R en utilisant les symboles décimaux illimités.

3> Applications monotones, — Soient (E, <) et (F, <) des ensembles
ordonnés., — DEFINITION 1. — On appelle application croissante (resp. stricte-
ment croissante) de (£, <} dans (F, <) toute application /' : E — F telle que :

Vi, MeE? x<y = f(x)<f»
[resp. Vix,))eE* x f y = f(x) < f(yI

DErNimioN 11 — On appelle application décroissante (resp. strictement
décroissante) de (E, <) dans (F, <) toute application croissante (resp. stricte-
ment croissante) de (E, ) dans (F, =), en désignant par > Ia relation d’ordre
opposée & £ sur F.

On appelle application monotone (resp. sirictement monotone) toute
application croissante (resp. strictement croissante) ou décroissante (resp.
strictement décroissante).

REMARQUE. — « Application croissante » est synonyme de morphisme
d’ensembles ordonnés. Dans un contexte plus général (cf. 1.6.7, 4°) nous
définirons un isomorphisme comme un morphisme bijectif, tel que ’application
réciproque soit elie-méme un morphisme. Le premier des exemples suivants
montre qu’un morphisme bijectif d’ensembles ordonnés n’est pas nécessairement
un Isomorphisme.

ExeEMPLES. — a) Sur tout ensemble E, I'égalité est une relation d’ordre. Soit alors (F, <).
Toute f: E — F est une application croissante de (E, =) dans (F, ). Mais f peut étre
bijective sans que /™! soit croissante.

by A —— E\A est une application croissante de (§(E), <) dans (T(E), o). leif=f"";
f est bijective ; fet f~! sont croissantes (bien que 'ordre ne soit pas total).



135 RELATIONS BINAIRES SUR UN ENSEMBLE 27

On démontre sans difficulté :

ProposiTioN 1. — Toute application monotone et injective est strictement
monotone.

RECIPROQUE. — i) Toute application strictement monotone f d’un ensemble
totalement ordonné (E, <) dans un ensemble ordonné (F, <) est injective.

1) Si en outre f est strictement croissante, f induit un isomorphisme de E
sur f(E).

i) Pour fixer les idées, supposons que fest strictement croissante. L ordre
sur £ étant total, x # y entraine soit x < p, auquel cas f(x) < f(y), soit
¥ < x, auquel cas f(») < f(x).

Ainsi x # y entraine f(x) # f{)) ; fest donc injective. O

ii) Daprés §), f induit une bijection de E sur f(E), (dont la bijection
réciproque sera notée f V).

Soient x' et ¥’ des éléments de f(E) tels que x’ < y'. Alors nécessairement
£ < £71("), sans quoi on aurait £~ (y) < f1(x) et y' < x'; ainsi

f~' : AE) — E est croissante. O
Remarquons d’ailleurs que f(E) est totalement ordonné,
ProrosiTioN II, — Dans le cas d’ensembles ordomnés, la composée

de deux applications monotones est monotone,

Plus précisément g © f est croissante si f et g sont toutes deux croissantes
ou toutes deux décroissantes ; g © f est décroissante si IFune des fonctions
f ou g est croissante, |’autre décroissante. On a des énoncés analogues avec
« strictement monotones », La vérification est immédiate. O

4° Suites monotones. — Utilisant la définition 1 du 3°dansle cas ol (£, <}est
I’ensemble ordonné des entiers naturels (1.4.7), le lecteur vérifiera par récurrence :

ProPOSITION. — La suite {a,), . v 2 valeurs dans I’ensemble ordonné
(F, <) est croissante si, et seulement si: Yne N a, € Gue1e %

1.3.5. Eléments remarquables d’un ensemble ordonné

1° Eléments maximaux ; éléments minimaux. — DEFINITION. —— Soit
(E, <) un ensemble ordonné. S’il existe un élément a € E tel que

VxeE a<x —>x=a [resp. VxeE x<a =—> X =4
on dit que g est un élément maximal (resp. minimal) de E.

ExempLES. — * Dans (NY{1}, |), les éléments minimaux sont les nombres premiers. Dans
(N, |), O est le seul élément maximal. ,

Dans (T(E){&}, =), les éléments minimaux sont les parties réduoites 4 un €lément.
* Dans (R, <), il n’y a ni élément maximal, ni élément minimal. ,
2° Plus grand élément ; plus petit élément. — DEFINITION. — Soit
(E, <) un ensemble ordonné. S’il existe un élément a c E tel que
YxeE x<a (resp. a < x)
cet élément est unique ; on 1’appelle le plus grand (resp. le plus petit) élément
de E, on le note max E (resp. min E).



28 ENSEMBLES. RELATIONS. LOIS DE COMPOSITION 1.3.5

L’unicité tient au fait que s'il existe deux éléments a et b de E tels que
VxeE (x<a) A (x<b)
alors on a : (b<a) n fa<b), donc b=a

REMARQUE. — 8i (E, <) admet un plus grand élément a, alors a est
I'unique élément maximal de (E, <).

ExeMpLes. — Dans (F(E), <), @ est le plus petit élément, E est le plus grand.

* Dans (N, [), 0 est le plus grand élément et c’est le seul élément maximal ; 1 est le plus
petit élément. Par contre dans (N, <), 0 est le plus petit élément, il o'y a pas de plus grand
€élément ; enfin toute partie non vide admet un plus petit élément, ,

3° Majorants ; minorants. — DEFINITION. — Seit (£, <) un ensemble
ordonné et A une partie de F. S%l existe un élément m € E tel que

Yxed X < m (resp. m < x)

on dit que A est une partie majorée (resp. minorée) de E, et que # est un majorant
(resp. minorant) de 4 dans E.

Une partie bornée est une partie a la fois majorée et minorée.

Notons que si m est un majorant de A dans E, tout élément m" € E tel que
m < m' est aussi un majorant de 4 dans E.

4° Borne supérieure § borne inférieure. — DEFINITION. — Sofent (E, <)
un ensemble ordonné, et A une partie de F. Si ’ensemble des majorants de A
admet un plus petit élément (qui est alors unique d’aprés le 1°), cet élément est
appelé borne supérieure de 4 et se note supgA, ou sup A lorsqu’aucune confusion
n’est 4 craindre,

Notons que A4 admet I'un de ses éléments pour borne supéricure si et
seulement si 4 admet un plus grand élément ; on a alors sup 4 = max 4.

On introduit de méme la notion de borne inférieure et la notation inf 4.

Le lecteur vérifiera aisément :

ProrosiTiON I. — Soient (E, <) et A < E, A # . Si sup A et inf 4
existent, alors inf 4 < sup 4.

PRoPOSITION II. — Soient (E, <)et A « B< E, A # @. Sisup A et sup B
existent, alors sup 4 - sup B; si inf 4 et inf B existent alors inf B < inf 4.

* ExempLES. — Dans(IR, <), la partic A = {x€R | 0 € x < 1} admet pour borne infé-
rieure le plus petit élément 0, et pour borne supérieure I'élément 1 de R\A.

Dans (N, |) la notion de borne supérieure (resp. inférieure) d’une partie non vide A se
confond avec celle de p.p.c.m, (resp. p.g.c.d.} des éléments de 4.

Treillis, -~ On appelle treillis {ou ensemble réticulé) tout ensemble ordonné dans lequel
toute partie 4 deux éléments admet une borne supérieure et une borne inférieure.

— Tout ensemble totalement ordonné est un treillis.
— (F(E), =)estuntreillis:sup {X, Y} =Xu ¥, inf {X, ¥} =Xn Y.
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ment ordonné, et A une partie de £. Un élément A de E est borne supérieure de
A si et seulement si M vérifie les deux conditions :

) Vxed x< M
NYMeE M <M)y—=(Ixcd M <3

La premiére exprime que M est un majorant de A ; la deuxidéme exprime
que tout élément de E strictement inférieur a M n’est pas majorant. O

5° Applications & valeurs dans un ensemble ordonné. — Soient (E, <)
un ensemble ordonné, A un ensemble non vide, f: A — E une application.
Considérons la partie f(A) de E.
Si max f(A) existe, on l'appelle maximum de f; on le note max f(x).
xed

Si sup f(A) existe, on Iappelle borne supérieure de f; on le note sup f(x).

xed

On introduit de méme min f(x) et inf f(x).

xed xedh
— Soit (x);.; une famille d’éléments de E; appelons X I'image de la
famille, (X < E). Si max X existe on I'appelle maximum de la famille (x;); . ; ;

on le note max x,. On introduit de mé&me min x;, sup x; et inf x,.
ief ted tel tel

ExempLE. — Dans (F(E), <), si (4}); ¢ ; est une famille d’éléments de T(E) on a :

sup 4; = U A; et inf 4; = ﬂ A,

iel isl
6° Intervalles. — DEFINITION. — Soit (E, <) un ensemble totalement
ordonné, Pour (z, b) € E* on définit les ensembles suivants, appelés intervalles :
[a,B] ={xeE agx et x<b (fermé)

[a,{={xeE
Ja, B[ = {x€E

]

la,pl={xcE | a<x et x<b} (semi-ouvert)
| a€x e x<b} (semi-ouvert)
|

a<x et x<b>b} (ouvert).

Ces ensembles sont vides si @ > b. Nous supposerons donc @ < b. Les trois
derniers sont vides si @ = b. Notons que [a, 5] est parfois appelé segment.
On définit de méme, pour 2 € E,

[a, > [={xeE|x = a}
la, > [={xcE|x > a}
et de fagon analogue
] <, a] et ] <, al.

On parle alors de demi-droites (fermées ou ouvertes).
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PROPRIETE. — Soit [ un intervalle ou une demi-droite de E. Pour tout
couple (x, ¥) € I*, tout élément compris entre x et y appartient encore 3 1.

La vérification facile de cette propriété est basée sur la transitivité de la
relation d’ordre. O

1.4. ENSEMBLES FINIS

1.4.1. L’ensemble des entiers naturels

Nous nous contenterons d’ébaucher les grandes lignes d’une construction
de I'ensemble des entiers naturels ; celle-ci déborderait largement le cadre
du présent ouvrage.

1° Ensembles naturels. —— DEFINITION. — On, appelle ensemble naturel
tout ensemble non vide et ordonné, 1 qui vérifie les trois axiomes :

A;) Toute partie non vide a un plus petit élément ;

A,) Toute partie non vide et majorée a un plus grand €lément ;

A3) T n’a pas de plus grand élément.

On pose :

AXIOME. — 1l existe un ensemble naturel.

On remarque, d’aprés 4,, que toute partie 4 deux éléments d’un ensemble
naturel posséde un plus petit élément. Tout ensemble naturel est donc totale-
ment ordonné (ordre sera noté <).

On démontre alors I'important théoréme suivant, que nous admettrons :

THEOREME. — Etant donnés deux ensembles naturels, il existe un, et un seul
isomorphisme d’ensembles ordonnés de 1*un sur 1’autre.

2° Conséquences de la définition. — Soit Il un ensemble naturel.

B,) W a un plus petit élément, que nous noterons e (d’aprés 4,).
B,) Tout a € N a un successeur. Posons X(a) = (ne 0| a < nh.

Cet ensemble n’est pas vide, sans quoi IT aurait un plus grand élément a,
en contradiction avec 4;. X(a) a donc un plus petit élément, que nous'noterons
a’. On constate ¢ < a' et on vérifie la, a'[ = @. a

B,) Tout a € MW\{e} a un prédécesseur. Posons Y(a) ={n e N |n < a}.
On a ¢ € Y(g). L’ensemble ¥(a), non vide et majoré par a, admet un plus
grand élément, que nous noterons &”. On constate a” < g et on vérifie
la’, a] = @. O



14.2 ENSEMBLES FINIS 31

De cette étude on déduit aisément :

Y

THEOREME. — En associant son successeur A tout élément de IT, on
détermine une bijection croissante de 1 sur M\{e},

3° Lensemble N. — L’isomorphisme du 1° permet d’ « identifier » tous
les ensembles naturels 4 [’'un d’eux, que nous noterons N (') et que nous appelle-
rons ensemble des entiers naturels ; le plus petit élément de IN sera noté 0, les
successeurs de 0, 1, 2, ..., seront notés 1, 2, 3, ...

REMARQUE. — IN\{0} est un ensemble naturel. Il sera noté IN*.

4° Le raisonnement par récurrence. Principe. — Toute partie
A = N, contenant 0 et stable par Uapplication f: N — N, qui d n associe
son successeur n', est égale a N,

Supposons que B = IN\A n’est pas vide. B a un plus petit élément &,
et comme 0¢ B, on a beIN*; b a un prédécesseur b et b" ¢ 4. Comme
b= f(b"), on a be f(A) et be A, en contradiction avec b e B, O

THEOREME. — Soit A (#) un prédicat sur Punivers IN tel que
a) A(0) est vrai; £H) VrnelN Amn) = A(n') est vrai.
Alors s(n) est vrai pour tout n s N.

On vérific que {n € N | A(#)} est une partie de N contenant 0 et stable
par f. On utilise alors le principe. O

REMARQUE, — Soit n, € N. Si dans le théoréme ci-dessus on remplace
I’hypothése a) par : a') #A(n) est vrai, on montre alors :

#t{n) est vrai pour tout entier naturel n = n,.

1.4.2. Ensembles finis ; cardinaux

1° Ensembles équipotents. — DEFINITION. — Deux ensembles sont dits
équipotents si et senlement s’il existe une bijection de I’'un sur 1’autre.

On vérifle, grice aux propriétés des bijections, que 1’équipotence est une
relation réflexive, transitive et symétrique entre ensembles. Cependant ce n’est
pas une relation binaire sur un ensemble ; on ne parlera donc pas de classes
d’équivalence.

ExEMPLES. — L’ensemble des entiers pairs est équipotent & N (on utilise la bijection
n— 2n).

* On verra dans le cours d'Analyse (I11. 1.3.2,3°) que IR n’est pas équipotent 8 N,

2° Les ensembles N,. — Pour ne N, on désigne par N, lintervalle
[1, n] de I’ensemble ordonné (N, <). On a donc, en particulier : N, = &.

(1) Pour des raisons d’ordre typographique il nous arrivera d’écrire N au lieu de IN.
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PrOPOSITION. — S’il existe une injection N, — IN,,, alors n < m.
Se prouve par récurrence sur n, m étant fixé,

COROLLAIRE — S’il existe une bijection N, — IN,,, alors n=m.

Par suite si, pour un méme ensemble E, il existe deux bijections E — N,
et E > N, alors n = m. Cela justifie la définition suivante :

3° DEFMNITION. — Un ensemble F est dit fini si, et senlement s’il existe
un entier naturel n tel que ensemble N, soit équipotent 2 E.

Alors le naturel n, qui est unique d’aprés le corollaire précédent, est
dit cardinal de E; on écrit n = Card (E). On a, en particulier : Card (&) = 0.
On convient de dire qu’un ensemble de cardinal # est un ensemble & # éléments.

DErRINITION. — Tout ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

On démontre :

THEOREME. — Une partie non vide de IN est finie si et senlement si elle est
majorée,

COROLLAIRE. — L’ensemble IN est infini.

4° Proprictés des ensembles finis. — A partir des propriétés d’un ensem-
ble naturel, on démontre :

I. Toute partie F d’un ensemble fini E est finie et Card (F) < Card (E),

II. L'intersection d’une famille (finie ou infinie) d’ensembies finis est finie.
(Simple corollaire de I).

1I1. Soient E un ensemble fini et f : E — F une application. Alors f(E)
est un ensemble fini, et Card (f(E)) < Card (E), avec égdlite si et seulement
si [ est injective.

IV. Soient E un ensemble fini et [ : E — F une surjection. Alors F est fini
et Card (F) < Card (E), avec égalité si et seulement si f est une bijection.

C’est le I11, dans le cas ol f(E) = F.

V. Soit f : E — F une injection. Si f(E) est fini (en particulier si F est
fini), alors E est fini et Card (E) = Card (f(E) ).

En effet E et f(F) sont équipotents.

De cette étude on déduit :

THEOREME. — Sojient F et F deux ensembles finis, de méme cardinal,
et une application f': £ — F. Alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

i} f est injective

i) f est surjective

iif) f est bijective,
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5° Opérations sur N. — On démeontre gue le cardinal de la réunion
de deux ensembles finis disjoints ne change pas quand on remplace I'un des
deux par un ensemble équipotent, et que le cardinal de 'ensemble produit
de deux ensembles finis ne change pas quand on remplace 'un d’eux par un
ensemble équipotent. Cela justifie la définition suivante :

Etant donnés deux entiers a et b, on leur associe deux ensembles A de
cardinal @ et B de cardinal b, arbitrairement choisis (sous la réserve que
A n B = @ dans le cas de la somme) et on pose :

a+b=Card (4 v B); ab = Card (4 x B).
On appelle addition et multiplication les lois internes sur N ainsi obtenues.

Nous n’insisterons pas sur les propriétés de ces lois, qui sont connues du
lecteur (il faudrait naturellement les déduire de la définition des deux lois).

En particulier, d’aprés 1.2.2,6° et compte tenu de Card(()) = 0,on a (ab = 0)
si et seulement si (¢ =0} v {b = 0).

6° Eléments premiers de N, Dans les classes secondaires on a posé :

DEFINITION. — On dit que p € N est premier si, et seulement si : (p > 1) A (les
seuls diviseurs de p sont 1 et p).

On en a déduit les notions de PGCD et PPCM ; deux entiers naturels sont
dits premiers entre eux lorsque leur PGCD est 1.

1.4.3. Ensembles dénombrables

1° DEFINITION. — On appelle ensemble dénombrable tout ensemble équi-
potent & IN.

Soit E un ensemble dénombrable. Comme N, il est infini. L’existence
d’une bijection ¢ : N — E permet de numéroter les éléments de E, a, désignant
@{n).

REMARQUE. — Une famille est dite finie (resp. dénombrable, resp.
infinie) si et seulement si ’ensemble des indices est fini (fesp. dénombrable,
resp. infini). Il va de soi que I'image d’une famille infinie peut étre un ensemble
fini.

2° Propriétés des ensembles dénombrables. — ProrosiTioN I. — Toute partie d’un
ensemble dénombrable est finie ou dénombrable (on dit : au plus dénombrable).

It suffit de le montrer dans le cas de I'ensemble IN. Soit 4 une partie infinie de N.

Définissons par récurrence une application n —— a, de N dans A en convenant que a,
désigne le plus petit élément de la partie non vide A de N, et que, pour n = |, a, désigne le
plus petit élément de A\{a,, ..., a,_,}, qui est une partie non vide de A (sans quoi A serait finj).

— Cette application est injective ; en effet si p < ¢, on a par construction a, ¢ {a,, ..., @},
et donc g, # a,.

-~ Pour montrer qu’elle est surjective — et, donc, bijective - raisonnons par Pabsurde.
SoitaeAtel que: YnelN a, # a On a alors :

ae A\{agy, ..., @y}

pour tout entier naturel » non nul et, par définition de a,, 4, < a. D'autre part a, < a.
Donc pour tout », a, < a. Mais I'intervalle [0, @] de (N, <) est un ensemble fini. Cela
contredit le caractére infini de N (1.4.2., 4° V) O
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ProprosiTION II. — Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

11 suffit de le montrer dans le cas de Ex F, donc dans celui de N? ; le cas général s’en
déduit par récurrence. On utilise 'énumération diagonale, matérialisée par la figure. Plus
précisément, il s’agit de I'application f: N? — N définie par

Jx, ¥) = y+ [14+2+...+ (x+¥)]
Elle est bijective. Considérons en effet 4 ¢ N. Posons :
u, = 0+1+...+n

Il existe 7 € N, unique, tel que u, < @ < #,, ,- On en déduit qu'il existe (x, y) € N2, uni-
que, tel que f(x, ¥} = a ; il est donné par x+y = m et y = a—u, (ce qui assure 0 € y < m+1).

& T (TTY R STYR TEYY
) NN
{5) |(8) 012}  017)
ININS
2) 44 o7y o
AN NN

(o} IN) {3} (&)
0 1 2 3 .-

ProposITION III. -- Seient £ un ensemble dénombrable et / : £ > F une surjection. Alors
F est an plus dénombrable.

A une bijection prés on peut se limiter au cas E = N. Puisque fest une surjection, pour tout
x € F, f~!(x) est une partie non vide de N, ce qui permet d’introduire le plus petit éément
de cette partie, que nous notons #1(x). Nous disposons ainside m : F — N.Onafom = Idp ;
on en déduit (1.2.3, 5% que m est injective ; il existe donc une bijection de F sur la partie
m(F) de N, qui est au plus dénombrable. O

ProrostTioN IV. — Toute réunion d’une famille dénombrable d’ensembles dénombrables est
un ensemble dénombrable.

A une bijection prés, nous pouvons nous limiter & une famille indexée par N. Considérons
une famille (4,), .y d’ensembles dénombrables et désignons par A sa réunion,

Pour n donné, nous disposons d'une bijection @, : N — A,. D’ol Pexistence d'une
application ¢ : NxN — A4, définie par (1, m) — ¢,(m). Cette application est surjective.
En effet étant donné a € 4, il existe au moins un veN tel que ac A, ; posons u = ¢, (a);
on constate (v, u) = a.

D’aprés la proposition III, A est au plus dénombrable. Or 4, ayant une partie infinie,
est lui-méme infini, O

CoroLLAIRE DE IV. — Toute réuniom finie d’emsembles démombrables est dénombrable ;
toute réunion dénombrable d*ensembles finis est au plus dénombrable.

* Exercice : Montrer que @ est dénombrable.

3° Exemple d’ensemble infini, non dénombrable. — Nous allons prouver
que, pour tout ensemble E, il n’existe aucune surjection -— et, par suite, aucune
bijection — de E sur F(E) ; il en résultera que T(IN), qui est manifestement
infini, est non dénombrable.

Supposons qu’il existe une surjection f:E — T(E) et considérons
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A={xeE|x¢f(x)}. On a AeT(E); puisque f est surjective, il existe
ae E tel que A = f{a). St on a a € A, alors, d’aprés la définition de 4, on a
aéfla),etdonca¢ A.Sionaad¢ A, de la définition de 4 on déduit a € fla),
¢'est-a-dire @ € 4. Dans tous les cas, on aboutit & une contradiction. O

1.4.4. Analyse combinatoire

L’analyse combinatoire est I’étude des problémes de dénombrement,
autrement dit c’est ’étude du calcul des cardinaux d’ensembles finis. Une
application concréte en est le calcul des probabilités finies.

1° Proposition. — L’ensemble des applications d*un ensemble de cardinal
n dans un ensemble de cardinal p est fini et a pour cardinal p".

On démontre d’abord :

LEMME. —— Soient £ et £’ deux ensembles disjoints, F un ensemble quel-
conque. Les ensembles FEVE et FEx FE' somt équipotents.

Le lecteur vérifiera aisément que I"application qui 3 f € FE“ ¥ associe le
couple des restrictions de £ 4 E et & E' est une bijection de FE¥ % sur
FEx FE. O

— A partir de 1a, on démontre la proposition en fixant un ensemble F
de cardinal p et en prouvant, par récurrence sur n, la proposition :

(#4,) Pour tout ensemble E de cardinal n, FE est fini, de cardinal p".

— (oty) est vraie puisque (1.2.3, 2°} il existe une et une seule application
de & dans F.

— (#,) est vraie (trivial).

- Soit m € N*, Supposons que (st,) est vraie et, pour tout ensemble
E" de cardinal m + 1, utilisons la possibilité d’écrire EY = E w E’, les ensembles
E et E' étant disjoints, de cardinaux respectifs m et 1. D’aprés le lemme,
le cardinal de FE* est le produit des cardinaux de FE et FF, respectivement
égaux a p™eta p d’aprés (#,) et (£,). Dot : Card F¥' = p™!, ce qui montre
que (H&,.+,) est vraie. O

COROLLAIRE. — L’ensemble des parties d’un ensemble £ de cardinal n
est fini et a pour cardinal 2".
A tout A € F(E) on associe sa fonction caractéristique, qui est I’application
¥4 - E— {0, 1} définie par :
uxy=1 si xeAd; 1ax) =0 si xeE\A
On vérifie que application A —— y, est une bijection de F(E) dans
{0, 1}¥ ; or {0, ¥ a pour cardinal 27, d’aprés la proposition qui précéde.

2° Proposition. — Soient £ un ensemble fini, et (A4,); _ ; une famille
de parties non vides deux A deux disjointes de F, de réunion E. Alors I et les
A; sont des ensembles finis, et on a:
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Card (E) = ¥ Card (4)).
fel

Les A; sont finis au titre de parties d’un ensemble fini E. Nous disposons
par ailleurs de I’application i —— A4; de I dans T(E), qui est injective car,
pour i # j, les ensembles A4; et 4, disjoints et non vides, sont distincts. T(E)
étant fini, on déduit de 1.4.2, 4° que 1 est fini. La formule sur les cardinaux
résulte de la définition de 1’addition dans IN. 0O

COROLLAIRE : principe des bergers. — Soient E et F des ensembles finis,
et f: E — F une surjection. Si les ensembles /~'({y}), y € F, ont un cardinal
commun %, alors Card (E) = k Card (F).

On applique le résultat précédent 4 la partition associée & la relation
d’équivalence f(x) = f().

3° Notation. — Pour n € N\{0}, on pose H k = n!, qui se lit « facio-
rielle n », et on convient 0! = 1,

Nombre des injections d’un emsembie fini dans un autre. — ProPO-
SITION. — Soient p et n des entiers tels que 0 < p < »n. Alors, pour tout
ensemble E de cardinal p et pour tout ensemble F de cardinal », le nombre
des injections de £ dans F est Pentier n!/(n—p}!, que ’on note A%,

On fixe un ensemble F de cardinal »n et on vérifie par récurrence une
assertion #4,.

— A, est vraie. En effet 'application unique de & dans un ensemble
quelconque F est injective (1.2.3, 2°),

— Soit g tel que ¢ = 1. Supposons que A,_; a été vérifice et considérons
un ensemble E & ¢ éléments ; soit @ I'un de ces éléments. Posons E' = E\{a} ;
d’olt Card E' = g— 1. Désignons par J (resp. 3') ’ensemble des injections de
E (resp. E") dans F.

A tout élément de J associons sa restriction a E’, qui est un élément de 3’ ;
nous définissons ainsi une application ¢ : J — J'. Etant donnée f' € 3/, un
élément de ¢~ 1 ({F'}) est déterminé par sa restriction 4 E', qui est f/, et par
I'image qu’il denne de a, celle-ci pouvant &tre arbitrairement choisie parmi
les éléments de Fif'(E"), qui sont au nombre de n—(g—1). Ainsi chaque
f' e ¥ est I'image par ¢ de n—qg+1 éléments de J et, d’aprés le principe des
bergers :

n! n!
Card I =(n—g+ 1} Card ¥ = (n—gq+1 = ,
ce qui montre que A&, est vraie. O
REMARQUE. — Dans certains calculs, on a intérét a écrire

A2 = n(n—1)...(n—p+1).
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COROLLAIRE. — Le nombre des bijections d’un ensemble fini de cardinal
n sur lui-méme est # .

On a vu en effet (1.4.2, 4°) que quand E est fini, une application £E — E
est bijective si, et seulement si elle est injective.

Arrangements. — DEFINITION. — Soient F un ensemble non vide de
cardinal », et un entier p tel que 1 < p < n. On appelle arrangement p a p
des éléments de F toute application injective de [1, p] dans F.

D’aprés la proposition précédente, de tels arrangements sont az nombre
de AE.

4° Nombre des parties de cardinal donné d'un ensemble donré;
combinaisons, — PROPOSITION, — Soient p et n des entiers telsque ) < p < ».
Pour tout ensemble £ de cardinal » le nombre des parties & p éléments de E,

!
(ou combinaisons de p éléments de E), est ’entier FCEn que Fon note C%.

n!
pl{n—
Certains auteurs écrivent (;) pour C%, (noter la place des indices).

— La formule est vraie pour p = 0, puisque C° = 1 et que, d’autre part,
la seule partie de E de cardinal 0 est @.

— Plagons nous maintenant dans le cas 1 € p < n. Nous cherchons le
cardinal de I'ensemble & des parties de E & p éléments. Soit J I’'ensemble des
injections de N, dans E. Pour tout f'e J, on a f(N,) € 7 ; en posant ¢ (f) = f(IN,)
on définit donc une application ¢ : 3 — . Tl s’agit d’une surjection ; en effet
étant donné P € ¥, ¢~ 1(P) est I’ensemble des injections de N, dans P, qui
sont au nombre de A5 = pl. Le principe des bergers s’applique et donne :

Card J = p! Card 7.
D’autre part Card 3 = A? = nlj(n—p)!. 0
Conventions. — On pose C? = 0 pour tout (p, #n) e N? tel que p > n.

Ainsi le nombre des parties de cardinal p d’un ensemble de cardinal » est
toujours C%.

On pose C,? = 0 pour tout (p, n) € N% N.

5° Propriétés des nombres C5, — PROPOSITION. — Soient # et p des
entiers naturels, on a :

CE=Chpsm; Cii=C+cn
Vérification aisée 4 partir de ’expression de CZ, (attention & p > n dans le
second cas). Voici une démonstration sans calcul :-
— Dans un ensemble £ i n éléments, X —— E\X est une bijection de
I’'ensemble des parties a p éléments sur celui des parties 4 n—p éléments.

— 8oit E un ensemble de cardinal n+1, @ un élément de E, 9 I’ensemble
des parties & p+1 éléments de E, ' I’ensemble de celles de ces parties qui
contiennent a ; on pose ¥* = \J' et E' = E\{a}.
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On constate que T, ensemble des parties 4 p+1 éléments de E’, a pour
cardinal C£*!. D’autre part, X —— E’ n X est une bijection de 3’ sur I’en-
semble des parties a p éléments de E’ ; d’ott Card 9’ = C%. La proposition
résulte alors de §/ n 9" = @. |

COROLLAIRE. — Pour 0 < p < nyona Y Ch=2"
p=0
Soient £ un ensemble de cardinal n et A, I'ensemble des parties de Ea p
éléments. Dans ¥(F) la famille de parties (A,)o < , <, vérifie les conditions

de la proposition du 2°. D’autre part, le cardinal de ¥(F) est 2", O

Nous retrouverons cette propriété des nombres C? lors de I’étude de la
formule du bindéme au n® 3.1.2, 3°,

Triangle de Pascal. — On range les C7 en un tablean triangulaire tel que C% appartienne

4 la fois & la ligne d’indice n et & la colonne d’indice p. On calcule les éléments de la (n+ 1)-iéme
ligne au moyen de ceux de la n-iéme ligne.
n 0 1 2 3 4 5 ---

1
1
1
1
1
1

n b Lo =0
thh & W N -
w

Clest ainsi que C2 = 10 s’obtient & partir de CZ = 6 et C3 = 4, par 6+4 = 10.

6° Combinaisons avec répétition. — PROPOSITION. — A tout couple d’un naturel » et d*un
ensemble £ de cardinal m, on associe les ensembles 7 ,(E) et §,(E) des applications u de E dans
[0, n] = N qui vérifient respectivement

Yuxy<n et Y u(xy=n

xeE xekE
et on désigne par f{nn, m) et g(n, m) les cardinanx de ces ensembles. Alors :

f(": m) = C:+m et g(n! m) = ClH-m 1 pour n+m 2 1
—8im=0,ona: f(n,0) =1=C2 et, pourn ;g 0) = C,,_',
Sin=0,ona: f(0O,m)y=1=Cph, et, pour m = g(Om)—]—C
— Supposons maintenant m = 1 et n > 1. Sonent ae E et E' = E\{a}, (ensemblc de

cardinal m—1). A tout élément de §,(F) associons sa restriction & E’, qui est,un élément

de F,(E’); nous définissons ainsi une application ¢ : §,(E) — F,(E’). 1l s’agit d'une bijec-

tion. En effet étant donné w’ € F (E’), I'élément unique de ¢ !({v'}) est celui des prolon-

gements de & 4 E qui vérifie la condition u(2) = n— ¥ u(x). D'ob : g(n, m) = f(n, m=1).
xeE

— Pour tout ue F,(E) on a une, et une seule des deux éventualités ;

Y ouxy=noun Y u(x)<n-—
xeE

xekE
D'ol : f(n, m) = gl{n, m) + f(n—1, m).
— Compte tenu des deux résultats : fim, m) = fin,m—1) + f(n—1, m).

A partir de £{0,0) = | = C5, 'expression de f{n, m) s’obtient par récurrence sur m +n.
Celle de g(n, m) s’en déduit.
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REMARQUE. — En adoptant £ = {1, ..., m} = N,, on constate que C™,!_, est le nombre
des (uy, ..., u,) € N” solutions de I'équation :
Uyt tu, =n

On dit que €7} | est le nombre des combinaisons avec répétitions de m objets n a n
(voir une interprétation de ce nombre A I’exercice n° 1.32).

1.5. LOIS DE COMPOSITION

1.5.1. Lois de composition internes

1° DEFINITION, — On appelle loi de composition interne sur un ensemble
E toute application de £x E dans E. Le couple constitué par un ensemble et
une loi inferne sur un ensemble est appelé un magma.

La différence entre loi de composition interne et application réside seule-
ment dans la notation : si la loi est notée T, I'image de I’élément (x, y) € ExE
est désignée par x T y (et non par T(x, y)).

ExempLes. — Nous avons déji rencontré les magmas (EE, 0), (F(E), n), (F(E), u).

REMARQUE. — A tout magma (F, T) nous pouvons associer le magma
(F(E), %), en définissant % par :

Y(4,B)e(T(E))* A% B={zeE|3(x,y)eAxB z=xTy}
Par abus de notation, on écrit A T B pour A % B, et méme x T B pour
{x} % Bet ATy pour A% {y}.

2° Translations. — DEFINITION. ~—— Soient (E, T) un magma et g wn
élément de E. On appelle translation a droite (resp. & gauche) par & et on
note 7, (resp.,7), application de £ dans E telle que :

X+ xTa (resp. x — a T x).
3° Parties stables pour une loi interne. Lois induites. — DEFINITION, —

Soient (£, T) un magma, et 4 une partie de E. On dit que 4 est stable pour
1a loi T si, et senlement si :

V{x,Ded>* xTyeA.

L’application T, : A x A — A définie par (x, y} —— x T y est alors une
loi interne sur A ; elle est dite loi induite par T sur A. 8’il n’y a pas d’ambiguité,
on la note encore T.

1.5.2. Propriétés des lois de composition internes

1° Loi associative. — DErFNITION, — Soit (E, T) un magma. La loi T
est dite associative si et seulement si :

Y(x,y,2)eE? xTpT2)=ExTY Tz
On dit alors que (£, T) est un magma associatif.
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Dans le cas d’une loi associative, on peut supprimer les parenthéses, et
plus généralement associer au n-uple (x,, ..., x,) € E” I'élément x, T ... T x,
de E, étant entendu qu’intervient ['ordre dans lequel sont donnés x, ..., x,.

H

Lorsque x; = ... = x, = x, (n = 1}, I’élément obtenu s’écrit Tx, et
on vérifie par récurrence
n P ntp
VxeE V¥(n, p)e(N\{0}) (T)T(Tx)= T =x. (1

PROPOSITION, — Seit (£, T) un magma associatif. Alors :
Y(a,byeE? 1,07Ty,= Tpr, €l ,TO,T = 7,

En effet, dans le cas de translations & droite, 1, © 1, et 1, 1 , donnent de
tout x e Ela méme imagex TH T a. O

2° Loi commutative. — DEFINITION [ — Soit (£, T) un magma. On dit
que deux éléments o et b de E sont permutables (ou gu’ils commutent), si et
seulement si a Td = b T a.

DifnimoN [I. — Seit (£, T} un magma. La loi T est dite commutative
si et seulement si deux éléments quelconques de E sont permutables. On dit
alors que (E, T) est un magma commutatif.

DirpnviTioN III. — On appelle centre d’un magma (E, T) ’ensemble des
éléments de E permutables avec chacun des éléments de E.

PROPOSITION. — Soient (E, T) um magma associatif, et x, ..., x, des éléments
de E deux A deux permutables. Le composé¢ de ces éléments ne dépend pas
de 1’ordre dans lequel on les compose. ‘

Nous anticipons ici sur I’étade du groupe symétrique (2.4.7).

Il s’agit de montrer que, pour toute permutation ¢de {1, ...,n}, on a:

Xy Voee T Xqy =% T .. T x,
Or, d’une part cette égalité est vraie lorsque o est une transposition qui échange deux entiers
consécutifs (par associativité), d’autre part toute permutation de {l, ..., n} est le produit de
telles transpositions (2.4.2, 3°). O

n

Le composé pourra donc &tre noté T Xx;, sans que ['ordre dans lequel

on compose les x; soit imposé, i=1
CONSEQUENCE. — Soient x et y, permutables pour la loi associative T.
Alors :
n P
¥ (n, p) € (N1 {0})? Tx et Ty sont permutables; 2

V¥ nelN\ {0} ("Tx)T("I!'y)=:lF(xTy) 3
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3° Elément neutre, — DEFINITION [. — Soit (E, T) un magma, On ap-
pelle élément neutre pour la loi T tout e € £ tel que :

VxekFE xTe=eTxe=x,

S’il existe, un tel élément est unique. En effet si e et ¢’ sont neutres alors
eTe =¢ et eTe =e¢; parsuite ¢ = e. O

DEFINITION. — Un magma dont la loi posséde un élément neutre est dit
unifére,

Convention. — Soit (E, T) un magma associatif et unifére, d’élément

neutre e. On étend 4 i € IN la définition de :Il'x donnée au 1° par la convention
0

¥YxeE Tx=e 4)

La formule (1) s’étend ainsi & (n, p) € IN? {vérification aisée).
DErINITION I, —— Seit (E£, T) un magma. On appelle élément régulier

(ou simplifiable) 4 droite (resp. & gauche) tout g € £ tel que :
¥ (x,y) e E? xTa=yTa) = (x=y)
[resp. ¥ (x, y) e E? ‘-" @Tx=aTy) = (x=7p)

On appelle élément régulier tout élément régulier i droite et & gauche,

ExeMPLES. — a) Un élément neutre est un élément régulier.

b) Dans N, tout élément est régulier pour 1’addition, tout élément non nul est régulier
pour la multiplication.

¢} Dans T(E), le seul élément régulier pour I'intersection est I’élément neutre E.

DermiTioN III. — Seit (E, T) un magma unifére d’élément neutre e.
On appelle élément symétrisable (resp. €lément symétrisable & droite ; resp.
élément symétrisable 4 gauche) tout élément g € E auquel on peut associer au
moins un élément a’ € E, tel que :

aTa =a" Ta=e
[resp.aTa =e; resp. ¢’ T a = ¢

On dit alors que ¢’ est un symétrique {resp. un symétrique a droite ; resp. un
symétrique a4 gauche) de a, pour la lei T,

THEOREME. — Seit (£, T) un magma associatif et unifére, d’élément neutre
e, et ¢ un élément de E. Alors :

i) Si a est symétrisable a droite (resp. 4 gauche), a est régulier a droite
(resp. & gauche).

if) Si g admet un symétrique A droite et un symétrique a gauche, ceux-ci
sont égaux.
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i) Si a est symétrisable, il admet un symétrique unique,
iv) Le composé de deux éléments symétrisables est symétrisable.
Démonstration, — i) Supposons qu’il existe a’ € E tel que a Ta' = e.

Toute égalité delaformex Ta =y Ta, implique(x Ta) Ta' =(y Ta) T &',
qui s’écrit par associativité x T(a Ta’) = y T{a Ta'), c’est-a-direx Te = y Te,

ou encore x = y. |
ii) Supposonsqu’ilexistea’ e Eeta’ cEtelsqueaTa =ecta’ Ta=e.
On en déduit que a” Ta T a' est égal A o", et aussi a a'. 0O
iif) L’hypothése de i) est remplie lorsque a’ et a” sont deux symétrigues
de a. O

iv) Si a et b admettent les symétriques (nécessairement uniques) a’ et b/,
on constate que (@ TH T(d' Ta)et (b’ Ta') T(aTh) sont I'un et autre
égaux a e ; b’ T a’ est donc symétrique de a T b. |

ExempLEs. — @) Dans (§(E), v), le seul élément symétrisable est 1’élément neutre .

b) Dans (N, +), seul I'élément neutre 0 est symétrisable, alors que tout élément est
régulier.

Application. — Complétant ’étude du 1.2.3. 59, le lecteur montrera que,
dans (£F, 0), les éléments symétrisables 4 droite (resp. 4 gauche) sont les
surjections (resp. les injections) et que les symétrigues a droite (resp. 4 gauche)
ne sont uniques que si 1’élément est symétrisable. D’ot le résultat, important
par la suite :

PRrOPOSITION. —— Les éléments symétrisables de (E%, ©) sont les bijections.
Convention. — Soient (£, T) un magma associatif et unifére, et x un

élément symétrisable de £, dont 'unique symétrique est noté x'.
n
On étend 4 1 € Z la définition de T x, connue pour # € N depuis le début
du présent 3° par la convention

n -

YneZ\N Tx=Tx' (5)
Ainsi (2) et (3) s’étendent respectivement & (n, p)e Z> et ne Z.

L’équation a T x = b sur un magma associatif et unifére (E, T). — On
donne (@, b) € E*; on cherche xe E tel que a T x = b.

A

e Si @ admet un symétrique 4 gauche a’, on constate que a Tx = b
exigea T@Tx)=a Thetx=a' Th;ilya au plus une solution.

e Si g admet un symétrique 4 droite a”, alors a” T b est une solution ;
en effet a T (@" T &) n’est autre que b.

e Il en résulte que si g est symétrisable, ’équation a T x = b, admet la
solution unique @’ T b, a" désignant le symétrigue de a.

Dans les mémes conditions 1'équation x Ta = & admet la solution
unique b T a4,
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REMARQUE. — Il résulte de cette étude que si a est symétrisable, les translations ,7 et 1,
sont des bijections.

4° Distributivité. — DEFINITION. — Soient £ un ensemble, % et T
deux lois de composition internes sur £. On dit que la loi T est distributive a
gauche (resp. a droite) par rapport a la loi % si et seulement si :

Y(x,7,200)€E* xTO%2=Tp%(xT2),
f[resp. V(x,»,2)€E® (x% )N Tz=xT2 %@ T
Par loi distributive on entend une loi distributive 4 gauche et & droite.
Notons que les distributivités a gauche et 4 droite de T par rapport 4 %
sont équivalentes dans le cas ol T est commutative.

ExeMPLE. — Sur T{E), les lois n et u sont distributives 1'une par rapport & [’autre.

5° Extension des propriétés aux lois induites. — Soient (E, T') un magma,
A une partie de E stable pour la loi T, T, la loi induite (1.5.7, 3°). Si le magma

(E, T) posséde 1'un des caractéres : commutatif, associatif, le magma (E, T,)
posséde le méme caractére, la réciproque étant, naturellement, fausse.

Si T admet un élément neutre e, on peut avoire ¢ 4 ; maissionae € A,
alors e est neutre pour T,.

De méme si % et T sont deux lois de composition internes sur E, si A
est une partie stable de £ pour les deux lois % et T, et si T est distributive par
rapport & %, la loi induite T, est distributive par rapport 4 la loi induite % 4.

CONTRE-EXEMPLE. — Soit 4 = E, 4 # E. Considérons la loi n. E est neutre si on se place
sur F(E), A est neutre si on se place sur la partie stable T(A) de T(E). Sur T(EN{E}iln’ya
pas d’élément neutre, alors qu'il y en a un sur la partie stable §(A) de T(EW{E}.

6° Les notations additive et multiplicative. — Le tableau qui suit indique la terminologie et
les notations qui sont le plus souvent utilisées ; la notation additive est strictement réservée aux
lois commutatives.

Nom de la loi ............ « Truc » Multiplication Addition
Notation du composé .. xTy xy (ou x- ) x+y
Nom du composé ........[..........coiiin produit somme
Notation du neutre ...... e 1 (ou e) 0
Nom du symétrique ........ [ ..o inverse opposé
Notation du symétrique.. [o......ovvvvnian.. x7! —x
Tteration de 1’opération .. .. Tx x" nx

(Notation étendue 4 n eZ) |

1.5.3. Lois de composition externes

DEFINITION. — Soient £ et () des ensembles. On appelle action de Q sur E toute application
de O dans I’ensemble EZ des applications de E dans E.

Soit « —— £, une telle action, On dit que I'application (¢, x) +— f,(x) de (tx E dans
E est une Joi d’action & gauche de Q sur E, ou encore une loi externe 4 gauche sur E, & gnsemble
d'opérateurs 0.
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Plus simplement :

DEFINITION. — Soient £ et Q des ensembles. On appelle loi de composition
externe sur X, 4 ensemble d’opérateurs Q toute application de Qx E dans E.

Une telle application se note (¢, x) —— o L x, le signe L pouvant étre
remplacé par un autre signe, par exemple par - ; il peut méme étre omis
(notation dite multiplicative).

Nous dirons en abrégé « soit (F, L), une loi externe », (en omettant
éventuellement £}), pour « soit L une loi de composition externe sur l’ensemble
E, admettant pour ensemble d’opérateurs I'ensemble Qx».

ExeMPLE. — Soit (E, T) un magma. En posant n L x = T x, on définit une loi de compo-
sition externe sur E, dont Uensemble d’opérateurs est, selon les propriétés de T, N\{0}, N ou Z,

2° Parties stables pour une loi externe. — DEFINITION. — Soit (E, 1),
une loi externe, et 4 une partie de £. On dit que A est stable pour la lei L

si et senlement si : _ .
V(x, x) e Ox A ol xeA

L’application 1, : Qx4 — A4 définie par (a, x) — « L x est alors
une loi externe (4, 1,)q ; elle est dite lof induite par L sur 4. §’il n’y a pas
d’ambiguité, on la note encore L.

3° Restriction du domaine d’opérateurs. — Soient une loi externe
(E, L)q, et Q' une partie de E. L’application («, x} — a 1 x de Q' x E dans
F définit une loi externe sur E, 4 ensemble d’opérateurs Q.

* C'est ainsi qu'un C-espace vectoriel pourra toujours &tre considéré comme un R-espace
vectoriel. ,

4° Distributivité, — Soient (E, T) un magma et | une loi de composition
externe sur E. On dit que la loi L est distributive par rapport 4 Ia loi T si et
senlement st :

YVaeQ V(x,WeFE? al(xTy)=(ulx)T(aly

1.6. STRUCTURES ALGEBRIQUES

1.6.1. Morphismes

1° Rappel d’une définition. — Soient f : E — F une application, R et 8
des relations binaires sur E et F respectivement. On dit que f est compatible avec
le couple (R, 8), ou encore que f est un morphisme de (E, R) dans (F, 8), si et
seulement si

Vi, eE> xRy -— f(x)Sf() (M
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2° Application compatible avec un couple de lois internes. —
DEFINITION. — Soient f: E — E’ une application, T et T' des lois de
composition internes sur EF et £’ respectivement. On dit que f est compatible
avec le couple (T, T'), ou encore que f est un morphisme de (E, T)dans (E’, T')
si et seulement si :

Vi, eE*  flxTy) =1 T 10). @

Application compatible avec un couple de lois externes. — DEFINITION,
Soient /: E — E' une application, 1 et L' des lois de composition externes
sur £ et E' respectivement, ayant le méme ensemble d’opérateurs Q. On dit
que f est compatible avec le conple (L, L") ou encore que f est un morphisme
de (E, 1) dans (E’, L’) si et seulement si :

Vig x) e QxE  flalx)=al fx). 3)

3° Généralisation de la notion de morphisme., — Nous appellerons
dorénavant magma tout m-uple de la forme

(B Tyyos Tpo Ly ey g Ry, o, R))
olt E est un ensemble, T, une loi interne sur E, 1; une loi externe sur E, enfin
R, une relation binaire sur E.
Nous supposerons gue toutes les lois externes qui interviennent ont un
ensemble d’opérateurs commun (.
DEFINITION. — Soient (E, Ty, ..., Tp, Ly, .oy Lo, Ry, o, R ) et
(E', Ths ooy Ty L5, oy Ly R, ey RY)

deux magmas dont lois internes, lois externes et relations se correspondent
deux A deux. On appelle morphisme du premier magma dans le second toute
application /. E — E' telle que :

f : (Es Ti) - (E” T:‘): f . (E’ -Lj) - (E” J—D7 f : (E! "Rk) - (E" :R'J:)
soient des morphismes (f eIN, je N, k e N,).
Si, en outre, £ = E’, on parle d’endomorphisme,

4° Isomorphisme. — DEFINITION. — On appelle isomorphisme (resp.
automorphisme) tout morphisme (resp. endomorphisme) bijectif tel que 1*appli-
cation réciproque soit aussi un morphisme.

Au lieu de f: E — E’, nous noterons, dans le cas d’un isomorphisme,
f:ESE.

ProPOSITION. — Pour des magmas ne comportant gue des lois de com-
position, tout morphisme bijectif est un isomorphisme.

— Soit £ : (E, T) — (£', T") un morphisme bijectif. A tout (x', y') € E'?
associons (f 1 (x"), £~ 1(»")) € E?, pour lequel, d’aprés (2),

SUTIEY TSN =ALT1EN TS
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En prenant les images des deux membres par f ™1 :
STE) TN =1 T y) m|
— Soitf:(E, L) — (E', L) un morphisme bijectif. A tout (a, x') e Qx E’
associons («, £~ '(x")) € Qx E, pour lequel, d’aprés (3),
Sl L)) = o L' AF D).
En prenant les images des deux membres par £~ 1
alf7lxY=f"1al x. O

5° Composition de morphismes. — PROPOSITION. — L’application com-
posée de deux morphismes (resp. isomorphismes) est un morphisme (resp.
isomorphisme).

Démonstration aisée : il suffit d’appliquer les définitions.

REMARQUE. — Les propositions du 4° et 5° ne s’étendent pas au cas ol interviennent des
relations. Nous avons rencontré des contre-exemples au 1.3.4, 3°.

1.6.2. Propriétés d’un morphisme surjectif

1° L’intérét des morphismes surjectifs tient au fait que, dans tout mor-
phisme f : (E, T;, L;, R — (E', T}, L}, Rp), I'image f(E) est une partie de E'
stable pour chacune des lois T, et 1,

En effet :

— Considérons le morphisme f:(E, T) = (F, T'). A tout couple
(x', ¥") € (f(E))?, nous pouvons associer un couple (x, ) € E2, pas nécessaire-
ment unique, tel que x" = f(x) et y' = f(3); x' T' y, qui s’écrit fix T y) est
un élément de f(E).

— Considérons le morphisme f:(E, 1) — (E’, L"). A tout couple
(a, x") & Q% f(E), nous pourrons associer un couple (¢, x) € QxE, tel que
x' = f(x); 0 L' x', qui s’écrit f{z L x), est un élément de f(E). O

2° Nous supposons maintenant que le morphisme considéré ci-dessus est
surjectif,,

¢ Pour toute loi interne T et la loi associée T’, on montre :

— S T est commutative, alors T' est commutative,
— ST T est associative, alors T' est associative.

— Si T admet e pour élément neutre, alors T' admet f(e) pour élément
neutre.
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— Si x et y sont symétriques pour T, alors f(x) et f(y) sont symétrigues
pour T'.

Vérifions par exemple ['assertion relative 3 [’associativité. A tout
(x', ¥, ') € E'3, on peut associer au moins un (x, ¥, z) € E> tel que x' = f(x),

Y =f0), 2 =f(). Ona:

T TZ =TT D=CTHT fD=AxTHT2)

XTET=f)T UM T /I =/)T T =/xT{T))0
On notera que x peut étre régulier pour T sans que f(x) le soit pour T'.

e Pour tout couple (T; T,) de lois internes et les lois associées (i # j),
on montre :

— Si T; est distributive par rapport @ T,, alors T; est par rapport & T},

e Pour tout couple (T, L) d’une loi interne et d’une loi externe, et les
lois associées, on montre :

— Si L est distributive par rapport & T, alors L' Iest par rapport @ T'.

1.6.3. Structures

1° La notion de structure en général est d’une formalisation délicate.
Le cadre naturel en serait la théorie des catégories, qui dépasse de beau-
coup le niveau de ce cours. Nous nous bornerons ici a dire qu’étant donné
un magma (E, T, L, K;), le magma, ou — en abrégé — l'ensemble E est
un representant d’une siructere donmnée (ou qu'il posséde la structure, ou
qu’il est muni de la structure) quand les lois et relations qui interviennent
vérifient un certain nombre de conditions imposées, qui sont dites axiomes
de la structure ; s’il y a au moins une loi, nous parlerons de structure algébrique.

ExemMpPLE. — Nous avons rencontré (sans le dire!) la structure d’ensemble ordonné
(£, <) ; ce n'est pas une structure algébrique.

Il existe d’autres types de structures (espaces métriques, espaces eucli-
diens...), mais nous ne les envisagerons pas dans le présent chapitre.

2° Morphismes et structures. — Soit f un morphisme d’un magma M
dans un magma M’'. Il peut — bien slr — se faire que M et M’ possédent
des structures différentes, et méme que ’un ou ’'autre ne posséde aucune
structure. Mais, méme si M et M’ sont deux représentants d’une méme
structure nous ne dirons pas automatiquement que f est un morphisme de Ia
structure considérée (un exemple est celui des morphismes d’anneaux
définis au n° 3.1.4.).
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3° Transport de structure par bijection. — Soient (E, T, 1; R,) un
magma, E' un ensemble et f: E — E’ une bijection. Le lecteur vérifiera
qu’a chaque loi et relation sur E on peut associer, d'une et une seule fagon
une loi et relation sur E’ de fagon que f soit un isomorphisme; on opére
de la fagon suivante :

— A la loi interne T, on associe la loi interne T’ définie par :
Vi, y)e B X Ty = TN TS O0),
— Alaloi externe 1, on associe la loi externe 1’ définie par :
Y(,xYeQxE  al'x' =fladf '(x")
— A la relation R, on associe la relation &' définie par :
Ry > T RSO

Si le magma dont on est parti est un représentant d’une certaine structure,
le magma auquel on aboutit est un représentant de la méme structure, au
moins dans les cas usuels auxquels nous aurons affaire.

4° Structures induites. — Soient (E, T, L; R,} un magma et A une partie de E stable
pour chacune des lois. Alors, en introduisant les lois et relations induites, on obtient un magma
(A, T L; R, tel que injection canonique j: 4 — E soit un morphisme.

Si on est parti d’'un représentant d’une structure, on n’obtient pas toujours un représen-
tant de la méme structure. C’est ainsi qu'une partie stable d’un groupe n’est pas toujours
un sous-groupe. On se¢ contente de parler de structure induite.

5° Structures-produits, — Il n'intervient ici que des lois (& I'exclusion de toute relation).
Notion e loig-produits. — Soient (E}); . ; une famille d’ensembles non vides, E = [] E,
’ensemble- produit ; 4 chaque £, est associé la projection p, : £ — E,. ief

On suppose qu’il existe sur chaque £; une loi interne T,. Alors il existe sur F une, ¢t une
seule loi interne T telle que, pour tout iel, p, : (E, TY — (£, T)) soit un morphisme. On dit
que T est la loi-produit des T, la loi T est définie par :

et TONer = Tiyher
On opére de méme A partir de lois externes L, sur les E; (3 ensemble d’opérateurs
communs). La loi externe produit est définie par :
el (xher=@@Llix)icr
La vérification est aisée. Le lecteur montrera que, en outre :
— T est associative (resp. commutative) si et seulement si chaque T; I'est.

— e = (g)); « ; &St neutre pour T si et seulement si chaque ¢; est neutre pour T,

— x = (x;); . ; est symétrisable dans E si et seulement si chaque x; est symétrisable dans
Eyetalors x" = (x)).r

(Certaines de ces assertions résultent immédiatement du fait que p, est un morphisme
surjectif).
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1.6.4. Structure-quotient. Décomposition d’un morphisme

1° Relation d’égquivalence compatible avec une loi interne. —
DEFINITION. — Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne T
et d’une relation d’équivalence R. On dit que R est compatible avec T si et
seulement si :

Y,p3x,Y)eE* (xRx' AyRy) =Ty R Ty)
On peut définir une compatibilité A droite (resp. & gauche) par :
Vix,7,2)eE? xRy = (xT2)R(HT2)
fresp. V(x,7,2)€E> xRy = Tx)R{ETy).

La réflexivité et la transitivité de R permetient de montrer que R est compa-
tible avec T si et seulement si R est compatible a droite et 4 gauche avec T.

THEOREME ET DEFINITION. — Soit £ un ensemble, muni d’une loi de
composition T et d’une relation d’équivalence R compatible avec T. Soit
¢ : E — Ef{R la surjection canonique. Alors il existe une et une seule loi
de composition interne sur E/R, T, telle que ¢ soit un morphisme de (E, T)
dans (E/R, T). On dit que T est la loi-quotient de T par K.

Devant vérifier: V(x,)eE? o@(x)To() = ¢(xTy), une solu-
tion éventuelle devra vérifier :

V(X, Ve(ER)? VYxeX VYyeY XTY=og(xTy. m

Inversement, du fait de la compatibilité de T avec R, étant doané
(X, Y)Y e(E/R)?, o(x Ty) est indépendant du choix de x dans X et de
celui de y dans Y. Il en résulte que (1) définit une, et une seule loi interne
sur E/R et que cetie loi est la solution unique du probléme. O

2° Relation d’équivalence compatible avec wune loi externe. —
THEOREME ET DEFINITION. — Soit E un ensemble muni d’une loi de composition
externe | (d’ensemble d’opérateurs Q), et d’ume relation d’équivalence R.
On dit que R est compatible avec L si et senlement si :

Vi, x,x)eQxE? xRx' = (¢ Lx)R(xzLlx)

Dans ces conditions, il existe sur I’emsemble quotient E/R, une, et une seule
loi de composition externe 1, d’ensemble d’opérateurs Q telle que la surjection
canonique ¢ soit un morphisme de (E, 1) dans (E/R, L). On dit que L est la
loi quotient de L par ‘R ; elle est définie par :

Ve, X)eQXER VYxeX alX=gxlx) )

La démonstration se calque sur celle du 1°,
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3° Structure-quotient. — Soit (E, T;, L;) un magma (ne comportant
que des lois de composition). Si R est une relation d’équivalence compatible
avec chacune de ces lois, alors T, et I, désignant respectivement les lois-
quotients de T; et 1; par R, on obtient un magma (E/R, T, L)), tel que la
surjection canonique ¢ : E — E/R soit un morphisme.

Ici encore E et E/R ne sont pas forcément des représentants d’une méme
structure. On parle de structure-quoticnt.

Convention. — Sauf cas d’ambipuité, nous utiliserons dorénavant le
méme symbole pour noter une loi-quotient et la loi dont elle est issue.

4° Décomposition canonique d’un morphisme. — THEOREME [ —
Soient f : (E, T, 1;) — (F, T;, L)) un morphisme (ne faisant intervenir que
des lois de composition), R une relation d’équivalence sur £ compatible avec
les lois de E, ¢ le morphisme canonique (E, T, 1;) — (E/R, T,, 1)). Pour que
J soit compatible avec R, il faut et il suffit qu’il existe un morphisme
g (E[R, Ty L) — (F, T}, 1) tel que /=g o ¢. Sil en est ainsi, g est unique-
ment déterminé ; on dit qu’il est déduit de f par passage au quotient modulo R.

—— En se reportant au théoréme du (1.3.3, 3°) on constate que la condi-
tion est suffisante. Inversement, si f est compatible avec R, ce méme théoréme
nous permet d’affirmer I'existence d’une unique application g : EfR — F
telle que f =g o .

Pour tout (X, ¥) e (E/R)?, on choisit des représentants x&é X et ye ¥
et on écrit :

gX T, Y)=glex) Tio(] = glex T ] = fx T, )
et g(X) T 9(Y) = g[e(x)] Tigle(] = £() T.f(»

Un calcul analogue pour les lois externes permet d’en conclure que g est
un morphisme. O

THEOREME II. — En conservant les mémes notations qu’au théoréme I,
on prend pour R la relation « f(x) = f(y) ». On désigne par ;j ’injection
canomique f(E) — F, par f la bijection de E/R sur f(F) définie par
f=Jjofop. Alors ¢ et j sont des morphismes, et f un isomorphisme.

— On utilise I’étude de la décomposition canonique de I'application f
étudiée au n° (1.3.3, 4°). D’aprés le théoréme 1 ci-dessus, nous devons montrer
que R est compatible avec les lois de E.

Or, 4 partir de xR x’ et y R 3’ on obtient :
ST =f@ T ) =) T f0) =f(xT))
flal;x)=alif()=aljf(x)=flel,x)
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D’autre part ¢ est un morphisme surjectif (cf. 3%, et, enfin, f(E) étant
une partie stable de F, Uinjection canonique j ¢st un morphisme de f(E),
muni de la structure induite, dans F (1.6.2., 1° et 1.6.3., 4°). De plus, f est un
morphisme bijectif, et donc un isomorphisme (1.6.1, 4°). O

1.6.5. Exemple de structure-quotient : symétrisation d’un semi-groupe

DErFNITION. — Un semi-groupe est un magma (E, T), oil T est une loi de composition interne
sur 'ensemble £, associative et telle que tout élément de E soit régulier.

Nous partons d’un semi-groupe commutatif, ce qui permet de le noter (E, +); la loi +
sera dite addition.

Sur Ex E nous définissons une addition-produit, elle aussi notée +, par :
(o, ) + (L0 = (x+x', p+)y)

Cette loi est associative et commutative (cf. propriétés des lois-produits).
Sur E x E nous définissons une relation d”équivalence par :

(6, ) R(x',p) <= x+y = p+x".

En effet la relation R ainsi définie est visiblement réflexive et symétrique. On prouve
sa transitivité en écrivant, grice i I'associativité de 'addition sur E :

[y =p+x) A Y =y 4 xT] = [(x4)") + (' 45) = (p+x7) + (K +))]
et en utilisant la possibilité de simplifier par (x*+ ).

La relation R est compatible avec Iaddition de ExE.

Du fait de la commutativité de cette addition, il suffit en effet de vérifier (ce qui est aisé) :

N R = X)) + &) R YD)+ (5,

On munit lensemble (Ex E) R, qui est noté G, de Iaddition-quotient par R de I"addition sur

Ex E. L’addition sur ¢ est encore notée +.

On définit un morphisme injectif f: (E, +) — (G, +). Pour cela on remarque qu’étant
donné x € £, les éléments de ExXE de la forme {x+k, k) restent dans la m&me classe d’équi-
valence modulo R quand & parcourt E ; cette classe peut étre notée f(x), ce qui définit une
application f: E — G,

En d’autres termes, on pose :f(x) = @{a+k, k), en désignant par ¢ la surjection cano-
nique de Ex E sur G. On constate :
J&) + 0 = olx+k, k) + @oly+ L D) = o(x+y+k+Lk+1) = f(x+p)
Reste 4 prouver que f est injectif. Supposons f(x) = f(), ce qui s'€crit
@lx+k, k) =p(y+1, 1), on encore (x+k, KXY R (y+1L1);

cela signifie (x+k) + /I =k + (y+{), o encore x = y.

On dispose done d'un isomorphisme de E sur f(E), que I'on note E’,

Cet isomorphisme va permettre, selon un procédé courant en algébre, d’ « identifier »
E 4 E’, donc de considérer E comme une partie stable de G munie de la loi induite. En toute
rigueur on peut remplacer ¢ par (G\E"Y U E en définissant sur ce dernier une addition de
fagon évidente. On a ainsi construit une « extension » de £. Nous allons voir que cette extension
posséde de nouvelles propriétés qui en font un groupe abélien, au sens des définitions du 2.1.1,1°.

a) Laddition sur G est associative et commuiative (propriétés des lois-quotients).



52 ENSEMBLES. RELATIONS. LOIS DE COMPOSITION

b) Soit e = @(x, x) ; ¢ est élément neutre de +.

¢) Quel que soit a = ¢(x,)) dans G, il admet le symétrigue a' = (y, x).

La vérification de ces deux derniéres propriétés est immédiate.

EXEMPLE : LES ENTIERS RATIONNELS. — (N, +) est un semi-groupe commutatif. La construction
précédente donne une extension (Z, +) qui est un groupe abélien. Les €léments de Z sont appelés
entiers rationnels.

Comme N posséde de plus un élément neutre 0, les éléments de £’ sont du type (n, 0).
On les note n (identification). Les autres €léments seront du type (0, 1) et on les note —n ;
en effet ce sont justement les opposés des o(n, 0).

Au n® 3.1./. 2°, Z sera muni d'une structure d’anneau.

EXERCICES

1.01. — Pour chacunc des assertions suivantes, indiquer si elle est toujours
vraie, toujours fausse, ou ni toujours vraie ni toujours fausse {« toujours » signifiant :
quelles que soient les valeurs — vrai ou faux — attribuées 3 x, ¥, z, 4] :

kvaalalyva M
(= )A T(x==> P AzAx) {2)
Tlx v (xv Pl <> (x Ay (3)
(xvyva<erxv[uvx<eue> (v C))]
xv(xAay] <> (xvy) )]
(Ox =3 A (y = x). (6)

REMARQUE. — Les exercices peuvent étre traités 3 1’aide de tables de vérité ou
a I’aide d'un calcul dans Z/2Z.

1.02. — Etant donnés un ensemble E et trois parties A, B, C de E, montrer que les
deux inclusions A WBc A wuC et AnBc An C impliquent B = C.

Dans quel cas a-t-on ’égalité ?

1.03. — Etant donnés un ensemble E et deux partics A et B de E, discuter les
équations 4 v X =B et An X =B, ol X est une partie de E.

1.04. — Etant données trois parties 4, B, C d'un ensemble E, montrer que
AnB=An T est équivalent A A~ B = A C (o0 X désigne le complémentaire
de la partie X de E).

1.05. — En conservant les notations de 'exercice précédent, on pose 4 A B =
(AnB)yu(dnB)

Quelle relation y a-t-il entre :
AABNnC)et (AABYN(4AC); AA(BuC)et (AAB)U(4AAC)?

Dans quel cas a-t-on P'égalité ?
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1.06. — Soient (A;); .7 et (B)), . ; deux familles d’ensembles, (7 # @), Montrer
la formule :

UnB)y= ) [(UAau(l) B)]
iel X feNX

ed(l) ieX

étant entendu que, pour X = @, U A =0
ieX

1.07, — Etant données n parties 4,, ..., 4, d’un ensemble E et une partie / de

I'ensemble N, = {l,..,n}, on pose X; = | ) A, (X, =@si I=0) et ;= [} 4
i€l iel

(Y, =EsiI=0) )

On désigne par ¥; l'ensemble des parties de N, 3 k éléments, ol k& ést un
entier, 0 < & < n. Montrer :

t

—sik< ™t Y, () X,
2 TeTy Tedy

_sik>'”2’1 Y, < () X,
Tty TeSy

1.08. — Soient A4, B, C des ensembles. Trouver une bijection entre les ensembles
CA* 8 et (CHD
1.09. — Soient E et F des ensembles, f: E-» F une application. Montrer que
les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est surjective
i) Pour tout ye F fLf~' ({yP] = {»}
iif) Pour tout YeN(F) ff"Y(N]=Y
iv) Le seul YeT(F) tel que f~* (¥Y) = O est 4,

Trouver un énoncé analogue en remplacant i) par ') f est injective.

1.10. — Soient E et F deux ensembles, et f : E — F. Montrer que f est injective
si et seulement si, pour tout couple (X, ¥) e (T(EN? A(Xn Y) =f(X)nf(Y).

1.11. — Soient E, F, G trois ensembles, et A: E — G et f: E — F deux
applications. Pour qu’il existe une application g: F — G telle que h=gof, il
faut et il suffit que :

Vi) eE*  (x)=f(5) = (h(x) = h{(»)).

A quelle condition g est-elle uniquement déterminée ?

1.12. — Soit E un ensemble et (A4;); ,; un recouvrement de E. Soit F un
ensemble, et pour tout { € [, f; : 4; — F. On suppose que pour tout couple (i, j) € I?,
Ji et f; ont méme restriction & 4; ~ 4;. Montrer qu'il existe une unique application
fi E— F telle que pour tout i e J, la restriction de f & A, soit f.

113, — a) Soient f: E—F, g: F— G, h: G — E des applications; si
parmi les trois applications ko g o f, go fo h, fo hog deux sont injectives (resp.
surjectives), 1a troisiéme étant surjective (resp. injective) alors f, g, 4 sont bijectives.
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b) Soient f: E—F, g: F—> G, h: G — H des applications; si les deux
applications g o f et h © g sont bijectives, alors f, g, h sont bijectives.

1.14. — Soient E et F deux ensembles. Montrer I'équivalence des deux
assertions :
i) il existe une injection de E dans F,

ii) il existe une surjection de F sur E.

1.15. — Soient E et F deux ensembles, tels qu’il existe une injection f: £ —> F
et une injection g : F -~ E. On considére s : £ — E définie par A=gof et on
pose G = Elg(F). On appelle ¥ le sous-ensemble de if'(£) constitué des parties X
tetles que (G v (X)) < X.

a) Montrer que F est non vide et stable par intersection quelconque (a savoir ;
si Viel X;eTF alors {} X;€ F). Montrer que si X e JF alors (G v A(X)) e F.

iel

b) On pose A = [} X et B=E\4, A" = f(A), B =g '(B).

XeiF
Montrer: A’ n B' = @ et A" v B’ = F. Montrer que 'application ¢ : E — F

définie par : o(x) = f(x) pour xe A
o(x) = g~ '(x) pour xe B

est une bijection de £ sur £.
(Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de BERNSTEIN).

1.16. — Soit (£, R} un ensemble muni d’un préordre ; 2 R on associe la relation
S telle que x § y signifie x R yay R x

a) Montrer que 8 est une relation d’équivalence.

b) Meontrer qu’il existe sur £/8 une relation binaire G, tetle que la surjection
canonique ¢ : E — £/ soit un morphisme de (£, R) dans (£/8, G), et que T est
une relation d’ordre. On dira que ‘T est 1a relation d’ordre canoniquement associée
an préordre R.

¢) Soient (£, R) et (E', X") deux ensembles munis de préordre, et f: E — E’
un morphisme de (E, ) dans (£’, R'). En notant 8’ et G’ les relations d’équivalence
et d’ordre associées 3 R’, montrer qu’il existe une unique application f : £/ — E'/§'
telle que @' of =fo e (» et @' : surjections canoniques). Montrer que f est un
morphisme d’ensembles ordonnés de (E/S, B) dans (E'/§, G).

1.17. — Si G est une partie de I'ensemble Ex F, on pese :
G ' ={{x, We FxE|(y, x) e G}.
SiGy c ExFet (G, c FxH, on pose :
G,0G, ={(x,)eExH|IzeF (x,2)e G, A (z,y) e G,}
Montrer que, pour que G = ExE soit le graphe d’une relation d’équivalence
sur E, il faut et il suffit que :

GoG 'oG=G et Agc G ol Agest I'ensemble des couples (x, x) quand
x décrit E (« diagonale » de ExE).
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1.18. — Soient E et F des ensembles, R une relation d’équivalence sur E, § une
relation d’équivalence sur F. Dans Ex F on définit la relation T par :
(x, VT, y) <= xRx Ay8y.

Montrer que T est une relation d’équivalence. Montrer qu'il existe une
bijection entre Ex F/G et (E/R) x (F/8).

1.19. — Soit [0,1] =R, et E = [0, 1] x [0, 1). Montrer que si E est muni de
'ordre lexicographique, toute partie non vide de E admet une borne supéricure.

Ce résultat subsiste-t-il si on prend E = [0, 1] x 10, 1] ?

1.20. — Soit R I'ensemble des relations d’équivalence définies sur I'ensemble E.

Pour (R, R) e ®? on dit que R est plus fine que R’ (et on note R > R')
si et seulementsi ¥(x,¥»})eE* xRy —> xR’y

a) Montrer que (R, ) est un ensemble ordonné., Posséde-t-il un plus petit
et un plus grand élément ?

b) Montrer que R > R’ si et seulement si toute classe d’équivalence suivant
R' est une réunion de classes suivant R.

¢) Une famille finie (R, ..., R,) d’éléments de R admet-elle une borne supérieure
et une borne inférieure ? Explicitez alors les relations d’équivalence trouvées,

1.21. — Soient (E, <) et (F, <) des ensembles ordonnés, p ct ¢ les projections
de Ex Fsur Eet F.

a) Si E et F contiennent au moins deux éléments, il n’existe pas d’ordre total
sur Ex F tel que p et g soient des applications croissantes.

b) Il existe sur E x F une structure d’ensemble ordonné telle que p soit croissante
et, pour tout x € E, la restriction de ¢ & p~' (x) croissante.

Quel est cet ordre ?

1.22. — Soit (E, <€) un ensemble ordonné tel que tout sous-ensemble non vide
de E admette un plus petit élément. On dit dans ce cas que (£, <) est bien ordonné.
Montrer que si (E, <) et (E, =) sont tous les deux bien ordonnés, alors E est fini.

1.23. — Montrer que tout cnsemble fini et totalement ordonné est bien ordonné,

1.24. — Monirer que 'ensemble des parties finies d'un ensemble dénombrable
est dénombrable,

1.25. — Soient E un ensemble fini totalement ordonné et (4, B) une partition
de E. On distingue trois types de bijections de £:

(1) Celles dont la restriction & A et 4 B est croissante ;

(2) Celles dont la restriction a A est I'identité de 4 ;

(3) Celles dont la restriction 4 B est I'identité de B.

Montrer que toute bijection de E est composée de trois bijections des types
précédents.
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1.26. -~ Montrer que le nombre R, des relations d’équivalence sur un ensemble
fini de cardinal » vérifie la relation de récurrence :

Ryvy = Z CI-:RI:
k=0

1.27. — Calculer le nombre des lois internes commutatives sur un ensemble
de cardinal n.

1.28. — Calculer le nombre des applications croissantes de N, dans N,
1.29. — Calculer :

Y Card(X); (Z Card(X n Y); ¥ Card{(X U ¥)
X e ¥(Np) (X, ¥y e %(Np) x T(Np) (X, ¥)e T(N,) x F(N,)

1.30. — On considére dans un plan affine un polygone convexe de » sommets
Ay, ..., A,. En se limitant au cas le plus général, trouver:

@) le nombre des points d’intersection des segments diagonaux ;
b) le nombre des triangles formés par ces points ct les A,.

1.31. — Montrer que CF est le nombre d’applications d'un ensemble E 3 n
éléments dans F, = {y,, 3}, (¥; # y,), telles que y, soit I'image de p éléments (donc
¥y, de n—p).

Plus généralement trouver le nombre d’applications de E dans F, = {y, ..., ¥,}

. .
telles que y, soit I'image de «; éléments ( Y oy=nl
i=1

1.32. — a) On considére n objets identiques, appelés x, et p objets identiques,
appelés y. Montrer qu’il y a C7., facons de ranger ces objets. (On pourra utiliser
Pexercice précédent),

b) Soient p objets identiques. Combien y a-t-il de facons de les ranger dans
n cases ?

¢) Retrouver le nombre KZ de combinaisons avec répétition de » éléments pris
p 4 p en utilisant la question précédente.

d) On peut aussi retrouver ce résultat en prouvant la relation :

I_’ﬁ = Kz—l +p_1 Kf—l
n n

en comptant de deux fagons le nombre de fois qu'un élément donné figure dans le
tablean de toutes les combinaisons avec répétitions.

1.33. — Sur les trois axes d’un repére affine (O, -::7, I), on considére les points

A, B, C tels que 0A = n-i', OB = n-}, oC = n.?c, (neN).

Calculer le nombre des points 4 coordonnées entiéres intérieurs au tétraddre
OABC.
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a+b+ la—b|

1.34, - Etudier la loi de composition définic sur R* para% b = 2

1.35. — Sur E = Z2 on définit les lois de composition interne % et T:
(a,b) ¥ (a’, b') = (a+a', b+ b)
(a,b) T(a',b") = (aa’, 0).

Citer des propriétés de ces deux lois.

1.36. — Sur E = @2, on définit la loi de composition interne T :
(e, b) T(a’', b") = (e, ba' +b).

Citer des propriétés. On étudiera en particulier les ¢éléments symétrisables.




2
GROUPES

2.1. STRUCTURE DE GROUPE

2.1.1. Définitions ; premiéres propriétés

1° DérNiTioN I. — On appelle groupe tout couple (G, T) composé d’un
ensemble G et d*une loi de composition T interne sur cet ensemble satisfaisant aux
axiomes suivants :

(G,) Laloi T est associative
(G;) Laloi T posséde un élément nenire
(G3) Tout élément de G admet un symétrique pour la loi T

On dit que G est ’ensemble sous-jacent au groupe.

Plus briévement un groupe est un magma associatif et unifére, dans lequel
tout élément est symétrisable.

DErINITION II. — On qualifie d’abélien (ou commutatif) tout groupe dont
la loi est commutative, et de fini tout groupe dont 1’ensemble sous-jacent est fini,
fe cardinal de 1’ensemble étant alors appelé ordre du groupe,

Conventions. — Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, la lettre G désignera
anssi bien le groupe (G, T) que I’ensemble sous-jacent au groupe. Par la
suite, une convention analogue sera valable pour les anneaux, les modules
et les algébres, sans qu’il soit nécessaire que nous le redisions,

— Méme si plusieurs groupes sont en présence, les lois de groupes
seront notées multiplicativement, 4 ’exception des lois de groupe abélien qui
pourront &tre notées additivement. Dans le cas de (G, -), I’élément neutre sera
noté e (plutdt que 1), et le symétrique sera dit inverse. Dans le cas de (G, +),
I’élément neutre sera noté 0, et le symétrique sera dit opposé.

EXEMPLES, — g) Sur un ensemble 3 un élément, que 'on peut écrire {e}, la seule loi de
groupe possible est ¢-e = ¢.

b) Sur un ensemble a deux éléments {e, a}, il n’y & (& I"échange prés des éléments) qu’une
loi de groupe possible. C’est :

ea=4ae=4a, ee=aqa=ée

(Le lecteur vérifiera qu'il s’agit effectivement de lois de groupes (d’ailleurs abéliens)).

¢) Soit G(E) I'ensemble des bijections d’un ensemble non vide E sur lui-méme. La loi ©
(compositions des applications) est une loi de groupe (cf. 2.4.1, 1°).
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d) Nous avons vu & la fin du chapitre précédent comment un semi-groupe commutatif
pouvait, par symétrisation, étre plongé dans un groupe. Clest ainsi que l'on construit le
groupe (Z, +) des entiers rationnels (ou, abréviativement, entiers), 4 partir du semi-groupe (N, +).

2° Premiéres propriétés d’un groupe, — L’existenice de I’élément neutre
entraine la non-vacuité, et donc la non-nullité de ["ordre si le groupe est fini.

De plus, d’aprés [’étude du chapitre 1 :
— I’élément neutre est unique,

— tout élément a un symétrique unique et est régulier,

— Iéquation ax = b (resp. xa = b) admet la solution unique a~'d
(resp. ba™ 1)

Enfin si [e groupe est abélien, on dispose de la régle des signes
x—(y+2)=x—y—z, x —(y—z)=x—y+2z etc.
dont la vérification est laissée au lectevr.

3° Familles presque nulles. — DEFINITION. — On appelle support d’une
famille (@,); , ; d’8éments d’un groupe abélien G la partie J = {i € I | a; # 0}
de 7. Une famille A support fini est dite famille presque nulle.

Pour une telle famille, on pose : 3. @, = ¥ a;, ce qui a un sens puisque

terl isJ
la somme d’un nombre fini d’éléments d’un groupe commutatif a un sens.

REMARQUES. — a) Lorsque I = @, on convient d'écrire ». 2, = 0.

tel
b) Toutes Ies familles indexées par un ensemble fini sont presque nulles.
LJ .3
Pour I=N,, on note ¥ a,= Y a,(ctméme} a).
iel i=1 1

c) A un changement de notation prés, on dispose de la notion d’appli-
cation presque nulle d’un ensemble quelcongue X dans un groupe G.

2.1.2. Morphismes de groupes

1° DEFINITION, — Sofent G et G’ deux groupes (notés multiplicativement)
On appelle morphisme de groupes de G dans G’ toute application f: G —> G’
qui vérifie la condition
Vx ) eG  fix) =f(x)f0)

1l va de soi que xy est un produit dans G, alors que f(x) f(») est un produit dans G'.

Les définitions de morphismes particuliers, les résultats sur la compo-
sition de morphismes et sur les isomorphismes sont valables (cf. 1.6.1.).
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ExeEMPLES. — @) L’identité de G est un automorphisme du groupe (G, -).
by Soient (G, '), [resp. (G, +)], un groupe et a un élément de G. L’application

n —— a" (resp. n — na), de Z dans G, est un morphisme du groupe (Z, +) dans le groupe
(G, *), [resp. (G, +)).

2° Propriétés. — Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.

a) L’image par f de 'élément neutre ¢ de G est I'élément neutre ¢' de G'.
De ee = ¢, on déduit fie) f{e) = f(e), ce qui s’écrit f{e) fle) = fle) €'.

Comme f(e) est régulier dans G’, il en résulte f(e) = e'. O

b) Pour tout x € G, f(x~ 1) = [f(x)]" L.
En effet : f(x™ ) f(x) = f(x™'x) = fle) = ¢,
etde méme : f(x)f(x ) =e¢". O
¢) VneZ, VxeG flx") =[]
Pour n > 0, cela s’établit par récurrence, en utilisant ;
Fx" 1) = [l f(x).
Pour n = 0, il s’agit de I’égalité f(e) = e'.
Pour n < 0, on utilise ).

d) Dans le cas d’un groupe abélien, ces résultats s écrivent :

fQg) = 0g- 5 f(=x) = —f(x); flnx) = af(x).

2.1.3. Groupes produits

THEOREME ET DEFINITION. — Soient ({G, *)); . y une famille de groupes, et G
le produit des ensembles sous-jacents. Le couple (G, -), oli (-) est la loi-produit
des lois des ¢, est un groupe, dit produit des (G;, -). Chaque projection
p: ¢ G — G, est un morphisme surjectif de groupes. Le groupe-produit est
abélien si et seulement si chacun des groupes donnés est abélien.

Ce théoréme est une conséquence immédiate des propriétés énoncées pour
les lois produits (1.6.3, 5°). De plus si G est abélien, chaque G, ’est car les p;
sont des morphismes surjectifs {1.6.2, 2°).

ExeMPLES. — a) L'ensemble IR" des n-uples (x,, ..., x,) de réels peut étre muni d’une
structure de groupe additif produit en posant :

(g5 o Xpd + (Payoa Vad = (1 P10y s Xnt e

Quand, dans la suite, nous parlerons de (R", +) ¢'est toujours de cette structure qu’il
sera question.

b) Soient X un ensemble non vide quelconque, (G, *) un groupe. G¥ = F(X, G) peut
étre muni d'une structure de groupe produit.

Pour {, g} € G* x G¥, on définit # = f-g par :

YxeX h(x) = f(x)a(x).
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2.2. SOUS-GROUPES

2.2.1. Définition et caractérisation des sous-groupes

1° DEFINITION. — On appelle sous-groupe d’un groupe (G, -) tout groupe
de la forme (H, '), ol H est une partie stable de ¢, munie de la loi induite par
celle de G. Par abus de langage, on parle alors du sous-groupe H de G.

Soit H un sous-groupe de G. L’injection canonique j: H — G, qui &
tout x € H associe 1’élément x de G, vérifie j(xy) = j(x)j(y); j est donc
un morphisme de groupes. D'aprés 2.1.2., 2°, I’élément neutre de G, image
par j de I’élément neutre de H, est cet élément lui-méme. D’autre part, pour tout
x € H, d’inverse x~! dans H, 'inverse de I’élément j(x) de E est j(x~ ') ;
en d’autres termes tout x € H a le méme inverse dans les deux groupes.
Retenons que :

Un groupe et Pun quelconque de ses sous-groupes ont le méme élément
neutre, et tout élément du sous-groupe a le méme inverse dans le groupe et dans
le sous-groupe.

2° Caractérisation d’un sous-groupe. — THEOREME. — Soient ¢ um
groupe d’élément neutre e, et F une partie G. Les assertions suivantes sont
équivalentes:

) H est un sous-groupe de G,

ii) Heststable,ete ¢ Hyet Vxe H x teH,

iii) Heststable,et H # O, et Yxe H x 'e4H,

iv) H# O, et Y(x,»)e H> xy 'eH,

i) = ii) résulte de la remarque précédente.

i)y = iif) et Iii) = iv) se vérifient aisément.

Preyve de iv) = if). L’assertion iv) étant supposée vraie, d’aprés

H # @, il existe un @ € H. En adoptant pour (x, ¥) le couple (4, a) on constate
aa” ' e H, c’est-a-dire ¢ € H.

Pour tout x € H, en adoptant (x, ) = (e, x), on constate x~! € .
La stabilité de H résulte alors de xy = x(py~ 1)~ ]

Preuve de ii) — i). L’assertion i) étant supposée vraie, on dispose
d’une loi induite sur la partie stable H de G ; elle est associative, admet e
pour élément neutre ; tout x € i admet x~! pour inverse pour cette loi. [J

Le théoréme se trouve ainsi démontré.
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EXEMPLES. — a) Soit G un groupe d’élément neutre ¢ ; alois G et {e} sont respectivement
le plus grand et le plus petit sous-groupe de G, au sens de I'inclusion.

b) Si H est un sous-groupe de G et K un sous-groupe de f, alors X est un sous-groupe
de G.

¢) Soient G un groupe, ®B(G) ’ensemble des bijections de G sur G, Aut G I’ensemble
des automorphismes de G. (Aut G, ©) est un sous-groupe de (®(G), ©). En effet fiut G est
un sous-ensemble de $(), non vide puisque [d; € Aut G. Le composé de deux automorphismes
(ou morphismes bijectifs de G sur G), est un automorphisme. Enfin, 'application réciproque
d'un automorphisme est un automorphisme.

REMARQUE. — L’exemple précédent nous apprend que, pour montrer
gu’un ensemble peut &tre muni d’une structure de groupe, il est commode de
montrer qu’il s’agit d’un sous-groupe d’un groupe connu. Cette remarque
s’étendra A toutes les structures que nous rencontrerons par la suite.

2.2.2. Propriétés des sous-groupes

1° Intersection. — THEOREME. — Soient G un groupe et (H)), . ; une
famille de sous-groupes de G. Alors ’intersection H = ﬂ H, est un sous-groupe
de G. iel

Ona: Viel ecH,; doleeH (e: élément neutre de G).

Ona: Viel ¥ (x, y)e H} xy ‘e H,

D’ol : Y (x, y) e H? xy leH O

2° Sous-groupe engendré par une partie. — Soient G un groupe et A
une partie de G. Il existe des sous-groupes de & contenant 4, G lui-méme par
exemple. L’infersection de tous ces sous-groupes est {d’aprés le théoréme

précédent), un sous-groupe de & contenant 4 et c’est le plus petit, au sens de
I'inclusion. On pose :

DEFINITION, — On appelle sous-groupe de G engendré par A, et on note
gr(A4), le plus petit sous-groupe de G contenant A, qui est aussi Pintersection
des sous-groupes de G contenant 4.

Si gr(4) = G, on dit que A est une partie génératrice de G.
CAs PARTICULIERS. — On a gr(@) = {e}. On note gr(a} pour gr ({a}).

THEOREME. — Soient 7 un groupe d’élément neutre e, et 4 une partie de G.
Désignons par H I'ensemble des éléments de G qui peuvent s*écrire

af'a?...ai", avec a;ed et ge{-1, +1},

en convenant que H = {¢} si 4 = O.

Alors H est le sous-groupe de G engendré par A,
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— H est non vide, ainsi qu’on le constate en utilisant A <« Hsi A # O
et H={e} si A =0 Dautre part si

x =af'..a" et y= by by
sont deux éléments de H, xy~' s'écrit af'...a;” b, “%...b7 " ; d’ob xy~' e H.
Ainsi H est un sous-groupe de G contenant A.

— Inversement soit L un sous-groupe de ¢ contenant A. Pour toute
famille finie (a,, ..., a,) d’éléments de 4, ai’, ..., a, ' sont aussi des éléments
de L, et il en est de méme de tout produit de la forme aj ... ay"; on a
donc Hc L,

H est ainsi le plus petit sous-groupe de  contenant A. O
REMARQUES. — &) La réunion d’une famille de sous-groupes d’un groupe
G n’est en général pas un sous-groupe de G.

b) L’ensemble des sous-groupes d’un groupe G, ordonné par inclusion,
est un treillis. En effet & tout couple (H,, H,) de sous-groupes de &, on peut
associer les sous-groupes :

inf(H,, H) = H, ~nH,, sup(H,, H,) =gr(H, v H,).

3° Groupes monogénes ; groupes cycliques. — DEFINITION. On qua-
lifie de monogéne tout groupe ayant une partie génératrice réduite a un élément,
et de cyclique tout gronpe monogéne fini.

Les groupes monogénes seront étudiés au n° 2.3.3., 2°

4° Image directe, image réciproque d’un sous-groupe par un morphisme.
THEOREME. — Soient (G, ) un groupe et (G', ) un magma, Si f: G — G’
est un morphisme pour les lois considérées et si / est un sous-groupe de G, alors
JS{H) est une partie stable de G’ et c’est un groupe pour la loi induite.

Résulte du n® 1.6.2,, I° (image d’une partie stable} et du n® 1.6.2,, 2°.

Dans la pratique, ce théoréme est utilis¢ pour montrer qu'un ensemble
peut étre muni d’une structure de groupe.

CAs PARTICULIER. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. L'tmage
par f d'un sous-groupe de G est un sous-groupe de G’. En particulier ;

Image. — DEFINITION. — Soit f: G — (' un morphisme de groupes.
Le sous-groupe f{G) de &' est appelé image de f. On le note Im f.

REMARQUE. — Soit f: G — G’ un morphisme de groupes et H un sous-groupe de G.
11 est elair que la restriction de £ 4 H est un morphisme de H dans ', d'image f(H).

THEOREME., ~— Soit £ : G — G' un morphisme de groupes. Si H' est un
sous-groupe de G', /™' (H') est un sous-groupe de G.
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Nous avons vu (2.1.2., 2°) que 'image par f de 1’élément neutre e de G
est 1’élément neutre ¢’ de G’ ; ainsi : ecf "(H)Y et f ' (H) # Q.

Soient x et y deux éléments quelconques de £~ '(H"). Etudions f(xy™ "),
qui s’écrit £(x) fO™Y) ou f(x) (f())" ! ; draprés f(x) e H' et f(¥) € H', nous
avons (puisque H' est un sous-groupe de G} : f(x){(f(3)) "' e H'; on en
déduit fxy D eH etxy ™ tef WH. 0O

— En appliquant au sous-groupe {¢’} de G, nous avons :
Noyau. — DEFINITION. — Soient f : G — G’ un morphisme de groupes,

et ¢’ I’élément neutre de G'. Le sous-groupe f ~ ' (¢") de G est appelé noyau de f.
On le note Ker f.

THEOREME. — Seit f: G — (' un morphisme de groupes. Pour que f soit
surjectif, il faut et il suffit que Im f = &', Pour que f soit injectif il faut et il
suffit que Ker f = {e}.

— La premiére partie du théoréme est évidente.

— Supposons que f est injectif ; e est le seul élément de & dont I'image
soit e’ ; ainsi Ker f = {e}.

— Inversement supposons que Ker f= {e}. L'égalité f(x) = f(3), qui
peut s’écrire f(x) (f()) ™! = ¢, ou flxy~ !} = &', ou xy~ ! e Ker £, implique
xy~! = e, c’est-a-dire x = y. L’application f est injective. 0

2.2.3. Automorphismes intérieurs ; sous-groupes distingués

1° Automorphismes intérieurs. — Soit G un groupe. A tout ¢ € G, nous
pouvons associer ’application ¢, : G — G définie par x — axa™ L.

— Ona: e, =Idg
— Montrons : ¥(a,b)eG* ¢, ¢, = ¢, En effet:
VxeG @,00x)=abxb Da™ ! = (@b} x (eb)™ ! = @u(x).
— Il en résulte que, pour tout ae G, ¢, est une bijection, dont la
bijection réciproque est @,-.
— Etant donné a € G, nous avons :

Y (x,))eG* (axa Y (aya™') = ax(a” ‘a)yya” ' = a(xp)a™ ',
ou V1 eG 0 00) = oxp)-

Ainsi @, est un endomorphisme bijectif, donc¢ un automorphisme du groupe
G; on dit qu'il s’agit de I'automorphisme intérieur de G défini par a; 'ensemble
des automorphismes intérieurs de G se note J{G).

— D’aprés @, 0 @, = @, 'application a —— ¢, peut étre considérée

comme un morphisme de groupes (G, -} — (Aut G, 0) ; J(G) est donc un
sous-groupe de Aut G.



223 SOUS-GROUPES 65

— Cherchons 2 présent le noyau de ¢ —— ¢,
@, =Idg <> YxeG axa '=x <= YxeG ax= xa

Le noyau de g —— @, est donc ’ensemble des éléments @ € G qui com-
mutent avec tous les éléments de G. Conformément 4 une définition du 1.5.2,
2°, on 'appelle centre de G, et on le note Z(G); il s’agit, naturellement d’un
sous-groupe de G,

G est commutatif si et seulement si Z(G) = G, ou encore si et seule-
ment si 3G} admet Id; pour élément unique.

DeFNITION. — On dit que deux éléments x et x' (resp. deux parties X et
X’) d’un groupe G sont conjugués (par automorphisme intérieur) si et seulement
s’il existe acG tel que : x’ = axa™' (resp. X' = aXa™', ce qui est mis pour
X' = p,(X)).

Il est clair que la conjugaison est une relation d’equivalence dans G
(resp. 3(G)).

2° Sous-groupes distingués, ou invariants. — DEFINITION. — On appelle
sous-groupe distingué d’un groupe & tout sous-groupe H de G qui est stable par
tout automorphisme intérieur de G ; on note H <1 G.

Retenir : H < G signifie : V(a, h)e GXH aha 'eH.
ProPOSITION. — Un sous-groupe distingué /7 du groupe G est non seulement
stable, mais invariant par tout antomorphisme intérieur de G.
Soit H<a1 G.Ils’agitde vérifier:Yae G H < aHa ',cequi — compte
tenu du résultat précédent -— permetira d’affirmer :
YaeG aHa'=H.

Considérons un élément quelconque (g, k) de Gx H. En utilisant
@, 0 ¢,-1 = Idg, on constate que h est 'image par ¢, de ¢,-:1(h), qui
est un élément de H d’aprés la stabilité de H par ¢,-i. a

On notera que H <3 G s'écrit : Yae G aH = Ha.

ExempLES. — a) Soit G un groupe d élément neutre e ; {e} est un sous-groupe distingué de G.
5) Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué.

¢) Le sous-groupe 3(G) de Aut G est distingué (notation du 1°).

On vérifie en effet : u 0 @, 0 u™! = @, pour tout (4, p)eAut G x J(G).

THEOREME. — Soit f: ¢ — G' un morphisme de groupes. Si H est un
sous-groupe distingué de G, f(H) est un sous-groupe distingué de f{G). Si H' est
un sous-groupe distingué de G', £~ !(H') est un sous-groupe distingué de G.

— Soit H-=a G. Il faut montrer ;

V(a', h')ef(G) x f(H) a'h'(a)" ! e f(H),
c’est-a-dire

V(e h)e GxH fla) f(B) (f(@))~ ! e f(H),
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ce qui résulte de ce que f(a} f(k) (f(@))~ ! est I'image par fde aha™?!, qui
est un élément de H (d’aprés (a, h) € G x H). g

— Soit H' <1 G'. Posons H = f~Y(H". 1l faut montrer :
Y{a, MNeGxH aha'eH

Cela résulte de ce que f(aha™ %), qui §’écrit £(a) f(h) (f(a))™?, est un
élément de H' (d’aprés (f{a), f(A))e G'x H"). O

COROLLAIRE. — Le noyan d’un morphisme de groupes /G — G’ est
un sous-groupe distingué de G.
En effet Ker f = f~*({e'}), et {e} est distingué dans G'.

2.3. GROUPES-QUOTIENTS -

2.3.1. Relations d’équivalence compatibles avec une loi de groupe

1* THEOREME. — Soit G un groupe, Toute relation d’équivalence sur G
compatible & ganche (resp. & droite) avee la loi de G est de la forme x 'y e H
(resp. yx~*! € H), ot H est un sous-groupe de G. Réciproquement toute relation
de ce type est une relation d’équivalence compatible & gauche (resp. a droite)
avec la loi de G.

— Soit R une relation d’équivalence sur ¢ compatible & gauche avec la
loi de G. Désignons par H la classe de I’élément neutre ¢ de G.

Nous constatons que x Ry entraine x 'x R x"'y, ce qui sécrit
e R x~ 1y, ou encore x~ 'y € H. Inversement x~ 'y € H, qui s'écrit e R x~ 1y,
entraine x R y (par multiplication & ganche par x). En conclusion :

Y(x,)eG? xRy« x"'yeH.

Montrons que H est un sous-groupe de G. De e € H, on déduit H # O.
Soit (x, y) un élément quelconque de H? ; de x R e et ¢ R y on déduit par
transitivité x R y, c’est-a-dire x 'y € H. O

— Réciproquement soit H un sous-groupe de &. Désignons par R la
relation x~ 'y € H. Elle est réflexive 4 cause de e € H.

Elle est symétrique car si x~ 'y est un élément du sous-groupe H, il en est
de méme de son inverse (x”'y)~! = y~1x,

Enfin elle est transitive car si x~ 'y et ¥y~ 'z sont des éléments de H, il en
est de méme du produit (x~'y) (" 'z) = x 7'z O

On étudierait de méme les relations compatibles a droite.
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Classes @ gauche, & droite. — Soient G un groupe, 7 un Ssous-groupe,
a un éiément de G. Les ensembles

aH ={ah |he H} e Ha={ha|heH}

sont dits classes A gauche et & droite de a, suivant H. Ce sont les classes d’équiva-
lence de a pour les relations d’équivalence R, et R, telles que :

V(x, )eG* (xR,y) <> (x"lyeH)
et: Yix, DeG? (xR,y) <= (x"'eH).

Remarquons que I’ensemble des inverses des éléments de aH n’est autre
que Ha™'. 1l en résulte qu’on définit une bijection de G/R, sur G/R, en
associant & toute classe a gauche la classe 4 droite constituée par les inverses
de ses €léments.

Indice de H dans G. Supposons que, en ouire, ['un des ensembles G/R,
ou G/R, soit fini ; il en est de méme de I'autre et ils ont le méme cardinal ;
ce cardinal est appelé indice de H dans G et noté (G : H).

Par exemple le groupe des déplacements est d'indice 2 dans le groupe des isométries d’un
espace euclidien de dimension n.

Notons que si un groupe G admet un sous-groupe H d'indice 2, alors H et (\H sont a la
fois les deux classes 4 gauche et les deux classes a droite suivant H; il en résulte H <1 G.

2° Complément sur les groupes finis, — THEOREME. — Soit ¢ un groupe
fini et // un sous-groupe de G. L’ordre de [ divise ’ordre de G et le quotient
de ’ordre de G par celui de H n’est aufre que l’indice de H dans G.

L’étude de I’'dquation ax = b nous apprend que, pour a donné, 1’appli-
cation x —— ax de H dans aH est bijective. Toutes les classes d’équivalence
a gauche ont donc le méme cardinal, 4 savoir celui de H ; ces classes, au nombre
de (G : H), réalisant une partition de G, le théoréme résulte du 1.4.4, 2°,

REMARGQUE. -— Si K est un sous-groupe de H,ona:(G:K)= (G: H) - (H:K).

2.3.2. Groupes-quotients

Si 'on veut définir un groupe-quotient a partir d’un groupe G, il faut
utiliser une relation d’équivalence compatible (ce qui signifie compatible a
la fois & droite et & gauche) avec la loi de G.

1° THEOREME, — Soit G un groupe. Les relations d’équivalence compa-
tibles avec la loi de G sont les relations de la forme x~'y € /7, ot H est un
sous-groupe distingué de G.

— Soit R une relation d’équivalence compatible avec la loi de G, et
soit H la classe de I’élément neutre ¢. D’aprés 1’étude du n® 2.3.1, 1°, H est
un sous-groupe de G, et, pour tout x € &, x R y équivaut 4 la fois 4 y e xH
et 4 ye Hx, ce qui exige :

YxeG xH = Hx, ou encore : H=< G,
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— Taversement, pour touf sous-groupe distingué H =1 G, la relation
x"y e H, qui équivaut 3 yx~! e H, est compatible avec la loi de G.
REMARQUE. — Soit (G, +) un groupe abélien. Tout sous groupe de G est distingué.

Les relations d’équivalence compatibles avec la loi de & sont les relations de la formex —y € &
ol H est un sous-groupe de G.

THEOREME ET DEFINITION. — Soit G un groupe, H un sous-groupe dis-
tingué de G, et G/H P’ensemble-quotient de G par la relation d*équivalence
x"'ye H. Alors G/H, muni de la loi-quotient, est un groupe, qui est dit
groupe-quotient de G par H. La surjection canonique ¢ de G sur G/H est mn
morphisme de groupes. Si, de plus, G est abélien, G/H est abélien.

D’aprés [’étude des structures-quotients (1.6.4), ¢ est un morphisme
surjectif du groupe (G, -) sur le magma (G/H, -), qui est ainsi un groupe,
par «transmission des propriétés», (¢f. 1.6.2, 2°). O

Notons que H est Ker ¢ : tout sous-groupe distingué peut ainsi étre
considéré comme le noyau d’un morphisme de groupes.

2° Décomposition canonique d’un morphisme de groupes. — Soit
f: G — G’ un morphisme de groupes. Ker f est un sous-groupe distingué de
G et on dispose de G/Ker f. D’ailleurs la relation d’équivalence « f{x) = f(y)»,
qui est 4 la base de la décomposition canonique d’un morphisme (1.6.4),
s’écrit ici « x™ 'y € Ker f»; G/Ker f n’est autre que G/R. D’olr :

THEOREME. — Soient f: G — G’ un morphisme de groupes, ¢ la sur-
jection canonigue de G sur G/Ker f, et j Dinjection canonique de Im f
dans G'. Alors il existe un, et un seul morphisme de groupes f de G/Ker f
dans Im 1 tel que f = jo fo ¢, et c’est un isomorphisme.

APPLICATION. — Le centre Z(G) d'un groupe G en est un sous-groupe
distingué. L’ensemble J(G) des automorphismes intérieurs de G est un sous-groupe
de Aut G, isomorphe 4 G/Z(G); on a vu 3(G) < Aut G.

On utilise le morphisme de groupes a — ¢, du 2.2.3.1°, dont Z(G) est
le noyau et dont J(G) est I'image.

2.3.3. Exemple fondamental : groupes-quotients de (Z, +)

1° THEOREME 1. — Les sous-groupes de (Z, +) sont les nZ, neN.
Il est aisé de vérifier que, pour tout n € N, nZ est un sous-groupe de Z.
Inversement soit A un sous-groupe de Z.

Si H = {0}, on peut écrire H = 0Z. Sinon, il suffit de considérer un
élément non nul de H et son opposé pour constater que H contient des entiers
strictement positifs. Partie non vide de N, H n (N\{0}) admet un plus petit
élément, que nous notons #. D’aprés {n} < H, le sous-groupe de Z engendré
par n, qui est nZ, vérifie nZ < H.

Pour tout x € H, une division euclidienne donne :
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x =gn+tr, 0g<r<n

De x € H et —gn € H, on déduit r € H. A cause du choix de n et de
0 < r<nilenrésulie r = 0 et x € nZ. Finalement H < »nZ. a

TrforiME II. -— Pour tout » € N, le groupe quotient Z/nZ est appelé
groupe des entiers rationnels module 7. Il est monogéne. Sin = 0, il est isomorphe
AZ.Sin > 0,il est cyclique et d’ordre n.

Soit @, : Z — Z/nZ la surjection canonique. On vérifie :

VxekZ @ (x) = x ¢@,(1).

@,(1) est ainsi générateur de Z/nZ, qui est un groupe monogeéne.

— Sin = 0, la relation d’équivalence selon le sous-groupe 0Z est 1*égalité ;
Z/{0} est isomorphe A Z,

— Soit n = 1. Tout X € Z/nZ est I'image par ¢, d’un et un seul élément
de I’ensemble {0, 1, ..., n—1}, & savoir le reste commun de la division eucli-
dienne par n des entiers qui constituent la classe X. La restriction de ¢, &
{0, 1, ..., n—~1} est ainsi une bijection ; Z/nZ a pour cardinal n et peut s’écrire
{0, T, ..., n—1}, en notant £ pour ¢,(x). ||

THEOREME III. — Les générateurs de Z/nZ, (n > 1), sont les £ tels que
0 £ x £ n—1 et que x soit premier avec .

Soit ¥, avec 0 £ x < n, un élément de Z/nZ. 1l est -générateur si, et
seulenent s’il existe p e Z tel que p% = 1, ce qui signifie que px est congru
4 1, modulo n. En d’autres termes, £ est générateur si, et seulement s'il existe
deux entiers p et q tels que px+gn = 1, ce qui, d’aprés le théoréme de Bezout,
signific que x et n sont premiers entre eux. ]

2° Application aux groupes monogénes, — THEOREME. — Seoit G un
groupe monogéne. S’il est infini, il est isomorphe a Z ; s’il est fini, d’ordre »,
il est isomorphe a Z/nZ, Dans les deux cas, il est abélien.

Soit @ un générateur de G, dont tous les éléments sont ainsi de la forme
a’, (p eZ). De &7 = ¢®a” on déduit que I’application f de Z dans G définie
par p — a” est un morphisme surjectif de groupes ; G est donc isomorphe
a Z/Ker £, ou Ker f, qui est un sous-groupe de Z, est de la forme £Z.

Si G est infini, il en est de méme de Z/Ker f, ce qui exige &k = 0 ; fest donc
injectif et les éléments a*, (p € Z), sont deux & deux distincts ; A Ia fois surjectif
et injectif, fest un isomorphisme de Z sur G.

Si G est fini, d'ordre n, Z/Ker f a pour ordre n, ce qui exige k = n et
entraine G > Z/nZ ; on a G = {a° ..., a" '} et n est le plus petit entier
m sirictement positif tel que a™ soit égal & 1’élément neutre ¢ de G.

Enfin G, isomorphe 4 un groupe abélien, est lui-méme abélien, O

3° Ovrdre d’un élément dans un groupe. — Soit ¢ un groupe, d’élément

neutre e, et ¢ un élément de G. Le sous-groupe de G engendré par a, gr(a), est
un groupe monogéne auquel s’applique le théoréme précédent.



70 GROUPES 24.1

Si gr(a) est infini, on dit que a est un élément d’ordre infini de G.
Si gr(a) est fini, son ordre est appelé ordre de a dans G et noté w{a).

4° Nouveau complément sur les groupes finis, (cf. 2.3.1, 2°). -~
THEOREME. — Soit G un groupe fini. Tout élément de G est d’ordre fini et son
ordre divise I’ordre de G.

Résuite de la définition de 'ordre d’un éiément et du théoréme du
n°® 2.3.1, 2°

COROLLAIRE 1. — Soit G un groupe fini d’ordre », d’élément neutre e
Tout a € G vérifie a" = e.

En effet, soit w "ordre de a dans G ; on a a® = ¢ ; d’aprés le théoréme
précédent n = gw ; ol a" = (@”)* = & = e.

COROLLAIRE II. — Tout groupe G d’ordre p premier est cyclique (donc
abélien) ; il est engendré par 1’un quelconque de ses éléments autres que 1’élément
neutre ¢,

Soit a € G\{e}, ce qui entraine w(a) > | ; comme w(a) divise le nombre
premier p, nous avons w(a) = p et gr(a) = G.

CoroLLAIRE III. — Le groupe produit de deux groupes finis G et G’ est
cyclique si, et seulement si ces groupes sont cycliques, et d’ordres # et #’ premiers
entre euX. En particulier (Z/nZ} x (Z/n’' Z) est cyclique, et donc isomorphe 4 Z/nn'Z
si, et seulement si # et n' sont premiers entre eux.

Soient xe G et x"e G', d’ordres w et w’ (diviseurs de net n'); (x, x'¥ = (e, &)
s'écrivant : (x7 = e) et ((x")? = ¢'), I'ordre de (x, xVe G x G’ est le PPCM de w
ct w’; il s’agit de Pordre nn' de G x G’ si et seulement si :

(w=mn) et (W =r) e (PPCM(n n)=nn). O

EXERCICE : GROUPES D'ORDRE 4. — L'un d’eux est V, =727 x Z/2Z, non cyclique (corollaire TIT),
mais abélien {(produit de deux groupes abéliens), qui est dit groupe de Klein.

Inversement soit un groupe G = {e, ay, a,, a3} non cyclique. Les a;, i€ N,, sont d'ordre 2
(seul diviseur de 4 distinct de 1 et d) et on a : &} = ¢; pour i # j, ona : ;¢ { af, ae, ea;} et donc
a4; = ay, {1, j, k} = N;. La table de multiplication de G est ainsi connue, Les groupes nen cydliques
d’ordre 4 sont donc isomorphes deux & deux, et donc isomorphes a V; (voir un exemple au 2.5.3.1°).

A un isomorphisme prés, les groupes d’ordre 4 sont 7/47 et V,.

2.4, GROUPES SYMETRIQUES
2.4.1. Géneralités

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient £ un ensemble. On note &(E)
I’ensemble des bijections de E sur E, que ’on appelle permutations (ou encore
substitutions}. Alers (& (E), ©) est un groupe, qui est appelé groupe symétrique
de E.

La composée de deux bijections étant une bijection, la loi © est interne
dans B(E). On sait qu’elle est associative. Elle admet Id; pour éiément neutre.
Enfin la bijection réciproque d’une bijection est, elle-méme, une bijection. [J
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Le groupe symétrique de N, = {1, ..., n} est appelé groupe symétrigque
de degré n ; on le note &,

Notons que 1’ordre de &, est n !, (1.4.4, 3%).

PROPOSITION, — Soit f : E — F une bijection. L’application
¢ G(E) > 6(F),

définie par s —— f 0 5 0 f ! est un isomorphisme de groupes.

Notons d’abord que ¢(s) € ®(F) se justifie par la composition des bijec-
tions.

Ensuite :
@(s0s) = @(s)o @(s), car fo(soshof ' =(fosof No(fosofl).
Enfin : ¢ est bijective car tout ' &€ G(F) est 'image d’un éiément, et un seul
de G(E), A savoir f"os' of. O

Dans la suite, nous nous intéresserons surtout au cas ol E est fini. Si
card E = n, il existe une bijection de E sur N, et, d’aprés le théoréme précédent,
® (E)est isomorphe & &, ; son ordre est doncn .

by

2° THEOREME DE CAYLEY. — Tout groupe G est isomorphe 4 un sous-
groupe de ®(G).

A tout g € G, associons la translation & gauche s,, telle que s,(x) = ax.

L’équation ax == b ayant toujours une et une seule solution, s, est
bijective ; d’ol 5, € ®(G). La loi de groupe étant associative, on saif que
S = 5, 05, Il en résulte que @ —— s, est un morphisme de groupes de
dans ®(G). Reste & montrer que ce morphisme est injectif.

Pour cela étudions son noyau ; s, = Id; équivaut 3 ; Vx e G ax = x,
qui est réalisée si et seulement si @ = ¢ (¢ = e convient visiblement, et récipro-
quement on doit avoir, en particulier, ae = e), O

3° ExempLE. — Etudions le groupe ®,. Il a six éléments. 1l est commode de noter
s = (‘11 i ':) un élément de &, ce qui signifie s(1)=a s(2) =5 s(3) = ¢ (notation que

nous généraliserons a3 @,). Les éléments de &, sont alors e et :

{123 {123 {123 (123 {123
T1T\132 1T 321 = l213 f1=1a13y 21312

Le lecteur dressera la table de multiplication de ®, et constatera que ce groupe d'ordre 6
est non abélien, et donc non cyclique.

EXERCICE : GROUPES D'ORDRE 6. — Inversement, soit G un groupe non cyclique d’ordre 6.
Les éléments de de G\{¢} sont d’ordre 2 ou 3 (premier). Si tous étaient d’ordre 2, on prendrait
asG\{e}ct beG\{e a}; on déduirait de ab¢ {e, a, bl et ba=b"'a"™! = (ab)™' = ab I'existence
d’un sous-groupe {e, a, b, ab} de G d’ordre 4.

1l existe donc aeG d'ordre 3. Soit beG\gr(a); les a*h, k{0, 1, 2}, sont distincts et
n’appartiennent pas a gr(a); ot G = {e, a, a*, b, ab, a®b}.

On a b*¢{b, ab, a’h}, et, gr{a) ct gr(b) étant cycliques et distincts, b ¢ {a, a}; ainsi b* = g;
b, et de méme ab et a’h, sont d'ordre 2. On en déduit : a*b = (a*h) ! = ba * pour ke {0, (, 2},
et on étend a keZ. D’ou :

a"(@*h) = a***b et (a*b)a" =a**b pour tout (h k}cZ? 1))
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ce qui fournit la table de GLa{a*b)a™' = a*(a*b) ¢ gria*b) montre en outre que les gr(e*b) sont non
distingués dans G; gr(a) <a G résulte de (1) ou de (G : gt(a)) = 2].

Les groupes non cycliques d’ordre 6 sont donc isomorphes a &, (pour lequel on peut adopter
a=g¢,, a® =¢;, b =1,, ab= 13, a%h = 1,). A un isomorphisme prés, les gronpes d’ordre 6 sont
Z/67 et GB,.

C’est ainsi que I'ensemble des isométries d’un plan affine euclidien qui conservent { A, B, C},
ou ABC est un triangle équilatéral (de centre O) est le groupe isomorphe 4 &({ A, B, C}) et donc
4 ®,.engendré par ({ a, b }), ol aest larotation (O, 27r/3) et o0 b est la symétrie orthogonale d’axe 0.4,

2.4.2. Orbite d’un €lément ; transpositions ; cycles

Dans toute la suite du paragraphe, E désigne un ensemble fini, dont le
cardinal sera noté n (n > 1). La composition des applications, loi de groupe
dans ®(F), sera notce multiplicativement. Nous écrirons ss' pour s o s’ et,
pour k € Z, s* désignera

so..ossik>0; sT'o..os'sik<0; Idgsi k=0.

& fois —k fois

1* DEFmNITION 1. — Etant donné s € ®(E), la relation x R, y définie par
« 3k € Z, y = s*(x) » est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence
de a € E, modulo R, est dite orbite de o suivant s et notée O, (a).

On vérifie: YxeE  x=s%x)
— Si y=s"x), alors x=s5"% )
— 8i y=s"x)et z=s5(@), alors z=s""5(x) O

Pour s donné, ’ensemble des orbites suivant s est une partition de E,
(propriété générale des relations d’équivalence).

DErFNITION II. — On appelle cycle toute permutation s € & (E) telle qu’il
existe une et une seule orbite qui ne soit pas réduite 4 un élément. Cette orbite
est appelée le support du cycle ; son cardinal est dit longueur du cycle.

DermniTION III, — Un cycle de longueur 2 est appelé une transposition.

2° Etude d’une orbite.

Soient s € ®(E), et O une orbite suivant s,

PROPOSITION [. — O ¢st invariant par s ; ’application induite par s sur O
est une bijection; si O n’est pas réduite 4 un élément, aucun élément de ©
n’est invariant par s.

Soitae®.0na:0 = {s*(a) | k e Z}.

L’image de s*(a) € © par s est s*" (@) €0, d’on s(®) = O ; s étant
injective et O fini, on en déduit s(9) = O et I’application induite est bijective ;
enfinsis{a) =, ona:vVkeZ s*@=4a e O =g 0

PropoSITION II. — Si p = Card O vérifie p > 1, alors pour tout 2 € O,
O = {a, s(a), ..., s (@)} et sP(a) = a.
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Puisque O = {s*(a) | k € Z} est un ensemble fini, il existe p, plus petit
entier strictement positif m tel que s™(a) = a. Pour tout k € Z, s*(a) est égal
a 5" (a), r désignant le reste de la division euclidienne de k par p, avec0 < r < p.

Donc O={sa) |0 r<p}

Soientretr'telsque 0<r<r' <p et s(a) =5 (a);onen déduit
s ""@) = a ;comme0 < r'—r < p,celaexiger’ = r. Ainsia, s(a), ..., s* " (a)
sont denx 3 deux distincts, ce qui montre que p est le cardinal de 9. O

3° Structure d’une permutation. — Soit s € B(E). L’étude du 2° montre que
s agit séparément sur chacune des orbites suivant 5. L’application induite
par s sur 1'une de ces orbites, O, est une permutation de O, de la forme

(a[ 2 P S ap)
a, a . 4, ay
(on a choisi arbitrairement a; € O et posé a;, = s 1(a,), 2 € k < p).

En particulier un cycle de longueur g laisse invariants n—g éléments,
et agit comme ci-dessus sur les g autres. Une transposition laisse invariants
n—2 éléments, et échange les deux autres ; la transposition qui échange « et b
(2 # b) sera notée 1, 4.

ReEMARQUE. — Un cycle de longueur g est un éiément d’ordre ¢ dans le
groupe G(F).

LEMME. — Seit (a;); . ; une famille de cycles d’un ensemble fini £, dont les
supports S; sont denx A denx disjoints.

a) Les o, sont deux 3 deux permutables, ce qui permet de définir s = [ o,
iel
b) s coincide avec g, sur S;, avec Id; sur E\| ] S;.
tel
¢) Les S, sont les orbites suivant s non réduites 3 un élément,
— Soient j et k des éléments distincts de /.
Si x¢S;u 8, alors 6,0,(x) = 0,0;(x) = x.
Si xed8), alors o,(x)=x et o;{x) €S, cequientraine
0,6, (x) = 0,6;(x) = o;(x)
De méme, si x € .5}, 0,.0;(x) = 0;6,(x} = a,(x)
Ainsi G0, = 0305
— Soit x € §; (i donné). En écrivant s = ¢, [] g;, et en remarquant que
J#1

x est invariant par [| o, on obtient s(x) = &;(x).
i#i

Si x¢ | ) S,, alors x est invariant par tout ¢;, donc par s.
iefl
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-— Au titre d’orbite suivant g, (i donné), S; peut étre défini & partir de
I'un quelconque de ses €léments a par

S; = {of(@10 < k < p}, (p; = Card S).

En utilisant V ke N ¢*(a) = s*(a), on en déduit que S est une orbite

suivant s. On constate que [ S; est I'ensemble des x € E tels que s(x) # x;
ief

il en résulte que toute orbite suivant s non réduite & un élément est un S;. O

THEOREME [. — Toute permutation non identique s d’un ensemble fini £
se décompose, de maniére unigue i 1’ordre prés, en un produit de cycles dont les
supports sont deux i deux disjoints.

Nous partons de s et nous allons essayer de rétablir 1a situation du lemme.
D’aprés ¢), les supports des cycles ne peuvent &tre que les orbites suivant s,
non réduites 4 un élément ; or ces orbites sont connues ; elles constituent une
famille (non vide, a cause de s # Idg), que nous désignons par (S)); ., ; elles
sont deux a deux disjointes.

Pour i donné, le seul cycle de support §; qui coincide avec s sur S; est Ia
permutation qui coincide avec s sur S, et avec Idg sur E\S;; ce cycle est
connu ; désignons-le par o,

Les ¢; sont deux 4 deux permutables (d’aprés le lemme), et on peut poser

5" = [] o; et une solution du probléme ne peut étre que s'. Comparons s et s'.
iel

Si x¢ | ]S, alors s(x) = s'(x) = x.
el

Si x €S;, (i donné), en écrivant s’ = o; [[ o, on constate que s'(x)
i#i
est &;(x), qui est aussi s(x). Finalement s = s'. O
THEOREME II. — Toute permutation d’un ensemble fini, de cardinal
n = 2, se décompose en un preduit de transpositions.

II suffit, d’aprés le théoréme I de le montrer dans le cas de Idg et dans
celui d’un cycle.

Pour toute transposition 7 (et il en existe}, on a Idy = *r.
Soit s un cycle. L application induite sur le support est de Ia forme

ay da .. aq_l aq)
d; dy ... d, 25}
Un raisonnement par récurrence (au cours duquel g est fixé) permet de

montrer
§s=1

ay, a2

T T

@3,43 """ Cdg-i,dq "

En général, la décomposition d’une permutation en produit de transposi-
tions n’est pas unique,
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TrEOREME III. — Pour n = 2, le groupe symétriqne de degré n est
engendré par la famille de transpositions (7; ;. }; < < »

&

Il suffit de montrer que toute transposition 7, ,, avec 1 £ p < ¢ < n,
est un produit de transpositions 1; ;.. On raisonne par récurrence sur g--p.
Pour g—p = 1 c’est trivial, Pour g—p > 1, on écrit

T =T

P. 4 g-1,4 %p, qg-1 Tg—1, ¢ O

Exercice. — Pour Card E = 3, le centre Z de G(E) est {Idg}.

Soit s € Z. Ecrivons qu'étant donnés deux éléments distincts a et & de E, s commute
avec T = 1,, ; on a s(t(a)) = t(s(a)) c’est-a-dire 5(&) = t(s(a)) et, de méme, s{a) = 1(5(8)) ;
s(a) et s(b), qui sont distincts, sont échangés par 7. On a donc :

(s@) =a et s(by=1>5) ou (s@@ =25 et s(b)=a).

Considérons ¢ € E\{a, b}, ce qui est possible d’aprés Card E = 3.
Ona: (sBy=56 et s(c)=c) ou (s(b) =c et s(c) =b)
Par comparaison : (&) = b, résultat valable pour tout b e E.

CoRrOLLAIRE. — Si Card E = 3, B(E) n’est pas commutatif,
On notera que si Card £ = 1, ou si Card E = 2, (E) est commutatif,

2.4.3. Signature d’une permutation

Soit E un ensemble fini de cardinal ».

DEFINITION. — On appelle signature d’une permutation s € G(E) et on
note £(s} I’entier (—1)""™, ol m est le nombre d’orbites suivant s.

L’identité a pour signature 1, (2 = »} ; une fransposition a pour signature
~1, (m = n—1); un cycle de longueur g a pour signature (—1)"~ !, (m = n—-g+1).

THEOREME. — Soient s une permutation et t une transposition., Alors
e(s7) = —e(s)

Considérons la transposition 7, et posons 5' = 517, Seules les orbites
suivant s contenant @ ou b seront modifiées puisque, sur les autres, t,, agit
comme I'identité.

1°f cas : @ et b appartiennent & une méme orbite 0. On peut écrire :
9 = {a, s(a), ..., s%(a), ..., s~ (@)}
avec b=s5%a), O < g<p—1). Ona: s°(a)=a
Les itérés successifs de a par s’ sont :
a, s (a), ..., ¥ (a), a.

Ceux de b sont :

b, s(a), s*(a), ..., s *(a), b.

L’orbite © est donc remplacée par deux orbites suivant s'.
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2¢ cas ; a et b appartiennent 4 deux orbites distinctes O et 0.

Ecrivons 0 = {a, s(a), ..., 2~ ()}

et 0" = {b, s(B), ..., s '(B)}

En partant de a et en appliquant 5 on obtient :
a, s(b), s*(®), ..., s (®), b, s(a), ..., s (@), a

Autrement dit 9 et ©’ seront réunies en une seule et méme orbite suivant s’
Dans tous les cas £(st) = — ¢(s) car le nombre d’orbites change d’une unité
quand on passe de 5 3 5" |

COROLLAIRE I. — Si 5 € ®(E) est le produit de h transpositions alors
e(s) = (=D~
Récurrence immédiate.

CoroLLAIRE II. — L’application ¢ est un meorphisme du groupe &(F)
dans le groupe multiplicatif {—1, +1}.

En effet si s est le produit de h transpositions et si ' est le produit de #’
transpositions, ss” est le produit de A+ 4’ transpositions. Donc

e(ss"y = &(s) e(s').

REMARQUE. — 8i la décomposition d’une permutation s en produit de
transpositions n’est pas unique, la parité du nombre des transpositions, qui est
lide au signe de &(s), est bien déterminée.

DErFINITION. — Le noyau du morphisme ¢, qui est un sous-groupe distingué
de &(F)}, est appelé groupe alterné de £ et noté U (E) ; ses é1éments, qui sont les
permutations de signature + 1, sont appelés permutations paires ; les éléments de
® (E)\I{E) sont appelés permutations impaires.

Le groupe alterné de IN,, qui se note U, est appelé groupe dlterné de
degré n.

Notons que, pour n» 2 2, le morphisme & est surjectif (e{Idg) =1 et
e(t) = —1 pour toute transposition). D’aprés la décomposition canonique
d’un morphisme surjectif, ®(E)/U(E) est isomorphe 3 {—1, +1}, et on a
(B(E) : U(E)) = 2. Dou:

n 1

Card [U(E)] = Card [G(ENU(E)] = 5 .



24.3. GROUPES OPERANT SUR UN ENSEMBLE 77

En d’autres termes, il y a autant de substitutions paires que d’impaires,
ce qui se retrouve en remarquant qu’ayant choisi une transposition t, on
dispose d’une bijection s —— 75 de U(E) sur G(ENU(E).

EXEMPLE DE CALCUL D'UNE SIGNATURE, — Soit la permutation se &, :
(1 23 45678 910
ST\310 6 4 21 7589

On a les orbites : O, = {1,3,6}, 0,=1{2,10,9,8,5}, 0,=1{4}, 0,={7}

Done e(s) = (=1} * = +1.
Notons la décomposition en cycles :

_(t 38y (21009385
T3 6 1f7\0 9 8 5 2
D’oli la décomposition en transpositions, qui s’éctit en notant (a, ) au lieu de 7, :

s=1(1,3)0(3,6) ¢ (2 10}o(10,9) 0 (9, 8) 0 (8, 5).

2.5. GROUPES OPERANT SUR UN ENSEMBLE

Ce paragraphe peut étre laissé de cbté en premidre
lecture. Il apporte une généralisation de I'étude du
groupe symétrigue.

Les ensembles notés E seront considérés comme non
vides.

2.5.1. Définition et exemples

1* DEFINITION, — Seient G un groupe d’élément neutre ¢ et £ un ensemble. On dit que G
opére sur E si et seulement si on s’est donné une loi de composition externe sur E, 4 domaine d’opéra-
teurs G, notée (a, x) +—— a'x(a € G et x € E) satisfaisant anx axiomes snivants :

(GO Yk eG? YxeE a{bx}=(ab)x

(GOy) YxekE ex = X

2° THEOREME. — Soit £, I’application x —— a-x de E dans lui-méme. L’application a1— f,
est un morphisme du groupe G dans le groupe &(E). Inversement si ¢ : G — G (F) est un morphisme
de groupes, en posant ¢ x = ¢ (a) (x) pour a € G et x € E, on fait opérer & sur £,

Les axiomes s’écrivent en effet :
(GO Y@, beG* fofy=/fs 3 fi=Idg (GO))

Daprés f, 0 f,_, = f., les f, sont des bijections; @ — f, est une application de ¢ dans
®(E) qui vérifie (GO,). a

DEFINTTION. — Dans le cas oi le morphisme a —— f, est injectif, on dit que G opére
fidélement sur E.
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REMARQUE. — La notation étant celle du 1°, on peut :
— faire opérer sur E tout sous-groupe F de G en utilisant la restriction 4 F x E de la
loi (a, x) —— a- x{si G opére fidélement, il en est de méme pour F);

— {aire opérer E sur toute partie X de E non vide et invariante (au sens de : f,(X) = X pour
tout @< G); on utilise ici une loi induite.

ExeMPLES. — a) Soit E un ensemble. En considérant I'isomorphisme identique de G(E) sur
lui-méme, on constate que G(E) opére fidélement sur E par (s, x) +—— s(x).

&) On peut faire opérer un groupe G sur lui-méme (ou plus rigoureusement sur ’ensemble
sous-jacent) :

— Par (@, x) — 1,(x) = ax. On dit alors que G opére par translation d gauche. Notons
qu'alors G opére fidélement.

— Par (a, x) —— axa”'. On dit alors que G opére par conjugaison {ou par automorphismes
intérieurs); ici G n'opére fidélement que si son centre est {e}.

¢) Signalons enfin tous les exemples géométriques, * E étant un espace euclidien, on peut
faire opérer sur E tous les groupes de transformation classiques : groupes des translations,
rotations, homothéties, etc.

4° THEOREME ET DEFINITION. — Soit G un groupe opérant sur ’ensemble £. On fait opérer
G sur T(E) en posant, pour g € G et X ¢ T(E),

aX={zcE|3xcX z=ax}
Avec les notations du 2°: a- X = f (X},

EXEMPLES. — a) Si (7 est un groupe, on peut le faire opérer par conjugaison sur ’ensemble
de ses parties, par (4, A) ——+ a Aa~'. Notons que si 4 est un sous-groupe de G, g 4 a~ !
en est un aussi. Donc G opére par conjugaison sur ensemble de ses sous-groupes.

b) De méme G opére par translation & gauche sur I'ensemble de ses parties. Il n’opére
plus ainsi sur I'ensemble de ses sous-groupes, mais par contre on peut le faire opérer par
translation 4 gauche sur I’ensemble des classes & gauche suivant un sous-groupe H.

2.5.2. Trajectoire (ou orbite) d*un élément

1* THEOREME ET DEFINITION. — Soit G opérant sur un ensemble E. La relation :
«JdaeG y=ax»

est une relation d*équivalence sur E. La classe d’équivalence de x ¢ E, pour cette relation, s’appelle
trajectoire (ou orbite) de x € E suivant G. On la note O(x)on G- x.

EXEMPLES. — a) Les exemples géométriques illustrent bien la notion intuitive de « trajec-
toire ».

b) 8i G opére sur lui-méme par translation & gauche, toute orbite est G lui-méme.

¢) Soit 5 € B(E), (E fini) ; 'orbite de x € E suivant § (au sens ou1 nous I’avons définie au
2.4.2) est ’orbite de x suivant le groupe cyclique engendré par s.

2* DEFINITION. — On dit gue G opére transitivement sur E si et seulement si la senle orbite
est F, ce qui se traduit par ; ’

Y (x, ) e E? JgeG y=ax
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ExemMPLES. — a) G opére sur lui-mé&me par translation & gauche, fiddlement et transitivement.

b) G(E) opére transitivement sur E {ici y = a * x, ol a est la transposition qui échange x et y).

¢) 8i se®(E), (£ fini), le groupe cyclique engendré par s opére transitivement si et
seulement si s est un cycle de longueur n = Card (E) (s est alors appelée permutation circulaire),

d) G n'opére transitivement sur G par conjugaison que si G = { ¢}, en effet la trajectoire de
eest {e}.

¢) G opére transitivement par translation 4 gauche sur I'ensemble Q des classes & gauche
sutvant un sous-groupe H (ici G opére par (a, xH) —— axH, et 'orbite de He ( est O).

3 G opére (par loi induite) sur toute trajectoire (partie de E non vide et invariante) et il est
clair que c'est transitivement. D'ou :

THEOREME. — (' opére transitivement sur chaque trajectoire.

2.5.3. Stabilisateurs; applications

1° THEOREME ET DEFINITION. — Seient G opérant sur E et X < E. Les ensembles
Gy={aeGla- X=X} et Fy={acGla-x=x pour tout xc X }

sont des sous-groupes de G respectivement appelés stabilisateur (ou sons-groupe d’isotropie) de X,
et fixateur de X3 on a Fy <1 G,. 81 X ={x}, Fy et Gy, qui sont égaux, sont notés G, et dits
stabilisateur (ou sous-groupe d’isotropie) de x; alors G, = {acGla-x=x}.

Il est clair que ¢€ Gy et que, pour tous ac Gy et be Gy on a :

@ X=abX)=aX=X ; X=@@ ') X=0"H X

ce qui montre que G est un sous-groupe de G.
— Le groupe G opére sur X (invariant pour toute x —— a - x, acGy), et Fy est le noyau
du morphisme associé; d’od Fy <A Gy. 0

EXEMPLE. — Dans un plan affine euclidien sur lequel opére le groupe des isométries, si ABCD
est un rectangle (mais pas un carré) le stabilisateur de {4, B, C, D} est {a%, a, b,ab} ol aet b
sont les symétries orthogonales par rapport aux médiatrices de AB et 4D, et est donc isomorphe
au groupe de Klein défini au 2.3.3.4°

CASPARTICULIER. — Soient G opérant sur G par conjugaison, et X < G. [ci :
Gy={acGlaXa '=X} et Fy={acGlaxa ! = x pour tout xc X }

peuvent 8tre encore appelés normalisateur et centraliseur de X.

En particulier, si H est un sous-groupe de G, il est clair que H =1 Gy, et que, si K est un
sous-groupe de G tel que H <1 K, alors K < Gy; Gy est donc le plus grand sous-groupe de G dans
lequel H est distingué. Il en résulte que H <1 G équivaut & Gy = G.

2° THEOREME. — Soient ' opérant sur E, (g, x, ) € GxExE tels que y = a-x. Alors
G, =aG.a” ! (les deux sous-groupes G, et G, de G sont donc conjugués).

Soit s€G,; (asa™ ') y=a*(s*x)=a*x=y fournit asa 'eG, Dol aG,a™' = G,. De
méme a”'G,ac G, a

3° THEOREME. — Soient & opérant sur E et x € E. La trajectoire de x est finie si et seulement
si G, est d’indice fini dans (7 et on a alors :

(G : G = Card(G - x).

On considére pour cela f: G — E définie par f(a) = a - x et on utilise la décomposition
canonique d'une application : il existe une bijection de f{G)= G - x sur G/R, aRb signifant
ax=>b xied g x=(h"'h)-x=x1ie b 'aeG,; R est donc I'équivalence & gauche dans
G, suivant G_. a
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EXEMPLE. — Si G opére sur lui-méme par conjugaison et si H est un sous-groupe de G,
le nombre de sous-groupes conjugués de H est égal A 'indice (G : Gy) de son stabilisateur.

4° Equation aux classes. — Supposons que G opére sur un ensemble fini E de cardinal n.
Choisissons un x; dans chaque orbite suivant G, (1 i < g). Les orbites (G * x;); ¢;<, forment ainsi
une partition de E. D'oui ;

g q
n=Card E= Y Card G- x;= ¥ (G:G,)
i=1

i=1
$i G est un groupe fini qui opére sur lui-méme par conjugaison les éléments du centre Z de
G sont caractérisés par
Card(G - x)={(G:G) =1,

et on obtient :

Card G = CardZ+ ¥ (G:G,)
el

la sommation étant étendue a tous les x; tels que (G : G,,) > 1. En particulier si Card G = p™ on
Card G
Card G,,
est divisible par p (en particulier Z # {¢}).

On en déduit que tout groupe G de cardinal p?, p premier, est abélien (sinon on aurait
Card Z = p; il existerait xe G\Z; on aurait xe G,\Z, Card G, > p, G, = G et xc Z : contradiction).

pest premier et m >0, (G: G,) = = p* avec a2 > 0 pour iel. On en déduit que Card Z

EXERCICES

201. — Dans R on définit la loi de composition interne : x Ty = J/x*+°
Montrer que (IR, T) est un groupe abélien isomorphe 4 (IR, +).

2.02. — Montrer qu'un magma associatif fini non vide, dont tous les éléments
sont réguliers, est un groupe.

.2.03. — Sur I'ensemble F(E)} des parties d'un ensemble E, on considére 1a loi :
ATB = (4 V(E\B))n (B u (E\A)}).
Montrer que (T(E), T} est un groupe abélien.
2.04. — Soil G 'ensemble Q\{(0, 0)}. Si m = (x, y} et m' = (x', ), on pose
m¥% m' = (xx’'—yy’, xp’' +x'y). Montrer que (G, %) est un groupe. Scitg = Z2 n G.

g est-il un sous-groupe de G 7 Montrer que le sous-ensemble g* de g des éléments
de g dont le symétrique pour % appartient 4 g est un sous-groupe de G.

2.05. — Soit (E, T) un magma vérifiant les propriétés :

i) T est associative. — #f) Il existe dans E un élément neutre & gauche e.
fif) Pour tout x de E, il existe x’ e Etel que x' Tx = e.

Montrer que (E, T) est un groupe.
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2.06. — Soit G un groupe, (G)); . ; une famille de sous-groupes de G vérifiant :
Y@, /)el? dkel G,u G, = G, Montrer que |} G; est un sous-groupe de G.

el

2.07. — On appelle groupe diédral D, 'ensemble des isométries d’un plan affine
euclidien qui conservent Pensemble des sommets d’'un polygone régulier de n cotés,
nz2

a) Montrer que D, est d’ordre 21, non abélien si n 2= 3.

b) Montrer que tout groupe d’ordre 21, n = 2, engendré par deux éléments d’ordres
n et 2, est isomorphe 4 D,.

¢) Soit G un groupe d’ordre 2p, p premier. Montrer que G admet un sous-groupe
distingué d’ordre p, et que G est isomorphe soit & Z/2pZ soit au groupe driédral D,,.

2.08. — Montrer que si 4, B, C sont des sous-groupes d'un groupe abélien :
(AcC) = (A+(BnC)=(A+B)n C)

(A+B est ’ensemble des sommes a+b, avec ae A4 ¢t be B).

2.09. — Soient G et G’ des groupes et f: G — G’ un morphisme surjectif,
Soit H' un sous-groupe distingué de G’ et H = f~ '( H'). Montrer les isomorphismes :

~

G'/H' S GIH > (G/Ker f) | (H/Ket f).

2.10. — a) Montrer que, pour qu’un sous-ensemble non vide C d’un groupe G soit
classe A pauche {resp. & droite) par rapport 4 un sous-groupe H, il faut et il suffit
que :

¥Y{x,y,2)eC? xy lzeC.

b) Montrer que, si un sous-ehsemble C d’un groupe G est classe & gauche par

rapport & un sous-groupe H, il est aussi classe 4 droite par rapport & un certain
sous-groupe H'.

2.1I. — On appelle sous-groupe dérivé du groupe G, et on note D(G), le
sous-groupe engendré par les éléments de la forme x y x~ !y~ 1, (x, y) € G2

a) Montrer que D(G)=a G.
b} Etant donné H <1 G, montrer que G/H est abélien si et seulement si :

D(G) < H.

2.12. — Soient G un groupe, H un sous-groupe de G, R 'équivalence & gauche
suivant K, G' l'ensemble quotient G/R et ¢ : G — G’ la surjection canonique.
On suppose que G’ est fini et on pose n = Card (G").

a) Etant donné g € G, montrer qu’il existe une unique application f, : ¢' — G’
telle que, pour tout x € G, (g x) = f{p(x)).

b) Montrer que f, est un élément du groupe symétrique ®(G").

¢) Soit ¢ I'applicationg +—— £, de G dans &(G”). Montrer que y est un morphis-
me de groupes.
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d) Déduire de ce qui précéde qu’il existe un sous-groupe distingué H' de G
contenu dans H tel que G/H' soit fini d’ordre inférieur ou égal a n!.

Peut-on espérer trouver le méme résultat avec un ordre strictement inférieur a n!?

2.13. — Soient H et K deux sous-groupes du groupe G. On désipne par G’ le
sous-groupe de G engendré par H v K et par HK U'ensemble des éléments de la forme
xyolu(x,y) € HxK.

a) Montrer que si H < G, alors G' = HK.

b) On suppose H<a G, K< G et Hn K = {e}. Montrer que pour tout
(x, y)e HxK, xy = yx. Montrer que HK est isomorphe 4 Hx K,

¢) On reprend I'hypothése du a) : H-<a G. Montrer que H n K<a Ket H<a HK.
Enfin montrer que K/H n K est isomorphe 4 .HK/H.

2.14. — Soient G un groupe, H <1 G ¢t K un sous-groupe de H.

Montrer que, pour que K <1 G, il suffit que K soit stable par tous les automor-
phismes de H. Suffit-il que K <1 H?

2.15. — On considére le groupe additif Z/nZ (n > 2). On note 4 la classe modulo
nZ de I'élément a de Z (0 < a < #). 4 est générateur de Z/nZ si et seulement si gaet n
sont premiers entre eux. On note ¢(n) le nombre de générateurs de Z/nZ.

a) Calculer ¢(p) pour p premier, puis @(p®), (x e N\{0}).

b) Monirer que si m et n sont premiers entre eux, g(mn) = e(m) e(n).
(Considérer le groupe produit (Z/mZ) x (Z/nZ)).

¢) En déduire que si n a une décomposition en facteurs premiers de la forme

1 1

n = pit...p%, alors o(n) = n 1——)...(1—— .
PY---Pi @(n) ( 7 o
2.16. — Soient G et G’ des groupes, et f: G — G’ un morphisme,

a) Soit x € G, d’ordre fini n. Montrer que f(x) est d’ordre fini, et que cet ordre
divise n.

b) Déterminer tous les morphismes de Z/7Z dans Z/13Z, et de Z/3Z dansZ/12Z.

2.17. — Soit G un groupe abélien, d’ordre m, d’élément neutre e,

a) Montrer que si x" = e pour tout x € G, n éant un entier donné, alors m
divise une puissance de n (on raisonnera par récurrence sur m, en considérant le
sous-groupe H engendré par un élément de G, et le groupe G/H).

b) Soit p un nombre premier qui divise m. Montrer qu’il existe dans G un élément
dont Pordre est divisible par p (utiliser a).

¢) En déduire que si G est un groupe abélien dont 1'ordre m est divisible par le
nombre premier p, il existe un sous-groupe cyclique de G d'ordre p.

2.18. — Dans cet exercice et le suivant, on note {4y, ..., a,) le cycle, élément de
®,, dont le support est {4, ..., a,} el qui transforme a, en ay,  (k < p)era, en a;.

On considére le groupe symétrigue &, (n = 2).

a) Montrer que ®, est engendré par la transposition (I, 2) et le cycle (1, ..., n).
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5) Montrer que &, est engendré par les n—1 transpositions (1, k) 2 < k € n).

¢) Montrer que tout élément du groupe alterné U, est un produit de cycles
de longueur 3. Montrer que U, est engendré par les n—2 cycles :

(1, 2, k)3 < k< n.

2.19. — On dit qu'un groupe G est simple s°il n’a pas d’autres sous-groupes
distingués que {e} et G. On se propose de démontrer que le groupe alterné Uy est
simple.

a) Combien le groupe U5 comprend-il de cycles de longueur 3 ? de « doubles
transpositions » (i, j) (k, ) ? de cycles d’ordre 5 ?

b) Calculer les produits :

(1,2,3,4,571 (3,4,5 (1,2,3,4,5 (3,4, 5!
(L) 3,4 3,45 (1,2 3,4 3,4, 5"
¢) Montrer que tout sous-groupe distingué de 115, non réduit 4 {e} contient un
cycle de longueur 3.

d} Caleuler le produit (1,2) (3, k) (2,1,3) (1,2) (3, k) pour ke {4,5}. En
déduire que Hy est un groupe simple.
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ANNEAUX ET CORPS

3.1. STRUCTURE D’ANNEAU

3.1.1. Notion d’annean

1° DErNITION. — On appelle annean tout triplet (4, +, -}, ot 4 est un
ensemble dit sous-jacent 4 ’anmean, oit 4+ et - sont des lois de compesition
internes sur E dites addition et multiplication, satisfaisant aux axiomes suivants :

(An)) (A, +) est un groupe abélien, dit groupe additif de I’anneau ; 1’élément
neutre est noté O et est appelé élément nul ;

(An;) La multiplication est associative et admet un élément neutre, noté 1,
(1, en cas d’ambiguité), et appelé élément-unité ;
{An;) La multiplication est distributive par rapport A 1*addition,

On qualifie de commutatif tout anneau dans lequel la multiplication est
commutative,

Convention. — Lorsque nous parlerons d’éléments réguliers, inversibles,
permutables d’un anneau, nous nous référerons toujours i la multiplication.

2° Exemples d’anneaux —— a) Anneau nul. — A un ensemble 3 un
¢lément, que ['on peut toujours noter {0}, on peut conférer une et une seule
structure d'anneau, définie par 0+0 = 0 et 0-0 = 0. Cet anneau est commuta-
tif ; on dit qu’il s’agit d’un anneau nul. Dans n tel anneau 1 = 0.

by L’gnneau (Z, +, +}. — A partir du semi-groupe (N, +), nous avons,
(1.6.5), introduit Z = (N xN)/R, avec
(69 R (X, y) <= x+)y =y+x'
ce qui nous a conduit au groupe abélien (Z, +). En utilisant la muitiplication
sur N définie au 1.4.2,5° et en posant :
(6, M- ¥ = (ex' ', xy'+px)

on définit sur N x N une multiplication compatible avec R. Aprés passage au
quotient on dispose de I'anneau commutatif non nul (Z, +, -); c’est lui que
nous appellerons désormais I'annean Z.
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En étendant un résuitat obtenu au 1.4.2,5° on constate :
Ya, b)eZ? (ab=0) <= (a=0)v (b=0),

ce qui permettra d’affirmer au 3.1.3 que Z est un anneau intégre.

3° Pseudo-anneaux. — On appelle pseudo-anneau tout triplet (4, +, *)
qui vérifie tous les axiomes de structure d’anneau, i D’exception de celui qui
assure |’existence de I’élément-unité.

EXEMPLE. — Pour n > 2, nZ est une partie de Z stable pour I’addition et la multiplication ;
on vérifie que (#Z, +, -) est un pscudo-anneau ; ce n'est pas un annead, car (vZ, *) n’a pas
d'élément neutre.

3.1.2. Régles de calcul dans un anneau

1° On dispose d’abord des régles valables dans tout groupe abélien et des
propriétés qui tiennent au caractére associatif de la multiplication (possibilité
de définir x" pour n = 0, et méme pour # < 0 dans le cas oii x est inversible).

2° Ayant fixé x € A, étudions Uhomothétie 4 gauche h, : A — A, définie
par h.(y) = x-y. La distributivité & gauche de la multiplication donne
Vin2ted®  h(y+t2)=h0+h()

ce qui montre que A, est un endomorphisme du groupe (4, +). En utilisant
2.1.2, 2°, on en déduit les relations

h Q) =0, h (=)= -k ; ") =nh (), (nel).

En utilisant ensuite une homothétie a droite, il en résulte ;

THEOREME. — Soit 4 un anneau.

(1) Yxed, x0=0x=0

@) Y(nped x (=¥ =(-x)y=—xy
(3) VneZ VixpyeAd?  x-(n)=(nx)yy=nxy
@ Yix,ped? (=x)(=») =xp

(1), (2), (3) résultent des propriétés des homothéties ; (4) est obtenu en
remplagant y par —y dans (2).

Les formtules (2) et (4) constituent la régle des signes. Elles permettent de
développer les produits de sommes (en tenant compte éventuellement de la
non commutativité).

— Onnotera, en particulier : x- (=1} =(—=1)rx= —x; nx =(nl) x

— Draprés, (1) les seuls anneaux dans lesquels 1=0sont les anneaux nuls.

— De (1) on déduit: Vx e A xQ=0x=0-0.

Dans un anneau nen nul, O n’est donc régulier ni & gauche ni a droite.
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ReMarQue. — Comme dans le chapitre précédent, le symbole de la multiplication dans
1’anneau A sera en général omis, et nous écrirons ab pour a* b.

3° Binéme de Newton. — THEOREME. — Soient o et b deux éléments
permutables d*un anneau A. Pour tout entier n > 0, ona
n

(T) ' @+b' = T Cta"*pt.

k=0
Rappelons que, pour tout x € A, x° désigne 1 € 4 et que, pour tout # >0,
C? désigne 1 € N. Ceci posé, raisonnons par récurrence.

— (7)), qui s’écrit a+b = a+b, est vraie.

— Soit # fixé, n = 2. Nous supposons que (T,_,) a ét¢ vérifice, et nous
calculons (a+5)" = (a+85)""! (a+b).

On sait (1.5.2, 2°) que, a et b permutant, il en est de méme de af et 47,
pour tout (p, ¢) € N? ; (a+b)" s’écrit dong ;

n—1
Y ChatE R (a+b),
k=0
ou encore (en notant A 'indice muet de la seconde somme) :
n—1 n—1
Z C.ln:_1 an—kbk + E C:_ L an—l—k bh+1.
k=0 k=0

Le changement d’indexation A+1 = k dans la seconde somme permet
d’écrire (a+ &)" sous la forme :

n—1 n
RZO Ct_,a"Fb 4 kZ]. CiZia" b
ou, aprés regroupements,
n—1
Ccl_,a*b® + kzl (Ck_,+Ctzha kb + C22la® b

En utilisant :
Coi=Cly Gu+CGli=C; Cli=C,
on constate que (T,) se trouve vérifiée, &)

APPLICATIONS, — &) On se place dans le cas de Z, on choisit a = 1 et,
successivement, b = 1 et b = — 1. On obtient :

n

Y C=2 e Y (-1Ci=o0
k=0

k=0
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D’oll, p désignant la partie entiére de n/2 et g celle de (n—1)/2

o

4
C:k = C:k+1 = 2!!—1.
. )

k k=0

* On obtient d’autres formules en se plagant dans €, en choisissant @ = 1 et b = &x, avec
e {i, —i j, j*}. Avec A =R, la dérivation fournit également des calculs intéressants, ,

b) Soit une progression arithmétique (a+ /)y ¢ ; ¢ n— ¢ d€ n éléments d’un anneau commu-
tatif 4. On pose :
n—1
S, = Y (a+Ir), peN.
=0

On se propose de trouver une expression des sommes §,. On écrit, pour chaque /€ [0, n—1]:
p+1
(@+ U+ — (@41 = F Cho M at+iyPtth
k=1
Par addition, et compte tenu d’une simplification du premier membre :
1 e
+ + %
(a+nr)™" —a*" ' = kZI Cos1 ™ Spr1-ke

En utilisant cette égalité pour p = 1,2, 3, .., on obtient §,, §,, S, ..., de proche en
proche.

A titre d’exemple le lecteur vérifiera que, dans le cas de A =Z, aveca=1,r =1, on
trouve
Q= n*(n+1)?
[ 4 '

[ =

T k= nin+1) e
k=0

_n{n+13(2n+1)
3T = 6 g

it

k

GENERALISATION. — THEOREME. — Soient gy, .., a, des éléments deax A deux per-
mutables d’un annean A, Pour tout enfier n > 0, on a3

n!

B @tedaf = 2 e

a1 &)
ay .4y,
la}=n

la somme étant étendue i tons les p-uples (o, ..., @,) d’entiers naturels dont ]a somme, désignée
par |al, est égale 4 .

Récurrence sur p. (P;) est la formule du bindme.

Soit p fixé, p = 3. Nous supposons que (P,_,) a été démontrée et nous en déduisons, grice
au groupement (a,_ ; +a,), que (@, +...+4,)" s"écrit :

n!

p: _L_“' 2 lla:‘...af,"_‘z‘(a,_l-{-a‘,)’"‘, (18l = By + ..+ Bpi)-
Zn Byt B!

En utilisant :

1

Fp-1 ﬂp—l' Tp-1 %p

(a,_1+a,) = IR Gk
Sp-1+ap=fp-1 “p—-1°Yp*

on en déduit (aprés « simplification » par f,_, 1} :
n! 1 P)

Pe-2 L8p-1 8p

ay ..aptFar ar.
181 =n ﬁl!"'ﬂp-—z! a,_,!ap!

SpmitapTfpay

(ay+..4a) =

En faisant f; = «;, ..., f,_2 = @,_3, on reconnait la formule (P,). ]
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3.1.3. Autres proprié¢tés des anneaux

1° Diviseurs de zéro. — Par dérogation 3 la définition générale des
diviseurs et multiples qui voudrait que, puisque Ox = x0 = 0, tout élément
d’un anneau soit diviseur de I’élément nul, posons :

DEFINITION. — Dans un anneau A, on appelle diviseur de zéro a gauche
{(resp. & droite} tout élément non nul g de A, tel qu’il existe un élément non nul
b de A4 vérifiant ab = 0 (resp. ba = Q).

Si A est commutatif, il est inutile de préciser « 4 gauche » ou « a droite ».

PROPOSITION. - Un élément non nul 2 d’un anneau A est régulier a gauche
(resp. & droite) si, ¢t seulement s’il n’est pas diviseur de zéro a gauche (resp.
droite).

— 8i a est régulier (et, en particulier, si g est inversible) 4 gauche, alors
ax = 0, qui s’écrit ax = a0, implique x = 0 ; a n’est pas diviseur de zéro a
gauche.

— Si a est non nul et n’est pas diviseur de zéro a gauche, alors ax = ay. qui
s’écrita (x — y) = O,implique x — y =0, c’est-a-dire x = y ; @ estrégulier a gauche.[]

Anneaux intégres. — DEFINITION. — Un anneau imtdgre (ou anneau
d’intégrité) est un anneau non nul, commutatif, sans diviseur de zéro.

Dansun tel annean : ab=0 = (g=0) v (b = 0).

ExempLE. — Draprés 3.1.1,2°, Z est un annean intégre.

2° Eléments nilpotents. —— DEFINITION. — Un élément nilpotent d’un
anneau A est un élément a € A tel qu’il existe un entier » > 0 vérifiant " = 0.

Notons que si @ € 4 est nilpotent, tel que ¢ = 0, alors 1 g est inversible,
d'inverse 1+a+...+a" "L

Si g est nilpotent et non nul, il existe un plus petit entier » > 0, tel que
a"=0,s0itp. Alorsp 2 2eta® ' # 0. Comme ga?" ' = a* " 'a=0, onen
déduit que a est diviseur de zéro.

3° Groupe des éléments inversibles. — THEOREME ET DEFINITION. —
L’ensemble U(A) des éléments inversibles de 1’anneau A est stable pour la
multiplication ; (U(A4), -) est un groupe dont I’élément neutre est 1.

La multiplication dans A étant associative, on sait (1.5.2. 3°) que le produit de
deux éléments inversibles est un élément inversible ; d’ou la stabilite de U (A) pour la
multiplication. .

L’¢lément unité 1 est inversible (son inverse est 1); d’ol 1 e U(4).

Enfin pour tout u € U(A4), inverse 4~ ! de u est un élément inversible
(son inverse est ) ; d’ou s~ ! € U(A).

La proposition résulte de ]a définition d’un groupe. O
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Les éléments inversibles de A4 sont quelquefois appelés unités de A, mais
il y a risque de confusion avec I'élément-unité (unité particuliére).

ExempLE. — U(Z) = {—1, +1}.

3.1.4. Morphismes d’anneaux

DEFINITION. — Soient 4 et 4’ des anneaux. On appelle morphisme
d’anneaux de 4 dans A4’ toute application f: 4 — A’ vérifiant les trois
conditions ;

) V(x,ed® fix+y) =fx)+ 1)
(i) Vi, edr  flxy) = f(x)f(»)
(i) J(L) = 1,4.

Le lecteur vérifiera que I'addition de la condition (iii) ne change rien aux
résultats concernant la composition des morphismes et les isomorphismes.

Le morphisme d’anneaux f : 4 — A’ posséde, en particulier les propriétés
d’un morphisme de groupes abéliens (f(0,) = 0, f(—x) = —f(x)).

En outre I'image d’un élément inversible de A est un £lément inversible
de A'. La restriction de fau groupe des unités de 4 induit un morphisme de ce
groupe dans le groupe des unités de 4.

EXERCICE. — Soit E # @. Sur T(E) on définit la différence symétrigue A par :
X¥AY=(Xu YNXn )

Le lecteur vérifiera que (§(E), A, n) est un anneau commutatif, d'élément unité E, dans lequel
toute partie non vide, distincte de E, est diviseur de zéro. Le groupe des éléments inversibles
est donc réduit & {E}.

Soit, en outre, une partie F de E, distincte de E. L application f: X —— Fn X de T(E)
dans lui-méme vérifie les conditions (#) et (#) de la définition précédente, mais pas la condition (i),
puisque f{E) = F; f n'est donc pas un endomorphisme d’anneau; dans un tel cas, on parle de
représentation.

3.1.5. Anneaux produits

THEOREME ET DEFINITION. — Soient ( (4, +, *)); .y une famille d’an-
neaux, et A le produit des ensembles sous-jacents. Le triplet (4, +, *), ol + et -
sont les lois-produits des lois des A, est un anneau, dit produit des (4;, +, *).
Chaque projection p; : A — A; est un morphisme surjectif d’anneanx. L’anneau
produit est commutatif si et seulement si chacun des anneanx donnés est
commugatif,

Vérification facile, laissée aux soins du lecteur, qui constatera que :

— 0, = (OA;)EEI * 1, = (!A.)ier ’

— T"élément (a;); . ; de A est inversible si et seulement si chaque g, est inversible, I'inverse
de (a); . ; étant alors (a7 "), g,

-— A ne peut &tre intégre que si les A; sont tous intégres,

— les A; peuvent étre tous intégres sans que A le soit. C’est ainsi que, bien que Z soit
intégre, Z* ne L’est pas puisque ;

©, 1y (1,0) = (0, 0.
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3.2. IDEAUX. ANNEAUX-QUOTIENTS

3.2.1. Sous-anneaux

1° DErFINITION. — On appelle sous-annean d’un anneau A toute partie
B de A qui est un sous-groupe additif de 4, qui est stable pour la multiplication,
et qui contient *unité de A.

Cette définition a été choisie de fagon qu’un tel sous-anneau, muni de
I’addition et de la multiplication induites, soit lui-méme un anneau, et que
I’injection canonique de B dans A4 soit un morphisme d’anneaux.

EXEMPLES. — a) Soit 4 un anneau ; A est un sous-anneau de A ; {0} n'est pas un sous-
anneau de A si 4 # {0}

b) Le seul sous-groupe du groupe additif de Z contenant 1 étant Z, le seul sous-anneau
de Z est Z.

2° On étend sans difficulté les résultats obtenus sur les groupes.

PROPOSITION 1. — Soient f: A — A4’ un morphisme d’anneaux, B un
sous-anneaun de 4, B’ un sous-anmean de A'. Alors f(B) et f~ 1(B') sont respec-
tivement sous-anneaux de 4’ et de 4.

ProrosiTioN II. — L’intersection d’une famille de sous-anneaux de 1’an-
neau 4 est un sous-anneau de A.
Dol la notion de sous-anneau engendré par une partie.

3.2.2. Idéaux. Anneaux-quotients

1° DEFINITION. — On appelle idéal 3 gauche (resp. 2 droite) d’un annean
A toute partie / de A vérifiant les deux conditions :

i} I est un sous-groupe du groupe additif 4 ;

i Yaed Viel aiel (resp. iuael).

On appelle idéal bilatdre de A toute partie de .4 qui est i la fois idéal & gauche
et idéal 2 droite.

En utilisant —x = (—1)*x, on constate que, dans la définition précédente
on peut remplacer i) par :

i'y I est non vide, et stable pour I’addition.

Notons que, dans un anneau commutatif, tous les idéaux sont bilatéres.

EXEMPLES. — 4a) Soit A un anneau. A et {0} sont des idéaux bilatéres de A. Pour tout
ac A, Aa={xalxecA} et ad = {ax | x e A} sont respectivement idéal & gauche et idéal &
droite de A. Notons qu'un idéal de A coincide avec 4 si, et seulement s’il contient |’élément-
unité de A,
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b) Soit A un anneau et B une partie de A. L’ensemble des xe A4 tels que xb =0
(resp. bx = 0) pour tout & ¢ B, est un idéal & gauche (resp. a droite) de A, dit annulateur d gauche
(resp. & droite) de B.

¢) Dans I'anneau commutatif Z, les nZ, qui sont les seuls sous-groupes additifs, sont les
seuls idéaux.

REMARQUE. — On vérifie facilement qu’un idéal 7 d’un anneau A étant stable pour les
deux lois + et -, (J, +, -) est un pseudo-anneau. Mais ce n’est un sous-anneau de A que si
lefetdoncsii = A

THEOREME. — Soient f: A — A’ un morphisme d’anneaux et 7’ un
idéal bilatére de A'. Alors I = f~!(I') est un idéal bilatére de A, contenant
le noyau de f, qui est lui-méme un idéal bilatére de A,

I o Ker frésulte de I' 5 0,.. Puisque f est un morphisme de groupes et
I' un sous-groupe de (4', +), I est un sous-groupe de (4, +).

Pour (a, x) e AxI on a flax) = fla} f(x) et f(N) e I' ; d’ot flax) e I'
et ax € I. On montre de méme xg € I. Ainsi 7 est un idéal bilatére de A.

En particulier Ker f s’écrit £~ (1), I' désignant {0,.}, qui est un idéal
bilatére de A’ 0

THEOREME. — Soient f: 4 — A’ un morphisme d’anneaux et 7 un idéal
bilatére de A. Alors I' = f(I) est un idéal bilatére du sous-anneau f(A) de A',
et’donc un idéal bilatére de A4’ si f est surjectif.

Démonstration analogue. * On notera, 4 titre de contre-exemple, que, dans
Pinjection canonique j : Z — @, /(Z) = Z n’est pas un idéal de Q. ,

2° Anneaux-quotients. Soient 4 un anneau et R une relation d’équi-
valence sur A, compatible avec les lois de structure. Compatible avec 1’addition,
R est de la forme x—y € I, ol 1 est un sous-groupe additif de 4. La compati-
bilité avec la multiplication fait que J, qui est Ia classe de 0, doit &tre un idéal
bilatére de A. Réciproguement :

THEOREME ET DEFINITION. -— Soient 4 un anneau, / un idéal bilatdre
de A, A/l Pensemble-quotient de A par la relation d’équivalence x—y e/,
Celle-ci est compatible avec les lois de structure, et, muni des lois-quotients,
A/l est un anneau, qui est dit anneau-quotient de A par /. La surjection cano-
nique ¢ est un morphisme d’anneaux. Si, de plus, 4 est commutatif, 4/ est
commutatif,

-— La compatibilité de la relation d’équivalence avec 1’addition étant
acquise, reste 4 vérifier la compatibilité avec la multiplication. Or I’hypothése
x—y € I entraine, pour tout ze A, z(x—p) el et {x—))z e I, ¢’est-3-dire
zx—zyel et xz—vyzel Od

— Nous connaissons déja la structure de groupe additif de A/f et nous
savons que ¢ est un morphisme de groupes. Par aiileurs (1.6.4, 1°), ¢ est un
morphisme surjectif de ’anneau (4, +, -) sur le triplet (4/1, +, -), par lequel
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les propriétés des lois de I’anneau sont transmises a celles du triplet (1.6.2, 2°).
Il en résulte que A/7 est un anneau dont I’élément-unité est ¢(1,}; @ est ainsi
un morphisme d’anneaux. Notons que si J = 4, alors A//est un anneau nul.

EXERCICE. — Idéaux de A4/

La notation est celle du théoréme précédent. En outre 3, désigne ensemble des idéaux
bilatéres de A qui contiennent i, 3’ celui des idéaux bilatéres de A/I; u : J —— @(J) est une
application de 3, dans ¥, du fait du caractére surjectif de ¢ (cf. 1°). Montrons que u est sur-
jective ; soit J' € 3, alors J = ¢~ !(J') est un idéal de A contenant le noyau 7 de ¢, donc un élé-
ment de 3, ; ¢ étant surjective, ¢(J} = J'. m|

Montrons que u est injective. Soient J et J, des éléments de J; tels que ¢o(J) = @(J,).
Pour tout x€J, on a o(x)e¢(J,), ce qui permet décrire ¢(x) = ¢(x,), x, €J,; d’olt

= x;+y, avec y el ; en utilisant yeJ,, on en déduit xe J, ; ainsi J < J, et, de méme
Jy = J; en d'autres termes J, = J. O

3° Décomposition canonique d’un morphisme d’anneaux. — 1l suffit de
reprendre la décomposition du morphisme de groupes sous-jacents et de
remarquer que la relation d’équivalence ufilisée « x—y € Ker f » est compa-
tible également avec la multiplication (Ker f étant un idéal bilatére de I’anneau
de départ), pour étre en mesure d’énoncer :

THEOREME. — Soient f: 4 — A’ un morphisme d’anneaux, ¢ la sur-
jection canonique de A sur 4/Ker f, et j D’injection canonique de Imf dans A4’
Alors il existe un, et un seul morphisme d’anneanx f de A/Ker f dans Im{ tel
que f = jo fo @, et c’est un isomorphisme.

3.2.3. Compléments sur les idéaux d’un anneau commutatif

Pour simplifier, nous ne parlerons dorénavant que d’idéaux d’un anneau
commutatif, idéaux qui, rappelons-le, sont bilatéres.

1° Idéal engendré par une partie. — En raisonnant comme dans le cas
des sous-groupes, on montre :

THEOREME. — Seit 4 un anneau commutatif. L’intersection d’ume famille
d’idéaux de A est un idéal de A. Etant donnée une partie X de A il existe
un plus petit idéal de 4 contenant X ; c’est ’intersection de la famille des
idéaux de A qui contiennent X ; on Pappelle idéal engendré par X et on le note
id (X).

THEOREME ET DEFINITION. — Soient un anneau commutatif 4 et un élé-
ment a € A. Alors I’idéal engendré par {2} est a4 ; on dit qu’il s’agit de I’idéal
principal engendré par a.

Tout idéal de 4 contenant a doit contenir a4. D’autre part nous avons vu
que aA est un idéal, bilatére puisque A est commutatif,

Enfin, g = 1. ¢ montre que a € aA. O
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Notons que le théoréme serait en défaut sur un pseudo-anneau, I'idéal engendré par a
serait alors I’ensemble a4 + aZ,

ExeMPLES. — a) Dans Z, tout idéal est principal.

&) Dans AN, I'idéal des suites nulles 3 partir d’un certzin rang n'est pas principal ; le
lecteur est invité & le vérifier,

2° Sommes d’idéaux. — THEOREME ET DEFINITION. — Soient (I ) .
une famille d’idéanx d’un annean commutatif 4 et J Pensemble des sommes
Y. X, odt (x); . g est une famille presque nulle d’léments de 4 telle que x, € /,

ke K
pour tout k € K. Alors J coincide avec I’idéal engendré par {) I,, que Pon

ke Kk
appelle somme des idéaux 7, et que 1’on note Y, I,

ke k
Les formules

Z X + z Y = Z (et i) s a Z Xy = Z a Xy

kekK keK kek kek

que e lecteur pourra établir (et qui sont d’ailleurs démontrées dans un contexte
plus général au n° 4.1.2, 3°} montrent que J est un idéal de 4.

Soient/ € Kety € I. Enposant x; = yet x, = O pour k # I, on constate
yeJ Dot |} I, = J.
kek
Enfin tout idéal de 4 contenant chaque I contient toutes les sommes
qui constituent J, et contient donc J. O

Cas particulier ot K = N,. — L’idéal somme est alors ’ensemble des

sommes Y, X, avec X € I,.
k=1
REMARQUE. — Nous retiendrons que, dans ’ensemble J des idéaux d’un
anncau commutatif ordonné par I'inclusion, toute famille (f), . x admet

une borne inférieure, & savoir () I, et une borne supérieure, & savoir Y I,.
kek keK

Le résultat est vrai méme si K=@; ona () [, =Adet Z I, = {0}
ke
d’aprés 1.2.4, 1° et 2.1.1, 3°.
3° En remarquant qu’un idéal de 4 contient 1’élément a, € A4 si et seule-

ment §'il contient ['idéal I, = a, 4 engendré par a,, on déduit du théoréme
précédent :

COROLLAIRE. — Soit (g), . x une famille d’éléments d’un annean com-
mutatif 4. L’idéal engendré par la famille, c’est-a-dire par la partie U {a:},
est ’ensemble des sommes Z ai,, ol (u,r),‘ . x ©st une famille presque nulle
d’éléments de A ; cet idéal se note Y. aA.

kek



94 ANNEAUX ET CORPS 24

Ce qui vient d’étre dit pour une famille s’applique & une partie X, celle-ci
pouvant &tre considérée comme 1'image de la famille (a,), .y, oll a, = x.
L’idéal engendré par X est ’ensemble des éléments de 4 de la forme
agiy +...+a,u, ou les g, sont des éléments quelconques de X et les u, des
élémenis quelconques de 4.

4° Produit de deux idéaux. —— DEFINITION. -—— On appelle produit de
deux idéaux 7 et J d’un anneau commutatif 4 1’idéal engendré par 1a partie de 4
constituée par les produits xy, avec xe J et yeJ; on le note IJ,

Il s’agit de ’ensemble des sommes x,y;+ ...+ X,V avec x, € fet y € J,
ainsi qu’on le vérifie par des raisonnements analogues a ceux qui précédent.

Ona: Wcldcf et HcAlcld, done e (Inl).
Le lecteur vérifiera que si (I+J) = A4, alors IJ = (I n F(utiliser 1 e J+J).

Il vérifiera en outre que, dans I’ensemble J des idéaux de I’anneau commu-
tatif A, la multiplication est associative et distributive par rapport 4 ["addition
(sans en conclure que J est un anneau I).

3.2.4. Applications de la notion d’idéal

1° Idéaux de Panneau commutatif Z. — Au titre de sous-groupe
additif, tout idéal de Z est nécessairement de la forme nZ, n > 0. Inversement,
pour tout n = 0, nZ est un idéal de Z ; il s’agit de I'idéal principal engendré
par .

Les anneaux-quotients de Z sont donc les Z/nZ, n > 0. D’aprés 1"étude des
sous-groupes additifs de Z (2.3.3, 1°), Z/{0} est 1somorphe a Z, et, pour
nz ,ZnZ = {0, T, .., n—1}, ol * désigne ¢(x). L’élément-unité est 1,
qui est distinct de I’élément nul, sauf si # = 1, auquel cas Z/nZ est un
anneau nul.

THEoREME. — Les éléments inversibles de Z/nZ (n = 1), sont les x tels
que 0 € x < n—1 et que x soif premier avec n.

— Si x est premier avec », il existe deux entiers p et g tels que px+gn = 1,
ce qui entraine, compte tenu de A = 0, que % = 1; % admet P pour
inverse.

— Si # admet un inverse p, on a pE = 1, ce qui s’écrit px—1 e nZ ou
px—1 = gn ; x et n sont donc premiers entre eux. O

COROLLAIRE. — L’annean commutatif Z/»Z (n > 1), est intégre, si et sen-
lement si # est un nombre premier,

— Si # est premier, tout X # 0 est inversible. Il est alors régulier donc
non diviseur de zéro (3.1.3, 1°).
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— Inversement si 7 n’est pas premier, on peut écrire n = pg avec
l<pgn—letl g<n—1.Doncj#0Detg#0,avecpj=0. O

2° Caractéristique d’un anneau A non nul. — L’ application # — nl,
est un morphisme, et d’ailleurs le seul morphisme de I’anneau Z dans I’anneau
A (vérification aisée). Le noyau, qui est un idéal de Z, est de la forme pZ,
peN. On pose :

DEFINITION. -—— On appelle caractéristique de 1’anneau non nul 4 Pentier
naturel p tel que pZ soit le noyan du morphisme n —— #nl .

La caraciéristique est 0 si et seulement si le noyau est {0}, ce qui caractérise
un morphisme injectif ; alors ’ensemble {nl, | n € Z}, que nous noterons
Z1 4, est un sous-anneau de 4 isomorphe 4 Z, ce qui implique que 4 est un
ensemble infini.

Si la caractéristique vérifie p > 0, alors on a nl, = 0 si et seulement si
n est un multiple de p, et p est le plus petit entier positif n tel que nl, = 0;
Z1 , est isomorphe 4 Z/pZ. Notons qu’alors, pour tout a € 4, on a pa = 0,
ce qui résulte de pa = (pl ) a

PropPOSITION. — Un anneau A non nul, sans diviseur de zére (en particulier
un anneau intégre) a pour caractéristique 0 on un nombre premier,

Supposons que 4 a pour caractéristique p > 0. Comme A4, le sous-anneau
Z1, n’a pas de diviseur de zéro, et il en est de méme pour Z/pZ qui lui est
isomorphe ; Z/pZ est ainsi intégre et p est premier (¢f. 1°). O

EXEMPLES. — a) Z/nZ a pour caractéristique n,

b) Un anneau et I'un quelconque de ses sous-anneaux ont la méme caractéristique.

c) 8i I'anneau A est de caractéristique p, pour tout ensemble non vide X, 1’anneau
produit A% est de caractéristique p.

EXERCICE, — Soit 4 un anneau commutatif dont la caractéristique p est un nombre
premier, Alors :

Y(xNed® (x+y)? = xP+yr.
Compte tenu de la formule du bindme qui s’écrit :
p—1
ety —x" =P = 3, Coxtyr™

k=1

la proposition résulte de ce que, pour 1 € k < p—1, Pentier C}§ est divisible par p, ce qui
entraine C51, = 0,. En effet écrivons :

k!ICE = p(p—1)...(p—k+1).

Les entiers 1, 2, ..., k, strictement inférieurs au nombre premier p, sont premiers avec p ; leur
produit k ! est premier avec p ; étant premier avec k ! et divisant le produit k!Cﬁ, p divise C:. O
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3.3. DIVISIBILITE DANS LES ANNEAUX INTEGRES

Rappelons gue, pour nous, tout anneau a un élément
unité et tout anneau intégre est commutatif. Dans tout
ce paragraphe A désigne un anneau intégre ; le groupe
des éléments inversibles de A sera noté U(A) ; Iidéal
principal engendré par a € A sera noté (a), plutét que
aA ; Pensemble des idéaux de A et ensemble des
idéaux principaux de A sont respectivement notés J
et 7.

3.3.1. Géneralités

Soit A un anncau intégre.

1° DEFINITION. — Soit (g, b) € A%, On dit que o est un diviseur de b,
on que b est multiple de 4 si et seulement s’il existe g€ 4 tel que b = ag; on
écrit alors a|b ; on dit aussi que a divise b.

Si a n’est pas nul, g est uniquement déterminé (ag = aq’ entraine g = ¢’).
On P'appelle le quotient exact de & par a.

Remarquons que O|b si et seulement si b = 0. Dans ce cas, pour tout
ged, 0=0-4q

EXEMPLES : a) Yue U(A) Vbed u[b; eneffet b=uu'bh)
by Yaed al0; eneffet 0=q0.

2° ProposiTiON. — Pour tout (a, b) € A%, a divise b si et seulement si
(b) = (a). De plus (a) = () si et seulement s’il existe un élément inversible u
tel que & = au ; on dit alors que a et 5 sont associés.

~— Si alb, on peut écrire b = agq, et, pour tout x € 4, bx = a(gx), ce qui
montre (b) = (a).

— 8i (B) < (a), de b & (b) on déduit b & (a) ; d’o alb.

— Si a|b et bla on peut écrire b =au et a=>bv; d’oh b= buv.
Sib=0 a=b=0c¢t b=1a Si b#0, comme A4 est intégre uv = 1.

— Inversement, pour tout ae 4 ettout u e U(A) s wa |aetalua. []

ProrosiTION. — La relation « g et b sont associés » est une relation
d’équivalence sur A.

Considérons ["application de 4 dans I’ensemble T des idéaux principaux
de 4 qui 4 a associe (a) ; la relation « a et b sont associés » est la relation
d’équivalence associée i cette application. O

L’ensemble-quotient est en bijection avec . Cette bijection permet de
mettre sur Pensemble-quotient une relation d’ordre, qui sera en fait induite
par la relation a|b.
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ExeMPLE. — Sur Z la relation « a et b sont associés » équivaut 4 |a| = |b|. L’ensemble-
quotient est alors isomorphe a N et la relation a|b est une relation d’ordre sur IN.

* Nous utiliserons encore cette théorie pour I'anneau des polyndmes a une indéterminée sur
un corps commutatif K. La relation de divisibilité sera une relation d’ordre sur les classes de
polyndmes «définis 4 une constante multiplicative prés» ou plus simplement sur 'ensemble des
polynémes unitaires, ,

3° Eléments irvéductibles. — DEFINITION. — On appelle élément irré-
ductible de 1*anneau A tout élément non inversible a de 4 dont les seuls diviseurs
sont les éléments inversibles d’une part, les éléments associés a g d’auntre part.

En remarquant que b[a et b € U(A4) équivalent respectivement a (b} o (a)
et (b) = A, on en déduit que : @ € 4 est irréductible si et seulement si (a) est
minimal dans Uensemble (T\A, ) ot § désigne I'ensemble des idéaux princi-
paux de A, et ot o désigne la relation d’ordre opposée & Pinclusion.

EXEMPLE. — Dans Z les éléments irréductibles sont les entiers naturels premiers (définis au
1. 4.2,6° et leurs opposés.

4° PGCD et PPCM.
ments de I’anneau intégre 4.

a) On suppose que dans I’ensemble ordomné (I, =) la famille d’idéanx
principaux (a;4); . ; admet une borne inférieure D. Tout générateur 6 de D est
dit plus grand commun diviseur de la famille (g;);.; dans anneau A ; on note :

6= A a; = PGCD ((@)icy)- (1)
iel

b) On suppose que dans I’ensemble ordonné (7, ) la famille d’idéaux
principaux (a;4); . ; admet une borne supérieure M, Tout générateur u de M
est dit plus petit commun multiple de la famille (2,); ; dans ’anneau A3 on

note ¢
=V a;=PPCM ((a};c1) 2)
iel

DEFINITION. — Soit (g;); . ; une famille d’élé-

REMARQUES. — &) En fait les écritures (1) et (2) sont abusives car, lorsqu’ils
existent, & et u sont définis par leurs idéaux principaux, c¢’esi-a-dire 4 un
facteur multiplicatif inversible prés.

b) On constate aisément que 8 € 4 est un PGCD de la famille (a); .,
si et seulement si I’ensemble des diviseurs de & coincide avec 'ensemble des
diviseurs communs aux a;. De méme yx € A est un PPCM de la famille (a); . ;
si et seulement si ’ensemble des multiples de g coincide avec ’ensemble des
maultiples communs aux a;.

ASif=9g, ona:8=0et p=1

5° Eléments premiers entre eux. — DEFRINITION. — Seit (g;); ., une
famille d’éléments de 4. On dit que les a; sont premiers enfre eux dans leur
ensemble, si et seulement si 1 est un PGCD de la famille, ¢’est-d-dire si leurs
seuls diviseurs communs sont les éléments inversibles de A4.

On prendra garde de ne pas confondre avec: les g; sont premiers entre
eux deux a deux (contre-exemple : @, = 2, a, = 3, a; = 6 dans 2).
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PROPOSITION. — Soient p un élément irréductible et  un élément quelconque
de A. Alors g et p sont premiers entre eux si, et seulement si p ne divise pas a.

Conséquence immédiate des définitions du 3° et du 5°.

3.3.2. Divisibilité dans les anneaux principaux

1° DEFINITION. — On appelle anneau principal tout annean intégre dams
lequel tout idéal est principal.

Dans un tel anneau ’ensemble F des idéaux principaux coincide avec I'en-
semble J de tous les idéaux.

ExempLE. — D’aprés 3.2.4,1° Z est un annean principal.

2° THEOREME. — Dans un anneau principal, toute famille (a)), . ; d’élé-
ments admet un PGCD et un PPCM.,

En effet la famille des idéaux ({a;));; admet dans (3, =) une borne inférieure

¥ (a;) et une borne supérieure |} (a)).
icl el

Rappelons que le PGCD (resp. PPCM) n’est unique qu'a la maltiplication prés par un élément
inversible de A;si A= Z, il y a donc un unique PGCD (resp. PPCM) dans N.

REMARQUES. — ¢g) O est un PGCD de la famille si, et seulement si tous
les a; sont nuls.
b) Si I est fini, O est un PPCM si, et seulement si 1'un des a, est nui (le
produit des a, appartient 3 () (a))).
ierl

3° Propriétés du PGCD et du PPCM, — Soit (a,); . y une famille d’é1é-
ments d’un anneau principal A.

a) Commutativité. — Pour toute permutation ¢ de 1 :
A a,(,—) = A a; et v ad’(i) = vV a;.
iel isl iel Iel

b) Associativité, — Si (I;);.; est une partition de 7, alors :

ALA a)= Aa et vV a)= Vv aq.
JeF iely iel jed iely tel
Résultats immédiats, en revenant aux sommes et intersections d’idéaux.
Pour calculer le PGCD et le PPCM d’une famille finie, on pourra se ramener
de proche en proche & une familie de deux éléments.
EXEMPLE. — Dans le cas de Z, et, plus généralement, d'un anneau euclidien (cf. exercice 3.09),
on utilise alors I'algorithme d’Euclide, qui sera exposé au 6.2.3,3°.

¢) Proposition. — Si § est un PGCD de la famille (a); . ;, alors, pour
tout x € 4, x4 est un PGCD de la famille (x a;); . ;.

Les idéaux principaux M = Y (a;) et M’ = Y (xa;) sont respective-
el iel

ment engendrés par les sommes Y, wa; et Y. w;xa; = X Z ua;, lorsque
tel fel tel
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(u;); . r décrit I’ensemble des familles presque nulles d’éléments de A indexées
par I On en déduit M’ = xM. Comme 8 engendre M, il en résulte que xé
engendre M'. O

Application. — Soit d un diviseur commun aux a;, supposés non tous
nuls, ce qui implique 4 ¥ 0. Définissons a; par a; = daj, (i € I). Alors d est
un PGCD des a; si et seulement si les a; sont premiers entre eux dans leur en-
semble.

En effet soit 6 un PGCD des a';, ce qui implique que dé est un PGCD
des g;. Il en résulte que 4 est un PGCD des g si et seulement si 6 est un
élément inversible de A, c’est-a-dire si et seulement si les @'; sont premiers
enire eux dans leur ensemble. |

d) THEOREME DE BEZOUT. — Les éléments de Ia famille (¢), . ; sont
premiers enfre eux dans leur ensemble si, et seulement s’il existe une famille
presque nulle (,); . ; d’éléments de A telle que > wa, = 1.

iel

— Si les a; sont premiers entre eux dans feur ensemble, 1 est un PGCD
de la famille, donc un élément de la somme d’idéaux 3 (), et, & ce titre,
il peut s’écrire Y, wa;. il

il

— Inversement, une égalité de la forme 1 = Y} wa; permet d’écrire :

terl
led (a), donc Y (a)=A et 1= A a,. O
iel iel iel
COROLLAIRE. — Si g est premier séparément avec b, et b,, alors a est

premier avec le produit b, 5,.

L’hypothése se traduit, d’aprés Bezout, par 'existence de u,, #,, vy, v,
tels que wga+v,b, =1 et wuzatvp, =1L

D’ol, par multiplication membre 3 membre :
ua-tvhiby =1, avec u = uu,atuvabytusvby et v =uvu,,

ce qui, d’aprés Bezout, montre que # et b,b, sont premiers entre eux. O
GENERALISATION. — On montre par récurrence que si a est premier

séparément avec by, ..., b, alors g est premier avec le produit by ... b,.

On en déduit que deux produits tels que chaque facteur du premier soit
premier avec chaque facteur du second sont premiers entre eux. En particulier
si a et & sont premiers entre eux, alors ¢f et b9 sont premiers entre eux, quels
que soient les entiers positifs p et g.

¢) THEOREME DE (GAUSS. — Si @ est premier avec b et divise le produit
be, alors a divise ¢,

Dr’aprés ¢), I’hypothése @ A b = 1 entraine ac A bc = c. Puisque a divise
a la fois ac (trivial) et be (hypothése), il divise e. (|
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COROLLAIRE. — Si g est divisible séparément par by, .., b,, premiers
enire eux deux a deux, alors a est divisible par le produit 5, ... 5,.

— Dans le cas de n = 2, on écrit @ = b ¢, ; b,, divisant b,c; et étant
premier avec by, divise ¢4, soit ¢; = byc, et a = bybyc,.

— On étend le résultat par récurrence en utilisant le fait que si &y, ..., b,
sont premiers entre eux deux a deux, alors (cf. d} by ... b,_, et b, sont
premiers entre eux. |

f) THEOREME. — Soient ¢ et b deux éléments non nuls de 4, 6 un
PGCD, p un PPCM de « et b, Alors §u est égal & ab, 4 une multiplication prés
par un élément inversible,

Définissons @’ et b', premiers entre eux par a = da’ et b = &b'. Le produit
a'b'd peut s’écrire ab’, et aussi a'b; on a donc &'b'd € (u).

Inversement, en écrivant 4 = xa et 4 = yb on a une égalité de la forme
xa=yboudxa = d&yb';déant un élément non nul d’un anneau intégre,
on en déduit xo' = yb' ; comme ¢’ A & =1, on peut écrire, d’aprés le
théoréme de Gauss y = ka' ; d'ou p=ka' bou uy=ka b'5; on a donc
u € (a'b' 6). Finalement (u) = (a'd'd). Dol () = (ab). O

Ce théoréme ne s’étend pas a plus de deux facteurs. Il permet cependant
de calculer le PPCM d’une famille finie (a;}; ¢ ; ¢ » €0 8¢ ramenant an calcul
du PGCD de deux éléments de A.

3.3.3. Anneaux factoriels

1° Notation. — Soit A un anneau intégre. Nous désignons par I un
ensemble d’éléments irréductibles de A possédant la propriété suivante : tout
éiément irréductible de 4 est associé (au sens du 3.3.1, 2°) 4 un et un seul
¢élément de 4.

Cela revient a choisir, dans chaque classe d’équivalence pour la relation
(a) = (b) qui est formée d’éléments irréductibles, un représentant et un seul.

Dans le cas général, I'existence de § dépend donc de ’axiome du choix,

Dans les cas particuliers qui nous intéressent, nous disposons d’un
ensemble # simple : dans Z, 'ensemble des entiers naturels premiers,* dans
K[X] 'ensemble des polyndmes irréductibles et unitaires. ,

Dans ce qui suit, T est supposé choisi une fois pour toutes.

DEFINITION. — On appelle anneau factoriel tout anneau intégre possédant
la propriété suivante :

A tout élément @, non nul, de 4, on peut associer un, et un seul couple
constitué d’un élément inversible # de 4 et d’une application presque nulle v :
T — N, tels que :

a=u[[ p™® )

ped
On dit que (1) est la décomposition de ¢ en facteurs irréductibles.
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Par application v presque nulle nous entendons que F, = {p € T| v{p) # 0}

est fini, et nous convenons que [] désigne [] ot 9" est n’importe quelle partie
. . . peT pet
finie de § qui contient .

2° Nous allons établir un lemme gqui nous permettra de démontrer que
tout anneau principal est factoriel (ce résultat pourra &tre admis en premiére
lecture; nous montrerons d’ailleurs directement au 6.2.7,2° que les anneaux
principaux Z et K{X] sont factoriels).

LeMME. — Dans un anmean principal il n’existe pas de suite d’idéaux strictement crois-
sante (au sens de Pinclusion).

Raisonnons par 1'absurde, et supposons qu'il existe une suite (J,), .y strictement crois-
sante d'idéaux de 1'anneau principal A.

— Montrons d'abord que J = [ J, est un idés] de A. Considérons (x, ) eJ?; il

ne N

existe m et n tels que x e J,, et y € J, | supposons par exemple m < n, alors J, = J,etxeJ, ;
d'ol x—yed et x—ypel

Considérons maintenant (x,a) e Jx A ; il existe n €N tel que xeJ,; d'oll axeJ, et
dx el |

— J, qui est un idéal principal, admet des générateurs ; soit a I'un d’cux. D’aprés

ae U J,, il existe p € N tel que a € J,, ce qui entraine (@) = J,, c’est-a-dire J < J,; d'autre
ane N
part on a J, < J, et donc J, = J. Ainsi, pour tout n = p, J, = J,. Contradiction, O

THEoREME. — Tout annean principal 4 est factoriel.

Tout élément associé & un €lément de 4 qui admet une décomposition en facteurs irré-
ductibles admet lui-méme une telle décomposition. Cela nous conduit & démontrer d’abord
que I’ensemble £ des idéaux non nuls de A4 dont les générateurs n'admettent pas de décompo-
sition est vide.

Raisonnons par 1'absurde et supposons & # ©. Construisons par récurrence une soite
strictement croissante d'éléments de & (4 partir d'un premier élément J, arbitrairement choisi) ;
cette suite est finie, d*aprés le femme ; elle s"écrit donc (J,), < , < ,- Soit @ un générateur de
J, ; d’aprés J, € & on peut affirmer que a n"admet pas de décomposition en facteurs jrréduc-
tibles ; en particulier & n'est pas irréductible ; d'oll @ = be avec b ¢ U{A) et ¢ ¢ U(A): on
en déduit que (h) et (¢} contiennent strictement {w); & et ¢ admettent donc chacun une
décomposition ; d°oli 'existence d'une décomposition de a. Contradiction, Od

— A ce stade de 1'étude, nous savons que tout élément non nul de 4 admet une décom-
position. Reste & prouver I'unicité, Remarquons que si (p, g) €4 et p 3 ¢, alors p et g, qui ne
sont pas associés, sont premiers entre eux ; il en est de méme de p” et g™ quels que scient
les entiers naturels # et m. Supposons alors :

i n pvm = l-[ pv’lpl_
pet pem
Considérons p, €T ; pi# divise le premier membre, donc aussi le second, qui s’écrit :

pa’wo’ (“' n Pv’(pl)

peETipa}

) . . . R P
PP est premier avec chaque p* P pour p # p,, et aussi avec 1. D'aprés le théoréme de Gauss,
v (pa)

il divise pp*™'. On a donc v{p,) < v'(pg). En utilisant la symétrie on obtient v(pg) = v'(pg).
Finalement v = v', ce qui entraine ¥ = «’.

3° Propriétés des anneaux factoriels. — Certaines propriétés des anneaux
principaux s’étendent aux anneaux factoriels.
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a)Soit a=u [] p"™ et b =0 [] p"?. Alors :

peT peT
alb <= YpeT v(p)<pup.
Démonstration analogue A celle qui précéde,

b) On en déduit /existence du PGCD et du PPCM d’une famille (a)); . ;
d’éléments d’un anneau factoriel 4.
On part de: Yiel ;= u; ﬂ pe,

peET

On pose ¥p) = inf v(p), (v est une application presque nulle) ; on vérifie aisément que
el
p'® est un PGCD de la famille.
pe‘T
Pour le PPCM c’est un peu plus délicat. 8'il existe p tel que "ensemble {vi(p}|ie I} ne
sont pas borné, 0 est un PPCM. Sinon on constate qu'en posant p(p) = sup v;(p), on dispose
d'on PPCM égal 2 [] p"™®. tel

red
¢) Un calcul simple permet alors d’étendre la formule A xa; = x( A a)),
iefl iel

grice A laquelle le théoréme de Gauss subsiste, sans changement dans la
démonstration, ainsi que son corollaire selon lequel si @ est divisible séparément
par by, ..., b, premiers entre eux deux & deux, alors a est divisible par b, ... b,.

d) Le théoréme de Bezout n’est plus valable. Cependant subsiste le
résultat suivant :

Si a est premier séparément avec by, ..., b,, alors a est premier avec le
produit by ... b,

— Remarquons que a=u [[ p"® et b=v ][] p*® sont premiers

. . pefT ped
entre eux si et seulernent si :

Vped vp)u(p)=10, ouencore vu=0.

Si nows posons b; = v, ﬂ P et b=>5b,..b, ce qui entraine u = g, +...+u,
pe

I'hypothése s'écrit vp, = ... = vy, = 0 ; on en déduit vy = 0. O
3.4. CORPsS

3.4.1. Définition ; premiéres propriétés

1° DEFINITION. — On appelle corps tout anneau nonm nul dont tout
€lément non nul est inversible.

On qualifie de commutatif tout corps dont la multiplication est
commutaiive.

On démontre que tout corps fini est commutatif.
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2° Premiéres propriétés. — Soit K un corps.

— K\{[O} est un groupe multiplicatif, en I’occurrence le groupe des éléments
inversibles de I'anneau K.

— K n’admet pas de diviseur de 0.

— La caractéristique de K est O ou un nombre premier (au titre d’anneau
non pul, sans diviseur de zéro ).

— S8i a # 0, Péguation ax = b (resp. xa = b) admet la solution unique
a”'b (resp. ba™ '), d’ailleurs nulle si b = 0 d’aprés une propriété des anneaux.

Méme démonstration que dans le cas d’un groupe.
Notation. — Dans un corps commutatif X, a~'b, qui est aussi ba~! se

b
note - , ou encore b/a.
a

EXERCICE. — Tout anneau intégre fini A est un corps.
On sait que A % {0}.

Soit a € A\{0} ; associons-lni '’endomorphisme x —— ax du groupe (A, +) qui est
une injection, puisque, a étant régulier, ax = 0 équivaut & x = 0 ; A étant fini, il s’agit méme
d’une bijection. Il existe donc un, et un seul @’ € 4 tef que aa’ = | ; par commutativité a'a = 1 ;
a est donc inversible. [

On awrait d’ailleurs pu se passer de I"hypothése de commutativité de A.

Application. — Compte tenu du Corollaire du 3.2.4., 1°, on constate que 'anneau Z/pZ
est un corps, que I'on note alors F, si et seulement si I'entier p est premier.

3° DEANITION. — On appelle morphisme de corps tout morphisme des
anneanx sous-jacents.

4° Sous-corps. — DEFINITION. — On appelle sous-corps d’un corps K
tout sous-anneau £ de X qui est un corps ; on dit alors que X est un sur-corps de L.

Il en résulte que L < K est un sous-corps du corps K si et seulement st

{ Lal; Y(x,))eKk* x—yeK et xyek (sous-anneau)
VxeL\{0} x'eL (x~ ! inverse de x dans X).

On montre, comme pour les sous-groupes, que toute intersection d’une
famille de kous-corps d’un corps K est un sous-corps de K et que, pour foute
partie X cﬁK, il existe un plus petit sous-corps de K contenant X, on dit qu’il
s’agit du sous-corps engendré par X.

EXEMPLE. — Soit I un sous-corps de K et « € K. On note L(a) le sous-corps de K engendré
par L v {a}. On l'appelle extension simple de L. Si @ ¢ L, L(a) = L; si & ¢ L, L) # L. Cette
question sera reprise au 6.6.1.

A titre d’exercice, le lecteur pourra montrer que * pour R = €, on a R(}) = T, et que,
pour @ < R, le corps @(+/2) est 'ensemble des a+ b+/2, avec (4, b) € Q2 ,
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3.4.2. Corps des fractions d’un anneau intégre

1° Position du probléme. — Etant donné un anneau intégre 4, nous nous
proposons de montrer qu’il existe un corps commutatif X vérifiant les deux
conditions :

i) K admet un sous-anneau isomorphe a 4.

i) K est minimal pour la condition {), ce qui signifie que tout corps dont
un sous-anneau est isomorphe 4 4 admet un sous-corps isomorphe 3 K.

Il en résultera qu’un corps K répondant i la question est unique 4 un
isomorphisme prés, ce qui nous permettra d’attribuer a ce corps le vocable
de corps des fractions de A.

Notons que I’hypothése de 'intégrité de A est nécessitée par le fait que tout
sous-anneau non nul d’un corps commutatif est intégre.

2° Existence d’une solution. a} Posons E = Ax{A\{0}). Sur £ la
relation R définie par (a, p) R {(a', p') <= ap’—a'p = 0 est une relation
d’équivalence (le caractére intégre de A assurant la transitivité) ; la surjection
canonique E — EfR est notée ¢.

Les lois suivantes :

addition : (a, p)+(b, 9 = (ag+bp, pq)

multiplication : (a, p) - (b, ) = (ab, pg)
sont internes sur E, d cause de I’'intégrité de A. On vérifie qu’elles sont commu-
tatives, associatives, et que la multiplication est distribuiive par rapport 4
I’addition ; par exemple, I’associativité de ’addition se prouve en constatant
que

[(@, )+ (B, D1+ (e, r) = (agr+brp+cpq, pgr)

et en utilisant I'invariance de la derniére expression par permutation circulaire.

On vérifie ensuite qu’elles sont compatibles avec la relation d’équivalence ;
par exemple, pour ["addition on montre que

(a, p)+ (b, @) R (a', )+ (b, @),
qui s’écrit (ag+bp)p'g— (a'g+bpYpg = 0
ou (ap'—a'p)g® =0,
est une conséquence de (g, p) R (a', p').

Nous disposons donc sur 'ensemble-quotient E/R, que nous notons K,
de lois-quotients, que nous notons encore + et - ; ces lois sont commutatives
et associatives ; la multiplication est distributive par rapport a ['addition.

Dans [’addition, ¢(0, 1) est élément neutre, et ¢(—a, p) est opposé de
o(a, p) ; (K, +) est donc un groupe abélien.
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Dans la multiplication, ¢ (1, 1) est élément neutre, et, pour tout ¢(a, p)
différent de @ (0, 1), ce qui signifie « # 0, ¢(a, p) admet ¢ (p, @) pour inverse.

En conclusion (K, +, +) est un corps commutatif.
b) Considérons l'application ¢ : A — K, définie par &(x) = ¢(x, 1).

Ona: ex+y) =@x+y 1) =0, D+te(y, 1) = e(x)+ ()
exy) =0y 1) =001 00 )= ¢ex) e
gl) =9l 1)=Ig

¢ est donc un morphisme d’anneaux. Il est injectif car &(x), qui est p(x, 1),
n’est nul que si x = 0. On peut considérer x — £(x) comme un isomor-
phisme de I'anneau A4 sur le sous-anneau £{A4} de K. M

Notons que ¢{a, p) peut s’écrire e(a)-(e(p))~ !, produit dans K.

¢} Vérification du caractére minimal. — Soit L un corps tel qu’il existe
un morphisme injectif d’annean w : 4 — L.

Remarquons que (a, p) R {a',p"), qui s’écrit ap’ = a'p, entraine
w(a)- w(p) = w@) wlp); comme p # 0, p’ # 0 et comme w est injectil
ona w(p) # 0 et w(p) # 0; ainsi w(a)-(w(p))~! ne change pas quand on
remplace (a, p) par un autre représentant de ¢(a, p). On dispose donc de
I'application ¢@(a, p) — w (@) (w(p))~ ' de K dans L. On vérifie aisément
qu’il s’agit d’un morphisme injectif de corps. d

d) Conclusion. — Le corps K défini au 2° répond 4 la question et, & un
isomorphisme prés, il est le seul corps & répondre 4 la question. Cela justifie
le fait que I’on attribue a K le vocable de corps des fractions de 'anneau intégre
A ; linjection ¢ : 4 — K est dite injection canonigue.

Si I’on utilise & pour « identifier » A au sous-anneaun e(A) de X, ce qui
revient & écrire x pour désigner I’élément ¢(x) de &(d4), I'élément générique

¢(a, p) de K prend la forme ap~ !, que nous avons convenu d’écrire % on a/p,

(avec naturellement p # 0). p

3 Le corps des rationnels, — Le corps @ des rationnels est défini comme

b * v v . a
corps des fractions de I’anneau Z, Tout rationnel s’écrit donc > avec a e Z et

p € Z\{0}. Si I’'on décide dans le cas d’un rationnel non nul de choisir p stric-
tement positif et a et p premiers entre eux on obtient un représentant irré-
ductible unique qui est dit /e représentant irréductible,

3.4.3. Corps premiers

I* DEFNITION, — On appelle corps premier tout corps n’admettant pas d’autre sous-corps
que lui-méme.

ExeMpLESs. — @ est un corps premier. En effet le sous-groupe de (@, +) engendré par 1
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est Z ; tout sous-corps L de @ contient donc Z ; par suite, L contient le corps des fractions de Z,
a savoir®@ ; donc L = Q.

— Pour p premier, F, = Z/pZ est un corps premier ; en effet le sous-groupe additif engendré
par ’élément-unité est F, lui-mé&me.

2° DEFINITION. — Seit X un corps. On appelle souscorps premier de K D’intersection IT
de tous les sous-corps de K.

IT est le socus-corps de K engendré par 1. C’est, bien sGr, un corps premier.

ProOPOSITION. — Soient X un corps, I1 son sous-corps premier, p sa caractéristique. Si
p =0, I est isomorphe & @ ; si p # 0, IT est isomorphe & F, = Z/pZ.

Sip =0, le sous-groupe Z 1 de (K, +) engendré par 1 est isomorphe & Z, et le sous-corps
de X engendré par 1 est isomorphe au corps des fractiohs de Z, a savoir Q.

Sinon p est un nombre premier, Z 1 est isomorphe aucorps F, ;ici Il =Z 1. [

Conséquence. — Dans tous les cas IT est commutatif,

3.4.4. 1déaux d’un corps

1°* THEOREME. — Soit X un anmean.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) K est un corps ;

(if) K est non nul et ses seuls idéaux a gauche sont {0} et K.

() = (ii). Par hypothése K est un corps, donc un anneau non nul. Soit
I un idéal & pauche de K, distinct de {0}. Il existe donc x e K, x # 0; on a
x txelsoitlel;doul=K O

(i) => (i). L’hypothése étant (if), considérons a € KA\{0}. On sait que
Ka est un idéal 4 gauche contenant a4, donc distinct de {0} ; d’olt Ka = K ;
ainsi 1 e Ka, soit | = a@'a;onaa’ # 0, acause de 1 # 0 ; en reprenant le

"r

raisonnement pour a’, on met en évidence a” tel que | = ¢"a’ ; on a donc

a"=a"1=a"ada=la=a;ainsiad’'a = ga’ = 1, et a est inversible. [

REMARQUE. — On peut remplacer idéaux & gauche par idéaux & droite, mais pas par idéaux
bilatéres, c’est ainsi que * I"anneau des endomorphismes d'un Q-espace vectoriel de dimension 2
n’a pas d’autre idéal bilatére que lui-méme et {0} et qu'il n’est pas un corps, ,

2° Idéal maximal. — DEFINITION. -~ Soient 4 un anneau commutatif et J ’ensemble de
ses idéaux. On appelle idénl maximal de A tout élément maximal de I’ensemble ordonné (14, <).

M # A est donc maximal si et seulement si les seuls idéaux contenant M sont M et A.

TuEOREME, — Soit M un idéal d’vm anneau commutatif A. Alors M est maximal si
et seulement si A/M est un corps,

Les idéaux de A/M sont (3.2.2, 2°) les images bijectives par la surjection canonigue ¢ des
idéaux de A4 contenant M. Si on remarque que, pour I o M,

D ={0} <= I=M; oo=A/M <> I=4,
la proposition résulte du théoréme du 1°.
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3® TuEOREME. — Soient X un corps, 4 un anneau mon nnl, / un morphisme d’anmeaux
K — A. Alors le sous-annean f{K) de A est un corps isomorphe a X,

Ker fest un idéal de K. D’aprés f(lg} = l,etl, # 0, onaly ¢ Kerf; dou Kerf# K
et, d’aprés le 1°, Ker f = {0}. Par suite f est une injection, et induit donc un isomorphisme de X
sur le sous-anneau fK) de A, qui est ainsi un corps. ]

REMARQUE. — Le lecteur est invité & vérifier que tout endomorphisme d'un corps premier
est I'identité.

4° Idéaux premiers. — THEOREME ET DEFINITION. -—— Soient 4 un anneau commutatif et
P un idéal de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) L’anneau A/P est intégre ;
if) A # P et A\P est une partie de A stable pour la multiplication
iii) P est le noyau d’un morphisme de 4 dans nn corps.
Lorsque I*idéatl P posséde ces propriétés, on dit qu’il est premier.
i) =3~ iii} Par hypothése A/P est intdgre. Soient ¢ : A — A/P le morphisme canonique et
¢ I'injection canonique de A/P dans son corps de fractions ; £ ¢ ¢ admet P pour noyau.
Les implications i) == ff) et i) — {) sont triviales.
EXEMPLES, — a) 8i A4 est un anneau intégre, I'idéal {0} est premier, mais, en général, non
maximal.
b) Dans un anneau commutatif, tout idéal maximal est premier (théoréme du 2°).

3.5. STRUCTURES ORDONNEES

3.5.1. Groupes ordonnés

1° DEFINITION. — On appelle groupe ordonné tout triplet (G, -, <), ou
(G, *) est un groupe et < une relation d’ordre sur G compatible avec la loi -,
ce qui signifie :

Y(x,»,2)eG?® (x <y) = ((xz2 € ¥2) A (zx < 2)).

Si, en outre, ’ordre est total, on parle de groupe totalement ordonné.

MORPHISMES. — On appelle morphisme de groupes ordonnés tout meor-
phisme de groupes qui est aunssi un morphisme des ensembles ordonnés sous-
jacents (ou application croissante) (1.3.4.3°).

2° Notation. —— Dans la suite, il ne sera question que de groupe abélien.
Soit (G, +, <) upr groupe abélien ordonné. Les éléments tels que 0 < x sont
dits positifs ; lear ensemble est noté G, ; un élément tel que 0 < xet x # 0 (ce
qui s’écrit 0 < x) est dit strictement positif. Les éléments tels que x < 0 sont
dits négatifs; leur ensemble est noté G_ ; un élément tel que x < Oet x # 0
(ce qui s’écrit x < 0) est dit strictement négatif.
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— OnaleG,et0eG_.Deplusx £ 0et0 € xexigeantx =0,0ona
G, nG_ = {0}

— xeG,,oul € x,entraine ~x € x+(—~x)ou -xeG_;
xeG_,oux < Oentraine x+(—x) € —xou —xeG,. Dou G_ = —C,.

— {0 € x) A (0 < y) entralne y < x+y et, par transitivité 0 € x+y.
G, est donc stable pour la loi +, ce quis’éerit G, +G, = G,

— Si, en outre I'ordre est total, pourtout x e Gona (0 € x) v (x < 0),
c’est-d-dire(x e G,) v (x e G_). Ainsi G, v G_ = G.

— Inversement si G, v G_ = G, pour tout (x, y) e GZona y—xe€G,

c’est-d-dire x € ¥ ou y—x € G_, c’est-ad-dire y £ x. L’ordre est total. En
conclusion :

THEOREME. — Dans tout groupe abélien (G, +, <), ’ensemble G, des
éléments positifs vérifie :

G,+G,. =G, et G,n{(~-G,)=1{0}
L’ordre est total, si et seulement sionaenoutre: G, v (—-G,) =G

REcCIPROQUE. — Soeient (G, +) un groupe abélien et P une partie de G
vérifiant ;

P+PcP e Pn(—P)={0}.

11 existe alors une et une seule relation d*ordre sur < qui en fasse un groupe
ordonné et dont ’ensemble des éléments positifs soit P ; c’est la relation :

Ly <= y—xeP.

L’ordre est total si et seulement si P v (—P) =
Vérification laissée au soin du lecteur.

3° Propriétés d’un groupe abélien ordonné G.
n n
a) Si x; <y, pour i=1,..,naors ¥ x,< Y y.
i=1 =
Par récurrence sur », Pour»n = 2, on constate que x; < y, et x; < ¥;
entraine

X +x, € pyt+x; et yi+x; €y +x;. |

by Si la famille (x); . ; admet la borne supérieure M, alors, pour tout y,
la famille (x;+¥); . ; admet la borne supérieure M+ y.
e: Yiel x; < M, on dédvit: YViel x;+y < M+y. M4y est

donc un majorant de la famille (x;+y). Soit M’ un majorant quelconque de
cette famille,

De: Viel x;+y < M,ondéduit: Yiel x; < M —y. M —yest
donc un majorant de la famille (x;) ; d’ob M < M’ —~y, Cest-a-dire M+y < M.
]
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c) Soient (x;); ¢ 1 et (3)), « 5 deux familles admettant les bornes supérieures
M et N. Alors la famille (x;+ Y}, jy e 1<y admet la borne supérieure M+ N,

On montre aisément que la troisiéme famille admet M+ N pour majorant.
Soit M’ un majorant quelconque de cette famille.

Pour j fixé, la famille (x;+y;}; ¢ ;, elle aussi majorée par M', admet M + y;
pour borne supérieure d’aprés b), D’otr :
VJ. eJ M+yJ = MJ.

Toujours d’aprés b), on en déduit M+ N < M, d
d) Soient (x)); < ; et (¥)); ¢ 1 deux familles admettant les bornes supérieures
M et N. Sila famille (x,+y,); . | admet une borne supérieure M', alors :

M < M+N.

En effet M + N majore la troisiéme famille. O

L’attention du lecteur est attirée sur la différence entre ¢) et d). 1l est par
ailleurs invité a reprendre les énoncés b) ¢) d)en remplagant « borne supérieure »
par « borne inférieure ».

e) La famille (x;); .; admet une borne supérieure si, et seulement si la
Jamille (—x;); . ; admet une borne inférieure, les deux bornes étant alors opposées
{vérification aisée).

F) Soient x et y des éléments de G tels que inf (x, y) = metsup(x, V) =M
existent ; Alors : x+y = m+ M.
En effet :
M =sup (x+y—y, x+y—x} = (x+p)+sup(—y, —x) = {x+y)—m. O
4° Valeur absolue. — THEOREME ET DEFINITION. — Soit G un groupe
abélien totalement ordonné.
On pose : x' —max (x,0), x =max(—x,0), |x|]—=max(x, —x)
On aainsi: x = x"—x", |x|=x"+x", |[—x| =[x
L’application x —— |x| de G dans G, est dite valeur absolue.
Elle posséde les deux propriétés, valables pour tout (x, y) € G2,
NOL|x| et |x]=0<=> x=0, (trivial)
i) ||x| — || < |x+y] < |x| + |3]s (inégalité triangulaire).
D’aprés la définition de la valeur absolue : x < Jx| et y < |yl
Dot (3%, a) : x+y < x| + |yl
De —x<x} et —p <y, ondéduit: —(x+3) < |x| + |¥|.
On a ainsi démoniré : Ix+¥ € |x| + {¥.
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En remplacant, dans cette inégalité, x par x+y et y par (—y) :

lx[ < lxe+y| + |-y et |x]| ~ |yl < |x+y
De méme : ¥l — x| <€ |x+y| d

5¢ L’application sgn. -—— Soit G un groupe abélien totalement ordonné,
On note sgn I"application de & dans I’ensemble {—1, 0, 1} définie par

sgnx=—1six<0; sgn0=0; sgnx=1310<x

6° Groupe archimédien. — DEFINITION. — On appelle groupe archimé-
dien tout groupe abélien G totalement ordonné, tel que pour tout couple
(x, ¥) € G, x (G, \{0}), il existe un entier naturel » vérifiant x < ny.

3.5.2. Anneaux ordonnés ; corps ordonnés

1° DEFINITION, — On appelle annean ordonné tout anmneau A4 dont le
groupe abélien sous-jacent est ordonné et qui vérifie en outre :
Vinned? ((0<x)A(0<y) = (0<x) 6y

Si en outre, 'ordre est total, on parle d’anneau rotalement ordonné.
REMARQUE. — En faisant intervenir ’ensemble 4, des éléments positifs
de A, au sens du groupe ordonné sous-jacent, la condition s*écrit A, -4, < 4.

Le lecteur étendra la réciproque du 3.5.7, 2%, en remplagant groupe
par anneau, et en adjoignant la condition P.P < P.

2° Propriétés d’un anneau A ordonné

A V(x,3)ed? Yzed, (x<y) = (xz € yz et zx € z)).

Eneffet de 0 € y—xet0 < z, ondéduit 0 € (y—x)z et 0 < z(y—x) ;
d’ol 'assertion, grice 4 la distributivité,

b) On a la « régie des signes »

Lecasde 0 < xet 0 < yest réglé par (1).

Sixg0et ysg 0 ot a (¢f. groupes): 0 € —x et 0 € —yp, Dol
S (=x) (- et0<

Six<0et0<y onalsg (—x)y cest-d-dire 0 £ —xy, ou encore
xy < 0. Dememe510 < xetys<O

— Remarquens que, dans le cas ot 'ordre est total, pour tout x € 4,
ona:0<x%

¢) ProposITION, — Un anneau non nul, totalement ordonné, est de carac-
téristique nulle,
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Compte tenu de 1* = 1, la remarque précédente fournit 0 < 1, et méme
0 < 1, puisque 'anneaun est non nul. Par récurrence, on en déduit 0 < n 1,
et donc n | # 0, pour tout naturel non nul #, ]

3° Ordre sur Z, — THEOREME. — Il existe une et ume seule relation d’ordre sur Z qui
fasse de Z un annean totalement ordonné, Cette relation, qui prolonge 1’ordre sur N, s’éerit :

x <y <> y—xeN, (2)

— Le dernier calcul montre que, pour toute solution éventuelle on doit avoir N < Z,,
ce qui entraine —-N c Z_ et N =Z,.
— Etant donné que
N+N=N,NN=N,Nn(-N)={0}, Nu(-N}=Z

il existe une et une seule relation d’ordre total sur Z, telle que Z, = IN ; c’est (2). C’est la seule
relation d’ordre sur Z que nous considérerons dans la suite. |

4° Valeur absolue. Dans un anneau totalement ordenné, la valeur
absolue vérifie, outre les propriétés i) et i) relatives au groupe sous-jacent
(¢f. 3.5.1, 4"), la propriété

i) [xy| = |x] |y (vérification aisée).

5° DEFINITION. — On appelle corps ordonné tout corps dont ’anneau
sous-jacent est ordonné,

Dans un tel corps deux €léments non nuls, inverses 1'un de Pautre, ont

le méme signe,

EXEMPLE IMPORTANT, -— Soit (4, +, -, €) un anneau intégre totalement ordonné et X
son corps de fractions (3.4.2). Nous allons montrer qu’il existe sur X une, et une seule relation
d’ordre qui prolonge celle de A et qui fasse de X un corps totalement ordonné.

Si une telle relation existe, pour tout x € K, et pour toute écriture afp de x (avec p # 0),
on a, puisque x est le produit des éléments aet p~ ' de K :

sgn x = sgn (ap~ '), et donc sgn x = sgn (ap),
puisque sgn (p) =sgn (p~!), ce qui résulte de la régle des signes

Or, sgn (ap) est connu dans A ; par prolongement, sgn (ap) est connu dans XK. Ainsi I'ordre
cherché, s'il existe, est unique.

Inversement puisque a/p = (—a)/(—p) permet de se limiter 4 p > 0, on pose
P={xeK|EI(a,p)EAl2, 0<a 0<p, x=afp}
et on vérifie aisément :
P+Pc P, PPc P, Pn(—-Py={0}, Pu(—P)=K
On dispose ainsi de la relation d’ordre total sur X :
X€y<> y—xebh
Elle prolonge celle de A, puisque [’élément a de A est I'élément ¢/l de K, et A, = P n A.

En particulier, @ étant le corps des fractions de Z, nous avons :

TrEorEME, — 11 existe mme, et ume seule relation d’ordre sur @ qui prolomge ’ordre sur
Z et fasse de @) un corps fotalement ordonné.
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6° Corps archimédien. Un annean (resp. un corps) archimédien est
un annean (resp. un corps) ordonné domt le groupe abélien sous-jacent est
archimédien.

ProrosITION I. — L’anneau Z est archimédien,
Soit (g, NeZ, x(Z,\{0}).Onal < betdonca < nb,avecn =a. []

COROLLAIRE : DIVISION EUCLIDIENNE DANS Z. — Soit (a, b)eZ x Z\{0}. 1l
existe un, et un seul (g, r)e Z* tel que :

(a=bg+rya0<r<|bl)

Unicité d’'une solution éventuelle. — Laissée au lecteur.

Existence. — Sib > 0,{ne Z|nb > a} est une partie non vide de Z, minorée
par — jal (4 cause de — |a|b < a); elle admet un plus petit élément que 'on
note g + 1; on a la solution (g, @ — bq).

Si b < 0, on écrit a = (— b)g, +r, et on a la solutton (— gy, 7). |

ProrosITION II. — Le corps @ est archimédien.

Soit (x, »)) e Qe x(Q4\{0}). On a x=afp, a=0, p> 0 et y=1b/g,
b>0 g0

x < ny équivaut a4 ag < nbp, inégalité vérifiée pour n = ag, puisque
bp = 1.

REMARQUE, — Le lecteur pourra vérifier que Zx Z, muni de [’ordre
lexicographique, n’est pas archimédien.

7° Le corps R. — Nous disposons maintenant des matériaux nécessaires a
la construction de ’ensemble IR des nombres réels ; celle-ci sera traitée au
début du Cours d’Analyse ; nous utiliserons cependant I’ensemble R dans le
présent Cours d’Algébre.

EXERCICES

3.01. — Soit 4 I'anneau Z/2Z et B = A% I’anneau-produit des applications
de I’ensemble E dans A. Pour X € F(E) on note ¢y : E — A la fonction carac-
téristique de X (py(x) =1 si xe X et ox(x) =0 si x¢ X).

X —— @y est une bijection de F(E) sur B. Quelle structure d’anneau peut-on
en déduire, par transport de structure, sur (E) ? Calculer ¢y, y en fonction de

ox et @y.

3.02. — On appelle anneau de Boole un anneau 4 dans lequel tout élément x
vérifie x* = x. Dans tout I’exercice 4 désigne un anneau de Boole.

a) Montrer que, pour tout x € A, x+x = 0 et que A est commutatif.

b) Calculer xp(x+y). En déduire que si 4 posséde plus de deux éléments il
n’est pas intégre.

¢) Montrer par un exemple que A peut étre de cardinal 2. Peut-il étre de cardi-
nal 3 ?
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d) Soit R la relation dans 4 définie par x R y <= xy =x. Montrer que R
est une relation d’ordre. (A, R) est-il un anneau ordonné ?

€) Soit E un ensemble non vide, Montrer que (T(E), A, M) est un anneau de
Boole (cf. 3.1.4, in fine).

3.03. — Soit 4 un anneau de Boole (cf. exercice précédent).
a) Montrer que deux éléments de A qui engendrent le méme idéal sont égaux.
b) Montrer que tout idéal premier de A est maximal.

3.04. — a) Montrer que si x et y sont des éléments nilpotents qui commutent d’un
anneau A, xy, x+y, x—y sont nilpotents.

b) Quels sont les éléments nilpotents de Z{nZ? Donner une condition nécessaire
et suffisante portant sur n pour que tout diviseur de zéro de Z/nZ soit nilpotent,

3.05. — Soit A un anneau ; X la partie de 4 formée par I’ensemble des éléments
de la forme xy—yx, (x, ) € A2, On appelle C I'idéal bilatére engendré par X. Montrer
que, si J est un idéal bilatére de 4, pour que I'anneau-gquotient A4/J soit commutatif,
il faut et il suffit que C = J.

3.06. — Soient A4 et A" des anneaux, f: A — A’ un morphisme surjectif,

Soit I' un idéal bilatére de 4', et [ = f~(I"). Montrer que A/J est isomorphe
aAfr.

3.07. — Soient A et A" des anneaux, [ et /' des idéaux bilatéres respectivement de
A et A Soit f: A — A’ un morphisme surjectif et N = Ker f. Montrer que
AF YY) = I et que £~ (f(I)) = I+ N. Donner une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f '(f({)) = I. En déduire une bijection respectant l’inclusion entre
I'ensemble des idéaux de A’ et Pensemble des idéaux de 4 contenant N.

3.08. — Soient 4 un anneau commultatif et 7 un idéal de 4. On appelle radical
de I, et on note R(I), 'ensemble des x e A tels qu’il existe n e N\{0} vérifiant
x" e I. Montrer que R(JI) est un idéal de 4 contenant 1. Montrer que R(R(D) = R{)).
Si J est un autre idéal, montrer que R{(I nJ) = R{I) n R(J). Quel est le radical
de I’idéal (0) ?

3.09. — Un anneau intégre est dit euclidien si et seulement s’il existe une
application f£: A\{0} — N telle que :

i) alb = fla) < f(b),

0) Y{g, e Ax(A{0}) g, reA? a=bg+r et (r=0o0ufir) < f(b)).

Donner des exemples d’anneaun euclidiens. Caractériser les éléments inversibles
d’un anneau euclidien. Montrer que tout anneau euclidien est principal.

3.10. — Soit K un corps commutatif, 4 un sous-anneau de K, .S un¢ partie de
A contenant 1, ne contenant pas 0 et stable pour la multiplication.

a) Montrer que U'ensemble des éléments de K de la forme as™! (aed et se §)
est un sous-anneau de K contenant 4. On le note Ag.
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b) Si I est un idéal de A, on note Iy I’ensemble des éléments de K de la forme
isT! (iel et s 8). Comparer I et Iy n A. Etudier les idéaux de A,

¢) On prend K=Q, A =7Z et pour § 'ensemble des entiers non multiples
d'un nombre premier p ; Ag est alors noté Z,. Quels sont les idéaux de Z, 7

3.11. — Soit A un pseudo-anneau non nul. On suppose que, pour tout a 3 0
et tout b dans 4, les équations ax = b et xa = b admettent une solution unique.
Montrer que 4 est un corps. En déduire que tout pseudo-anneau fini non nul et
sans diviseur de zéro est un corps.

3.12. — Soit X un corps commutatif et X" 'anneau produit (n = 2). Est-ce
un corps ? Soit p; : K" — K la i-iéme projection (g, ..., a,) — g;. C’est un mor-
phisme d’anneaux. Montrer que son noyau est un idéal maximal.

3.13. — Soit X un corps.
a) On suppose que Yae K\{0},a" ! = —a.

Montrer que pour tout g € X, a+a = 0. Montrer que K = {0, 1}, et que réci-
proguement un corps a deux éléments répond a la question (étudier (a+1)%).

b) On suppose maintenant que ¢~ ' = —a pour tout a différent de 0, 1, —1.

— Montrer, en étudiant (14+1)%, que K est nécessairement de caractéristique
3 ou .

— Montrer que dans chacun de ces cas, K a respectivement 3 ou 5 éléments.
— Trouver tout les corps K répondant & la question.

3.14. — Soit (4, +, +) un pseudo-anneau. On Jdéfinit dans A4 la loi de composition
interne % par:.a¥% b = a+b—ab.

a) Montrer que la loi % est associative et posséde un élément neutre.

b) On suppose que A posséde la propriété suivante : il existe un élément e € 4
et un seul tel que Yxed e%x#0.

— Montrer que e # 0.

— Montrer que : Vxed edxx=e¢e

— Montrer que : YxeAd x¥%e#0 et x¥e=ce

— Montrer que (4, +, ) est un corps.

3.15. — Cet exercice fait suite & I'exercice 2.15.

a) Montrer que si d|n, le groupe (Z/nZ, +) posséde un et un seul sous-groupe
d’ordre d, noté G, ; G, est cyclique.

b) En étudiant les générateurs du groupe (Z/nZ, +) et ceux des G, démontrer :

n=73 o{d
dla
¢} Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrer que si, pour chaque diviseur d de n,
’ensemble des x de G tels que x° = e a au plus 4 éléments, alors le nombre d’éléments
de G d’ordre d est 0 ou ¢(d) (3°il n’est pas nul, considérer le groupe cyclique engendré
par un élément d’ordre 4). Montrer, en utilisant &), qu’il n’est pas possible que ce
nombre soit nul.
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d) En utilisant la notion de racine d’un polynéme, déduire de ce qui précéde
que le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique (on admettra que tout corps fini
est commutatif).

3.16. — Cet exercice est une suite de Pexercice précédent.

a) Montrer que, dans un corps commutatif K de caractéristique p, x — x¥
est un isomorphisme de X sur un de ses sous-corps. Etudier le cas K = Z/pZ.

b} Soit K un corps fini, de caractéristique p et de cardinal g.

Nous admettrons que g = p" {cf. chapitre 9, exercice 9.07) et que X est com-
mutatif.

— Montrer que si p = 2, tout élément de K est un carré :

(VxeK JyeKk x=yd).

— Supposons alors p # 2. En considérant 1'endomorphisme x —— x? du
groupe (K\{0}, 0}, montrer que ’'ensemble des carrés de K\{0} est un sous-groupe G
d'indice 2 de (K\{0}, -).

g—1

— Considérons alors I’endomorphisme x —— x 2 de (K\{0}, -}. Soit G'
son noyau. En étudiant I'indice de G', montrer que G' = G. (On utilisera le fait
que (K1 {0}, -) est cyclique, cf. exercice précédent).

¢) Soit p un nombre premier différent de 2. Montrer qu'il existe un entier »
tel que n®+1 = 0 (mod. p) si et seulement si p = 1 (mod. 4).

3.17. — Cet exercice fait appel @ des notions &’ analyse.
Soit Al'anneau des applications continues K — R, ot X est un espace compact.

«) Montrer que I’ensemble des £ e A nulles en un point donné x, € X est un idéal
maximal de A.

b) Montrer gue si un idéal I de 4 contient une application ne s’annulant pas il est
égal 2 A.

¢) Pour fed on pose Z{f)={xeK|f{x) =0} et pour I idéal de A,
Zin = ﬂ Z({f). Montrer que si Z(I) = @, il existe un nombre fini d’applications
Jel

L]
fi» oo /o telles que [} Z(f) = @. Que peut-on dire de f}+...+f . En déduire que
i=1
Z(I) = O si et seulement si [ = A.

d) Déduire de ce qui précéde, que tout idéal maximal de 4 est constitué des
applications s’annulant en un point x, € K.

3.18. — Montrer que I’application (m, n) — (m+n)? + n de N x (N\{0})
dans N est injective.

En déduire que @, et, par suite @) sont des ensembles dénombrables,

3.19. — Soit {a, b, ) €eZ>. On considére 1’équation ax+by = ¢ d’inconnue
(x,)) eZ?
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que cette équation admette

une solution, Comment peut-on déduire toutes les solutions de 'une d’entre-clles ?
Résoudre 2 520 x—3 960 y = 6 480.
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3.20. — Montrer que dans un anneau non nul totalement ordonné A, I'équation
x2+1 = 0 n’a pas de solutions. Montrer aussi que @*+ab+5* > G quels que soient
a et b dans A.

3.21, — Soit {@)); < ; « » Une famille d'éléments d’un anneau commutatif totale-

ment ordonné, Montrer :
n 2 n 2
n 2 a; > Z ay
=1 i=1

3.22. — Pour n 2> 2, on pose u, =1 +%+ +;1!-. Montrer u, ¢ N.

3.23. — Montrer: ¥ (x, y, ) e ©* (x+y:/5+z\3/4j= 0) = (x=y=z=0)

3.24. — Soit (a;, b)) < 1 < » une famille d’éléments de R x {IR\{0}) vérifiant :

VieN, O<m<bja <M

L] » »
1° Montrer : Y bl+mM ¥ al <(m+M) Y ab,
i=1 i=1 i=1
n L] + M)Z n 2
2° Montrer : ( az)-( bz) < (m + M)~ ab
i=zl ! 12:1 ' amM g:l i
3.25. — Donner des expressions aussi simples que possible des sommes :

Ci+2Ci+...+nCh;  Cl-2C+. ..+ (-1)'nC]

1. ., 1,
1 +§C,, + ... +mc,,.
3.26. — Vérifier : C5Ct,, = CECnZE+ChtenE,,.
Résoudre sur un anneau intégre 1’équation :

Cnck,  xmRHEpemich xmh L O ICh =0,
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MODULES ET ESPACES
VECTORIELS

Les espaces vectoriels sont les seuls modules dont
Pérude figure au programme des classes préparatoires.

En premiére lecture, on lira donc systématiquement
(a partir de 4.1.2°) :

— corps commutatif K au lieu d'anneau (commu-
tatif non nul) A; :

— espace vectoriel au lieu de module.

4.1. MODULES

4.1.1. Notion de module
I° DEFINITION. — Soit 4 un anneau commutatif. On appelle 4-module
{ou module sur A) tout triplet (E, +, 1) satisfaisant aux axiomes suivants :

(M) (E, +) est un groupe abélien (1'élément neutre en est noté 0} ;
(M) (L) est une loi externe sur £, 4 domaine d’opérateurs A4, telle que :

(M;,,) Yaed Vx,y)eE* aLl(x+y)=(aLlx)+ (aly);
(M;,) V(e,p)ed? VxeE @+fLlx=@lx)+BLlx;
(M) Y(a, e A* VYxekE al(BLx)=1(af) Lx;

(My4) VYxeE 1 L x=2x (1l neutre pour la multiplication de 4).

Les éléments de A sont appelés scalaires.

On parle de A - module nuf lorsque E est réduit & un élément unique, qui
est nécessairement 0.

Dans la pratique, la loi externe sera notée -, le signe - étant d’ailleurs
le plus souvent omis,

EXeMPLES, — a) Soit G un groupe abélien. Nous avons défini la loi externe, & opérateurs
dansZ, (1, x) e Z x G — nx € G. Le lecteur vérifiera que G, muni de sa loi de groupe et de cette
loi-externe, est un Z-module.

b) Soit f: A — A' un morphisme d’anneaux. L application (a, x) — f(a)-x de Ax A’
dans A’ fait de 4’ un A-module. En particulier, pour 4’ = A4 et f = Id, on obtient ce que Pon
appelle la structure canonique de A-module de A.



118 MODULES ET ESPACES VECTORIELS 4.1.2

2° Espaces vectoriels. — DEFNiTION. — On appelle K - espace vectoriel
(ou espace vectoriel sur X) tout module sur un corps commutatif X.

Les éléments d’un espace vectoriel seront en général appelés des vecteurs.

Ce chapitre sera, en fait, consacré a 1’étude des modules. Nous verrons
plus loin (chapitre 9) des propriétés spéciales aux espaces vectoriels.

4.1.2. Premiéres propriétés des modules

1° Régles de calcul. — THEOREME. — Seit E un A-module, On a, pour
tout (o, x} e AXE :

() a0=0 et a(—x)= —ax;
(N 0x=0 e (—x)x= —ax;

(i) (ex = 0) = (« est non inversible dans 4 ou x = 0).

Démonstration. —— (i) Ayant fixé « € A, considérons [1’application
h,: E — E, telle que x ~— ax, qui est appelée homothétie de rapport «.
La propriété e(x+y) = ax+oay de définition d’un module, montre que :

Vi p)€E®  hfx+y) = h(x) + h(p).

h, est ainsi un endomorphisme du groupe (E, +). Dol {i).

(iiy De méme o —— ox, pour x fixé, est un morphisme de (A, +) dans
(E, +), d’olt (if).

(iii} Soit & inversible. Alors V(x, y)e E2 y = ax <= x = a ' y. Il résulte
que 'homothétie h,, définie par x —— ax, est bijective, donc injective. Si en
outre x # 0, on a ax # 0. O

REMARQUES. — a) Dans le cas particulier d’un espace vectoriel, les éléments
inversibles du corps K sont les éléments non nuls.

b) Soit n € Z. On sait définir nx en utilisant la structure de groupe additif
de E. On remarquera alors que cet élément n’est autre que (rl)x, ol nl € 4.
Donc si nl est inversible dans 4 : (ul)x = 0 — x = 0. En particulier,
pour un K-espace vectoriel, si # n’est pas multiple de la caractéristique de X :
nx =0 —s x = 0. C'est ainsi que, si K n’est pas de caractéristique 2, on
peut écrire x+x =0 — x =0,

2° Complément sur les familles presque nulles (définies aun®2.1.1.3°). —
Soient f un ensemble et £ un 4-module. L’ensemble des familles presque nulles
d’éléments de E, indexées par I, est un sous-ensemble, que ’on note £, de
I’ensemble des applications de I dans £ que nous avons convenu de noter E’.
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Considérons deux éléments x = (x); .y et ¥ = (1)1 « r de EP, ainsi qu’un
élément A de 4. Dans E! on dispose des éléments :

x+y=Xptydier et Ax =(Ax)ip
En fait, il s’agit d’éléments de E'). Soient en effet J, K, J', J” les sup-

ports des familles x, y, x+y, Ax. Par hypothése J et K sont finis. Or on a :
J o (uK)etJ" o J; il en résulte que J' et J” sont finis O

3° Combinaisons lindaires. — DEFINITION, Soit (x;); . ; une famille
d’éléments d'un A-module E. On appelle combinaison linéaire de la famille
tout x € E anquel on peut associer une famille presque nulle («;); . ; de scalaires
de A telle que x = ) a;x;.
tel

REMARQUES. — 4) Pour une combinaison linéaire x, i! ¥ a en général
plusieurs familles («;) possibles.
) On montre comme ci-dessus : (3, @) x = 3, x.
iel isl
¢) La seule combinaison linéaire de la famille vide d’éléments de E
est 0.

4.1.3. Morphismes de modules ou applications linéaires

1° DEFINITION. — Soient £ et F deux modules sur le méme annean A,
On appelle morphisme de modules de E dans F toute application u : E — F
vérifiant les deux conditions :

() V(x,p) e E? u(x+y) = u(x)+u(y) (additivité)
) V@, x)eAXE uw(ax) = ou(x) (homogénéité).

L’usage veut que les morphismes de modules soient, dans le cas général,
appelés applications linéaires; pour les morphismes de modules particuliers,
on s’en tient 4 la terminologie du 1.6.1.

EXEMPLES. — &) Soient E et F des A-modules. L'application nulle de E dans F, qui & tout
x & E associe O, est linéaire. 8’il n’y a pas risque de confusion, on la note 0.

b) Sur un A-module, une homothétic x — ax est un endomorphisme de module ; c’est
un automorphisme si o est inversible dans A.

¢) Tout morphisme « : G ~» H de groupes abéliens devient une application linéaire lorsque
G et H sont munis de la structure de Z-module introduite au 4.1.4, 1°,

REMARQUE. — Un méme ensemble pouvant &tre muni de structures de module sur plusieurs
anneaux, on peut étre amené 4 préciser qu’une application est A-linéaire.

2° Propriétés. — Soient E et F deux A-modules, et #: E — F une
application.
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a} Pour que u soit linéaire, il faut et il suffit qu'elle vérifie :
Vie,fed® VY{x,p)cE® wulax+py) = aul(x)+pu(y). (h

En effet, si u est linéaire on a, d’abord : w(ax+ fy) = u(ax)+u(By), et
ensuite (1).

Inversement, si & vérifie (1), on constate, en faisant d’abord ¢ = § = 1,
et ensuite § = 0, que u vérifie les axiomes de définition d'une application
linéaire. '

by Plus généralement, si u est linéaire, si (x,); ., est une famifle déléments
de E, er si (&;); . ; est une famille presque nulle de scalaires, on a

(Y ax) =Y aulx,). (2)
ief iel

I suffit en effet de vérifier (2) lorsque la famille f est finie, ce que Pon
fait en raisonnant par récurrence,

c) Si u est linéaire, il s’agit, en particulier, d’'un morphisme de groupes
abéliens, Dol : w(0p) = 0p; VxeE u(—x)= —u(x)

3° Composition d’applications lindaires, — De [’étude pénérale des
structures algébriques on déduit :

a) Soienr E, F, G des A-modules, et u: E — F, v: F — G des appii-
cations linéaires, Alors v ou esr une application linéaire de E dans G.

by Soient E, F des A-modules, et u: E — F une application linéaire.
Pour que u soit un isomorphisme de A-modules, il faut er il suffit que u soit
une bijection ; on sait qu'alors u™" est, elle aussi, linéaire.

4° Notations. — Soient E et I des A-modules. On note :

o [, (E, F) I'ensemble des applications linéaires et Isom,(E, F} celui
des isomorphismes de E dans F

e £,(£) I'ensemble des endomorphismes ;

o Aut,(E) celui des automorphismes de E, que i"on note aussi GL,(E)
et que I'on appelle groupe linéaire de E.

Lorsqu’aucune confusion n’est & craindre, on se dispense d'écrire 4 en
indice.

L'étude de ces ensembles sera faite au chapitre 9.

4.2. SOUS-MODULES, MODULES PRODUITS, MODULES QUOTIENTS
4.2.1. Sous-modules

1° DErFmiTION. — On appelle sous-module d’un A-module (£, +, -} tout
A-module de la forme (E’, +, -), ot E’ est une partie de £ stable pour les
lois + et -, munie des lois induites. Par abus de langage, on parle alors du sous-
modude E’ de E
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Le lecteur vérifiera que les sous-modules d’un A-module en sont les sous-
groupes stables pour la loi externe.

L’injection canonique d’un sous-module dans un module est une appli-
cation linéaire.

Les sous-modules d’un espace vectoriel sont appelés sous-espaces vectoriels.

2° Caractérisation, — THEOREME. — Soient (£, +, ) un A-module et
E' une partie de £. Pour que £’ soit un sous-module de £, il faut et il suffit que £’
soit non vide, et stable pour les lois + et -.

— La condition est nécessaire d’aprés la définition d’un sous-module,
et le fait qu'un module n’est jamais vide.

— Supposons la remplie. Il suffit d’écrire —y = (— 1)y pour constater que
¥(x,y)eE xE' x—yek,

Comme E' # @, il en résulte que £’ est un sous-groupe, et — par suite de la
stabilité pour la loi externe — un sous-module de E. (]

REMARQUE. — On obtient une autre caractérisation des sous-modules
en remplagant la condition de stabilité par :

Y{x,fle A* VY(x,y)eE xE ax+fyek’,
étant entendu que I'on conserve la condition de non-vacuité,

ExEMPLES. — a) Scit £ un A-module ; {0} et E sont des sous-modules de E.
b) Soient 7 un groupe additif, et H un sous-groupe. H est aussi un sous-Z-module de G.

¢) Soient A un anneau commutatif, 7 une partie de A; I est un sous-module du A-module
A si et seulement si ¢’est un idéal de A.

3° Image directe, image réciproque d’un sous-module par une applica-
tion linéaire. — THEOREME. — Soient £ et F des A-modules, et v : E — F
une application linéaire.

Si £’ est un sous-module de £, u(E’) est un sous-module de F.

Si F' est un sous-module de F, &~ !(F') est un sous-module de E.

Gréce au théoréme analogue déja démontré pour les groupes, il ne reste
qu’a vérifier la stabilité pour la loi externe, ce qui se fait sans difficulté. O

Cas particuliers. — a) L’image de u, Im 4 = w(E), est un sous-module
de F.
b) Le noyau, Keru = u~ '(07), est un sous-module de E.

Les propriétés des morphismes de groupes sont encore valables ici, et en
particulier u est injective si et seulement si Ker v = {0g}.
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4.2.2. Modules produits

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient ( (¥, +, *) ), . ; une famille de
modules sur un méme anneau 4. Sur P’ensemble produit E = H E,, nous dis-
posons des lois : iel

G ertOdicr=xitYdier A e = (Ax o 1

Alors (E, +, -) est un A-module, appel¢ module produit des (E; +, ).

Nous avons déja vu (2.1.3), que (E, +) est un groupe abélien. La véri-
fication des autres axiomes de structure de module est laissée aux soins
du lecteur. C’est ainsi qu’il constatera, par exemple, qu’étant donnés les
scalaires «, f, et I’élément x = (x;); .; de E,on a:

(2+fyx = ((a+B)xdicr,  ax+Bx = (ox;+Bxi 1.
Comme dans le module E; on a : {«+f)x; = ax;+ px, il en déduira :
(a+f)x = ax+fx. O
Remarquons par ailleurs que chaque projection p; : E—> E;, définic par
(x.); « 1 —— x; est une application linéaire surjective.

EXEMPLES. — a) * L’ensemble R" des n-uples (x, ..., x,) de réels peut étre muni d’une
structure de R-espace vectoriel en posant
(X gs s )T 1s oy Jad = (it p4, o, Tt 30)
Xy, s X)) = (X, ey X,).

b) Soient X un ensemble non vide quelconque, et £ un A-module. EY = F(X, E) peut
gétre muni d’une structure de A-module, qui sera la seule que nous considérerons par la suite :

Pour (f, g) € E¥*x EX¥ et a € A, on définit f+ g et of par :

VxeX (f+g9)(x) =/x+g9(%)
YxekX (af) (x) = af(x).
2° THEOREME. — Soient £ et F deux A-modules. L’ensemble £(E, F)
des applications linéaires de £ dans F est un sous-module du 4-module F*,

Nous avons vu que l'application nulle E — F est linéaire ; d’olu
£(E, F) # @. Le lecteur vérifiera aisément que la somme de deux applications
linéaires et que le produit d’une application linéaire par un scalaire sont des

applications linéaires. O
3° Application linéaire a valeurs dans un produit. Soient [] F; un
iel
A-module produit, et £ un autre A-module. Une application u : E —> [ F;
iel

est déterminée par une famille (,); . ; d’applications u; : E — F;. On vérifie
facilement que # est linéaire si et seulement si les #,; le sont.
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On définit ainsi une bijection de £(E, [] F,) sur [] £(E, F,). On vérifierait
iel tel

qu’il s’agit d’un isomorphisme de 4-modules.

4.2.3. Modules guotients

1° THEOREME. — Seit £ un A-module. Les relations d’équivalence compa-
tibles avec les lois de F sont les relations de la forme x—y € F, olt F est un
sous-module de E.

— Soit R une relation d’équivalence compatible avec les lois de module
de E. Puisqu’elle est compatible avec la loi de groupe abélien, il existe un
sous-groupe additif F de E tel que x R y signifie x—yp e F.

R étant en outre compatible avec la loi externe de E, pour tout
(a,x)e AxF on a axeF (en effet xe F s’écrit x R0, ce qui entraine
ax R a0, c’est-d-dire ax e F). F est donc un sous-module de E,

— Inversement soit F un sous-module de E. En convenant que x R y
signifie x—y € F, on détermine une relation d’équivalence sur E, compatible
avec la loi de groupe abélien. On constate qu’en outre x Ry, qui s’écrit
x—y & F, entraine (pour tout x € 4), a(x—y) € F, donc ax—ay € F, c’est-a-
dire ax R ay. R est ainsi compatible avec la loi externe, O

THEOREME ET DEFINITION. — Soient £ un A-module, F un sous-module
de E, et E/F ’ensemble quotient de E par Ia relation d’équivalence x—y s F.
Celle-ci est compatible avec les lois de structure, et, muni des lois quotients,
E[F est un A-module, qui est dit quotient de £ par F. La surjection canonique ¢
est une application linéaire.

En effet nous connaissons déja la structure de groupe abélien de E/F
et nous savons que la surjection canonique est un morphisme de groupes.

D’autre part, (1.6.4), @ est un morphisme surjectif du module (&, +, -)
sur le triplet (E/F, +, *), par lequel les propriétés des lois de A-module de E
sont transmises aux lois de E/F (1.6.2, 2°). Il en résulte que E/F est un A-module
et que ¢ est un morphisme de modules. O

2° Décomposition canonique d’une application lindaire. — [ suffit
de reprendre la décomposition du morphisme de groupes sous-jacents et de
remarquer que la relation d’équivalence utilisée « x —y € Ker /' » est également
compatible avec la loi externe (Kerf étant un sous-module du module de
départ), pour &tre en mesure d’énoncer :

THEOREME. — Soient / : E — E' une application linéaire, ¢ la surjection
canonique de E sur E/Ker f, et j I’injection canonique de Im f dans E’. Alors il
existe une, et une seule, application linéaire / de E/Ker f dans Im f telle que
f=jofo g, et c’est un isomorphisme ; /" est définie par :

¥ X € E/Ker f, YxelX, f(X)=/fx.
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4.3. INTERSECTION ET SOMME DE SOUS-MODULES

4.3.1. Intersection. Sous-module engendré

1° THEOREME. — Seit (M)); ., unme famille de sous-modules d’un
A-module E. Alers [} M, est un sous-module de E.

iel
Démonstration habituelle.

Application. — Soit X une partie quelconque du A4-module E. Il existe
des sous-modules de E contenant X, E lui-méme par exemple.

L’intersection de tous ces sous-modules est un sous-module contenant
X, et c’est le plus petit, au sens de I'inclusion. On pose :

DERNITION. — On appelle sous-module de £ engendré par X, et on note
Mod (X)), le plus petit sous-module de £ contenant X. Si Mod (X) = E, on dit
que X est une partie génératrice de E,

Dans le cas ou I'anneau de base est un corps K, on parle du sous-espace
vectoriel engendré par la partie X du K-espace vectoriel £, et on note Vect ( X).

DEFINITION. — On appelle sous-modute engendré par la famille (x}); . ,
d’81éments du module E le sous-module de E engendré par Ia partie U {x;} de E;

si ce sous-module est E, on dit que (x,); . ; est une famille génératnce de E.

Les deux points de vue se rejoignent car 4 toute partie X € E on sait
associer canoniquement la famille d’éléments de E obtenue par injection
canonique, a savoir (3,),  x 04 ¥, = x; on appelle combinaison linéaire de X
toute combinaison linéaire de la famille ainsi associée & X. Nous aurons 1’occa-
sion de constater que le point de vue des familles est le plus intéressant dans la
pratique.

THEOREME. — L’ensemble M des combinaisons linéaires d’une famille
(x)); « 1 4’é1éments d’un 4-module E est le sous-module engendré par Ia famille.

Contenant 0, M est non vide. D’autre part, d’aprés une remarque du
4.1.2, 2°, M est une partie de E stable pour les lois de module. Ainsi M est un
sous-module de E. D’autre part M contient tous les x;.

— Tout sous-module de E contenant tous les x; contient toutes leurs
combinaisons linéaires ; il admet donc pour sous-ensemble M, qui est ainsi
le plus petit sous-module de E contenant tous les x;. [

4.3.2. Somme d’une famille de sous-modules, somme directe
1° Somme, — THEOREME ET DEFINITION. — Soit (M;}; . ; une famille

de sous-modules d’un A-module E. On appelle somme des M, et on note Y. M,
iel
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le sous-module de £ engendré par (] M,; cette samme n’est autre que F’ensemble
tel

M des sommes Y x,, oii (x,);.; parcourt ’ensemble des familles presque nulles
iel

d’81éments de E, telles que x; € M; pour tout i € I,

On montre, comme ci-dessus, que M est un sous-module de E contenant
| M, et que c’est le plus petit.

iel

REMARQUE. — Pour I = N, on peut noter M, +...+ M,, aulicude } M,

iel

2° Somme directe d’une famille finie de sous-modules, - THEOREME ET
DEFINITION, — Seoit (M), < ; < , une famille finie de sous-modules d’un

A-module E. L’application i du module-produit f[ M, dans le module E,
définie par (x,, ..., x,) — x;+..+x, est linéair'e= ;1 elle est dite application
canonigque, I.a somme Z": M|, qui est Pimage de i, est dite directe si et seulement
si i est injective ; la s:);nlme se note alors iél M,ouM,®..0OM,.

En particulier E est somme directe des M, si et seulement si ¥ est bijective.

La linéarité de  se prouve sans difficulté.

n
REMARQUES. — @) La somme Y M, est directe si et seulement si :
i=1

V(X .. X ) € 1:[ M, (x;+...4x,=0 = (x;=...=x=0 1)

i=1

ce qui traduit Ker i = (0, ..., 0), ou encore si ..

Vxe Y M, 3I(xy...x)e [ M; x+..+x,=x )
1= i=1

by En particulier on a E= @& M; si et seulement si tout x € E peut
i=1
s’écrire d’une et d’une seule maniére :

x=x+...+x, avec x;€ M, pour tout i € N,.

L’élément x; & E, ainsi associé A x est dit composant de x dans M.
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THEOREME. — Soient M, .., M, (n = 2), des sous-modules d’un
A-module E. Pour que lenr somme smt directe, il faut et il suffit que

i—1
Vie[2n] M;n Y M, = {0}
i=1

La condition est nécessaire. — Supposons que la somme est directe.
i-1

Etant donné i € [2, n), soit x un élément de M; n ), M. On dispose d’une
égalité de la forme x = x,+...+x;_. i=1

A condition de convenir que x; désigne {—x) et que, pour k € [i+1, #],
x, désigne 1’élément 0 de M,, cette égalité s’écrit :

n
Y x, =0, avec x,eM, pourtout ke[l,n]
k=1

D’aprés (1), il en résulte, en particulier, x; = 0, c’est-a-dire x = 0. |
La condition est suffisante. — Supposons qu’elle est remplie et considérons
un élément (x, ..., x,} de M, x...x M, tel que x,+...+x, = 0.

Si x4, ..., x, n’étaient pas tous nuls, en désignant par i le plus grand des

indices k tels que xk # 0, on aurait ’égalité de I’élément non nul —x; de M,
-1

et de ’élément Z x; de Y M, en contradiction avec I’hypothése. On a
=1 i=1
donc:x; = .. =x,=0.
La condition (1) se trouve remplie et [a somme M +...+ M, est directe. []
3° Projecteurs. — DEFINITION I. — On appelle projecteur d’un A-module E
tout endomorphisme idempotent de E, c’est-d-dire tont e e £, (E) tel queece = ¢,
DerNITION II. — Une famille (¢), . ; de projecteurs d>un A-module E est
dite orthogonale si et seulement si on a e; 0 ¢, = 0 dés que i 3 .

THEOREME. — Seoit £ un A-module, somme directe d’une famille finie
(M), < 1 < » de sous-modules. En associant 4 x € E son composant dans M,
on définit e¢; : £ — E. La famille (¢)); ¢ ; < , st une famille orthogonale de

projecteurs, telle que ) e = Id.
1=

Tout x € E s’écrivant de maniére unique x = x,+...+x,, x;€ M,, on

a posé x; = e/(x). La linéarité des e, et I’égalité Y e = Idg sont évidentes.
i=1

Pour x e M,, la décomposition unique de x est nécessairement x = x,
ce qui exige e,(x) = x, et ¢;,(x) = 0 pour j # i.
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Pour x € E, on peut appliquer le résultat précédent & e{x) € M, D’olz :
VxeE e0efx)=efx) et e;0e(x) =0 pourj#i
En d’autres termes : ¢;0e; = ¢; et e;0e; =051 j#i. d

THEOREME RECIPROQUE. — Seit (¢;); ¢ ; ¢ , une famille orthogonale finie

£

n

de projecteurs d’un A-module E telle que > e = I[d;. Alors E est somme
i=1
directe des images A des e; et les ¢; sont les projecteurs associés a cette somme

directe.

— Nous avons vu au n® 4.2.1, 3° que M|, image de ’endomorphisme e,
du modaule E, est un sous-module de E.

De

IIM:

e,=1Idg, ondéduit: VxeE x= Y efx)

i=1 i=1

n
D’aprés efx) € M, il en résulte : E = Y M, Reste a prouver qu'il s’a-
i=1
git d’une somme directe.
-— Soit x € M, ; on peut lui associer y €E tel que x = efy) ;
de e;oe; = e, on déduit efx) = e;0e(y) =e(y)=x; pour j#1i de
e;0e; =0 on déduit efx) = 0.

-1
Considérons maintenant xe|M;n Y M j), (2 €i<n) Cest que
i=1
x € M;et quil existe (xq, ..., Xi_JEM % .. x M,_ telque x = x,+...+x;_ .
i-1
En utilisant e (x) = x et e{x;}) = 0 pour i # j, de ¢(x) = Y e(x)
1

on déduit x = 0. Ainsi : i=

i-1 n
Vie[2,n] M;n Y M;=1{0}, ouencore E = @ M, (cf2°. O
i=1

i=1

4.3.3. Sous-modules supplémentaires

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient £ un A-module, M et N des
sous-modules de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
iYE=M®BN ;

HYE=M+Ne Mn N=1{0};

iif) YxeE INx, x,) e Mx N X = X+ Xy,

On dit que M et N sont des sous-modules supplémentaires dans E si, et
seulement si ces assertions sont vraies.

H s’agit de cas particuliers d’équivalences prouvées au 4.3.2., 2°

RappelonsquesiE = M & N, (x,, x;} ——> x, +x, est un isomorphisme
de modules qui applique M x N sur E.
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ExEmMPLES. — @) Dans tout A-module E, les sous-modules E et {0} sont supplémentaires.

b) Soit A un anneau commutatif. Ax{0} et {0} xA sont deux sous-modules sup-
plémentaires du module 4 x 4.

* ¢) Dans le module A[X] des polynémes & une indéterminée, les polynémes constants et
les polynémes de valuation non nulle constituent deux sous-modules supplémentaires,

2° Sous-modules supplémentaires et projecteurs. — Comme cas
particuliers du théoréme du 4.3.2., 3°, nous avons :

THEOREME, — Soient £ = M@ N, et u et v les endomorphismes de E qui
donnent de x € E, écrit sous la forme x;+x, (x; € M, x, € N), les images
x, et x,. Alors u et v sont des projectenrs orthogonaux tels que u+ov = Id; ;
on dit que  (resp. v) estle projecteur sur M (resp. N) parallélement a N (resp. M)

REMARQUE. — OnsaitqueImu = MetImv = N. Montrons Ker u = N
et Kerv = M. L’inclusion Im ¢ < Ker # résulte de uo v = 0. Inversement
u(x) = ODentraine x = x—u(x) = v(x), et donc xeIm v; d’olt Keru < Im v,
On obtient ainsi Ker 4 = N. On échange ensuite A et N.

CoOROLLAIRE I. — Soient M et N des sous-modules supplémentaires dans
un A-module E. Alors M et E/N sont des modules ¢canoniquement isomorphes.

Dans la décomposition canonique jo# o ¢ du projecteur u : E — E,
on sait que @ : EfKeru — Imu est un isomorphisme de modules. O

On peut aussi constater que la restriction ¢, & M de la surjection canoni-
que ¢ : E — E/N, qui est évidemment linéaire, est surjective ainsi qu’on le
montre en utilisant M+ N = E, et qu’elle est injective puisque son noyau
M ~ Ker @, qui s’écrit M n N est {0}

On a d-ailleurs ¢, = (@)~ L.

CoroOLLAIRE II. — Tous les supplémentaires d’un seus-module (s’il en
existe) sont deux 4 deux canoniquement isomorphes.

En fait on peut exhiber des exemples de sous-modules n’admettant pas de
supplémentaire. Par contre on démontre que tout sous-espace d'un espace
vectoriel admet un sous-espace supplémentaire (mais, dans le cas général, il
faut pour cela utiliser ’axiome du choix).

THEOREME RECIPROQUE. — Soit v un projecteur de E. Alors Im # et Ker u
sont supplémentaires dans £, et les projectewrs associés a la décomposition
E=Imu®Kerusontuetv = [dg—u.

Compte tenu de wou = u, on obtient vow = wov = 0. On en déduit
vov=vo(ldg—u) = v—vou = v Ainsi v est un projecteur.
On a: w+v =1dg et wuov =0. D’aprés la réciproque du 4.3.2,, 3°,
on a donc :
E=Imu@ Imo.
On prouve Imo = Ker# en raisonnant comme dans la remarque
précédente. O
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4.3.4. Complément : somme directe externe

Soit (M)); . ; une famille quelconque de sous-modules d*un A-module E. On ne peut plus
parler, comme pour une famille finie, de I'application de [ M; — E qui & (x)), . ; associerait
Z x;. iel
lel

Cela nous améne & considérer le sous-ensemble de ] M, constitué des familles presque

nulles. tel
1° On montre sans difficulté ;

THEOREME ET DEFINITION. — Soit (£}), . ; une famille quelconque de modules sur vn méme

amneau A. Le sous-ensemble M de [| E; comstitué des familles (x;); . ; presque oulles est un
iel

sous-module du module produit. On I’appelle somme directe externe des £;, et on lenote M = [ [ E,.
iel
ExEmMPLE. — Socient / un ensemble non vide et 4 un anneau commutatif considéré

comme module sur lui-méme. Nous avons (¢f. 4.2.2, 1°) structuré en A-module I'ensemble A7
des applications de  dans A, ou familles de scalaires indexées par /. Celles de ces familles qui sont
presque nulles constituent un sous-module de A', que I'on note AP ; on verra au chapitre 6
qu'il joue un rdle important.

2° Revenons 4 la famille (M), . ;, de sous-modules d'un module £ ; on vérifie facilement que

I"application de ]_I M, dans E qui & toute famille presque nulle (x)), . ; associe 2 x; est linéaire.
lel

DErnTioN. — On dit que E est somme directe de la famille de sous-modules (M), . ; si
et seulement si Papplication (x),.; — E x; de 11 M, dans E est un isomorphisme, On
ie

écritulors : E= & M, tel
iel
En d’autres termes E = @ M, signifie que tout x € E peut s’écrite d’une seule maniére

iel

x = Y x;, avec x; € M; pour tout i (la famille (x,) étant presque nulle).
iel
On pourrait étendre certains des résultats obtenus lorsque 7 est une famille finie. On montre-

rait que E = @& M, équivaut i
isl

E=Y M e VYiel M‘”,g.‘"f{o}

lel
(le théordme donné dans le cas d’une somme finie est plus fort).

REMARQUE. - Soit (E), . ; une famille quelconque de modules sur un méme anneau A.

Notons M, le sous-ensemble de 11 E; formé des familles (x;), .; olt x; = 0 pour tout { s j.
Ped

M; est un sous-module de I E, isomorphe 4 E;. Le lecteur montrera en exercice que I E; est
el iar
somme directe des sous-modules M :

]_IE;=@M;

sl iel

ce qui justifie le nom de « somme directe externe ».

4.4, STRUCTURE D’ALGEBRE

1° DEFINITION. — Soit A un amneau commutatif. On appelle A4-algébre
(ou algébre sur 4} tout quadruplet (E, +, %, *) satisfaisant aux axiomes suivants :

(4!, (E, +, ) est un A-module,
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(A46,) (E, +, %) est un anneau,
(AL Yae 4 Vix,yeE* (ax)%y=x% () =ax%y.

On qualifie de commutative toute algébre dans laquelle la multiplication
interne (%) est commutative.

REMARQUES. — a) Rappelons que, d’aprés notre définition des anneaux,
la loi % admet un élément neutre appelé élément-unité de 1'annean, et aussi
élément-unité de ’algébre.

b) Dans l'axiome Al,), on pourrait n'imposer a4 (E, +, ¥) que d’étre
un pseudo-anneau ; on parlerait alors d’algébre unifére dans le cas ot % a
un €lément-unité (seul cas auquel nous nous intéressons).

ExXEMPLES. — 4) Soit 4 un anneau commutatif, En considérant simultanément les
structures d’anneau et de A-module déja introduites sur A, on fait de 4 une A-algébre commu-
tative.

b) Soient A un anneau commutatif et J un ensemble non vide ; A" muni des structures
d’annean-produit et de module-produit est une A-algébre commutative.

* ¢) Nous rencontrerons des algébres de polyndmes et des algébres d’endomorphismes
d'un module. ,

2° Morphismes d’algébres. -— Ce sont les applications linéaires qui sont
en méme temps morphismes d’anneaux.

3° Sous-algébre. -—— DEFINITION, — On appelle sous-algébre d’une A-
algébre (E, 4, %, -) tonte A-algébre de la forme (£', +, %, ), ol E’ est une
partie de E stable pour les lois +, % et -, munie des lois induites.

Le lecteur veérifiera que les sous-algébres d’une A-algébre en sont les sous-
anneaux stables pour la loi externe.

4° Algébres engendrées. — Comme pour les structures algébriques déja
rencontrées, on montre que l'intersection d’une famille de sous-algébres d’une
A-algébre E est une sous-algébre de E. La sous-algébre engendrée par X < Eest
Pintersection des sous-algébres de E qui contiennent X.

EXERCICES

Tous les modules considérés sont des modules sur un anneau A.

4.01. — Soient M et N des sous-modules d'un méme module. Montrer que
(M+ N)/N est isomorphe & M{(M n N).

4.02. — Soit Eun moduleet u e £(E). Onnote Cy, = {veL(E) jrou =uov = 0}.
Montrer que C, est un medule isomorphe & L(Efu(E), Ker u).

4.03. — Soient M — N des sous-modules de E. Un note Ey(E, M) ’ensemble
des applications linéaires de £ dans M dont le noyau contient N. On considére
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d'autre part l'ensemble GY des automorphismes « de £ tels que:
YxeN uly)=x et YyxefE nx)—xe M.

Montrer que » — Id 4o est une application de £4(E, M) dans GY. Que peut-on
dire de cette application ? Qu'en déduit-on pour Gy ?

4.04. -— Soient £, E|, ..., E, des A-modules. On suppose qu’il existe des applica-
tions linéaires u; 1 E; — Fetv,: £ — E, (i =1, .., n) vérifiant :

H
v;ou; = kg, r;ou; =0 pour i # j et Y w0 = ldg.
=1
n
Montrer que £ est isomorphe i [] E; (on exhibera un isomorphisme et I'iso-
morphisme réciproque). i=t

4.05. —Soient £ un 4-module, et v € £(£). On désigne parf I’ensemble des endo-
morphismes P(u), ot Ped[X]. (Si P=agg+a X+...+a,X", on pose:

Plu) = agldg+a u+...+aul).

On note C 'ensemble des endomorphismes de £ qui commutent avec w.
a) Montrer que ¥ et C sont des sous-modules de L(E), et quesf = C.

b) Soit v e £. On dit que x est un u-générateur de E si F est le plus petit sous-
module de £ contenant x et stable par ». Soit ¢, 'application linéaire ¢ —— o{x)
de L(£) dans E. Montrer que x est un w-générateur de E si et seulement si la res-
triction & :f de ¢, est surjective.

c) Montrer que si x est un w-générateur de E, alors la restriction & C de ¢, est
injective. En déduire que si £ posséde un u-générateur alors i = C et £ est isomorphe
ac.

4.06. — Seient £, F, G trois sous-modules d’'un A-module Af. Est-il vrai que
En(F+G)={EnFY+ (EnG) )
EA(FHENG) = (EnF) + (EnG)? @)

4.07. — Soit E un K-espace vectoriel. Soient A4 et B des parties de E.

Comparer :  Vect (4 v B) et Vect (4) v Vect (B)
Yect (A n B) et Vect {A) n Vect (B)
Vect (Vect (A4)) et Vect (A).

4.08. — Socient £ un module et 4, B, C trois sous-modules de E tels que :

AnB=AnC, A+B=A4A+C, Bc C

Montrer que B = C.

Sur des exemples, montrer que ce résultat devient faux lorsqu’une des trois
hypothéses est absente.
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* 409, — Soit E I’espace vectoriel des applications continues de IR dans R. A
tout f € Eonassocieg = @(f), telle que :

x+1
glx) = f 1f(t)df-

x-

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2) L’application ¢ est-elle injective 7 surjective ?

4.10. — Problémes universels.

a) Soit (M); . ; une famille de A-modules et M = []| M, le A-module produit.
iel

Soient p; : M — M, les projections. Montrer que pour tout module E et toute famille
(#)); « 1 Papplications linéaires u, : E — M, il existe une unique application linéaire
Ui E — Mtelleque Viel u,=p,ou

Montrer que si un autre module M’, muni d’une famille p; € L(M’, M)) vérifie
la propriété démontrée pour M, il est isomorphe 4 M. (On déterminera u € £(M, M")
et ve(M’', M) grice aux propriétés vérifiées par M et M’ et on montrera que
uov = Idy et vou = Idy).

On dit que M est solution d’un « probléme universel ».

b) Etablir une propriété analogue pour la somme directe externe A M, en

définissant cette fois des applications linéaires de M, dans |1 M,. el
iel

¢) On se pose le probléme suivant ; £ étant un A-module et F un sous-module,
trouver un module M et ¢ € ((E, M) telle que F = Ker ¢ et vérifiant la propriété
universelle : pour tout module E' et u € £(E, E') telle que F < Keru, il existe une
unique application linéaire v : M — E' telle que v = v o .

— Donner une solution de ce probléme.

— Montrer qu’elle est unique i un isomorphisme prés.




d
NOMBRES COMPLEXES

Ce chapitre constitue une révision de notions acquises
en classes terminales.

5.1.1. Construction du corps C. Premiéres propriétés

1° Rappel. — On munit 'ensemble R xR des lois de composition
internes :

Addition : () + () = (x+x,y+y).

Mudtiplication : (x, ¥} - (X', y') = (xx'—yp', xy'+x'y).

(RxR, +) est le groupe produit de (R, +) par lui-méme. L’élément
nul est (0, 0) ; 'opposé de (x, y) est (—x, —»).

On vérifie que le triplet (R xR, +, ) est un corps commutatif, que ’on
note € ; les éléments de € sont dits nombres complexes.

L’élément-unité est (1,0) ; I'inverse de Iélément non nul (x, y) est
(x/(e* + %), —pi(x*+27)).

2° ProPOSITION, -— L’application j : R — C, définie par x — (x, 0), est
un morphisme injectif de corps.

Vérification immédiate. — Il en résulte que IR est un corps isomorphe
au sous-corps j(R) de €, auquel on I'identifiera.

2° Construction de la R-algébre €. — Nous utiliserons ici des défini-
tions et des résultats du chapitre 9.

On munit R xR de la loi de composition externe %, &4 domaine d’opéra-
rateurs R :

o % (x, v} = {ax, ay).

On vérifie d’abord que le triplet (R xR, +, %) est un R-espace vectoriel,

et ensuite que le quadruplet (R xIR, +, -, %) est une R-algébre, commutative
que I’on note eacore T.

Comme tout (x, y} € € s'écrit a % (1,0) + B % (0, 1) d’une, et une seule

fagon (= x, p = y), on peut affirmer que ((1,0), (0, 1)) est une base du
R-espace vectoriel €, qui a ainsi pour dimension 2.
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3° Notation définitive.—L’élément (0, 1) de € est noté / ; on a convenu
d’identifier 3 R le sous-corps j(IR) de € qui lui est isomorphe, ce qui permet
d’écrire x pour (x, 0).

Pour tout z = (x, y) nous avons : z = (x, 0) (1, 0) + (¥, 0) (0, 1), ce que
nous écrirons dorénavant : z = x+iy.

Notons que i = —1. D’autre part la loi externe s’écrit :
o ¥ (x+iy) = ax+i-ay

ce qui permet de la noter multiplicativement, ¢t de considérer z = x+iy
comme I’expression de z dans la base fermée de 1 et i du R-espace vectoriel €.

DEFINITION. — A tout nombre complexe z = x - iy on associe ;

— sa partie réelle Re (z) = x et sa partie imaginaire Jm (z) = y,

— le nombre complexe conjugué 7 = x—iy.

Ona: z+Z=2Re(z); z—7 =2 3m (2) ; z=f <> zeR.

Si Re (z) = 0, on dit que z est un nombre imaginaire pur.

ProprosiTion. — L’application z —— Z, dite conjugaison, est un auto-
morphisme involutif du corps € qui laisse invariant tout dlément de R.

Vérification aisée. — Inversement soit ¥ un automorphisme de € qui laisse invariant tout
xeR.Onau(0) =0;d ol u(l) # 0, & cause du caractére bijectif de w. De u(1+1) = u(1)-u(l),
on déduit «(l) = 1. A partir de {#()]* = u(i*) = —u(l) = —1, on obtient [u{HI*+1 =0,
c'est-a-dire (u(¥)—¥) (u(@)+{) = 0. Donc «(i) ne peut étre que i ou —i, et donc u ne peut étre
que D'identité et la conjugaison, qui conviennent d’ailleurs.

4° 1] existe des relations d’ordre sur IR xR (par exemple I'ordre léxico-
graphique), mais aucune d’elles ne fait de € un corps totalement ordonné
(3.5.2).

En effet tout carré étant positif, on devrait avoir i*? > O et 1 > 0, d’olt
14+i? > 0, ce qui n’est pas possible.

5.1.2. Module d’un nombre complexe

1° DEFINITION. — On appelle module du nombre complexe z = x+iy le
réel positif |z| = /27 = x2+y2
Ona: [z[=|-z2[=|2]; siz#0, 27! = 3(|z[%);

|3m(2) | < |z] ; | Re(2) | € [z], avec égalité si et seulement si ze R .

2° THEOREME. — L’application z —— |z| de € dans IR, est une norme,
ce qui signifie qu’elle posséde les propriétés,
(i Vzel |z =0 == z=0

(i) Viz,z2) e €*  |z2'| = |z[-|Z'|
(i) ¥ (z, z) €C*? lz+2'| € |z|+]|2'] (inégalité triangulaire)
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La vérification de (7) est immédiate ; (i) résulte de :
lzz']? = (22')-(22) = (z2)* (2’2"} = |z} - |2'|~
Pour vérifier (i) écrivons :
lz4+2'|* = (z42)(Z+2) = 2]+ |2'|* + 22 +2'2
zz'+2'Z, qui est réel, s’écrit Z+ Z ou 2 Re (Z), avec Z = z3',
On a vu 2Re ()< 21|Z). 1 |Z] = )z|-1Z).
D’ob : lz+z2'|% < |22+ 2’2+ 2lz|- |Z'] O
L’égalité a lieu siet seulement si Re (Z) = |Z], ou Re (Z) € R,. Si 2" = 0 cette condition

. z .
est remplie ; sinon, compte teni de z = W z', elle s’écrit z/z" e R .
4

En raisonnant comme au 3.5.1, 4° (valeur absolue), on établit :
lzl— '] < lz—2’|.
Comme ci-dessus, il y a égalité si, et seulementsiz’ = 0 ouz/z’ e R,.
Enfin, on démontre par récurrence :
[Z1 o Zgl = |2q]]20) €8 |20 Font2,] € 20|+t (2,

3° THfOREME. — L’ensemble U/ des nombres complexes de module 1
est un sous-groupe du groupe multiplicatif C\{0}.

Puisque |zz'| = |z]- 2|, I'application z — |z| de C\{0} dans IR\{0} est,
en effet, un morphisme de groupes multiplicatifs ; I/ est le noyau de ce
morphisme, O

5.1.3. Argument d’um nombre complexe non nul

1° A) Présentation simplifice (classes de premiére année). — On part
des fonctions cosinus et sinus, telles qu’elles ont été étudiées dans les classes
secondaires. On pose :
e’ = cos t+i sin ¢

On remarque : e~ = cos t—isint = e,
Dol : e" " = (cos t+1sin £) (cos ¢—isin £) = cos? t+sin? ¢ = 1
et: le"| = 1.

On dispose donc de I'application # —— e de IR dans U, ensemble des
nombres complexes de module 1; cette application est dite exponentielle
imaginaire ; elle est continue, et dérivable ;

g—(e") = —sint+icost = e
3
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Elle vérifie : VY (t,t)eR?  ef.g" = "
En effet, (cos ¢+isin ¢)-(cos t' +isin ¢') s’écrit :
cos ¢ cos t'—sin ¢ sin t' + i{sin  cos ¢’ +cos t sin 1)
ou : cos (t+¢') + isin (t+¢').
L’application est surjective. En effet, étant donné (a+ib) e U, il existe
une mfinité de t e R tels que e = a+ib, c’est-A-dire cost = a et sint = b.
Ils se déduisent de I'un d’eux par addition de 2k n, k e Z, et constifuent

donc un élément de R/2nZ (le nombre = est ici celui qui a été introduit
dans les classes secondaires).

En particulier e'f = 1 s'écrit cosf = 1 et sint = 0, ol ¢ € 2nZ.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer :

THEOREME FONDAMENTAL. — L’application 1 —— ¢' est un morphisme
surjectif continu du groupe (IR, +) sur le groupe (U, ). Ce morphisme, dont le
noyau est le sous-groupe additif 2 7 Z de IR, induit un isomorphisme du groupe
(R/2 nZ, +) sur le groupe (U, -), qui sera noté .

(La fin du théoréme résulte de la décomposition canonique d’un mor-
phisme surjectif).

Formule de Moivre. — D’aprés 2.1.2, 2° nous avons :

YneZ VteR () = e

B) Présentation définitive. Nous résumons ici une étude qui sera
détaillée au IV.3.3./ {on fait abstraction de tout ce qui a été dit sur les fone-
tions circulaires dans les classes secondaires).

— On définit 'exponentielle complexe, comme ’application de € dans €

qui 4 tout z € € associe & = Z —, somme d’une série absolument conver
nz0 .
gente..
On constate ¢® = |; on montre e -¢” = ¢ 7, et ] = X (1)

— On montre que 'exponenticlle complexe induit un morphisme de
groupes continu, surjectif mais non injectif, de (T, +) sur (€\{0}, -).

— On dispose ainsi de 'exponentielle imaginaire, application de R

i i inr
dans C telle que t — €', avec & = Y ( ?
az0o i

L) r o= . ) P x d i PR
D’aprés la régle de dérivation d’une série entiére : a(e') =ie"

De (1), on déduit : V (1, ') e R? gif.ef = o 1+,
(4]

On constate ™ = ¢™. Comme e ¢ = ¢” = 1, on a |e"| = I.
On constate |e*] = | si, et seulement si z € R.

— On définit les applications cosinus et sinus de R dans R par :
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1 ] —it
2—,:- (e‘ —€ ).

cost = Re(e") = %(e"-i—e_“), sint = Im(e") =

On calcule : ¢cns? t+sin? ¢ = 1.

— On montrc que I’application ¢ —— ¢ induit un morphisme continu
de groupes, surjectif mais non injectif, de (R, +} sur (U, -), dont l¢ noyau
est de la forme aZ, ol a est le plus petit réel ¢ strictement positif tel que
e = 1. On pose a = 2n. On constate que { — ¢'* est périodique et que
le groupe de ses périodes est 2n Z.

-~ On constate que n/2 est le plus petit zéro positif de 'application
cosinus. On peut alors ctudier les applications cosinus et sinus et montrer,
en particulier, que chacune admet 2rZ pour groupe des périodes.

2° Argument —— DEFINITION. ~— Soit z un nombre complexe non nul.

On appelle argument de z, ¢t on note Arg z, P’image de 1’él1ément Zde U par

PPapplication ¢~ ' (¢f. théoréme fondamental). 121

Arg z est ainsi un élément de R/2x Z, ¢’¢st-a-dire une classe de congruence
modulo 2r ; par abus de langage, tout représentant de cette classe sera
appelé un argument de z.

On a ainsi la forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul :
z =re'% ol rest |z] et ol 6 est un argument de z.

Cette écriture est unique, a cela prés que le réel @ n’est connu qu’a 2 k=
prés, k € Z. On passe de I'une 4 'autre des formes algébrique z = x+iy
et trigonométrigue z = r ¢'® par :

r= Jx2+yt: cosB = x/Jxi+p?; sin0 = y/Jx*+)?
et : x=rcosB; y=rsind.

La forme trigonométrique s’impose dans le cas ol interviennent des
produits et des puissances entiéres de nombres complexes non nuls.

On a, en effet, grace aux propriétés du morphisme 7 —s &' :
WO+ ... +8y)

re.r e =r...re

et (r )" = 1" ™ (neZ).

5.1.4. Racines n-iémes d’un nombre complexe

1° DEFINITION. — Etant donnés z € € et n € N\{0}, on appelle racine
n-iéme de z tout Z € € tel que Z° = z.

Il est bien évident que z est I'unique racine n-iéme de z dans les cas :
a) n = 1, z quelconque ; by z = 0, n quelconque,

Dans la suite, n désigne un entier strictement positif, donné.
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2° THEOREME. — Tout nombre complexe non nul a » racines n-idmes.

On se donne z # 0 par son module r # 0 et un représentant 6 de
son argument. On cherche Z e C, et d’ailleurs Z e C\{0}, tel que Z° = z
Soit p le module de Z et « ur représentant de son argument.

La condition s’écrit: p" e"® = r e'?,

¢’est-a-dire : p=r et ni=0+2kn, keZ
ou encore ! p=\7; et a=g+k2?n, keZ.

En convenant que, lorsque la typographie I’exigera, nous écrirons exp (it)
pour ¢, les racines n-iémes de z = r e'? sont les nombres complexes :

Zk=f/rexp(i(g+ki—n)), kel. (N

Notons que, du fait de I’égalité des modules, on a Z,. = Z, si, et sculement
si:

' 2?“ =k Z?n (Mod 2m) ou k' = k (Mod n).

On obtient donc toutes les racines n-iémes distinctes de z en faisang
décrire 3 & un intervalle de Z de la forme [k,, ko+n—1], ol &k, est arbitraire-
ment choisi.

3° Les racines n-iémes de P'unité, — THEOREME. — L’ensemble U, des
racines n-iémes dn nombre complexe 1 est un sous-groupe, cyclique et d’ordre n,
du groupe multiplicatif U/ des nombres complexes de module 1.

Draprés (1), les éléments de U, ont pour module 1 et s’écrivent :

wk=exp(kg—!n—n), 0<k<n-1.

2i .
Posons @ = exp (—:E) On en déduit w, = o*; w, est 1.
On constate que U, qui s’écrit {1, o, ..., @" '}, est le sous-groupe mono-
géne du groupe multiplicatif U engendré par I'élément . O

D’aprés le n° 2.3.3, (U,, -} est isomorphe 4 (Z/nZ, +) et les éléments qui engendrent U,
sont les w, tels que 1 € k < n—1 et que &k soit premier avec n ; on les appelle racines n-idmes
primitives de I'unité. Remarquons qu'une racine n-idme est primitive si, et seulement si elle n’est
pas racine p-idme, avec 1 € p < n.

REMARQUE. — Reprenons I'expression (1) des racines n-iémes de z # 0.

Ayant choisi arbitrairement ["une d’elles Z, , nous avons :
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2in
Zk=Zkoexp (k—ko)—n— » kOSkSkU-FH—l

ou, en faisant intervenir les racines n-idmes de 1 :

Z, = Zy, wy, O0<Ig<n-L
2in
CAS PARTICULIERS. — On pose encore @ = exp e
n=2:alors w = —1 ; les racines sont 1 et —1.
n=3: alors w = v—%-i—il/i-?- se note j ; les racines sont 1, j, j*; on

vérifie j2 = J.

n=4: alors @ = i ; les racines sont 1, i, ~1, —i.

Les racines primitives sont : —1 dans le cas de U, j et j dans le cas de Uy, iet i® = —i
dans le cas de U,. On peut constater que dans chaque cas la somme des racines est 0 ; ¢’est

général : pour n = 2, la somme des racines de Z"—1 = 0 est 0 (¢/. relations coefficients-racines
d’une équation, 8.1.2).

4° Complément sur les racines carrées. — Soit z € C\{0). D’aprés I'étude pénérale, z a
deux racines carrées, qui sont opposées ; 4 partir dez =-re'?, elles s’écrivent \/F' exp (i0/2) et
— Jrexp (i0/2).

A partir de z = a+ b, on peut les calculer sous la forme Z = X+iY, Clest trivial si& = 0.
Supposons b # 0 ; il s’agit de résoudre le systéme 4 ’inconnue (X, ¥) e R?

(0 X2—Y*=a A 2XY=0

Toute solution de (I) vérifie

{n X4(-¥Y)=a A X>(-YH=-—bYd

Pour toute solution de (I), X* et (— Y?) sont solutions de t*—at—b*/4 = 0, qui admet
deux racines réelles non nulles, de signes o ntraires que nous pouvons calculer sous la forme
a® et —f% avec a > 0 et § > 0. Nécessairement X* = o? et ¥? = f§2. Revenant A (I), on
obtient les racines cherchées sous la forme

a+ief et —(x+ief) avec e=sgnh

5° L’équation du second degré sur €, — Soit T(Z) = aZ’+bZ+e,
a#0.
On a: T(Zy=a Z+£- — — |, avec A = b*—daec.

a 4q?
. s . b
Si A =0, T(Z)al'unique zér — 5

SiA# b, on désigne par & et —4 les racines carrées de A ; T(Z) a deux
ZETOS
—b+4 —b -6

2a et 2a
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5.1.5. Interprétation géométrique d’un nombre complexe

1° Rappel. — On a obtenu en classe de premiére les résultats suivants ;

— Soient E un plan vectoriel euclidien, (9, o} le groupe abélien des
rotations de E, W, I’ensemble des vecteurs unitaires de E,

On définit une relation d’équivalence 3 sur U x L, par :

(L) X (@, 0)<=> IJred @ =r(etd =r().

Les €léments de [’ensemble-quotient (X = Wb x WK sont dits angles de
vecteurs unitaires ; angle (3, 7') désigne ’angle dont un représentant est
I'élément (3, 7') de U x W.

On constate qu’étant donnée r € O, ’ensembile des (7, 7') tels que 2’ = r (9)

est un angle, que 'on peut noter y(r), et que | est une bijection de O sur & ;
si @ = ¥ (r), on dit que « est I’angle de la rotation r. En posant

ata’ =y ooy (2]

on définit sur & une addition, telle que 3 soit un isomorphisme de groupes
de (0, 0) sur (&, +).

Notons que dans les questions d’angles, tout vecteur unitaire peut étre
remplacé par tout vecteur colinéaire, non nul et de méme sens,

— Pour aller plus loin, il faut orienter E. On peut alors associer
biunivoquement & toute rotation r € O un élément ® de R/2n Z tel que r soit

représentée dans toute base orthonormale directe de E par la matrice ortho-
gonale droite

o = [z?:g —s:; g] , ol 8 est un représentant quelconque de ©.

On dit que © est la mesure de la rotation r, et que la mesure d’un angle «
est celle de la rotation ¥ ™ '(a). On constate que les groupes (9, ©) et (&, +)
sont ainsi rendus isomorphes au groupe (R/2x Z, +), donc au groupe (U, ) ;
en fait on a associé a la rotation (resp. a 'angle) de mesure © 1’élément de U
dont 'argument est ©.

2° Applications, — Soient & un plan affine euclidien orienté, E le plan
vectoriel associé, (0, €;, €3) un repére orthonormal direct de &.
A chaque a € § on peut associer biunivoquement son affixe z = x+1y,

telle que Oa = xe; +y¢; on dit que a est I'image de z. On constate que :



5.1.5 NOMBRES COMPLEXES 141

|z] est la distance euclidienne des points O et a (longueur Qa) ; si z # 0, Arg z

est la mesure de 'angle (e,, Oa).

Dans ce contexte, interprétons les opérations sur €,

Addition : si z et z' sont les affixes de a et @', alors z+z' est 'affixe de s
tel que Os = Oa+ Ob.

Multiplication : si z et z' sont les affixes, supposées non nulles, de g et a’,
et si zz’ est [affixe de p, alors (e, étant le point d’affixe 1) ;

o 0
|zz'|-[1] = |z|-|2'| se traduit par la relation entre longueurs O—P' = O—a
a e,
Arg zz' = Arg z+ Arg z’ se traduit par ['égalité d’angles
angle (e;, Op) = angle (el, 0a)+angle (eb Od' )

ou angle (Oa’, Op) = angle (el, Oa)
Il en résulie que p est 'homologue de & dans la similitude du plan affine
orienté & qui a pour centre O et transforme e, en a.

A tout nombre complexe z # 0 on peut faire correspondre biunivoque-
ment dans un plan affine euclidien orienté §, la similitude directe de centre
donné O, qui admet pour rapport |z| et pour angle Arg z. On en déduit :

ProposITION. — Le groupe (C\{0}, ‘) est isomorphe au groupe (8,0) des
similitudes directes de centre donné.

—21

3¢ Interprétation d’un quotient 7=z
—-z3"

On reprend la notation du 2° et on considére quatre nombres complexes z,, z,, 23, 24,
deux a deux distincts, dont les images sont notées a,, @;, 43, d4.

La bijection € — E, considérée ci-dessus associe 4 z,—z, et z,—z; les vecteurs a,a,

— o
et a,a, ; en utilisant

z z z
—| = l——]- et Arg{—|=Argz-Argz’,
zl |zll zl
on obtient
Zys— 2 aa Zy— 2 —_— —
22N =2 Arg 227 7Legt la mesure de I'angle (a5a,, a,43)
Z,— 23|  dade Za—1I3

Cette interprétation a des applications multiples. C’est ainsi qu’on sait que les quatre points
sont cocycliques ou alignés si et seulement si 1’angle

angle (a3ay, aya;) — angle (a3ay, a5d;)

est égal A I'angle nul ou & I'angle plat.

. . . Zy—2Z 24— Z
En faisant intervenir le rapport p = 2—2:2 2
2y =25 Iy 74

détermination de Arg p est 0 ou =, c'est-a-dire que p est un nombre réel.

, cette condition exprime qu’une

ExempLE. — Pour tout z € {0} les points d’affixes z, z~!, 1, —1 sont cocycliques ou
alignés ; on calcule, en effet, dans ce cas: p = —1.
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4° Remarque. — 1l est naturellement possible d’adopter pour plan E
le R-espace vectoriel € muni d’une structure euclidienne et orienté par la
convention que (1, i) est une base orthonormale directe.

5.1.6. Applications a la trigonométrie

On notera que, quand on utilise la présentation B du n® 5.1.3. on obtient
les formules usuelles de trigonométrie 4 partir de

cos* x+sin’x = 1 et ) = gt g

cette derniére fournissant les expressions connues de cos (6+8') et sin (6+8").

1° Quelle que soit la présentation utilisée, nous allons déduire d’autres
formules de
exp [i
k

" n
xk) +isin ( Y, x,,) = [T (cos x;+i sin x,).
k k=1

=1

1=

1 k=1

x,,] = [T exp G

ce qui s’écrit :

COS(
k

En écrivant que deux nombres complexes égaux ont méme partie réelle
et méme partie imaginaire, on obtient des expressions de € = cos (Zx,) et
§ = sin (Zx,).

C’est ainsi que pour r = 3, en posant ¢, = cos Xz et 5, = sin x, :

1=

1

C = €103€3—C 15353 —C2535; — €355,
S = 510363+ 5,650, +5361€3 = 55253
Sous réserve que x,, x;, X3 €t x;+x;+x,5 ne soient pas égaux i nf2, modulo =, on en

déduit en posant 7, = tg x;, et T =tg (T x,).

ity — 10,
T= .
1—(ty8+t123+1313)

2° Expressions de cos nx et sin nx, (n € N\{0}). — Par la formule de Moivre
cos nx+i sin nx = (cos x+1isin x)",

Dol en désignant par p et g les parties entiéres de n/2 et (n—1)/2 :

P
cosnx = 3 (—I* C¥* cos" * x.sin®* x
k=0

q
sinnx = ¥ (—1)* C** cos™ 7 x-sin®™* T x
k=0

On notera que cos #x est un polyndme de degré n en cos x, dans lequel le coefficient domi-
nant est 14+ CE4 ... +C¥ =271,
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De méme sin nx est le produit de sin x par un polyndme de degré n—1 en cos x, dans
lequel le coefficient dominant est CL4C7 +... 4 CH*+1 = 2%~ 1,

Six # nf2 et nx # /2 (Mod 1), on calcule tg nx = sin nxjcos nx ou

q
kzo (_l)k C£k+1 tgzx+1 x

P
L (-1 C gt

tgnx =

Expressions de cos” x et sin” x, (n e N\{0}). — Ce sont les plus impor-
tantes ; elles ont de nombreuses applications en analyse. On part de

2"cos® x = (" +e By ; sin"x =i " (e —e” )

On développe par la formule du binéme et on regroupe les termes équi-
distants des extrémes, dont les coefficients sont égaux au signe prés.

On obtient, en distinguant n = 2petn = 2p+1 :

p—1
22771 cos?? (x) = ;Zo Ch, cos 2(p—k)x + 1/2 C5,

?
227 cosP+1 (x) = kzo Cs,ercos[2(p—k) + 1] x

1
2227 gin?P (x) = (= 1)" ¥ (—1)*C%, cos2(p—k)x + 1/2 C3,
¢

P
227 §in?P* (x) = (= 1) kzjo (—D*C},., sin [2(p—k) + 1]x.

EXERCICE. — Calculer les sommes

C, = cos x+cos (x+h)+...+cos.(x+(n— 1))
S, = sin x+sin (x+A)+..+5in G+H— 1R

n—1
Formons : C,2+iS, = ¥ exp(i(x+kh)).

k=0

En posant e™ = o, il vient :

n—1
C,+iS, =" ¥ o,
ey

8i w = 1, ¢’est-a-dire si & = 0 (Mod 2r) on a sans calcul :

C,=ncosx et §,=nsinx
Sinon on écrit ;
. ' —1
C"+ls,.=€'x?uf1“.

On utilise l'artifice qui consiste 4 écrire :

nfl wn,’l - nf2

w —w
ml,’z ml,'z_w-uz

C.+iS, = ¢*
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ou
.« _ sin(nh)2 . n—1
C,+iS, = ik 77 exp[i (x + 3 h)]
ou enfin :
_ sin(nh)/2 n—1 . _ sin(nh)j2 . n—1
C, = sin A2 oos(x+ 3 h), S"_qu'i_s'n(x+ 5 h).
EXERCICES
5.01. — Trouver le module et I’argument des nombres complexes suivants :
. fa\z0
(1+cos @+isin@)"; (1 ';':‘1/3) .

5.02. — Résoudre les équations :

8

z i P+ (5-20)z+5-5i=0; z*—30z+289 =0.

. l
J3-i

5.03. — Résoudre ’équation : (z+1)" = cos2na+isin2na (g réel donné,
n entier donné) d’inconnue z € €. En déduire une expression simple de

Pla) = u]:Il sin (a + -k—n—) .
k=0 h

5.04. — Soient g € C, et n un entier non nul. Montrer qu’une condition nécessaire
et suffisante pour que 1’équation :

1 - n . .
(1:3 =a ait n racines réelles est : |al = 1.

Calculer alors les n racines.

5.05. — Trouver les racines complexes de 1’équation x*+6x3+9x%+100 = 0.
z—i—1\* .
5.06. — Trouver ’ensemble des nombres complexes z tels que ] soit réel.

5.07. — Soient « et § deux nombres réels. Calculer les sommes :
n n n
Y Ccos{a+kf); Y Crsin(a+kf)y; Y (—1) cos(a+kp).
k=0 k=0 k=0

5.08. — Calculer Ies sommes : (xR et cos o # 0) :

cos ko 2 sin ko
K=o cos* o ¥=1 cos® &
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5.09, — Résoudre I'inéquation cos x-cos 2x-cos 3x >

-\3 =\2 .
5.10. — Résoudre (Z'“,) +(z+'_) + (Z+'_)+1 = 0.
Z=—1 Z—1 zZ—1

5.11. — Soient a et b deux nombres complexes. On pose ¢ = % . Montrer :
1° (el = 1) <> (lal = 1) v (Ibl = 1);
2° (le| < 1) == (la] < 1) A (|b] < 1)

0O | =

5.12. — Calculer :

n-i n—1

Y otet ¥ (1) pour o = exp (2!—-”) , (n e N\{O}).
k=0 k=0 n
5.13. — Calculer les sommes :
Y (—1)*27%cos ku; Y (-3ci
k=0 2k€a

5.14. — Calculer les sommes :
So=Cl+C34Cl+...; S, =C+C+...; 5=C+C+...

Généraliser (en remplagant 3 par p).

5.15. — Montrer que les points d'affixes z, z’, z” sont alignés si, et seculement si

111
z 2 2}=0
zz
5.16. — Déterminer 'ensemnble des points du plan complexe dont 'image z

vérifie I"'une des conditions suivantes :
1° Les points d’affixes 1, z, z* sont alignés ;
2° Les points d’affixes 1,z,z7}

3° O est le centre du cercle inscrit au triangle dont les sommets ont pour affixes

z,z%, 2%,

et 1—z sont cocycliques ;

5.17. — Montrer que les trois nombres complexes a, b, ¢ sont les affixes des
sommets d’un triangle équilatéral si et seulement si :

a*+b*+c¢® — bc—ca—ab = 0.

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que a, b, ¢ soient les affixes
des sommets d’un triangle rectangle isocéle.
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5.18. — Etant donné z € C\{0}, on désigne par A, A’, M, M’ et P les points
daffixes I, —1,z, z7 ' et u = %(z+z_1).

1° Montrer que la droite D, est la bissectrice de ’angle des demi-droites
PA et PA’

2° Comparer les bissectrices de 1'angle de Dy, et D,,,., avec les bissectrices de
I"angle de Dy et Dy
QP MP
04~ MA®
I’affixe du point générique @ de I' en fonction d’un paramétre angulaire 0 (et des
constantes z et #). En déduire I’affixe du centre Q de T, et montrer que 4’, Q et M
sont alignés.

3° Soit T le cercle ensemble des points ( tels que Exprimer

5.19. — Image d’une droite contenant @ (resp. d’un cercle de centre Q) par
la transformation z —— 1/2 (z+2"1!). Celle-ci est-elle surjective ?

5.20. — Relation entre les nombres complexes « et § pour que les racines de
z*=2az+ B = 0 aient un module commun,

5.21. — Soit P € C{X] tel qu’il existe M e R, vérifiant :
VzeC€ |z| =1 = |P(2)| € M.
Montrer que chacun des coefficients de P a un module au plus égal 4 M.

(On pourra poser @ = ex 2in
P P BRRAVTY!

) et étudier les P(w")).

5.22. -— On considére des points 4,, d’affixes z, (k € N,). Ces points sont sup-
posés deux & deux distincts et distincts de O.

z i . .
On pose g, = —%_ et on suppose Y 4, = 0. Soit m un point quelconque
d’affixe z. |l k=1

a) Montrer que Y, 4, (z—z,) est un réel négatif indépendant de z.

b) Montrer :

T Izl < él izl )

k=1

¢) On suppose n > 3. Ecrire les conditions sur z pour que (1) soit une égalité.
d) Interprétation : étant donné un triangle ABC, dont les angles sont inférieurs

a Z%r trouver les points M du plan de ABC réalisant le minimum de MA+ MB+ MC.
523, — Etudier la suite sur C, de terme général u,, définie par la donnée de :

1
Ug = & et Ynz0 Uppy = 5(u,,+|u,,|).
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5.24. .— On compléte € par un « point & I'infini », et on note T=cu {o0}.
On appelle homographie toute application f: € — € de la forme :

f(2)=az+bsi w{—‘—i,w}; f(—§)=oo; f(oo)=fc.

cz+d

1° On pose : U={zeC||z| = 1}. Trouver toutes les homographies f telles
que f(U) =R

22 0Onpose: P={zeC|Jmz> 0}, D={zeC||z|] < 1}

Trouver toutes les homographies f telles que f{P) = P.

z—i
Montrer que z —— P transforme P en .D.

En déduire toutes les homographies f telles que f{D) = D ; comparer au résultat
obtenu au 1°

3° Trouver toutes les homographies f telles que f* = Idg.

5.25. — Soit Z[i] 'anneau des entiers de Gauss, c’est-d-dire 1’ensemble des
nombres complexes de la forme a+ bi, avec (g, b) e Z2.

a) Yérifier que Z[i] est un anncau intégre, et que son corps des fractions est
isomorphe 4 Q[i], ensemble des complexes de la forme a+ bi, avec (a, b) e Q2.

b) Soit £: Z[i] — N définie par fla+bi) = a®>+b>. Montrer que f est un
morphisme de (Z[/], -) dans (N, *). En déduire le groupe des €léments inversibles
de Z[i]. Le nombre 2 est-il irréductible dans Z[i] ? Plus généralement, p étant un
nombre premier, étudier Uirréductibilité de p dans Z[f] (utiliser 1'exercice n® 3.16).

V2
5=

d) Montrer que si ax eZ[i] et f eZ[i]\{0}, il existe ¢ et r dans Z[i] tels que
o = Bg+r avec f(r) < f(B). Y a-t-il unicité du couple (g,+) ?
En déduire que Z[i] est euclidien (cf. exercice 3.9), donc principal.

e) Reprendre cette étude avec Z[+/2] et f: a+b+/2 —> a®—2b%

¢) Soit z ¢ €. Montrer I'existence de Z e Z[i] tel que |z—2| €




6
POLYNOMES

' Conformément a la terminologie du chapitre 3
un anneau non nul admet un élément-unité noté 1, distinct
de 0. Dans tout ce chapitre A (et parfois A) désigne
en général un anneau commutatif non nul, K désigne un
corps commutatif.

6.1. ALGEBRE DES POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

6.1.1. Polynéme a une indéterminée

1° Rappel. — Les notions de support d’une famille, et de famille
presque nulle d’éléments d’un groupe commutatif ont été données an
n°® 2.1.1, 3°,

Une suite sur un ensemble 4 est une famille d’éléments de A indexée par
N, ou encore une application de N dans A.

2° DEFINITION. Soit A un anneau commutatif. On appelle polynéme
a une indéterminée A éléments dans A toute suite presque nulle d’éléments de 4.

Un tel polyndme sera noté provisoirement
P= (an)n eN OU P= (aOv seny By )

Les a, € A (qui sont tous nuls & partir dun certain rang), sont appelés
coefficients du polyndme P ; on dit que a, est le coefficient d’indice n.

La suite nulle est dite polynéme nul. Un polynéme dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf, au plus, I'un d’entre eux est appelé mondme:

L’ensemble des polyndmes a une indéterminée i coefficients dans [’anneau
commutatif 4 est noté A[X], par dérogation avec la notation générale du
n° 4.1.2, 2°, qui voudrait qu’on le désigne par 4™,

REMARQUE. — De la définition de I’égalité de deux applications il résulte
que deux polyndmes P = (a,), . n et O = (b,), c x SONt égaux si et seulement
si, pour tout entier n, on a 1’égalité a, = b,. En particulier P = (g}, . st
le polynéme nul si et seulement si pour tout entier n, a, = 0.
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6.1.2. Addition et multiplication

1° THEOREME ET DEFINITION, — Soient P et Q deux polynémes de A[X],
a, et b leurs coefficients d’indice n. Alors les deux suites dont les termes d’indice n
sont respectivement

G=a,+h, et d,= Y ab, =3 ab,

pta=n k=0
sont des polyndmes, respectivement appelés somme et produit de P et Q ; on les
note P4+ Q et P Q.
11 s’agit de vérifier que les suites considérées sont presque nulles,
Par hypothése il existe deux éléments n, et my de N tels que

4)) Si n > ng, alors a, = 0 si n > my, alors b, = 0.
On en déduit : si n > sup (ng, mg), alors a,+5, =0
et : sin > notmg, alors Yy a,b,=0.

ptg=n

En effet, comme p et g sont positifs, 'inégalité p+g > n,+m, exige
P > ng ou g > myg, et donc ag,b, = 0. a

Notons que ’hypothése (1) conduit & d, 4, = a,, by, . En effet I'égalité
p+q = ng+m, implique :

(p=no Ag=mg) v (g >mg) v (p>ne).

Ce résultat sera repris au 6.1.5, 4°.

Ainsi A [ X]est muni des deux lois de composition internes (P, Q)—— P+ 0
et (P, Q) —— P-Q que nous appelerons addition et multiplication.

2° ProPOSITION. — Le couple (A[X], +) est un groupe commutatif, sous-
groupe du groupe additif A™.

Cela résulte de la définition de 1'addition dans A[X] qui est induite par
I’addition dans A" : le polyndme nul est I’élément neutre et I’opposé du poly-
néme P = (a,), . n €5t le polynéme noté —P = (—a,), . n

3° THEOREME. — Le triplet {(A[X], +, -) est un anneau commutatif non
nul.

Compte tenu du 2% cela résulte de ce que la multiplication des polynémes
est commutative, distributive par rapport 4 ’addition et qu’elle admet pour
élément neutre le polynéme non nul dont tous les coefficients sont des 0,
sauf a, qui est 1. A titre d’exemple, vérifions I'associativité (les autres pro-
priétés étant triviales) :
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Soient P=(a), cn» Q = (b )}ncn et R = (c,), .y trois polynémes de
ALX].

P-Q=(d),.n avec d,= Y a,b,

ptg=n
(P'Q)'R = (en)nsN avec e, = Z d_;cr = Z ( Z apbq) C,
s+r=n s+r=n ptg=s
donc = Y (Y abe)= Z a,bge,.
s+r=n ptg=x +g+r=n

{Nous avons utilisé la distributivité de la multiplication par rapport & I’ad-
dition dans I’anneau A, I’associativité de la multiplication dans A et le fait que
tout triplet d’entiers p, g, r tels que p+q+r = n s'écrits+r = navecptg =5
et réciproquement).

En écrivant, grice 4 la commutativité : P-(Q-R) = (@ R)'P, le calcul
précédent fournit :

P-(Q-R) = (f)en avec f,= Z chrap‘

ptet+r=n
ce qui montre que pour tout entier n, f, = e,. O

REMARQUES. — a) La multiplication dans A[X] n’est pas induite sur 4[X] par la multi-
plication dans I'anneau-produit AM. {4[X], +, -) n'est donc pas un sous-anneau de A™.

5) L’unité de ’anncau A[X] étant le polynéme (1,0, ..,0,..) ol 1 est I'élément wnité
de A, les deux anneaux A et A{X] ont la méme caractéristique.

4° PROPOSITION. — Si A est un anneau intdgre (en particulier si A est
un corps), alors I’anneau A[X] est intdgre.

On sait déja que I'anneau A[X] est commutatif.

Soient P et @ deux polyndmes non nuls, a, et b, leurs coefficients d’indice
n. Dans N, les ensembles {n e N | a, # 0} et {neN | b, # 0} sont non vides
et majorés ; chacun d’eux admet un plus grand élément. I1 existe donc n,
tel que a,, # 0 et a, = 0 pour n > n, ; de méme il existe m, tel que b,,, # 0
et b, = 0 pourm > m.

Soit ¢, le coefficient d’indice » du produit P+ Q. Considérons en particulier

Cno+mg = Z 8y b!'
pra=mpt+my
Une remarque faite au cours d’une démonstration au 6.1.2, 1° nous a
APPriS QUE Cpyimg = Gpo Drig 3 cOmme le produit de deux ¢éléments non nuls
de I’anneau intégre 4 est non nul, nous avons ¢, 4+, # 0,etdoncP-Q # 0. O

Plus généralement, sans I'hypothése d’intégrité de 4, on a C, 4, # 0
dés que a,, ou b, n’est pas diviseur d¢ 0 dans A4.
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6.1.3. La A-algébre A[X]

1° DEFINITION. — Soient P un polynéme de A[X], g, son coefficient d’indice
n, et b un élément de ’anneau A. Alors Ia suite dont le coefficient d’indice n est
¢, = ba, est un polyndme, appelé produit du polynéme P par le scalaire » ;
onlenote b L P.

On a en effet ¢, = 0 dés que a4, = 0.

REMARQUE. — Cette loi externe sur A[X] est la loi induite par la loi
externe du module-produit A¥. C’est pour la distinguer de la multiplication
que, provisoirement, nous l’avons notée 1.

2° THEOREME. — Le triplet (A[X], +, L) est un 4-module, et, en parti-
culier, un espace vectoriel si 4 est un corps.

Le quadruplet (4[X], +, -, 1) est une A-algébre commutative.

1l s’agit 12 d’une conséquence immédiate des définitions des lois sur

A[X]. a
REMARQUE. — A[ X] est un sous-module de A", mais n'en est pas une sous-algébre.

6.1.4. Plongement de 1’algébre A dans 1’algébre A[X]

ProrosiTion. — L’application j: 4 — A[X], qui & a € A fait corres-
pondre le polynéme :

@) .ntel que ag =a, eta, =0sinz1

est un morphisme injectif d’algébres.

La démonstration de cette propriété est laissée au lecteur. Suivant un abus
de langage classique, on « identifie » alors ’anneau A et le sous-anneau
j(A) de A[X)]. Les polynémes de j(4) portent alors le nom de polyndmes
constants et sont notés comme les éléments de "anneau A dont ils sont I'image
par j. En particulier le polynéme nul et le polynéme unité de A[X] sont notés
O et 1. Remarquons que le produit du polynéme P = (a,), . y par 1’élément
a de A peut alors s’interpréter comme le produit du polyndme j(a) par le
polynéme P si bien que la loi externe peut étre notée comme la loi produit,
ce que nous ferons dorénavant.

6.1.5. Degré et valuation d’vm polynéme

1° Les ensembles N U {— o0} et N U {+o0}.

Adjoignons & l'ensemble N un élément noté —co pour constituer un
ensemble N U {— o0}, et procédons de méme en adjoignant un élément noté
+ o0 pour constituer N v {+o0}.
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Chacun de ces deux ensembles est totalement ordonné par la relation
< définie sur cet ensemble par

Pourtoutne N U {—x}, —0 € n
Pourtoutn e N v {+w},n € +©
Pour tout (n,, n,) € N2, n; < n, est I'ordre dans IN.

Chacun des ensembles est ensuite muni d’une loi de composition interne +,
compatible avec I'ordre, définie sur cet ensemble par

Pourtoutn e N u {—oo},n+(—0) =(—w0)+n = —w©
Pourtout 7 e N U {+ o0}, n+(+ ) = (+00)+n = + o0
Pour tout (n,, n,) € N2, n,+n, est la somme dans N,

Notons que sur chacun des deux ensembles I’addition est associative et
commutative.

2° Degré et valuation, — THEOREME ET DEFINITION. — Seit P = (g,), . n
un polyndme de A[X].

Si P n’est pas nul, son support {n €N | @, # 0} admet un plus grand
élément, qui est dit degré P et noté deg (P) ; ce support admet aussi un plus
petit élément, qui est dit valuation de P et noté val (P)};ona : val(P) < deg (P).

Si P est nul, on convient que le degré P est I’élément — o0 de N w {— w0},
et que la valuation de P est 1’élément + oo de N v {4+ 0},

Un polynéme est, par définition, une famille & support fini. Si P # 0, le
support de P est une partic non vide et majorée de N (notons que si P =0
ce support est vide). |

Remarquons qu’on a val (P) = deg (P)si, et seulement si P est un monéme
non nul, et que les polynémes de degré 0 sont les polynémes constants non
nuls.

3° PROPOSITION. — Quels que soient les polyndmes P et Q de A[X]
ona:

deg (P+ Q)
val (P+ Q)

sup [deg (P), deg (Q)] ; deg(P- Q) < deg(P) + deg (Q)
inf [val (P), val (Q)] ; val(P-Q) > val(P) + val (Q).

VoA

Montrons les deux relations relatives au degré, celles sur les valuations
se démontrant de maniére analogue. Elles sont évidentes si I'un des deux
polynémes est nul. Sinon, elles résultent du calcul du 6.1.2, 1°, dans lequel
on convient que »n, et m, sont précisément les degrés de P et Q. O

Notons que si deg (P) # deg (Q) alors

deg (P+ @) = sup [deg (P), deg (Q)].
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4° PROPOSITION. — Sil’anneau A est intégre (en particulier si 4 est un corps
commutatif}, quels que soient les polynémes P et O de A[X]ona:

deg (P- Q) = deg (P) + deg (Q)
val (P-Q) = val (P) + val (Q)

Montrons cette propriété dans le cas du degré. Elle est évidente si I'un des
deux polyndémes est nul. Dans le cas contraire, elle résulte du 6.1.2, 4°;
ng et my désignant les degrés de P et Q, on a a,, # 0, b, # O et, puisque A
estintégre a, b, # O,etdonce, ., # 0;d’oudeg (P Q) = no+my. O

REMARQUE. — Si I'anneau A est non intégre ce résultat est faux ; par exemple le produit
de deux polyndmes constants non nuls diviseurs de zéros associés dans A est le polynéme nul.

5° PropOSITION. — Si 1’annean 4 est intdgre le groupe des éléments
inversibles (ou unités) de I’anneau A4[X] est celui de 4. En particulier si A4 est
un corps commutatif K, ce groupe est X\{0},

En effet si P est inversible dans A[X], il existe Q € A[X]tel que P- @ = 1,
ce qui exige deg(P)+deg(Q) = 0 puisque A est intégre. Il en résulte :
deg (P) = deg (Q) = 0; P est un polynéme constant non nul, que nous avons
identifié & un élément inversible de 4. Inversement un tel polynéme est inver-
sible. O

Si A4 est non intégre la proposition est fausse : dans Z/4Z[X] on a, par
exemple

(,2,0.,0,.)(0, -20..,0,.)y=1

6.1.6. Génération de A[X). Ordinations d’un polynéme

1° Indéterminde. — DEFINITION. — On appelle indéterminée le polynéme
de A[X] dont tous les coefficients sont nuls, sauf le coefficient d’indice 1 ¢ IN
qui est | € A.

Ce polynéme se note en général X (et parfois Y, Z, T, auquel cas I'an-
neau des polynémes se note A[ Y], A[Z], A[T]...); il est de degré 1; on ne le
confondra donc pas avec une constante.

ProposiTioN. — Pour tout » e N\{0}, X" a tous ses coefficients nuls,
sauf le coefficient d’indice n, qui est 1.

Se montre par récurrence. S’étend & n = 0 par la convention X° = 1,
habituelle dans un anneau.

2° THEOREME. — Dans le A-module A[X], tout polynéme peut s’exprimer
d’une, et d’une seule fagon comme combinaison linéaire de la famille (X™), . 5 3
les coefficients de la combinaison linéaire sont ceux du polynéme,

Le polynéme P est une famille presque nulle (a,}, . y d"¢éléments de A,

4 laquelle on peut attacher la combinaison linéaire Y a, X", qui est un
neN

élément O de A[X] ; soit N’ le support de la famille P ; on constate, en étudiant
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successivement les cas n € N’ et n € N\IN’, que pour tout »n naturel, les coeffi-
cients d’indice n de P et Q sont I'un et ’autre égaux d q, ; d’ou P = Q.

L’unicité résulte de la remarque du 6.1.1. O

Nous traduirens plus loin ce théoréme en disant que la famille (X™), .
est une base du A-module 4[X]. On dit aussi (4.4.4) que X est un générateur
de la A-algébre A[X].

+ o

Avec Iécriture P = 3 a, X" (qu’il nous arrivera de remplacer par Y, a,,X") les lois de
meN 1]

cette algébre s’écrivent :

Y aX"+ ¥ b,X" = ¥ (a,+b)X"

neN neN neN
b Y aX"= ¥ bax"
neN neN
(X @ X(} b,X) =} (F ab)x
neN reN mneN p+g=n

ce que I'on retrouve en utilisant la distributivité de la multiplication par rapport i ['addition et
la relation XP- X7 = X9. X7 = Yvtq,

3° Ordination d’un polynéme. — Soit P = (a,), .y un polynéme non
nul de degré m. On peut adopter N,, pour support de la famille P et écrire

) P=ap+a X+..4a,X", (a, #0),
(2) P = ame+...+a1X+a0, (am #* 0).

On dit que (1) et (2) sont respectivement les ordinations de P suivant les
puissances croissantes et suivant les puissances décroissantes, a, est appelé
coefficient dominant de P ; lorsque a,, = 1, P est dit unitaire ou normalisé.

Remarquons que le produit de deux polyndmes unitaires est unitaire, et que, si Pet Q sont
unitaires, la relation deg (P.Q) = deg (P) + deg () est tovjours valable, méme si I'anneau est
non intégre. Enfin P étant un polyndme de degré m, de coefficient dominant inversible a,,, Ie poly-
néme (a,) " * P est unitaire.

6.1.7. Changement de I’anneau de base

THECREME. — Soit ¢ : 4 — B un morphisme wun nul d’anneanx
commutatifs. Alors il existe un et un seul morphisme d*anneaux A4[X] — B[Y]
qui prolonge ¢ et transforme I'indéterminée X de A[X] en ’indéterminée Y
de B[Y].

Une solution éventuelle ne peut étre que

Y a4, X" — Y oa,) Y (f)

neN neN

Inversement [application & : A[X]— B[Y] définie par (1) répond
visiblement a la question. Notons que si ¢ est un isomorphisme, il en est de
méme pour @. O
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CAS PARTICULIER : A est un sous-anneau de B. En prolongeant I'injec-
tion canonique de A dans B on plonge A[X] dans B[Y] ce qui permet de
considérer A[X] comme un sous-anneau de B[Y], et de noter B [X] pour
B[ Y]. Il faut cependant prendre garde que certaines propriétés du polyndéme P
sont parfois relatives A I’anneau de base qu’il faudra donc soigneusement pré-
ciser (par exemple Uirréductibilité),

6.1.8. Composition des polynémes

DEFINITION. — Soient P = % a, X" et Q = Y b, X" deux polyndmes
neN neN
de I’anneau 4[X]. On appelle polynéme composé des deux polyndmes P et O,

et on note P © Q ou encore P(Q) le polyndéme défini par :

PoQ =) a0

neN

En d’autres termes dans la somme Y a,X" oit N’ désigne le support
neN’
de la suite (a,), .y on substitue A I'indéterminée X le polynéme Q.

(Cette opération est légitime car N' est un ensemble fini).
PrROPRIETE. — La composition de deux polynémes est associative, distri-

butive & droite par rapport a ’addition, et on a POX =P et XOP =P
pour tout polynéme P de A[X].

La vérification de ces propriétés est laissée au lecteur,

REMARQUES. — a) La propriété P o X = P justifie la notation P(X)
adoptée parfois pour le polynéme 2.

b) La composition de deux polyndémes n’est ni commutative (il faut donc

bien préciser 1’ordre de la composition), ni distributive & gauche par rapport
a ’addition.

Par exemple dans Z[X] on a ;

(X+1)ol =2 To(X+1) =1
lo(X+1) =1 (icX) +(loky=2

6.1.9. Fonction polynéme

1° DEFINITION. — Soient 4 un anneau commutatif et P = ) 4,X" un
neN

polyndme de A[X]. L’application B: A4 —> A définie par :

X — Y ax"
neN

est appelée fonction polynéme associée au polynéme P.
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ProPoSITION. — Quels que soient les polynémes P et ) de A[X], et
I’élément ¢ de ’anneau 4 on 2 :

Pi0=P+0, PO=P50 aP=abB PoQ=>FBol.

La vérification, facile, des trois premiéres propriétés est laissée aux soins

du lecteur. Il en déduira que si P = ) a,X", alors
neN

P=Y a,(X)y;dol, pourtout x e 4, F[J(x)] = ¥ a,[0(x)]"

neN nelN

Compte tenude PoQ = 3 a, Q" cela s'écrit :
neN

Vxed PoO®= Y a [T

D’otl la quatriéme propriété. = O

COROLLAIRE : A* désignant D’algébre des applications de 4 dams A,
I’application qui & un polyndme P de A[X] associe la fonction polynéme 7
est un morphisme de la A-algébre A[X] dans la A-algdbre 4*. L’image de
A[X] par ce morphisme est une sous-algébre de A“ appelée algébre des fonc-
tions polynémes sur A,

Ce morphisme n’est a priori ni injectif, ni surjectif. C’est ainsi que, dans
le cas ol 4 est le corps Z/2Z, le polynéme P = X? 4 X n’est pas le polyndme
nul, alors que £ est la fonction nulle.

2° Généralisation. — Soient B un anneau et A4 un sous-anneau de B,
A tout polyndme P = Y a,X" de A[X], on peut, ¢n considérant P comme

neN
un polyndme de B[X], associer la fonction polynéme £ : B— B.

En particulier, si B = A[X], la valeur prise par F au point Q de A[X]
s'écrira

PQ)= ¥ 4,0"=PoQ

neN

ce qui justifie la notation P(Q) adoptée pour P o Q.

6.2. DIVISION EUCLIDIENNE.
PROPRIETES ARITHMETIQUES DE K[X]

6.2.1. Division euclidienne de deux polyndmes
Exceptionnellement, dans ce n® 6.2.1 les anneaux
de base seront notés A, B..., et non A, B...

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient A un annean commutatif, A
et B deux polyndmes de 1’anneau A[X] tels que B soit non nul et de coefficient



6.2.1 DIWISION EUCLIDIENNE 157

dominant inversible dans 1’anmeau A. Alors il existe un et un seul couple
(Q, R) de polyndmes de A[X] tels que ’on ait :

A=BQ+R et deg(R) < deg(B).

On dit que O et R sont respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne du dividende A par le diviseur B.

On notera que si A est un corps commutatif, 1a condition B % 0 suffit.

Unicité d’une solution éventuelle. — Soient (Q, R) et (Q*, R*) deux
solutions. Alors, par différence

) B(Q—~0*) = R*~R.

Le coefficient dominant de B, inversible dans A par hypothése, n’est pas
diviseur de zéro dans A. En reprenant encore le raisonnement du 6.1.2, on en
déduit

deg (B(Q— Q%)) = deg B+deg (@— Q%)

Or deg (R*— R) < sup (deg (R*), deg (R)) < deg B.

L’égalité (1) exige donc : deg B+deg (@— Q%) < deg B,

c’est-3-dire deg (Q—Q*) = —w, ou Q = Q*; il résulte R = R*, 3
Existence d’une solution. — Posons :

B =}, X?+ . +b,, b, # 0, deg (B) = p.

A tout m e N u {— o0} attachons ’assertion

pour tout polynéme 4, de degré m, il existe un couple (Q,, R,)
™ | de polyndmes tel que 4, = B-Q,+ R, et deg (R,) < deg (B).
iy Pour m < p, T, est vraie, le couple (0, 4,) pouvant étre associé 4
A,
ii) Soit n donné, n > p. Supposons que ¥, ait été vérifiée pour tout
m € n—1, et considérons le polynéme de degré n, ordonné suivant les puis-
sances décroissantes

A" = aan+...+ao, a" # 0.

Formons le polynéme 4, = 4,—S,_," B, S,_, désignant le polynéme

g-"X”"’, de degré n—p. On constate deg (4,) < n.
P
On peut donc trouver un couple (Q,,, R ) tel que

A,=BQ0,+R, et deg(R,) < deg(B).
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On en déduit que le couple (@, = §,_,+ Q. R, = R,) vérifie
A, =B Q.+ R, et deg(R) < deg(B).
Ainsi la proposition T, est vraie. O
Pratigue. — 11 suffit d’utiliser le raisonnement précédent. A4, désigne
s50it A, soit un reste partiel, et nest le degré de A,. Sin < p, la division est termi-

née; sinon on calcule le reste partiel suivant 4, = 4,—S,_,* B comme ci-
dessus ; S,_, est précisément le monéme de degré n—p du quotient.

Exemple d’une division euclidienne dans Q[X] :

A=A, 2X44+5X2— X4 2X+1 2X*-3X+1 1 B
-S5,-B -2X*+3x%- Xx* '
X 44X+ 5 :
A; 8X3— 2X%4 2X+1 |
~-8,-B —-8X34+12X%— 4X S, +8,+S, 1 @
Ay 10X2— 2X+1
~8,'B —-10X2+15X-5
R= A1 13x—-4
Nous pouvons écrire
2X445X° — X2 42X+1 = 2X2-3X+ D (X2 +4X+5)+13X -4,
2° Propriétés de la division euclidienne
ProOPRIETE 1. — Soient A un anneau commutatif, A et B deux poly-

ndémes de A[X] tels que I'on puisse effectuer la division euclidienne dans A[X]
de A par B. Si B est un sur-anneau de A alors le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B dans B[X] existent et sont ceux de la division euclidienne
de A par B dans A[X].

PrOPRIETE II. — Soient (A)); . une famille finie de polynémes de
A[X], (0,); o ; une famille d’éléments de A, et B un polyndéme de A[X], non
nul et de coefficient dominant inversible dans A. On désigne par Q; et R; le
quotient et le reste de la division euclidienne de A; par B. Alors

i) le quotient et le reste de la division euclidienne de . wA; par B sont

z ct,-Q,- et Z OtiRi. iel
iel ief
ii) le reste de la division euclidienne de || A, par B est celui de la division
euclidienne de || R; par B. tel
iefl
PropriETE HI. — Si dans une division euclidienne on multiplie (resp.

divise, dans la mesure ok cela est possible) le dividende et le diviseur par un
méme polynéme P, alors le quotient ne change pas, et le reste est multiplié
(resp. divisé) par P.
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Les démonstrations de ces propriétés sont faciles ; elles sont laissées au
lecteur.

3° Détermination directe du reste. —— Dans de nombreux problémes
le quotient d’une division euclidienne n’a pas d’intérét, seul le reste importe.
On pourra remarquer que, avec la notation du théoréme du 1°, si on désigne
par J I'idéal de A[Y] engendré par B, le reste R est défini par les conditions

A= R (Mod 3) et deg (R) < deg (B},

ce qui permet de raisonner dans I’anneau quotient A[X]/J.
Voici des exemples :

ProOPRIETE 1. — Soit a e A. Le reste de la division euclidienne de A
par X —a est Pélément A(a) de A.

Ce reste, de degré strictement inférieur & 1, est un polyndéme constant
de la forme R=A—-(X-a)- Q.

Il peut étre identifié 4 un élément de A, qui est d’ailleurs la valeur prise

par la fonction polynéme R en tout point de A, et en particulier au point a.
D’ott —

R= R@=A-(X-a) Q) (a) = A(a) O

Nous conviendrons d’écrire dorénavant A (a) pour 4(a).

PrOPRIETE II. — Soient n et p des entiers naturels, (p > 0), g etrle quotient etle reste de
Ia division euclidienne de » par p dans N. Alors, pour tout a € A, le reste de la division de X" par
XP—g est a® X", le reste de la division de X" —a” par X* —a” est a”%(X" - @a").

— Ona X"=(XX". 8i X? =a (ModJ) alors X" = a*X" (Mod 3).
— Si XF = a° (Mod J), alors X"—a" = (a®)°X " —a" = a®(X - a") (Mod ).
Du fait de r < p, les propositions en résultent,

RemARQUE. — Tout A € A[X] s'écrit, d'une et une seule fagon :
p-1
A= T 0x7)x*

olt @y,... 2,y sont des polynémes (pour chaque monéme X", on utilise unec égalité
X" = (XPY¥ X", comme ci-dessus).
=1

De X* = a (Mod 3), on déduit A = Z 0, (a) X* (Mod 3),
x o

Ce dernier polyndme, dont le degré est strictement inférieur & p, est le reste dela division
de A par X?-a.

Application. — Reste de la division euclidienne dans Z[X] du polynéme
A= X248X 1M 4LTX 45X 3X*+ X2—5 par X3—1.

Le polynéme A s’écrit :
A= (X8 X+ X3P+ 5( X -3X- X+ X1-5,

Le reste cherché est donc : 1+8X*+7+5-3X+X*—5 =9X2-3X48.
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6.2.2. Etude des idéaux de K[X]

Dans route I'étude qui va suivre les polynémes
sont a coefficients dans un corps commutatif K.

THEOREME : K[X] est un anneau principal. D’une maniére plus précise
pour tout idéal J de I’annean K[X7], il existe un polynéme P de X[ X], unique au
produit prés par un ¢élément de K\{0}, tel que I soit I’idéal engendré dans K[X]
par P ; side plus 7 n’est pas ’idéal nul il existe un polyndme unitaire P unique
de K[X] tel que I soit 1’idéal engendré par P,

Rappelons qu’un anneau principal est un anneau intégre dans lequel
tout idéal est principal (définition 3.3.2). K étant un corps commutatif, K[X]
est un anneau intégre. Soit / un idéal de K[X]. Deux cas sont possibles :

a) I = {0} et I est I'idéal principal engendré par le polynéme nul.

b) I # {0). Soit alors N’ = N I’ensemble des degrés des éléments non
nuls de .

IN’ est non vide et admet donc un plus petit élément. Soit B un polyndéme
de I dont le degré est le plus petit élément de IN', Il est évident que I’idéal
engendré par B est inclus dans 7 puisque B appartient & I. Réciproquement
soit 4 un élément de I ; nous pouvons effectuer la division euclidienne de A
par B (B est non nul), il existe un couple (Q, R) tel que :

A=BQ+R et deg(R) < deg(B)

A et Bappartenant a I, R = A— BQ appartient 4 I. Or deg (R) < deg (B)
donc deg (R) n’est pas un élément de N’', ce qui implique R = 0. Ainsi 4
appartient 4 1’idéal engendré par B. L'idéal engendré par B est donc I.

Soit &, le coefficient dominant de B. Dans le corps K, I’élément non nul
b, est inversible ; (b,)"'B est un polynéme unitaire engendrant I, et il est
manifestement le seul. |

6.2.3. Plus grand commun diviseur d’une famille de polynémes

de K[X]

o Les définitions et propriétés concernant la divisibilité dans un anneau
principal, rencontrées aux 3.3.2 et 3.3.3, valent dans le cas particulier de K[X].
La suite du 6.2 est consacrée d leur formulation en termes de polynémes. Nous
ajouterons deux compléments (6.2.3,3° et 6.2.4,3°) dans lequel K [ X] interviendra
comme anneau non seulement principal, mais euclidien (cf. exercice 3.09).

1° THEorEME. — Etant donnée une famille (P), .; de polyndmes
de PPanneau K[X], l’ensemble des polyndmes de I’anneau K[XT qui divisent
chacun des polynémes P; est ’ensemble des diviseurs d’un polynéme, A, unique
au produit prés par un élément de K'\{0}, qui est appelé le plus grand commun
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divisenr de la famille (P,); . ;. Si, de plus, la famille contient au moins un
polynéme non nul, il existe un polynime unitaire unigne plus grand commun
diviseur de la famille.

En effet, d’aprés 3.3.2, 2°, la famille (P}), ., d’éléments de ’anneau principal
K[X]admet pour PGCD tout générateur de I'idéal Y (P;) somme des idéaux
(P) de K[X}. iel

D’autre part (3.3.7, 49) A est PGCD de la famille (P)); . ; si et seulement
si’ensemble des diviseurs de A coincide avec'ensemble des diviseurs communs
aux polynémes P;. O

Malgré son caractére abusif, nous utiliserons ['écriture A = A P,

icl
2° Propriétés du PGCD, — (P)),.; désignant une famille de polyndmes :

— 8i o est une permutationde I: A P, = A P
iel iel

— Si(l}); .y est une partitionde I A (A P)= A P,
jied ielj iel
— Pour tout polynéme Pde K[X]: P(A P)= A PP,
lel iel
A P, P
— Pour tout P € K[X) divisant tous les P, : =L = A
P iel P
{pour cette dernidre propriété remarquons qu’il s’agit bien d’une égalité de
polyndmes).

3° Calcul du PGCD d’une famille finie de polynimes de K[ X]. — La méthode
gue nous allons exposer est basée sur le fait que K[ X] est un anneau principal
dans lequel on dispose d'une division euclidienne. Elle vaut aussi bien pour Z; il
suffit de remplacer polyndme par entier (rationnel) et deg par | |( les éléments
de Z sont en général représentés par des lettres minuscules).

Si tous les polyndmes sont nuls, le PGCD est 0; si seul un des polyndmes
est non nul, le PGCD est ce polyndme; sinon on se raméne par associativité
a deux polynémes non nuls.

LeMME. — Soient A et B deux polynémes non nuls tels que deg (B) < deg (4).
Alors le PGCD de A et de B est le PGCD de B et de R, ol R désigne le reste
de la division euclidienne de 4 par B.

Contenant 4 et B, I’idéal (4)+(B) contient Bet R (d’aprés R = A— BQ).
D’ol (A)+(B) = (B)+(R).

Inversement, contenant B et R 1’idéal (B) + (R) contient B et 4 (d’aprés
A=BQ+R).Doli: (B)+(R) > (A) +(B) et (BY+(R)=(4A)+(B). O
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ALGORITHME D'EuUCLIDE. — A partir de 4 et B non nuls, tels que
deg {B) < deg (A), on se raméne au cas d'un polynéme C et du polyndme
nul; le PGCD est alors C. Pour cela on définit par récurrence une suite
((Q, R )=, de couples de polyndmes de la fagon suivante :

— @, et R, sont respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B ;

— Pourk=1let R, #0,0Q,,, et R, ., sont respectivement le quotient et
le reste de la division euclidienne de R, ., par R, (on convient : R, = B).

— Pour k > 1 et R, =0, on pose R, = @, = 0 pour tout pe N*,
On ne peut avoir R, # 0 pour tout ke N*, sans quoi (deg(R;))» ; serait une suite
strictement décroissante d’entiers positifs ce qui serait absurde.

Autrement dit il existe un entier naturel & tel que R, # O et R,,, = 0.

D’aprés le lemme, nous avons :

A/\B=BAR1=RlAR2=...=Rh_lARh=RhARh+l
et, par suite : A A B=R,
REMARQUE. — Dans cette méthode on peut évidemment (afin de faciliter

la division euclidienne) remplacer un polynéme R, par un polyndme R.*
produit de R, par un élément de K\{0}.

Disposition pratique des calculs. — Montrons-la A ['aide d’un exemple :

EXeMPLE. — Calewl du PGCD des deux polynémes de Q[ X1.
A=2X43X2+4X 42X+, B =3X'+4X*+4X+1

fx - 9
(on notera que I’on a été amené a remplacer R, par R} = 3 Ry).

2 1
Q,=§X+§ Q;=3X+1
A=2X*+3X34+4X2 42X +1 B =3X 44X +4X+1 R} = X*+X+1
1,3, 4,, 4 2
§X +§X +3X+1 X+ X+1
8., 8. 8 _

R1W§X +§X+§ R,=0
Le reste R, étant nul, le PGCD de A et Best R} = X*+X +1.
ReEMARQUE. — En fait seuls les restes importent, les quotients ne jouant

aucun rdle. Il peut arriver que les restes s’obtiennent sans qu’il soit nécessaire
d’effectuer les divisions euclidiennes.
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ExempLE, — PGCD dans K[X] de A = X"—a" et B= X"—a®, (a#0; 0<pgn).

Aun®6.2./, 3° nous avons calculé — sans effectuer de division — le reste R, de la division
de A pat B : g et r étant le quotient et le reste de la division euclidienne de # par p, nous avons
trouvé R, = a™( X" —a").

Nous adopterons donc R} = X" —a", (justifié par a® # Q). D'on ;
(X"—a") A (XP—a®) = (XP—a®) A (X' —d).

On itére et on constate que, pour obtenir les restes R,, nous devons effectuer les divisions
successives dans N de » par p, puis de p par r..., jusqu’a trouver un entier r,,; = 0. Par ce pro-
cédé, qui constitue 1'algorithme d'Euclide dans Z, nous déterminons r, = & o § est le PGCD
de net de p.

Ainsi : (X"—a") A (XP—a”) = Xi—-4q’

6.2.4. Polynomes premiers entre eux

1° Conformément & la définition générale du n° 3.3.1, 5° posons :

DEFINITION. — Soit (P;);.; une famille de polyndmes de K[X']; on dit
que ces polyndmes sont premiers enire eux dans leur ensemble si et seulement
si um de leur PGCD est 1, 1l revient au méme de dire que lenrs seuls diviseurs
communs sont les éléments de K\{0} ou encore que I’idéal 3 (P, est K[X].

el

REMARQUE. — 8i deux polynémes P; et P, de Ia famille (P); ., sont
premiers entre eux, la famille (P;); . ; est une famille de polynémes premiers
entre eux dans leur ensemble puisque I'idéal (P,) + (P;,) est déja K[X]. La
réciproque est fausse : par exemple, dans Q[ X7, les trois polyndmes X( X+ 1),
(X+1)(X+2) et X(X+2) sont premiers entre eux dans leur ensemble, sans
qu’il existe deux de ces polyndémes qui soient premiers entre eux.

2° Propriétés des polyndmes premiers entre eux.

@) TaEorREME DE BezoUT. — Pour que (P); . ; soit une famille de poly-
ndmes premiers entre eux dans leur ensemble, il faut et il suffit qu'il existe
une famille presque nulle (4,); . ; de polynémes de K[X] telle que t = > AP,

lel

En particulier pour que » polynémes P,, ..., P, de X[ X] soient premiers
entre eux dans leur ensemble, il faut et il suffit qu’il existe » polynémes
Ay ond,de K[X]tels que 1 = A, P, +...+ A4,P,.

REMARQUE. — Si (P;); . ; est une famille de polynémes de K[ X] premiers entre eux dans
leur ensemble, si K est un sur-corps de X, la famille (P,); . ; est vne famille de polyndmes de
K'[ X} premiers entre eux dans leur ensemble dans K'[ X] puisque la famille ( 4;); . ; presque nulle
de polynémes de K[ X] qui satisfait au théoréme de Bezout est aussi une famille presque nulle
de polynémes de K'[ X].
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b) Caractérisation du PGCD d’une famille (Py), . ; de polynomes de K[ X].

THEOREME. — Soit (P, . ; une famille de polyndmes de K[X] non tous nuls,
Pour qu’un polynéme A de K[X] soit PGCD de (P),; . ; il faut et il suffit

que pour tout i ¢ I, A divise P; et que la famille des polyndmes (%) de
ief
K[X] soit constituée de polynémes premiers entre eux dans leur ensemble,

Il résulte de la remarque et du théoréme qui précddent que si {(P)), ., est une famille de
polynomes de K[ X] et si K’ est un sur-corps de X, tout PGCD de la famille (P); . ,; dans K[ X}
est un PGCD de cette famille dans K'[ X].

¢) THEOREME DE GAUSs. — Si A divise le produit B- C et si A est premier
avec B alors A divise C,

d) De ces trois théorémes on déduit (cf. 3.3.2) les conséquences suivantes,

Soient A, B, A,, By, ... des polyndmes de K[ X].

— Si A est premier séparément avec B, ..., B,, alors A est premier avec
le produit B, ... B, ;

— S8i A divise le produit B, ... B, et si A est premier avec B, ..., avec
B,_,, alors A divise B,.

— S8i Ay, ..., A, sont premiers entre eux deux d deux et si chaque A,
divise B alors le produit A, ... A, divise B.

REMARQUE. — Cette derniére propriété est inexacte dans le cas de polyndmes premiers
entre eux dans leur ensemble ; par exemple, dans @[ X, les trois polyndmes X( X+ 1), X(X+2),

{( X+ 1) (X+2) sont premiers entre cux et chacun divise X( X+ 1) ( X+2) sans que leur produit
divise ce polynéme.

3° Etude des polynidmes de Bezout de deux polyndmes A et B de K[X]
non tous deux constants et premiers entre eux.

L'étude vaut pour Z : onremplace polynéme par entier, deg par| |, constant
par nul ou inversible.

ProPosITION. — Soient 4 et B deux polyndmes de K[X], non tous deux
constants, et premiers entre enx. Alors il existe un couple unique, (U, V), de
polyndmes de K[X] vérifiant les conditions :

AUs+BV, =1, deg(U,) < deg(B), deg(V,) < deg(A). )]

De plus, ’ensemble des couples (U, V) e (K[X]?) vérifiant AU+ BV = |, est
donné par :
U=Uy,+PB et V=V,—PA avec PeK[X]

Tous les polyndmes que nous allons considérer appartiennent & K[.X].

L’hypothése impliquant que 4 et B sont non nuls, nous pouvons consi-
dérer que sont donnés : B 3 0 et A non constant, premiers entre eux.

Soit (U4, ¥;) un couple tel que AU, + BV, = 1, couple qui existe d’aprés
le théoré¢me de Bezout. Un couple (U, V) vérifie AU+ BV = 1 si, et seulement
si (U, V) vérifie A(U—-U,) = B(V,—F).
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D’aprés le théoréme de Gauss, ceci exige que 4 divise V; —FV, c’est-a-dire
qu'il existe P tel que ¥V, —V = P4, ou V = V,—~PA4 &galité¢ qui — compte
tenu de 4 # 0 — entraine U = U, +PB.

Réciproquement, & tout P € K[ X], on peut attacher un et un seul couple
de la forme (U, +PB, V,—PA}, et on a: A(U,+PB) + B(YV,—-PA) = 1.

Si I'on veut quen outre deg (V,—PA) < deg(A), il est nécessaire et
suffisant de choisir pour polyndme P le quotient Q de la division euclidienne
de ¥, par A. On obtient ainsi le couple (U, V), avec:

Up=U+0B, Vo=V,—~04,
tel que :
AUy+BV, =1 et deg(Vy) < deg(A).

Notons que BV, n’est pas nul, car dans le cas contraire on aurait
AU, = 1, en contradiction avec I’hypothése deg(4) = 1.

De AU, = 1—-BV,, on déduit : deg (AU} < deg (BV,), ce qui s'éerit :
deg (A4) + deg(Uy) < deg(B) + deg (V)

Compte tenu de : deg (F,) < deg(A), on a: deg(U,) < deg (B). Ainsi
(Uyqs Vo) est 'unique couple vérifiant (1). La fin de la proposition résulte de ce
qu’on peut maintenant adopter (U,, ¥,) comme couple initial (I/y, V). O

REMARQUE. — Pour déterminer le couple (U,, V), on peut utiliser une méthode de coeffi-
cients indéterminés. On peut aussi remarquer que, dans les divisions du calcul du PGCD de 4
par B par l'algorithme d’Euclide, tous les restes partiels et en particulier le PGCD, qui est 1,
s'expriment sous la forme R, = AS,+ BT,. Le lecteur pourra vérifier que pour R, =1, on
obtient exactement 1 = A U+ BV, (cf. exercice n° 6.15).

6.2.5. Plus petit commun multiple d’une famille de polyndmes
de K[X]

THEOREME, — Etant donnée une famille (P;),.; de polyndmes de
K[X], I’ensemble des polynémes de I’anneau X[X] qui sont multiples de chaque
polynéme P; est 1’ensemble des multiples d’un polynéme A/, unique au produit
prés par un élément de K\{0}, qui est appelé le plus petit commun multiple
de la famille (P),;.

D’aprés 3.3.2, 2° la famille admet pour PPCM tout générateur de 1'idéal
N (P, de K[X]. Or (3.3.1, 4%), M est un PPCM de la famille (P)); .  si et seule-

iel
ment si I’ensemble des multiples de M coincide avec P’ensemble des multiples

communs aux P;. O

Nous noterons M = v P,
iel

Rappel de résultats.
a) Si la famille contient un polynéme nul, alors M = 0.

b) Si la famille est finie, et ne contient aucun polynéme nul, alors M # 0
(le produit des P,, qui n’est pas nul, est un multiple de M).
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¢) Commurativité et associativité du PPCM.

d) Le produit par un polynéme est distributif par rupport au PPCM.

¢) THEOREME. —— Soient 4 et B deux polyndémes non nuls de X[X], A un
PGCD, M un PPCM. Alors AB = MA (4 un coefficient multiplicatif non nul
prés).

Cette égalité raméne le calcul du PPCM de deux polyndémes non nuls
a celui de leur PGCD. L’associativité permet d’en déduire le calcul du
PPCM de n polyndémes non nuls.

Remarquons que 'égalité AB = MA ne s'étend pas & plus de deux polyndmes. Par exemple

dans Q[X] les trois polyndmes X (X + 1), X(X + 2), (X + 1}X + 2) ont pour PGCD : 1 et pour
PPCM : X(X + 1)(X + 2).

6.2.6. Polynémes irréductibles

1° Reprenons une définition donnée au n® 3.3.1., 3°.

DEerFINITION. — Un polynéme P de K[X] est dit irréductible sur le corps K
s’il est non inversible, et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les polyndmes
associés 4 P, et les éléments de K\{0}.

REMARQUES. — Le lecteur reverra au 3.3.7, 3° l'interprétation de cette
définition en termes d’idéaux.

a) Tl résulte de la défmmition que tout polyndéme irréductible est non
constant, i.e. 4 un degré supérieur ou égal a 1, que tout polynéme associé 4 un
polynéme irréductible est lui-méme irréductible, que tout polynéme de
depré 1 est irréductible.

b) Contrairement aux notions de PGCD et de polyndmes premiers entre eux, la notion
de polyndme irréductible est relative au corps K. Plus précisément, si X est un sur-corps de K,
tout polyndme P de K[ X] irréductible dans K'[ X] est irréductible dans K[ X] mais la récipro-

gue est fausse; par exemple le polyndme X2 —2 est irréductible dans @ [X] mais ne I’est pas
dans R[X].

2° PROPOSITION. — Soient P un polyndme irréductible dans K[X] et A
un polynéme de K[X]. Alors A et P sont premiers entre eux si et seulement
si P ne divise pas A.

Cette propriété a ¢i¢ établie en 3.3.7, 5° 1l en résulte que deux polynémes
irréductibles non associés sont premiers entre eux et que plus généralement
si P et Q sont irréductibles non associés, P* et Q* sont premiers entre eux
quel que soit I'entier k.

CoOROLLAIRE. — Soit P un polynéme irréductible dans K[X].. Pour que
P divise un produit P,...P, de polyndmes de K[X], il faut et il suffit que P
divise I’'un de ces polynfmes.

La condition est évidemment suffisante. Elle est nécessaire car si elle n’est
pas remplie P est premier avec chaque P;, donc avec leur produit ce qui implique
que P (dont le degré est au moins égal a4 1) ne peut diviser P,...P,. a
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6.2.7. Décomposition ¢’un polynéme en facteurs irréductibles

L'ensemble §. — Soit K un corps commutatif. Nous désignons par &
I'’ensemble des polyndémes irréductibles et unitaires de K[ X]. 1l posséde la
proptiété sujvante : tout polynéme irréductible de K[ X] est associé & un et
un seul élément de 7.

1° Application de I’étude des anneaux factoriels (3.3.3). — Comme
tout anneau principal, I’anneau K[ X7 est factoriel (3.3.3, 2°). Nous pouvons
donc énoncer :

THEOREME DE DECOMPOSITION. — A tout polynéme A, non nul, de K[ X],
on peut associer un, et un seul couple constitué d’un élément non nul v de X et
d’une application presque nulle v : § — N, tel que :

A=u ] PO (1)
Pey
On dit que (1) est la décomposition du polynéme A en facteurs irréductibles.
Dans$ la pratique (1) s'écrit pour un polyndme non constant .
A =uP} ... Pt
les P; étant des éléments distincts de f, les k; étant au moins égaux 2 1.

2° Etude directe de la décomposition. — L’étude qui suit permet d’éviter
le recours au théoréme selon lequel tout anneau principal est factoriel, la
démonstration de ce théoréme étant délicate. Elle s’adapte au cas de Z.

LemMMmeE. — Tout polynéme non constant P € K[X] admet un diviseur irré-
ductible.

Soit D ['ensemble des diviseurs non constants de P. Ona Pe®D, donc
D # @. L'ensemble des degrés des éléments de D est une partie non vide de
N, minorée par 1 ; il admet donc un plus petit élément m = 1. Soit @ un
polyndéme de degré m de D. 1l est irréductible dans K[ X], d’aprés la défi-
nition de m. O

Notons qu’en particulier P admet un diviseur irréductible unitaire.

— Nous allons maintenant prouver le théoréme de décomposition du
1° par récurrence sur deg (A).

Sideg(A4) =0, A est un élément de K\{0} etle couplew = det v(P)=10
pour tout P convient. Soit n fixé, n = [. Supposons 1'existence d’un couple
(u, v) établie pour tout polynéme de degré compris entre O et n—1 et soit
A un polyndéme de degré n. D’aprés le lemme, A admet un diviseur Py ed,
ce qui s'écrit A = BP,, avec deg(B) <n et B+ 0 (puisque 4 # 0, et
deg (Py) = 1).

Il existe donc une décomposition : B = ' [] PP,
Ped
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En posant u = u', et en considérant v : § — N définie par :
vP)Y=Vv(P) si P#P; et wPy) =v(Py +1,
on met en évidence D'existence d’une décomposition (1) de 4.

L’unicité se prouve comme dans le cas d’un annean principal quelconque
(cf. fin de la démonstration du 3.3.3, 2°).

3° Applications. Communes & tout anneau factoriel, ce sont :
a) Divisibilité d’un polynéme par un autre.

b) Formation du PGCD et du PPCM d’une famille finie.

6.3. DIVISION SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES

6.3./. Division snivant les puissances croissantes

Comme au 6.2.1, I’annean de base est noté A (et non A4).

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soient p un entier naturel, A un anneau
commutatif, 4 et B deux polynémes de A[X] tels que B(0) = b, soit un élément
inversible de A. Alors il existe un et un seul couple (Q, R) de polynémes de
AlX] tels que I’on ait :

A=BO+Xr"R et deg(Q) <p.

Unicité d'une solution évemmuelle. — Soient (Q, R) et (Q*, R*) deux
solutions. Alors, par différence :
B(Q— Q%) = X*"{(R*—R) (1)

b, n’étant pas diviseur de zéro dans A, on en déduit, en raisonnant comme
au §.1.24° :

val (B) + val (Q—0*) = (p+1) + val (R*—R).

Compte tenu de val (B) = 0, (1) exige val (@—Q*) = p+ 1 ; comme
deg (Q—0*) < p, (1) exige Q—0* =0 il en résulte R*—- R = 0. O

Existence d'une solution. — S8i val (A) = p+1, en particulier si 4 = 0,
on peut écrire 4 = X?*1C, et on dispose de la solution (0, C).

Ceci posé, on va montrer, par récurrence descendante que 1’assertion

pour tout polyndme A, de valuation m, il existe un couple (Q,, R.)
m| de polynomes tels que 4,, = B Q,+X?* 'R, et deg(Q,) < p.

est vraie pour tout meN.

«— On vient de voir que ¥, est vraie pour m = p+1.
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— Soit n donné, n < p. Supposons que T, a &té vérifiée pour tout
m > n+1 et considérons le polyndme de valuation #, ordonné suivant les
puissances croissantes :

4, =aX"+.+a,X% a, #0.

aﬂ n
by X'
de valuation et de degré n. On constate val (4,) > »#. On peut donc trouver
un couple (Q,,, R,) tel que :

Ap=B-Q,+X*"'R, et deg(Q,) <p.
On en déduit que le couple (@, = T,+ Q,, R, = R,) vérifie :
A, = B-Q,+X?"'R, et deg(Q.) <p.

Pratique. — On utilise le raisonnement précédent.

Formons le polynéme 4,, = A,—T,- B, T, désignant le polynéme

Exemple d'une division suivant les puissances croissantes dans Z[X), d lordre 4.

t
A=A, 2X+3x - x° 1+2x-Xx? t B
-T,8 |-2x-4x? +2x* '
2X + (=X + x3 1
A - X'— x*y2xt ’ I
—T,B Xi42x? — X5 T+ T, + T, = ! o
A, X*42X4— X5 '
—T7,B —X3-axt + Xx*¢
X5R =A, -X5+x¢

Nous pouvons écrire ©  2X+3X—X3 = (1+2X-XH 2X-X23+ X% + X3 -1+ X).

EXERCICE. — Etant donné @ e R, diviser suivant les puissances croissantes et & Pordre n,
A=1-Xcosf par B=1-2Xcos0+ X2
A partir de Ag = A4, on calcule : Ty = 1 et A, = Xcosd— X7, puis :

T,= Xcos® et A, = X cos20—X>cosé
Cela conduit A poser I'hypothése de récurrence :
(R) Tioy=X"lcosth—10 et A= Xrcoskl-X*"1cosk—1)6, k=1
On vérifie aisément que si (R,) est vraie, alors (R, ,) est vraie. D’ol, pour tout n e IN ;

(1—-Xcos ) = (1-2Xcos 0+ X*) (1+ X cos O+ X? cos 28+...+ X" cos nf) +
+ X" *[cos (n+1) 8 — X cos nf].

.

En donnant &4 Pindéterminée X la valeur 1 nous obtenons, pour 6 # 0 (Mod 2n)
, n+l nf
sin 5 . cos 5
1+cos @+cos28+...+cos nf = ]
5in§

expression déja obtenue grice aux nombres complexes au chapitre 5.
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2° Propriétés de la division suivant les puissances croissantes. — Elles

sont trés comparables 3 celles de la division euclidienne (6.2.1, 2° ; nous
laissons au lecteur le soin de les formuler.

6.4. DERIVATION. RACINES

6.4.1. Polynomes dérivés

1° DEFINITION. — Soient 4 un anneau commutatif et P = ) 4,X" un
reN

polynéme de A[X]. On appelle polynéme dérivé de P le polyndme F' € A[X]
défini par :

Pl= 3% (n+Day X" (H

neN
On rappelle que (n+1)a,,; peut étre considéré comme le produit des
éléments (n+1)1, et a,,, de A,
On notera que I'on peut écrire P’ = z; na, X" L.
ne N0}

Si P est une constante, P’ est le polynéme nul. Sinon, a,,; = 0 dés que
n+1 excéde le degré p de P, et donc :

(@Go+a; X+...+3,X?) = a;+2a,X+...+pa,X*~ .

Dans ce cas: deg(P') = deg(P)—~1, sauf si (pl,)-a,=0, ce qui
exprime que p est un multiple de la caractéristique de A ou que pl, et g,
sont des diviseurs de 0 associés.

Retenons que I’on peut avoir deg (P') < deg (P)—1, wnais que si A est
intégre et de caractéristique O, alors pour tout polynéme non nul P .

deg (P') = deg (P)—1.
Polynémes primitives. — DEFINITION. — On appelle primitive de P € A[ X]
tout polyndme de A{X] dont la dérivée est P.
Il résulte de ce qui précéde que si A4 est intégre et de caractéristique 0,
les primitives du polynéme nul sont les polyndmes constants.

A titre d'exercice, le lecteur pourra vérifier que si A est un anneau intdgre de caractéristique
g, les primitives du polynéme nul sont les polynémes de la forme Q(X7), ou Q(X) est un
élément quelconque de A [X].

2° Propriétés des polyndmes dérivés, — THEOREME 1. — L’application
D qui 4 tout polyndme associe son polyndme dérivé est un endomorphisme du
A-module A[X].

En effet de (1) on déduit, pour tout (P, Q) € (A[ X1)? et pour tout a € 4,
(P+Q) =P +Q" et (aP) =aP'.
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THEOREME II. — Pour tout couple (P, &) de polyndmes de A[X]
PO =P-0+P Q" (2)

La linéarité de D fait qu’il suffit d’établir (2} dans le cas ol P et Q sont
respectivement X? et X?. En éliminant le cas trivial p = 0 ou ¢ = 0, on calcule :

(X7 X = (XY = (pg)x**e ™
et (X)X + XP- (X9 =p XP~L- X0+ XP-qg X?°1 O
GENERALISATION. — On démontre par récurrence sur m :

m
(Pll""Pm)'= Z PI.""PJ"'I‘P;'PJ"F].'“"Pm

j=1
THEOREME III. — Pour tout couple (P, ) de polyndmes de A[X]:
(PoQy =(P'00Q)0Q" 3

La linéarité¢ de D fait qu'il suffit d’établir (3) dans le cas ol P = X7,
auquel cas, en éliminant le cas trivial p = 0, (3) s’écrit (Q?) = pQ* - Q"
Cette derniére formule est un cas particulier de la généralisation précédente.

O

3° Dérivations successives d’un polynéme. Par técurrence, on définit,
pour tout £ €N, I’'endomorphisme D* du module A[X] par :

D°=1dyg; D'=D; D'=DoD" ' (k>1).

DEFINITION. — Pour tout P € A[X] et tout k € N, D*(P), que I’on note
également PO, est appelé polyndme dérivé k-idme (ou d’ordre k) du poly-
néme P.

Par récurrence sur k, on vérifie :

(Y a X" =% (n+k)(n+k=-1) ... (n+1)a,4 X" 4)
neN

neN

et on montre que si k > deg (P), alors P® = 0 et que si 1 € k < deg(P),
alors deg(P™) < deg (P)—k, avec égalité au moins si 4 est intégre et de
caractéristique 0.

EXERCICE. — Formule de Leibniz. — Pour tout k 2 | est vraie I'égalité :
t .
@) (P-Q® =Y CipY.gth,
i=o
Récurrence sur k. (D,) n’est autre que (2). Supposons D, ., vraie, (k = 2), et caleulons

(P-OYY), qui s'éerit :
k-1
b Cf_ P, (l-l-J)]‘
% clurog
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En utilisant (2), on obtient la nouvelle expression de (P- @)™ :
k-1 k=1
Y Gl PUTD gR-1-D Y ¢f | P, gD
j®0 i=0

et, aprds un changement d'indexation dans chaque somme :
k k-1
Z C::i P(‘),Q(l-f) + Z Cﬁ—l P(‘)_Q(k—i)
i=1 =0

et on en déduit que {D,) est vraie {cf. formule du bindme 3.1.),

6.4.2. Formule de Taylor
On se place ici exclusivement sur un corps com-
mutatif K de caractéristique 0.
THEOREME. — Soient P un polynéme de K[X], et ¢ un élément de K.
On a alors I*égalité des polynémes, dite formule de Taylor :

(m)
2@ (x—ay W

P=5

neN

oll P (q) désigne la valeur au point @ de la fonction associée au polynéme P™,

et on % désigne I’inverse de I’élément non nul (n!)1, de K.

(On peut se limiter & : 0 < n < deg (P)).

Démonstration. — Dans le cas ¢ =0, la formule (1), alors appelée
formule de Mac-Laurin, s’écrit :
(n)
P = Z P (0) X",
neN n!

et elle résulte de ce que, pour tout k£ = 1 on a (6.4.7,3°) :
P®O) = k(k—-1)..1q.
Dans le cas a # 0, on introduit le polynéme @ = Po(X+a), et, en
utilisant (X+4a)’ = 1, on déduit par récurrence du théoréme III du 6.4.1 :
Ykz=1 QW =pP%o(X+a)

En passant aux fonctions polynémes, et en prenani les images de 0,
on en déduit, pour k = 1, Q¥(0) = P¥(q) ; par ailleurs on a directement
Q(0) = P(a). La formule de Mac-Laurin appliquée & Q s’écrit ainsi :
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En composant les deux membres par X —a, et en utilisant Q o (X—a) = P,
on obtient (1). O

Nous donnerons une autre démonstration au chapitre 9.

REMARQUES. — g) La démonstration précédente reste valable dans un
anneau commutatif 4, pour un polynéme P tel que, pour tout 0 < k < deg (P),
I’élément (k1)1 soit inversible. En particulier, dans un corps de caractéristique
p, la formule de Taylor s’applique a tout polyndme P tel que deg (P) < p.

* 5) En anticipant sur les polyndmes & deux indéterminées, étant donné un corps X de carac-
téristique 0, K[X] est un anncau de caractéristique 0 dans lequel (k!)1; est inversible pour
tout k. P étant un polyndme de X[Y], nous pouvons le considérer comme un polyndéme de
K[X][Y] et la formule de Taylor s’applique dans K[X] [¥] au point X de K[X] soit:

(n (=
PM=3% i )(.X) (Y —X)" en particulier P(X+¥) = } i )EX) Y.,
neN Ly neN nl
6.4.3. Racines d’un polynéme
1° THEOREME I ET DEFINITION, — Soient 4 un anneau commutatif, P un

polynéme de A[X], 2 un élément de 4. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

i) P(a) = 0, (on rappelle que P(a) désigne P(a) € 4) ;

ii) le polynéme X—a divise le polyndme P.

Dans le cas oli ces assertions sont vraies, et dans ce cas seulement, on dit
que a est racine (ou zéro) de P.

L’équivalence résulte en effet de ce que le reste de la division euclidienne
de P par X—a est P(a).

REMARQUES. — a4} Le polyndme nul admet pour racine tout a € A.
b) Un polynéme constant non nul n’a pas de racine,

¢} Soient P e A[X], et B un sur-anneau de A ; toute racine de P dans
A est racine de P dans B, mais la réciproque est fausse. C’est ainsi que
2X2-3X+1 admet dans Z la racine 1 et dans @ les racines 1 et 1/2.

d) Si A est un corps commutatif K, ’assertion i) est encore équivalente,
pour P % 0,4 : X—afigure dans la décomposition de P en produit de polynd-
mes unitaires et irréductibles dans X[ X].

¢) Tout polynéme P e K[ X}, tel que deg (P) = 2 et que P ait une racine
dans K n’est pas irréductible dans K[X] ; la récipreque est fausse.

2° Racines multiples

Jusqu’d la fin du chapitre, Panneau A4 est un corps
commutatif K.
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THEOREME II ET DEFINITION. — Soient K un corps commutatif, P un
polynéme de K[X], a un élément de K, 4 un entier tel que & > 1. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(/) Il existe O € K[X] tel que P = (X —a)*. Q et O{a) # 0,

(i) (X —a)* divise P et (X—a)**! ne divise pas P.

Dans le cas ol ces assertions sont vraies, et dans ce cas seulement, on dit
que k est P’ordre de multiplicité de la racine ¢ de P.

(Il est bien évident que ces assertions impliquent que & est racine de P).

(i} = (ii). De la division euclidienne: Q= (X—-a})S + Q(g) on
déduit :

Q-(X—af = (X—a)"'§ + Q@) (X—a).
Dans I'hypothése (i), le reste de la division de P par (X—a)*! est le

polynéme non nul Q(a)-(X—a)*. 0
(if) == (). L’hypothése (if) se traduit par P = (X—a)* Q, avec Q
non divisible par X —gq, c’est-a-dire avec Q{a) # 0. 0

REMARQUES. —— @) Il résulte des théorémes du [° et du 2° que toute racine
d’un polynéme non nul de K[ X] a un, et un seul ordre de multiplicité k ; on
parlera de racine simple (resp. double, triple...) si & = 1 (resp. 2,3, ..), et
de racine multiple si &k > 1.

b) Si P est divisible par ( X—a)%, k = 1, nous dirons que a est racine de
P, d’ordre au moins égal A k, et cela méme si P = 0 (auquel cas la notion
d’ordre de multiplicité d’une racine n’est pas définie).

c) Abréviativement, il nous arrivera d’écrire ordre, on encore multiplicité,
pour ordre de multiplicité.

THEOREME III. — Soient K un corps commutatif de caractéristique 0,
P un polynéme de K[X], @ un élément de K, &k un entier tel que £ = 1.
Pour que ¢ soit racine d’ordre & de P il faut et il suffit que :

P@ =0, P(@=0,.,P*Ya)=0 P¥a) #0.

La formule de Taylor appliquée au polynéme P s’écrit :

(k) {n} k-1 n
- (X—af |:P (a)+ v P (a)(X oy }+ P“(a)
n>k

expression qui met en évidence le quotient @, le reste R de la division eucli-

Ll
de Q{a). On utilise alors la

condition () du théoréme II. O
En particulier a € K est racine simple de P € K[X) si et seulement si
P(ay =0 et P'(a) #0.
COROLLAIRE. — Soient X un corps commutatif de caractéristique O et &
un entier tel que kX > 2. Alors g € X est racine d’ordre & de P € K[X] si, et
seulement si @ est 4 la fois racine de P et racine d’ordre k—1 de P',

(X —ay,

dienne de P par (X—a)*, et la valeur ———~
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REMARQUE. — Soit K un corps de caractéristique p # 0. Le théoréme III peut &tre en
défaut ; c¢’est ainsi que (X —1)F e K[X] admet 1 pour racine d’ordre p, alots que, pour tout
k21, P®) = 0. Cependant le théoréme est vrai pour tout ordre de multiplicité k¥ < p, En
effet, en reprenant la démonstration de la formule de Taylor, on constate qu’on peut écrire,
au liev de la formule de Mac-Laurin :

P= i Pm(o)x + 3 aX"
=0 >k
On en déduit :
{n)
= (X -a) [P (")+ 2 bo(X a)""‘]+ 2 F (“)(X ay. 0

6.4.4. Isomorphisme entre polynomes et fonctions polynémes
sur un corps infini

1° THEOREME. — Soient X un corps commutatif et P un polyndme de K[X].
Etant donnés les éléments deux a4 deux distincts 4, ..., ¢, de K et les entiers
naturels non nuls &, ..., k., P admet chacun des a; comme racine d’ordre au

moins k; si, et seulement si P est divisible par [] (X —a)*.
i=1

La condition énoncée est manifestement suffisante. Montrons qu’elle est
nécessaire : pour 1 €i<r et 1gj<gr, avec i # j, les deux polyndmes
(X—a;) et (X—a,) sont irréductibles et non associés puisque a; # a;, donc
(X—a;)« et (X—a;}s sont premiers entre eux ; il en résulte que si P est
divisible séparément par chacun des polyndmes ( X —a;)*, alors P est divisible
par le produit de ces polyndmes (6.2.4, 2°). O

COROLLAIRE [. — Soit P un polynéme non nul de X[X] admettant, dans X,

r racines deux A deux distinctes @, ..., ,, d’ordres an moins égaux a k&, .., k..
Alors :
k,+..+k, < deg(P).
En effet P=R T—[rl (X —a)*. Comme P # 0, alors R # 0 et
deg (P) =k, +...+k, +deg(R) avec deg(R) = 0. ]

CorOLLAIRE II. — P e K[X], de degré p, admet dans X au plus p racines
deux 4 deux distinctes.

CoroLLARE II1. — Seit P € K[X], tel que deg (P) < n, admettant r racines
distinctes & des ordres au moins égaux a k,, ..., k,, avec k, +...+k, > n. Alors
P est le polyndme nul.

En effet si on avait P # 0, on aurait kX, +...+&, < deg(P) < n. ]
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COROLLAIRE IV. — Soient P, et P, deux polyndémes de K[X], de degrés au
plus n, tels que les fonctions polyndmes P, et P, prennent les mémes valeurs en
n+1 points deux a deux distincts de K. Alors P, = P,.

Si on avait P, # P,, le polynéme non nul P, —P,, de degré au plus »,
admettrait #n+ 1 racines deux 4 deux distinctes. |

2° Polynimes scindés sur le corps K. — DEFINITION. — On appelle
polyndme scindé sur K tout P € K[X] constant ou tel que P admette des racines
dans K dont la somme des ordres de multiplicité soit égale au degré de P.

Autrement dit, les polyndmes scindés sur X sont le polynéme nul, les
polynémes de degré O et les polyndmes de la forme :

r
P=a ] (X —a)®, a # 0, les a, deux 2 deux distincts, les k; non nuls.
t=1
On notera qu’un tel polynéme P peut s’écrire, en tenant compte, cette fois,
de I’ordre des facteurs :

P=a(X—u)...(X—0a,), a #0,

ou (e;); ., est une famille dont les éléments sont a,, ..., a,, qui se retrouvent
respectivement k, fois, ..., k, fois; cette famille est unique, & la composition
prés par une permutation de N, ; nous dirons qu’une telle famille est un sps-
téme de racines du polyndme P.

3° Application @ un isomorphisme. — Reprenons, dans le cas ol
I’anneau commutatif 4 est un corps infini, le morphisme de A-algébres
A[X] —— A* déterminé par P — B. Ici le morphisme est injectif. En effet
si P est une fonction nulle, alors P admet pour racine tout élément du corps
infini 4, ce qui, d’aprés le corollaire III, est incompatible avec deg (P) e N.
On a donc P = 0. |

Comme 'ensemble des fonctions polyndmes sur K est I’image de ce mor-
phisme, on a:

THEOREME. — Si K est un corps commutatif infini, alors la K-algébre des
fonctions polynémes sur X est isomorphe a la K-algébre K[ X].

Ainsi sur un corps infini 1'égalité des fonctions polyndmes équivaut i
I’égalité des polyndmes, et on peut adopter la méme notation pour un poly-
nome et pour la fonction associée.

REMARQUE, — Les résultats du 1° et du 2°, ainsi que 'isomorphisme précé-
dent subsistent dans le cas d’un anneau intégre infini 4. En effet on peut plonger
A dans son corps de fractions K. Soit P € A[X], divisible séparément par les r

polyndmes (X —a;)" de A[X]; alors le polynéme B = [] (X —a)* divise P
i=1

dans K[ X] ; en fait, le polyndme B étant unitaire, la division euclidienne de

P par B se fait dans A[ X], et B divise P dans A[ X]. O
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CONTRE-EXEMPLE. — S0it 4 'anneau non intégre Z/6Z. Le polynéme X?—3X+2 de 4 [X]
de degré deux, admet les quatre racines 1, 2, 4, 5.

4° Application : formule d’interpolation de Lagrange. — On donne un corps com-

mutatif K, et deux éléments (2)); < ; « = e B < ¢ « » de K", les a; étant supposés deux 4
deux distincts. On étudie :

§={PeK[X]|VieN, P@)=4§}
On constate qu'un élément particulier de J est le polynéme :
Lo ’i" ﬁ‘(Xf 1) (X J(X—aiay) - (X =)
=1 (@) Ao = ) (o — gy ) - (=)

Par ailleurs I'application u; K[X] —- K", déterminée par P —— (P{a)); < ¢ < & ©St
linéaire, et on vérific aisément :

¥ P e K[X] Pef <« (P-L)yeKeru
Comme Ker u est 'ensemble des polynémes :
(X—a)...(X-25 0, QeK[X]

la question est résolue. Notons que L est le seul élément de  dont le degré n’excéde pas n-1;
on dit que L est un polynéme d'interpolation de Lagrange.

6.5. ETUDE DE C[X] ET DE R[X]

6.5.1. Corps algébriquement clos

1* DEFNITION. — On appelle corps algébriquement clos tout corps commu-
tatif X tel que tout polynéme non constant de K[X]admette au moins une racine
dans K,

Un tel corps est nécessairement infini puisque si K est le corps fini
{ay, ..., a,}, le polynéme 1+ (X—a,)... (X—a,) de K[X] n’a pas de racine
dans X.

2° TafOrREME. — Soit K un corps commutatif. X est algébriquement clos si,
et seulement si les seuls polyndmes irréductibles de K sont les polyndmes de degré 1.

La condition est nécessaire. — Soit K algébriquement clos. Tout polynéme
non constant de X[X] admet au moins une racine g, et donc un diviseur de la
forme X —a ; si son degré excéde 1, il n’est pas irréductible, g

La condition est suffisante. — Nous supposons maintenant que tout
polyndéme irréductible de K[X] est de degré 1. Soit 4 un polyndme non cons-

tant de K[X]. Il admet (6.2.7) une, et une seule décomposition en facteurs
irréductibles :

A=aJ[ PP, a=#0. (1
PsT

Ici § est I’ensemble des polyndémes unitaires de degré 1 et I'application v
n’est pas nulle (sans quoi A serait un polyndme constant) ; (1) s’écrit donc

A=a [ X—-a)~

i=1
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les a, étant deux & deux distincts et les k; non nuls. I en résulte que 4 a au moins
une racine dans K. Le corps X est ainsi algébriquement clos. O

Remarquons que, si K est algébriquement clos, ’ensemble § est en bi-
jection avec K, ce qui permet d’écrire (1) sous la forme

A=aT] (x —x)*=

xek

ol v est ici une application de K dans IN prenant la valeur 0 en tou{ point de
K qui n’est pas racine de A.

Le calcul précédent permet méme d’énoncer :

PROPOSITION. —— Si K est un corps algébriquement clos, tout polyndme de
K[X] est scindé sur K.

D’ol1 les corollaires immédiats, valables pour tout corps K algébriquement
clos :

COROLLAIRE I. — Soient 4 et B deux polyndmes non constants de K[X].
Pour que B divise A4, il faut et il suffit que toute racine de B, d’ordre &, soit racine
de A avec un ordre au moins égal 4 k.

CoroOLLAIRE I1. — Pour que deux polyndmes non constants seient associés,
il faut et il suffit qu’ils aient les mémes racines, aux mémes ordres de multiplicité.

ReMaRQUE. — Les résultats précédents sont inexacts si X n'est pas algébriquement clos,
Soient par exemple dans R[X), P = X(1+X?) et @ = X(2+X?) ; toute racine réelle de P
est racine de Q et réciproquement, pourtant ni P divise Q, ni { divise P,

Dans un corps algébriquement clos, le corollaire I est pratique pour
monirer qu'un polyndme B divise un polynéme 4. En anticipant sur le para-
graphe suivant, donnons un exemple dans € [X].

ExempLE. — Montrons que quels que soient les entiers p et # tels que 1 € p < # dans
Z[ X] e polyndme X**+X*" 7' 41 divise le polyndme X*"+ X*"™' +1. Ces deux polynémes de
Z[ X1 ont pour coefficient dominant 1, il suffit de montrer cette divisibilité dans €[ X].

Remarquons que :

Y4 Y4l = (Y=} (Y-
En substityant 4 I'indéterminée ¥ le polyndéme X' on obtient :
XP4XY 74 = (XY (xXP T

Il en résulte que dans €, X** 4+ X"~ +1 admet 2” racines simples & savoir les 2*~ ! racines
(22~ Y)-itmes de j et les 2P~ racines (2°~')-iémes de j* (une racine k-iéme de j ne peut é&tre
égale 3 une racine k-iéme de 72). Le raisonnement ci-dessus s’applique 3 X¥"+X* ' 41. 1
reste donc & démontrer que toute racine (2F~ ')-iéme de j ou de j? est une racine (2"~ ')-iéme
de j ou ;%L Ce dernier point résulte du fait que si z¥*' =j (ouz?"" =j%) alors:
zzn-l =jzn'j! ga=-t _an-g4+

{ou z =j '} et de ce que 2* n’est pas multiple de 3. O
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6.5.2. Etude de C[X]

1° THfOREME DE D’ALEMBERT. — Le corps des nombres complexes est
algébriquement clos.

Ce théoréme sera démontré dans I’ouvrage d’Analyse. Tous les résultats
du 6.5.1 s’appliquent. En particulier ;

THECREME. — A tout polyndme non nul P de C[X] on peut associer un et
un seul couple constitué d’un ¢lément non nul @ de € et d’une application presque
nulle v : € — N, tel que

P=a ]_[C(X—x)"("’ n

Oa dit que (1) est la décomposition de D’ ALEMBERT du polynéme P.
Dans le cas ou P n’est pas constant, cette décomposition prend la forme

{unique & I’ordre prés des facteurs)
P=a(X-a)"...(X-a)";
les nombres complexes a,, ..., a, sont les racines distinctes de P, les entiers
strictement positifs &, ..., &, sont les ordres de multiplicité de ces racines.
EXEMPLES. — @) P = X*-2. Les racines sont \3/5, j\s/i,jz\s/i et:
3/ - .23
X*-2 = (X-JD (X~idD (X-*YD
2 , ke . kn
b) P= X*?—1, Les racines sont z, = cos— +isin—, avec 0 € k € 2p—~1. On a
zg=1letz,= —1.Dolr:

X¥P-l=(X-)(X+1) I (X-z)
:f:&lp-l

¢) P = X** 11, Les racines sont z, = cos zik-:-tl + isin Zirlfl savec 0 < k < 2p. On
a:1zo=1Dol:
X =x-1) ] (X-z)
1

k€ 1lp

2° PROPOSITION. — On définit un automorphisme involutif ¢ de 1’annean

C[X] en posant
p(Y ¢ XM =3 4X"
neN neN

Les denx polyndmes P et ¢ (P) sont dits conjugués ; on note ¢ (P) = P.

Il s’agit d’une conséquence de 6.1.7. Le lecteur remarquera que les poly-
némes de R[X] sont invariants par ¢, et que ¢{xP) = &(P), ce qui montre
que @ n’est pas un automorphisme de la C-algébre C[X].

Conséquence. — Pour que le polynéme A divise le polynéme B dans
C[X], i faut et il suffit que A divise B.
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En effet I'égalité B = A-Q est équivalente 3 B = 4- (.

ProrosiTioN. — Pour que g € € soit racine d’ordre 4 du polyndme non
nul P de ©[X7], il faut et il suffit que 7 soit racine d’ordre & de P,

En effet (X—a)? divise P si, et seulement si (X —a)* = (X —ad)” divise P.

6.5.3. Etude de R[X]

1° Décomposition du polynime P € R[X]. — Au titre d’élément de C[X],
P supposé non nul, admet la décomposition de d’ALEMBERT

P=a [ (X—xy®

xeC

En utilisant ¢(P) = P, on en déduit
P=a[f (X—2" quisérit P=al](X-x)®.
xeC

xeC
Du fait de [unicité : a € R et v(£) = v(x), pour tout x € C.

ConSEQUENCE. — Si P e R[X] admet sur € la racine x € C\IR, a "ordre
v(x), alors P admet la racine % a I'ordre v(%) = v(x).

Tout polynéme de R[X] admet donc sur € un nombre pair de racines
non réelles, 4 condition de compter chaque racine avec son ordre de multiplicité.

CoRroLLAIRE. — Tout polynéme de R[X], de degré impair, admet au moins
une racine réelle.

2° Décomposition d’un polynéme de R[X] en produit de polyniémes
irréductibles de R[X]. — Si P est un polyndme de R[X] et si nous prenons
la décomposition de d’ALEMBERT de P dans € [X], dans cette décomposition
nous pouvons grouper les racines complexes non réelles et les racines imagi-
naires conjuguées en écrivant cette décomposition :

P=a ] X=-x"® J] (X=x)"X-2"®
xeR xeaC’
ol C’ désigne la partie {z]Jm z > 0} de C.
Comme v(x) = v(%) elle s’écrit aussi :
P=a ] (X=x)"@. J] (X*-2 Re(x)X +x-8)'*
xesR xel’
oll Re(x) désigne la partie réclle du nombre complexe x. Le polynéme
X?—-2Re(x) X+ |x|* est un polyndme de IR[X] irréductible et unitaire (ses
racines x et % sont non réelles et les seuls diviseurs non triviaux sont nécessaire-
ment du premier degré). Ainsi P apparait décomposé dans IR[X] en produit
de polyndmes irréductibles et unitaires. On connait I'unicité d’une telle décom-

position. Désignons alors par T, I'ensemble des polyndmes de R[X] du
second degré, unitaires et a4 discriminant strictement négatif (il s’agit donc
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des polyndmes dela forme X2 —2 Re(x) X+ |x|2, ol x est un nombre complexe
non réel) ; ces polyndmes constituent un ensemble de représentants des poly-
némes irréductibles de IR [X] du second degré; nous pouvons alors énoncer.

THEOREME. — A tout polyndme non nul P de R[X], on peut associer um,
et un seul triplet constitué d’un élément non nul & de IR et de deux applications
presques nnlles v : R — N, u : ¥, — N, telles que

P=g J] (X—xy™ J] P 93}

xeR PeTa

On dit que (2) est la décomposition de Gauss du polyndme P.

Dans le cas ol P n’est pas constant, cette décomposition prend la forme
(unique a ’ordre prés des facteurs)

P=a [] (X—a)* [] (X*+B,X+y)",
1€igr 1€j<p

Les a, sont les racines réelles distinctes de P ; les trindmes X2+ B; X+ v
tels que ﬂf——-4v ; < 0 sont distincts et leurs racines sur € sont les racines non
réelles de P sur €. On peut avoir p = 0, ou r = 0 ; le polyndme P est scindé
sur R si, et seulement si p = 0.

COROLLAIRE. — Les polynémes irréductibles de IR[X] sont les polyndmes
de degré 1, et les polynémes de degré 2 sans racine réelle,

3° Application. — Pour calculer la décomposition de Gauss de P e R[X],
il est souvent commode de calculer d’abord la décomposition de D’ALEMBERT
et de grouper les racines imaginaires conjuguées

ExempLES. — Dans les deux premiers exemples, nous allons poursuivre les calculs effectuds
au 6.5.2, 1° (en utilisant les mémes notations).

) P=X"-1 Iz, , =7 Dob:

X¥of = (X~1) (X+1) (X’—Zcosk—:--X+1)

16k&p-1

B) P= X**'1. Ici z3psy_y = Z;. D0l :

2kn
Ip+l _ | = - a_ .
X 1=(X-1) \ 1 (X 2 cos TS X+ 1)

Lk&p
Clest ainsi que :

X'=1=(X-1 (x’—z cosz?ﬂ-)(i-l) (X’—z cosf_,:-'-x+1).

¢galit€ qui sera reprise au 8.3.4, 3°, exemple L.

AUTRE EXEMPLE. — Trindme bicarré X*+pX%+q avec (p, 9)eR2

8i p?—4g > 0 l¢ polynéme Y*+p¥+q a deux racines réelles y, et y,, distinctes ou non.
Us'éerit Y24+pY+g=(¥Y—-y,)(¥Y—y,).

Suivant que y,, ¥, sont tous deux positifs, tous deux sirictement négatifs, ou 1'un positif,
1"autre strictement négatif les décompositions sont :

X4 +pXitg = (X= J70) (X+ v (X= Jp) (X+ 32
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X 4pX4g = (X2—y)(X*—yy)

X 4pXi4q = (X—Jy) (X+ I3) (X2—py).
Si p>—4¢ < 0 on peut affirmer que g > 0; on a donc P'égalité :
X4pXit+g=(X'+9? -2 Jg-p X~
La différence 2 \/g—p étant strictement positive, puisque p*—4g < 0,

X*4pXitg = X2+ XV2Jq—p + VD) (X2 - XV2q—p + V)
et les deux polynémes du second degré sont irréductibles, car sans racine réelle. On retrouve
par exemple
X4l = (X34 1)2-2X"
= (X324 J2X+1) (X2 — J2X+ 1),
De méme :
X*+ X241 = (X4 X+ D{X*—X+1).

6.6. EXTENSICN D'UN CORPS K

6.6.1. Extension d’un corps K

DEFTION. — Etant donné un corps commutatif X on appelie extension de K tout corps
commutatif . admettant K comme sous-corps.

Remarquons que L a une structure d’algébre sur le corps K.

1° DEFINITION D’UNE EXTENSION SIMPLE. — Soit L une extension de X et g un élément de L,
le plus petit sous-corps de L contenant X et g est noté K(a) et est appelé extension simple du corps X.
On dit encore que le corps K(a) est obtenu en adjoignant & K I"élément a.

11 est évident que si g appartient A K, K(g) = K. Ce cas particulier sera dorénavant écarté.

2° Etude de Pextension simple K(a). — Soit ¢ U'application de K[X] dans K(a) qui &
tout polynéme P de K[X] fait correspondre @(P) = P(a). Il est immédiat que ¢ est un
morphisme de I’anneau K[X] dans le corps K(@) dont 'image, ¢(K[X]), est un sous-anheas
noté K[q] de K(a). Cet anneau image K[4] est isomorphe 4 ’anneau quotient K[X]/J ot T désigne
P'idéal noyau de ¢, soit encore I'idéal des polynémes P de K[X] s’annulant en a.

DEFINITION D'UNE EXTENSION SIMPLE TRANSCENDANTE. — L’élément @ est dit transcendant
sur X, ou encore ’extension simple K(a) est dite transcendante sur X, si et seulement si 7 = {0}
ce qui s’écrit : pour tout polynéme P # O de K[X] alors P(a) = 0.

PROPRIETE. — Si @ est transcendant sur X, le corps K(a) est le corps des fractions de I’annean
intdgre K [a]; il est isomorphe au corps K (X)) des fractions rationnelles 4 une indéterminée sur K,

En effet 7 = {0} donc K[q] est isomorphe & K[X] ce qui permet de retrouver que K[a]
est intégre. K{a) est le plus petit corps contenant X et g, et donc le plus petit corps contenant K [a],
il s’agit donc du corps des fractions de K[g]. L’isomorphisme de K[X] sur K[a] se prolonge
alors en un isomorphisme de K(X) sur K(a). O

DEFINITION D'UNE EXTENSION SIMPLE ALGEBRIQUE. — L'élément a est dit algébrique sor
K ou encore I'extension simple X(a) est dite algébrique sur X si et seulement si J est non réduit
4 0, 11 existe alors un polyndme unitaire vnique P de X[X] tel que J = (P); ce polynfme P est
appelé polyndme minimal de a4 sur K. O

PrROPRIETE. — Le polyndme minimal de a sur X est irréductible sur le corps X. Si a n’appar-
tient pas i K, il est de degré au moins 2.

En effet si ce polyndme minimal P était réductible sur K, il existerait (#,, P;) € K[ X}
tel que P = P, P, avec 1 € deg(P,) et 1 < deg(P;). Puisque P(a) =0, P,(a)-P,(a) =0 et
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comme K est un corps soit P (a) = 0, soit P,(a) = 0 ce qui montrerait que P, ou P, appartient
a I. Ce résultat serait en contradiction avec deg(P,) < deg(P) et deg(P;) < deg(P). P est
donc irréductible sur K. Si P était de degré 1, P = X—a avec P(@) =0, donc P = X—ace
qui montre que a appartiendrait a K. 0O

THEOREME. — L*éément a étant algébrique sur le corps X, le corps K(a) est égal & ’anneau
K[a]. Tout élément de K(a) peut se mettre sous la forme unique a,+a,a+...+4,_,a"" " ol les
a, 0 < i< n—1, sont des éléments de K et ol 11 est le degré du polyndéme minimal de a.

Le degré de ce polynéme minimal porte le nom de degré de a sur K.

P étant irréductible sur K, I = (P) est un idéal maximal, et donc K[ X/ est un corps, Or
K[a] est isomorphe & K[ X]/{, donc K[a] est un corps, inclus dans K(g) contenant X et a, donc
K[a] = K(a). Enfin soit I1 un élément du corps K[ X]/I, It est la classe d’un polynéme A de
K[X]; dans K[X], A = O-P+ B avec deg (B) < deg(P) ce qui montre que IT est la classe
d’un polynéme B de K[X] de degré strictement inférieur & n. 11 est manifeste que deux polynd-
mes B, et B, de degrés strictement inférieurs & » ne peuvent appartenir 3 la méme classe que si
et seulement si B, = B,, ce qui montre que les éléments de K[X]/] peuvent étre représentés
de maniére unique par les polyndmes B de K[X] de degrés strictement inféricurs 4 n. Comme
K[a] est isomorphe & K[ X)/I (factorisation de @) tout élément de K(a) s’écrit de maniére
unique B{a). O

* COROLLAIRE. — K(a) est un K-espace vectoriel de dimension n domt ume base est
(La..a N,

REMARGUES. — * @) Cette propriété pour K(@) d’étre un K-espace vectoriel de dimension
finie sur K est caractéristique des extensions simples algébriques (si a est transcendant, K(a)
contient la famille libre (a"), ¢ n)- «

b) Le polynéme minimal P de a sur K, qui était irréductible dans K[X], ne est pas dans
K(a)[X), (P appartient & K(a) [X] et P(a) = 0).

EXeMPLES. — Corps Q \,/2) et Q). Dans R (resp. €) considérons le sous-corps @. J5.
(resp. i) n’est pas élément de Q. Les polynémes X*—2 (resp. X*+1) sont manifestement les
polynémes minimaux de /2 sur @ (resp. de i sur Q).

Le corps ©(+/2) est donc constitué de ’ensemble des réels écrits de maniére unique a+h./2
avec (a, b) € O,

Le corps ©(f) est constitué de I’ensemble des nombres complexes écrits de maniére unique
a+bi avec (a, b) € Q.

3° Compléments, — Le lecteur pourra établir facilement les résultats suivants :

Si deux éléments a et b algébriques sur K engendrent la méme extension K(a) = K(b),
ils ont méme degré sur K.

Si K(a) est une extension algébrigue simple sur X, tout élément de K{a) est algébrique
sur K de degré inférieur ou égal au degré de a.

6.6.2. Adjonction de racines. Corps des racines d’un polyndéme

1° Corps de rupture d’un polyndme. Méthode de Vadjonction symbolique, — Cette
méthode, due & CaucHy, traite le probléme inverse du précédent : étant donnés un corps K|
et un polyndme P irréductible dans K[X], peut-on trouver une extension L de K dans laquelle
P posséde au moins une racine ?

THEOREME. — Etant donnés un corps commutatif X ¢t un polyndme P irréductible de K[ X],
il existe un corps L, extension algébrique simple de X, qui est engendré par X et une racine notée a
du polynéme P, De plus si L, est une autre extension algébrique simple de K engendrée par X et une
racine notée b du polyndme P, alors L, et L soat isomorphes.

L’idéal I = (P) est un idéal maximal de K[ X]; I'anneau quotient K[ X}/(P) est donc un
corps. I contient K sous-corps isomorphe & X(X est constitué des classes des polyndmes constants)
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que nous identifions & X. Ainsi K[ X]/(P), noté L, est une extension de K. Notons alors a 'élément
de L qui est la classe du polynéme X. Tout élément de L est la classe d’un polyndme de K[ X],
et méme de maniére plus précise la classe d'un polyndme A unique de K[X] de degré stricte-
ment inférieur 4 deg (P). Les lois-quotients montrent qu'un tel élément s'écrit de maniére
unique d,+aa4...+d,a"" ' (i A=a+a,X+...+a,., X" ') donc L = K[a] = K(a) ce
qui montre que L est extension simple de K.

D’autre part P{g) = 0 puisque la classe de P est I’élément nul de L; L est une extension
algébrique simple de K contenant une racine a de P.

Enfin si L, est une extension algébrique simple de K engendrée par K et une racine notée
b de P, P étant irréductible est (3 un facteur non nul prés) le polyndéme minimal de b donc L,
est isomorphe & K[X}/(P) donc & L. Remarquons que cet isomorphisme est I’application qui
a ’élément ay+a,a+...+4a,-,a"" ' de L fait correspondre I’élément a,+a,d+...+a,-5""*
de L,. ]

DERNITION. — Un tel corps L porte le nom de corps de rupture du polyndme P.

2° Exemple. — Construction du corps € des nombres complexes.

Sur le corps des nombres réels IR le polynéme X2+ | est irréductible. Le corps R[ X)/( X2 +1)
est un corps de rupture, noté €, du polynéme X4 1. Notons i la classe de X. Tout élément de
ce corps s'écrit de maniére unique a+bi avec (a, #) € R%. L’addition est 'addition induite soit
a+bi+a' +b'i = (a+a") + (b+b'). Le produit est le produit induit soit :

(a+b0) (a'+b'i) = aa’—bb' +i(ab’ + ba"),
De plus / est une racine de X241, et donc i = —1.
3° Adjonctions successives. — Considérons alors un corps K et une extension L de

K. Si A est une partic de L, on note X(A4) le plus petit sous-corps de L contenant K et A. On
peut remarquer que K(&) = K, K(L) = L.

PROPOSITION. — Si A et B sont deux parties de L on a
K(A U B) = K(A) (B) = K(B) ().
En effet K(4 v B) contient X(4) et B donc contient K(A) (B).
Comme K(A)(B) est un corps contenant X, A, B, K(A) (B) contient K(A v B). |
Conséquence. — Si o, et a, sont deux éléments de L, alors K(x,, o;) = K{z;) (23).
Pour construire K(«,, x,) on peut donc constraire X(z,) puis construire X{(x,) ().
ExempPLE. — Construction dans R du plus petit sous-corps contenant @, /2, ./3.

Q( \/i) est I'ensemble des réels de la forme unique a-+b-/2 avec (g, &) € Q2. Un petit calcul
montre que /3 n’appartient pas 4 Q(/2) et que X?—3 est un polyndme de Q(/2) [ X] qui est
donc manifestement le polynéme minimal de /3 sur Q(/2). Ainsi Q(+/2) (/3) est constitué de
ensemble des réels de la forme unique (a+b4/2) + (c+d+/2) /3 avec g, b, c, d éléments de

Q. Ainsi Q(/2, /3) est 'ensemble des réels de Ia forme unique a+b2+c/3+d\/6
avec (a, b, ¢, d) e Q*.

4° Corps des racines d’un polynéme. — DEFINITION. — Etant donnés un corps X et un
polyndme P de K[X] de degré supérieur ou égal & 1, une extension L de X est dite. un corps
des racines du polynfme P s'il vérifie les deux conditions suivantes :

) Le polynbme P s¢ décompose dans I[X] en un produit de polynémes du premier degré
(e qui est équivalent i 1’existence de r éléments a,, ..., 4, de L distincts qui sont racines de P avec
des ordres de multiplicité dont la somme est deg (P)).

ii) Ce corps est K(a,, ..., 4,).

THEOREME. — Tout polyndme P de degré supérieur ou égal 4 1 de X[X] admet un corps des
racines.

La démonstration se fait par récurrence sur deg (P). La propriété est évidente si deg (P) = 1
puisqu’alors L = K. Supposons le théoréme démontré pour tout polyndme P tel que
1 £ deg (P) £ n—1 et pour tout corps K et soit P un polynéme de degré n.
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Soit @ un polyndme irréductible diviseur de P dans K[X] (éventuellement P = Q). 1l
existe une extension L, de X dans laguelle le polyndme @ admet au moins une racine a
(théoréme 6.6.2). Dans L [X] le polyndme P est divisible par (X —a)', k désignant I’ordre de
multiplicité de a. Ona P = {X—a)*-P,. Si k = n le probléme est terminé, dans le cas contraire

1 € deg(P,) € n—1; I'hypothése de récurrence permet d'affirmer ’existence d’une extension
L de L, corps des racines de P, sur L, de la forme L = L(a,,..,8). L=K(a, a, .., a)
est manifestement un corps des racines de P sur K. O

6.6.3. Cléture algébrique d’un corps X

DEFINITION D'UNE EXTENSION ALGEBRIQUE. — Une extension L d’um corps commutatif K
est dite algébrique sur X si tout élément de L est algébrique sur X.

Par exemple si g est algébrique sur X, K(a) est une extension algébrique sur K et plus
généralement si ay, ..., a, sont algébriques sur K, K(a,, ..., a,) est algébrique sur X.

THEOREME DE STEINITZ. — Tout corps commutatif X admet une cldture algébrique K A
savolr une extension possédant les deux propriétés : K est algébrique sur X, K est algébriquement
clos. De plus si K, et K, sont deux cldtures algébriques de X il existe un isomorphisme de K,
sur K, laissant invariant tout élément de K.

Nous admetirons ce théoréme,

Par exemple un nombre complexe 4 est algébrique sur @ si et seulement &'l existe un
polynéme P # 0 de Q[X] tel que P(a) = 0 (aprés réduction au méme dénominateur il est
équivalent de dire qu'il existe un polyndme P # 0 de Z[X] tel que P{a) = 0). D’une maniére
trés imagée @ cldture algébrique de @ contient tous ces nombres, complexes ; on démontre que
@ est ’ensemble de ces nombres algébriques sur @, et qu’il est dénombrable.

6.7. ALGEBRE DES POLYNOMES A PLUSIEURS INDETERMINEES

6.7.1. Polynéme A plusieurs indéterminées

1° Préliminaire. — Soit n un entier tel que n = | (et dans la pratique
n = 2). Un élément de N” sera noté i = (7, ..., i,) et on désignera par |i|

I’entier naturel i, +...+1i,, qui est appelé fongueur du n-uple i.
On vérifie aisément que N, muni de [’addition
(1t tid + (Ut +in) = Ui+ oo )

est un semi-groupe commutatif. L’élément neutre (0, ..., 0} est le seul élément
de IN" dont la longueur soit 0.

2° DEFINITION. — Soient 4 un anneau commutatif et # un entier tel que
n 2 1. On appelle polyndme & »n indéterminées sur 4 toute famille presque
nulle d’éléments de A indexée par N”,

En d’autres termes, un polynéme a »n indéterminées sur 4 est une famille
d’éléments de A de la forme :

(@ienn, [Cest-d-dire (iy, ..., i) — a;,, ;]
vérifiant la condition suivante : il existe un entier naturel nq tel que :

si li| > no, alors a; = 0, [Cest-a-dire = si iy +...+i, > ng, alors a;,, _, = 0].
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La terminologie utilisée pour les polyndmes 4 une indéterminée est
conservée : on définit les coefficients du polynéme, le polynéme nul, un
mondme. L’ensemble des polyndmes 4 »n indéterminées a coefficients dans
A est noté A[X;, ..., X,] et, dans le cas particulier n = 2, A[X, Y].

REMARQUE. — De la définition il résulte que deux polyndmes P = (a;); cwn
et Q@ = (b);onn de A[X,, ..., X,] sont égaux si et seulement si pour tout élé-
ment i de N, a; = b,

6.7.2. Addition et multiplication

1° THEOREME ET DEFINITION, — Soient P = (4,); .y €t Q = (b); o denx
polyndmes de A[X,, ..., X,]. Alors les denx familles d’éléments de A, (c;); nn
et (d)); .y définies par :

Vie N" Ci == a'-'l"bi Ct di = Z akb!
k+I=i
sont des polyndmes de A[X,, ..., X,], respectivement appelés somme et pro-
duit de P et Q ; on les note P+ Q et P- Q.

Il s’agit de vérifier que les familles considérées sont presque nulles.
Par hypothése, il existe deux éléments n, et mg de N tels que si Ji| > ng, alors
a;, = 0et, si i} > m,, alors b, = 0.

On en déduit : si |i| > sup (ng, my), alors a;+b, =0,
et si |i] > ng+my, alors Y ab =0

k+t=i

En effet, étant donné que |k+!| = |k| + |I], l'inégalité |k +I]| > ng+m,
exige (|kl > ng) v (|I] > my), et donc a; b, = 0. [

Ainsi A[Xy, ..., X,] est muni de deux lois de composition internes
que nous appelerons addition et multiplication. Remarquons I’expression de
d; dans le polyndme produit :sif = (i}, ..., i), k = (ky, e kI = (1, 00s 1)

di= ) ab= 3 Aiyyonien D1yt
k+i=] i+ =i
% kn-l.—-[.,.=t,,
dans le cas n = 2:

diiy = X @y big,-
ky+l=i
katlz=iz

2° THEOREME. — (A[X,, ..., X,], +, ) est un annean commutatif non nul.

La justification est la méme que dans le cas des polynédmes & une indé-
terminée.

Remarquons que le polyndme nul est I’élément neutre de I'addition, que
I’opposé de P = (a));.n- €8t —P = (—a);.nn, €t que le polynéme défini
par ag, ..., ¢ = 1, et a; = 0 pour [i] =1 est élément neutre pour la multiplica-
tion, ce qui implique que 4[X,, ..., X,] a méme caractéristique que A.
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6.7.3. La A-algébre A[X., ..., X.]

1® DEFINITION. — Soient P = (a;);cn» wm polynéme de A[X,, ..., X,],
et b un élément de 1’anneau A. Alors la famille (¢)); . nn, 081 ¢; = ba; pour tout 7,

est un polynéme, appelé produit du polyndme P par le scalaire b ; on le note
b1lP

En effet ¢; = 0 dés que a; = 0.

2° THEOREME. — Le triplet (A[X, ..., X,], +, L) est un A-module, et,
en particulier, un espace vectoriel si 4 est un corps,

Le quadruplet (A[Xy, ..., X}, +, -,1) est une A-algébre commutative.
Conséquence immeédiate des définitions des lois. O

6.7.4. Plongement de 1’algébre A dans Palgébre A[X,, ..., X,]

PROPOSITION, — L’application j : A — A[X,, ..., X}, qui & a e 4 fai¢
correspondre le polynéme
(@)ienn tel Que ag ..o =a et g, =0si il 21
est un morphisme injectif d*algébres,

Comme nous ’avons fait pour A[X], nous identifions A4 et la sous-algébre
JjiA) de A[X,, ..., X,], dont les éléments sont appelés polynémes constants ;
d’aprés a L P = j(a)' P, nous pouvons dorénavant noter la loi externe comme
le produit.

6.7.5. Génération de A[X,, ..., X,]
1° Indéterminées. — DEFINITION. — Dans 1’algébre A[X, ..., X,], on
appelle indéterminées les polyndmes X, = (b, ;); ¢ wr» | < ¢ < 5, définis par:
boy=18lj= (o juyvérifle:j = letj =O0sik #gq
b,, ; = 0 dans les autres cas.

Pour tout ¢ € N,, on pose Xg = 1, et on w¥érifie par récurrence que,
pour tout (f,, ..., [,) eN", ona
Xt Xl =(c)en  avec { o =1 N j - (l_l’ " I.")
c;=0sij# (i, 0niy
2° En raisonnant comme dans le cas de A[X], on montre :

THEOREME. — Dans le A4-module A[X,, ..., X,], tout polyndme peut
s’exprimer d’une, et une seule fagon, comme combinaison linéaire de la famille
(XY oo Xttty € N

Les coefficients de la combinaison linéaire sont ceux du polynéme.
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Nous traduirons plus loin ce résultat en disant que la famille considérée
est une base du A-module. On dit aussi que les polynémes X, | < ¢ < n
sont des générateurs de la 4-algébre 4[X,, ..., X,]. Retenons que

P=(@)ew Séarit P= T ay . Xi.. X0 (1)

{E15000, In) €NP

6.7.6. Isomorphisme canonique de A[X,, ..., X,_.,, X,] sur
A[Xis bt Xn-l] [Xn]

En reprenant ’expression (1) du 6.7.5, on constate que P = (4))jenn
admet (pour n = 2) Pécriture

P=3( Y a
KeN (liyesln-1, k) 6N"

R XT L XD X M

[Ty P

qui est dite ordination de P selon les puissances croissantes de X,
C’est ainsi que I'on écrira par exemple :

—5—5X*-3X54+ Y+ XY — Y%, (idX,= ¥)

— Pour k fixé, le coefficient de X* dans P, que nous notons P, est une
famille d’éléments de ’anneaun A, indexée par N"~ 1. Cette famille est presque
nulle puisque a;, _; _,; est nul dés que i, +...+i,_; > no—k, et d’ailleurs
nulle si k > n, La famille P, n’est pas antre chose qu'un polynéme de
AlX,, ..., X,- ], et ce polyndme est nul si k > n,.

Ecrit sous la forme Y, P.X% avec P, e A[X,, ..., X,-1], le polyndme

keN
P apparait comme un élément de A[X,, ..., X, _,] [X,], que nous désignerons

par ®(P). On vérifie aisément que I’application ® ainsi définie est une bijection
compatible avec les lois de structure d’algébres. Nous pouvons donc énoncer :

THEOREME. — L’ordination selon les puissances croissantes de X, est un
isomorphisme d’algébres

—
A[Xb +teg Xn—la Xn] — A[Xls seey Xn—l] [Xn]
REMARQUE. — Cette démonstration aurait pu étre faite relativement 4 n’importe quelle

indéterminée. Il en résulte que, pour tout 1< i<n A[X, ... X,] est isomorphe 3
ALX s oy Xiayy Xiy 1y oy X LXL

COROLLAIRE. — A[X,, .., X,] est isomorphe a A[X,, ..., X,_,][X,-1, X} En effet
AFX s vy Xy 2] EXy- s X] est isomorphe 3 A[X,, .., X,. ;] [X,-,] [X,] qui lui-mdme est
isomorphe 2 A[ X, ..., X,. ] [X,] d’aprés le théoréme précédent et d’aprés 6.1.7. O

Application. — THEOREME. — Si A est un anneau Intégre, A[X,, ..., X,]
est un anneau intdgre, et le groupe des unmités de A[X, ..., X,] est celui de A.

La démonstration se fait par récurrence sur 'entier n; A[X] est un
anneau intégre et le groupe des unités de A[X] est celui de 4 (6.1.2 et 6.1.5).
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Supposons la propriété démontrée pour A{X,, ..., X,-,]. 41X, ..., X,] étant
isomorphe 3 A[X,, .., X,_,] [X,], apparait alors comme un anneau de

polyndémes 4 une indéterminée sur I’anneau intégre A[X, ..., X,- ], il résulte
de 6.1.2 et de 6.1.5 qu’il est intégre et que son groupe des unités est celui de
A[Xy, ..y X,-,] donc celui de 4. O

On dit qu’il s’agit d’un théoréme de permanence de propriété.

6.7.7. Degrés d’un polynéme A n indéterminées

1° Degré partiel. — DEFINITION. — Etant donnés les entiers n et g tels
gue 1 < g < n on appelle degré partiel du polynéme P de 4[X,, ..., X,], relati-
vement A D'indéterminée X, le degré de ce polynéme considéré comme un
€lément de A[X, ..., X, _(, X 41, .0, X,][X,]. Ce degré partiel est noté degy, (P).

Ce degré partiel vérifie les deux inégalités :
degy, (P+Q) < sup [degg, (P), degy, (9)]
degy, (P - Q) < degy, (P) + degy, (Q),
cette derniére étant une égalité si 4 est intégre.

REMARQUE. — On adegy, (P) = — o0 si, et seulement si P est le polynéme
nul, etdegy (P) =0, si, et seulement si P est un polynéme non nul de
ALX ooy Xyis Xpits on X)

2° Degré toral, THEOREME ET DEFINITION, — Soit P = (a);.y» un
polynéme de A[X,, ..., X,]. Si P n’est pas nul ’ensemble

{keN| 3ie N" (g # 0)A (li| = &)}

des longueurs des éléments du support de P, admet un plus grand élément, qui est
dit degré total de P et noté deg (P).

Si P est nul, on convient : deg (P) = —co.

Un polynbéme est, par définition, une famille & support fini; si P # 0, le
support de P est fini et non vide ; I'ensemble des longueurs des éléments de ce
support est une partie non vide et majorée de N. O

ProposSITION. — Quels que soient les polyndmes P et Q de A[X,, ..., X,]
on a les relations :

deg (P+ Q) < sup [deg (P), deg (Q)]
deg (P- Q) < deg(P) + deg (Q).

Démonstration analogue 3 celle du 6.1.5, 3°. Nous montrerons au 6.7.8, 4°
que, si A est intégre, la seconde relation est une égalité,
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ReMARQUE. — Le degré total du polynéme P n'est pas la somme des degrés partiels de P
relativement aux # indéterminées. Le lecteur vérifiera que ’on a uniquement :

deg(P) < il degy, (P)
o=

6.7.8. Polynomes homogénes

1° DEFINITION. — Soit p un entier naturel. Un polynéme P = (a,);_ . de
AlX,, ..., X,] est dit p-homogéne si, et seulement si I’inégalité |i| # p implique
a; = 0.

En d’autres termes, il s’agit d’une somme, éventuellement nulle, de
mondmes de degré total p.

REMARQUES. — @) Pour un polyndme p-homogéne non nul, p n’est
autre que le degré total.

b) Pour tout p € N, le polyndme nul, dont le degré total est — oo, est
p-homogeéne. C’est 4 cause de ce risque de confusion que nous préférons
p-homogéne 3 « homogéne de degré p » employé par d’autres auteurs.

2° PROPOSITION. — Si deux polyndmes de A[X, ..., X,] sont respective-
ment p-homogeéne et ¢-homogéne, leur produit est (5 +g)— homogéne,

On écrit: P =(a)en> €= Biens P-Q = (d)ionn
avec : di= Y ab.

On constate que |k+I| # p+gq, qui s’écrit k] + /| # p+gq, implique
(k] # p) v (|1| # g), et donc (a, = 0) v (b, = 0), et donc a, b, = 0.

Ainsi : si |i| # p+gq, alors d; = 0. a

3° THEOREME, — Le sous-emsemble M, de A[X,, .., X,] constitué par

les polynémes p-homogénes en est un sous-module ; A[X,, ..., X,] est somme
directe de la famille des sous-modules (3 ,), ; x.

— Le lecteur vérifiera aisément que M, est un sous-module.
— Tout élément de A[ X, ..., X,] s’écrit :

P= Z ‘:li-Xdl.l "'Xl‘:" (=G eers i)
te Nn

et donc, en regroupant dans la somme (qui est finie), les i de méme longueur :

P=% P, avec P,= Y aXi.Xb
peN lil=p

On vérifie aisément : P, € M,. Ainsi tout élément de A[X,, ..., X,] est
une combinaison linéaire de la famille (M}, . n, et A[X, ..., X,] est ]a somme
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de cette famille de sous-modules. Reste 4 montrer qu'il s’agit d'une somme
directe.

Or Iégalité » P, =0, avec P, € M, pour tout p, exige P, = 0 pour

peN
tout p. Sans cela il existerait p, plus grand entier p tel que P, # 0, et le degré
total de y P,, c’est-a-dire de 0, serait p,. ]
peN

4° Application. — Sovit A un anneau intégre. Pour tout couple (P, Q) de
polyndmes de A[X, ..., X,} : deg (P- Q) = deg P+ deg Q.
— C’est trivial si I'un, au moins, des polyndmes est nul.

—- 8i P et @, non nuls, sont respectivement p-homogéne et g-homogene,
P-Q est non nul et (p+g)-homogéne. On a donc les degrés totaux

deg(P) = p, deg(Q) =g, deg(P Q) =p+q.
La proposition est encore vraie,

8i P et Q sont non nuls de degrés totaux p et g, on les écrit comme somme

de polynémes homogénes et on constate qu’ily adans P+ Q une partie homogéne
non nulle de degrép +¢.D’olt deg (P Q) 2 p+¢. Oronsait :deg(P- Q) < p+g.
O

6.7.9. Fonction polynéme de n variables

1° DEFINITION. — Soient 4 un anneau commutatifet P = 5 a; X} ... X,
fe N? :
(avec i = (i, ..., £,)), un polynéme de A[X,, ..., X,]. L’application P : A" — A
définie par
X1y coes X) — 3 X .oxb

ieNn

est appelée fonction polynéme de » variables associée au polyndme P.
L’existence de la valeur P(x,, ..., x,) résulte de la structure d’anneau de
A et de la propriété de la famille (2;); . y» d’8tre presque nulle.

ProposiTION. — Quels que soient les polyndmes P et O de A[X, ..., X,] et
I’élément ade A ona:

%=F+Q, Fé=ﬁ‘é, aP = af
Méme démonstration que dans 4 [X].
COROLLAIRE. — A" désignant 'algébre des applications de A" dans A,
Papplication qui @ un polynéme P de A[X, ..., X,] fait correspondre la fonction
polynéme P est un morphisme de la A-algébre A[X,, ..., X,] dans la A-algébre

A, L’image de A[X,, ..., X,] par ce morphisme est une sous-algébre de A"
appelée algébre des fonctions polynémes de n variables sur A.
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2° THEOREME. — Si A est un anneau intégre infini, Papplication qui a
un polynéme P de A[X,, ..., X,] fait correspondre la fonction polyndme P est
un isomorphisme de A[X,, ..., X,] sur I’algébre des fonctions polynémes de »
variables sur A4.

11 suffit de démontrer que cette application est injective, Pour cela montrons
le lemme suivant.

LEMME. — Soient A un anneau intégre infini, et (4)); < ; < , tne famiile
de sous-ensembles infinis de A. Alors pour tout polyndme P non nul de

A[X,, .. X,,] il existe une infinité de points de n A; en lesquels la fonction
polynome P prend une valeur non nulle. i=1

Nous allons démontrer par récurrence une assertion que nous notons R,

— R, est vraie car tout polyndme non nul de A[X] admet un nombre
fini de racines dans A, et @ fortiori dans toute partie infinie de A.

— Soit n > 2. Nous supposons que X,_, a été vérifiée et nous considé-
rons un polynéme non nul P de A[X,, ..., X,.,, X,]. Nous pouvons le consi-

dérer comme un polyndéme de A[Xy, ..., X,-,] [X,], en I’écrivant

P=Y PX' avec P = Y a

keN Gtseenrin-1,k) € N

XL X

freerdn— 1ok

D’aprés P # 0, il existe au moins un P, non nul. D’aprés R, _;, il existe
n—1

donc kg e Net (xy, ..., x,_,) € [] 4; tel que P, (%, ..., %,-,) # 0.
i1

Le polyndme Y. P (xy, ..., X,_,) X}, de I'anncau 4[X,], ayant un coeffi-
keN

cient non nul est non nul.

D’aprés K., il n’a donc qu'un nombre fini de racines dans A,, et il existe
une infinité de points x, € 4, en lesquels il ne prend pas la valeur 0.

Ainsi il existe une infinité de points (x, ..., X,_, x,) de [] A; en lesquels
-~ i=1
P ne prend pas la valeur 0. R, est vraie. O

Ce lemme démontre le théoréme car si £ est non nul et si A est un anneau
intégre infini il existe une infinité de points de A" en lesquels P e prend pas
la valeur nulle donc £ n’est pas la fonction nulle. L’application P —— P est
bien injective. O

REMARQUE. — Le lemme est plus intéressant que le théoréme car if montre par exemple
qu’un polynéme de Q[X,, ..., X,] tel que sa fonction polynéme s’annule en tout point de

IN® est le polyndme nul puisque dans le cas contraire il devrait exister une infinité de points
de N" en lesquels la fonction polynéme ne s’annule pas.

Application. — Lorsque A est un anneau intégre infini on peut identifier
la A-algébre A[X,, .., X,] et la A-algébre des fonctions polyndmes de n
variables sur A, la fonction polynéme étant ainsi notée P, au lieu de P.



6.3.7 DERIVATION PARTIELLE DES POLYNOMES 193

6.7.10. Substitution de n polyndmes dans un polynéme 34 n
indéterminées

Les données sont un polynéme P de A[X,,.., X,] et n polyndmes
Q4 s @, de A[Y,, .., ¥,]; A étant plongé dans A[Y,, .., Y] (6.7.4), le
polynéme P de A[X;, ..., X,] est un polynébme de A[ Y, ..., Y] [ X, .., X,]
et on peut lui associer la fonction polyndme P application de (4[ Y, ..., ¥, ])"
dans A[Y, ..., ¥,]. Celle-ci donne de I’élément (@, ..., @) de (A[ ¥y, ..., ¥, ])"
I'image P(Q,, ..., Q,) qui est un polynéme de A[Y,,...,Y,]. On dit que ce
polynéme a été obtenu par substitution des n polynémes Q,, ..., Q, aux n
indéterminées X |, ..., X,.

Si P= Y aXi..Xralors P(Q,...0) = Y a0f..0F

ieN" ie N
Les propriétés énoncées pour les fonctions polyndmes sont donc encore
valables et I’on a :

(P'I" Q) (le sy Qn) = P(Qla s Qn) + Q(le srex Qn)
(@P) (Qy, -y Qi) = aP(Qy, ..., Q)
(P- Qs @) = P(Qr, ., Q) Qs -y Q)

6.8. DERIVATION PARTIELLE DES POLYNOMES

6.8./. Polynome dérivé partiel
[° DEFINITION. — Soient 4 un anneau commutatif et P un polynéme de
A[X], ..., X,]. On appelle polynéme dérivé partiel de P par rapport a P’indéter-
minée X,, 1 < g < n, et on note Py_ou 6%% le polyndme dérivé de P considéré
comme un élément de A[X,, .., X,_,, X ., ..., X,][X]
EXEMPLE. — P = aX 4+ 20 XY+a'Y* +2cX+2¢' Y +d :
Py=2{aX+bY+0¢) Py =2(bX+a'¥Y+¢")

2° TutoriME I. — L’application D, qui & tout polynéme de A[X,, ..., X,]
associe son polynéme dérivé partiel par rapport & I’indéterminée X, est un
endomorphisme de A-module.

D,(P+Q) = D,(P)+D,(Q), D,@aP)=aD,P).

THEOREME II. — D (P-Q) = D (P)- @+ P D (Q).
Il s’agit de propriétés de la dérivation dans A[X].
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TutorEME III. — Pour tout (p, 9) € (N)? : D,0 D, = D 0 D,

Par linéarité, il suffit de le montrer pour Xf, X;, ce qui est immédiat,

Conséquence, Dans les compositions dapplications D, (1 € q < n),
nous pouvons, par commutativité, regrouper chacune de ces applications si bien
que toute composée d’applications D, pourra étre notée : Dio...oD" (les
i, étant des entiers positifs ou nuls). P érant un polynéme de A[ X, ..., X,]
nous écrirons ;

8 . ,
——— (P) pour D o..oDxP), (i,+..+i, =k
axh. ax" )P ' &

REMARQUE. — Compte tenu de ce que Dg est I'identité, si I'indice i, est
0, on peut se dispenser de faire figurer D}’ dans la dérivation composée et
axf; dans la notation du polynéme dérivé partiel.

3° Degrés des polynémes dérivés partiels, — PROPOSITION. — Soit

DY o...0 Di* une dérivation partielle d’ordre k = i, +...+7, du polynéme P de
A [Xb AAdH] Xn]

i) Si le degré total de P est strictement inférieur a Xk, alors
Dio..oD™P)=0
i} Sile degré total de P est au moins égal A k&, alors
deg (DY o ... o Di*(P)) < deg (P)—k.

La linéarité permet de limiter la démonstration au cas P = X%..X"

— S§'il existe geN, tel que i, > I, (ce qui est toujours le cas si
k>1 4.+, mais ce qui peut I’8tre dans d’avires conditions), alors
Dis(X') = 0, et donc DY 0 ...0 Dir(P) = 0.

— Si pour tout ¢ €N, on a i, < /,, alors on calcule :

Dio..oDXxY..X» = T1 (L X'““"’) O

§=1 (Iq_iq)! 1

REMARQUE. — Méme si A4 est un anncaun intégre de caractéristique nulle,
on peut avoir D% o ... 0 Di*(P) < deg (P)—k. C’est ainsi que, dans Q[X, Y],
2,
axXey (X%) = 0.
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6.8.2. Formule de Taylor
On se place exclusivement sur un corps commutatif
K de caractéristique 0.

1° Puissances symboliques. — DEFINITION. — Soient & un entier naturel
et P un polynéme de X[X,, ..., X,]. On appelle puissance symbolique d’ordre
k de P, et on note
n k]
[YiPy,+...+ P ]™ ou | 3 Y,Py,
qg=1
le polynfme

1 . k
k! Y. yh 4

DI M(P), (i=C(>y, . i) m

de ’annean K[X,, ..., X,, Y, ..., Y.l

On notera que cette définition implique :

n [0] n , (1] n ,
PRZA T PR S RS

g=1 a=1 g=1

2° Formule de Taylor. — THEOREME. — Soit P un polyndme de
K[X,, ..., X,]. On a Pégalité entre polyndmes de K[X,, ..., X,, ¥y, ..., ¥,

1 .
P(X;+ Yy, n X, +¥) = ¥ o5 [ViPy 4.+ 1P ]
keN . '
En particulier, dans le cas # = 2 on a la formule :

1 &
(X1+Y,X,+Y) ng (HJZ,: g 2 7). 47D ¢ ( ))

Par linéarité des dérivations, il suffit d’établir la formule pour le

mondéme XY...X\. D’aprés la formule du binéme de Newton, le produit
@ = (X, + Y. .(X,+ Y)" s’écrit, en posant i = (iy, ..., i) :

- Iqt Iq—i. 1)
w = —___ xlileyl)
:gn (qg1 (—iph,t ¢ ¢

étant entendu qu'un terme dans lequel une indéterminée intervient i une
puissance strictement négative est considéré comme nul.
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Dans la somme w, qui contient un nombre fini de termes, regroupons
ceux d’entre eux pour lesquels la longueur i} = i;+...+7, est commune.
On obtient ainsi :

1 k' 1 n . l tg—ig
w=k§NH|:]nlz;‘k il ri- Y: (qul (t —‘1) X ):I

Comme, d’aprés la formule (1) du 6.8.7:

r l ! la—i ak 1 4
—A— XN = e (XY X))
g=1(,—~i)! axy...axy
la proposition résulte de la définition de la puissance symbolique. O
REMARQUES. — a) On peut substituer aux 2n indéterminées X, ..., X,,

Y., .. Y, les 2n polynémes a,, ..., a,, ¥,—ay,.., Y,—a, ol a,, ..., a, sont
des éléments de K, on obtient Ia nouvelle expression de P(Y,, ..., ¥,) :

1 W 8 )
Y,—-a)".. . (Y,—a) ———— P(ay, ..., q,
n?N (.1+ Z—I-l,.—-k il ( 1=t (Tman) axi...axh (a:

b) La formule de Taylor est valable dans tout anneau tel que k!1 soit
un élément inversible de 1'anneau pour tout .

6.8.3. Dérivation des polynomes homogénes. Théoréme d’Euler
Nous revenons au cas d’un anneau commutatif A.
ProOPOSITION. — Soit £ un polynéme p-homogeéne de A[X, ..., X,]. Alors
pour tout g €N, :

i) Si p=0,5%—(1>)=0;
q

iNSip=1, 7?(— P est (p— 1) —homogéne (éventuellement nul).
g

Démonstration facile, laissée au lecteur.

COROLLAIRE. — Soient P un polynéme p-homogéne, et D} o ... 0 D!* une
dérivation d'ordre k = i, +...+i,. Alors :

i) Si k> p, Diio...oDr(P)=0;
ii) Si k < p, DY o...0D"(P) est (p—k)-homogeéne.

THEOREME D’EULER. — Soient K un corps commutatif de caractéristique
nulle, et P un polynime de K[X,, ..., X,]. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :
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i) P est p-homogéne ;

iiy ¥ XPy, = pP.

g=1
n
L’application ¢ : P — Z X, Py, est manifestement un endomor-
g=1
phisme du module X[X,, ..., X,]. On calcule :

p(X . X =Y LX) .. Xy = ( Y I;) ). S ¢
g=1 g=1
{{) == (ii). Si P est p-homogéne, pour tout mondme non nul de P
la somme des puissances des indéterminées est p. On en déduit ¢(P) = pP
(ce résultat subsistant si K n’est pas de caractéristique 0). O

(ii) = (i). Nous connaissons la décomposition unique :

P= ) P, P.eM, (M, ensemble des polyndmes k-homogénes).
ke N

D’olr : e(P)= Y kP,.
ke N

Comme kP, € M, cette seconde décomposition est I’unique décomposition
de @(P). Si on pose I'hypothése @(P} = pP, on en déduit que le polyndme
(k—p)P, est nul pour tout k, et donc que P, est nul pour k # p (c’est ici
qu’intervient : K est de caractéristique 0). O

REMARQUE. — Le résultat nécessite simplement I’hypothése : A est un anneau commutatif
tel que pour tout entier g # 0 ’égalité ga = 0 implique a = 0.

6.9. PROPRIETES ARITHMETIQUES DE K[X,, ..., X.]

Dans tout ce sous-chapitre, K est un corps com-
mutatif.

6.9.1. Divisibilité dans K[X,, ..., X.]

K[X,, ..., X,] est un anncau intégre ; les résultats généraux et la théorie
de la divisibilité dans les anneaux intégres vus en 3.3.7 s’appliquent
donc &4 K[X,, ..., X,}. La principale différence entre K[X] et K[X,, ..., X,].
{pour n = 2), est l'absence dans K[X, ..., X,] d’une division euclidienne
de deux polyndmes,

Dans K[X,, ..., X,] la seule division euclidienne simple est celle résultant
de lapplication du théoréme 6.2.1 : si A et B sont deux polynémes de
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K{x,, .., X, tels que B soit non nul et tel que son coefficient dominant
relativement 4 I'indéterminée X, soit un élément inversible de K[X, ..., X,- ]
(a savoir un élément de K\{0}), alors il existe un couple unique (@, R) de
polynémes de XK[X,, ..., X,] tels que :

A =BO+R et degy, (R) < deg,,(B).
En effet P polyndme de K[X,, ..., X,] peut étre considéré comme un

polynéme de K{X,, ..., X,_,] [X,].
Remarquons que les polyndmes B satisfaisant i ces hypothéses s’écrivent :

p—1
B=>bX+ 2 ( 2 TR P,
k=0 \(i,k)e N*=1x N

b e K\{0}
B.eK[X;, .., X, ]

(X x:":;) Xt
p—1
B=>bXI+ Y BX. {
k=0

REMARQUES. — g) Si B satisfait aux hypothéses précédentes, pour que B
divise A4 il faut et il suffit que R = 0.

b) Le raisonnement précédent s’applique a n’importe quelle indéterminée
X,avecl € g<n

PrROPOSITION, — Dans K[ X, ..., X, ], pour que le polynéme A soit divisible
par le polynéme X,— B, ou B est un polynéme de K[ X, ..., X, _,], il faut et il
suffit que le polynéme obtenu en substituant, dans A, le polynéme B a I’indé-
terminée X, soit le polyndme nul.

En effet dans K{X,, .., X,_,]1[X,] nous pouvons effectuer la division
euclidienne de 4 par X,— B, soit :

A=(X,—-B)Q+R avec degy (R) < degy (X,—B). (0

Comme degy, (X,—B) = 1,onadegy (R) €0, cest-a-dire Re K[X,,..., X, ]
En substituant B 3 X, dans les deux membres de (1), on obtient alors :

R(Xy, oy X)) = A(Xy, oy Xy, B(Xy, .y Xam ) a

ExempLE. — Dans QfX, Y, Z] & quelle condition le polynéme X+ Y*+ Z*+mXYZ est-il
divisible par X+ Y+ 2Z ?

Pour qu’il y ait divisibilité il faut et il suffit que Z—(— X—¥) divise ¥*+ ¥Y*+ Z3+mXYZ,
et donc il faut et il suffit que le polyndme X3+ Y2 —(X+ ¥ —mX Y(X+ ¥) soit nul.

La condition cherchée est m = —3.

COROLLAIRE. — Pour que le polyndéme A de K{ X, ..., X, ] soit divisible par
le produit [] (X;—X)), il faut et il suffit que 4 soit divisible séparément

1gi<j€n

par chacun des polyndmes X;— X, (1 <i <j < n).
La condition est visiblement nécessaire. Supposons la remplie.
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A étant divisible par X,—X,, on peut écrire A = (X,—X,)B,
BeK[X,, .., X,).

A4 étant divisible par X;— X, la substitution de X, & X; dans 4 doit
fournir le polyndéme nul. D'olr (X, - X,) B(X,, X3, X, .-.) = 0.

Comme X est intégre et X, — X, non nul, cela exige B(X, X,, X, ...) =0,
c’est-a-dire B divisible par X,— X,. D’ol1 la possibilité d’écrire :

A=(X2_'X1)(X3_X1)Cs CGK{XU ey Xn]
Le lecteur achévera ce raisonnement par récurrence. O

* REMARQUE. — Cette propriété pourra étre appliquée en particulier au
calcul de déterminants & coefficients dans I’anneau K{X,, ..., X,]. 4

6.9.2. Propriétés arithmétiques de K[X,, ..., X.]

1° ProposITION. — Pour # = 2, ’anneau K[ X, ..., X,] n’est pas principal.

Considérons ['idéal de K[X,,.., X,] engendré par X, ..., X,. C'est I’'ensemble des
pelyndmes

Y PX, avec PeK[X,..X]

Si cet idéal était principal, son générateur diviserait chacun des polyndmes X, et ne
pourrait étre qu'un élément non nul de K; I’idéal serait donc K[X,, ..., X,], ce qui est faux
car les constantes non nulles n’appartiennent pas a 1'idéal.

Pour développer les propriétés arithmétiques de K[X,, ..., X}, on ne peut donc opérer
comme dans le cas de K[X]. Il est ici nécessaire de faire appel 4 la notion d’anneau factoriel
(3.3.3) et de démontrer le théoréme suivant, que nous admettrons :

THEOREME DE TRANSFERT. — Si A est un annean factoriel, I’annean A [X] est factoriel.
THEOREME. — K étant un corps commutatif, Iannean K[ X, ..., X,] est un anneau factoriel.

La propriété s'éablit par récurrence sur n. L’anneau K[X,, ..., X,] est un anneau intégre
et pour » = |, "anneau K[X] est factoriel (théoréme de décomposition de tout polynéme en
produit de polyndmes irréductibles et unitaires). Si nous supposons K[X,, ..., X,_ ] factoriel
alors K[X,, ..., X, que nous avons identifié & K[X,, ..., X,_] [X,]. est factoriel d’aprés le
théoréme de transfert. O

Conséguence. — Toutes les propriétés développées en 3.3.3 sont valables dans K[ X, ..., X ],
rappelons les plus importantes ;

a) T désignant un ensemble de polyndmes irréductibles de X[X,, ..., X,] représentant tous
les éléments irréductibles de K[X |, ..., X,], pour tout polyndme A # O il existe un couple unique
(u, v) constitué d’un élément de K\{0} et d’'une application presque nulle de § dans Ntel que :

A=u ] PP
Pel

Cette décomposition est la décomposition de A en produit de polyndmes irréductibles non
associés.

b) Dans K[X,, ..., X,], toute famille de polyndmes admet un PGCD et un PPCM.

¢) Le théoréme de Gauss subsiste mais attention : le théoréme de Bezout est faux.

d) Toutes les conséquences du théoréme de Gauss sont conservées.
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6.10. POLYNOMES SYMETRIQUES

6.10.1. Polyn6mes invariants par un sous groupe G du groupe &,

Cette étude utilise la définition d’un groupe opérant sur un ensemble
(2.5.1, 19.

1° ProposITION. — Etant donné un élément o du groupe symétrique
de degré n, ®,, Dapplication de A[X,, ..., X,] dams A[X,.., X,] qui &
tout polyndme P fait correspondre le polyndéme noté o(P) défini par
o(P)( Xy, ..., X} = P(X,01ys s Xo(wy) €St un automorphisme d’algébre.

L’application qui a tout couple (¢, P) constitué d’un élément de &, et d’un
polynéme de A[ X, ..., X,] fait correspondre le polyndéme ¢( P) est une opération
du groupe &, sur A[X, ..., X, ]. Enfin si P est p-homogéne, o( P) est p-homogéne.

Le polyndme o(FP) est obtenu en substituant aux n indéterminées
Xy, o, X, les n polyndmes X, ..., X,(n-

Si P= Y a;X'.Xr alors oP)= Y a X, ... Xk,

ie N? ie N
On vérifie en utilisant 6.7./0 :

a(P+ Q) = o(P) + o(0), e{aP) = as(P),
o(P- Q) = o(P)-a(Q) ofl) = 1.

ce qui montre que P'application () — o(P) est un endomorphisme de
A-algébre. La vérification du caractére bijectif est immédiate.

D’autre part, étant donnés deux éléments o et 7 de &, et un polyndéme P :

T[G(P)] = T[P(Xcr(l)’ ARE] Xcr(n))] = P(Xrocr(l]! LR} Xtoa(n])
done 1[e(P)] = (0 o) (P).

Enfin si e est 'identité de &,, & P) = P, ce qui montre que &, opére
sur A[X,, ..., X,]

La derniére propriété est immédiate. a

2° DEFmNITION. — Etant donné un sous-groupe G de &,, un polynéme P de
Al Xy, ..., X,] est dit invariant par 7 si pour tout élément o de G, on a o(P) = P.

L’ensemble des polyndmes invariants par G est noté 5, ; c’est manifeste-
ment une sous-algébre de A[X,, ..., X,]. En particulier nous avons les deux
sous-algébres T, algébre des polyndmes alternés (invariants par le groupe
alterné), T algebre des polynémes symétrigues (invariants par le groupe

symétrique ®,).
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REMARQUES. — @) T est inclus dans ¥ mais la réciproque est inexacte

car le polynéme [] (X;—X)) est un polyndme alterné sans étre un poly-
1<i<jgn

ndme symétrique lorsque K est de caractéristique différente de 2.

b) Pour qu'un polynéme P appartienne & T, il faut et il suffit que pour
toute transposition t de &, on ait t(P) = P (en effet B, est engendré par
I’'ensemble des transpositions).

6.10.2. Polynomes symétriques €lémentaires

1° THEOREME ET DEFINITION. — Dans A[ X, ..., X,] les n polynémes
Z, (1 < p < n) définis par :

Zp= Z Xi

15§ <..,<ip%n

X

sont symétriques et portent le nom de polynémes symétriques élémentaires.
Soit P le polyndme de A[X,, ..., X,, Y]:

=1
Par récurrence sur I’entier # on prouve ;
P=Y"+ 3 (-1FZ, Y%
p=1
Or pour toute permutation ¢ € &, on a manifestement ;
el—_I1 (Y—X,) = l__[l (Y-X)
(commutativit¢ du produit dans A[Xy, ..., X}, Y1)

On en déduit o(X,) = X, pour 1 € p < n. O

Notons que Z; = X, +..+ X,, que Z, = X,.. X, et que Z, est la somme
de C§ mondémes. Par abus, afin d’éviter des indexations assez lourdes, nous
noterons, toutes les fois que le contexte sera sans ambiguité :

X, ...X,  au lieu de Y X Xi
1€l <...<ip%n
EXEMPLE : LX.X; est le polyndme £, = 3 XX,
15i<j<n

Remarquons aussi que I, est p-homogéne et que le degré partiel de I,
par rapport 4 chaque indéterminée est 1.
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2° Poids d’un monime, d’un polynéme de A[Y,, ..., Y,]. — DEFINITION.

k=n
— On appelle poids du mondéme Y''...Y' Ientier Y ki
k=1
Si P=Y aYi.Yr
ieN"

n’est pas nul I’ensemble :

{m eNJJieN" (a; # 0) A (ki"ki,, = m)}
k=1

des poids des mondmes Y''...Y™ tels que le coefficient a; appartienne au support
de P, admet un plus grand élément qui est dit poids du polyndme P et noté n(P).

Si P est nul, on convient n{P) = — co.
La famille {{ eIN" | @, # 0} est en effet finic et non vide ce qui assure
Pexistence de n(P) lorsque P est non nul. O

PrOPOSITION, — SiPe A[ Y, ..., ¥,]estde poids n(P), alors P(Z,, ..., I,),
polynéme de A[ X, ..., X, ] obtenu par substitution des » polyndmes X, .., Z,
aux 7 indéterminées Y, ..., Y,, est de degré au plus n{ P),

En effet si Y7...Y™ est de poids p, (£,)™...(Z,) est manifestement p-homo-
géne par application de 6.7.8, 2°. O

3° Ordre d’un polynome symétrique. — THEOREME ET DEFINITION. —
Soit P un polyndme symétrique de A[X, ..., X;]; P a méme degré partiel
par rapport i chaque indéterminée. Ce degré partiel s’appelle ordre de P et
est noté w(P).

8i P = 0 le résultat est évident. Soit P 0 ; si p, = degy, (P), P contient
un mondme a,X{'... X" avec a, # 0. En utilisant la transposition © = (1, i)
on constate que P contient le mondme :

a,X".. X%, donc degy, (P) = degy, (P).
Une démonstration analogue montre : degy, (P) = degy, (P). O

PROPOSITION. — Si Pe A[Y,, ..., ¥,] est de degré %, le polynéme
symétrique P(Z,, ..., Z,) de A[X,, ..., X,] est d’ordre au plus k.
La vérification de cette propriété est immédiate. O

6.10.3. Structure des polynémes symétriques

1° Nous aurons & utiliser :

Lemme. — Soit P e A[X,, ..., X,] tel qu’en substituant O & 1’une quel-
conque des indéterminées dans P(X,, ..., X,) on obtienne le polyndme nul.
Alors P est divisible par £, = X, ... X,.

Posons : P=Y aX}.Xr

ie N#
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A tout k € N, associons ’ensemble 7, des n-uples i = (i, ..., i,) de N”
tels que i, = 0. On a 1’égalit¢ de polyndmes :

PXy oo Xm0, Xy, o X)) = Y @ X X501 X0 X

il
La nullité du polynéme P(X,, ..., X4-1, 0, Xi41» --» X,) exige
Viel, a; = 0.

En faisant successivement Xk = 1,...,k = n, on en déduit que 4; est
nul pour tout n-uplet i dont I'un des éléments est nul. Autrement dit 4; # 0
exige [ e (N*)" et on peut écrire :

P= 3 aXh. XM = X, X,( 3 aXh . XY .

ie(N")" ie(N*")Y

THEOREME I — A tout polyndme P e A[X,, ..., X,] symétrique de degré p,
on peut associer un polyndme Q € A[Y,, ..., ¥Y,] de poids inférieur ou égal
ap tel que P(X,,..., X,) = OFZ,, ..., Z,)

Eliminons le cas du polynéme P = 0, auquel on peut associer le poly-
néme Q = 0. Il s’agit donc de vérifier une assertion de la forme £, ,, avec
neN* et peN. Nous allons utiliser une double récurrence.

e #, , est vraie pour tout p: a tout polynéme P(X;) on peut associer

o(Yy) = P(X)).

e Ayant fixé n, tel que n > 2, supposons que #,_, , est vraie pour tout
p € N et démontrons, par récurrence sur p, que -, , est vraie pour tout
pelN.

— 4, o est évidemment vraie.

»,x Vérifiée pour tout & < p et soit P un polynéme
symétrique de A[X, ..., X, ] de degré p.

Notons pour g tel que 1 < ¢ < n—1, (Z,), le polyndme obtenu en substi-

tuant 04 X, dans X,. Le lecteur vérifiera sans difficulté, par exemple en utilisant
i=n

H (Y=X), que (X))o n’est autre que le g-iéme polyndme symétrique élé-

mentalre de A[X,, ..., X,-.]. Considérons alors P(X,, ..., X,_1,0); il est
manifestement symétrique, de degré au plus p. En utilisant #4,_, ; on peut
écrire :

P(Xy, oy Xon 1, 0) = @1((Z )05 s (Ea= 1)o)
oh @, eAd[Y,,.., Y,_,] est de poids au plus p. Posons :

Pi(Xpy s Xp) = P(X 1500y X} = Q1(E4, oy o).
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Le polyndme P;, manifestement symétrique, est de degré au plus p
(proposition 6.10.2,2°) ; or par construction P,(X,, ..., X,-,,0) =0 et,
puisque P, est symétrique, pour tout & de N, :

PI(XI! avey Xk— 13 0, Xk! vaey Xn) = 0.
D’aprés le lemme il existe P, de A[X,, ..., X,] tel que:
PI(XI) very Xn) = EN.PZ(XI! ey Xn)
P, et I, sont symétriques ; soit ¢ un élément de &,, on a :
zn'(PZ(Xla sany Xn) - PZ(XU(I), sy Xa(n))) = 0.
On en déduit sans aucune hypothése sur A4 ;
Py(Xy, oy X)) — Po(Xyays ooy Xogy) = 0.
De plus on constate : deg (P;) < p—n.
Ainsi P, est symétrique, de degré k tel que k& < p; appliquons 4 P,
I’hypothése de récurrence :
PZ(Xh srey Xn) = QZ(EIQ erey zn)
o Q,e A[Y,, ..., ¥,] et ol O, est de poids au plus p—n. Il vient :
,P(Xl, ey Xn) = Ql(zl, sary EH— 1) + En'Qz(zl, rery En)'

Le polynéme O ,(Y,, ..., Yoo1) + Y,0.(Y, ..., Y,) est de poids au plus
p et répond manifestement & la guestion. O

REMARQUE. — On peut méme ajouter dans ce théoréme que Q est de
degré inférieur ou égal & 'ordre w(P) de P. En effet en rajoutant cette pro-
priété & l'assertion #, , et en reprenant la démonstration par récurrence
on constate successivement :

— P(X,, .., X,—-1,0) est d’ordre au plus w(P) donc @, est de degré
au plus w(P).
— P, est d’ordre au plus «{P).

— P, est d’ordre au plus w(P)—1 donc (0, est de degré au plus w{P)—1
et donc Q est de degré au plus w(P).

2° TaforEME II. — Soit P un polyndme symétrique de A[X,, ..., X,]
de degré p et d’ordre w. Il existe un unique polyndme Q de A[Y, ..., ¥,] tel que
P(Xy . X)) = 0Z, ..., ). Ce polynéme  est de poids p et de degré w.

Unicité de Q. — 1l suffit de démontrer que si Q est un polynéme de
AlY,, .., Y] tel que O(Z,,...,E)=0alors Q¢ =0.

Démontrons ce résultat par récurrence sur n. Le résultat est immédiat
pour n = 1 puisque ¥; = X,. Supposons le résultat établi pour n—1 avec
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n 2= 2 et soit Q un polyndme de A[Y,, ..., ¥,] tel que Q(Z,,...,Z,) =0;
O s’écrit :
Q= Z QhY:
keN
avec 0, e AlY,, .., Y, L
Si Q est non nul il existe un plus petit entier [, tel que Q, # 0.

0, .n T) = (T kz IQ;,(Ep voes Zgeg) G
La nullité¢ de ce polynéme implique (sans hypothése sur 4) :

EZI Qk(zls Ty Zn—]_) (E")k_! =3 O_

En substituant 0 3 X, on obtient :

Ql((zl)(h ey (En— 1)0) =0

qui entraine d’aprés I"hypothése de récurrence Q; = 0. Ainsi I’hypothése 0 = 0
est absurde. O

Existence de Q. — D’aprés le théoréme I, il existe un polynéme Q de
poids au plus p, de.degré au plus w répondant 4 la question. Mais si p’ et w’
sont le poids et le degré de Q@ on sait que le degré de P est alors au plus p’
et son ordre au plus @' (6.10.2,2° et 6.10.2,3%. Il en résulte p = p' et
w=uw O

REMARQUE. — Soit Q € A[Y,, ..., Y,]. En désignant par Q, la somme

des mondmes de poids k, on peut écrire @ = Y, @, olt O, est soit nul,

keN
soit de poids k. Il en résulte :

Q= s ) = kZN (=1, ..., Ep).

0(Z4, .., T,)est un polynéme k-homogéne. Il en résulte (unicitéde la décom-
position en polynémes homogénes) que Q. (X, ..., £,) est la composante de
P sur M, (6.7.8,3°). En particulier si P est p-homogéne, tous les monmes
de Q ont pour poids p.

6.10.4. Détermination pratique du polynéme ( satisfaisant 2
PXx,, .., X,) = 0Q(z,, ..., £,), P étant symétrique

P étant un polyndme symétrique de A[X, ..., X,], pour déterminer Q
on peut procéder par identification ou par ’utilisation des formules de
Newton (que ’on verra en 6.10.5) ; cependant il existe un procédé systéma-
tique de détermination de ) que nous allons exposer sur un polyndme P
non nul, symétrique et homogéne.

P= Y aX!.Xp

il =p
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IN" étant totalement ordonné par 'ordre lexicographique désignons par k
le #-uplet le plus grand tel que a; # O (nous dirons que & est le degré de P
pour l’ordre lexicographique de N™). Nécessairement si & = (k,, ..., k,) nous
avons les inégalités : &k, > k, = ... = k,; en effet dans le cas contraire s’il
existait k; < k;,, la transposition (i, {+1) montrerait ’existence dans P
du monéme a, X% .. X5, X%+ X* avec g, # 0.

Or (ki ..o Kiy 10 ki ooy k) €st un n-uplet strictement supérieur a &k ce
qui est absurde.

Formons alors :

P B M ) (F, T ()
On vérifie que
— ce polyndme est symétrique, homogéne ;
— le mondme a,X%'...X* ne figure plus dans ce polyndme ;

— ce polyndme est nul ou de degré pour l’ordre lexicographique de
IN" strictement inférieur & k.

Sl est nul le probléme est terminé, dans le cas contraire on recommence
Popération précédente et il est manifeste qu’en un nombre fini d’opérations
le polynéme trouvé est nul puisque la suite des degrés pour "ordre lexico-
graphique décroit strictement.

REMARQUE. — Il est parfois prudent, pour éviter des erreurs, de compter
le nombre de mondmes intervenant dans chaque membre d’une égalité ; cela
peut permettre d’éviter 'oubli de certains coefficients multiplicatifs qui peuvent
intervenir.

ExempLe 1. — Exprimer dans A[X), X3, X5l, P= Y XX, & Paide des polynémes
symétrigues élémentaires L, L,, Z,. i*f

Procédons par identification. P est de degré 3, d’ordre 2 donc @ est de poids 3, de degré 2.
L’équation
F+2i,+3i, =3
a pour solutions (0, 0, 1), (L, 1, 0), (3, 0, 0) ce qui conduit aux mondmes ¥,, ¥,Y;, Y3 ¥ est
a éliminer pour des questions de degré. Ainsi Q(Y,, ¥,, Yy) =¥, ¥,+8Y; et donc:

Y X{X; = X, I+ 6L, (o, fed’

i#j

En substituant 0 & X, il vient « = 1.

Sil'on donne &4 X,, X,, X; les trois valeurs égales 1, il vient § = —3
donc Y X!X;=1,E,-3E,
i#J

EXEMPLE 2, — Dans A[X,, ..., X,] avec n > 4, expression de P = ¥ X}X,
i#J

Le monéme de plus haut degré pour ordre lexicographique de N® est X3X,.

" 2
Formons P=1Z)E =Y X)X, —(Z X,) (Z X,X;)-
i#f i=1 p<j
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Cette différence a pour expression : - b XXX, - 2()%
T#f a1k » j<k
Prenons I'expression ¥y Xix ;X , son mondme de plus haut degré (pour Pordre

I#£]aldka <k
lexicographique) est XszXs, retranchons Z,X;; on obtient ; EXfXan -EX, = —4%,.

Ainsi Y X)X, =(Z)’E, - 2@,  —L,E, +4I,.
1#3

ExeMpLE 3. — Dans A[X, ..., X} avec n = 4, expression de Z X,zX}.
15i<rsa

Le mondme de plus haut degré est X2XZ. Retranchons donc (E,)%;

XIXI—-CE)=-6 T XX XX -2 y XX X,

1€i<jfgn i<fek<i PEfnidtka f<k
En utilisant le calcul fait dans 1'exemple 2 : Y OXIX} =(Z)*—2%,%, +23,.

1€i<jgn

6.10.5. Formules de Newton

Etant donné un polynéme symétrique P, la détermination du polynéme @ tel que
P(Xy, ... X,) = Q(Z,, ..., L,) n'est pas toujours aussi simple que dans les exemples précédents,
en particulier lorsque le degré du polynéme P est élevé. Aussi utilise-t-on souvent comme inter-
médiaires dans les calculs la famille de polyndmes symétriques et homogeénes (S,), . y définis par

S, = pi: X% ; remarquons que §, = n, et que §, = I,
e
THforREME, — Les polynfmes symétriques et homogénes (S,), . ~ de A[X|, ..., X,], o0 A
est un anneau commutatif, vérifient les relations suivantes :
HDpor 1 <k gn:
SIS + LSt H (=P LSt (D B S (- 1% T, =0,
iiypour k= n:
Si— L St (P ES e (1T Sy H( =1 IS, = 0.
Ces relations portent le nom de formules de Newton.

Rappelons tout d’abord gue dans A[X,, .., X,, Y], anncau des polyndmes 3 (n+1)

indéterminées sur A, le polyndme P = J] (¥ —X,) a pour expression :
i=1
P=Y"+ Y (-1, Y"7 (6.10.2.1°
p=1

i) On peut écrire ; Eﬁ =3 r en remarquarnt qu'il s’agit ici d’une égalité de poly-
A N quant g g g poly

fX est plus simple que Im —XJ-)).

i 1€/En ni#f

ndmes (la notation 7

D’autre part, en utilisant |'expression de P ;

P

n—1
v n—1 VP n—p—1
=7 = n¥ +p§1( 1)?(n—p) L, ¥"*7 ",
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Exprimons alors par une autre méthode Y—f—— (Y — X ;). Remarquons pour

Xl h LEiZnaiv]
cela que pour tout entier | <7 € »#, P(X,, ..., X» X;) =0, et donc
n—-1
P=P-P(X,,..XpX)=Y"-X}+ ¥ (-IPE,(Y"°=XI"").
1

p=

Comme Y" P—X! P =(Y—X)(Y" " lpymrix 4 4yXITeTryxyrl
il en résulte I'égalité :

P n= n= n—p—
=%, " YT (XD YT L (=D, (XD YT
+ (DTN E i X (DT XY
. ap
et la nouvelle expression de a7

Pyt (RE =S Y 2+ (= 1P (02, ~S T, 4.+ (=1PS) Y

aY
+ (=" E o =5\ T+ (=TS, ).
e . apP . \
L'égalité des deux expressions de 17 conduit au systéme :
5-L,=0
§,-5,£,+42Z, =0
Si=Si It o (1P ES 4 o F (DI S 4 (1%, =0
So 1=Sp 2L+ o H(=I)TISE, L+ (- m-NE, =0 O
i) Pour tout entier k tel que & = n, puisque P(X,, ..., X,, X) =0:
XI—Z XT 7 4 4 (I XPP 4+ + (—-1)VE, =0
donc X X (P XL+ ()X =0

(multiplication par X* " ; d’ol en additionnant pour 1 € i < n:
S =L S+ (LS, + +(-1D)"E, S5, =0 O

Conséquence. — Si K est un corps de caractéristigie 0, il existe n polyndémes de
K[Xy oo Xl (O g s o fels que s Ty = i(Sy, .oy Sa)

En effet les formules de Newton écrites pour 1 € &k < n, constituent un systéme linéaire
dans K[X, ..., X,] relativement aux polynémes Zy, ..., I, Il s'agit d’un systéme linéaire éche-
lonné qui se résoud de proche en proche*. On peut aussi constater que son déterminant a pour
valeur n! au signe prés., O

COROLLAIRE : K étant un corps de caractéristigue 0, pour tout polyndme P symétrique de
KIX,, .., X,), il existe un polyndme R de K[X,, ..., X,] tel que P(X,, ..., X,) = R(S,, -, §,).

Exemples d'utilisation des formules de Newton : ces formules donnent tout d'abord les
expressions de (S}), . n- Nous obtencns par exemple pour n = 4 :

So=n S =%, S,=%£-2%, S§,=I3-35,%,+3%,

S, =L —4%’%, +45.%, + 28} - 4%,
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Elles permetient aussi un calcul parfois plus simple de 1'expression d'un polynéme symé-
trique. Dans les calculs suivants, nous supposons que K est de caractéristique 0.

ExempLE | : Y X!X; (pour n = 4).
L€i<jEn
n 2 n
Comme (Z X,z) =Y X{+2 ¥ XIXi, on obtient :
i=1 i=1 1€i<€na

Y xixi= 1(53—54) =3}_2%.% 42%,.

1gi<jga 2

Exemple 2: Y X/X}. Formons le produit ( 3 XP)( Z X%

itJ LEign 1% j€n

S8, =Y Xixty ¥ XY done Y X!XI=S,5,-S
i%j

1€:%n i*

que nous calculerions par les formules de Newton.

EXEMPLE 3 : Y XIX1X,. Formons le produit ( 3 XZxN( X
1€i<jgn 1€i<j%n L£k%n
| £k<n
¢:{k=i
k#j

(X XX)( )j x.)_zxxx,+2xxl

1€i<j%n i)
Or ):X”XJ_(ZX)(ZX)—ZX’
1€£i€n 1%5%n 1<€ign
donc Y XXX = 5(si—sd)-s1 — 5;8,+5;.
, Lo
“{i
EXERCICES
6.01. — Calculer le PGCD de 4 et B pour ;-
A=2X" £ 11X3+10X2 -5 -3, B =2X>4+35X*+5X+3;
A= X -2X*42X2-3X%42 B=X*2X 47X —4X+10
A=X"42X5_5X*+ X3+2X-5, B=X '+ X*44X*—3X2_3X-5.

6.02. — Dans Z[X], restes des divisions euclidiennes de (X —3)*" + (X-2)* — 2
par :

a) (X-3)(X-2); b (x-3)
0) (X=2)*; d) (X=3)* (X-2)*.
6.03. — Diviser suivant les puissances croissantes a 'ordre n :

a) Xsing par 1—-2X cosf+X?;

b ¥ X* par i(—l)"X*.

k=0 k=0



210 POLYNOMES

6.04. — Soient ny, #4, ..., 7, des entiers respectivements congrus 4 0, 1, .., p,
module p+1. Montrer que, dans Z[X],

1+X+.. +XP divise X4+ X" +...+X".
6.035. — Pour tout P e K[X], P(X)— X divise P(P(X))—X.
6.06. — Condition pour que X%+ X*+1 divise X% 4 aX* 4.

6.07. — Pour quelles valeurs de » :

a) (X"+1)Y — X" est-il divisible par X*+X+1 ?

b) (X+1) — X"—1 est-il divisible par (X'1+X+1)2 ?

e) (X2—X+1Y — X4 X"—1 est-l divisible par X — X4+ X—1?

608. — Si p et ¢ sont deux entiers non nuls premiers entre eux, alors
(X —1) (x?2—1) est divisible par (X*—1) (X?—1).

6.09. — Soit X un corps de caractéristique 0. Trouver tous les polyndmes de
K[X)] divisibles par leur polyndme dériveé,

6.10. — Soit 4 un anneau commutatif, @ et & des éléments de A, avec a
inversible. Montrer qu’il existe un unique automorphisme de I’anneau A[X] qui
laisse invariant les constantes et qui transforme X en aX +5.

Réciproquement si 4 est intégre, montrer que tous les automorphismes de A
qui laissent invariants les constantes sont de ce type.

6.11. — Montrer que dans Q[X] il n’existe qu'un polynéme P, tel que :
P,—P,=X"
Déterminer P,.
6.12. — Déterminer dans Q[X] les polyndmes non nuls P satisfaisant a:
n—1)P — (X*—1)P"=0, nz2

Montrer que P est nécessairement de degré n. Etablir une relation de récurrence
entre les coefficients de P. Déterminer P et montrer que :

G Chey
T+ ¥ (-prag st

PESTES Cai-a

=0

6.13. — Soit P un polynéme de Z[X] et » un élément de Z. On pose m = P(n).

1° Montrer que pour tout élément k& de Z, P(n-+km) est divisible par m.

2° Montrer qu'il n'existe pas de polynémes P de Z[X] non constant tel que
pour tout # de Z, P(i1) soit un nombre premier.

6.14. — Soit la suite de polynémes P, de R[X] définis par récurrence par :

P =1 P,=X; nz2:P,=XP_,—-P,_,
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Etablir 12 relation P2 —P,_;-P,,, = 1.
En déduire que P, et P,, , sont premiers entre eux.

Vérifier ce résultat sur P; et P, en leur appliquant la méthode des divisions
successives.

6.15. — Polynémes de Bezout. Soient A et B deux polyndmes de K[X] non tous
deux constants, premiers entre eux tels que deg (4) = deg (B); on désigne par R,,
0 £ k < p, la suite des restes successifs obtenus en appliquant 4 A et B la méthode
des divisions successives (cf. recherche du PGCD) et 1’on suppose Ry = B, R, =0
etdonc R,_, = a avec a € K\{0} puisque 4 et B sont premiers entre eux,

Montrer qu’il existe une suite de polynémes S,,0 < &k < p—1, telle que pour
O<k<p—2o0nait:

Ser 1 R+ SRy =1 et deg(S,) < deg(R)

{on raisonnera par récurrence sur g = p—k).

Montrer que ce procédé permet de déterminer explicitement I'unique couple (U, V)
tel que : AU + BV =1 et deg(V) < deg(A), deg(U} < deg(B).

Appliquer la méthode précédente aux deux polyndmes :
X" et (I-X).
6.16. — Exhiber deux polynomes U et V de R[X], vérifiant :
dW<n; d*F)y<m; X"VX)+(1-Xyvx)=1.
Montrer qu’il existe deux réels « et § tels que :
(-XYV(X) — aV(X) = aX™ ' XU(X)+ mUX)=B(1-Xy""%
6.17. — Exhiber deux polyndmes U et V de R[X], de degré au plus égal & 2n—1,
tels que :
(X—a) U + (X—-B)>"V = 1

On pourra développer [{X—a) — X+ 81*"~! par la formule de Newton.

6.18. — Etudier les polyndmes :
P(X)= Y (-1PpCiX?, (k=0,1,..,n).
p=0
En déduirc des expressions simples des sommes :

An.k= 2 (_l)ppkc: s (nggn)

p=0

6.19. — Quelles sont les racines du polynéme :

X X(X-D) XX-DX-2

X(X-1)..(X=n+1)
1 21 31 '

(=1 -
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6.20. — Soit P un polynéme de R[X] tel que :
YxelR P(x) = 0.

Montrer qu’il existe deux polynémes A et B de R[X] tels que P = A%+ B2

6.21. — Factoriser (X+§)" — (X—i)".

. kn
f . . 2
En déduire une expression de : kI=_I1 (4+cotg —2m+1).

6.22. — Soient Pe Z[X], ac @, b € @, non carré dans Q. Montrer que :

(i) Si a+ /b est racine de P sur R, alors a— /b est racine de P sur R.

(ii) Si a+ /b est racine double de P sur R, alors il existe deux polynémes P,
et P, de Z[X] tels que P = P,(P,)*.

6.23. — Déterminer » pour que, sur €, le polynéme (X+1)" — X"—1 admette
une racine multiple.

6.24. — Soient K un corps de caractéristique différente de 2 et 4 e K[X] de
degré n = 0, a € K\{0}. Montrer qu’il existe P e K[X] unique tel que

P(X+a) + P(X)=A(X).
Soit E, le polyndme tel que £,(X+4a) + E(X) = 2X".
Montrer que Efa—X) = (—1)" E{X) et que E,(X) est divisible par X(X—a)
si # pair non nul, par X — % si # impair.

(Cet exercice utilise des résultats du chapitre 9).

6.25. — Etant donnés deux polyndémes A et B premiers entre eux et a et &
deux éléments de X, trouver tous les polyndmes P de K[X] tels que P+ g soit divisible
par A, P+b par B.

Appliquer ce résultat 3 4 = X" a= 1

B=(-X)" b=-1

6,26, — Soit le polynéme § = X¥+3X’4+5X3+...+(2n—1)X". En comparant
S et XS mettre ce polyndme sous forme de quotient de deux polyndmes.
2n+1
2n—1

Calculer S( ) et en déduire une identité remarquable,

6.27. — Montrer pour tout nombre premier p "existence d’un corps 4 p? éléments,
On utilisera 1’é¢tude des carrés d’un corps fini (Exercice n°® 3.16) et le corps
quotient K[X1/(P) ot P est un polyndme de degré 2, sans racine dans K.

6.28. — Soient P et @ deux polyndmes premiers entre eux. Montrer que si
P24+ (@? a une racine double «, alors P'%(x} + Q'%(e) = 0. Que pensez-vous de la
réciproque ?
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6.29. — Soit P = ay+a, X+...+a, X" un polyndme non constant de Z[X].

Montrer que 8’il existe un nombre premier p divisant a,, a4, ..., @,_;, he divisant
pas a, et tel que p? ne divise pas a, alors P est irréductible dans Z[X]. Montrer que
le polyndme |+ X+...4+ X7~ ! avec p premier est irréductible sur Q).

(Ce résultat est connu sous le nom de critére d’EISENSTEIN).

6.30. — Décomposer le polynéme homogéne et antisymétrique de R[X, ¥, Z] :
P=XYY-2Z)+ YZ-X)+ Z5(X-Y) + XYZ(Y-Z)(Z-X)(X-Y)

en up produit de cinq facteurs a coefficients réels,
6.31. — Soit 4 le polynéme ¥— X? de K[X, Y.

1) Montrer que A est irréductible.

2) Sur 'ensemble des couples (P, Q) de polyndmes de K[X, Y] tels que Q ne
soit pas divisible par 4, on considére la relation :

(P, Q) R(P', Q') signifie que PQ'—P'Q est divisible par A.
Montrer que R est une relation d’équivalence.

6.32. — Soit P un polyndme symétrique de K[X, Y] divisible par X—Y.
Montrer que, si K n’est pas de caractéristique 2, P est divisible par (X — ¥)*.

6.33, — Trouver tous les polynémes de R[X, Y] vérifiant :

2 2 2 a2
X oy 8x° oy

6.34. — Pour quelles valeurs de » le polynéme (X+ ¥)* — X" — ¥"de Z[X, Y]
est-il divisible par le polynéme X* 4+ XY+ Y2 ?

6.35. — Décomposer en produit de factéurs irréductibles dans C[X, ¥, Z] les
polyndmes :
XNY-Z)+ YHZ-X) + ZXx-T)

X Y —Z)+ YNZ'—X) + ZNX - Y)-X*YV*Z + XYZ.

6.36. — Décomposer en facteurs irréductibles dans C[X, ¥] puis dans R[X, Y]

les polynémes :
X'—Y" et X"+Y" avec nz 1.
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FRACTIONS RATIONNELLES
A UNE OU PLUSIEURS
INDETERMINEES

Dans tout le chapitre K désigne un corps commu- ;

i tatif.

7.1. CORPS DES FRACTIONS RATIONNELLES A UNE INDETERMINEE

7.1.1. Le corps K(X) ; I’algébre K(X)

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soit X un corps commutatif. On sait que
I’anneau K[ X] des polyndomes d une indéterminée sur K est intégre ; son corps
des fractions est appelé corps des fractions rationnelles i une indéterminée sur
K ; on le note K(X).

Rappelons (3.4.1, 2°) la démarche suivie pour construire ce corps.

~ K(X) est Uensemble quotient de K[X]x(K[X]\{0}) par la relation
d’équivalence R :

(4,, B,) R(A,, B,) si et seulement si 4,8, = 4,B,.

Une fraction rationnelle 4 une indéterminée sur K est donc une classe
d’équivalence notée provisoirement F et représentée par un couple (A, B)
de polyndmes de X[ X] dans lequel B # 0, un autre couple (4, B, ) représentant
[a méme fraction rationnelle F si, et seulement si 4B, = 4,B.

— Dans K[X]x(K[X]\{0}) nous avons défini les deux lois addition et
multiplication par :

(4, B) + (C, D) = (AD+ BC, BD)
(4, B (C, D) = (AC, BD).

Les deux lois de X{X) sont les lois quotients, notées, elles aussi, + et - ;
le triplet (K(X), +, ) est ainsi un corps commutatif, L’'élément neutre
pour 1'addition est la fraction rationnelle nulle notée 0 qui est la classe des
couples (0, B) avec B # 0. L’élément neutre pour la multiplication, dite
fraction rationnelle unité, et notée 1, est la classe des couples (B, B) avec
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B # 0. L'inverse de la fraction rationnelle non nulle F: classe de (4, B)
avec 4 # 0 et B # 0, est la fraction rationnelle : classe de (B, A), que ’on
note 1/F.

2° La K-algébre K(X). — En adjoignant aux lois de structure de corps
de K(X), la loi de composition externe, d’ensemble d’opérateurs K, qui au
couple formé par le scalaire o et par la classe de (4, B) associe la classe de
(A, B), on constate aisément que K(X) est muni d’une structure de K-algébre
commutative.

Sous-algébre des polynémes. — L’application K[X] — K(X) qui a
A € K[X] associe la fraction rationnelle dont un représentant est le couple
(4,1) — et dont les autres représentants sont tous les couples (4B, B),

B # 0 — est un morphisme injectif d’algébres, qui permet d’identifier K[X]
4 la sous-algébre de K(X) constituée par les fractions admettant un représentant
de la forme (A, 1).

3° Changement du corps de base K. — THEOREME. — Soient K et X’
deux corps commutatifs, et ¢ un isomorphisme de K sur X'. Alors il existe un
isomorphisme, unique, de K(X) sur K'(Y) qui prolonge ¢ et qui transforme
P’indéterminée X de K(X) en I’indéterminée Y de K'( Y).

La restriction & K[Y] d’une solution éventuelle ne peut &tre que

L aX — ¥ ola)¥"

aeN

On en déduit (6.1.7) que cette restriction doit coincider sur K[X] avec le morphisme d’anneaux
@ : K[X] — K'[Y] qui prolonge ¢ et transforme X en Y, morphisme qui est déterminé de
maniére vnigue.

Ainsi une solution éventuelle ne peut étre que
classe (4, By — classe (p(A4), @(B)). (1)

Inversement (1) définit une application K(X) —» K'(¥), ainsi qu’on le constate en
remarquant que I'égalité de polynémes AD = CB entraine 1'égalité de polyndmes

F(A)-F(D) = FC) B(B).

Cette application répond visiblement 4 la question.

7.1.2. Représentants irréductibles d’une fraction rationnelle

1° THEOREME ET DEFINITION. — Pour toute fraction rationnelle de X(X),
il existe un représentant (4,, B,) tel que les polyndmes 4, et B, de K[X]
soient premiers entre eux; pour gu’un autre représentant (4,, B,) de F vérifie
la méme propriété, il faut et il suffit qu’il existe un élément non nul g de X tel
que A, = ad, et B, = aB;. Ce représentant de F, unique aux constantes
multiplicatives non nulles prés, est appelé la forme irréductible de la fraction
rationnelle F.
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En effet soit (4, B) un représentant quelconque de F. Dans K[X] les deux
polynémes A et B admettent un PGCD, A, non nul i cause de B # 0. Le couple
(A,, B) e K[X]x(K[X}\{0}) défini par 4 = A 4, et B = A B, est un repré-
sentant de F tel que A, et B, soient premiers entre eux.

Si (A,, B;) est un autre représentant de F tel que A, et B, soient
premiers entre eux, la relation 4,B, = A,B, et le théoréme de Gauss mon-
trent que B, divise B, et réciproquement, donc B, = aB, avec a # 0. [l
en résulte, puisque B, est non nul, que 4, = 24,. Réciproquement le couple
(aA,, aB,) avec a # 0 est un représentant de F dans lequel a4, et aB, sont
premiers entre €ux. O

PrOPRIETE. — Soit (A4,, B;) la forme irréductible de la fraction ration-
nelle F. Pour que ( A, B) représente F il faut et il suffit qu’il existe A € K[X]\ {0}
tel que 4 = AA, et B = AB,.

En effet la relation AR, = A, B implique (théoréme de Gauss) que B,
divise B ; il existe donc A # 0 tel que B = AB,. L'égalit¢ AB, = 4,AB,,
et I'inégalité B; # 0 impliquent 4 = A4 ,. La réciproque est évidente. O

2° Notations. — Par abus de langage nous dirons et nous noterons
abréviativement :
. , A , , ,
a) La fraction rationnelle 5 lieu de la fraction rationnelle F dont un
représentant est le couple (A, B). Le polyndme A porte le nom de numérateur

de la fraction rationnelle i, le polynéme B # 0 le nom de dénominateur.

B
. , A A , .
b) Les deux fractions rationnelles B et 5 sont égales (notation
A A !
= f—), au liewu de (A B) et (A, B)) représentent la méme fraction
1

rationnelle F.
. A
¢) La fraction rationnelle irréductible o lieu de la fraction rationnelle
dont un représentant irréductible est (A4, B).
Avec ces conventions les deux lois addition et multiplication des frac-
tions rationnelles s*écrivent :

A C AD+BC tA C AC

BYD~ B0 B D BD
d) La fraction rationnelle A, au lieu de la fraction rationnelle A/1, pour
désigner I'image du polynéme A par le morphisme injectif K[X] — K(X),
ce qui est compatible avec la notation 0 et 1 des éléments neutres et avec
la notation %, puisque dans K(X) le quotient de la fraction rationnelle %

. . B . .
par la fraction rationnelle T avec B # 0, est la fraction rationnelle %
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REMARQUE. — 8i le polyndme B # 0 divise le polyndéme A alors A = BQ
. . A , A S i
et les deux fractions rationnelles B et O sont égales ; B apparait ainsi comme
le quotient dans K[X] du polyndme A par le polynéme B.

7.1.3. Degré d’une fraction rationnelle

Généralisant 6.1.5, nous considérons un ensemble Z w {— o0}, totalement
ordonné par la convention suivante :

pourtoutneZ w {—w}: —c0 € n.

pour tout (n,, n;) e Z? : n, € n, a la méme signification que dans Z.
Dans Z v {—~o0} nous définissons une loi interne, dite addition par :
pour tout neZ U {—o0} (—oy+n=n+(—0) = —0o0.

pour tout (n,, n;} € Z2 : n,4+n, est la somme de n, et n, dans Z.
Cette addition est associative et commutative.
Pour aeZw {—} et beZ, on pose: a—b = a+(—b).

ProposiTiON. — Soit F € K(X) une fraction rationnelle. Alors 1’élément

deg (A)—deg(B) de Z u {— oo} est indépendant du choix du représentant %
de F; on I’appelle degré de F et on le note deg (F).

. A A
Soient en effet B et _ﬁl_ deux représentants de F (ou — avec notre
1
convention — deux fractions égales). On a AB, = BA,, et donc :
deg (4) + deg (B,) = deg(A4,) + deg(B).

Comme (4 cause de B# 0 et B, # 0), deg(B) et deg(B,) sont des
éléments de IN, on en déduit :

deg (A) — deg (B) = deg(4,) — deg(B)). O

ReMARQUE. — Le degré d’une fraction rationnelle non nulle est un élément
de Z, le degré de la fraction rationnelle nulle est —oo. D’autre part si A
est un polyndme, son degré en tant que polyndme de K[X] est le méme
que son degré en tant que fraction rationnelle de K(X).

PrOPRIETE. — Si i;— et % sont deux fractions rationnelles de K(X), on a :

() <ol By u(5)]
(3 5)-su(3) ()

La vérification de cette propriété est laissée au lecteur. O
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7.1.4. Poles et racines d’une fraction rationnelle

1° DEFINITION. — Soient K un corps commutatif, F un élément de K(X),
% un représentant irréductible de F. Toute racine d’ordre de multiplicité
k du polyndme non nul B est dite pSle d’ordre & de F. Toute racine d’ordre
de multiplicité & du polyndme A est dite racine d’ordre de multiplicité & de F.

Cette définition est justifiée par le fait qu’étant donnés deux représentants
irréductibles d’une fraction rationnelle, les dénominateurs d’une part, les
numérateurs d’autre part sont des polyndmes associés.

REMARQUES. — 4} Pour un polyndme, les racines au titre d’élément de
K(X) sont les mémes que les racines au titre d’élément de K[X].

b) Aucun élément de K n’est 4 la fois pdle et racine de Fe K(X) (du
fait de 4 et B premiers entre eux).

¢) L’ensemble des pdles de Fe K(X} est fini, de cardinal au plus égal
au degré du polynéme non nul B.

2° Influence du corps de base. — On suppose ici que K est un sous-
corps d’un corps commutatif L. On sait que K[X] est un sous-anneau de
L[X] ; aprés passage aux corps de fractions, K(X) est un sous-corps de L(X).

Il est possible qu'une fraction rationnelle n’admette pas de pdle (resp.
racine) au titre d’élément de K(X), mais qu’elle en admette au titre d’élément
de L(X); quand il risquera d’y avoir ambiguité nous préciserons : pble
sur K, pdle sur L...

7.1.5. Fonction rationnelle

1° DEFINITION. — Soient K un corps commutatif, F un élément de K(X),
A
3 un représentant irréductible de F, Ay le complémentaire dans X de 1’ensem-

ble des péles de F {ou racines de B).

On appelle fonction rationnelle associée 4 F dans K, 1’application F : A, — K

définie par F(x) = &

On vérifie aisément que cette définition ne dépend pas du choix du
représentant irréductible B En revanche ’ensemble de définition Ay dépend

du choix du corps de base (cf. 7.1.4, 2%, que nous considérons ici comme fait
une fois pour toutes.

REMARQUE. — Si K est infini, alors A est un ensemble infini. Si X est fini,
alors Ay est fini, et éventuellement vide. C’est, par exemple le cas pour la

. 1
fraction X0 (X=77D) de Fy(X).
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PROPOSITION. — Soient F e K(X) et G € K(X). Pour tout x € Ay n Ag :
(F¥G)(x) = F + G 3 (F-G) () = Flay- G,

La vérification est laissée au lecteur,

2° THEOREME. — Soient X un corps commutatif infini, et F et G demx

fractions de K(X) telles que les restrictions a A, n A; des fonctions F et G
coincident. Alors les fractions F et G sont égales.

. A P , — .
Soient — et — des représentants irréductibles de Fet G.

B0 - -
p Ao A Ax)  Plx)
our tout x € A N Ag, on a g TR
A(x)O(x) — B(x) P(x) = 0 (égalité entre éléments de K).

Autrement dit la fonction polyndme associée au polyndéme 40— BP de
K[X] prend la valeur 0 en tout point de Ay n Ag, qui est un ensemble infini.
Le polynéme AQ— BP a une infinité de racines distinctes dans K, et donc il
est nul. Dol F=G. [

(En fait il aurait suffi de supposer que les restrictions de F et G i une
partie infinie de K coincident.)

et donc :

7.1.6. Dérivation d’une fraction rationnelle

1° THEOREME ET DEFINITION. — Soit F ¢ K(X) une fraction rationnelle,

’ ’

Alors la fraction rationnelle représentée par ———— est indépendante du

A
choix du représentant B de F ; on ’appelle fraction rationnelle dérivée de F ;
on la note F'.

Socient en effet % et %:— deux représentants de F. De AB, = BA,, on
déduit par dérivation :
A'B,+AB, = B'A, +BA',.
D’ou, aprés multiplication des deux membres par BB, :
BA'-B>+AB,-BB|, = BA,-B'B, +B,A}-B*
Remplagons au premier membre 4B, par BA|, au second BA, par AB, :
BA'-B:+ A,B,-B* = AB'-B2+B,A|-B*
BA'—AB’ _ B, A} — A B}

et:
B? B?

a

REMARQUE. — Si 4 est un polyndéme, sa dérivée,en tant que polyndme
de K[X], est la méme que sa dérivée en tant que fraction rationnelle de
K(X). En particulier la dérivée d’un polynéme constant est 0.
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Formules de dérivation. — Pour tous (F, G) e K(X) x K(X) et €K
(F+G) = F'+G'; (aF) = aF" (D
(F-GY = F-G+F-G'. 2)

A titre d'exemple, justifions la formule de dérivation de F+G.

. A C AD+BC
Si F= B et G = L alors F+G = — B0 et dong :
,  BD(A'D+AD +B'C+BC'Y—(AD+BC) (B'D+ BD')
(F+GY = By

Aprés simplifications, le second membre s’écrit ;
(BA'-D*—AB' .D*) 4 (C'D-B*-CD'-B%) BA'—AB' (C'D-CD’
, et +
BZDZ BZ DJ.

Par récurrence sur I'entier n > 0, de (FG)' = F'G+FG', on montre que si Fy, ..., F,
sont n fractions rationnelles de K(X)on a :

O

k==n

(F,..F) = k_zl F,..F,_\F|F.,,..F,

De (1) on déduit :

2° THEOREME ET DEFINITION. — L’application F —— F’ est un endo-
morphisme du K-espace vectoriel X(X) ; on ’appelle dérivation et on la note D.

3° Fractions rationnelles primitives. — DEFINITION. — On appelle primitive de F e K(X)
toute fraction rationnelle de K(X') dont la dérivée est F.

Montrons que s/ K est de caractéristiqgue 0, les seules primitives de la fraction nulle sont
les polynémes constants.

A
Nous savons déja que la dérivée d’un polyndme constant est 0, Inversement soit —
e AY . .
une fraction irréductible telle que (43‘) =0, ce qui sécrit BA" = AB'.

Le polyndme B est premier avec A, d’aprés le théoréme de Gauss, il divise B', De méme
A divise 4', Or, K étant de caractéristique 0, pour des raisons de degrés, les seuls polyndmes
de K[X] qui divisent leurs dérivées sont les constantes, d

Il en résulte que si K est de caractéristique O et si une fraction F admet des primitives (ce
qui n'est pas toujours le cas), deux primitives de F différent d’un polyndme constant.

7.2. THEORIE DE LA DECOMPOSITION D'UNE FRACTION RATION-
NELLE EN ELEMENTS SIMPLES

7.2.1, Partie entidre d’une fraction rationnelle

1* THEOREME ET DEFRINITION. — A toute fraction rationnelle F € K(X) on
peut associer un, et un seul polyndéme E € K[X] tel que le degré de la fraction
rationnelle F— E s>it strictement négatif. On dit que E est 1a partie entidre de F.
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Unicité, — Soient E et E* deux polynémes tels que :
deg(F—E) <0 et deg(F—E*) <.

En utilisant ; deg ((F—F)} + (E¥*—F)) < sup (deg (F—E), deg(E* - F))
on obtient : deg (E*—E) < 0, ce qui exige £* = E.

Existence. — Soit 4 un représentant quelconque de F. Comme B # 0 on

B
peut effectuer la division euclidienne de A par B, soit, en appelant le quotient £ :
A = BE+ R, deg(R) < deg(B). (1}
On constate que la fraction rationnelle F—FE, qui est % vérifie
deg (F—E) < 0. Le quotient E répond & la question. O

REMARQUES. — @) La démonstration est algorithmique : non seulement
elle fournit Pexistence de la solution, mais elle permet de la calculer.

b) Si on utilise un représentant % irréductible, alors comme d’aprés (1)

le PGCD de A4 et B est égal a celui de B et R, on constate que % est un
représentant irréductible de F—E.

2° Autre interprétation. — THEOREME. — Dans le K-espace vectoriel
K(X), I’ensemble K[X] des polyndmes, et I’ensemble F_ des fractions ration-
nelles de degré strictement négatif sont deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires.

On vérifie aisément que, comme K[X], . est un sous-espace de K(X).
Le théoréme précédent montre alors que K[X] et F _ sont supplémentaires. [J

COROLLAIRE. — Si (F)); . ; est une famille de fractions rationnelles de
K(X) de parties entiéres (E,); . ;, alors pour toute famille presque nulle (x)); . ;

de scalaires de K, la partie entiére de la fraction ratiomnelle ) « F; est ) o E,.
fel tel

7.2.2. Etude théorique de la décomposition en éléments simples

Soit K un corps commutatif, Il ne sera question que de polyndmes de
K[X] et de fractions de K(X).

1° LEMME. — Soient (B,, B,} un couple de polyndmes non nuls, premiers
entre eux, et A un polynéme tel que deg (A) < deg (B, B;). Alors il existe
un et un seul couple (A4,, A;) de polynémes tel que :

A A4 A e (A2
BB, B B’ deg(Bl)d’ deg(Bz <0
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Unicité. — Soient (4,, A,) et (A}, A}) deux couples répondant a la
question.

Par différence :

A —~AT  A3—A,
B, B

ou B;(A,—AY) = B, (A7 —4y).

Comme B, est premier avec B,, d’aprés le théoréme de Gauss, B, divise
A —AT .
A,—A?. Compte tenu de : deg (B_) < 0, cela exige A, = A7, et donc
A, = A3, !
Existence. — Le théoréme de Bezout nous apprend qu’il existe un couple

(U,, U;) de polyndmes vérifiant U,B,+ U,B; = 1, égalité dont on déduit
aprés multiplication par A :

A AU, | AU,
BB, B, B;’

. . AU AU
En désignant par E, et E, les parties entiéres de Bl et 2.
1 2

AU, _ 4, . AU, 4, | A, A,
Bl = El + -B—l N Bz E; Bz ; deg Bl < 0; deg B, < 0.

D'otr :

A A, A Ay .
5,5, —E1+Ez+ +B2 ; deg(Bl)<0, deg( 2)<0

On en déduit deg (B_ + g—) < 0, ainsi E, +E, est la partie entiére de
1 2

BB OF cette partie entiére est 0 d’aprés I'hypothése sur les degrés de A4
142

et B, B,. ]

2° ProposiTioN 1. — Pour tout systéme (4, B, ..., B,) de polyndmes
dans lequel les B, sont premiers entre eux deux A deux et les degrés liés par
deg (4) < deg (B, ... B,), il existe un, et un seul systéme (A,,..., 4,) de
polynomes tel que :

- Ay A;
B,..B, ZE deg( ‘)<0pour tout ieNN,. (1)

1l s’agit de vérifier une assertion F,. Raisonnons par récurrence.
— §, est trivial et T, a fait ’objet du lemme.

— Soit # = 3, tel que T,_, ait été vérifiée. Soit (A4, B,, ..., B,) un sys-
téme de polyndmes vérifiant les conditions de P’énoncé. Si on peut lui associer
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un systéme (A4, ..., 4,)} vérifiant (1), on en déduit qu’en posant B, = B,...B

n—1
A Ay . . . .
et 2= 20 i} est possible d’écrire :
i=1 Bl‘ BO

n—1

A _ Ao A Ao Ay :
5B, B, + 3 deg(Bo)<0, deg(Bn)<0. (1}

Inversement B,, premier séparément avec B,, ..., B,_, est premier avec
leur produit B, ; d’aprés le lemme, il existe un et un seul couple (A, 4,)
Ao
B,...B,_,’

détermine alors de maniére unique les polyndmes A4,, ..., 4,._,.

de polyndmes vérifiant (1') ; en utilisant T,_;, & partir de on

REMARQUES. — @) Dire que deg (F') est strictement négatif équi-
¢

vaut A dire que la partie entiére de %l est nulle.

13

b) Si %est irréductible et si chaque polyndme B, est de degré au moins un,

aucun des polynémes A; n’est nul.

ProrosiTiON II. — Soit ¢ un polyndime non nul, Pour tout entier naturel
non nul & et tout polyndme C, tel que deg (C,) < deg (Q"), il existe un, et un
seul systéme (P,, ..., P,) de polynGmes tel que

G 5 P
gt =S¢

It s’agit de vérifier une assertion #,. Raisonnons par récurrence.

N

) avec deg (%) < 0 pour tout j e IN,. (2)

- Il est bien évident que A, est vraie ;

— Soit k = 2, tel que #A,_, ait été vérifiée. Considérons un polynéme
C, tel que deg (C,) < deg (@M.

On remarque que si (2) existe, elle implique :

k=1
Ce = (Z P,-Q"“") Q+P,, deg(P) < deg(Q)
=1
ce qui montre que P, ne peut étre que le reste de la division euclidienne de C;
par (. Inversement cette division s’écrit :
C, = Ci—{ Q+P,, avec deg (P,) < deg (Q) et deg (C,_,) < deg (@*™ 1)
et nous sommes ramenés a chercher une décomposition de la forme :

k=1
;’;:: =3 %, avec deg (%) < 0 pour tout jeN,.,,
i=1

ce qui, d’aprés &, _ ;, peut se faire d’une, et une seule fagon. O
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. . C . .
REMARQUES. — a) Sideg (@) = 1 etsi —: est irréductible, alors, dans (2)
le polyndme @, n’est pas nul. Q

b) La démonstration est algorithmique.
3° DEriniTioN. — Toute fraction rationnelle de K(X) de la forme %, olt

Q est un polyndéme irréductible de K[X], k un entier supérieur ou égal 4 1 et ol
deg (P) < deg ((), est appelée un élément simple. D’une maniére plus précise

si le polyndme ( est de degré [ on dit que -f;‘ est un élément simple de /-idme
espéce. Q

4° T héoréme de décomposition d’une fraction rationnelle en éléments
simples, — THEOREME. — Soit F une fraction rationnelle de X(X} de repré-
sentant irréductible %, dans lequel B est un polyndme de degré au moins égal
a [. Si P’on désigne par b Q%' ... 0*" 1a décomposition du polyndme B en produit de
polynémes irréductibles, unitaires, et non associés (6.2.7) avec b # Oet k; > 1
pour tout i € N, alors il existe une famille unique de k, +... + k,+ 1 polynomes
de K[X]notés Eet P;;avec ]l < i netl < j < k;, tels que :

koop.. P,
F=E ) d 0.
+i=2 ( 2 @ ),) ® °g(Q:) < @

Cette décomposition porte le nom de décomposition de la fraction rationnelle
F en éléments simples.

Existence d’une décomposition. — La théorie de la partie entiére permet
d’écrire, d’une fagcon et d’une seule :
A A, A,
F—E-]-T’ avec deg(B)<0 4

0., ....Q, étant irréductibles et non associés, 0%, ..., Q% sont premiers entre
eux deux A deux, et, d’aprés la proposition I, on peut écrire, d’une fagon et
d’une seule :

A Gy 45 awe dcg(c)<0 )
B QY 0 Qr

Pour tout i e N,, la proposition IT permet d’écrire, d’une fagon et d’une
seule ;

C;‘i = jkzll (Z‘:)} avec deg (1()2,) < 0. (6)

Il en résulte bien la décomposition annoncée. O
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Unicité. — Toute décomposition de F de la forme (3) peut s’écrire sous

la forme (1), avec —%— de la forme (5), et chaque ((2: de la forme (6). Or chacune
i
des formes intermédiaires est unique. O

REMARQUE. — 11 est aisé de vérifier qu’aucun des polynémes P, , n’est
nul, 1 €i<€n

* 8¢ Interprétation du théoréme de décomposition. — Nous utiliserons par anticipation la
notion de base d'un espace vectoriel qui ne sera acquise qu'au chapitre 9.

Reprencns la décomposition en somme directe de 'espace vectoriel X(X) :
‘ K{X)=K[X|®F_
obtenue au n® 7.2./, 2%

Nous verrons que K[ X] admet pour base la famille (X", . n.

Soit « Pensembte des polyndmes unitaires irréductibles de K[X): Le théoréme précédent
nous apprend qu'une base de 'espace vectoriel J _ est constituée par les fractions rationnelles
de la forme

Peqd
g Avee 1 e N\{0}
keN tel que 0 5 k < deg (P).

La décomposition en éléments simples de F e K(X) est la décomposition de F sur la base
constituée par la «réunion» des bases de K[X]et de F_ que nous venons de considérer, le mot
« réunion» étant pris au sens qui lui sera donné au 9.1.9.,

7.2.3. Cas d’un corps K algébriquement clos (par exemple C)

1° Les polynémes irréductibles de K[X] sont les polyndmes du premier
degré. Les seuls éléments simples sont ainsi de premiére espéce, et le numérateur
d’un élément simple est un élément de K. Le théoréme de décomposition s’écrit
donc :

THEOREME. — Soient K un corps algébriquement clos et F une fraction
rationnelle de K( X'), admettant un représentant irréductible —% tel quedeg (B) = 1
Désignant par a,, ..., 2, les racines distinctes de B et par &, ..., k, leurs ordres,

nous connaissons la factorisation B = b [] (X —a)". Dans ces conditions,
i=1
il existe un polynéme £ € K[X] et une famille de scalaires (x;;), <<, tels que
1<k

n k; 0!
e+ 5 (5 ). ®

et cette décomposition est unique,
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A, - . .
REMARQUES. — a) ¥ étant irréductible, pour tout i, oy, # 0.

*b) K(X) admet pour base la « réunion» des bases (X7),.n et( L *) *
(X_al) aq ek

ke N {0}

DEFINITION. — Les notations étant celles du théoréme précédent, on dit
ki
o . . . .

que Y ﬁ est la partie polaire de F (ou encore partie principale de F)

i=1 _al'
associée au pile a;, d’ordre de multiplicité k.

— Cette partie polaire est obtenue en substituant la fraction rationnelle

k¢
X ! o dans le polynéme 3 «;¥/ qui est de degré k,, sans terme constant ;
— 8§ =1 ki
. . o,

remarquons alors que la fraction rationnelle F — ) ——E——J n’admet pas
fe péle a;. =1 (X ~a,)

-— Réciproquement, étant donné un polyndme de K[Y] de degré &,

k k
; . . I
sans terme constant, y, f,Y7, tel que la fraction rationnelle F — ¥ ﬁjm
i=1 i=1 —_ al,

k
o ,
8 i_-’ est une

ki
n'admette pas le pdle a,, par différence -
,-; (X—a) =1(X-a)
fraction rationnelle n'admettant pas le pdle a; ce qui implique :

k=k, et o;=PF§, pourtout | <<k,
En conclusion :

Proposimion. — La partie polaire d’ume fraction rationnelle F relative

A ’un de ses poles g est 1’unique « polyndme en p » sans terme constant,

X —
dont la différence avec F soit une fraction rationnelle n’admettant pas le pile a.

COROLLAIRE. — On ne change pas la partie polaire d’une fraction ration-
nelle F relative i 1’un de ses pdles a, en lui ajoutant une fraction rationnelle qui
n’admet pas le pdle a. En particulier, pour tout polynéme P, les décompositions
de F et F+ P ne différent que par les parties entidres.

2° Résidu en un péle. — DEFINITION. — Seit @ un pdle d’ordre k de Fe K(X).
k

Dasns la partie polaire associée 3 a, ¥ % 7 le coefficient o, est dit résidu de F au
pble a ; il se note Res (F, a). iSi(X-a)

PROPOSITION. — Seit F e K(X) telle que deg (F) < — 1. Alors la somme des résidus aux
divers péles de F est nulle.

De la décomposition (1), dans laquelle E = 0, nous déduisons :

n:Z(kZJ‘—’—X—) 2)

i=1 j=1(X—a,)j

n
L’égalité des parties entitres fournit : Y, a,, = 0.
i1



7.2.3 THEORIE DE LA DECOMPOSITION D'UNE FRACTION 227

3 Détermination de la partie polaire d’une fraction rationnelle F de
K(X) associée au pile a d’ordre de multiplicité k.

( )
Q(X)
K(X) admettant 0 pour pdle d ordre k (ce qui signifie P{0) = 0 et Q(0) # 0), et
P(X) = (ao+al X+ -..+ak_1Xk— 1) Q(X)‘I‘ XkR(X)
Ia division suivant les puissances croissantes de I’indéterminée X du polynéme P
par le polyndme (), a ’ordre & — 1 (division dont on connait ["unicité).

Alors la partie polaire de la fraction rationnelle considérée relative au
pole 0 est :

THEOREME. Solent une fraction rationnelle irréductible de

En effet F,(X) est un polyndme en % sans terme constant, tel que

P(X) R(X)

X)), qui §’écrit ———=, n"admet pas 0 pour pdle. O
o) Fo(X), q %) pas 0 pour p
Application. — Soit —-—-——~—(k)—— une fraction irréductible de K(X) admet-
(X —a)" C(X)

tant a pour pble d’ordre k (ce qui signifie A(a) # 0 et C(a) # 0). On
pose A(Y+a)=P(Y) et C(Y+a) = Q(Y), et on calcule le quotient
ag+a, Y+ ... +ap_, YU, de P(Y) par Q(Y), suivant les puissances crois-
santes de I'indéterminée Y et d Pordre k— 1. Dans ces conditions la partie polaire
de la fraction considérée, relative au péle a, est :

) a gy
+ +..+—.
(X—-a) X-af! (X—a)

11 suffit d’appliquer le théoréme précédent A la fraction rationnelle

A(Y+a) = P(Y) 0
Y. C(Y+a) Y:QV)
REMARQUE. — Dans ce calcul seul le quotient nous intéresse, on peut

donc ne conserver dans A{Y+a) et C(¥Y+a) que les termes de degré inférieur
a k-1

4° PropOSITION. — Si % est une fraction rationnelle irréductible de K(X)
présentant le pole simple ¢, la partie polaire de cette fraction rationnelle relative
A(a) 1
B(a) (X—a)

au pdle ¢ est :
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En posant B(X) = (X—a) C(X), on a une décomposition de la forme :

AX) ¢« | RX)
X—a)C(X) X-a CX)’

avec Cla) # 0.

On multiplie les deux membres par X—a et on donne 4 X la valeur a.

N _ Afa)
Dol : = aa")".

De B(X)=(X—a) C(X), on déduit B (X) = (X—a) C'(X)+C(X) et
C(a) = B (a). O

Voici un résultat plus général (dans 1"hypothése ol K est de caractéristique 0). On cherche

la partie polaire de la fraction irréductible %—, relative au pdle a, d’ordre k. Par la formule
de Taylor la fraction s’éerit ;

A(a) + (X “) A@+.. + 22 (X e
X—a + (X—a)f +
(X —a) [—-B""(a)+ D B* Vg y L+ T B“* "’(a):l

avec B™(a) # 0, d’aprés I'étude des racines multiples.
La méthode générale invite a diviser, & Pordre k—1,

P(Y) = A(ﬂ)+—A(a)+ +—A"’"(a)

par Q(Y) = B“"(a) + BV () 4. 4 ——— B (a)

Y
&+ (k+p)'

k1A(a) Ala)

Le premier coefficient est : . , €
B (a) B'(a)

k=1

7.2.4. Cas du corps R des nombres réels

1° Les polyndmes irréductibles de IR [X] sont d’une part les polynémes
du premier degré, d’autre part les polynémes du second degré sans racine
réelle. Les éléments simples sont donc de deux types : des éléments simples de
premiére espéce dont les numérateurs sont des réels, ceci pour les facteurs
irréductibles du premier degré, des éléments simples de seconde espéce dont les
numérateurs sont des polyndmes du premier degré au plus, pour les facteurs
irréductibles du second degré. Le théoréme de décomposition en éléments
simples s’écrit alors :

THEOREME. — Soit F une fraction rationnelle de IR(X) admettant un

représentant irréductible % tel que deg (B) > 1
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Nous connaissons la factorisation en polynémes irréductibles

(X—a)i- J] (X2+p,;X +q,)

1 F=1

B=5>

ll:a

dans laquelle les a; sont les racines distinctes de B sur R, et les X +p, X +g;
des polynimes deux & deux distincts sans racine sur R.
Dans ces conditions, il existe un polynéme £ € R[X], une famille de réels

(%) (1 < 1 < »» une famille de couples de réels (8, ;)1 < j < m tels que ¢
{iz:3k {12{30

F=E+i(ki % )é('z_ﬁﬂ_ﬂj_) M)

r=(X—a) =‘(X2+ij+qj')s

et cette décomposition est unique,

ke

La fraction rationnelle )’

r=1 (X—

de F relative au pdle 4, d’ordre k; ; les propriétés et le mode de calcul sont les
mémes que dans le cas F € K(X), avec K algébriquement clos.

ir

- est encore appelée partie polaire

2° Utilisation de la décomposition dans C(X) d’une fraction rationnelle
de R(X)

Soit F = 5 une fraction rationnelle irréductible de IR (X). Cette fraction
rationnelle peut &tre considérée comme une fraction rationnelle de €(X).

Elle posséde :

— des pbles réels deux a deux distincts a4, ..., a,, d’ordres k,, ..., &, ;

— des couples deux a deux distincts de pdles non réels et imaginaires
conjugués (b, b,), ..., (b b.), les deux péles d’un couple ayant le méme
ordre, quiest noté I, ..., /.

D’aprés 7.2.3, on peut trouver — d’une, et une seule maniére — un

polyndme E € €[X], une famille (o), < ; < €t une famille ((8;,, £;,))4
tels que: {l-<.r~<..h {

F = E+2(kr %ir )+§(IEJ J5 R ) (2)

= r—l(X d,)' j = sﬁl(){v—!}j)le (X—Bj)s

i€ €m

3
< Iy

A

L’automorphisme de € qui a z fait correspondre Z se prolonge de maniére
unique en un automorphisme de €(X), (7.1.1, 3°), et par cet automorphisme

la fraction rationnelle 3 est invariante. Il en résulte 1’égalité :

F=E+i(§ir)+1§(§ % _ “’) (3)

NS (X —a) SSX—b)y T (X—by
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L’unicité de la décomposition (2) montre les résultats suivants :

- . A .
iy E=E et a;, = §,, résultats évidents, puisque "l étant une fraction
rationnelle de IR(X), sa partie entiére et les parties polaires relatives aux péles
réels sont des éléments de R (X).

i) & = 8, autrement dit pour deux pdles non réels imaginaires
conjugués, les coefficients correspondants des parties polaires sont imaginaires
conjugués,

L’unicité de (1) et la comparaison de (1) et (2), o 5;, = §;,, montre, que
pourtout | < i< m ona:

(X—5) (X—b) = X*+p,X+q;

SEUXPHp X +q)y  sTI\X—bYy  (X-bY

et

(ng!

En particulier pour des pdles non réels simples :

X*+pX+q; X-b; X-b

3 J

ce qui permet alors un calcul rapide de (8;, y,) connaissant §;, par réduction au
méme dénominateur.

7.3. PRATIQUE DE LA DECOMPOSITION D'UNE FRACTION
RATIONNELLE EN ELEMENTS SIMPLES. APPLICATIONS

Les procédés de décomposition d’une fraction rationnelle en éléments
simples dépendent du corps envisagé ; cependant, dans tous les cas il faut
s . A . .
s’assurer que le représentant B de la fraction rationnelle dont on part est
irréductible. D’autre part toutes les méthodes supposent connue la décompo-
sition de B en produit de polyndmes irréductibles, ce qui limite la portée de
I’étude qui va suivre.

7.3.1. Calcul de la partie entiére E

Si deg (4) < deg (B), on sait que E = 0. Sinon, selon la théorie, on
effectue la division euclidienne de 4 par B. En fait dans la plupart des cas,
on n’a pas besoin du reste, ce qui peut abréger le calcul du quotient E.
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XG
(X-1°(X*+1)
Cette fraction rationnelle est irréductible. Le numérateur est de degré 6, le dénominateur

de degré 5, la partie entiére est donc de degré 1. Dans sa détermination interviendront seulement
les coefficients de X¥ et de X* du dénominateur, soit le calcul :

EXEMPLE. — Dans Q{X), trouver la partie entiére de la fraction rationnelle

(X-1*(X24+1) = X°-3x*+ ... -1
x® X3-3x* 4. -1
—XO 43X+ | X 43
3xt4

La partie entiére cherchée est X +3.

7.3.2. Décomposition d’une fraction rationnelle dans le corps
C(X)

On effectue tout d’abord la décomposition de d’Alembert du polyndme
dénominateur B, ce qui permet de déterminer les péles et leurs ordres de
multiplicité. En général on écrit alors a priori la décompaosition de la fraction

rationnelle :
n i= ke &
IJ 1
(JZI (X—a)’ ) M

et les différentes méthodes ont pour but de déterminer les coefficients «j;.

i i

Si B=2b

il :j 1
u'M i

A
(X —ap)*, i E +

i

1

Y

1° Méthode dite &’identification. Elle consiste a multiplier les deux
membres de (1) par B et & écrire 1’égalité des polyndmes obtenus. On obtient
un systéme (S) d’équations linéaires en o,; qui posséde une solution unique
d’aprés Uexistence et 'unicité de la décomposition. Cette méthode ne nécessite
pas le calcul préalable de E que I’on peut écrire lui aussi avec des coefficients
inconnus. Malheureusement le systéme (S) est en général compliqué, cette
méthode ne peut &tre appliquée que si des considérations ont diminué le
nombre de coefficients inconnus (voir 4°).

2° Détermination des coefficients correspondant & des péles simples :
cf. 7.2.3, 4°.

3° Détermination des coefficients correspondant & des piles multiples.
a) Sil’ordre est élevé (en pratique dés que I’ordre dépasse 3), la méthode
la plus simple consiste A appliquer 7.2.3, 3°.

B) Pour un ordre de multiplicité 2 ou 3, il est parfois plus rapide de
procéder avec des coefﬁcients inconnus. On peut toujours déterminer le

coefficient o, de ————, k désignant 1’ordre de multiplicité du pSle a ; en effet

(X (X-a)’
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. . : A(X) )
si la fraction est écritt ———————, on constate, en opérant comme pour
(X —a)" C(X)
e . _ A@)
un pdle simple (¢f. 7.2.3, 4°) que o, = @

On peut alors donner a ’indéterminée X des valeurs complexes simples,
autres que les pdles, ce qui permet de former des relations entre les coefficients
restant & déterminer (prendre comme valeurs 0, 1, —1, 4, ...).

Si E = 0, on obtiendra une relation intéressante en multipliant les deux
membres de I’égalité (1) par une méme puissance de X, et en €galant les parties
entiéres des fractions obtenues.

4° Afin d’éviter des calculs inutiles, dans de nombreux cas, il ast trés
important de remarquer certaines propriétés de la fraction rationnelle que
I’on décompose.

a) Fraction appartenant d R[X] : on utilise 7.2.4, 2°,

b) Fraction paire ou impaire. L'application ¢ définie par

Y a,X" — Y (=1)a,X"

neN neN

est un automorphisme de la K-algébre K[X]. On appelle polynédme pair (resp.
impair) tout polynéme de K[X] invariant par ¢ (resp. changé par ¢ en le
polynéme opposé). Il est facile de vérifier que, si le corps K n’est pas de carac-
téristique 2, pour qu'un polynéme soit pair il faut et il suffit que pour tout p,
a3py = 0, pour qu’il soit impair il faut et il suffit que pour tout p, a,, = 0.
Cet automorphisme ¢ se prolonge de maniére unique en un automorphisme
de K(X) et on peunt se définir de maniére analogue des fractions rationnelles
paires et impaires.

Pour que ¥l irréductible présente une parité, il faut et il suffit que les

polyndmes A et B présentent une parité ; la condition est évidemment suffisante

a . A, - . . . .
(méme si — n’est pas irréductible), et elle est nécessaire ; par exemple si

B
A P AN e(4)
B) = 5> Puisque par définition du prolongement ¢ (f) = 9B)

avons I'égalité ¢ (4)- B = @ (B)- A qui entraine (théoréme de Gauss et considé-
ration des degrés), ¢(B) = eBavece =1 ou g = —|, et donc @(A) = ¢-A.

A
nous

Si nous avons alors 4 décomposer une fraction rationnelle de C(X)
présentant une parit€ nous pouvons remarquer que les pdles sont deux a deux
opposés, aux mémes ordres de multiplicité, que les parties polaires relatives
a deux poles opposés se déduisent 1’'une de 1'autre en appliquant 4 la décompo-

sition de ¥ I’automorphisme ¢ et en utilisant 1’unicité de la décomposition.
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5° Exemples de décomposition dans C(X)

EXEMPLE 1 :

Xm"—-1 -

Fraction irréductible ; partie enti¢re nulle ; m poles simples
., 2®
a, = exp ik;— , avec 0 k<€ m-1.

(On rappelle que * a, = a%)

ni—1 a

. . v 1
La décomposition s'écrit : =
X"—1 «SoX-—a

D’aprés 7.2.3,4°: o, = , {(d'aprés af = 1).

Finalement : —1— = —
XP’I

X4l
X(x*-1)*
Cette fraction rationnelle est irréductible, de partie entiére nulle. Elle est impaire, admet 0
pour pole simple, 1 et — 1 pour péles doubles. La décomposition s'écril :

EXEMPLE 2 :

X41+1 - L3 o, 4 ay + oy _+ as @)
X(X“— 1) X (X-D X-1 (X+1) X+1
En utilisant I"automorphisme ¢ nous obtenons :
_ X* 41 __m A + a4y 3
X(xt-1? X X+ X+1 (X-1) X-1
L’unicité de la décomposition entraine les égalités : ¢, = —uo,, a5 = ay. Le coefficient «,

peut étre obtenu en multipliant les deux membres de (2) par X ¢t en égalant les valeurs au point 0
des fractions obtenues : a; = 1. On obtient de méme a, en multipliant les deux membres de
(2) par (X—1)? et en égalant les valeurs au point 1 : a; = 1/2.
Enfin pour obtenir x,, on multiplie les deux membres de (2) par X et on égale les parties
entidres : 1 = a;,+ay+aog; d'oll a3 =0 et
X441 1 1 1

X(X'-1) X + 2AX—1)F 2X+1)

*Remarquons que, en anticipant sur le cours d’Analyse, nous aurions pu obtenir «; en
multipliant les deux membres de (2) par X et en écrivant ’égalité des limites, lorsque la variable
tend vers +co, des fonctions rationnelles associées.,

XG
(X-D*(X*+1)

Cette fraction rationnelle est irréductible, de partie entiére 1. Elle admet 1 pour péle
guadruple, i et —i pour poles simples. La décomposition s'écrit :

EXEMPLE 3 :

xe . S S S S B S
T - 1y TS _13¢ _ _; ;
X—1F (X*+1) (X—1  (X—1P (X-1F X-1 X—i X+i
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Comme cette fraction rationnelle est réelle : xg = &s.
. L1 R i
Le coefficient o5 est obtenu en multipliant par X —i : a5 = — 5

Pour obtenir o, a,, a3, ¢, nous appliquons 7.2.3, 3°. Posons ¥ = X~1.

x° _ (Y+1)6
(X =1 (XP+1) V(¥ +2Y+2)

Effectuons la diviston suivant les puissances croissantes de ([+ ¥)® par 2+2¥+ ¥ &
I'ordre 3 ; dans {1+ ¥)® seuls interviennent 1 +6Y+15¥2420¥3+... Dot le calcul :

1+6Y+15Y*+20Y  +... 2+2Y+V?

9, s 1 5. 19, .,
SY+ 2V 42070+ S+3Y+ Y44y
9., 35
Y eZyis
7tz bt

$Y 4+ ...
Doll:a, =1/2; a,=52;a;=194; a,=4c¢et:

Xxe 1 5 19 4 i i

— =1+ L+ S+ st —— - —+ —.
(X—D*(X2+1) 2X-1)* 2AX-1¥ A4X-1P X—1 B(X-i) 8(X+1)

1 XZ L] .
(+X7) S Ol @y, ..., 4, sont n nombres complexes deux &
[(X—a).-(X-a)]
deux distincts, dont aucun n'est i ou —i.

Cette fraction rationnelle est irréductible, de partie entiére 1. Elle admet les poles doubles
ai, ..., a,. La décomposition s'éerit :

(+Xx% u a; 8
=1
ey x—ap & [(X—ai)l " X—aJ

EXEMPLE 4 : F =

Si nous posons P(X) = (X—a)..(X—a,), pour déterminer a; et fi; nous pouvons
appliquer au numérateur et au dénominateur la formule de Taylor au point a;, (7.2.3, 4°).

1+ XY = Q+ady + 2na,(1+ad) (X —a) + ...
PHX) = (X—a)* [[P'(@)]} + P'(a)P"(a) (X—a) + ...).

{Nous avons seulement écrit les termes qui seront utilisés). On pose X—a; = Y et on diyise &
I’ordre 2 suivant les puissances croissanies de Y, ce qui fournit

_ (Ltay

(14a2y!
o = ¥ T
[P'(ai)]z

T [Pa)?

B [2na.P (a) - (1+a}) P'(@)le

7.3.3. Décomposition d’une fraction rationnelle dans le corps
R(X)

1° Méthode d’identification, — Le point de départ est ici la décompo-
sitton obtenue sous forme théorique (formule (1) du 7.2.4, 1°). On utilise
éventuellement des considérations de parité.
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2° Calcul des parties polaires relatives aux pébles réels, — On opére
comme dans le cas de C[X].

3° Eléments simples de seconde espéce. a) Dans le cas ol on a affaire
a un polynéme irréductible X?+pX+ g de multiplicité 1, on sait que I’élément
simple correspondant s’écrit, en désignant par b et b les racines de X2+pX+gq
dans € :
BX+y 6 + é
X*+pX+q X-b X-b

On calcule 8 en travaillant dans €(X), et on en déduit § et y.

On peut aussi utiliser le fait que Sb+ v est la valeur au point & de la fonction

A-(X*+pX+q)
B

rationnelle associée a la fraction , qui se simplifie (les deux
méthodes sont trés voisines).

b) Cas d’un polynéme irréductible X*+pX+q de multiplicité k. On peut
A- (X +pX +q)

B

obtenir f, et y, en utilisant la valeur en b de . On peut ensuite

BX +yi
(X*+pX+q)
n’intervient qu’avec une multiplicité au plus égale a k—1.

itérer 4 partir de la fraction 4_ dans laquelle X*+pX+gq

4° Exemples de décomposition dans R(X).

EXEMPLE 1 ~.
X1

T
En posant @ = exp (r’ E) la décomposition sur € trouvée au 7.3.2, 5° s*écrit :

2n 1 1 " w w* )
—_— +
xX*"—1 X-1 X+1 tzl (X—w" X-ot*
w* et w™* sont conjugués, et on calcule :
o (X—oY+o *(X-oY) = (0*+o™ X -2 =2X cos ";” -2

kn
2n 1 1 oy Xeos—1

—_ 42

Dol : =
X -1 X-1 X+1 kz:l

X’—ZXcm%+l

Nous laissons au lecteur le soin de montrer :

2kn
me1 1, E Xeosgmi—t
Xy Xx-1 3 oy cos KR +1'
2n+1
EXeMPLE 2 ;
XX+ x+1)

Fraction icréductible ; partie entiére nulle ; décomposition théorique dans R(X) :

1 LT . fi1X+n + B X+y,

XXAX4D: X X' X (X4 X41F XP4X+1




236 FRACTIONS RATIONNELLES 7.3.3

— Les coefficients «,, @,, ¢4 sont obtenus par 1a méthode de division suivant les puissances
croissantes & t'ordre 2 de | par 1 + X+ X*)*. On obtient o, = 1, a; = 2, a; = L.

— Pour obtenir (8,, y,) effectuons le produit par (X + X+ 1)? et donnons 4 X Ia valeur j,
on obtient :
] . LN
El Bui+y, dod By =0 et y =1

car (1, f} est une base de C sur R.
— Pour obtenir (§,, y,) formons la différence :

1 1 1-X
- 5 on trouve _—
XXT+X+1P (X4 X+1) XXE+X+1)
BX+ys

L'élément simple de seconde espéce de cette derniére fraction est 3 2_, ce qui permet
de calculer B, = ~1 et y, = [. Finalement : +X+1

1 1 2 1 1 -X+1

- = + =+ + .
XNXP+X+1)2 X XP X (X*+X+DP X'4X 41

5° Complément. — Nous allons exposer sur un exemple une méthode de calcul des éléments
simples de seconde espéce relatifs & X 4 pX +¢, quand la multiplicité k est élevée. Considérons :

1 A
F(X) = . de la forme FQX)= ————,
( (XD (X X+ 1) &) (X*+pX+4)B

La méthode consiste & partir des restes des divisions de A(X) et B(X) par X2 +pX+4+¢g— Y
A
dans K[X]J[Y] et & mettre B sous la forme :
A AT X+ 4T}

- " 2
7= B.(T) , ob T deésigne X" +pX+g.

Dans I'exemple qui nous intéresse
(V+X+ 1) = (T+ X)) =T 42TX+(T—1) = 2TX+T*+T-1

1 X
ATX+T*+T—-1 2T(T-1)+(T*+T-1DX

A .
— s'éerit
B

Par combinaisons linéaires entre numérateurs et dénominateurs, on trouve

—14+(Q-2X)T+ T
1-2T+3T 2T+ T4

4_
B

Une division a I’ordre 3 suivant les puissances croissantes donne le guotient
A=[—1-(1+2XO)T+A1-2XT2+ (5-2X)T3|B+T* R(X, T)

dont on déduit la partie de la décomposition relative & X2+1 ;

-1 142X 1-2X  5-2X
X+0* X+ (XD XP41
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7.3.4. Applications de la décomposition des fractions rationnelles
en éléments simples

La décomposition des fractions rationnelles dans R(X) ou € (X) présente
un grand intérét pratique. Elle permet en particulier le calcul de la dérivée
r-ieme d’une fraction rationnelle. Ce calcul est fondé sur le fait que la dérivée

est (—1)"n!
X—a X-ayr*!
On pourra ainsi calculer la dérivée n-ifme d’une fraction rationnelle qui se
décompose en éléments simples de premiére espéce.

n-iéme de

comme il est aisé de le vérifier par récurrence.

1

ExeMPLE. — Calewl de la dérivée n-iéme de la fraction rationnelle F = i1
+

de R(X).

Nous passons par Iintermédiaire de la décomposition dans C{X).
F=l (; b
i \X—i X+i

sz(wn"-n![ I J
2i x-iytt (x+ir!

Donnons l'expression de F™ sous une forme ne faisant pas intervenir € ; par réduction
au méme dénominateur on trouve :

(-1 cayixee
F(") = ml)nnn' 0£2psn
( (X2+1)n+1

* Dans le cours d’Analyse nous développerons d’autres applications :

— étude d’une fonction rationnelle au voisinage de Iinfini et au voisinage
d’un péle,

— recherche de primitives d’une fonction rationnelle,

— développement en série entiére d’une fonction rationnelle. ,

7.4. NOTIONS SUR LES SERIES FORMELLES A UNE INDETERMINEE

Dans tout ce paragraphe il ne sera question que de
séries formelles & une indéterminée que nous appelierons
plus briévement séries formelies.

7.4.1. L’algébre des séries formelles

1° DERNITION. — Soit X un corps commutatif ; on appelle série formelle 4 une indéterminée
a coefficients dans K toute suite d’éléments de K.
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Une série formelle sera notée provisoirement (a,), .5 ou S. Les éléments a, de X sont les
coefficients de la série formelle ; 1'ensemble des séries formelles sur K est noté K[[X]], au lieu
de &N,

2° La K-algébre K[[X}]. — Sur K{[X]] on définit les trois lois suivantes ;

— addition de deux séries formelles (a,), . x €t (b)), e N :
(@ )nen + (Blaan = (@ +bnon

— multiplication de deux séries formelles (@) en € (By)pen:

(an)n eN(Bane N = (CahenN

et = ¥ ab, =¥ ab,_,

ptg=n k=0
— nultiplication d'unc série formelle (a,),.n par un élément a de X:

al (an)n eN~ (aan)n e N-
Le lecteur vérifiera sans difficulté :

THéorEME. — Le quadruplet (K[[X]], +, -, L) est une K-algébre commutative ; ’annean
des polyndmes i une indéterminée sur X est une sous-algdbre de X[[X]].

On notera que les éléments neutres pour I'addition et la multiplication sont les mé&mes dans
K[[X]] et K[X}; on constate que la loi externe peut s’interpréter comme le produit dans K[[X]]
de la série formelle constante a par-la série formelle (a,), , n c& qui permet de la noter comme
la loi produit,

3° Notation définitive d’une série formelle, — Comme dans K[X] nous introduisons
la série formelle X définie par :

X=(a).cn avec a, =1 et a,=0 pour n# L

et qui porte le nom d'indéterminée. Par extension des notations des polyndmes de K[X] la série
formelle (a,)}, , 5 Sera notée z a, X" étant bien entendu qu'ici, il s’agit d'une notation et non

na N
pas d'une expression de la série formelle comme combinaison linéaire de la famille (X™), o n
puisque la famille (a,), 5 n'est presque nulle que si et seulement si la série formelle est un
polyndme. Une série formelle a, X” est appelée mondme.

4° Ordre d’une série formelle. — DERNITION. — Soit S = Z a, X" une série formelle

Ne N
non nulle. On appelle ordre de la série formelle S et on note w(S) le plus petit entier n tel que a, # 0;
par convention on appelle ordre de La série formeile nulle I’élément + oo de PPensemble N  {+ oo},

Cette notion prolonge & K[[X]] la notion de valuation d’un polyndme. Le lecteur vérifiera
sans peine que pour tout (S, T) e (K[[X]])*, on a :

o(§+T) = inf [w(S), w(T)]
o(S-T) = o(S) + o(T).

De cette derniére propriété, qui serait valable plus générilement dans A[[X]] ol A est
un anneau intégre, il résulte que K[[X]] est un anneau intégre.

5° Dérivation d’une série formelle. — DEFINITION. — Soit S = z a, X" une série for-

me N
melle de X[[X]}]. On appelle série formelle dérivée, et on note S’, La série formelle :

5 =3 (m+la X"

n&N
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Le lecteur vérifiera que ["application D de K[[X]] dans K[[X]] qui & § fait correspondre
S’ = D(S) est un morphisme du K espace vectoriel X[[X]] et que I'on a :
Y(S, TYeK[[X]]? D(ST)= D(S) T+ § IXT).

D’une maniére analogue aux polyndmes on définit les dérivées successives de [a série
formelle S.

7.4.2. Substitution d’une série formelle dans une série formelle

1° Soit T une série formelle d’ordre strictement positif,
Pour # entier naturel, nous disposons de la série formelle T, (avec T° = 1). Notons-la :

T = 5 b,X"

peN

On constate par récurrence, a partir de o(7) = 1, que: w (7" = n. Il en résulte que,
pour tout p e N, la famille (b,,), . » ¢st presque nulle, ce qui justifie :

DEFNITION. —Soient $ = Y a,X" et T deux séries formelles de K[[X]], la série formelle T
meN

ayant un ordre strictement positif ; on appelle série formelle substituée de T dans S la série for-
melle notée 50 T ou S(T) définie par :

SoT= 3 b X" avee T"= 3% b, X" et b,= 3 apb,,.
peN

peN me

En pratique cela revient a substituer 72 X dans S en écrivant S(T) = Y a,T", en remar-
HeN
quant que, pour une puissance donnée p de X, n'interviennent que les puissances k-iémes de T

aveck < p.
2° PROPRIETES, — Soient 5, §,, T et U des séries formelles, les deux derniéres ayant un
ordre strictement positif, Alors :
($+8)oT =80T+ §,0T
(§5)oT =(§0T)(S,0T)
(5,oTNoU =8Sc(Tol)
Le lecteur vérifiera sans peine ces propriétés, la troisiéme se déduisant des deux premiéres
puisque par récurrence T"o U = (To U)". O
Par contre on se gardera de croire que So(T,+T,) = Sc T +S0T,,

REMARQUES. — @) On constate pour toute série formelle 7 d’ordre strictement positif ;
loT=1 XoT=T,

et pour toute sériec formelle : So X = §.

b) La substitution des séries formelles, prolonge 3 K[[X]] (mais il faut des conditions sur
la série que I’on substitue ') la composition des polyndmes dans K[ X].

7.4.3. Eléments inversibles de 1’anneaun KJ[ XT]

THEOREME. — Pour que la série formelle S = } a,X" soit.inversible dans K[[X]] il faut
neN
et il suffit que son ordre soit nul, c’est-a-dire que a, # 0.

Nous aurons & utiliser 1’égalité entre éléments de K[[X]] :
1-X-(F xm=1 1)

neN
dont la vérification est immédiate,
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La condition est nécessaire, Si § = z aX"et T= Z b, X" sont deux séries formelles
meN neN
telles que §-T =1, on a apby = 1, et donc a, # 0. |

La condition est syffisante. Soit § = ¥ a,X" avec a, # 0.
nelN

Montrons que la série formelle g 'S = S, est inversible. La série formelle 7', = 1—5,
a un ordre strictement positif, elle est substituable dans I'égalité (1) d’od :

5 EN(l—Sl)“J =1

ce qui montre que S, admet dans K[[X]] un inverse, que nous notons S;!. De I'égalité
(a;'8)- 87" = §-(a;'ST") = ! nous déduisons que S admet un inverse dans K[[X]]. 3

COROLLAIRE. — Le groupe des éléments inversibles de K[[X]] est constitué des séries for-
melles d’ordre nul.

Le lecteur notera ici la grande différence avec le groupe des éléments inversibles de K[X).

7.4.4. Développement en série formelle d’une fraction rationnelle F de K(X)

THEOREME ET DEFINITION, — Soient F une fraction rationnelle de K(X) et %et % deux
1

représentants de F. S’il existe une série formelle S de K[[X]] telle que dans K[[X]] on ait Pégalité
A =285 alors on a: 4, = B,S, et la sériec formelle S porte le nom de développement en série
formelle de Ia fraction rationnelle F,

L'égalité A = B-S implique 4-B, = B-5-B, donc B-A, = B-S-B, ; comme B # 0 et
que K[[X]] est un anneau intégre, il en résulte 4, = B;-S. O

THEOREME 1. — Pour que la fraction rationnelle F de K(X') soit développable en série formelle
il faut et il suffit que F n’admette pas 0 pour pble dans K; le développement de F en série formelle
dans K{[X]] est alors unique.

. . ; : R . A ,
La condition est nécessaive. En effet si F admet 0 pour pdle et si B est un représentant

irréductible de F alors 4(0) # 0 et B(0) = 0. L'égalité 4 = B-S est impossible car la série
formelle 4 a un ordre nul, alors que, pour toute série formelle §, la série formelle B+S a un
ordre strictement positif. O

La condition est suffisante. Si F n’admet pas 0 pour pdle, et si % est un représentant
irréductible de F, on a B(0) # 0.

La série formelle B a un ordre nul ; elle est donc inversible dans K[[X]], ce qui prouve
I'existence et I'unicité de S avec § = A- B L.

TueEorEMe II. — Soient F une fraction rationnelle de K(X) n’admettant pas 0 pour péle,
et % un représentant irréductible de F. Si @ = :g; b, X" est le quotient de la division snivant les
puissances croissantes de 4 par B & Pordre n+ 1 etsi § = z a, X" est le développément en série
formelle de F, alors pour tout entier 0 < p < non a b, =p§1:.

Dans K[[X]] nous avons les égalités :
A=B0+X"* "R e A=B8S.
11 en résulte :
. B(§—-Q)=X"""-R.
Comme B(0) # 0, w[B(5— Q)] = w(§— Q). Or @(X***-R) = n+1, et donc pour tout

O<p<gn a—-b,=0. a
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Du point de vue pratique pour obtenir le développement en série formelle d'une fraction
rationnelle F de K(X), (lorsqu'il existe), on effectue une division «indéfinie » de A par B suivant
les puissances croissantes,

REMARQUE. — Le lecteur trouvera en exercice (7.14) une caractérisation des séries formelles
de K[[X]] qui sont les développements de fractions rationnelles,
EXEMPLES. — a) ! - r X
. 1-xX =

nelN

b) Pour tout peN :

1 - "
a-xr7 2 Crram X

7.5. CORPS DES FRACTIONS RATIONNELLES A PLUSIEURS
INDETERMINEES

L’étude étant trés voisine de celle de K(X) nous
nous bornerons a énoncer les principaux résuliats.

7.5.1. Corps des fractions rationnelles a plusieurs indéterminées

1° DEFINITION. — Soit K un corps commutatif, Le corps des fractions de
I’anneau intdgre K[X|, ..., X,] est appelé corps des fractions ratiommelles 4 »
indéterminées sur X ; on le note K(X,, ..., X,).

2° On munit K(Xy, ..., X,) d’une structure de K-algébre, dont
KX, ..., X,] est une sous-algébre.

3° Représentants irréductibles de F e K(X,, ..., X,). — Le théoréme et
la propriété du 7.1.2, 1° s’étendent, bien que K[X,, ..., X,] ne soit pas un
anneau principal. En effet les démonstrations utilisées au 7.L.2, 1° ne font
appel qu’aux notions de PGCD et au théoréme de Gauss.

4° Notations. — Les conventions de notations et de langage vues dans
K(X) sont valables dans K( X, ..., X,).

5° Enfin nous pouvons prolonger sans difficulté aux fractions de
K(X4, ..., X,) les notions de degrés (degré partiel et degré total) et de dérivée
particlle relativement & une indéterminée X,

7.5.2. Fonctions rationnelles de plusieurs variables

1° Péle, zéro, point d’indétermination d’une fraction rationnelle de
K(X,,.., X,). — Soit F un élément de K(X, ..., X,). F admet un représentant

irréductible —g—, unique i la multiplication prés par un éiément non nul de K.
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Pour les différents numérateurs et les différents dénominateurs de ces repré-
sentants irréductibles, les éléments de K" qui les annulent ne dépendent que de F
et non du représentant irréductible choisi.

, . . ey A
DEFINITION. — Etant donnée une fraction rationnelle irréductible - de

KX, ... X,), Pélément(a|, ..., a,) de K" est dit substituable dans cette fraction
rationnelle si et seulement si B(a,, ..., a,) # 0. Lorsque I’élément (a, ..., a,}est
substituable, il est dit zére de la fraction rationnelle si A (a,,"..,a,) = 0.
Lorsque cet élément est non substituable deux cas sont possibles : A(a |, ..., a,}#0.
et I’élément est dit un péle de la fraction rationnelle, 4 (a,, ...,a,) = QOet
I’élément est dit un point d’indétermination de la fraction rationnelle.

L’étude des pdles, des zéros d'une fraction rationnelle est donc beaucoup
plus compliquée dans le cas de plusieurs indéterminées et certaines proprictés
de K(X) ne s'étendent pas a K(X, ..., X,) ; en particulier on notera qu’ici
un élément de K* peut annuler A et B bien que ces deux polyndmes soient
premiers entre eux : c’est origine des points d’indétermination.

EXEMPLES. — @) Dans R(X, Y), Ia fraction rationnelle —

_ 5— n’a ni pdle, ni zéro et
tout élément de R? est substituable. X+ ¥ +1

by Dans R(X, Y), la fraction rationnelle XTJ%;-—] admet pour élément substituable tout
+ p—

point(x, yyde R*telquex*+ y? # | ;elle admet pour zéro tout élément de R  de la forme (0, y) avec
y# 1 et y# —1; elle admet pour pale tout élément de R? tels que xZ+4p? = 1, avec
(x, ¥) # (0, 1) et (x, ) # (0, —1). Enfin les deux points (0, 1) et (0, —1) sont points d'indéter-
mination,

2° Fonction rationnelle de plusieurs variables. — Soient F une fraction
A . r - .
de K(X,, ..., X)et g un représentant irréductible. Notons Ay 'ensemble des
points de K* substituables dans F.

(a)

A irs
B() I'élément

Pour tout élément a = (@, ..., a,) de Ay on note

A(alv Lrie an)'(B(al’ ] an))_l

de K, qui est défini puisque B(ay, ..., a,) # 0, et qui, d’ailleurs ne dépend pas

du choix de i

B
On appelle fonction rationnelle associée a F l'application F': A — K
définie par F(x) = %((xi)) On précise que F est une fonction rationnelle de

n variables,

Le lecteur étendra les résultats sur les fonctions rationnelles d une variable
(7.1.5).
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7.6. FRACTIONS RATIONNELLES SYMETRIQUES

7.6.1. Fractions rationnelles invariantes par un sous-groupe de &,

1° ProrosiTION. — Etant donné un élément o de &, (n > 1), 'application de X(X,, ..., X,)

A

dans K(X;, .., X,) qui & la fraction rationnelle F, représentée par B
a{A) _ AX st o Xotm)
a(B) B(Xn(l)v reay Xu(n))

, fait correspondre la

fraction rationnelle notée o(F) et définie par o(F) =
morphisme de corps.

est un auto-

En effet, il s’agit tout simplement du prolongement a K(X, ..., X,) de I"automorphisme
correspondant dans K[ X, ..., X,]. prolongement que I’on obtient en remarquant que AB, = BA,
implique o(4) o(B,) = o(B)-a(4)). O

De m&me que pour les polyndmes, I"application qui A (e, F) fait correspondre o(F) est une
opération du groupe &, sur K(X, ..., X,).

2° DerNiTioN. — Etant donné un sous-groupe G de &, une fraction rationnelle F est dite
invariante par G, si, et seulement si pour tout élément o de G on a o (F) = F. Une fraction ration-
nelle invariante par &, est dite symétrique.

7.6.2. Structure des fractions rationnelles symétriques

1° THEOREME. — Pour toute fraction rationmelle F de K(X|, ..., X,) qui est symétrique,

il existe un représentant % dans lequel les polynémes A et B sont symétriques,

. A

Remarquons tout d’abord que si F est symétrique et si B est un représentant de F dans
lequel le polynéme B est symétrique alors le polyndme A est nécessairement symétrique car
A = B-Feta(Ad) = a(B)-ofF) pour tout ¢,

Soit alors F une fraction rationnelle de K(X |, ..., X,) symétrique, et soit % un représentant
de F tel que le degré du polyndme B soit minimum dans I'ensemble des degrés des polynémes
qui sont des dénominateurs de représentants de F (il s’agit d’an sous-ensemble non vide de IN).
Nous atlons montrer par 1'absurde que B est symétrique ; la proposition en résultera.

Faisons I’hypothése (H) : B n’est pas symétrique, Il existe donc une transposition 7 = 1;
(i <), de &, tel que ©(B) # B, ¢'est-a-dire t(B)— B+#0.

Comme ©o(F)=F, on a: 1{A)B = A-1(B) et A-[1(B)-—B] = B[1(4)— 4]
t(d)—A
1(B)— B

Or, pour tout polyndme P, ©(P)— P est divisible par X;— X (on obtient 0 quand on y subs-
titue X; 4 X)). Donc :

De t(B)— B # 0, on déduit que est un représentant de F,

Wd)—4 = (X;— XD4, et w(B)—B = (X;— X)B,.

. A . .
I! apparait un représentant B—‘ de F tel que deg(B,) < deg (B), ce qui constitue une
1

contradiction. L’hypothése (H) est donc absurde. O

2° Conséquence. — Pour toute fraction rationnelle symétrique F e K(X, ..., X,), il existe
une fraction rationnelle G de X(X,, ..., X,) telle que :

F(Xys oo X,) = G(Zy, s Zo)e
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I1 suffit d*appliquer le théoréme sur les polyndmes symétriquesa un représentant symétrique
de F.

3° Généralisation des formules de Newton — Définissons dans K(X, ..., X,) les frac-

i=n

tions rationnelles symétriques §; = Z X* avec k e Z. Reprenons les notations de 6.10.5.
i=

Pourtout 1l €< i< n:
- X1 4+ (SO X P+ (-, = 0

En multipliant par X% avec kX e N, et en additionnant pour 1 < i € », nous obtenons
la nouvelle formule :

Sy —Er Syopr oA (= 1PESy oyt (—I'ES_ = 0

ce qui permet le calcul des fractions §, pour k& < 0.

2 —_—
EXEMPLES. — a) Pour n = 3, on trouve S_, = E. § ,= = Ity
Z; b2
b) Calcul de F = ¥ X—; dans K(X, ..., X,).
1ei#F 8 X5
Formouns le preduit (3" X)) (z L) =F+ Zi Donc :
T T X3 1 X
F=X,5_,-§_,
soit pourn = 3 :
p o BiE-2siE -5,
3
EXERCICES
7.01. — Décomposer en éléments simples sur le corps des complexes les fractions

rationnelles suivantes (# et m sont des entiers naturels non nuls) ;
o 1 _ 1 _ I
(Xz_az)n’ Xm(]_x)u’ (Xz_X+1)n‘ (X—')(X"—l)
XZfr ‘ Xlll ) Xn . 1
(X ey’ X410 (X241 —2X"" cos(nArccos X)

]

{Dans cette derniére fraction rationnelle on remarquera que sur [— [, 1] la fonction
x —— cos (n Arccos x) est une fonction polyndme ; cos {# Arccos X) désigne
le polyndme associé & cette fonction). '

7.02. — Décomposer en éléments simples sur le corps des réels les fractions
rationnelles suivantes :

3

_ X L S
X*—2X%*cosx+1 Toxtextelt (xr-’
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X*—X+4 _ 1 ) X2
(X-D* (XP+x+17 7 (xF-1)" X"+

avec m < n,

1 _ 1 LR n! _
X(X+1)..(X+n)~ X XX+ T X(X+D..(X+nm
X1
X+ (XP+1)°

2ki
7.03. — Pour tout k e Z, on pose o, = exp( m).

n
n n—1 "
1° Vérifier: ¥ 1 _nX , Y B "
k=1 X—o, X"—1 k=1 X—o, X'"-—1
n 3 n 2
2° Simplifier : F(X) = ¥ X—z, GX)=Y X —“kfzx':'&kn'
k=L (X —ay) k=1 (X —o5)
7.04, — Calculer les dérivées n-iémes des fractions rationnelles suivantes de
C{X) :
i 1 1

(xeR),

X(X+1D)..(X+n)  X*-2Xcosa+1 X*-2Xsha—1"

7.05. — Soit P(X) = 2X*—(5+6/) X2 +3iX+! un polyndme de C[X). Montrer

1
que P a une racine réelle et décomposer en éléments simples sur IR la fraction PP
7.06. — Soient P et @ deux polyndmes de K[X] :

P=Xt+a, X '+ +a, Q@=X+bX"'+..+b, avec p<g

On considére la fraction rationnelle R = %
1) Montrer que R™ = inw ol P, est un polynéme de X[ X]. Déterminer une

relation de récurrence entre les polynémes P, ; quel est le degré de P, ?
*2) Supposons K = R, g = 2 et que les racines de @ sont complexes non réelles.
Montrer que P, admet n+4p racines réelles, ,

7.07. — Soient a,, a;, ..., a,, k¥ nombres complexes deux 4 deux distincts et non
nuls. Soit P le polyndéme de C[X] :

P=(X-a)(X=a5)..(X—a)

P
_ai )

et soient (P)y ¢ ; < & les k¥ polynémes P; = ¥
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a) Pour tout entier » = 0 montrer que la décomposition de F est :
] k n
: i
Lopay o
P =1 P'{a) X—a

Quel est le degré de £, ? Former une relation de récurrence entre £, et E,, ;.
Déterminer les coefficients de E,,

b) En déduire :

k !
Pourtout /tel que 0 < [ S k—2: Y —~—_=0.
i=1 P'(ay)
k a{c—l
Quelle est la valeur de ) ———7?
i=1 P'{a)

7.08. — Soit n e N. 1l existe Be R{X] tel que :
¥YxelR sin(2r+1)x = B(sin x).

Décomposer en €éléments simples la fraction rationnelle

| ~

*7.09. — Soit n e N. 1l existe Fe R(X) telle que :
VxelR thrne = F(th ¢).

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F.
7.10. — Décomposer en éléments simples sur IR la fraction rationnelle :

(_l)k C§k+lX2k+1

BT )z
Z (_l)kckazk 2 2
k=0

X 4aX 4 pX 4y
X3(X*-1)?

Trouver (a, §, v) e R? pour que :

M-ﬁ

711, — Soit F = , (sur R),

1) La décomposition posséde le moins d’éléments simples possibles.

2) La fraction F soit la dérivée d’une fraction rationnelle.

7.12. — Dans €(X) on considére la fraction rationnelle :

% &

n

ol @y, ..., @, sont # éléments deux i deux distincts de € et ol «y, ..., &, sont éléments
non nuls de C.
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1) Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur w, ..., &, pour qu’il

;

P
existe un polynéme P de C[X] tel que F = 5

2) Lorsque cette condition est remplie, déterminer tous les polyndmes P répon-
dant a 1).

7.13. — Soient a,, ..., 4, des nombres complexes distincts autres que+7 et —¥,

et soit :
P=(X-a)..(X—a,)
. . 1+x%

) Décomposer la fraction rationnelle £+Tﬂ)_ .

2) Montrer que tous les coefficients des éléments simples X sont nuls si et
seufement si P vérifie : &

(1+ XH)P" — 2uXP' + n(n+1)P = 0.
7.14. — Cet exercice et les sulvants font appel & la théorie des séries formelles.

Soit = Y a,X” une série formelle de K[[X]]. Montrer que pour que cette

pe N
séric formelle soit le développement d’une fraction rationnelle de K(X) il faut
et il suffit qu'il existe deux entiers m et n avec n = m et des éléments de X :
Dlgs Ky ooy S AVEC &y # O tels que :

pour tout p > n  ogd,+ o dp.  +.+ 0,0, = 0.

7.15. — Montrer que si R € K(X) est développable en série formelle de K[[X]],
de développement S, alors R’ est développable, de développement S,

7.16. — p et g désignent des entiers strictement positifs. Soit la série formelle :

S =% X"
#He N
On pose 5, =5%.

1) Montrer la relation :

1+p +p_(p+1) R plp+1)...(p+n—-1) (p+1)..(p+n)
2! n! n!
et en déduire S,=% Chir X7
ne N

2) En utilisant le produit §,-§, = S, , montrer la relation :

] n=-1 —_
z Cp+l—1 Cq+fr-l-l - Cp+q+n-1'
LEFET ]

7.17. — da) En effectuant le produit des développements en séries formelles des
1

fractions rationnelles at Z
X

de R(X), montrer que la fraction rationnelle
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1
F = (1-X)(1-X?)

Y. P(n) X", ol P(n) est le nombre des couples (x, y) € N? vérifiant x+2y = n.

neN
b) En décomposant F en éléments simples, trouver une nouvelle expression de son
développement en série formelle et en déduire une expression de P(n).

admet un développement en séric formelle de la forme

¢) Etendre la méthode a la détermination du nombre Q(n) des triplets (x, y, z) e N°
vérifiant x+2y+4z = n.

*7.18. — Soit (£, T) un magma non associatif. On désigne par P(n) le nombre
des composés distincts que I’on peut former avec n éléments donnés de E, pris dans un
ordre donné, (n = 1).

a) Vérifier : P(n+1) = }E P(k)yP(n+1-k).
k=1

b) Montrer que la série formelle S = Y P(n)X" vérifie §* = S—-X.

neN*
(2n—2)!

©) En déduire :  P(n) = - oy - +




8
EQUATIONS ALGEBRIQUES

Dans ce chapitre K désigne un corps commutatif
qui sera souvent supposé algébriquement clos et de
caractéristigue 0, le cas wusuel d application étant
K = C. La fonction polynéme associée au polynéme
P e K[X], sera notée P, qu lieu de P.

En premisére lecture, le lecteur pourra admetire
les résultats dont la démonstration utilise la notion
d’extension d’'un corps.

Nous ferons appel 4@ des résultats sur les déter-
minants & éléments dans anneau K[X], qui ne seront
étudiés qu’au chapitre 10,

8.1. RELATIONS ENTRE COEFFICIENTS ET RACINES

8.1.1. Equations algébriques et polynémes

Les notions d’'équation, et de solution d’une équation ont été vues au
1.2.3, 8°.

1 THEOREME ET DEFINITION. —— Seit P un polyndme de K[ X]. L’équation
P(x) = (} admet pour racines les racines du polynéme P. Elle est dite ¢quation
algébrique associée au polynbéme P.

Cela résulte de la définition méme des racines d’un polyndme.

Vocabulaire. — On appelle degré (resp. coefficients ; resp. ordre de multi-
plicité d’une racine «) d’une équation algébrique P(x) = 0 le degré (resp. les
coefficients ; resp. 'ordre de multiplicité de la racine ) du polynéme P.

REMARQUES. — ) Comme pour un polyndme, la notion de racine d'une
équation est liée au corps sur lequel on se place.

b) Le cas d’'un polyndme P constant est sans intérét, Pensemble des
solutions étant K si P = 0 et @ si P # 0. Nous considérons uniquement des
équations algébriques P(x) = 0 de degré au moins égal a | ; ce degré sera
noté n.

2° Equations équivalentes. — DERINITION. — Deux équations algé-
brigues P(x) = 0 et Q(x) = 0 sont dites équivalentes sur le corps K si elles
admettent dans K les mémes racines aux mémes ordres de multiplicité.
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Il résulte de la décomposition de d’Alembert que si K est algébriquement
clos, pour que P(x) = 0 et @{x) = 0 soient équivalentes il faut et il suffit
que les polynémess P et @ soient associés (remarquons que ce résultat ne
s'étend pas a un corps non algébriquement clos).

8.1.2. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynome

Le lecteur pourra énoncer les résultats en termes
d’équations algébrigques.

Nous avons vu au 6.4.4, 2° que tout polynéme Pe K[X], de degré
n 2 1, scindé sur K, admet une décomposition, unique i ['ordre prés des
facteurs

P=a(X—-a)..(X—ua,).

Nous avons dit que le n-uple («,, ..., a,), d’éléments distincts ou confondus
est un systéme de racines du polyndme, toul autre systéme s’en déduisant
par une permutation sur les indices.

1° THEOREME. — Soit un polynéme de K[X] de degré n > 1
P=aX'+. . +a,_ ,X""P+.+a, a,#0 ()

L’élément (o, ..., «,) de K" est un systéme de racines du polyndme P si,
et seulement ’il vérifie la condition

a4, a,- ndo
= — e O, = (=122 o =(-12 2
o= =T gy = (S R gy = (<) 2 @
ou oy, ..., o, désignent les valeurs au point («,, ..., «,} des n polyndmes symé-

triques élémentaires X,, ..., £, de K[X, ..., X,].

Ces relations (2) portent le nom de relations entre les coefficients et les
racines du polyndéme P,

Rappelons que, pour tout (x,, ..., %} € K", on a par définition :

o, =Z,(2y, ..., 2} = ) - P
1€§ <. <ip%n
Nous aurons 2 utiliser P'égalité de polyndmes, valable pour tout

(oty, ..., a,) €K™

i

n:]:

(X—a) = X"~ X" '+ + (=0, X" P+ .+ (=3, (3
3

{un raisonnement par récurrence facile permet de justifier (3)).
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La condition est nécessaire. — L’hypothése, quiestici P = a, [] (X —ay),
s’écrit, compte tenu de (3) : i=1
P=aX"—a,0 X" '+.+(—1Va,0,X" "+..+(~1)a,0, 4
La nécessité de la condition résulte de P'unicité des coefficients de P, et
de la comparaison de (1) et (4).

La condition est suffisante. — Par hypothése («,, ..., x,) € K" vérifie (2).

En utilisant (3), on constate :

[T (x—a) = X"+9-”a‘~—-'~X"“+...+hX"“’+...+ﬂ

=1 " ] n
ce qui s’écrit :

PX) = a, [T (X—)

et permet d’affirmer que (¢, ..., «,} est un systéme de racines de P, a

ReEMARQUE. — Les applications K" — K associées aux polyndmes symé-
triques élémentaires de K[X,, ..., X,] s’appellent tout natureflement les
fonctions symétriques élémentaires de K". Par abus de langage, nous dirons
que oy, ..., o, sont les fonctions symétriques élémentaires de (v, ..., &,).

2° Etude d’une réciprogue. — Peut-on expliciter les n-uples («,, ..., ,) € K" connaissant
les valeurs prises au point (a,, ..., &,) par les polyndmes symétriques élémentaires de K[X, ..., X,] 7
Il est loisible de désigner les valeurs données par —aq,_,/a, .., (—1)" ayfa, (en fixant
arbitrairement a, # 0). 11 s'agit donc de résoudre (2), systéme dans lequel les inconnues «, ..., &,
figurent par leurs fonctions symétriques élémentaires. Faisant apparaitre les fonctions symé-

triques oy, ..., 0,— de a,, ..., «,, nous pouvons écrire (2) sous la forme :
A +0y = —a,ja, a!
0y +0) = (=1Ya,_,fa, | (=1¥ la i7" (29
#0,—y = {—1)"ao/a, (=1

Une combinaison linéaire montre que «, (et de la méme fagon «j, ..., «,) est racine du
polyndme :
a,X"+...+ao,

mais il n’est pas possible d’aller plus loin.

3° Application. Fonctions rationnelles symétriques des racines d’un
polynéme. — Soit K un corps de caractéristique 0 et soit 2 un polynéme
de K[X], de degré n = 1, scindé sur K. On désigne par (¢,, ..., o,) un sysiéme
de racines de P,
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Considérons une application f définie sur une partie de K" contenant
(x;, ..., ), & valeurs dans K. Si f est définie et prend la méme valeur pour
chacun des n! systémes, distincts ou confondus, de racines du polynéme P,
on dit que f est une fonction numériquement symétrigue des racines de P.

EXEMPLE @ (Xy, X, X3) —— X}—X,X, est une fonction numériquement symétrique
des racines de X3+ pX+¢q dans €.

En effet pour tout systéme (x,, «;, ;) de racines, on calcule :
Flas tgy 03) = of —ogoy = oty (o +oty + 03) — (o003 + 0630, +2y2) = —p

a) Le probléme qui nous intéresse est la détermination de la valeur prise
au point {«,, ..., &,) par f, fonction numériquement symétrique des racines
de P, sans effectuer la résolution de 1’équation algébrique P(x) = 0.

Nous allons distinguer deux cas.

Si f est une fonction rationnelle associée 4 une fraction rationnelle F
symétrique de K(X, ..., X,) alors f est dite formellement symétrique ; f est
alors numériquement symétrique; le caicul de f{(a,, ..., ,) se fait & partir
de I'égalité :

F(Xy w X) = G(Z,, s T)  (7.6.2)

et en utilisant 8.1.2, 1°,

ExempLE 1. — Caleuler s, = af+...+al, pe Z, lorsque (a, ..., a,) est un systéme de
racines du polynéme P e K[X) de degré n = 1 (dans le cas p < 0, on suppose que ce polyndme
n'admet pas la racine 0).

On utilise pour p € N les formules de Newton (6.10.5).
a) so=netpourl £ pgn;
$, 85yt {(= 1o+ A 1)po, = 0.
b) pourp =n:
5,— 65,1+ (=1 o, H (=D, , =0
en particulier s, = g, 53 = a1 —20;, 5, = 07 —30,0,43a3(n = 3).
Pour p = —k avec & 2 0 on utilise les formules de Newton généralisées (7.6.2) :

Spek— 1St F o (1Y g+ (—1)o,s = 0.

. . 1 .
On pourra aussi ytiliser la transformation x —— x (voir 8.3.2.).

Pour effectuer le calcul de (s.), .y on peut aussi utiliser la théorie des séries formelles.
P e K[X] admettant le systéme de racines (x,, ..., 2,), considérons la fraction rationnelle :

XQ'(x)
ax)

Un caleul facile montre en utilisant Q(X) = e (1 -, X) ... 1 —e, X) :

X0(Xy _ &
2(x) _;;

on Q(X) = X"-P(jl(—), Q(X)e K[X]

o X d 1
T—ax = "t L Toax
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Cette fraction rationnelle admet le développement en série formelle :

XQ'(X)
e < LL, X

Ce développement pouvant étre obtenu par la méthode de division suivant les puissances
croissantes, ['unicité conduit aux valeurs (s,), > ;. Calculons par exemple 54 pour un systéme de
racines de X3+2X—1dans C ;

QX)) = —X 42X 41

QX)) = —3X*+4x
_XQ(X) _ —4x*43x°
QX) 142X -X°

= —4X* 43X 48X —10X*—13X%+

ce qui donne : 5, =0, 5, = -4, 5,=3, 5,=8, 5:=-10, 5= —13

EXeMPLE 2, — Soient le polynime P = X*+pX+q de C[X], ¢ # 0, et (a, b, ¢) un systéme
de racines de P. Calculer les valeurs prises au point {a, b, ¢) de ©3 par les fractions rationnelles

x? 4
symétriques F = Z—— etG=5% Xy de ©(X,, X3 X3)

X, X, +X,

It y a intéréL & écrire chaque fraction sous une autre forme :

- (ZXf)-(Z—X]T) - xx,

Comme ici ¢, = 0, on obtient :

2
2 _xay-(v)
29 = ea-(3)
$3, §-, sont obtenus par les formules de Newton (cf. exemple précédent); d'ol :

al 6, 2p?
Yp=(-20) 2==r

q
Xt . a
i YA - —xd
*Xx ,+X, “Lxaxergox o Lpge
3= _ _ J= _
Comme a pa—q on a Za 3q etzb-f-c 3q.

b) Dans le cas on fest une fonction rationnelle numérigquement symeétrique
des racines de P mais non formellement symétrique, nous pouvons considérer
pour chaque élément o de &, la fonction rationnelle o(f) définie par :

O'(f) (xl! ey xn) =f(xa(1)5 it xa(n))

La fonction rationnelle g = -'-}'— Y. o(f)est manifestement formellement

* gebp
symétrique et g(ay, ..., a,) = f(ay, ..., 2,). Nous effectuons alors le calcul de
g(axy, ..., o,) par la méthode précédente.

REMARQUE. — Soit fune fonction rationnelle numériquement symétrique
des racines de P et soit F la fraction rationnelle associée. On suppose qu’il

existe une partition de N, de la forme (] I, etque Festinvariante par tout
keNp
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élément ¢ de &, tel que pour tout 1 < k < p, o(f}) = I,. Il est manifeste
! !
que la fonction h = ﬂn—'n"— Y. o(f) o n, = card (1) et ol S désigne
¢ ae§

un ensemble de représentants des classes créées dans &, parla relation d’équi-
valence « o R ¢’ signifie qu’il existe 7 € &, tel que & = ¢’ © T et que chacun
des I, soit stable par t» est formellement symétrique et que 'on a

Aoty ey %) = flotgy ooy &)
ce qui évite de considérer tous les éléments de &,.

ExempLe. — Reprenons f (x;, X3, X3) = X1 — X;, X;.

[ est associée au polyndme X7 X,X,. Ce polyndme est invariant par toute permutation
o telie que o(1) = 1. Nous pouvons considérer le polynéme :

1
G= 3[Xi+X§+x§—(x,X,+X,X1 +X,X0]

qui est symétrique et f{e,, &4, ¢3) = g{,, g, &3).

- 1
En écrivant G = §[(X.*X2+X3)2—3(X,X3+X3Xl+X1Xz)] nous retrouvons
Aay, a3, 23) = —p.

8.2. ELIMINATION. RESULTANT

8.2.1. Elimination

1° DEFINITION. — Soient P,(x) =0, ..., P,(x) = 0 des équations algé-
briques sur le corps K. Eliminer 1’inconnue x entre ces k équations algébrigues
sur le corps X comsiste & trouver une condition nécessaire et suffisante, portant
sur les coefficients, pour que ces équations aient au moins une racine commune
dans K.

Cette condition étant réalisée, nous chercherons ensuite 4 déterminer
les racines communes. Par abus de langage au lieu de dire : « les équations
ont at moins une racine commune dans K» nous dirons : «les équations
ont une racine commune dans K»,

Etudions d’abord le cas de deux équations.

2°* Méthode du PGCD. — 1l résulte des définitions :

PROPOSITION. — Pour que les deux équations algébrigues P(x) = 0 et
Q(x) = 0 aient une racine commune dans X il faut et il suffit que le PGCD des
deux polyndmes P et O dans X[X] ait une racine dans K.

COROLLAIRE. - Si K est algébriquement clos, pour que deux éguations
algébriques P(x) = 0 et Q(x) = 0 aient une racine commune dans K il fout
et il suffit que le PGCD des deux polyndmes P et Q dans K[X) soit de degré
au moins égal a 1.
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Pratigue. — On effectue le calcul du PGCD de P et de @ par P'algorithme
d’Euclide et on détermine au cours du calcul la condition pour que ce PGCD
ait au moins une racine dans K.

EXEMPLE — Pour guelles valeurs du réel o les deux équations algébriques x*+ax+1 =0
et x3+2ax? + (e 4+ Dx + | = 0 ont-elles au moins une racine commune dans R 7

On calcule le PGCD des polyndémes associés aux équations

X+

X422 + (F+ DA + 1 X +aX+1

aX? 4+ alX 4+ 1
1—a

Si « # 1, les deux polyndmes sont premiers entre eux.

Sia = 1, le PGCD est de degré 2, il s’agit de X* 4 X+ 1, qui n'admet aucune racine dans IR,
Le systéme des deux équations algébriques précédentes est toujours incompatible sur IR. Par
contre « = 1 est une condition nécessaire et suffisante pour que surC les deux équations algébri-
ques admettent au moins une racine commune ; on vérifie qu'elles admettent sur € les racines
communes j et j2.

3° Méthode de Sylvester. — Cette méthode permet, sans déterminer
le PGCD de deux polynémes, de trouver une condition nécessaire et suffisante
pour que ce PGCD soit de degré au moins un ; le probléme de I'élimination
est ainsi résolu si K est algébriquement clos.

LEMME. — Soient P et Q deux polynémes de K[X] de degrés m et n au
moins égaux a 1. Pour que le PGCD de P et de Q soit de degré au moins égal
g 1, il faut et il suffit qu'il existe deux polynémes A et B de KI[X1, non nuls,
de degrés respectifs au plus égaux d n—1 et m—1 et tels que AP+BQ = 0.

La condition est nécessaire. — Soit A le PGCD de P et de @ avec
deg (A) = L. Il existe P; et Q; non nuls tels que P = AP, et Q0 = AQ, et,
puisque deg (A) > l,ona:

deg (P) s m—1 et deg(Q,) <n—-1; Q,P-P,Q0=0
ce qui montre [existence du couple (4, B) = (Q,, —P,).

La condition est suffisante. — Supposons la condition remplie. Si-le
polynéme @ était premier avec P, le polynéme Q diviserait 4 (théoréme
de Gauss), et on aurait A = Q Q,, avec 0 # 0 puisque A4 est non nul; cette

égalité est absurde puisque deg (A) < deg (Q). Ainsi le PGCD de P et de Q
est de degré au moins 1. O

PROPOSITION. — Soient P et Q deux polynomes de K[ X], de degrés respectifs
m et n, au moins égaux 3 |. Pour que le PGCD de P et de Q soit de degré au
moins égal a 1, il faut et il suffit que, dans I’espace vectoriel K{X] la famille
des m+n polynémes : (X" 'P, X*"2p, .., P, X""'Q, X" 2Q, ..., Q) soit
une famille liée.

Remarquons qu’une combinaison linéaire de cette famille s’écrit :

(e X" 3 @) P+ (B  X™ 1+ Bp) O
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La condition est nécessaire. — Par hypothése, le PGCD de P et de Q
est de degré au moins égal 4 1. Le lemme précédent montre I’existence de deux
polyndmes A et Bnon nulsde degrésauplusn—1 etm—1 telsque AP+ BQ =0,
et donc l'existence d’une combinaison linéaire nulle & coefficients non tous
nutls de la famille des m+»n polyndmes.

La condition est suffisante. — Par hypothése, il existe une combinaison
linéaire nulle a coefficients non tous nuls ; autrement dit il existe deux poly-
némes A et B tels que :

AP+BQ =0 avec deg(Ad) € n—1 et deg(B) € m—1.

L’un au moins des polynémes 4 ou B est non nul puisque les coefficients
sont non tous nuls, il en résulte que ['autre est nécessairement non nul (P et
@ sont non nuls), ce qui permet I"application du lemme. O

Déterminant de Sylvester, — La famille des (m+n) polyndmes précédents
est une famille d’éléments du sous-espace vectoriel de K[.X] constitué des poly-
némes de degré au plus égal a m+n—1, qui est de dimension m+#; une base
de ce sous-espace est la famille (X"*™ ', x"*" 2 1). Pour que les deux
polyndmes P et  aient un PGCD de degré au moins un, il faut et il suffit que
le déterminant de la famille des (m+n) polyndmes (X" 'P, .., P,
Xm~1Q, .., Q) dans la base précédente soit nul. Ce déterminant porte le
nom de déterminant de Sylvester des deux polyndémes P et Q.

Donnons l'expression de ce déterminant. Lorsque Pon explicite :
P=a,X"+a, X" '+..+a, avec a, #0
Q=5bX"+b,_ X" '+..4+b, avec b, # 0,

on obtient ;
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Dans un déterminant d’ordre m+ n, on a disposé sur la premiére colonne
Qpy Gu—1, g et on acomplété par des zéros. On a décalé alors cette colonne
n—1 fois vers la droite et vers le bas, de fagon qu’aprés la derniére opération
a, soit sur la derniére ligne. On a recommencé avec la colonne b, b, _, ...,
by, en opérant m—1 fois.

PROPOSITION. — Soit K un corps commutatif. Pour que les deux équations
algébriques P(x) = 0 et Q{x) = O aient une racine commune dans X il faut que
le déterminant de Sylvester des polyndmes P et O soit nul. Cette condition est
suffisante si 1’un des deux polyndmes est scindé dans K, en particulier si K est
algébriquement clos.

En effet P'annulation du déterminant de Sylvester est une condition
nécessaire et suffisante pour que le PGCD de P et de  soit de degré au moins
un. Si I'un des polyndmes est scindé dans K, ce PGCD est scindé dans X, ce qui
établit le second résultat. O

EXeMPLE. — Condition nécessaire pour que les deux équations algébrigques ax®*+bx+c = 0
et a’'x*+b'x+¢' = 0 avec aa' # 0 agient une racine commune dans K.

a 0 a 0
- b a b a Y , p s ,
Cette condition est T 0, soit (ac’ —ca’)® = (ab’ = ba') (bc' —cb').
0 ¢ 0 ¢

La condition est suffisante si X est algébriquement clos.

Dans le cas contraire, la condition reste suffisante si ab’ —ba’ # 0, 1a méthode du PGCD

i’ ’

ca' —a . .- .
permettant de constater que T —ba est racine commune [orsque la condition est remplie ;
ab’ — ba

mais si ab’ —ba' = 0, la condition exprime que les polyndmes en jeu sont proportionnels, et ils
peuvent alors n¢ pas avoir de racine dans K.

RemarQuE. — Considérons ax?+px+c =0 (a # 0) et ¥'x+¢ = 0. Eliminons x entre
ces deux équations.

r

— 8i &' # 0 la deuxiéme a comme unique racine — g—r la condition cherchée est donc
4 : < : +2 £t 2
a ~y +b e +¢=0 50it ac’” ~bb'c'+cb’* =0

— Si ¥ = 0 la condition cherchée, si K est algébriquement clos, est ¢/ = Q.

On constate ainsi que sur un corps algébriquement clos, la condition :
(ac' —ca’)? = (ab'—ba') (be' —cb’).

est le résultat de I'élimination de x entre ax?+bx+c =0 et a'x*+b'x+c’ = 0, pourvu

que (a, a’) # (0,0,

4° Méthode des racines. — On suppose le corps K algébriquement clos.
Soient P(x) = 0 et Q(x) = 0 deux équations algébriques de degrés respectifs
m et n ; les deux polyndmes P et 0 sont décomposables en produit de poly-
nomes, du premier degré sur le corps K; si I'on désigne par (%;); < ; < m€t

5
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B ;,. < » des systémes de racines de ces deux polyndmes la condition :

H ( u—p) =0 (L

IA IA
/A IA

est manifestement nécessaire et suffisante pour que les deux équations algé-
briques P(x) = O et Q(x) = 0 aient une racine commune dans K. Explicitons :

P=a,X"+a, X" '+.+4+a, a,#0
Q=0bX"4+b,_ X" '4+..4+b,, b, £0

Aprés multiplication de son premier membre par albf, qui n’est pas nul,
on constate que (1) traduit la nullité des deux scalaires égaux :

a, T 0@ e (-1ys; TI P()

LEigEm 1€ f<€n

Ces deux expressions sont des fonctions polyndmiales symétriques des
m racines «; (resp. des n racines f;); on pourra donc théoriquement les
exprimer 4 1'aide des seuls coefficients des polynémes sans avoir 4 expliciter
les racines de P ou de Q.

EXEMPLE. — Dans le corps des nombres complexes C, & quelle condition les deux équations
algébriques x*+px+q =0 et x’+bx+c = 0 ont-elles une racine commune?

La seconde équation admet dans € deux racines « et 8, la condition cherchée est :

(& +pat+q) (B +pB+q) =0
soit 1 B+ paf(Bi+a?) + gl + ) + p?af + pg(a+ f) + g7 = 0.

Comme a+f8 = —b, af =cona: x?+82 =b>-2cet *+5° = —b3+3bc.
La condition est donc : e*—2pc? 4 pch® —gb® + 3gbc 4 pc—pgb+4° = 0.

5° Méthode de Pabaissement de degré. — C’est la méthode la plus
rapide pour procéder a une élimination entre deux équations algébriques ; mais
elle nécessite une grande prudence, car cette méthode ne conduit qu’s des
conditions nécessaires d’existence d’une racine commune. Il faut donc, sur
Pexemple traité, étudier la réciproque afin de faire disparaitre dans la condition
trouvée d’éventuels facteurs parasites. Cette méthode est fondée sur le calcul
du PGCD des polyndmes P et @ par "algorithme d’Euclide.

Soient (avec: deg(P) < m, deg(Qy < n et n < m):

P=g,X"+a, X" '+.+a5, Q=05X"+b,_ X" '+..+b,.

On peut procéder de deux maniéres :

a) Cas de m = n. Si les deux polynémes P et Q ont une racine com-
mune dans X, les deux polyndmes b,P—a,Q X™ " et O ont aussi une racine
commune dans K (la méme); or le polynéme b,P—a,Q X™ " a un degré

strictement inférieur 3 m. Nous sommes ainsi ramenés a4 deux équations
algébriques dont 'une est de degré strictement inférieur 4 m, 'autre de
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degré au plus égal 4 n. Réciproquement st les deux équations algébriques
ainsi formées ont une racine commune dans K, cette racine o vérifie Q(«)
=0 et ,P(2) = 0, elle est racine commune & P et O st b, # 0; il importe
de prendre garde & cette condition lorsque les coefficients des équations
dépendent de paramétres : les valeurs de ces paramétres annulant b, peu-
vent s’introduire comme solution parasite dans la condition trouvée,

b) Cas de m = n. Si les deux polyndmes P et ¢ ont une racine com-
mune dans K, les deux polyndmes b,P—a,Q et b,P—a,Q ont une racine
commune dans XK. Or le premier polyndme a un degré strictement inférieur 2
m et [e second posséde X en facteur ; aprés vérification que 0 n’est pas racine
de b,P—a,Q nous sommes ramenés aux deux polyndmes b,P—a,Q et
boP—ayQ

X
si les deux équations algébriques (b,P—a,0) (x) = 0 et (beP—a,Q) (x) =0
ont une racine commune dans K, et si b,a,—a,bo # 0, cette racine est
racine commune & P et Q ; il faut & nouveau prendre garde aux valeurs des
paramétres éventuels annulant b,a,—a,b,.

On poursuit alors ces deux méthodes sur les deux nouvelles équations
algébriques jusqu’a obtenir soit une équation algébrique dont les racines sont
évidentes (degré 1 par exemple), soit deux équations algébriques dont on
connait @ priori la condition d’élimination.

tous deux de degrés strictement inférieurs & m. Réciproquement

ExempLE. — A gquelle condition nécessaire et suffisante les deux équations algébriques :

{ x*+ X +x+a+i =0, P(x) =0
a’ +x+ o =0, O(x)=0.
ont-elles une racine commune sur C ?
Si P(x) = Oet Q(x) = 0 ont une racine commune dans €, les deux équations algébriques :
{ aP{x) — x@(x) = 0, avec aP—XQ = aX ' — X2 + afx+1)
g(x)=0, avee Q=aX’ + X+«
ont une racine commune dans €. Réciproguement si o est une racine commune a ces deux
équations nous avons Q(a) = 0 et aP(a) = 0. 1l apparait le cas « = 0, pour lequel cette
racine commune est @ = 0, qui n’est pas racine commune 4 P(x) = 0 et Q(x) = 0. Ainsi les
conditions d’élimination entre P(x) = 0 et Q{x) = 0 et entre %P(x) — xQ(x) =0¢et @(x) =0
ne sont pas équivalentes : la seconde contient le cas « = 0 qui ne convient pas pour la premiére.
Considérons les deux nouvelles équations aigébriques :
{ aP(x) — xQ(x) = Pilx) = 0
Q(x) = Qulx) = 0
si ces deux équations algébriques ont une racine commune dans € les deux équations algébriques :
{ P(x)— 0i(x)=0 avee P —Q;=-X-X+a
Pix) — (a3 +1) @1{x) = Oavec P, — (a+ 1)@, = X(—aX’—X—a—1)

ont une racing commune dans €.
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Réciproquement si @ est un nombre complexe racine commune de ces deux nouvelles
équations algébriques, dans le cas « # 0, ce nombre @ est une racine commune 3 P, (x) = O et
Q,(x) = 0; ainsi pour ces derniéres équations algébriques les conditions d’élimination sont
équivalentes. Remarquons puisque a # 0, que O n’est pas la racine commune done les deux
derniéres équations admettent une racine commune dans € si et seulement si les deux équations
algébriques :

—xl—x4+a2 =0
{ —a’x?—x—a—1=0
ont une racine commune dans €. La condition trouvée en 3° s’écrit ;
(e*+a+1)? = (-t (@ +a+l)
soit : a¥ +2a’ 43t + P + a4 a = 0.

Le facteur parasite « = 0 figure dans cette condition, nous le supprimons. La condition
nécessaire et suffisante cherchée est donc :

a2 +3 i+ a+l =0,

REMARQUE. — Si nous formons le déterminant de Sylvester de ces deux équations algé-
briques, nous obtenons :

1 0 0a 000
1 1 00 a 00
60 1 110 a©O
1 0 1 al 0 a |=a+2e*+33+a’+a+1.
x+1 1 00 « 1 O
C x+1 10 0 a |
0 0 a+10 0 0 «
8.2.2. Résultant
1° DEFINITION. — Soient m et n deux entiers naturels non nuls, on appelle

résultant d’ordre (m, #») le polynbme de I'anmeam KX[A,, ..., Ay, B, ..., Byl
défini par :

R(A s Agy B,y oy Bg) =
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I1 s’agit donc du déterminant d’ordre (m+n) dont les éléments sont les
m4n+2 indéterminées de K(A4,, ..., Ay, B,, ..., By] disposées de maniére
analogue a la disposition des coefficients a,, ..., a9, b,, ..., by dans le déter-
minant de Sylvester de deux polyndmes.

2° THEOREME. — Le résultant d’ordre (m, #) est un polyndme & m+n+2
indéterminées A coefficients dans K, de degré m+n, n-homogéne par rapport
aux m+1 indéterminées A4, ..., A;, m-homogéne par rapport aux n+1 indé-

terminées B,, ..., B,.

Cette propriété se vérifie sans difficulté sur le calcul du déterminant
donnant R. Remarquons que ce résultant contient un terme et un seul de la
forme A, B7 qui est le seul terme contenant A}, De méme le seul terme contenant
A est (—1)™ALBy.

3° Exemples.

A, B,
a) Ordre (1,1) : R(A,, Ay, By, By) = = A, By—A,B,
Ay By
A, 0 B,
b) Ordre (1,2) : R(A,, Ay, B, By, By) =| A, A, B,
0 A, B,

= AXB,+A3B,—A4,4,B,
A, 0 B, 0
Al A2 Bl BZ
A, Ay By, B,
0 A4, 0 B,
On explicite { (AZBU_AOBZ)Z—(AZBI—AIBZ)(AIBO—AUBI)‘

C) Ordre (2’2) : R(AZ! Al! AO! BZ! Bls BO) =

8.2.3. Résultant de deux polyndmes

[° DEFINITION. — Soient deux polynémes P =a, X"+..+a, et
Q = b,X"+...+b; de K[X], de degrés m et n ; on appelle résultant de ces deux
polyndmes 1’élément R(a,,, ..., ag, b,, ..., by) de K, oit R est le résultant d’ordre
(m, n).

Il s’agit donc tout simplement de la valeur du déterminant de Sylvester
de ces deux polynémes.

2° PROPRIETE. — Soit K un corps commutatif. Pour que deux polyndmes
P et O de K[X] admettent une racine commune dans X il faut que leur résultant
soit nul. Cette condition est suffisante si 1’un des deux polyndmes est scindé
dans X, en particulier si X est algébriguement clos.

Il s’agit d’un nouvel énoncé de 8.2.1, 3°.
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3° LEMME. — Si Z,, ..., Z,, et Z{, ..., Z, sont les polyndmes symétriques
élémentaires des m indéterminées X, ..., X, et des n indéterminées Y, ..., ¥,
nous avons I’égalité entre polyndmes de ’anmeaw K[X,, ..., X,, ¥y, ..., ¥.]:

R(, = Z4 ey (D" T, 1, =, o, (m1PZ) = [] (X;-7)

1
1

A%
A

i
J
ot R est le résultant d’ordre (m, n).

En effet considérons 1’anneau K(X,, ..., X, Yy, ..., ¥,) [Z]. Le premier

membre de 'égalité, que nous désignons par R, est le résultant des deux
polynémes de cet anneau, de degrés m et n:

U=2Z"-2Z"" "4+ . +(-D"E, et V=2Z2'-LZ7'+..+(-DT,

R est un élément du corps K(X,, ..., X,, Y, ..., ¥,), et, en fait (puisque
les coefficients de U et V' sont polynémiaux), un polynéme de l’anneau
KX .0 X Yy, ..., Y, 1de degré mn, présentant (—1)™(Z,)™ comme unique
mondme contenant ( ¥, ... ¥, Y" (cette propriété résulte de ce que, le polynéme R
apparait comme un déterminant dont la diagonale principale contient » fois 1
et m fois (—1)" Z,, ainsi que le lecteur s’en assurera en explicitant ce déter-
minant). Or dans K(X,, ..., X,., ¥y, ..., ¥,) [Z], les deux polynémes U et V
sont scindés, de systéme de racines (X)), <;<m ¢t (¥7); < j <4 En substituant
I'indéterminée X, 4 l'indéterminée Y, dans le polynéme R nous écrivons
que les deux polynémes U et V ont la racine commune X; = Y;, et donc
que leur résultant est nul, En d’autres termes le polyndme R devient le poly-
néme nul si I’on y substitue 'indéterminée X; & Y;, il est donc divisible par

1 (Xi—Y)) (6.9.1). Les considérations des degrés d’une part, celle des

£i€m
= n

A A

1

15j ‘

coefficients dans les deux membres de (¥, ... ¥,)™ d’autre part achévent la
démonstration de I'égalité. (|

THEOREME. — Soient P et Q deux polynimes de K[X] de degrés m et n,
scindés sur K, admettant les systémes (), < ; < = €t (8;); < ;j < » de racines,
alors le résultant de ces deux polynimes est égal a :

anb; (-8

1 izm
1%}

)
NN

ol a,, désigne le coefficient dominant de P, b, celui de (.

SiP=a,X"+...+a, et @ = b, X"+...4 by, le résultant de ces deux
polynémes est R(a,, --., @ps by, -.., Bp) Ol R est le résultant d’ordre (m, n).
En utilisant les propriétés d’homogénéité de R, on constate :

@y by " R(@ps .5 @0, Bay ooy bo) = R, ..y (=)0, 1, .., (—1)'0,)
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ol o, ..., G, €t 6{,..., o, désignent les fonctions symétriques élémentaires
des racines. Il résulte du lemme 1'égalité ;

R(ﬂm, eeey Qs bn, reey bo) = a:,‘"b:l H (lxi_ﬁj) D

1
1

A
A

{
J
COROLLAIRE. — Soient P et Q deux polynomes de K [X] de degrés m et n.

Si P est scindé sur K de systéme de racines(%;), < i< =le résultant de ces deux
polyndmes est égal 4 : g, H Q («;) ot 2, est le coefficient dominant de P.

I€i€m
En effet, il existe une extension de K qui est un corps des racines pour le
polynéme Q. Dans cette extension le résultant de P et Q a pour expression
anby [l («—8;) (notations du théoréme précédent).

1€i€m
1€j<n
Or cette expression est égale & alQ(x,)...0(x,) qui est calculable dans K
puisque Q appartient 3 K[X] et que «,, ..., &, sont des éléments de K. O

D’aprés le théoréme et le corollaire qui précédent, nous avons deux
procédés pour calculer le résultant de deux polyndmes : la définition et les
expressions

awby 1 (@—B8) =4, Q@) = (=)™ J[ PB)

] 12ism 1€jsn
L3

A

i
J

AN

1
I

D’aprés ces derniéres égalités, le résultant de P et de @ est égal, pour
tout a € K, au résultant de P(X+a) et de @(X+a).

4° EXEMPLES

Résultant de deux polynémes du premier degré aX+b et a'X+b' avec aa’' # 0

a &

b b = ab’'—ba'.

R(P, Q)=

Résultant de deux polynémes du second degré :

aX*+bX+c et a' X 4+b' X+ avee ad’ #0,

a 0 4 0
R(F, Q)= : : g, :, = (ac’ —ca’)?> — (ab’—ba") (bc'—cb").
0 ¢c 0 ¢

8.2.4. Discriminant d’um polynéme ou d’une équation algébrique
{ Le corps K est supposé de caractéristique 0§
1° DERINITION. — Soit P un polynéme (resp. une équation algébrique

P(x) = 0) de degré supérieur on égal 4 2. On appelle discriminant du polyndme
P (resp. de I’équation algébrique) le résultant, noté A (P}, des polyndmes F et P,
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Le polynéme étant de degré m, le polynéme P’ est de degré m—1 puisque
K est de caractéristique 0 ; le discriminant A(P) est donc une expression
polynémiale homogéne de degré 2m—1 par rapport aux (m+ 1) coefficients
de P.

2° ProposiTION. — Pour qu’un polyndme P ou une équation algébrigue
P(x) = 0 ait une racine multiple dans X il faut que son discriminant soit nul ;
cette condition est suffisante si P ou P’ est scindé sur K, en particulier si X
est algébriquement clos.

En effet, annuler le discriminant consiste a écrire que le PGCD de Pet
de P’ est de degré au moins I, donc si P ou P’ est scindé sur K, que P et P’
ont une racine commune dans X. a

3° EXEMPLES : q) Discriminant du polyndme aX*+-bX+c avec a # 0

a 2a 0
AP)=|b b 2a|=a(dac—b?
e 0 b

b) Discriminant du polynéme X*+4+pX+4g¢

1 03 00

01 030
APY=|p 0 p 0 3|=4p3+274°

g p 0po0

0 g 00 p

REMARQUE : K étant un corps commutatif, pour les polyndmes du second et du troisiéme:
degré l'annulation du discriminant est nécessaire et suffisante pour I'existence d‘une racine
multiple : en effet si P est'du 2° degré, P’ est du premier, et donc la racine multiple appartient a X ;
si P est du 3® degré, par translation nous verrons gue nous pouvons supposer P de la forme
X*+pX+g Laméthode du PGCD appliquéea X°+pX+q et 3X?+p montre qu'une condition
nécessaire et suffisante pour que ces deux polyndmes aient une racine commune dans K est

4p° +27¢q% = 0, cette racine commune étant —g—z sip # 0, 0sip = 0, Par contre I’annufation

du discriminant n’est qu'une condition nécessaire dés que deg (P) = 4.
8.2.5. Problémes plus généraux d’élimination

1° DEFINITION. — Soient £, ..., F, des fractions rationnelles & » indéter-
minées sur le corps K. Eliminer sur le corps X les # inconnues x,, ..., x, entre
les k équations Fx;, .., x,) = 0, pour 1 < i < k, consiste 2 trouver une
condition nécessaire et suffisante, portant sur les coefficients des fractions
rationnelles F;, pour que les kX équations admettent dans K" au moins une
solution commune.

Cette condition étant réalisée nous chercherons & déterminer ces solutions
communes.
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2° EXEMPLE FONDAMENTAL. — Détermination des conditions auxquelles
doivent satisfaire les coefficients d'une équation algébrique de degré n admettant
n racines pour que ces racines satisfassent d une ou plusieurs relations données.

Soit P(x) = 0 une équation algébrique de degré n admettant dans K,
(¢ty, .oes %) pour systéme de racines. Etant données & fractions rationnelles
sur K" (F)); < ; < « dans lesquelles (&, ..., «,} est substifuable, on cherche
a quelles conditions, portant sur les coefficients de P, ce systéme de racines
satisfait aux & relations F;(xq, ..., «,) = 0. Si ’équation algébrique a été
résolue le probléme est terminé, mais dans la plupart des cas cette hypothése
n’est pas réalisée. Remarquons alors que, si 'on pose P = a,X"+...+a,,
le probléme envisagé est équivalent A I’élimination, dans K", des » inconnues
Xy, -.., X, entre les (n+ k) équations suivantes :

a,.
[ I<spsn Efx,.nx)= (—,l)p—a—p

n

1 1<i<k Fixgy.n%)=0

En pratique on écrit ce systéme et on cherche une méthode de résolution.
EXemPLE 1. — Dans €, a quelle condition Iéquation algébrique :
xX*—pxitgx—r=0
admet-elle trois racines a,, u,, a3, telles que lon air :
2005 (L—ayap) = (o o) (1 —ax3). )]

Dans cette relation o, et a, jouent un réle symétrique. Nous allons en profiter pour écrire
(1) sous une forme équivalente :

223 -2r = (p=as) (1 ~a3) (1)
(en utilisant oy + o, = p—a; et oya;23 = r). En développant :
a3—pai=3a,+p+2r=0 (2)

Mais «, désignant une racine de I’équation x*—px®+gr—2 = 0, la relation (2) est encore
équivelente 2 :
a(g+3) = p+3r (3
{en retranchant au premier membre de (2) a3 —pal +quy—#).

Nous sommes donc ramenés au probléme, équivalent au probléme posé : trouver une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que 'équation x* —px*+gx—r = 0 admette une racine o
telle que oy(g+3) = p+3r.

— 1°7 cas, ¢+3 = 0. Alors la condition cherchée est manifestement p+3r = 0 (sur €,
Péquation admet toujours vne racine, et toute racine vérific «5-0 = 0),

— 2¢ cas. g4 3 # 0. Alors la condition cherchée est :

p+3ry? p+3ry? p+3r _
(q-l-.’,) _p(q+3) ta q+3 -r==0
Ou encore : (p+3r)* — p(p+3r)2(g+3) + g(p+3N(g+D* - r@g+3* =0 “@

Ot note que, dans (4), si on fait g+3 = 0, on trouve (p+3r)* = 0.
(4) est donc valable dans les deux cas, c’est la condition nécessaire et suffisante cherchée.
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REMARQUE. — Le lecteur vérifiera que oi g = —3 et p = —3r, en posant » = tg(— ¢), les
racines sont : tg %, g (% + %), tg (% + 2?1: ; chacune d’entre elle peut jouer le rdle de «,,

ce qui est prévisible d’aprés 1’étude du premier cas.
EXEMPLE 2. — Dans © {’équation algébrique :
x*+4px® +6gx +drx+s =0 1)

admet quatre racines a, b, ¢, d, distinctes ou confondues. A quelles conditions les images dans
le plan complexe, A, B, C, D de ces quatre racines forment-elles un carré (éventuellement réduit
4 un point) ?

Pour que les images 4, B, C, D forment un carré il faut et il suffit que les deux conditions
suivantes soient vérifiées :

¢ a+c¢ = b+d qui traduit I'égalité vectorielle A8 = bC.

o (b—a)? + (d—a)? = 0 qui traduit le fait que A8 et AD sont orthogonaux et de méme
longueur.

Ces deux conditions sont équivalentes aux deux nouvelles conditions :
(a+c = b+d) A (b?*+d? = 2ac).

Pour que les quatre complexes soient racines et satisfassent & ces conditions il faut et il
suffit que le systéme suivant soit compatible :

at+b+c+d=—4p

Zab = 6q

Tabc = —4r )
abed =5

a+c = b+d

b +d%= 2ac.

a et ¢ (resp. b et d) ayant des rdles symétriques, nous introduisons les inconnues :
6g=a+c, n=ac, ¢ =b+d, n' =bd

Si on remarque que, dans €, & tout couple (&, ) on peut associer aetctels que a+c=o
et ac = x, la compaltibilité de (2) est équivalente & celle de :

o+e¢ = —4p .
/ Pl o=¢ = =2p
St Prprms
(3) A’ = s ou encore ! p(n+n’) = 2r (39
o =g ’ ' =5
arz_znr = \ (Tt+1t') = 2p2.

Toujours grace au fait que, dans €, deux nombres sont déterminés dés que 1'on connait
leur somme et leur produit, la compatibilité de (3") équivaut donc & :

6g—4p* = 2p*
{ 20 =2
s0it : (re=p*Alg=pYH @)

qui est donc la condition nécessaire et suffisante cherchée.

ReMARQUE. — Si I’éguation (1) vérifie (4), on peut la résoudre, en résolvant d*abord (3")
(qui fournit e, ¢’, x, #’, d’otl a4, b, ¢, d).
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3° Dans un cas général d’élimination entre k& équations rationnelles
on cherche une méthode de résolution du systéme formé. On peut dans le cas
de k équations algébriques former le PGCD des k& polyndmes et procéder
comme en 8.2.1 2° ; on peut aussi €éliminer I’inconnue x entre deux des équa-
tions données et chercher si la condition trouvée entraine la compatibilité du
systéme. Donnons deux exemples :

Exempie 1. — Déterminer 1 de telle sorte que I'équation algébrigue :
=24 At 4 2x—1 =0, (Px)=0)
ait une racine au moins triple dans R.

Pour que cette équation algébrique admette une racine au moins triple dans R il faut
et il suffit que les trois équations algébriques :

x* =234+ 1x%+2x—-1=0, P{x) =0
2x¥=3x*+ix+1 =0, Pi{x) =0
6x*—6x+1 =0, P'x) = 0.
admettent une racine commune dans R. Ce systéme est équivalent au systéme des trois équa-

tions algébriques :
=2+ A +2x—1 =10

Ix*-21x-3=0
6x?—6x+1 = 0.

Pour que les deux derniéres équations algébriques admettent une racine commune dans
R il faut que A satisfasse a :

(34+18)% = (124—18) (—24% - 18)
soit : A[244* -274+324] = 0.
L’unique sclution réelle de cette équation est A = 0; les deux derniéres équations

admettent alors Ja racine commune réelle x = 1, qui, étant racine de la premicre est alors racine
triple de I’équation donnée.

EXeMPLE 2. — A gquelle condition nécessaire et suffisante les deux équations trigonométriques
réelles :
{ acos x+bsinx+c =0 (a,b) # (0,0)

a' cos x+b' sinx+e’ =0 {a', b") # (0,0)

admettent-elles une racine commune dans R ?

Il s’agit ici d’un cas particulier du probléme suivant : étant donnés deux polyndmes P
et @ de R[X, Y] chacun de degré total au moins un, & quelle condition nécessaire et suffisante
le systéme :

{ P(sinx,cosx) =0
Q(sin x, cos x) = 0
est-il compatible dans R ?

En notant u = sin x, v = cos x nous voyons que si le systéme précédent est compatible
dans R, nécessairement le systéme :

P(u,v) =0
Quw,v) =0
ut+p? =1

est compatible dans R2, Réciproquement si un tel systéme admet une solution (ug, vg)
dans R, puisque w3+ o2 = 1 il existe x, réel tel que u, = sin x,, et v, = cos x,, donc le systéme
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donné est compatible dans IR. Nous ramenons ainsi le probléme donné & la compatibilité du
systéme algébrique :

Plu,v)y=10

Qu,v) =0

ut4o? =1

dans R?,
Sur 'exemple proposé nous examinons donc la compatibilité du systéme :
av+bu+c =0
dv+bute =0 ((x, v) e RY)

Wit =1

Deux cas sont possibles :
1° ab' —ba' # 0. Le systéme est alors équivalent au systéme :

‘ a'c—ac’
U=
S ab’—ba’
be' —b'e
v =
ab’ —ba’
Patyat =1

et une condition nécessaire et suffisante de compatibilité sur R? est :
(@c—ac)? + (be' — &) = (ab’ —ba")L.

2° ab'—ba' = 0. Le systdme constitué¢ par les deux premidres équations est compatible
sur R? si et seulement si le triplet (a, b, c) est proportionnel au triplet (a’, &', ¢’), donc si et seule-
ment si be'—b'c = 0 et a’c—ac’ = 0. Remarquons que nous retrouvons la condition du 1° ; mais
cette condition ici n'est plus suffisante car dans cette hypothése le systéme est alors équivalent 3 :

av+but+c =0
u2+”2 =1

et ce systéme n’est compatible sur IR? que si et seulement si a®?+b2—c? 2 Q.

Ainsi pour que les deux équations données admettent une solution comemune réelle il
faut que (a'c—ac)? + (be' —b'c)? = (ab’ —ba")? cette condition étant suffisante si ab’ -ba" # 0,
cette condition jointe 4 a®> 4 b2 —¢? 2 0 &tant suffisante si ab’—ba' = 0.

8.3. TRANSFORMATION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

8.3.1. Etude théorique

1° DEFINITION. — Soient P un polynéme scindé sur le corps commutatif
K, dedegrén = 1, (2)); < ; < , un systéme de racines de P, enfin F une fraction
rationnelle de K(X) n’admettant pour péle aucun des «;, On appelle équation
transformée par F de I’équation sur X : P(x) = 0, ’équation algébrique de

méme degré Q(x) = 0, ot O est le polyndéme de K[XT] :

.3

Q=[] (X-F(x)

i=1
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On dit aussi que I'on passe de P(x) = 0 & Q(x) = O par la trans-
formation x —— F(x).

REMARQUES. — a) Si «; est racine d’ordre k; de P(x) = 0, alors F(x,)
est racine d’ordre au moins égal 2 k; de Q(x) = 0.

b) Soit g un représentant irréductible de F. La condition imposée a F

est : les polyndmes B et P (ce dernier scindé par hypothése), sont premiers
entre eux,

c) On peut théoriqguement se ramener @ une transformation x — G(x)

telle gqu'un représentant A de G satisfasse & deg (4,) < deg (P) et

Bl
deg (B,) < deg (P).

En effet la division euclidienne de A et B par P permet de déterminer
A, et B, tels que :

A=PQ,+4,, deg(A,} < deg(P)
B =PQ,+8B,, deg (B,) < deg (P)

Pour tout 1 € i € n, on constate : A(x;} = 4,(a;) et B(e) = B, (a,).
L’équation transformée de P(x) = 0 par x+— F(x} est la méme que la

. A
transformée de P(x) = 0 par x — G(x) avec G = —E’-
1
Cette remarque n’a d’intérét pratique que si I'on sait facilement déterminer

G a partir de F,

2° Utilisation des fonctions symétriques des racines de P(x) = 0. —

La notation est celle du 1°. Nous cherchons le polynéme @ = [] (X —F(a)).
i=1
Si nous ’écrivons sous la forme :

O=X"—6, X" 14 +(~ Ve, X" P+..+(— 1),
alors les coefficients sont donnés par

G, = ) F(o)..F ()

1§ <ia<m<ipSn

Au titre de fonctions rationnelles symétriques des racines x, ..., a, du
polynéme P, les o, s’expriment au moyen des coefficients de ce polyndme.

ExeMpLE. — Dans €, transformer [équation algébrigue :

X —pxitgx—r=20
par x — x2.

C étant algébriquement clos, 1'équation algébrique donnée admet un systéme de racines
(2, @3, a3). Déterminons 'équat’on algébrique transformée en calculant ¢, 65, 05 :
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g, = ai+ai+al = p*-2g

z
1
g, = Z fx,za} =3 al] - af
1€i<iga 14743 14123

Or =p 3 % —q w+r ¥ o
15i€3 15153 1£I€3 I EE+]
2
et @=p ¥ 4 —9q o +3r
1€i€3 151€3 1£i€3
donc 6, = q*=2rp

Oy = (alazag)z =2
L’équation transformée est donc :
x = (p?=29)x* + (¢ —2mp)x —r* =0,

3° Utilisation d’un résultant, — THfoREME. — Les notations étant
celles de 1a définition du 1° et F étant représentée par % irréductible, 1’équation

transformée s’écrit @(y) = 0, ot le polyndme Q(Y)est, 4 un coefficient multipli-
catif non nul prés, le résultant des polynémes P(X) et B(X)- ¥ — A(X)del’anneau
K(Y)[X], des polyndmes & P’indéterminée X, d coefficients dans le corps K(1).

A priori ce résultant est un élément de K(¥), mais il s’agit en fait d’une
expression polyndmiale par rapport aux coefficients des deux polyndmes
P(X)et B(X) Y—A(X); c’est donc.un élément de X[Y].

De plus le polynéme P admet dans K, donc dans K(Y'), le systéme de raci-
nes (%,), < ; < » ; le résultant est donc & un facteur multiplicatif non nul prés :

i=n
i1_[ [B(“:)Y""A(“i)] =0
=1

soit encore :

i=n i=n

‘Hl B(a) - -H1 [Y-F(2)] = 0O,
puisque B{x;) # 0 pour tout ieNN,. O

Ce théoréme constitue le procédé le plus simple pour obtenir une équation
algébrique transformée. Il faut cependant prendre garde & bien former le
résultant des deux polynémes P(X) et B(X)  ¥—A(X), ce qui n’équivaut
pas a éliminer x entre les deux équations algébriques a coefficients dans K(Y):

Plx) =0
{ BxX)Y—-A(x) =0.
Notons cependant que l'élimination de x entre les deux équations
algébriques { PGy =0
B(x)y—A(x) =10
fournit une équation algébrique en y dont les racines sont les mémes que

celles de I’équation transformée. Si on ne s’intéresse pas aux ordres de
multiplicité de ces derniéres, cette méthode peut suffire.
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8.3.2. Transformations usuelles

On part de P(x} = 0 avec P(X) = a,X"+... +ay, a, # 0.

1° Translation. — C’est une transformation par F(X) = X+a, ac K.
L’équation transformée est Q(y) =0, avec Q(Y) = P(Y—a), autrement
dit, c’est P(y—a) = 0.

Application. — La somme des racines de Q(y) = Oest 6 = ) (a,+a),

i=1

o a,_
c’est-a-dire — —2=! + na.

. . a,_ .
Si on choisit @ = + —2=! on obtient o} = 0.
na

C'est ainsi que x — x +g raméne 1’équation du troisiéme degré

ax®+bx?+ex+d =0(a # 0), 4 la forme dite canonique : y> +py+q = 0.

2° Homothétie. — C’est une transformation par F(X) = kX, k e K\{0}.
La transformée est P (1—) =0

k
Pour k = —1, on parle de '« équation aux opposés ».
3° Equation aux inverses. — C’est la transformation par F(X) = Xi

Sa définition exige que 0 ne soit pas racine de l’équation donnée. Nous
supposerons donc @, # 0.

Le résultant dans K(Y)}[X]de P(X)et Y X —1 est, au signe prés, Y"P (ly)

L’¢équation transformée est donc :
agy'+a,y" '+..+a,=0.

4® Transformatior homoegraphique. — 1l s’agit d’une transformation par

aX+b
F& = x5a

Pour calculer le résultant de P(X) et (¢X+d)Y—aX—b, nous remarquons

» avec ¢ # 0 et ad—bc # 0. Nous supposons P (— %) # 0.

. A . Y ,
que, dans K(Y), ce dernier polynéme admet pour racine . Le résultant

est donc, au signe prés : (cY—a)"~P(b_dY)

cY—a

L’équation transformée de P(x) = 0 est ainsi:

(cy—a)"AP(b—dy) =0

cy—a
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Notons que, puisqu’une transformation homographique est bijective, dans
cette transformation les ordres de multiplicité sont conservés.

5° Equation aux carrés. — Il s’agit de la transformation par F(X) = X2,
Nous devons chercher le résultant dans K(Y)[X] des deux polynémes P(X)
et X?—Y. L'équation algébrique X2 = ¥ admet, dans une extension K’
de K(Y), deux racines Z et — Z. Le résultant est donc P(Z)-P(— Z). Ecrivons
alors P sous la forme :

P=S(XH+XT(X", SeK[X] TeK[X],
en séparant dans P les puissances paires et les puissances impaires de X :
P(Z)-P(—2Z) = [S(Z)+ ZT(ZH]-[S(Z*) - ZT(Z%)]
= [S(Z)]* - Z*[T(Z)]*
= [S()* - Y{T(Y)]?
L'équation cherchée est : [S())]*—=y[T(»)]* = 0.

D'une maniére plus générale le lecteur pourra s’intéresser, dans le cas de @, 4 la transfor-
mation par F{X) = X*. En écrivant P sous laforme : P = §,(X")+ XS (XD +...+ X*7'5,_ (X"
et en désignant par Z une racine p-iéme de Y dans un sur-corps K* de €(Y), cette équation
est associée au polyndme en Y .

k=p—1

IT [SoY)+ 0*Z-S,(Y) + ... +(&*Z)P7"-5,_ (Y]

k=0

2 - . .
ol w= expi}:—r; ce polyndme pouvant étre calculé i ['aide du déterminant circuiant (¢f.

exercice n® 10.15).

8.3.3. Applications de la transformation des équations

Nous verrons au 8.4 que la transformation des équations algébriques
est un auxiliaire précieux dans la résolution des équations algébriques. Elle
permet aussi de déterminer rapidement la valeur d’expressions rationnelles
symétriques par rapport aux racines d’une équation algébrique, sans procéder
a la réduction de la fraction rationnelle symétrique correspondante. Donnons
quelques exemples.

ExeMpLE |. — Etant donnée I'égquation algébrique :

ax"+a, x" 4. +a, =0, a,#0 et a, #0,

de racines (ron nulles) ay, ..., &,, on se propose de calculer les sommes :
21
S_,= 2 = p e N{0).
=1 o
n
Il s'agit des S, = ¥ f7, ob f,, .., B, sont les racines de |'équation aux inverses :
i=1

apx"+ax"" . +a, = 0.

Les 5, sont fournis par les formules de Newton.
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EXEMPLE 2. — Dans €, "équation x>+ px+q = 0 admet les trois racines (a, b, c); déterminer
%= (a—b)2{b—0)* (c—a)*.

Dans le cas ¢ = 0, I'une des racines est nulle et les deux autres sont « et —o avec
al= —p:onax= —4p’

Supposons g # 0, I'équation n’admet pas la racine 0.

(a—b)* = (a+b)* —dab = ¢ +4q

donc (a—b) = ¢ +4g - Zpetia .
c €
Effectuons alors dans [’équation la transformation x +—— —_pxxi}_q
L’équation transformée est :
(y+py [(%)3 pyi_—qp + q} =0
soit ay+pP +3pqy+pY +274° =0,

Le nombre complexe cherché est le produit des racines de cette équation. On a donc
n = —4p°-274%
EXEMPLE 3. — (o, ..., &) étant dans € les (n— 1) racines n-iemes de Punité distinctes de 1,
1 1 1
1—a, ’ I—ay l—a, -~
(23, ..., a,) sont les (n—1) racines de I’équation algébrique :

déterminer le produit n =

X"+l =0

1
Effectucns dans cette équation algébrique la transformation x —r — {aucune racine
n’est 1). L’équation transformée est :

_ -1 — n=2 _
T (5]
¥y y Y

soit -+ 3=+ L4y =0
Dol : n= 1
n

En fait ce résultat s'obtient en faisant x = 1 dans : X" ' .. +x+1 = (z—a;) ... (x—&,)

8.3.4. Equation réciproque

1° DEFINITION — Soit P un polyndme de K[X], de degré n tel que n = 1,
n’admettant pas la racine 0. L’équation algébrique P(x) = 0 est dite réciproque

. . N a 1 .
si et seulement si le polynéme Q tel que Q (X) = X"P (T) est proportionnel
an polyndme P.

Remarquons que si o est racine d’une équation réciproque a l'ordre de

PR | . n N
multiplicité &, p est racine au méme ordre de multiplicité.

2° Condition nécessaire et suffisante pour que P(x) = 0 soit véciproque.
Soit P = g, X"+a,_ X" '+..+a,X+a,, avec a, # O et a, # 0. L’équa-
tion aux inverses des racines est associée 4 Q tel que:

Q=aX"+a, X" '+..+a,. X+ta,
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s Pour que ces deux polynémes P et Q soient proportionnels il faut et il
suffit qu’il existe p € K\{0} tel que pour tout 0 < k£ < » on ait :

a; = pay—y.
Les deux égalités a, = pa, et a, = pa, impliquent p? = 1. Il y a donc
deux types d’équations réciproques :

— les équations réciproques de premiére espéce, telles que pour tout
O<ksna =a,_;;

— les éguations réciproques de seconde espéce, telles que pour tout
O0<k<na=—a,;

e Si 1 (resp. —1) est racine de I'équation, on s’en débarrasse en divisant le
polyndme concerné par (X —1) (resp. (X+1)). Il reste une équation réciproque
de la forme S(x) = 0, le polyndéme S, de degré m, vérifiant

S(X) = pX™S (_)15") S(1y#0, S(—1)#0.
On en déduit, en faisant successivement X = let X = —l:p=let(-1)"=1,

ce qui montre que le polynéme S est de degré pair. Nous sommes ainsi

ramenés 4 étudier les équations réciproques de la forme :
QX" Yy, X T e X X, X" g X4 8y, =0

3° Etude d’une équation réciproque de la forme précédente. Trans-

formons une telle équation par F(X) = X + %, ce qui est possible puisque

a,, # 0. L’équation transformée est associée au résultant des deux polynémes

de K(Y)[X]
Ay X"+ a, X+ a, X" 4a, X"+ ta,,

et X -YX+1.
Dans une extension de X(Y) le polynéme X?—~ ¥ X+ 1 admet deux racines
o et B, telles que o -}-é =8 +% = ¥. Le résultant est alors le produit :

+
(@300 + by "

+a,0"+a,, 0" 4 tay,)
S L S S SO Lo Y L 7 SO Lo SO - |

Remarquons que ce résultant peut s'écrire aprés mise en facteur de (xf)",
qui est égal a 1:

I:az,, (a" +-1—") +.o 849 (a +1) + a,,:l .
o o
[en{ L) a5+ ) ]
2n ﬁ” n+1 ﬁ n
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k3
aO

Ona: o + =2etrxl+-l1 Y.
o

D’autre part, pour tout peN\{0},

ai’+1+i= a"+l 0C+1 — (! + 1
a?t of o aP !

ca ; |
On en déduit par récurrence que : &” + = s’exprime sous la forme d’un poly-
o

ndéme de degré p en Y. On constate que §° +% s’exprime sous la forme du

méme polyndme. Ainsi le résultant est le carré d’un polyndme de degré nen ¥,
que nous désignerons par A(Y).

L’équation transformée est ainsi de la forme (4(3))? = 0, ol A(¥) =0
est une équation algébrique de degré »n. Si nous savons résoudre A(y) = 0,
a toute racine y, de cette équation correspondent deux racines x; et x, de
I’équation réciproque, qui sont inverses ’'une de 1’autre et racines de :

xz—yox‘!'l = 0
et on obtient ainsi toutes les racines de P’équation réciproque.

En pratique on ne détaille jamais les calculs précédents et on forme direc-
tement I’équation A()) = 0 en regroupant aprés division par x" les termes
équidistants des extrémes :

1
az,,(x”+l”)+...+a,,+l (x+—)+ a, =0
x x

o : o1 .
et en déterminant par récurrence les expressions de x? + = en fonction de y.
X
- ’ 2“
EXeMPLE 1. — Dans R, étude de x*—1 = 0. Lignes trigonométriques de T
11 s’agit d’une équation réciproque de seconde espéce. Elle s écrit :
=D+ 23+ x?+x+1) =0,

L'équation x*+x*+x?+x+1 = 0 n"admet ni la racine 1, ni la racine —1 ; elle est réci-
proque de premiére espéce, de degré pair. Appliquons la méthode précédente, elle sécrit :

1
x’+-—z+x+1+1=0
X X

ymx+1, xz+lz=yz—2.
X x

L’équation devient : y4y—1=0,

—1+/5 —1-4/5
7 :

qui admet les deux racines réelies y, = Yy = 3
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On en déduit la factorisation du polyndme X5—1 de IR[X]:
X el = (X=X =3, X+ 1} (X2—p, X+ 1).

En comparant 4 la factorisation obtenue au 6.5.3, 3°, (exemples), et en utilisant 1’unicité
on constate :

2n 4r
{2 cos 5 2 cos ?} = {yi, ¥}

Une considération de signes permet de préciser :

2 51 4 J5+1

COSF-5—= ) etcosﬁ5—=— 4

EXEMPLE 2. — Dans €, résoudre I'équation algébrique :
xT =545 4 Bx® —4x*—d4x*+8x2 —5x+1 = 0.

Il s’agit d'une équation réciproque de premiére espéce. Elle admet la racine 1 (bien qu’elle
ne soit pas de seconde espéce) ; elle peut donc s’écrire ;

(x— 1) (x*—4x° +4x* —4x2 +4x—1) = 0.

L'équation algébrique :
x0—dx® +4x*—dx2+4x—1 =0
est réciproque de seconde espéce, elle admet la racine 1 et elle s’écrit -
{x—1) (x*-3x*+x’+x2=3x+1) = 0.

La nouvelle équation est réciproque de premére espéce de depgré impair. Elle admet la
racine —1 soit :
(x+ D) (x*—4x3 4552 —dx+1) = O

L équation x*—4x> +5x*—4x+1 = 0 est réciproque, de premiére espéce de degré pair,
n’admettant plus les racines 1 ou —1. Appliquons lui la méthode précédente ; elle peut
s'éerire :

1 1
x* o+ —2-—4(x+-)+5=0
X X

1 1
avee y = x+ - et x* + — = y*—2 d'ol:
X X
yYi-4y+3 =0
Cette équation admet pour racine 1 et 3, Il nous faut donc résoudre les deux équations

du second degré :
x*—x+1 =0

x*—3x+1=10.

3-4/5 , 3+V5

La premiére admet pour racines —j et —j?, la seconde 5 et 7

Ainsi I'équation donnée dans € admet 1 pour racine double, — 1 pour racine simple ainsi

que -———3_2\B, -———3+2\/5 , —Jjet —j2
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8.4. LEQUATION DU TROISIEME DEGRE SUR € ET R

8.4.1. Résolution de x* +px+g = 0 sur C

Nous avons vu comment, par translation, toute équation du troisiéme
degré se raméne 4 la forme canonique x*+px+¢q = 0, que nous allons étudier,
sur le corps € exclusivement.

. 2
Principe de la résolution. — Soient j = exp (i —;—) et (x,, x5, x3) € €.

Alors {x, +x, +/2x,)* ne prend que deux valeurs lorsque I’on effectue toutes

les permutations du groupe symétrique &, sur les entiers {l, 2, 3} ; ces deux

valeurs sont a; et o3, avec o, = X, +jX;+j Xy €t oy = x, +jIx,+jx;.

Calcul. — Prenons alors pour élément (x,, x;, x;} de €* un systéme de
racines complexes (distinctes ou confondues) de I’équation donnée. Un calcul
assez facile donne : a0, = —3p et ol +al = —27q.

Ainsi les deux nombres complexes «; et «; sont les racines de I'équation :

yi4+27qy-27p = 0.

Cette équation du second depgré dans € admet les deux racines :

0, = —5 4 +T‘S oll & désigne une racine carrée arbitrai-
- rement choisie de
27 33,
92=——2~Q—TO A=4p4+274%

Choisissons arbitrairement une racine cubique p, de 6, et désignons par y,
une racine cubique de @; telle que p,u,; soit égal a—3p( et non & —3jp ou
a —3j%p); nous constatons que (x,, ;) est ainsi 1'un des six couples :

(s m2) s (ns F200) s (GG dng) s (g, ) s Gigs 720 s (G, i)
et qgue (x,, X3, x3) est la solution du systéme :

X +x2+x; =0 xy =13 (g +2y)
X Hixg+jixy = o soit vy = 173 (o +jy)
X+ 4 jxs = ay xy = 1/3-(jouy +j%a,)

Remplacer (x,, x», x3) par un autre systéme de solutions de I’équation pro-
posée équivaut 4 remplacer (u,,x;) par 'un des couples trouvés ci-dessus.
Les systémes de solutions se déduisent donc par les permutations de &, du
triplet ;

(/3 (uy+p2)y 13 G2+ 113G +7%12) ).
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8.4.2. Cas de P’équation a coefficients réels

En reprenant le calcul sur € nous avons alors la discussion ;

1" cas : A =4p3+274% > 0. Les deux racines ¢, et 0, sont réelles ;
adoptons

« 279433/ 4p% +274°
2
—27q- 33/ 4p* +274°

2

8, =

02=

Nous pouvons adopter pour u, et u, les racines cubiques réelles de 8,
et 0, (ce qui assure y; u; = - 3p), soit

\3/ ~27q+ 33 AP+ 274 i — \3/ _27q—-3/3/4p* + 274
2 S 2

#1 =

. 1
Il y a une, et une seule racine réelle 3 (a1 +u3).

2° CcAS : A =4p34+27¢% = 0. Dans ce cas et dans ce cas seulement
I’équation du 3° degré (sur n’importe quel corps commutatif) admet une racine

. . . 3g . .
multiple (8.2.4, 3°) et cette racine multiple est — 2—; sip#0,0sip=20
La troisiéme racine de cette équation du 3° degré est réelle : sip # 0c¢ est—-g-;

si p = 0, c’est 0 qui est alors racine triple.

3*cas : A =4p*4+27¢% < 0. Ici 0, et 0, sont deux racines complexes
non réelles et imaginaires conjuguées. Etant conjuguées, nous pouvons en
choisir des racines cubiques y et i, conjuguées (ce qui assure g, 2 = — 3p) et nous
voyons, en reprenant les formules obtenues 4 Ia fin du 8.4. 7, que les trois racines sont
alors réelles ; elles peuvent étre déterminées grace aux formules précédentes.

8.4.3. Application. Trisection de I’angle

Le probléme de la trisection de I’angle est le suivant : connaissant a = cos 3a, quelle
est la valeur de cos « 2.

Il s’agit donc de la résolution de I'équation du troisiéme degré :

4cos® a~3cosa—a = 0.



EXERCICES 279

. . . 27

Cette équation 4x°>—3x—a = 0 a trois racines réelles car A = 1—6(02—1) < 0, (les cas

a=1eta= —1 étant sans intérét), et ces trois racines peuvent étre calculées & 1’aide de la
méthode précédente.

Inversement nous pouvons aussi résoudre trigonométriquement une €quation du 3° degré

sous forme canonique x*4px+¢ == 0 dans le cas ol elle a trois racines réelles. Nécessairement

4p

3

p est alors strictement négatif ce qui permet de poser g = \/ ct d’cffectuer dans I’équation

la transformation F{X) = X/a. L’équation transformée est :

4y3—3y——3_q =0
4p
P \/ -y
. 3¢ | 3¢ .
11 est possible de poser ———— = cos ¢ car < 1 ce qui raméne 4
Iéquation : p/—4pf3 lpv/=4pP3

c0s 3 o = Cos .

Cette méthode se préte bien & un calcul de valeurs approchées des racines de 1’équation
canonique du troisiéme degré dans le cas A < 0,

EXERCICES

8.01. — Soii P(x} =0 I'équation algébrique sur € dans laquelle:
Px) =nx"—x""1—x""2— . ~x—1 (n>0)

1) Montret en étudiant (1 — X)-P que toutes les racines de cette équation algé-
brique sont simples.

2} Montrer que toutes ces racines, sauf 1, ont un module strictement inférieur
al.

8.02. — Déterminer les racines de 1’équation algébrique :

x  x{x-—1)

x(x—1)...(x=n+1)
ot 2 =

1- n!

0.

Fo (=1

8.03. — Soit @ x"+a,_ X" '+...+a, = 0 une équation algébrique o les
coefficients appartiennent & Z. Montrer que toute solution rationnelle r de représentant

irréductible % est telle que p divise g, et ¢ divise a,. En déduire que les seules racines
rationnelles d'un polynéme unitaire de Z[X] sont des entiers rationnels.
Résoudre :  12x*—5x*+x%—11x+6 = 0.
* 8.04. — Etudier les racines réelles de I’équation algébrique :
2 n

X X
1+x+ﬁ+...+m=0.,
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8.05. — Soit P un polyndéme de IR[X] ayant toutes ses racines réelles et simples.
Soit @ un réel non nul. Etudier I’équation algébrique :
Pix)+a® =0.
8.06. — Soient S et T deux polyndmes de IR[X] ayant toutes leurs racines réelles,
et o un réel positif. Montrer que le polynéme :

ST+ aST'
a toutes ses racines réefles.

8.07. — Dans € I'équation x’+px+g = 0, avec g # 0, admet trois racines
a, b, c.

. a b ¢
1° Quel est le nombre de valeurs prises par la somme E+_+_ ?
¢ a

2° Former [’équation algébrique admettant ces valeurs pour racines.

8.08. — Soit le polynéme X*+pX+q, (g # 0), de €LX), de racines a, b, c.

a*+b% bi+cr r4a?
2 2 + 2 )
¢ a b

Calculer :

8.09. — Soit le polyndme X?+pX2+gX+r, de racines x,, x;, x;. Calculer :
5 x,+1
(xz4+2)(x3+3)"

8.10. — Calculer : sin . sin 2— .
n n

n—D=n
g 0D

F 2n (n—-Dn
tg o tg(o:+;) tg(a+?)-...-tg(a+~—#;—).

8.11. — Déterminer le polyndme P(X) = aX’+bX?+cX et la constante m de
fagon que P(mX+1) = P(X).

tge -+ tg" —+ ...
g o+t Tt

8.12. — Résoudre le systéme :

x+y=a+b,  x*+y* = a*+b

8.13. — Soient a, 8, y les racines de X*+pX+gq, (g # 0), polyndme de C{X].

Former I’équation de racines E, 2, E, I, E, E
yioal BBy
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8.14. — Ecrire les conditions pour que les racinesde z? + (a+ib)z + ¢ + id = 0
aient méme argument {a, b, ¢, d sont réels).

z

8.15. — Soient a, b, c les racines de x’—3x+1 =0 et f(z) = — 3
"+ (z+1D)

Calculer § = f(a) + f(b) + f(c).

8.16. — Soit P un polynéme de degré 3 a coefficients complexes, a, b et ¢ ses racines,
u et v les racines de sa dérivée P,

Montrer que L + ] + T _ 0. En déduire que les images U et ¥
a—u b—u c—u

de 1 et v sont 4 l'intérieur du triangle 4ABC formé par les images de a, &, c.

8.17. — On considére 1'équation z>+az°+3z+a =0 (a > 0). Montrer que les
images des racines sont dans le demi-plan {x+iyeC | x < 0}.

Toujours avec g > 0, pour quelles valeurs de &k en est-il de méme de
2 tazttkz4a=07

8.18. — Montrer :

VEozz)e€ ¥ -0 YL _ -0
. . Z37 23 (z3—z3)
La réciproque est-elle vraie ?

8.19. — Soit équation x*—28x2+1 = 0, de racines a,, x,, a;, a4, (K = Q).

Calculer les sommes: S, =a2f+ ... +af,peZ.

8.20. — Condition nécessaire et suffisante que doivent vérifier les coefficients
p et gde 22+ pz+g = 0 pour que les images des trois racines dans le plan complexe
forment un triangle rectangle isocéle. Résoudre : z° 4+ 12iz—40(1 —) = 0.

8.21. — Soit P'équation z* +pz+g = 0 avec p et g réels. Trouver une condition
nécessaire ct suffisante pour que cette équation ait une racine de module 1.
8.22. — Calculer le nombre complexe A de telle sorte que I’équation :
24— 22 4 Az 43 =0

ait deux racines dont le produit soit I. Résoudre alors 1’équation.

L. xX*—Axt—g =10 X*-1=0
8.23, — Eliminer x entre a)

X-1x=-3 =0 X 4px+qg=0.

8.24. — Déterminer a, b, ¢ de telle sorte que (a, b, ) soit un systdme de racines
de ’équation :
Staxiibx+e=0 (K=
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8.25. — Soit P = X*+aX*+bX*+cX+d un polyndme de C[X]. Montrer
1’équivalence des trois propriétés :

i} les racines de P forment un parallélogramme.
i) Il existe un nombre complexe 4 tel que le polyndme P(X+ /) soit bicarré.
ifi) P’ et P” ont une racine commune.

8.26. -— Résoudre dans €2 les systémes :

[xty+z =0 (¥ 42242 = o (xi+yi+zi=2
x24piazt = 14 (r=2+ =X +(x—y)* =22 | ¥*+y°+2° =2
(x3+y3+z3 =18 l xty+z=2a xteyttzt =2

8.27. — Soit P = X*+pX+gq, de racines o, §, y. Former le polyndme ayant
pour racines fZ+7y%, y2+a?, a2+ g3

8.28. — Résoudre lesystéme : x2 =y, y* =12z z'=x

8.29. — Déterminer toutes les équations algébriques de degré 3 sur C invariantes

. 1
par la transformation x —— x — 3

8.30. — Soit 1’équation algébrique sur C :
xt =62+ 1 +A(x—x%) =0,
. . o 1 .
Transformer cette équation algébrique par x —- x — b Montrer que si o st

une racine de cette équation algébrique, les 3 autres racines s’expriment en fonction de «.
q q P

5
8.31. — Transformer 1'équation algébrique sur@®: x>+ x—1 = 0 par x —

b x—1
et prennent la méme
x“—1 cx+d

On cherchera quatre complexes a, b, ¢, d tels que
valeur pour les trois racines de x*+x—1 = 0.

8.32. — Transformer I’équation algébrique sur € : x*+x*—4x?—4x+1 =10
par x — 2—x2,

8.33. — Sur C I'équation x*+ \/§x+1 = 0 a quatre racines oy, a,, o, 2, On
pose ! B, = ayu tosa,, fi = o aytogu,, By = ojug+oous.
Former une équation du troisi¢me degré dont les racines sont §,, 8,1, Ba.
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ALGEBRE LINEAIRE

Dans "ensemble de ce chapitre K désigne un corps
commutatif, dont les éléments, appelés scalaires sont
représentés par des lettres de ['alphabet grec ; nous
considérons des K-espaces vectoriels, dont les éléments,
appelés vecteurs sont représentés par des lettres mi-
nuscules de lalphaber francais. Des letires en caractéres
gras seront utilisées systématiquement pour les familles
(de scalaires ou de vecteurs). A partir du 9.4, nous
en emploierons aussi pour les vecteurs.

En fait, le sous-chapitre 9.1, est une suite naturelle
du chapitre 4 (Modules et espaces vectoriels) ; nous
n'y utiliserons que des propriétés communes aux
espaces vectoriels et aux modules, si bien que tous les
résultats obtenus en 9.1 restent valables si on remplace

— le corps K par un anneau commutatif A,

— les K-espaces vectoriels par des A-modules.

9.1. INDEPENDANCE LINEAIRE. BASES

9.1.1. Applications linéaires, bilinéaires

1° Applications linéaires. — Elles ont été définies et étudides au
n® 4.1.3, auguel il est vivement conseillé au lecteur de se référer.

2° Applications bilinéaires. — DEFINITION. — Soient F, F, G trois
K-espaces vectoriels et ¢ une application de Ex F dans G. On dit que ¢ est
bilinéaire si et seulement si
Yyel @(-,0): x — o(x, y) vérifie ¢ (,y) € L(E, G)
et Yxekl @x,):yr— ¢(x,y) vérifie. ¢ (x,") € L(F, G).
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ExempLE. — L’application (x, ) —— xy de K? dans K, et plus généralement tous les
« produits » que le lecteur a déja rencontrés (produit scalaire ou produit vectoriel en géométrie, ...)
sont des applications bilinéaires.

REMARQUE. — Il ne faut pas confondre application bifinéaire de E x F dans G et application
Iinéaire de Pespace produit EX F dans G.

L’espace vectoriel L,{E, F; G). — L’ensemble des applications bilinéaires
de Ex F dans G est noté £,(E, F; G). On vérifie qu’ll s’agit d’un K-espace
vectorie! (soit directement, soit au titre de sous-espace de I'espace vectoriel
produit GE*),

ProposiTiON I. -— Soit ¢ une application bilinéaire de Ex F dans G.
L’application y —— ¢ (., »), [resp. x +—— ¢@(x, .)] est une application linéaire
de F dans £(E, G), [resp. de £ dans C(F, G)]; elle est dite application linéaire
associée a dreite (resp. a gauche) ao.

Il s’agit de montrer que, pour tous (y,, y,) € F’,ye Feta ek, on a :
e vty = (L y)+e(, y) et (., ap) = 20(., p),
ce qui s'éerit :
VxeE o yi+r) =elxy)tely y)
et ¥YxekE ¢ (x, ay) = x@(x, p).

Ce sont des conséquences immédiates de la définition de ¢. |

Inversement, soit d une application linéaire, notée y ——d,, de F dans
L(E, G). Alors (x, y) — d,(x) est une application bilinéaire ¢ de Ex F dans
G. On en déduit 'existence d’une bijection de £,(E, F; G) sur L(F, L{E, ()
et,.de la méme fagon celle d’une bijection de L£,(E, F;G) sur L(E, L(F, G)).
On vérifie qu’il s’agit d’isomorphismes d’espaces vectoriels.

ProrosiTiON 1I. — L’application (u, v) —— w0 v de L(F, G)x L(E, F)
dans £(E, G) est hilinéaire,
Vérification immédiate a partir des définitions. O

3° Application : algébre des endomorphismes d’un espace vectoriel.

THEOREME. — L’ensemble f(F) des endomorphismes d’un espace vectoriel
est une algébre, non commutative en général.

Nous savons depuis le 4.2.2, 2° que le triplet (£(E), 4, *) est un espace
vectoriel (sous-espace de EF). Adjoignons lui la loi ©, considérée comme loi
interne sur £(E). Cette loi est associative. D’autre part la bilinéarité de
(¥, v) — w0 v fournit sa distributivité par rapport a 1’addition, et la
propriété complémentaire des algébres :

{(ou) ov = 2(u o v) = uo (av).

Enfin la loi © admet I'élément-neutre Id;. D’oli les structures d’anneau de
(C(E), +, ©) et de K-algébre de (L(E), +, ©, *). O
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Groupe linéaire. — Nous avons vu (1.5.2, 3°) que les éléments de EF
symétrisables pour la loi o sont les bijections. Il en résulte que les éléments
inversibles de 'anneau £(E) sont les automorphismes de E, ce qui justifie :

DEFRINITION, — On appelle groupe linéaire de ’espace vectoriel E, et on
note GL(E), le groupe multiplicatif des éléments inversibles de I’anneau £(E) ;
on I'appelle aussi groupe des automorphismes de E.

On notera que GL(E) est un sous-groupe du groupe symétrique de E.

9.1.2. Familles génératrices ; familles libres ; bases

1° Rappel. — On appelle famille presque nulle d’éléments de K toute
famille («;); . ; dont le support J = {i e I'| #; # 0} est fini.

L’ensemble de ces familles, qui se note K, est un sous-espace vectoriel
de I'espace produit K, dans lequel les lois de structure s’écrivent :

()i e+ Bici =i+ Bier A@)icr =i r

2° Application lindaire attachée & une famille de vecteurs. — Soient E
un K-espace vectoriel, et x = (x;); . ; une famille de vecteurs de E. Nous
disposons ainsi de I’ensemble I, de I'espace vectoriel K" et, par suite, de
I'application ¢ : K — E qui, & 1'élément & = («;); .; de K associe la

combinaison linéaire Y «;x;dela famille x, qui est un vecteur de E (4.1.1, 3°).
iel

La linéarité de ¢ se vérifie aisément. On dit que ¢ est Papplication linéaire

attachée & la famille x.

On rappelle que le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille x,
noté Vect (x) et initialement défini comme le plus petit sous-espace de E
contenant 1'image de la famille x, est I'ensemble des combinaisons linfaires

de x ; il en résulte que Vect (x) est I'image de "application ¢. Nous pouvons
ainsi poser ;

3° DEFINITION. -— On appelle famille génératrice (resp. famille libre ;
resp. base) toute famille de vecteurs d’un espace vectoriel telle que I’application
linéaire qui lui est attachée soit surjective (resp. injective ; resp. bijective). Une
famille qui n’est pas libre est dite famille liée.

En d’autres termes, la notation étant celle qui a été introduite ci-dessus :

— x est une famille génératrice si, et seulement si Vect (x) = E, ce qui
s’€crit :
VYxeE 3JaeKP? x=Y ax D

iel

(on retrouve la définition d’une famille génératrice donnée au 4.3.1.).
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— x est une famille libre si, et seulement si Ker ¢ = {0}, ce qui s’écrit :

YaeK? (2 ctix,-=0) — (Viel 0, =0) (2)
iel

{on dit aussi dans ce cas que les vecteurs de la famille sont linéairement indé-

pendants).

— x est une base si, et seulement si la famille x est 4 Ia fois libre et généra-
trice, ce qui s’écrit :

VxeE Jltaek” x=3 ax. (3)

iel

{on dit dans ce cas que «; est la composante, ou coordonnée, d’indice { de x,
dans la base x).

Retenons que s/ le K-espace vectoriel E admet une base indexée par I,
alors E est isomorphe ¢ KD,

4° Premiéres propriétés des familles libres et des familles génératrices. —
Une simple application des définitions fournit la plupart des résultats suivants :

a) Toute sous-famille d’une famille libre est libre ;
b) Toute sur-famille d'une famille liée est lice ;
¢} Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice !

d) Soient E' un sous-espace vectoriel de E, et x une famille de vecteurs
de E'. Par abus de langage, nous désignerons encore par x la famille de vecteurs de
E qui s’en déduit en composant par Iinjection canonique de E' dans E. Alors x
est libre dans E si, et seulement si x est libre dans E'; &’ autre part si x engendre E,
alors x engendre E' et E = E', mais la réciproque est fausse

e) Toute famille (x;}; . 1 dont 'un des vecteurs est combinaison lindaire
des autres est liée. En particulier, toute famille admettant O pour élément est liée.

On remarquera pour cela que si x, = ». f;x,;, alors la famille non nulle
FE N 3

définie par o = —1 et a; = f§; si { # k, appartient au noyau de ¢. Le cas
particulier correspond & x, = 0, et 8, = 0, pour tout i e ({\{k}).

Sous une réserve importante, nous établirons une réciproque de cette
propriété au 9.2.1.

f) Pour toute famille libre x = (x;); .y et en particulier pour toute base,
Papplication i s x; de I dans E est injective.

Si I’on convient d’appeler famille finie de cardinal n toute famille indexée
par un ensemble équipotent & IN,, on constate que, si une telle famille est libre,
alors son image est une partie de cardinal » de E.

REMARQUE, — La famille vide, (x;),.,, d’éléments du K-espace vectoriel E vérifie (2);
c’est done une famille libre de cardinal nul.

Sa seule combinaison linéaire étant 0, (4.1.2, 3°), cette famille est génératrice — et, par
suite, base — si, et seulement st E est réduit 3 {0}.
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5° Parties génératrices, parties libres. — Soit E un espace vectoriel.
Les parties génératrices ont €té définies an 4.3.1, et la liaison a été faite
avec les familles génératrices. On notera que le sous-espace engendré par une
famille x ne dépend que de I’ensemble X des éléments de x ; il est indépendant
de I'indexation : si un vecteur figure plusieurs fois dans la famille on peut ne
le conserver qu’une fois ; si le vecteur nul figure dans la famille on peut le
supprimer ; cela n’altére pas Vect (x).

En revanche les mémes opérations sur un systéme lié¢ pourraient conduire
4 un systéme libre. On pose :

DEFINITION. — On appelle partie libre (resp. base) d*un espace vectoriel £
toute partie X de E telle que la famille de vecteurs de E définie par ’injection
canonique de X dans E soit une famille libre (resp. une base) de E.

Nous nous servirons le moins possible de cette notion.

6° Image d’une famille par une application lindaire, — Soient Eet F
deux K-espaces vectoriels, et « une application linéaire de E dans F. A toute
famille x = (x;}; .; de vecteurs de E, on associe la famille (u(x)}, ., de
vecteurs de F, que I’on note u(x) et que ’on appelle image de x par wu.

Pour tout élément (x,), . ;de K P, ona :

¢ u
(@dier — Z X Z a;u(x;)
iel iel

On en déduit que, I’application linéaire attachée 4 x étant notée ¢, I’ap-
plication linéaire attachée 4 u(x) est W = u © ¢.

La composée de deux applications surjectives (resp. injectives ; resp.
bijectives) étant une application surjective (resp. injective ; resp. bijective),
on a les propriétés suivantes :

a) Limage par une surjection lindaire d'une famille génératrice est une
Jfamille génératrice ;

b} L’image par une injection linéaire d’une famille libre est une famille
libre ;

c) L’image par un isomorphisme d’une base est une base.
Comme cas particulier de a), on a :

d) L’image par une application linéaire quelconque u d’une famille généra-
trice est une fantille génératrice de Im u.

On sait d’autre part que ¥ © ¢ ne peut étre injective que si ¢ est injective,
D’ou :

€} L'image d’une famille liée par une application linéaire quelconque est
une famille liée.

Signalons enfin le théoréme, utile dans la pratique :
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fy Six est une famille libre, u(x) est libre si, et seulement si :
Vect (x) n Ker u = {0}.

Soient V' = Vect (x), et v la restriction de # &4 V¥, qui a pour noyau V n Ker u.
A l'injection linéaire ¢ : K — E attachée 4 la famille libre x, dont I'image
est V, associons I’application 8 : K’ —> ¥ qui coincide avec ¢ sur K0, 8 est
un isomorphisme. On constate que I’application linéaire attachée a la famille
u(x) peut s’écrire |y = v C #; elle est injective si, et seulement si v est injective,
ce qui se traduit par Ker e = {0}, O

(A titre d’exercice, le lecteur retrouvera ces résultats sans utiliser ¢.)

7° Détermination d’une application linéaire. — THIOREME. — Solent
£ et F deux K-espaces vectoriels, e = (¢,); . ; une base de E, f = (f}), ., une
famille de vecteurs de F, indexée par le méme ensemble [ que e. Alors il existe
une, et une seule application linéaire 4 € L(E, F) qui donne de e I'image f, ce qui
signifie :
Viel ue) = fi.

Cette application est surjective (resp. injective ; resp. bijective) si et seule-
ment si f est une famille génératrice (resp. une famille libre ; resp. une base)
de F.

I1s’agit de rétablir la situation du début du 6° & partir de x, qui est la base e,
et de u(x), qui est la famille f, 'inconnue étant u. Ici ¢ et  sont connues ; de
Y = u © ¢, compte-tenu de ce que ¢ est ici une bijection, on déduit que la
seule solution possible est  © @~ ' ; inversement, il est manifeste que cette
application convient.

La fin de la proposition tient a ce que, ¢~ ! étant bijectif, 1 © ¢~ ! est une
application de 1'un des types surjectif, injectif ou bijectif si, et seulement si
\ est une application du méme type.

Autre démonstration, — Tout vecteur de E s’écrivant, de maniére unique, x = ;e
] i
iel

une solution éventuelle ne peut étre que I'application de £ dans F définie par :

Yo — ¥ oS

iel iel

On vérifie aisément que cette application est linéaire et qu'elle répond 4 la question. La
fin de la démonstration est [aissée au [ecteur,

Application. — 8Si E admet la base (¢)), . ;, alors ’espace vectoriel L(E, F)
est isomorphe 4 F'. En effet, d’aprés le théoréme précédent I’application
u +— (u(e;)); . ; est une bijection de £(E, F) dans F ; on en vérifie aisément
la linéarité.

En particulier si (e;), . ; est une base de E, alors I'espace vectoriel £(E, K),
qui est dit espace dual de E, est isomorphe 4 K'. Notons que si 7 est
fini, K = K" ; comme (d’aprés le 4°) E est isomorphe & KO, un espace vee-
toriel admettant une base finie et son dual sont isomorphes.
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8° Bases canonriques. — Soit I un ensemble guelconque. Dans Pespace
vectoriel K‘P, on définit une famille d’éléments £ = (¢,);.,, en posant

e = ()i, ol §;, désigne Osii # ketlsii=k

(symboles de KRONECKER).
On constate :

V x = (0!5)15;6 K”) o= Z Dt,-sl-

iel
Par ailleurs Y wg; n'est Pélément nul de K" que si: Viel «, =0.
iel
La famille & est ainsi libre et génératrice ; il s’agit donc d'une base de
I’espace vectoriel X ; on dit que ¢ est la base canonique de K™,

CAS PARTICULIERS. — @) Pour 7=N, ={l,..,n}, K s%écrit K"
Nous disposons donc de la base canonique £ = (&), < ; < » Ol £ est I'élément

= %=

de K" dont toutes les composantes sont nulles sauf lai-iéme, qui est 1.

b) L’espace vectoriel K[X] des polyndmes 4 une indéterminée sur K n’est
autre que K™ ; nous disposons donc de la base canonique (X%, _ \.

¢} L’espace vectoriel K[X,, ..., X,] est K™ Nous disposons donc de
la base canonique (X{'...X ), . iyenn

LY

9° Base adaptée 4 une décomposition en somme directe. — THEOREME
DIRECT. — Soient £ un espace vectoriel, e = (¢;); ., une base de E, et
(I < & < ,ume partition de /. On désigne par E, le sous-espace vectoriel engendré
par ¢, = (¢;);  1,- Alors E est somme directe des E,.

— Soit x un vecteur de £. On dispose de I’écriture :
n
x = Y e, dont on déduit I'écriture 1 x = ) ( Y ocie,-).
iel k=1 \i
Cette derniére est de la forme :
n
x= Y x, avec x, € E, pour tout ke N,.
k=1
E est ainsi la somme des E,.

n
— Pour montrer que cette somme est directe, étudions ’égalité ) x, =0
avec x, € E, pour tout k € N,. On peut écrire : k=1

n
X, = 3 Be; dou: 0= 3 x, =3 Be
ielr k=1 iel

Comme e est libre, tous les §; sont nuls. On en déduit : x, = 0 pour tout
keN,. ]
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THEOREME RECIPROQIE. — Soit E un espace vectoriel, somme directe d’une
famille de sous-espaces (£,), < , < ,- On suppose qu’on connait dans chaque E,
une base e,, alors la « réunion » des e, est une base de E.

— Chaque base e, est une famille indexée par un ensemble [,. Quitte
a remplacer [, par un ensemble équipotent, on peut supposer les /, deux a
deux disjoints. On peut alors noter €, = (¢;); ., €t convenir que 1'on appellera

n
réunion des bases e, la famille ¢ = (g));., avec I = U I.
k=1
On a alors immédiatement, pour tout x € £ :
n

x= Y x,avec x,€E pour tout keN,.
k=1

On peut écrire x, = Y oe. On en déduit x = ) we,
ielfg el
Ainsi e est génératrice.

n
Enfinsi 3 oe = 0, en posant x, = 3. «e; on obtient 3y x, =0 avec
iel (eI k=1

x, € E,, pour tout ke N_,

Comme la somme des E, est directe, on en déduit : x, = 0, pour tout
kelN,.

Ainsi o; est nul, pour tout / appartenant & un /,, et donc pour tout f € 1.
La famille e est libre. O

9.2. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Dorénavant, nous travaillons sur des espaces
vectoriels, @ I'exclusion des modules.

Il interviendra souvent des familles finies ; ces~
Sfamilles seront abréviativement appelées « systémes » ;
elles seront en général indexées au moyen de I’ensemble
N, = [l, n], N, désignant .

Rappelons qu'un tel systéme, (x);cn,, @ pu étre
{ identifié (1.2.4) au n-uple (x|, ..., x,).

9.2.1. Compléments sur I’indépendance linéaire

1® PropPOsITION. — Dans un espace vectoriel, une famille composée d’un
vecteur unique est libre si, et seulement si ce vecteur n’est pas nul.

On a vu qu’une famitle dont un vecteur est 0 est liée.
D'autre part dans un K-espace vectoriel £ (mais non dans un module) :

V(x,x)eKxE (ox =0 A x £ 0) = (x=10), O
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LeMME. — Dans un espace vectoriel, une famille est liée si, et seulement
8%l existe un vecteur de la famille qui soit une combinaison linéaire des autres.

— Soit (x;); . ; une famille liée de vecteurs du K-espace vectoriel E ;

il existe une famille non nulle («); . ; de scalaires de X telle que Y xx; = 0.
iel

Soit «, I'un de ceux de ces scalaires qui ne sont pas nuls. On constate, en

utilisant le fait que tout élément non nul d’un corps est inversible :

x,= Y Bx, avec B = —a ()"
i#k
— L’autre partie de la proposition (valable dans un module} a déja été
démontrée. O

2° THEOREME. — Soit e = (g,); . ; une famille de vecteurs d’un K-espace
vectoriel E. Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) e est une base ;
(#) e est une famille génératrice minimale, ce qui signifie qu*aucune sous-
famille propre de ¢ n’est génératrice ;
(i) ¢ wne famille libre maximale, ce qui signifie qu’aucume sur-famille
propre de e n’est libre,
— Prouvons d’abord : (i) <= (if).

e (i) == (ii). Par hypothése ¢ est une base et donc une famille généra-
trice. S’il existait une sous-famille propre de e,

e =(e)i.navec JaoTetJ£IL

qui soit génératrice, 01 pourrait trouver k € I\J ; e, serait une combinaison
linéaire des vecteurs de e’, et donc une combinaison linéaire des vecteurs de e
autres que ¢,. D’aprés le lemme, e serait une famille liée, en contradiction avec
I'hypothése selon laquelle € est une base. O

e (i) = (i). Par hypothése e est une famille génératrice minimale.
Si cette famille était liée, d’aprés le lemme il existerait £ e I tel que e, soit
combinaison linéaire de la famille (¢;); ¢ 71,4, Qui serait génératrice, en contra-
diction avec P’hypothése. La famille e est donc a la fois génératrice et libre. [

—— Prouvons maintenant : (f) <= (Jii)

e (i) == (iii). Par hypothése, e est une base, et donc une famille libre,
Considérons une sur-famille propre de e,

e =(e);cypavec T Jet I#J

Il existe k € J\L. Exprimons e, dans la base e, soit : ¢, = Y e, Il existe

iefl
donc e,, de la famille ¢', qui est combinaison linéaire des autres vecteurs de la
famille '. D’aprés le lemme, e’ est une famille liée. O
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e (iii) = (i). Par hypothése e est une famille libre maximale. Si cette
famille n’était pas génératrice, il existerait x e E\Vect (e). Le sous-espace
Kx @ Vect (e) de E admettrait pour base la sur-famille propre de e obtenue
par addition de (x); celle-ci serait un systéme libre, en contradiction avec
I'hypothése. La famille e est donc a la fois libre et génératrice, O

3° THEOREME. — Seit e une famille finie, de cardinal », d’éléments d’un
K-espace vectoriel £. Alors toute famille de cardinal 4 1, dont les éléments
sont des combinaisons linéaires de e, est liée.

Soit A, la proposition a3 démontrer. Raisonnons par récurrence.

— 4, est vraie. En effet — par convention — la seule combinaison
linéaire de la famille d'éléments de E indexée par @ est 0 ; or la famille cons-
tituée par le vecteur 0 est liée.

— Etant donné m = |, supposons que +t,_, a été prouvée, Soient

m
e=(e)icigm €t a‘_'(aj)!SJSm+l7 avec a; = Z ;€5
i=1

sont nuls, ¢, ne figure dans aucun des a;. D’aprés
= €st liée, et aussi la famille a.

e Si tous les «, ;
wt,,_ 1, lafamille (a}); ¢ ; <

e Dans le cas contraire, 'ordre des vecteurs de a étant indifférent, on peut
supposer «,,, 4+, # 0.

. O, j L o

Pourj e N, le vecteur a; = a; - —=2— a,,,; est combinaison linéaire
am,m-#l

de (ey, ..., e,,— ). D'aprés ot, |, la famille (a}}, < ; <., st liée : il existe des

scalaires B, | < j < m, non tous nuls tels, que

m m
Y. Bsa; =0, relation de la forme Y B,a;+7a,4, =0
. o

i=1 i=
qui montre que la famille a est liée (sans qu’il soit nécessaire d’expliciter y). O
COROLLAIRE. — Si un espace vectoriel £ admet une famille génératrice
finie, de cardinal #, toutes les familles libres de E (et, en particulier, toutes les
bases) sont fihies, et de cardinal au plus égal a ».
En effet s’il existait une famille libre infinie ou finie et de cardinal au moins égal
a n+l, on pourrait en extraire une sous-famille libre de cardinal n+1. (1

9.2.2. Le théoréme de la dimension

1° DEFINITION, — On appelle espace vectoriel de dimension finie tout
espace vectoriel admettant au moins une famille génératrice finie.

Un espace vectoriel qui n’est pas de dimension finie est dit de dimension
infinie.

REMARQUES. — g) Dans un espace vectoriel quelcongue, tout sous-espace engendré par une
famille finie est ainsi un espace vectoriel de dimension finie.

b) Toute famille génératrice d'un espace vectoriel de dimension finie admet une sous-famille
génératrice finie.

Démonstration laissée au lecteur.
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2° Existence de bases dans un espace vectoriel de dimension finie. —
De la définition précédente et du coroliaire du 9.2.1, 3°, il résulte que si un
espace vectoriel de dimension finie admer des bases, celles-ci sont finies. Inver-
sement :

THEOREME DE LA BASE INCOMPLETE. — Soient £ un K-espace vectoriel
de dimension finie, (¢,); . ;, une famille génératrice quelconque, et J — { tel que
{e}); . ; soit une famille libre. Alors il existe un ensemble L vérifiant J < L < 1,
tel que (e;); . . Soit une base de E.

Considérons I = {H|J =« H < [ et (¢;}; . est libre}

JE n’est pas vide car il contient J. Le cardinal de tout H € 3 est un entier
majoré par le cardinal de I'une quelconque des familles génératrices finies de E
(corollaire du 9.2.1, 3°). Il y a donc dans J€ au moins un élément de cardinal
maximum ; soit £oun tel ¢lément. Par hyvpothése (¢)); - est une Fanmdle libre.
Montrons qu'il s'agit d’une famiile génératrice, et donc d'une base. Soit
F = Vect {(¢;); . (). Supposons F # £, Il existe d4u moins un vecteur e,
de la famille (e)); . ;. n'appartenant pas a F (sinon (g;); . ; serait un systéme
générateur de F, en contradiction avec F 3% E). On peut alors affirmer que
F+Ke; est une somme directe, que (¢;);. . ; en est une base, et donc que
Lol est un élément de J. Comme j ¢ L, cette derniére assertion est en
contradiction avec le caractére d’élément de J de cardinal maximum
que posséde L. On a donc F = E, O

COROLLAIRE I. — Tout espace vectoriel de dimension finie a une base finie.
Plus précisément, de toute famille génératrice, on peut extraire une base.

11 suffit d’écrire la famille sous ia forme (e;): « 1 et d appliquer le théoréme précédent
avec J = @, ce qui garantit que (€;); < J est libre.

COROLLAIRE I, — Soient £ un espace vectoriel de dimension finie, / un
systéme libre et g une famille génératrice. Alors on peut « compléter » / en une
base, en utilisant exclusivement des éléments de g.

Soit g’ une sous-famille génératrice finie de ¢ (cf. 1°).
Notons que I est nécessairement fini, et, d’ailleurs, de cardinal au plus
égal a celui de g’(corollaire du 9.2.1, 3°). Posons :
= (edicn, et 9'=(GDjenn-

Pour tout e N, désignons le vecteur g; par e, ;. Nous disposons ainsi
du nouveau systéme :

”
g = (ei)isz+m
qui, comme son sous-systéme g4 est générateur. Nous sommes dans la situation
du théoréme précédent, avec J = N, et I =N, ,. O

C’est de cette propriété que provient le nom de théoréme de la base
incompléte.

3° THEOREME ET DEFINITION, — Dans un K-espace vectoriel £ de dimen-
sion finie il existe des bases; elles sont toutes finies et ont un cardinal commun,
qui est dit dimension de I’espace vectoriel et noté dim £ (ou, en cas d’ambiguité
dimy E}.
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Nous avons déja vu qu’il existe des bases et qu’elles sont finies. Soient
e et f deux de ces bases. En considérant e comme un systéme générateur et f
comme un systéme libre : Card (f) € Card (). En renversant les rdles
Card (e) < Card f. Finalement : Card (f) = Card (¢). O
C’est ce résultat qui porte le nom de théoréme de la dimension.

Cas PARTICULIER : K", dont la base canonique a » éléments (9.1.2, 8°),
a pour dimension #.

REMARQUE. — Tout systéme libre de cardinal p d’un espace vectoriel F de
dimension n peut étre complété en une base de E, en utilisant n-p éléments de E.

On peut en effet appliquer le corollaire 1I du 2° en désignant par g l'in
queicongue des systémes générateurs finis de E.

Cavractérisation des bases. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie n (éventuellement n = 0).

(1) Un systéme libre est fini, a pour cardinal au plus n, et exactement n
si et seulement si ¢’est une base;

(i) Un systéeme générateur a au moins n éléments, et exactement n si et
seulement 5i C’est une base.

Vérification immédiate en utilisant ce qui précede.

4° Exemple : Pespace vectoriel K [X]. Considérons dans I'espace
vectoriel K[X] des polyndmes 4 une indéterminée sur le corps commutatif X,
le sous-ensemble K, {X] constitué par les polynémes dont le degré n’excéde pas
[’entier naturel donné ».

C’est un sous-espace, au titre de partie non vide (0 € K,[X]) et stable
pour les lois de structure. La famille {X;)p<;<, ost visiblement libre et gé-
nératrice, donc base; K,[X] est ainsi de dimension n+1.

Une famille (P)g<;¢, de vecteurs de K, [X], telle que deg(P,) = i pour tout i, est dite

échelonnée en degrés. Une telle famille est libre et c’est donc une base. En effet soit ¥ oP;
i=0

une combinaison linéaire nulle de la famille. Nécessairement x, = 0, sans quoi la combinaison
linéaire aurait # pour degré ; ce résultat acquis, @,., = 0, et ainsi de suite jusqu'a 2, = 0. O

Le lecteur montrera de la méme fagon qu'une famille échelonnée en valuations {Q ) <i<n»
avec val (@) = f pour tout i, est également une base de K, [X].

A titre d’exercice, retrouvons la formule de Taylor (6.4.2), dans le cas oil le corps com-
mutatif K est de caractéristique 0. Soient a un élément de K et £ un polyndme de K{X] dont
le degré n’excéde pas n, ce qui permet d’écrire : P e K, [X], et, en utilisant la base échelonnée
en degrés ((X—a))ocica®

PX)= ¥ a(X—a)
fi=r)
Par dérivations successives {(étant entendu que P9 = P):

VkeNlN, PO(XY = kla,+ (X—a) A, (X),
P&kl (a)

dont on déduit : g, = T+ en faisant X = a. a
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5° Influence du corps de base. — Soient K un corps et K’ un sous-corps
de K. On suppose qu’un ensembie £ a été muni d’une structure de K-espace
vectoriel, qui sera notée Ey, par I'introduction d une addition sur E, et d’une
loi externe K x £ — E. Muni de ia méme addition et de la restriction 4 K'x F
de la loi externe, E devient un K'-espace vectoriel, qui sera noté Ex.. On vérifie
aisément que :

Si une famille de vecteurs de E est liée dans Eg., elle est liée dans Ey | une
SJamille libre dans Ey est donc libre dans Ey..

Si une famille de vecteurs de E est génératrice pour Ey., elle est génératrice
pour Eg.

Supposons maintenant que Eg. soit de dimension finie n’. Alors Ex. admet
un systéme générateur formé de n’ vecteurs de E ; ce systéme est générateur
pour Eg, qui est ainsi un espace vectoriel de dimension finie n, et ona r < n'.
Le lecteur pourra vérifier que tout C-espace vectoriel de dimension # peut étre
considéré comme un R-espace vectoriel de dimension 2x.

Il se peut, par contre, que Ey soit de dimension finie sans que Ej. le soit.

6° Dimensions et applications linéaires. — THEOREME I. — Soient
u € E(E, F) et E' un sous-espace vectoriel de £. Si E' est de dimension finie n,
alors le sous-espace u(£’) de F est de dimension finie #’, telle que #»” < #.

Soit (e,, ..., ;) une base de E’. L’image (u{e,), ..., u(e,)) de cette famille
génératrice de E’ est une famille génératrice de u(E"). O
TaeorREME II. — Deux espaces vectoriels de dimensions finies sont

isomorphes si, et seulement s’ils ont la méme dimension.

~— Transformant une base en une base (9.1.2, 6°), un isomorphisme
conserve la dimension.

— Inversement soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension n.
Ayant choisi arbitrairement les bases e = (e, ..., ¢,) et f = {f}, .... f,} de E
et F, nous avons vu qu’il existe une seule application linéaire  telle que :

Yiel ule) = f;
et que c’est un isomorphisme (9.1.2, 7°). O

CAS PARTICULIER. — Tout K-espace vectoriel est de dimension » si et
seulement s’il est isomorphe a K"

7° Dimension d’un espace vectoriel produit. — ProPosiTION. — Si E
et F sont des K-espaces vectoriels de dimensions finies n et p, alors le K-espace
vectoriel £ x F est de dimension n+p.

Soient e = (&);.n, €t f = (f});cn, des bases de E et F. Associons leur
la famille b = (b)y.n,,, d’éléments de ExF déterminée par :

b; = (e, 0) pour ieN,, b,,; = (0, f) pour je N,
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— b engendre Ex F. — En effet tout élément de F x F s’écrit :

(£,50 £,00)

et encore, en utilisant les lois de structure de Ex F:

A 14

Z a; (e, 0) + Z B;(0, f)

i=1 j=1

— b est base de Ex F. — En effet (0,.0) ne s’écrit sous cette derniére

# P

forme que si Y we, =0et > B,f; =0, ce qui du fait de I'unicité des
i=1 i=1

coordonnées dans les bases e et f, exige la nullité de tous les «; et celle de tous

les 8. O
GENERALISATION. — Si E,, ..., E, sont des K-espaces vectoriels de dimen-
sions finies 7, ..., n,, atlors E; x ... x E, admet #, +-... +#, pour dimension,

Ce résultat s’obtient par récurrence sur k.

COROLLAIRE. — Si la somme des sous-espaces E,, ..., £, de E, de dimen-
P P
sions respectives n,, ..., n, est directe, alors dim @ E; = Z n;.
i=1 i=1

En effet @ E; est isomorphe a [ E,, (4.3.2,2%).
(=1

i=1

Il s’agit par ailleurs d’une conséquence immeédiate du 9.1.2, 9°.

8° Dimension de L(E, F). — THEOREME. — Si E et F sont des K-espaces
vectoriels de dimensions finies p et #, alors le K-espace vectoriel £(E, F) admet
np pour dimension.

Nous avons vu au 9.1.2, 7° que si E admet une base indexée par /, alors
L(E, F) est isomorphe & F'. Ici on peut adopter { =N, ; dot" F! = F?;
L(E, F) est donc isomarphe & F?, dont la dimension est ap, d’aprés la géné-
ralisation précédente. O

AUTRE DEMONSTRATION. — A partir des bases e = (¢,);.n, €t f = (fi}ien,
de E et £, on constitue la famille g = (g,;}; jen,xn, d'éiéments de L(E, F),
en désignant par g,; D'application linéaire de E dans F déterminée par la
condition

YieN, g.;(e) = 8, F; (8, : symbole de Kronecker).

Il s’agit d’une base de £(F, F). En effet, on calcule, pour toute famille
(i, j) —— p,; de scalaires indexée par N,xN,:

VkelN, (_Z_ Biigi)(e) = Zﬁik-ﬁ

— ¥ Big,; n'est Pélément nul de C(E, F) que si les p vecteurs Y, By f;,
iJ ;
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k € N,, sont tous nuls, ce qui, compte tenu de I'unicité des coordonnées
d’un vecteur dans une base, s’écrit :

Y, ke N,xN, By =0.

La famille g est donc libre,

— Drautre part la donnée de 1 € £(E, F) implique celle des coordonnées
dans la base f des images par u des vecteurs de la base e, c'est-a-dire la donnée
de la famille (i, /) — a;; de scalaires indexée par N, xIN, et définie par :

YkeN, ule) =3 oy fi.

On en déduit : u = Y &, g, ce qui montre que la famille g est génératrice. [
L

9.2.3. Sous-espaces d’un espace vectoriel de dimension finie

1* THEOREME. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie # et F
un sous-espace de F. Alors F est de dimension finie p, telle que p < n, avec
égalité si et seulement si F = E.

Toute famille libre de vecteurs de F a pu étre considérée par abus de
langage (9.1.2, 4°d)} comme une famille libre de vecteurs de E; & ce titre,
la famille est finie, de cardinal au plus égal a n.

D’ol1 Pexistence d’un plus grand élément p dans I'ensemble des cardinaux
des familles libres de vecteurs de F, et I'existence d’une famille libre f de
vecteurs de F, de cardinal p. Toute sur-famille propre de f dans F est liée,
a cause de la définition de p; f est une famille libre maximale, et donc une
base de F. O

Sip < n fn'est pas base de Eet F # E;sip = n, fest base de E et
F=F

2° Dvroites et plans. — DEFINITION. — Dans tout espace vectoriel, on
appelle droites (resp. plans) les sous-espaces de dimension 1 (resp. 2).

3° Complément sur les sous-espaces supplémentaires. — THEOREME, —
Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace F"de E admet
au moins un supplémentaire, et pour tout suppiémentaire G de F, on a :

dim F4dim G = dim E.

Soit # la dimension de £, On sait que F est de dimension p < n. Soit
(€)ien, une base de F. D’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe
une famille (e;);.n,\n, de vecteurs de E telle que {e;);.n, soit une base de E.
On constate que G = Vect ((e;);.n,n,) répond a la question; or dim G = n—p.

Par ailleurs tout sous-espace supplémentaire de F dans E est isomorphe
4 ¢ et est, lui aussi, de dimension #—p.
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Naturellement si F = E, on a: N,\N, = & et G = {0}, dont la dimen-
sion est 0. O

CORGLLAIRE. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F un
sous-espace de E. Alors E/F est de dimension finie et dim (£/F) = dim £—dim F.
En effet, G désignant un supplémentaire de F, on sait que E/F est isomorphe
a6 g
EXERCICE. — Reprenant les notations utilisées dans la démonstration du théoréme, nous
allons construire une base de E/F. Appelons ¢ la surjection canonique E — E/F. Au titre

d’image d’un systéme générateur par une surjection, (¢(e));.~, engendre E/F. Dans un systéme
générateur on peut supprimer des vecteurs nuls : il reste (@(e))ien,in,

Drautre part G n Kerg = {0} car Kergp = F et E=F@® G. Donc (@(e));en,in, €5t
une base de E/F.

REMARQUE. — La restriction de ¢ 4 G est un isomotphisme de G sur EfF.

Codimension d’un sous-espace. — DEFINITION. — Soit E un eSpace
vectoriel (pas nécessairement de dimension finie), et F um sous-espace de E.
On dit que F est de codimension finie dans E si, et sezlement si £/F est de dimen-
sion finie ; la codimension de F est alors : codim; F = dim (E/F).

En particulier, si E est de dimension finie : codimg F = dim E—dim F.

Hyperplans. — DEFINITION. — On appelle hyperplan de £ tout sous-
espace de £ de codimension 1.

Dans un espace de dimension finie non nulle n, les hyperplans sont les
sous-espaces de dimension n—1. La question sera reprise au 9.3.3.

9.2.4. Notion de rang

1° Rang d’une famille de vecteurs. — DEFINITION. — Soient £ un
espace vectoriel (pas nécessairement de dimension finie), et x = (x); ., une
famille (pas nécessairement finie) de vecteurs de E. Si le sous-espace de F engendré
par x est de dimension finie r, on dit que la famille x est de rang fini » et on écrit
rgx =r

Le lecteur vérifiera que r est alors le cardinal maximum d’une sous-
famille libre de x.

PrOPOSITION, — Soient 4 € C(E, F) et x une famille de vecteurs de E de
rang fini . Alors la famille x(x) de vecteurs de F a un rang fini r’, tel que »’ < r.
Vect (x) étant de dimension », son image par u est de dimension r’ < ¢ ;
or cette image est engendrée par w(x), d’aprés la propriété du9.1.2, 6°.dy O

2° Rang d’une application linéaire. — Soient E et F deux K-espaces
vectoriels et ¥ une application linéaire de E dans F. Rappelons que le noyau
et I'image de u, qui se notent Im u et Ker u, sont des sous-espaces vectoriels
respectivement de F et de F et que Im u est isomorphe 4 E/Ker » ; d’autre
part :
u injectif <> Ker u = {0} ; u surjectif <= Imu = F.
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Posons maintenant :

DEFINITION. — Soit u € £(E, F). Si 'image de u est de dimension finie r,
on dit que Papplication u est de rang fini et on note rg u = ».

Notons que rg « est alors le rang de I'image par u de toute famille généra-
trice (et, en particulier, de toute base) de E.

Le rang de u est donc fini au moins dans les deux cas suivants :

1%° cas : E est de dimension finie. Alors Ker u et E/Ker u sont de dimen-
sion finie, On a : dim (E/Ker u) = dim E—dim Ker w.

Comme un isomorphisme conserve la dimension (9.2.2 6°), il vient
rg u = dim E—dim Ker u (1)
Ainsi, si E est de dimension finie ;
v injectif <= rgu = dim E. (2)

2¢ cas : F est de dimension finie. Il en est de méme du sous-espace Im »
de F, et

rgu < dim F,

L’égalité correspond a Im u = F. Ainsi, si F est de dimension finie ;

u surjectif <= rgu = dim F. 3

REMARQUE. — Si E et F sont de dimensions finies p et a, on retiendra :
rgu < inf {p, n).

3° THEOREME. — Soient E et F des K-espaces vectoriels (éventuellement

confondus) ayant une dimension finic commune # et soit u € L(E, F). Alors les
six assertions suivantes sont équivalentes :

(a) u est injective {d) u est de rang n
(b) u est surjective (e} u est inversible 4 gauche
(¢) u est bijective (f) u est inversible a droite.

Les équivalences de (d) et, respectivement de (a) et (b) résultent de (2)
et (3) ; elles entrainent ’équivalence de (d) et de (). D’autre part (¢) implique
{(e), et aussi (f), d’aprés lo théoréme du 1.2.3, 5°

Du lemme de ce méme 1.2.3, 5° on déduit : (e) = (a) et () == (b).

En effet Id; étant une injection, et 1dg une surjection : v © u = 1dg exige
u injectif ; u © v = Id; exige u surjectif. O
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REMARQUE. — Les hypothéses de finitude sont essentielles. Soit, en effet, £ = K[X],

u: ¥ aX" — ¥ aX™ est injectif, non surjectif,
re N neN

v: ¥ aX" '+ ¥ (@ +an ) X" est surjectif, non injectif.
ne N nE

D'autre part vou = Idg.
PROPOSITION. — Soient # : £ —> F et v : F— ( des applications linéaires
de K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors :
({) rg (v o u) < min(rg u, rg V).
(i) 8i uest bijectif : rg (v ou) = rg v; si v est bijectif : rg(vou) = rgu.
¢ Im(pou =v(Imu) et Imu — F montrent :
dim (Im (v o)) < dim v(F).
Dou: rg(vow) <rguo.
Si u est surjectif, on a Imu = F. D'ob rg (vouw) = rgv.
e dim p(Imu) < dim (Im &) montre : rg(vow) < rgu.
Si v est injectif, on a dimv(Im#) =dimImu et rg(vou) =rgu
4° Application. — THEOREME. — Soient E' et E” deux sous-espaces
vectoriels de dimension finie d’un méme espace vectoriel E. Alors les sous-espaces
E' N E" et E'4+E" de E sont de dimension finie, et :
dim (E' n E") + dim (E'+E") = dim E' +dim E",
E" ~n E" est de dimension finie au titre de sous-espace de E’.
Considérons u : E' xE” — E, définie par u(x’, x") = x'+x".

Somme de deux applications linéaires de E' x E” dans E (les projections),
u est linéaire; son image est E'+E".

Comme !'espace de départ E'x E” est de dimension finie (9.2.2, 79),
I'image E'+ E" est de dimension finie. On a :
rg y = dim (£' x E")—dim Ker .
Dol : dim (E'+E") = dim E'+dim E” —dim Ker .
Or on ne peut avoir simultanément x”" € £, x” € E” et x' +x” = 0 que si
les vecteurs opposés x” et x” appartiennent & £ n E”. D’otr :
Ker u = {(x, —x) cE'XE" | xeE' nE"}

On vérifie aisément que x —— (x, - x) est un isomorphisme de E' n E"
sur Ker ». Dol la formule. Od

REMARQUE. — On retrouve le fait que la somme E'+E" est directe si
et seulement si
dim (E'+E") = dim E'+dim E”.
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EXErCICE. — Montrer que si E' et E” sont des sous-espaces de codimension finie de
I’espace vectoriel E, alors £'n E” et E' +E” sont des sous-espaces de E de codimension finie
et que l'on a ;

codim (E' n E") 4+ codim (E'+E") = codim E’ + codim E”,

9.2.5. Détermination pratique du rang d’un systéme de vecteurs

Soit @ = (a); < ; < , Un systéme de vecteurs d’un K-espace vectoriel £ de
dimension finie », muni d’une base ¢ = (¢;); < ; < »- On suppose connues les
coordonnées des a, dans [a base e et on cherche le rang de a. On utilise le fait
que Vect (a) ne change pas quand :

— on multiplie I'un des a; par un scalaire non nui ;

— on ajoute & I'un des 4; une combinaison linéaire des vecteurs de a
distincts de a;.

On fait de telies opérations avec le souci de faire apparaitre des vecteurs
ayant le plus possible de coordonnées nulles (ce que nous apprendrons i faire
de fagon systématique au 11.2.3).

EXEMPLE. — Rang du systéme a = (ay, a,, a;, a,) de vecteurs de ©Q°
rapporté a sa base canonigue e = (e, ey, €3, €4, €5).

On donne (cf. premier tableau)
a, = 281+3€2“3€3+4€4+295, vy Qg = 291+462—2€3+3€4+€5.

La disposition des calculs, qui préfigure l'introduction des matrices,
est la suivante :

a | ay| a] ag by| ;| ba| by el eales | dy| dy | ds | ds
e, | 2] 3| 7] 2 2[ o O © 2y 0f 0] 0 2 00| O
e,| 371 6118| 4 31 31 15] 1 3| 3100 3] 310! 0
e |-3|-2([-2[-2 -3 5] 17] 1 -3 5| 8| 2 -3 5| 8| 0
e, 4 5| 7] 3 41-2(-14|-1 4|-2( 4/ 1 4[(-231 4710
es] 21 9| 71 1 2112 O}-1 212160 |15 2112160 | O
On a adopté by = a, €y =b dy = ¢
b, = 2a;,—3a, €y = b, dy, = ¢,
by = 2a;—"Ta, €3 = —b3+5b, dy = ¢4
by, =a,—a, ¢4 = —3b,tbh, dy, =4c,—c;

On obtient : Vect ((a,, a3, as, a4)) = Vect ({(dy, d;, d3))
Or (d,, d3, dy) est un systéme libre car o, d; + o,d; + a3d; = 0 exige :
d'abord a, = 0, puis «, = 0, enfin ay = 0. Ainsi rg (a;, a,, a3, a4) = 3.

Les 4 vecteurs donnés sont liés par une relation que ’on obtient 4 partir
de d, = 0.
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Ona:
—C3+4C4 = 0 M b3”5b2_12b4+4b2 = 0,
ou: —b,+b;—12b, =0; —2a,+3a,+2a;,—Ta,~12a,+12a, =0
ou : 4g,—a,+a;—6a, = 0.
9.3. DUALITE

Nous avons vu au paragraphe précédent que dans
un espace vectoriel de dimension finie, on pouvait
démontrer le théoréme de la base incompléte, qui
entraine existence de bases, ainsi que celle d’'un
supplémentaire pour tout sous-espace. La démonstration
de ce théoréme de la base incompléte est possible
dans un espace vectoriel quelcongue, en utilisant un
théoréme — dit théoréme de Zorn — équivalent a
Paxiome du choix et qui n’est pas au programme
des classes de Mathématiques Spéciales. Or ce théoréme
permet d'obtenir un certain nombre de propriétés inté-
ressanfes, ce que nous ferons parfois, en le signalant
par un trait ¥ dans la marge. Les résultats ainsi signalés
peuvent étre laissés de cdté en premiére lecture.

9.3.1. Notion d’espace dual

1° Formes linéaires et espace dual. DEFINITION. — Soit £ un K-
espace vectoriel. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E
dans K considéré comme espace vectoriel sur lui-méme, L’espace vectoriel
C(E, K) s’appelle espace dual de E. On le note E*.

Notons qu’ une forme linéaire sur E est nulle ou surjective ; en effet son image,
qui est un sous-espace vectoriel de K,est {0}ou K.

Nous avons remarqué au 9.1.2, 7° que si E posséde une base ().,
le dual E* est isomorphe 4 XK', alors que E est isomorphe 3 K.

NoTAaTioN. — Nous noterons x*, y*, etc., les éléments de E*. Pour
x e E et x* € E*, le scalaire x*(x), image de x € E par x* € L(F, K), sera
noté {x*, x>.

REMARQUE. — Quand nous notons x* un élément de E*, il n’y
a aucune raison que cet élément soit a priori associé & un élément
x de E. Il peut naturellement se faire qu’en certains cas il en soit ainsi
(cf. notation d’une base duale). Le contexte doit permettre d évi-
ter toute confusion.
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PROPOSITION, — Soient £ un K-espace vectoriel et £* son dual. L’appli-
cation de E* x E dans K définie par (x*, x) —— { x*, x > est bilinéaire ; elle
est dite « crochet de dualité »,

La linéarité en x ne fait que traduire, pour x* fixé, la linéarité de
x* : E— K. La linéarité en x* n’est autre que la définition des opérations
dans {’espace vectoriel E*.

2® THEOREME ET DEFINITION 1. — Pour tout x € £, ’ensemble :
xt = {x*eE* | {x* x> =0}
est un sous-espace vectoriel de £*, appelé sous-espace orthogonal de x.
Plus généralement, pour toute partie 4 — E, 1’ensemble :

Al = {x*cE¥ | Yaed {(x* a)=0)}
est un sous-espace vectoriel de £*, appelé soms-espace orthogonal de A.

— En effet, pour x fixé, x* est le noyau de |’application linéaire
p M Pp

x* — < x* x> de E* dans K. Quant 4 A%, c’est I'intersection A = ﬂ at.
ac A
Prorposition [. EY = {0}.

La seule forme linéaire sur £ qui donne 0 € K pour image de tout vecteur
de E est la forme nulle (qui est 0 ¢ E*), O
THEOREME ET DEFINITION II. — Pour tout x* < £*, Pensemble :
(" = {xeEjx* x) =0}

est un sous-espace vectoriel de £, appelé sous-espace orthogonal de x*,
Plus généralement, pour toute partie 4* < E£¥*, I’ensemble :

(A%9)° = {xeE|Va*c A* (a* x> =0)

est un sous-espace vectoriel de £, appelé sous-espace orthogonal de A*.

— C’est le théoréme « dual » du précédent. La démonstration est
analogue.

REMARQUES., — Nous notons différemment (x*)* et (x*)® pour éviter toute ambiguité. En

effet (x*)* désigne 'orthogonal de x*, qui est un sous-espace du dual de E*. Nous verrons
qu'en dimension finie ces difficultés disparaissent.

ProposITION I1. (E*)° = {0}. — Nous devons montrer que, pour tout
x € E\{0}, il existe dans E* une forme linéaire x* telle que {(x*, x> # 0.
Pour cela, utilisons le théoréme de la base incompléte : il existe une base
(€);.; de E telle que x = e,. Définissons e} € E¥ comme ['unique applica-
tion linéaire de E dans K, telle que

Yiel ef(e) =6y (symbole de Kronecker)

ey répond a la question puisque e; (x) = 1.

(En dimension finie, on montre (E*)® = {0} sans utiliser axiome du
choix (9.3.6, 29).
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9.3.2. Orthogonalité

Soient E un K-espace vectoriel et £* son dual.
1° DEFINITION, — x* € E* et x € E sont dits orthogonaux si et seulement si
{x* x5 =0

11 en résulte que x' est I'ensemble des éléments de E* orthogonaux a x,
et (x*)? I'ensemble des éléments de E orthogonaux a x*,

EXTENSION DE LA DEFINITION DE L'ORTHOGONALITE, — Les parties
A* < E* et A < E sont dites orthogonales si et seulement si :

¥V x*ecA* VxeA {x*,x%=0.

— Autrement dit, A* et A sont orthogonales si et seulement si : A* o A%,
ou encore si et seulement si: A < (4%)°

2° Propriétés de orthogonalité.
Alors :

a) Solent A et B des parties de E.

(A = B) = (B* < 45).
En effet, si A < B et si x* € B', x* est orthogonal a tout vecteur de B
et @ fortiori 4 tout vecteur de A. O
b) Vect (A) étant le sous-espace de E engendré par A, on a .

At = (Vect (M),

— En effet, comme A < Vect (4), ona : (Vect (4))" < A%

— Inversement, soit x* € A' ; x* est orthogonal A tout élément de 4 ; on
en déduit que x* est orthogonal & toute combinaison linéaire d’éléments de A,
et donc 4 tout élément de Vect (A) ; d’olt x* € (Vect (4))T et AL = (Vect (A))-

O
¢) Pour toute partic Ade E: A = (AY)°.

En effet, d’aprés la définition de A%, tout a & A est orthogonal 3 tout
a* e A', et appartient ainsi a (44)°. O

d) Le lecteur formulera et démontrera les propriétés duales.

9.3.3. Hyperplans

1® Rappelons :

DEFINITION. — On appelle hyperplan d’un espace vectoriel tout sous-espace
de codimension |,
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2° THEOREME. — Soient E un K-espace vectoriel et H un sous-espace
de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) H est hyperplan de E

(i) H est le noyau d’une forme linéaire non nulle

(@ii) 11 existe une droite D de E telle que H @ D = E.

({) ==~ (ii). Par hypothése H est un hyperplan, ce qui signifie que E/H est
de dimension 1, ou encore qu’il existe des isomorphismes E/H — K ; soit u

I'un d’eux ; @ désignant la surjection canonique £ -»> E/H,on auo @ € E*;
u étant un isomorphisme, Ker (¢ 0 @) est Ker ¢, c¢’est-a-dire H.

Enfin, w© ¢ n'est pas la forme nulle sur E, sans quoi son noyau
serait £; or codim H = 1 exige H # E. O

{if) == (iii). Par hypothése H = Ker x*, avec x* e E*\{0}. Comme x* £ 0,
il existe ac E tel que <x*, a> # 0, c’est-d-dire a ¢ H. Désignons par D
la droite vectorielle Ka. Ona H n D = {0}; la somme H+ D est done directe ;
montrons que H@ D = E.

Pour cela cherchons a écrire tout vecteur x € E sous la forme
x=h(x)+oa(x)a, avec A(x)e H et a(x)ekK.

En prenant les images des deux membres par x*, compte tenu de la
nécessité d’avoir
<x* h(x)> =90,
on constate que la seule possibilité consiste a adopter
* *
x¥, x xT, X
X g m g S
x*, a) % a
On vérifie ensuite que, pour tout x € E, on a l'égalité

X = (x _Ma) + &F X a
x*, a) (x*, @)

a(x) = a.

qui fait apparaitre x comme la somme d’un vecteur de H et d’un vecteur
de D. ]

REMARQUE. — Si on admet I'existence d'un supplémentaire D pour H,
le résultat est immédiat. En effet D est isomorphe 4 E/H = E/Ker x* (4.3.3,29)
donc 4 Im x* (4.2.3,2°) qui n’est autre que K, puisque x* # 0, Donc D est
une droite.

(iii) = (i). Par hypothése, il existe une droite D telle que H et D soient
supplémentaires dans E. On sait que, dans ces conditions, EfH est isomorphe
4 D, et donc de dimension |, H est ainsi un hyperplan. O
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3° Equations d’un hyperplan H. — Soit H un hyperplan du K-espace
vectoriel E. Nous avons vu qu’il existe des formes linéaires (non nulles néces-
sairement) dont H est le noyau. Soient x* et y* deux telles formes. En reprenant
atH, D= Ka, E=H @ D, on constate que la forme linéaire y* — 1x*, ou
A= y* ad/{x* a), annule sur H, sur D, et donc sur E; d’ou y* = Ax*.

A = {x*e E*H = Ker x*} est ainsi une droite vectorielle amputée de 0,
et il est clair que H- = AU {0z}

En d’autres termes H* est une droite vectorielle de £*. Pour tout élément
non nul x* de cette droite, <x*, x> = 0 est une condition nécessaire et
suffisante pour que x € E appartienne & H, On dit que <x* x> =0 est
une équation de H, les autres équations de H étant alors <Ax* x> =0,
A #£ 0.

4° Rang d’un systéme (H,\), . n,, dhyperplans (m > 0). — Soit {x;, x> = 0
une équation de H, . Dans E*, le rang r du systéme d’éléments nonnuls (x}, ..., x5)
ne dépend pas du choix des équations (la dimension de Vect ({x], ..., xX)
ne change pas quand on remplace les x} par des A, x;, 4, # 0). On dit que
r est le rang du systeme (H,, ..., H,); le systtme est dit libre si r = m.

9.3.4. Bidual

DEFINITION. — On appelle bidual de I’espace vectoriel E, ’espace dual
de E* ; on le note E**,

A la dualité entre E* et E** est donc associée une forme bilinéaire
E** x E* — K, ou crochet de dualité. On peut le noter

(x**, x*) F—— <& x**, x* >,

En pratique, par abus de notation, nous le noterons en général {x**, x*>.
Les éléments qui y figurent n’appartenant pas aux mémes espaces, il n’y a pas
de risque d’ambiguité avec le crochet de dualité E* x £ — K.

Pour x € E donné, "application x* —— {x*, x> est lindaire : c’est un
élément de E**, que nous noterons £.

% est donc défini par :
Vx*eE* (& x* = {x* x.

THEOREME. — L’application ¢ : E — E** telle que y(x) =% est
linéaire ; on ’appelle application linéaire canonique de £ dans E**.

Pour tous (x,, x,)€ E* et x*€ E*, nous avons :

Xy + X5, ¥* D = {x*, Xy + X3 0 = (X% x>+ (x*, x50
=X, X+ (X, X*¥ 0= (X + %5, x*)
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T Vix;, x)€EX X, + X5 = %, + X,
On montre de méme : Y(o, x)e K x E X = ak. O

Nous démontrerons au 9.3.6, 3°, que Dapplication  : E -»> E** est
injective (et donc bijective) lorsque E est de dimension finie.

La démonstration de I’injectivité restera valable en dimension infinie ;
la proposition (E*)® = {0}, qu’elle utilise, est alors une conséquence du
théoréme de Zorn. Notons que y n’est pas bijective en dimension infinie.

9.3.5. La transposition

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie ou infinie.
1° Application transposée. — THEOREME ET DEFINITION. — Soit :
ueb(E F).
L’application u : F* — E* définie par :
Yy*eF* wy*) = y*ou n
est linéaire. On 1’appelle application transposée de u.

Le lecteur vérifiera sans difficulté

Y (i, v e (FY? u(yy +y3) = u(y) + u(y3)

Y(x y)eKxF* Yu(ay®) = a'u(y*). a
REMARQUE. — La relation (1) s*écrit ;

Vy*eF* VxeE (u(3))®) = y*u()]
c’est-a-dire
C¥xeE Yy*eF* (u(p), xy = F, u(x)). )

C’est sous cette forme qu’il est commode de retenir et d'utiliser la définition
de 'u. En effet 'y est la seule application w: F¥ — E* telle que

YxeE Vy*eF* ({w(*), x) = ux)).

2° Transposition. — THEOREME ET DEFINITION. — L’application u+——"u
est une application linéaire de £( E, F) dans C(F*, E*) ; on Pappelle transposition,

Vérifions d’abord : “(u+7v) = ‘u+'o, c’est-d-dire :

Vxek Vy*eF* {((utv)(y*), xp = {(u+"0) ("), %
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Le premier membre qui est, par définition de {u+v) : {¥*, (u+v) {x)) prend
successivement les formes :

¥ ulx)+o(x)) ; ¥ ulx)+ %, v(x)

Cu(y*), x>+ Co(*), x> 5 Cu(*)+ (), D
et enfin : {Cu+T0) %), xD. g
On vérifierait de méme (o) = o',

REMARQUE. — Si ‘u = 0, nous avons, pour tout xe E:
Vy* e F* % ulx) =0

et donc w(x) = 0 (résultat obtenu au 9.3.7, en utilisant le théoréme de
Zorn); u est nulle. La transposition est ainsi une injection.

3° Propriétés de la transposition. — a) Pouyr rous u € £(E, F} et

vel(F,G): wou ="uo'n
Eneffet YxeE Vz*te G’;‘ oo (%), x> = (2%, (o u) (x>
Or <z*, o[u(¥D = (o), ux)y = {ulvE@)], X

b) ‘Idg) = Id;. (ici E = F).

En effet:

VyreEr  Idp (%) = y*oldg = p*
c) Si ueL(E, F) est bijective, alors ‘u € L(F*, E*) est bijective et
‘W = (w7
En effet comme uou™' =Idp et u 'ou = Idg on a ‘wo'(u™!) = Idz.
et ‘(u”") o'y = Idp.. Donc 'u est bijective et (u™*) = (u)~.
d) TaeoreME 1. — Seit uel(E, F). Alors Ker('u) = (Im )"

En effet, pour tout y* € F* : y* € Ker ("'u) <> "u(y*) = 0.

Mais par définition ‘u{y*) est nul si et seulement si Yxe £ <{'u(y*), x> =0,
ce qui s’écrit {¥*, u(x)> = 0. Donc on a y* € Ker (‘u), si et seulement si p*
est orthogonal a tous les éléments de la forme u(x) avec x € E, autrement
dit si et seulement si y* € (Im w)*. O

1

COROLLAIRE. — Si u est surjective, alors ‘u est injective.
En effet si Imu = F, alors (Im )t = {0} et "y est injective.
La réciproque est vraie : la démonstration est laissée en exercice au
lecteur, Indications : supposer u non surjective, Im u # E. En utilisant

le théoréme de la base incompléte, construire un hyperplan / de E contenant
Im u. C’est le noyau de x* # 0. Conclure.

De méme on peut montrer : Im ‘u = (Ker u)*.
(Cf. exercices 9.19).
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TutoreME II. — Soit H un sous-espace de E; on a (E/H)* =~ HL,

Soit ¢ : E— E/H la surjection canonique; ‘¢ est donc une injection de
(E/H)Y* dans E*; (E/H)* est donc isomorphe au sous-espace Im(*p) de E*. Nous
allons montrer : Im(*p) = H*.

— Soit ¥ = Te(x*) ol x* e (E/H)*
YxeE (7 x = (olx®), xp =55 px).
Donc xeH = ¢(x) = 0 = {(y*, x) =0, d'ou y* eH".
Ainsi : Im (‘p) = H-.
— Réciproquement soit y* € H*; alors H< Ker y*.

Etant donné X € E/H, nous remarquons que — a cause de H < Ker y* —
le scalaire p*(x) ne dépend pas du choix du représentant x de X, ce qui permet
de poser x*(X) = y*(x). On définit ainst une application linéaire
x*: E/H ~> K telle que y* = x* o ¢, donc y* = ‘@(x*), ce qui montre
Ht = Im{'op). [

COMPLEMENT. — Pour que u € L(E, F) soit de rang fini, il faur et il
suffit que 'u soit de rang fini, et alors rgu = rg'u.
Le résultat précédent, appliqué & H# = Keru, donne :
(E/Ker u)* = (Ker u)*,
et, comme (Ker u)* = [m u (cf. exercice 9.19) : (E/Ker u}* ~ Im'u. [
PROPOSITION. — Soient y/; et ¥y les applications canoniques £ — E**
et F -—> F** Alors, pour tout u € L(E, F), élément '(‘u) de L(E** F**)
vérifie :
(woyg=yrou
On a, pour tout xe E et pour tout y*e F*:
() We(x)), y*> = Pe(x), () = (u(p*), x

= %, u(xp = yrx)), y*>
On en déduit : 'Cu) o g = Yy O O

4° THEOREME DE BIORTHOGONALITE. — Sofent E un K-eSpace vectoriel de
dimensiou finie ou infinie, F et G* des sous-espaces de E et E*.

a) Pour que dim F* < + oo, il suffit codimg F < + oo, Alors :
dim F* = codimg F. (3)
b) Pour que dim G* < + co, il faut et il suffit codimy; G*® < + o0. Alors :
dim G* = codim; G*° et G* = (G*%)L. 4)
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a) On a: (E/fF)* = F. En outre dim(E/F) < + o entraine
dim(E/F)* < + oo avec égalité des dimensions (9.3.6,1°). (|

b) Supposons codimy G*° < + . Daprés a) avec F = G*°:
dim(G*%)* < + oo, et, compte tenu de G* = (G*%)*, dim G* < + 0.

— Supposons dim G* < + oo, Eliminons le cas trivial G* = {0}. Soit
(ef, .., e¥) une base de G*. L’application u:x +—— ({ef, xD, .., (e, x7)
de E dans K“ est visiblement linéaire, de noyau G*°, et Im u = K4

On a : dim(Im u) < ¢ < + o, Im u = E/Ker u(4.2.3,2°) et Ker u = G*°.

Dot : codimg G*° = dim{Im o) < ¢ = dim G*.
En utilisant a),avec F = G*°,il vient : dim(G*%)* = codim; G*® < dim G*,
ce qui, compte tenu de G* < (G*9)*, entraine (4). O

REMARQUES. — a} Si dim G* = + oo, il peut arriver que G* # (G*°)-.

b) On a toujours (FH° = F, mais, dans le cas dim £ = + oo, la démonstration utilise
(E*)° = {0}, ct donc P'axiome du choix.

¢) On retrouve : U'orthogonal d’un hyperplan de E est une droite de E*.

CorOLLAIRE. — Un systéme (xF, ..., x7) de formes linéaires sur un K-espace
vectoriel E est libre si, et seulement si Papplication :
u:E— K7 xv+—— ({x}, x> ., (x5, x>)
est surjective.
Comme ci-dessus, u est linéaire, de noyau G*°, o1l G* = Vect((x}, ..., x}),
et 'on a : dim(Im #) = codim; G*® < + oo, ce qui permet d’utiliser (4).
Dou : rg u = dim({Im ») = dim G* = rg((x}, .., x})). O

9.3.6. Dualité en dimension finie

Dans tout ce paragraphe, F et F désigneront des K-espaces vectoriels
de dimension finie.

1° THEOREME. — Un espace vectoriel de dimension finie etvsom dual ont
la méme dimension,

On utilise E* = £(F, K) ¢t dim £(E, F) = dim Exdim F, O

2° Base duale, — Soit (e, ..., e,) une base de E. Une application

lindaire étant déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une base, nous
disposons de la famiile (e*, ..., ¢¥) d’éléments de E*, e étant définie par :

VjeN, <(ef,e» =208, (symbole de Kronecker).
n
Montrons que cette famille est libre. Pour cela supposons Y. el = 0.

i=1
On en déduit
VieN, (Y ael, e =0; quisécrit:VjeN, o =0. 0
i=1

i
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Famille libre de cardinal » dans un espace vectoriel £* de dimension n,
(e}, ..., e7) est une base. Elle est dite base duale de la base (e,, ..., e,) de E.

ReMarQUE. — Une base (e, ... e,) étant choisie dans E, on peut définir u € L(E, E*) par
u(e) = €. On obtient ainsi un isomorphisme de E sur E*. Mais i/ n’est pas canonique, en ce
sens qu'il dépend du choix d'une base dans E. On démontre qu'il w’existe pas d’isomorphisme
canonique de E sur E*, « canonique » étant compris au sens de « ne dépendant que de la structure
d'espace vectoriel ».,

PROPOSITION. — Si £ est de dimension finie, Porthogonal (£*)° de E*
dans F est réduit a {0}.

Pour cela montrons que si x € £ est non nul, il existe x* € B* tel que
(x*, x> # 0, ce qui donne : x ¢ (E*)°. 1! suffit de considérer (x) comme une
famille libre & un vecteur et d’en déduire une base (¢, = x, e;, ..., ¢,) par le
théoréme de la base incompléte. On a alors {e¥, x> = 1. O

3° THEOREME. — L'application canonique  d’un espace vectoriel de
dimension finie dans son bidual est un isomorphisme.

Comme dim E = dim E* = dim E**, il suffit de montrer que I’applica-
tion linéaire ¢ est injective, Cherchons son noyau.
Soit x € E tel que £ = f(x) soit I'élément nul de E**. C’est que :
Yx*eE* (£ x* =0 ouencore: Vx*efFL* (x* x>=0
On en déduit x € (E*)°, donc x = 0. O
Ce théoréme permettra d’identifier un espace vectoriel E de dimension finie
et son bidual E** : il faudra cependant vérifier que cet isomorphisme est
compatible avec les notions introduites parallélement sur E et E*. C’est dans
cet esprit que nous allons montrer la possibilité d'identifier une base et la

duale de sa duale, une application linéaire et la transposée de sa transposee,
un sous-espace et ['orthogonal de son orthogonal.

Le lecteur vérifiera de méme que, sion identific Eet E** | la dualité | de E *
vers E ¥* coincide avec la dualité 0 de E ¥ vers E.

ProPOSITION 1. — Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. L’appli-
cation qui & toute base de E associe sa duale est une bijection de P’ensemble des
bases de E sur I’ensemble des bases de F*.

Soient e* une base de E*, et e** la base de E** duale de e*.
— L’isomorphisme ¢~ ! transforme e** en une base ¥ ~' (e**) de E,
qui admet e* pour duale. En effet, pour tout (i, j) € N7 :
(ef*, ef> = &; etdonc  ef, ¢ (™) = 6y
— Soient e et ¢’ deux bases de E admettant e* pour duale. On coustate :
PR 2 '
v (l’ J) € Nn <e;!‘: ei_ei> =0
Pour chaque i e N,, le vecteur ¢;,—e; de F est orthogonal & tout vecteur
de la base e* de E* ; il est donc orthogonal 4 E*, et, par suite, nul. Ainsi
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e = ¢'. En conclusion, une base de E* est la duale d’une base de E et d’une
seule. O

On peut donc parler des bases duales ¢ et e* de E et E*, et identifier
la base e et la duale de sa duale.

ProrosiTioN II. — La transposition est un isomorphisme de L{E, F) sur
L(F*, E*).

Soient u e L(E, F), 'ue L(F* E*), et '(‘'u) € L{E**, F**),

Onavuaun® 935 3° (‘oY =yrou

Ici ¥z et W, sont des isomorphismes. Donc : '(u) = Yy 0u Ozt

En d’autres termes o € L(F*, E*) est la transposée d’un et d’un seul
élément de L(E, F) a savoir Y5 0o yp. O

On peut donc identifier u et *(‘u).

ProrosiTiON 1II. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie, E*
son dual.

Pour tout sous-espace F de £, on a :

(B dim F+dim F* = dimE et F = (FY)° 2
Pour tout sous-espace G* de £*, on a :

3 dim G*+dim G*° = dimE et G* = (G*°)* 4

Les égalités (1), (3) et (4) s’obtiennent en utilisant le théoréme du 9.3.5,4° dans le cas particulier
dim E < + o0
Voici une démonstration directe de la proposition IIL

— Soit e = (eq, ..., €,) une base de E obtenue en complétant (par le
théoréme de la base incompléte) une base f = (e, ..., e,) de F, (p < n).

Désignons par (e}, ..., €;) la base de E* duale de E.
Tout x* € E* scrit : x* = Y oef.
i=1

x* est élément de F* si et seulement s’il est orthogonal & tout vecteur de
F (il est alors orthogonal & tout vecteur de F) ce qui s’écrit :

VjieN, [()_:1 e, ej)]= 0
ou YielN, o; = 0.
Finalement F* admet pour base (e}, -.., er). Dot (1).

— Soit €* = (e¥, ..., ¢*) une base de E* obtenue en complétant une
base g* = (e}, ...,€]) de G* (g < n). Désignons par (e, ...,¢,) Ia base
de E dont e* est la duale. En raisonnant comme ci-dessus, on montre que
G*°® admet pour base (e 4, ..., €,). D'ol1 (3).
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— On a déja établi F < (FY°. On éerit (1) et (3), avec G* = F*, et
par différence, on en déduit : dim (FH° = dim F. D’ou (2).
— On prouve (4) de 1a méme fagon. |

Par ailleurs on vérifie aisément que {F*), qui est un sous-espace de E**
s*écrit Y((FH?). D'on (FYHY* = ¢(F), ce qui permet d’identifier F et (F4)*.

COROLLAIRE I. — L’application F —-» F' est une bijection de I’ensemble
des sous-espaces de E sur I’ensemble des sous-espaces de E* ; cette bijection
est dite dualité.

Les caractéres injectif et surjectif de cette application résultent respective-
ment de (2) et (4).

CoROLLAIRE II. — Soient £ et F des K-espaces vectoriels de dimension
finie. Une application linéaire u de E dans F et sa transposée ont le méme rang.

Le rang de *u, qui est la dimension de Im ‘u, vérifie :
rg'u = dim F* — dim Ker ‘u.
Nous avons montré (n° 9.3.5, 3°) : Ker ‘u = (Im w)*.

D’aprés le théoréme précédent :
dim (Im )* = dim F — dim (Im #).

Compte tenu de dim (Imuz) =rgu et dim F* = dim F, on obtient
rgfu = rgu. |

REMARQUE . — Comme nous I'avons vu au .3.5, 3%, le corollaire II s’étend a des espaces
de dimension infinie, mais la justification exige alors I’axiome du choix.

4° Equations d’un sous-espace. — Soient E un K-espace vectoriel de
dimension n > 0, et F # E un sous-espace de dimension p(l < p < n); F* ast
un sous-espace de E* de dimension n — p 2 1; il existe des systémes générateurs
de F* formés de formes linéaires non nulles; soit (x¥, .., x%), avec natureliement
m = n -~ p, 'un quelcongque d’entre eux. On peut écrire :

F={xeE|VieN, {x¥, x)>=0}
et dire que les { x¥, x > = 0 constituent un systéme d’équations de F.
D'autre part F = (| H;, ou H; est I'hyperplan Ker x}.
i=1

— Pour tout hyperplan H de E, F = H équivaut 4 H' = F! (4 cause de
(HYHY? = Het (FYY® = F). Les hyperplans de E contenant F sont donc les Ker x*,

x*e F\{0}, i.e. les hyperplans d’équations } A4, {x¥, x> =0
i=1
— Naturellement, dans la pratique, on s’efforcera d'utiliser une base de
FXm =n — p).
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e Inversement m hyperplans H,, .., H, de E ont pour intersection un
sous-espace de E de dimension » — r, o1 7 est le rang du systéme (H,, .., H,)
défini an 9.3.2,4°,

9.4. MATRICES

9.4.]. Notion de matrice. Matrice d’une application linéaire

1° DEFINITION. — [ et J étant deux ensembles finis non vides, on appelle
matrice de type I'xJ a éléments dans ’ensemble E, toute application de IxJ
dans E, ¢’est-a-dire toute famille d’éléments de E indexée par Ix J,

L’image de (i, j) sera notée a;; et la matrice M : (i,j) —— «;; sera notée
M = [Gfij]i el, jelJ

Dans la pratique on supposera /=N, et J =N, et on parlera de

matrice de type (n, p). On représentera alors une matrice M = [, n,. je N,
par un tableau rectangulaire ;

g F1a o dlp

Xzp Hzz - Hzp

en convenant que I'image du couple (i,/) eIN,xIN, est 1’élément situé 2
Iintersection de la i-i¢éme ligne et de la j-iéme colonne.

Plus généralement, si T et J sont des ensembles totalement ordonnés
on peut représenter la matrice par un tableau en rangeant les i e J dans
I’ordre croissant de haut en bas et les j € J dans I’ordre croissant de gauche a
droite. En fait si les indices sont notés de telle sorte que iy < ... < i, et
J1 < .. <j, une telle représentation revient 4 réindexer les coefficients en
composant les deux applications :

(k1 h) [ (iksjix) et (15’) — O:I'J"

On peut donc toujours se ramener au cas [ = IN_ et J =N,

NotaTioN. — L’ensemble des matrices de type (n, p) & coefficients dans
E sera noté AMog(n, p), par dérogation avec la notation générale, qui voudrait
qu’on le désigne par ENnxNp,

S’il n’y a pas d’ambiguité, on peut se dispenser d’écrire I’indice E.
On dira : {(n, p) matrice, ou matrice (n, p) pour matrice de type (n, p),
— E-matrice ou matrice sur £, pour matrice i éléments dans E.
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2° Sous-matrices. — DEFINITION. — Soit M une E-matrice de type 7% J,
on appelle sous-matrice de M (ou matrice extraite de M) toute restriction
de MAI'xT avecl' cJetJ < J,(I' + @, J # Q).

En pratique on obtient une sous-matrice de M en supprimant dans M
un certain nombre de lignes et de colonnes.

Lorsque I = N, et J =N, les sous-ensembles I’ et J' sont totalement
ordonnés (par 'ordre induit) ; en appliquant la remarque ci-dessus, on peut
réindexer la matrice par N, xN,., mais ce n’est pas indispensable.

CONVENTION. — Si on éerit :

il est entendu que cela désigne la matrice indexée par Ny xIN, qui a (i, /) associe 1’élément sur
la i-iéme ligne et la j-idme colonne. En écrivant :

P= [“, ‘,]
a [

on obtient une sous-matrice de M qui peut &tre réindexée par N, x N,.

Il s’agit 13 d'une généralisation de la convention qui a consisté a noter (g, b, ..., ) la
famille indexée par N,, par laquelle 1, 2, ..., n ont respectivement pour images &, b, ..., L.

Matrices-lignes, matrices colonnes. — DEFINITION, — On appelle matrice-
ligne (resp. colonne) toute matrice de type IxJ telle que Card (7} = 1 (resp.
Card (J) = ).

3° Matrices carrées. — DEFINITION 1. — On appelle matrice-carrée
toute matrice de type IxI.

Dans une telle matrice [o;;], la famille (x;;);; est appelée diagonale; ses
éléments sont dits éléments diagonaux de la matrice.

Lorsque I = J = N,, on parle de matrices carrées d’ordre n. L’ensemble

des matrices carrées d’ordre » sur un ensemble E se note Mg(n), au lien
de Mp(n, n).

DEFINITION II. — On appelle matrice triangulaire supérienre (resp.
inférieure) toute matrice carrée d’ordre n, [«;;], sur un groupe abélien, telle que,
0 désignant 1’élément neutre du groupe :

YU NDeN} (<i=—>oy=0) [resp.(i <j —> o =0)]

DErFmvITION III. — On appelle matrice diagonale toute matrice 4 la fois
triangulaire inférieure et supérieure, autrement dit toute matrice carrée d’ordre n,
[2;;], sur un groupe abélien, telle que :

V(i HeNZ i#j = o;=0.
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Une telle matrice s’écrira : diag (otq 1, -y %pa)-

DErmaTion IV, — On appelle matrice scalaire toute matrice diagonale
dont les éléements diagonaux sont égaux.

4° Matrice d’une application linéaire, — Soient E et F deux espaces
vectoriels sur un méme corps K, de dimensions finies respectives p et n
(p > 0 et n > 0), munis de bases (') e = (e, ..., e,) et f=(f, .., f)

Tout vecteur x € E s’écrit, de maniére unique :

P
X = z éjej.
=1

De méme tout vecteur y € F s’écrit de maniére unique :
n
y= 2 nf.
i=1

Considérons maintenant u € £4(E, F), et proposons-nous d’exprimer les
coordonnées de 'image y de I’élément x de E, en fonction des coordonnées
de x.

Le vecteur u(e;) s’écrit dans la base f:

u(e;) = i; ay Sis (1<j<p 1)
L4 14
Dol : u(x) = u ( ¥y cf,-e,-) =Y &,u(e;)  (linéarité de u).
i=1 i=1
On en déduit u(x) = i & i o fi
i=1 =1
et u(x) = i i o i S (distributivité).
==t

Ensuite la commutativité et ’associativité de I’addition dans F permettent
d’écrire :

(*) Nous utilisons des lettres renforcées pour représenter les bases, et aussi les vecteurs
qui les composent.
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i P
u(x) = Z Z %;iéi ki

i=1j=1

" P
soit ; u(x) = Y | 3 oy ;)f.
i=1 \j=1
L’unicité de la décomposition de y dans la base f permet d’écrire :
P
ViENn fh= ‘ZICCU i (2)
i=

REMARQUE. — Nous avons un pen détaillé le calcul qui précide, ce que nous ne referons
plus dans la suite. Ce genre de calcul est trés courant en algébre linéaire et il importe de bien
savoir manipuler les symboles I et les indices.

Les formules (2) sont appelées traduction analytique de application
linéaire 1. On constate que pour écrire ces formules, il suffit de connaitre la
famille (o;); ¢ n,, jen,» Qui est une matrice. Ceci nous conduit & la définition
suivante :

DEFINITION. — Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions
p>0etn >0, eet fdes bases de E et F, enfin v une application linéaire de E
dans F. f

On appelle mairice représentative de » dans les bases ¢ et f, et on note
Mat (u ; e, f), la matrice [o;;] € My(n, p) déterminée par :

VjieN, u(ej)=‘§1a”f,-.
REMARQUE. — On peut aussi définir a;; par : o;; = {f*, u(e;)>.

Dans la pratique, on retiendra que les éléments de la j-iéme colonne
de la matrice sont les composantes, dans la base f, de I'image par  du j-iéme
vecteur de la base e, selon le schéma :

u(ey) ... ule) ... ule)

Ugg e “11 van ozlp fl.
a.zl asn a-zj ree a%p j:z
Mat (u; e, f)=1": : R
[ FF RPN a;j o aip f;
|_“l|l S SRS {I"p_ fu




318 ALGEBRE LINEAIRE 9.4.1

THEOREME. — Les bases ¢ et f des K-espaces vectoriels E et F étant choisies,
u —— Mat (u; ¢, f) est une bijection de £ (E, F) sur M (n, p).

Etant donnée la matrice M = [o;;] de My(n, p), cherchons u € £4(E, F)
tel que M = Mat (u; e, f), ¢’est-a-dire tel que :

n
VjeN, u(e’,-)=.z1 o; fi-

On sait (9.1.2, 7°) qu’une application linéaire est déterminée de maniére
unique par la donnée des images des vecteurs d’une base de P'espace de
départ ; on obtient donc une, et une seule application u. O

On rotera que, dépendant du choix des bases, cette bijection n’est pas
canonique.

Cependant, dans le cas particulier oli E = K? et F = K", nous qualifierons
de bijection canonique de Lx{(K?, K") sur Mg(n, p) I'application qui & « associe
la matrice M qui représente # dans les bases canonigues de KP et de K*, et nous
dirons que v et M sont canoniguement associées.

5° Application ; matrice canonique d’une application lindaire, —
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles p et n,
et u une application linéaire de £ dans F, de rang r. Nous allons montrer
qu’il est possible de représenter u par une matrice qui ne dépende que de
n, p, r, mais pas de E, F, u, ce qui nous autorisera a la noter J, , ,

Pour cela, aprés avoir rappelé que dim (Ker #) = p—r, considérons un
supplémentaire G de Ker u (de dimension r) et une base ¢ de F adaptée a la
décomposition £ = G @ Ker u, ce qui signifie que :

(e;)jen, est une base de G; (ej);.n,, €5t une base de Ker u.
(En fait on choisit des bases dans G et Ker u respectivement, et on les

« réunit », ce qui fournit une base de G @ Ker u).

La restriction de # & G est injective; (u#(e;));.n, est donc un systéme
libre de vecteurs de F, que I’on peut compléter en une base f. (On a ainsi
ule;) = fypour 1 £ j<r).

Dans ces conditions :

-« 5 —> “«— p—r —»

1 o 0 0 0
o1 708 gt
0 6 .1 0 .. 0}
Mat@:efd=1g o . 0 o 0| 4
: S r—r
0 0 .. 6 0 . o |

ce qui s’écrit Mat (u; e, f) = J, , , quand on adopte la notation suivante :
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NOTATION, — Soient n et p des entiers strictement positifs, r un entier
tel que 0 < r < inf (n, p), et K un corps. On note J,, ., la matrice de Ag(n, p)
qui s’écrit sous la forme :

ol [, est la matrice diagonale d’ordre r dont tous les termes diagonaux sont
des 1 (f, = [6,]]), et ol O, ;- est la (k, k")-matrice dont tous les termes sont des
0 (étant entendu que si 1a notation conduit 4 un indice nul, 1a matrice corres-
pondante est supprimée).

6° Vecteurs-lignes, vecteurs-colonnes d’une matrice. — DEFINITION, —
Soit M= [Otij]ie Nu. j&Np iun élément de J(;K(n, p).

On appelle j-itme vecteur-colonne de M, (1 < j < p), le vecteur ¢;e K"
dont les composantes dans la base canonique de X" sont les étéments «, , ..., o,;
de la ji¢me colonne de M.

On appelle i-iéme vecteur-ligne de M, (1 < i < n), le vecteur I; € K dont

les composantes dans la base canonique de XK” sont les éléments oy, ...,
de ta i~iéme ligne de M.

ip

On notera que ¢; est I'image du j-iéme vecteur de la base canonique de
K? par I'application linéaire K? — K" canoniquement associée & M.

9.4.2. Opérations sur les matrices

1° Structure d’espace vectoriel de My(n, p). — Nous gardons les
notations du 9.4.1 : E et F sont des K-espaces vectoriels de dimensions p > 0
et n > 0, munis de bases e et f. La bijection ¥ —— Mat (u; e, f) va nous
permettre de transporter sur Mo(n, p) la structure d'espace vectoriel de
Cx(E, F), grice 4 un procédé qui nous est maintenant bien connu.

Etant donnés deux éléments 4 = [a;;] et B = [f;;] de My(n, p), et un
scalaire A de K, nous considérons les applications linéaires u et ¢, définies de
maniére unique par :

A=Mat(u;e, f) et B=Mat(v;e f)
et nous convenons que, par définition :
A+B = Mat(utv;e f); Ad = Mat (Au; e, f). ¢))]
Or nous avons, pour tout jeIN, :

we)= Tagh o vle)= 3 buk

=1
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et donc : (u+v)(e;) = ule) +v(e) = i (o +B0 1
i=1
et : (Aw)(e;) =  Auley) = i Ao fi.

4

1

ce qui prouve que A+ B et A4 sont les matrices de My(n, p) définies par

Muni de ces lois définies par (1}, Mx(n, p) est un K-espace vectoriel
isomorphe @ L4 (E, F), et donc de dimension np. En fait, les mémes lois pouvant
gtre définies par (2), la structure d’espace vectoriel est ainsi indépendante
du choix des espaces E, F, et des bases e, f. Elle est canoniquement isomorphe
a la structure d’espace vectoriel de £,(K?, K"}, dans la mesure ol on convient
de rapporter K? et K" a leurs bases canoniques.

REMARQUE. — ox(n, p) est I'ensemble K7*7 avec J = N, et J = N,.

La structure que nous venons de définir n’est autre que la structure d’espace vectoriel
produit..

Base canonique de Mg (n, p). — Nous noterons O, , I'élément neutre
de l’addition de Mk (n, p), qui est la (n, p)-matrice dont tous les termes sont
des Q. Soit M;; € Mg (n, p) la matrice dont tous les termes sont nuls, sauf
celui de la ligne 7 et de la colonne j, qui est égal &4 1. On a manifestement,
pour toute M e Mog(n, p), avec M = [x;;]:

1=
1=

M=

i

(IUMu.

1 j=1

n r
Drautre part Z Y o M; n’est égal 3 O, p que si et seulement si tous
=1 j=1
les a;; sont nuls.

(Myj)ic Ny, je N, CONstitue donc une base de Mox(n, p) que nous appellerons
la base canonique. (C’est en fait la base canonique de 1'espace vectoriel
produit K**7, ou encore 'image par l'isomorphisme canonique de la base
canonique de £4(K*?, K™M).

2° Produit de matrices. — PROPOSITION. — Soient E, F, G des K-espa-
ces vectoriels de dimensions finies non nulles p, », m, munis de bases ¢, f, g,
et soient deux applications linéaires u :E > F et v: F ~> G. On pose :

Mat (U;f, g) = B = [ﬂij]s Mat (u; e,f) = A = [%k]

Alors la matrice Mat (v O u; e, g), que nous noterons C = [y, ] est donnée
par :

v (ia k) 5 NMXNp Y = 'Zl ﬁijajk‘ (1)
j=
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On notera que i, j, k¥ parcourent respectivement N, N,, N,
Les p, sont donnés par les relations :

(vou)(eg) = iil VY di-

ue) = ;l g f

(vou)(e) = Z e o(f)).

i=1

En utilisant

on obtient :

Or : v(f) = ‘Z,l B.;9;.

Dol : (rou)(e) = -21 X (izﬁ ﬂij) g; = Z‘ Zl ﬁij%-k) g
i= = i= =

Les formules (1) s’obtiennent par confrontation des deux expressions
de (v o u) (¢), compte tenu de unicité des coordonnées dans la base g. [

Nous sommes ainsi conduits & poser :

DEFINITION. — Etant données la (m, n)-matrice B = [f,;], et la (n, p)-
matrice 4 = [o;;], on appelle produit de B, (2 gauche), par 4, (4 droite), la
(m, p)-matrice C = [y, ] donnée par :

V({i, k) eN,xN, 4= '21 Bii% (3
j=
On note : C = BA.
Avec cette définition, la proposition précédente devient :
Mat (vou; e,g) = Mat (v; f,9) Mat (u; e, f).
(Il est bien entendu que ¢’est la méme base fde F qui sert pour u et v)

Disposition pratique du caleul de C = BA,
Colonne k

Ligne i —-@-—-— — =
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Cette disposition a ’avantage de permettre d’itérer I’opération selon le
schéma :

| Q| R ‘...etc
P | PO | (POR|. et

Propriétés du produit matriciel,

a) Associativité. — Soient les matrices
Ce Mg(l,m), Be Mi(m,n, AeMgn p).

On peut ainsi définir les matrices C(BA) et (CB)A ; ces matrices sont
égales.

b) Bilinéarité de I'application (B, A) —— BA de My(m, n) x My(n, p)
dans M (m, p).

On a: (B;+B,)A = B, A+ B,A
B(A4,+A4,) = BA,+BA,
A(BC) = (iB)C = B(AC)

Ces deux propriétés sont des conséquences immédiates de propriétés
analogues des applications linéaires.

3° Retour sur la traduction matricielle d’une application lindaire. —
Reprenons les notations du 9.4.1,4°; u € £(£, F) est représentée par :

Mat(u; e, f) = M avec M = [u;]
L’application s’€crit :
r u n 4
x= 3 Ee;—y=3 nfs m= Y &, 1<i<n
i=1 i=1 i=1
Or une multiplication matricielle permet de constater :

P

P & zllfxljfj

Ayq..- ¥y

P
Apy vve Dy ¢, Y o &
T

Nous retiendrons que : si X et Y désignent les matrices colonnes dont
les termes sont respectivement les coordonnées de x dans la base ¢ de E et les
coordonnées de y dans la base f de F, et si M désigne Mat (u; e, f), alors

Y(x, WeExF y=ux) <= Y=MX
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4° Autre interprétation du produit matriciel. — Désignons parc,, ..., ¢,

les vecteurs colonnes de la (n, p)-matrice M et considérons le produit M X,

¢1

avec X =| ! |. On obtientune matrice colonne, de vecteur colonne unique

So
&ie+ ... +&yc,. Plus généralement le produit MP, ol P e My(p, q) sera une
matrice (n, ¢) dont les g vecteurs colonnes seront des combinaisons linéaires

de ¢y, ..., €

Plus précisément si P=[{;], (1<i<p, 1 <j<gq) ces vecteurs-
colonnes s’écriront :

ci =it  (I<j<9).

Avec ia méme matrice M, un produit de la forme QM, introduirait de
méme des combinaisons linéaires des vecteurs-lignes de M.

9.4.3. Algébre des matrices carrées

1° PLalgébre M {n). — On peut toujours effectuer le produit de deux
matrices carrées de méme ordre. La multiplication des matrices est donc une
loi interne sur Ag(n). On a vu au 9.4.2, 2° que cette loi est associative et
distributive par rapport 4 ’addition et que :

VieK V(B C)e(Mxm)?: i(BC)= (1B)C = B(iC).

Si Pon remarque qu’en outre cette multiplication admet pour élément
neutre la matrice [, = [3;]], (symboles de Kronecker), on peut affirmer que
Mox(n) est une K-algébre. Rappelons, au passage, que, pour nous, lout anneau,
et toute algébre aussi, posséde un élément unité (en 'occurrence f,), et notons
que, si n > 1, I'algébre A (n) n'est pas commutative ; c’est ainsi que le
lecteur vérifiera (pour un corps K qui n’est pas de caractéristique 2) :

1 ~1 | 0 1 1 1 0 1 =1 1 -1
-1 1l lo -1 [-1-1]" o -1]L-1 1] Lt -1

THEOREME. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 0, et e
une base de E. Alors u —— Mat (u; e, ¢) est un isomorphisme de *algébre
£x(E) sur 'algébre M (n).

Nous savons déja qu’il s’agit d’une application linéaire bijective. Aprés
avoir constaté que Idg a pour image [, on peut utiliser Mat (vou, e,e)
= Mat (v, e, &) Mat (1, e, &) pour montrer qu'il s’agit en outre d’un isomor-
phisme d’anneaux, et, par suite d'un isomorphisme d’aigébres, O
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REMARQUES. — a) u — Mat (u; e, f) ol e et f sont deux bases distinctes de E, n’est pas
un morphisme d’algébres (c’est seulement une application linéaire).

b) Par la suite, il nous arrivera de noter Mat (u; e) pour Mat (4; e, e).

2° Sous-algébres de My(n). — PROPOSITION 1. — L’ensemble Dy(n)
des matrices diagonales de M. .(n) est une sous-algébre commutative de M (),
isomorphe i la K-algébre K",

Seule la vérification de la stabilité de la multiplication pose un probléme.

Soient les matrices diagonales B = [B;] et 4 = [«;]; a; et By sont
nuls dés que i # j

Etudions BA = y,;, avec y;; = kZ1 Buou ;-

Le produit 8;.%; est nul dés que kK # i ou k % j, et donc il est nul si i # j.
Ainsi :
BA = dlag (ﬁlldlli st ﬁnnann)’
En changeant les rdles de A et B, on constate que AB est la méme matrice.
g

Notons que I'ensemble des matrices scalaires de My(n), formé des matri-
ces A, A € K, est un corps isomorphe a K.

ProposSITION IT. — L’ensemble G (resp. Gy) des matrices triangulaires

supérieures (resp. inférieures) de M x(n) est une sous-algébre de A .(n).
Ici on a a;; et B;; nuls dés que j < i

n
Etudions y;; = Y fu; dans cette hypothése j < i.
k=i

Pour k¥ € N,, on ne peut avoir simultanément k& > i et j 2 k, car cela
impliquerait j 2 i. Dans la somme y;; tous les termes sont donc nuls, ce qui
entraine y; = 0. d

On pourra remarquer que y; = B0

3° Groupe lindaire. DEFINITION. — On appelle groupe linéaire de type
n sur le corps K, et on note GLg(n), le groupe multiplicatif des éléments inversibles
de ammean A (n).

Ce groupe est isomorphe au groupe linéaire de tout K-espace vectoriel
de dimension #, et, en particulier, & GL(K™).

4° Centre de Mo (n). — THEOREME. — Le centre de A, (n) est constitué
par les matrices scalaires.

— Pour tout « € K, la matrice of, commute avec toute matrice de Mg {n)
et appartient donc au centre de My (#).

— Inversement soit B = [B;;] une matrice du centre de Myg(n), c’est-
a-dire une matrice telle que :

| ¥V Ae Mg(n) BA—AB = 0.
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En posant 4 = [x;], cela se traduit par :

v ('x!j)(I.j)eN..z Y (m, k)e ]N.z. ‘_Zl (Bt %, — % B) = 0.

Il s’agit d’écrire que, dans les égalités précédentes, le coefficient de
chacun des a;; est nul.

Pour (m, k) donné, la nullité du coefficient de «,, s’écrit : B, = Bu;
celle des autres coeflicients s’écrit :

ﬁ"‘=0 Si I#k; m1=0 Si I?ém.
Finalement :

Biy=0 si i#j; Bir = B2z = ... = Bua
ce qui s’écrit : B=p,1,.

9.4.4. Matrices sur un anneau commutatif

Soient 4 un anneau commutatif, et A (n, p) 'ensemble des matrices de type (n,p) &
coefficients dans A4,

1° Structure de A-module de M ,(n, p}. — Introduisons sur cet ensemble ;
lIa loi interne (addition) : [a] + [By] = [+ By

Ia loi externe (A opérateurs dans 4): Aoy} = A ay)

Il est aisé de vérifier :

PROPOSITION : { M 4(n, p), +, -} est un A-module.

2° Multiplication de deux matrices. — Sous réserve que les dimensions le permettent, on

a
[8,] % Tap] = [val avec Y = }Zl Bivi-
(m, n) (, p} {m. p)
Un calcul fastidieux, mais facile permet de montrer que, sous réserve de 1’existence des

produits mis en jew, on a :
C(BA) = (CB)A

(B,+B,) A = BiA+B,A

B(A,+A,) = BA,+BA,
14 =4

A(BC) = (ABYC = B(IC).

On montre alors, dans le cas de matrices carrées :

ProrosITION. — (M 4{n), +, X, '} est une A-algibre, non commutative en général.
L'étude du 9.4.3 se généralise sans difficulté.
Il va sans dire que ce plan d’étude est valable pour les matrices sur un corps.

REMARQUE, — Les résultats précédents, liés 3 la représentation matricielle d’une appli-
cation linéaire restent valable 4 condition de remplacer « K-espace vectorie! de dimension » »
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par « A-module admettant une base 4 n éléments » ; on peut, en particulier utiliser 4", muni
de sa base canonique. Nous étendrons d’ailleurs, au 10. 2. I, 3°, le théoréme de la dimension
4 un module.

Il faudrait cependant se garder d'aller trop loin : parmi les résultats qui suivent, ceux qui
concernent les matrices inversibles sont spécifiques aux matrices sur un corps.

9.4.5. Transposition et matrices

1° DEFINITION. — Soit M = [u;;] une matrice de Ak(n, p). On appelle
matrice transposée de M, et on note ‘M, ’élément [§,;] de Mx(p, n) défini par :

Y (i,j)eN,xN, Bij =«

i

THEOREME. — Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions res-
pectives p > 0 et n > 0, munis de bases ¢ et f. Pour tout uef (E F),
si M = Mat (u;e, f), alors ‘M = Mat (‘u; f*, ¢*) ol e* est la base de E*
duale de e, et ot f* est la base de F* duale de f.

Posons Mat (u ; e, f) = M = [o;] et Mat ('u; f*, e*) = P = [B;]
Nous savons que P est déterminée (remarque du 9.4./, 4°) par

vy (I,_}') E]Np X]Nn ﬂij = <ei**’ ru(.f_’:)>

En identifiant E et E**, ce qui conduit i écrire ef* = ¢; et A intervertir les
facteurs dans le crochet de dualité (9.3.4), on obtient :

B = <‘”(f?), ey, et: f; = <f;: u(e;)>

qui n’est autre que : Bi; = o O

CoROLLAIRE [. — L’application M +—— ‘M est un isomorphisme de
J(’K(n) P) dans ‘M"K(p: H).

CoroLLAIRE II. — Si le produit BA existe, alors le produit ‘4’'B existe et :
BA) = 'A'B.

Ces corollaires sont Ia traduction de propriétés connues des applications
linéaires.
PROPOSITION. — Si A est une matrice carrée inversible, alors la matrice
carrée ‘A est inversible et sa matrice inverse s’écrit (‘4)~! = (4™ 1).
Compte tenu de *(1,) = I, le corollaire II permet d’écrire (& partir de
A7'A =1 et AA"' =1) :
AA™ Y =1, et (4™ N4 =1, O

REMARQUE. — Les vecteurs-colonnes (resp. lignes) d’une matrice étant
les vecteurs-lignes (resp. colonnes) de sa transposée, il sera possible de déduire
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des propriétés des vecteurs-lignes d’une matrice, de propriétés connues des
vecteurs-colonnes, et réciproquement.
Par exemple si ’on transpose ¥ = M X (interprétation de y = u(x)), on obtient ‘'Y = *X'M

ce qui montre que ¥y = u(x) peut aussi s’exprimer en utilisant les matrices lignes ‘X = (£, ... {,),
'Y =(n, ... #,) et la matrice ‘M.

2° Matrices symétriques, matrices antisymétrigues. — DEFINITION. —
On appelle matrice symétrique toute matrice égale 4 sa transposée, et matrice
antisymétrique toute matrice opposée i sa transposée.

Il s’agit, naturellement, de matrices carrées.

ProrosiTION. — Les sous-ensembles Si(n) et g (n) de M(n), respecti-
vement constitués par les matrices symétriques d’ordre n et par les matrices
antisymétriques d’ordre n, sont des sous-espaces vectoriels de A ,(n) ; si le
corps K n’est pas de caractéristique 2, ils sont supplémentaires, de dimensions
n{n+1) nin—1)

3 et 5 .

Sg(m) et Ax(n) sont les noyaux des endomorphismes de M.(n) définis par
M= M-"M et M+— M+'M

(différence et somme de !’endomorphisme identique et de ’endomorphisme
M —— 'M). Ce sont donc des sous-espaces de Mox(n).

Etudions leur intersection. Si M =M et M = —'M, alors M+ M = 0,
et donc M = 0, 4 cause de I’hypothése sur la caractéristique de X. La somme
S+ Ax(n) est directe. Enfin cette somme est M.x(#), tout élément A4 de
Mogln) s’écrivant :

respectives

1 ¢ 1 ¢
avec !

%(A+'A) € Sx(n) et %(A—‘A)E Ay (n). 0

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier le résultat concernant les dimen-
sions.

9.4.6. Rang d’une matrice

Nous aurons 4 nous référer a 1’étude du rang d’un systéme de vecteurs,
a celle du rang d’une application linéaire (9.2.4) et 4 la définition des vecteurs-
colonnes (9.4.1, 6°).

1® DEFINITION. — On appelle rang d’une matrice A et on note rg M le
rang du systéme de ses vectenrs-colonnes,

En particulier une matrice a pour rang 0 si, et seulement si tous ses vecteurs-
colonnes sont nuls. Les matrices de rang 0 sont donc les matrices nulles.
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TuforEME I. — Seit M = [«;;] une K-matrice (7, p), F un K-espace
vectoriel de dimension », (fy, ..., f,) une base de F. Le rang de M est égal 3 celni
du systéme des vecteurs de F

aj=i§1a:‘jfi 1<j<p

Ces vecteurs sont les homologues des vecteurs-colonnes de M (qui sont
des vecteurs de k™) dans I'isomorphisme de K" sur F qui fait correspondre le

vecteur f; au /iéme vecteur de la base canonique de K”. Or un isomorphisme
conserve le rang d’un systéme de vecteurs. O

THEOREME II. — Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions
non nulles p et n, # une application linéaire de E dans F. Le rang de u est égal
A celui de la matrice (r, p) qui représente u dans un couple (¢, f), arbitrairement
choisi, de bases de E et F.

Soit M = [a;;] une telle matrice. Le rang de u est la dimension de I'image
de u, c’est-4-dire le rang du systéme générateur de cette image constitué par
les vecteurs

"
ule) = ¥ i 1<j<p
i=1

D’apreés le théoréme 1, il s’agit du rang de M.

CorOLLAIRE 1. — Pour une matrice carrée M d’ordre n, les assertions sui-
vantes sont équivalentes ;

a) M est inversible ; ¢) M est inversible a droite ;
b) M est de rang n ; d) M est inversible 3 gauche.

Désignons par M (u) la matrice de M x(n) canoniquement associée a I'endo-
morphisme ude K”. On a :

Y v)e(®KD))Y? M@M@u) =I, <> vou = Idg.

Le corollaire en résulte, compte tenu d’une part du théoréme précédent,
d’auntre part du 9.2.4, 3°, O

COROLLAIRE II. — Une matrice et sa transposée ont des rangs égaux.

Soit M une K-matrice (n, p) ; & M et 4 la matrice transposée *M on peut
canoniquement associer un endomorphisme u : K? — K" et ’endomorphisme
transposé ‘u : (K"y* — (KP)*,

On sait que (9.3.6, 3°) : rgu=rgu
Or, d’aprés le théoréme II :

rgM=rgu; rg'M=rg'u a
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Du corollaire II et de la définition du rang d’une matrice, on déduit :

CoroLLAIRE III. — Le rang d’une matrice est égal a celui du systéme de
ses vectenrs-lignes.

REMARQUE. — Le rang r d’une (», p) matrice vérific : » < min (n, p}, ce
qui résulte par ailleurs d’un résultat sur le rang d’un endomorphisme.

2° PROPOSITION. — Soient 4 et 5 des matrices (n, p) et (m, n). Alors :

) rg BA < min{rg A, rg B).

(ii) Si A est inversible rg BA = rg B; si B est inversible rg B4 = rg 4.

11 suffit d’appliquer aux applications linéaires u e L(K?, KM etv e L(K", K™)
canoniquement associées 3 4 et B la proposition du 9.2.4, 3°,

9.4.7. Changement de bases

1° PROPOSITION. — Soient £ un K-espace vectoriel de dimension » > 0,
e une base de E, P = [p;;] une matrice de M;(n). Pour que le systtme a des

vecteurs @; = Y. pe, (j€N,), soit une base de E, il faut et il suffit que la
i=1

matrice P soit inversible.

En effet a est une base si, et seulement si rg e = n. Or (théoréme I du
9.4.6) : rga = rg M. Enfin (corollaire I du9.4.6) on arg M = n si, et seulement
si M est inversible, g

2° Matrice de passage. — DEFRINITION. — Soient E un K-espace
vectoriel de dimension n > 0, ¢ une base (dite « ancienne ») de E, ¢’ une base
(dite « nouvelle ») de E. On appelle matrice de passage de ¢ & ¢', et on note
P¢, 1a matrice P = [p;;] définie par :

Y@i,j)e (Nn)z by = <8’: > €50
Autrement dit : YjeIN, e; = 3} pje;, ou, schématiquement
i=1
¢

[Pu] | e

Les mots « ancienne » et « nouvelle » bases utilisés dans la définition
n’ont qu’un sens relatif ; ils sont commodes d’un point de vue mnémotechnique.
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3° Formule de changement de bases. — PROPOSITION. — La notation
étant celle de la définition précédente, pour tout vecteur x € £ on écrit :

=
li
IIM:

ie; & 4

»
il
1] M =
'
o

1 Ut én é::
Alors :
X =PX', (P=F).

Onaeneffet: x= } f}( Y pijel.) =3 ( Y P:jf}) e
J=1 =1 i=1\j=1
De I'unicité des coordonnées dans la base e, on déduit
n
Viel, & = Z Puﬁ},

i=1
qui n’est autre que X = PX'. g

4° Relations entre matrices de passage. On peut considérer Idg
non comme un endomorphisme, mais comme une application linéaire d’un
espace de départ E, = E, dans un espace d’arrivée £, = E.

Si on rapporte £; 4 une base ¢’ et £, 4 une base ¢, on a :
YjeN, Idg(e}) = ¢}
et on constate ainsi :
Mat (Id;; ', ¢) = P¢
De méme :
Mat (Id;; e, &) = FPL.
En utilisant :
Mat(v;f,g) Mat (u;e, f) =Mat(vou;e,g),
et compte tenu de Id; o Idg = Idg, on en déduit :
Mat (Id;; e, ) = P¢ P2 ; Mat (Id;; ¢, &) = PL P2,

Dans ces égalités, les premiers membres ne sont autres que ia matrice
unité d’ordre n. D’ol

P = (P!

REMARQUES. — &) Cette méthode fournit la formule de changement de
base X = PX’' établiec ci-dessus, et montre qu'on peut I'écrire X' = P™'X
(ce qui s’établit aussi par : (X = PX) <= (P™'X =P 'PX")).

Le calcul effectif de P~ ! A partir de P sera exposé au chapitre 11.
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b) Plus généralement, on démontre par la méme méthode :

PSPL P =1, ou PP =P, Etc.
Application : Orientation d’un IR-espace vectoriel de dimension finie. —
Cette question est traitée au 11.2.3.1,

5° Changement de bases et matrices d’applications linéaires. —
Sont donnés deux K-espaces vectoriels £ et F, deux bases e et ¢’ de E, deux
bases fetf' de F. Onnote P = P{ et Q = P/
Pour tout « € L(E, F), il s’agit de comparer :
M=Mat(u;e, f) et M = Mat(u;e, f).
En remarquant que Id; o v = u o Id; on est conduit a écrire, en utilisant
la formule rappelée ci-dessus ;
Mat (Idp o u ; ¢, f) = Mat (Id; ; f', f)Mat (v ; &', f),
Mat (¢ o 1d; ; ¢, f) = Mat (v ; e, fH)Mat (Id; ; €', ¢).

Les premiers membres de ces égalités étant les mémes, on écrit que les
seconds membres sont égaux, soit :

PIM' = MPY ou M =Q 'MP
REMARQUE. — Plus simplement on peut traduire y = u(x) par Y = MX, et utiliser

X=PX et ¥ =0V, ce qui fournit ¥' = 0" !MPX’, que 'on compare &4 ¥ =M'X; il
ne faut pas oublier d’invoquer alors I'unicité de Mat (u ; ¢’, ') pour en déduire M' = Q1 MP,

6° Matrices équivalentes. — THEOREME. -— Dans AM(n, p), 1a relation
binaire « 4 R B » définie par « il existe deux matrices P c GL (p) et
Q € GLy(n) telles que B = Q™' AP » est une relation d’équivalence, que I’on
appelle équivalence des matrices (n, p).

Démonstration directe : ¥ A € Mg(n,p) A= () 1Al ;

(B=Q ' AP) => (A =(Q"") ' BPT");

(B=Q'4P) A (C=RT1BS) — (C=(QR"4(PS)). O

Autre démonstration. — On constate que deux matrices 4 et Bde Moy (n, p)
sont équivalentes si, et seulement si toute application linéaire de K* dans K"

traduite par A est susceptible d’étre traduite par B, moyennant un changement
des bases de KP et K"

THEOREME. — Deux matrices de AGi(n, p) sont équivalentes si, et seule-
ment si elles ont le méme rang.

— La multiplication 4 gauche (resp. a droite) d’une (n, p)—matrice 4
par une matrice carrée inversible conduisant 3 une matrice de méme rang
que A (9.4.8, 2°), deux matrices équivalentes ont le méme rang.
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— D’autre part, tout endomorphisme de rang r de K¥ dans K" pouvant
étre représenté, dans des bases convenablement choisies, par une méme matrice
Jo, 5, r (¢f. 9.4.1, 5°), toute matrice de rang r de My(n, p) est équivalente 4
Ja, 5, rs €, par transitivité, deux matrices de méme rang de M(n, p) sont équi-
valentes. O

7° Matrices semblables. — Nous limitant 3 M, (n), nous allons mainte-
nant introduire une relation d’équivalence plus fine que la précédente.

THEOREME ET DEFINITION. — Dans M. () Ia retation binaire « 4 R B »
définie par « il existe une matrice P e GL,(#) telle que B = P~ ' AP » est une
relation d’équivalence, que 1’on appelle similitude des matrices carrées d’ordre ».

Comme au 6°, on pourra faire une démonstration directe ou remarquer
que deux matrices 4 et B de My{n) sont semblables si et seulement si tout
endomorphisme de K" traduit par A est susceptible d’étre traduit par B, moyen-
nant un changement de base de K"

Propriétés des matrices semblables. — a) Si A et B sont semblables, 'A
et 'B le sont.
B=P ' AP entraine ‘B ="P'A(P™Y), ou 'B=Q YAQ avec
Q=P H=(P)1

b) Si A et B sont semblables, alors, pour tout me N, A™ et B™ sont
semblables.
De B = P! AP, on déduit par récurrence : VmelN B™ =P 14A"P. []

c) 8i A et B sont semblables et si A (resp. B) est inversible, il en est e
meme de B (resp. A) et, pour tout me Z, A™ et B™ sont semblables.

De B= P ' AP et de lexistence de A~ ' résulte celle de
B =P l47'p O
— La question de la caractérisation des classes de similitude de M:y(n)
sera étudiée au chapitre 12,

EXERCICES

9.01. — Dans P'espace vectoriel des applications continues de 10, 1[ dans IR,
étudier la dépendance linéaire du systéme (f,fof fofof), ol f est définie par
Ff(x} = Log (1+x).

9.02. — Ausystéme (g,), . ; de réels deux A deux distincts appartenant a [0, 1], on
assacie le systéme (f); . ; des applications de R dans R définies par f(x) = |x—g;|.
Le systéme (f,) est-il libre dans I’ensemble des applications continues de IR dans R ?

9.03. — Dans I'espace vectoriel IR®, comparer les sous-espaces respectivement
engendrés par les familles (@), « n €t (¥}, ¢ m» AVEC :
@, (x) = cos nx, P (x) = cos” x.

9.04. — Soit E I’ensemble des suites (x,), .y de réels telles que sup Q/ |x,} soit
fini. Montrer Que E est un IR-espace vectoriel. neN



EXERCICES 333

9.05. — Soient E un K-espace vectoriel, E' et E” deux sous-espaces strictement
inclus dans E. Montrer que E’ W E” est strictement inclus dans E. On pourra remarquer
que cette propriété est en réalité une propriété des groupes.

Plus généralement si X est un corps infini et si E,, ..., E, sont » sous-espaces

i=n

vectoriels strictement inclus dans E, alors U E, est strictement incluse dans E.
i=1

Montrer que ce résultat peut étre faux sur un corps fini.

9.06. — Soient £ un K-espace vectoriel, £, et £, des sous-espaces supplémen-
taires de £. On pose : [ = {ue L(E)| Keru = E, et Imu = E,}.

Montrer que Ia restriction 4 E, de tout élément de I' induit un-automorphisme
de E,, et que I' est un groupe isomorphe a GL(E,).

9.07. — Soient K un corps fini, de caractéristique p, et P le sous-corps premier
de K (cf. 3.4.3). Montrer que K est un P-espace vectoriel de dimension finie. En déduire
que le cardinal de X est de la forme p” (n = 1).

9.08. — Soient L un corps commutatif, X un scus-corps de L, 2 un élément de
L\K tel qu’il existe un polynédme non nul P ¢ K[X] vérifiant P(a) = 0.

t° Montrer que 'énsemble E des combinaisons linéaires finies, 4 coefficients
dans K, des puissances de a est un K-espace vectoriel de dimensicn finie.

2° Montrer que E est un corps,

9.09. — Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie n, F, et F, deux
sous-espaces de E, de méme dimension. Montrer qu’il existe un sous-espace F de E,
supplémentaire dans E 4 la fois de F, et de F,.

On raisonnera par récurrence sur n—dim F, et on commencera par démontrer
que si G, et G, sont deux sous-groupes de G, inclus strictement dans & alors G, v G,
est inclus strictement dans G.

9.10. — Soient «,, &, ..., &, des réels, non nuls, et soient 44, 4, ..., 4, un élément
de R"* ! distinct de (0, 0, ..., 0). Par récurrence sur n, montrer que, dans I’ensemble
RY des réels stricternent positifs, fa fonction x —— Ag+4, %™ +... + 4,x* ne s'annule
qu’en un nombre fini de points.

Soit alors un ensemble A et f une application de 4 dans RY telle que f(A4) soit
unc partie infinie de R%. Montrer que la famille (f/*), . g est libre dans F(A4, R).

9.11. — Soient K un corps commutatif, X' un sous corps de K, et E; un K-espace
vectoriel. Montrer que E et X peuvent &tre considérés comme des K'-espaces vectoriels,
que 'on note Ey. et Kg.. Montrer que si E, et K. sont de dimensions finies n et m,
alors Ey. est de dimension am. Enoncer une réciproque.

9.12. — Soit E.l'espace vectoriel des polynémes i coefficients réels, de degré
inférieur ou égal 4 n.
1° Montrer que la famille des polyndmes {(X+#4)"}, . g est une famille géné-

ratrice de E. De maniére plus précise montrer que si Ay, by, ..., b, sont (n+1) réels
deux & deux distincts la famille {{(X+4)"}o < 1 < » €5t une base de E.
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2° Soit & P'ensemble des endomorphismes de E tels que pour tout A réel, pour
tout polynome P de £ on ait : o[P(X+4)] = @[P]1{X+h). Montrer que & est une
sous-algébre de L(F) de dimension n+1.

9.13. — Soit £ un espace vectoriel de dimension » sur un corps commutatif X,
et @ un vecteur fixé dans E. Caractériser tous les endomorphismes u € £(E) tels que :
VxeE (a,x, u(x)) soit un systéme li€.

9.14, — Soient F et F des K-espaces vectoriels de dimension finie, ¥ un sous-
espace de £. On considérg l'espace L.(E, F) = {u e L(E, F) | V = Ker u}.

Montrer qu’il s’agit d’un sous-espace de L(E, F) et calculer sa dimension.

9.15. — Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
Trouver une condition nécessaire et suffisante pourqu’il existe un endomorphisme
fde Etel que Imf = Fet Kerf = G.

9.16. — Soit E I'espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables de période
2z sur R et soit ¥ I'endomorphisme qui a f associe f*. Déterminer Ker u et Im u.
AtonE=Keru@®Imu?

9.17. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie, et © € L(E) un endo-
morphisme de £. L’ensemble des endomorphismes v de E tels que uov =vou =0
est un sous-espace de L(E) de dimension {(dim Ker «)2.

9.18. — Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E; montrer les
équivalences ;
KerfImf= {0} <= Kerf?= Kerf
fFHE) = f(E) < E=Imf+ Kerf.

[Ker fet Im fsont supplémentaires dans E] <=  [il existe deux sous-espaces
F et G supplémentaires dans E, stables par 7 tels que la restriction de 34 G soit nulle
et tels que f induise sur F un antomorphisme].

9.19. — On admettra que dans un K-espace vectoriel, tout scus-espace admet
un sous-espace supplémentaire.

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels.

1° Soient w € L{E, F) et ve £(E, G). Pour qu’il existe we L(F, G) tel que
v = wou, il faut et il suffit que Ker v = Ker v.

2° Soient ue L(E, G) et ve L(F, G). Pour qu’il existe we L(E, F) telle que
# = v ow, il faut et il suffit que u(E) = v(F).

3° Soit u € £(E, F). Pour que u soit surjective (resp. injective) il faut et il suffit
qu’il existe v e L(F, E) telle que uo v = Idg (resp. vou = Idg).

4° Déduire du 1° que, pour v & £( £, F), Imfu ={Ker w'.

9.20. — Soit £ un K-espace vectoriel (la caractéristique de K étant différente
de 2) et p et ¢ deux projecteurs de E.

1° Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que p+g¢ soit un
projecteur est que p 0 g + g © p = 0 ce qui est encore équivalent A pog =gop =0.
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2° L’endomorphisme p+g étant un projecteur, rmontrer que

Im{(p+q)=Imp @ Img.
Déterminez Ker (p+¢).

9.21. — Soit E un K-espace vectoriel et p un projecteur de £. Montrer qu’un
endomorphisme u de E commute avec p si et seulement si Kerp et Imp sont
stables par u.

9.22. — Seit £ un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de E tel que
fi=—1I

1° Montrer que f est un isomorphisme de E. Scient p éléments de E tels que les
2p—1 éléments de E : ¢y, e, ..., €, fle|), ..., f(e,— ;) solent indépendants ; montrer
que les 2p éléments de E, e, ey, ..., e, fle,), ..., fle,) sont indépendants dans E.
En déduire que si E est de dimension finie alors dim E est paire.

2° Réciproquement montrer que dans tout espace vectoriel de dimension finie,
paire, il existe un endomorphisme tel que f2 = —J,.

9.23. — Soit ¥ I'ensemble des polyndmes n-homogénes de C[X, Y], (n = 2). On
désigne par Q et JC les parties de ¥ respectivement constituées par :
— les polyndmes divisibles par X2+ Y2,
ap  *p
— les polynémes Ptelsque : — + — =
P WX T oy

Montrer que Q et J sont deux sous-espaces supplémentaires de 7.

9.24, — Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel £ de €C[X, Y] constitué
par les polyndémes P tels que : degy (P) < 2 et degy (P) €27

2
Montrer que u{P) = a—f{% détermine un endomorphisme u de E, dont on
étudiera 'image et le noyau.
9.25. — Soit A € M(2), non scalaire. Trouver toutes les matrices de A y(2)

qui commutent avec 4. Montrer que ces matrices forment un espace vectoriel, en
trouver une base et en déduire que pour tout n € IN, il existe {4, x) € K tel que
A" = A+ ud.

9.26. — Soient » un endomorphisme de C” tel que 4" = 1d(T"), E un sous-espace
de C" stable par w, p une projection de €" sur E.

On pose : =—1—2uk0p0u
=0

n—k
n+1, ’

Montrer que g est un projecteur et que Ker ¢ est supplémentaire de E.

9.27. — Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie », et u, v deux endo-
morphismes de F tels que vou = Q.

Trouver une inégalité liant le rang de u et le rang de v. Peut-il y avoir égalité ?
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9.28. — Soient E, ¥, G trois espaces K-vectoriels de dimension finie, f une appli-
cation linéaire de E dans F, g une application lin€aire de F dans G.

Mantrer que :

rgf+rgg —dim F<rg{gof) < inf [rgg, rgf].
D’une maniére analogue si f et g sont deux applications linéaires de E dans F
montrer que : |rgf —rgg| < rg(frg) <rgf+rgg.

9.29. — Soient u e £(E, F), n = dim E, N = Ker «. Etablir :
1° Pour tout sous-espace G de E : dim #{G) = dim G — dim (N n G).
2° Pour tout sous-espace H de F:
dimu " Y(H) =n+ dim(H nulE)) — rg u.
9.30. — Soient E un K-espace vectoriel, x un systéme de »n vecteurs de E, de
rang 5. On extrait de x un systdme x' de »n' vecteurs de rang s’. Montrer :

n—s=n'—s5.

9.31. — Suites exactes. — Soient E,, ..., E,, des K-espaces vectoriels, On dit
que le diagramme :
i1 FF] fn-1 Sn
E,—»E — .. — E,., —~E, (1)

est une suite exacte si : Imf; = Kerf,,,, 1 € i< n—1).
° g) Etant donnés la suite exacte (1) et deux ensembles O = {0} et 0" = {0'},
a que]le condition peut-on prolonger (1) en une suite exacte :

fo h Sn
O—E,—..—E —0.

b) Supposant que cette condition est remplie et que les E, sont de dimension
finie, vérifier :
L3

T (=1 dim E, = 0.

2° Solent E' et E" deux sous-espaces d'un K-espace vectoriel E tels que

E' n E" = {0}. Exhiber une suite exacte :
f [
O0—>EnNE — ExE"— E+E" — 0.

En déduire que, si E' et E” sont de dimension finie :

dim (E' n E") + dim (E'+E") = dim £’ + dim E".

9.32, — Lemme des cing. — On donne 10 espaces vectoriels et 12 applications
linéaires, de fagon & avoir dans le diagramme suivant, une suite exacte par ligne et
des sous-diagrammes commutatifs :

h k
—C— D —

A0

A—

vl

m

o
———

£ ’ ’

Z

°E
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Vérifier que les trois assertions suivantes sont yraies :
(p surjective) A (g et s injectives) —> (r injective)
(t injective) A (g et s surjectives) == (7 surjective)
{p surjective) A (r injective) A (g et s bijectives) ==> (r bijective)

9.33, — Montrer que si E, et £, sont des sous-espaces supplémentaires du
K-espace vectoriel E, alors E] et E% sont des sous-espaces supplémentaires de E*.

9.34. — Scient £ = R,[X], et a, b des réels distincts et non nuls. Les formes :
yi: P P(a), y3:Pr— P(b), y3: P+— P(0)

sont-elles linéairement indépendantes ?

Méme question pour les formes :
¥ : P—— P(a), z3: P—— P{b), zi: Pr+— PO

Etudier ensuite le cas ob £ = R;[X].

9.35. — Soient £ = R,[X], et a, b, ¢ des réels deux a deux distincts. Les quatre
formes linéajres :

¥iiP— P@); yr:P— P); y1:Pr+— Plo)

b
yE. P |——)J. P(1)ydt
a

sont-elles linéairement indépendantes dans E* 7

9.36. — Soient E = K,[X], et a€ K (donnés). A tout ke [0, n], on associe
yi € E* définie par y; (P) = P*(a). Montrer qu'on obtient ainsi une base y* de E*-
Trouver la base de £ dont y* est la duale.

9.37. — Soient E un K-espace vectoriel, p* et z* deux éléments de E*\{0}.
Montrer qu’il existe x € £ tel que {y*, x> {z* x> #0.

9.38. — E et F sont des K-espaces vectoriels (pas nécessairement de dimension
finie), V et W des sous-espaces supplémentaires dans E. On pose :

LHEF)= {(uel(E,F)|VYxeV u(x)=0}
I° Montrer les isomorphismes : L(E, F} ~ LW, F} ~ L{E/V, F).
2° Montrer : V' ~ W*
3° Soit fe L(E, F). Montrer Im /' =~ (Im)*.

9.39. — On pose E = Mog(2, 2). Soit A = I:i 1:| .

Montrer que X —— 4X est un endomorphisme de E. Noyau ? Image ?
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9.40. — K est I'ensemble des (2, 2)-matrices de la forme :

M=|: " n_], (m, n) e C*

—n w

1° Montrer que K est un corps.
2° X est-il un C-espace vectoriel ?
3° Montrer que K est un IR-espace-vectoriel et trouver une base,

9.4]1. — L’ensemble des matrices :

M(X, ,V) = [*;y x«l;f4y]’ (x, .V)Ele

est un corps isomorphe a C.

9.42, — Soit A un anneau commutatif. Montrer que I'ensemble G des matrices :
Il x =
M=101 y| (xprzed’
0 0 1

est un groupe multiplicatif. Déterminer le centre de ce groupe.

9.43. — Etudier 'ensemble des matrices de M g(4) :

a —-b —-c —d
b a —d c
Q(a’ bs C, d) - ¢ d a —b
d —-c b a

-1 -1 01
matrices de la forme al+5S, (a, b réels) :
1° Structure de E ?

2° Condition pour qu’un élément de E soit inversible.

944, — On pose § = [ 1 1] et I = [1 0] . Soit E = Mg(2), formé des

9.45. — Soit (M ;)};cn,, jen, l2 base canonique de A, {n), introduite au 9.4.2, 2°.
n—1

On considére la matrice : A= ¥ o.M, .+, (@, € K).
k=1
1° Calculer 47, pour p e N\{0}.

2° Calculer 'inverse de la matrice I, — A.

9.46. — Produit de deux matrices par blocs. — Soit A une matrice sur X. On
appelle bloc toute sous-matrice de A obtenue en utilisant des lignes consécutives



EXERCICES 339

et des colonnes consécutives. C’est ainsi qu’on peut décomposer en deux blocs :

A =[A4a 4], (p=p+p)
in p) (n, p’) (n, p")

B' [} @
B =|-

. » (p=p+p)
wo | B o o

Montrer qu’avec ces notations : 4 B= A" B'+ 4" B,

Si I’on décompose chacune des matrices B’ et B” en deux blocs, de fagon que :

B = BIIB'Z ' 9’ 7. 97}
Bi:B3| .oy an
On a alors : A-B = [A'B,+A"B,: A'By+ A"B}).

Justifier cette écriture et généraliser.

9.47. - On donne deux réels f et y et on désigne par M € Mg(n) la matrice
[o;] telle que c;; est égal 4 ff ou a y selon que i+j est impair ou pair. Montrer
qu’il existe deux réels 1 et p tels que M? = AM?+uM.

Calculer 4 et u.

0
948, — Soit 4 = 1 [. Calculer A" :
1

i
1
0

oo -

1° Par calcul direct. — 2° En remarquant que (4—1f)* = 0.

2 3 -2 1 2 -1
9.49, — On donne les matrices 4 = 4 -1 —2|et C = 2 -1 =1
0 1 ¢ |-1 2 0

Déterminer B telle que A = BC.
(-2 1 1 I 2 -1
Méme question avec : A= 8 1 -5]letC= 2 -1 -1
L 4 3 -3 L1—5 0 3

9.50. — Scit & un réel donné, non nul. On pose :

e -1 0
M=]1 o )
)] )] o

1° Expliciter M~ " et (M~ 12,
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2° La fonction @, (x} = ™ (asin x+5cos x+¢) posséde une primitive de la
forme ® (x) = e™ (4Asinx + Bcosx+ C). Vérifier :

A ' a
B |=M1'|b
C c

3° On suppose ici @ > 0. En déduire I'existence de :

F (x) = J t " (asint+b cost+c)dt

— €.

Montrer :
F(x) = e [(x4A—A")sinx + (xB—B')cos x + (xC—-C')]

et exprimer 4', B', C' 4 'aide de a, b, ¢ et de (M™%
1 2 3 1 3 2
9.51, — Montrer que les matrices| 3 1 2 |et] 2 1 3 {sontsemblables.
2 31 321

9.52. — On donne 4 € My(n) de la forme 4 = ol +5X*Y, avec
X =[A. A et Y = [u..u)
1° Montrer : ¥ p e N\ {0} AP = q I, +b,A
et expliciter a, ¢t b,

2° Application numérigue : f = —a =1 et ‘X =Y = [L...1}L




10

FORMES MULTILINEAIRES,
DETERMINANTS

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commu-
tatif et la théorie fait intervenir des K-espaces vectoriels.

Le lecteur vérifiera que — sauf rares exceptions
qui sont indiquées par le signe % — les raisonnements
r’utilisent que des propriétés communes aux espaces
vectoriels et aux modules, si bien que la plupart des
résultats sont valables quand on remplace :

— K par un anneau commutatif A,
— les K-espaces vectoriels et leurs sous-espaces
par des A-modules et leurs sous-modules. 4

Les lettres renforcées désignent soit des vecteurs,
soit des systémes de vecteurs.

10.1, APPLICATIONS MULTILINEAIRES

Dans ce paragraphe, on ne fait aucune hypothése
de dimension.

10.1.1. Notion d’application p-linéaire

Nous nous proposons d’étendre la notion d’application bilinéaire définie
au 9.1.1.

Nous nous donnons un entier strictement positif p, et des K-espaces vecto-
riels E,, ..., E, et F; nous considérons £, x ... x E, comme muni de sa structure
d’espace veetoriel produit.

1* DEFINITION 1. — On dit qu’une application f: E, x...x E, — F est
p-linéaire (bilinéaire pour p = 2, trilinéaire pour p = 3) si, et sevlement si,



342 FORMES MULTILINEAIRES, DETERMINANTS 10.1.2

pour tout entier j € N, et pour tout systéme de vecteurs a, € E,, k e N \{j},
I’application de £; dans F déterminée par :
Xj b—> fla, ..., Qi Ky B fseens ap)

est une application linéaire,

DEFNITION TI. — Une application p linéaire de E; x ... xE, dans K est
dite forme p-linéaire.

2° Propriétés des applications p-linéaires

— Toute application linéaire E — F est 1-linéaire,

—- L’image d’un p-uple dont un vecteur est nul, par une application p-linéaire
est elle-méme nulle,

-~ L’application nulle de E, x ... x E, dans F est, en méme temps, p-linéaire
et linéaire,

—- Inversement soit, pour p = 2, une application p-linéaire non nulle
f i E; x..xE, — F. Alors f n’est pas linéaire.

En effet tout X € E, x... x E, peut s’écrire X = Z X,, ol X, est un p-uple dont tous les

vecteurs sont nuls, sauf peut-étre le i-idéme; en tout cas 1 un des vecteurs au moins du p-uple
X; est nul, ce qui entraine f{X,) = 0, en désignant par & le vecteur nul de F. Si f était linéaire

r
onauraitdonc.V XeE; x...xE, f(X)= ¥ F(X)) = 0. Contradictionavec la non-nullité de f. [
i=1

— Nous laissons au lecteur le soin de vérifier :

THEOREME. — L’ensemble des applications p-linéaires de E, x...x E,
dans F est un sous-espace de I’espace vectoriel des applications de E, x...x E,
dans F ; ce sous-espace se note L (E,, ..., E, ; F).

Dans la suite, nous nous limiterons au cas ol £,, ..., E, sont égaux a un
K-espace vectoriel E; nous parlerons d’applications p-linéaires sur E a valeurs
dans F et, pour F = K, de formes p-linéaires sur E; au liew de £ (E, ..., E; F),
nous écrirons £,(E ; F) et méme £,(E)s'il s’agit de formes.

10.1.2. Application p-linéaire symétrique, antisymétrique, alternée

On considére un entier strictement positif p et deux K-espaces vectoriels
£ et F. On désigne par &, le groupe symétrique de I'ensemble N, = {1, ..., p},
par U, le sous-groupe alterné de ®,, enfin par £ (E; F) l'espace vectoricl
des applications p-linéaires sur E, i valeurs dans F.

I® On peut faire opérer ®, sur £,(£; F) en convenant que, pour tout
o €6, et pour tout fe £ (E; F), o(f) désigne I'application de E? dans F
déterminée par :

Vixy, o x) € EF a(f) (xy, s X)) = fx01y oos Xg(m )
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Il est bien évident en effet que ¢{f) est p-linéaire, que, po désignant p o o,
ona:

VIELE:F) Y(po)e@) po(f) = pl(f)
et enfin que, ¢ désignant I’élément neutre de ,, on a :

VIeC(EF) ef)=f

2¢ DEFNITION. — Une application p-linéaire f sur £ a valewrs dans F
est dite :

— symétrique si et seulement si :
Yoeb, o(f) =1,
— antisymétrique si et senlement si :
Yoeb, o(f) = elo)f, (e{o) : signature de o),

— alternée si et seulement si elle associe le vecteur nul de F a tout
p-uple de E? dont deux des vecteurs sont égaux.

THEOREME. — Soit fe L (E;F). Pour que f soit symétrique (resp.
antisymétrique) il faut et il suffit que, pour toute transposition 1€ &, :

(f) =1 (resp. ©(f) = —f).

Une transposition étant une permutation de signature —1, la condition
est nécessaire. On montre qu’elle est suffisante en utilisant le fait que, en outre,
toute permutation est un produit de transpositions et que la signature d’un
produit de permutations est le produit de leurs signatures. O

THEOREME. — Soit f € £ (E; F). Sifest alternée, alors f est antisymétrique.

Pour toute transposition 7 € , et pour tout p-uple (x,, .., x,) € E?, le

caractére alterné de f permet de constater que, j et &k (j < k) désignant les
entiers transposés par T,

Sl X1 XX, X gy ey X 10 X5HXp Xpi 1, o)

est le vecteur nul de F. Or, en utilisant la linéarité de f en le j-iéme argument
puis, par deux fois, la linéarité de f en le k-idme argument, on peut exprimer
le vecteur considéré sous la forme de la somme de quatre vecteurs, dont deux
nuls, a savoir

JCos x5 oy x5 00) et Sy X oy Xpy ).
Les deux autres ont une somme nulle ; or ils s’écrivent :
FCos Xy ooy Xpo )€t () (s Xy oeny Xy )
On en déduit que la condition suffisante du théoréme précédent est remplie. [

THEOREME. — Soit f€ £ (E; F). Si le corps K n’est pas de caractéristi-
que 2 et si f est antisymétrique, alors f est alternée.
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Soit (xy, ..., x,) un p-uple de E” tel que x; = x,, j # k ; désignons par 1
la transposition qui échange f et k ; f et 7(f) donnent de (xy, ..., x,) :
— d'une part la méme image puisque x; = x,,
— d’autre part des images opposées puisque t(f) = - f.

On en déduit : 2f(xy, -, x,) = 0 (0: vecteur nul de F)
et, puisque K n’est pas de caractéristique 2 :  f(xy, ..., x,) = 0. . O
3° THEOREME. — L’ensemble des applications p-linéaires symétriques (resp.

alternées) sur E 4 valeurs dans F est sous-espace vectoriel de £,(E; F); on
le note 8,(E; F), [resp. £, (E; F)], et méme 8,(E), [resp. #A,(E)], lorsqu’il
s*agit de formes.

La démonstration, facile, est laissée au soin du lecteur. [}

4° Prolongement d’une application p-linéaire. — Soient E' et E” deux
sous-espaces supplémentaires d’un K-espace vectoriel E, et f/ une application
p-linéaire de E' dans un K-espace vectoriel F. Désignons par ¢ la projection
sur E’, parallélement 4 E”.

L’application f de E* dans F définie par :
f(xgs o ) = f1@(x ), .. @(x)

est une application p-linéaire sur E, A valeurs dans F; £ est 1a restriction de
fFa (E"P. Notons que si f' posséde I'un des caractéres : symétrique, alternée,
non nulle, il en est de méme pour /.

5° Symétrisation et antisymétrisation d’une application p-linéaire. —
THEOREME ET DEFINITION. — Soit fe L, (E; F). Les deux applications
S{f) et A(f) de E? dans F définies par :

S(H= Y of) e A()= Y eo)o(f) [e(o): signature de o]

oceb, ceb,

sont respectivement symétrique et alternée ; on dit que S(f) est la symétrisée
de f et que A()) est Pantisymétrisée de f.

— Sommes d’applications p-linéaires (¢f. 1°), S(f) et A(f) sont p-linéaires.
— Pour tout g € &,, nous avons :

pEEM =% ple(fN)) e pSN)= % palf).

aedp sedy

Mais, p étant fixé, ¢ +—> ¢’ = po est une bijection de &, sur lui-méme,
ce qui permet d’écrire :

p(SUN =% o) ou p(S()) =S

a'edyp

Le caractére symétrique de S(f) en résulte.
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— Pour prouver le caractére alterné de A(), étudions 'image par A(f)
d’un p-uple (x4, ..., x,) € E? pour lequel il existe deux indices distincts j et &
tels que x; = x, ; 7 désignant la transposition qui échange jet k, 6 — 10
définit une bijection du groupe alterné 1, sur @,\Ul,. Au lieu de

Ay= Y e@oH+ ¥  &zo)(ze(N),

gelUp TCEGp\ULp

on peut donc écrire (en tenant compte des valeurs des signatures) :
A(N) = ¥ (6(f) — ().
FeEU,

A(f) (x4, .., x,) est ainsi une somme de vecteurs de 1a forme

Vs =f(xa'(l)’ aees xa(p))._f(xrcr(l)’ et} xtcr(p))

Or, pour ¢ donné, y_ est nul, comme différence des images par f de deux
p-uples égaux ; en effet, pour tout A e N, ona : x,;) = X .0

— d’aprés o(h) = to(h) lorsque o(h) ¢ {j, k},

— d’aprés  x; = x,  lorsque a(h) e {, k}.
En conclusion : A(f) (xy, ooy x,) = 0. O

6° THEOREME. — Soit fe A, (E, F). On ne change pas la valeur prise
par f sur un p-uple de E° en ajoutant i I’un des vecteurs une combinaison linéaire
des autres. En particulier / prend la valeur 0 sur tout p-uple constituant un systéme
lié.

Soit & un élément de N, ; tous les p-uples considérés ayant en commun les

vecteurs d’indices j # k, qui seront notés a;, nous avons, par la linéarité de
fen le k-iéme argument :

Flmaet+ Y Aay )=o) = ;k A Gy @y ).

J#k

Au second membre, les p-uples qui interviennent ont tous deux vecteurs
égaux, d’indices distincts j et & ; le second membre est donc O, d’aprés le
caractére alterné de f.

Le résultat relatif au cas particulier s’obtient en remplagant a, par 0,

et en utilisant :
S, 0z ..) = 0p

10.2. DETERMINANTS

10.2.1, Formes p-linéaires sur un espace vectoriel de dimension
finie

Soient # un entier strictement positif et E un K-espace vectoriel qui admet
une base finie e = (e, ..., €,) ; la base de E* duale de E est notée ¢* =(ef,..., &)
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Pour commencer, nous allons exhiber un élément non nul de [’espace
vectoriel A,(E) des formes n-linéaires alternées sur F.

1° Déterminant dans la base e. — L’application de E” dans K définie
par

n
(xl.! “res xn) I l—I <e;: xj>
i=t

est visiblement une forme a-linaire sur E ; elle admet donc (10.1.2, 5°) une
application antisymétrisée, qui est une forme n-linéaire alternée sur E,

Cette forme, dite déterminant dans la base e, sera notée det,. Elle est
définie par :

detc (xl’ AARE] xn) = Z 8(0') H‘ (e;, xa(j))' (1)
i=

TEGRN

En particulier, en utilisant (e}, e,;,> = 8; o (symbole de Kronecker),
on obtient :

det, (g, ..., e) = Y. &) Hl 85 oty
j=

TEGn

Pour ¢ donnée, le produit des » scalaires d;, ,; est non nul (etégalidl),
si et seulement si pour tout j € N, o () est égal a j, c’est-a-dire si, et seulement
si ¢ est la permutation identique (dont la signature est 1). Ainsi :

det,(e, ..., e,) = 1. )

On en déduit que I’espace vectoriel #,(E) n’est pas réduit A la forme
nulle et qu’il admet K det, pour sous-espace.

2° Expression de fe #A(E) dans la base e. — Nous nous proposons
maintenant d’exprimer le scalaire f(x,, ..., x,) en fonction des coordonnées
des vecteurs x; dans la base e, c’est-d-dire en fonction des scalaires ¢,;; définis
par :

x; = .=21 Lyee  ou Ly =<Le,xpd, (L) e N,xNp)

La linéarité de f en le premier argument fournit :
n n
f ‘Zl f['l. 1 eil, xz, LrTS xp) = izl 511. 1 f(eil, xz, naay xp).
1= 1=

On applique & chacun des » termes de cette somme la linéarité en le
second argument, et ainsi de suite. En p pas, on obtient :

f(xla LRt xp) = E 61‘1, 1--- éip,pf(eh! LRRE] eip),

la somme étant étendue A tous les éléments (iy, ..., 1) de (IN,)%
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Etant donné 'un de ces éléments, on peut lui associer une et une seule
application ¢ de N, dans N, telle que, pour tout je N, o(j) = i.

On constate que, si o n’est pas injective deux des vecteurs e,;,, j €N,
au moins sont égaux, ce qui entraine f{e,¢(y, ..., €4¢,) = 0. En désignant par
F I’ensemble des applications injectives de N, dans IN,,, on peut donc écrire :

f(xl’ ey xp) = E fr:(l). 1 e fﬂ(p),pf(eﬂ(l)! Ly ea(p))' (3)
ceF

— Dans le cas p > n on a 5 = &, 'application nulle de EP dans K
est le seul élément de £,(E).

— Lecas | € p < n sera traité au paragraphe 10.4,

— Limitons-nous maintenant au cas p = n, pour lequel F est &,. Pour
tout c e ®,, on a :

f(ea'(l)v ey ea(n)) = E(O')f(el, ey en)-

Il en résulte que la forme n-linéaire alternée f s’exprime par :

Sfxy,nx,) = Af Z &(o) ‘fa(l), 1o éa(u),n’ C)]
avec : A = fleq, ..o e,).

o En particulier, pour f = det, la relation (2) donne i, =1; on en
déduit une seconde expression de det,, 4 savoir :

det, (x, .., x) = 2. &(6) Euqiy, 1 - Eopmpn- (1)

TEGA
e En comparant {(4) et (1'), on obtient :
YfeAlE) f=A,det, avec A, = fle,,...e,) (5)

D'ou: A(E) < Kdet, et #A(F) = Kdet,.

Notons que fley, ..., e,) = 1 n’est vérifié que pour A, = I, c’est-a-dire
J = det, et concluons en énongant :

THEOREME ET DEFINITION. — Soit E un K-espace vectoriel admettant une
base finie ¢ = (¢, ..., ¢,). Alors :

(i) Pour tout entier p tel que p > », la seule forme p-linéaire alternée sur
E est ’application nulle de E” dans X ;

(i1) Il existe une et une seule forme n-linéaire alternée sur E prenant Ja
valeur ] sur (e, ..., e,) ; on I’appelle déterminant dans la base ¢ et on la note
det, ; ’espace vectoriel 4 (E) admet pour base (det,), tout f & 4 (F) s’écrivant :

f= A’f dete, avec llf =f(el, ruuy en).
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(iii) Le scalaire det, (x,, ..., x,) est dit déterminant dans la base ¢ du sys-
téme des vectewrs (x, ..., x,). Il admet les deux expressions :

n
2. &o) Hl & ath) ol & ot = €75 Xogp) s (1)
TEG 0 =
et
ud *
Y@ [l Loy o Cogpy, s = ez x5 (1"
o €6n f=1

3° Application & la caractérisation des bases d’un espace vectoriel. —
Jusqu’ici nous n’avons pas utilisé le théoréme de la dimension et tout ce
que nous avons dit reste valable quand on passe d’un K-espace vectoriel
{ayant éventuellement une base finie) & un A-module sur un anneau com-
mutatif (ayant éventuellement une base finie). Il en résulte que la démons-
tration du théoréme de la dimension que nous allons donner maintenant vaut
pour un A-module, ce qui n’était pas le cas de celle qui a été¢ donnée au
n® 9.2.2 ; nous disposerons ainsi, pour la généralisation de la suite de
I’étude, de la notion de 4-module de dimension finie.

THEOREME. — Soit £ un K-espace vectoriel admettant une base finie.
Toutes les bases de E sont alors finies et elles ont un cardinal commun qui est
dit dimension de E.

Faisons I’hypothése ( H) qu’il existe deux bases de E de la forme :

(ey, --., € et (a); .1, I étant un ensemble infini ou un ensemble fini
tel que card (J) > n.

Que [ soit fini ou infini, on peut en extraire une partie finie J, de cardinal
p > n Soient E' et E” les deux sous-espaces supplémentaires de E qui
admettent respectivement pour bases (a;); .; et (a)); . ;. Le déterminant
dans la base (a;); . ; est une forme p-linéaire alternée non nulle sur £’ ; on
peut en déduire (10.1.2, 4°) une forme p-linéaire alternée non nulle sur E,
ce qui, d’aprés le théoréme précédent, constitue une contradiction avec le
fait que E admet une base de cardinal # < p. L’hypothése ( H) est absurde. [J

PrROPOSITION. — Spoient £ un K-espace vectoriel de dimension non nulle »
et a = (a,, ..., a,) une base de F. Alors le systéme (a,, ..., @,) admet un déter-
minant non nul dans toute base de E.

En considérant la base a et une seconde base e de F, la formule (5) donne
det, = Adet,, avec A =det, (a,,.., a,).
On a: A # 0, sans quoi det, serait une forme nulle, O

% PROPOSITION. — Soit £ un K-espace vectoriel de dimension non nulle
n. Tout systéme lié de n vecteurs de E admet un déterminant uul dans toute
base de E.
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L'un des vecteurs du systéme est une combinaison linéaire des autres
vecteurs (ce qui ne serait peut-étre pas vrai dans le cas d’un 4-module) ; on
applique 10.1.2, 6°, O

Des deux propositions précédentes, on déduit :

% THEOREME. — Soient E un K-espace vectoriel de dimension non nulle ~»
et ¢ une base de E. Un systéme de » vecteurs est libre (autrement dit i} s’agit
d’une base), si et seulement si le déterminant du systéme dans la base e est non
nul,

10.2.2, Déterminant d’un endomorphisme

[° THEOREME ET DEFINITION. — Soit ¥ un endomorphisme d’un K-espace
vectoriel £ de dimension finie non nulle ». 1l existe un et un seul scalaire, appelé
déterminant de u et noté det u, tel que pour toute forme f € A (E) et pour tout
n-uple {x, ..., x,) € E" on ait :

f(u(xl)s ety u(xn)) = (det u)f(x.h sy xn)' (1)
Pour tout fe £,(F), considérons ’application ¢, (f) de E* dans K :
(%15 c0s %) > flu(xy), ...y u(x,)).

On vérifie aisément que ¢ (f) est une forme rn-linéaire alternée sur E,
si bien que f+— @ (/) est une application ¢, de A, (E) dans lui-méme,
On a:

(p.,(atf+ Bg) (xl’ tirs xn)

(af+ Bg) (u(xy), ..., u(x,))
af(u(x ), .., u(x,}) + Bg(u(xy), ..., u(x,))
= a‘pu(f) (xls ey xn) + ﬁ@u(g) (xl.s neny xn)‘

¢, est donc un endomorphisme de #A,(F).

Le théoréme que nous voulons démontrer peut donc s’énoncer : « il
existe un et un seul scalaire det » tel que ’endomorphisme ¢, coincide avec
I’homothétie de rapport det u ». Le rapport d’une homothétie étant unique-
ment déterminé {dans un espace vectoriel non nul), il suffit de démontrer que
¢, est une homothétie. Or, comme dim 4£,(E) = 1, tout endomorphisme de

#A(E) est une homothétie. a
ReEMARQUE. — On constate, en désignant par e = {e,, ..., €,) une base

arbitrairement choisie de E, et en écrivant (1) pour f = det,

et (x5, .. X,) =(€y, ..., €,),

que det u = det, (u(ey), ..., u(e,)). 2)

On obtient ainsi une expression du déterminant de w.
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2° Propriétés du déterminant d’un endomorphisme. — THEOREME. —
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle #. Alors :

a) Le déterminant de ’application identique de E est 1 ;

b) Yiek Yuel(E) det (Au) = A"detu;

) Yuetl(E) det 'u = det u ;

d) ¥ (u, v) € (£(E))? det (v o u) = (det v} (det u).

La démonstration fait appel 4 une base e, arbitrairement choisie de £ ;
on désigne par e* la base de E* duale de ¢, par e** la base de E** duale de e*.

— @) et b) sont des conséquences immédiates de (2).

— En utilisant (2) et successivement les deux écritures du déterminant
d’un systéme de vecteurs :

n

detu= ) ¢&lo) <e}, u(e,;)>
=1

TEGa 1=

det 'u

2 &0) [ ey ulei)>
=

TEGn

Or en utilisant successivement I’isomorphisme canonique de E sur E**,

qui associe e} * & ¢;, et 'identité de dualité, nous avons, pour tout o € ®, et
tout jeNN, :

<k (e > = <ule]), e, > = <€}, ule, ) >.
La propriété ¢) en résulte,
— Pour vérifier d), écrivons, en utilisant (2) .
det vou = det, (v(u(e,)), ..., v(ule,)).
Dans (1), remplagons u par v, f par det, et x; par u(e;). D’ou :
det v o 4 = (det v) det (u(e,), ..., ule,))
= (det v) (det u). O

% 3° Caractérisation d’un endomorphisme inversible, —- THEOREME, —
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle » et 2 un endomorphisme
de E ; u est inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul et alors :

detz™ ! = (det )™ *. (3)

Reprenons une base e de £. L’endomorphisme u est inversible si et seule-
ment si (9.2.3) son rang, qui est le rang du systéme de vecteurs (u(e,), ..., u(e,)),
est # ou encore si et seulement si (10.2./, 3°) le déterminant de ce systdéme
dans [a base e, 4 savoir det u, est non nul,
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Pour det u # 0, on obtient (3) a partir de ™' © u = Idg, en utilisant les
propriétés a) et d) du 2°.

% Groupe spécial linéaire. — 1l résulte du théoréme précédent que I’ensemble des auto-
morphismes de £, que nous avons appelé groupe linéaire de E et noté GL(E), est I’ensemble
des endomorphismes de £ 4 déterminant non nul. On vérifie que u +—— det v définit un mor-
phisme du groupe (GL(E), 0) dans le groupe (K{{0}, x). Le noyau de ce morphisme, qui est
I’'ensemble des endomorphismes de E 3 déterminant égal & 1, est donc un sous-groupe distingué
de GL(E}; il est dit groupe spécial linéaire (ou groupe unimodulaire} de E et noté SL(E).

10.2.3. Déterminant d’une matrice carrée

1° DEFINITION. — Seit M = [¢;;] une K-matrice carrée d’ordre n. On
appelle déterminant de M et on note det M, (ou |a;;|) le déterminant du systéme
des vecteurs-colonnes de A dans la base canonique de X".

On peut &tre amené 4 adopter ’écriture suivante :
05}1 ses ot.“- . Ct.l,,

. .
. .

det M = [» SRR FYRPPN: 1)

Op eee Oy vee Oy

e Etant donné que «;; est la i-i¢me coordonnée du j-iéme vecteur-colonne
de M dans la base canonique de K®, on déduit du théoréme du 10.2.1, 2°:

THEOREME. —- Le déterminant de ]a K-matrice carrée d’ordre n, M = [ay],
est le scalaire défini par 1'une ou P’autre des deux formules suivantes :

det M = ) &(o) _ﬂl %, oty » ()
TLB J=

det M = 3 ¢(0) ]_[1 Loy, - )
TEGn J=

Nous donnerons d’ailleurs au 10.4.7, 2° une vérification directe de I'égalité
des seconds membres de (1) et (2).

¢ On constate que I'expression (2) de det M n’est pas autre chose que
I’expression (1) de det "M, On a dong :

TuforEME. — Une matrice carrée et sa transposée ont des déterminants
égaux,

Il en résulte que tout ce qui sera établi sur les colonnes du déterminant
d’une matrice carrée sera valable pour les lignes. C’est ainsi que le déterminant
d’une K-matrice carrée d’ordre n est égal au déterminant du systéme des vec-
teurs lignes dans la base canonique de K"
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CAS PARTICULIER. — Pour n = 1, on constate : det {o] = a.

)

e Premiéres propriétés du déterminant d’une matrice. — Elles découlent
du caractére alterné et a-linéaire de V’application dérerminant dans une base,
par utilisation de la définition et de 1’égalité det ‘M = det M. Citons :

a) Si lon effectue sur le systéme des vecteurs-colonnes d’une matrice une
permutation o, le déterminant est multiplié par (). Plus précisément :

det (x,(1y s Xgemy) = E(o) det (x,, ..., x,)
En particulier lorsqu’on échange deux colonnes d’une matrice, le déter-
minant est transformé en son opposé.
b) Le déterminant d’une matrice dépend linéairement de chacun de ses
vecteurs-colonnes :
i ’ " "
det (.-., xk_l, 11 xk+;{ xk, xk+1, ...) =
Adet (.o, Xy Xpo Xp1s oy A det (o, 21, X5, Xpipy -o)-
<) Le déterminant d’une matrice ne change pas quand on ajoute ¢ P'un de
ses vecteurs-colonnes une combinaison linéaire des autres vecreurs-colonnes ;

il est nul si Pun des vecteurs-colonnes est une combinaison linéaire des autres
vecteurs-colonnes.

Les mémes énoncé sont valables pour les vecteurs-lignes.
2° THEOREME. — Soit z un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de

dimension finie non nulle n. Le déterminant de u est égal au déterminant de la
matrice qui représente x dans une base e, arbitrairement choisie de E.

Soit M = [«;;] une telle matrice. On sait que :

ule;) = i o €

i=1

D’autre part : det u = det, {(u(e,), ..., ule,)).

En utilisant 10.2.1, 2°, on en déduit que det # s’écrit :

n
2, &o) le Aoy, j >

GEGn
ce qui est une expression de det M. O

e Autres propriétés du déterminant d’une matrice. — FElles découlent
des propriétés du déterminant d’un endomorphisme (10.2.2, 2°), par utilisation
de I'isomorphisme canonique de Mg{n) sur £{K™), par lequel une matrice est
associée 4 I’endomorphisme qu’elle représente dans la base canonique de K"
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Citons :
d) Le déterminant d’une martrice-unité est I ;
€) VieK VYV MeMi(n) det (AM) = A"det M ;

fY Y (M, Ny € (Mg(n)? det (NM) = (det N) (det M).
EXERCICE. — Si le corps K n'est pas de caractéristique 2, toute matrice carrée M anti-
symétrique (‘M = — M), d’ordre impair a un déterminant nul.

De : det A = det "4, on déduit ; det 4 = det (— A4).
Or (propriété €) : det(—A4) = (—1)"det 4, avecici: (—1}" = —1.
Ainsi : 2 det A = 0 et det 4 = 0 (d’aprés I'hypothése sur la caractéristique de K). O

3® L’isomorphisme Mx(n) — £{K") fournit en outre :

% THEOREME DE CARACTERISATION D’UNE MATRICE CARREE INVERSIBLE. ——
Une matrice carrée M, sur un corps commutatif K, est inversible si et seulement
sison déterminant est non nul ; on a alors :

det M~' = (det M)~ *.

% THEOREME ET DEFINITION. — Les matrices carrées onitaires 4 déterminant égal a 1
constituent vn groupe multiplicatif, ¢i est dit groupe spéciat linéaire de type n et noté SLi(n).
Il s’agit d’un sous-groupe distingué de GLg(n).

10.3. CALCUL DES DETERMINANTS

10.3.1. Déterminant d’une matrice triangulaire de matrices

1° LEMME. — Seit M une K-matrice carrée d’ordre n = p + ¢ de la forme :
A C
M =
0O B

avec : A e My(p), Be Mi(g), CeMiip,q), Oe Mg, p), cette dernidre
mairice étant nulle, Alors :

det M = (det A) (det B).

Soient ¢ = (e, ..., e,) 1a base canonique de K", ' et E” les sous-espaces
vectoriels de K" respectivement engendrés par

e = (e, .,e)et e =(e,, .e),
Désignons les vecteurs-colonnes de M par :
a;, avec a; e E’, lorsque 1 < j < p,

c;+b;, avec ¢; € E' et b; e E’, lorsque p+1 < j < n
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Soit f ’application de (E'Y dans K définie par :
(x15 ooy Xp) — det, (xy, ., X, €51 +Hb,4 15 o0 €, D,),

On constate que f est une forme p-linéaire alternée sur 1'espace vectoriel E',
de dimension p, ce qui permet d’écrire f = A det,., en désignant par A le scalaire

Sleg, s ).

Or le déterminant de M n’est autre que le scalaire f(ay, ..., 4,). Ainsi
det M = A det,. (a;, ..., a,) ou det M = A det 4.
Etudions maintenant A, qui s’écrit :
A = det, (e, ..., ) Cpiy+bypy, oy by,

On ne change pas A en retranchant du vecteur-colonne d’indice &
(p+1 <€ k < n), le vecteur c; qui est une combinaison linéaire des vecteurs-
colonnes d’indices 1, ..., p. D’ol:

A = det, (e, o, €p Dpiys oy B
En introduisant ['application g de (E™)? dans K définie par :
(Xp4 15 oos X,) > det, (&g, ., gy Xp0 g, 0y X))
on obtient, par un calcul analogue au précédent ;
A=A"det B, avec A" = g(e,4s s €y
Or A’, qui s’écrit det, (eq, ..., 2,), est égal 2 1. (|
2° Par récurrence sur m, on déduit du lemme :

THEOREME. — Soit M une maftrice triangulaire supérieure de matrices,
c’est-A-dire une matrice carrée de la forme :

Nll N12 b Nlm
O sz LX) sz

................

ol les N;; sont des matrices carrées quelconques, et ol les matrices N; telles
que i > j sont nulles, Alors :

detM = l—[ detN,-,-.

i=1

REMARQUE. — Par transposition, le théoréme s'étend au cas ol M est
une matrice triangulaire inférieure de matrices.
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CAS PARTICULIER. — Le déterminant d’une matrice triangulaire — et, en
particulier, celni d’une matrice diagonale —~ est égal au produit des éléments
diagonaux.

EXERCICE. — Considérons la matrice :

dans laquelle les éléments o;; tels que i+j < # sont nuls.

En affectant les vecteurs colonnes de 1a permutation o qui transforme jen n+ 1 —j, on déduit
de M une matrice triangulaire inférieure M’ dont les éléments diagonaux sont 2, .., t.y.
Dol :

det M = g{gydet M, detM' = [] o pe1-s
i=1

On peut effectuer la permutation ¢ en échangeant la j-iéme colonne de M avec chacune
des j—1 colonnes qui la précédent et cela successivement pour j =2, j=3,..,f=n; o est
donc le produit de 1424 ...4+n~1 transpositions. Finalement :

nin=1) =

deeM = (~1) 2 ] ayps1-s
=1

Le lecteur pourra d’ailleurs retrouver e(s) en calculant le nombre des orbites suivant g.

REMARQUE. — Soient A une matrice carrée d’ordre p et g un entier strictement positif,
On peut construire une matrice carrée d’ordre p+4, M, telle que det M = det 4. Il suffit
de se placer dans les conditions du lemme en adoptant pour matrice C une {p, g)-matrice quel-
conque et pour matrice B une matrice triangulaire dont les éléments diagonaux ont pour
produit 1.

10.3.2. Développement d’un déterminant suivant une rangée
(ligne ou colonne)

Soient M = [x,,] une K-matrice carrée d’ordre n (n > 1), et e = (¢4, ..., €,)
la base canonique de X". Le déterminant de M est le déterminant dans la base e
du systéme des vecteurs-colonnes de M, qui s’écrivent :

n
aj=kz w e, 1<j<n
=1

Donnons-nous j &€ N,. La linéarité de det, en le j-idme argument permet
d’écrire :

detM = Z aijkj, (.1)
k=1

avec ! Ay =det, (@y, o, @515 € 85115 enr @)
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Pour (k, j) donné, étudions 4,;. En utilisant j— 1 échanges de deux vecteurs-
colonnes consécutifs :

(— l)j_lAkj - dete (ek1 al. weuy aj_l, aj"‘i'-' wevy a").

En utilisant & — 1 échanges de deux vecteurs-lignes consécutifs (ou échanges de
vecteurs consécutifs de la base) :

k—1 i—1
(— ]) (— I)J Ak_,l = dete' (ek. al. waay a_,--,. aj+1, very a,,),
¢’ désignant la base (5. €. - €41, g go comr €0

Ainsi : (—=1)*"/A4,; = det N, en désignant par N,; la matrice :

I

e o aj-1 :ﬂm a,
'l

— K -

| Ui e =] |e
I i e

0I . 1
|
i
|
]
|
I My
I e _
Nu= Fo - .
1 0| LI
|
]
|
|
I ]
I
l |
o! |

1 | 4 ey

En utilisant 10.3.7, 1°, et en tenant compte de det {1] = 1 :

det Nk_':det Mk_; et A,‘J=(“I)k+Jdet Mkj' (2)
Nous sommes conduits a poser :

DEFINITION. — Soit M = [«;;] une K-matrice carrée d’ordre n, (n > 1).
On appelle :

— mineur relatif 4 I’étément «;; le déterminant de fa matrice carrée d’ordre
n—1, M, déduite de M en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne;

— cofacteur de «;; te scalaire (—1)"*/ det M ;.

Nous constatons que, dans le calcul précédent, A;; est le cofacteur
de ay;.
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En utilisant d’abord (1) et (2), ensuite det ‘M = det M, nous obtenons :

THEOREME ET DEFINITION. — Soit M = [a;;] une K-matrice carrée d’ordre
n, (n > 1) ; on désigne par 4, le cofacteur de «;;. Quels que soient les entiers
ieN, et j €N, on dispose des égalités :

detM - Z aijkj (3)
k=1

et det M = Z otl-,‘ A'-k (4}
k=1

dont les seconds membres sont respectivement appelés développements du déter-
minant de Ia matrice M suivant [a j-iéme colonne et sunivant la j-iéme ligne.

2

REMARQUES. — a) Le mineur et le cofacteur associés & «;; sont indé-
pendants des éléments de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne de M.

b) Soient B,, ..., B, des scalaires quelconques de K. La matrice déduite
de M en remplagant «,; par B, | < k < n, c’est-a-dire enremplacant la j-iéme
colonne de M par une colonne formée par §,, ..., §,, a pour déterminant :

2 BAy.
k=1

Considérons en particulier la matrice déduite de M en substitvant la
ligéme colonne & la j-iéme colonne ; si / # j, cette matrice a deux vecteurs-
colonnes égaux et son déterminant est nul ; si / = j, cette matrice est M ; dans
les deux cas nous pouvons écrire :

Y oy Ay = 8, det M, (6y; : symbole de Kronecker). &)
k=1

De la méme fagon :

n
2 A = 8y det M. &
k=1
ExemPLE 1. — Le développement d’un déterminant A d’ordre 2 suivant la premiére
colonne s*&crit :
x B
o ,3" =a|lf'| - o|f] on A=uaf—of.
ExempLE II. — Le développement d'un déterminant A d’ordre 3 suivant ia premiére
colonne s’écrit ©
a ﬁ r
gyl = dff 7|_a,ﬁ ”,+a’ﬁ v\
. gy By By B
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En utilisant I'exemple 1, on en déduit :

A= BV -FY) ~ € By —B') + 2By~ B'7)
ou
8= By +a By +a By —af'y ~a' By =a’ 'y,

Le schéma ci-contre — dit régle de SARRUS — est un moyen mnémotechnique pour associer les
éléments de la matrice dont le produit doit étre affecté du signe + (traits continus), et ceux
dont le produit doit &tre affecté du signe — (traits
pointillés).

ExemrpLe III. — Soient §,, ..., &, des scalaires de
K (n 2 2). On appelle déterminant de VANDERMONDE
associé au #-uple (£,, ..., &,) le scalaire :

1 ¢ ¢ ..oa7

1 & & .. oa!

Vi o S =

L@ L e

De la j-iéme colonne retranchons la (j— 1)-iéme colonne préalablement multipli¢e par £,
et ceci d’abord pour j = n, puis pour j = n—1, ..., enfin pour j = 2. Nous pouvons ainsi écrire :

1 0 0 0

L (€—=€) (Ga=80b . (&-t8?
Vs oo b =

L @Gt GeEDE - G887

Développons sujvant la preg{ére ligne. Nous obtenons un déterminant d’ordre n—1,
dans lequel les éléments de la i-iémie ligne contiennent en facteur (&, , —¢&;). Nous en déduisons :

V(C1, €25 s €0) = V(&2 ooy é‘,.)"]:[2 (&—E), (n=3),

et

V(Cn {2) = (52"':1}

D’ob, en raisonnant par récurrence :

V(Ey oon Ba) = \ a“I:[!'s ({&;—40-

10.3.3. Application des déterminants au calcul de Pinverse d’une
matrice

1° DEFINITION. — Soit M = [a;;] une K-matrice carrée d’ordre n, (n > 1).
On appelle :

— comatrice de M la matrice [4;;], o A;; est le cofacteur de a;; dans M,
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— matrice complémentaire de A la transposée, que 1’on note A7, de la co-
matrice de M.

Notons que M est aussi la comatrice de la transposée de M.

THEOREME. — Soient M = [4,;] une matrice carrée d’ordre n, (n > 1), et

M la matrice complémentaire de M. Alors :

MM = MM = (det M)I,, (I, : matrice-unité d’ordre »). (1)

En effet M# s'écrit [y}, avec y; = Y o, 4.
k=1
La formule (6) du 1¢.3.2, donne :  y;; = &, (det M). O

% 2° Consédquence. — Si nous supposons que, en outre, M est inversible,
ce qui se traduit (10.2.3, 3°), par det M # 0, la matrice M~ ! est donnée par

1 -

- Aj
= hooo - Ji
= et M M ou M~ 5

det M’

M-l

A;; désignant le cofacteur, (—1)'*/ det M,;, de «;; dans M.
On remarquera I'interversion des indices.

il

REMARQUES. — a) La matrice complémentaire d'une matrice inversible
est inversible,

b) Ce calcul exclut le cas n = [, pour lequel on ne peut pas parler de
mineurs et de cofacteurs ; mais il est bien évident que, pour o € K\{0} on a :

(B ' ="'k

10.3.4. Déterminants a éléments dans un anneau commutatif

Soit 4 un anneau commutatif, Grice a |'extension aux A4-modules du
théoréme de la dimension (18.2./, 3°), nous pouvons introduire :

— le déterminant dans une base d’'un 4-module de dimension finie non
nulle ;

— le déterminant d'un endomorphisme d’un 4-module de dimension
finie ;

—— le déterminant d'une A-matrice carrée,

Les seules propriétés qui ne s'étendent pas immédiatement sont les
propositions {indiquées par le signe %), dont la démonstration a fait intervenir
plus ou moins directement ie fait que les éléments inversibles d’un corps
sont les éléments non nuls, 1l s’agit des théorémes de caractérisation des bases,
des endomorphismes, des matrices inversibles, que nous allons reprendre, en
commengant cette fois par les matrices.
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PROPOSITION. I. —— Soit M une matrice carrée d’ordre n, 4 éléments dans
I’annean commutatif 4. Pour que M soit inversible dans I*anneau AG,(n), il
faut et il suffit que det M soit inversible dans 4 et alors :

M™' = (det M)~' M, (M : matrice complémentaire de A). {
— Si M admet une inverse N dans A {n), on a (10.2.3, 2°)
(det N)(det M) =det I, =1,

det M est donc un élément inversible de A.
— Si det M est inversible dans 4, en utilisant (10.3.3, 1°)

MM = MM = (det M),

on constate que M admet (det M)~ ' M pour inverse dans M ,(n). O
Par isomorphisme, on en déduit :

ProposiTiON 1. — Soient 4 un anneau commutatif, £ un 4-module de
dimension finie non nulle et # un endomorphisme de £. Alors # est inversible dans
I’anneau £(E) st et seulement si det « est inversible dans I’anneau A.

ProrositioNn [II. — Soient 4 un anneau commutatif, £ un 4-module de
dimension finie non nulle »#, ¢ une base de £. Un systtme de n vecteurs de E
est une base si et seulement si son déterminant dans la base e est un élément
inversible de A.

10.3.5. Déterminants a éléments dans un corps de fractions
rationnelles ou dans un anneau de polynémes

K désigne ici un corps commutatif.

1° La théorie des déterminants s’applique, en particulier, au cas ol
le corps de base est un corps de fractions rationnelles. Soit M = [£,;] une
matrice carrée d'ordre » 4 €léments dans le corps K( X, ..., X,,). Son détermi-
nant est la fraction rationnelle donnée par la formule

det M = Z E(U)Fn(n,l ‘“Fa(nl.n' (l)
TEHn
Dérivation. — Au titre d’élément de K(X, ..., X,), det M admet des

fractions dérivées partielles. Limitons nous & m = | et démontrons :

THEOREME. -~ Soit M = [F;;] un élément de My 4 (7). Pour obtenir la
dérivée de la fraction rationnelle det A/, on introduit la matrice M, obtenue
a partir de M en substituant leurs dérivées aux éléments de la j-iéme colonne
de M ; on opére ainsi pour j = 1, ..., n. Alors :

D(det M) = > det M. (2)

i=1
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En effet, d’aprés la formule de dérivation d’un produit de fractions ration-
nelles, on obtient & partir de (1) :

D(detM) = ¥ G,
i=1

avee ©

Gi= 3 #0)Fouuy, 1 Foyory, jo1" D Fa), j  Faggry, j1° - *Fatny, n

dCHa
G; est précisément le déterminant de la matrice M.

REMARQUE. — Nous aurions, naturellement, pu travailler sur les lignes
de M.

2° Si on a affaire & une matrice carrée dont les éléments F;; appartiennent
4 I’anneau de polynémes K[X,, ..., X,], on peut considérer que I’on est dans
un cas particuliecr du 1°. Le déterminant de la matrice, considérée comme &
éléments dans K(X, ..., X,,), est la fraction rationnelle déterminée par (1) ;
on constate qu’il s’agit en fait d’un polyndéme (ce résultat est d’aifleurs un cas
particulier du 10.3.4).

Dans le théoréme de dérivation, D (det M) est ici un polyndéme.

REMARQUE. — La notion de déterminant d’une matrice de Mg (#) sera
utilisée au 12.3.3, lors de 1a démonstration du théoréme de HAMILTON-CAYLEY.

10.4. FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES

Ce sous-chapitre peut étre réservé d une seconde
lecture de Pouvrage, les résultats qu'il fournit n’inter-
venant dans la suite qu'd Poccasion de compléments
de calcul différentiel et intégral. Il est indépendant de
Pétude des déterminants. Nous nous limitons au cas
ot K est un corps commutatif.

10.4.71. Produit extérieur de formes linéaires

Soit E un K-espace vectoriel, pas nécessairement de dimension finie.

1° THEOREME ET DEFINITION I. — Etant donnée une famille Of. ¥
de formes linéaires sur E, Vapplication de E? dans K définie par ;

(X5 s X)) — ‘ljl (y}", X 6]
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est une forme p-linéaire sur £ ; elle est dite produit tensoriel des formes linéaires
Y1, o ¥ et notée y1®.. @y}

Cette proposition se vérifie sans difficulté, en utilisant 10.1.2, 5°; on en
déduit :

THEOREME ET DEFINITION II. Etant donnée une famille (y}, ..., y}) de
formes linéaires sur E, I’antisymétrisée du produit temsoriel y1®...®y%, qui
est 1’application de £7 dans K déterminée par :

(x15 o X,) — Y E(0) 1_P[ YT Xan D (2)

TEGp Ji=1

est une forme p-linéaire alternée sur F ; elle est dite produit extérieur des formes
linéaires y}, ..., ¥% et notée yT A ... A y%.

REMARQUE. — Dans le cas ot £ a une dimension finie non nulle, le déter-
minant dans une base e a été précisément défini (10.2.7, 1°), comme le produit
extérieur des éléments de la base de E* duale de e.

2° Seconde expression du produit extériewr., — Etudions (2). Le
produit de p scalaires du corps commutatif K est invariant dans toute permuta-
tion sur les facteurs. Etant donné ¢ € &,, on peut écrire pour tout p € 6,
{en remplagant j par p(k)) :

r P
*
| I1 <ij xa(j)> = hl I: <.V:(k)a xap(k)>~
j= =

Convenons qu’a chacun des ¢ qui interviennent dans (2) nous associerons
p=o0"1 ce qui entraine &{(s) = e(p). Comme 6 — p =0 ' est une
bijection de &, sur lui-méme, nous pouvons définir y} A ... A y}, comme I’ap-
plication de E? dans X telle que :

(1, o x) — T 2(p) kljl o 5, &)

PEGP

formule dans laquelle on peut naturellement désigner les variables muettes par
o etj, au lieu dep et k.

3° THEOREME. — L’application ¥ qui a (¥}, ..., y}) associe y} A ... A y}
est une application p-linéaire alternée sur E*, i valewrs dans 4 (E).

En utilisant (1), nous constatons que, pour p donné, le produit

p
*

] I <yp(k)’ X,

k=1
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qui intervient dans (3), est I'image de (x,, ..., x;) par le produit tensoriel
Yo, ® ... ® Y- Autrement dit (3) exprime 1'égalité entre formes p-linéaires

y’r A A y’; = Z S(P)}’:(n@ ®y:(p)' @

LK T

Comme (4) est valable pour tout (y%, ..., yz) e (E*)F, on en déduyit :

¥= 3 elpo(o)
PE Gy
en désignant par ¢, 'application, visiblement p-linéaire, de (E*)” dans £,(£)
quia (y}, ..., y}) associe y} ® ... ® y}: ¢ est donc I"antisymétrisée (10.1.2, 5°)
de ¢. a

10.4.2. Formes p-linéaires alternées sur un espace vectoriel de
dimension »

Soient # et p deux entiers tels que 1 € p € n, £ un K-espace vectoriel
de dimension #.

1° Généralisant ["étude du n° 10.2./, nous allons montrer que I’espace

vectoriel A,(E) des formes p-linéaires alternées sur £admet C7 pour dimension,
en exhibant une base de #,(E).

Nous utiliserons une base arbitrairement choisie, ¢ = (e, ..., e,), de F
et la base e* de E* duale de e. Nous désignerons par T I'ensemble des applica-
tions strictement croissantes de N, dans N,, dont le nombre est celui des
parties de N, dont le cardinal est p, 4 savoir C5.

A chaque élément ¢ de F, nous associons le produit extérieur, élément de
P

*

— o*
d¢ =y A e A lypy

LemMe 1. — Pour tout élément ¥ de T, le scalaire (e 1y, --» €y¢p))
est égal A0siy # @, alsiy = o

Ce scalaire s’écrit : Y. e(o)w (o) avec :
qehp

14 P
*
a(o) = -H1 {Coiip Cyatiy? = ,Hl Boii3, watiy
4= 1=

On constate que, pour ¢ donné, w (s) est égal a | si les applications ¢
et yo de N, dans N, sont égales, 3 0 dans le cas contraire.

— Supposons d'abord ¢ # ¢, ce qui entraine, d’aprés la stricte mono-
tonie, 9(N,) # Y (N,). Pour tout ¢ € &,, on a Yyo(N,) = Y (N,) ; il en résulte

que, pour tout o € &, les applications ¢ et o ont des images distinctes et,
par suite, sont distinctes. Ainsi, si ¥ # ¢, le scalaire est 0.
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— Supposons maintenant | = ¢. Dans le cas ol ¢ est la permutation
identique de N, la condition ¢ = o est remplie, on a w(g) = 1 et (o) = 1.
Dans le cas contraire, on peut trouver j € N, tel que 6(j) # j; d’ol, puisque:
¢ est injective, po(j) # @(j), ce qui entraine gpo # ¢ et w(s) = 0. Ainsi, si

¥ = ¢, le scalaire est 1. O
Lemme II. — Dans Pespace vectoriel A, (F), la famille (d,), .o est
libre.
Soit (4,), ¢ une famille de scalaires de X telle que >, A,d,, soit I'é/ément
et

nul de #A,(E). La forme nulle donnant 0 comme image de tout p-uple de
E? ona:

Voed Y Ad,(e,uy - y) =0
@et

ce qui, compte tenu du lemme I, s’écrit :
Yyel A, =0 O
LemMme III. — Dans Pespace vectoriel A, (E), la famille (d,), .« est
génératrice,
Soit fun élément quelconque de #A,(E). Associons lui la famille de scalaires
(AW)‘P e & avece l(" =f(e¢(l), sary ew(p)).
Nous allons montrer que les deux formes p-linéaires alternées f et

g = Z Aody

¢et
coincident.

En utilisant I’expression de I'image par £ d’un p-uple de E? en fonction des
coordonnées des vecteurs (formule (3) du 10.2.1, 2°), a savoir :

flxys ., xp) = 25 &, l"'éa’(p),pf(ecr(l)’ ooy ea(p))»
agE

et I’expression analogue de g(x,, ..., x,), on constate qu’il suffit de montrer
que fet g donnent la méme image de tout p-uple de la forme (e,¢1y, --s €4p))s
oli ¢ est une application injective de N, dans N,. En utilisant le caractére
alterné, on peut méme limiter la vérification a 1’égalité des images par fet g
des p-uples de la forme (e (), ...n €yqpy)s avec ¥ € T,

Or d’aprés la définition méme des scalaires 4, :
g1y - y(py) = Ay
D’autre part, en utilisant le lemme I :

g(ey(1y o Eyipy) = Ay a
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Des lemmes I et III on déduit :

THEOREME. — L’espace vectoriel A,(£) admet pour base la famille
(d,), < < ; sa dimension est C7.

REMARQUE. — Pour p = n on retrouve le déterminant dans la base
det, et la dimension | de #A,{E).

2° Nous allons déduire de cette étude deux critéres d’indépendance.

THEOREME. — Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 7 et (a,, ..., a,)
un systéme de vecteurs de £ Le systéme est libre si et seulement s’il existe
ume forme p-linéaire alternée qui donne de (a,, ..., a;) une image non nulle.

— Si le systéme est libre, nous pouvons le compléter en une base
(@1s cos @py By g,y o @,) de E 5 soit (a’:, oo a':, a:H, wy @) la base duale.
L’image de (ay, ..., a,) par le produit extérieur al A ... A @’ est non nulle
(elle est égale a 1).

— Si le systéme est lié I'un des vecteurs au moins est une combinaison
linéaire des autres ; d’aprés 10.1.2, 6°, toute forme f e #,(£) donne 0 pour
image du systéme. O

THEOREME. — Soient £ un K-espace vectoriel de dimension # et (a7, ..., a’;)
un systéme de formes linéaires sur E. Le systéme est libre si et seulement si
le produit extérieur a’ A ... A a: est non nul.

— Si le systéme est libre, nous pouvons le compléter en une base

a* = (af, ..., a}, a;,1, ..., ay) de E* ; il existe une base unique,
a=(ay, . ..a, 4,51, ..,a,) de E dont a* est la base duale. Le produit
extérieur aj A ... A a’; donne du p-uple (a,, ..., a,) I'image 1 ; il est non nul,

— Sile systéme est lié, I’'une des formes au moins est combinaison linéaire
des autres ; 'application p-linéaire alternée ¥ du 10.4.7, 3° donne pour image
du systéme la forme nulle de #,(£). Or yat, ..., af,) n’'est autre que
ar A ... A a:. O

10.4.3. Produit extérieur de formes alternées

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle #.

1° Définition de la multiplication extérieure. — Soient p et g deux
entiers strictement positifs. Désignons par § le sous-ensemble de @, , constitué
par les permutations ¢ vérifiant les deux conditions ;

o(l) < .. <o(p) et o(p+]) <..<oc(pt+q);

(pt+4q)! .

on notera que le cardinal de 8 est Siq1
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Au couple (f, g) € 4,(£)x st (E), nous associons 1'application de E?*¢

dans K qui donne de (x|, ..., X, X 4|, -... X4 ) I'image
Z_ E(S)f(xs(l)! AR ] xs(p))g(xs(p+])1 seny xs(p+q)) (I)
56

Cette application est provisoirement notée /' T g. Il est clair que £ T g est
une- forme (p+¢g)-linéaire sur E. Cette forme est nulle, donc alternée, lors-
que sup (p, g) > n, I'une des formes f ou g étant alors nulle.

Nous allons démontrer que la forme f T g est encore alternée lorsque
sup (p, ) < n. L'application(f, g) — f T g de #&,(E)x A, (E) dans £, (E)
étant visiblement bilinéaire, nous pouvons introduire la base (d)), ., de
#,(E), la base (dp)g - = de A, (E), et écrire

(X Ady) T (OZ‘O eds) = X Ayted, T dy. 2

pell (@, 8) e x2

It en résulte qu’il suffit de prouver que /' T g est alternée lorsque fet g
sont des produits extérieurs de formes linéaires sur £, ce qui est une conse-
quence immédiate du lemme suivant :

LEMME. — Soient (y%);.n,,, une famille de formes linéaires sur E, f et g
les produits extéricurs :

F=YIA Ay =Dt A A

Alors f' T g est le produit extérieur :

fTQ=YTA---AJ”;AJ’:HA---AY:M-

Reprenons le sous-ensemble 8 de &,,, considéré ci-dessus et désignons
par &' et ®” deux sous-groupes de &,., respectivement constitués par les
permutations qui laissent fixes p+1, ..., p+q et par celles qui laissent fixes

1, ..., p.
Tout élément o de &, , s’écrit, d'une fagon et d'une seule :

c=s50c"; s€8 o' e€®, ¢"c®.

L'image de I’élément (xy, ..., x,4+,) de EP*4 par le produit extérieur
YT A .. Ayl est le scalaire
ptg *
L
Y= Y e(sa’a”y ] <0fs Xoaiiyd-
(5,0, 0" edS xg x5 " i=1

D’une part : e(so's™) = e(s)e(o)e(s”).

D’autre part :
— sije[l, pl, alors so'a"(j) = so' (),
—sije[p+i, p+ygl alors so’s"(j) = sa”(j).



10.4.3 FORMES MULTILINEAIRES ALTERNEES 367

On en déduit :
y = 2, e(a()B(s)
avec | e

a(s) = Z e(o’) H (yf, xsa’(j)>

o EG’ i=1
ptq *
Bsy= Y &6 I <F Xy
wwe®” i=p+1

®’ et ®" étant respectivement isomorphes & &, et &,, on constate :
G(S) =f(xs(l)' rees xstp))! ﬂ(s) = g(xs[p+ 1)s eeey xs(p+q))'
On en déduit ;
Y= T @ (X s Xpo Xpy 1y ooy Xpp )

2° Propriétés de la multiplication extérieure. — THEOREME [. — Quels
que soient les entiers strictement positifs p, ¢, 7 et les éléments f, g, / de A (E),
:'f.q(E), :tr(E) .
STHNTh= T(gTh). 3
D’aprés (2), il suffit de démontrer la proposition dans le cas ol f, g, A
sont des produits extérieurs de formes linéaires sur E, a savoir :

* * * * * *
f= Yi A A yp‘ g = yp+1 Ao A .vp+q9 h = yp+q+l A A yp+q+r‘
En utilisant le lemme précédent, on constate que, dans ce cas, les deux
membres de (3) sont égaux au produit extérieur de p+ g +r formes linéaires :

* * * * * *
Yi Ao A yp A yp+| A A yp+q A yp+q+l Ao A yp+q+r‘ D

THEoREME II. — Soient y7, ..., yo des formes linéaires sur E, (m = 2).
Alors ;

ViT. . Tyh=y"n ... Ak (4)

L’écriture du premier membre, sans parenthéses, est légitimée par le
théoréme précédent. On raisonne par récurrence :

— pour m = 2, (4) résulte du lemme du 1°;
— soit m un naturel, m = 2, pour lequel (4) a été vérifié. Il en résulte

YT Ty Tymer =T A o AP Ty
et, en utilisant d'une part le théoréme précédent, d’autre part le lemme :

VT Ty Tyt = V1A o A A Vs O
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Conséquence. — Gréce & ce théoréme et & la formule (2), nous pourrons
dorénavant remplacer le signe T par le signe A et parler du produit extérieur
f A g d’une forme p-linéaire alternée f par une forme g-linéaire alternée g.

TaéorREME III. — Quels que soient les éléments f de £, (E) et g de
#A(E) :
gaf=(=D"fng

D’aprés (2), il suffit de démontrer la proposition dans le cas oll fet g sont
des produits extérieurs de formes linéaires, ou encore, compte-tenu du lemme,
dans le cas ou :

* * * *
Frg=yi A . Ay AYyii A AVoiy

* * * *
GAS=Yp1 A AV, AL ALLAY,

En utilisant le caractére alterné du produit extérieur de formes linéaires
(104.1,3*) ona:

gAf=cel@fnAg

¢ désignant la permutation de N, . qui s’écrit

1 2... ¢ g+l...g+p
ptl pt+2...p+gq ... p

En calculant le nombre des orbites suivant ¢, ou en montrant que ¢ peut
étre considéré comme le produit de pg transpositions de la forme 7; 44, le
lecteur vérifiera : s(6) = (— )% O

-

ReEMARQUE. — Il est commode de considérer tout scalaire 4 de K comme
une forme m-linéaire alternée avec m = 0 et de poser, pour toute forme
p-linéaire alternée f,

AAf=Af et fAd=A4f

Le lecteur vérifiera qu’il est alors possible d’étendre les résultats précé-
dents au cas ol p, g, r sont des entiers positifs, au sens large.

EXERCICES
10.01. — Donner une expression aussi simple que possible des déterminants
a éléments dans IR :
B+9* ? i a-fy 2o 20
A=| v (@+a* & |, B=| 28 Bya 28
g @t (a+f)? 2y 2y ya-f
. 1 1 1 1
1 sin o cos o | [ cosy cosf
C = 1 sin f cos B {; D= 4
1 Gin 1 cosy 1 cosa
my oSy 1 cosf cosa 1
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On trouvera : A = 2(af+By+ya)*; B = (a+B+1*;

C=—4sin?sinz—;—asini¢;—ﬁ; D=—165in2§sin“§ in?
10.02. — Vérifier que si o, 3. 7 sont des réels compris entre 0 et x, et de somme 7 :

1 cos o tg of2
1 cos i tg /2] =0
| cos ¥ tg /2

10.03. — Soit I’équation sur € ; x*>—Ax?+ Bx—C = 0, de racines a, 8, 7.
Exprimer en fonction de A, B, C le déterminant :

(B+7)? B? ??

A= a? (y+2)? y? {On montrera : A = 2x2f8y(x+ 4+ 7))
o . (a+p?
10.04. — Montrer qu’un déterminant formé en utilisant les n premiéres co-

lonnes du triangle de Pascal et n lignes consécutives du triangle (et en complétant par
des 0) est égal a4 1.

10.05. — Etant donné neN, on pose a; = Cit} ™/, en convenant a; = 0,

si i+1—j < 0. Montrer que le déterminant d’ordre p, |x;;|, vérifie :
|U-ij| = le‘i-p'

10.06. — On considere le polyndme :

10 0o 0 0 X+1
1 12 0 0 0 (X+1)Y
= 3
P.(X) =it 1 3 3 0 ... 0 (X+1

LCas1 Chsy Chuy - CRL (X 41!
Calculer P (X) — P,(X—1). En déduire P,(m), (m € N).

10.07. — On considére le déterminant d’ordre n+1 :

! X e X1 X
1 1 1 1
A(X) = 1 2 n n+l
ln'—l zn—l. . nn—l. (n+1)n—1

1° Montrer que tout polynéme P de degré strictement inférieur 3 n vérifie :
PXY+ Y (-DCEP(X+Kk) =0
k=1

2° En déduire que A, (X) est divisible par (1 — X)" et calculer le quotient.
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10.08. — Soit A = |x;| un déterminant d’ordre » tel que :
o= sii>j; a; = fsii<j; Ay = Yy

Calculer A. Pour cela on considére le déterminant D(X) déduit de A en ajoutant
X 4 tous les éléments.

10.09. — Calculer le déterminant d’ordre 1, A = |2;;] tel que :
1° ay = 18ii#j; o = 1+,

2° gy=1s8i>j; ay=aff sii<j; 2 = %+ fl,
10.10. — Calculer le déterminant d'ordre », A = |z, tel que :

1° «,; désigne PGCD (i, j).

2® a;; désigne le nombre des diviseurs communs 4 i et j.
3% a;; = sin (,+8)), ob 6y, ..., 8, sont donnés.

10.11. — Calculer les déterminants d’ordre »n :

1 2 3 n 1 1 1 1 1
n 1 n—1 B, % % xy %y
(n—1) n 1 n—2 Bi B2 = 3 X3
................................ ﬁ; ﬁz ﬁ3 X3 A3
3 t 20 e
2 3 (n—1) 1 Br B2 B Buci %o

10.12. — A I"élément (¢, ..., £,) de K" on associe :

L& 8t g™ g

Wi€y .. &)

1° Montrer : W.=Va

ol ¥ désigne le déterminant de Vandermonde de &, ..., ¢, et a,_ ; la valeur prise

au point (£, ... &) par le (n—jriéme polynéme symétrique E&lémentaire de
K[X,, ... X,).

2° En déduire un calcul de I'inverse de la matrice :
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10.13. — On pose :
L+&, 1+E 1+

W, ...E5) =

14&, 1482 148

Montrcr : W(El’ T :u) = V(&l) ety én) " |:2 I—-ll éi - 1—_[| (él_ 1):|
(ot ¥ désigne le déterminant de Vandermonde de £, ..., £,).

10.14. — On donne (¢,, ..., 2,) eKPet (@, ... @) e (K[X]) avecdeg (@) € p—1;
on pose

0.0 = 3 pyx.

Soient D = |y;], avec y; = Qfap), et B = |8
Vérifier D = Bx V, ol V est le déterminant de Vandermonde de (z,, ..., o).

10.15, — Dérterminant circulant. — Soit (ag, ..., %, ) € C", et w = exp (ZITR) .
On pose :

oAy Uy ... X 1 w"”

(les lignes de A s’obtiennent chacune a partir de la précédente par permutation circu-
laire; M est une matrice de Vandermonde).

Calculer : M?; det M? ; AM ; MAM. En déduire det A.

10.16. — Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 0.

1° Montrer que fe A (E)} et y* € EX\{0} sont liés par f A y* =0 si, et
senlement si f peut s’écrire sous la forme g A y*, avecyg € £,_,(E).

2° On donne fe A (EN{0}. Soit ¥, 'espace vectoriel des y* e E* tels que
FAy*=0; soit {ef, ..., ¢]) un systtme libre d’éléments de V.

Montrer que ¢ < p ; et que f peut s’écrire f = g A e} A ... A €.

En déduire que dim ¥, < p et que fest un produit extérieur de formes linéaires
si, et seulement si dim ¥, = p ; on dit alors que f est décomposable.

3° En reprenant le 2°, avec n = 4 et p = 2, montrer que f est décompaosable si,
et seulement si f A f= 0.
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APPLICATIONS
DES DETERMINANTS

Dans tout le chapitre, K désigne un corps commu-
tatif. Sauf au 11.2.1, tous les K-espaces vectoriels
considérés seront de dimension finie non nulle,

11.1. DETERMINATION PRATIQUE D'UN RANG

11.1.1. Rappels de définitions et de résultats

1° Sur le rang. — a) Le rang d’une famille finie (ou systéme) de vecteurs
d’un K-espace vectoriel E est la dimension du sous-espace de £ engendré par
la famille ; ¢’est aussi le nombre maximum de vecteurs linéairement indé-
pendants que 1'on peut extraire de la famille ;

b) Le rang d’une application linéaire ¥ d’un K-espace vectoriel £ dans
un K-espace vectoriel F est la dimension du sous-espace Im u de F; c’est le
rang de I’image par # d’une base de F ;

¢) Une application linéaire {resp. un isomorphisme} transforme un systéme
de vecteurs en un systéme dont le rang est au plus égal (resp. égal) 4 celui du
premier,

d) Le rang d’une K-matrice M est le rang commun au systéme des vec-
teurs-colonnes et 4 celui des vecteurs-lignes. C’est aussi le rang commun a
toutes les applications linéaires traduites par M.

2° Sur les sous-matrices (ou matrices extraites).— Soit M = [«;];en,, jen,
une K-matrice. On appelle sous-matrice de M toute matrice de la forme

P =oylier, jesr Ou I et J désignent respectivement des parties non vides
de N, et N,

On constate qu’on peut déduire P de M de la fagon suivante :

— on supprime d’abord les colonnes de M dont les indices n’appar-
tiennent pas A J, ce qui fournit une matrice @, indexée par N, % J,

— on supprime ensuite les lignes de @ dont les indices n’appartiennent
pasa L
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11.1.2. Détermination pratique du rang d’une matrice

1° Les trois problémes de détermination d’un rang (systéme- de vecteurs,
application linéaire, matrice) peuvent se ramener a Pun quelconque d’entre eux.
Nous allons voir comment [utilisation des déterminants permet d’obtenir le
rang d’'une K-matrice, théoriquement tout au moins (une méthode plus rapide
sera exposée au 11.2.3).

2° PROPOSITION. — Soient M une K-matrice et P une sous-matrice de
M. Le rang de P est au plus égal a celui de M.

Passant par ’'intermédiaire de la matrice Q introduite au 11.1.1, 2°, nous
avons, en remarquant que les vecteurs-colonnes de Q figurent parmi ceux de
M et que les vecteurs-lignes de P figurent parmi ceux de Q :

rang Q < rang M ; rang P < rang Q. O
L’ordre d’une matrice carrée inversible étant égal 4 sonrang (9.4.6), ona:

COROLLAIRE. — L’ordre d’une sous-matrice carrée inversible d’une K-ma-
trice M est an plus égal au rang de M.

3° Matrices bordantes. — DEFINITION. — Soit P ume Sous-matrice
carrée d’ordre p de la (n, p)-matrice M. On appelle matrice bordante de P
dans M toute sous-matrice carrée de M qui admet P pour sous-matrice et p+1
pour ordre,

La matrice P admet (n— p) (p — p) matrices bordantes.

THEOREME. — Soient M une matrice de type (», p), de rang r, et P une sous-
matrice carrée inversible de A, dont D'ordre p vérifie p < r. Alors il existe
une matrice inversible (au moins) parmi les (n—p) (p—p) sous-matrices de M
bordantes de P.

M est indexée par N, xIN, et P par IxJ (pour simplifier on a supposé
pour faire la figure que les éléments de [ (resp. J) sont consécutifs dans IN,
(resp. N), hypothése qui n’est en général pas vérifiée).

Np
[ il

Nn
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Passons encore de M a P par U'intermédiaire de la matrice @, et désignons
par (@;);en, €t (a)); s les systémes de vecteurs-colonnes de M et Q.

Le rang de Q, qui est au plus égal au cardinal p de J et au moins égal au
rang p de la matrice inversible P extraite de Q, est exactement égal a p;
{a,); ¢ ; est ainsi un systéme libre de rang p, extrait de {a,);.y, dont le rang
r vérifie r > p ; il existe donc un indice j, € N,\J tel que le systéme

(aJ')j e, AVEC J=Ju {]0}
soit libre. La matrice Q' dont les vecteurs-colonnes sont les vecteurs de ce
dernier systéme a ainsi pour rang p + | ; P est une sous-matrice de @', inversible,
d’ordre strictement inférieur au rang de Q’,

On montre comme ci-dessus que ceux des vecteurs-lignes de Q' dont les
indices vérifient i € I déterminent un sous-systéme libre du systéme (b);.n,
des vecteurs-lignes de @’ et qu’il est possible de trouver iy € N,\J tel que le
SySteme (bi)i e AVEC Ir =1uv {io}’
soit libre. La matrice carrée d’ordre p+1 dont les vecteurs-lignes sont les
vecteurs de ce dernier systéme répond a la question. O

COROLLAIRE. — Seit M une K-matrice non nulle. Le rang de M est égal
4 ’ordre maximum d’une sous-matrice carrée inversible de M.

La matrice carrée d’ordre | déterminée par un élément non nul de M
étant inversible, ’ensemble des ordres des sous-matrices carrées inversibles
de M n’est pas vide. Majoré par le rang r de M, cet ensemble admet un plus
grand élément p, tel que p < r. Il existe une sous-matrice P de M, inversible
et de rang p. Si I'on avait p < r, le théoréme précédent conduirait & une
contradiction ; on a doncp = r. a

Application. — Un systéme (a,); ., de p vecteurs d’un X-espace vectoriel de
dimension finie n est libre si et seulement si la (1, p) matrice des composants des a;
dans une base quelcongue de E admet une sous-matrice carrée inversible d’ordrep.

4° Matrices principales. — DEFINITION, — Soit M une K-matrice non
nulle. On appelle matrice principale pour M toute sous-matrice carrée inversible
de M, dont 1’ordre est égal an rang de M.

Une telle matrice existe d’aprés le corollaire précédent, mais elle n’est
pas nécessairement unique.

5° THEOREME FONDAMENTAL. — Pour qu’une K-matrice non nulle M soit
de rang r, il faut et il suffit qu’il existe une sous-matrice carrée de M, inversible
et d’ordre r, n’admettant pour matrice bordante dans A/ aucune matrice inversible.

La condition est nécessaire d’aprés le corollaire du 3°, elle est suffisante
d’aprés le théoréme du 3°,

Pratique. — Soit M une K-matrice non nulle. Une matrice carrée inver-
sible est caractérisée, sur un corps commutatif, par la non-nullité¢ de son
déterminant. On peut donc, grice & des calculs de,déterminants mettre en
évidence une matrice principale pour M ; le théoréme fondamental permet,
au cours de ce calcul, de limiter le¢ nombre des vérifications qui sont nécessaires
pour affirmer qu’une sous-matrice carrée inversible est principale pour M.
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11.2. EQUATIONS LINEAIRES

11.2.]1. Etude théorique d’une équation linéaire

Les notions d’équation, de solution d’une équation, d’équation compa-
tible, ont été données au 1.2.3, 8°,

1° DEFINITION. -— Soient deux K-espaces vectoriels F et F (pas néces-
sairement de dimension finie), u une application linéaire de E dans F, b un
vecteur de F. L ’équation ;

u(x) = b (L)
est dite équation linéaire associée au couple (u, b).

Lorsque b est 0, vecteur nul de F, on parle d’équation linéaire homogéne.
L’ensemble des solutions de (L) sera noté S(L), ce qui revient & poser :

S{Ly = {x, € E | u{x,) = b}.
ExeMPLES. — a) Soient I* e (K*)* et B € K. L'équation
(P x)=8

est une équation linéaire ; u: £ — Festici I* ; K — K.

* b} Soient [ un intervalle réel et F(resp. E) le R-espace vectoriel des applications continues
(resp. deux fois contindment dérivables) de { dans R. Soient &, b, ¢ trois éléments de F.

D désignant la dérivation, 1'application u ;: E — F telle que :

fr— DY+ aDify + &f

est linéaire. L’équation linéaire associée au couple (u, ¢) :

DN +aD(NH+ bf =¢

est dite équation différentielle du second ordre. ,

2° Structure de Uensemble des solutions d’une équation lindaire. —
Reprenons les notations du 1°,

TutorREME I. — L’ensemble des solutions de 1’équnation linéaire homogéne
u(x) = 0, qui est le noyau de z, est un sous-espace vectoriel de E ; il contient
au moins le vectenr nul de E, qui est dit solution triviale.

Cela résulte de la définition et des propriétés du noyau d’une application
linéaire. O

THEOREME II. — Soient (L) I'équation [inéaire u{x) = b et { /) I’équation
linéaire u(x) = 0, qui est dite équation homogéne associée a (L).

(L) est compatible si, et senlement si le vecteur b appartient a I'image
de u. Lorsque cette condition est remplie, toutes les solutions de (L) s’obtien-
nent en ajoutant A 1’une d’elles, x,, arbitrairement choisie, une solution
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quelconque de (H); S(L) est un sous-espace affine ('), de direction S( H), de E,
muni de sa structure affine canonique.
— La condition de compatibilité résulte de la définition de I'image de w,
— Etant donné x, tel que u(xy) = b, la linéarité de » fournit ;
VxeE ux)=>b <> u(x—x,) =0,
ce qui s’écrit :
VxeE ulx}=»b <= x—x,¢cKeru O

REMARQUE. — Dans le cas oh ['application u est bijective, (L) admet la
solution unique x, = u~*(b).

3° Superposition des solutions. — Considérons une équation linéaire
dans laquelle le second membre b se présente comme une combinaison linéaire,
soit

u(x) = z lkck' (L)
k=1

On suppose que, pour tout & € N,, I'"équation u(x) = ¢, admet une
m

solution x,. Alors (L) admet Y A,x, pour solution.
k=1

Ce résultat, qui est une simple conséquence de la linéarité de wu, sera
utilisé, en particulier, lors de I’étude des équations différentielles.

4° Equivalence d’un systéme linéaire et d’unme équation unique. —
Soient E et F; des K-espaces vectoriels, u; : £ — F; des applications linéaires,
b; € F; des vecteurs (1 = / £ n). La famille d’équations

u{x)=b;, 1 <i<n (L)
est dite systéme linéaire. L’ensemble des solutions de (L) est
S(LYy={xeE| VieN, u(x)=h}

Le systéme (L) n’est pas autre chose qu'une équation linéaire. En effet désignons
par F ’espace vectoriel produit F; x... x F, et par b I'élément (b, ..., b,) de F.

u: x — (u,(x), ..., u,(x))
est linéaire (4.2.2 3°) ; S(L} est 'ensemble des solutions de I'équation liné-
aire u(x) = b.

— Inversement, dans le cas oll E et F ont des dimensions finies (ce qui
permet de les remplacer par K? et K™) la résolution de 1’équation linéaire
u(x) = b considérée au 1°, peut se ramener a la résolution d’un systéme
linéaire, question traditionnelle que nous allons maintenant aborder.

(') En classes terminales, le lecteur a acquis les notions d’espaces et de sous-cspaces affi-
nes, Cette question sera reprise dans le cours de Géométrie,
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11.2.2. Systéme de » équations linéaires 4 p inconnues
1° Position du probléme. — Ftant données les familles finies de sca-
laires de K :
{(%iieN,, jeN, €t (Blien,, (n>0,p>0),

nous nous proposons d’étudier le systéme des # équations linéaires aux p
inconnues (£, ..., &) :

Gy o a =0, 1<€ign (L)
Le systtme homogeéne associé a (L) est, par définition :
ailél+“‘+aij§j+“-+aipép=0; l€i<gn (H)

2° Notations. — Aux systémes (L) et () nous associons :

— les espaces vectoriels K, K?, (KP)* el leurs bases canoniques

F=Un o f)e=(e,....e) e* = (e],....,e}5);
— la (n, p) matrice M = [«;)] et la (n, 1) matrice B = [$] ; on dit que M
est la matrice des systémes (L) et (H) ;
— Papplication linéaire u : K® ~—» K” définie par
Mat (u; e, f) = M;

— les vecteurs de K7

aj=u(ej)=za'.ui,1€j~.<.,p,
i=1

qui eagendrent I'image de u ;
P
— les formesde (KP)* : If = Y ayef, 1<igm,
i=1

— le rang r commun a la matrice M, a lapplication linéaire u, aux systémes
(@, -.., ap) et (IF, ..., 13); r est dit rang des systémes (L) et (H).
Nous pouvons ainsi donner de (L) des écritures différentes, que nous
ferons intervenir tour A tour, 3 savoir les écritures
— matricielle : MX = B, ol X estla(p, 1)-matrice [£],
P n
— opérationnelle : u(x) = b, olrx= 3 fe,eto0b= 3 B.f;
i=1 i=1
— vpectorielle & ap+ a4 480, = b,
— duale x> =8, 1<ign
3° Un cas particulier important : systéme de Cramer. — THEOREME ET

DEFINITION. — Les notations étant celles du 2°, les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

() les entiers n, p, r sont égaux ;
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(ii) M est une matrice carrée inversible, (det M = 0) ;

(iii) u est un isomorphisme.

Un systéme linéaire qui remplit ces conditions est dit systtme de Cramer.
De cette proposition, dont la vérification e¢st immédiate, on déduit :

THECREME. — Un systéme de Cramer admet une et une seule solution.

Dans le cas ol le systéme (L) considéré au 2° est un systéme de Cramer,
sa solution unique s'écrit sous la forme opérationnelle x, = ™~ '(b) et sous
la forme matricielle X, = M~ ! B. Cette derniére écriture permettrait d’expli-
citer la solution (¢f. exemple du 11.2.3), ce que nous allons faire ici en uti-
lisant |’écriture vectorielle.

Le systéme des vecteurs-colonnes (a;); . n, de la matrice M est une base
de K? ; le vecteur b € K¥ admet dans cette base une décomposition unique

b= Eay ...+, (1)

et la solution du systéme de Cramer est (£7, ..., £5).
Grice 4 (1), on peut écrire pour tout je N, :

P
detd...,. @;_1. b, @50y, ...) = det,(..., a_y, «Zn Ny, @4y, ) (2)

Le premier membre de (2) est le déterminant de la matrice M; obtenue en
remplagant dans M la j-iéme colonne par la colonne des seconds membres du
systéme, constituée par f,, ..., B, (ici # = p), et correspondant au vecteur-
colonne b.

Le second membre de (2) peut &tre considéré comme la somme de p
déterminants dont p— | sont nuls pour avoir deux vecteurs-colonnes colinéaires;
il se réduit donc a f? det M. En utilisant det M s 0, on obtient la solution
du systéme de Cramer sous la forme explicite :

o _detM;
=G

Retenons que les solutions d’un systéme de Cramer dépendent rationnellement
des coefficients du systéme.

1<j<p

4° Etude du cas général, — Reprenons les notations du 2°.

a) Structure des solutions. — De ['écriture opérationnelle on déduit
(311.2.1,29 :

— L’ensemble S(H) des solutions du systéme homogéne est le noyau de u,
sous-espace vectoriel de KP, dont la dimension est ici p—r.

— Le systéme (L) est compatible si et seulement si le vecteur b appartient
a I'image de u ; en cas de compatibilité 'ensemble S{L) des solutions est un
*sous-espace de I'espace affine K®, dont la direction est S(H) et dont la dimension
est p—ry.
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b) Traduction de la condition de compatibilité : déterminants caractéris-
tiques. — L’image de u étant engendrée par le systéme (a;, ..., a,), la condition
b e Im u équivaut a :

rang (a,, ..., a, b) = rang (a,, ..., a,),
ce qui s’écrit : rang M' = rang M,
en complétant les notations du 2° par :

NOTATION. — On désigne par M’ la matrice obtenue en adjoignant a la
matrice M du systéme (L) une p+ 1-iéme colonne constituée par les seconds
membres B, ..., Bn.

Remarquons que, le rang de M’ ne pouvant excéder le nombre » des lignes,
la condition de compatibilité est remplie lorsque le rang r de M est égal 4 n.

Dans la pratique, on obtient » en exhibant, par utilisation des déterminants,
une matrice P, principale pour M (11.1.2, 4°).

P est une sous-matrice carrée inversible, d’ordre r, de M’ ; le rang de M’
est donc r, et la condition de compatibilité est remplie, sauf s’il existe une
matrice inversible bordante de P dans M’ ; en remarquant qu’une telle matrice
ne saurait étre bordante de P dans M (sans quoi P ne¢ serait pas principale
pour M), nous sommes conduits & poser : '

DEFIN ITION, Soit P une matrice principale pour M. On appelle matrice
caractéristique associée & P toute matrice bordante de P dans M, dont la colonne
bordante est extraite de la colonne de M’ constituée par les seconds membres
B, -, B ; le déterminant d’ume telle matrice est dit déterminant caractéristique
associé a P.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer :

THEOREME DE COMPATIBILITE. — Soit un systéme de n équations linéaires
a p inconnues, de rang r, (r < inf (n, p)).

1¢* cas : r = n. Le systéme est compatible, (il n'y a pas de déterminant
caractéristique).

28 caS @ r < n. Le systéme est compatible si et seulement si, une matrice
principale pour la matrice du systéme ayant été arbitrairement choisie, les n—r
déterminants caractéristiques qui lui sont associés sont tous nuls.

c) Equivalence d’un systéme compatible et d’un systéme d'équations
principales. — Posons :

DEFINITION. — Soit P = [o;;]; o 1, ; Uine matrice principale pour M.
On appelle :

— inconnues principales associées 4 P les inconnues d’indices jeJ
— équations principales associées 4 P les équations d’indices /& /.
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Selon que I'on considére (L) ou (H), les équations principales associées
a P constituent donc les systémes de r équations a p inconnues, de rang r :

P
Z &y = By iel, (Lp)

ou
P

Il est bien évident que toute solution de (H) est solution de (H;) et que
toute solution de (L) est solution de (£ p). Plus précisément :

— Les ensembles S(H) et S(Hp) sont confondus. Ce sont en effet deux
sous-espaces vectoriels de K” ayant la dimension commune p—r et vérifiant
S(H) = S(H,p).

— Dans le cas ot (L) est compatible, les ensembles S(L) et S(Lp) sont
confondus. En effet (L) admet alors au moins une solution x,, qui est aussi
solution de (Lp). En utilisant S(H) = S(H;), on constate que S(L) et S(Lp)
peuvent étre ['un et I'autre définis par

{xot+y |y e S(Hp}

d) Résolution d’un systéme déquations principales. — En écrivant
E w0,y = Bi— Z oi5E s iel, Ly
el JeNp\T

on constate qu'on peut obtenir toutes les solutions de (L) en attribuant des
valeurs arbitraires aux (p—r) inconnues non principales, les inconnues prin-
cipales étant déterminées, en fonction de ces valeurs, par un systéme de Cramer.

L’étude faite en c) et d) permet de compléter le théoréme de compatibilité
énoncé en b) par :

THEOREME DE RoucHE-FONTENE. — Les solutions d’un systéme linéaire
compatible sont celles de 1'un quelcongne de ses systémes d’équations principales.

On résoud un systéme d’équations principales en attribuant des valeors
arbitraires aux inconnues non principales, les inconnues principales étant ensnite
déterminées par la résolution d’un systéme de Cramer.

EXEMPLE. — Discuter suivant les valeurs du paramétre A le systéme :

2+dp— =5
(L)< (A=5)+3m+T =T
E+3+20 =4,

2 i -t
M=|21-5 3 7 |: detM= —2(2—1){A—6).
3 2
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1°* cas : A ¢ {1, 6}. (L) est un systéme de Cramer. Solution unigue :

: _det M, _ det M, ¢ _detM,
O Gam’ T Jam’ 0T derM
avec :
5 4 -1 2 3 -1 2 A 5
My =7 3 7 H M,=| i=5 7 7 ; My=j A-5 3 7 |;
4 3 2 1 4 2 1 3
det M, = 14484 ; detM, = —14i+84; det M; = —4i2+42/-108.
La solution unique du systéme de Cramer est dong :
-7 7 2i-9
éﬁ:l—-l’ 'T():j'__ls Co—i_l-

2® cas 1 A {I, 6}. Le rang r de { L) est strictement inférieur & 3. On peut étudier séparément
les deux systémes relatifs 4 A = [ et 4 = 6. On peut aussi remarquer que ’on dispose, chaque
fois, de la matrice principale :
2 -1
P = .
1 2

Il en résulte que r = 2, et que "on peut considérer n comme inconnue non principale
et la seconde équation comme équation non principale. I! ¥ a un déterminant caractéristique
associé & P, 4 savoir ;

2 -1 5
A=|2-5 7 7 ou A = 141-84.
1 4

e 1 =1 Alors A # 0; le systétme n’a pas de solution.

e 1 =06 Alors A = 0; les solutions de (L) sont celles du systéme :

22— (=5-6n

(L"){ E+20 = 4-3n.

On les obtient en donnant 4 5 une valeur arbitraire 7, soit :

¢ = —-31t+14/5, np=1, (=35

5° Cas d’un systéme linéaire homeogéne (H). — La discussion porte
sur le nombre p des inconnues et le rang r (# < p). On retiendra que :

— La résolution de (H) équivaut d celle d’un systéme d’équations principales,

— S(H) est un sous-espace vectoriel de K® de dimension p—r, réduit a
{0} si r = p ; il suffira donc d’exhiber une base de S(H).

6* La méthode que nous venons d’exposer conduit 4 des calculs inextricables, méme sur
ordinateur, lorsque le nombre des équations et celui des inconnues sont élevés (le développement d'un
déterminant d’ordre m peut exiger jusqu'a (m — 1)m! multiplications). Dans ce cas, on a recours &
des algorithmes dont I'étude fait I'objet de I'analyse numérique linéaire.

Nous allons nous limiter & esquisser une méthode, celle du pivot.
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11.2.3. Notion d’opérations élémentaires

Le corps commutatif K étant donné (dans la pratique K = R ou K = (),
il ne sera question que de K-matrices a coefficients numériques (i.e. ne dépendant
pas de paramétres). Nous écrirons abréviativement A (n, p) pour Mg{n, p) et
GL(n) pour GLg(n).

1° Les matrices de permutation. — DEFINITION. — Soit ne N*, A toute
permutation o € ®,, on associe la matrice de permutation :

M, = [py), (e, De(N)?, wyy = 5::«(1)-

E étant un K-espace vectoriel de dimension n rapporté 4 une base e, M, est la matrice dans
cette base de uef(E) défini par ule) = e,), et aussi la matrice de passage de e a la base e’ telle
que e = €,q)-

Le lecteur établira sans difficulté les résultats suivants :

e PROPRIETES. — a) det M, = ¢, (signature), et donc M, GL{n).
by My, M, =M, o, (M) ' =M,_,="M,.
g = M _ est un morphisme de groupes de &, dans GL(n).
¢) Si 7 est une transposition, det M, = — let (M,)"' = M_='M_.
e TuforeME I. — Pour toutes 4 = {og e M:(n, p)et ceB,,ona:
M,A =[Byl, (k, DeN, x M, Bu= Lo 1geyt-

En particulier, si o est la transposition 7 qui échange i et j (telle que ¢ ! = 1),
M_A se déduit de A en échangeant les lignes d’indices i et j (en abrégé ; par
Ii > Ij)'

e TueoremE II. — Pour toutes A = [, ]e M(m, n)et 6e®,, on a:

AMG’ = [YH:I! (k! I)E Nm X an T = ak,a’(i)'

En particulier, si ¢ est la transposition T qui échange | et j, AM, se déduit
de A en échangeant les colonnes d’indices i et j (en abrégé : par ¢; «— ¢)).

2° Les matrices d’affinité, — DEFNITION. — Soit neN*. A tout
(i, ®)e N, x K*, on associe la matrice d’affinizé :
D(z) = diag(l, .., 1, a, 1, ., 1), @ en i-iéme position,
Le lecteur établiera :
e PrOPRIETES. — g) det Di(a) = «, et donc D;(xye GL(n).
b) D,(«")D;(2) = Dy(o’); (Dy()) ™' = Dy(a™ ).

Pour i donné, o« —— D,(a) est un morphisme de groupes de (K*, x) dans
GL{n).

¢ TurtoriME 1. — Pour tous Ae M(n, p), ic N, et e K*, D;(a) 4 se déduit
de A en multipliant la i-iéme ligne par o (;, — al).

TutorEME I1. — Pour tous 4 €.M.(m, n), ieN, et wec K*, AD,{(x) se déduit
de A en multipliant la i-iéme colonne par o {¢; —— ac;).
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3° Les matrices de transvection. — DEFINITION. — Soit neN*, A tout
(G, ), He(N,)* x K tel que i # j on associe la matrice de transvection :
Uifd) = I, + AM;;, oit (M) est la base canonique de K.(n).

Le lecteur établira (en tenant compte de i # j) :

e ProrriETES. a) det U;;(4) = 1, et donc U;{A)e SL(n).

b) U,d(i') Ul.l'(j') = I,‘ + AMU + A’MH + ﬂ.ﬂ.'aﬁM”.

¢) UM Uy = Uy(A+ 1) (UylA) P = Uy(— A).

Pour (i, j) donné avec i #j, A — U ;(A) est un morphisme de groupes
de (K, +) dans SL{n).

o TuEOREME 1. — Pour tous 4 e M(n, p), (i, )eNZ tel que i #j et AeK,
U;(A) A se déduit de 4 par [, — I, + il

o TueoreME II. — Pour tous A € M(m, n), (i, j)e N? tel que i  j et Ac K,
AUj;(1) se déduit de A par ¢; — ¢; + Ac,.

4° Opérations élémentaires. — DEFNITION. — Etant donné M.(n, p), toute
application de cet ensemble dans lni-méme de la forme 4 —— UA (resp.
Ar— AV) ot U(resp. V) est une matrice de transposition, d’affinité ou de
transvection donnée, d’ordre » (resp. d’ordre p) est dite opération élémentaire sur
les lignes (resp. les colonnes).

Une telle opération peut se noter suivant le cas I, «— I, I, — df
ou Li— L+ Al (resp. ¢; & ¢;, ¢ > ac; OU ¢; — ¢; + Ac)); il est
clair qu'elle conserve le rang et que, lorsque n = p, elle muitiplie le déterminant
par — 1, ¢ ou 1.

Nous aurons a accorder une importance particuliére aux I, — I, + I,
qui seront dites transvections d gauche.

5° Intérét des opérations élémentaires. — Nous nous intéressons aux
problémes suivants, qui font intervenir 4 € M{(n, p), donnée :

— calcul du rang; calcul du déterminant si n = p;

— résolution d’'un systéme AX = B, Be AM.(n, 1) donnée;

— calcul de 41 si AeGL(n).

e On sait résoudre ces problémes dans un cas particulier, celui de A€ GL(n)
triangulaire supérieure, ie. celui de A = [oy;], (i, j)e(N,)?, avec :

a;=0sii>j ; oy 0pourtoutieN,.

En effet, on a clairement : rg A = net det A = a;,; ... &,

Pour toute BeM(n, 1), AX = B est un systtme de Cramer triangulaire
dont 1z solution unique (£,, .., £,) s’obtient en calculant de proche en proche
fn’ én*l! bt 61' :

11 en résulte que, pour tout Y =[x, ..., #,] € M(n, 1), on sait expliciter la
solution 471 Y du systéme AX = Y; d’oli les éléments de 471,

e Dans le cas général, 'objectif est de se ramener au cas particulier en
remplagant A par la matrice T = UAV qui s’en déduit par une composition
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d’opérations é&lémentaires sur les lignes et sur les colonnes, en tenant compte
de ce que, quel que soit le choix de (U, V) :

— onarg A=rg T;sin=p, det A se déduit aisément de det T

— les solutions de AX = Bsontcellesde UAVV "' X = UB, systéme dela
forme (TX' = B’) A (X = VX’): toute opération sur les lignes est licite, a
condition de 'effectuer sur la matrice obtenue par juxtaposition de A et B, et
notée [A|B]; en revanche, il est raisonnable de n’effectuer sur les colonnes de
A que des échanges, ¢; «— ¢; s'accompagnant de 'échange ¢; «— £; des
inconnues de mémes indices:

— lorsque n=p, A est inversible si, et seulement si T IP'est; alors
A t=VT U,

— en écrivant T = UAV sous la forme T = (UI)A(I,V) on justifie :
Ulresp. V) s’obtient en transformant 1 (resp. 1) par la composée des opérations

élémentaires sur les lignes (resp. les colonnes) qui interviennent dans le passage
de AaT.

En fait ce n'est que dans le calcul de A~ '(n=p et AeGL(n)) qu'il est
nécessaire d’'expliciter U et V et donc de mémorialiser les opérations élémentaires.

11.2.4. La méthode du pivot de Gauss

Nous allons exposer une méthode de passage de 4 a T qui n'utilise que
des transvections 4 gauche {(ce qui rend sa programmation aisée) et vérifier
qu’elle permet de traiter chacun des problémes qui nous occupent (ce qui est
acquis lorsque 'on aboutit 4 une matrice T e GL(n) triangulaire supérieure).

Dans ce qui suit, il pourra arriver que (comme au 9.4.7,5% la notation
invite a introduire des matrices {n’, p’) avec n’ = 0 ou p’ = 0; celles-ci seront
supprimées et leurs rangs considérés comme nuls.

1° LeEmME DU pPIvOT DE Gauss. — Toute matrice 4 e .M{n, p) 4 premiére
colonne non nulle, peut étre transformée par une composition de transvections a
gauche en une matrice de la forme :

Bi*.o ol *
o By #0
Ar=| | A} avec < AleM(m—1,p 1)
Oi rg A=1+r1g A}
|

— Sin=1,Iil est clair que 4, = 4 convient.

— Si n>1, on se raméne (en effectuant si nécessaire une opération
I, — I, + 1) 4 une matrice [o;;] telle que «,, # 0, et on effectue sur celle-ci,
dans un ordre quelconque, les opérations J; —— & — o, ja 1, i€[2, n], ce
qui revient-a adopter ;

A = Uy (—apfBy) - Uz {— O:Zlfﬁl)[aij]a B =0y,
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On dit que I'on a utilisé le pivot §,.

— Il est clair que rg A =rg A,. L’égalité rg A, = 1 + rg A} est triviale
si n=1 ou si p=1; sinon, elle se justifie en observant que, parmi les
vecteurs-lignes de A,, le premier est le seul 4 ne pas appartenir au sous-espace
de K? engendré par les p — 1 derniers vecteurs de la base canonique. d

ReMARQUE. — Le lemme s’applique & toute matrice A € GL(n), la premiére
colonne étant alors nécessairement non nulle; ici, si n > 1,1a matrice A\ eM(n— 1),
de rang n — 1, est inversible.

2° a) METHODE DE GAUss. — Seit 4 € A:(n, p) 4 premiére colonne non nulle.
Par transvections 4 gauche, on peut en déduire des matrices :

Bl' * i
0. * BB, #0
A, = fs’ni— avec { AjeM(n—h, p—h)
i rg A=h+rg A,

Onfh,h : Ah
'

la construction s’arrétant lorsque h atteint la valeur k telle que :
{k = n) ou (k = p) ou (A} est a premiére colonne nulle).

La construction se fait par récurrence, a partir de A, fournie par le lemme
précédent.

Une fois obtenue A,, deux cas sont possibles :

— si cette matrice est de la forme A,, la construction s’arréte;

— sinon on transforme A, par des transvections a gauche choisies de fagon
que leur seul effet soit d’appliquer le lemme a la sous-matrice A; de 4,; on
obtient ainsi : A,,,, avecrg A, =1 + 18 A5 44-

REMARQUE. — Dans le seul calcul de rg A, a4 chaque étape on ne retient,
au lieu de A,, que 4}, débarrassée, ’il y a lieu, de ses lignes et colonnes nulles;
on finit par aboutir a une matrice de rang connu.

b) Compte tenu de la remarque au 1° on a, en particulier :

Prorosition 1. — Toute matrice 4 € GL(n) pent &tre transformée par trans-
vections 4 gauche en une matrice inversible, triangulaire supérienre :

B

o BBy #0
T=lg . | avee {detA=ﬁ1...ﬁ,,
B

On peut méme ajouter :

ProrosiTion I1. — Toute matrice A € GL(n) peut étre transformée par trans-
vections A4 gauche en une matrice inversible, diagonale.
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Aprés avoir obtenu la matrice T = [1;], avec 7;; = f, # 0, on effectue les
opérations §; —— I, — 1;;/7;;; dans I'ordre suivant : j prend successivement les
valeurs n,n — 1, 2 et, pour j donné, i prend successivement les valeursj — 1, ..., 1.
On aboutit & T' = diag(f,, B, ... )

La résolution de AX = B est ainsi ramenée a celle d’'un systéme 7°X = B’

qui est immédiate.

¢) Revenant au cas général, on continue la construction lorsque A4 est 4
premiére colonne nulle, sans étre nulle. Pour cela, dans A, on note A; = [O|A]
oll Ay est 4 premiére colonne non nulle, et on transforme A, par des transvections
i gauche choisies de fagon que la métheode de Gauss soit appliquée 4 A4}, De
proche en proche, on aboutit 4 une matrice T = [1;;] et 4 re N, tels que :

— pour i > r, tous les 7; sont nuls,

— pour i < r, il existe sur la i-iéme ligne de T un premier élément non
nul 8, = &; , o0 @ est une fonction strictement croissante.

e Lerang de T est r.

# On sait résoudre le systéme TX = B’, ou B" = '[b] ... b,]; il apparait en
effet la condition de compatibilité b, ., = ... = b, = 0; si elle est remplie, on se
limite au systéme formé par les r premiéres équations, et on détermine les r
inconnues principales &1, ..., € (celles qui accompagnent B4, .., §,) en résolvant
le systéme de Cramer triangulaire qui s’en déduit en donnant des valeurs
arbitraires aux inconnues non principales.

¢ En conclusion, 1a méthode de Gauss répond i toutes les questions que
NoUs NOUS SOIMMEs posées.

3° Pratique. — On perfectionne le [emme du 1°, et on le rend applicable a
toute matrice non nulle 4, en convenant de choisir un ¢lément f, # 0 de A4,
de I'amener en haut et a gauche pour des échanges de lignes et de colonnes (si
n = p, il peut y avoir une répercussion sur le déterminant), et d’utiliser 8, pour
pivot.

Avec ce lemme perfectionné, la construction des 4, du 2° @) ne s’arréte que
lorsque h = r tel que (r = n) ou (r = p) ou (A4, est nulle); r est le rang de A.

Il est clair qu’il est intéressant d’utiliser, lorsque c’est possible, I cu — 1
pour pivot (on économise des divisions).

Lorsque K = R ou K = C, on peut convenir de choisir systématiquement
pour pivot un élément de module maximal (c’est la méthode du pivot maximal,
qui présente I'avantage de minimiser les erreurs d’arrondi).

REMARQUE. — Soit AX = B un systéme a coefficients dans Z. On le
transforme en un systéme a coefficients dans Z en convenant de remplacer,
dans le lemme du 1°, les J, —— J, — o, fa, I, parles [, — oy 4 — o 4.

4°* EXEMPLE [. — Résoudre le systéme linéaire :
C1+262—3£3+ c4+2§5= -2
2 3, 08 5+ 3= 1
—3, —45 + 90 6L, — 4= 5
‘51 +5€z_3§3_3’:4+9:5= -4
‘51+362_3§3 +&+3:= 2
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La premiére des matrices écrites est [4|B]; on a mentionné en dessous de chaque matrice
les opérations qui le transforment en la suivante :

1 2-3 1 22| _2-3 1 2 2]t 2-31 2 -2

2 3-6 5 3 1f]od-1 0 3 -1 s[fo-1 03 -1 5

~3 -4 9 6 —4 5 052 0 -3 2 -1 0050309

1 5-3-3 9 —-4]]0o!'3 0-4 7-2|]0 0105 4 13

1 3-3 1 3 2{]of1 0o ¢ 1 4{]o 0103 o 9
{pivot : 1) (pivot : — 1)

On supprime ensuite 1a cinquiéme ligne (identique a la troisiéme) et, au lieu d’utiliser 3 pour
pivot, on effectue I'échange I, +— I, suivi des échanges ¢, «— ¢; et §, «—— &, ce qui conduit
au systéme :

E1+26;, -3+ 285+ Ei=—2

- & - &+ 3%4 =5
48, + 58, =13
3, =9
dont la résolution est immeédiate : on détermine successivement £, = 3, Es = — 1/2, £, = 9/2; on

donne 4 &; une valeur arbitraire ¢ et on en déduit ;. 1’0l les solutions :

(—134+31,9/2,¢, 3, —1/2), te k.

ExempLE I1. — Etudier 12 matrice :

1 =22 1
b2 -43 4
A—3—347
-1 50 —4

Par les mémes opérations sur les lignes, on passe simultanément de A a8 Tetde I, 4 U
(cf. 11.2.3, in fine). Utilisant 1 pour pivot de A4, on a commencé par effectuer les transvections
Lr— L -2, L— =3, 1, — I, + 1 sur 4 et sur [,. D'ou les premiéres matrices de
chacune des deux lignes suivantes :

22 ]

1 1 -2 2 1} [1 -2 2 1|[1 -2 2 1
0 0 -1 2 [ 3 -2 4 0 -2 4 0 3 -2 4 s
0 3 -2 4 0 0 -1 2 0 0 -1 2 c 0o -1 2|
0 3 2 -3 0 3 2 -3 0 0 4 -7 (L ] 0 1
Puis: f — L) Lhr—l, -1 Iy s I, + 4l5)
F 1 0 o o[ 1t o o ol 1 o o o 10 00
-2 1 0 0 -3 0 1 0 -3 0 1 0 -3 0 10 -U
-3 0 1 0 -2 1 0 0 -2 1 0 0 -2 1 0 0|
i 0 0 1 1 0 0 1 4 0 -1 1 -4 4 -1 1
avec ici T = UA.
On constate : det T = — 3; T, et donc A sont inversibles. Si 'on n’avait recherché que det A4,
il aurait été inutile de transformer I,; il aurait suffi de constater que det A = — det T (4 cause de

'opération £, «—— /,) pour obtenir det 4 = 3. Calculons maintenant 47! = T-1U.
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La résolution de TX = Y fournit :

1 2 2 2
Com=tat ==+ S=cmp—chas Si=mtonmaton,— S

3173 3M2ty
32 2 15 53 —58 17 —15
ilo1 -2 o | 1 -2 1 o

3 \: —1=__ 3 A*1=_
Dou: T =310 o -3 ¢ P8 3|18 21 -6 6
00 o0 3 12 12 -3 3

11.2.5. La méthode du pivot de Jordan

1° LEMME. — Toute matrice Ac.Mi(n, p), n > 1, 4 premiére colonne non nulle, peut étre
transformée par une composition de transvections A gauche en une matrice de la forme :

T *

oy T teMin—1,p—1
A, = E A avec 1€M:(n P' )

M rgAd=1+4rg A}

'

04

[}

Aprés s'étre ramené 4 une matrice [a;;] telle que &, ; # 0, on remplace celle-ci par la matrice :
[m;j] = Uya(1 — oy YU ((1 - “21),"“11)[%}]
dans laquelle &, = 1, et on transforme [«;;] en utilisant 1 pour pivot. 0

2° On peut ainsi reprendre tout ce qui a été fait au 1.2.4,2° en imposant aux ; d'étre tous
€gaux d 1, sauf peut-&tre le dernier d’entre eux. En particulier :

ProrOSITION. — Toute matrice A € GL(n) peut-étre transformée par transvections 3 gauche en
une matrice de chacune des formes :

1, 1

et =D{), o a=detA#0

3° Application d une génération du groupe linéaire. — Pour toute matrice 4 € GL(n), 'unique
U € GL(n) définie par :

A =UD,(det A)

est ainsi un produit de matrices de transvection d’ordre n.

On obtient donc une partie génératrice de GL(n) en adjoignant aux matrices de transvection
d’ordre n celles des matrices d’affinité d’ordre n qui sont de la forme D, («), ae K*.

En particulier, le sous-groupe SL(n) de GL(n) constitué par les matrices de déterminant 1 est
engendré par les matrices de transvection,

CONSEQUENCE. — Deux (n, p)-matrices sont équivalentes au sens du 9.4.7.6° si, et seulement
si Pon peut passer de P'une A Pautre par une composition d’opérations élémentaires.
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EXERCICES

11.01. — 4 et B sont des (p, g)-matrices de rangs respectifs » et 5. Comparer 2
r+5 les rangs des matrices :

A 0o
[A B A+B
o B
11.02. — Soit E l'espace vectoriel réel 'des fonctions réelles définies sur IR.

I° Mentrer que pour que # éléments £, /5, ..., f, de E soient indépendants, il faut
et il suffit qu'il existe n nombres réels x,, x,, ..., x, tels que le déterminant de la
matrice 4 = [f;(x;}], ¢ <, SoIt nON NUL

1€j<n

2° On se donne n éléments de E indépendants et on désigne par F le sous-
espace vectoriel engendré par ces n éléments f,, 5, ... f,- On se donne deux suites
finies (x,, X3, ..., X,) et (B, B2, ..., B,) de réels, A quelle condition existe-t-il une
fonction g de F telle que g(x;) = B, pour tout i, ceci quelle que soit la suite g,

3° La condition précédente étant réalisée, on note g; (1 < j < n) I'élément de F
défini par g,(x;) = &; (symbole de Kronecker). Montrer que les g; forment une
base de F et que tout élément f de F s’écrit :

f= _glf(xj) 4;.

*11.03. — Soient u, v, w trois fonctions réelles définies sur [a, b), deux fois
dérivables et telles que :
u(b) v(b) w(b)
ula) vig) wa@){ =0
u(@) via) wia)

Montrer qu’'il existe @ < ¢ < b tel que :

u'ie), V() w'(c)
u(a), v(a), wla | =0
W), @, w(
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11.04. — Etudier les systémes (K = R) :

x+y+z=m+l x+y+z=1
mx+y+(m—1)z=m ax+bytez=d
x4+my+z =1 a’x+b¥y ¢tz = d2
x+ycosy+zcos =4 xI—yzr=u
xcosy+y+zeoso = u yi-zx=p

xcos B+ycosatz =7y zi—xy =y

11.05. — On se propose d’étudier le probléme suivant. Recherche des polygones
de » sommets connaissant les milieux des cotés, On est ramené a résoudre dans €
le systéme :

xXj+x; = 2a,
Koy txe = 2a, Q<gkgn)
x,+x, = 2a,
On sera amené A distinguer le cas # pair du cas n impair. Dans le cas n pair com-

ment s’interpréte géométriquement la condition de compatibilité 7 Expliciter le cas
n=4

11.06. — Soit la matrice :

-2 =1 5 1

1 3 -2 0

A= -4 2 1 1
-1 6 2 4

Trouver toutes les Z-matrices triangulaires supérieures T, d’ordre 4, telles que
AT soit une matrice triangulaire inférieure.

11.07. — Etudier les systémes (K = R, puis K = ),

Ax+y+z+t
X+Ay+z+t
x+y+iz+t
X+y+z+it

([
R

ax+by+h _ bx+cy+h _ cx+ay+h
€ B a a b ’
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11.08. — Etudier le systéme (K = €) :

x+ay+a’z=0
ax+y+taz =0
alx+dar+z=0

11.05. — Montrer que toute matrice M = [a;;] de M(n) telle que :

Vie[l,n] ol > 3 oyl
FE!
est inversible.

11.10. — Etudier le systéme aux inconnues &,, ..., £, :

=AY &, (i=1..,n).
J#i

(Il sera commode d’introduire une inconnue auxiliaire).

11.11, — Etudier le systéme aux inconnues £, ..., £, :
(@+/ & + B, =0

(L,,) Ct'f;-l +(C¢+ﬁ)f.‘+ﬁ€i+1 =0 (i=2, vy i—1)
-y + @+, =0

On commencera par calculer le déterminant A,

11.12. — Etudier de méme le systéme :
wly + pE, =0
(Ln) ?:i—l + méi + ﬂ§f+1 = 0! (i = 2; weay "—'l)
an—l + aén = 0

11.13. — Résoudre le systéme aux inconnues xi, ..., X, :
X x, 1 .
+ o+ = i=1..,n)
a—f, % =B, =y’ T

dans lequel vy, a4, .., «, fy, ..., 8, sont des scalaires deux 2 deux distincts.

Il sera commode d’introduire la fraction rationnelle :

XL K1
X—f  TX-p Xy

F(X) =
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11.14. — Etudier Ie systéme des 6 équations aux 3 inconnues x, y, z (K = R),

{ bz—cy =a; cx—az =f; ay—bx =y

bz—cy=a; ex—dz=p; ay—bx=1y".

11.15. — Etudier le systéme aux inconnues x, y, z, (K = R),

(b+c)x + b=y + (1+6H (1 +c3)z a
(c+d)x + (ca—1)y + (1+c3 (1 +a?)z b
(a+B)x + @—Dy + ({+a) (1+Hz2 =¢

11.16. — Etudier les systémes suivants, (K = R), en considérant (g, b) ou
(@, b, ¢) comme un point de ’espace affine R? ou R?

ax+by+t = a+b ay+bztct = at+b+e
bx+ay+z =a-b ax+cz+bt =a
y+azt+bt =a+l bx+cytat=1»b
x+bz+at =a-1 cx+bytaz=c¢

11.17. — Résoudre le systéme, (K = C}) :

x+y+z =0
ax+fiy+yz =2
wlx+ By +viz =3

dans lequel «, B, y désignent Ies racines du polynéme X>— X +1.

11.18. — Etudier les systémes, (K = C) :

_—

Xo+Xx, = d; Xi+xz+..4+x,
Xo+X, = a, X3 +2x,4+...+nx,
: X3+22,+ . +nix, =0
Xo+x,=a, | .. iiiiiiiiaai
Xp+Xx+..+x, =1 X+ eyt bt x, = 0

It
=]

11.19. — Calculer I'inverse de la R-matrice triangulaire inférieure [«,/], d’ordre
n, ainsi définie :

1° ¥ieN, a;=1i;

V@i, )eNE (j<i) = (x; = 1et (i <j) = (;; =O0).

2° Y(i,)eNy (<D — (=4 et (i>)) =>(x;=0)

3 V(@ DeN, (<€) — (w;=i—j+1)et (i <j) = (2;;=0).

4° Les seuls a;; non nuls sont : les oy, égaux a L les o, ;- égauxa -2, (i = 2),
les o;, ;- égaux a 1 (i = 3). ’
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11.20. — Calculer les inverses des matrices de Ag(4), lorsqu’elles sont inver-
sibles :
I+x 1 1 1 1 x x* x? 0 x y =z
1 I4+p 1 1 I oy p? oy x 0 z ¥
1 1 1+z 1 1 oz z* 2 y z 0 x
1 1 1 14¢ Lot 2P z y x 0
11.21. — Soient » un entier strictement positif et (&}, < ; <« m Bi)1 < 5 < o dEUX

suites de r éléments de K telles que pour tout couple (7, j) on ait ¢+ 8, % 0.

Calculer le déterminant de la matrice M = [—1—]
%+B8; liisica

Calculer la matrice inverse de M lorsqu’elle existe.

On montrera : det M =‘(‘H. (;—a) (B;— B) )f(!] (o + 87}
<j i

1< j<n
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REDUCTION
DES ENDOMORPHISMES

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps
commutatif.

Position du probléme

1° Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle », et & un
endomorphisme de £. L’ensemble des matrices de AGy(n) qui représentent u
dans les diverses bases de £ est une classe de similitude, c’est-a-dire (9.7.7, 7°)
une classe d’équivalence au sens de la similitude.

Dans un premier temps, il s’agira d’exhiber un représentant aussi simple
que possible (matrice diagonale, matrice triangulaire), de cette classe de
similitude. A titre de complément nous montrerons que, lorsque le corps K
est algébriquement clos, il existe des représentants privilégiés, qui seront
appelés matrices de JORDAN.

2° Une idée-force, dans 1’étude qui suit, est celle de sous-espace de E
stable par u.

THEOREME. — Soient » un endomorphisme de £, et £’ un sous-espace de £
stable par u. Alors I’application 4’ induite par u sur £’ est un endomorphisme
de E'

Rappelons que 1a stabilité de E se définit par u(£") < E’ et que I’applica-
tion induite se définit comme 1"application de £’ dans E' qui coincide avec u
sur £, La linéarité de u' résulte de ces définitions, compte tenudecellede u. [

3° Parmi les sous-espaces stables, nous nous intéresserons surtout aux
sous-espaces propres (sous-espaces stables pour lesquels application induite
est une homothétie). Leur introduction peut se justifier par :

ProposITION. — La matrice qui représente 1’endomorphisme u de E dans
uné base e = (¢, ..., ¢,) est diagonale si et seulement si tout vecteur de la
base est transformé par x en un vecteur colinéaire.

On sait en effet que : Mat (u;e) = [o;;], avec u(e;) = ¥ u;e;.
i=1

Or la matrice [a;;] est diagonale si et seulement si les seuls o;; éventuellement
non nuls sont les a;;. O
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12.1. SOUS-ESPACES PROPRES

12.1.1. Valeurs propres et vecteurs propres ; sous-espaces propres

Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel non nul, pas
nécessairement de dimension finie ; I'identité de E est notée e.

1° DEFINITIONI —  Soit 4 un endomorphisme de £, Toutes les fois qu’il existe
un scalaire A de X et un vecteur non nul x de E tels que u(x) = Ax; on dit que
A est une valeur propre de u et que x est un vecteur propre de u, associé a [a
valeur propre A.

On vérifie que :

e un vecteur propre ne peut étre associé d deux valeurs propres distinctes,

— en multipliant un vecteur propre par un scalgire non nul, on obtient
un nouveay vecteur propre ; il est associé & la méme valeur propre que le premier,

DEFINITIONI] — L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme u
s’appelle le spectre de « et se note Sp «.

2° TuEoREMEI — Soient # wm endomorphisme de E, 1 un scalaire de X
et E(1) le noyau de PPendomorphisme u — le de E, (sous-espace vectoriel de E).
Pour que A soit valeur propre de u, il faut et il suffit que u- le ne soit pas
injectif, c’est-d-dire que E(1) # {0}.

En effet #(x) = Ax s’écrit (u— Ae)x = 0, ou x € E(A). O

Rappelons qu’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension

finie est non injectif si et seulement s’il est non inversible {ce qui n’est pas
vrai en dimension infinie}),

DEFINITION. — Soient # un endomorphisme de E, et A une valeur propre
de u. Le sous-espace vectoriel E(1) = Ker (v— le¢) de E est dit sous-espace
propre de u, associé a 1,

E(A) est ici la réunion de {0} et de I’ensemble non vide constitué par les
vecteurs propres de E, associés & la valeur propre 1.; on a E(4) # {0}.

THEOREMEII — Soient # wn endomorphisme de E, et (%), < ;< , une
famille finie de valeurs propres deux # deux distinctes de ». Alors la somme
E,+...+E, des sous-espaces propres associés est directe,

Montrons, par réclirrence sur {, que 1’assertion
i—-1

(A£) E.n ) E; ={0}
j=1

est vraie pour tout i € [2, n]. Le théoréme en résultera (4.3.2, 2°).
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— Un vecteur propre ne pouvant &tre associé & deux valeurs propres
distinctes, s, est vraie.

— Soit { fixé, 3 < i € n. Supposons que #£,, ..., 4, sont vraies et
i—-1
considérons un élément x de E; n ), E;. On dispose d’une égalité de la forme
i=1
x=x;+..+x,_,, avec x€kE; et x;€E;, (1gj<i—]).

En utilisant u(x) = A,x et u(x;) = 4;x;, on en déduit :

i—-1 i-1
;l.,-x = Z A.ij' et Aix = Z ﬂ.,-xj.
i=1 i=1
i-1
Dot : Y (A,—A)x; = 0.
=1

Les sous-espaces £, ..., E;_ ; ayant une somme directe d’aprés ’hypothése
de récurrence, il en résulte :

Vjell,i—=1] (4;—4)x; =0
et, comme les A;—4; sont non nuls, x; = ... = x;_, = 0. D’'oux = 0. ]

GENERALISATION, ~— Soit (1;); . ; une famille de valeurs propres deux 2
deux distinctes de » € £(F). La somme des sous-espaces propres associés aux
A; est directe.

Cela résulte du 4.3.4, 2° et de ce que, d’apreés le théoréme précédent, pour
toute partie finie J de 7, lasomme ) E, est directe.
iet
COROLLAIRE ET DEFINITION. — Soit v € L(E). Alors la somme des sous-

espaces propres Ker (u— A¢) ou 1 parcourt le spectre de u, est directe. Lorsque
cette somme coincide avec E, on dit que I’endomorphisme « est diagonalisable.

Nous montrerons au n® 12.2.2 qu’un endomorphisme u d'un espace vectoriel E de
dimension finie est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E dans laquelle u est
représenté par une matrice diagonale.

ExeMPLE. — Le lecteur vérifiera que la dérivation est un endomorphisme du IR-espace
vectoriel E constitué par les applications indéfiniment dérivables de IR dans IR, et que tout réel 1
est une valeur propre, un vecteur propre associé étant I’application f;, telle que x —— ¢**.

Il résulte du théoréme précédent qu'étant donnés des réels deux & deux distincts 4, ..., 4,
les applications f,, ..., f; , sont des éléments non nuls de sous-espaces de E dont la somme
est directe et, par suite, des éléments linéairement indépendants de E. On en déduit la pro-

position suivante :

P
(Vx Y wet* = ) - (o, =, ..., 0, = 0).

i=1

3° THEOREME. — Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent.
Alors :
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{(f) Tout sous-espace propre relativement i u est stable par v.
(/1) Le noyau et ’'image de u sont stables par v.

— (i) Soit £; un sous-espace propre, associé & une valeur propre A de u.
Pour tout x € E; :

u(v(x)) = v(u(x)) = v(ix) = Av{x)
et v(x) € E,.
— (i{) Pour tout x € Ker u :

u(p(x)) = v(u(x)) =0 et v(x)e Kerw
— Pour tout x eIm u, il existe y € E tel que u(y) = x. D’olr :

v(x) = v(u(y)) = u(w(y)) et ov(x)e Im u a

12.2. DIAGONALISATION, TRIGONALISATION

12.2.1. Déterminant caractéristique

1° Notations, — Dans tout ce paragraphe, on étudie un endomorphisme
u d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie non nulle #, On désigne par ¢
Iidentité de E, par I, la matrice-unité de M (n).

L’endomorphisme # est déterminé par la matrice M = [«;;] de My(n)
qui représente u dans une base e, arbitrairement choisie de E.

2° Polynéme caractéristique d’une matrice, — Le scalaire 1eX est
valeur propre de u si et seulement si I’endomorphisme Ade —u est non inversible,
ce qui équivaut 2 la nullité du déterminant de la matrice A7, — M qui représente
Ae—u dans la base e.

Y

Nous sommes donc conduits & considérer la matrice carrée d’ordre n,
XI,— M, 4 éléments dans I’anneau commutatif K[X] (¢f. 10.3.4) ; le déter-
minant de cette matrice est un polynéme de K[X] dont les racines sont
précisément les valeurs propres de . Posons :

DEFINITION. — Soit M = [«,;] une matrice de M.x(n). On appelle poly-
néme caractéristique de M et on note X,, le déterminant de la K[X ]-matrice
XI,— M.

En d’autres termes y,s st le polyndme de K[X] défini par :

X—-all -~0t12 e ‘"aln
— X—d3p oo. —0g,

o) = | T ’ M
—(I,,l — a2 X ann

Nous verrons au 3° qu’il s’agit d’un polynéme unitaire de degré n.
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ProPOSITION. — Une matrice et sa transposée ont le méme polynfme
caractéristique.

Cela résulte de : (X7,— M) = XI,—'Metdedet 'N = det N,

3° Polyndme caractéristique d’un endomorphisme. — THEOREME ET
DEFINITION, — Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie non nulle 7. Alors le polyndme caractéristique de la matrice qui repré-
sente # dans une base de E est indépendant du choix de cette base ; on ’appelle
polyndme caractéristique de u et on le note y,.

Les valeurs propres de  sont les racines sur X de y,; Pordre de multiplicité
d’une racine 1 de y, est dite multiplicité de la valeur propre 1 de «; on la note
m(1).

Soient ¢ et e’ deux bases de E, P la matrice de passage de e e'.

Notons : M=Mat(u,e), M =Mat(u;e)
Nous savons que M' = P~'MP. Nous constatons que XI, = P~ (XI)P.
Dol : XI,—M' = P~ (XI,—M)P.

En passant aux déterminants et en utilisant (det P~ 1) (det P) = I, nous
obtenons y - (X) = xu(X), ce qui fournit le début du théoréme, dont la fin
est une conséquence du 2°, d

CoROLLAIRE. — Un endomorphisme # d’un espace vectoriel de dimension
finie non nulle sur un corps algébriquement clos a au moins une valeur propre,

En effet le polynéme caractéristique de u, dont le degré est strictement
positif, a au moins une racine sur le corps algébriquement clos X. O

Notons que si 'on supprime la clause relative & la dimension, le corollaire peut étre
en défaut. C’est le cas pour # € C(C[X]) déterminé par X¥* — X**1,

Etude des coefficients du polynéme caractéristique. — Les coefficients du
polyndme caractéristique de la matrice M = Mat (u ; €) sont des invariants,
en ce sens qu’ils restent fixes lorsque M parcourt la classe de similitude de
Mg (n) associée A u.

Ayant choisi une base e de E et posé M = Mat (u ; €), développons le
déterminant y,,(X) & partir de (1). Nous obtenons (§;; désignant les symboles
de Kronecker) :

Y eo)w(e) avec w(o) = I=I1 Baiiy, ; X — %oy j)-

C€Gn
Pour o différent de la permutation identique, nous avons ;
dkeN, ok)#k et o(o(k)) # a(k)

ce qui montre que, parmi les polynémes en X dont le produit est w(g), deux au
moins sont des constantes ; le degré du polyndéme w(s) est au plus égal a n—2.



12.2.1 DIAGONALISATION, TRIGONALISATION 399

11 en résulte que les deux termes de degrés # et n—1 de y,(X) sont ceux

du produit [] (X —«,,), & savoir
Ji=1

X' — (o +. o) X°
Le terme constant de yyu(X) est x,,(0) = det (—M) = (—1)" det M, ce
qui aurait permis de retrouver la notion de déterminant d’un endomorphisme.

Le polyndéme caractéristique de « est ainsi un polynéme unitaire de
degré n que nous écrirons :

X(X) = X"+ k; (=1 X~

Nous avons y, = det w.

Le coefficient y, est dit trace de Pendomorphisme u, et aussi trace de la
matrice M ; on le note tr u et aussi tr M ; il est égal & la somme des éléments
diagonaux de M.

REMARQUES. — a) Ainsi que le lecteur le vérifiera a titre d’exercice, p,_, est la trace
de la comatrice de M, et aussi celle de la matrice complémentaire de M.

L]
b) Si le polyndme caractéristique se factorise sous la forme H (X —4), les 4; n’étant
pas ici nécessairement distincts, les coefficients vérifient :

Y = b} Aiyeridy

1si <" <hsa e
ProposiTION 1. — Les endomorphismes x et ‘u ont le méme polyndme
caractéristique.
Compte tenu de [a possibilité de représenter v et 'u par des matrices de la
forme M et *M, cela résulte de la proposition du 2°,

ProrosiTioN II. — Soient # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de
dimension # et £’ un sous-espace de E stable par u, de dimension »' > 0. Le
polyndme caractéristique de I’endomorphisme ' de E’ induit par u divise e poly-
ndme caractéristique de .

Choisissons une base ¢’ = (e, ..., €,) de E' et complétons la de fagon
4 obtenir une base ¢ = (e, ..., 4y €y, .. €,) de E; posons :

M=Mat(u;e), M =Mat{y ;e
Pour tout j € N,., u(e;) et u’ (e;) sont égaux et appartiennent & £’, ce qui
permet de les écrire nz o;; ¢;. Les éléments des j-iémes colonnes de M et M,
qui sont les coordon:éles de ces vecteurs dans les bases ¢ et ¢’, sont donc
®sj s Cprpp O, .oy 0 €1 cE QUi cCOncerne M,

Dy auey O en ce qui concerne M’

n'j
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Autrement dit M est de la forme :
M A
M =
0 B
avec : 4 e Mgtn', n—n') et Be My(n—n'), ce qui entraine

X[n_Mz[XIH.—M -4 ]

0 xI,_,.—B

En passant aux déterminants (10.3.7, [°) on en déduit :

XM(X) = XM'(X) det (XIn—n"—B)‘ Oa
4° Pratique de la détermination des valeurs propres et des vecteurs
propres. — Reprenant les notations du 1°, nous étudions u € L(E) déterminé

par M = Mat (u ; e).

Les valeurs propres de u s’obtiennent en tant que racines du polynéme
caractéristique y,, de M. Soit 1 ["une d’elles ; le sous-espace propre associé,
E, = Ker (Ae—uw), s’obtient en résolvant le systéme linéaire homogéne :

(L) (Ae—u) (x) = 0,
a Pinconnue x = £ e, +...+¢,¢,, qui s’explicite sous la forme
(A—o, )&, —ayg Ey—i—ay E, =0
O
—on &1 oy Sa— et (A-a)E, =0

En se référant & 1’étude des systémes linéaires homogénes, on constate que
I’ensemble E; des solutions de (L;) est un sous-espace vectoriel de E, de
dimension

g(A) = n—r(4),

r(A) désignant le rang commun a l’endomorphisme Ae—u et 3 la matrice
Al,— M ; comme [’endomorphisme le—u est non inversible, ona r{(d) € n-1,
ce qui permet de retrouver g(4d) > 1, c’est-a-dire E;, # {0}. Mais il y a mieux :
E; est stable par u ; la restriction de u 4 E,, qui est ’homothétie de rapport A,
admet pour polyndme caractéristique (X— )™ ; d’aprés la proposition II
du 3°, ce polyndme divise le polyndme caractéristique x,(X) de u; l'ordre de
multiplicité de la racine 4 de y,(X) est donc au moins égal a g(1). Nous
retiendrons :

PROPOSITION. —- Soient # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de
dimension non nulle #, A une valeur propre de u, m (1) Ia multiplicité de i, g(1)
la dimension du sous-espace propre associé a 1. Alors :

1 < q(d) < m(d).



12.2.2 DIAGONALISATION, TRIGONALISATION 401

CAS PARTICULIER. — Le sous-espace propre associé d une racine simple
du polyndme caractéristique a pour dimension 1.

En effet ici : m(d) = 1. Ilen résulte g(A) = 1.

5° Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice M ¢ My(n). —
Par définition, il s’agit des valeurs propres et des vecteurs propres de I’endo-
morphisme de K" qui est canoniquement associé @ M.

12.2.2. Endomorphismes diagonalisables

1* THEOREME FONDAMENTAL. — Soit # un endomorphisme d’un K-espace
vectoriel £ de dimension finie non nulle . Les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

(f) L’endomorphisme u est diagonalisable (cf. 12.1.7,2%) ;

(if) Il existe une base de £ dans laquelle u est représenté par une matrice
diagonate ;

(iiiy Le polyndme caractéristique de » est scindé sur X et, pour toute
valenr propre de u, la multiplicité est égale a la dimension du sous-espace propre
associé.

(i) = (ii). Par hypothése F est [a somme directe des sous-espaces
propres associés aux valeurs propres distinctes de u (qui sont évidemment en
nombre fini). En « réunissant » des bases arbitrairement choisies de ces sous-
espaces, on obtient une base de E formée de vecteurs propres de ¥; on a vu
que la matrice qui représente u# dans une telle base est diagonale.

(ify = (iii). Par hypothése il existe une base e = (e,, ..., ¢,) de E telle
que Mat (u ; e) soit une matrice diagonale M. Soient 4,, ..., 4, les éléments
diagonaux distincts de M, qui se retrouvent respectivement m, fois, ..., m, fois.

Le polyndme caractéristique de x est le produit des éléments diagonaux
de la matrice diagonale X7,— M, a savoir le polynéme scindé

p
ZH(X) = 1;[1 (X_Ai)m,s

ce qui montre d’ailleurs que 4, ..., 4, sont les valeurs propres distinctes de #,
et que m,, ..., m, sont leurs multiplicités.

Les vecteurs de la base e sont des vecteurs propres de w. Ceux d’entre
eux qui sont associés & A; ({ € N,), constituent un systéme libre de m; éléments
du sous-espace propre E; associé 4 A;; la dimension g; de E; vérifie donc
g; 2 m; ; comme on a toujours ¢; < m;, on peut affirmer que ¢; = m,. O
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(iti) = (). Par hypothése, v admet p valeurs propres distinctes 4,, ..., 4,
dont les multiplicités m,, ..., m, ont pour somme # (ce qui équivaut i supposer
que le polyndme caractéristique est scindé sur X); en outre, pour tout i eIN,,
la dimension du sous-espace propre E; associé 4 4; est m,.

La somme E, +...+E,, qui est directe (12.1.1, 2°), est un sous-espace de
E de dimension m, +...4+m, = n ; cette somme n’est autre que E. g

CAS PARTICULIER. —— Tout endomorphisme d’un espace vectoriel E de
dimension » qui admet » valcurs propres distinctes est diagonalisable,

D’aprés 12.2.1, 4°, nous avons ici n sous-espaces propres de dimension 1 ;
leur somme, qui est directe, a pour dimension # ; elle coincide donc avec £. ]

11 va de soi qu'il s’agit 1a d’une condition suffisante, mais non nécessaire pour qu’un endo-
morphisme soit diagonalisabie.

2° Le point de vue matriciel. — Nous dirons que la matrice M € My (n)
est diagonalisable si, et seulement si elle posséde les propriétés suivantes, qui
sont équivalentes d’aprés le théoréme précédent :

(i) Pendomorphisme de K" canoniquement associé a M est diagonalisable,
(if) il existe une matrice diagonale semblable a M.

Notons que toutes les matrices semblables 4 une matrice diagonalisable
sont elles aussi diagonalisables.

EXEMPLE 1. — D’abord pour K = R, puis pour K = €, étudier la possibilité de diago-
naliser I'endomorphisme u de K>, qui est déterminé dans la base canonique (¢, ¢,, ¢;) parla
matrice .

0-2 ©
M=|1 0-1
¢ 2 0

On commence par calculer : x(X) = X3+4X.

e K =R. —Ici y(X) = X(X?+4) n'est pas scindé sur X ; u n’est pas diagonalisable.

o K=0C — Ici z,(X) est scindé sur K. Admettant les trois valeurs propres distinctes :
Ay=0; A, =2; A=

I'endomorphisme u de K* est diagonalisable.
Les spus-espaces propres E,, E,, E, sont donnés par les systémes :

%, =0 2AE+2, =0 —%E 42, =0
(L) &4 =0; (L —E+2&4+83=0; (Ly) 4 —§;-2i&,+8:,=0
-2, =0 —2,+2¢E, =0 -2, —28, =0

qui sont chacun de rang 2 et peuvent étre remplacés par les systémes principaux :

{ &2 =0 {f'fx""fz =0 { —#,+5, =0
{6+ =0 —§,+iéy =0 —{:—if; =0
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E,, E,, E; sont donc des droites (ce qe nous savions déja), dont des vecteurs non nuls
sont :
e = £y+¢; . €, = —¢1tiey+ey; €; = —¢; —icy+¢,.

(e, €4, €5) est une base de €3 dans laquelle # est représenté par :

0O 0 ¢
D=}10 21 ¢
0 0-2%

La matrice de passage de (¢, ¢, ¢3) & (£, €5, €;) st :

€y &3 €3

| B | ¢,
P=10 L =i €,

1 1 1] e,

A titre d’exercice, le lecteur pourra calculer P~! MP et retrouver D. Les étapes intermé-
diaires de ce calcul sont :

2 o 2 0 -2 2
P"=% -1 =i 1[; MP=| 0 -2 -2
-1 2i 1 0 2 =2

ExempLE II. — Discuter la possibilité de diagonaliser I'endomorphisme u de K* qui est
représenté dans la base canonique (¢, ¢4, ¢3) par la matrice :

I b B
M= 0 | b
G 0 -1

(On suppose que K est pas de caractéristique 2),
Le polyndme caractéristique (X~ [)? (X+ ) est scindé sur X ; » admet les deux valeurs
propres 4, = | et 1, = —1, dont les multiplicités sont 2 et 1.

On en déduit que u« est diagonalisable si et seulement si le sous-espace propre E, associé
4 4, a pour dimension 2 ; E, est déterminé par le systéme :

—uf, =L, =0

(L} -4, =0 qui s'écrit {
2, =0

ﬁs =0
—af, =0.

e 1°7 cas : o # 0. E, est la droite K ¢; ; u n'est pas diagonalisable.
e 2° cas:a=0, Eyestleplan ¢, = 0, dont une base est (¢,, ¢,) ; v est diagonalisable.

Le sous-espace propre E, associé a 1; = —1 est, dans ce cas, la droite déterminée par :
{ -2, —Bes -0
—2{; ¥y =0

Ona:E,=Keyavecey = fic, + ye,—2¢;.
Dans la base (¢, c;, ¢3), ¥ est représenté par la matrice diagonale :
1 o o
D=]|0 1 ¢
0 0 -1
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3° Puissance g-iéme d’une matrice diagonalisable, —— Soit M une
matrice de My (#), diagonalisable. Il existe un élément inversible P de My ()
tel que la matrice D = P~ ! MP soit diagonale ; ona M = PDP™!,

Désignant par 14, ..., 4, les éléments diagonaux, distincts ou confondus,
de D, on écrit :
D = diag (A, ...y 4,),

et on établit aisément, par récurrence, les deux propriétés suivantes ;
¥ ¢ e N\{0} M?=PD?P},
¥ g e N\{0} D? = diag (44, ..., D).
L’expression de M? (g > 0), s’en déduit.

— Pour ¢ = 0, on peut utiliser : M° = D° =171,

— Les matrices semblables M et D sont inversibles si et seulement si
aucun des scalaires 44, ..., 4, n’est nul ; dans ce cas

M '=@pP Yy '=pp'p!
et D! =diag (47!, ..., AT 1)
ce qui permet d’étendre les résultats précédents & g € Z.
REMARQUE. — Une étude plus générale de la puissance g-iéme d’une

matrice carrée sera traitée au 12.3.6, 1°.

ExeMPLE. — Reprenons la C-matrice considérée au 2° :

i
—
(=T =]

l
(SR~ )

|

(=T =]
R

Nous avons montré : M = PDP™! avec :

00 0 T -1 -1 2 0o 2
D=2l 01 0 |, P=l0 i -il, F"=% -1 =2i 1
00 —1 11 1 -1 2 1

M n’étant pas inversible, it ne sera question que de puissances positives.

On calcule, pour & > 0 :

0o o0 - 0 0 0
D"=(2r')"[ o1 0 } DtpT! =12£)—{ -1 -2 1
0 0 (-1f (-1 (=2 (-1

(20 1+ (-1 2014+ (1Y —(1+(-1H
PD'P ! = —-;—— —i(1+(~ 1) 2(14+(-1)9 14+ (=Y
—(t+(=1% =204+ (-D"Y 1=k
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En distinguant deux cas selon la parité de &, on obtient, pour tout p = 0 :

M2p+2 = (_4);{

(= = L=
1
(=3 =]
|
(SN
et

M2p+1 = (_4);1[

ce qui s'éerit : M2PT = (—4P M, MW= (—4p ML
Notons que ce résultat s’obtient rapidement si I'on remarque que ’expression de DY,
valable pour &£ = 1, fournit :
¥p=0: D¥'_(4yD  D¥WI (4D

On est aussi ramené a calculer M?, en multipliant la matrice M par elle-méme ; on se
gardera naturellement d'écrire D? = (—4),, ou M? = (—4),.

12.2.3. Endomorphismes trigonalisables

1° DEFINITION. — Seoit ¥ un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E
de dimension finie non nulle 7. On dit que « est trigonalisable si, et seulement 5°il
existe une base de E dans laquelle u est représenté par une matrice triangulaire.

Notons qu’on peut imposer qu’il s’agisse d’une matrice triangulaire
supérieure. En effet Mat (u ; (e;, ..., e,)) est triangulaire inférieure si, et
seulement si Mat (u ; (e,, ..., e,)) est triangulaire supérieure,

THEOREME FONDAMENTAL, — Un endomorphisme d’un K-espace vectoriel
de dimension finie non nulle est trigonalisable si et seulement si son polyndéme
caractéristique est scindé sur X (ce qui est toujours réalisé si K est algébrique-
ment clos). :

La condition est nécessaire. — Si Mat (u ; (eq, ..., £,)) est la matrice
triangulaire M = [a;], alors le polyndme caractéristique de u est

Ku(X) = det (XI,—M) = [] (X —a). O
i=1
La condition est suffisante. — Nous allons le montrer par récurrence sur

la dimension.

— La proposition est triviale lorsque cette dimension est 1.

— Soit # un entier tel que n = 2. Nous supposons que tout endomor-
phisme d’un K-espace vectoriel de dimension »' telle que 1 € #’ < n, quiaun
polyndme caractéristique scindé sur K, est trigonalisable.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, et ¥ un endomorphisme
de E dont le polynéme caractéristique, y,, est scindé sur K ; ce polynéme
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admet au moins une racine sur K et u posséde au moins un vecteur propre,
Soient ey, .., e, (¢ > 1), des vecteurs propres linéairement indépendants
de u associés 4 des valeurs propres 4y, ..., 4, pas nécessairement distinctes,
et F le sous-espace vectoriel de E dont une base est (ey, ..., e,). Choisissons
arbitrairement un sous-espace supplémentaire £’ de F dans E, et désignons
par p le projecteur sur E', parallélement a F; E' est stable par 1’endomor-
phisme p o« de E, ce qui permet de définir un endomorphisme u’' de E',
induit par p o . Nous allons montrer que le polyndme caractéristique, y,-,
de u’ est scindé sur K,

Soit e’ = (eg4 1, -..» €,) Une base de E' qui, pour le moment, est arbitraire-
rement choisie ; on en déduit la base e = (ey, ..., €, €44, ..., &,) de E. Soient
T et T’ les matrices Mat (u ; ) et Mat (1 ; e'). Posons :

1
T = [Tij]q+1$i€n,q+1$j$n'

On a:
Ve[l q] uley) = A;e;,

n

q
Vielg+ln] ule)= IZI yyetu'le), ule)= Y 1z;e.

i=q+1
[ ]
o T

avec .D = diag (111, ey j.q) et C = [?i}]lsiﬁq.qi-lﬁjﬁu'

Dol :  det(XI,—T) = det (XI,—D)-det (XI,_,—T')

On en déduit :

et 20 =| [T - |0,

q
Le polyndme yx,.(X), quotient exact de x,(X) par [] (X—4)) est bien un
j=1

polyndme scindé sur K, ce qui nous autorise i appliquer I’hypothése de
récurrence 4 Pendomorphisme u' de E’ ; nous avons donc le droit de supposer
que le choix de la base ¢ a été fait de telle sorte que la matrice 7’ soit triangu-
laire supérieure ; la matrice T est ainsi, elle aussi, une matrice triangulaire
supérieure, O

2° Le point de vue matriciel. — Nous dirons que la matrice M € Mg (n)
est trigonalisable si, et seulement si elle posséde les propriétés suivantes, qui sont
équivalentes d’'aprés le théoréme précédent :

(i) L’endomorphisme de K" canoniguement associé @ M est trigonalisable,
(ii) F existe une matrice triangulaire semblable & M,
(iii) Le polynome caractéristique de M est scindé sur K.
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3° EXEMPLE. — Etudier la possibilité de trigonaliser endophormisme u de K* représenté
dans la base cancnigue (¢, ¢;, ¢3) par la matrice ;

-3 -3 2
M= 10 =2
2 4 —4

Le polynéme caractéristique s écrit 3, (X) = (X +2)3,

Nous constatons que le sous-espace propre associé 4 la valeur propre —2, de multiplicité
3, est la droite Ke,, avec e, = —¢,+¢;+¢, ; I'endomorphisme # n'est donc pas diagona-
lisable ; en revanche y,(X) étant scindé sur K, u est trigonalisable.

Nous référant 4 I'étude théorique, nous choisissons un sous-espace supplémentaire de
K e, dans K*, par exemple le plan £7 dont une base est (c,, ¢,). En utilisant ¢, = e, +¢,—¢;
nous calculons :

ue,) = =3¢, + e, + e, +e¢,—¢,) = 2e,—¢,—¢,,

wey) = =3¢ + 3 + deg+e,—¢y) = de +ey 3¢,

Etant donné que u(e,) = —2 e,, nous en déduisons ;
-2 2 4
Mat (u; (e, ¢y, ¢3)) = 0 -1 1
0 -1 -3

Soit p la projection sur £’ parallélement 4 K ¢, et ' I'endomorphisme de E’, induit sur
E' par powu. Nous avons :

~1 1
Mat (v'; (¢y, ) = [_1 —3}

Il est aisé de vérifier x,.(X) = (X+2)%, ce que I’on sait d’aprés 'étude générale. Nous
sommes ramenés a trigonaliser «'.

Le sous-cspace propre associé i la valeur propre —2 de u' est la droite Ke,, avec
e, = ¢, ~c,. Dans toute base (e, e;) de E’, u' est représenté par unc matrice triangulaire
supérieure, ce qui résoud la question. Pour fixer les idées, choisissons ey = ¢;.

En utilisant ¢; = ¢, +¢5 nous calculons :

ule;) = ule)) — ulc;) = —2e,—2e,,
ule;) = de; +e;—2e;.

Finalement T’ = Mat (i; (e, e,, e5)) s’écrit :

-2 -2 4
T=| 0o -2 1
0 0 -2

La matrice de passage de la base (¢, ¢, ¢;) & la base (e,, e,, £;) et la matrice inverse
s"écrivent :

-1 1 0 0 0 1
P= 1 -1 1 |; Pl 1
1 0 0 1 1 0

Le lecteur pourra vérifier : T = P~ ' MP.
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12.3. POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

12.3.]. Puissances d’un endomorphisme ; noyaux itérés

Soit » un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E, de dimension finie
ou infinie.

1° On définit par récurrence ’endomorphisme o*, k €N, en posant
v® =, (e =1Idp),
{ YkeN\{0} v*=vov* !,
Par récurrence sur p, on démontre :
Y(p, g) eN2 p?op? =Pty
1

D’ou : v® 0 p? = v? 0 v® ; en particulier v* = o* "' 0 0.

2° On définit une suite en associant 3 tout £ eN le sous-espace
F, = Ker v* de E ; en particulier F, = Ker e = {0}.
— La suite (F}), .y est croissante (au sens de I'inclusion). En effet on a
YkeN YxeE v(x)=0 = 0(0*(x)) = 0.
Dol : YikeN F, < F,.,, O

+ o
On peut ainsi parler du sous-espace F = |} F, de E.
k=0

— §’il existe g €N tel que F,,; = F,, alors F ,, = F,,;. En effet
pour tout x € F,, ,, on a, par implications successives .

V) = 0; o (x) € Fppy; v(x) e Fy;
px)) =0; v (x)=0; xeF,,.
D'ou Fipy ©« Fyyq. Oronavu F ooy c Fpy,. O

— Deux cas sont donc possibles :

1°F cas. — La suite (F)), . n est strictement croissante. 1l en est ainsi, par
exemple, lorsque v est la dérivation dans E = IR[X]. Notons que cela ne peut
se produire lorsque la suite (dim F,), . st bornée et, par conséquent, lors-
que E a une dimension finie,

2¢ cas. — 1l existe g €N tel que F ., = F,. Le plus petit des entiers
naturels ¢ ayant cette propriété est dit indice de v ; on le note r, et on montre,
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par récurrence sur p, que, pourtoutp €N, F,,, = F, ;onadoncici F = F_;
d’autre part on dispose des inclusions strictes

{0}cF,c..cF, ,cF,(r<n si dim E=n)

CAS PARTICULIER. — Soit v un endomorphisme nilpotent, c’est-a-dire un
endomorphisme qui admet parmi ses puissances 'endomorphisme nul. L'indice
de v est le plus petit des naturels g tels que v =0, Ici F, = E.

Nous limitant au cas ot dim E = ne N*, montrons que v est trigonalisable
{méme si K n'est pas algébriquement clos). On vérifie en effet que 'on obtient
une base de E qui trigonalise v par le procédé récurrent qui consiste d partir
de la base vide de Fy = {0} et, une fois obtenue une base de F;_,, keN,, 4
la compléter en une base de F,.

12.3.2. Sous-algébre de £(E) engendrée par un élément u

Soit # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E, de dimension finie
ou infinie ; on note ¢ = Idg.

1° Idéal annulateur de u. THEOREME. —— L’application ¢, qui au
polyndme P de K[X] associe I’endomorphisme P(u}, de fagon que ;

+w

P(X) = '!fdek — P(u) = Z at,‘uk, (uo = ¢e),
o 0

est un morphisme de la K-algébre K[X] dans la K-algébre £(E).
En effet, pour tout triplet (4, P, Q) e Kx K[X]x K[X], avec

P(X) = gakX", 0X) = gﬁkX",

on calcule, en utilisant u? o u? = u?*4,
+ o
P)+Q) = ¥ (w+Bp) v = (P+Q) ()

0

P(u)oQ(u) = ki) Zo ijﬁk—j) u'= (PQ)w

+

APw) = Y Aogu®
0

Il

(A P) ()

D’autre part ¢, (1) = e. O

COROLLAIRE ET DEFINITION I. — L’image de K[X] par le morphisme
d’algébres @, est la sous-algébre commutative de £ (E) engendrée par « ; on Pap-
pelle algébre des polyndmes de 1’endomorphisme u et on la note K [u).
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COROLLAIRE ET DEFINITION II. — Le noyau du morphisme d’algébres ¢,
est un idéal de K[X]; on Pappelle idéal annulateur de u et on le note J,.

2° Polynéme minimal. — L’anneau K[X] est principal (3.3.2 et
6.2.2) ; J, est un idéal principal (3.2.3) ; on peut donc énoncer :

THEOREME ET DEFINITION. — Soit ¥ un endomorphisme dont 1’idéal annu-
lateur J, n’est pas réduit au polynéme nul. Alors il existe un, et un seul poly-
néme unitaire qui engendre J, ; on Pappelle polynédme minimal de « et on le
note u,.

En d’autres termes, les éiéments de J, sont les multiples de u,.
Notons que le cas : J, = {0} peut eﬁ‘ect:vemem se présenter comme [e montre I'exemple

de I’endomorphisme de E = R{X] tel que Z a Xt — E a,_, X~
[]
ProPOSITION 1. — Tout endomorphisme u d’un K-espace vectoriel £ de
dimension finie non nulle » posséde un polynéme minimal.

Ici £(E)a pour dimension n?. Les n2+ | endomorphismes u*, 0 < k < n?,

sont des éléments linéairement dépendants de £(E); il existe n2 41 scalaires
"2

non tous nuls a;, 0 < k < n?, tels que Z%Xk soit un élément non nul de
0

Iidéal 3,. O

ProprosITION II. — Soient 4 un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £

admettant un polynéme minimal gz, et £’ un sous-espace stable par x. Alors

I’endomorphisme ' induit par # sur E' admet un polyndme minimal, et celui-ci
divise u,.

+ @
Posons p#,(X) = Y «,X*; on en déduit :
[}

+ o

() = f it e W) = T 4@,

Comme p,(u), p,(u') donne 0 pour image de tout élément de E' ; le
polyndme u, est donc un élément non nul de I’idéal annulateur de £, |

3° Terminons par quelques compiéments.

ProOPOSITION I. — Pour tout P e K[X'], Ker P(u) et Im P(u) sont stables
par .

Cela tient (12.1.7, 3%) 4 ce que u et P{x) commutent. |

PrOPOSITION II. — Pour tout (P, 4, ) e K[X]xKxN:

Ker (u— 1¢)? = Ker (P(u)—P(1)e)".
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La divisibilité de P(X)— P(A) par X~ A entraine I’existence d’un polynéme
Q tel que :
(P(X)—P(1))* = QXNX-2),

et : (P()—P(De)t = Q) o (u—Ae)’
On en déduit :
VxeE (u—12e)1(x) = 0 — (P(u)—P(Ne)i(x) = 0. O

CoroLLAIRE I. — Soit A une valeur propre de u. Alors, pour tout P € K [X],
P(4) est valeur propre de P(u), et le sous-espace propre de u associé 4 A est inclus
dans le sous-espace propre de P(u) associé a4 P(A).

On applique la proposition précédente, avec g = 1. O

CoroLLAIRE II. — Toute valeur propre de u est racine de tout polyndme
de 1’idéal annulateur de u, et, en particulier, racine du polyndme minimal, lors-
qu’il existe.

On applique le corollaire I, avec P € J, ; P(A) est valeur propre de P(u),
qui est I’endomorphisme nul ; ainsi P(1) = 0. O

12.3.3. Théoréme de Hamilton-Cayley

THEOREME. — Soient # un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de
dimension finie non nulle, y, le polyndme caractéristique de u, g, le polynime
minimal de u. Alors pu, divise y, ; en d’autres termes y, appartient a I’idéal
annulateur de u, ou encore y,(u) est ’endomorphisme nut de E.

Compte tenu du corollaire précédent, ce théoréme permettra d’affirmer
que les valeurs propres sont les racines du polyndme minimal.

Nous allons démontrer le théoréme équivalent :

THEOREME. — Soient M une K-maftrice carrée d’ordre »n et

wmX) =Y aXx*
k=0

]
son polyndme caractéristique. Alors y, (M) = ¥ o M* est la matrice nulle
de Moi(n). k=0

Nous considérons AGg(#) comme une partie de ’ensemble Mgy, (7) des
matrices carrées d’ordre » sur 1’anneau commutatif K[X].

Désignons par C(X) la matrice complémentaire de la matrice X7,—M.
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D’aprés le théoréme du n° 10.3.3, 1°, généralisé au n° 10.3.4, nous avons
I"égalité entre matrices de Mogpxy(7)

(XT,~ M)C(X) = (det (XI,— M))],,
qui s’écrit, puisque det (XI,— M) est yp (X} :
(X1~ M) C (X) = yu(X) ], ()
En écrivant, pour tout entier k > | :
XL, —M* = (XT,—My(X* 'L+ X 2M+ .+ MY
on obtient, aprés combinaisons linéaires :
(X =g (M) = (X1,— M) Q(X) (2)

ou @(X) est un polynédme a coefficients dans A, (r).
De (1) et (2) on déduit :

(M) = (X1,— M)(C(X)—Q(X)).

Posons : C(X)-Q(X) = Y X*B,, B, e Mx(n).
K=0

Si I’'une des matrices B, €tait non nulle, il existerait », plus grand entier k&
tel que B, # 0, parmi les éléments de la matrice y, (M) figurerait au moins
un polyndme de degré r+1, en contradiction avec y,(M)e My(n). Les
B, sont donc toutes nulles et y, (M) = Q.

12.3.4. Décomposition des noyaux

1° THEOREME. — Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie ou
infinie, « un endomorphisme de E, enfin P, ..., P, des polynémes de K [ X] premiers
entre eux deux i deux et P le produit de ces polynémes. On considére les sous-
espaces de E stables par u (12.3.2, 3°).

N = Ker P(u) ; N;=EKerP{u), 1<i<p.

Alors N est la somme directe des N°,.
(Ce résultat est connu sous le nom de lemme des noyaux.)
Nous allons raisonner par récurrence sur p.

e CaspEp = 1. La proposition est triviale.

e CasDE p = 2. Ici P est le produit des polyndomes P, et P,, premiers
entre eux.
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D’aprés le théoréme de Bezout, il existe deux polyndmes @ et @, tels que
1= 0,P1+0Q,P,
D’ou : e=0Q,(u)oPi(u)+Q,(u}o P;(u),
ce que nous écrirons abréviativement
€=4g,0p,+q,0p,. ()
Nous aurons 2 utiliser la commutativité de I’algébre K[u].
— Montrons N’y n N, = {0}, Daprés (1) :
VxeE x=q:(p1(x))+q:(p2(x)
Or, pour tout x € N’y n N, pi(x) = p,(x) = 0. O
— Montrons N° < N[+ N',. D’aprés (1), tout x € N> s’écrit :

x=x,+x, avec xj=q;(p;(x)), 1 <i<g2
Ona:
pa(x1) = (p2 0 g, ©p1)(x) = (g, O py © p)(x),

pa(x,) est 'image par ¢, de (p; © pp)(x), qui est 0 puisque p; © p, est P(u)
et puisque x appartient au noyau de P(u).

Ainsi x; € N, et, de méme, x, € N;. O
— Montrons N’y = N. Pour tout xe N’;, on a p;(x) =0, ce qui
entraine p,(p;(x)) =0, ou p(x) = 0, (avec p = P{u)). O
~— On montre de la méme fagon N, « N ; onendéduit N°;+ N, = N,
et on tire, de toute 1’étude, la conclusion N';@ N, = N O

e CasDEp = 3. On suppose le théoréme démontré a 'ordre p—1 et
on considére le produit P = P,P,.. P, de polyndmes premiers entre eux
deux & deux. On applique le résultat précédent aux deux polyndémes P, et
Q = P,..P,, qui sont premiers entre eux ; on obtient ainsi :

N = N; @ Ker Q(w).
Or, d’aprés I’hypothése de récurrence, Ker Q(u) est la somme directe
des N, 2<i<p. O

2° Cas particulier ot P € 3, — Les notations étant celles du 1°, nous

supposons en outre que P(u) =0; on a ainsi N =FEetE =@ N
i
Limitons-nous maintenant au cas ol £ a une dimension finie non nulle s.
Désignons par n, la dimension de N°}, (3, n; = n), par u; 'endomorphisme
i

induit par u sur le sous-espace stable N’;, par (e;)); < ;<», Une base arbitrairement
choisie de N°,, par M, la matrice qui représente u; dans cette base, étant entendu

que si N; = {0}, alors [a base correspondante est vide et I'on supprime Ia
matrice M.
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Nous disposons de 1a base (e;,); <i<p, 1</« de E (dite base adaptée
ala décomposition E = & N°), dans laquelle u est représenté par la matrice

b

diagonale de matrices :

M= :O ot M = diag (M, M, ..., M,).
O

P
On constate, en utilisant 10.3.7. : det (X7,—M) = [ det (X1, —M)).
i=1
Autrement dit :

Le polyndme caractéristique de u est le produit des polynémes caractéristiques
des endomorphismes u; induits par u sur les sous-espaces stables N'; = Ker P,(u).

3° Cas particulier ou P est le polynéme minimal p, de u. — Ce qui
vient d’étre dit au 2° s’applique. En outre, pour tout i €N, le polynéme P;
(supposé unitaire) coincide avec le polynéme minimal p,, de u,, ce qui entraine que
u, est le produit des p,.

En effet P;(w;) est I'endomorphisme induit par P;(¢) sur N°;; c’est donc
I’endomorphisme nul de N°;; P; est ainsi un multiple du polyndme minimal

tt,, de u;. En fait P, = p,, sans quoi le polynéme p, [[ P, qui appartient
=i

visiblement a [’idéal annulateur de , aurait un degré inférieur & celui de g,

qui est ici P ou encore P;[] P;.
J#Ei

12.3.5. Sous-espaces caractéristiques (ou spectraux)

1° Soit ¥ un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E, de dimension
finie non nulle ». Nous supposons — ce qui est toujours réalisé lorsque K
est algébriquement clos — que le polyndme caractéristique y, de u est scindé
sur K. Nous avons ainsi :

P
Xu(X) = ],—_[ (X_li)m‘s (1)
i=1
en désignant par Ay, ..., 4, les valeurs propres distinctes de u, par m,, ..., m
leurs multiplicités.

— Draprés le théoréme d’HAMILTON-CAYLEY, le polynéme minimal u,
de u divise y,. Comme il admet chaque A; pour racine (corollaire II du
12.3.2, 39, et comme il est unitaire, il s’écrit :

P

P
uu(X) = ]_—[ (X—A'i)”v 1 < ¥y < m.
i=1
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Posons N; = Ker (u—4,¢)". Nous allons montrer que r; est ['indice
(12.3.1) de ’'endomorphisme u—A,e.

Ayant fixé i(l < i < p), en appliquant 12.3.4 avec
P, ={X-2) et P; =(X-4)7 pour j # i,
nous obtenons (P(X) étant ici g,(X)) :
E=N®G avec G = ‘E:)i N, )
J

En appliquant 12.3.4, avec cette fois :
P, = (X-4)%, et P;=(X—-2)" pour j # i,
nous obtenons (P(X) étant ici (X —2)* [J(X —4)¥) :
1

Ker P(y) = Ker (u—4e)" @ G,. 3

Si ¢; = r, (en particulier si ¢; = m,), le polynéme P qui intervient dans (3)
est un multiple du polynéme minimal g, ; le noyau de P(x) est E; compte tenu
de Ker (u —4;2)" o N, la comparaison de (2) et (3) fournit, grace 4 des consi-
dérations de dimensions : Ker (u—4ie)" = N,.

Si g, < r;, le polynéme P, dont le degré est stritement inférieur au
degré de u,, ne peut &tre un multiple de u, ; on a P(1) # 0 et Ker P(u) # E,
ce qui exige l'inclusion stricte Ker (u—Xe)" = N,. O

P

— Reprenons E = @ N; et soit u; I'endomorphisme induit par « sur
le sous-espace stable Ni.I o

D’aprés 12.3.4, 3°, Ie polyndme minimal de u; est (X —2)"; le polyndme
caractéristique de u; est donc (X —2A)", avec m;, = dim N;. On en déduit
{12.3.4, 2°) que le polyndme caractéristique de u est :

w0 = [T X-4" @

En comparant (1) et (4), on constate que : dim N; = m, (1 £ i € p). En
conclusion :

THEOREME ET DEFINITION. — Soient £ un K-espace vectoriel de dimension
finie mon nulle #, et # un endomorphisme de F qui admet un polyndme carac-
téristique de la forme :

14
(X)) = T[] (X=2)™, (les 4, deux & deux distincts, les m, non nuls).
i=1
Alors le polyndéme minimal de » s*écrit :

L4
w(X) = H (X_li)n! l<rn<m
i=1
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L’ordre de la multiplicité r; de la racine 1; de u, est l'indice de 1’endo-
morphisme 1 — i;e. Le sous-espace vectoriel de £ :

+ o
N; = |J Ker(u—2Lef,
k=0
qui est aussi bien le noyau de (u—A,e)" que celui de (u—4,e)™, est dit sous-
espace caractéristique (ou spectral) associé a la valeur propre 1, ; sa dimension
est m;.

E est la somme directe des N, 1 </ < p. L’endomorphisme u; induit
par u sur N; admet (X —2)™ pour polynéme caractéristique et (X —4,)" pour
polynéme minimal ; ’endomorphisme v; = u; — 4,1dy, de N; est nilpotent d’indice r;.

On au=4d + v, ol d et » sont les endomorphismes de E qui, pour tout ieN,, induisent A, Idy,
et v, sur N, 4 savoir !

dixr—— Y Amlx) et v:ixr—— Y pimix)
ol m; € L{E) est le projecteur d'image N, de noyau j@ N;.

On constate que dv, »d et v* (récurrence sur g€ N) induisent sur N, respectivement v, 40,
et vf. D'oti :

— lendomorphisme d = ¥} A,m; est diagonalisable;

— l'endomorphisme v est nilpotent (d’indice max r));

— les endomorphismes d €t v commutent.

REMARQUES. — a) On peut prouver l'unicité d'une décomposition u = d’ + v, d” diagona-
{isable, v" nilpotent et d'v' = v'd’.

b) On retrouve P'existence d’une telle decomposition en utilisant une base ¢ = U ¢;de E, ol
¢; est une base de N, qui trigonalise v, : !

mat(y; e) = D + V; D =diag(dly,). V = diag(})

ol ¥ est triangulaire supérieure a diagonale nulle,
Cette réduction est en général suffisante; on peut cependant aller plus loin par la méthode de
Jordan (cf. 12.3.7).

2° Complétons la caractérisation des endomorphismes diagonalisables.

PropPOsITION. — Un endomorphisme # d’un K-espace vectoriel de dimension
finie non nulle » est diagonalisable si et seulement si son polyndme minimal est
scindé sur X et n’a que des racines simples.

La condition est nécessaire. — Par hypothése u est diagonalisable. Son
polynéme caractéristique, et par suite son polynéme minimal sont scindés
sur K. On peut écrire, en adoptant les notations du 1°:

E=@N, avec N; = Ker (u—2,e)". (5
i
D’autre part I’endomorphisme u étant diagonalisable, E est la somme
directe des sous-espaces propres, ce qui s’écrit :
E=@®E, avec E; = Ker (u—ie). 6)
i
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Compte tenu des inclusions E; = N,, on a, grice 4 des considérations de
dimensions : pour tout i, E; = N,, ce qui, d’aprésla définition de I'indice, exige
r; = 1; or r; est 'ordre de multiplicité de la racine i; du polyndme minimal.

P
La condition est suffisante. — L’hypothése est ici p,(X) = [ (X — 1), les

i=1

A; étant deux 4 deux distincts (ce sont les valeurs propres de u).

En utilisant 12,3.4,1°, on en déduit E = @ Ker(y — 4;e), somme directe des
sous-espaces propres; u est donc diagonalisable. O
PraTIQUE. — On a intérét 4 remplacer, dans la proposition précédente, la
condition : u, est scindé sur K et n'a que des racines simples par la condition

visiblement équivalente : u annule un polyndme scindé sur K dont toutes les racines
sont simples.

12.3.6. Applications de la réduction des endomorphismes

Nous nous limitons au cas oil le corps K est de caractéristique nulle.

1° Puissance g-iéme d’un endomorphisme ou d’une matrice (g € N), —
Reprenons, avec les mémes notations, I’endomorphisme u étudié au 12.3.5, 1°.

Pour tout ie N, ¢ induit 'endomorphisme ¥ de N, et :
2
YxeE w'(x)= )Y uf (mix)). )
i=1

Il s’agit maintenant de calculer la puissance g-iéme de w; = v;+4; Idy,.

Comme v; et A;Idy, sont des éléments permutables de I'anneau L(N}),
on a, par la formule du binéme de Newton :

L —-1...(g—k+1 _
u'f=ZQ(q )... (g +)ﬂ.§ kv?'
K=o k!
A priori p; désigne ¢. Mais — en utilisant : v:‘ =0 pour k =2 r, — on
peut adopter p; = r;—1, dans la mesure o1 g = r;— 1 et méme sans cette réserve
si 4; # 0. En effet on a alors :

g(¢—1 ... (g—k+1)

o MrP=0 sige<k<r—1,

(ce qui n’a pas de sens si &; = 0).

e Tenons-nous en donc, pour commencer, a A; # 0 et écrivons, pour tout

gelN:
ri—1
_ g{g—1)...(q—k+1) ,_; &
u?-—i‘{(g‘o T A v,).
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Pour chaque valeur de %, ordonnons suivant les puissances croissantes
de g le polyndme g(g—1} ... (—k+1), qui peut d’ailleurs étre nul. D’oli une
égalité de la forme :

ri— 1
uf = 1 (kgo qkf.', k) » 2

ol f; « est un endomorphisme de N, qui dépend de &, mais ne dépend pas
de g.

En notant w;; I'endomorphisme x —— f; (m,(x)) de E, et en utilisant
(1) et (2), on obtient, dans le cas ou ¥ n'admet pas 0 pour valeur propre
(c’est-d-dire dans le cas ol u est inversible) :

P ri—1
VgeN ul = ¥ Ag(z qkwi_k) 3)
i=1 k=0

ou les w; , sont des endomorphismes de E, indépendants de g, dont le nombre

P
estégal & ) r, C'est-a-dire au degré r du polyndme minimal de u.
i=1
REMARQUE IMPORTANTE. — Les r endomorphismes e, u, ..., 4"~ ! sont
linéairement indépendants dans £{F), (sinon I'idéal annulateur J, contiendrait
un polyndéme non nul de degré strictement inférieur au degré du polyndéme
minimal). Comme ils apparticnnent au sous-espace engendré par les wy,
celui-ci a une dimension au moins égale a r et d’ailleurs exactement égale a r
puisque le nombre des w;, est r. Retenons donc que le systéme des r endomor-’
phismes w;, est libre. Nous aurons I’occasion d’utiliser ce résultats en Analyse
pour chercher la limite de la suite des puissances d’une matrice.

e Si A, = 0, alors, pour tout g, on a : uf = v}, et donc u} = 0 dés que
g = r;, seul cas que nous allons considérer. L’écriture (2) est alors valable,
avec la possibilité d’y choisir arbitrairement les f; ,.

En conclusion, la formule (3) est vraie pour tout ¢ € N si ¥ n’admet pas
0 pour valeur propre, et pour g > r, si la valeur propre 4, est nulle.

LE POINT DE VUE MATRICIEL. Nous aurons ici, pour toute matrice inver-
sible M e M, (#) dont le polyndéme caractéristique est scindé sur K :

P ri—1
VgeN e S (S ¢ a) (@
k=0

i=1

ol les A; , sont r matrices indépendantes de g, formant un systéme libre
dans A, (n), ((4) reste valable avec cependant la réserve g > r, si M admet [a
valeur propre 4, = 0).

REMARQUE. — Nous avons étudié au 12.2.2, 3° une méthode valable
dans le cas ou M est diagonalisable.
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8 -1 -5
ExeMPLE. — Soit M la matrice | —2 3 1 |, & éléments dans un corps de carac-
4 ~1 —1

téristique nulle. Le polyndme caractéristique est (X —2) (X —4)2,

On vérifie facilement que (M—2I,)(M—41,) # 0; le polyndme minimal est ainsi
(X—2) (X—4)% La matrice n’est donc pas diagonalisable. Ici (4} s’écrit (avec A; =2, r =1
etd, =2,r,=12);

YgeN MT =290+ 4%V + g4 W
ou U, ¥V, W sont des (3, 3)-matrices qu’il s’agit de déterminer (il s’agit des matrices 4, ,,
Ay o et A, de la théorie générale). On donne & ¢ les valeurs 0, 1, 2. D'ou :
U+V =1, U+4V+4W = M ; AU+ 16V +32W = M?,
et : M®=oJ, + BM + y M,
avec 1 oty = 429 4+ (~3+g1%; B, = —29%1 4 (2-3¢/4M7; y, = I/B(2"! + (—2+g)M49).
11 resterait & expliciter M2,

Autre méthode. — Exposons-la sur I'exemple précédent. La division euclidienne de X*
par {X—2) (X—4)* s'écrit :

Xt =(X-2)(x-4?* Qq(X) + }l,Xz + B X+ o,
En substituant M & X, il vient :
M=l + B M + 7 M>.

2
On caloule i BaX 74X
(X-=-2)(X -4
-— Xﬂ'
de la fraction rationnelle ————«——,
(X—-2) (X —4y
naturellement inutile). On obtient, ainsi que le lecteur est invité 4 le vérifier :

au titre de somme des parties polaires relatives aux pdles 2 et 4

dont la partie entiére est @, (X), (dont le calcul est

gt X+, X 2 +2q'4"“~4"+ 49
(X-2) (X—-49* 4(X-2) &X-4) 2(X-4¢

On retrouve ainsi les valeurs a,, 8,, y, mises en évidence par la premiére méthode.

2° Applications aux suites récurrentes. — Les applications de N dans
le corps commutatif X — qui sont dites suites sur K — constituent I"espace
vectoriel K™. Nous nous proposons d'étudier [’ensemble F des suites fe KN
qui vérifient la condition :

=1
YneN S(n+s) = Y o f(n+k)- (5
k=0
olt s € N\{0} est donné, et ol «g, ..., a,_, sont des scalaires donnés de K.
On peut supposer oy # 0 (sans quoi on remplacerait s par 5—1).

F est une partie de K™, non vide (puisqu’elle contient la suite nulle), et
stable pour les lois de structure d’espace vectoriel. C’est donc un sous-espace
vectoriel de KN, Par ailleurs, on constate qu’a tout élément b = (B, ..., B._ )
de K°, on peut associer une, et une seule suite f, € F vérifiant la condi-

tion initiale :
Vielo,s—11  A(j) = B,
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Comme inversement toute suite fe F est déterminée par les valeurs
qu’elle prend aux points 0,...,s—1 de N, 'application b —— f, de X°
dans F est bijective ; on vérifie aisément qu’elle est linéaire ; il s’agit donc
d’un isomorphisme ; d’olt : dim F = dim K° = s.

— Remarquons maintenant que (5) équivaut & 1’égalité matricielle :

Sin+1) Sfim 010 0
f(n+2) l- flnr1) 0 01 0
: =M : avec M= | : :
: l- : 0 00 1
fn+3) Slint+s—1) fg Oy Og «oo ooy
Xu-{—l Xn

qui s’écrit X,,, = M X, quand on désigne par X, la matrice-colonne dont
les éléments sont : f(m), f(n+1), ..., f(n+s5—1).

Par récurrence sur n, on en déduit : YrnelN X,=M"X,.
V]

" A .
Le polynéme caractéristique de M est: yu(X)=X'— Y oX",
ainsi qu'on le vérifie par récurrence sur s, k=s-1
Limitons-nous au cas ou ce polyndme est scindé sur K (condition qui sera
toujours remplie si KX = ), et écrivons le sous la forme :

14
(X)) = [T (X —=24)™, (les 4; deux & deux distincts, les m; non nuls).
i=1

Notons que le terme constant étant og # 0, aucun des 1, n’est nul. On
a donc, en appliquant I’étude du 1° (avec les mémes notations) :

P r—1
YneN M"=El’,’(z n"A,-,‘)
i=1

k=0

Ainsi toute suite f'€ F est obtenue 4 partir de sa condition initiale par :

P ri—1
VHGN Xn: Z j‘:‘(z nkAikX()).

k=0

On en déduit que toute suite fe F est une combinaison linéaire de la
famille des suites de F :

f=((nr— n"li-')) 1sisp
{osks.-g—l

Ainsi f est une famille génératrice de 1’espace vectoriel F, de dimension s.
L4

Le cardinal de I’ensemble des indices de f, qui est r = ) r,, vérifie donc
i=1



12.3.6 POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES 421

r 2 5. D’autre part, pour tout /, on a r; < m,, et donc r est au plus égal
P
Y. my, qui est 5. En conclusion :
i=1
r=s5 e r;=m; pourtout 1<Li<gp.

Retenons que f est une base de F et, accessoirement, que les polynémes
minimal et caractéristique de M coincident.

PRATIQUE. —— §i, étant donné b = (B¢, ..., B,_,) nous cherchons la
suite f,, nous en déterminerons les s composantes dans la base f de F par les
relations entre ces composantes que [’on obtient en donnant a # les valeurs
0,1, ..., 5—1 (la méthode qui consisterait & calculer M" est en général moins
commode).

GENERALISATION. — Etant donnés o, ..., o,_, et ¥ (2o # 0), étudions
I’ensemble des suites sur K vérifiant la condition

s=1

VneN S+sy=y+ Y o f(n+k).
£=0 (6)

En raisonnant comme au cours de I'étude des équations linéaires, on
constate que les solutions de (6) s’obtiennent en ajoutant & 1'une d’elles, arbi-
trairement choisie, toutes les solutions de 1'équation (5) associée % (6). Il
reste donc & trouver une solution particulidre de (6). Le lecteur vérifiera que
P(X) désignant le polynéme caractéristique

0
Xs - 2 Gtk Xk
k=s-1
— si P(1) # 0, (6) admet pour solution la suite constante n — y/P(1),

—si P(I)=0 et P'(1)# 0, (6) admet pour solution Ila suite
n —— yn/P'(1), et ainsi de suite.

3° Application aux équations différentielles : voir n° 5.2.2 du tome 4,

12.3.7. Réduction de Jordan

1* Réduction d’un endomorphisme nilpotent. — Soient K un corps commutatif, £ un
K-espace vectoriel de dimension finie non nulle #, v un endomorphisme nilpotent de E. Nous
avons vu (12.3.1, 2°), qu'il s’agit de v e £{E) admettant parmi ses puissances I'endomorphisme
nul ; nous avons défini I’indice r de v comme le plus petit des naturels g (nécessairement non nuls),
tels que ¥¥ = 0 ; nous avons prouvé les inclusions strictes :

MecF c..cF_,cF, avec F, = Kerv¥, (FestEet | < r < n).

Le polynéme minimal de v, qui divise X" sans diviser X", est X*; la seule valeur propre
de v est 0; comme v est trigonalisable (cf. 12.3.1), son polyndme caractéristique est X



422 REDUCTION DES ENDOMORPHISMES 12.3.7

o Nous utiliserons I'existence d’une décomposition de E en somme directe de sous-espaces
r-monogeénes au sens de ;

DEFINITION. — Un sous-espace 4’un espace vectoriel E est dit monogéne relativement A ue L (E),
ou y-monogéne, lorsqu’il admet une famille génératrice de Iz forme (u%(x)), 5 (ve qui impligae qu’il
soit stable par ).

— Eliminons le cas trivial ol v est 'endomorphisme nul, et supposons r > 1,

Ayant choisi arbitrairement un sous-espace G, supplémentaire de F,_, dans E, nous allons
montrer que 'on peut construire par récurrence une suite (Gi); ¢ , ¢ , de sous-espaces de E
vérifiant les conditions

D Gy @ Fy=Fo_441; 0(Go) Gy (k2 2) @

Supposons qu'étant donné Ak € [1, r—1), nous ayons construit une suite (G); g s g »
vérifiant (1) et (2). En utilisant (1), hous avons :

¥ x e G,\0} xeF,_,,; et x¢F,_,
On en déduit :
YreGi\0] omeF_, et v(@¢F,_, 3)

Retenons de la derniére non-appartenance que I'image par ¢ d’un vecteur non nul de G,
est non nulle ; la restriction de v § G, est donc une injection. D’autre part, on déduit de (3) :

(G < Fooy et 0(Gy) N Fooyo = {0}

Compte tenu de k € r — 1, il suffit d’adopter pour G, ., 1a somme directe de v(G,) et d'un
supplémentaire arbitrairement choisi de o(G)@F,_,—, dans F,_, pour obtenir une
suite (G,)ycxcnsy qQui vérifie (1) et (2). O

— Compte tenu de F, = E et de F, = {0} (ce qui montre dailleurs que G, est le noyau
r

de v}, on déduit des r relations (N E = @ G,
k=1

Désignons par f; et g, les dimensions de F, et G,. D’aprés (1), on a :
e =fo-xrt—fr-ie @

— Nous pouvons associer une base ¢ = (€, )1'c )<, & Chacun des sous-espaces G,
par le procédé recurrent suivant. On part d’une base e arbitrairement choisie de G, ; on suppose
qu’étant donné A €[1, r—1], on a su construire une base e, ; en utilisant le caractére injectif
de la restriction de v 4 G,, on constate que les vecteurs ve,, ), | € j < g, sont linéairement
indépendants dans ¢(G,), et, par suite, dans G,,, (ce qui implique d’ailleurs g, < g,+,); on
peut donc compléter la famille des vecteurs e, (, ; = v(ey, ;), | < i < g,, defagon & obtenir une
base e, , de Gy, -

Nous disposons maintenant d’une base e = (&, )1 sk <r, 1 5 J £ o 9 F, Que nOUs pouvons
représenter par le schéma suivant, dans lequel chaque vecteur se trouve au-dessus de son image
par v, A I'exception des vecteurs de la derniére ligne, dont les images par v sont nulles :

G, €1,1 €10
G, f2.1 €20 €3,4;
, . ] ]
! i 1 | i
Gr er, 1 er. -5 e’. gz e, e
Vl Vﬂ Vn er
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En regroupant les vecteurs de la base ¢ par colonnes, nous obtenons

'
E= @ V.
j=1
Pour j donné, le sous-espace ¥, de E admet pour base :

B = (€ € 1,jo - &, O m=min {keN|g, =]}

Ona:dim¥V,=m;=r+1—nj,¢t,ennotante, ;=a;:

8= (™" ay), .., via), a) 5

Compte tenu de v™(a)) = vle, ;) =0, on en déduit que V] est v-monogéne et que la matrice
dans la basc g; de l'endomorphisme de V; induit par o est :

0. 1. 0 o
mg
Oerrervmnnerni0

On dit que J,,, est la matrice nilpotente de JORDAN d’ordre iy, conformément a la défi-
nition suivante :

DEFNITION. — On appelle matrice nilpotente de Jordan tomte matrice carrée dont tous
les éléments sont nuls sauf ceux dans lesquels P’indice de colonne excéde d’ane unité ’indice de
ligne, et qui sont égaux A 1.

— Nous disposons donc d’une base £ de E, adaptée 4 la décomposition

E=0®V,1<ji<g, (g, =dimKerv)
b

dans laquelle » est représentée par la matrice diagonale de matrices, R, dont les éléments diago-
naux sont des matrices de Jordan dont Jes ordres vont en décroissant, au sens large, soit :

R = dlag (Jr! L] Jn ‘Irfll (RRE] ‘Ir— JERRLE] Jl.: ] Jl)‘

Soit v, le nombre, éventuellement nul, de fois que la matrice J, se trouve dans R. A partir
de v, =gy, Vo3 =@2—Fys s ¥1 = g, —F,—1, que ['on obtient aisément A I'aide du schéma
ci-dessus, on trouve, compte tenude (4)etde F,,., = F, :

Ykellr] v = 2fi—fis1—Fio1»  (fi = dim Ker 2N,

Bien que la base € ne soit pas unique, la matrice R est donc parfaitement déterminée. Elle
est dite réduite de JORDAN de ’endomorphisme nilpotent o. Elle ne dépend que des dimensions
des noyaux des puissances de v.

REMARQUE, — Un cas particuliérement simple est celui ou I'indice » de v est égal 4 n. Le
lecteur vérifiera directement que, puisque I'endomorphisme v" ™! n'est pas nul, il existe au moins
un vecteur non nul & tel que v"~1(a) # ©; il en déduira que (v"~{a), .., v(a), @) est une base de E,
dans laquelle v est représenté par J,,. Ici E lui-méme est v-monogéne.

2° Réduction d’un endomorphisme gquelcongue. — Nous reprenons 1’étude faite au
12.3.5 d’un endomorphisme u € L(F), dans le cas ol E a une dimension finie » et ob ie polynéme
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caractéristique de u est scindé sur K. A chaque valeur propre 4, de multiplicité m,, nous avons
associé e sous-espace caractéristique

N, = LOJ Ker (u— e,

I'endomorphisme u; induit par u sur N,, enfin I'endomorphisme v, = u;—,Id,, de N, qui est
nilpotent et a pour indice la, multiplicité r; de 4; dans le polyndéme minimal de u.

D’aprés le 1°, il existe une base de N, que nous désignerons par b;, dans laquelle v, est
représentée par une matrice diagonale R, de matrices de JorDAN J,. La matrice qui représente
u; = v+ AJdy; dans la base b, se déduit de R; en ajoutant i; 4 chacun des éléments diagonaux,
ce qui revient & remplacer chaque matrice J, par une matrice du type

A1 0 .. 0 0
0 4 1 .. 0 0
Jh) = | s
0 0 0 .. A4 1
00 0 .. 0 4

Dans la base b de E obtenue par réunion des b;, u est ainsi représenté par une matrice
diagonaie de matrices de la forme J,(4,), ..., J5(4,).

EXERCICES

12.01. — Soit © un endomorphisme d’un R-espace vectoriet £ de dimension 2,
qui admet les valeurs propres 1 et 2, Etudier [a suite n —— (k)" (x,), dans laguelle
x, et k désignent un vecteur et un scalaire donnés.

12.02. — Soient p un entier strictement positif et M une matrice de Me(n) tels
que MP? = I,. Montrer que si w est une racine p-iéme de ’unité telle que w ™! ne soit
pas valeur propre de M, alors :

L+oM+o* M+ .+’ ' MP~ = 0.

* 12.03. — Dans R" rapporté 4 sa base canonique on adopte Y. || pour norme
i=1

du vecteur x = (£, ..., £,). D’autre part on dit que x est positif lorsque, pour tout
iell,n), & 20

Scit # un endomorphisme de IR” gqui transforme tout vecteur positif en un
vecteur positif de méme norme. Montrer que 1 est valeur propre de u.

12.04. — Soient u et v deux endomorphismes d"un €-espace vectoriel de dimension
finie auxguels on a pu associer deux nombres complexes a et § tels que :

uop —vou = au+fo.

Montrer que # et # ont un vecteur propre commun.
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12.05. — Existe-t-il des réels «, §, y tels que la matrice :

o 1 1

admette 1, 2 et 3 pour valeurs propres ?

12.06. — Soient M et A deux matrices carrées d’ordre », & coefficients complexes
telles que AM = MA.

On suppose que M a toutes ses valeurs propres distinctes.

a) Montrer que tout vecteur propre de M est un vecteur propre de A.
by Montrer que A4 est de la forme :

A=al,ta, M+t . +a,_ M avec L eC.
12.07. — Montrer que les seules matrices M € Mop(n) vérifiant ;
¥ (A, B) € (M(n)? tr MAB = tr MBA.
sont les matrices scalaires.
12.08. — Etant donnés les éléments A et B de Mg (n), trouver M € My(n) telle que :
M+ ({rM)A =B
12.09. — Montrer que deux matrices 4 et B de Mx(n) telles que :

YMeMyn) tr(AM) = te(BM)
sont égales.

12.10. —— Montrer, en raisonnant par récurrence sur n, que toute matrice de
Moc(n) dont la trace est nulle est semblable 3 une matrice dont les éléments de la
diagonale principale sont tous nuls,

12.11. — Soit « Pendomorphisme de R? représenté dans la base canonique par :

1 1 -1
M=11 i 1
1 I 1

Trouver tous les sous-espaces de R? stables par u

12.13. — Soient # un endomorphisme d’un K-espace wectoriel E de dimension »,
et x un vecteur de E tel que (x, u(x), ..., «" (x)) soit une base de E.

1° Montrer que le seul sous-espace de E stable par v qui contienne x est E.
Enoncer une réciproque.

2° Soient ay, a4, ..., o,y les coordonnées de w"(x)} dans la base considérce.
Vérifier : " = ageta; ut...d o, """,
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12.14. — Soient Ay, ..., 4, des valeurs propres d’un endomorphisme u d’un
K-espace vectoriel E. On suppose qu’il existe des vecteurs non nuls x,, .., x, de E
et des entiers strictement positifs g4, ..., g, tels que :

Yie[l, p] x; € Ker (u—2,e),

Montrer que x,, ..., X, sont linéairement indépendants.

12.15. — Soient 4 et B des K-matrices (p, n) et (n, p), avec n = p.

1° Supposant connue la multiplication des matrices par blocs (cf. exercice 46
du chapitre 9), montrer 1'égalité des deux matrices de Mgy (n+p) :

B

ap n

Xi,—BA B I, © I, o,,,,‘l XI

O X1, a4 I, A 1, | 0,, XI,—AB

pn

dans lesquelles [, et f, sont les matrices-unités d’ordre n et p, O

et 0,, sont les
matrices-nulles de My(p, 1) et M(a, p).

pn

2° En déduire que le polyndme caractéristique de AB divise celui de B4 et que
si n = p les polyndmes caractéristiques de 4B et B4 sont égaux.

12.16. — Scit A une matrice de M:x{3), de vuleurs propres #/2, m et —n.

1° Exprimer 42" et A*>"*! en fonction de I, 4 et A2, (ncN).
2° Faire de méme pour :

S(A.)= i (_l)k A2k+l C(A)= i (___I_)EAZI:
" “h 2k+1)! ’ " RNVl T

*3° Considérant comme connues la notion de limite et les expressions de sin x
et cos x sous forme de sommes de séries entiéres, montrer que S, (A4) et C,(4) admettent
lersque » tend vers + co, des limites que 1’on notera sin A et cos 4.

Vérifier : sin2 4 + cos? A =1,

Trouver les valeurs propres de sin A et celles de cos 4.,

12.17. — Soient a et b deux nombres complexes distincts.

On désigne par A, la matrice de M (n} dont fes éléments diagonaux sont nuls,
et dont les €léments dont I’indice de colonne est strictement supérieur (resp. inférieur)
a ’indice de ligne sont égaux a a (resp. b).

1° Montrer que le polyndme caractéristique de la matrice 4, est :

P, (X) = ﬁ [b(a+X)" — a(b+X)].

2° Montrer que les images des valeurs propres sont des points cocycliques du
plan complexe.
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12.18. — Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n > 0 sur €. 4 € L(E)
est dit d’ordre k si #* = Id; et si k est le plus petit entier non nul tel que #* = Id.

@) Montrer qu’un endomorphisme ayant un ordre est diagonalisable.
b) Conditions nécessaires et suffisantes pour que u soit d’ordre k.
¢) On suppose ici que 71 = 2 et que u est représenté dans la base e par la matrice

-

b 4| 2vee (2, b, ¢, d) € Z*. Quelles sont les valeurs possibles pour les ordres
de u?

cos 0 ¢'? sin 0 &'¢
12.19. — Les matrices de la forme

—sinfe™® cos e P
ou (8, @) € R? forment-elles un groupe multiplicatif ?

Etudier le cas particulier ¢ = 0. Ces matrices sont-elles diagonalisables ?
Si oui, les mettre sous la forme diagonale,

12.20. -— Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie # > 0, et « un endo-
morphisme de E tel qu’it existe des scalaires deux 4 deux distincts 4, ..., 4, vérifiant ;

(w—A10)0 .0 u—Aey =0, (e =ldg.

Montrer qu’il existe des endomorphismes vy, ..., v, de E tels que :

VPeK[X] P)= f P(L)0,.
i=1

12.21. — Soit E un espace vectoriel de dimension 2n sur €, rapporté 4 la base
(ey, € s n€y,) €8 wel(E) tel que wule) =¢.,, pour t £k << n et
u(e, ..} = —e, pour 1 € k < n. Que peut-on dire de «* ? Etudier la diagonalisation

éventuelle de u.

12.22. — Scit E, I’espace vectoriel des polyndmes de degré au plus # 4 coefficients
réels. Montrer que P— u(P} = (X —a) (X~B)P' — nXP, ol (g, b) eIR?%, est un
etidomorphisme de E,. Trouver les valeurs et vecteurs propres de #. Déterminer le
noyau, et ’ensemble des polyndmes P tels que u(P) = 1.

12.23. — a) Scit M une matrice de My(n) dont le polyndme caractéristique est

=

(X—-21). Soit P e K[X]. Montrer que le polynéme caractéristique de P(M) est

]
-

—l=

(X —P(4)). Application : calculer la trace de P(M) ainsi que son déterminant
1

o -

n fonction des A,

b) Soient ay, ..., o,_; des éléments de K. Montrer que le polyndme caractéristique
de :

0 1 0
0 0 1

Oo 0y Ep—1
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n—1

est X"— Y o, X*. Déduire de ce qui préctde, lorsque K = €, une méthode pour
=0

transformer une équation algébrique par y = P(x) ol P e C[X].

¢) ExgmpLE : Trouver par cette méthode I’équation aux carrés de :
x}—ax’—bx—-c=0.

Peut-on généraliser cette méthode a la transformation d’une équation par
y = F(x) ol1 F est une fraction rationnelle ?

12.24. — Soit X un corps commutatif quelconque. Trouver les matrices de Mox(n)
qui commutent avec toutes les matrices de GLi{(n). En déduire le centre de I’anneau
Moy ().

On pourra étudier A part le cas oit K n’a que deux éléments, et commencer par
le cas o K est algébriquement clos (en utilisant alors D’existence d’au moins un
vecteur propre).

12.25. — Soit E ’ensemble des C-matrices de la forme :

o ¥ B S

2]
Mahno-| ) 5 f
B & ¥ o

On pose J = M(1,0,0,0) et U = M(0, 1,0,0).
1° Calculer les puissances de U.
2° Munir E d’une structure d’algébre commutative et trouver une base de E.

3° Diagonaliser U sous la forme D = P~' UP. Exprimer M(x, §, 7, 8) en
fonction de a, 5, y, 8, D et P. En déduire les valeurs propres et le déterminant de
Mz, B, 7, 8).

12.26. — La matrice M = est-elle diagonalisabie ?

[« R = =
[= B =R
o - R O
- o o

(Sur un corps K quelconque).

Soit u l’endomorphisme de K* dont M est la matrice dans la base cano-
nique (e, e,, €3, €,). Déterminer la matrice de v dans la base formée des vecteurs :

i
e} = i=21 e, (j=1,23,4).

12.27. — Soient E = R, [X] (ensemble des polyndmes de degré < n), et T:
P +— T(P) = P(1-X).
Montrer que T est un endomorphisme de E. Est-il injectif, surjectif ?

Déterminer les valeurs et vecteurs propres de T, ainsi qu'une base dans laquelle
la matrice de T est diagonale.
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12.28. — Soient £ un K-espace vectoriel de dimension 3 et D une droite de E.
Discuter la possibilité de diagonaliser un endomorphisme de E dont I'image est D,

12.29. — Diagonaliser sans calcul les matrices :

i1 1

s —= = I3

5 T3 3 2
i 1 1

3 3 3 2 31
o 0o 4 L 2

12.30. — Soit M, = [«;;] la matrice de .Mp(n} dont tous les éléments sont nuls,

sauf ceux pour lesquels |[i—j| = 1, qui sont égaux & 1. Montrer que M, est diagonalisa-
ble et trouver ses valeurs propres.

12.31. — Etant donnés les réels oy, ..., a,- 5, &,, (&, ¢ 0), diagonaliser Ia matrice
de Mp(n+1):

&y

ES
I

o, oy O,

12.32. — Soit M, = [o;] la matrice de Mx(n} dont tous les éléments sont nuls,
sauf ceux pour lesquels i+j = n+1, qui sont égaux & 1. Trouver les valeurs propres
et les vecteurs propres de M, ; cette matrice est-elle diagonalisable ?

12.33, — Soient E un K-espace vectoriel de dimension »#, H un hyperplan de E,
# un endomorphisme de E qui laisse invariants tous les vecteurs de H.

1* Montrer qu'il existe un scalaire « tel que, pour tout x € E, le vecteur u(x)—ax
appartienne 3 H.

2° Montrer que. lorsque o = 0, u est un projecteur.
3° Discuter la possibilité de diagonaliser .

12.34. — Montrer qu’on définit un auntomorphisme w du R-espace vectoriel E

des polyndémes de degré au plus égal & » en associant au polyndme P le polynéme Q
tel que Q(X) = X"P(1/X).

Montrer que E est la somme directe des E,,, en désignant par E, le sous-espace
engendré par (X7, X"F),

L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
12.35. — Montrer qu’on définit un endomorphisme u du R-espace vectoriel £

des polynémes de degré au plus égal 4 » en associant au polynéme P le polynéme @
tel que, a, #, v désignant des scalaires donnés :

Q) = o= (X +5) P(D) + 7 P(X).

L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
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*12.36. — E est le R-espace vectoriel des applications continues de [0, + co[dansIR.

1° Montrer qu’on définit un endomorphisme u de E en associant 3 f e E I'appli-
cation g de [0, + o[ dans R déterminée par :

g0} = f(0); glx)= i J-:f ) dt.

2° Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de .

3° Diagonaliser I’endomorphisme induit par  sur le sous-espace de E formé des
polynémes de degré au plus égal 4 .,

12.37. — Soient a, g8, y des scalaires deux 4 deux distincts, et E I’espace vectoriel
M = [a;] de Mg(n+1), dans laquelle on a toujours ay; = 0O sauf :

— si j=1i+1, i€[l, n], auquel cas a; = i,

— et si i =j+1, je[l, n], auquel cas a; = n+1—j.

1 A Pélément x = (&4, &y, .oy £4) de IR**Y, on associe Papplication £, de R
dans R telle que

n
f— Y &ch"*tsh*t
k=0

. , L d
On convient que x' = u(x) signifie f. = a(f;)‘
Montrer que u est un endomorphisme de R**! et que M représente » dans la
base canonique.
2° Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de u. Conclure,
3° Effectuer la diagonalisation de M dans le cas n = 2.

12.38. — Soient o, f, y des scalaires deux & deux distincts, et E l'espace
vectoriel K,[X].

1®* Montrer qu’on définit un endomorphisme u de E en associant au polyndme
P(X) le reste de la division de X°* P(X) par (X—o) (X—8) (X—7).

2° Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de u. Il sera commeode
d’introduire les polynomes tels que

X-8&-v
AX) = —F—-T7—.
®) = Eh e
3° Diagonaliser u.
12.39. — Soit un polynéme P(X) = X*+a,., X" '+..+a, 4 coefficients

complexes, et soit v, 'endomorphisme de €" défini par :
uple) = e;n; pour 1 <ign—1
uple,) = — (ape, +aes+...+a,_1€,),
oit (¢}, €3, --» 2,) est la base canonique de C".

1° Calculer le polyndme caractéristiyue de up.
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2° Vérifier que I’endomorphisme P{u;) est nul.
3° Montrer que si S est un polynéme de C[X] tel que deg (S) < n et S(up) est
I'endomorphisme nul, alors § = 0.

4° En déduire que tout polyndme @ de C[X] tel que Q(up) = O est un multi-
ple de P.

5° Montrer que u, est diagonalisable si et seulement si P n’a que des racines
simples.

12.40. — Soient L(E) 1’espace vectoriel des endomorphismes d'un K-espace
vectoriel E de dimension #, et v un élément de £(E).

1° Montrer que l'application @, : L(E) — {(E)définieparu — vow —uov
est un endomorphisme.

2° On suppose que v est diagonalisable ; montrer que ¢, est diagonalisable.

(On considére une base e de E telle que Mat (v; e) soit une matrice diagonale
D ; pour tout élément M, de la base naturelle de Mx(m), (cf. 9.4.2), on calculera
D M,—M; D, et on en déduira que ’élément f;; de £(E)tel que M;; = Mat (fy, €}
est un vecteur propre de ¢, ce qui permettra de conclure).

3° On suppose maintenant que v est nilpotent ; montrer que ¢, est nilpotent.
On étudiera I'image de u par I'endomorphisme (@), k e N.

12.41. — Diagonaliser les matrices & éléments réels :

[y 8 4]

) -1 i 0 0 5 . s
2 —2 1

1 -2 1 0 a1 y

2 =32 0 1 -2 i B 2 p

-1 20 0 0 1 —i @ B 1

| v ¥ 2]

12.42. — Diagonaliser, et 4 défaut trigonaliser les matrices de J0c(3) :

1 o o 0 1 0
-1 1 -1 j; 0 0 1
1 0 2 -y —f —«

12.43. — Réduire (dans R ou €) les matrices :

3 -1 -1 4 1 1] 3100
-4 -1 00
-6 —1 21]; 1 4 1]; 7 1 ’ 10
2 i ¢ 1 1 4] 17 —6 -1 0
12.44, — Trigonaliser les matrices :
2 -3 -1 -3 -1 0
1 -2 -1 4 i 0
-2 6 3 —4 8 2
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12.45, — Diagonaliser la matrice M € My (3), et en déduire M, (e Z) :

1 a7t e cha fsha
= -1 ; . —_
M :2 i ; , (e #0); M"[ﬁ'lsha cha]’('s#o)'

12.46. — Trouver toutes les matrices M e My (3) telles que :
@ Mi=0 b M*=M o M =1,

12.47. — Trouver toutes les matrices M € My (5) telles que M* = —7,,
12.48. — Discuter la possibilité de diagonaliser les matrices

lal 1000 laf vy lap vy
018 2100 02a f 01a f
00y gy10 002 002 »
Auvo0 000 2 000 2

12.49. — Soit m un nombre réel. On considére la matrice ml 1

1m1

1° Déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
Diagonaliser. L1l 1m

2° Discuter le rang de cette matrice ; déterminer son inverse lorsque cette matrice
inverse existe.

12.50. — Soit A une matrice carree d’ordre n 4 coefficients réels, non nulle,
qui est nilpotente.
1° Montrer que J,— A n’est pas diagonalisable.

2° Scit B une matrice diagonalisable ayant toutes ses valeurs propres égales.
Montrer que 4 + B n’est pas diagonalisable, -

3° Trouver dans AMp(2) une matrice A nilpotente et une matrice diagonale
telle que 4+ B soit diagonalisable,

12.51. -- Soit M une matrice nilpotente d’ordre n i coefficients dans un anneau
commutatif. Montrer que 7,— M est inversible.
12345
01234
Application : Calculer I’inverse de la matrice M = 00123
00012
00001
12.52. — Soit A une matrice carrée d’ordre n et soit & le degré du polynbme

minimal de A.

1° Montrer que le sous-espace vectoriel de Moy () engendré par la famille des
matrices (4™),, .y est de dimension k.

2° En supposant A inversible montrer que le sous-espace vectoriel de Mg (r)
engendré par la famille (4™),, .z est aussi de dimension &.
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12.53. — Seit 1 un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
1° Montrer que, dans I’anneau K[u] les éléments qui ne sont pas diviseurs de
Zéro sont des automorphismes.

2° Rechercher les diviseurs de zéro de K[«] dans le cas ol E = K3, et ol « est
I’endomorphisme canoniquement associé 4 la matrice

001
A=]|100
010

12.54. — Déterminer M € J#oc(6) telle que : (M2 +M+I){(M—2I5)* = 0,
M2+ M+T)(M—2L) # 0, (M=2I)* # 0.

12.55, — Une matrice M & Mog(n) telle que : M3 ~2M*4+ M-I, =0
est-ctle diagonalisable ?

12.56. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie # > 0 sur un corps
Ket yue E(E). A tout x € E on associc 3, = {P € K[X] | x € Ker P(u)}.

1° Montrer que I'idéal annulateur J de « est ﬂ J.. On désigne par @, le généra-
xeE

teur unitaire de J,, appelé polynéme minimal de » en x. Montrer que le polynéme
minimal Q de u est le PPCM des @, (x € E).

2° Soit (e, ... e,) une base de E. Montrer que @ est le PPCM des polynémes
Qs vor Qe

3° Soit (x, y) € E2. Montrer que si @, et {0, sont premiers entre eux alors
0,4+, = 0.0,. En déduire qu’il existe a € E tel que @ = @, (utiliser la décomposi-
tion du polynéme minimal en facteurs irréductibles et la décomposition de Pespace
qui lui est associée).

12.57. — On appelle respectivement dérivation et translation, les endomor-
phismes d et f de € [X] respectivement définis par :

P(X)—— P(X) et P(X)r—— P(X+1).

. + w 1
1° Justifier Uécriture : + = e+ f, avec f= 3 l d*.
. X + w (_1)k+1 gk=1 )
2° Justifier Pécriture : d = Y, T F ol
k=1

3° Trouver les polynémes minimaux des restrictions de d et ¢ an scus-espace de
C[X] constitué par les polynfmes dont le degré est strictement inférieur 3 un natuorel
donné n.

12.58. — Mettre sous la forme réduite de Jordan les matrices :
_8 1 5 1 1 0 0
2 3 —1 -2 -1 0 0
a1 1 0 -1 -2

0 1 1 1
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