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Introduction 

La théorie de l'intégrale de Riemann a fourni, dès le milieu du XIXème siècle, une 
première réponse sérieuse au problème de l'existence d'une primitive pour les fonctions 
continues. Du même coup, elle a permis d'intégrer certaines fonctions discontinues, 
ouvrant ainsi la voie à diverses extensions. Mais cette théorie s'est avérée insuffisante 
sur plus d'un point. En particulier elle rencontrait des difficultés quasiment 
insurmontables pour ramener le calcul des intégrales doubles au cas des intégrales 
simples successives, dès l'instant où l'on sortait du cadre privilégié de la continuité. 
Elle ne permettait pas non plus de mettre naturellement en évidence des espaces normés 
complets, pour les normes liées directement à la notion d'intégrale. Bien entendu ces 
défauts de complétude n'étaient pas perçus comme tels puisque les notions relatives aux 
ensembles et aux structures n'étaient pas encore élaborées. Néanmoins la théorie se 
fermait sur elle-même, sans progresser de façon spectaculaire, malgré l'avancée, située 
sur un autre plan, due à Stieltjes dans les années 1890 (intégrale de Riemann-Stieltjes). 

C'est alors que Borel, en introduisant la mesure des ensembles et les axiomes de 
dénombrabilité, puis au début du siècle, Lebesgue, en utilisant cette mesure pour 
résoudre le problème général de la primitive, ont permis de sauter le pas en offrant des 
outils de calcul, riches de potentialités entièrement nouvelles. Le paradoxe est même 
que Lebesgue, n'ayant pas complètement résolu le problème de la primitive (puisqu'il a 
fallu attendre Denjoy en 1915 pour cela) a cependant résolu� ou contribué à résoudre, 
d'autres problèmes aux implications plus vastes et plus fondamentales: C'est ainsi que 
la théorie de Lebesgue, et ses généralisations plus ou moins abstraites relevant des 
mêmes idées, ont envahi, comme outils indispensables la plupart des domaines liés à 
l'Analyse, que ce soit en Mathématiques pures (espaces LP et espaces de Banach, espace 
L 2 et espaces de Hilbert, Analyse harmonique, théories spectrales, . .. ), en 
Mathématiques appliquées (Distributions, espaces de Sobolev, . .. ) en Physique 
(espaces de Hilbert et théories quantiques), sans oublier le vaste univers probabiliste. 

Tout cela, brièvement résumé, permet de dire qu� l'intégrale de Lebesgue est 
maintenant une nécessité contemporaine, et qu'elle doit figurer naturellement assez tôt 
dans un cursus universitaire, de manière à être utilisée, comme outil banalisé mais 
performant, tout au long des études ultérieures. C'est pourquoi nous l'avons considérée 
comme l'un des piliers de la Licence de Mathématiques. 

Mais, dans le cadre contraignant de l'enseignement, il a fallu évidemment faire 
des choix, entre en dire trop ou en dire trop peu. Et pour évaluer ces choix, mieux vaut . 
donc consulter la table des matières des trois chapitres développés. On y verra que, sans 
entrer dans des développements trop raffinés, nous sommes allés à l'essentiel de la 
théorie: construction de l'intégrale et de la mesure (Carathéodory), théorèmes de 
passage à la limite (Beppo Lévi, Fatou, convergence dominée), intégrales doubles et 
multiples (Tonelli, Fubini, changement de variables), liens avec la topologie (Riesz
Alexandroff et mesures de Radon) et avec l'Analyse fonctionnelle (espaces L 1 et L 2>. 



Quant aux applications elles n'ont été développées que dans deux directions : en 
offrant tout au long du cours une introduction au langage probabiliste, et en exposant une 
théorie, succincte mais assez complète, de la transformation de Fourier pour les 
groupes IRn. 

Le choix consistant à privilégier la notion d'ensembles, avec les mesures 
abstraites sur les tribus, se justifie facilement par un argument pédagogique. La théorie 
peut ainsi démarrer et progresser très vite, en allant cependant assez loin, avec un 
minimum de prérequis élémentaires de topologie des espaces métriques. 

Signalons encore que les résultats énoncés sont complètement démontrés (quand ils 
ne sont pas triviaux), soit sous forme directe, soit sous forme d'exercices, à l'exception du 
théorème de Riesz-Alexandroff, dont la preuve (pour la partie "existence"), trop longue 
et trop technique, est renvoyée à un cours de Maîtrise. En particulier la preuve du 
théorème de Carathéodory, sur l'extension d'une mesure, et celle du théorème du 
changement de variables pour la mesure de Borel sur lRn, sont toutes deux explicitées de 
façon complète et détaillée. 

Nous espérons donc que, tel qu'il est, ce cours rendra de nombreux services à ceux qui 
voudront s'initier à la théorie de Lebesgue. Nous souhaitons ainsi leur ouvrir l'accès à 
des ouvrages plus spécialisés, où cette théorie va alors de soi et n'est employée que 
comme outil indispensable et puissant, permettant des développements plus 
approfondis. 
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CHAPITRE 1: FONCTIONS INTÉGRABLES 

Introduction 

Les propriétés élémentaires de l'intégrale classique des fonctions continues sur 
b 

[a, b], I(f) = f f(t) dt , se résument à peu de choses: positivité (f � 0 � l(f) � 0), 
a 

linéarité, principe de monotonie croissante 

0 � fn Î f � l(fn) Î l(f) 

démontré facilement à partir du lemme de Dini : 
& e C[a, bl ;& J.o� 11�11.1.0 

en posant gn = f - fn , lemme qui est lui-même une conséquence classique de la compacité 
de l'intervalle [a, b]. 

-
Si maintenant on remplace l'intégrale sur [a, b] par l'intégrale f f(t) d t  = f f(t) dt, 

prise cette fois sur lR = (-oo, +oo), pour les fonctions continues et positives (c'est-à-dire 
telles que f � 0), et par conséquent à valeurs dans [0, +oo], les mêmes propriétés subsistent 
sous la forme suivante : { positivité, additivité l (f + g) = l(f) + l (g) 

monotonie croissante : fn Î f � I(fn) Î I(f) 

La question est donc de savoir si ces quelques propriétés peuvent servir de guide 
pour construire une théorie générale de f'intégration. Nous allons voir que la réponse est 

positive, une fois précisés la structure de·l;ensemble R+ = [0, +oo] et le rôle de la 

dénombrabilité. Et qu'ainsi l 'intégrale, dite de Lebesgue, se construit à partir de 
données résolument minimales. 

1.1 Rappels ensemblistes 

Étant donné un ensemble n, on note fP (.Q) l'ensemble de toutes ses parties. On 
rappelle les notions ou propriétés suivantes : 

- Réunion U A;_ et intersection () Ai d'une famille (A;_). 1 de parties de .Q, indexée par 
iel iel lE 

un ensemble quelconque I. Distributivité de l'une par rapport à l'autre. 
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- Complémentaire C A ou Ac ou n \A. 
Formules de dualité (U A;/ = n A� et (n A.)'= U � . 

- Différence ensembliste 

et différence symétrique 

Formules du type suivant : 

A\B=AnBc 
A L1 B = (A \ B) U (B \ A) . 

(U A.> \ B = U <A. \ B) 

<n A.> \ B = n <A. \ B> 

A \ (U Bi) = n (A \ Bi) 

A \ (n Bi) = U (A \ Bi) 

- Image réciproque f1(B) pour f :  n--+ X et formules de corr..mutation 

r1<n Bi> = n r\Bi> 

- Fonction indicatrice : 

f1(U Bi) = U f1(Bi) 

fl(Bc ) = [fl(B)]c 

lA: n--+ {0, 1}, définie par 1A(c.o) = 1 si c.o e A et 1A(c.o) = 0 si c.o e A. 

- Ensembles produits X x Y, fi �, X1 = GJ'(I, X) de sorte que 
iel 

(X1)J = GJ'(J, ,-(1, X))= GJ'(J x 1, X)= xJxi 

- Axiome du choix sous la forme : un produit X= Il �d'ensembles� non vides est lui
lei 

même non vide. 

- Égalité � (Q) = {0, 1)0 dans l'identification A --+ f = 1 A et f--+ A = é 1 (1). 

- Espace RN des suites réelles. 

- Équipotence et dénombrabilité. La relation 

X �  Y <=> Il existe une injection X --+ Y 
<=> Il existe une surjection Y --+ X 

est telle que X � Y et Y � X <=> X et Y sont équipotents (c'est-à-dire, il existe une 
bijection X--+ Y) mais la preuve est difficile et nécessite l'axiome du choix. On note 
X +-+Y lorsque X et Y sont équipotents. 

L'ensemble X est dit dénombrable lorsque X H M. Par exemple M x M est dénombrable 
et toute partie infinie de M l'est aussi. Donc la condition X � M signifie que X est 
dénombrable ou fini (c'est-à-dfre au plus dénombrable). Comme conséquence : 

- Une réunion dénombrable d'ensembles dénombrables est dénombrable. 

- Un produit fini d'ensembles dénombrables est dénombrable. 
- NP, (Q, CQP, 2, zP sont dénombrables. 
- R H {0, 1} N = � (M) n'est pas dénombrable. 
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- Dans NN l'ensemble N<N> = U NP des suites (à valeurs entières) à support fini 
est dénombrable. 

- Dans a: l'ensemble des nombres algébriques est dénombrable. 

1.2 Arithmétique de :R+ = [0, +oo] 

L'addition et la multiplication se prolongent à IR+ à l'aide des conventions 
expresses suivantes, toujo�s utilisées en théorie de l'intégration : 

a + oo = oo + a = + oo pour a e R+ 

a .  (+oo) = (+oo) . a =  {� si 0 < a �  +oo 
si a =  0 

Ainsi prolongées l'addition et la multiplication sur R + sont commutatives et 
associatives, et la multiplication est distributive par rapport à l'addition. Il faut 
toutefois éviter certains pièges : 
- ni l'addition ni la multiplication ne sont simplifiables: 

a+ c = b + c n'implique a = b que si c < + oo 
ac =bc n'implique a = b que si 0 < c < + oo 

- an -? a et bn ---+ b n'implique pas nécessairement que la suite � bn soit convergente et, 
si elle l'est, que sa limite soit ab. 

Par contre, toute suite croissante dans R+ est convergente et si an Î a et bn Î b alors 
� + bn Î a+ b et� bn Î ab . 

Enfin toute série I. � à termes � e iR+ est convergente dans iR+ et toute modification de 
l'ordre des termes ou toute sommation par blocs laisse la somme inchangée. Pour que 
I. un = + oo , il faut et il suffit que l'un des un soit +oo, ou, s'ils sont tous finis, que la série 
2.� soit divergente au sens habituel. 

1.3 Anneaux et tribus 

La théorie de l'intégrale que nous ·voulons développer est principalement fondée 
sur la notion de tribu, qui précise et prolonge celle d'anneau. Nous introduisons donc les 
définitions suivantes : 
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(1.3.1) 

(1.3.2) 

Définition 

a )  On appelle classe toute famille non vide de parties d'un ensemble O. 
b) On appelle anneau (ou anneau booléen) toute classe ffi., stable par réunion 

et différence A, B e ffi.=> A U B e ffi. et A \ B e ffi. 
c )  Tout anneau ffi. tel que 0 e ffi. s'appelle une algèbre. 
d )  On appelle cr-anneau tout anneau stable pour la réunion dénombrable et 

cr-algèbre ou tribu tout cr-anneau contenant 0 comme élément. 

Proposition 

a )  Tout anneau ffi. est stable par réunion, intersection, différence et 
différence symétrique. De plus, 0 e ffi.. Pour que ffi. soit une algèbre, il 
suffit qu'il soit stable par complémentarité. 

b) Tout cr-anneau est stable par réunion dénombrable et intersection 
dénombrable. 

c )  Enfin, toute tribu I. est stable par réunion dénombrable, intersection 
dénombrable et complémentarité. 

(1.3.3) Exemples .- La plus petite tribu sur 0 est la classe (0, 0}, et la plus grande est 
I[P (0 ) .  La classe des parties finies est un anneau, celle des parties finies ou 
dénombrables est un cr-anneau, noté 11. La classe des parties A telles que A e 11 ou Ac e 11 
est une tribu notée I..6. 
- Soit h : 0 � X une application. Alors pour toute tribu � sur X, la classe 

h-1(� ) = (h-1(B ); Be �}est une tribu sur 0, comme il résulte aisément des propriétés· 
ensemblistes de l'image réciproque. 

- Dans lR l'ensemble des réuruons finies d'intervalles bornés est un anneau, de même que 
l'ensemble J des réunions finies d'intervalles serni-ouverts [a, b[. 

p 
- Dans JRP l'ensemble dp des réunions finies de pavés bornés de la forme P =Il [ak, � [ bol 

est un anneau. 

La plupart des tribus utilisées dans la théorie se construisent par engendrement, 
une fois vu qu'une intersection quelconque de tribus sur 0 est encore une tribu (de même 
pour les anneaux et les cr-anneaux). D'où 

( 1 .3 .4) Définition 

Soit � une classe sur O. On appelle tribu engendrée par �, la plus petite 
tribu I.� contenant la classe �. 
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Définition 

On appelle tribu borélienne de R (resp. 1R P) la tribu $ (resp. $ P) engendrée 
par la classe des parties ouvertes (ou par la classe des parties fermées). 

On a alors les premiers résultats : 

(1.3.6) Proposition 

Sur 1R la tribu borélienne $ est engendrée par : 

a) la classe des intervalles bornés, 

b) l'anneau 'J des réunions finies d'intervalles [a, b[ , 

c) la classe des demi-droites ouvertes (-oo, a[ , 

d) la classe des demi-droites fermées (-oo, a]. 

Preuve. Tout résulte du fait qu'un ouvert quelconque de 1R est toujours une réunion finie ou 
dénombrable d'intervalles ouverts. 0 

(1.3 .7) Proposition 

Sur 1R P la tribu borélienne $ P est engendrée par : 

a) la classe des pavés ouverts p = n ] ak, bx [ 
b) la classe des pavés fermés p = n [ak, bx] 
c) l'anneau dp . 

Preuve. Elle est basée sur la densité de CQP dans 1R P , qui entraîne que tout ouvert U de 1R P 
est toujours une réunion finie ou dénombrable de pavés ouverts. 0 

(1 .3.8) Remarque . On prendra garde que la notion de tribu engendrée, et par 
conséquent celle àe tribu borélienne, est difficile, et délicate à manier correctement. La 
raison en est que la définition par engendrement ne donne aucun critère "individuel" 
pour décider si une partie A appartient ou non à la tribu et nous verrons par la suite que 
les raisonnements sur les tribus se feront presque toujours de façon "collectiviste" en 
faisant appel à des classes correctement choisies. Par exemple un ensemble borélien sur 
1R ou JRP peut être très compliqué puisque la tribu $

P 
contient évidemment les ouverts, 

les fermés, les Gs (intersections dénombrables d'ouverts), les Fa (réunions dénombrables 
de fermés), les Gsa , les Fas , les Gsas , les F asa , etc., c'est-à-dire tous les ensembles 
construits à partir des ouverts ou des fermés par itérations successives des opérations 
stables de complémentarité, réunion dénombrable et intersection dénombrable. 

Tribus et partitions. Étant donné une partie Ac n telle que 0 :�- A et .Q :�-A, la tribu 
engendrée par A est formée des quatre éléments {0, A, Ac, .Q}, et c'est aussi la tribu 
engendrée par la partition {A, A '1 de n. Plus généralement, si {A1 , • • •  , �} est une 
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partition finie de 0 (les Ak sont donc disjoints, non vides et de réunion 0) la tribu 

engendrée par les Ak est exactement celle des ensembles U Ale , où J décrit l'ensemble des lœJ 
parties de {1, 2, ... , p}, de sorte qu'elle a la cardinalité 2P. Plus généralement encore, 
si {�} est une partition dénombrable de 0, la tribu engendrée est exactement celle 

neN 

des parties U Ak , où J décrit cette fois l'ensemble � (N ); elle a donc la cardinalité de lœJ 
�.(N), c'est-à-dire celle de JR .  On remarquera que du point de vue de la cardinalité on 
passe de 2P à 2N = lR en sautant la cardinalité de N, c'est-à-dire celle du dénombrable. 
Et en effet on pourra montrer: 

(1.3.9) Exercice 

Soit I une tribu sur 0, supposée au plus dénombrable. 

a )  Démontrer que tout w e 0 est contenu dans une plus petite partie de I. 
b) En déduire que I est exactement la tribu engendrée par une partition au 

plus dénombrable. 

c) Montrer alors que I est nécessairement finie, c'est-à-dire qu'il n'existe 
pas de tribu dénombrable. 

1.4 Applications mesurables et fonctions mesurables réelles 

On appelle espace mesurable la donnée d'un couple (0, D, où !. est une tribu sur 0, 
et application mesurable toute application h : (01 , I1) --+ (�, �) entre deux espaces 
mesurables, telle que h-

1 
(B) e � pour tout Be � , autrement dit telle que la tribu 

h-1 (�) soit une sous-tribu de�- Il est alors clair que si f: 01 --+ � et g: �--+ � sont 
des applications mesurables, il en est de même de h = g o f : 01 --+ � , ce qui fournit la 
stabilité par composition. Pour tester la mesurabilité d'une application, on a le critère 
fondamental : 

(1.4.1) Proposition 

Soit h : (01 , I1) --+ (�, �) une application. On suppose que la tribu � est 
engendrée par une classe �2 • Alors pour que h soit mesurable il faut et il 
suffit que h-1 (�2 ) c Li , autrement dit que l'on ait h-1 (B)e I1 seulement 
pour toute partie B e �2 • 

Preuve. On introduit la classe �2 des parties B c n2 telles que h-1 (B) E Il' en 
vérifiant de façon évidente que � 2 est une tribu contenant � 2 , donc aussi � , ce qui 
signifie que h-1 �) c I1 • 0 
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Les fonctions mesurables positives finies ou non. Plaçons sur iR+ = [0, +oo] sa topologie 
naturelle, d'ailleurs homéomorphe à celle de l'intervalle compact [0, 1 ]  dans 

l'application x � 1 : x . La tribu borélienne de IR+ , qui par définition est celle 

engendrée par les ouverts, est aussi engendrée par les intervalles ouverts [0, a[ avec 
0 < a < + oo, ou bien par les intervalles fermés [0, a] . Il suit de là qu'une fonction 

f: (0, D � IR+ est mesurable ssi tous les ensembles {f < a} ={roe 0, f(ro) <a} sont 
éléments de I., ou bien encore ssi tous les ensembles {f � a} sont éléments de I.. A partir 

de là et grâce aux préliminaires 1 .2 sur R+ , on a les propriétés fondamentales de 
stabilité suivantes : 

( 1 .4 .2) Théorême 

Soit (0, 2,) un espace mesurable. 

a )  Pour qu'une fonction indicatrice lA soit mesurable, il faut et il suffit que 
Ae I.. 

b) Si f et g sont des fonctions 0 � R+ mesurables, alors f + g et fg sont aussi 
mesurables. 

c) Si (fn) est une suite de fonctions 0 � JR+ mesurables, alors les fonctions 
suivantes sont mesurables : 

. Sup fn ; Inf fn ; lim sup fn ; lim inf fn . 

. lim fn si la suite (fn) converge simplement dans R+ . 

. L fn . 

Preuve. a) est évident car 11 (1) =A et {lA < a} est égal à Ac ou à 0 suivant que a� 1 ou 

a >  1. Pour prouver c) posons f = Sup fn et g = Inf fn . Il est clair que. 

{f � a} = n {fn � a} E L n 

{g < a} = V {fn < a} e I. 

donc f et g sont mesurables. Ensuite on a : 
lim sup fn = Inf Sup fk n � 
lim inf fn = Sup Inf fk n la!n 

ce qui assure la mesurabilité de lim sup fn et lim inf fn , donc aussi de lim fn si cette 
limite existe en tout point. Pour prouver b) il suffit de voir que : 

{f + g < a} = U {f < r} (') {g < s} e I. 
r,se �+ r+s<a 
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{f g < a} = u {f < r} n {g < s} E L 
r.se �+ rs<a 

- n 
Enfin, si h = L fn, alors h = Sup �avec�= L fk et� est mesurable d'après b), 

n=O k=O 
donc aussi h. 0 

La conclusion, et le sens profond de (1.4.2), est qu'à condition de ne pas sortir du 
dénombrable, on peut faire_à peu près tout ce qu'on veut avec les fonctions mesurables. 

Dans la suite nous noterons �+ {L) le cône des fonctions mesurables n --+ R+ , en prenant 
garde que ce n'est pas un espace vectoriel et qu'en particulier la différence f- g n'y est 
pas définie correctement. 

Les fonctions mesurables à valeurs réelles. Il s'agit ici des fonctions mesurables .0 --+  lR 
lorsqu'on place sur lR sa tribu borélienne. Elles sont caractérisées par la condition 
{f < a} e L pour tout a réel, ou encore par {f � a} e L pour tout a réel. Les propriétés de 
stabilité sont les suivantes: 

(1.4.3) Théorème 

L'ensemble � (L) des fonctions mesurables réelles finies sur l'espace (il, L> 
est une algèbre réticulée, et en particulier 1 f 1 est mesurable dès qué f l'est. 
De plus pour toute suite (fn) de fonctions mesurables, les fonctions Sup fn, 
Inf fn, lim sup fn , lim inf fn , lim fn, L fn sont mesurables dès qu'elles sont 
partout définies sur n (et bien entendu à valeurs finies). 

Preuve. Si f est mesurable alors aussi -f l'est car : 
(- f < a} = (f > - a} = ( f  � - a}c e L 

donc aussi f + g, f- g et fg = W - 0 (g+-gl si g est auSsi mes�rable. Le reste n'est qu'une 
répétition de (1.4.2). 0 

Comme application immédiate donnons un lemme qui sera utile plus loin : 

(1.4.4) Lemme 

Soit f, ge �+ {L) telles que g � f. Alors il existe h e :f+ {L) telle·que f = g + h. 

Preuve. Posons A = (f < + oo} e Let B = Ac = {f = + oo} • Il suffit de prendre 
h = (lA f-lA g) + (oo) lB , car lA f-lA g =lA (f-g) est positive et élément de � (L), 
donc élément de �+ {L). 0 
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( 1 .4.5) Exemple. En prenant (0, D = (:JR P, $ P) on obtient une notion de fonctions 
mesurables définies sur :JR P. Ce sont les fonctions dites boréliennes ou aussi Borel

mesurables. Par exemple toute fonction continue f :  :JRP � lR est borélienne puisqu'alors 
les ensembles (f < ex} sont ouverts. Ici apparaît la complexité des fonctions boréliennes 
car évidemment toute limite simple d'une suite (fn ) de fonctions continues, à condition 
qu'elle soit définie en tout point x e  :JR P, est encore borélienne. Et toute limite simple 
d'une suite de telles fonctions, etc., etc. 

Les fonctions étagées. Puisque les fonctions lA , A e I., sont éléments de � (L), il est 
intéressant d'introduire l'espace vectoriel �(L) engendré par ces fonctions indicatrices. 
il s'agit donc des fonctions de la forme g = I. !lx lA avec � e lR et Ak e L, la sommation k 
étant finie. Une telle fonction est mesurable et ne prend qu'un nombre fini de valeurs, et 
réciproquement toute fonction mesurable g qui ne prend que les valeurs À.v • • •  , À.P est 
nécessairement égale à I. À.x lA , où l'on a posé Ak = g-1 (À.x) e I. ,  la famille finie (Ak) k 
constituant alors une partition finie de O. 
L'intérêt des fonctions étagées est essentiellement qu'elles permettent de reconstituer 

l'algèbre � (L) et le cône � + (L) , ce qui illustre le fait fondamental que l'on peut 
"remonter" des ensembles aux fonctions en conservant la mesurabilité. En effet : 

(1.4.6) Théorème (d'approximation) 

a )  Toute fonction f e  � (L) qui est bornée est limite uniforme d'une suite (gn) 
de fonctio,ns étagées. 

b) Toute fonction f e  �+ (L) est limite simple d'une suite croissante (gn) de 
fonctions étagées positives. 

Preuve. a) Posons Ak.n = { � :::; f < 
k : 1 } pour n 2: 1 et-n :::; k :::; n ,  après avoir supposé 

llfll ::> l . Alors � e  I. et gn = L �lA. e �Œ). Or l !f-gn l l  :::; .! et tout est dit. 
k n · �  n 

b) Pour obtenir la monotonie, il faut être un peu plus subtil. Supposons donc 
0 :::; f :::; + oo et pour chaque n 2: 1 posons 

Ak,n = (k Tn ::> f < (k + 1 )  2-n 
} 0 ::> k < n � 

Bn = (f 2: n} 
de sorte que Ak.n e I. et Bn e I. . Alors 

& = L k 2-n 
1 A. + n 15 

k - � n 

est étagée et positive. De plus la suite (gn) est croissante et gn Î f car pour f(oo) = + oo 
on a 8n (w) = n � +oo et pour f(w) < + oo ,  on a 0 :::; f(w) - 8n (oo) :::; 2-n si n > f(oo) . 0 
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Remarque. Il résulte de b), par décomposition f = f" - t ,  que toute f e  � CD est limite 
simple d'une suite (gn) de fonctions étagées, mais sans qu'on puisse ici garantir la 
monotonie. 

1.5 Intégrales et mesures 

Donnons immédiatement deux définitions. 

( 1 .5 . 1 )  Définition 

On appelle intégrale (ou intégrale supérieure) sur (0., D toute application -
L: � + CD �  [0, +oo] vérifiant l'une ou l'autre des conditions équivalentes : 

a ) L(O) = 0 ; L(f + g) = L(f) + L(g) ; fn Î f � L(fn) Î L(f) 
b) L(O) = 0 ; L{L fn) = 2. L(fn) 

Pour une telle L on a de plus LO .. f) = À L(f) pour À � 0 et L(f) :5 L(g) si f :5 g . 
Preuve. On passe aisément de b) à a) avec le lemme ( 1 .4.4) car si fn Î f , en écrivant 
f1 = h1 ; f2 = f1 + h2 , • • •  , fn = fn-l + � , on obtient f = 2. � ,  ce qui permet de prouver b � a. 

-
Réciproquement, si (�) est une suite quelconque de �+ {L), alors' la suite fn = h1 + . . . + � 
est telle que fn Î f = 2. � , ce qui donne aisément a � b . 

Ensuite par additivité finie on a L(pf) = p L(f), donc en changeant f en - ,  L - = - L(f) , f (f ) 1 
q q q 

d'où L(rf) = r L(f) pour tout r e  � • .  Alors si À 2: 0 , on choisit une suite rn Î À , donc 
L(Àf) = lim L(rn f) = lim rn L(f) =À L(f). 

Enfin, si f :5 g alors L(f) :5 L(g) avec le lemme (1 .4.4). 0 

( 1 .5 .2) Définition 

On appelle mesure sur 2. toute application Il : 2. � [0, +oo] vérifiant l'une ou 
l'autre des conditions équivalentes : 
a )  Il 0 = 0 ; Il (A U B) = J.lA + J.1B si A îl B = 0 ; � Î A � � Î J.lA 

· b) J.l 0 = 0 ;  (�) disjointe � Il (U � ) = L ll �· 

Or il se trouve que ces deux notions d'intégrale et de mesure n'en font en réalité qu'une, 
c'est-à-dire qu'il existe une correspondance bijective L H Il entre les unes et les autres. 
C'est ici qu'on touche au point crucial de la théorie, à savoir le passage canonique, et 
dans les deux sens, entre fonctions et ensembles. La correspondance L � Il est immédiate. 

(1 .5 .3) 

1 
Proposition 

Toute intégrale L définit une mesure Il= IlL sur 2. par l'égalité J.l(A) = L(l A).  
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Preuve. Avec b) par exemple, car si  la suite (� ) est disjointe et si  A =  U An, alors 
lA = 2 1� , donc (l .S .l .b) � (1 .5.2.b). 0 

La correspondance J.1 � L est beaucoup plus délicate car, partant des ensembles, il faut 
remonter aux fonctions. La méthode consiste, partant d'une mesure J.1, à construire L 

d'abord sur le cône positif 6+ {L) des fonctions étagées positives, puis sur �+ (L) , et à 
�rifler enfin les propriétés (1 .5.1 .a). 

Étant donné f e  6 + {L) on l'écrit en décomposition unique, dite canonique, f = 2 � lA , k 
où (Ak) constitue une partition de n et où les � sont deux à deux distincts, et on pose 

L(f)=2 � J.L Ak · 
Si f = lA ,�A e 2 , alors sa décomposition canonique est f = l .lA + 0 .1 c , donc A 
L(f) = J.LA = L(lA), ce qui donne la liaison fondamentale entre L et J.l· 

Maintenant si g = 2 ui 18. , en décomposition canonique, alors la décomposition canonique J 
de h = f + g s'obtient à partir de la décomposition non canonique 

h = L (� + uJ) 1 A na k,.j k J 
en rassemblant les O .. k + ui) qui sont égaux et en réunissant les Ak n Bi correspondants. 
L'additivité finie de J.1 permet de vérifier que L(f + g) = L(f) + L(g). 

n suit de là que si f e  6+ Œ> s'écrit f = 2 � lA avec ak 2: 0 ,  en décomposition canonique k. 
ou non, on a toujours L(f) = I ak J.1 Ak . D'où suit aisément : f � g � L(f) � L(g) 

Passons maintenant à la définition de L sur :;e+ {L) . 
( 1 .5.4) Définition 

Pour toute f e  :;e+ Œ> on pose 

L(f) = Sup { L(g) ; ge 6+ {L) , g � f }  

Évidemment L(O) = 0, et si f e 6+ {L) , on retrouve la valeur L(f) déjà définie, donc en 
particulier L(l A) = J.1 A. On a alors 

( 1 .5 .5)  Théorème 

La fonctionnelle L associée à J.1 vérifie les propriétés suivantes : 
a )  L(O) = 0 ; L(l A) = J.LA , f � g � L(f) � L(g) 
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b) L(f + g) = L(f) + L(g) 
c) (Propriété de Beppo Lévi) : fn Î f => L(fn) Î L(f) 

Preuve. a) est évident et b) est une conséquence de c). Car si f, ge �+ CD , on sait avec 
(1 .4.6.b), qu'il existe des suites (�) et (�) dans l+ CD telles que � Î f et � Î g, d'où 
(� + �) Î (f + g) et avec c) 

L(f + g) = lim L(hn + �) 
= lim [ L(�) + L(�)] 
= lim L(�) + lim L(�) 

= L(f) + L(g) 

Prouvons donc c) . Pour cela fixons la suite (fn) dans � + CD telle que fn Î f .  On a déjà 
L(fn) � L(f) et la suite croissante L(fn) a une limite .t � L(f). Pour voir que .t = L(f), fixons 
h e  l + (L) telle que h � f. Pour tout c e  1 0, 1 [ , posons Bn = {fn � ch) e I,. La suite (Bn) est 
croissante et U Bn = .Q car h est partout finie, lim fn = f � h et h(ro) > c h(ro) si h(ro)  > O. 
Par ailleurs on vérifie que fn � c h  lB , donc L(fn) � c L(hlB ) et .t � c L(h lB ) . n n n 
Or si h = I. ak lA , alors hlB = I. ak lA nB et L(hlB ) = I. ak J.L(Ak n Bn) . Mais la k, n k n n 
condition Bn Î .Q implique Ax n Bn Î Ax et J.L(Ax n Bn) Î J.LAx d'après (1 .5.2.a), d'où à 
la limite .t � c L(h), puis .t � L(h) avec c Î 1, et enfin .t � L(f) , ce qui termine toute la 
preuve. 0 

En résumé on a : 

( 1 .5.6) Théorème 

Il y a correspondance bijective entre mesures et intégrales sur l'espace 
mesurable (.Q, L), la liaison J.L H L  étant donnée par la formule fondamentale 

J.LA = L (lA) 

pour toute partie A e I,. 

On remarquera que cette liaison définit complètement L si l'on sait déjà que les 
propriétés de (l.S.l.a) sont vérifiées. Car alors nécessairement L se détermine sur l + (L) 
par 

L(g) = I. � llAx si g= I. � lt\. 
-

et sur �+ (L) par 

L(f) = lim L(&) si & Î f  avec & e  l + (D . 
Le travail fait plus haut dans la preuve de (1 .5.5) a consisté surtout à garantir 
l'existence de l'intégrale L. 
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Notations. Dans la suite, � étant supposée donnée, on notera L(O sous la forme d'une 
intégrale selon 

L(f) = f f d� = f f(t) d�(t ) 

( 1 .5.7) Exemples 

• Mesure de Dirac o ... . Ici a E n et L = � (n ). On définit o. par o.(A) ={ � 
soit o.(A) =lA (a ) .  ll en résulte que l'intégrale associée est La(f) = f(a ) .  

si a e A 
si a • A ' 

• Mesures discrètes. On fixe une suite ak e n et une suite � > 0 et soit � = I. ak o. , qui k 
correspond à l'intégrale L(f) = I. � f(ak ). 

• Mesure dénombrement sur M. Ici n = N et I. = �CN). Avec �= I. � , on obtient : 
. ,  A _ { card A si A est fini 
� - + oo si A est infini 

Le cône i+ (L) s'identifie à(R +)N , donc à l'ensemble des suites x =  ("n) avec 
xn e [0, +oo] , et l'intégrale associée à �  n'est autre que L(x ) = L "n· 

• Mesure image. Étant donné (0, I.> et (X, �), et une application mesurable h: n --+ X ,  
la donnée d'une mesure � sur I. détermine aussi une mesure u sur � .  En effet � est 

associée à LJ.I. et l'application L, définie sur � + (� ) par L(g) = LJ.I. (g o h )  , vérifie les 
cond itions (1 .5 .1) .  C'est donc une intégrale, dont la mesure associée u est définie par 
u(B) = LJ.I. (lB o h) = LJ.I. (1�-lœ> ), soit u(B) = � (h-1 (B) ) pour toute B e � .  On dit que u 
est la mesure image de � par h, notée u = h(�). On remarquera que si � =  08 , alors 
u = h(�) = �<•> , ce qui signifie que l'appl ication � --+  u = h(�), défin ie sur les mesures, 
prolonge l'application h : a --+ h(a), définie sur les points. 

• Mesure à densité. On fixe ici (n, L), une mesure � sur I. et une fonction h e �+ (L) . 

Alors l'appl ication L, définie sur �+ (L) par 

L(f) = LJ.I. (fh) = f f h d� 

est une intégrale, dont la mesure associée u sur I. est donnée par 

u(A ) = J 1 A h d� , A e I. 

ce que l'on note plutôt u(A) = L h d� 

La construction par mesures images ou par mesures à densité permet donc d'obtenir de 
nouvelles mesures lorsqu'on en connaît une; il suffit d'avoir à sa disposition 
l'application mesurable ou la fonction mesurable h. 
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1.6 Construction des mesures 

En pratique on ne dispose pas, a priori, d'une mesure sur une tribu I. mais seulement 
d'une mesure sur un anneau� (telle qu'elle va être défirùe) et le problème est de savoir 
si l'on peut construire une extension à la tribu I.91. engendrée par�' extension qui, bien 

entendu, doit rester une mesure. Et du même coup un second problème se greffe sur le 
premier, à savoir l'unicité de l'extension. 

(1.6.1) Définition 

Soit � un anneau sur l'ensemble O. On appelle mesure sur � tou te  
application Jl. : � � [0, + oo] vérifiant l'une ou l'autre des deux conditions 
équivalentes : { a/ Jl. � = 0 

(M) b/ Jl.(AU B) = Jl.A + Jl.B si A, Be � et An B = � 
c/ Bne �' Bn Î B et Be �=> Jl.(B) = lim Jl.Bn = Sup Jl. Bn 

{ a/ Jl.� = 0 

(D) b/ Pour toute suite disjointe(�} de�, telle que 
A = U � e � , on a Jl.(A) = I. Jl. � 

La condition Mb est celle d'additivité finie, la condition M, celle de monotonie 
croissante, et la condition Db celle d'additivité dénombrable. On passe de (M) à (0) en 
posant Bn = A1 U A2 ... U An lorsque les Ak sont donnés et A1 = B1, A2 = B2 \ B1, . . .  , 
� = Bn \ Bn-l , lorsque les� sont donnés. 

Bien entendu si� est déjà une tribu I. on retrouve la défirùtion (1.5.2), de sorte que toute 
mesure Jl. sur une tribu I. induit une mesure sur tout anneau� contenu dans L. 

Les propriétés les plus immédiates des mesures sont rassemblées dans les deux énoncés 
suivants: 

(1.6.2) Proposition 

Soit Jl. une mesure sur l'anneau � 

a )  Jl. est croissante : A c B => Jl.A s; Jl.B. 

b) A, Be � , B c A et J,l.B < +oo => Jl.(A \B) = Jl.A- Jl.B. 

c) Jl est dénombrablement sous-additive au sens suivant : 

� e �,A e � et A c U � => Jl.A s; I. Jl � . 

Preuve. a) et b) sont immédiats avec Mb. Pour prouver c), remplaçons � par 

A'n= An An e � de sorte que A= U A'n. Posons Bn = A '1 U ... U A 'n Î A ,  de sorte que 
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� = lim ).1. Bn . ll reste à voir que ).1. Bn S :2. ).l. A'k S :2. ).1. Ak , ce qui résulte de la sous-
1 1 

additivité finie de ).1., d:ms�uence de ).l.(A U B) + ).l.(A n B) = ).l.A + ).l.B pour A, B e  m .  0 

En couplant b) avec la condition (Mb) de monotonie croissante, on obtient le résultat 
suivant, fondamental pour les applications. 

( 1 .6.3) Théorème (de monotonie décroissante) 

Soit ).1. une mesure sur l'anneau 9t.  Pour toute suite (�) de m, décroissante et 
telle' que A =  n � e  9t (donc � .L A) on a  

J.l. (A) = lim ).l. �  = Inf � 
chaque fois qu'il existe un entier p tel que ).1. � < + oo, 
En particulier sous cette condition, on a 

An .L c;S => J.l. � J, o  

Remarque. Si l'on abandonne la condition J.l.Ap < +oo , c'est-à-dire si l'on suppose 
J.l.An = t oo pour tout n, le résultat devient faux car on peut avoir ).l.A = O. Par exemple 
avec 0 = N, 9t = '{P(Q), J.l. = I. ôn , mesure dénombrement, et � =  [n, +co) c N. 

(1 .6.4) Exemple important : la mesure longueur sur R. Désignons par ffi. l'anneau 
engendré par les intervalles (a, b) de 1R , sans qu'on précise si ces intervalles sont 
ouverts, fermés, ou bornés. Il est facile de vérifier que m est exactement l'ensemble des 
réunions finies d'intervalles disjoints. On a alors : 

Sur m,  il n'existe qu'une seule mesure À , dite mesure de Borel, ou mesure 
longueur, telle que À (a, b) = b - a. 

L'unicité est évidente. Réciproquement, si A, réunion finie disjointe U (ak, bk), est 
élément de m, on pose ÀA = I (bk - ak) ,  ce qui donne immédiatement les propriétés (Ma), 
(Mb) de (1.6.1). Mais il reste à prouver (Mc) ou, ce qui revient au même, (Db) .  Pour 
prouver (Db) on se ramène au cas où l'intervalle (a, b) est exactement égal à une réunion 
U In d'intervalles disjoints In = (�, bn), et à démontrer que b - a = I. À Un>·  

Or déjà on a I  À Un> S À(a, b) = b - a  car toute réunion finie (disjointe) des In est contenue 
dans (a, b) . Pour l'inégalité contraire, fixons un intervalle compact [ex, �] = K dans (a, b) 
et, pour e > 0 fixé, posons Un = ] an- e 2-

n
, bn + e 2-

n [ . Alors K est recouvert par la suite 
d'ouverts (Un), donc par Borel-Lebesgue, il suffit d'une famille finie pour recouvrir K, 

p 
autrement dit il existe un entier p tel que K c U Un . Par sous-additivité finie de À n-1 
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p 
(conséquence immédiate de l'additivité finie), on a A. K � L A. un � L A. un , soit 

n-1 n•1 

� - a � I. A.  <Tn> + e L 2-n . Avec e J, 0 ,  on obtient � - a �  I. A.  (Jn) et avec a J, a et � i b, 
n-1 

on a enfin b - a �  I. A.  <In>· 0 

Ce qui est remarquable dans cette affaire est surtout que, du point de vue 
historique, l'axiome de Borel-Lebesgue (à la base de toute la théorie de la compacité) a 
été obtenu précisément pour prouver l'additivité dénombrable de la mesure longueur sur 
lR .  Ce n'est donc pas un hasard si la théorie de la compacité (elle-même à la base de la 
topologie générale) porte le nom des initiateurs de la théorie de la mesure ! 

Le problème de l'extension. Il s'énonce très simplement : étant donné une mesure � sur un 
anneau ffi., peut-on la prolonger en une mesure sur la tribu engendrée par ffi. ? Et si la 
réponse est positive, y a-t-il unicité de ce prolongement ? Nous allons voir que la 
réponse à la question de l'existence est toujours positive, mais celle relative à l'unicité 
est en général négative; toutefois elle est positive dans de nombreux cas qui couvrent le 
domaine des applications pratiques. Mais pour étudier ces questions il faut introduire 
de nouvelles notions. 

La mesure extérieure. Étant donné une mesure � sur l'anneau ffi.,  on introduit une 
application �,.. : � (Q) � [0, +oo] , définie pour tous les ensembles de .Q :  

( 1 .6.5) Définition 

On appelle mesure extérieure associée à � l'application � ... définie sur la 
tribu � (Q) selon { + oo si E ne peut être recouvert par une suite d'éléments de ffi. 
�*{E) = 

Inf { I. � �, E C U An � e ffi. } sinon 

En particulier si ffi. est une tribu I. alors on a plus simplement 

�*{E} = Inf { �B, E c B et B e I. }  

A partir de � on a donc une application � ... définie sur un ensemble � (.Q) peaucoup plus 
grand que ffi., mais le prix à payer est qu'en général � ... n'est pas additive sur �(.Q) . Les 
propriétés qui restent sont les suivantes : 

( 1 . 6.6) Proposition 

Pour toute mesure � sur ffi. la mesure extérieure � ... vérifie : 
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a )  J.l.,. prolonge J.l., c'est-à-dire que J.l.,. A = J.I.A pour tout A e m, , et en 
particulier J.1. ,.0 = 0 

b) E c F => J.l. .. E � Jl .. F ,  c'est-à-dire que Jl,. est croissante 
c) J.l. .. est dénombrablement sous-additive 

Jlot ( U En ) � I, Jlot � 
Preuve. a) Si A e m, on a déjà J.l.,. A � J.1.A avec A c A et J.1.A � J.l.,. A avec (1 .6.2.c). Puisque 
b) est évident prouvons c) et pour cela il suffit de supposer 2. Jl .. En < +  oo .  Alors pour 

e > 0 fixé, il existe, pour tout n � 1, un recouvrement En c U An k avec � k e m. et 
k ' ' 

L �.k � J.l.,. En + e 2·n . La condition E c U � fournit donc 
k �n 

J.L .. E � L � = L L � e + L J.L .. � 
� n k n 

ce qui donne c) avec e J, O. 0 

( 1 . 6.7) Définition 

Les parties N c n telles que J.l.,. N = 0 sont appelées négligeables pour J.l.. Soit 
.N leur classe. 

Et évidemment 

(1 .6.8) 

( 1 .6 .9) 

Proposition 

a )  N e  .N etM C N=>M e  .N 
b) Toute réunion dénombrable d'ensembles négligeables est encore 

négligeable. 
c) Si l'anneau m, est une tribu 2., pour que l'ensemble N soit négligeable il 

faut et il suffit qu'il existe A e 2. tel que N c A et J.I.A = O. 

Exemples 

Ex 1. Soit n = 1 un ensemble non dénombrable (mais infini) et � l'anneau des 
parties dénombrables ou finies de 1.  Alors la tribu 2. = 2.6 engendrée est formée des 
parties A telles que A e � ou Ac e � (et on ne peut avoir les deux !). La mesure J.1 = 0 sur � 
donne la mesure extérieure J.i."' sur W (I), définie par J.I. .. E = 0 si E e  � et � .. E = + oo si E $ �. 
La mesure À sur 2. définie par À A = 0 si A e � et À A = 1 si Ac e � (on vérifiera que c'est 
bien une mesure !) donne comme mesure extérieure À "'E = 0 si E e � et À .. E = 1 si E $ �. Ici 
J.L"' est une mesure, mais À ... n'est même pas additive. Par ailleurs les mesures À sur 2. et J.L"' I I. sont différentes sur 2., mais leurs restrictions coïncident sur l'anneau �. 



18 

Ex 2. Pour la mesure longueur sur lR. les ensembles négligeables sont les parties N 
telles que, pour tout e > 0, il existe une suite (Jn) d'intervalles telle que N c U In et 
L ..e Un> � e . Par exemple tout singleton [a} est négligeable, et par conséquent tout 
ensemble fini ou dénombrable. Ainsi (Q est négligeable dans JR., quoique partout dense. 
Dans l'autre sens, on peut trouver des ensembles négligeables dans IR qui soient 
équipotents à lR. (donc non dénombrables), par exemple l'ensemble de Cantor K c [0, 1] .  

Revenons maintenant au cas général d'une mesure JJ. sur un anneau ffi. et à sa mesure 
extérieure associée JJ.*. Puisque JJ.* 1 ffi. = JJ., il est clair que JJ.* est dénombrablement 

additive sur ffi. et la question qui peut se poser est de savoir s'il existe des classes plus 
grandes que ffi. ,  et en particulier une tribu, sur lesquelles JJ.* reste dénombrablement 
additive (et d'ailleurs additive suffirait grâce à la sous-additivité dénombrable 
(1 .6.6.c)). Or il se trouve que les éléments A e ffi. possèdent, vis-à-vis de JJ.*, une 
propriété d'additivité bien particulière : 

( 1 .6 .10) Lemme 

Soit A e ffi. une partie fixée. Alors A partitionne additivement (pour JJ.*) 
toute partie G c .0, c'est-à-dire que l'on a 

JJ.* G = JJ.* (G () A) + JJ.* (G \ A) 

On peut dire encore que, pour toute E c A et toute F c Ac, on a 

JJ.* (E U F) = JJ.* E + JJ.* F 

Preuve. Il suffit de prouver l'inégalité JJ.* E + J.L* F � JJ.* (E U F) de sorte qu'on peut 
supposer JJ.* (E U F) < + co. Alors soit (Cn) une suite de ffi. telle que E U F c U Cn . En 
posant � = A () <=n et Bn = <=n \ A on a E c U � et F c U Bn , donc aussi 

J.L* E + J.L* F � .L JJ. � + L J.L Bn = .L (J.L � + JJ. Bn> = L JJ. <=n 

d'où JJ.* E + JJ.* F � J.L* (E U F) avec (1 .6.5). 0 

Maintenant on peut se demander si les parties A e � sont les seules à vérifier la 
propriété de partition du lemme. La réponse constitue le résultat-clé qui résout le 
problème de l'extension de la mesure J.L. 

( 1 .6 .1 1 )  Théorème (Carathéodory) 

Soit JJ. une mesure quelconque sur l'anneau ffi.. Alors la classe }:11 des parties A 
c .Q vérifiant la propriété : 

(C ) J.L* (E U F) = JJ.* E + J.L* F  pour toutes E C A et F C Ac 

est une tribu contenant l'anneau � (donc aussi la tribu L = � engendrée) et la 

classe des parties négligeables. 
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De plus, la mesure extérieure �· est dénombrablement additive sur la tribu 
Iw 

Preuve. Déjà Ill contient ffi. (c'est le lemme) et si A =  N e  .N alors 

�· E + �· F = �· F s �· (E U F) , 

donc N e Ill. La classe Ill est évidemment stable par passage au complémentaire et 
si A, B e � alors pour E c A n B et F c (A n B)c, posons FA = F n A ,  FB = F n B et G = 
F \ (A U B), de sorte que F = FA U FB U G et E U F = (E U FA) U (G U FB). D'où 

�· (E U F) = �· (E U FA) + �· (G U Fs) 

= �"' E + �"' FA + �· G + �· FB 

� �· E + �"' F  

car A e � 
car B e � 
car F = FA U f.s U G  

Ainsi Ill est stable par intersection, donc aussi par réunion. Pour voir que c'est une tribu, 
il suffit de prouver la stabilité par réunion dénombrable disjointe. Soit donc (An) une 

suite disjointe de Ill , A =  U � ,  E c A et F c Ac ; posons � = E n �· Alors pour tout n 
fixé 

�· (E U F) � �· (E1 U . . . U � U F) 
= �· E1 + �· � U . . .  U � U F) 
= �"' E1 + �"' E2 + �"' (E3 U . . .  U � U F) 

= �· E1 + �· � + . . .  + �· En + �· F 

Donc quand n � +oo 

�· (E u F) � L �· Ek + �· F 
1 

� �· E + �"' F 

Ainsi A e Ill et I.11 est une tribu. Il reste à prouver que �· est une mesure sur Ill mais 
cela est évident car �· c,iS = � 0 = 0 puisque 0 e ffi. et si (�) est une suite disjointe de I.1� 
alors l'inégalité précédente 

�· (E U F) � I. �· Ex + �· F � �· E + �· F 

appliquée à E = A = U � et F = c,iS donne 

�· <U �> = I. �· � 

ce qui termine tout. 

( 1 .6 .12) Corollaire 

0 

Soit ffi. un anneau, I. = � la tribu engendrée. Alors pour toute mesure � sur ffi., 
la restriction il =  �· 1 I. est une mesure sur la tribu I., qui prolonge �· Et c'est 

même la plus grande mesure sur I. qui prolonge �· 
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Preuve. Il est clair que ii est une mesure prolongeant Jl, ce qui résout complètement le 
problème de l'existence. Si u est une autre mesure sur L. telle que u I<!R = J.L, prouvons 

u E 5 ii E = Il"' E pour toute partie E e I.. On peut supposer ll"'E < +oo, et alors si 
E c U  � , avec � e �, on a 

u E 5 :E u � = L Jl �  

d'où u E 5 J.L"' E par passage à la borne inférieure. 0 

L'exemple 1 de (1 .6.9) assure effectivement qu'il n'y a pas en général unicité du 
prolongement. 

Le problème de l'unicité. Pour aborder cette question, il est nécessaire d'introduire 
encore de nouvelles notions, qui seront d'ailleurs utiles dans d'autres contextes. Il s'agit 
des classes de Dynkin. 
(1 .6 .13)  Définition 

a )  On appelle 1t-classe toute classe 'tF de parties de n telle que 
A, B e  'tF � A n B e  'tF 

b) On appelle À. - classe toute classe � de parties de n· telle que : 

• n e � 

• � est stable par différence propre 
A, B e � , B c A  � A \ B e � 

• � est stable par réunion dénombrable croissante 
� e � , � t A  � A e � 

L'intérêt des 1t-classes et À--classes est évidemment relatif aux tribus car une classe 
:E est une tribu si et seulement si c'est à la fois une 1t-classe et une À.-classe. Et dans cet 
esprit on a le résultat fondamental : 

( 1 .6 .14) Théorème (Dynkin) 

Soit 'tF une 1t-classe et � une À--classe telles que 'tF c � . Alors la tribu :E� 
engendrée par W est contenue dans � 

W c � � L,� c �  
Preuve. Désignons par .M, la À--classe engendrée par 'tF ,  c'est-à-dire la plus petite 
À--classe contenant 'tF .  On a évidemment .M, c � � et si l'on démontre que .M, est aussi 
une 1t-classe, alors ce sera une tribu, d'où :E� c .M, c � .  Pour prouver que A e .M, et 
B e .M, � A n B e .M, , opérons en deux temps. Fixons d'abord A e 'tF et considérons la 
classe 
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II est facile de voir que ttl A est une Â.-classe telle que � c ttl A , puisque � est une 7t
classe, donc .M c tt� A et ainsi A E � et B E .M::) A n B E .M. 

Ensuite fixons B e .Met considérons la classe 

ttl8 = { A C Q ; A (') B e .M, } 
qui est, de la même façon, une Â.-classe contenant �, donc aussi .M. 

Ainsi A, B e .M ::) A (') B e .M et tout est dit. 

(1 .6.15)  Définition 

Soit ffi. un anneau et Il une mesuré sur m. 

0 

a )  On dit que Il est finie (ou bornée) lorsque n e ffi. et j.lO < + oo . En 
particulier Il est une probabilité si j.lQ = 1.  

b) On dit que Il est cr-finie lorsqu'il existe une suite croissante nn e ffi. telle 

que n = u � , et Il � < + 00 pour tout n. 

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour établir le résultat d'unicité utile 
pour les applications. 

( 1 .6. 16) Théorème (d'unicité) 

a )  Soit 2. une tribu et � une 1t-classe engendrant 2.. Alors deux probabilités 
sur 2., qui coïncident sur �, sont nécessairement égales. 

b) Soit ffi. un anneau, 2. = � sa tribu engendrée. Alors deux mesures sur 2., 
qui sont cr-finies sur ffi.,  et qui coïncident sur ffi.,  sont nécessairement 
égales. 

Preuve. a) Soit J.l, u les deux probabilités. Alors la classe 

� = { A e 2. , J.l. A = u A }  

est trivialement une Â.-classe contenant �, donc � = 2. et Il = u. 

b) Soit J.l, u les deux mesures. Il existe une suite nn e ffi. telle que nn Î n et 
Il � = u On < + oo • Pour chaque k la classe 

�k = { A e 2. ; Il (A (') �) = u (A (') �) } 
est une Â.-classe contenant ffi., donc �k = 2. puisque ffi. est une 1t-classe. Alors pour toute 
A e 2. on a Il (A n Ok) = u (A n Ok) , et par monotonie croissante on obtient j.lA = uA, 
donc J.l = U. 0 

En rassemblant (1 .6. 11 )  et 1 .6.16) on obtient le résultat définitif important. 
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( 1 .6. 17) Théorème 

Soit J..1. une mesure cr-finie sur l'anneau 9t. Alors J..1. possède une unique mesure 
prolongement à la tribu L = L� engendrée par 9t,. coincidant avec la mesure 
extérieure J..l.,. sur L· 
De plus la tribu L11 des parties, dites J..l.-mesurables, vérifiant la condition (C) 
de (1 .6.1 1), est exactement la tribu engendrée par L et la classe .N des parties 
négligeables, formée d'ailleurs des ensembles E tels qu'il existe une partie B 
e L vérifiant E !!.  B E  .N .  

Preuve. Désignons par � la tribu engendrée par L et .N ,  telle que � c Lw contenant 
déjà comme éléments toutes les parties E du type précédent. Réciproquement soit E e Lw 
Si (On) est une suite de 9t telle que J..l. nn < + 00 et � Î n ,  alors E n  nn = En E LIL et 
J..l.,. En = ji En < + oo . Il en résulte (facile) qu'il existe Bn e L telle que En C Bn et 
J..l.,. En = J..l.,. Bn = J..l. Bn , donc J..l.,. (Bn \ En) = 0 par additivité de J..l.,. sur L11 • Alors E C B et 
N = B \ E vérifie N C U (Bn \ En), donc N e  .N. Et évidemment E !!.  B = N e  .N. 0 

Notations. Dans le cas de cr-finitude, il n'y a donc aucune différence entre mesures sur un 
anneau 9t et mesures sur une tribu L· On convient alors de noter encore J..l. l'extension à L et 
de réserver la notation ji à la mesure J..l.,. l I.J..L sur la tribu des parties J..l.·mesurables. Bien 
entendu la mesure extérieure J..l. .. reste définie sur � (0), mais ce n'est pas une mesure en 
général, puisqu'elle n'est même pas additive sur � (Q). 

Revenons maintenant au cas n = lR ou n = lR P, avant d'aborder l'étude des 
fonctions intégrables. 

1.7 Mesures sur R et JiP 

Mesure de  Borel sur R.  On a vu en (1 .6.4) que la fonctionnelle '1ongueur" est en réalité 
une mesure À sur l'anneau 9t engendré par les intervalles (a, b) de lR, et cette mesure est 
évidemment cr-finie. Elle se prolonge donc de façon unique en une mesure toujours dite de 
Borel, sur la tribu borélienne $ de lR, qui est exactement la tribu � engendrée par 9t .  

-
Dans ce contexte la tribu � porte le nom de tribu de Lebesgue et la mesure associée À 
s'appelle aussi mesure de Lebesgue. 
Mais alors toute fonction continue f sur lR, qui est positive (c'est-à-dire telle que f � 0), 

est un élément de i+ , donc admet une intégrale J f dÀ p�r rapport à À. Et la question est 

posée de comparer cette intégrale à l'intégrale classique J- f(x) dx = !�� Jb f(x) dx , - b-++- • 
positive finie ou non. 
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Cest ici que nous rencontrons le premier résultat important de cohérence : 

(1.7.1) Proposition 

Pour toute fonction f, continue et positive sur R, on a 

1 f dÂ = r f(x) dx � + �  

Preuve. FlXons n et pour - n '2!' � k < n 2n considérons l'intervalle � = [ k 2-n , (k + 1)2-n [. 

Alors y � = In = [ -n, +n [ . Définissons maintenant la fonction "en escaliers" cpn par 

{ 0 en dehors de I
n cpn = Inf {f(t) , t e �.k }  sur �.k 

Un peu d'attention montre que la suite (cpn) est croissante et que cpn (x) Î f(x) en tout 

point x, puisque f est continue. Par monotonie croissante on a donc J f dA. = lim J cpn dA. . 

Or 1 �. dl. = [ 'Pn (x) dx = I � 'Pn (x) dx et il reste à voir que I � �.(x) dx Î J� f(x) dx 

Or, par 'Pn � f, on a déjà L- �.(x) dx � I� f(x) dx et j f d ). � L- f(x) dx . 

Réciproquement la continuité uniforme de f sur chaque intervalle [a, b] compact, assure 
que cpn Î f uniformément sur [a, b], d'où suit 

et ainsi 0 

Mesure de Borel sur lR P • On remplace ici les intervalles (a, b) par les pavés 

p = rr (ak, � )  et la longueur b - a  par le "volume" Àp(P) = rr � - ak ). Alors sur l'anneau k 
ffi. = mp des réunions finies de pavés (que l'on peut supposer disjointes) la fonctionnelle 
Àp est une mesure. On le voit en démontrant d'abord que Àp est additive, puis qu'elle est 
dénombrablement additive, de la même façon qu'en (1 .6.4), en utilisant la compacité 
des pavés fermés bornés fi [�, 1\ ]. Et la même preuve que (1.7.1) donne aussi : 
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( 1 . 7.2) Proposition 

Pour toute fonction f, continue et positive sur JR.P, on a 

J f d\ = L f(x) dx = r- -r f(x) dx, . . . <Jx, 

Mesures boréliennes sur JR. Revenons au cas p = 1 pour déterminer toutes les mesures sur 
la tribu borélienne $ de 1R ,  qui sont finies sur les compacts, et qu'on appelle plus 
sommairement mesures boréliennes. Donnons tout d'abord une condition nécessaire : 

( 1 . 7.3) Proposition 

Soit J.1 une t;nesure borélienne sur lR . Pour tout a E 1R on définit la fonction F3 
selon 

{ J.1 ( [a, t [ ) si t � a Fa (t) = - J.1 ( [ t, a [ ) si t � a 
On a alors : 
a )  Fa est croissante et continue à gauche, et F. (a) = 0 

b) F.(b) = - Fb(a) 
c) F1(t) = F.(b) + Fb(t) (relation de Chasles). 

Preuve . Seule la continuité à gauche mérite le détail . Or si tn Î t alors 
F.(tn) Î F.(t) car : 

si t � a  on a 
si t > a  on a 

[ �, a [ ..!. [t, a [ et la monotonie décroissante 
[ a, � [ Î [a, t [ et la monotonie croissante. 0 

On voit donc que les fonctions F. se déduisent de l'une d'entre elles par addition d'une 
constante. On peut donc considérer, en faisant a = 0 par exemple, que J.1 est définie sur 
l'anneau m. engendré par les intervalles (a, b) par la donnée d'une fonction F, croissante 
et continue à gauche, et il est alors facile de vérifier les formules : 

( "' ) J.1 ( [s, t] ) = F(t + 0) - F(s) s � t 
{ J.1 ( [s, t[ ) = F(t) - F(s) s � t 

J.1 ( ]s, t] ) = F(t + 0) - F(s + 0) s � t 
J.l ( ] s, t[ ) = F(t) - F(s+ O) - s < t  

La réciproque est vraie. 

( 1 . 7.4) Proposition 

Soit F une fonction croissante et continue à gauche sur JR.  ll lui correspond une 
unique mesure borélienne J.1 = J.lp sur 1R vérifiant les conditions ('1"). On dit que 
J.lp est la mesure de Borel-Stieltjes associée à F. 
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Preuve. On utilise ici l'anneau d des réunions finies d'intervalles [s, t [, introduit en 
(1 .3.6), et qui engendre la tribu borélienne $ , en définissant J.lp par additivité finie à 
partir de J.lp ( [s, t [ ) = F(t) - F(s) pour s � t. 

Et la seule chose intéressante à prouver est l'additivité dénombrable, à savoir que 

si [s, t [ = lJ In , où la réunion est disjointe, avec In = [sn , � [ , alors J..1p ( [s, t [ ) = I. J..1p ( In ). 
Par additivité finie on a déjà I. J.lp ( In ) � J.lp ( [s, t [ ) . Pour prouver 
J.lp ( [s, t [ ) � I. J.lp ( In ), on peut supposer s < t et si 't e  [s, t [ est fixé, ainsi que E > 0, on 
commence, grâce à la continuité à gauche de F, à introduire crn < sn tel que 
F(sn) - F(crn) � E 2-n pour tout n. Avec K = [s, 't] et Un = ] crn, � [ , on obtient un 
recouvrement ouvert K c U Un , de sorte qu'un recouvrement fini suffit, et ainsi il existe 
p tel que 

p p 
[s, 't [  C K C  U Un C U [crn , � [  n- 1  n- 1  

Par additivité finie, et sous-additivité finie, on a donc 

p 
F('t) - F(s) � L [ F(� ) - F(crn )] 

n•1 

p 
� L [ F(� ) - F(sn ) + E 2-n ] 

n-1 

n-1 
et avec E ..1. 0 d'abord, puis 't Î t ensuite (et la continuité à gauche de F) on obtient 
finalement 

n-1 
ce qui suffit. 0 

( 1 . 7.5) Remarque. Lorsque J.l est une probabilité sur R, on lui associe volontiers la 
fonction F définie par F(t) = 1-L (- oo, t[, appelée fonction de répartition de J.1. Elle est 
telle que F(t) -7 0 quand t ..1. - oo et F(t) Î 1 quand t Î + oo, et bien entendu croissante et 
continue à gauche. 

L'importance de (1 .7.3) et (1.7.4), qui décrivent toutes les mesures boréliennes sur 
lR, n'apparaîtra que plus loin quand nous parlerons des variables aléatoires et de leurs 
lois. Cette importance justifie que l'on s'attarde un peu en décrivant de façon plus 
détaillée les deux sortes de mesures qui interviennent : à savoir les mesures diffuses et 
les mesures discrètes. Remarquons déjà qu'il résulte des formules (*) que l'on a 

J.l( {a} ) = F(a + 0) - F(a) = .1p (a) 
où .1p (a) est le saut de F au point a. Ainsi 
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(1.7.6) Proposition 

On dit que J.l est diffuse lorsque J.l({a} ) = 0 pour tout a e R . Pour cela il est 
nécessaire et suffisant que la fonction F associée soit continue sur R . 

(1.7.7) Exemples 

Ex 1. La mesure de Borel sur R, soit Â., associée à F(t) = t. 
Ex 2. La probabilité uniforme sur [0, 1] définie par la mesure J.l telle que 
J.l(a, b) = Â. ((a, b) n [0, 1]) 1 définie par la fonction { 0 si t � 0 

F(t) = t si 0 � t � 1 
1 si t � 1 

= Sup { 0, Inf (t, 1) } 
Ex 3. La donnée d'une fonction continue h � 0 sur R détermine la mesure J.l, de 

b 
densité h par rapport à la mesure de Borel et telle que J.l(a, b) = f. h( t ) dt. La fonction F 

associée est donc une primitive de h. Pour que J.l soit une probabilité, il faut et il suffit 

que i� h( t )  dt = 1. 

Ex 4. La probabilité de Cauchy, de paramètre a > 0, définie par la densité 
h(t) = !. � et la fonction de répartition F(t) = -

2
1 +.! Arc tg.!. . 

1t a + t 1t a 

Ex S. La probabilité de Laplace-Gauss réduite, notée y ou LG (0, 1 ), définie par la . 2 
densité h(t) = .An exp (- � )  et la fonction de répartition F = <1», dite fonction 

d 'e"eur 

1 fx ( t2 ) <I»(x) = - exp - 2 dt ffx ... 

f.. 2 
sachant bien entendu que l'intégrale de Gauss 

... 
exp (- � ) dt est égale à � . 

Ex 6. La probabilité de Laplace-Gauss LG (m, a) de paramètres m e R et a > 0, 
associée à la densité 

1 [ (t - m)2 ] 
h(t) = -- exp -

a ffx 2 cl 
et à la fonction de répartition F(x) = ci» (x� m)

. 
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Ex 7. La probabilité générale d'Euler. On rappelle rapidement que la fonction r 
d'Euler est définie, pour x > 0, par 

f. • x-1 r(x) = 0 t e-t dt 

Elle vérifie la relation fondamentale r(x + 1) = x  r(x), d'où l'on tire, avec r(l ) = 1, 
l'égalité r(n + 1) = n! pour n entier. 
Étant donné deux paramètres a > 0 et � > 0, on leur associe la probabilité, dite d'Euler, 
définie par la densité { 0 si t � 0 

h(t) = 1 a-1 ( t ) t exp - si t > 0 
�a r(a) 

- � 

Ex 8. Soit 'Y = LG(O, 1 ) et soit g(x) = 1 x 1 a avec a > O. On désigne par J.L la mesure 
image de y par la fonction g. Déterminer sa densité h. Pour quelle valeur de a obtient-on 
une probabilité d'Euler ? 

2 l-1 { t2/a ) (Réponse : h(t) = 0 si t < 0, h(t) = -- ta ex - 2 si t > 0 et J.1 est la 
a ...f21c 

probabilité d'Euler si a = 2, de paramètres a = 2 et � = � ). 
Ex 9. Soit y = LG(O, 1) et g(x) = ex .  On désigne par J.l. la probabilité image de 'Y par 
la fonction g, dite probabilité log-normale. Donner sa densité. 

(Réponse : h(t) = 0 si t < 0, h(t) = -
1
- f exp[- � (..en t)2] si t > 0 ) . ...f21c 

Passons maintenant au cas des mesures discrètes, dont le prototype est la mesure de 
Dirac oa au point a e IR.  Le cas général s'obtient en fixant une suite (�) de points de IR et 
une suite <�> de scalaires positifs ou nuls, donnant J.l. = L <ln oa . On dit quelquefois que J.l. n 
s'obtient en fixant les masses an aux points an . Lorsque L an = 1 on obtient une 
probabilité. 
Ex 10. Probabilité de Bernoulli de paramètre p .  On fixe 0 < p < 1 et 
q = 1 - p. Alors J.1. = p o1 + q o0• 
Ex 11. Probabilité binomiale de paramètres n et p. Avec n entier � 1, 0 < p < 1 et 
q = 1 - p ,  on construit 

Pour n = 1 on retrouve la probabilité de Bernoulli. 
Ex 12. Probabilité de Poisson de paramètre Â. > 0, définie par 
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Ex 13. Probabilité géométrique de paramètre p. Avec 0 < p < 1 et q = 1 - p , on pose 

On constate qu'une mesure discrète J.1. est totalement déterminée par les valeurs 
J.1. ( (a} ), alors que ces valeurs, qui sont nulles, ne donnent aucune information pour les 
mesures diffuses. En un sens mesures discrètes et mesures diffuses apparaissent comme 
complémentaires. Ce point de vue est précisé par l'exercice théorique suivant : 

( 1 . 7.8) Exercice 

Soit J.l. = J.l.p une mesure de Borel-Stieltjes quelconque. Démontrer les assertions : 
a )  L'ensemble D des points a e lR tels que J.l.( (a} ) > 0 est fini (éventuellement 

vide) ou dénombrable. 

b) La mesure discrète À. = L J.l.((t} ) ôt est telle que À. s; J.1.. 
t•D 

c) La mesure J.1. peut se décomposer en J.1. = À. + u , où u est une mesure diffuse. 
d )  La décomposition de J.l. en somme d'une mesure discrète et d'une mesure 

diffuse est unique. 

1.8 Fonctions intégrables 

Revenons maintenant à la situation générale d'un espace mesurable (0, L), � 
étant donc une tribu, sur lequel existe une mesure J.l., associée évidemment à une intégrale 

f � J f dJ.l. , définie sur i+ et à valeurs dans [0, + oo) .  
Avant d'aborder la notion de fonction intégrable, nous allons compléter certains 

résultats relatifs à i + et à l'intégrale J f dJ.l. , intéressants surtout par les propriétés de 
finitude. 

Déjà la propriété de monotonie croissante, dite de Beppo Lévi, conduit à un 
résultat moins précis, mais où la monotonie a disparu. 

( 1 .8 . 1 )  Théorème (Fatou) 

Soit (fn) une suite quelconque de �+ . On a alors 

J (lim inf fn) dJ.l. s; lim inf J fn dJ.l. 
En particulier si fn � f simplement et si J fn dJ.l. s; M alors J f dJ.l. s; M . 
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Preuve. Déjà lim inf fn = Sup Inf fk , et puisque la suite � = l� fk est monotone n k2n ..:n 
croissante, on a par Beppo Lévi 

J (lim inf fn) d� = S�p J � d� 

Mais pour k <:: n on a � � fw donc J � d� � J fk d� et aussi J hn d� � � J fk d� , d'où le 

résultat voulu, à savoir 

J (lim inf fn) d� � S�p � J fk dJ.L 

� lim inf J fn d).l 0 

Remarque. On pourra vérifier sur des exemples simples que même si fn --+ f, la suite des 

intégrales J fn dJ.L peut ne pas avoir de limite, et si elle en a une cette limite peut être 

différente de J f dJ.L. Le théorème de Fatou ne constitue donc qu'une approche assez 

grossière au véritable théorème de passage à la limite dans les intégrales qui sera 
donné plus loin sous le nom de "théorème de convergence dominée de Lebesgue". 

Il importe maintenant de savoir dans quelles conditions on a J f dJ.L < + oo ou 

J f dJ.L = 0 lorsque f e  i+ est fixée. Pour cela nous avons besoin de dégager la notion de 

propriété vraie J.L-presque partout. Étant donné une propriété P(x), dépendant du point 
x e n, on dit que "P est vraie � pp" ou "P(x) est vraie pour �-presque tout x" lorsque 
l'ensemble {x; P(x) n'est pas vérifiée) est négligeable. 

Alors : 

( 1 .8 .2) Proposition 

Soit f e  i+ . Pour que J f d� = 0 il faut et il suffit que f = 0 J.LPP· 
Preuve.  Soit A = (x; f(x) > 0} = (f > 0} . Alors les suites croissantes (nf) et (niA) ont la 
même limite, qui est la fonction (+ oo)lA . Par Beppo Lévi on en déduit que 

lim n J f dJ.L = lim n J.1 A 

d'où résulte aisément que J f dJ.L = 0 <=> J.1 A = O. 

( 1 .8.3) Corollaire -
Soit f, g E  :;E+ . 

a )  Si f � g J.lPP alors J f dJ.L:S J g d).1 

0 
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1 b) Si f = g f.J.PP alors J f df.J. = J gdf.J. 

Preuve. n suffit de prouver a). Or posons B = {f > g}; on obtient un élément de ::E tel que 
JJ.B = 0, et tel aussi que f 1 c :s; g 1 c (en tout point). Écrivons f = f 1 c + f1 et B B B B 
g = g lBc + g lB , et remarquons que f lB = 0 f.J.PP et g lB = 0 f.J.PP· Alors, avec la proposi-
tion on a 

0 

Remarque. Il importe de bien voir, réciproquement que l'égalité J f df.J. = J g df.J. 
n'implique aucune relation intéressante entre f et g dans le cas général. 

(1 .8 .4) Proposition 

Soit f e  i+ telle que J f df.J. < + oo .  
Alors on a f < + oo f.J.PP· 

Preuve . Soit A = [f = +oo } e ::E • On a donc n l A  :s; f pour tout n, donc 

0 

Cette proposition presque triviale (connaissant les propriétés d'une mesure) a 
cependant comme conséquences des résultats extrêmement importants pour les 
applications. 

(1 .8 .5) Corollaire 

a )  Soit (fn) une suite croissante de :f+ . On suppose que la suite ( J fn df.J.) reste 
bornée dans lR. Alors la suite (fn) est f.J.PP convergente dans lR. 

b) Soit (fn) une suite quelconque de :f+ . On suppose que la série ::E J fn df.J. est 
convergente dans lR .  Alors la série ::E fn est elle-même f.J.PP convergente 
dans lR, et en particulier on a fn -+ 0 f.J.PP· 

On rencontre ici un résultat typique de la théorie de Lebesgue. A savoir qu'une 
information numérique (une suite de nombres est bornée, ou bien une série est 
convergente) donne une information fonctionnelle (une suite de fonctions converge 
ponctuellement, ou bien une série de fonctions converge ponctuellement), le prix à payer 
étant l'intervention du "négligeable", rassemblant les points où "ça ne passe pas" . On 
voit donc que les ensembles négligeables de ::E s'introduisent naturellement dans le jeu. 

Fonctions intégrables. Rappelons les espaces � = � {L) et 6 = 6{L) regroupant les 
fonctions réelles (finies) mesurables et les fonctions étagées mesurables, ainsi que leurs -
cônes positifs � + et 6., contenus dans � + . Pour chaque f e  � on pose 
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r+ = Sup (f, 0) ; f = Sup (- f, 0) 
qui sont des fonctions de :tl + vérifiant les égalités 

{ f = r+ - r { r+ = � < I E I + f> 
l E I  = f. + f" f- = ! < l f l - n 2 

( 1 .8 .6) Définition 

Soit f une fonction mesurable réelle. 

a )  On dit que f est intégrable pour J.1 lorsque l'on a f 1 f 1 dJ.1 < +oc. 
b) Dans ce cas le nombre réel fini 

est appelé l'intégrale de f par rapport à J.1, que l'on note encore f f dJ.L ou 
f f(t) dJ,L(t), ou même f f(t) J.1(dt). 

On a alors facilement : 

(1 .8 .7) Proposition 

a )  Toute fonction mesurable, qui est J.1PP nulle, est intégrable et d'intégrale 
nulle. 

b) Si f est une fonction mesurable telle que 1 f 1 � g, où g est intégrable, alors f 
est intégrable. 

c) Si f est intégrable et g mesurable et bornée, alors fg est intégrable. 

Désignons désormais par :tl 1 (0, I., J.1), ou seulement :tl 1 (J.1} ou même :tl 1 l'ensemble des 
fonctions intégrables. Les propriétés les plus simples de :tl 1 sont : 

( 1 .8 .8) Théorème 

a )  :tl 1 est un sous-espace vectoriel réticulé de l'algèbre :tl . 
b) L'intégrale 1( . )  est une forme linéaire positive sur :tl 1 . En particulier, 

si f e :tl 1 on a l'inégalité, dite de la moyenne 

Le théorème de convergence dominée de Lebesgue. On aborde maintenant l'un des 
aspects les plus célèbres de la théorie, qui va donner un outil puissant pour les calculs 
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d'intégrales, en explicitant un cas très général où l'on peut intervertir l'intégration et le 
passage à la limite simple pour les suites. 

( 1 .8 .9) Théorème (Convergence dominée de Lebesgue) 

Soit (fn) une suite de fonctions intégrables telles que : 
a )  fn converge J.lPP vers une fonction mesurable f. 
b) Il existe une fonction positive intégrable g telle que 

1 fn 1 � g J.lPP pour chaque n 
(condition de domination). 

Alors f est intégrable et J fn dJ.l � J f dJ.l . 
Preuve. Les ensembles d'exception N = {x, fn(x) � f(x) } , Mn = { 1 fn 1 > g }, M = U Mn , 
sont tous éléments de I., et négligeables, donc B = N U M est négligeable. En modifiant 
toutes les fonctions en les remplaçant par 0 sur B, c'est-à-dire en les multipliant par 
1 c ,  on ne change ni leur mesurabilité, ni leur intégrabilité, ni leurs intégrales. On peut B 
donc supposer que fn � f partout et 1 fn 1 � g partout. Soit alors 

�= lnf fk , lc2:n vn = Sup fk , 
lc2:n 

de sorte que un Î f ,  vn J.. f et wn J.. O. De plus la condition � �  fk � vn pour k <:: n garantit 
que � � f � v n , donc aussi 1 fn - f 1 � w n , et puisque 1 f 1 � g, la fonction f est intégrable 
e t 

Tout sera démontré si l'on prouve que J w n dJ,l J.. O. Or wn � w1 � 2g assure que 

w1 -wn Îw1 et J w1 dJ,l < + oo .  ParBeppo Lévi on a donc J (w1 - wn) dJ.l � J w1 dJ.l , 

d'où J wn dJ.l � 0 par différence. 0 

Remarque. 1 )  Si la suite (fn) converge partout vers f, alors f est automatiquement 
mesurable. Mais si fn � f seulement J.lpp, alors la mesurabilité de f doit être supposée, 
sauf si toutefois la tribu de départ I. contient les ensembles négligeables (auquel cas on 
dit que la mesure J.l est complète sur I,). 

2) On donnera quelques exemples simples montrant que la propriété J fn dJ.l � J f dJ.l 
devient fausse si l'on abandonne la condition de convergence dominée, même si on la 

remplace par la condition notoirement plus faible J 1 fn 1 dJ.l � M, ce qui ramène au 
théorème de Fatou (1 .8.1). 
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La première conséquence du théorème de Lebesgue est essentielle pour les 

applications puisqu'elle donne le résultat le plus puissant sur la permutation du signe J 
d'intégration et du signe I. de sommation. 

(1 .8 . 10) Théorème (Intégration terme à terme des séries) 

Soit (fn) une suite de fonctions intégrables telles que 

Alors la série I. fn est J.I.PP absolument convergente dans R, et il existe une 
fonction intégrable F telle que 

et 

Preuve. Soit h = I. 1 fn 1 e :fi+ . Alors J h dJ.L = I. J 1 fn 1 dJ.L < + oo ,  donc h est J.I.PP finie. 
L'ensemble B = {h < + oo} e I. est donc tel que J.l. Be = 0, de sorte que la fonction g = h lu est 

n 
partout finie et intégrable. Par ailleurs les sommes partielles F n = :2, fk sont telles que 

lcoO 

1 F n 1 � h, donc 1 F n 1 � g J.l.PP et F n ---+ F = :2. fn sur B, puisque la convergence absolue 
0 

implique la convergence. ll n'y a plus qu'à appliquer le théorème de Lebesgue en 
définissant F partout par F = I. fn lu. · 0 

Fonctions complexes intégrables. Si f = g + ih est une fonction complexe 0 ---+ a: , on dit 
qu'elle est mesurable lorsqu'elle est mesurable par rapport à la tribu borélienne $ 2 
de a: =  R2 et à la tribu I. sur O. Puisque $2 est engendrée par les ensembles quadrants 
{x < a., y < �}, on voit que f est mesurable ssi ses parties réelle g = Re f et imaginaire 
h = lm f sont mesurables. Comme par ailleurs 

l f l � l g 1 +  l h l � 2 l f l 
on voit aussi que 1 f 1 est intégrable ssi g et h sont intégrables. Ce dernier fait légitime la 
définition suivante : 

( 1 .8 . 1 1 ) Définition 

Une fonction complexe mesurable f = g + ih est dite intégrable (par rapport à 
la mesure J.l.) lorsque 1 f 1 est elle-même intégrable. Pour une telle fonction la 
quantité 

I<o = I f dJ.1. = I g dJ.L + i I h dJ.L 
est appelée l'intégrale de f par rapport à J.l.. 
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L'espace � 1 = � 1 (J.l, Cl:) de ces fonctions complexes intégrables est évidemment un espace 
vectoriel sur lequel la fonctionnelle intégrale est linéaire. De plus, on a encore validité 
de la formule de la moyenne (1 .8.8) sous la forme 

(1 .8 .12) Proposition (Formule de la moyenne) 

Si f est une fonction complexe intégrable alors 

Preuve. Posons J f dJ.l ,;. p e19 avec p = 1 J f dJ.L 1 et ainsi 

p = J é9 (g + ih) dJ.L si f = g + ih 

= J (g cos 9 + h sin 9) dJ.l car p est réel 

� J 1 g cos 9 + h sin 9 1 dJ.l � J 1 f 1 dJ.l 
• lep carpour z = x + ty = r e  on a 

1 x cos 9 + y sin e 1 = 1 r cos (9 - <p) 1 � r. 0 

Intégration sur une partie A. Étant donné une fonction intégrable f, alors pour toute 
partie A e l:, la fonction f lA est encore intégrable. On convient donc de poser, en accord 
ave!: les notations de (1 .5.7) relatives aux mesures à densité 

On a alors la propriété suivante. 

(1 .8 .13) Proposition 

Soit f une fonction intégrable (éventuellement complexe). Pou_r que l'on ait 

f = 0 J.lpp, il faut et il suffit que t f dJ.l = 0 pour toute partie A e L . 
Preuve. On se ramène immédiatement au cas réel, et seule la suffisance de la condition 
est à prouver. Or posons A =  { f � 0) e l: et B = Ac =  {f < 0), ce qui donne 

l f l = f 1A - f 18 

d'où J 1 f 1 dJ.l = J/ dJ.l - Js f dJ.l = 0 et 1 f 1 = 0 J.lPP avec (1 .8.2). 0 

On remarquera bien la différence entre (1 .8.2) et (1 .8.13). Dans le premier cas la fonction 

f est positive et J f dJ.l = 0 suffit pour impliquer f = 0 JlPPi dans le second cas f est 

quelconque et bien entendu la nullité de l'intégrale J f dJ.l sur tout l'espace ne suffit plus; 
il y faut la nullité de toutes les intégrales JA f dJ.L pour A e l:. 
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Lorsque h est une fonction intégrable et positive, alors l'application A � t h dJ..I. , 

définie sur L, est une mesure u, notée en général h.J..I. ou hJ..I., ou du = hdJJ.. Et c'est même 
exactement la mesure de densité h par rapport à J.1. Mais ici u est en plus une mesure 
finie sur L puisque 

'\) (.Q} = I h dJ..I. < + 00 

Avec (1 .8.13) on voit que si u admet deux densités h1 et h2 par rapport à J..l., alors 

J h1 dJJ. = J h2 dJJ. pour toute partie A e L, donc h1 = � J..I.PP· On a donc unicité de la 
A - A 
densité modulo l'égalité J..I.PP· En résumé : 

(1 .8.14) Proposition 

Pour toute fonction h intégrable et positive, la fonctionnelle u définie sur 
L par 

u (A) = t hdJ..I. 

est une mesure fuùe, et c'est la mesure de densité h. De plus on a 
a )  Toute partie A e L qui est JJ.-négligeable est nécessairement 

u-négligeable. 
b) Pour qu'une fonction mesurable f :  n � lR soit intégrable par rapport à la 

mesure u, il faut et il suffit que la fonction f.h soit intégrable par rapport 
à J..l., et dans ce cas 

J h du =  J f h  dJ..I. 

Preuve. L'assertion b) provient de (1 .5 .7) puisque l'intégrale associée à u a été 

précisément définie par la relation J f du = Lu (f) = � (fh) = J f h  dJ..I. pour toute f e  i+ . 
Il suffit donc de remplacer la fonction intégrable f par les fonctions 1 f 1 1 r 1 r 
successives pour conclure. D 

Remarque. La condition a) donne une condition nécessaire pour qu'une mesure finie u soit 
densitable par rapport à J..l., qui peut être utile dans certains cas. Par exemple si J..1. = Â. est 
la mesure de Borel sur lR et si u = B. est une mesure de Dirac, ou même une mesure discrète 
u = L On  B� avec 0 < L On  < + oo de façon que u soit finie et non nulle, alors l'ensemble au 
plus dénombrable D = (a}, ou D = (a1 ,  a2, • • •  , �' . . .  } est tel que Â.(D) = 0 et u(D) = u(O). 
La mesure u n'est donc pas densitable par rapport à la mesure Â.. 

Intégration par rapport à une mesure image. Fixons une application mesurable 
h : (0, L) � (X, �) entre deux espaces mesurables et désignons, conformément à (1 .5.7), 
par u = h(J..I.) la mesure image par h de toute mesure J..l. sur L. On rappelle que pour 
B e � et f : X � iR+ mesurable on a 
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u(B) = J.L ( h-1 (B} ] 
I f du = I <f 0 h) dJ.L = I f [h(t)] dJ.L<t> 

ce qui fournit, de la même manière qu'en (1 -8.14), le résultat : 

( 1 .8 .15) Proposition 

Pour qu'une fonction mesurable f :  X -+ lR (ou X -+ Œ )  soit intégrable par 
rapport à la mesure image u = h(J.L), il faut et il suffit que la fonction 
f o h : n -+ lR (ou n -+ Œ )  soit intégrable pour la mesure J.L. De plus, 
dans ee cas 

J f du = J (f o h) dJ.L = J f [h(t)] dJ.L(t) 

Preuve. Tout provient de 1 f o h  1 = 1 f 1 o h, qui ramène au cas f ;;:: 0 . 0 

Donnons deux exemples d'application, le second étant déjà assez élaboré. 

( 1 .8.16) Exemple 1. Mesure de Borel sur R P  et homothéties. Fixons une homothétie 
H = H (0, k), de centre 0 et de rapport k > 0, et .considérons la mesure image J.L = H(),P

), 
où Âp est la mesure de Borel sur ]RP . Alors pour tout pavé P de ]RP on a évidemment 

J.L{P) = Âp (H"l(P)) = k
� Âp (P) 

de sorte que J.L et 
k
� Âp sont deux mesures cr-finies sur la tribu borélienne $

P 
de lR P , qui 

coïncident sur la classe des pavés, donc sur l'anneau � engendré (qui est formé, 
rappelons-le, des réunions finies disjointes de pavés). Coinll'ie J.L et _1_ Â.P sont en · 

kp 
fait cr-finies sur � ,  on peut appliquer le théorème d'unicité (L6.16.b) et obtenir que 

J.L = k� Âp .  Or H"1 = H ( 0, � ) , de sorte qu'en changeant k en � on obtient : 

Pour tout partie borélienne A de R P , désignons par kA = Hk (A) l'image de A 
dans l'homothétie Hk = H(O, k) de centre l'origine et de rapport k > O. Alors 

Âp (kA) = kP Âp (A) 

Pour p = 1, 2, 3 on retrouve un résultat classique lorsqu'on particularise l'ensemble A. 

( 1 .8 .16) Exemple 2. Intégration des fonctions sphériques sur :&, P. Désignons par 
llxll = (x� + . . .  + x!> 112 1a norme euclidienne sur ]RP . On dit qu'une fonction g :  ]RP -+ lR ou 

Œ est sphérique, ou radiale, si elle ne dépend que de llx ll , autrement dit s'il existe 
une fonction f :  [0, +oo) -+ lR ou Œ, telle que g(x) = f([ llx ll ] .  ll est clair alors, si f est 
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borélienne, que l'intégrale f g d� = J g(x) dx , si elle existe, va pouvoir se calculer 
aisément sous la forme 

J g(x> dx = J f([uxu] dx = J f<t> d�<t> 
en introduisant la mesure image � = h(�), avec h(x) = llxll . ll faut donc déterminer � et 
pour cela, en remarquant que � est une mesure sur [0, +oo), calculer sa fonction de 
répartition 

F11(t) = � [0, t [ = � { x ; llxll < t } 
pour t > O. Or la boule ouverte { Il • Il < t } est l'homothétique de la boule unité 

0 
ouverte BP = {x, l lxl l < 1} dans l'homothétie de rapport t. Il en résulte que si l'on désigne 

0 
par V P = Â.P ( BP ) le p-volume de cette boule unité, on a nécessairement 

FIL (t) = vp tP = I� p YP up-1 du ' ce qui prouve que � est définie par la densité pVP uP"1 

sur [0, +oo). Et puisque � est diffuse, on voit que V P est aussi le volume Â.P (Bp> de la boule 
unité fermée BP . En résumé, et ne connaissant pas encore V P , on a : 

( 1 .8 . 17) Proposition 

Soit VP = Â.P (BP) le volume p-dimensionnel de la boule unité BP de JRP. On a 
l 'égal i té 

Lp f ( llxll ) dx = p vp r tp-1 f(t) dt 

chaque fois que f est borélienne et positive sur [0, +oo), ou bien telle 

Calcul de V p· En particularisant f on doit pouvoir calculer le volume V p· Choisissons en 
2 

effet f(t) = exp ( - � ) et désignons par 

1 =  f ex+�)dt = 2 r exp( - � ) dt 

l'intégrale de Gauss (égale à ...f21t , mais dont nous allons justement retrouver la valeur). 

Puisque J 
J
l exp [ - 11�12 J dx = JP , on a déjà 
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J. - 2 
Or l'intégrale Jp = 

0 
l exp ( - � ) dt est telle que 

J.,., = r tP d[ - exp ( - � ]  = p Jp-1 

d'où l'on tire 
car J1 = 1 

1 car J0 = 2 
de sorte que la formule IP = p V 

P 
Jp-1 donne 

� 2 � v 'ln = 2n n! v'ln+l = 
1 .3 . . . (2n+l) 

Or l'égalité V 2 = 1t fournit 12 = 21t, donc 1 = {ïit , et par suite on obtient le résultat 
définitif 

1 rf v'ln = • n. v'ln+l = 1 .3 . . .  (2n+l) 

1.9 Intégrale de Riemarin. et intégrale de Lebesgue 

ll s'agit ici de comparer l'intégrale de Riemann sur IR ,  qui généralise l'intégrale 
des fonctions continues, avec l'intégrale que nous venons de construire, associée à la 
mesure de Borel "longueur" À. 

ll convient toutefois de bien séparer le cas de l'intégrale de Riemann sur [a, b] du 
cas de l'intégrale généralisée (ou impropre) sur IR, qui nlest pas, à proprement parler, 
une intégrale de Riemann. 
Intégrale sur [a,. b]. Soit f une fonction réelle bornée sur [a, b] . A chaque subdivision cr :  
a = Xo < x1 < . . .  < "n+ 1 = b , on associe les valeurs 

Il'\= lnf { f(t) ; t e  [xk, xk+l] } 
� = Sup { f(t) ; t e [xk, xk+l] } 

puis les sommes de Darboux 

s(cr) = :E � (Xx+l - xk ) ; 
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On rappelle que f est dite Riemann-intégrable sur [a, b], s'il existe un nombre réel 1, 
appelé intégrale de f, tel que les sommes s(a) et S(a) tendent vers 1 quand le 
pas 5(a) = Max (xk+l - xk) tend vers O. On sait alors (théorème de Riemann) qu'il faut et 
il suffit que l'on ait 

O.( a) = S(a) - s(a) -+ 0 quand 5(a) -+ 0 

Associant à chaque subdivision a les fonctions étagées <�la = I. mk 11k et 'l'a = I. Mk 11k , 
avec Ix = [ xk , xk+1 [ pour 0 S k < n et In =  [ � ,  �+l ] (de façon à partitionner [a, b] et non 
pas seulement [a, b [ ), on voit que 

<�la s; f s; 'l'a , s(a) = J <�la dÀ. , S(a) = J 'l'a dÀ. . 

Choisissons maintenant une suite de subdivisions emboîtées en prenant pour an la 
subdivision définie par un découpage équidistant de [a, b], de pas 5n = 2-

n (b - a) ,  soit : 
k 

Xx= a + 2n (b - a) k = 0, 1, . . .  , 2n 

et notons <�ln et 'l'n les fonctions étagées associées. Alors la suite (cpn) est croissante, la 
suite ('l'n) est décroissante et 

J <'l'n - <i>n> dÂ. = S(an> - s(crn) = O. (an) . 

En posant cp =  lim <�ln et 'l' =  lim 'l'n , on obtient l'encadrement cp s; f s; 'l' et la condition de 
Riemann donne, par monotonie décroissante 

J ('l' - cp) dÀ. = lim n (cr;) = 0 

d'où l'on déduit 'l' = cp presque partout, donc aussi f = cp = 'l' presque partout, et bien 
entendu 

Maintenant il est clair que les fonctions cp et 'l' sont Borel-mesurables (car limites 
simples de fonctions étagées), mais f ne l'est pas nécessairement. En fait, avec (1 .6.17) et 
le début de (1 .7), on voit que f est en réalité mesurable par rapport à la tribu 4 = $l de 
Lebesgue, engendrée par $ et les ensembles négligeables, donc aussi intégrable par 

rapport à la mesure de Lebesgue i sur $Â. , et telle enfin que J f di = I cp di = r f(x) dx . 
En résumé, on a : 

(1 .9 .1 ) Théorème 

Toute fonction f Riemann-intégrable sur [a, b] est Lebesgue-mesurable et 
Lebesgue-intégrable sur [a, b] (mais pas nécessairement Borel-mesurable) et 

r f(x) dx = ( f di J [a,b) 
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On voit donc que l'intégrale de Lebesgue est beaucoup plus générale que l'intégrale de 
Riemann. Elle permet d'ailleurs d'intégrer des fonctions non bornées, ce que ne peut faire 
l'intégrale de Riemann. Mais même dans le champ des fonctions bornées, elle présente 
un avantage (et nous en verrons beaucoup d'autres) . Par exemple, la fonction g de 
Dirichlet, égale à la fonction indicatrice de (Q n [a, b] , est Lebesgue-intégrable (et 
Borel-mesurable) et d'intégrale nulle puisque g = 0 p.p ; elle est partout discontinue, et 
pour chaque subdivision cr on a lTlx = 0 et Mk = 1 , donc 

S(cr) - s(cr) = O(cr) = b - a 
ce qui assure que g n'est pas Riemann-intégrable. 

Pour compléter cet état comparatif rappelons qu'une fonction h est dite "en escaliers " 

s'il existe une partition finie de [a, b] formée d'intervalles, sur chacun desquels h est 
constante. Toute fonction en escaliers est donc étagée, mais la réciproque est fausse 
évidemment. On dit encore qu'une fonction f est réglée, lorsqu'elle est limite uniforme 
sur [a, b] de fonctions en escaliers : c'est le cas des fonctions continues et des fonctions 
monotones. On fait d'ailleurs souvent la théorie élémentaire de l'intégration sur [a, b] 
avec les fonctions réglées. Et les comparaisons avec l' intégrale de Riemann et 
l'intégrale de Lebesgue, du point de vue de la puissance de la théorie, se font avec 
l'énoncé suivant : 

a )  L'ensemble des points de discontinuité d'une fonction réglée f est au plus 
dénombrable et f admet en chacun de ces points une limite à droite et une 
limite à gauche. 

b) L'ensemble des points de discontinuité d'une fonction Riemann-intégrable 
est négligeable (pour la mesure de Borel Â.) 

c) Une fonction Lebesgue-intégrable peut être partout discontinue. 

Intégrale généralisée sur un intervalle 1. Ici on part avec un . intervalle 
1 = (a., �) supposé a priori non compact (donc non borné, ou alors borné mais non fermé), et 
une fonction f définie sur 1 et supposée seulement localement intégrable au sens de 
Riemann, c'est-à-dire Riemann-intégrable sur tout sous-intervalle compact [a, b] de 1. 
L'intégrale généralisée (ou impropre) de f sur 1 est définie par 

b 
JI f(x) dx = lim f f(x) dx a.l.a,bt� a 

lorsque cette limite existe dans R .  On dit encore que l'intégrale JI f(x) dx est 
convergente, et qu'elle est- divergente dans le cas contraire. 
D'après (1 .9.1) f est déjà localement Lebesgue-intégrable sur 1. Mais elle peut ne pas 
être Lebesgue-intégrable sur 1. En effet : 
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Théorème 

Soit f une fonction localement Riemann-intégrable sur I. Pour que f soit 

Lebesgue-intégrable, il faut et il suffit que l'intégrale impropre fr f(x) dx 

soit absolument convergente, c'est-à-dire que l'intégrale fr 1 f(x) 1 dx soit 
convergente (donc finie). On a alors dans ce cas l'égalité 

fr f(x) dx = fr f di 
Preuve. On fixe les suites (�) et (bn) telles que � J, CL et bn Î � et soit <i>n = 1 [a b 1 • n' n Si Jr 1 f(x) 1 dx < + oo alors 

Jbn J <i>n 1 f 1 di = •n 1 f i dx Î JI 1 f(x) 1 dx 

et ainsi la suite <i>n 1 f 1 croissant vers 1 f 1 ,  le théorème de Beppo Lévi donne 

J1 1 f 1 di = J1 1 f(x) 1 dx < + oo , donc f est Lebesgue-intégrable sur I. Alors le théorème de 
convergence dominée de Lebesgue s'applique à la suite <i>n f, de sorte que 

Jbn JI f di = lim J <i>n f dÂ. = lim f(x) dx = J1 f(x) dx •n 
Réciproquement si f est Lebesgue-intégrable sur 1 ,  alors aussi 1 f 1 ,  donc pour [a, b] c 1 ,  
on a 

Jbl f(x) l dx = f l fl di $f 1 f l di < +oo 
a [a,b] I 

ce qui prouve la convergence absolue de l'intégrale J1 f(x) dx. 0 

Remarque 1. Si f est continue et positive sur JR ,  alors avec 1 = JR ,  on retrouve la 

proposition (1 .7.1 ), dans le cas où l'intégrale [ f(x) dx est finie. Mais la preuve de 

(1 .7.1)  ressemble étrangement à la preuve de (1.9.1) ! 

Remarque 2. On sait que l'intégrale r si: x dx est convergente (et de valeur � ) , sans 

être absolument convergente. La fcnction sin x possède donc sur 1 = [0, +oo) une intégrale x 
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généralisée sans être Lebesgue-intégrable (bien qu'elle soit continue). Ce fait réhabilite 
en quelque sorte la théorie de l'intégrale généralisée, qui dans les cas de semi
convergence, peut fournir des résultats inaccessibles par la théorie de l'intégrale de 
Lebesgue. 

1.10 Fonctions définies par des intégrales 

On fixe une mesure J.L sur (.Q, L). En considérant un autre espace X et une fonction 
f :  .Q x X ---+ lR ou ct, on peut introduire une nouvelle fonction 

F(x) = J f(w, x) dJ.L(W) x e X 

si l'on suppose que pour chaque x e X la fonction partielle w ---+ f(w, x) est intégrable. La 
question naturelle qui se pose est de se demander dans quelles conditions les propriétés 
de régularité des fonctions x ---+ f(w, x) sur X vont se transmettre à la fonction F. Par 
exemple si X = T est un espace métrique, ou X = 1 un intervalle de lR, ou X = U un ouvert 
du plan complexe, peut-on garantir que F soit continue sur T, ou dérivable sur 1, ou 
holomorphe sur U ? 

Examinons ces questions une à une, la réponse étant toujours sous-tendue par le 
théorème de convergence dominée de Lebesgue. 

(1 . 10 .1 )  Théorème (de continuité) 

Soit T un espace métrique et f une fonction réelle ou complexe, définie 
sur .0. x T. On suppose que : 
a )  Pour tout x e T la fonction w ---+ f(w, x) est intégrable. 
b) Pour J.L-presque tout w e n, l,a fonction x ---+ f(w, x) est continue au point 

Xo e T (resp. est continue sur T). 
c) Il existe une fonction g intégrable telle que, pour tout x e T, on ait 

1 f(w, x) 1 � g(w) J.LPP sur n. (condition CD de convergence dominée). 

Alors la fonction F :  x ---+ J f(w, x) dJ.L(W) est continue au point x0 (resp. 
sur T). 

Preuve. Fixons dans T la suite ("n) telle que "n ---+ Xo • Pour voir que F("n) ---+ F<:xo> , il 
suffit alors d'appliquer le théorème de Lebesgue (1 .8.9) à la suite � : w ---+ f(w, "n) , qui 
tend J.LPP vers la fonction h :  w ---+ f(w, :xo>. 0 

(1 .10.2) Théorème (de dérivabilité) 

Soit 1 un intervalle de lR et soit f une fonction, réelle ou complexe, définie sur 
n x 1. On suppose que : 
a )  Pour tout x e  1 la fonction w ---+ f(w, x) est intégrable. 
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b) Pour tout (1) E n, la fonction x � f(co, x) est dérivable sur 1 
c) n existe une fonction g intégrable telle que l'on ait, pour tout x e 1, et tout 

co e n, 

1 ! f(co ,  x) l � g(co) 

(condition CD de convergence dominée) 

Alors la fonction F :  x � J f(co, x) dJ..L(CO) est continue et dérivable sur 

l'intervalle 1. Pour tout x e 1, la fonction co � ! f(co, x) est intégrable sur 

n, et on a la fonnule de dérivation sous le signe d'intégration 

F(x) = f � f(co, x) dJ..L(CO) 
a x 

Preuve. Supposons f réelle et fixons x e 1 et une suite "n � x, avec "n e 1 et "n -:F- x. La 
fonnule des accroissements finis montre que la suite des fonctions 

f(co, x) - f(co, xn) kn : (1) � --'----'-_..._ . X - "n  
a est telle que 1 � 1 S g partout, et � � àx. f(co, x) . 

Ici encore le théorème de Lebesgue (1 .8.9) donne le résultat. 0 

Remarque 1. On constate qu'il est inutile de chercher d'abord à obtenir la continuité de 
F. En particulier l'hypothèse (1 .10.1c) de convergence dominée est inutile, mais elle 
doit être remplacée par l'hypothèse CD relative à la dérivée. Si l'on veut donc 
démontrer que F est p fois dérivable, il suffira de prouver l'intégrabilité de chacune des 

fonctions co � ;fk f(co, x) pour x e 1 et 0 S k S p - 1 en s'assurant que la condition CD 
ax 

t t. ·' ·t · d z d · •  déri" • aPf 
es sa u1at e au ntveau e a erntere vee àx,P • 

Remarque 2. La dérivabilité étant une propriété locale, il suffit pour la validité de 
(1 .10.2) que la condition de convergence dominée c) soit vérifiée localement, c'est-à-dire 
sur chaque sous-intervalle compact J = [a, b] de 1, autrement dit qu'il existe, pour 

chaque tel J, une fonction intégrable g1 telle que 1 ! f(co, x) 1 s g1 (co) pour tout x e  J et 

tout CO E 0. 

Remarque 3. On observera aussi la différence entre les énoncés b) et c) de (1 .10.1) et 
(1 .10.2). Dans le second cas, les égalités ou inégalités ont lieu partout et non pas 
seulement J..I.PP· Cela tient à l'utilisation de la fonnule des accroissements finis 
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a � (ro) = ax f(ro, Yn) 

avec Yn e ] x, � [ , dépendant a priori de œ, sans que l'on sache comment. 

Remarque 4. Choisissant n = N avec pour J.L la mesure dénombrement, on obtient du 
même coup des théorèmes de continuité et de dérivabilité pour des fonctions définies 
par des séries. 

Remarque 5. On mesurera enfin l'efficacité de ces théorèmes en les comparant, sur des 
exemples concrets, aux énoncés analogues relatifs à la convergence uniforme (et à la 
mesure de Borel sur lR). En particulier le théorème de continuité ne nécessite ici aucune 
hypothèse globale de continuité de la fonction f(ro, x) par rapport au couple (ro, x). 

Le dernier résultat que nous donnerons est relatif à l'holomorphie et peut-être sauté 
dans une première lecture. Il convient de remarquer qu'il est d'une simplicité toute 
particulière, quoiqu'extrêmement puissant en pratique. 

( 1 .10.3) Théorème (d'holomorphie) 

Soit U un ouvert et soit f une fonction complexe, définie sur 
n x u. On suppose que : 
a )  Pour tout z e U la fonction ro � f(ro, z) est intégrable sur n. 

b) Pour tout (1) E n, la fonction z � f(ro, z) est holomorphe sur u. 
c) Pour tout compact K de U, il existe une fonction intégrable gK telle que, 

pour tout z e K, on ait 1 f(ro, z) 1 s gK (ro) 1.1.pp sur n (condition CD de 
convergence dominée). 

Alors la fonction F :  z � J f(ro, z) dJ.L(ro) est holomorphe sur U. De plus, pour 

tout entier k et tout z e U, la fonction ro � !x f(ro, z) est intégrable sur n et 

F" (z) = f � f(ro, z) dJl(Ol) 

Preuve. Soit K un compact de U, F = C U et d = d(K, F) > 0 la distance de K au fermé 
disjoint F. Posons p = � = PK· Déjà le théorème (1 .10.1) garantit la continuité de F sur K, 
donc en fait la continuité de F sur U. 

Fixons Xo e K et le disque D (zt>, p) de frontière le cercle r = { z; 1 z - Zo 1 = p } . Alors 
D(z0, p )  c- L ,  où L est le compact de U défini par L = � = { z ;  d(z, K) s p }  . Par 
holomorphie de la fonction z � f(ro, z) on a les formules de Cauchy : 



( 1 ) 
f( ) _ _ 1 i f(ro ,  �) d� ro, z - 2 . � ., 11t ., - z r 

of (ro z)  = + { f(ro, �) d� oz ' 211t Jr (� _ z)2 
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si l z -� l < p  

En paramétrant r selon � = Zo + pe19 , et en faisant intervenir les points � = � + p e2i1t* , 
on approche les intégrales précédentes par les sommes de Riemann 

(2 ) 
Q. Î, f(ro, �k) 2ilt� h (ro) = e n n n l<lol �k- z 
Q. Î, f(ro, �k) k 

kn (ro) = e2lltn: n »-1 (�k- z)2 

� 

� 

f(ro, z) 

o f  
oz (ro, z) 

Or on a les conditions de domination 
p lfflfL 1 hn (ro) 1 � 1 1 

P gL (ro) � p - l z - �  1 p - Z - Zo 
(3) 

ce qui donne aussi, avec z = � , en faisant varier � dans K, la condition 

(4 ) 1 �! (ro, z) 1 � � gL (ro) pour tout z e K 

et bien entendu garantit, avec le théorème de Lebesgue, les égalités 

(5 ) 

J of 1 i f<�> � (ro, z) dJ.l(ro)  = -;;-:---- 2 d� oz .... ' 1t r (� - z) 

grâce à la continuité de F, permettant de passer à la limite pour les sommes de Riemann 
introduites . 

. En supposant Zo = 0 pour simplifier, donc 1 z 1 < p , on voit que F est développable en série 
entière convergente pour 1 z 1 < p , ce qui assure que F est holomorphe sur U. De plus, par 
dérivation des séries entières, ou par application de la formule de Cauchy, on a 
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1 1 Hl;> J af F(z) = -2 .  2 dÇ = -0 (ro, z) dJJ.(ro) 
l1t r (1; - z) z 

pour 1 z - Zo 1 < p ,  donc en particulier sur K, donc en fait sur U. TI n'y a plus alors qu'à 

repartir avec F à la place de F et la fonction �! à la place de f, une fois vu que la 

condition (4) donne exactement la condition de convergence dominée c) pour �! . 0 

( 1 . 10.4) Exercices 

Ex l. 

Ex 2. 

1 f... ixt ( t2 ) , On pose G(x) = fu ... e exp - 2 dt pour x reel. 

a )  Calculer G par dérivation en montrant que G'(x) = - x  G(x). 

b) Déterminer la fonction H{x) = � r e"' exp (- � ft pour x réel, puis 

démontrer que H est la restriction à l'axe réel d'une fonction H(z) entière, 
c'est-à-dire holomorphe dans tout le plan complexe. En déduire que 

2 
H(z) = exp (� ) et retrouver ainsi la valeur de G(x). 

On considère la fonction 

K(x) D .k. r exp H ( � + t' ) }· pour tout x réel. 

a )  Prouver que K est continue et bornée. 
b) Prouver que K est dérivable pour x *  O. 

c) En faisant le changement de variable u = ; dans l'expression intégrale 

de K'(x), prouver que K'(x) = - K(x) pour x > O. 

d) En déduire l'égalité K(x) = e· l x l pour tout x. 



Ex 3. 
On considère les fonctions, définies pour tout x réel 

F(x) = f .. cos tx dt 
1 +t2 0 

G(x) = J .. 1 - cos tx � 
t2 1 +t2 0 

a )  Établir que F et G sont continues et calculer F(O) et G(O). 

f .. 2 1 1 sin t b) Prouver que F(O) - F(x) + G(x) = C x avec C = -2-
dt . 

0 t 
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c) Démontrer que G est deux fois continûment dérivable sur R et telle que 
G" = F. En déduire l'expression de F(x) pour x > 0, puis pour x quelconque. 
La fonction F est-elle dérivable au point x = 0 ? 

d) Donner la valeur de la constante C. 
e) Prouver enfin les égalités suivantes pour a >  0 

f .. 2 sin t d t  1t --- = (e·• - 1 + 2a) 
0 e a2 + t2 4a3 

Quelle égalité obtient-on par multiplication par a2 en faisant tendre a 
vers +oo ? 

Les fonctions B et r d'Euler. Pour illustrer les théorèmes de continuité, de dérivabilité 
ou d'holomorphie, revenons à la fonction r d'Euler, déjà introduite en (1 .7.7., Ex. 7), et 
dont l'utilisation est essentielle pour le calcul de nombreuses intégrales en rapport avec 
la mesure de Laplace-Gauss et les mesures d'Euler. ll s'agit id d'en esquisser une théorie 
faisant apparaître ses principales propriétés, et pour cela, recourons pour simplifier 
aux exercices. Rappelons tout d'abord que, pour une mesure J.1 quelconque sur un espace 
(0, I.), et pour des fonctions f, g mesurables et positives, on a toujours l'inégalité, dite de 
Cauchy-Schwarz 

0 fg dJ.1y � I f2 d)l . I g2 $ 
que les intégrales soient finies ou non. Pour démontrer cette inégalité on se ramène au cas 

où les deux intégrales J f2 dJ.1 et J g2 dJ.1 sont finies et strictement positives, et on 

considère l'intégrale T(À.) = J (f + À.g)2 d)l pour tout À. réel, ce qui définit un trinôme 
positif ou nul sur R, dont le discriminant li est négatif ou nul par conséquent, ce qui donne 
l ' inégalité cherchée. 
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( 1 . 10.5) Exercice 

Soit J.L une mesu ' '" borélienne sur l'intervalle ] 0, +oo), telle que la fonction ta-1 
soit intégrable pour  tout a >  O. On suppose J.L non nulle. 
a )  Montrer qu(• les fonctions ta-1 l ln t 1 P sont intégrables pour J.L, pour tout 

a >  0 et tou t , ·ntier p ;;:o; O. 

b) On pose <l>(x ) = J tx-1 dJ.L(t} pour tout x > O. Montrer que Cl» est une fonction 
strictement t •ositive, indéfiniment dérivable sur ] 0, + oo). Expliciter cl>' 
et cl>", puis démontrer l'inégalité ci>'

2 � cl>  cl>" comme conséquence de 
l'inégalité d, .  Cauchy-Schwarz. En déduire que la fonction l n  cl> est 

1 • cl>' • On d"t 1 .... convexe, c cst -à-dire que la fonction � est crmssante. 1 a ors que -v 

est logarithu, iquement convexe. 

( 1 . 10.6) Exercice 

On choisit pour � l  la probabilité définie par la densité e·t par rapport à la 
mesure de Borel �:ur [0, +oo). On désigne par r la fonction cl> associée, de sorte 
que 

r(x) = 1- tx-1 e·t dt x >  0 

a )  Montrer que l �(n + 1) = n! pour tout entier n ;;:o; 0, ce qui justifie le terme de 
"fonction fact\'rielle" que l'on attribue quelquefois à la fonction r d'Euler. 

b) Montrer que \ '  vérifie les trois conditions suivantes : 
a) r(l ) =- t 
�) r<x + l. ' = x r(x) pour tout x > 0 
y) r est l<.�arithmiquement convexe sur ] 0, + oo) . 

La propriété la plus �marquable de la fonction r est qu'elle est exactement 
caractérisée par l'ensemble ï.� ces trois conditions. En effet : 

( 1 . 10.7) Théorème <Artin} 
Soit Cl» une foncti\."in définie sur ) O, +oo), strictement positive et dérivable. On 
suppose que <l»(x_ � 1) = x <l»(x) pour tout x >  0 et que Cl» est logarithmiquement 
convexe. On a alC'l� : 

cl>(x) = � '1) r(x) 
pour tout x > O. 

Preuve. En posant H = � , Oit� introduit une fonction qui est manifestement 1-périodique 
et telle que H(l )  = cl>(l) .  � ... -xons 0 < x � 1 et considérons le point n + x tel que 
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tli r· 
n ::;; n + x ::;; n + 1 . Puisque les fonctions � et r sont croissantes et vérifient toutes deux 

l'égalité fonctionnelle f(x + 1 )  = f(x) + ! , obtenue par dérivation logarithmique à x 
. d 1 d" . R) H' cl>' r partir e a con ltiOn p 1 on a avec H = � - r . 
cl>'(n) r'(n+1) H'(x+n) cl>'(n+1) r'(n) 
cl>(n) r(n+l) ::;; H(x+n) S cl>(n+l) - r(n) 

soit encore 
H'(n) 1 H'(x) H'(n) 1 
H(n) - n � H(x) s H(n) + n 

0 H'(n) H'(1) ' · d" · é d à 1 1" · b · r H(n) = H(l )  par peno 1at , one par passage a 1rmte n -+  + oo, on o hent 
H' (x) H'( l ) . . 
H(x) = H( l )  = a pour tout x E  l 0, 1) 1 donc aUSSl pour tout x >  o. n SUlt de là que 
H(x) = C ea:x , et la périodicité de H garantit que a = 0, donc H(x) = C = H(l) = cl>(l) et 
cl>(x) = cl>(l) r(x) . 0 

La fonction B (lire béta), dite fonction eulérienne de première espèce, est définie 
pour x > 0 et y > 0 par 

B (x, y) = J: t"-1 (1 - t)Y-1 dt 

On remarquera qu'en fixant y et en considérant la mesure Il sur )0, 1[ définie par la 
densité (1 - t)Y-l on a, avec les notations de (1.10.5), l'égalité B(x, y) = cl>/x). 

( 1 . 10.8) Exercice 

a )  Établir, pour x > 0 et y > 0, les égalités 

B (x, y) = B (y, x) 

B (x, y+l ) = B (x, y) - B (x+1 ,  y) = ; B (x+1 ,  y) 
x B (x+1 , y) = -- B (x, y) x + y 

b) On fixe y > O. Montrer que la fonction cl>(x) = B(x, y) r(x + y) vérifie les 
conditions du théorème d'Artin. En déduire l'égalité fondamentale 

B (x ) = r(x) r(y) 
' y r(x + y) 

c) Retrouver, à partir de là, la valeur de l' intégrale de Gauss 
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( 1 . 10.9) Exercice 

En revenant à l 'intégration des fonctions sphériques vue en (1 .8 .17), établir 
que le volume V 

P 
de la boule euclidienne B

P 
de JRP est donné, que p soit pair ou 

impair, par la formule 

( 1 .10. 10) Exercice 

a )  Montrer que l'intégrale J(cx, �) = t dt est finie pour 2� > ex >  0, 
i .. a-1 

0 (1 + t2).B 
et exprimer dans ce cas sa valeur à l 'aide de la fonction r, en faisant les 
changements de variables u = t2 et v = -1 

1 . + U  

b) En revenant aux fonctions sphériques montrer alors l'égalité 
p+l J p 

dx 
p+1 = r (

1t
p 2+

2 
1) 

R [1 + llx112]2 

où llxll est la norme euclidienne sur JRP • 

Les formules de Weierstrass et de Gauss. On désigne ici par y la constante d'Euler 

y = �� [ 1 + � + . . .  + � - ln n J = 0,577 . . .  (on rappelle qu'on ne connaît pas la nature 
arithmétique de y, en particulier on ignore si y est un nombre rationnel ou non) et l'on 
introduit la fonction H, définie pour x >  0 par 

H(x) = - .!. + Ï, (! - -1- ) 
x :n-1 n x + n 

(1 .10. 1 1 )  Exercice 

a )  Montrer que H est indéfiniment dérivable et calculer H'(x) et H(k)(x) sous 
forme de séries. 

1 Montrer que H(1) = 0 et que H(x+ 1) = H(x) + - . x 

En déduire alors que la fonction M(x) = r H(t) dt est telle que 

M(x+1) = M(x) + ln x +  y et que la fonction <l>(x) = exp [- yx +M(x)] 
vérifie les conditions du théorème d'Artin. 



b) Établir la formule de Weierstrass 

-- = x erx II 1 + - e n 1 - ( x ) - lS.  
r(x) . n-1 n 
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x > O  

c) En déduire que r'(x) = - y = r e �ln 1 dt et expliciter la relation existant 

[" entre H et r .  
d) Établir enfin la formule de Gauss 

x 1 
r(x) = lim n n. 

n-- x (x+ 1) . . . (x+n) 

La formule des compléments 

( 1 . 10 .12)  Exercice 

x > O  

r ta-1 a )  Montrer que l'intégrale !(a.) = Jo 1 + t dt est finie pour 0 < a. < 1, et 

prouver que I(a) = -.-7t__ par la méthode des résidus. On peut aussi sm 1ta 
obtenir la valeur de I(a) en prouvant la continuité de la fonction I 

sur ] 0, 1 [ et en calculant !(a.) pour a = E rationnel, par le changement de q 
variable t = uq. 

b) En déduire la formule des compléments 
7t r(x) r(l - x) = -. sm 7tX 

Qu'obtient-on pour x =� ? 

0 < x < 1  

c) En déduire encore, avec la formule de Weierstrass, les développements 
eulériens de sin x et cotg x. 

-
.; sin x = x iT  (1 - -) 

n-1 2 2 n 7t 

1 .;. 2x cotg x = - + � x n•1 x2 - n2 rè 

x réel 

x réel, x $ 1tZ 

Comment retrouver, à partir de là, l'égalité classique 

? 
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La formule de Legendre-Gauss 

(1 .10 .13) Exercice 

a )  Utiliser encore une fois le théorème d'Artin pour démontrer la formule de 
duplication de Legendre 

x > O  

1 

b) En déduire l'égalité t ..tn r(t) dt = ..tn & . 
c) Plus généralement, montrer que, pour tout entier p � 2, la fonction 

px r( � ) 1 x; 1 ) . . .  � x+F 1 ) est proportionnelle à r(x). Déterminer 

la constante de proportionnalité avec b), et obtenir la formule de 
Legendre-Gauss 

p-1 

Px 1 � ) 1 x;1 ) . . .  1 x+f1 ) =  (21t)T r<x> 

La formule de Stirling. On désigne par <p la fonction (discontinue) de période 1, égale 

à t - � pour 0 � t < 1. On commencera par montrer que l'UttégTale r ;�)
t dt existe, 

pour tout x > 0, en tant qu'intégrale impropre de Riemann semi-convergente et que 

lim l .. � dt = O .  X-+ oo X +  t 
0 

( 1 .10.14) Exercice 

a )  Utiliser les résultats de (1.10.1 1 )  pour obtenir l'égalité 

r'(x) = ..tnx- _!_ + r <p(t) dt r(x) 2x Jo (x + t)2 
b) En déduire, avec (1.10.13.b) l'égalité 



c) Obtenir alors les formules de Stirling 
x- 1 

r(x) - x  2 e·x � x � +  oo 

n! - nn e·n ...J21t n n � +oo 
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et en déduire que, pour tout a > 0, on a r(x + a) - x• r(x) quand x � + oo (ce 
qui offre une petite généralisation de la formule r<x+1) = x r(x) ). 

d) Montrer avec a) l'inégalité �·(�: < ..en x. En déduire que la fonction 

( ; J r(x) est décroissante pour x > 0, puis démontrer que cette propriété, 

jointe aux deux conditions r(l) = 1 et r(x+ 1) = x r(x) , caractérise 
complètement la fonction r. 

La fonction r dans le champ complexe. Il est facile de vérifier que le produit infini 
(1 .10.1 1 .b) de la formule de Weierstrass est convergent pour tout x = z complexe, et qu'il 
définit donc une fonction entière (c'est-à-dire holomorphe dans tout le plan complexe) 
notée encore 

-
1
- = z erz IT ( 1  + � )  e- � 

r(z) n-1 n 

qui admet pour zéros simples les points z = 0, -1, . . .  , -n, . . .  La fonction r(z) ainsi définie, 
qui prolonge analytiquement sur ([ la fonction r(x) définie pour x > 0, est donc 
méromorphe et admet pour pôles simples les points z = 0, -1 , . . .  , -n, . . .  La théorie du 
prolongement analytique permet alors d'affirmer que r vérifie les formules { r(z + 1 )  = z r(z) si z :F- 0, -1 , . . .  , -n, . . .  

r(z) r(l - z) = -.-7t- si z • 2 sm 7tZ 

( 1 .10 .15) Exercice 

a )  Étudier I'futégrale <t>(z) = r t'"1 e' dt pour z complexe. Montrer qu'elle 

est définie pour x =  me z >  0 et que, dans ce demi-plan, on a <l>(z) = r(z) . 
b) Établir la relation 

r(z) = e "; r u�1 .-•· du 

valable pour 0 < m e z < 1, en intégrant le long d'un contour 
convenablement choisi. En déduire les formules 
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I- e-l cos t dt= r(z) cos � 0< 9tez< 1 

r t'•' sint dt a r(z) sin "; 0< 9tez< 1 

c) Soit 1 = r cos (12) dt et 1 = r sin (t') dt les intégrales de Fresnel. 

Montrer que 

I=J= � 
1.11 Le théorème de Riesz-Alexandroff et les mesures de Radon 

Rappelons qu'un espace métrique T est dit localement compact lorsque tout point 
x e T admet un voisinage compact (et il admet alors une base de voisinages compacts). 
On dit que T est dénombrable à l'infini lorsqu'il est réunion dénombrable de parties 
compactes. Par exemple l'espace R P est évidemment de ce type, de même que tout 
espace compact. 

Sur un espace métrique T, localement compact et dénombrable à l'infini, toute 
mesure Jl. borélienne, c'est-à-dire définie sur la tribu borélienne de T (engendrée par les 
ouverts, ou les fermés, ou les compacts), qui est finie sur les compacts (et on ne considère 
que celles-ci) est donc cr-finie. Si l'on désigne par j((T) l'espace vectoriel des fonctions 
continues réelles, qui sont à support compact (c'est-à-dire nulles en dehors d'un 
compact), on voit que toute fe j((T) est intégrable pour toute mesure borélienne Jl.. 

On peut donc considérer la fonctionnelle L =Lw définie sur j((T) par L(f) = J f dJl. , 
qui est toujours à valeurs réelles finies, et qui possède en outre les propriétés évidentes : 

-elle est linéaire sur j((T) 
-elle est positive sur j((T) : f � 0 � L(f) � 0 

Or il se trouve que L, qui est déterminée par Jl., détermine à son tour la mesure Jl.. 
Mais cette détermination ne peut pas s'exprimer de façon directe par la formule 
Jl.B = L(lB), puisque la fonction indicatrice lB n'est élément de %(T) que si B est à la fois 
ouvert et compact. Il faut donc ruser et opérer de façon indirecte, en décrivant ce qu'on 
appelle les propriétés de régularité de la mesure Jl.. 

( 1 . 1 1 . 1 )  Proposition (Régularité des mes ures boréliennes) 

a )  Pour tout compact K de T on a  

J.LK =  Inf { J f dJ.L; fE j(ffi , lK S f } 
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1 b) Pour tout borélien B de T on a  

J.1B = Sup { J.l]<, K compact, K c B } 
Preuve. a) Dans T (espace métrique) tout fermé est un G31 c'est-à-dire une intersection 

dénombrable d'ouverts. n suit de là facilement qu'il existe une suite (Un) d'ouverts 

relativement compacts (c'est-à-dire tels que Un soit compact) tels que Un J.. K, de sorte 
que JJ.Un J.. J.l.l<. Avec le théorème d'Urysohn (évident pour les espaces métriques) on peut 
construire, pour tout n, une fonction continue fn telle que 0 S fn S 1, fn = 1 sur K et fn= 0 

sur ifn. On a alors 1K S fn S 1un , J fn dJJ. � J.l]< et fn e j{(T), d'où a). 

b) Supposons tout d'abord J.l. finie, c'est-à-dire JJ.T < + oo, et posons pour tout borélien B, 
�B = Sup { J.l.l<, K compact, K c B } S J.LB 

Introduisons maintenant la classe � des boréliens B tels que JJ.B = JJ.B et �Be= J.LBe, 
évidemment stable par passage au complémentaire. Montrons que � est stable par 

réunion dénombrable. Soit Bn e � et B = U Bn . Pour chaque n, il existe un compact �1 
� c Bn et un compact� C B� tels que 

J.l. (Bn \ � ) S e 2-<n+ 1> 
J.l. (B� \ �) S e 2-n 

Posons L = n Ln et H = U � . Alors les inclusions B \ H c V (Bn \ Kn ) et 

Be\ L c V (B� \ �) donnent les conditions 

JJ.(B \ H) s � et  

Or L est compact, mais H ne l'est pas. Soit donc K'N = U Kn , tel que K'N Î H et  nSN 
J.l. (H \ K'N) J.. 0 . En choisissant N tel que J.l. (H \ K'N) S � on obtient bien 

J.l. (B \ K'N) S e , et ainsi B appartient à la classe �. 

Alors� est donc une tribu. Et cette tribu contient les ouverts, car dans T tout fermé est 
un Ka (réunion dénombrable de compacts), et tout ouvert un Fa. Donc tout ouvert est aussi 
un Ka , de même que tout fermé. ll en résulte que pourU ouvert, on a nécessairement 

�U = JJ.U et �if= JJ.if, donc U e �. Ainsi � est exactement la tribu borélienne de T, ce 
qui prouve b). 
Si maintenant JJ. T  = +oo, fixons une suite de compacts f\ tels que J.Lf\ < +oo et f\ Î T, et 

posons J.lp (B) = J.L (Bn f\ ). Alors J.lp est une mesure finie sur T et J.LB = Sup J.lp (B). D'où, p 
pour tout borélien B 

JJ.B = Sup J.lp (B) = Sup Sup J.lp (K) = Sup Sup J.lp (K) = Sup J.l]< . P P KCB K P K 
0 
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Ainsi l'application Jl � L!l est injective. Le théorème de Riesz-Alexandroff, que nous 
énonçons ici sans en donner la preuve, longue et délicate, assure que l'application Jl � L!l 
est aussi surjective. 

( 1 . 1 1 .2) Théorème (Ries z-Alexandroff) 

Soit T un espace métrique localement compact et dénombrable à l'infini. Pour 
tout forme linéaire positive L sur l'espace vectoriel j( (T), il existe une 

mesure borélienne unique Jl telle que L(f) = J f dJ..l pour toute f e J((T). 

Une conséquence intéressante concerne l'espace de Banach,C0(T) des fonctions 
réelles continues sur T, qui tendent vers zéro à l'infini, c'est-à-dire qui sont telles que, 
pour toutE > 0, il existe un compact K tel que 1 f 1 � E sur�' muni de sa norme uniforme. Il 
est immédiat que j((TI est un sous-espace vectoriel dense de Ca<TI , ce qu'on obtient avec 

Urysohn en construisant une suite <i>n e j((TI telle que 0 � cpn � 1 et cpn Î 1, donc telle 

aussi que <i>n Î 1 uniformément sur tout compact K de T (avec Dini), ce qui implique 
cpn f � f uniformément sur T. Alors 

( 1 . 1 1 .3) Corollaire 

Soit T un espace métrique localement compact et dénombrable à l'infini. 

a )  Toute mesure borélienne J..l, finie sur T, détermine une forme linéaire 
positive L!l sur l'espace C0(T) selon 

L!l(f) = J f dJ..l 

b) Réciproquement toute forme linéaire positive L sur l'espace C0(T) est 

définie par une unique mesure borélienne finie Jl selon L(f) = J f dJ..l . 

Preuve. Il suffit de prouver b). Pour cela montrons d'abord que L est continue pour la 
norme uniforme de Ca<TI , en introduisant l'ensemble 

� = { f E Co<TI 1 0 � f � 1 } . 

En effet, il suffit de montrer que L est majorée par une constante (finie) M sur 6., car alors 
pour il fll � 1 on aura, avec l'encadrement - 1 f 1 � f � 1 f 1 et la positivité de L, l'inégalité 

1 L(f) 1 � L( 1 f 1 ) � M 

Or, si l'on avait Sup L(f) = +oo , il existerait une suite fn e 6. telle que L(fn) � 2
n 

et la 
f� 

N 
fonction f = L 2-n fn serait un élément de Ca<TI pour lequel on aurait f � L 2-n fn, donc 1 
L(f) � N pour tout N, donc L(f) = +oo ce qui est absurde. 



57 

Maintenant, la restriction de L à l'espace j{ (T) est, par le théorème de Riesz

Alexandroff, définie par une mesure borélienne J.l, de sorte qu'on a 0 S J f dJ.1 = L(f) s M  

pour fe!\%= L\ n j{(T). Avec une suite cpn e j{(T) telle que <iln Î 1, on en déduit que 

J dJ.1 S M, et J.1 est une mesure finie sur T. Alors les deux formes linéaires L et I,t, qui sont 

continues sur Co<T> et qui coïncident sur le sous-espace vectoriel dense j{ (T), sont 
évidemment identiques. 0 

(1.11.4) Remarque historique. Le premier résultat dans cette voie a été obtenu par F. 
Riesz dès 1909. ll décrivait toute forme linéaire positive sur l'espace C [0, 1] comme une 
intégrale (de Stielijes) associée à une mesure J.1 = J.Lp sur l'intervalle compact [0, 1]. Et 
ceci, bien entendu, en profitant des travaux de Stieltjes qui, vers 1890-91, avait 
généralisé l'intégrale de Riemann. Ensuite les extensions successives du théorème de F. 
Riesz ont permis de se dégager peu à peu de la notion restrictive d'intégrale de Stieltjes 
pour aboutir à la notion générale de mesure. C'est ainsi que Fréchet, en 1910, passait au 
cas des intégrales doubles de Stielijes sur le carré [0, 1]2, puis Radon, en 1913, au cas, déjà 
très élaboré, d'un compact quelconque de IRP. Après de multiples travaux, diverses 
formes de l'énoncé général ont été obtenues par Markoff en 1938 (on appelle aussi 
(1.11.2) le théorème de Riesz-Markoff) puis par Alexandroff en 1940. 

La question historique à ce sujet n'est pas sans importance. Car le théorème montre 
que la théorie des mesures peut se construire de deux points de vue, a priori éloignés l'un 
de l'autre: 

- le point de vue ensemb liste, que nous avons choisi d'exposer, qui privilégie les 
parties d'un ensemble et a'<e tout son développement sur la notion de tribu; 

- le point de vue fonctionnel, où partant d'un espace localement compact quelconque T 
(non nécessairement métrique) on appelle mesure de Radon toute forme linéaire 
positive sur l'espace j{(T). 

En fait, les deux points de vue ont chacun leurs avantages et leurs inconvénients. Le 
théorème (1.11.2) montre qu'il conduisent à la même théorie, au moins pour les espaces 
(métriques) localement compacts dénombrables à l'infini. Mais, bien que le choix 
fonctionnel mette l'accent sur la régularité intérieure dans le cas général (toute mesure 
de Radon sur T localement compact quelconque détermine une mesure borélienne 
intérieurement régulière) il apparaît comme trop difficile à exposer de façon 
élémentaire, et aussi comme trop restrictif pour l'utilisation en calcul des probabilités. 
En effet: 

- il oblige à n'utiliser que des espaces topologiques (métriques) localement compacts, 
nécessitant des préliminaires topologiques (compacité, Urysohn) pas forcément 
élémentaires; 
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- il rend difficilement compte de la théorie des mesures boréliennes (même régulières) 
dans le cas topologique (même métrique) non localement compact. Or les espaces 
métriques non localement compacts interviennent fréquemment en probabilités, par 
exemple T = m. N ou T = H, espace de Hilbert; 

- enfin, même pour le cas d'un espace localement compact, il oblige pratiquement à ne 
s'intéresser qu'à la seule tribu borélienne (encore qu'une certaine tribu de Baire 
interviennent aussi). Ceci est bien entendu une exigence absurde pour un probabiliste, 
qui pour parler d'indépendance, de conditionnement ou de martingales, doit 
nécessairement faire appel à de multiples sous-tribus. 

1.12 Applications au calcul des probabilités 

A la différence de la théorie de la mesure (ou celle de l'intégration) qui 
constitue un outil de calcul, la théorie des probabilités peut être considérée comme une 
théorie "physique", dont le but est la description la plus précise possible (au sens 
quantitatif) des "lois du hasard". Celles-ci existent en effet, et sont suffisamment 
explicites pour avoir été, historiquement, découvertes de façon expérimentale. Mais 
elles apparaissent très souvent comme contraires à l'intuition première que l'on se fait 
d'un phénomène, d'où la nécessité, pour la clarté de la situation, d'une axiomatisation 
(ou d'une modélisation) très poussée. 

Considérons à titre d'illustration le jeu de pile ou face, où deux joueurs A et B 
jettent une pièce de monnaie à tour de rôle, A donnant 1 franc à B si le côté pile sort, ou 
recevant 1 franc de B si le côté face sort. Au bout de n épreuves le gain de A est noté Gn; 
c'est un nombre entier élément de 2, et une question intéressante est d'en donner une 

G 
estimation raisonnable. On peut alors démontrer que la moyenne __n des gains à chaque 

n 
jet de pièce tend vers zéro quand n � +oo , ce qui paraît normal et intuitif si le jeu est 
équilibré, c'est-à-dire si la pièce n'est pas truquée. Mais ce qui est plus paradoxal, et 
quelque peu rebelle à l'intuition, est qu'on peut montrer aussi que pour tout entier N � 1 
fixé, le gain Gn peut prendre, pour n assez grand, des valeurs supérieures à N et d'autres 
inférieures à - N. Autrement dit, la fonction G(n) = Gn subit des oscillations aussi 
grandes que l'on veut. On peut encore montrer qu'une "courbe de sécurité" est de la forme 
y = Â. [x ln  (ln x)]112 , c'est-à-dire que l'on a, presque toujours en un sens à préciser, 
1�1 S Â.[n ln (lnn)]112 • 

Introduisons maintenant le formalisme nécessaire au développement de la 
théorie. Une expérience aléatoire est, par définition, une expérience dont le résultat est 
indéterminé, et dépend du hasard, à l'intérieur d'une famille de résultats possibles. Par 
exemple l'observation de la durée de vie d'un individu dans une population, ou celle 
d'une particule atomique, du nombre d'appels passant chaque journée (ou chaque heure) 
dans un standard téléphonique, du résultat du jet d'un ou plusieurs dés, sont des 
expériences aléatoires. 
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L'expérience se décrit donc par la donnée de tous ses résultats possibles, ce qui fait 
apparaître un ensemble .0, rassemblant tous ces résultats. Pour des appels 
téléphoniques on aura n = M, pour des durées de vien = JR+, ou n = M si on choisit une 

unité de temps minimum (siècle, année, seconde, nanoseconde). Pour un jet de deux dés, on 

aura pour n l'ensemble des couples (rn, n) d'entiers tels que 1 :$; rn, n :$; 6 . 

La complexité de l'expérience détermine donc partiellement celle de .0, en notant 

bien que l'ensemble .0 à lui seul ne rend pas compte de la manière dont l'expérience est 

faite, mais seulement de son résultat. 

Maintenant si l'on répète n fois une expérience aléatoire associée à .0, l'espace 

décrivant ces nouveaux résultats sera .a
n

. Si l'on répète une infinité de fois, ce sera nN, 

de sorte qu'on voit naturellement apparaître les espaces produits, finis ou infinis, et 
plus tard apparaîtront aussi les probabilités produits. 

La notion importante d'événements est celle des parties de .0 que l'on désire 
considérer. Par exemple si l'on jette deux dés, le fait que le total de leurs points est 
inférieur ou égal à 10 est l'événement aléatoire { (rn, n); rn + n :$; 10 } . Pour des raisons 

historiques, le calcul des probabilités datant du 17ème siècle alors que la théorie des 
ensembles date de la fin du 19ème siècle, la terminologie utilisée en calcul des 

probabilités diffère de celle utilisée en théorie des ensembles. Le tableau de 

correspondance suivant donne quelques exemples essentiels : 

Terminologie ensembliste Terminologie probabiliste 

référentiel espace d'épreuves 
partie événement 

partie complémentaire événement contraire 
partie vide, partie pleine événement impossible, événement certain 

inclusion implication 
intersection et 

parties disjointes événements incompatibles 
union ou (inclusif) 

différence symétrique ou (exclusif) 
presque partout presque sûrement 

Ainsi une expérience aléatoire se décrit mathématiquement par la donnée d'un 

ensemble .0 et d'une classe Ide parties de .0, qui rassemble les événements que l'on 
désire étudier ou considérer. Comme on exige rapidement que I soit stable par passage 
au complémentaire, par réunion et intersection finies ou dénombrables, on voit que I 

doit être une tribu sur .0. 

La notion de probabilité sur I s'est dégagée à partir de la notion de fréquence 

statistique. Fixons un événement A e I et répétons N fois l'expérience en notant N(A) le 
nombre de fois où A s'est réalisé. On a évidemment 0 :$; N(A) :$; N et l'on constate 

N(A) 
expérimentalement (au moins sur des cas simples) que le quotient N 

admet une 
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limite, notée P(A), lorsque N � + oo. C'est la loi empirique des grands nombres, et on a 
évidemment P(A) e [0, 1], P(n) = 1 et P(0) = 0 

La fonctionnelle ensembliste P :  I. � [0, 1] ainsi construite est manifestement 

additive sur la tribu I., car N (A U B) = N(A) + N(B) si A et B sont des événements 

incompatibles. Mais pour les besoins de la théorie on exige qu'elle soit 

dénombrablement additive, ce qui en fait une probabilité surI., c'est-à-dire une mesure 
finie de masse totale 1. Cette exigence supplémentaire n'a apporté aucune contradiction 
expérimentale dans le maniement de la loi empirique des grands nombres, mais a, au 
contraire, permis la prévision de résultats vérifiés par l'expérience. 

En résumé une expérience aléatoire se décrit fondamentalement par la donnée d'un 
espace probabilisé (0, I., P), de sorte qu'à première vue la théorie probabiliste 

apparaît comme une illustration de la théorie générale des mesures, mais ceci n'est que 

partiellement vrai. Car il existe en effet une notion très particulière, que l'on appelle 

l'indépendance, traduisant mathématiquement le fait que les résultats associés à un 

événement A n'influent pas sur ceux associés à un autre événement B, indépendance qui 

donne toute son autonomie à la théorie probabiliste. Abordons donc la question. 

Indépendance d'é vé nements, indépendance· de sous-tribus. L'espace probabilisé 
(0; I., P) étant fixé, on dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque l'on a 

P(A n B) = P(A) P(B) 

Il est alors immédiat que A et Be sont indépendants, de même que Ac et B, ou Ac et Be. 
Lorsque l'on considère trois événements A, B, C on constate, sur des exemples, que 

l'indépendance deux à deux n'implique pas la relation P(A n B n C) = P(A) P(B) P(C), 
et réciproquement que cette relation n'implique pas l'indépendance deux à deux. On est 

donc amené à définir l'indépendance (globale) de A, B, C en imposant la formule de 

multiplicativité pour 3 et aussi pour 2. Alors en généralisant on a : 

(1.12.1) Définition 

On dit qu'une famille non vide (�). 
1 

d'événements est indépendante lE 
(globalement) lorsque pour toute partie finie J c 1 , non vide, on a 

(1.12.2) Définition 

On dit qu'une famille non vide ('g1)1e1 
de classes sur 0, contenues dans la tribu 

I. ,  est indépendante (globalement) lorsque, pour toute choix des � e 'g1, la 
famille d'événements (�)iei est indépendante. 

Lorsque les classes 'g1 sont des sous-tribus� deI., on obtient la notion importante 
d'indépendance de sous-tribus. Et si les tribus� sont respectivement engendrées par des 
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classes 'ei, on conçoit qu'il est plus facile de tester l'indépendance de la famille ('ei) que 

celle de la famille (�). Mais alors dans quels cas a-t-on le même résultat ? 

( 1 .12 .3) Théorème (Critère d'indépendance) 

Soit (Li)iei une famille non vide de sous-tribus de L, chaque � étant 

engendrée par une classe 'ei . On suppose que les 'ei sont des 1t-dasses, c'est-à
dire qu'elles sont stables par intersection. Alors pour que la famille (Li)iei 
soit indépendante, il suffit que la famille ('ei)iei le soit. 

Preuve. On se ramène à supposer I fini, soit I = {1, 2, . . .  , p}, et à prouver que 
P(B1 n . . . n Bp ) = P(B1) . . .  P(Bp> pour tout choix des Bi E � • Or considérons dans L1 la 
classe "C 1 des parties B1 telles que 

P(B1 n � n ... n � ) = P(B1) P(�) . . .  P(� 
pour tout choix des Ake '€ k , k � 2. Il est immédiat que "(;' 1 est stable par différence 
propre et réunion dénombrable croissante; de plus 0 e "(;' 1 et '€ 1 c "(;' 1 puisque la 

famille ('eJ 1 est indépendante. Alors "(;' 1 est en fait une À-classe contenant la 1t-classe lE 

'€1 , donc aussi la tribu engendrée L1 d'après (1 .6.14) (théorème de Dynkin), et ainsi 

P(B1 n A2 n . . . n � ) = P(B1) P(A2) • • •  P(� 
pour tout B1 e L1 et tous Ake 'ek , k � 2. Il suffit alors d'opérer de proche en proche en 
considérant maintenant la classe "C2 des parties B2 e � telles que 

P(B1 n B2 n � n . . . n � ) = P(B1) P(B2) P(�) . . .  P(� 
pour tout B1 e Lt et tous Ak e 'ek , k � 3, pour voir que "C2 =�. Et ainsi de suite, jusqu'à 
remplacer tous les Ak e 'ek par des Bx e Lx . 0 

Le critère précédent est absolument nécessaire pour la preuve du résultat qui suit, 
essentiel pour tout ce qui concerne l'indépendance, et traduisant le fait que 
l'indépendance se conserve par regroupements disjoints. 

( 1 . 12.4) Théorème (des coalitions) 

Soit (Li)iei une famille indépendante de sous-tribus de L· On fixe une 

partition (la)ae:A: de l'ensemble I des indices, et pour chaque ae :ft on désigne 

par L'a la tribu engendrée par la classe U L i . Alors la famille <L'a) :A: des 
i•I.. ae 

blocs ainsi constitués est indépendante. 

Preuve. Désignons par 'ea la classe des parties B E L de la forme B = n Ai, avec � E Lj i-I .. 
et � = n sauf pour un nombre fini d'indices. Alors '€ a est une 1t-classe contenant toutes 
les� pour i e la , contenue dans la tribu L'a, et par conséquent engendrant L'a. Et comme 
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il est immédiat que l'indépendance de la famille (�)\el implique l'indépendance de la 
famille ('ea)ae�, le résultat est une simple conséquence de (1.12.3). 0 

Trib u  asymptotique et loi du zéro-un. Le théorème des coalitions va permettre d'obtenir 
un premier résultat asymptotique du calcul des probabilités. 

(1.12.5) Définition 

Soit Œn>�1 une suite de sous-tribus de :E. On appelle tribu des événements 

asymptotiques la tribu r_ égale à l'intersection des tribus :E'n engendrées par 
les Ltc , k � n. 

Considérons par exemple une suite d'événements� e �· Alors les événements 

B = lim inf �= V [2 � 

sont tous deux asymptotiques. On remarquera que la réalisation de A signifie qu'une 
infinité d'événements Ak sont réalisés, et que la réalisation de B signifie que tous les Ak 
sauf un nombre fini sont réalisés. On a évidemment B c A . 

L'intérêt principal de la tribu asymptotique réside dans l'énoncé suivant : 

(1.12.6) Théorème (Loi du zéro-un) 

Soit (0., :E, P) un espace probabilisé et soit (�)�1 une suite indépendante de 

sous-tribus de :E. Pour tout événement asymptotique A e :E .. on a P(A) = 0 ou 
P(A) = 1. 

Preuve . Soit :E"n la tribu engendrée par les 4 pour k < n. Alors :E"n et :E'n sont 
indépendantes par (1.12.4), et puisque r .. c :E'n on voit que :E"n et r_ sont 
indépendantes. La suite Œ"n) est croissante, et sa réunion 5t est un anneau, et a fortiori 
une 7t-classe, qui engendre la tribu :E" engendrée par toutes les�· Il résulte du critère 
(1.12.3) que :E" et :E .. sont indépendantes. Comme :E .. c :E", on en déduit que :E .. est 

indépendante d'elle-même (ce qui n'a aucun caractère de contradiction) et alors pour A 
e I... on a 

P(A) = P (A n A) = P(A)2 
donc P(A) = 0 ou P(A) = 1 . 0 

En particulier soit (�) une suite indépendante d'événements. Pour chaque n, soit 

:En = { 0, 0., �'A�} la tribu engendrée par An. En appliquant le critère (1.12.3) aux 

classes 'en = {�} on voit que la suite Œn> est indépendante, de sorte que l'événement 
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lim sup � est asymptotique et donc P (lim sup �) = 0 ou P (lim sup �) = 1. Pour 
distinguer les deux cas on a : 

(1.12.7) Théorème (Borel-Cantelli) 

Soit (0, I., P) un espace probabilisé et soit (�) une suite d'événements. 
a )  Si I. P(�) < +oo alors P (lim sup �) = 0 (même si la suite (�) n'est pas 

indépendante). 
b) Si la suite (An) est indépendante et si I. P(An) = + oo ,  alors 

P (lim sup �) = 1. 

Preu ve . Soit Bn = U A k et A = (') B n  = lim sup � . Dans le cas a) on a � 

P(A ) � P(Bn ) � L P(Ak)  = Pn , où Pn est le reste d'une série convergente � 
(dans IR), donc Pn ..L. 0 et P(A) = O. Dans le cas b) remarquons que Ac= V B� , avec la 

monotonie B� t Ac, puisque Bn .J... A. Par ailleurs, pour n fixé, B� = [2 A�, donc B� est 

l'intersection de la suite décroissante CP = n A� , avec p � n. Or par indépendance, 
nSksp 

on a 
p 

P(C ) = II  [1 - P(A�c>] p bon 
La série I. P(Ak ) étant divergente, il en est de même de la série 
I. ..en [1 - P(Ak)], de sorte que P(Cp> .J... 0 quand p � +oo . Alors P (B�) = 0 pour tout n, et par 

monotonie croissante, P(A c) = 0 donc P(A) = 1. 0 

(1 .12.8) Exercice 

Soit (� ) une suite indépendante d'événements et B = lim inf An . En 
remarquant que Be = lim sup � , donner les conditions sur les P(An) pour que 

P(B) = 0 ou P(B) = 1. 

(1.12.9) Exercice (Le s inge dactylograp he) 

Un singe tape à la machine à écrire au hasard sur les touches. Sachant que 
cette machine possède rn signes (lettres, ponctuations, . . .  ), quelle est la 
probabilité pour que le singe tape une œuvre littéraire donnée comportant N 
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signes ? On désigne par Ak l'événement consistant en la frappe de l'œuvre 
précédente du [(k- 1)N + 1]ème coup au (kN)ème. Montrer que la suite (Ak) est 
indépendante et que P(Ak) = p est constant. Conclusion : l'œuvre sera-t-elle 
tapée au moins une fois, une infinité de fois ? (On fait bien entendu 
abstraction du temps passé, de l'usure de la machine, et aussi de celle du 
singe!). 

Les variables aléatoires réelles. Sur un espace (0, I., P) probabilisé, on désigne 
classiquement par "variable aléatoire réelle" toute fonction mesurable réelle, à valeurs 
finies, que l'on note bien souvent sous la forme X : n --+ JR.. La probabilité P n'intervient 
pas directement dans cette définition, mais elle intervient aussitôt en permettant de 
considérer la mesure image X(P), transportant la probabilité P sur la droite 
numérique JR.. 
On note souvent J.Lx = X(P) et on dit que JJ.x est la loi, ou la distribution de la variable 

aléatoire réelle X. C'est évidemment une probabilité sur lR., que l'on peut définir aussi 
par sa fonction de répartition, notée Fx : 

Fx (t) = J.Lx {<-oo, t [) = P {X < t } 
en notant, comme il est classique, par {X < t} l'événement 

{ ro; X(ro) < t} = X1 ((- oo, t [} . 
On transportera très fréquemment la classification des probabilités sur lR., esquissée 
dans la suite des exemples (1 .7.7) . C'est ainsi qu'on dira qu'une variable aléatoire 
réelle X est uniforme sur [0, 1], ou de Cauchy, ou de Laplace-Gauss LG(O, 1), ou d'Euler, 
ou binomiale, ou de Poisson, etc. si sa loi a la même dénomination. · 

( 1 .12 .10) Exemple 1. Loi du X2 à un degré de liberté. Étant donné une variable aléatoire 
réelle X suivant une loi de Laplace-Gauss réduite (c'est-à-dire LG (0, 1 )), on appelle loi 
du x2 à un degré de liberté la loi de la variable aléatoire réelle s = X2 • n est facile de 
voir que S est définie par la fonction de répartition 

F(t) = 

0 si t s 0 

1 J.t -� du -- e - si t > 0 
V21to Vu 

donc aussi par la densité h(t), nulle pour t < 0, et égale à -1- exp (- � ) si t > O . 
...[2;tt 

On retrouve une loi d'Euler de paramètres a = � et p = 2. 

(1 .12. 1 1 )  Exemple 2. Loi log-normale de paramètre a. Soit encore X une variable 
aléatoire réelle suivant une loi LG(O, 1) . Alors pour tout a> 0 les variables aléatoires 
réelles positives Y = e•X et Z = e·aX suivent une même loi, dite log-normale de 
paramètre a, définie sur [0, +oo) par la densité 



h. (t) = -1
- � exp [- � (ln t)2] 

�a 
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On pourra vérifier que la loi log-normale Jla précédente est sa propre image dans la 
1 • 

transformation x � - de lR en lui-même. x + 

Variables aléatoires indépendantes . Si X est une variable aléatoire réelle, la tribu 
X1($), où $ est la tribu borélienne de lR, est évidemment une sous-tribu Lx de L·  On dit 
alors qu'une famille (�) 1 de variables aléatoires réelles est indépendante lorsque la \E 
famille correspondante des sous-tribus Lx est elle-même indépendante. Le critère \ 
(1 .12.3) permet d'affirmer que la famille (�) 1 est indépendante ssi, pour toute partie \E 
finie J c I et tous réels�, i e J, on a 

p { � < CXt V' i e n = rr p { � < �:Xtl i•J 
On voit apparaître ici clairement l'intérêt du théorème des coalitions qui autorise les 
regroupements. Par exemple si la suite finie (X1, X2 , X31 X4) est indépendante, il en est 
de même de la suite (�, � � X4) , ou de la suite (X1 � , � X4) , etc. 

Vecteurs aléatoires. On désigne sous ce vocable toute application mesurable 
V :  n � JRP. En posant V= (X1, . . . , �), on associe à V ses composantes Xk : n � 1R qui 
sont évidemment des variables aléatoires réelles. Mais réciproquement si les Xk sont des 
variables aléatoires réelles, alors V est aussi un vecteur aléatoire, comme on voit en 
remarquant que la tribu borélienne de lR P est engendrée par les ensembles de la forme 
{ x1 < cx1 , x2 < �, . . .  , "P <exP } . Par analogie avec le ws p = 1 on dit que la mesure 
image V(P), qui est une probabilité sur JRP , est la loi de V. 

(1.12.12) Exercice (Loi du x! à deux degrés de liberté) 

Soit V = (X, Y) un vecteur aléatoire de dimension 2 suivant la loi de Laplace
Gauss sur JR2, de densité 

1 [ x
2 + 

y
2 J g2(x, y) = 21t exp - 2 

a )  Montrer que X et Y sont deux variables aléatoires réelles de même loi LG 
(0, 1 ), qui sont de plus indépendantes. 

b) On appelle loi du x2 
à deux derés de liberté, la loi de la variable 

aléatoire réelle positive � = I IV II = X2 + Y2 • Établir, par un calcul en 
coordonnées polaires, que la loi de � est définie par la densité 

1 -� h2(t) = 2 e 
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sur [0, +oo), autrement dit est la loi d'Euler de paramètres a =  1 et� = 2. 

( 1 .12 .13) Exercice (Loi du X
2 à trois degrés de liberté) 

Soit V = (X, Y, Z) un vecteur aléatoire de dimension 3 suivant la loi de 
Laplace-Gauss sur IR3, de densité 

&(x, y, z) = -1
- exp [ - � (x2 + / + z2 ) J 

(21t)31l 

a )  Montrer que les variables aléatoires réelles X, Y, Z sont indépendantes et 
suivent la même loi LG (0, 1) .  

b) Par un calcul en coordonnées sphériques dans IR3, établir que la variable 
aléatoire réelle positive � = IIV II2 = X2 + Y2 + Z2 suit la loi (dite du x2 

à 
trois degrés de liberté) définie par la densité 

1 -� h3(t) = .- ..ft e sur [0, +oo). 
ili 

De quelle loi d'Euler s'agit-il ? 

( 1 . 12 . 14) Exercice (Loi du X2 à p degrés de liberté) 

Soit V= (X1, �' . . .  Xp) un vecteur aléatoire p-dimensionnel dont la loi admet 
la densité sur JRP 

g(x) = _1_ exp [ _ llx112 J 
(21t)

pl2 2 

a )  Vérifier que la suite finie (X1, X2, . . . Xp> est indépendante et que chaque 
variable aléatoire réelle Xk suit la loi LG(O, 1) .  

b) En utilisant l'intégration des fonctions sphériques vue en (1.8. 17), ainsi 
que l'exercice (1 .10.9), prouver que la variable aléatoire réelle positive 
SP = IIVII2 = � + ... + � suit la loi (dite du x2 

à p degrés de liberté) définie 

par la densité 

1 1 

�<•> 
= 

2p/2 r (î) sur [0, +oo). 

Vérifier qu'il s'agit de la loi d'Euler de paramètres a = � et � = 2 . 

Espérance mathématique et moments d'une variable aléatoire . Lorsqu'une variable 
aléatoire réelle X :  n ---+ IR est intégrable, on introduit évidemment son intégrale 

J X dP . Et alors : 
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( 1 .12.15) Définition 

Soit X une variable aléatoire réelle intégrable sur l'espace probabilisé 
(0, I., P) 
a )  On appelle espérance mathématique (ou moyenne) de X le nombre 

m = EOO = J X dP = J t dJ.I.x (t) 

b) On dit que X est une variable centrée lorsque E(X) = O. 

En remplaçant X par la variable aléatoire réelle xn on obtient la notion de moment. 

( 1 .12 .16) Définition 

Soit n <!: 1 un entier. On dit que la variable aléatoire réelle X admet un 
moment d'ordre n lorsque la variable aléatoire réelle xn est intégrable. On 
appelle alors moment d'ordre n le nombre � = E(Xn), et moment absolu le 
nombre� = E( lx ln> si n est impair. 

L'inégalité 1 X 1 P � 1 + 1 X 1 n valable pour 1 � p � n, et vérifiée en distinguant le cas 
1 X( co) 1 � 1 et le cas 1 X(ro) 1 > 1, montre que X admet un moment d'ordre p � n, dès qu'elle 
admet un moment d'ordre n. En particulier la fonction (X - E(X))n est alors intégrable, 
d'où la définition : 

( 1 .12 .17) Définition 

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d'ordre n <!: 2. On appelle 
moment centré d'ordre n la quantité 

m'n = J [X- EOO]n dP = J [t - E(X)]n dJ.I.x (t) 

Lorsque n = 2, le moment centré m'2 prend le nom de variance de X, notée 
var (X), la quantité cr(X) = var (X)112 prenant le nom d'écart-type. 

Remarque.  La moyenne E(X) s'apparente à un centre de gravité dans la représentation 
d'une probabilité comme distribution de masses, tandis que la variance s'apparente à un 
moment d'inertie par rapport à ce centre de gravité. Plus la variance est petite et plus 
la variable aléatoire réelle X est concentrée autour de sa valeur moyenne, de sorte que 
cette variance offre une mesure de la dispersion de X. Le cas limite var (X) = cr2 = 0 
correspond d'ailleurs au cas où X= rn P-presque partout, c'est-à-dire presque sûrement. 
On a alors J.l.x = 5m , masse de Dirac localisée au point m. 
En développant [x- E(X>)2 on obtient : 
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(1.12.18) Proposition 

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d'ordre 2. On a alors 

var (X) = ci (X) = E(X2 ) - E(X)2 

En particulier on a l'inégalité E(X)2 � E(X2 ). 

Lorsque cr(X) > 0 on associe à X la variable aléatoire réelle 

y= X - E(X) 

cr(X) 
telle que E(Y) 

= 
0 et cr(Y) 

= 
1. La loi de Y est alors dite loi réduite associée à la loi de X; 

on dit aussi que Y est la variable réduite associée à X. 

(1.12.19) Exemples. Donnons sous forme de tableau les valeurs des espérances et des 
moments de quelques variables aléatoires déjà introduites par la donnée de leur loi. 
Pour les lois discrètes les intégrales sont des séries qu'il faut sommer, ce qui est plus ou 
moins facile. Pour les lois densitables, les intégrales sont plus classiques et se calculent 
souvent par l 'intermédiaire de la fonction r d'Euler. 

Loi de X 
Bernoulli de paramètre p 

Binomiale de paramètres n, p 

Poisson de paramètre À. 

Géométrique de paramètre p 

Loi de X E()() 

Uniforme sur [0, 1] 1 
2 

Cauchy de paramètre a >< 

Laplace-Gauss réduite 0 

LG (m, cr) m 

Euler de paramètres a, � a� 

x2 à 1 degré de liberté 1 

E(X} 

p 

np 
À. 

1 -
p 

cloo 

.1. 
12 

>< 

1 

cl-
a �2 

2 

�(X) 
pq 

npq 
À. 

� 
p2 

mn ou m'n 

m'n =O sin impair 

2·n 
m'n = n+1 

�1=0 

sin pair 

>< 

m2p = 1.3.5 . ... (2p-1) 

m'2p+1 =0 

m'2p = 1.3.5 . . . .  (2p-1) cr2p 

� = a(a+l) ... (a+n-1) �n 

� = 1 .3.5 .... (2n-1) 
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x2 à 2 degrés de liberté 2 4 �=2.4.6 . ... 2n 

x2 à 3 degrés de liberté 3 6 � = 3.5.7 . ... (2n-1) 

x2 à p degrés de liberté p 2p � = p(p+2) ... (p+2n-2) 

log-normale de paramètre a exp (�2) exp (2a2) - exp (a2) ( 2 n2 ) �=exp T 

Les inégalités de Markoff et  Tchebys cheff. On a dit plus haut que les moments d'une 
variable aléatoire réelle X pouvaient servir de mesure de la dispersion de X. Les 
inégalités qui suivent vont préciser quantitativement cette question. On remarquera 
qu'elles ont toutes en commun pour but de montrer que la probabilité pour que 1 X 1 1 ou 
1 X - E(X) 1 .  prenne de grandes valeurs est suffisamment petite. 

(1 .12 .20) Proposition (Inégalité de Markoff) 

Soit X une variable aléatoire réelle positive intégrable. Pour tout r > 01 on a 

P {X � r } � 
E(X) 

r 

Preuve . Car si A =  {X � r }, alors E(X) �L X dP � r P(A). 0 

On en déduit aisément : 

( 1 .12 .21) Corollaire 

Soit a > O. Pour toute variable aléatoire réelle X telle que E ( 1 X 1 a) < + oo 1 et 
pour tout r > 01 on a 

p { 1 X 1 � r } � 
E ( 1 X 1 a) 

ra 

En supposant a = 2 et en remplaçant X par X - E(X)1 on obtient l'inégalité classique : 

( 1 .12 .22) Proposition (Inégalité de Tchebyscheff) 

Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d'ordre 2 .  Pour 
tout r > 01 on a  

P { 1 X - E (X) 1 � r} � CJ'-�X) 

On voit bien ici que cr(X) apparaît comme une unité d'écart par rapport à la moyenne 
rn =  E(X)1 d'où le nom d'écart-type. 
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Produit de deux variables aléatoires réelles intégrables. Lorsque X et Y sont deux 
variables aléatoires réelles intégrables le produit XY n'est pas en général intégrable. 
Par exemple sur .a = [0, 1), avec pour probabilité P la mesure de Borel, la fonction 

X(t) = _!_ est intégrable mais X2 ne l'est pas. Par contre, lorsque X et Y ont des moments 
-ft 

d'ordre 2, l'inégalité 

2 I XY I � X2+ Y2 

garantit que le produit XY est intégrable. De plus on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 
déjà rencontrée lors de l'étude de la fonction r, et que nous retrouverons plus loin dans un 
cadre plus général : 

( 1 .12.23) Proposition (Inégalité de Cauchy-S chwarz) 

Soit X et Y deux variables admettant des moments d'ordre 2. Alors la 
variable aléatoire réelle XY est intégrable et 

1 1 
E (XY) � [E(X2>J2 [E<Y2>J2 

Preuve .  Toujours avec le trinôme 

T(Â.) = E [(X + Â. Y)2] = E(X2) + 2 Â. E(XY) + ï..2 E(Y2) 

qui, étant positif ou nul, a son discriminant négatif ou nul. D 

A partir de là, et sous les mêmes hypothèses, on introduit la covariance de X et Y selon 

cov (X, Y) = E { (X - E(X)) (Y - E(Y)) } = E(XY) - E(X) E(Y) 

qui vérifie donc l'inégalité, autre forme de Cauchy-Schwarz 

1 cov (X, Y) 1 � cr(X) cr(Y) 

Revenons aux variables X et Y supposées intégrables. ll est un cas où leur produit est 
encore intégrable : c'est celui où X et Y sont indépendantes. En effet : 

(1.12.24) Proposition 

Soit X, Y deux variables intégrables et indépendantes. Alors XY est 
intégrable, et on a 

E (XY) = E(X) E(Y) 

cov (X, Y) = 0 

Preuve. ll suffit de prouver la première formule dans le cas X � 0 et Y � 0, car ensuite on 
remplace X et Y par 1 X 1 et 1 Y 1 pour vérifier que 

E( 1 XY 1 ) = E( 1 X 1 ) E( 1 Y 1 ) < +oo , 
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puis dans le cas général on décompose en X = x+ - x- et Y = y• - y- . Or pour X � 0 
et Y � 0, il existe une suite (<pn) et une suite ('ljfn) de fonctions étagées telles que <pn Î X et 
'l'n Î Y, donc aussi <pn 'l'n Î X'f. De plus d'après la preuve de (1.4.6), on peut choisir <pn 
mesurable par rapport à la tribu Lx et 'l'n mesurable par rapport à Ly, de sorte que <pn et 
'l'n sont aussi indépendantes entre elles. Alors il ne reste plus qu'à prouver que 

E( <pn 'l'n ) = E( <pn) E( 'l'n) ' 

ce qui ramène au cas où X et Y sont étagées, et toujours indépendantes. Or dans ce cas on a 

X=L� 1� et Y=L� 1� 
avec A;. e Lx et Bi e Ly , donc chaque � est indépendant de chaque Bi . Alors 

E (XY> = :L 8-t b. P <A;. n B·> • J J !,J 

= L 8-t b. p (A;_) P(B.) 
!,j J J 

= [ � a1 P(A1 ) ] [ t b; P(B; ) ] = EOO E(Y) • 

(1.12.25) Corollaire (Règle de Bienaymé-Tchebys cheff) 

0 

Soit X1, X2, • • •  , � des variables aléatoires réelles d'ordre 2, supposées 2 à 2 

indépendantes. On pose s =xl + � + . . .  + � . Alors s est d'ordre 2 et 

var (5) = var (X1) + . . .  + var (�) . 

Preuve. Soit Il\ = E()\) et m = E(S) = L Il\ , de sorte que S = S - E(S) = L )\ avec 

� = )\ - EG9. En calculant S2 on a donc 

var (5) = L var ()\ ) + L cov ()\, �) 
i i. j i� 

et le résultat provient des égalités cov ()\, �) = 0 si i -:F- j, conséquences de 

l'indépendance 2 à 2. 0 

Loi faible des grands nombres. Donnons comme application de la règle précédente et de 
l'inégalité de Tchebyscheff la preuve de la loi faible des grands nombres qui, 
historiquement, a joué un rôle fondamental dans la mise au point des principes 
mathématiques qui régissent le calcul des probabilités. 
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(1 .12.26) Théorème (Loi faible des grands nombres) 

Soit (�) une suite de variables réelles d'ordre 2, supposées toutes de n<!l 
même loi, et deux à deux indépendantes. On pose rn= E(X1) et c:l = var(X1), 
puis sn =xl + ... +�-On a alors, pour tout e > 0 : 

Preuve. Puisque E(Xk) = rn et var(Xk) = c:l , car les variables aléatoires réelles Xk ont 

même loi, on a E(Sn) = nm, donc E G; J = rn, et tout provient de l'inégalité de 

Tchebyscheff puisque l'on a, avec (1 .12.25), 

0 

Comme corollaire, retrouvons les tout premiers résultats de Bernoulli en calcul des 
probabilités, obtenus dès le 18ème siècle, et justifiant l'introduction de la probabilité 
d'un événement à partir de la fréquence de ses réalisations. 

( 1 . 12 .27) Corollaire (Loi faible de Bernoulli) 

Soit (�) une suite d'événements, tous de même probabilité p, et supposés n<!1 
deux à deux indépendants. Soit Nn le nombre de réalisations des Ak pour k S 

Nn 
n, et cpn = n la fréquence de réalisation des A� pour k s n. On a alors pour 

tout e > 0 

n 

Preuve. Pour chaque épreuve ro on a Nn(ro) = 2. 1 A (ro) , de sorte qu'il suffit de poser �1 k 
Xk = lA et de constater que la loi de chaque Xk est exactement la probabilité de k 
Bernoulli J.l. = p o1 + q o0 avec q = 1 - p. Donc les variables aléatoires réelles Xk ont 
même loi, et de plus E(Xk ) = p et var(Xk ) = pq = p(l - p), dont le maximum est atteint 

1 
pour p =2. 

En lisant la propriété obtenue sous la forme 

P { l cpn - p l <el� 1 - _l_ 
4ne

2 

0 

on voit donc que pour tout voisinage J du point p, on aura 'Pn e J pour n assez grand, avec . 
une probabilité aussi voisine de 1 que l'on voudra. Cest en ce sens que l'on dit que cpn --+ p, 

la notion de convergence introduite s'appelant conyergence en probabilité. 
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Variance en dimension p.  Rappelons tout d'abord que l'espace R P est muni de son 
produit scalaire euclidien 

p 
< x, y > = L xk Yk si x = (xk) et y =  (yk) 

lo-1 
et que sa base canonique est notée (e1, e2, • • •  , �). 
On se fixe un vecteur aléatoire X = (X1, �' • • •  ,�) défini sur l'espace probabilisé 
(.0, :I;, P). Puisque sur JRP on a 

Max 1 xk 1 � llxll � 1 x1 1 + . . .  + 1 � 1 
on voit que IIXII est intégrable ssi chacune des composantes Xk est intégrable. En posant 
mk = E(Xk) et rn = (mk), on obtient un vecteur rn e R P , appelé vecteur espérance 

mathématique de X, ou encore moyenne de X, noté rn =  E(X), qui est caractérisé par la 
condition que l'on ait, pour tout a e JRP , 

< m, a > = E (< X, a >) =  J < X(c.o), a > dP(c.o) 

Bien entendu, on dit que X est un vecteur centré lorsque E(X) = 0, c'est-à-dire lorsque 
chaque composante Xk est une variable aléatoire réelle centrée. 

On dit maintenant que X est d'ordre 2, ou admet des moments d'ordre 2, lorsque la 
variable aléatoire réelle IIX II2 est intégrable, c'est-à-dire lorsque les composantes Xk 

sont toutes d'ordre 2. On peut alors évidemment introduire le moment normique 

p 
E( IIXII2) = L E<Xi> et le moment normique centré ci = m'2 = E ( I IX - E(X)II 2) = 

lo-1 

p 
L var (Xk) mais ce moment est trop "globalisant" pour donner une information 
lo-1 
"directionnelle" sur le comportement de X. 

On préfère introduire, pour chaque x e IR P ,  la quantité 

V(x) = f < X(c.o) - rn, x >
2 
dP(c.o) 

V(x) = E ( < X - rn, x > 
2
) 

qui est donc la variance de la variable aléatoire réelle < X , x > .  Il est clair que cette 
variance va alors mesurer la concentration ou la dispersion de X dans la direction 
définie par x. La fonction V est une forme quadratique sur JRP , qui est de plus positive ou 
nulle, associée à la forme bilinéaire. 

L(x, y) = E  (< X - rn, x >  < X - m, y >) 

selon V(x) = L(x, x). On dit que L, qui est donc une forme bilinéaire symétrique de type 
positif, est la forme bilinéaire de covariance du vecteur aléatoire X. En revenant aux 
composantes (Xk) on voit que L est complètement déterminée par les coefficients 
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{ cii = L (ei, ei) = E ((� - Jl\)(� - �>) .� co

.

v (�, �) 
cklc = L (ek, ek) = V(ek) = var (Xk) s1 1 = J = k 

si i ;a!: j 

ce qui incite à introduire la matrice symétrique 
r =  [c;il 

dite matrice de covariance de X et alors 

L(x, y) = < rx, y > = < x, ry > = � � Si � Yi 
i · i 

V(x) = L(x, x) = < rx, x > = < x, rx > = � � Si � "i 
i i 

La liaison entre L et V se précise encore par le fait que l'on a l'inégalité de Cauchy
Schwarz 

2 
L (x, y) s; V(x) V(y) 

conséquence de la positivité de V(x). Par ailleurs la formule suivante est fréquemment 
utile 

V(x + y) =  V(x) + 2 L(x, y) + V(y) 
Lorsque r = I, matrice identité de JRP, on dit que X est un vecteur réduit; chaque Xk est une 
variable aléatoire réelle réduite et de plus cov (�, �) = 0 si i ;a!: j . Les relations entre V 
et L se réduisent alors aux relations habituelles entre la norme et le produit scalaire 
sur JRP. 
Pour aller plus loin, il convient de rappeler qu'une matrice symétrique est 
diagonalisable par une matrice orthogonale, ce qui traduit un changement de base 
orthonormale dans JRP. La matrice r étant ici de type positif, ses valeurs propres � sont 

telles que � � O. Enfin E(IIXII2) = � ckk = tr r , trace de la matrice r. 
n 

( 1 .12.28) Exercice 

a )  Établir avec Cauchy-Schwarz que < r x, x > = 0 équivaut à rx = O. 
b) On dit que X est non dégénéré lorsque sa matrice de covariance r est 

inversible. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes : 
- X est non dégénéré; 
- la forme quadratique V est de type défini positif, c'est-à-dire que 

l'on a V(x) > 0 pour tout x ;a!: 0; 

- les valeurs propres de r sont strictement positives. 
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(1 .12.29) Exercice 

Soit X = (Xl' . . . Xp) un vecteur aléatoire dégénéré, dont la matrice de 
covariance r n'est donc pas inversible. On pose s =  Ker r =  { x E JRP, V(x) = 0} 
et Q = s.L . 

a )  Prouver que r(x) e Q pour tout x e lR P, puis que r est injective sur Q. En 
déduire que lm r = r(Q) = Q. 

b) En remarquant que J < X(ro) - rn, s > 2 dP(ro) = 0 pour tout s e S, prouver 
que l'on a X(ro) e rn +  Q presque sûrement. En déduire que le sous-espace 
affine Qm = rn + Q porte la distribution J.lx de X, c'est-à-dire que l'on a 
J.lx (Qm) = 1 .  

(1 .12.30) Exercice 

Soit X =  (Xl' . . . Xp) un vecteur aléatoire centré non dégénéré, r sa matrice de 
covariance, � les valeurs propres de r, ô. la matrice diagonale ( Â.�c). On fixe 
une matrice orthogonale U telle que r = U 6. u·1, et on pose encore 
A =  r1 = u 6."1 u-1• 

a )  On pose Y = U"1 X, ce qui donne un nouveau vecteur aléatoire centré. 
Établir que sa matrice de covariance est la matrice 6.. 

b) Prouver que < A  X, X > = <  6."1 Y, Y >  
et en déduire que E (< A X, X >) =  p. 

c) Soit Br la boule euclidienne de rayon r, et soit Er l 'ellipsoïde 
Er = { x e lR P , < A x, x > S .(l } . Prouver les inégalités 

{ } tr r P X $ Br S 7 

d) Montrer que si p = 1, chacune de ces inégalités se réduit à l'inégalité de 
Tchebyscheff. 





CHAPITRE 2 :  INTÉGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT 

Dans ce chapitre, il s'agit de confronter la théorie de l'intégration jusqu'ici 
exposée (tribus, mesures, fonctions mesurables, fonctions intégrables) à une situation 
nouvelle, qui est celle où l'espace de base n est un produit cartésien n = 01 x O:z . 
Précisons tout d'abord quelques notations. 
- On appelle pavé dans n tout produit A = A1 x � avec A1 c 01 et A2 c O:z . 
- Pour toute partie A c n ,  tout x1 e � et tout "2 e O:z on désigne par : 

A(x1, • )  = { "2 e O:z , (x1, �) e A } la coupe de A au point x1 et par 
A( • , x2) = { x1 e 01 , (x1, �) e A } la coupe de A au point x2 • 

- Pour toute fonction f : n � X , où X est un ensemble quelconque, on désigne par 
f (x l '  • ) : n 2 � x et f( • , x2) :  n l  � x les fonctions partielles définies par 
x2 � f(x1, "2) et x1 � f(x1, "2) respectivement. 

- Pour toutes fonctions numériques (réelles ou complexes) f1 et f2 définies respective
ment sur 01 et O:z ,  on note f1 ® f2 la fonction définie sur n par (x1, x2) � f1 (x1) f2 (x2). 

- Enfin, on note 1t1 : n � 01 et 712 : n � O:z les projections canoniques de n. 

2.1 Produit de deux espaces mesurables 

On suppose que 01 et O:z sont munis respectivement de tribus � et �· On dit alors 
qu'un pavé A = A1 x A2 avec A1 e I.1 et A2 e � est un pavé mesurable. ll est alors 
immédiat que deux pavés mesurables A = A1 x A2 et B = B1 x �  sont tels que 
A n B = (A1 n B1 )  x (A2 n B2 ) est encore un pavé et que la différence 
A \ B = [ (A1 \ B1) x A2 ] U [ (A1 n B1) x (A2 \ B2) ] est réunion disjointe de deux pavés 
mesurables. ll suit de là aisément qu'une réunion finie de pavés mesurables peut toujours 
s'écrire comme réunion finie disjointe. On a par conséquent, en remarquant que 
n = 01 x �  est un pavé mesurable, l'énoncé : 

(2. 1.1) Proposition 

L'algèbre .:ft engendrée par les pavés mesurables est exactement formée des 
réunions finies (disjointes) de pavés mesurables. C'est aussi l'algèbre 
engendrée par l'ensemble des bandes A1 x � et 01 x A2 , avec A1 e � et 
� e � . 

Il est donc naturel d'introduire la tribu I. engendrée par l'algèbre .:ft • D'où la 
définition : 
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(2 .1 .2) Définition 

On appelle tribu produit de .L1 et � , et on note L = .L1 ® .L2 la tribu sur 
n = nl  x 02 engendrée par l'algèbre -'l: ,  ou par l'ensemble des pavés 
mesurables, ou par l'ensemble des bandes mesurables. 

On peut caractériser L autrement. En effet : 

(2.1 .3) Proposition 

a )  L = .L1 ® .L2 est aussi la plus petite tribu rendant mesurables les 
projections � et � . 

b) C'est encore la plus petite tribu ffi. rendant mesurables toutes les fonctions 
f1 ® f2 où f1 : � --+ IR et f2 : O:z --+ IR sont mesurables. 

Preuve. a) est conséquence du fait que L est engendrée par les bandes mesurables, c'est-à
dire par les deux tribus 1t'i1<L1) et 1tÏ

1
(�). Pour prouver b) soit f = f1 ® f2 , avec f1 et f2 

mesurables. Alors f = ( f1 o � ) .  (f2 o �) est l:-mesurable, d'où ffi. c L.  Réciproquement 
on a L  c ffi. car tout pavé mesurable A =  A1 x A2 s'écrit A =  (lA ® lA f1 ( {1}) . 0 1 2 

Les définitions précédentes ayant toutes recours à l'engendrement, on ne connaît 
pas explicitement les éléments A de la tribu l:, ni les fonctions I-mesurables f : n --+ IR.  
Les conditions nécessaires suivantes sont donc d'une grande importance : 

(2. 1 .4) Proposition 

Soit A e L et f : n -+ IR une fonction I-mesurable. Alors pour tout x1 e � et 
tout � e O:z on a : 
a )  A(x1 , •) e � et A( • , � ) e Lt . 
b) La fonction partielle f(x1 , • ) est �-mesurable et la fonction partielle 

f( •, x2) est Lt-mesurable. 

Preuve. On remarque que la classe des parties A c n vérifiant la propriété a) est une 
tribu sur n contenant tous les pavés mesurables, et que, pour tout borélien B de IR, on a 
f(x1 , • r

1
(B) = f1(B)(x1 , • ). 0 

Cas des tribus boréliennes. Considérons l'espace JRP'HI comme le produit IRP x IRq. On voit 
alors que pour tous boréliens B1 c IRP et B2 c IRq l'ensemble B1 x � est un borélien de 
lRp+q puisque les projections canoniques � et � sont continues. Réciproquement, la tribu 
borélienne $ p+q de IRp+q est engendrée par les pavés compacts, produits de (p + q) 
intervalles compacts, qui sont donc des pavés mesurables très particuliers. D'où le 
résultat : 



(2. 1 .5) 
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Proposition 

La tribu borélienne $p+q de JRp+q est exactement le produit $P ® $q des tribus 
boréliennes de JRP et JRq. 

Plus généralement on a, en rappelant qu'un espace métrique (T, d) est dit séparable 

lorsqu'il existe dans T une partie dénombrable et partout dense (ce qui est le cas des 
espaces lR P): 
(2 .1 .6) Exercice 

Soit (T11 d1) et (T2, d2) deux espaces métriques séparables, T = T1 x T2 leur 
produit muni de la distance 

d(x, y) = d1 (x11 y1) + � (�, Y2> · 
a )  Montrer que (T, d) est séparable. 
b) En déduire que dans T tout ouvert est réunion dénombrable de produits 

B1 x �  de boules ouvertes dans T1 et T2 . 

c) Démontrer enfin que la tribu borélienne $ de T est exactement la tribu 
produit $1 ® $2 des tribus boréliennes de T1 et T2. 

2.2 Produit de deux mesures cr-finies 

Plaçons sur (011 I.1) et (�, �) respectivement des mesures cr-finies J.l.t et � . Avec 

(2.1 .4.b) on voit donc que pour toute f e  :;e+ {L), les fonctions partielles f(x11 • ) et f( •, �) 

sont respectivement éléments de :;e +  (�) et :f + {L1 ), de sorte qu'elles peuvent être 
intégrées. On a alors : 

(2.2 . 1 )  Lemme 1 

Soit f e  :f +  {L) fixée. Alors la fonction 

'l' : x2 --+ J f( • ,  x2) djl.l 

est �-mesurable et la fonction 

cp :  x1 --+ J f(x11 • ) d� 

est I.1-mesurable. 

Preuve. D'après le théorème d'approximation (1 .4.6), il existe une suite fn e 6+{L) telle 
que fn Î f, d'où l'on tire aisément, avec Beppo Lévi, que 'l'n Î 'Il . n suffit donc de prouver 
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que 'l'n est �-mesurable , ce qui ramène finalement à supposer f = lB, avec Be I., et à 

prouver que la fonction 'I'B est élément de �+ (�). 

Or supposons d'abord J.l1 finie, et dans ce cas désignons par � la classe des parties B e  I. 
-

telles que 'I'B e �+ (�). On a évidemment Oe � ,  et on vérifie sans difficulté que � est 
stable par différence propre (ce qui utilise la finitude de J.L1 )  , et par réunion 
dénombrable croissante (toujours avec Beppo Lévi). Autrement dit � est une A--classe 
d'après (1 .6.13) . Or si B = A1 x A,_ avec Ai e � , alors 'lf'B = J.lt A1 • lA2, ,  donc B e  � ' de 
sorte que � contient la 7t-classe formée des pavés mesurables. Par le théorème de 
Dynkin (1 .6.14), on voit alors que � = I.. 

Si maintenant J.L1 est cr-finie, alors il existe une suite n� e I.1 telle que n� î 01 et 

Ill n� < + 00 • En posant, pour B e I. 1 "'� (x 2) = f n lB (., x2) dJ.Lt on voit que "'� e i + (�) Jnl 
d'après le cas llt finie, et la condition évidente 'l'� Î 'I'B fournit le résultat général. 
Avec la condition � cr-finie on obtient de même le résultat sur la fonction cp, ce qui 
termine tout. 0 

(2.2.2) Lemme 2 

La fonctionnelle f � L(f) = J'l' d� est une intégrale sur (0, D au sens de 

(1 .5. 1 . ) .  

Preuve. Car L(O) = 0 et, par Beppo Lévi, fn Î f implique 'l'n Î 'If' puis L(fn) Î L(f) . 0 

La liaison entre intégrales et mesures étudiée en (1 .5) donne alors le résultat 
fondamental suivant : 

(2.2.3) Théorème 

Soit (01 , I.1 , J.lt ) et (� , � ,  � ) deux espaces mesurés cr-finis. Il existe une 
unique mesure J.l sur l'espace mesurable produit (0, I,) telle que l'on ait 
(,. ) J.l (� x A,_ ) = J.Lt A1 . � A,_ 

pour tous A1 e Lt et A2 e � . Cette mesure J.l est cr-finie : elle est appelée 
mesure produit (ou produit direct, ou produit tensoriel) de J.lt et � , et notée 
J.l = J.lt ® � . 

Preuve. Toute mesure J.l sur I. vérifiant la condition (,.) est évidemment cr-finie. Alors si 
J.l et u vérifient ( .. ), elles coïncident nécessairement sur l'algèbre dt engendrée par les 
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pavés mesurables d'après (2.1 .1 .), donc aussi sur la tribu I. d'après (1.6.16), et ainsi 
� = u, d'où la clause d'unicité. 
Pour prouver l'existence, il suffit de considérer la mesure � associée canoniquement par 
(1 .5.3.) à l'intégrale L. Alors 

Or 'l's = J.l.:t A1 • 1 � et J 'l's dJ.i2 = J.l.:t Ar J.i2 A2 , et tout est dit. 0 

On en déduit pour le calcul de J,LB, B e I. ,  les deux formules de balayage : 

(2.2.4) Corollaire 1 

Soit B e I. . Alors 

Preuve. La première formule est J.LB = J 'l's dJ.i2 déjà vue. Pour obtenir la seconde, il 

suffit de permuter le rôle de �1 et ll2 , ce qui fournit une autre mesure � par 

� B = J Cl>s dJ-11 . Mais � vérifie aussi ("') donc la clause d'unicité garantit l'égalité 

1.1 = 1.1 et la validité de la seconde formule. 0 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

Corollaire 2 
Si �1 et 1.17 sont des probabilités alors � = 1.11 ® 1.17 est aussi une probabilité. 

Corollaire 3 
Pour qu'une partie B e  I. soit négligeable pour 1.1 = J.l.:t ® ll2 , il faut qu'elle 
satisfasse aux deux conditions : 

a )  On a ll2 [ B(x1, . ) ] = 0 

b) On a Ill [ B( . , x2) ] = 0 

pour J.l.:t -presque tout x1 e � . 
pour 1.17 -presque tout Xz e � .  

et il suffit qu'elle vérifie l'une d'entre elles. 
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(2.2.7) Corollaire 4 
Les mesures de Borel Ân sur Rn sont telles que Âp.q = � ® Â.q et Ân = Ât ®n . 

L'intégration des fonctions f, définies sur 0, I;-mesurables à valeurs positives finies ou 
-

non (donc f e  �+ Œ,) ), nous ramène à l'intégrale L de (2.2.2). En échangeant le rôle de � 
et � , on obtient donc le résultat important rattaché aux intégrations successives, ou à la 
permutation des intégrales : 

(2.2.8) Théorème (Tonelli) 

Pour toute f e �+ Œ,) ) on a :  J f d(J.11 ® � )  = 

Pour rappeler le calcul par intégrales superposées, on note très souvent f f dJl sous 

forme d'une intégrale "double" : 

J f dJl = J J f d� ® J.l2 ) = J J f (x1, x2 ) d� (x1) d!J2 (x2) 

d'où l'apparition des intégrales "multiples" sur les espaces produits finis. 
En particularisant f, on a aussi 

(2.2.9) Corollaire 1 
Soit f1 : � � [0, +oo] et f2 : � � [0, +oo] mesurables. Alors f = f1 ® f2 est 
I;-mesurable, à valeurs positives finies ou non, et : 

(2.2.10) Corollaire 2 
Soit h1 et h2 des fonctions positives ou nulles, à valeurs finies, intégrables 
respectivement par rapport aux mesures � et J.l2 ,  auxquelles on associe les 
mesures à densité du1 = h1 dJ.L1 et d� = h2 d� . Alors la mesure u = u1 ® u2 
admet la densité h = h1 ® � par rapport à la mesure J.1 = � ® � . 



83 

Les fonctions intégrables et le théorème de Fubini.- En revenant à (2.2.9) on voit encore 
que si f1 : 01 � lR est supposée intégrable par rapport à J.L1 , alors la finitude des 

intégrales, et la décomposition f1 = f� - fi ,  jointes à la condition f2 � 0 et J f2 dlll < +oo , 

garantissent la validité de la formule du corollaire 1. On étend ensuite au cas où 
f2 : � � lR est intégrable par rapport à Ill , pour obtenir 

(2.2. 11 )  Proposition 

Pour toutes fonctions f1 : 01 � lR et f2 : � � lR , intégrables respectivement 
par rapport à Il} et ll2 , la fonction f1 ® f2 est intégrable par rapport à 
J.1 = Il! ® Ill et 

Examinons l'autre aspect du problème en partant d'une fonction f : 0  � lR , supposée 
intégrable par rapport à J.L, et posons 

Avec le théorème de Tonelli, on a donc J \ji (x2) dlll (x2) = J 1 f 1 dJ.L < + oo ce qui 

assure que la fonction \ji est Ill -presque partout finie, de sorte que l'ensemble 
N2 = { � ,  'if (x2) = + oo } est élément de � et négligeable. De même, si 

l'ensemble N1 = { x1 , êp (x1) = + oo } est élément de I.1 et Il} N1 = 0 ,  et ainsi l'ensemble 
M = � x �  e I. est tel que J.1 Mc = 0 ,  puisque M' = (N1 x �) U (01 x N2) • Remplaçant 

f par g = lM f , on obtient alors une fonction intégrable par rapport à J.L, telle que les 
fonctions partielles g( . , x2) et g(x1 , • ) soient respectivement intégrables par rapport à 
J,L1 et Ill , pour tous x1 et x2 • La finitude des intégrales garantit donc, avec Tonelli, et la 

décomposition f = t - ï ,  ou g = g+ - g- , que f g dJ,L = J 'lfgdll2 = J cp8dll} avec 
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<ilg (x1) = J f (x1 , • ) d112 pour tout x1 ri N1 . On aboutit à ceci que les fonctions 

qui ne sont que presque partout définies, sont en réalité presque partout égales à des 
fonctions intégrables, que l'on appelle versions intégrables de <pf et '1'! . 

Convenons alors de définir J <pf dJ,11 en remplaçant cpf par l'une ou l'autre de ses 

versions intégrables, et de même pour J 'l'r di-L2 , de sorte que l'on obtient le l"ésultat 

définitif. 

(2.2.12) Théorème (Fubini) 

Soit f : 0 � IR une fonction intégrable pour J.1 = J.1t ® 112 . Alors : 

a )  La fonction f(x1 , • ) est intégrable par rapport à 112 pour J.lt -presque tout x1 
et la fonction f( . , x2) est intégrable par rapport à J.L1 pour 112 -presque 
tout x2 • 

b) Les fonctions 

sont définies presque partout respectivement sur 01 et � . 

c) On a de plus la permutation des intégrales 
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Remarque. Les formules de (2.2.11)  et (2.2.12), établies pour f réelle, sont évidemment 
valables aussi pour f complexe, et la formule c) du théorème de Fubini est fréquemment 
utilisée pour calculer des intégrales (ou des séries) successives par permutation des 
variables. On prendra garde toutefois qu'il peut arriver, dans des cas très simples, 
qu'une fonction f soit I.-mesurable, telle que les fonctions f(x1 ,. ) et f( . , x2) soient 

toujours intégrables, telle encore que les fonctions <p : x1 --+ J f(x1, . ) d� et 

'V : � --+ J f(. , x2) dj.l1 soient elles aussi intégrables, mais que l'on ait 

1 = J cpdj.ll '# J 'lfdJ.ll = J 

C'est par exemple le cas, lorsque j.l1 et ll2 sont toutes deux égales à la mesure de Borel sur 
l - t  x x 0 [0, 1], avec la fonction f(x, y) = pour laquelle 1 = 4 et J = -4 . Bten entendu f 

(x2 + l>
2 

n'est pas intégrable sur le carré [0, 1] x [0, 1 ] .  

Ce que disent donc le théorème de Tonelli et le théorème de Fubini est que cela ne peut 
pas se produire si f est positive ou bien si f vérifie les conditions du corollaire suivant, 
qui explicite le critère d'application du théorème de Fubini. 

(2.2.13) Coro llaire (Critère de Fubini) 

Soit f une fonction définie sur Q = 01 x � ,  supposée I.-mesurable. Si l'on a 

ou bien 

alors f est intégrable par rapport à Il =  j.l1 ® ll2 et les intégrales du théorème 

de Fubini sont finies et égales à J f dj.l . 

En pratique, on commencera par majorer 1 f(x1, �) 1 , puis on testera le critère précédent 
en choisissant la plus accessible des deux formules à vérifier. 

Donnons pour terminer quelques exemples sous forme d'exercices. 
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(2.2.14) Exercice 1 

a )  Calculer l'intégrale J(a) = r - dx 
pour a > 0 et a. > � . Jo (a2 + x2)a 

b) En déduire que l'intégrale 1 = 
' 1 1 1t 1 a. > 1, et qu a ors = 4 a. _ 1 

(2.2.15) Exercice 2 

i
-
i
-

dx dy 
o o (1 + x2 + y2)a 

a )  Établir que pour 0 < a. < 2, les deux intégrales 

i - 1 - cos x dx et _! 
i
-

sin x dx 
a+l a. xa 0 x 0 

n'est finie que si 

existent et sont égales. On désignera par J(a.) leur valeur commune. 
b) A toute probabilité J.1 sur R on associe la fonction 

F(x) = fe. cos t x dJ.L(t) x e  R 

Démontrer que F est continue et bornée, puis établir la formule, valable 
pour 0 < a. < 2, 

f
-

1 - F(x) i ( * )  dx = J(a.) 2 l t 1 a dJ.L(t) � + oo 
a+l 0 x 

c) On choisit pour J.1 la probabilité d'Euler, de densité e·t sur [0, +oo). 
Déterminer la fonction F associée, puis en utilisant (1 .10.12) prouver 
l 'égalité 

1t 1 1 
J<a.> = 2 r (a. +  1 ) . 1ta. sm -2 

r - cos x d) On définit les intégrales C(a.) = Jo xa dx pour 0 < a. < 1 et 

i
- sin x S(a.) = -a- dx pour 0 < a. < 2. Prouver que 

0 x 



1t 1 1 
C(a) = -

2 
-- ---
r (a) 1ta COST 

1t 1 1 
S(a) = 2 r (a) � sm -

2 
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0 < a < 1 

0 < a < 2 

e} Montrer que les intégrales de Fresnel l = r ros (x'l dx et )  = r sin (x'l dx 

sont toutes deux égales à �. 
f )  Comparer avec l'exercice (1 .10.15). 

(2.2.16) Exercice 3 

Pour a > 0, on pose : ta-1 
f (t) = -- e-t a 

r(a) 

et 'Pa (x} = r .·� f. (t} dt 

a ) Prouve- que J: 10 (t - s} f� (s} ds = f""' (t} 

b) En déduire que <p� = <pa q; · 

pour t > O  

pour x e  R .  

pour t > O . 

c) Montrer que la fonction <pa est dérivable et solution de l'équation 
différentielle y' = i

1
a r . En déduire que - lX _ g  

<pa (x) = (1 + x?-> 2 exp [i a Aie tg x) 
et retrouver ainsi b). 

(2.2.17) Exercice 4 
Dans l'espace R 2 on considère le quadrant P = {x � 0, y � 0} et pour a > 0 et 
b > 0, on considère la mesure J.1 sur P de densité x•-1 yb-1 par rapport à la 
mesure de Borel, donc dJ.L = x•-1 yb-1 dx dy . A chaque fonction borélienne 
positive f, définie sur [0, +oo) on associe l'intégrale finie ou non 

D (a, b) = f JP x•-1 yb-1 f(x + y) dx dy 
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a )  Montrer que D(a, b) = r f(t) du(t), où u est la mesure image sur [0, +�) 

de la mesure J.1. par l'application s(x, y) = x + y. 
b) Déterminer la mesure u en calculant sa fonction de répartition u [0, t[ . 

c) En déduire que D(a, b) = B (a, b) r t,.._, f(t) dt où B(a, b) est la 

fonction béta d'Euler. 
d) Quel résultat obtient-on en choisissant f(t) = e·t ? 

e) On remplace maintenant l'espace lR 2 par l'espace lR n, n � 2, et le 
quadrant P par le cône positif P n = (lR.)n . Déduire de c), avec les mêmes 
hypothèses sur f, l'égalité 

r(a1 ) . . •  r(�) 

J

"" a1 + . . .  + � - 1  
t f(t) dt 

r(al + . . . + an) 0 
pour tous nombres a1 > 0, a2 > 0 ,  . . .  , � > 0 .  

f )  Soit Sn le simplexe unité de lR n , Sn = P n n {x1 + . . .  + � s 1} . Montrer que 
1 son volume est donné par w n = Ân sn = -, . n .  

(2.2.18) Exercice 5 
Dans l'espace T = Rn x [0, +oo}, de coordonnées (x, r), on place la mesure 
produit dx dr, et soit P c T le cône défini par 

P = {(x, r) ; llxll S r} 

où llxll est la norme euclidienne. 
a )  En calculant de deux façons différentes l'intégrale 

retrouver le volume V n de la boule euclidienne de m.n . 

b) On remplace la norme euclidienne sur lR n par la fonctionnelle 
1 

llxlla = ( 1 x1 1 a + . . .  + 1 � 1 a) a , avec a > 0, et la boule euclidienne par 
l'ensemble Ba = {llxlla S 1} .  En remplaçant P par le cône Pa correspondant, 
et l 'intégrale 1 par l'intégrale 



établir que le volume v<:> de Ba est donné par la formule générale 

n 

v<:> =  (-'-f r (k ) 
a r (� + 1 ) 
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c) Établir que le cas a = 1 permet de retrouver le volume w n = Àn sn du 
simplexe calculé en (2.2.17.f). 

2.3 La formule du changement de variables 

Nous nous limiterons id à la mesure de Borel Ân sur Rn, pour prouver correctement 
(ce qui est délicat) la formule classique du changement de variables dans une intégrale 
multiple, et d'en donner quelques applications. Étudions tout d'abord l'influence d'une 
transformation affine. 

Translations. La formule Ân(P) = Il (bx - ak) donnant le volume d'un pavé P = Il [ak , � ]  
montre immédiatement que pour toute translation de vecteur u e lR n, le volume 
Ân(P + u) du pavé translaté de P reste égal à Â.n(P). ll s'ensuit que pour tout borélien B de 
lRn on a Â.n(B + u) = Â.n(B). 

On a d'ailleurs là une caractérisation de la mesure de Borel sur lRn. Car : 

(2.3 . 1 )  Proposition 

Soit J.1 une mesure borélienne (localement finie) sur lR n, invariante par les 
translations de lRn. Alors J.1 = k Àn est proportionnelle à la mesure de Borel et 
la constante k est la mesure J.L0n) du cube unité In = [0, 1t de lRn. 

Preuve. Introduisons l'anneau � des parties qui sont réunions finies (disjointes) de pavés 
P = Il [ak 1 bk [ 1 où les ak et les � sont rationnels, anneau qui engendre la tribu borélienne. 
Soit J = [01 1 [n et k = J.L(J). Remarquons ensuite qu'il existe un entier q � 1 et des entiers 

Pk � 1 tels que � - ak = Pk 1 de sorte qu'on peut diviser P en une réunion disjointe de 
q 

N = p1 P2 . . .  Pn petits pavés cubiques de côtés .! 1 qui sont tous de même mesure aq q 
pour J.l.. Et de même, on peut diviser J en une réunion disjointe de q

n 
petits pavés cubiques 

de même mesure a q pour IJ.. Il suit de là que k = IJ.(J} = qn a q , et que 
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Jl{P) = N aq = k .  Pt p2 • • • Pn = k Ân (P) , d'où l'on tire Jl = k Ân avec (1 .6.16.b), de sorte 
qn 

0 

Transformations linéaires. Soit T une transformation linéaire de Rn dans lui-même, 
supposée bijective, donc de déterminant dét T non nul. Dans ce cas T =  s·t , avec 5 = T1 , 
de sorte que T transforme tout borélien B en un borélien T(B) = S"1 (B), et que 
l'application B --+  Àn [T(B)) est une mesure borélienne Jl = SO .. n), image linéaire de la 
mesure de Borel. 
Pour déterminer Jl commençons par remarquer que Jl est invariante par translation, 
puisque 

Jl(B + u) = Ân [T(B) + T(u)] = Ân [T(B)] = Jl(B) 
de sorte qu'il existe une constante kr telle que Jl = kr Ân . 
Et ainsi 
( "' )  '-n [T(B)] = kr '-n(B) pour tout borélien B. 
Pour obtenir la valeur de kr remarquons encore que si T = T1 T2 alors kr =  kr kr de 1 2 
manière évidente à partir de la formule précédente. Autrement dit, la fonction T --+ kT 
est une fonctionnelle multiplicative sur le groupe GL(n, R )  des transformations 
linéaires bijectives de Rn. Ce qui implique en particulier que k1 = 1, où I est l'opérateur 
identité, et que k 1 = <krr1 • Alors : r 

(2.3.2) Théorème 

Pour toute transformation T e GL(n, R) on a kr = 1 dét T 1 . Autrement dit pour 
tout borélien B de Rn, on a 

Ân [T(B)] = 1 dét T 1 '-n<B> 
Preuve. La multiplicativité de kT et celle de 1 dét T 1 garantissent que si le résultat est 
vrai pour T1 et pour T2 , il est vrai aussi pour T = T1 T2 • Or 
a) Il est vrai pour T diagonale, car si (e1, e2, • • •  , en) est la base canonique de lR n et si 
T ek = � ek , avec � * 0, alors l'image T(In) est le parallélotope P = II [0, � ] , d'où 
kr = Il 1 � 1 = l dét T I .  
b) n est vrai pour T hermitienne (ou symétrique), car si T"' est l'adjointe de T (ou la 
transposée) et si T = T"', on sait alors que T est diagonalisable par une matrice 
orthogonale et que ses valeurs propres sont réelles, d'où T = tr1 !:!.. U et 
kT = kâ = 1 dét t::.. l = 1 dét T 1 .  
c) Il est vrai pour T orthogonale, car si T = U est une isométrie de Rn, nécessairement 
surjective, alors kr = 1 comme on voit avec la formule ("') appliquée en prenant pour B la 
boule unité euclidienne Bn de Rn. Mais U U"1 = I = UU"' donne aussi 1 = (dét U)2 , et 
l dét U I = l . 
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d) Il est vrai pour T quelconque, car la transformation ,..-r est hermitienne, bijective, et 
ses valeurs propres sont strictement positives. On a donc T-' T = V1 Il. V ,  où V est 
orthogonale et où la transformation diagonale l1 admet de façon évidente une racine 
carrée !!.112 • Posons 1 T 1 = V1 !!.112 l1 , ce qui donne un opérateur hermitien tel que 
T-' T = 1 T 1 2 , et remarquons que 

Il l T 1 x IF = < 1 T 1 x, 1 T 1 x > = < 1 T 1 2 x, x >  = < T* T x, x > 
= < T x, T x >  = 11T xll2 

pour tout x e  Rn . La bijectivité de 1 T 1 garantit donc que l'opérateur U = T 1 T 1 ·1 est une 
isométrie, puisque si y e Rn et si x =  1 T 1 ·1 y alors U y =  T x et liU yll = l lyll . Or 
T = U 1 T 1 , et le résultat est conséquence de b) et c). 0 

(2.3.3) 

(2.3 .4) 

(2 .3 .5) 

Corollaire 1 
La mesure de Borel sur Rn est invariante par les translations, les symétries et 
les isométries de Rn (donc par les déplacements et les anti-déplacements). Si 
H est une homothétie de rapport k :F- 0, alors 

� [H(B)] = l k l n � (B) 
pour tout borélien B. 

Corollaire 2 
Dans R n, tout hyperplan, et plus généralement toute variété affine de 
dimension p � n - 1, est négligeable pour la mesure de Borel. 

Corollaire 3 
Soit (xl ' �' . . . , �) un système de n vecteurs de R n. Alors le volume du 
parallélotope (oblique) construit sur ces vecteurs est égal à la valeur absolue 
de leur déterminant. 

Preuve. Si le système est lié, alors les xk sont éléments d'un même hyperplan, qui est de 
mesure nulle d'après le corollaire 2, et le déterminant est nul aussi. Si le système est 
libre, on définit la transformation linéaire bijective T par Tek = "x . La matrice Mr 
représentant T sur la base canonique (el' . . .  , en) admet donc les xk comme vecteurs 
colonnes, d'où dét T = dét (x1, x2, • • •  , �). Mais kr = � [ T(In) ] et on reconnaît en T(In) le 
parallélotope construit sur les xk . 0 

(2.3 .6) Corollaire 4 
Soit T une transformation linéaire bijective de Rn. Alors : 
a )  T échange les parties boréliennes entre elles, et les parties négligeables 

entre elles. 
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b) Pour toute fonction f � 0 borélienne on a 

J f(y) dy = 1 dét T 1 J f(Tx) dx S + oo 

c) Pour toute fonction numérique (réelle ou complexe) borélienne, la 
condition que f soit intégrable est identique à la condition que f o T soit 
intégrable et dans ce cas on a la formule du changement (linéaire) de 
variables 

J f(y) dy = 1 dét T 1 J f(Tx) dx 

Pre u v e .  Il suffit de vérifier b), car c) s'obtient en remplaçant f par 1 f l ,  et en 
décomposant f en f = f" - f dans le cas réel. Or b) est vraie pour f = 18 , avec B borélien, 

car en écrivant B = T(A), avec A =  T1(B), on a, avec (2.3.2) : 

f 18 (y) dy = Àn B = Àn [T(A)) = 1 dét T 1 Àn (A) 

et 18 (Tx) = 1 A (x) . On passe ensuite au cas des fonctions étagées puis au cas général par 
Beppo Lévi et le théorème d'approximation (1 .4.6). D 

Remarque 1 .  On interprète souvent le changement de variables y = Tx en disant que 
l'élément de volume dx se transforme en dy = 1 dét T 1 dx. 

Remarque 2. On peut aussi traduire la formule du changement de variables en termes de 

mesure image. En effet la mesure image TO .. n> vaut l dé

l

t T l 
Â.

n 
et la mesure image 

11 (Àn) vaut 1 dét T 1 Àn • 

Remarque 3. On prendra garde que lorsque T n'est plus supposée bijective, alors l'image 
directe T(B) d'un borélien peut ne pas être borélienne. On aura toutefois Â.

n 
.. (T(B)) = 0 

puisque T(B) est nécessairement contenue dans un hyperplan. 

(2.3.7) Exemples 

Exemple 1.- Reprendre (1 .8.16) et (1.8.17) et revenir à l'intégration des fonctions 
sphériques sur Rn en utilisant (2.3.3). 

. 

Exemple 2 (Fonctions B et r d'Euler).- On retrouve facilement la formule 
r(x) r(y) 

B(x, y) = , en utilisant le théorème de Tonelli et la formule du changement de 
r(x+y) 

variables. En effet, 



r(x) r(y) = r r .,.., ty·' e'"" ds dt 

= J J ux-l (v - u)>'"1 e·v du dv 
O s u sv  

avec s = u 1 t = v - u  1 ds dt = du dv . Puis 

r(x) r(y) = r .� dv [f u�1 (v - ul""1 du ] 

� r .� dv [ v"+J-l r w�1 (! - w)Y"1 dw ] 

avec u = v w 1 v fixé. D'où r(x) r(y) = B(X1 y) r(x + y) . 
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Exemple 3 (Volume du simplexe unité).- Étant donné n vecteurs x11 x21 • • •  1 "n de Rn on 
appelle simplexe construit sur ces vecteurs l'ensemble S(x11 • • •  1 "n) des vecteurs I. � xk 
tels que � � 0 et I. � !!> 1 .  On appelle simple unité de Rn le simplexe Sn construit sur la 
base canonique (e1, • • •  , en), soit encore 

sn = { x = <;k ) i ;k � 0 et I. ;k � 1 } 
Pour calculer le volume Àn (Sn) = W n , on peut facilement opérer par récurrence sur n. On 
peut aussi chercher à évaluer des intégrales du type 

1 =  r _ _ _  r f(t, + _ _ _  + ... ) dt, . . .  d ... 

en introduisant la mesure image \) = so •. n) , où s est la fonction s(x) = ;1 + . . . + ;n si 
x =  <;k ) .  On détermine alors u par sa fonction de répartition F(t) = u [0, t [ , soit 

F( t) = \ { x =  <;k ) ; ;k � 0 et I. � < t } 
= f' Wn 

puisque l'homothétie de rapport t transforme précisément le simplexe sn en l'ensemble 
s-1 [ 0, t ]  1 de même mesure que s·1 [01 t [. Alors u est la mesure sur [ 01 +oo), de densité 

n t"'1 w. ' d'où 1 = n w. r f(t) t"'1 dt . 

En choisissant f(t} = e·t 1 on obtient d'un cOté 1 = 1 et de l'autre 1 = n W n r(n) = n ! W n . 
D'où : 
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(2.3.8) 

a )  Le volume w n du simplexe unité sn est w n = � . n .  
b) Le volume du simplexe construit sur les vecteurs x1, . . .  , � de lRn est égal à 

� 1 dét (x1, . . .  , � ) 1 . n . 
c) Pour toute fonction borélienne f � 0 sur [0, +oo) on a 

J.o .. · · ·  f.o .. f(tl + . . .  + �) dt1 • • •  d� = 1 f.o .. t
n-l f(t) dt 

(n - 1 ) !  

Exercice (Volume et déterminant de Grant) 

On fixe n vecteurs xl' . . .  , � dans l'espace lRn, formant un système libre, et pour 
1 � p � n on introduit le déterminant de Gram 

G(xw . . , Y ) = dét [ < Xi, Xj > ] . . ·y lS1, JSp 
a )  Prouver que le volume V n(P) du parallélotope P construit sur x1, • • .  , xn est 

donné par 
V n(P)2 = G(xl' . . . , �) . 

b) On introduit la projection Yn de � sur l'espace vectoriel engendré par 
x1, x2, • • •  , "n.-1, et soit Zxt = � - Yn . Démontrer que 

Vn(P)2 = IIZxtlf G(x1, • • • , �-1> 
et en déduire que le volume Vn(P) est égal au produit du volume 
(n-1 )-dimensionnel de l'une de ses bases par la hauteur correspondante 
(analogie avec le parallélogramme). 
Déduire de là que V n(P) est majoré par le produit des longueurs des 
vecteurs xk et que l'on n'a 

Vn(P) = llx1 11 11x211 . . .  11�11 
que si le système (xk) est orthogonal. 

c) Soit M = [a 1i] une matrice carrée d'ordre n. Établir l'inégalité de 
Hadamard 

l dét M I  fr [ 2 2 ]1/2 
s; bi akl + . . . + akn 

La formule générale du changement de variables. On fixe maintenant un ouvert U de lRn 

et une application H : U � lR n , supposée être un difféomorphisme, ce qui signifie en 
détail : 
- l'image H(U) = V  est un ouvert de lRn , 
- H est un homéomorphisme de U sur V, 
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- H est de classe C1 
1 c'est-à-dire différentiable en tout point x E u, l'application 

dérivée x �  D� de U dans L(lRn) étant continue, 

- enfin D� est, pour tout x e U, une application linéaire inversible de lR n sur lui
même, ce qui signifie encore que le jacobien J(x) = dét D� ne s'annule pas sur U. 

Dans ces conditions on sait que l'application réci�roque K : V � U admet en tout point 
y e V, y =  H(x), une différentielle DI<y = {D�r , qui est fonction continue de y. Ainsi 

K = K1 est aussi un difféomorphisme tel que son jacobien JK(y) est donné par JK(y) = -
1
-

J(x) 
pour y = H(x) . 

Alors H, étant un homéomorphisme, échange les parties boréliennes de U et V, qui sont 
d'ailleurs les parties boréliennes de JRn contenues respectivement dans U et dans V. Le 
théorème qui suit va permettre de calculer la mesure de l'image H(A) pour tout borélien 
A de U selon une formule qui doit généraliser celle de (2.3.2). Mais de fait, en 
généralisant à la fois (2.3.2) et (2.3.6), on a : 

(2.3 .9) Théorème (du changement de variables) 

Soit H : U � V un difféomorphisme entre deux ouverts U et V de lR n. 
On désigne par J(x) = dét D� le déterminant jacobien de H au point x e U. 
On a :  

a )  Pour tout borélien A de U, l'image H(A) est un borélien de V et 

Àn [H(A)] = L 1 J(x) 1 dx 

b) Pour toute fonction f 2: 0 borélienne sur V on a 

L f(y) dy = L f [H(x)] 1 J(x) 1 dx 

et plus généralement, pour tout borélien B de V, 

f f(y) dy = f _1 f [H(x)] 1 J(x) 1 dx JB JH <B> 
c) Pour toute fonction numérique (réelle ou complexe) borélienne sur V, la 

condition gue f soit intégrable sur V est identique à la condition que la 
fonction 1 J(x) 1 f [H(x)] soit intégrable sur U, et dans ce cas on a la 

formule du changement de variables 

L f(y) dy = L f [H(x)] 1 J(x) 1 dx 
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exprimant que dans la transformation y = H(x) l'élément de volume dy 
se calcule selon dy = 1 J(x) 1 dx . 

Ce théorème n'est pas trivial et la preuve en est longue. Avant de l'aborder, remarquons 
que si H = T est linéaire, alors D� = T ne dépend pas de x et 1 J(x) 1 = 1 dét T 1 , ce qui 
montre bien en quoi on généralise (2.3.6). 

Réciproquement, en posant Tx = D� pour simplifier, on voit que Tx est l'application 
linéaire tangente associée à H au point x, permettant, localement autour du point x, 
d'approcher l'application H. En ce sens l'intervention du facteur 1 J(x) 1 = 1 dét Tx 1 est 
très naturellement liée à (2.3.2). 

Plaçons sur lR n, et ceci uniquement pour faciliter la preuve, la norme llxll = Sup 1 Çle 1 , de 
manière que les boules soient en fait des pavés cubiques. L'espace L(]Rn) se trouve alors 
lui aussi normé avec 

11111L = Sup { IITxll, llxll S 1 } , 
et l'on a IITxll S 1m1L Dxll , IIT1 T211r. S IIT111L IIT21� et IIIIIL = 1 .  

Preuve du théorème .  Reprenons l'anneau m de (2.3 . 1 )  et fixons un pavé 
p = I H�, � [ E m, tel que p = II [ale, � ]  c u. 

a) Par continuité uniforme des applications x �  Tx , x �  "fx1 et x �  J(x) sur P , on a :  

{ 
{ liT x - T IlL S e 

Tl e > 0, 3 B > 0 x, y e P et llx - y ll s B � l 
Y l J(x) - J(y) S e  

-1 3 M < + oo Il T x IlL S M pour tout x e P . 

Fixons e > 0 ,  et décomposons P en somme finie disjointe de petits pavés Q tous de même 
arête 2s s 25 , et considérons l'un d'eux, de centre a. Pour x e  Q on a liT x - T.IIL s e ,  donc 
aussi II'F.1 Tx - lil L S e IIT�1 11 S M e , donc encore IIT�1 TxiiL S 1 + M e  . Considérons 

l'application G = T�1 H ,  telle que D Gx = T�1 Tx , de sorte que IID GxiiL S 1 + M e  pour 

x e Q . En appliquant la formule classique des accroissements finis, valable puisque Q 
est convexe, on obtient, pour x e Q 

IIG(x) - G(a)ll s (1 + M e) llx - all s (1 + M e) s 
de sorte que G(Q) est contenu dans la boule de centre G(a) et de rayon (1 + M e) s ,  c'est
à-dire dans le pavé de centre G(a) et d'arête 2 (1 + M e) s , par le choix de la norme Il . Il . 
Ainsi 

Âzt [G(Q)] S (1 + M e)n (2st = (1 + M e)n Âzt (Q) . 
Mais G(Q) = T;1 H(Q) , donc avec (2.3.2) on obtient 



puis Ân [H(Q)] S: (1 + M E)n 1 J(a) 1 Ân (Q) . 
Or sur Q on a 1 J(a) 1 S E +  1 J(x) 1 ,  et en intégrant sur Q on obtient 

I J<a) 1 ).,. (Q) S • ).,. (Q) + t I J<x) l dx 

ce qui, en résumé, fournit l'inégalité 

).,. [H(Q) 1 ,; (1 + M t)n [E l .• (Q) + t 1 J(x) 1 dx] 

Par sommation sur les petits cubes Q on arrive alors à 

).,. [H(P) 1 ,; (1 + M •>" [E l  .• (P) + L 1 J(x) 1 dx] 

où l'on peut faire tendre E vers 0, ce qui donne 
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b) Posons alors 1J. = ff1 (Â.n ) et du = IJ(x) 1 dx , de manière que (") signifie 1J. P S u  P, et 
fixons un borélien A de U. En recouvrant A par une réunion dénombrable de pavés 
P n C U, A C  U P n , on a 

jJ. A S  LIJ.Pn S I. u Pn 
et en faisant varier ces recouvrements, on obtient 

J.L A S  u• A = u A  
car A est borélien, donc mesurable pouru. On a donc obtenu 

c) En considérant maintenant un borélien B de V, et en posant A =  ff1(B), on peut récrire 
(•••) sous la forme 

Ân (B) :S i 1 J(x) 1 dx = J 18 [H(x)] 1 J(x) 1 dx 
H·l(B) 

inégalité qui permet, grâce aux fonctions étagées et au théorème d'approximation 
(1 .4 .6), d'obtenir 

L f(y) dy S L f [H(x)] 1 J(x) 1 dx 

pour f ::!:  0 borélienne sur V. 
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En posant alors g(x) = f [H(x}] I J<x) 1 ,  et en échangeant les rôles de U et V, et ceux de H 
et K = K1 , on a aussi 

L g(x) dx S L g [K(y)] 1 JK(y) 1 dy 

Or g [K(y)] 1 JK(y} 1 = f(y) 1 J (Ky) I l JK(y) 1 = f(y) puisque JK(y) = -
1
- lorsque x = Ky. 

J(x) 
On arrive ainsi enfin à l'égalité 

L g(x) dx = L f(y) dy 

qui donne la partie b) du théorème, d'où l'on tire aisément a) avec f = lB et B = H(A), et 
aussi c) par le raisonnement habituel considérant 1 f 1 et la décomposition f = f' - f . La 
preuve est ainsi complète. 0 

La formule fondamentale étant ainsi obtenue portons un effort tout particulier dans le 
domaine des applications. 
Passage en coordonnées polaires. Dans le plan (r, 9), soit U l'ouvert défini par r >  0 et 
1 a 1 < 1t. Dans le plan (x, y) soit V l'ouvert dont le complémentaire est la demi-droite 
réelle négative {x s 0, y = 0} . Alors U et V sont en correspondance bijective par le 
difféomorphisme H : U --+ V qui définit le passage en coordonnées polaires 

H(r, 9) = (x, y) avec x =  r cos a , 
Le jacobien J (r, 9) de H est donné par 

ax ax 
ar aa 

J = � � 
ar aa 

1 cos a = sin e 

y = r sin a 

- r sin a 1 
r cos a  = r  

et ainsi la formule du changement de variables s'écrit, à la fois sur le plan lR2 et sur le 
premier quadrant 

f f., f(x, y) dx dy = r J.: f(r cos 9, r sin 9) r dr d9 

K 

r r 
f(x, y) dx dy = 

r
e f(r cos O, r sin O) r dr dO 

quand f vérifie bien entendu les bonnes hypothèses. On résume cela sous la forme : 

1 L'élément d'aire dans lR2 est dx dy en coordonnées cartésiennes et r dr da en 
coordonnées polaires. 



99 

Exemple. Soit I = r exp (- ; ) dx !"intégrale de Gauss. Alors 

11: 

I' = J.1 exp[- � (x2 + y' )] dxdy = r [,'exp(- � ) rdr dO = � 

d'où 1 =  --K et r exp(_ ;' )dx = 21 =  ff,ë .  

Passage en coordonnées sphériques. En coordonnées sphériques on repère un point (x, y, z) 
1/2 - -

de JR? par son rayon polaire r = (,? + r + i-> = OM, sa colatitude 9 = (Oz, OM), et sa - -
longitude cp =  (Ox, Om) ,  où rn est la projection de M sur le plan xüy. 

z 

M 

x 

y 

· En termes rigoureux, l'ouvert U dans l'espace 
(r, 9 ,  cp )  est défini par r > 0, 0 < 9 < 1t, 
1 cp 1 < 1t, et l'ouvert V dans l'espace (x, y, z) 
est le complémentaire du demi-hyperplan 
fermé (x S 0, y =  0) . 

Le difféomorphisme H qui définit le passage en coordonnées sphériques s'écrit : 
{ x = r sin 9 cos cp 

H (r, 9, cp) = (x, y, z) avec y = r sin 9 sin cp 
z = r cos 9 

D'où le jacobien J (r, 9, cp) 
ax ax ox 
or oe ocp sin 9 cos cp r cos 9 cos cp 

J =  � � � = sin 9 sin cp r cos 9 sin cp or o9 ocp cos 9 -r sin 9 oz oz oz 
ar oe ocp 

- r sin 9 sin cp 
r sin 9 cos cp 

0 

soit J = .; sin e .  Ainsi la formule du changement de variables en coordonnées sphériques 
s'écrit, pour l'espace JR3 et le premier octant : 

I I L. 
f(x, y, z) dx dy dz -

r r I: 
f(r sin e cos �. r sin e sin �. r ros O) r' sin O dr dO d� 
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r r r 
f(x, y, z) dx dy dz = 

soit en résumant : 

11: 11: 

r J
,
' 1.' f(r sin 0 cos cp, r sUt 0 sin cp, r cos 0) r' sin a dr dO dcp 

1 L'élément de volume dans JR3 est dx dy dz en coordonnées cartésiennes et 
f2 sin 9 dr d9 dcp en coordonnées sphériques. 

Exemple 1. Reprendre l'exercice (1 .12.13) sur la loi du x2 à 3 degrés de liberté. 

Exemple 2. Volume de la boule x2 + y2 + z2 s; 1. Cest le volume classique de la sphère; 
on a 

V =  J.
1 

dr J. ll: d9 Jlt fl sin 9 dcp = 4 1t J.
1 

1- dr = � 1t 
0 0 -11: 0 

Exemple 3. Potentiel newtonien créé par une boule. On sait que le potentiel créé par un 
point M, affecté d'une masse rn, électrique ou gravitationnelle, en un point A est � . n 
suit de là que si un corps S admet une densité continue p (x, y, z), le potentiel créé par S 
en un point A quelconque de l'espace (extérieur ou intérieur à 5) est 

v, (A) = J J J, 
p (� z) dx dydz 

Cherchons à déterminer la fonction V 5 lorsque S est la boule x2 + yl + z? s; R2 , et lorsque 
la densité p ne dépend que de la distance r = OM, densité que nous écrirons p(r) pour 
simplifier. Le problème a évidemment une symétrie sphérique de sorte que le calcul de 
V(A) pour A =  (0, 0, a) suffit. Alors AM = (fl + a2 - 2 ar cos 9) 112 , donc, avec a > 0 : 

V(A) = J J J, � r' sin a  dr dOdcp 

J R 1-
i 11: 

sin 9 d9 = 2lt p(r) dr 1/2 o o <fl + a2 - 2ar cos 9) 



R 
2n: J.  [ 2 1/2 ] " 

= - r p(r) (1 + a - 2ar cos 9) 0 dr a o 

R 
= 211: f. r p(r) [(r + a - 1 a - r 1 ]  dr a o 

- Ainsi si A est extérieur à S, alors a > R, donc 

V(A) = 
41t 1 p(r) dr = 

M J.
R . 

a 0 a 
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où M est la masse totale de S. On retrouve le fait bien connu que le potentiel en A est 
le même que celui créé par le centre de S affecté de la masse totale M de S. 

- Si A est intérieur à S, alors 0 < a < R et 

V(A) = V(a) = �· u: r' p(r) dr + r ar p(r) dr] 

d'où V ' (a) = - 4� J. '  r2 p (r) dr et (a2 V ' ) ' = - 4 1t a2 p (a) , soit encore 
a o 

V "  +� V'  = - 4 1t p . On retrouve la loi de Poisson t:N = - 41t p ,  une fois rappelée a 
l'expression du laplacien pour une fonction V sur m? ne dépendant que de la distance 
à l 'origine. 

- Si la densité p est constante on a donc 
M M [ a2 J V(a) = - si a �  R et V(a) = - 3 - -a 2R R2 

où M est toujours la masse totale de S. 

si a � R  

Exemple 4. Aire des surfaces de R3• n n'est pas dans notre propos de définir les volumes 
n-dimensionnels des variétés de dimension n plongés dans un espace RN. Toutefois le cas 
n = 2, N = 3, des surfaces ordinaires plongées dans R 3 est intéressant pour les 
applications. 
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Appelons morceau de surface S la donnée d'un ouvert U de IR2 (espace des paramètres 
(u, v)) et d'une application injective (u, v) � M(u, v) de U dans IR3 ayant les propriétés 
suivantes : { a- M est de classe C1 sur l'ouvert U 

aM aM b- Pour tout (u, v )  e M les vecteurs au e t  av forment un 
système libre 

On sait alors que S admet en chaque point M un plan tangent, engendré par les vecteurs 
aM aM 
� et av . 

La partie, notée encore S, image de U par l'application M est le morceau de surface 
étudié, de sorte que le couple (5, M) définit un élément de surface paramétrée. Il est 
clair que tout difféomorphisme d'un autre ouvert V de IR2 sur U réalise une nouvelle 
paramétrisation de S vérifiant encore les conditions (•) . 

Posant, ce qui est classique, 

où les normes sont euclidiennes, on obtient la normale unitaire à S sous la forme 

u =  � ( a� A 
a
a�) . 

A tout élément d'aire du dv dans l'espace des paramètres correspond, en première 
approximation, l'élément d'aire défini dans le plan tangent par le parallélogramme 
associé aux accroissements � du et � dv , que l'on peut calculer en le remplaçant par 

. aM ëM l'élément de volume dans IR3 construit sur les vecteurs au du , av dv et u , et dont la 
valeur est H du dv. Ce raisonnement heuristique invite alors, étant donné une partie 
borélienne B de S, à définir la mesure de B dans S par la formule 

m(B) = J f _ H du dv JM t(B) 
On constate alors sans difficulté que m(B) ne change pas lorsqu'on pratique un 
changement de paramètres de classe C1, car si U = <p(S, t), V =  'lf(S, t), alors le jacobien 

1 (� � � �) J(s, t) n est autre que J = as at  - a t  Os 1 

et précisément 
a 
a� A a 

a� = J . ( a� A �� ) , d'où Il a� A 
a� I l = 1 J 1 H et 

I l a� A a� I l ds dt = H 1 J 1 ds dt = H du dv . 
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En particulier lorsqu'on choisit pour S la sphère de rayon R, paramétrée en coordonnées 
sphériques 

x = R sin 9 cos cp  
y = R sin e sin cp 
z = R cos e  

0 < 9 < 1t 1 l cp l < 1t  

on obtient dm = R2 sin 9 de d<p , ce qui redonne 4 1t R2 comme aire de la sphère. 

2.4 Indépendance et mesure produit 

Revenons aux questions d'indépendance introduites en 1 .12. Pour le cas d'une 
famille finie de p variables aléatoires réelles X1, �, • • •  , � sur un espace (0, I, P), on 
peut énoncer un critère extrêmement utile en pratique. 

(2.4 . 1 )  Théorème 

Soit X1, X2, • • •  , � , p variables aléatoires réelles et X = (X11 �, • • •  , �) le 
vecteur qu'elles constituent dans ]RP . Une condition nécessaire et suffisante 
pour que X11 �, • • •  , � soient (globalement) indépendantes est que la loi Jl de 
X soit le produit des lois !li des � : 

J.L = J.LI ® Jl2 ® • . .  ® J.Lp 
Preuve . Elle résulte de la définition de la mesure produit et de la définition de 
l'indépendance, dès que l'on a remarqué les égalités : 

p { xl E Bu . . .  , � E Bp } = p { x  E Bl x � x . . . x Bp } = Jl {Bl x � x . . .  x Bpi 

ll P { Xk e  B.J = fl Jlk (� ) 
k=l k=l 

pour tout choix des boréliens � de lR . 0 

Nous verrons plus loin des applications importantes de ce théorème lorsque nous 
introduirons la convolution. Pour l'instant cherchons plutôt les applications du côté des 
mesures gaussiennes. 

Vecteurs gaussiens et lois gaussiennes (centrées). Commençons par introduire p variables 
indépendantes X1, X2, • •  � , � , suivant chacune la loi LG (0, 1) . D'après le théorème, le 
vecteur X = (Xl' . . .  , �) a pour loi la probabilité y de densité 

1 [ 1 2 2 ] �(x) = --1-2 exp - 2  (x 1 + . . .  + Xp) 
(21t)P 

soit encore, en introduisant la norme euclidienne 
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La matrice de covariance, introduite en 1 . 12 dans le cas général, est ici donnée par 
cij = E OCt 'S> = E OCt> E<'S> = 0 si i :F- j et ckk = E(�) = 1 ;  c'est donc la matrice unité de JRP ,  

de sorte qu'on pourrait noter 'Y sous la forme LG (0, �). 
Considérons maintenant un sous-espace E c JRP . En fixant une base orthonormale dans E, 
on peut définir sur E une mesure de Borel Â.E . Et d'après (2.3.3) cette mesure ne dépend 
pas de la base choisie, puisqu'on passe d'une base orthonormale à une autre par une 
isométrie de E. On peut donc aussi définir sur E une probabilité gaussienne canonique 'YE 
en choisissant pour 'YE la probabilité de densité 

m = dim E 
1 [ 1 2 ] &;(s) = m/2 exp - 2 U s Il 

(21t) S E  E 

On a alors : 

(2.4.2) Proposition 

Soit E et F deux sous-espaces orthogonaux de JRP. On a 'YEeF = 'YE ® 'Yp et en 
particulier pour F = E.l on a 

'Y = 'YE ® 'YE.l 
Preuve. Puisque Â.EeF = Â.E ® Â.p , il suffit de constater que la densité gEeF (s, t) n'est 
autre que & (s) . gp (t) , comme conséquence du théorème de Pythagore 

ll(s, t) l� = Ils + tl� = llslf + lltll2 s e  E ,  t e F 
et d'utiliser (2.2.10). 0 

Passons maintenant à la définition générale d'une mesure gaussienne sur JRP, en nous 
restreignant au cas des mesures centrées. 

(2.4.3) 

1 

Définition 

On dit qu'une probabilité JJ. est gaussienne sur IR P lorsqu'il existe une 
application linéaire M e  LCJRP) telle que JJ. soit la mesure image JJ. = M(y) . 

Dans ce cas, la matrice de covariance, ou l'opérateur de covariance, est donnée par 

< rx, y > = I < x, t > < y, t > djJ.(t) = J < x, Ms > < y, Ms > d'Y(s) 

= J < M"'x, s > < M"'y, s > d'Y(s) = < M"'x, M"'y > 

= <MM"'x, y >  

soit r = MM"'. Et la question qui se pose est de savoir comment la mesure JJ. dépend 
effectivement de l'opérateur M, ou de l'opérateur r. En fait, JJ. est complètement 
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détemùnée par r, ce que nous pouvons démontrer élémentairement dans le cas où r est un 
isomorphisme, donc aussi M puisque dét r = (dét MY . 

(2.4 .4) Proposition 

Soit M un isomorphisme de R P et r = MM ... Alors la mesure gaussienne 
J.1. = M(y) est définie par la densité 

. 1 1 [ 1 1 ] � (x) = 
(21t)P/2 (dét nl/2 exp - 2 < r x, x > 

Preuve. Soit f : ]RP � [0, +oo) une fonction borélienne positive. 

Alors J f(x) dJ.L(x) = J f(Mt) dy(t) , et le changement de variables x = Mt, donc 
dx = l dét M I  dt , donne 

J f(x) dJ.L(x) = 
(21t�p/2 l dé: M l J f(x) exp [ - � DM"1xll2 ] dx 

= J f(x) gll- (x) dx 
puisque 1 dét M 1 = (dét 0112 et IIM"1xll2 = < (M"1),. M"1 x, x > =  < !1x, x > .  On a donc le 
résultat en choisissant f = la ,  avec B borélien de ]RP . 0 

(2.4 .5) Coro llaire 

1 La mesure gaussienne normale 'Y est invariante par toute isométrie de JR.P. 

Preuve. Car si M = U est une isométrie alors r = lJUit = 1 et � = � .  0 

Le fait que l'opérateur de covariance r détemùne la mesure J.l. permet de donner une 
réciproque à la proposition (1 .12.24) sur la covariance des variables indépendantes, 
réciproque tout à fait spéciale au cas gaussien. 

(2.4 .6) Théorème 

Soit X =  (X1, X2, • • •  , � ) un vecteur gaussien, c'est-à-dire dont la loi J.1. est une 
mesure gaussienne (centrée) sur JR.P. Pour que les variables X1, �, • • •  , � soient 
(globalement) indépendantes, il faut et il suffit que la matrice de covariance 
r soit diagonale, autrement dit que cov O<t, �) = 0 pour tous i * j . 

Preuve. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, soit r = [si] avec 
'ii = 0 si i * j et ckk = E� ) = <1� � 0 . 

Supposons d'abord crk > 0 pour tout k, de sorte que r est inversible, et que J.l. est définie 
par la densité gll- de (2.4.4). Or 
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de sorte que � = g1 ® g2 ® . . .  ® � avec 

1 1 [ t2 l gk (t) = -- - exp  - - 1 
{21t C\ 2 cr� t E  JR. 

Il est alors immédiat que la loi de la variable Xk est définie par la densité gk , soit 
dJ.l.x = gk (t) dt , et ainsi 1..1. = llt ® . . . ® J..lp , ce qui donne l'indépendance. 
Maintenant si crk � 0 , examinons le cas où cr� = E(� ) = 0 pour un indice k fixé. On a 

évidemment X�c = 0 p.s. Et puisque la fonction nulle est indépendante de toute tribu 
contenue dans I,, on voit que la question reste ramenée à l'ensemble des indices k tels que 
crk > 0, d'où le résultat général. 0 

(2.4.7) 

(2.4.8) 

Exercice 

a )  Établir que toutes les mesures gaussiennes (centrées) sur lR. sont les lois LG 
(0, cr), cr > 0, augmentées de la mesure de Dirac 5o , correspondant à cr =  O. 

b) Soit X = (X1, X2, . . .  , � ) un vecteur gaussien (centrée) sur lR P, de loi 
1..1. = M(y), de covariance r = MM"'. Pour chaque a e lR P, soit 

p 
z. = < a, X >  = � ak Xx .  On pose 

lo-1 
2 ......2 2 cr. = E (L.. ) = < ra, a > = IIM"' ali 

On suppose cr, > 0 .  Établir qu'il existe une isométrie U de JRP telle que 
U e1 = _!_ M"' a et en déduire que la variable Z, est gaussienne sur lR, de cr. 
loi LG (0, cr1). Qu'en est-il lorsque cr1 = 0 ? 
On a ainsi prouvé que si (X1, . . .  , � ) est gaussien toutes ses marges 

p 
z. = � ait xk 1 et en particulier les xlt 1 sont des variables gaussiennes. 

1 

Exercice 

Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi LG (0, 1). On fixe a > 0 et 
on considère la variable Y définie par les conditions : 

Y = X  si l x i � a  
Y = - X si l x i > a  

a )  Établir que Y suit la même loi que X. 



b) Le vecteur Z = (X, Y) est-il gaussien ? 
c) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ? 

d) Quelle est la loi de la variable X ; y ? 

e )  Montrer qu'il existe une valeur (unique) de a telle que 
E(XY) = cov (X, Y) = O. 
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En déduire que le théorème (2.4.6) n'est plus vrai si l'on suppose 
seulement que les variables Xk sont gaussiennes sans imposer le caractère 
gaussien du vecteur (X1, • • •  , � ). 





CHAPITRE 3 :  

CONVOLUTION ET TRANSFORMATION DE FOURIER 

3.1 Les espaces L 1 et L 2 

On revient à la donnée d'un espace mesuré (0, I,, J.l), la mesure J.1 étant supposée 
cr-finie. Rappelons qu'on a désigné, en (1 .8.7), par � t = � t (J.l) = � t (0, I,, J.l) l'espace 
vectoriel des fonctions (mesurables) intégrables par rapport à J.l. On supposera qu'il 
s'agit de fonctions réelles ou complexes. 
Pour toute f e  � t on introduit le nombre 

Nt (0 = J 1 f 1 dJ.l < + oo 

et on vérifie immédiatement que l'application Nt (.) : � t � [0, +oo) est une semi
norme, c'est-à-dire que l'on a Nt (f) � 0 ; Nt (Âf) = 1 J.. 1 Nt (f) ; Nt (f + g) s; Nt (f) + Nt (g) 
pour f, g e  � t quelconques. De plus Nt (0 = 0 équivaut à f = 0 J.lpp, c'est-à-dire à 
f e .N, où .N est le sous-espace des fonctions (intégrables) négligeables. 

L 'espace 
� 2 

= 
� 2 (Q, I,, J.l). A côté de � t on introduit aussi l'ensemble des fonctions 

mesurables f telles que 1 f 1 2 e � t , noté �2 • On dit que �2 est l'espace des fonctions 
(mesurables) de carré intégrable. 
On remarquera que la conditi�n 1 f 1 2 e �t n'est pas suffisante, à elle seule, pour que 
f e  �2 , en l'absence de mesurabilité. Pour plus de précision, on peut voir en exercice que 
l'on a en fait l'équivalence 

f E  �2 � f . 1 f 1 E � t • 
Pour prouver que �2 est un espace vectoriel on introduit le nombre 

N2 (f) = ( J 1 f 1 2 dJ.l )112 < + oo 

pour toute f e  �2 • On a alors : 

(3. 1 . 1 )  Proposition (Inégalité de  Cauchy-Schwarz) 

Pour toutes f, g e �2 , la fonction fg est élément de � t et Nt (fg) s; N2 (f) N2 (g) 
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P re uve. La formule de la moyenne (1 .8.12), appliquée à fg, permet de se ramener à 
supposer f � 0 et g � O. La condition 2fg � f2 + g2 permet de voir que fg e � 1 , et la 
considération du trinôme positif 

T(À.) = f (f + Àg/ dJ.L = N2 (f)
2 + 2 À N1 (fg) + )..2 N2 (g)2 , 

dont le discriminant !!. est négatif ou nul, donne le résultat. 0 

On en déduit aisément : 
(3 .1 .2) Proposition 

L'ensemble �2 est un espace vectoriel sur lequel l'application N2 (.) est une 
semi-norme, telle que N2 (f) = 0 ssi f e  .N . 

Preuve. Pour f, g e � 2 , on a déjà fg e � 1 , donc l f+g l 2 e � 1 et ainsi f+g e � 2 . 
De plus 

� (f + g) = � (f) + 2 g{.e J (g  dJ.L + � (g) 

� � (f ) + 2 N2 (f) N2 (g) + N� (g) = [N2 (f) + N(g)]
2 

d'où N2 (f + g) � N2 (f) + N2 (g). Le reste est évident. 0 

(3. 1 .3) Exercice 

a )  On suppose J.1 finie. Montrer que �2 c � 1 • Réciproque. 
b) On suppose que J.1 = P est une probabilité. Montrer que N1 (f) � N2 (f) pour 

toute f e  �2 • 

Les espaces L1 et L2 .- Les espaces � 1 et �2 ne sont pas normés puisque N1 et N2 sont 
seulement des semi-normes. Par ailleurs, les conditions N1 (f - g) = 0 ,  ou N2 (f - g) = 0, 

sont équivalentes à f - g e  .N ,  et impliquent N1 (f) = N1(g) , ou N2 (f) = N2(g) . On peut 
donc introduire : 

(3 .1 .4) Définition 

On désigne par L 1 (resp. L 2 ) l'ensemble des classes d'équivalence de fonctions 
de � 1 (resp. � 2 ) modulo l'égalité J.LPP· C'est aussi l'espace vectoriel 
quotient �1 1 .N (resp. � 2 1 .N) .  

On peut alors transporter la semi-norme N1 sur l'espace L 1 . Désignons en effet 
. . 

(provisoirement) par f = f + .N la classe d'équivalence de f. En posant ll f ll 1 = N1 (f) si 

f e �1 et llfll2= N2 (f) si f e  �2 , on obtient une définition cohérente, et il est immédiat 
qu'alors Il . 111 est une norme sur L 1 et Il . 112 une norme sur L 2 • 
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Les espaces L 1 et L 2 étant ainsi normés, la p�emière question à poser est celle de leur 
complétude. Pour cela on a besoin d'un lemme général assez commode. 

(3 . 1 .5) Lemme 

Soit (E, Il . Il ) un espace normé. Pour que E soit complet, autrement dit un 
espace de Banach, il faut et il suffit que pour toute suite ("n} de E telle que 
I. ll"nll < + oo, la série I. "n soit convergente dans E, ce qui revient à dire que 
toute série normalement convergente est convergente dans E. 

q q 
Preuve. La condition est nécessaire car Il L xn Il s L Il "n Il . Réciproquement, p p 
supposons la vérifiée, et soit (yn> une suite de Cauchy dans E. Pour montrer qu'elle est 
convergente dans E, il suffit de construire une sous-suite (yn ) qui soit convergente. Or, il k 
est facile, grâce à la condition de Cauchy, de construire la suite des entiers nk , 
strictement croissante, de manière que Il y n - y  n. Il s; 2-k . Posons alors xk = y n - y n , k+l -.. k+l k 
de sorte que L Il xk Il < + oo , et qu'ainsi la série I. xk est convergente dans E, ce qui 
signifie que les sommes partielles 

k-1 � "i = Ynk - Yn1 

convergent vers un élément z e E. Alors Yn � y = Yn + z et tout est dit. k 1 
A partir de là on obtient : 

(3 . 1 .6) Théorème (Fischer-Riesz) 

L'espace L 1 , normé par Il . 11 1 , est un espace de Banach. 

0 

Preuve. Fixons une suite (fn) de � 1 telle que I. N1 (fn) < + oo . On peut utiliser (1 .8.10) 

pour voir qu'il existe une fonction F e � 1 telle que l'on ait L fn = F JJ.PP· Il reste à 
vérifier que la classe F est, dans L1 , la somme de la série I. fn . Or cela résulte de 

0 

L 'espace de Hilbert L 2 .- Supposons les fonctions à valeurs complexes. Il est alors 
immédiat que la nonne Il . 112 de L 2 provient du produit scalaire 
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puisque l'intégrale J fg dJ.L ne dépend pas du choix de f et g dans leur classe. 

Ainsi L2 apparait comme un espace préhilbertien, et si l'on démontre qu'il est complet, 
on aura en fait un espace de Hilbert. 
(3. 1 .7) Théorème (Fischer-Riesz) 1 L'espace L2, normé par Il . 112 , est un espace de Hilbert. 
Preuve. Appliquons (3.1 .5) en considérant une suite (fn) de �2 telle que I. N2 (fn) < + oo .  
Posons g = I. 1 fn 1 S + oo ,  ce qui détermine une fonction g e  i+ Œ>. Avec Beppo Lévi on a 

< + oo 

Il suit de là que g est J.LPP finie, d'où l'on déduit l'existence d'une fonction h e �2 tell� 

. que h = g J.Lpp, et d'une fonction mesurable F telle que F = I. fn J.LPP· Comme de plus on a 

1 F 1 S h J.Lpp, on obtient F e  � 2 , et il ne reste plus qu'à voir que la série I. fn converge 

vers F dans l'espace L 2• Or on a presque partout 

-
r f s h 
n+1 k 

ce qui permet l 'application du théorème de convergence dominée à la suite 

I F - � f• j
2

, et donne la condition N2 (F - � f.)-. 0 .  0 

Remarque. On rencontre ici, dès 1907, la première justification de l'intérêt apporté par 
le nouvel outil qu'est l'intégrale de Lebesgue, qui contrairement à l'intégrale de 
Riemann, amène à la considération d'espaces complets. C'est ainsi que l'espace L2 a 
fourni le premier exemple "fonctionnel" d'espace de Hilbert, prolongeant le cas de 
l'espace .t2 des suites de carré sommable. Il est ainsi directement à l'origine de la 
"géométrisation de l'analyse", de la création des espaces fonctionnels, de l'apparition 
de la notion de norme et des problèmes de convergence associés. 
Convention. Pour simplifier l'écriture nous désignerons désormais par la même notation 

f ies éléments de � 1 ou �2 et ceux de L 1 ou L 2, et nous écrirons llfll1 plutôt que Il f ll 1 • Cela 
revient en pratique à identifier deux fonctions (mesurables) J.LPP égales, et à parler de L 1 
et L2 comme espaces de fonctions. C'est évidemment abusif mais l'usage en est bien 
établi .  
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Théorèmes de densité.- Il n'est pas toujours commode de raisonner avec des fonctions 
intégrables et la tentation (ou la nécessité) se fait souvent sentir de ne travailler 
qu'avec de "bons" sous-espaces de :;e 1 ou L 1 • On entend d'ailleurs par "bons" 
principalement des sous-espaces partout denses. Et ils sont de deux sortes : construits à 
partir des fonctions étagées dans le cadre général abstrait d'un espace (0, l:, J.L), ou à 
partir des fonctions continues dans le cas d'une mesure borélienne sur Rn ou sur un espace 
métrique localement compact dénombrable à l'infini. 
Étant donnée une fonction étagée g sur la tnbu l:, écrite selon 

g = I � t Ax avec � :;: o ,  i :;:  j � � n � = � 
on voit que l g l = I l � l tAk et l g i 2 = I I � I 2 1Ak , d'où résulte que g e  :;e1 équivaut à 
g e :;e2 , ou encore aux conditions J.l.Ak < + oo pour tout k. 
On désignera donc par l 1 = 12 = l n :;e 1 = l n :;e 2 l'espace des fonctions étagées 
intégrables (ou de carré intégrable). Alors : 

(3 .1 .8) Théorème 

L'espace l1 = l2 est partout dense dans chacun des espaces L1 ou L2• 
Preuve. Il suffit, pour le cas L 1, d'approcher chaque fonction f � 0 de :;e 1 par une fonction 
étagée g au sens de la norme Il . 11 1 • Or il existe une suite &t e l telle que &t Î f, d'où 

f (f - &t> dJ.L J, 0 par monotonie décroissante puisque les intégrales sont finies. Mais 
alors llf - &tll1 � o .  o 

On peut même diminuer l'espace l1 en le remplaçant par l'espace l1(9t) des fonctions 
étagées sur n'importe quel anneau 9t qui engendre la tribu l:, pourvu que J.1 soit cr-finie 
sur 9t. 

(3 . 1 .9) Corollaire 

Soit m un anneau engendrant la tribu l:, tel que la mesure J.1 soit cr-finie sur m. 
Alors l'espace l1(9t ) des fonctions intégrables étagées sur 9t (combinaisons 
linéaires finies d'éléments ls avec B E  m et J.LB < + 00 )  est dense dans chacun 
des espaces L 1 ou L2• 

Preuve. D'après (3.1 .8) il suffit d'approcher toute fonction lA avec A e l: et J.LA < + oo . 

Or la théorie de la mesure extérieure assure l'existence, pour tout e > 0, d'une suite (Cn> 

choisie dans l'anneau 9t, telle que A c  U � et I J.L � s J.L A +  � . Choisissons N tel 

que L J.1 <=n s _2E 1 et posons c = u <=n E I et B = u � E m . Alors on a A c c, B c c, 
N+1 nSN 

J.L (C\A) S � et J.1 (C\B) s; � , d'où J.1 (A li B) S e. Mais 
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ce qui suffit. 0 

Il est maintenant facile de tirer de (3.1 .9) des résultats relatifs à l'espace Rn ou plus 
généralement au cas d'un ·espace T métrique localement compact dénombrable à l'infini, 
déjà rencontré au sujet du théorème de Riesz-Alexandroff. 

(3. 1 . 10) Théorème 

Soit J.L une mesure borélienne (localement finie) sur un espace T métrique 
localement compact et dénombrable à l'infini. Alors l'espace j( (T) des 
fonctions continues à support compact est dense dans chacun des espaces L 1 ou 
L2. 

Preuve. Soit B un borélien tel que J.L B < + oo .  Par le théorème de régularité (1 .11 .1) il 
existe, pour tout e >  0, un compact K c B tel que J.L (B\K) � e . D'après la preuve de 
(1 .1 1 .1 ), il existe un ouvert U ::::> K tel que J.L (U\K) � e ,  et il existe aussi une fonction 
g e  J((T) telle que lK � g � lu .  
Alors l ls -g l � l ls - lK 1 + I 1K - g l 

� I ls - lK 1 + l lu - lK 1 
� ls\K + lU\K 

d'où llls -gll1 � 2  e et l lls - gl� � 2  ...Je . 

Le cas de l'espace lRn est encore plus particulier, puisqu'on a même 

(3. 1 . 1 1 )  Théorème 

0 

Soit J.1. une mesure borélienne sur lR n (localement finie). l'espace vectoriel 
engendré par les fonctions g = g1 ® fu ® . . .  ® &t , où chaque & est une fonction 
indéfiniment dérivable et à support compact sur JR, est dense dans L 1 ou L 2• 

Preuve. Avec (3.1 .9) appliqué à l'anneau 9't formé des réunions finies (disjointes) de 
pavés P = Il [ak, bx [ , il suffit d'approcher une fonction lp. Or fixons e > 0 et choisissons, 
ce qui est possible, a'k et b'k tels que a'k < ak et ak < b'k < bx de façon que le pavé 
compact K = Il [ak, b'k ] c P et le pavé ouvert U = Il ] a'k, bk [ ::::> P soient tels que 
J.1. (U\K) � e .  TI est alors aisé, avec l'exercice (3.1 .12) qui suit, de construire, pour chaque 
k, une fonction gk , de classe C , telle que 0 � gk � 1 , gk • 1 sur [ak, b'k ] et gk = 0 en 
dehors de ] a'k, bx [ . La  fonction g = g1 ® . . .  ® & , définie par g(x) = g1(x1) g2(�) • • •  &(�) 
est alors telle que lK � g � lu , d'où l g- lP 1 � lU\K et llg - 1PII1 � e ,  llg - 1PII2 � ...Je . 0 
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(3 .1 .12) Exercice 

1) Montrer que la fonction cp, définie sur R par 

{ 0 si x � 0 
cp(x) = exp (- �) si x > 0 

est indéfiniment dérivable sur IR.  
2) En déduire que la  fonction 'ljf(x) = cp(x) cp(1 - x) est indéfiniment 

dérivable sur lR et telle que 'ljf(x) > 0 pour x e ] 0, 1 [ et 'ljf(x) = 0 pour 
x (j ] 0, 1 [ . 

1 
3) On pose A =  I 'ljf(t) dt. Établir que la fonction 

g(x) 
= � r v<•> 

dt 

est indéfiniment dérivable sur IR et telle que 0 � g(x) � 1, g(x) = 0 si 
x � 0 et g(x) = 1 si x � 1 . 

3.2 Produit de convolution 

Dans ce paragraphe, de même que dans le suivant consacré à la transformation de 
Fourier, l'espace L 1 (ou L 2), écrit sans autre précision, se rapporte à la mesure de Borel 
À.n sur Rn, notée aussi d�(x) = dx pour simplifier. On rappelle que pour toute f e  L 1 on a 

les formules suivantes, pour a e IRn, 
J f(x + a) dx = J f(a - x) dx = J f(x) dx 

traduisant l 'invariance de À.n par les translations et la symétrie par rapport à 
l'origine. 

Commençons par le produit de convolution de deux fonctions. 

(3.2. 1 ) Définition 

Soient f et g deux éléments de L 1. On appelle produit de convolution de f et g, 
noté f*g, l'élément h de 11 suffisamment bien défini par l'égalité presque 
partout. 

h(x) = J f(x - t) g(t) dt 
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Fixons en effet f e � 1 et g e � 1 • En appliquant le théorème de Fubini à la fonction 
F(x, t) = f(x - t) g(t), définie sur IR n x IR n, on voit que la fonction t � f(x - t) g(t) est 

intégrable sur IRn pour presque tout x. Autrement dit la fonction x �  J f(x - t) g(t) dt est 

presque partout définie et toute version h, c'est-à-dire toute fonction mesurable presque 
partout égale, est élément de � 1 , donc définit un élément de L 1, noté encore h. Il est 
alors clair que si on modifie f et g presque partout en f1 et g1 éléments de � 1, on obtient 
une version h1 telle que h1 = h presque partout. Ainsi l'élément h e L 1 ne dépend que 
des éléments f e  L1 et g e  L1 • 

Les propriétés élémentaires de ce produit de convolution sont regroupées dans les deux 
énoncés suivants : 

(3.2.2) Théorème 

a )  Sur l'espace L 1 le produit de convolution en commutatif, associatif et 
distributif par rapport à l 'addition. 

b) En ajoutant aux opérations vectorielles de L 1 le produit de convolution *, 
on obtient une algèbre de Banach appelée algèbre convolutive L 1 . En 
particulier on a 

llf * gill � llflll llglll 

Preuve. Par Fubini on a déjà 

� I 1 g(t) 1 U l f(x - t>l dxl dt = llfll1 llgll1 

Par ailleurs la commutativité f * g = g * f est évidente par le changement de variable 
s = x - t. Pour prouver l'associativité, fixons une troisième fonction h e L 1 , qui n'a rien à 
voir avec f * g .  Par Fubini, on a 

[(f * g) * h] (x) = J J f(x - t - s) g(s) h(t) ds dt 

= J I  f(x - s - t) g(t) h(s) ds dt 

= [(f * h) * g] (x) 

par symétrie (s, t) � (t, s). D'où, avec la commutativité, 

(f * g) * h = (f * h) * g = (h * f) * g = (h * g) * f 
= f * (g * h) 

ce qui fournit l'associativité. 0 



(3.2.3) Proposition 

Soit f, g e L 1 • Pour toute fonction cp, Borel-mesurable et bornée sur Rn , on a 

J (f * g) (x) cp(x) dx = J J cp(s + t) f(s) g(t) ds dt 

Preuve. Avec Fubini on a ,  successivement 

J (f * g) (x) cp(x) dx = J J f(x - t) g(t) cp(x) dt dx 

= J g(t) [ J f(x - t) cp(x) dx] dt 

et le changement de variable s = x - t donne, à t fixé, 

J (f * g) (x) cp(x) d� = J g(t) [J f(s) cp(s + t) ds] dt 

= J J cp(s + t) f(s) g(t) ds dt 
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0 

Produit de convolution de deux mesures bornées. Considérons sur l'espace Rn deux 
mesures boréliennes bornées � et u et désignons par s l'application (somme) 
(x, y) -+ x + y de Rn x Rn dans Rn. On peut alors introduire la mesure bornée � ® u sur 
R n x Rn, puis son image À. =  s(� ® u) par l'application continue s. Avec la formule 
d'intégration par rapport à une mesure image on voit que l'on a 

J cp dÂ. = J cp(u + v) dJ.!.(u) du( v) 

pour toute fonction cp Borel-mesurable et bornée sur Rn. La proposition (3.2.3) montre 
ainsi que si J.1. admet la densité f par rapport à la mesure dx, et si u admet la densité g 
alors la mesure À. admet la densité h = f * g. Dans le cas général on notera donc, sans 
incohérence, À. = � *  u en disant que À. est la mesure (bornée) produit de convolution de � 
et u . En résumé on a : 

(3 .2.4) Théorème 

a )  Pour toute partie borélienne A de Rn , on a 

(� * u)(A) = (� ® u)(s"1(A)) 

= J J.!.(A - t) du(t) = J u(A - t) dJ.!.(t) 

b) Pour toute fonction cp Borel-mesurable et bornée sur Rn on a 

J cp d(J.I. * u) = J J cp (u+v) dJ.!.(u) du(v) 

c) Lorsque � et u sont des probabilités, il en est de même de � * u . 

d) Enfin l'opération de convolution est commutative et associative. sur 
l'ensemble M1 = M1(Rn) des mesures boréliennes bornées. 
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Exemple. Soit s. la mesure de Dirac au point a e Rn. Vérifier que la mesure Jl. * Sa n'est 
autre que la translatée 'ta Jl., image de Jl. dans la translation 'ta : x --+ x + a , définie par 
('ta Jl.)(A) = Jl.(A - a). En particulier s. * � = Sa+b • En particulier aussi, lorsque a = 0, 
Jl. * So = Jl. .  D'où 

(3.2.5) Proposition 

La mesure de Dirac S0 à l'origine est élément neutre pour le produit de 
convolution sur l'ensemble M1 des mesures bornées. 

Remarque. Lorsque la mesure u admet une densité g, (qui est alors nécessairement 
élément de L 1 et positive ou nulle) on peut facilement montrer que la mesure Jl. * u 
admet la densité h, définie presque partout par h(x) = J g(x - t) dJ.L(t) . 

On note quelquefois cette fonction h sous la forme h = Jl. * g. 

Plus �énéralement on peut définir h = Jl. * g par la formule précédente pour tout choix de 
g e L (g n'est plus nécessairement positive) . On a alors, g e L 

1 
et l lhll 1 :s: Jl.(R n) l lgl l1 • 

Remarque. Il peut toutefois arriver que le produit de convolution Jl. * u de deux mesures 
admette une densité h par rapport à la mesure de Borel dx sans que Jl. et u soient 
densitables. Un exemple simple (?) est fourni en choisissant pour j.J. la probabilité sur R 2 
égale à la masse +1 uniformément répartie sur le cercle x

2 + y2 
= 1 .  Elle est défini par 

l ' égali té 

J cp dj.J. = 
2� L:bt cp (cos a, sin 9) d9 

pour toute fonction cp Borel-mesurable et bornée. On peut alors vérifier, avec quelques 
calculs, que la mesure Jl. * Jl. admet la densité { j_ 1 si r = � < 2  

h(x, y) = 1t
2 

r� 
0 si r � 2 

Et bien entendu Jl. n'est pas densitable puisqu'elle est concentrée sur le cercle x2 + y2 = 1, 
qui est de mesure nulle pour la mesure de Borel sur R2 • 

Somme de vecteurs aléatoires indépendants. Fixons un espace probabilisé (0, :L, P) et 
deux vecteurs aléatoires X : n --+  Rn et Y :  n --+  Rn, à valeurs dans le même espace Rn. 
Alors le vecteur somme Z = X +  Y est aussi à valeurs dans l'espace Rn. On peut donc 
introduire les trois probabilités Jl., u, Â. sur Rn respectivement lois de X, Y et Z . La 
question est de savoir s'il existe une relation simple entre ces trois probabilités. Dans le 
cas général il n'en est rien. Mais dans le cas où X et Y sont des vecteurs aléatoires 
indépendants on sait que la loi du vecteur aléatoire (X, Y), à valeurs dans Rn x Rn, n'est 
autre que la probabilité Jl. ® u .  Alors la loi du vecteur aléatoire Z = X + Y est 
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évidemment l'image par l'application somme s :  (x, y) -+ x +  y de la probabilité � ®  u, 
autrement dit la probabilité � * u. 
D'où le résultat : 

(3.2.6) 

(3 .2 .7) 

(3 .2 .8)  

Théorème 

Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants, à valeurs dans l'espace 
lRn, de lois respectives � et u. Alors le vecteur aléatoire somme Z = X + Y a 
pour loi la probabilité Îl. = � * u. 

Corollaire 

Soient xl 1 � 1 • • •  , � des vecteurs aléatoires indépendants (globalement), à 
valeurs dans l'espace lRn, de lois respectives IJ.1 , ll2 ,  . . . , �

P
. Alors le vecteur 

aléatoire somme z = xl + x2 + . . . + � a pour loi la probabilité 

Îl. = �1 * �2 * · · · * � ·  

Exemples 

Exemple 1. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi 
de Poisson de paramètres respectifs Il et � ·  Alors la variable Z = X +  Y suit une loi de 
Poisson de paramètres y =  Il + � . 

Exemple 2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi 
binomiale d 'ordres respectifs rn et n et de même paramètre p. Alors la variable 
Z = X +  Y suit une loi binomiale (m+n, p). 

En particulier, soit X1 , X2 , . . .  � , n variables indépendantes suivant toutes une loi de 
Bernoulli de même paramètre p. Alors la variable Z = X1 + X

2 
+ . . .  + � , suit une loi 

binomiale (n, p). 

Exemple 3. Soit X et Y deux variables indépendantes suivant des lois de Laplace-Gauss 
de paramètres respectifs (rn, �) et (m', cr'2). Alors la variable Z = X +  Y suit une loi de 
Laplace-Gauss de paramètre (m+m' , cr2+cr'2).  On pourra se ramener à (2.4.7) en 
supposant d'abord rn= m' = 0, et en remarquant que le vecteur (X, Y) est gaussien; alors 
la variable Z est gaussienne et on calculera sa variance. 

Exemple 4. Soit X et Y deux variables indépendantes suivant des lois du x2 respectives à 
rn et n degrés de liberté. On voit alors (sans calculs) que la variable Z = X + Y suit une 
loi du x2 à (m+n) degrés de liberté. On retrouvera ce résultat en effectuant le produit de 
convolution fm * fn des densités correspondantes. Comparer à (2.2.16a). 
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3.3 Transformation de Fourier et fonction caractéristique 

Les notations restent celles de 3.2 relativement à l'espace T} = L 1 (lR n, À.n) .  Le 

n 
produit scalaire classique sur lRn est noté <x, y> = L xk Yk ; il est associé à la norme 

�1 
euclidienne llxll = <x, x>112• 

(3 . 3 . 1 )  Définition 

a )  On appelle transformée de Fourier d'une fonction f e L 1 la fonction VJ f 
définie sur lR n par 

(Vjf) (x) = J ei<x,t> f(t) dt 

b) On appelle transformée de Fourier d'une mesure bornée Il e  L1 la fonction 
v:f Il définie sur lR n par 

<c:1<W (x) = J ei<X,t> dJl(t) 

c) Lorsque Il est une probabilité on dit que GJ Il est la fonction caractéristique 

(ou la f.c.) de J.L 

Il est clair que VJ f et VJ Il sont des fonctions bornées, continues, d'après le théorème 
(1 .10.1) et telles que llv:ffll � ll fll 1 et ll v:fll.ll � (v:fJl)(o) = Jl(lRn). De plus, on a les propriétés 
de linéarité évidentes suivantes : 

a:F'(ai + �g) = a  a:F'f + � a:F' g 
<IJ'(<XJJ. + �u) = a  v:f!l + � v:fu 

f, g e L 1 ; a, � e a: 
JJ., t> E  M1 ; a, � � o  

Par ailleurs, si f est réelle et paire, alors a:F' f est une fonction réelle et paire donnée par 

(a;F'f) (x) = J f(t) cos <x, t> dt. 

Si f est réelle et impaire alors ( VJ  f) (x) = i J f(t) sin <x, t> dt et a:F' f est imaginaire 

pure et impaire. De même si Il est une mesure symétrique, c'est-à-dire invariante par la 

symétrie t --+ - t, alors <�J'Il. est réelle et paire et (a;F'Jl) (x) = J cos <x, t> dJl(t) .  

De plus pour toute Il e  M1 , on a (a;F'Jl)(-x) = (a;F'Jl)(x) . 

Donnons maintenant l'un des premiers résultats fondamentaux. 

(3 .3 .2) Théorème (Riemann-Lebesgue) 

Pour toute f e  L 1 la fonction a:F' f est élément de l'espace C0 (lR n ) . 
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Preuve. Soit C" (lRn ) l'espace des fonctions continues et bornées sur lRn , muni de sa norme 
uniforme. Déjà la transformation de Fourier f1J' opère continftment de L1 dans c- (lRn ), 
puisque llf1J'f11 � 11f111 • ll suffit donc de prouver que l'on a f1J'f E Co (]Rn ) pour les fonctions f 

d'un sous-espace dense de L 1 , ou encore pour les fonctions f d'un ensemble total dans L 1 . 
Avec les résultats (3.1 .9) et (3.1 .11)  on peut donc se ramener au cas où f = 1

P 
est la 

fonction indicatrice d'un pavé P = TI [ait, � [ . Mais alors si g = f1J' f, on voit que 

g(x) = g1 (x1) g2 (x2) • • •  � (�) , avec git (t) = J� elst ds . 
ak 

Or on a llgitll � (� - ait) et 1 git(t) 1 � 1 ;l pour t * 0 .  Et puisqu'il existe toujours un indice 

k tel que 1 � 1 � � , on voit facilement que l'on a 

1 1 n-1 2 ...Jn (11J'f)(x) � A M , x * Ü  

avec A =  Max � - ait) , d'où f1J'f  e Co (lRn ) .  
k 

0 

Pour une mesure bornée J.1 on n'a pas en général f1J'Jle Co (lRn) comme on peut voir avec 
Il =  Oc puisque GJ 80 = 1, ou avec Il =  Sa puisque (f1J' oa) (x) = ei<XP . Toutefois : 

(3 .3 .3) Théorème 

Pour toute J.1 e M1 (lRn ) la fonction f1J'Jl est bornée et uniformément continue 
sur lRn . 

Preuve. On part de l'égalité 1 eia - eib 1
2 

= 4 sin 2 ( b � a ) pour a, b réels, égalité qui 

fournit l'inégalité 

1 (11J'J.1)(x) - (GJ'J.1)(y) l � 2 J 1 sin < x;x , t >  1 dJl(t) 

Il suffit alors de voir que la fonction x � J 
ramène à (1 .10.1), et nulle à l'origine. 

1 Sl·n <x, t> 1 d• • (t) t t '  · 
2 ,... es con mue, ce qm 

0 

Donnons maintenant quelques évidences utiles. 

(3 .3 .4 )  Proposition 

On fixe la fonction f e L 1 et la mesure bornée Il-

a )  Pour tout R > 0, la fonction f ( � ) a pour transformée de Fourier la 

fonction Rn (1' f)(Rx). 
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(3 .3 .5) 

b) Pour tout a e lR n la fonction translatée ta f (définie par t � f(t - a)) et 
la mesure translatée t.Jl ont respectivement pour transformées de 
Fourier les fonctions ei<:x.a> <1J' f et ei<:x.a> <1}' Jl . 

c) Pour tout a e lRn la fonction é<a,t> f(t) a pour transformée de Fourier la 
fonction t. (<1J'O(x) = (<1J'0(x - a) . 

Proposition 

On fixe les entiers rn et n. Alors sur l'espace lRm+n = lRm x lRn , on a :  
a )  <1J'(f ® g) = <1J'f ® GJ'g pour f e L1 (lRm ) et g e  L1 (lRn) 
b) <1J'(Jl ® u) = <1J'Jl ® GJ'u pour Jl e M1 (lRm )  et u e M1 (]Rn) 

Liaison avec le produit de convo lution. On aborde là à la deuxième propriété 
importante, qui donne toute sa richesse à la transformation de Fourier. 

(3.3 .6) Théorème 

a )  Pour f, g e L 1 on a <1}' (f * g) = <1}' f • <1}' g . En conséquence la transformation 
de Fourier <1}' est un homomorphisme continu de l'algèbre de Banach 
convolutive L 1 (lR n) dans l'algèbre de Banach multiplicative C0 ( lR  n) . 

b) Pour Jl, U e  M1 on a <1J'(Jl * U) = <1J'Jl •  <1J'u . 

c) Enfin pour g e L 1 et j.J. e M 1 on a <1J' (J.1 * g) = <1J' J.l. • <1J' g . 
Preuve. Il suffit d'utiliser (3.2.3) pour a), (3.2.4) pour b), et la remarque qui suit (3.2.5) 
pour c), en choisissant pour cp la fonction cp(t) = ei<:x.t> , x fixé. 0 

Remarque. L'égalité <1}' 50 = 1 signifie donc, avec (3.3 .6 ) que la transformation de 
Fourier transporte l'élément unité convolutif en l'élément unité multiplicatif. Par 
ailleurs le sens profond du théorème est que beaucoup de calculs dans l'algèbre 
convolutive L 1 ( lR  n) pourront être grandement simplifiés par passage à l'image de 
Fourier puisqu'ils se transformeront en calculs multiplicatifs plus habituels. Nous en 
verrons plus loin des exemples lorsqu'on aura montré qu'en plus des propriétés (3.3.6) la 
transformation de Fourier possède la propriété d'injectivité. 

Fonction caractéristique d 'un vecteur aléatoire. Étant donné un vecteur aléatoire X à 
valeurs dans lRn, dont la loi est notée Jlx , on convient d'appeler fonction caractéristique 
de X la fonction caractéristique de Jlx , que l'on note alors sous la forme cpx = <1J' Jlx . 
On obtient là une fonction complexe définie sur l'espace lRn par 

cpx (x) = E [exp(i <x, X( • )>)] 
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On peut maintenant vérifier élémentairement les propriétés suivantes : 

a )  Pour tout a e lRn on a 'Px+a (x) = eior..a> CJ>x (x) 
b) Plus généralement, si X et Y sont deux vecteurs aléatoires indépendants à valeurs 

dans lRn on a 'Px+ Y = CJ>x • q>y .  
c) Pour toute application linéaire A : lR n -+ lR n le vecteur aléatoire Y = AX, à valeurs 

dans lR n , a pour fonction caractéristique 

<py (y) = <pAX (y) = <pX (A')r) 
où A"' est l'application transposée de A. 

d)  Si X et Y sont deux vecteurs aléatoires indépendants à valeurs respectivement dans 
lR m et lR n et si Z est le vecteur aléatoire (X, Y), à valeurs dans lR m +n on a 
<pz = CJ>x ® q>y • 

Examinons maintenant quelques exemples concrets. 

Loi de Poisson. La distribution de Poisson sur lR (ou sur :N ), de paramètre Â., soit 
.. k 

PÂ. = � e-Â. � ! � , admet pour fonction caractéristique la fonction 

Gj P). (x) = exp [ Â.(eix - 1 )] 
Loi binomia le. Pour l'ordre n et le paramètre p, 0 < p < 1, elle est explicitée par 

n 1.1 = L � pk qn-k � , avec q = 1 - p ,  et sa fonction caractéristique vaut loo() 

Gj IJ.(x) = (p eix + q)n = [ 1 - p(l - eix ) r 
Pour n = 1, on obtient la loi de Bernoulli � = q 80 + p Sv et la formule convolutive 1.1 = Wn 
redonne la formule multiplicative Gjll = (Gj'�)n , avec F�(x) = p eix + q .  

Loi d 'Eu ler. Elle est définie dans le cas général par les paramètres a. > 0 et � > 0 
associés à la densité 

fa.tl(t) = { a 1 
0 

tl exp(-.t) 
� r(a.) � 

si 
si 

t � 0 

t > 0 

La fonction caractéristique q>a.tl = Gj fa.tl est donc donnée par 
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1 f.. a-1 -u(l-i�x) d = r(a) u e u 
0 

= <i>a.t (�x) 

Le calcul de <i>a,l = <!la , proposé en (2.2.16) par la méthode de l'équation différentielle, 

donne donc 

(3.3.7) Proposition 

a )  La loi générale d'Euler admet pour fonction caractéristique la fonction 
_ g 

<!la,� (x) = (1 + �2 i> 2 
eia Arc tg <lM 

b) En particulier, la loi du x2 à n degrés de liberté, correspondant à � = 2 
n 

et a = Ï , admet la fonction caractéristique 

_ n n 2 ï i 2 Arc tg(2x) 
<!ln (x) = (1 + 4x ) e 

L'exemple 4 de (3 .2.8) explique pourquoi on a <Jlm+n = <!lm . <!ln . Plus généralement, 
on peut vérifier que fa,� * fa ·,� = fa+a',� comme conséquence de la formule 

B ( ') r(a) r(a' ) . . a, a = r(a + a' ) , et retrouver atnSl que <Jla+a',� = <Jla,.� . <Jla·,� . 

Loi de Cauchy. Elle est définie, pour le paramètre a > 0, par la densité 

1 a 
f (t) = - --• 1t a2 + t2 

sur 1R et sa fonction caractéristique, <p1 est donc donnée par 

<p (x) = 
2a r cos (tx) 

dt = 
� r cos uax du 

a 1t Jo a2 + t2 1t Jo 1 + u2 

Le calcul proposé en (1 .10.4), Ex. 2, fournit donc <p1 (x) = exp [ - a  1 x 1 ]  . Ici encore on 
pourra vérifier directement que f1 * fb = fa+b , d'où <pa+b = cp • •  <Jlb • 

Lois gaussiennes sur Jin. Il s'agit là d'un exemple extrêmement important, à la fois pour 
la théorie et pour la pratique, que nous détaillerons à peu près complètement. 
Commençons par la loi normale sur JR. 
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(3 .3 .8) Proposition 

2 
Soit 'Y =  LG(O, 1 ), de densité � exp ( - � ) sur JR. 

Alors (Gfy) (x) = exp (-
x� ) . 

Preuve. On renvoie à (1.10.4), Ex. 1 .  0 

(3 .3 .9) Corollaire 1 
La loi gaussienne nonnale sur lRn , de densité 

1 ( l lt l l2 ) g(t) = --;:;a exp - 2 1 
(27t) 

admet pour fonction caractéristique, la fonction [ l lxll2 J G(x) = exp - -2- . 

Preuve. Avec (3.35) et la proposition. 0 

(3 .3 .10) Corollaire 2 
Soit r une matrice réelle n x n, symétrique et de type défini positif. Suivant 
(2.4 .4) on introduit la mesure gaussienne centrée J.1 admettant r comme 
matrice de covariance, de densité 

g<t> = � 1 
112 exp [ - � < r-1t, t > J 

(27t) (dét n 
sur lRn . Alors la fonction caractéristique cp =  GfJ.l. est donnée par 

cp(x) = exp [ - � < r x, x > J 
soit cp(x) = exp [ - � V(x) J , où V(x) est la forme quadratique de covariance 

de J.l.. 
Preuve. Soit 'Y la mesure gaussienne normale sur lR n . On sait que J.1 = M(y), avec 
r = MM*, d'où suit que cp(x) = cp11 (x) = cpT (M*x) avec < Mt, x > = <  t, M*x > . Mais 

cpT (M*x) = exp [ - � I IM*xll2 J = exp [ - � < r x, x > J . 0 
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Loi de Cauchy sur JRn. On peut généraliser naturellement la loi de Cauchy normale sur 
IR, c'est-à-dire de paramètre a = 1, au cas de la dimension n. Traitons ici la question sous 
la forme d'exercices. 

(3 .3 . 1 1 ) Exercice 

x Vérifier que la loi de Cauchy normale sur IR est la loi du quotient Y =  z de 

deux variables X et Z indépendantes suivant toutes deux la loi y =  LG (0, 1 ) . 
(3 .3 .12) Exercice 

Soit X1 , X2 , . • •  , � , Z (n+.l ) variables indépendantes et de même loi 
x y =  LG (0, 1 ) . On introduit le vecteur X =  (X1 ,  . . .  , �) et le vecteur Y =  Z , 

ainsi que la loi u de Y, appelée loi de Cauchy normale sur IR n • 
a )  Prouver, avec Fubini, qu'il existe une constante � telle que, pour toute 

fonction cp, borélienne et bornée sur IRn, on ait : 

J r <p( t ) 
<p(y) du(y) = � J!Rn n+l dt 

[t + l lt l l
2]2 

b) Établir que 

� = � J 
(27t) 2 IR 

et retrouver, en passant, le résultat de (1 .10.10) . , 
c) En déduire que la loi u admet sur IRn la densité 

D±l 7t 2 1 g(t) = r (n±l) n+l 2 [1 + l lt 1 1
2] 2 

et retrouver (3.3.11) pour n = 1 . 
(3 .3 . 13) Exercice 

Les notations restant les mêmes, on veut déterminer la fonction 
caractéristique de la loi u sur IR n , notée 'l' . 



a )  Établir que pour x e  lRn on a 

J 

[ 1 llxll2 J 'lf(x) = lR exp - 2 T d'}'(t) = K ( llxll ) 

où l'on a posé 

pour a 2: 0 . 

b) En déduire, avec les résultats de (1 .10.4, Ex. 2), l'égalité 

'lf(x) = (,-u) (x) = exp [ - l lxl l ] 
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Transformation de Fourier et différentiabilité. Donnons quelques résultats 
élémentaires, décrits en dimension n = 1 pour simplifier, mais facilement adaptables 
en dimension quelconque. 

(3 .3 .14) Proposition 

a )  Soit f e :f 1(IR)  une fonction admettant une dérivée continue f '  telle que 
f ' e :f

1(lR) . Alors 

(,- f) (x) = .!. (,- f ' ) (x) x 

b) Soit f e  :f 1 (lR )  une fonction telle que f 1 t f(t) 1 dt < + oo • Alors la 

fonction ,- f est continûment dérivable et 

I
+
oo 

(,. f) 1 (x) = i -
oo 

t eitx f(t) dt 

c) Pour toute Jl e M1 (lR)  admettant un moment d'ordre 1, ,-Il est de classe 
C

1 
et 

(,- Jl) '  (x) = i J t eitx dJl (t) 

Preuve. Les assertions b) et c) sont évidentes. Quant à a), on commence par montrer que la 
condition f' e :f 1 implique l'existence de limites l et l '  de f(t) quand t � + oo ou 
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t � - oo • Mais la condition f e � 1 entraîne les égalités ..t = ..e ' = O. Il ne suffit plus 
ensuite qu'à faire une intégration par parties. 0 

(3 .3 .15) Corollaire 

a )  Soit f e  � 1(JR) une fonction admettant jusqu'à l'ordre p :2: 2  des dérivées 
continues � e � 1(1R) . Alors 

(,.- 0 (x) = (� J ( ,- fP> ) (x) 

En particulier, on a ,.- f e  � 1(JR) . 

b) Soit f e  � 1(JR )  une fonction telle que J 1 t 1 P 1 f(t) 1 dt < + oci pour un 

entier p :2: 2 • Alors la fonction ,.- f est de classe CP sur lR et 

J
+
oo (,.. Û(p) (x) = iP - oo tP e1tx f(t) dt 

c) Soit Il e  M1(lR)  une mesure admettant un moment d'ordre p :2: 2. Alors 
,.. Il est de classe CP et 

(,.- J.l)<p> (x) = iP J tP e1tx dJ.L(t) 

Remarque. Le corollaire précédent montre en gros que plus f a de bonnes propriétés de 
dérivabilité et plus sa transformée de Fourier ,.- f a  un bon comportement à l'infini. 
Réciproquement le comportement de f à l'infini, qui conditionne la finitude des 

intégrales f 1 t 1 P 1 f(t) 1 dt , influe sur les propriétés de dérivabilité de f. 

L 'espace de Schwartz :1' = :J'(lRn). Supposons tout d'abord n = 1 et introduisons l'espace 
:1' = :1' (lR ) des fonctions indéfiniment dérivables f telles que les fonctions x

k fP> (x) 
soient bornées pour tous entiers k :2: 0 et p :2: O. ll revient au même de supposer que 
l im xk fP> (x) = 0 pour tous k :2: 0  et p :2: O. On dit encore que :1' est l'espace des 

l x i -+ - · 
fonctions c- à décroissance rapide. Alors (3.3.14) signifie que :1' est invariant par la 
transformation de Fourier et que l'opérateur de dérivation D :  :1' � :1' , et l'opérateur 
X : :1' � :1' de multiplication par la variable x, sont reliés entre eux par la 
transformation de Fourier selon les formules 

X ,.- = i ,.- 0 ; 0 ,.- = i ,.- X 

Pour le cas n :2: 2 ,  il faut remplacer l'opérateur X par chacun des opérateurs X1 , . • •  , � de 
multiplication par les variables respectives x1 , • • •  , � et l'opérateur D par les 

opérateurs de dérivation partielle Dk = � . 
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En notation condensée on introduit alors la notion de multi-indice a = (�, . . .  , �) , ainsi 

que les opérateurs associés X'"=  � . . .  � et Da = D� . . .  D� . 
L'espace :J' = :J'(]Rn ) se définit donc par la condition que pour tous multi-indices a, P la 
fonction X'" If f soit bornée sur Rn, ou bien encore soit élément de l'espace <;, (Rn). Et il 
est alors facile de vérifier que la transformation de Fourier "! laisse :J'invariant, et 
que les opérateurs X'" et Da sont liés à "! selon les formules 

Xa "! = i l a l  "J'Da 
; Da "! = i l a l  "!Xa 

avec 1 a 1 = � + a.z + . . .  + � · 

L'intérêt de l'espace :J' est donc concentré dans ces formules une fois vu qu'on a affaire à 
un espace suffisamment grand. Or c'est bien le cas puisque : 

(3 .3 . 16) Exercice 

Démontrer que l'espace :J' = :J'(lRn) est partout dense dans chacun des espaces 
L 1 , L 2 et <;, (lR n). On pourra introduire l'espace m = m<Rn) des fonctions C" à 
support compact et s'inspirer de (3.1 .11) .  

(3 .3 . 17) Exercice 

Démontrer que pour f, g e  :J' = :J'( Rn) on a f * g e  :J' et fg e :J', autrement dit 
que :J' est à la fois algèbre convolutive et algèbre multiplicative, la 
transformation de Fourier faisant passer du produit de convolution au 
produit multiplicatif ordinaire. 

La formule d 'inversion pour les fonctions. Il nous faut maintenant résoudre deux 
problèmes : le premier consiste à prouver que l'opérateur "! :  L1 -+ Co  (]Rn) est injectif; 

le second consiste à déterminer d'une certaine façon, l'opérateur inverse "1-1, défini sur 
l'image "! L 1 • C'est ce qu'on appelle la synthèse spectrale. 

Pour cela on introduit, parallèlement à "!, l'opérateur ,. défini sur L 1 par 

(,. f)(x) = J e-i<X,t> f(t) dt 

v v 
en remarquant que si l'on note f la fonction symétrique de f définie par f (t) = f(-t}, alors 

,. f = "! � = ("}' f) v 
• On voit donc que l'opérateur OJr a les mêmes propriétés générales 

que l'opérateur "! .  
Lorsque f = g est l a  fonction de  Gauss introduite en (3.3.9), densité de l a  loi gaussienne 
normale sur Rn , on a [ l lxll2 J � "! g = G  = exp - 2 = (21t) g 
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- -
de sorte que GJ' G = GJ' G = (21tt g et ainsi GJ' GJ' g = (21tt g . 

On va voir qu'en fait ce résul tat est presque général. Pour cela on introduit, pour tout 
cr >  0, la fonction 

1 1 [ l lt l l 2 ] 
& (t) = -----n - exp - 2� 

(21t)2 ci' . 
densité de la loi gaussienne sur lR n dont la matrice de covariance est ra =  � I , et dont 

la transformée de Fourier Ga = ':Ji'  & est donnée par Ga (x) = exp[ -
� �xl12 J , d 'après 

(3.3.4) ou (3 .3.10). 

Alors pour toute f e L 1 , on a & * f e  L 1 et Ga GJ' f = GJ' (ga * f) e GJ' L 1 , donc 

Ga GJ' f e  L1 n GJ'L1 . Et l'on a 

(3 .3 .18) Lemme 

Pour toute f e L1 , on a l'égalité 

. GJ' (Ga GJ' f )  = (21t)n & * f 
Preuve. On part de l'égalité 

GJ (Ga GJ' f )  (x) = J Ga (t) é<x.t> (G}' f)(t) dt 

et l'on remplace ':Ji' f(t) par sa valeur intégrale, en remarquant que la fonction 
(f ® Ga)(s, t) = f(s) Ga (t) est élément de l'espace L 1 (lR n x lR n ) ce qui permet d'appliquer 

Fubini. D'où 

GJ' (Ga GJ' f )  (x) = J J f(s) Ga (t) é<X-s,t> ds dt 

= J f(s) (G]r Ga ) (x - s) ds = [<Gf Ga )  * f] (x) 

et on termine avec l'égalité GJ' Ga = GJ' Ga = (21t)n & obtenue à partir de l'égalité 
1 

Ga = GJ' (& ) en changeant cr en - . 0 (j 

L'idée qui suit consiste à étudier ce qui se passe lorsque cr J, O. On remarquera déjà que 
Ga Î 1, ce qui permet de penser qu'en un certain sens on doit avoir 'Y a �  ô , où 'Y a est la 
mesure gaussienne de densité ga . On arrive ainsi à la notion, que l'on pourrait 
développer, d'approximation de l'unité convolutive ô par des éléments de L 1 , puisque 
bien entendu l'unité convolutive "exacte" ô n'est pas élément de L1 . Alors : 
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(3.3 . 19 )  Théorème (Synthèse spectrale) 

Tout élément f e L 1 est complètement déterminé par sa transformée de 
Fourier GJ f selon 

f = lim -1- GJ (Ga GJ'f ) 
cr.l.O (21t)n 

où la limite est prise dans l'espace L1 , c'est-à-dire selon la norme 11 . 111 de L 1 . 

Preuve. Avec le lemme il suffit de prouver que & * f � f dans L 1 . Or 

(& * f )(x) - f(x) = J [f(x - t) - f(x}] &(t) dt 

puisque J ga (t) dt = 1 , et ainsi, avec Fubini-Tonelli 

Il& * f - fll 1 :S J [J 1 f(x - t) - f(x) 1 dx] ga(t) dt 

::; J (1)1 (f, t) ga<t> dt 

où l'on a posé ro1  (f, t) = J 1 f(x - t) - f(x) 1 dx , expression qui définit le module de 

continuité ro 1 (f, • ) de f dans L1 , tel déjà que ro 1 (f, t) :S 2 ll f ll 1 . En admettant 
provisoirement que ro1 (f1 t) � 0 quand t � 0 dans Rn 1 on voit que pour tout e > 01 il 
existe ô >  0 tel que ro1 (fi t) :S e  pour llt l l :S ô 1 d'où 

( ro1 (fi t) g0(t) dt S e J &(t) dt = e J lltll=:;ô 

( ro1 (f1 t) &(t) dt :S 2 llf111 ( d"fa (t) j ltO>Ô j lltll>ô 

S 2 llfll1 J dy (u) 
UuD� Cf 

par le changement de variable u = .!. . En résumé on a <1 

Il& * f - f111 s e + 2 l lfll1 y [ B ( 01 �Y J 
et quand cr J, 0 on voit que B ( 01 �y J, 0 ,  de sorte que 

lim sup Il& * f - fll1 :s e . 
Cf J. 0 
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De fait on a donc lim sup Il& * f- fll1 = 0 ,  ce qui termine la preuve. 
e d O  

0 

Avant de revenir à la preuve du fait que m1 (f, t) � 0 quand t � 0 dans IRn, tirons les 

principales conséquences du théorème. 

(3.3 .20) Corollaire 1 

Sur l'espace L1 la transformation de Fourier ûJ est un opérateur injectif. 
Autrement dit deux fonctions intégrable f et g telles que � f = � g sont 
nécessairement presque partout égales. 

(3 .3 .21 ) Corollaire 2 (Formule d'inversion) 

Soit f e  L 
1 

une fonction intégrable telle que son image de Fourier � f soi t  elle 
aussi intégrable. Alors f est presque partout égale à la fonction continue 

1 -
(27t)n 

� � f · 

En particulier si f est continue et telle que f e L 
1 

et � f e L 1 alors 

f(x) = (2!)n (� � f )(x) en tout point x e  IRn . 

Preuve. L'hypothèse � f e L 1 assure que Ga� f � � f dans L 1 car 

11 Ga � f - �f ll1 · �  J [ 1 - Ga (x) ] l �f(x) l dx 
et il suffit d'appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue puisque 
Ga  (x) Î 1 quand crJ. O. Par le théorème de Riemann-Lebesgue on voit donc que 

(27t)n & * f = ii (Ga� f )  tend vers ii � f dans l'espace C0 (IR.n), donc en norme 
uniforme, tandis que (27t)n ga * f � (27t)n f dans l'espace L 

1 
d'après (3.3 .19). Par 

intégration sur une partie borélienne et bornée A de lRn , on en déduit sans difficulté que 

L (27t)n f(x) dx = L <ii � f )(x) dx , 

d'où le résultat. 0 

Modu les de continuité dans L1 et L2 • Rappelons . que toute fonction 
f e  Co (lRn ) est bornée et uniformément continue. Si pour tout a e lRn on désigne par 'ta 
l'opérateur de translation par a, qui opère sur les fonctions selon 

('ta f)(t) = f (t - a) 

on voit que la continuité uniforme de f sur lR n se traduit par le fait que le module de 
continuité 

ro (f, a) = 11-c. f - fil = Sup 1 f(t - a) - f(t) 1 
t 

tend vers zéro quand a � 0 dans lRn . 
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Lorsque f est élément de L 1 et L 2 respectivement, alors aussi la translatée 'ta f. Ainsi 
l'opérateur 'ta définit une isométrie (surjective) de L 1 dans lui-même, ou de L2 dans lui

même, puisque 

h. f 111 = J 1 f(t - a) 1 dt = J 1 f(t) 1 dt = ll f 11 1 

pour f e  L 1 • n est donc naturel d'introduire, comme pour le cas de C0 OR n), les modules 
de continuité 

co1 (f, a) = Ut. f - fll1 

� (f, a) = ll'ta f - fll2 

Et  alors : 

(3.3 .22) Proposition 

a �  Pour toute f e  1
1 

on a COt (f, a) � o  quand a � O  dans lRn . 

b) Pour toute f e  L2 on a � (f, a) � o  quand a � O  dans lRn . 

Preuve. Prouvons b) et pour cela fixons f e  12 
• Pour tout e > 0, il existe d'après (3.1 .10) 

une fonction g e  J{(]Rn) telle que llf - g112 � e. Comme on a ll'ta f - fll2 � 2 llfll2 , on en déduit 
Ut. f - fll2 � 2e + Ut. g - gll2 , de sorte que la question est ramenée au cas g e  J{(lR n) .  Or il 
existe r > 0 tél que la fonction g ait son support contenu dans la boule euclidienne 
Br = B(O, r) de rayon r. Alors pour a e lR n , tel que lia li � 1 ,  on a supp ('ta g) c Br+l et 
ainsi 

lita f - fil� = f 1 g(t - a) - g(t) 1 2 dt � co2 (g, a) � [Br+l] Jsr+l 
On termine en remarquant que co (g, a) � 0 quand a �  0 d'après la continuité uniforme 

� �  0 

L 'espace de Wiener WOlf'').  Certaines difficultés dans l'étude de la transformation de 
Fourier proviennent du fait que � opère de l'espace 11 dans un autre espace Co (Rn), et 

on peut alors imaginer qu'il est intéressant d'introduire certains sous-espaces 

E c L 1 n C0 , invariants par l'opérateur �. C'est évidemment le cas pour l'espace de 

Schwartz :J' = :J' (lR n ). Mais ce n'est pas le cas pour l'espace J{ (lR n) des fonctions 
continues à support compact, ni même pour l'espace m<R n) des fonctions C" à support 
compact. Par exemple, il est facile de vérifier, pour n = 1, que si f e  J{(]R) alors �f est 
en fait une fonction analytique, de sorte que J{n � J{  = 0 

Alors si E C L1 n C0 est tel que �E c E  on aura �f e L
1 

pour toute f e  E et 

ainsi, en accord avec la seconde partie de (3.3 .21 ), on voit apparaître le plus grand 
espace E comme étant défini par la condition f e L 1 et � f e L 1 • Mais la formule de 
réciprocité (3.3.21 )  montre aussi que les conditions précédentes équivalent à la seule 
condition f e  L 1 n �L 1 . D'où la définition : 
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(3.3.23) Définition 

On appelle espace de Wiener l'espace 'W = L1 n �L1 • C'est aussi l'espace 
des fonctions continues f telles que fe L1 et �fe L1 . C'est encore le plus 
grand sous-espace de L1 n Co invariant par transformation de Fourier. 

On munit généralement 'W de la norme 

N(f) = Il f 111 + Il � f 111 
qui en fait un espace de Banach. 

Avec ce choix il est clair que � et � opèrent tous deux de 'W dans 'W. Mais en fait on a :  

(3.3.24) Théorème 

La transformée de Fourier � est un isomorphisme de l'espace 'W sur lui-

même, admettant l'opérateur (27trn � comme isomorphisme réciproque. De 
plus pour f, ge 'W on a f * g e 'W et fg e 'W , de sorte que 'W est en fait à la 
fois une algèbre convolutive et une algèbre multiplicative. 

Preuve. La première partie n'est autre que (3.3.21). Si maintenant f et g sont éléments de 
'W, alors f* ge L1 et �(f* g )= �f•'!rg est élément de L1 car'!rfe L1 et'!rge C0. 
Donc 'W est stable par convolution, donc aussi par multiplication puisque 
l'isomorphisme '!Y transforme précisément l'une en l'autre. 0 

Ainsi, si l'espace ::K.= J(.(JRn ) est bien adapté à la théorie des espaces L1 et L2, surtout 
d'ailleurs à cause des résultats de densité, l'espace de Wiener 'West bien adapté à la 
transformation de Fourier. Et ceci sans même perdre le bénéfice de la densité puisque : 

(3.3.25) 

1 
Proposition 

L'espace de Wiener 'West dense dans chacun des espaces L1, L2 et C0 (!Rn) . 

Preuve. On sait avec (3.1.10) que ::K. est dense dans L 1 et L 2 , et aussi évidemment dans 
C0• Par ailleurs pour toute fe L1 la fonction continue ga* f est élément de 'W puisque 
'!Y(&* f )  =Ga '!rf e L1 . ll suffit donc de prouver que pour toute fe ::K. on a & * f � f 
dans chacun des espacesL1,L2 et C0 . Pour L\ c'est (3.3.19),avec même fe L1 . Pour Co , 
on a, en introduisant le module de continuité ro (f, t), 

Il&* f- fil � J ro(f, t) &<t> dt 

et la preuve de (3.3.19) montre que J ro (f, t) & (t) dt� 0 quand cr J.. O. Enfin pour L2 il 
suffit de voir, avec toujours fe ::K., que l'on a 

2 Il& * f- fll 2 � Il& * f- fil Il& * f - fll l 

pour conclure. 0 



(3.3.26 ) Exercice. (Les espaces ,-L 1 et CJ 
a)  Montrer que,-L1 est dense dans C0 (Rn) . 

b) Soit fe L 1 (R) une fonction impaire. Établir l'égalité pour a, b > 0: 

r (��(x) dx = 2i r f(t) [f si: u du ] dt 

et en déduire que 

r <" f)(x) dx = i 1t r f(t) dt Jo x Jo 
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où l'intégrale, au premier membre, est une intégrale de Riemann 
impropre. 

c) Soit g e C0 Œ) la fonction impaire définie par 
1 

g(x) = pour x �0 . 
1 + l..tn xl 

Montrer que g e ,.. L 1 • 

(3.3.27) Exercice 

On fixe la fonction fE L 1 n Co (Rn) supposée telle que ,.. f � 0 . 

a ) Démontrer que J G0(x) (,.. f)(x) dx = (21t)n J g0( t) f( t) dt . 

b) En déduire que f est élément de l'espace de Wiener 'W. 

(3.3.28) Exercice 

Sur l'espace 'W = 'W (Rn) on considère l'opérateur 
1 U =--n "'· 

(21t)ï 
v 

Établir que U2 f = f pour toute fE ')V et en déduire que lf = J, opérateur 
identité. 

La fonnule d'inversion pour les mesures bornées. On revient aux espaces L 1 (Rn) et 
M1 (Rn) et, de même que pour l'espace L1 , on veut montrer que la transformation de 
Fourier est injective sur M1 = M1 (Rn) , cône positif des mesures bornées. On peut même se 
poser la question de l'injectivité sur l'ensemble L 1 U M1 • 
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(3.3.29) Lemme 

On fixe J.l, u e M1 et fe L1• Alors 

a )  f (,-u)d).l= f (,.J.l) du 

b) f (,-0 d).l = J (o.i).l) (x} f(x) dx 

Preuve. Avec Fubini. 

(3.3.30) Proposition 

Pour toute J.1 e M1 et toute ge 'W ,  on a 

f gd).l= -
1

- f (�g) (x) (,-).1) (x) dx 
(21t)n 

0 

Preuve. On applique le lemme à la fonction f = (21trn ;y g ,  compte tenu que g = ,.f . 0 

La proposition signifie que la transposée de Fourier ,-Il détermine complètement 
l'intégrale par rapport à J.1 sur l'espace de Wiener 'W. Comme 'W est partout dense dans 
C0 (lRn) d'après (3.5.25), on a ainsi un moyen de déterminer l'intégrale par rapport à ).1 
sur Co (lRn). D'où le résultat: 

(3.3.31) Théorème. (Injectivité) 
Soit J.1 et u deux mesures bornées sur lRn. Pour que J.1 = u il faut et il suffit que 
,-J.l = ,-u. 

Preuve. L'égalité de J.1 et u sur C0 (lRn) garantit que ).1 = u d'après (1.11.1) , partie unicité 
du théorème de Riesz-Alexandroff. 0 

En introduisant les images ).18 de J.1 par chacune des applications linéaires x� <a, x>, 
où a e lR n , on voit que (,-J.l)(a) = ,-lla (1) , d'où 

(3.3.32) Corollaire 1 
Pour que deux mesures bornées Jl et u sur lRn soient égales, il faut et il suffit 
que leurs marges ).18 et u. soient les mêmes pour tout a e JRn. 

On remarquera que si (e1, e2, ... , e
n
) est la base canonique de lR n, la condition que les 

marges�= J.lex soient les mêmes pour J.1 et u ne suffit pas à assurer l'égalité J.1 = u. 
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(3.3.33) Corollaire 2 

Soit X et Y deux vecteurs aléatoires à valeurs dans le même espace lR n • Les 
assertions suivantes sont équivalentes : 

a) Les vecteurs X et Y ont même loi. 

b) lls ont même fonction caractéristique. 

c) Pour tout a e lR n , les variables aléatoires <a, X> et <a, Y> ont même 
loi.  

Remarque. La preuve du théorème général d'injectivité donnée ici est assez indirecte, 
mais c'est la plus rapide en dimension n quelconque. On prendra garde que la formule 
(3.3.10) ne peut s'étendre au cas des fonctions boréliennes bornées g. En effet si c'était le 
cas, on aurait nécessairement J.LA = 0 pour tout borélien A négligeable pour la mesure de 

Borel (puisqu'alors "lA= 0), ce qui est faux en général. 

Le cas particulier n = 1 peut toutefois se traiter directement sans passer par l'espace de 
Wiener 'W. En effet 

(3.3.34) Proposition 

Soit cp= "Il avec Ile M1 (lR ). Pour a< b on a les formules, dites de Perron
Stieltjes,  T 
a) Jl( {a}) = li rn 

1 J e·iax cp( x) dx T-+- 2T -T T 
b) � Jl{a} + � J.L{b} +Il] a, b [ = li rn ..!... J T-+- 21t -T e·iax - e·ibx 

i x  
cp(x) dx 

Preuve. Il suffit de prouver a) pour a= 0 et de remplacer ensuite Il par sa translatée 
't_a Il· Or, avec Fubini, on a T 

2� J.T cp(x) dx = J h (t) dJ.L (t) 

Jr(t) = 
2
1 JT eitxdx = { ;in tT 

si 

1t -T tT si  

t = 0 

et il suffit d'appliquer le théorème de convergence dominée puisque 1 h (t) 1 ::5 1 et 
Ir (t) � 110! (t) lorsque T � oo • 

Pour prouver b) on procède de même avec 

1 fT -iax -ibx 

J e - e 
-2 . cp(x) dx = Kr (t) dJl (t) 

1t -T lX 
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T 
ru Kr (t) = !_ ( sin x(b - t) - sin x (a - t) dx = Lr (b _ t) _ Lr (a_ t) 

7t Jo x T 
avec Lr<a) = !_ r 

7t Jo 
sin ax dx . Or L T (0) = 0 et Lr est une fonction impaire. De plus 

x 

pour a>O on a !aT 
1 sin u Lr(a)= - - du= H (aD 
7t 0 u 

1 ix sin u avec H (x) = - -- du . 
7t 0 u 

Or on sait que H est continue et telle que H(x) --+ � quand x --+ + oo • D'où résulte que H 

est bornée, donc 1 Kr (t) 1 � 2 11HII , ce qui donne la condition de convergence dominée. Et 

puisque lim H(aT) vaut respectivement - � , 0 ou � suivant que a < 0 ,  a = 0 ou T-+oo 
a> 0, on voit que 

H 
si te [ a, b] 

lim Kr (t) = si t = a  ou t = b T-+• 
te ] a, b [ si 

ce qui donne b). 0 

On remarquera que la proposition garantit l'injectivité de la transformation de Fourier, 
car si GJ' 1.1. = ,.-u, alors 1.1. [ a, b [ = u [ a, b [ pour tous a, b, donc 1.1. = u par le raisonnement 
habituel. 

(3.3.35) Exercice 

Soit 1.1. e M1 (lRn) et cp= GJ' 1.1. .  Pour chaque T > 0 soit Pr le cube [ -T, +Tt. 

a )  Prouver que J.I.((O}) = lim -1- ( cp(x) dx 
T -+.. (2T)n JP T 

v v 
b) En remplaçant 1.1. par la mesure u = 1.1. * 1.1. , où 1.1. est la syrnétrisée de J.l., 

v 
définie par 1.1. (A) = 1.1. (-A), obtenir la relation 

(On remarquera que la somme I. est dénombrable). 
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c) Montrer que si l'on a q> e L1 , q> e L2 ou q> e Co CRn), alors Jlest une mesure 
diffuse sur Rn . 

(3.3.36) Exercice. (Injectivité dans le cas mixte) 
a )  Soit Jl e M1 (lRn) et fe L1 • On suppose ,-Jl = ,-f . Montrer alors que l'on a 

f 2: 0 presque partout et que Jl est la mesure de densité f, autrement dit 
dJ.L(x) = f(x) dx. On prouvera d'abord que f est réelle et on introduira les 
mesures u• et'\)- 1 de densités respectives ret r. 

b) On suppose ,-Jl = q> e L 1 • Montrer que Jl admet la densité f = (21t)"n ,- <p. 
c) On voit donc que chacune des conditions ,-Jl e L 1 ou ,-Jl e ,-L 1 implique 

que Jl est Borel-densitable. On va voir qu'il n'en est rien avec la condition 
,-Jl e C0 (Rn). Pour cela revenons au cas n = 2 et à la probabilité Jl sur lR2 

égale à la mesure uniforme sur le cercle unité i + ..j = 1, définie par 

2lt J J f(x, y) dl! (x, y) = 2� J, f(cos 9, sin 9) d9 . 

Montrer alors que 

ilt Il 1 lrcos9 1 (,-Jl)(x, y) = - e de= -1t 0 1t -1 

irt e dt 

avec r = --./ i + ..j , et prouver, avec le théorème de Riemann-Lebesgue, 
que GJ Jl e C0 (]Rn). Conclure en remarquant que Jl n'est pas Borel
densitable sur lR 2. 

3.4 Transformation de Fourier et convolution sur L 2 

On va maintenant pouvoir définir la transformation de Fourier sur l'espace 
L 2 = L 2 (lR n )  grâce aux deux propriétés suivantes déjà démontrées : 

a),- opère de l'espace de Wiener W dans lui-même. 

b) L'espace '}V' est partout dense dans L2 

Rappelons auparavant que l'espace L 2, formé ici de fonctions réelles ou complexes, est un 

espace de Hilbert lorsqu'on le munit du produit scalaire (f 1 g) = J f(x) g (x) dx. 

Désignons maintenant par W 2 l'espace de Wiener W muni de la  norme 11•112 de L 2 . Cela 
étant, on a pour f, g e L 1 quelconques, par Fubini 
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J (Gjf}gdx = J J ei<X,t> f(t) g(x) dx dt 

= I f (Gj g) dt 

En particularisant f, g dans 'W, et en tenant compte de (3.3.24) on a 

(3.4.1) Théorème 

Sur l'espace préhilbertien 'W 2 les opérateurs 
-n -n 
2 - 2 -

U = (21t) a.r et U = (21t) a.r 
sont deux isométries réciproques, adjointes l'une de l'autre. 

Preuve. L'égalité précédente signifie (Gj f 1 g) = (f 1 Gf g) pour f, g e 'W 2 , donc aussi 

(Uf 1 g) = (f 1 Ug). Mais si g = Gjf alors � g = �Gjf = (21t)n f, d'où U<Jjfll ; = (21t)n llfll; et 

ainsi IIUfll; = llfll; . 0 

(3.4.2) Définition 

On appelle transformation de Fourier sur L2 l'opérateur, noté encore 
Gj : L2 --+ L2 , qui prolonge canoniquement la transformation de Fourier sur 

'W2 • On définit de même l'opérateur �: L2 --+ L2 • 

Par des raisonnement de continuité évidents, on a 

(3.4.3) Théorème (Plancherel) 
-n -n 

Sur l'espace L2 = L2(1Rn) les opérateurs U = (27t) 2 GJ et U = (27t) 2 � sont 
deux isométries réciproques, adjointes l'une de l'autre. Autrement dit, on a 
pour f,ge L2 

- -
a )  ay ay f = a;Ji'a;Ji'f = (21t)n f 

b) (a;Ji'flg> = (fi Gj g) 

c) (a;Ji' f 1 a;Ji' g) = (21t)n (f 1 g) 

d) Ua;Ji'fll� = (21t)n llfll; 
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Remarque. Il convient de bien voir que lorsque f décrit l'espace L 2 la fonction GJ' f 
n'a aucune propriété particulière de continuité sur lR n puisqu'elle décrit, elle 
aussi, l'espace L2 tout entier. Par ailleurs il se pose un problème de notation lorsque 
f E L 1 n L 2 1 car il existe a priori deux images de Fourier pour f : celle notée <pl E Co (lR n) 
image de f e L 1 , et celle notée <p2 e L 2 , image de f e L 2 • Or pour toute fonction h e 'W 
on a 

J <pl hdx = J f!F' h dx = (fi , h) = <<Ill lh> 

où la première égalité s'obtient avec Fubini et la dernière avec (3.4.3). Fixons une 
fonction ge 'W qui ne s'annule pas sur lRn, par exemple la fonction de Gauss. On a alors 

g hE 'W, <pl gE Co n L 1 donc <ill gE L 2 et 'P2 gE L 2 1 de sorte qu'en remplaçant h par 

g h on obtient ((<p1 - <p2) g 1 h) = 0 ,  ce qui prouve que la fonction (<p1 - <p2) ge L2 est 
orthogonale à 'W 2 • Elle est donc nulle dans L 2 puisque 'W 2 est dense dans L 2 , et ainsi 
(<p1 -<Ill> g = 0 presque partout, d'où <p1 =<Ill presque partout. En résumé, on vérifie la 
cohérence de la notation a;i'f sous la forme: 

(3.4.4) Proposition 

Pour toute fe L 1 n L 2 l'image de Fourier GJ' fe L 2 est exactement la classe de 
la fonction GJ'f e Co (lRn) définie par (3.3.1). 

Calcul de GJ' f pour f e L 2 • La définition de GJ' f e L 2 étant donnée par passage à la 
limite, le calcul de GJ' f se fait par approximation. Donnons toutefois deux cas 
particuliers intéressants. 

(3.4.5) Proposition 

Soit f e L 1 tel que � f e L 2 • Alors la fonction h = aJ f est telle que 
GJ'h = (21tt f dans L 2 • 

Preuve. Reprenons les fonctions gaussiennes ga et Ga de (3.3.18). On sait que & * f � f 

dans L1 quand a J.o et ,(& * f )  = Ga ,f .  Or Ga ,f� ,f dans L2, comme on voit avec 

le théorème de convergence dominée de Lebesgue. Donc & * f = (21trn GJ' (Ga GJ'f ) tend 

vers (21trn GJ', f ,; (21trn a;F h dans l'espace L 2 • Ainsi & * f a pour limite f dans 

l'espace L 1 et (2xr•11' h dans l'espace L' , d'où l'on déduit L f dx = (2xr• L ll'h dx 

pour tout borélien borné A, et ainsi f = (21trn GJ' h presque partout, d'où l'égalité 
GJ'h = (21t)n f dans L 2 . 0 
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Exemple 1. On fixe a > 0 et soit fa (t) = Y (t) e-•t, où Y est la fonction de Heaviside 

1 - 1 -: 2 Y= 1JO +->.Alors f. e L et (� f.)(x) = --.- , de sorte que 'J' fa e L . Ainsi la fonction ' a+ IX 

�t appartient à L2 sans appartenir à L1 et a+ 1 

� (a � it) = 21t Y(x) e-ax 

n'est pas continue. En séparant partie paire et partie impaire, on obtient 

" -- = 1te <!1:' ( a ) -alxl 
a2 + t2 

" -- = -1t e(x) e <!1:' ( i t ) -alxl 
a2+ e 

avec e(x) = sgn(x) . 

Exemple 2. Soit fa = 1(-a,al . Alors � fa (x) = 2 

élément de L 1 • Alors la fonction 

� (sin at)= 1 t 1t (-a,a] 

n'est pas non plus continue. 

sin ax 
x 

-
et ainsi � f. e L 2 , sans être 

Le second cas particulier est basé sur le fait que pour tout compact K de lRn la fonction 1K 
est élément de L 2, donc 1 K f e L 1 pour toute f e L 2 • Soit alors <!<),> une suite croissante de 
compacts telle que U !<), = lRn , de sorte que l'on a 1� Î 1 et par Beppo Lévi 1� f � f 
dans L 2 • Alors �f est la limite de � (1�) et par (3.4.4 ) on a : 

( 3.4.6) Proposition 

Soit (�) une suite croissante de compacts, de réunion lR n (par exemple 
KP = B(O, p) ou � = [-p, p]n ). Alors pour toute fe L2 l'image de Fourier 
�fe L2 est la limite dans L2 de la suite des fonctions, éléments de C0 (lRn), 

. __. L,. ·'"'" f(t) dt 

Produit de convolution dans L2• Pour f, g e L2 la fonction t � f(x- t) g(t) est 
évidemment intégrable pour tout xe lRn . On est donc en droit de poser 

(f * g )(x) = I f(x - t) g(t) dt 

et par Cauchy-Schwarz on a 1 (f * g )(x) 1 � llfll2 llgll2 • 



Par ailleurs si h = f * g alors 

1 h(x)-h(y) 1 � llgll2 [J 1 f(x- t) - f(y - t) 1 2 dt r'2 
et l'on reconnaît dans [ ]112 le module de continuité � (f, x-y) d'où 

1 h(x)- h(y) 1 � llgll2 � (f, x-y) 

ce qu'on peut traduire encore par l'inégalité 

(t) (h, 8) � llgll2 � (f, 8) . 
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En particulier h = f * g est uniformément continue et bornée et Il f * gll � llfll2 llgll2 . 

Rajoutons à cela que pour f, ge J{(IRn), on a aussi h = f * ge J{(IRn), car si f a  pour 

support compact A et g pour support compact B alors supp(f* g) c A + B, et A + B est 
compact. Et ainsi, par densité de J{(IRn) dans L2, on voit que f * ge Co (IRn). 

D'où: 

(3.4.7) Proposition 
Le produit de convolution 

(f * g)(x) = J f(x - t) g(t) dt 

définit une application bilinéaire continue de L 2 
x L 2 dans l'espace C0 (IR n), 

qui est symétrique. 

Remarquons encore que si le produit* est bien commutatif, la question de l'associativité 
ne se pose pas puisqu'on ne peut pas définir un produit de convolution du type Co * L 2 . 

De même la condition f *ge C0 (IRn) ne permet pas en général de calculer GJ'(f * g), de 

sorte que la formule de (3.3.6) ne peut se prolonger. Par contre la condition fe L
2 

et 
ge L

2 
implique fg e L1, de sorte qu'on peut calculer GJ'(fg). Et alors: 

(3.4.8 ) Proposition 
Soit f, g e L

2 
quelconques. 

a) On a l'égalité dans C0 (IR n) 

GJ' (fg) = (2ttrn GJ' f * GJ' g 

b) En particulier on a aussi f *ge GJ'L1 c C0 (IRn) . 

Preuve. La formule GJ' (f * g) = GJ' f • GJ' g , valable pour f, g e W 2 est aussi équivalente, 

compte tenu de la formule de réciprocité et du caractère bijectif de GJ' : W 2 � W 2 , à la 

formule GJ (fg) = (2ttfn GJ' f * GJ' g. Or l'application (f, g) � 0J (fg) et l'application 

(f, g) � (2ttfn GJ' f * GJ' g sont toutes deux définies sur L 2 et continues sur L 2. Leur 
coïncidence sur W 2 x 'Hf 2 assure donc leur égalité, d'où a). 
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Par le théorème de Plancherel on peut aussi écrire a) sous la forme 

f * g = (21trn � [ � f • àj g ] 
ce qui donne f * ge "!L 1 , en précisant donc un peu (3.4.7). 

Terminons par quelques exercices. 

(3.4.9) Exercice 

0 

a )  Utiliser l'exemple 2 après (3.4.5) pour déterminer la transformée de 
. 2 

F 
. 

d 1 f 
. sm t 

ouner e a onction -2- . 
t 

En déduire la valeur des intégrales 
SI� t 

dt et 
SI� 

dt . f- . 2 J- . 4t 

0 t 0 t 

b) En utilisant la transformée de Fourier de la fonction e-a 1 tl , avec a > 0 , 

obtenir l'égalité, pour a > 0 : 

f - -at sin t 
d Ar 1 

e -- t = c tg-
0 t a 

Que peut-on èn déduire lorsque a .J, 0 ? 

c) Évaluer de même l'intégrale 

-atSmt
d e -- t f- . 2 

0 t
2 pour a2:0 . 

d) Retrouver les résultats de (1.10.4. Ex 3), à savoir les égalités 

a>O 

a>O 

(3.4.10) Exercice 

Utiliser (3.4.8) pour déterminer l'image de Fourier de la fonction 

ab 1 
1t2 

(a
2 + t2 ) (b2 + t2) 

Examiner le cas a = b . 

a, b> 0 
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(3.4.11) Exercice 

Soit f e L2 (]R) une fonction telle que f(Ü = 0 si 1 t 1 > � et J 1 f(t) 1 2 dt= 1 .  

a )  Montrer que <p = ,..f est élément de l'espace L2 n Co (R) . 

b) Soit JJ.la mesure de densité 2� 1 <p(x) 12 par rapport à la mesure de Borel 

sur R. Montrer que les fonctions e1nx , n e  Z, forment un système 
orthonormal dans l'espace de Hilbert L2 (J.l.). On introduira les 
translatées fn = 'tn f . 

(3.4.12) Exercice 

a )  Montrer que l'algèbre convolutive L1 = L1 (Rn) n'a pas d'élément unité. 

b) Montrer que l'équation f * f = 0 n'a pas d'autre solution que la solution 
f = 0, dans chacun des espaces L 1 et L2 • 

c) Montrer que l'équation f * f = f n'a pas d'autre solution que la solution 
f = 0 dans l'espace L 1 • 

d) Peut-on facilement décrire toutes les solutions de l'équation f * f = f 
dans l'espace L2 ? Donner des exemples concrets pour n = 1. 

e) Résoudre l'équation J.1. * J.1. = J.1. dans l'ensemble M1 (Rn). 

(3.4.13) Exercice 

Pour toute partie Ac Rn on désigne par A- A l'ensemble des points a - b, 
où a e A et be A. On suppose que A est une partie intégrable de lRn . 

v 
a )  Montrer que tout point x e  Rn tel que (lA * 1A)(x) > 0 appartient à 

l'ensemble A- A. 
b) En déduire que si la mesure de Borel de A est strictement positive, alors 

A- A est un voisinage de zéro dans Rn (théorème de Steinhaus). 
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